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INTRODUCTION
Cet Ouvrage a été rédigé à la suite de Leçons que j'ai faites au Collège de France, sur la théorie des Marées, pendant Tannée scolaire 1893-1894.
Dans cette première Partie, qui est imprimée depuis deux ans sans qu'il m'ait été possible de mettre la dernière main à la correction des épreuves, j'ai cherché à réunir ce qu'on peut dire de plus élémentaire sur la matière et aussi ce qui m'a paru pouvoir être de quelque profit aux ingénieurs qui ont à faire ou à utiliser des observations de marées.
Dans cette vue, je m'appuie essentiellement sur la théorie statique des marées, théorie extrêmement simple qui, depuis Newton, n'a jamais cessé de rester en honneur en Angleterre et à laquelle Lord Kelvin a donné le moyen de tenir compte de la distribution réelle des mers à la surface du globe.
Elle permet, sans qu'il soit nécessaire de recourir à la théorie plus magistrale^ mais beaucoup plus difficile de Laplace, d'exposer l'application pratique de cette théorie, c'est-à-dire les formules de prédiction des marées de l'illustre auteur de la Mécanique céleste, formules utilisées jusque dans ces derniers temps et peut-être encore aujourd'hui pour la rédaction de Y Annuaire des marées des côtes de France.
J'expose ensuite les travaux plus récents faits en Angleterre, notamment par Darwin, sur la réduction des observations et la prévision des marées. Je n'en méconnaîtrai certainement en rien le mérite, encore moins la -grande utilité,
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en rappelant que leur base essentielle, à savoir le développement Aarmom^ae (c'est-à-dire trigonométrique) de la hauteur de la mer dans un port, d'après les principales inégalités lunaires, a été indiquée, pour la première fois, par Laplace dans une Note du Livre XII de la Mécanique céleste.
Au point de vue dynamique, je me borne, dans cette première Partie, à faire application, à la façon d*Airy, des formules de l'Hydraulique à la propagation des marées dans des détroits ou canaux supposés tracés suivant les grands ou petits Cercles de la surface du globe ou en communication avec des mers h marées connues, tout en subissant eux-mêmes les effets de l'attraction des corps célestes.
L'Ouvrage se termine par une étude, faite naturellement dans la mesure où l'on peut la faire, de la propagation de la marée dans un fleuve de largeur constante ou même très lentement variable. Je montre que ce dernier problème, qui serait infiniment plus difficile encore que le premier, si l'on prétendait à lo serrer de trop près, s'y ramène très simplement si Ton se contente d'une approximation qui parait en rapport avec le degré de précision des données dont on dispose en cette matière.
Comme complément k la théorie des marées fluviales, nous faisons connaître, sous la forme adaptée à cet Ouvrage, les beaux travaux de M. Boussinesq sur l'onde solitaire. Sans être le mascaret, l'onde solitaire s'en rapproche pourtant assez pour fournir, en partie, l'explication de ce grandiose phénomène.
Dans une seconde Partie, on exposera la Théorie dynamique des marées de Laplace, et ce qu'on peut appeler la Théorie des marées de l'écorce terrestre. Les remarquables travaux de Lord Kelvin et Darwin sur cet intéressant sujet ont amené ces illustres savants à des conclusions très rassurantes sur la solidité du globe que nous habitons, solidité que les désastres causés de temps à autre par les mouvements séismiques sembleraient devoir mettre en doute.
Je n'ai pas osé m'aventurer dans la théorie des marées atmosphériques, si importante qu'elle soit, les données dont nous disposons paraissant insuffisantes pour que Ton puisse, avec quelque utilité, aborder ce sujet. Je souhaite, d'ailleurs, qu'un avenir prochain vienne donner tort à cette appréciation.
La théorie des marées, dont on pourrait dire qu'elle forme un des plus beaux Chapitres de la Mécanique céleste, s'il était permis de distinguer entre les beautés d'une telle œuvre, a été, ce me semble, quelque peu délaissée en France depuis
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Laplâce, tandis que les savants et les observateurs anglais ne cessent d'y consacrer leurs efforts.
Tisserand lui-même ne Ta pas comprise dans sa Mécanique céleste. Sans doute^ elle est loin d'offrir le degré de certitude et, par conséquent, la satisfaction d'esprit que donnent les autres branches de cette Science. Mais ni Newton, ni Laplace ne l'ont dédaignée pour cela.
M. Poincaré a commencé a mettre à son service sa merveilleuse puissance d'analyse. II est à désirer qu'il poursuive ses recherches, comme il est désirable aussi que les grands progrès accomplis, depuis Laplace, dans l'art d'observer, d'enregistrer, de réduire et de prédire les marées, progrès dont on est redevable à l'Angleterre, se répandent chez nous, et que ceux qui aspirent à les utiliser ou à les perfectionner trouvent l'appui des trois grandes Administrations qui y sont le plus directement intéressées : celles de la Marine, des Travaux publics et des Colonies.
Si cet Ouvrage peut rappeler l'attention sur ce sujet, qui a reçu de notre pays ses fondements essentiels, le but qu'il vise sera pleinement atteint.
MM. les éditeurs Gauthier-Villars et fils ont apporté à son impression un soin qui, pour leur être habituel, ne me dispense pas de les en remercier.
Paris, décembre 1897.
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THÉORIE STATIQUE DES MARÉES
1. Rayon moyen invariablo des mers; globe terrestre. — 2. Surface moyenne des mers. — 3. Hauteur statique de la marée, due à un potentiel donne. — 4. Expression du potentiel d'un astre en fonction de sa distance zénithale. — 5. Expressions du potentiel en fonction des coordonnées horaires et des coordonnées équatoriales de Tastre. — 6. Hauteur de la marée lunaire dans une mer recouvrant toute la Terre. — 7. Discussion de cette hauteur. — 8. Hauteur de la marée lunaire dans l'Océan véritable. — 9. Discussion de cette hauteur. — 10. Valeurs des coefficients do distribution des mers de Lord Kelvin. — 11. Sur le continent antarctique. — i2. Marées luni-solaires. Divergences avec Tobservation.
1. Rayon moyen invariable des mers ; globe terrestre. — Concevons une sphère géocentrique d'un rayon tel que si les eaux de la mer, quelque irrégulières qu'en soient les rives, affleuraient partout à la surface de cette sphère au lieu d'affleurer à leur surface vraie S, leur volume total ne serait pas changé. En d'autres termes, le rayon de la sphère est tel que le volume compris entre sa surface et le fond irrégulier des mers est le même que le volume total des mers ; et, comme ce dernier volume ne change pas sensiblement, le rayon de la sphère peut lui-même être regardé comme invariable quelle que soit la mobilité de la surface des mers. Nous l'appellerons, pour cette raison, le rayon moyen invariable des mers ou plus simplement le rayon terrestre. Nous le prendrons souvent pour unité de longueur, et, quand nous parlerons d'une sphère géocentrique de rayon unité, c'est la sphère que nous venons de définir qui sera visée. Elle représentera, pour nous, un globe terrestre sur lequel sont censés marqués les L. - I. I
eaux et les continents. Elle coupe nécessairement la surface mobile des mers dans toutes ses positions et s'en écarte peu relativement à son rayon.
Quand nous voudrons conserver l'homogénéité dans les formules, nous en désignerons le rayon par la lettre a.
2. Surface moyenne des mers. — Si la mer n'était soumise qu'à l'action de la gravité et non à celle des astres, elle prendrait une position d'équilibre relativement à la Terre. La surface immobile pour nous, qu'elle affecterait ainsi, est ce que nous appellerons sa surface moyenne. Nous la désignerons par So-
Cette surface serait partout horizontale ou normale à la gravité, c'est-à-dire à la résultante de l'attraction terrestre et de la force centrifuge.
L'attraction terrestre dérive d'un potentiel; désignons-le par W. La force centrifuge dérive aussi d'un potentiel. Rapportons, en effet, les points de l'Océan à trois axes rectangulaires invariablement liés à la Terre, à savoir : l'axe Oz (/Ig. i) allant du centre de la Terre vers le pôle Nord, coïncidant, par conséquent, avec l'axe de la rotation diurne et deux axes Oa?, Oy situés dans le plan del'équateur et tournant avec la Terre. Les composantes de la force centrifuge parallèlement à ces deux axes sont respectivement oi'cc, o^'y, en désignant par 0) la vitesse angulaire diurne de notre globe. La composante parallèle à l'axe 0-s est nulle, de sorte que la force centrifuge dérive du potentiel
Fig. 1.
Au lieu des coordonnées rectangulaires a?, j, s, il convient, dans la question qui nous occupe, d'employer les coordonnées polaires To, 0, ç ainsi définies : To est la distance d'un point de la surface moyenne des mers au centre de la Terre, est sa latitude comptée positivement dans l'hémisphère boréal, ç est sa longitude comptée depuis un premier méridien zOx fixement attaché à la Terre, par exemple le méridien de Paris; la longitude ç sera comptée de o*^ à SGo*" dans le sens direct, c'est-à-dire à l'Est de Paris.
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Le potentiel d'où dérive la force centrifuge est ainsi ^w^r* cos^O, et le potentiel total de la gravité (attraction de la Terre et force centrifuge) sera, en mettant en évidence les variables qui y entrent,
Nous le désignerons, pour abréger, par W'(ro, 0,ç) ou simplement par W quand il n'en pourra pas résulter d'ambiguïté.
La surface d'équilibre des mers étant une surface de niveau, relativement h ce potentiel, aura ainsi pour équation
(I) W(/-o,Ô,9)==Co=:consl.
3. Hauteur statique de la marée, due à un potentiel donné. — Par le centre de la Terre {fig. i), menons un rayon vecteur qui rencontre la surface moyenne So et la surface vraie S des mers, respectivement en Ao et A. Soient r^ et r les distances de ces deux points au centre de la Terre, et ç leurs coordonnées géographiques communes. La différence
représente sensiblement la hauteur positive ou négative de la marée, comptée à partir de la surface moyenne So. C'est elle qu'il faut déterminer à chaque instant / et pour chaque point A^ défini par sa longitude et sa latitude, de sorte que h est une fonction des trois variables /, 0, ç.
Pour l'obtenir, admettons avec Newton, D. BernouUi, Euler, Maclaurin, etc., que l'Océan tende, à chaque instant, à se mettre en équilibre sous les actions réunies de la gravité et de l'attraction des corps célestes. Cela équivaut à dire que sa surface S tend, à chaque instant, à se placer normalement à la résultante de ces actions. Elle affectera donc la forme d'une surface de niveau relativement à la somme des potentiels de la gravité et des astres.
Nous diviserons le potentiel de la gravité en deux parties :
i*" Le potentiel qui se produirait si la mer était limitée à la surface fixe S^;
2'' Celui dû à la couche aqueuse de hauteur h comprise entre cette surface et la surface vraie S, ce potentiel compté positivement ou négativement suivant que A est positif ou négatif. Le premier a, au point A, la valeur W'(r, 0, 9); désignons le second par (v(r, 0, ç); ils varient l'un et l'autre avec la surface S et, par S4iite, avec le temps. 11 en est de même du potentiel des astres que nous désignerons par V(r, 0,(p), en sorte que l'équation de la surface S à l'instant / est
('2) W'(r, 0, 9) -h w{r, 9, cp) -^ V(r, 0, 9) = d,
C, étant une fonction inconnue du temps seul.
Retranchons membre à membre les équations (i) et (2), il viendra
( 3) W'(r, 0, 9) - W'(/'o, 0, 9) -\- iv(r, 0, 9) +¥(/-, 0, 9) r- C,
C étant une fonction du temps.
A cause de la faiblesse de la différence r — r^ = h comparativement au rayon de la Terre, on peut écrire
-^ se rapportant au point Ao. Mais cette dérivée représente la composante de la
gravité suivant le rayon r prolongé, soit sensiblement — g, en appelant g la gravité au point Ao- L'équation (3) devient, par suite, en posant
V -+- tv = V et supprimant l'indication des variables
soit
Cette équation ne donne pas la hauteur de la marée sous forme explicite par deux raisons : la première, c'est que V comprend le potentiel inconnu de la couche d'eau comprise entre la surface moyenne et la surface vraie des mers; la seconde provient de ce que C est une fonction inconnue du temps.
Pour déterminer cette fonction, nous observons que, le volume des mers étant invariable, le volume total compris entre leur surface moyenne So et leur surface vraie S est nul, si Ton compte les volumes positivement ou négativement, suivant que la distance h entre les deux surfaces est positive ou négative. Sur le globe terrestre, de rayon unité tel qu'il a été défini au § 1, traçons un élément de surface dÇi et concevons le cône géocentrique ayant cet élément pour base. La portion de ce cône de hauteur h comprise entre les surfaces S^ et S peut être regardée comme sensiblement cylindrique à cause de Téloignement du centre de la Terre. Son volume positif ou négatif est donc A rfû, et, par suite, l'invariabilité du volume des mers donne la relation
h dO. — o,
l'intégrale étant étendue à tous les éléments rfû du globe terrestre qui corres-
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pondent aux mers. L'équation (^\) donne, par suite,
Tv d^ ^ C£2,
Cl étant la surface des mers marquée sur le globe terrestre. On en tire
hf^'
dQ^y\
en désignant par V la valeur moyenne de la fonction V considérée pour tous les points de l'Océan.
L'expression de h prendra, par suite, la forme
^ et
Il est extrêmement difficile de tenir compte du potentiel de la couche aqueuse qui entre dans V. On peut le faire, comme nous le verrons plus tard, dans le cas d'une mer couvrant toute la Terre. Hormis ce cas, il n'existait pas jusqu'ici de méthode directe pour atteindre ce but. Tout récemment, M. Poincaré a fait une importante tentative pour combler cette lacune, dans une Note publiée aux Comptes rendus de V Académie des Sciences du 3o avril 189^1. Le plus souvent, on néglige cette grandeur; cela revient à négliger la densité de l'eau devant la densité moyenne de la Terre qui est environ 5,5 fois plus grande. On obtient alors sous forme explicite, quelle que soit la configuration des mers, l'expression
pour l'élévation de la mer due à un potentiel perturbateur quelconque V. Dans le second membre, entre la variable r; mais, à cause de la petitesse du rapport
^) nous pouvons la remplacer par la constante a, de sorte que, en mettant les
variables en évidence, on aura
(5.) „^V(.^^,9,iL-V
qui donne, sous forme explicite, la hauteur de la mer en chaque point en fonction de ses coordonnées géographiques.
Il suffit, pour pouvoir appliquer cette formule, de savoir calculer le potentiel d'un astre.
4. Expression du potentiel d'un astre en fonction de sa distance zénithale. — Soient {fig* i, p. 2) L la masse de la Lune et A sa distance ii un point A de
la surface de TOcéan. Son potentiel relatif à ce point est ^- Mais, comme nous
rapportons les points de la mer à des axes de coordonnées invariablement liées à la Terre, il faut, pour pouvoir regarder ces axes comme fixes, appliquer à chaque point A les forces apparentes dues à leur mouvement. Comme il ne s'agit ici que de Téquilibre, la force centrifuge composée n'intervient pas; il ne reste que la force d'inertie dans le mouvement d'entraînement du point A avec les axes. Celle provenant de la rotation diurne, c'est-à-dire la force centrifuge, a déjà été prise en considération dans les raisonnements qui nous ont conduit à l'expression de la hauteur de la mer en fonction du potentiel des astres. Il suffit donc, à la force d'attraction dérivant de ce potentiel, d'ajouter la force d'inertie due à la translation des axes, c'est-à-dire, puisque l'origine des axes est au centre de gravité de la Terre, une force accélératrice — J égale et contraire à l'accélération J que l'astre tend à imprimer à ce point.
Soient J^, J^., J^ les composantes rectangulaires de J. A chaque point A on devra ainsi appliquer la force ayant pour composantes — J^^, — J^^, -- J-. Comme ces composantes ne dépendent que du temps et non des coordonnées a?, y, z de leurs points d'application, elles peuvent être considérées comme les dérivées partielles de la fonction
— (Jj.^ -f- Jj.y H- Jss) t= — j«cos\J, «y,
eh confondant, comme nous avons vu que cela est permis, la distance du point A
au centre de la Terre avec le rayon moyen des mers et désignant par Ja l'angle que le rayon OA fait avec l'accélération J.
En vertu du principe du mouvement du centre de gravité, le centre de gravité de la Terre se meut comme si toute sa masse T y était concentrée et comme si toutes les forces d'attraction que la Lune exerce sur ses différents points y étaient transportées. Mais ces dernières forces sont égales et opposées à celles que les points de la Terre exercent sur la Lune. Donc, la force qui sollicite le centre de gravité de la Terre est égale et opposée à celle que la Terre tout entière exerce sur la Lune que nous supposons réduite à son centre. Nous pouvons regarder cette dernière force comme dirigée suivant la droite OL = p
qui va du centre de la Terre au centre de l'astre et comme égale à -y L'accélération J qu'elle imprime au centre de gravité supposé doué de la masse T est
J=-^' Donc, le potentiel des forces apparentes — Jacosi^J, a/ équivaut à
^ cos\p, a J. L'angle pa que forment les deux rayons p et a dont l'un va à
l'astre et l'autre au point A sera désigné par la lettre Z. C'est la distance zénithale géométrique de l'astre relativement au point A, de sorte que le potentiel
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des forces apparentes est définitivement ^ cosZ. D'ailleurs, la distance de
l'astre au point A est, en confondant toujours r= OA avec le rayon moyen des mers a,
A = vp* ~ 2 a p cosZ -h a*,
de sorte que le potentiel à considérer est
L LacosZ
V/p- — 2 ap cosZ -f- a* P
Nous pouvons y ajouter une fonction arbitraire du temps; elle disparaîtra dans la différence V ~ V qui entre dans l'expression de h\ nous lui ajouterons le
terme - -\ égal, au signe près, au potentiel relatif au centre de la Terre, de
sorte que nous aurons définitivement
yj _ L LacosZ L
\/p^— 2 a p cos Z"+~â» P' P
,n. X7 I^ r 2a ^ a*"! * LacosZ
(6) V = - I cosZ-H-^ i —
Si Ton développe le crochet et qu'on néglige les termes de l'ordre de l'inverse de la quatrième puissance de la distance à la Lune, soit de l'ordre -^ qui
paraissent, en général, jouer un rôle inappréciable dans le phénomène des marées, on aura simplement
, , ^j La- 3cos*Z — I
5. Expressions du potentiel en fonction des coordonnées horaires et des coordonnées équatoriales de Tastre. — Représentons sur une sphère le pôle boréal P, l'astre L et le point A, de manière à former le triangle sphérique PLA. Ses trois côtés sont
LA = Z, AP = 90« — 0, LP 1= 90° — d,
en désignant par S la déclinaison de l'astre. L'angle APL est l'angle horaire de l'astre relativement au point A où l'on étudie la marée. Désignons-le par Ay^, de sorte que
(8) cosZ = sinS sin0 -h cos5cos0 cosA/,.
Il résulte alors aisément de la formule (7)
, , ^ 3La«r .. «fl 4 • ;? • û A (i— 3sin>ô)(i~3sin*0)
(9) V — -y-T- COS^ô COS*0COS2A/,-l- Sm2dSU120COSA/i4-
COS^ô COS*0COS2A/,-l- Sm2dSU120COSA/i4- --^
Les coordonnées équatoriales de l'astre seront désignées, à savoir : la déclinaison, comme il est dit ci-dessus, par S, et l'ascension droite par qç.
La longitude Est du point A de TOcéan relativement au méridien de Paris étant 9, si l'on désigne par / l'heure sidérale de Paris et par (ù la vitesse angulaire du mouvement diurne de la Terre, la longitude du point A, comptée depuis le point vernal origine des ascensions droites, est (o^ + ç, et, par suite, l'angle horaire de l'astre relativement au point A est
Cette valeur, portée dans la dernière formule, donne le potentiel relativement à un point en fonction des coordonnées géographiques de ce point et des coordonnées équatoriales de l'astre.
6. Hauteur de la marée lunaire dans une mer recouvrant toute la Terre. — La hauteur de la mer est
g OÙ
Tinlégrale étant étendue à tous les éléments dÇi de la surface des mers, c'està-dire ici à toute la sphère que nous pouvons supposer de rayon i, le rayon disparaissant dans l'expression de V. On a donc
Reprenons l'expression complète (6) du potentiel et rapportons momentanément le point A du globe à la droite OL allant du centre de la Terre à la Lune comme axe polaire. L'angle polaire du point A est alors Z. Soit $ son azimut, relativement à un plan tixe quelconque mené par la droite OL. On aura
d^—smZdld<^ et
'"ia f ^^ f ^^^"^^'
ou, comme V ne contient pas l'angle $,
soit
V = -!. r VsinZ^Z,
V — - — s/p^— 2ap cosZ -h a'— 7— ;C0S2Zh — cosZ =0. 2 L«P 4p' p Jo
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Ainsi, dans ce cas, le terme additionnel — V est nul, et l'on a simplement
Nous pouvons confondre la gravité g avec l'attraction terrestre -^> de sorte qu'en ayant égard aux formules (9) et (10) on a
, , Il 3 La' r •* •/»
(12) - = jT^—^ cos*ocos'0cos2(a)^4- cp — a)
^ ' n i s \ (i — 3sin*d)(i — 3 sin'0)l
qui danne la hauteur, exprimée en rayons terrestres a.
7. Discussion de cette hauteur. — Cette formule montre d'abord que, toutes choses égales, la marée lunaire varie en raison inverse du cube de la distance p de l'astre. C'est la loi de variation avec la parallaxe.
Laissant de côté le facteur en dehors du crochet qui indique cette loi, examinons successivement les trois termes du crochet.
{a) Le premier terme
COS'dCOS'0COS2(ci)^ -H 9 — a) == COS*ÔCOS'0COS2A/,
(en observant que, dans un lieu donné, et ç sont fixes et que, d'autre part,
dans l'espace d'un jour, les coordonnées S et a de l'astre varient peu) "peut être
regardé comme périodique et ayant une période à peu près moitié de celle de la
durée de la révolution de la Terre autour de son axe ou d'un jour; c'est la marée
semi-diurne^ la plus importante sur nos côtes. Il y a deux pleines mers par jour,
pour cos2A>i= 4- I, soit pour kf^=o et A^— 180®, c'est-à-dire aux passages
journaliers de l'astre au méridien, et deux basses mers pour cos2 A>i — — i , soit
pour A^— 90*" et A^— 170®, c'est-à-dire au moment du lever et du coucher de
l'astre. Le coefficient de hauteur, abstraction faite du facteur hors le crochet,
est
cosM cos'0.
En un lieu donné, l'amplitude des oscillations de la mer est donc d'autant plus grande que la déclinaison S est plus petite. Les marées équinoxiales sont les plus grandes; les plus petites ont lieu quand la déclinaison boréale ou australe de l'astre est égale à l'inclinaison de son orbite.
Pour divers points d'un même méridien, la marée est la plus grande pour les points les plus rapprochés de l'équateur; elle est nulle aux pôles.
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(b) Le second terme
sin2dsinadcos((i)^ -H © — a) = sina ôsinaôcosA/k
donne un flot dont la période est voisine d'un jour. C'est la marée diurne, très peu sensible sur les côtes de l'Atlantique, très importante dans d'autres mers, notamment sur les côtes du Tonkin. Le flot a lieu pour A>k=o, c'est-à-dire lors du passage supérieur de l'astre; la basse mer a lieu pour A^^ = i8o^, ou lors du passage inférieur, tandis que pour la marée semi-diurne il y a pleine mer à chacun des deux passages.
Il s'ensuit que si les deux flots s'ajoutent lors d'un passage supérieur, ils se retranchent au passage suivant. La difl*érence de deux pleines mers consécutives est donc égale au double de la marée diurne. C'est précisément en observant que celte différence est peu sensible sur nos côtes que Laplace a reconnu la faiblesse qu'y a la marée diurne.
Son coefficient de hauteur est
sinad sinad.
Contrairement à la marée semi-diurne, elle est donc nulle pour tous les points de la Terre lors du passage de l'astre à Téquateur et elle grandit à mesure que sa déclinaison augmente, cette déclinaison pour la Lune et le Soleil étant inférieure à 45^«
Elle est nulle aux pôles comme la marée semi-diurne; mais elle est nulle aussi à l'équateur. Elle atteint ses valeurs extrêmes aux deux latitudes ±: 45°. Elle est d'ailleurs de signes contraires en deux points symétriques par rapport à l'équateur, tandis que, pour deux pareils points, le flot semi-diurne est le même en grandeur et signe.
(c) Le dernier terme
(i -3sinM)(i — 3sin'0) '3
ne dépend pas du mouvement de la Terre, mais seulement de la variation en déclinaison de l'astre. Sa période est moitié de celle de la révolution de l'astre dans son orbite. C'est le flot à longue période, ou semi-mensuel pour la Lune, semiannuel pour le Soleil. Le facteur i — 3sin*S est toujours positif; car on a toujours, pour le Soleil et même pour la Lune, sin^S< f. L'équation sin*S = 3 supposerait une déclinaison boréale ou australe voisine de 35°, soit supérieure aux inclinaisons des orbites des deux astres.
Donc le flot à longue période est toujours positif dans la zone équaloriale comprise entre les deux cercles de latitude pour lesquels on a sin*0 = j, soit voisin de =b 35°. Il est nul aux points de TOcéan situés sur ces deux parallèles et
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négatif dans les régions comprises entre chacun d'eux et le pôle correspondant de la Terre.
8. Hauteur de la marée dans TOcéan véritable. — Prenons à présent les Océans tels qu'ils sont. Alors, du second membre de la formule (ii)» il faut retrancher sa valeur moyenne pour toute Tétendue des mers. Désignons toujours par £2 cette étendue mesurée sur un globe de rayon quelconque pris pour unité de longueur, par dû un de ses éléments, et posons
A — — I cos^Qcos2<pd£l, ^— o / cos' Osinaç^û, {i3) i C~ -^ I s\n20cos<pd£l, D =: g / sin2 0sin<p<i£2,
E= ^ C{i-Ssïne)da.
Les cinq constantes A, B, C, D, E, ainsi que la surface ù des mers, peuvent se calculer approximativement et une fois pour toutes, à Faide d'une mappemonde et d'un globe terrestre. Par suite, la hauteur statique des marées dans l'Océan vrai, quelle que soit la distribution des eaux et des continents, devient, en vertu des formules (5^), (9) et (10),
Secs* 3[(cos'0cosa<p — A) cosa {cùt — a) — (cos'ôsinaç — B) s\ni{tùt — a)] -h siii2Ô[(sin2(?cos<p — C)cos((k>^ — a) — (sinaôsincp — D) sin(w^ — a)] [
-H 5 (i — E — 3sm*0).
Discussion de cette hauteur. — Posons
\ cos'ôcos2(p — A —X cos2(9 — e ), ( cos' sin 2 9 — B == X sin 2 ( 9 — e ),
, ^ ,. ( sin*0coso — C =:X' cosfcp — g'),
{\.) bis) \
{ sin*0sin9 --D = X' sin(9 — e').
Des deux premières, on tire aisément les valeurs de X et e ; des deux dernières, celles de X' et e'. Ces quatre grandeurs ne dépendent pas de l'astre, mais seulement du lieu où l'on étudie la marée. Dans chaque port, ce sont quatre constantes du port que l'on peut calculer en fonction des coordonnées géographiques de celui-ci. On obtient alors
X cos*5cos2 (0)^4-9 — a — s) h 3La* ) 4-X'sin2dcos(ci)^ 4- 9 — a — e')
a~4V ) i-3sinM, ^ o . ,ûN
-h 5 (i — E — 3 sm* B),
formule d'où Ton tire les conséquences suivantes, relativement à l'influence des rives :
(a) La hauteur de la mer varie toujours, toutes choses égales, proportionnellement à la masse de l'astre attirant et en raison inverse du cube de sa distance.
(a< ) Le flot semi-diurne varie toujours de la même manière avec la déclinaison de l'astre, c'est-à-dire que les marées équinoxiales sont les plus grandes; mais les deux pleines mers, au lieu d'arriver chaque jour juste aux heures des deux passages de l'astre, ont, sur ces passages, un retard i dépendant du port, retard pouvant être négatif ou devenir une avance sur une partie des mers. Le même retard (ou la même avance) existe pour les basses mers, relativement aux heures de lever et de coucher de l'astre.
On peut se proposer de chercher les points de la Terre où le retard £ est nul. L'élimination de X entre les deux équations (i5), où l'on fait e = o, donne
lang2(p — - ,
qui fournit deux angles Ço ^t <po + 90°- " existe donc deux méridiens rectangulaires pour lesquels la marée coïncide avec les passages de l'astre. Ils divisent la Terre en quatre quartiers. Dans deux de ces quartiers opposés il y a retard et, dans les deux autres, il y a avance.
Quant à la hauteur locale de la marée en chaque point de l'Océan, elle dépend xies coordonnées de ce point par le coefficient X, c'est-à-dire par une fonction plus complexe de ces coordonnées que dans le cas où l'on a fait abstraction de l'influence des rives.
(b) Le flot diurne varie toujours de la même manière avec la déclinaison de l'astre; mais la pleine mer a un retard positif ou négatif e' relativement au passage supérieur de l'astre et la basse mer a le même retard, relativement au passage inférieur. Le coefficient de hauteur locale X' est une fonction connue de la position du point où se produit la marée. Il existe un méridien défini par
l'équation
lang(p= ^>
où le retard e' est nul. D'un côté de ce méridien, il est positif; de l'autre, négatif.
(c') Le flot à longue période suit les mêmes lois que pour une mer sans continents, avec cette différence que les deux parallèles pour lesquels ce flot est nul et qui séparent la zone équatoriale pour laquelle il est toujours positif, des deux régions polaires pour lesquelles il est toujours négatif, sont donnés par la
[10] CHAPITRE 1. — THÉORIE STATIQUE DES MARÉES. l3
relation
(17) sin'0"— -,
au lieu de celle
sin*0" ^•
10. Valeurs des coefficients de distribution des mers de Lord Kelvin. — Les
six constantes
dont la dernière représente la surface totale des mers, pourraient s'appeler les constantes spécifiques de la distribution des eaux et des continents k la surface de la Terre. Ils ont été introduits dans la Science par Lord Kelvin et constituent, pour la théorie statique des marées, un perfectionnement aussi ingénieux qu'intéressant. Ces coefficients peuvent être calculés à Taide d'une mappemonde ou d'un globe terrestre. Les deux derniers l'ont été par Darwin; les autres, par M. Turner, professeur au Trinity collège de Cambridge (*).
On conçoit que leur détermination ne puisse présenter qu'une exactitude relative à cause de Tincertitude ou l'on se trouve sur la distribution des terres dans la région antarctique, à partir de la latitude 70°. On â fait à ce sujet deux hypothèses : la première admettant dans la zone australe comprise entre les parallèles de 70*^ et 80*^ une terre sur une largeur d'environ 20" en longitude et, entre ce dernier parallèle et le pôle austral, une terre d'une étendue de 180^ en longitude; la seconde supprimant complètement toute terre dans cette dernière région, c'est-à-dire à partir de la latitude de 80*".
La Méditerranée, n'influant pas sensiblement sur les marées des grandes mers, a été regardée comme une terre.
Comme les coefficients A, B, C, D, E sont nuls pour un océan recouvrant toute la Terre, il suffit de calculer les intégrales qui les constituent pour les terres (ce qui est beaucoup moins long, puisque leur étendue est beaucoup moindre que celle des mers) et de les changer de signes.
De même, pour avoir la surface £1 des mers, il suffit de déterminer celle des continents et de la soustraire de la surface totale du Globe, soit de 4'^:.
Voici la distribution générale des terres adoptée :
(*) On the correction of the equilibriuni. Theory of Tides for the continents. (Présenté à la Société Royale de Londres en mars 1886, en collaboration, par MM. Darwin et Turner.)
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Tableau de la distribution approchée des continents à la surface de la Terre,
(Les longitudes sont comptées de Greenwleh.)
HEMISPHERE BOREAL.
Latitude.
De 80*» à 90*
Do 70*» à 90' De 60*» à 7o«
De 40*» à 5o*
De 30*» à 4o'
De 20*» à 30*»
Longitude Ouest.
De 20** à 5o", continent arctique
De 22" à 55°
De 85° à ii5'
Do 35° à 52"
De G5° à 80"
De 90" à i65"
De 5o« à 60° Do o» à 6"
De 60" à 70**
De 90^» à i3o*
De 0° à 5o°
De 65° à 123"
De 0° à 80**
De 78" à 120°
De
De 80° à 82°
De 97" à 110°
De 10° à 20° De o" à 17"
De 87° à 95°
Groenland lies
Groenland
terre de Baffin
Amérique anglaise du Nord
Grande-Bretagne
Canada
Amérique anglaise du Nord
France, Espagne Amérique
Afrique Amérique
Afrique Floride, Cuba Mexique
Afrique Mexique
De !• à 10° De 53° à 78°, Amérique du Sud
Longitude Est.
Do 55" à 60", Nouvelle-Zemble De 90° à 1 10", »
De 10" à 180°, Norvège et Asie
De 10" à i4o"y Europe et Asie De i55° à i6o% Kamtchatka
De 0° à i35", Asie
De 0° à 125", Asie et Méditerranée De i35° à i38", Japon
De 8° à 118°, Afrique et Asie
De o" à 5o°, Afrique
Do 75° à 85", Inde
De 95° à 108°, Siam
De 122" à 125°, lies Philippines
De 0° à 48°, Afrique De 98° à io5", Malacca De 112° à 117°, Bornéo
HEMISPHERE AUSTRAL
Latitude. Longitude Ouest.
De 0° à 10° De 37" à 80°, Amérique du Sud
De 10° à 20° De 37° à 74°, »
De 2o« à 3o° De 45° à 71°,
De 3o° à 40° De 55° à 73»,
Longitude Est.
De 12° à 40°, Afrique
De iio° à i3o°, lies
De 12° à 38", Afrique
De 45° à 5o°, Madagascar
De 120° à 144°) Australie
De i5° à 33°, Afrique
De II 5° à i5i°, Australie
De 20° à 23°, Afrique
De i32° à 140°, Australie
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Latitude. Longitude Ouest. Longitude Est.
De 4o" à 5o" De 65'' à 78°, Amérique du Sud. De 170° à 172°, Nouvelle-Zélande
De 50" à 60° De 67° à 72% Terre-de-Feu
De 60** à 70" De 54^* à 65% Shetland De lao*» à i3o" »
De 70° à 80° Continent d'environ 20° en longitude
De 80** à 90** Continent d'environ 180" en longitude (première hypothèse)
Néant (seconde hypothèse)
Dans ces conditions, on a trouvé les résultats suivants :
Première hypothèse. Seconde hypothèse.
11. Sur le continent antarctique. — On voit que les coefficients A, B, C, D, E sont petits, ce à quoi l'on devait s'attendre, puisqu'ils seraient nuls si la mer recouvrait tout le globe, et qu'en fait elle recouvre les 0,717 (première hypothèse) et les 0,772 (seconde hypothèse).
Les valeurs de A, B, C, D diffèrent peu dans les deux hypothèses où elles ont été calculées; il en est autrement de celle de E.
Cela tient à ce qu'elle est obtenue en retranchant l'un de Tautre deux nombres dont chacun est grand par rapport à leur différence, de sorte qu'une modification, même petite, apportée à l'un d'eux, modifie beaucoup cette différence. Il ne s'ensuit nullement que le coefficient E soit obtenu avec moins d'exactitude que les autres, mais qu'il est fort différent selon qu'il existe ou non un continent important au delà du 8o* degré de latitude sud, et, de là, on peut déduire cette conséquence bien curieuse : c'est que, réciproquement, la connaissance expérimentale du coefficient E fournirait une présomption très
(*) J'ai doublé les résultats obtenus par Turner, parce qu'il calcule les deux intégrales
— / sin6co8Ôcoscpc?û et — / sinO cosô sincprfû, tandis que
C=~ / sinaôcos^c/û, ^^ = 5 / sin2 8 sinç rfU.
(') J'ai changé le signe du résultat obtenu par MM. Darwin et Turner, qui ont calculé
^ Assin^O — i)efû=: — E.
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inattendue sur le point de savoir si un tel continent existe ou non. Or, le coefficient E est, à l'aide de Téquation (17), déterminé par la position des deux cercles de latitude, le long desquels la marée do longue période est nulle. Donc, par l'analyse d'une série suffisamment prolongée d'observations des marées aux divers points de la Terre et particulièrement aux latitudes voisines de 35®, on pourrait déterminer ce coefficient. La conclusion qu'on en pourrait tirer, relativement aux contrées voisines du pôle antarctique, serait d'ailleurs digne d'une certaine confiance; car, si la théorie statique des marées est insuffisante en ce qui touche les ondes à courtes périodes dont l'inertie ne paraît pas négligeable, il en est autrement pour les ondes à longues périodes. Là, les vitesses doivent être vraiment peu sensibles et l'inertie doit y jouer un rôle, sinon nul, du moins beaucoup moindre que dans le phénomène tout entier tel qu'il nous apparaît.
12. Marées luni-solaires. — Si l'on désigne par L,, S,, a,, p^ respectivement la masse, la déclinaison, l'ascension droite du Soleil et sa distance au centre de la Terre, on aura la hauteur de la marée solaire en remplaçant, dans le second membre de l'équation (i4)> les lettres L, 0, a, p respectivement par celles L,, Si, ai, pi. Si l'on ajoute ensuite ce qui se rapporte à la Lune à ce qui se rapporte au Soleil, on aura la hauteur de la marée totale ou luni-solaire. On en tire immédiatement ces conséquences : les marées les plus fortes arrivent aux époques où les deux astres sont en conjonction ou en opposition, c'est-à-dire à la nouvelle et à la pleine Lune. Ce sont les marées de syzygies ou de vive eau. Les marées les moins fortes arrivent quand les astres sont en quadrature on au premier et au dernier quartier de la Lune. Ce sont les marées de quadrature ou de morte eau. Les premières se produisent théoriquement à midi et minuit, quand le Soleil passe au méridien en même temps que la Lune; les autres matin et soir, c'est-à-dire quand la Lune, qui produit l'action la plus puissante, passe au méridien, le Soleil se levant ou se couchant.
Parmi les marées de syzygies, les plus fortes, au moins dans les contrées où c'est le flot semi-diurne qui est prédominant, sont celles qui ont lieu quand les deux astres traversent à peu près en même temps l'équateur. Ce sont les grandes marées des syzygies équinoxiales , Théoriquement, ce devrait être la première marée qui suit chaque syzygie équinoxiale. En fait, les grandes marées ne viennent sur nos côtes qu'environ trente-six heures après les syzygies. Tout le phé nomène des marées sur les côtes de France et à peu près sur toutes celles de l'Atlantique se passe comme si, au lieu d'être dû aux astres eux-mêmes, il était dû à des astres fictifs qui suivraient les astres vrais d'environ trente-six heures.
Cela peut tenir à des causes diverses.
La configuration des côles y est certainement pour beaucoup, l'inertie égale ment et aussi le frottement, sinon en pleine mer où il n'est peut-être pasimpor-
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tant, du moins près des côtes, où le phénomène d'Hydrodynamique devient hydraulique, selon une expression très juste de M. Bouquet de la Grye.
D'autre part, l'action des astres se fait d'autant plus sentir que la masse d'eau sur laquelle elle s'exerce est plus étendue. C'est ainsi que l'attraction lunisolaire, qui serait impuissante à soulever un grain de poussière ou à alléger les corps dans une mesure appréciable, peut soulever les mers. C'est donc dans l'immense bassin des mers du Sud que doivent se produire les grandes marées, et, de là, elles se propageraient dans l'Atlantique comme dans un large fleuve, et le retard grandissant du Sud au Nord qu'on y observe s'expliquerait par le temps que la vague-marée mettrait à remonter ce fleuve.
Cette théorie du grand Océan du Sud, berceau de toutes les marées, a été soutenue notamment par M. Chazallon. Elle est très séduisante, et, sans exclure les autres causes capables d'altérer l'heure et la hauteur de la mer dans chaque port, elle mérite sans doute d'être prise en considération, comme pouvant fournir aussi sa part d'explication d'un phénomène qui se fausse en s'amplifiant, à mesure qu'il s'approche du seul observatoire où l'on puisse l'enregistrer : le continent.
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LA PRÉDICTION DES MARÉES, D'APRES LAPLACE
13. Forme du développement en série trigonomélriquc du terme scmi-diurno du poteutiel. — 14. Les astres fictifs de Laplace. — 15. Le principe de Laplace. — 16. La formule de Laplace pour la hauteur de la marée dans un port. — 17. Extension que pourrait recevoir la formule de Laplace dans le cas d'ondes simples. — 18. Expressions générales des heures et hauteurs des pleines et basses mers. — 19. Marées de syzygies et de quadratures, d'équinoxes et de solstices. — 20. Détermination des constantes du port de Brest. — 21. Formule numérique de Laplace pour le port do Brest. — 22. Formule de M. Chazallon. — 23. Unité et établissement d'un port; coefficient de marée. — 24. Prédiction de l'heure des marées. — 25. Usage de V Annuaire du Bureau des Longitudes, — 26. Tables de V Annuaire des marées des côtes de France.
13. Forme du développement en série trigonométrique du terme semi- diurne du potentiel. — On conçoit très bien que, dans un port, la marée doive se produire plus tard qu'au large à cause des obstacles que les accidents de la côte opposent a sa marche. Sa hauteur aussi doit être très différente suivant le nombre et la nature des étranglements qu'à l'approche des côtes lui suscite le relèvement irrégulier du sol sous-marin.
Aucune théorie mathématique ne saurait exprimer ces circonstances; mais, par un génial effort, Laplace a su les traduire d'une façon presque aussi satisfaisante pour l'esprit que pourrait l'être une théorie mathématique, avec l'avantage d'une admirable simplicité.
La prédiction des marées dans V Annuaire des marées des côtes de France, ainsi que les Tables relatives aux marées dans V Annuaire du Bureau des Longitudes, sont faites d'après les formules de Laplace que nous allons essayer d'exposer aussi simplement qu'il nous sera possible (*).
Nous nous occuperons d'abord du terme semi-diurne du potentiel. Ce que nous en dirons s'appliquera de suite à l'onde diurne. Quant aux ondes à longues périodes, on admettra qu'en ce qui les concerne et à raison de leur lenteur de marche, les résultats de la théorie statique suffisent.
(*) Laplace, Mécanique céleste, Liv. IV, Giiap. \\i ot IV.
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Soit, d'après les formules (9) et (10) du n° 5,
(l) V=: -7^C0S'ÔC0S*(ÎC0S2(CiJ^-i- © — «)
le terme semi-diurne du potentiel d'un astre, de la Lune, par exemple. Nous pouvons l'écrire
, , ,, 3 La* -^ rcos«5cos9.a , , . , cos'^sinaa . . ^ _ .1 (2) V= — — cos^O j cos2(w^ 4-9) -1 sin2(co^-f-9) •
11 contient les deux fonctions du temps
cos*âcos2a cos'ôsinaa
qui dépendent uniquement de l'orbite de l'astre. Jusqu'ici, à cause de la lenteur de la marche propre des astres, comparativement au mouvement diurne de la Terre, nous les avons regardées comme constantes; mais on conçoit que Tastre, en s'avançant, entraîne avec lui la mer qu'il attire et que son déplacement ne saurait être négligé. Les deux fonctions dont il s'agit, indépendantes du port, indépendantes de la rotation diurne de la Terre, sont périodiques. Elles ont pour période commune la durée de la révolution de Tastre, que nous appellerons T. Elles peuvent donc, par la formule de Fourier, être développées en
séries trigonométriques des arcs multiples de — — /i, n étant le moyen mouvement de l'astre. Posons donc
cos-b cos2a _ Ao p^ 2
H^ i^i co^ int 4- Bi ^itiînl
cos*(5sin2a
— ^ -h V (B/ cosm^ -+- A; sinm^).
A/, B/, A], B^ étant de simples constantes dépendant uniquement des éléments de l'orbite de l'astre.
Il sera plus commode d'adopter des coefficients à indices négatifs, par la convention
■ Ui/-b;, auz=-a;,
pour tous les nombres / = o, i, 2, 3, . . ., oo. Cela suppose B^, = A^ = o. Mais il n'en résulte aucun inconvénient, puisque, pour i= o, les termes B^sinm^
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A^sin m/ disparaissent. Posons
et les formules ci-dessus, comme on le vérifie immédiatement à Taide des relations (a), pourront s'écrire
cos*dcos2a V / TT ' . wj- ' ,K ^ = y ( H/ cosint 4- K/ smint)y
cos'(5sin2a
= V {—Kicosint ■+- H/sinmO)
en entendant par V une somme s'étendant à toutes les valeurs entières, posi-
tives ou négatives de i et à la valeur i = o. Soit encore
IIi = R/Cose/, ■ K/— R|Sin£/.
Nous aurons
" Zl Ri C0S(l/I^ — £/),
cos'5cos2a
1 — > Ri'Sin(«/if — £/).
Soit d une grandeur quelconque qui peut être une fonction du temps, fonction que nous supposerons linéaire, parce que nous ne voulons avoir dans les seconds membres que les arguments linéaires relativement à cette variable. On tire immédiatement des deux équations qui précèdent
cos'5cos((7 — 2a) vr» „ / • .N 5 ' =2é ^' cos((7-+-e/— «/iO>
cos'âsin((7 — 2a) x:' r» • / • x
X Ri sin ((T-H£|— inl
En faisant œ = 2co/ -+- 2ç, on conclut de là, pour le développement du potentiel V d'après la formule (i),
(5) V— — cos^Oy^ R/ cos(2ct)^ + 29 4-€/— mQ.
14. Les astres fictifs de Laplace. — Un potentiel est le rapport d'une masse à
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une longueur; il s'ensuit que R, est l'inverse du cube d'une longueur. Soit donc
Il étant une masse et Ci une longueur. Il va de soi qu'on peut choisir une de ces grandeurs arbitrairement. On aura
. 3 COS-0COS(2(i3^H- 29 4-6/— int)
ou
-r 3 //CI* -^ / int — £/ Vj== . 3 cos*0cosa ( ct)fH-y
[\Ci \ 2
qui montre, d'après (i), que chaque terme de la série est le potentiel d'un astre fictif de masse /,, qui décrirait, dans le plan de l'équateur, une orbite
circulaire de rayon c,-, avec la vitesse uniforme — > la position initiale de l'astre
étant définie par la valeur — ' de son ascension droite.
L'ensemble de ces astres fictifs a ainsi même potentiel, relativement à tous les points de l'espace, que l'astre véritable L, et, par suite, ils produisent rigoureusement les mêmes effets sur la mer que ce dernier. Chacun d'eux fera naître, en chaque point de l'Océan, une force périodique dont la période est
2(ù — in
15. Le principe de Laplace. — Laplace pose en principe que chacune de ces forces périodiques donnera naissance à une onde de même période qu'elle, c On peut, dit-il, établir comme un principe général de Dynamique que /V/a/rf'an ^y^tême de corps dans lequel les conditions primilwes du mouvement ont disparu par les résistances passis^es quil éprouve est périodique comme les forces qui l* animent. » Les quelques explications très sommaires que le grand géomètre donne à l'appui de ce principe constituent un commentaire plutôt qu'une démonstration. Une démonstration mathématique tirée des équations générales de la Dynamique serait très difficile à trouver et montrerait, sans nul doute, que le principe doit être sujet à de certaines restrictions. Mais Laplace, en l'énonçant, a manifestement pensé à des systèmes matériels animés de mouvements oscillatoires comme ceux qu'il attribue à l'Océan, c'est-à-dire de mouvements dans lesquels les déplacements des points du système sont assez petits pour qu'on en puisse négliger les carrés et les produits. Alors les déplacements sont régis par un système d'équations différentielles linéaires dont les termes connus sont périodiques. L'intégrale générale de ces équations se compose de deux parties, à savoir : une
intégrale particulière, choisie à volonté, des équations complètes, et l'intégrale générale de ces mêmes équations privées des termes connus.
La première pourra être prise périodique comme les forces et sera alors déterminée par les conditions particulières du problème qui sont ici les conditions aux rivages et à la surface de l'Océan ; la seconde sera déterminée par ces mêmes conditions et celle de satisfaire à Tétat initial de la mer. Ainsi, le mouvement total de celle-ci se compose de la superposition : i® d'ondes périodiques comme les forces qui l'animent; 2** de mouvements dus à l'état initial, abstraction faite des forces. Ces derniers mouvements, Laplace admet qu'ils ont depuis longtemps disparu par l'effet des résistances passives. Le fait ne parait pas douteux pour l'Océan (encore que sa démonstration, tirée des équations même de la théorie dynamique des marées, équations qui seront développées dans la seconde Partie, semble difficile et constitue un beau problème d'Analyse restant à résoudre).
Par suite, et à la condition de négliger les carrés et les produits des déplacements des particules fluides qui composent l'Océan, on admettra que ces déplacements sont périodiques comme les forces qui les entretiennent.
Les équations complètes de l'Hydrodynamique comprennent, comme on sait, les carrés et les produits des déplacements ou de leurs dérivées. Si l'on y porte la solution de première approximation obtenue en les négligeant, on aura de nouvelles équations différentielles linéaires dont les termes connus se composent non seulement des forces périodiques véritables, mais encore de forces fictives dont les périodes sont composées avec des périodes prises deux a deux de ces forces, en particulier des forces dont les périodes sont moitié de celles des forces véritables (*). En poursuivant l'approximation, on aurait de nouvelles sousondes composées. On peut ainsi prévoir qu'il doit y avoir :
I® Les ondes principales qui sont périodiques comme les forces;
2^ Des ondes secondaires ou sous-ondes dont les périodes sont des fractions des périodes précédentes;
3^ Des ondes secondaires composées avec ces périodes. Avec Laplace, nous ne considérerons d'abord que les premières; mais nous aurons plus loin à dire quelques mots des autres.
16. La formule de Laplace pour la hauteur de la marée dans un port. — Le terme V/ du potentiel donnerait, d'après la théorie statique (n** 6) et, pour une mer couvrant tout le globe, une onde de hauteur
(10) hi— —=■ =: j rC0s[(2ci)-- m) t -{- 294-Ê/J.
(1) En outre, il convienl de remarquer que les termes ajoutés par les approximations successives ne seraient pas nécessairement périodiques : ils pourraient contenir le temps en dehors des sinus et cosinus, mais avec des coefQcients généralement très petits. Nous en verrons des exemples dans la théorie des marées fluviales.
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D'après le principe de Laplace, l'onde véritable aura même période que V,- ou que l'onde théorique, mais avec un autre coefficient de hauteur et une autre pjiase.
On pourra donc la représenter par l'expression
(il) /l;= Pi -5 COS [(2W — in) i 4- 2cp 4- £/-!- K/],
P, et K, étant deux grandeurs qui ne peuvent dépendre que du port où se produit la marée, c'est-à-dire des deux variables 6 et ç, et des éléments de l'astre
fictif, c'est-à-dire de
-j> fil, 2 0) — m.
Examinons comment elles peuvent dépendre de ces éléments. En vertu du principe de superposition des effets des forces dont il est parlé au paragraphe précédent et qui a lieu pour les petits mouvements dont on néglige les carrés et les produits, il est clair qu'un astre de masse 2/,, 3//, . .., produit le même effet que deux, trois, ..., astres de masses //, cheminant et restant constamment en coïncidence. Ainsi, la hauteur h^ doit être au moins, à une première approximation, proportionnelle à la masse // de l'astre agissant; et, comme cette masse
n'entre que par le quotient 4, la hauteur A,- doit être proportionnelle à ce quo-
tient. Les coefficients P, et K/ en sont donc indépendants.
A présent, supposons deux astres identiques parcourant la même orbite circulaire avec la même vitesse, mais avec des points de départ différents, de sorte qu'ils se suivent à des distances constantes. Il est clair qu'ils doivent produire deux ondes identiques se suivant aussi à distance constante,^ce qui indique que les deux quantités P^et K, doivent aussi être indépendantes de £/. Donc, elles ne dépendent que de la vitesse in de l'astre et, comme le moyen mouvement n de l'astre vrai est petit, Laplace admet que P, et K/ varient linéairement avec m, de sorte qu'on peut écrire
(12) P,.rz:P(l— mQ), K/=:(m — 2W)T — 2X,
P» Q» T, X ne dépendant plus que du port et étant, par suite, pour un port donné, quatre constantes à déterminer par l'observation (*).
Portant ces valeurs dans l'expression (i i) de la hauteur A, et faisant la sommation relative à «, on aura, pour la hauteur totale h de la marée, l'expression
( ^ ) On ne confondra pas Taccoption de la lettre T qui entre dans les formules de Laplace avec celle généralement attribuée à cette lettre dans le cours de cet Ouvrage, à savoir : la masse de la Terre.
suivante :
h = y ^/ - P y -^ cos [(20) - in) (£ - T) -h 29 4- £,- 2 X]
— PQ 2"* -|cos[(2w — i«)(^ — T) H-39 + e, — 2X]. Soit^ pour un instant,
On pourra écrire
/i=:Py4^os[r-m(^-T)4-294-e,.~2X] (i5) { '
en entendant par y une dérivée partielle prise sans tenir compte de la variabilité
de C avec le temps; en d'autres termes, la dérivée est prise en tenant compte du mouvement de l'astre dans son orbite, mais non du mouvement de la Terre. Si, dans les formules (4) multipliées par L, on prend pour la fonction arbitraire du temps a
on aura, à cause de (6),
- cos*5cos(Ç-4- 20 — 2a— 2^) VT» 6 /^ . -^x
L ^-^ / -: > -^ C0S(Ç — int 4-294- £/— 2X),
- cos'ôsin(C4- 29 — 2a~- 2X) V /i . ,*. • . -v x L - - — ^ - -3^ ^ :=2^-L sm(Ç- £/i^- 29 4-£,— 2X).
Changeons, dans cette équation, t en / — T = /'; soient 0', a', p' les valeurs des coordonnées 0, a, p de l'astre à ce dernier instant. On aura
, C0S'Ô'C0S(Ç'4- 29 — 2a'— 2X) x:» // rw /- rr.v M
, cos*ô'sin(Ç'4-29 — 2a'— 2X) y? /,• . ^w • /* t-n . . -ii
L ^— ,3^- ^=> -^sin[Ç'— m{«-T)4-29 4-£/-aX],
et, par suite, l'expression (i3) de h prend la forme finie
, __p L cos*3'cos2 (ct) f'4- 9 — g'— X) p^. d^ Lcos'(î'sin 2 (c»)<'-^9 — a '— X ) Pour simplifier, supprimons les accents et écrivons, avec Laplace :
1. ij Lcos*dcos2(c»)^4- o — a — X) ,^^ d Lcos'^sin2 (&3^ 4- 9 — a — X) (a) yi_p — ^ -^^^y^"^ p3 '
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OÙ l'on rappelle : i® que la dérivée partielle -j- doit être prise en regardant (ùt
comme une constante et supposant seulement variables les coordonnées S, a, p deTastre; 2** que le second membre est calculé, non pour l'instante pour lequel on veut avoir la hauteur A, mais pour un instant antérieur t — T; 3** que les quatre quantités P, Q, T, X ne dépendent pas de Tastre que Ton considère, mais seulement du port; que ce sont donc quatre constantes à déterminer une fois pour toutes dans chaque port.
En partant du terme diurne des formules (9) et (10) (n** 5),
3 La' V= -j-r sin2Ôsin23cos(ci)iH-<;& — «),
on arrivera de la même manière, en appelant
PQ, >, T
les quatre constantes analogues à
à l'expression
/ix . tr sin<îcos5 , , N 1» <^ T sin^cosd . , ,
(0) A = AL j cos(ci)^4-cp — a — y) -H B -r- L 5 sm (0)^4-9 — a — y
Enfin, pour le terme à longue période, nous adopterons l'expression statique. Et comme le coefficient E, qui tient compte de la configuration des mers, est très petit et pratiquement négligeable devant l'unité, nous prendrons la formule
16) A = ^' (I - 3 sin*9) (i - 3 sinM),
qui convient à la mer couvrant tout le globe. Toutefois, nous avons omis (n** 6) le potentiel de la couche d'eau comprise entre la surface moyenne et la surface vraie des mers. Nous verrons plus loin que, si l'on en tient compte, l'expression précédente devient
, ,_La^ (i-3sin«0)(i — 3 8in'a)
D = 5,5 environ, étant le rapport de la densité moyenne de la Terre à la densité de l'eau de mer prise pour unité.
Réunissons à présenties trois espèces d'ondes (a), (i), (c) que nous supposons dues à la Lune. Ajoutons-y celles du Soleil en marquant d'un indice les
lettres S, a, p qui s'y rapportent. Les constantes du port sont les mêmes pour les
deux astres, ainsi que nous l'avons vu. On aura donc définitivement
,__ p f Lcos'^cosa (co^-h y — « — >) Licos'^icossi (co^H-y — «,—>>) "]
L ? ^ pî J
p^ d rLcos*5 sin2 (co^ -4- 9 — a — >) L,cos*(îiSin2 (0)^-4- cp — «1 — Vj 1
+*^dï| p + ^î J
I . rLsindcosdcos(w^-4-9 — a — y) LiSin<îiCosdiCOs (&)^4-y — «1— y) "|
^ d rLsindcos5sin(«/-4-a> — a — y) L|Sin5|C0sdiSin(ci)^-f-o — «i— y)
' [L(i — Ssm'o) -hLi(i — 3sin*di)],
où i^ les quatre constantes P, Q, A, B qui entrent explicitement dans les formules et celles T, T' dont nous parlerons ci-après et qui y entrent implicitement sont à déterminer, dans chaque port, par l'observation; 2** les dérivées partielles -T- sont à prendre en regardant co/ comme constant et faisant varier seulement les coordonnées S, p, a, S|, p,, a^ des astres; 3** les deux premières lignes du second membre doivent être calculées pour un instant antérieur de T, à l'instant / auquel se rapporte la hauteur h de la mer; les deux lignes suivantes doivent être calculées pour un instant antérieur de T' à l'instant t; la dernière ligne doit être calculée pour l'instant t lui-même.
17. Extension que pourrait prendre la formule de Laplace dans le cas d'ondes simples ('). —La formule de Laplace suppose (n**16) que les coefficients P,- et K, sont linéaires relativement à la vitesse in de l'astre fictif auquel ils se rapportent. Avec une faible vitesse m, l'hypothèse semble naturelle, surtout pour la phase K, ; peut-être le coefficient de hauteur P/ pourrait-il varier plus rapidement que la vitesse, si la mer subit des étranglements avant d'arriver à la côte. On peut observer que si P, contenait des termes du second, du troisième, . . . degré par rapport à m, cela amènerait simplement à ajouter aux deux premières lignes
de la formule (17), des termes contenant les dérivées partielles^,» ^> •••>
de sorte que, P étant supposé développé suivant les puissances de m, la hauteur de la marée semi-diurne serait
[n D ^' n à^ irLiC0S*5 , ^ .. LC0S*(îi , ,. ^'1
P-i-Pi^ -+-Pj-T-j4-. .. —^—3 — cos2(û)f4-9 — a — A)h j — i-cosa(ci)f-H9 — ai — A)
(.8) +[q^^4-Q.|;-hQ,^.+...]
FLcosM . , , . ... LjCosMt . , , ^.1 1 — sin2((«)^-h9 — a — A)h — - — 3 — - sina (ci)^4- 9 — «1— A) j,
(>) La lecture de ce paragraphe n*est pas indispensable pour la compréhension de la suite de l'Ouvrage.
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OÙ Po Pa, .. ., Qi, Qj,, . .. sont de nouvelles constantes du port. On peut prolonger de même l'expression de la marée diurne. Comme les astres se meuvent très
lentement dans leurs orbites, les dérivées partielles ^> ^> ••• qui sont prises
relativement à ce mouvement seulement (et non relativement à la rotation de la Terre qui est bien plus rapide) doivent décroître très rapidement. Peut-être, dans certains cas où la formule de Laplace ne répondrait pas complètement à
l'observation, y satisferait-on en ajoutant, par exemple, le terme en ^, pour la
Lune.
On peut donner à la formule de Laplace une extension encore plus grande en supposant que non seulement les coefficients de hauteur P,, mais aussi les phases K,-, cessent d'être linéaires par rapport à in. Au lieu de l'expression (12) de K,, prenons
K/— (m — 2w)T — 2X4- IK'iy K^ contenant i^n^ en facteur; puis
P, cosK; := P — inQ -f- /*/i»H,,
P,sinK; = £»n«H', OÙ
H/ = Hi -h mHj H' = H;4-mHi
les H|, Ha, . . ., H'p H'j,, . . . étant, comme les deux coefficients P et Q, indépendants de i/i, c'est-à-dire étant des constantes du port, les mêmes pour tous les astres. En portant dans l'expression (11) de A,, on aura
hi= (P - mQ) -i cos[(2w - in) (/ — T) -+- 29 H- £/— 2I]
Ht -rC0S[(2W — m)(^ — T) -H2 9-H£/— 2X]
- h; 4sin [(a w — in) (« _ T) + 29 + £;— aX]
H, 4 cos[(2a} — m)(^ — T)-h29 4-£/— 2X] ^1
— H; ^ sin[(2 w — //i) (^ - T) -H 29 + e,— 2I]
ou, en posant
H, = - Pi cos2(X, — X), h; — Pi sin2(Xt— X), H,= P, sin2{X, — X), H; = -P,cos2(X,— X),
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les Po Pa, . . ., X|, Xj, . . étant des constantes du port, remplaçant celles
hi={P — t/iQ)-jC0s[(2ù) — t/i)(/ — T)-f-2(p +6/— aX]
H-t»/l'Pl -rC0S[(2a) — l/l)(/ — T)-4- 2<p4-6/— 2Ai]
-+- *'/i'Qi-^cos[(2a) — m) (i — T) -i- 29 H-£/— 2X1]
Faisant la sommation en i et faisant de nouveau usage de la notation ^ pour
indiquer des dérivées dans lesquelles on fait abstraction de la variabilité de 2(3it, on aura
h =2 hi= P 2 ^co%[{i(ù — tVi) (^ — T) -+- 29 4- 6/— 2X]
-H Pi ^ 2 ^ ^^^[(^" "" ''*) (^ "" '^^ "^ ^^ "^ ^'~ ^^»^
-+- Qî ^ 2 3>" S*°[(^^ ~ '"'*) (^ - T) -t- 29 H- 6/— 2X, ] j
ou par les formules (4) et (6), et écrivant de nouveau t au lieu de / — T,
A=:PL 5--COS2(w^-h9 — a — X)
■^^dï ~p» — sm2(w^4-9 — a-1) (,9) / 4-P,^-^5— cos2(co^-i-9-a-X.)
H-Pj-j-j j C0S2(ci)^-H 9 — a — A,)
•^ » — cos2(w^-H 9 — a — A,)
avec les constantes de port P<, X^, P^, Xa, ..., ajoutées à celles P, Q, X qui entrent dans la formule de Laplace. Un développement analogue peut être fait
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pour les termes diurnes, à savoir :
, . , sinôcosô - .
h = AL 3 cos (w^-f-ç — a — y)
„ d Lsintîcos'î , ^ .
'^ di p^ cos((k)f-i-9~a-y)
(2o) { d* Lsindcosa
"^ *d«« p^ cos(wf-+-9 — a — yi)
. d* Lsin5cos5 "^ 'dï» ô^ cos(w^-+-<p — a — y,)
avec les nouvelles constantes A^, y m Aj, y^, ...
En formant les seconds membres des équations (19) et (20) pour la Lune et le Soleil et les ajoutant aux termes à longue période, on compléterait l'expression (17) de la hauteur de la marée semi-diurne donnée par Laplace.
18. Expressions générales des heures et hauteurs des pleines et basses mers. — Reprenons la formule (17) de Laplace et voyons comment on peut déterminer les constantes d'un port, à l'aide des observations de marée faites pendant un temps assez long. Laplace a fait cette détermination pour le port de Brest avec les observations dont il disposait. Nous allons essayer d'exposer, dans son essence, la méthode qu'il a inaugurée dans ce but, renvoyant pour les détails du calcul, de la discussion et du groupement systématique des données, au Livre IV de la Mécanique céleste.
Nous négligerons d'abord, sauf vérification ultérieure, les termes en ^ de la
formule.
Les heures de pleines et basses mers, c'est-à-dire les heures des maxima et minima de la hauteur A, s'obtiennent en annulant sa dérivée par rapport au temps. A cause de la lenteur du mouvement des astres comparativement au mouvement de rotation de la Terre, on peut négliger leurs déplacements, de
rfh
sorte que l'équation -^ = o devient simplement
Lcos*3 . , , ^. L,cos*di . / , ^.
5 — sin2(a)^ + 9 — a — A) H — - — ^ — isin2(w^-i- 9 — «, — A)
A rLsindcosdsin(a)^-i- 9 — a — y) LiSin5,cosd, . , , .1
-+-^[ 'j, ^ ^' + ^3 sm(co^ + 9-«.-y)J-o.
Sur les côtes d'Europe, la marée diurne est très faible par rapport à la marée semi-diurne. A Brest, en particulier, Laplace trouve que le rapport — p est inférieur à 4~. Il le néglige, ce qui réduit l'équation à ses deux premiers termes.
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Gomme la Lune a une influence prépondérante, il est naturel d'y rapporter le phénomène. Si Ton pose à cet eflet
l'équation devient
Lcos'd . . L, cos*d, . rA ,
— ,— sina A -+- -i— 3 — L sma [A - (a, — a)] — o,
d'où
Li cos'^i . , .
— î — ; — ^smafa,— a)
1 1 — ■ — r — - cosaCai — a
P' PÎ
On pourra toujours tirer de là une valeur
a)/H-9 — a — X = Ao,
comprise entre o** et 90°, et l'on aura les quatre solutions
Ao, Ao-f-i8o°,
Ao -H 9^"", Ao -f- 370°.
Les deux premières se rapportent aux pleines et les deux autres aux basses mers. Les pleines mers se produisent donc toutes les fois que l'angle horaire (0^ + ç — a de l'astre a ces valeurs
et
a)/4-(p — a=iX-l-Ao4- i8o«,
et les basses mers, lorsque cet angle a les valeurs
X 4- Ao 4- 9o<>
et
X 4- Ao4-29o°.
Comme l'angle horaire de la Lune varie de o® à 36o® dans l'intervalle d'un jour lunaire, soit moyennement en vingt-quatre heures cinquante minutes, il y aura deux pleines mers et deux basses mers par jour, et d'un jour à l'autre le phénomène retardera moyennement de cinquante minutes.
D'une façon plus précise, la vitesse de marche de l'astre relativement au méridien du port, c'est-à-dire la valeur de la variation de l'angle horaire, est
di
W ^ = 0) — oc,
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en appelant â la vitesse de marche en ascension droite, laquelle peut être regardée comme constante pour un jour. En prenant l'heure moyenne pour unité de temps, ce qui suppose la vitesse (o — à évaluée en degrés par heure,
les pleines mers arriveront -——:^ heures après chaque passage supérieur et
après chaque passage inférieur de la Lune au méridien. Les basses mers arriveront le même laps de temps après chaque lever et chaque coucher de l'astre. Pour avoir les hauteurs des pleines et basses mers, il faut porter l'expression (21) de l'angle horaire dans celle (17) de A. Appelons, pour abréger, (S) les valeurs des termes à longue période qui sont i ndépendantes de cet angle. Appelons de plus (A) la valeur des termes diurnes, c'est-k-dire
/ X /Av . rLsin5cos3cos(oi)^-l-9— a— y) L,sin5iC0sdi , , ,1
(22) (A) = A 1^ p ^ ^^ -h -^ -| ^cos(a)^ 4. (p _ a, _ y)J,
et (A') ce qui devient (A) si l'angle horaire augmente de 90°; soit
ov . »,x __^ . r Lsin 5cosdsin(w^ 4-9 — a — y) Li sin^, cosâ, sin((i)^-f- 9 — «i — y) 1
On aura, en négligeant toujours les termes en ^,
/ /x , /ox /*x_i_T^ //LcosM\* L cos 6 L, cos ^i ] ^^ 7l7cÔs*V\*
(24) /i = (S)-i-(A)±Py/(^— p— j -H2-^^ L__lcos2(a,--«)-+-(^-i-^3— ij ,
le signe 4- se rapportant aux pleines mers et le signe — aux basses mers.
19. Marées de syzygies et de quadratures, d'équinoxes et de solstices. — Sur les côtes d'Europe, c'est la marée semi-diurne qui prédomine. C'est donc le radical qui influe le plus sur la hauteur de la marée. La différence a^ -— a des ascensions droites des deux astres varie de o** à Sôo*' pendant une révolution synodique de la Lune, soit en vingt-neuf jours douze heures quarante-quatre minutes environ. Pendant ce temps, les déclinaisons et les distances des astres varient relativement peu. Donc, les plus hautes marées correspondront à peu près à la valeur 4-1 de cos2(a, — a) et les plus faibles à la valeur — i. Les premières ont lieu pour
a,— « = o ou 180° (syzygies), les dernières pour
«! — «=: 90*» ou 270° (quadratures).
Ainsi, pendant cette période à peu près mensuelle (de vingt-neuf jours douze heures quarante-quatre minutes), il se produit deux grandes marées (marées de vive eau), à peu près aux moments où les astres sont en conjonction ou en opposition, c'est-à-dire aux époques des syzygies, et deux faibles marées (marées de morte eau), aux époques des quadratures.
Aux époques des syzygies, comme à celles des quadratures, on a
sina(a, — a) = o.
Donc, pour les marées de syzygies et de quadratures, la formule (21) donne à peu près
tang2(Gi)/H- 9 — a — A) =: o;
d'où
w / -f- 9 — oc — A ou "k-h 180",
pour les deux pleines mers. Si X était nul, les marées de syzygies et de quadrature arriveraient donc à l'heure du passage de la Lune au méridien. En fait, il y a la différence X qui n'est pas très grande. Aux syzygies, les deux astres passent en même temps au méridien; aux quadratures, le Soleil se lève ou se couche quand la Lune passe au méridien. Donc les marées de vive eau arrivent aux environs de midi et minuit, et celles de morte eau le matin et le soir. Parmi les marées de vive eau qui se produisent ainsi deux fois par mois, les
plus fortes correspondent à peu près aux plus grandes valeurs de — ^> — j-^»
ou, comme les distances varient peu, aux valeurs S = S, = o, et les plus faibles aux valeurs les plus grandes de S et S<. Les premières sont les grandes marées équinoxiales; les autres, les marées solsticiales, beaucoup plus faibles. Leurs hauteurs, aux unes et aux autres, sont naturellement influencées par les distances des astres.
20. Détermination des constantes du port de Brest. — Pour étudier d'une façon précise les mouvements de la mer dans un port, il faut déterminer les constantes du port qui entrent dans les formules. Nous allons résumer la marche suivie par Laplace pour déterminer, à l'aide des observations dont il disposait, les constantes du port de Brest, renvoyant aux Livres IX et XIII de la Mécanique céleste pour de plus amples détails.
Soit h^ la hauteur d'une pleine mer que nous appellerons la pleine mer du matin. Désignons par A;„ ce que devient (A) quand on y remplace (o^-f-ç — a — X par la valeur qui correspond à cette pleine mer tirée de la formule (24)» en sorte que
*. /c\ . A . T>. /TLcos^dX» ,~~Lcos»â^L, cosM, ] T /L, cosMA»
^-=(S)^-A^-+-Py/(^— ^j +2—^^ L__Lcos2(a,-a)4-(^-L_— ^j .
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Soit hg la hauteur de la pleine mer suivante^ que nous appellerons la pleine mer du soir. Entre les deux, l'angle horaire (o/ + ç — a ayant varié d'environ i8o®, on aura
. ,a\ A Ffc. //Lcos'(ï\" LcosM L, cos*ôi \ [ /L| cos'dA*
hs= (S) - A,„-^ P y/ \—^) -^ ^— p -^ cosa(a,~ a) 4- [^ ' ^, ' J •
Soit enfin A,- la hauteur de la basse mer intermédiaire. Entre cette basse mer et la pleine mer du matin, Tangle horaire ayant changé d'environ 90®, si nous appelons A; ce que devient (A) pour la valeur de l'angle horaire qui correspond à cette dernière, on aura
u /ex . A 1^. //Lcos»(5\* Lcos*3 L, cosMi \ [ /L, cos«d,\«
Comme les astres se déplacent peu dans une journée, on peut, dans les trois dernières formules, leur attribuer un^ même position moyenne, à savoir : celle qui répond à la basse mer intermédiaire, soit (n** 16) celle qui précède l'instant de cette basse mer de T heures pour les termes semi-diurnes (le radical); de Ti heures pour les termes diurnes A,„ et A/; de o heures pour les termes de longue période (S).
Cela étant, de ces trois formules on tire :
1° Pour la différence entre deux pleines mers consécutives : (25) A^— /i,= aA;„.
2** Pour la moyenne de ces deux pleines mers, moyenne quejLaplace appelle la hauteur absolue de la marée d'un port y
hs
3^ Pour cette hauteur absolue comptée depuis la basse mer intermédiaire, que Laplace appelle la marée totale du port :
/ a\ u Kf+-hs , . -.^ //Lcos«5\« Lcos«ôL,cos*(5, . , /LiCos«*,\*
(26) /i|= — ^,=-A,4-2Py/(^ ^3 j '^^~J^ ^cos2(aj-«)-f.(^-L__lj,
Les formules (21), (aS), (26) sont très propres à être comparées aux observations, surtout à celles faites sur les marées de syzygies et de quadratures et, par suite, à fournir les constantes d^un port.
(a) La formule (21) ne renferme que les deux constantes X et T, la première
explicitement, la seconde implicitement, puisque les fonctions du temps qui y L. — L 5
entrent se rapportent (n° 16) à un instant antérieur de T heures à celui où se produit la pleine ou basse mer qu'on considère. Donc, par l'observation des heures d'un grand nombre de pleines et basses mers, on pourra obtenir ces deux constantes.
Nous avons vu que les marées de vive eau de chaque mois synodique répondent sensiblement à a< — a = o ou i8o° ou aux syzygies et les marées de morte eau aux quadratures a, — a = 90 ou 270°. Cela veut dire que si l'on avait T = o, ou si la formule se rapportait à l'instant de la marée qu'on étudie, la marée de vive eau serait la première qui suit chaque syzygie et la marée de morte eau, la première qui suit chaque quadrature. Mais, en réalité, comme la formule se rapporte à l'instant / — T quand le phénomène considéré se passe à l'instant ^, la marée de vive eau doit se produire T heures après la syzygie et la marée de morte eau, T heures après la quadrature.
Or, l'observation démontre qu'à Brest, et même dans tous nos ports, ie retard des marées de vive et morte eau sur les syzygies et les quadratures est de trente-six heures environ; d'où l'on conclut T = 36^.
A présent, comme aux marées de syzygies et de quadratures, on a à peu près
sin2(cxi — a) =: o;
si l'on avait X = o, ces marées se produiraient juste aux heures de passage de la Lune au méridien; X indique donc le retard sur l'heure de ce passage, ce qui permet de déterminer sa valeur dans chaque port.
(b) La formule (2S) ne contient que les trois constantes A, T, , y relatives à la marée diurne. Donc, par l'observation des différences de deux marées consécutives sur un grand nombre de marées, on peut déterminer ces trois coefficients. Laplace a constaté que ces différences sont très faibles et c'est ainsi qu'il a reconnu la faiblesse de l'onde diurne sur nos côtes.
Les deux coefficients T^ et y sont les analogues de ceux T et X relatifs à Tonde semi-diurne et, comme il n'y a pas de raison pour qu'ils difTerent notablement pour les deux espèces d'ondes, Laplace a admis qu'ils sont les mêmes, soit
On conçoit que, même si ces égalités ne se réalisaient pas complètement, l'erreur commise en les admettant doive être faible, puisqu'elle ne porte que sur des termes eux-mêmes faibles. La concordance entre la formule finale de Laplace et les observations du port de Brest paraît d'ailleurs confirmer l'induction du grand géomètre.
Ces égalités étant admises, la formule (2$) ne contient plus que le seul coefficient A à déterminer. Les observations faites en syzygie facilitent d'ailleurs cette recherche. Par exemple, si les astres sont en conjonction, soit pour a^ = a
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et pour une pleine mer de passage supérieur, on a
Par suite, A;;, devient, d'après l'expression générale (22) de (A),
. _ . /Lsin^cosi LiSindiCosd, \ A..-A 1^ p 4- ^j j
d'où, par (25),
. A /Lsinicosi LiSindiCOsdA
h„-h,=2ki^ — P — -*--^-7! — y
qui fournit A.
On aurait des expressions analogues, au signe près de chacun des termes du second degré, pour les marées de passage inférieur ou pour le cas où les astres sont en opposition.
(c) Tous les coefficients étant ainsi déterminés, sauf P, on tirera ce dernier de la formule (26). On reconnaît aisément qu'en syzygie, à cause de y = ^» on a A, = o et, en quadrature,
A/==dz-^* sindicosdi, Pt
le signe 4- se rapportant au premier et le signe — au dernier quartier. De plus, à cause de la petitesse de a< — a aux marées de syzygies, on peut poser
C0S2 (ai — «)= I — 2 (a, — a)'.
On a ainsi une formule qui, par l'observation de la marée totale A^, donne aisément le coefficient P.
Il reste à vérifier dans quelle mesure il est légitime d'avoir négligé les termes
en T^de la formule de Laplace, formule (17). A cet effet, considérons le plus
important d'entre eux, celui
cos'd d — 5— sin2(a)/ + cp — a — X)
(d) LQ — P ^^ ,
relatif à l'onde semi-diurne lunaire. Supposons qu'on ait déterminé le coefficient P (qui est le plus important puisqu'il fournit la hauteur de l'onde semidiurne), par deux séries d'observations de marées, faites, t'une en équinoxe, l'autre en solstice. Si les formules employées sont exactes, c'est-à-dire si les
termes en — sont réellement négligeables, les deux séries d'observations devront
fournir la même valeur moyenne pour le coefficient P, puisqu'il ne dépend que
du port. Si donc on trouve une différence notable, c'est une preuve qu'il y a lieu de tenir compte du terme négligé {d) et la différence devra permettre de déterminer le coefficient Q de ce terme. Or, en équinoxe et solstice, on a
— -J-— =— asmocoso-y- =0, ai at
puisque, dans le premier cas, S = o et, dans le second, ^ = o. D'autre part,
à cause de la faible variation de la distance de l'astre, nous regarderons ^ comme nul. Par suite, le terme {d) devient
f j \ r\w COS'd doL , ^^
(«i) — 2QL — j~ — .cos2((k)^-h9 — a — X).
Soient {fig. 2)
NE l'équateur;
NL l'orbite lunaire;
LD le cercle horaire de la Lune L.
Fig. a.
En désignant respectivement par jc^;, = NL et a;,= ND la longitude dans son orbite et l'ascension droite de l'astre, mesurées depuis le nœud N, et par I l'inclinaison de l'orbite sur l'équateur, le triangle NLD donne
tanga„= cosi tang^^», d'où
1 doin COSi dVn. /ICOsI
cos*a;» dt cos*i^,j dt cos'f'»'
en confondant la vitesse -^ avec le moyen mouvement n de l'astre. D'ailleurs on a, en négligeant la vitesse du nœud lunaire N,
dat-n doL
Donc
^^doL cos'dcos'a» - -
cos*o -r- = ; n cosI = n cosI,
dt COS' Vn,
mgggjg^
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puisque
COS S^n — COS i COS OL^ .
Donc Texpression (rf,) devient
2nQLcosI
vS
COS 2 ( Cl) ^ 4-9 — a — A).
Le terme lunaire principal est
PLcos*d
cos2((a)^ 4-9 — a — X).
L'ensemble deâ deux équivaut à
P'LcosM , , ., 5 cos2(w^-f-9 — a — >)
en posant
1^/ Ffc /\ cosi P'=zP — 2/lQ rr-
Soient P^ et P, les valeurs d'observation fournies pour P' en équinoxe et en solstice* soit pour S = o et 8 = I, on aura
P,= P — 2/iQcosI,
cosI
d'où
P,— Pi= 2/lQ f — !— — cosl^ ,
qui fournit Q. Mais Laplace a reconnu que, dans le port de Brest, la différence Pa — Pj ne dépasse pas les erreurs d'observations, de sorte que Q est négligeable et, à plus forte raison, les autres termes en ^•
21. Formule numérique de Laplace pour le port de Brest. — Tous les coefficients étant ainsi déterminés pour le port de Brest, Laplace a pu établir la formule de prévision de la hauteur des marées dans ce port.
Soient c et c^ les distances moyennes de la Lune et du Soleil. Soient
les rapports de ces distances moyennes aux distances vraies ou les rapports des parallaxes horizontales actuelles à leurs valeurs moyennes.
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Avec les données astronomiques dont il disposait, Laplace a trouvé
(28) îi:î^ = 3,o6,
soit 3 environ, et, avec la latitude de Brest,
3sin*6 — I L, ^ ,^
OU, -en rétablissant Thomogénéité des formules (n** 1) et faisant
_ T __ masse de la Terre ® ~" a* "~ (rayon terrestre)* '
a étant exprimé en mëtres, a- étant la densité de Teau de mer, D la densité
moyenne de la Terre, soit — = 5,5 environ.
Les valeurs trouvées pour les coefficients A et P se trouvent être telles que l'on a
D'ailleurs
y = X r= 66<»5' 2o^ T nrii, 50724 = li, 5 = 36^
d'où (formule 17), pour la hauteur absolue de la mer,
r 3i* cos'i cos2(g.)< -h© — « — X)n h= o™,78ii2 .. ^ J \
L"*"*! cos'oiCOS2(g.)^4- 9 — «1— A)J
(3i) / r 3i*sind cosi cos(a)r 4- 9 — a — ^)T
L^- i\ sin^i cosdiCOS(a)/-h9 — ai--X)J
î»( 3 cosM — i) + «} (3 cosMi— i
22. Formule de M. Chazallon. — La valeur 3, 06 ou à peu près 3, admise par
Laplace pour le rapport — : -^> est trop forte. Le grand géomètre lui-même, dans ses nouvelles recherches sur les marées formant l'objet du Livre XIII de la
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Mécanique céleste, Ta réduite à 2,35333. Aujourd'hui, on admet environ 2,17. Il est clair que si, dans la formule (3i), on remplaçait le coefficient 3 qui multiplie les termes lunaires, par 2,17, elle ne cadrerait plus avec l'observation. Il faudrait modifier tous les coefficients diurnes et semi-diurnes, en reprenant les calculs numériques de Laplace. Peut-être serait-on amené à reconnaître
ainsi que les termes en ^ ne sont pas négligeables. Ce travail serait un peu
laborieux, mais d'un grand intérêt.
Si l'on pose
le terme semi-diurne de la formule générale (17) de Laplace, celui qui sert seul à la détermination de l'heure des marées et qui, dans l'expression de leur hauteur, en constitue aussi la partie capitale, appliquée à un port quelconque, peut s'écrire
(33) h = P-^ [A:t'cos*(ï cos2(o.)^ -h cp — « — >)-+- «J cos*(ïiCOS2(o.)^ 4- 9 — «j — X)].
Comme cette formule rend très bien compte des observations faites dans le port de Brest quand on y fait ^ = 3, tandis qu'elle n'y satisferait pas si l'on remplaçait cette constante par sa valeur véritable ^ = 2,17, M. Chazallon, pour la confection de V Annuaire des marées des côtes de France, a affecté cette constante astronomique ^d'un nouveau coefficient de port que nous appellerons e, de sorte qu'en posant
il a adopté la formule ci-dessus en remplaçant k par kf
(35) A=P-j [k' î^cos'S cos2{(M)t -h (^ — <x — "k) -h il cos*diCOS2{(ùt -h <p — «i — X)], OU, à cause de (27),
A= P I 6 -^cos*3 008 2(0)^4- 9 —a —X) 4- ~cos'diCOS2(ci)^ -hç — a — X) .
D'après les idées de Laplace, le coefficient de hauteur P ne doit dépendre que du port et non de l'astre, tandis que, dans cette formule, on a deux coefficients de hauteur distincts pour les deux astres : l'un, P, pour le Soleil; l'autre, Pe, pour la Lune; d'ailleurs, il reste toujours convenu que le second membre se rapporte non a l'instant t pour lequel on calcule la hauteur A, mais à un instant antérieur / •— T, en sorte qu'on dispose, pour satisfaire à des observa-
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tions faites dans un port, de quatre constantes
P, e, >, T, tandis que dans la formule de Laplace il n'y en a que trois, e étant égal à i.
La constante T conserve toujours sa valeur T = 36**. Car elle représente toujours le retard (qui, dans nos ports, est d'environ trente-six heures) de la plus grande marée de vive eau sur la syzygie; elle convient donc à tous nos ports.
D'autre part, pour Brest, M. Ghazallon a été amené à admettre ^e = it' = 2,89, qui diffère fort peu de celui 3 qui entre dans la formule de Laplace. Et M. Ghazallon a reconnu que ce chiffre 2,89 convient aussi à tous nos ports. On peut donc dire que M. Ghazallon a à peu près conservé la formule numérique de Laplace. Si en effet on compare ses coefficients avec ceux de la formule (3i), on trouve
PL, ., PL
Laplace o",78ii2 x 3 = 2",343 ©",781
M. Ghazallon u", 377 o", 821
G'est la formule (35) avec k" = 2,89 et T = 36'" qui est employé pour la prédiction des marées, dans V Annuaire des marées des cales de France. Pour leur hauteur, on fait une correction à l'aide d'une formule diurne aussi analogue à celle de Laplace.
L'introduction de deux coefficients de hauteur différents pour la Lune et le Soleil ne nous semble pas contradictoire avec les idées de Laplace, telles que nous les avons exposées. On peut admettre que l'on tient compte ainsi, dans une
certaine mesure, des termes en -r négligés. En effet, pour nous rendre compte
sommairement de l'effet de ces termes, supposons qu'on n'y fasse varier que les ascensions droites des astres, les variations des déclinaisons et des distances des parallaxes étant beaucoup plus limitées. Il est aisé de voir que l'addition des
termes en -^> ^j etc. (n® 17) revient à remplacer le coefficient de hauteur P commun aux deux astres par des coefficients de la forme
pour la Lune et
pour le Soleil. Mais le mouvement de ce dernier est si lent qu'on doit pouvoir s'en tenir au premier terme P, tandis qu'il en peut être autrement pour la Lune,
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pour laquelle Tensemble des termes (a) serait assez judicieusement remplacé dans la pratique par un coefficient de hauteur Pe différent de celui P relatif au Soleil.
Ce qui est heureux, c'est le fait constaté par M. Chazallon, que le coefficient £ ne varie pas sensiblement d'un port à un autre. Il en est, par suite, de même de celui k\ qu'il a admis être égal à 2,89. Nous le laisserons en évidence sous forme littérale, afin de lui donner à volonté cette valeur ou celle 3,oo de Laplace.
23. Unité et établissement d'un port; coefficient de marée. — La formule (35) qui se trouve ainsi tout à fait pareille a celle de Laplace, avec une interprétation différente du nombre invariable ^, ne contient plus que les deux constantes P et X à déterminer une fois pour toutes, pour chaque port.
Si Ton cherche les heures des pleines et basses mers, on trouve, comme au n® 18, qu'elles sont données par la formule
(07) tang2(a)^-i-9 — a — X)=i ^ ' '
k' ^ T-^ H- cos2(a,— a)
Portant cette valeur dans (35), on aura, pour les hauteurs des pleines et basses mers.
(38) A =±: Pv/F*i«cosM 4- 2k'i^cos*di\ cos»ôiCOS2(ai-- a) -h i\ cosM,.
Gomme on fait abstraction de Tonde diurne, la mer oscille d'égales quantités au-dessus et au-dessous de son niveau moyen et la valeur absolue du second membre représente une demi-oscillation.
Par l'observation de la marée totale (n® 20), on aura le double de la valeur du second membre, ce qui donnera le coefficient P. De même, l'observation des heures des marées donnera la constante X, le tout comme il a été expliqué plus haut. Mais on remplace, dans la pratique, les coefficients P et X respectivement par deux autres constantes appelées, l'une V unité de -hauteur , l'autre Y établissement du port.
On appelle unité de hauteur d'un port la demi-amplitude H de la mer le jour de la grande marée de vive eau qui suit une syzygie équinoxiale lorsque les deux astres sont l'un et l'autre à leurs distances moyennes. Cela peut ne jamais se réaliser complètement. Cela suppose en effet qu'on ait à la fois
(89) d=zd, = 0, «— «j=I, «, = «.
Il en résulte, d'après (38),
(4o) H=rP(n-Â:'),
pour la hauteur de la marée qui suit de trente-six heures celle de la syzygie.
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C'est la plus grande hauteur qui puisse être atteinte dans le port que Ton considère, et Ton a, pour le rapport g d'une hauteur quelconque à Funité du port,
//j\ ^ ^ v/A:^»f'cos*3 -h2k'i^cos*di\ cos'^tCosa(«|— «) 4- ij cosMi
OÙ, dans V Annuaire des marées des côtes de France, on fait k'= 2,89. Le second membre est un coefficient purement astronomique qu'on nomme le coefficient de marée. On peut le déterminer à l'aide des éphémérides pour tous les jours de l'année, et alors il suffit d'en multiplier la valeur à une époque antérieure de trente-six heures à celle pour laquelle on veut calculer A, par l'unité du port, pour avoir la demi-amplitude d'oscillation h dans ce port; la marée totale est 2 A, sauf une correction qu'on lui fait subir pour tenir compte de l'onde diurne.
Si l'on fait a^ = a dans la formule (37), on a, pour l'angle horaire de la Lune répondant à la pleine ou basse mer correspondante,
La constante X (puisque les valeurs de ^, a,'af se rapportent à un instant antérieur de trente-six heures à celui du phénomène que l'on étudie) est donc le retard sur le passage de la Lune de la marée de vive eau qui suit de trente-six heures une syzygie. Cette constante est facile à déterminer d'après cela et elle cadre bien avec celle H, puisque les deux se rapportent a la marée de vive eau, celle qui suit de trente-six heures une syzygie. Mais l'usage a prévalu de la remplacer par une constante E appelée \ établissement du port^ et qui est le retard sur le passage de la Lune, non de la marée qui suit de trente-six heures la syzygie équinoxiale qui a servi à définir l'unité du port, mais celui de la marée qui se produit le jour même de cette syzygie. Elle correspond donc aux positions des astres qui précèdent de trente-six heures la syzygie dont il s'agit. Il y a là un manque de correspondance dans les deux constantes usitées H et E qui ne se justifie pas. Il est sans inconvénient, puisque l'heure et la hauteur des marées se trouvent être deux questions entièrement distinctes, l'une étant résolue par la formule (87), l'autre par la formule (40*
24. Prédiction de rhenre des marées. — Nous avons montré comment l'unité de port fournit aisément la hauteur des marées. Il nous reste à dire comment on en détermine l'heure, ce qui est un peu moins simple parce que l'équation (37) qui la donne ne peut pas être résolue explicitement.
Posons
La fonction A qui dépend uniquement des positions des astres peut être cal-
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culée pour chaque jour de Tannée. Elle Test pour la valeur ^' = 3 de Laplace, dans V Annuaire du Bureau des Longitudes, à Tarticle Marées, Tableau I. L'équation (37) à résoudre peut alors s'écrire
iff\ s -il* sin2(a, — a)
(44) 0)^ + 9 — « — A = |arctang-.—
A -f- cos2(ai — a)
Posons
(A5^ L arctaiîff sin2(a,~«) __
n étant le moyen mouvement de la Lune et co la rotation diurne de la Terre. La fonction du temps C peut être regardée comme dépendant des deux arguments
A et «1 — a.
Le premier est donné pour chaque jour de Tannée, comme il vient d'être dit; le second, différence des ascensions droites des deux astres, résulte de la connaissance des heures du passage de la Lune au méridien du port. Pour tous les ports français, ces heures sont, à moins d'une minute près, les mêmes que celles des passages au méridien de Paris. On peut donc prendre ces dernières qui sont fournies par )^ Annuaire de l'Observatoire, sans correction. Or, si k^ et k^^ sont les angles horaires des deux astres, en sorte que
0) ^ 4- 9 — « = Aa, w^H-cp — ai = AiA,
on a
«j — a r::: Aa — Aia»
Lorsque la Lune passe au méridien, son angle horaire est nul; donc, à ce moment-là,
OU, si Ton veut,
Mais Tare 36o — A^, réduit en temps, représente l'heure solaire vraie à l'instant considéré. L'heure (temps moyen) du passage de la Lune étant fournie par \ Annuaire, il suffit d'en retrancher le temps moyen à midi vrai pour avoir l'heure vraie 36o — A^ du passage de la Lune, c'est-à-dire la différence ai — a des ascensions droites des deux astres au moment de ce passage. Par interpolation, on l'en déduit à d'autres heures.
La Table II de l'article des Marées^ à double entrée, fournit ensuite les valeurs (45) de C en fonction des deux arguments
A et «1 — flc.
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Ceci posé, Téquation (44) peut s'écrire
(46) co^H-cp — a — 'k = {(,i — n)C.
Mais il faut remarquer que, si une marée se produit à l'instante, les fonctions du temps qui entrent dans cette équation doivent être calculées pour l'instant t' =^1 — T. L'équation à résoudre, si l'on met partout en évidence l'argument t'y en le plaçant en indice aux lettres qui représentent des fonctions du temps, s'écrira
(47) w/'-hcp— a/ — X = (o) — «) C|'.
Le problème à résoudre consiste à trouver l'heure de la marée qui suit un passage de la Lune au méridien. Soit p l'heure du passage un jour donné, heure qu'on peut confondre avec celle du passage au méridien de Paris et qu'on connaît chaque jour par V Annuaire.
Puisqu'à l'instant p Tangle horaire de la Lune est nul, son angle horaire à l'instant/?' =p — 36** est facile à reconnaître par les éphémérides. Soit Up* cet angle horaire, de sorte que
(48) &)/?' -h (p — «p' = Up'.
Retranchant cette équation de la précédente, on a
(49) w(e' — />') — («r — oLp') = X — ûtp' 4- (w — /i) Cf.
Pendant le temps /' — p' on peut regarder la Lune comme animée de son moyen mouvement, d'où
at' — ap'z=n{l' — p'),
OU, comme i' =z t — 36**, p' =p ^ 36,
(50) (co— /i) (/ — />) =X — ap' -\-{(ù — n)Ct'.
Soit E l'établissement du port donné par V Annuaire du Bureau des Longitudes, comme par celui des marées des côtes de France. Cela veut dire que E est le retard t—p qui correspond à une marée de syzygie équinoxiale, les astres étant à leurs moyennes distances.
Soit po l'heure du passage de la Lune pour cette marée. A l'instant
Po =Po — 36»»,
l'angle horaire de l'astre aura une valeur connue a^/. L'heure t de la marée considérée est
t = E-hpo, d'oii
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On a donc pour cette marée, en vertu de (5o),
Retranchons les équations (5o) et(5i) pour éliminer X, nous aurons pour le retard t —p d'une marée sur Theure/? du passage de la Lune,
Cl) — n
Le terme de beaucoup le plus important du second membre est E. On peut donc, comme première approximation, écrire
et, portant cette valeur dans le terme de correction C^^^^^j on aura
qui fournit explicitement le retard cherché t — p,
25. Usage de l'Annuaire du Bureau des Longitudes. — Si la Lune avait un mouvement uniforme, il s'ensuivrait que, trente-six heures avant n'importe quel passage, son angle horaire serait toujours le même. On aurait donc a^'= ap.^. La différence «;,'-— a^; ne vient donc que de la différence entre la vitesse de l'astre le jour où l'on observe une marée quelconque et sa vitesse le jour de la marée de syzygie équinoxiale qui sert à définir l'établissement du port. Cette petite différence a été négligée dans la formule de V Annuaire du Bureau des Longitudes. De même, si l'on regarde la fonction C comme variant linéairement pendant les quelques heures (12 heures au plus) que forme le nombre E, on aura
Et, en effet, on reconnaît par les Tables que les accroissements de C résultant des deux accroissements égaux E, donnés aux deux valeurs /? — 36 et/?© — 36, sont eux-mêmes sensiblement égaux. La formule de Y Annuaire du Bureau des Longitudes a été ainsi réduite à
^ /?=:£ + Cp-36 — L|,j— 86>
De cette façon, le dernier terme est une même constante pour tous les ports. Lors d'une syzygie équinoxiale pour laquelle les astres sont à peu près à leurs moyennes distances, on a à peu près
ce qui donne, par (4^),
Ce chiffre ne se réalise pas exactement. D'autre part, vers le moment d'une syzygie, la Lune gagne environ 0*^,5 par heure sur le Soleil; trente-six heures avant la syzygie le Soleil est en avance, c'est-à-dire que son ascension droite est plus grande que celle de la Lune, et la différence est environ
Avec ces deux valeurs de A eta^ — a, on a trouvé par la Table II (n*' 25) la valeur correspondante de C, c'est-à-dire la valeur de cette fonction, trente-six heures avant l'heure p^ de la syzygie :
d'où
Dans V Annuaire du Bureau des Longitudes, on trouve, tous les ans, un exemple numérique de l'application de cette formule à l'aide des Tables : l'une à simple entrée, donnant A pour chaque jour de l'année; l'autre à double entrée, donnant C en fonction des arguments A et a, — a. Pour la comprendre, il est bon d'observer que la valeur de A, fournie par la Table à une date qui y est marquée /, se rapporte à la date t — 36**.
26. Tables de TAnnuaire des marées des côtes de France. — Dans V Annuaire des marées des côtes de France rédigé autrefois par M. Ghazallon et continué par M. l'ingénieur hydrographe Hatt, on trouve des Tableaux tout calculés de l'heure et des hauteurs des pleines et basses mers dans les principaux ports de France et même de l'Europe.
La formule employée par M. Hatt pour la prédiction de l'heure des marées parait se rapprocher de celle (52), plus complète que celle de V Annuaire du Bureau des Longitudes^ que nous avons donnée plus haut. Pour éviter d'avoir à calculer la constante Ce h-/?© — 36 pour tous les ports, M. Hatt suppose à E une valeur moyenne de 4**. Nous avons fait observer que cette valeur est à peu près indifférente dans la différence des deux derniers termes de la formule.
Dans V Annuaire des marées, on emploie aussi bien pour le calcul de l'heure que pour celui des hauteurs le coefficient ^' = 2,89 de M. Ghazallon, au lieu de celui A'= 3 de Laplace.
DANS UN PORT
27. Objet de ce Chapitre. — 28. Expression du potentiel de la Lune en fonction de sa longitude dans Torbito. — 29. Développement harmonique du potentiel. — 30. Formules simplifiées. — 31. Ondes elliptiques. — 32. Composition des ondes elliptiques mineures. — 33. Ondes évectionnelles et variationnelles. — 34. Expression définitive du potentiel de la Lune. — 35. Potentiel du Soleil. — 36. Tableaux dos ondes lunaires et solaires diaprés la théorie statique des marées. — 37. Ondes dépendant de la quatrième puissance de la parallaxe de la Lune. — 38. Ondes d'ordre supérieur et ondes composées.
27. Objet de ce Chapitre. — Nous avons vu au Chapitre précédent que Laplace a eu ridée capitale de considérer le développement des potentiels des astres en série trigonométrique dont les arguments sont des fonctions linéaires du temps, de regarder chaque terme du développement comme le potentiel d'un astre fictif animé d'un mouvement circulaire uniforme dans le plan de Téquateur et donnant lieu à une onde de même période que son mouvement, mais avec une hauteur et une phase dépendant à la fois du port considéré et de la vitesse de l'astre. En admettant que ces deux grandeurs soient linéaires par rapport à cette vitesse, Laplace a pu se dispenser d'effectuer le développement en série et a trouvé la somme des ondes ou hauteur de la mer dans un port sous forme finie, et nous avons vu que, même en supposant les deux coefficients développés suivant les puissances de la vitesse de l'astre, on peut encore atteindre le même but.
Plus tard dans le Livre XHI, Chapitre II, de la Mécanique céleste, Laplace a montré comment on pouvait effectuer le développement des potentiels même en ayant égard aux principales inégalités de la Lune et en déduire les expressions correspondantes des ondes, indépendamment de toute hypothèse sur les con-
(*) Laplace, Mécanique céleste. Livre IV et Livre XIII. — Britlsh Association^ i883; Report of a commit tee for the harmonie Anafysis of observations . — Hatt, De l'analyse harmonique des observations des marées diaprés les travaux anglais {Annales hydrographiques).
stantes caractérisant chaque onde. C'est ce travail de Laplace que des auteurs anglais, et notamment Darwin, ont repris et développé avec le plus grand soin sous le nom dH Analyse harmonique des ondes.
Le remarquable rapport de MM. Darwin et Adams sur ce sujet, présenté à TAssociation britannique de i883, est un beau commentaire du Livre XIII de la Mécanique céleste. Nous allons essayer de le faire connaître, en reprenant toutefois la méthode de Laplace pour établir l'expression du potentiel de la Lune sous forme harmonique ou trigonométrique.
Nous exprimerons d'abord ce potentiel en fonction de la longitude de Tastre dans son orbite.
28. Expression du potentiel de la Lune en fonction de sa longitude dans Torbite. — Nous avons trouvé (n** 5) Texpression du potentiel d'un astre en fonction, soit de son angle horaire A>^, soit de ses coordonnées équatoriales S, a et de sa distance p au centre de la Terre. Supposons qu'il s'agisse spécialement de la Lune et désignons par V/ son potentiel, par N le nœud de son orbite sur l'équateur, par la même lettre N l'ascension droite de ce nœud, de sorte que, si a„ représente l'ascension droite de l'astre comptée depuis le point N, on a
Soit
l'angle horaire du point vernal relativement au point considéré de l'Océan. Soit r„ celui du nœud N, en sorte que
d'où
L'expression du potentiel devient ainsi
Icos'0(cos'5cos2a„cos2r„-hcos*dsin2a„ sinaf,,) 4- sin2 0(sin2dcosa„cosr,» -h sin2 5sina;iSinr„) (i — 3sin*d)(i — 3sin»0)
oii la première ligne se rapporte aux termes semi-diurnes, la seconde aux termes diurnes, la troisième aux termes semi-mensuels (et une partie constante n'influant que sur le niveau moyen de la mer dans le port considéré).
Au lieu de définir la position de l'astre par ses coordonnées équatoriales a ou a^i et S qui varient toutes deux assez rapidement, définissons-la à l'aide de sa Ion-
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gitude dans le plan de son orbite, comptée depuis le point d'intersection N avec l'équateur et l'inclinaison I de cette orbite, laquelle varie beaucoup plus lentement. Le triangle rectangle NLD' {^fig. 2, p. 36) donne les relations
Posons pour abréger
d'où
COS 5 COS OLn ■=^ COS Vny
cos d sin a„ = sin v^ ces I, sinô= sinPy^sinl.
Sin - = ^, 2 ^
/?'-{- q^zzzi.
On tire des équations (2), (3), (3')
C0S-dC0S2a„rzrC0S*(';, — Sin*i',jC0S*I=:C0S*r„(/?*+ ^')*— sin'f'rtC/?*— ^')*,
soit
COS* d sin 2 a;t :==(/>*— ^* ) sin 2 t'rt, sinôcosdcosart =^pq{p^-^ q^) sin2t'rt, sindcosâ sina„— /?^(/?'— q^){i — cos2^fn)f sin*3=i 2/?'^'(i — cos2('„).
Par suite, en appelant c la moyenne distance de Tastre, posant
3La*
et profitant de l'identité p^-{- q^=i et ^, on aura
pour rendre les formules homogènes en p
cos*0
[/?*C0S2(r„— l'„)4-2/?«^*C0S2r,jH-^*C0S2(r;,-f-(;„)]
■}- sin20[— /?'^ sin(r„— 2i^„) -+-/?^(p'— ^*) sinr„-f-^^»sin(r„H-2('„)]
I — 3sin*0
p^-hq^— ip^q^
Si le mouvement était elliptique, on aurait
— I + e cos (i^n—^n).
GT^ étant la longitude du périgée comptée depuis le nœud N et e l'excentricité de l'orbite.
5o PREMIÈRE SECTION. — THÉORIE STATIQUE ET PRÉDICTION DES MARÉES. [29]
Désignons par a le terme à ajouter en vertu des inégalités lunaires que l'on veut considérer, en sorte que
(7) -^ -' =l-heCOS(Çn—^n)-^^'
Nous négligerons le cube de l'excentricité, le carré des inégalités Si ainsi que leur produit a^ par l'excentricité; il en résulte
(8) — ^^ — - — ~ — h3ecos(t'«— Gy„) h cosaCt^^— By„) -1- 3^=: S,
en appelant S le premier membre de cette égalité.
29. Développement harmonique du potentiel. — L'expression (6) du potentiel, si l'on y remplace -3 par son expression (8). contient, au facteur . _2 t\3 près, des termes de la forme S(cosaf'^H- 6). Or,
(3e'\ iH j cos(a('„-h6)
cos[(aH- i)(;„4-6— cjJ + cos[(a— i)(^;j-h6 4- cj
. |c0S[(a-h 2)f';jH-6-h2CJ„]-f-C0S[(a — 2)t'„-+- 6 4-2GJ„]t ^SiCOS{aÇn'^ ^)-
Il s'agit de remplacer cette expression par un développement harmonique^ c'est-à-dire dont les arguments soient linéaires par rapport au temps, ou, si l'on veut, par rapport à la longitude moyenne de l'astre et par rapport à l'heure sidérale. Or, dans le mouvement elliptique, la longitude, en négligeant le cube de l'excentricité, est donnée par la formule
où la est la longitude moyenne comptée depuis le nœud N et où nous pouvons regarder la longitude gT;} du périgée comme constante ou tout au moins linéaire par rapport au temps.
Soit W ce qui s'ajoute si l'on tient compte de certaines inégalités de la Lune, de sorte que
(ïo) Vn=L-^^esin(la—Wn)-\--lesïn2(ln — Tnn) -h W,
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ava-h b — aln-\- b -\- 2aesin(/„— TîJ„) -H|ae'sin2(/„— tîj„) -h aW,
et, au degré d ^approximation que nous admettons,
( acos[(a 4-i)/«4- 6 — cy„] cos^at'^H- ^) — (i — a*e*)cos(a/„4- 6^)-i-^ { ^^ ., ,
f ■— acos[(a — i)/;»4- 64-GJ,,]
l i -^4- ~jcos[(a-i-a)/„4-6 — 2ig«]l
f — -^ -H y) <^^s[(a — 2)/«4- ^ H- 2TijJ j
qui donne cos(a('^4- é) sous forme harmonique. Si, dans cette formule, on remplace respectivement a et 6 par
a -h I et h-— vun,
puis successivement par
a — I et 6 -h TîJn> a -f 2 et 6 -— 25^;,, a — 2 et 64-2CJ;,,
et qu'on porte les résultats dans l'expression (9) de S cos(af';,4- é), on aura
[i —(l 4- a')] c*-h 3^] cos(a/„ h- b)
4-e[ (|-i-a)cos[(a-M)/rt4-(6 — ©„)] c , . AN / +(|-«)cos[(a-i)/„+(6-hcy„)]
«*| i(«H-3)(a-hf)C0S[(a-i-2)/„4-6--2TîJn]
-h ^(a — 2) (a — f ) cos[(a — 2) /„ 4- 6 4- 2cy«] | — aWsin(a/„-4- 6),
en particulier, pour a == 2 et a = o,
Scos(2ç>„4- b) = {1 — ^ e* -h SSi) cos{2 In-^ b)
H- e[| cos(3/„-h 6 — By„) — } [cos(/;»-i- 6 4- GJrt)]
et
Scos6=:(i — f e*-4-3^)cos^-4-e[|cos(/„4- 6 4-gj„) 4-|cos(/,»— ^ — gj^)]
e»[JC0S(2/„-h6 — 2CJ„) 4-|-C0S(2/;j— 6 — 2TÎJ
— — C0S(4//i-h ^ — CT;,) — 2Wsin(2/;>-i- b
En se rappelant la signification (8) de S et portant ces expressions dans
r équation (G) avec les valeurs qui conviennent pour i, on aura
(lO V,,=.
cos'0
Termes semi-diurnes V/,.
(,_Ye'+3.^)[//cos2(r„-/J-f-/7*cos2(r„-^/,)] -f- (i — 5 e*-+- 3^)2p-ç^cos>2T„ -4-|e[p*cos(2r„— 3/„4-w«)-f-7*cos(2r„4-3/n— CJ«)]
-l-}ex 2/?'r72[cos(2rn— /i,-f-GT«)-+-cos(2r„-h/„— cy„)]
[/>*C0S(2r„~4/„4-2ïïy„)-T-7*C0S(2r«-h4^i|— 27ÎT„)]
+ lZ?!r.*
II) V
Tsin20
Je*X2/?»7*[cos(2r;,4- 2/rt— 2iiy„)-+-cos(2r^— 2/«-H2e«)] -2W[/?*sin(2/„~2r„)4-7*sm(2/«-f-2r„)].
Termes diurnes V/,.
iif! i-3^V-/>'7sin(r„-2/j4-/?7»sin(r,-i-2/„)]
(ï~fe«-+-3.^)/?^(/?«-7»)sinr,
|e[/?»7 sin(r„— 3/« -h cj«) — />^^ sin (F^ -h 3 /„ - w» )
- [/?»^ sin(r„ — /« — GJ„) — /?7» sin(r„ -+- /^ -h TiJ„ )
V /'^(Z^' — 7*)[sin(r;j-f- /^ — Wn) -h sin(r^ "-/«-+- bj»)]
— -~-t/'*9Sin(r„— 4/„ + 2ni„) — />y»sin(r„ + 4/„— ani„)] -^4-«„^/„t_„.Nrcir.^r --"/„ — aBT„)-+-sin(r„ — a/, + 2Bj„)]
îeV7(/?«-7»)[sin(r„4-2/„-
-f- 2p^q\y COS{Tn— 2ln) + 2/?^* W C0S(r„ 4- 2 /„ ) .
Termes à longue période V/,.
p^—l^p^q^-hq
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On peut regarder q^ comme du même ordre que «, et nous négligerons q* et e^, sauf quand le facteur qui multiplie e^ est très grand, et sauf quelques exceptions qui seront justifiées plus loin. On a naturellement le droit quand on néglige des grandeurs d'un certain ordre d'en conserver d'autres de même ordre si on le juge utile ou commode, sans que cela modifie le degré d'approximation obtenu. En fait, en poussant l'approximation jusqu'aux termes de l'ordre de e^, on a surtout eu en vue les termes de cet ordre qui sont multipliés par le facteur relativement considérable ^.
D'autre part, on néglige les produits de q^ ou de e par les termes dus aux inégalités de l'astre.
Les formules qui précèdent peuvent ainsi être remplacées par celles-ci :
Termes semi-diurnes,
(I _ -Ue» ^ 3.^)/?* cos2(r^ - /J
cos*0 ] -h Je/?*cos(2r„ — 3/«H w„) (I -e^r ~~^~ \ _ie/7«[/7«cos(2r«-/„-ni„)-6^«cos(ar„~ /„+©„)]
-h^e*p^C0S{2Tn- ^In h 2X3^)
— 2 W/?*sin(2/„— 2r„).
Termes diurnes.
(^i- ^f -hSsCjl-- p'q Sin{Tn- 2l^) -hpqHin{Tn-h 2l^)]
-+- (i — 1 e^)pq{p^ — q^) sinF^
+ -îe;7»^[sin(r„— /„ — cj;,) H-3sin(r„ — /„ + ©„)]
4- f e/?^ (/?'— ^«) sin (F;» -h /„ — cj;, ) — Y « V ^ sin (r„ — 4 /« + 2 GT„)
W COS (r« — 2 In
Termes mensuels.
[j - î e*-h 3 A 4- 3e cos( /„ — cy„)]
-^^%os(3/,-.,,)-,Wsin./„].
31. Ondes elliptiques. — Chaque terme du potentiel donne lieu, comme nous l'avons déjà dit, à une onde de même période que lui.
Les termes qui contiennent respectivement e ou e^ en facteur se nomment les termes elliptiques de premier et de second ordre. Les ondes correspondantes se nomment les ondes elliptiques de premier et de second ordre.
Celle qui répond au terme semi-diurne, où e est multiplié par le facteur ^, se Tîomme Vonde elliptique semi-diurne majeure; les deux ondes répondant aux deux termes où e est multiplié par le facteur — ^ se nomment les ondes elliptiques semi-diurnes mineures.
De même, dans le groupe diurne, le terme où e est multiplié par — l donne lieu à Vonde elliptique diurne majeure; les trois termes suivants fournissent des ondes elliptiques diurnes mineures.
32. Composition des ondes elliptiques mineures. — Les deux termes
— ^e/)»[/>» cos(2r„ —In— rsn) — 6^* cos(2r;, — /« 4- CJ„)]
ont des périodes trop peu différentes (tar^ variant très peu) pour que les deux ondes correspondantes puissent être séparées par les observations d'une année. C'est pourquoi on les réunit en un terme unique, fournissant une seule onde elliptique mineure résultante des deux autres.
Le second terme est petit par rapport au premier; la période de l'onde résultante sera donc peu éloignée de la période du premier. Soit donc
/>' cos(2r;j — /„ — Tij„) — 6^*cos(ar„ — /„ -H Tij«) = B cos(2r„— /„ — By„ — R).
On aura
BcosR =/?* — ô^'cosasTn»
B sinR = 6^*sinaGT;>, d'où
B — V^/>* -h 36^*— l2p^q^C0S2Wn9
\^V tang R zrz —- ^^ .^^^ = i ,
^ ^ ^ col' cos2cy„
où l'on peut négliger q* et écrire
B =ip*i/ I —12 tang* - C0S2TîJn.
On aura ainsi le terme elliptique
(i3) c/?* 4 / I — 1 2 lang* - cos2TîJ„cos(2r„— /« — ©„- R),
l'angle fort petit R étant donné par la formule (12).
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De même, il convient de réunir les deux termes diurnes
\ep^g[sln (r„ - /« - w») -h 3sin(r„— /„ -+- xs^)],
qui équivalent à
(l4) yp^g[^COSfJSnS\n{Tn — In) -\''i^inrSnCOS{Tn— In)],
en un terme unique
(ï5) ep^g\/^-h{cos2xnnSin(Tn- /«-f-Q),
OU
{iSbis) langQ=:{tangGj„.
L'angle Q peut varier de o à 36o®.
33. Ondes évectionnelles et variationnelles. — Parmi les inégalités de la Lune, nous n'envisagerons que l'évection et la variation.
A une première approximation, l'évection ajoute à la longitude comptée dans le plan de Técliptique, que nous pouvons ici confondre avec la longitude vraie i^^, le terme
esïn(l— 2/j 4- cj);
et à la parallaxe - ou plutôt à la grandeur — ^ — ^ — y définie par l'équation (8) et
que nous avons appelée S, le terme
-r: eC0S(/— 2/1 -i-Gj).
De même, la variation ajoute à la longitude un terme
et à S un terme
-g;^sm2(/-/,),
Dans ces expressions, /i, /, ts sont respectivement le moyen mouvement, la longitude moyenne et la longitude du périhélie de la Lune; /2|, /, le moyen mouvement et la longitude moyenne du Soleil.
Donc, pour tenir compte des deux inégalités de la Lune dont il s'agit, nous
devons, dans les formules (i i) et (ii'), faire
W=: -7^ esin(/^ 2/, H-cj)+ -g— ,• sin2(/— /j)»
^ ^^-~eC0S{l—2l^-hfS)-\- -^- C0S2(/— /,) (»).
Il en résulte que les termes de (ii) relatifs aux inégalités deviendront, à savoir :
Termes semi-diurnes V/,.
p^\ 3cos2(r„--/„) -^— iecos(/— 2/j-i-Gy)H- -~ cos2(/— /j)
soit
sin2(r,, — /^) -^y^esin(/— 2/,4-Gy)4- "g^^^^^^^^^'M '
io5/ii , „ f I f \
e cos ( 2 r^i — 2 /;, — l-h 2li-—m)
eC0S(2rrt — 'iln-\-l — 2/,-4-Tîj)
Les deux premiers termes donnent deux ondes évectionnelles ; les deux derniers donnent deux ondes variationnelles ; mais, à cause de la petitesse relative
du facteur g -i> on négligera la dernière.
(^) Les coefficients qui affectent ces termes sont très peu exacts; ainsi, en faisant
on trouverait
,^ ^0,0748, e=^o,oj49,
= o,oi54i, -s— =0,0077,
tandis que les valeurs plus exactes sont respectivement
De même
"sÂT ^ 0,007693, ^ = 0,005595,
tandis que les coefficients plus exacts seraient
Mais cela est peu important ici, ces coefficients disparaissant dans l'expression des ondes, à cause du coefficient par lequel on doit multiplier chaque terme du potentiel pour avoir la hauteur de l'onde correspondante.
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Termes diurnes.
Eu négligeant le terme contenant le facteur q^é{.
soit
/?'^ -^3sin(r« — 2/„)Ug^ecos(/—2/i-i-Gy)-f- ^ cos2(/— /,) -4-2cos(r^-2/„)r~^6'sin(/-2/,-hGy)H- ^^sin2(/- /,)1|,
-h-g-^ Sin(r„— 2/;»
/-h2/, — cj)4- -^ — esiii(r„— 2/„ — 2/,-4-cy)
— 2/4-2/1) — 8^ sin(r„ — 2/„ + 2/ — 2/,)
On ne conserve que le premier de ces termes qui est le plus important.
Termes mensuels.
En négligeant les termes qui contiennent les facteurs q^ W et q^^^, il reste
' ' ^C0S(/— 2/1-i- Cj) H ::^C0S2
34. Valeurs définitives du potentiel de la Lune. — En ayant égard au coefficient z rrr = 1+3^-01 aux valcurs des termes évectionnels et variationnels qui
viennent d'être trouvées, les expressions du n^ 30 se trouveront en définitive remplacées par les suivantes :
Termes semi-diurnes.
i I -\- -eM2/?*^'cos2r„4- -e/?*cos(2r„ — 3/^4- w„)
(»7) V^.zzr
T cos* Q
-e/?*i /i— 12 tang*-cos2cy«cos(2r„— /,j — cj,» — R
-2---JD* C0S(2r« — 4/« 4- 2CJn)
4 5 ^e/?*C0S(2r„— lin — l-^ 2/,)
e/>*C0S(2r„ — 2/„4- /— 2/i4-CJ4-7r) lu /A
ÎT)
Termes diurnes.
( I — ? 6'M L» q CCS [Vn - 2 /« 4- ^ j M- pq^ CCS [v n "=- ^ ^« " " ^) J
-i- I IH-
(17) V/,= Tsin2^/ -h e/>'9l/- -+- -cos2cyacos(r„ — /;»-}- Q j
-h -epq(p^—q*)cos(Tn-^in'-^n-- ^j
-+- ^e*p*qcos(Tn— ^In
-h 2cy
Io5 Al, - /„ , , , TUN
-^ -^e/?»^COs(r„ — 2/;, — /+2/1— GT-i- -J
Termes mensuels.
V/.— t(i — 3sin«0)
^*) ' -+- -«'4- 3eC0S{/rt — TSSn)
eA cos2/^ 4- ~ecos(3/„ — e
ou
q ■— cos - :
tangR
Sin2CT
^COt' cos 2 0/»
langQ — -tangïïJn;
r„ - r - N ; /„ : 3 / - N ' ; ct„ : -^ cr - N ' ;
en désignant par N l'ascension droite et par N' la longitude du nœud N de l'orbite lunaire sur l'équateur. D'ailleurs r=(i)/H-<p est l'angle horaire du point vernal relativement au port que l'on considère.
35. Potentiel du Soleil. — Le potentiel du Soleil se déduit de celui (i i) de la Lune, en supprimant les termes relatifs aux inégalités de la Lune, c'est-à-dire en faisant ^ = W = o, et remplaçant
7> ^> r„, 4, TSnt Pi q
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respectivement par
Ti, ^1, r, /j, nji COS-) sin-j
ou
*"" 2Cj
On appelle e l'inclinaison de l'écliptique et l'on marque d'un indice les lettres qui désignent les autres éléments du Soleil. L'excentricité de son orbite est e^ = 0,01679.
On peut, par suite de sa faiblesse, négliger les ondes elliptiques solaires, sauf celle majeure semi-diurne.
36. Tableaux des ondes lunaires et solaires d'après la théorie statique des marées. — Chaque terme du potentiel de la Lune est de la forme
tCcosvj^, où
3 La*
est un coefficient commun à tous les termes, ^ un argument linéaire par rapport au temps.
Il en résulte, d'après la théorie statique des marées (n^'ô) d'une mer qui recouvrirait toute la Terre, une onde de hauteur
- C COSvp = -=- C cosvj^ ="?f(~) ^C ^^^4* — H- cosvj^,
ou
T Ta» 3 L/a\»
est un coefficient général.
Le coefficient C, qui sera nommé le coefficient astronomique de l'onde, dépend de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite. Le coefficient du temps dans l'argument linéaire 4' s'appellera la vitesse angulaire de Vargument; elle sera d'ordinaire exprimée en degrés d'angle par heure de temps moyen.
Chaque terme du potentiel solaire est de même de la forme
TjCcosvj^^ — tCcosvj^.
L'onde correspondante aura donc pour expression
a — CcosJ/.
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On laissera le coefficient [jl en évidence même dans les ondes solaires pour les rendre mieux comparables aux ondes lunaires.
Leurs coefficients astronomiques seraient par suite
En prenant |- = 8i,5 pour le rapport de la masse de la Terre à celle de la
Lune, on a
(21) • -1 = -i : -- — o,46o35 =: i=z environ.
^ ' T cj c* 2,17330 2,17
Rappelons que le rapport inverse
est celui qu'au n^ 22 nous avons appelé k, et que Laplace a trouvé égal à 3, au lieu de 2,17.
Les valeurs admises en degrés par heure de temps moyen, pour les moyens mouvements n et n^ des deux astres, sont
On a par la définition même du jour moyen
a>— /ii= i5°,
d'où
co = 1 5^,041 0606.
Comme moyen mouvement cr = ^ du périgée lunaire, on admet
è =zo°,oo464i 18,
ce qui fait que la révolution du périgée a, comme on sait, une durée voisine de neuf ans.
Chaque onde a été désignée par Darwin par une lettre. Les lettres employées conviennent naturellement mieux à la langue anglaise qu'à la nôtre ; mais même en anglais les lettres qui désignent les ondes sont choisies à peu près au hasard. Comme elles ont acquis un caractère officiel en Angleterre, il est bon de les conserver.
Voici donc les Tableaux des ondes théoriques.
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37. Ondes dépendant de la quatrième puissance de la parallaxe de la Lune. -- L'expression exacte du potentiel de la Lune est (n° 4)
,, L/ la „ La^\^ L La „ V/— — I cosZh — r-cosZ
ou, en développant jusqu'à la quatrième puissance de -,
LaV3
( - cos*Z ) H r- I - cos'Z cosZ
Dans ce qui précède, nous avons négligé le dernier terme de ce développement. Il donne lieu (n^ 6) à une marée dont la hauteur est
, La'/ 5 ,,, 3 „\ '^ = TF-T - cos'/ cosZ ,
soit, en mettant en évidence le coefficient général - qi -^ des ondes précédemment considérées,
(-> *=?^(ô7"Gni(?)-^-(ï)H-
Or on a
cosZ = sin0sin5-f- cos9cos^cos(r;,— «„)
ou, en vertu des formules (2),
cosZ = sin^sinlsiiir„4-cos0(cosr„cosr„4- sinF^ cosisinr,,)
OU, en posant de nouveau cos- =/?, sin- = y,
cosZ=: 2^<7sin0sinr,H- cosO[/?'cos(r«— (^n) H- 7* 008(1;, 4- î^„)].
Nous négligerons les termes contenant le facteur q à cause de la petitesse du produit y(-) > de sorte que
^ S'y fi art wr» \ « ,rt COS 3 (T^ —(•„)"+- 3 COS (r„— ('„ )
cos3Z=/?*cos'(/cos'(r„-- ('„)™/?ficos'0 ^—^ '^^ ^ — —y
COsZ ■=: /?* COS COS (F,, — Tn) (/>" +(/»)'= /)^ COS COS (F,, — i'„ ).
Par suite, et en observant que nous pouvons ici négliger l'excentricité de l'orbite lunaire, ce qui donne
pz=c, ^^„r.r/„=r/-N', F„=F-N,
on aur<i
(23) /, r J 5; ^ l A l^f \ cos'0 ces* - cos3(r - / - N -- N')
4_ !. /^^^ eos5(i — 5 sin«0) ces»- cos(r- / - N h- N');
le premier terme représente une onde tiers-diurne, le second s'ajoute k l'onde diurne.
Les coefficients
et
cos'9cos(N'-- N)cos*-
7— cos(?(i — 5 sin*9) cos*- cos(N'— N) /Je ' 2 ^
de cos3(r — /) et de cos(r — /) sont très petits; le premier est d'environ o,oo6, le second de o,oo45.
38. Ondes d'ordre supérieur et ondes composées. — Les ondes d'ordre supérieur, c'est-à-dire tiers-diurne, quart-diurne, etc., ne se produisent pas seulement en vertu des termes successifs du développement du potentiel, mais encore et surtout par les effets réflexes des rives et par l'ensemble des circonstances locales d'un port.
On voit, par la formule (23), que les ondes tiers-diurnes sont affectées du
coefficient astronomique cos*-- En poursuivant le développement du poten-
tiel, on verrait que généralement une onde - diurne est affectée du coefficient
COS^"-
Pour les ondes solaires ce serait ( — ) ( cos^"- ]• Mais là ils sont sans grande
importance, puisqu'ils ne varient pas sensiblement avec le temps; ils peuvent donc être fondus, si on le veut, avec les coefficients dépendant du port, par lesquels il faut multiplier les hauteurs des ondes astronomiques pour obtenir les ondes véritables.
Pour répondre aux circonstances si variées qui se présentent dans les ports, Darwin a été amené à considérer, outre des ondes d'ordre supérieur, des ondes composées ayant pour arguments les sommes des arguments d'ondes simples prises deux à deux, et pour coefficients astronomiques le produit des coefficients de ces ondes.
Voici le Tableau des ondes d'ordre supérieur et des ondes composées que Darwin a été amené à considérer. Le choix de ces ondes, surtout des ondes composées, ne peut se justifier a /?norz. Il ne peut avoir été inspiré que par l'ex-
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périence, c'est-à-dire par l'analyse d'un grand nombre de courbes de marées fournies par le marégraphe.
D'ailleurs, il est rare qu'on ait à envisager toutes les ondes; elles sont le plus souvent insensibles, sauf les ondes lunaires et solaires quart-diurnes désignées ci-dessous par L4 et S^.
DANS UN PORT
A. Par les indications du marégraphe .
39. Objet de ce Chapitre. — 40. Origine et mesure du temps.— 41. Forme de Tëquation représentant une courbe du marëgrapho. — 42. Distinction entre les ondes de courtes et de longues périodes. — 43. Détermination du niveau moyen dans le port. — 44. Hauteurs mesurées à partir du niveau moyen. — 45. Méthode générale pour séparer les ondes de courtes périodes. — 4G. Détermination du coefficient de chacune de ces ondes. — 47. Résumé de la marche à suivre. — 48. Observation théorique. — 49. Observation d'ordre pratique. — 50. Forme usuelle des équations. — 51. Applications. — 52. Méthode générale pour la détermination des ondes de longues périodes. — 53. Remarque sur les calculs. — 54. A]>plications.
B. Par l'observation des pleines et basses mers. 55. Méthode générale. — 5G. Application aux ondes lunaires elliptiques. — 57. Onde lunaire principale.
A. Par les indications du marégraphe.
39. Objet de ce Chapitre. — Le marégraphe installé dans un port fournit, pendant la durée des observations, la courbe des marées du port, c'est-k-dire une courbe ayant pour abscisses le temps et pour ordonnées les hauteurs de la mer dans le port. Les observations doivent avoir une durée minima d'un an environ. Il va de soi, d'ailleurs, qu'elles fournissent des résultats d'autant plus sûrs qu'elles sont prolongées davantage.
Au port d'Aden, que Darwin prend comme exemple, elles ont été poursuivies pendant quatre années. J'admettrai une durée d'environ un an (un an et quelques jours).
Ayant ainsi, par l'observation, les courbes des marées pour une année environ, il s'agit de la tracer pour les temps à venir, ou de constituer des Tables en tenant lieu, sans nouvelles observations. A cet effet, on remarquera qu'en vertu du principe de Laplace (n° 15), à chaque terme du développement harmonique du potentiel ou, ce qui revient au même, à chacune des ondes théoriques don-
nées aux Tableaux du Chapitre précédent correspond, ds(ns un port donné, une onde de même période, mais avec un coefficient de hauteur et un coefficient de phase dépendant du port.
Laplace admettait que ces deux coefficients sont les mêmes, dans un port donné, pour toutes les ondes provenant du développement des termes semidiurnes du potentiel, qu'elles sont les mêmes aussi pour toutes les ondes provenant du développement des termes diurnes. Ici, nous abandonnerons ces hypothèses restrictives : nous admettrons que chaque onde donne lieu, dans un port donné, à deux constantes locales distinctes. Il s'agit de déduire toutes ces constantes de l'observation. Une fois qu'elles sont obtenues, le problème de la prédiction des marées dans le port est résolu, puisque ces constantes ne dépendent en rien du mouvement des astres et restent, par suite, les mêmes dans la suite des temps.
Pour les obtenir, il y a deux opérations distinctes a faire : la première consistant à représenter l'ordonnée de la courbe fournie par le marégraphc sous forme harmonique avec les vitesses des arguments qui entrent dans les expressions générales des ondes et des coefficients numériques convenables ; la seconde, à rapprocher cette formule numérique applicable seulement pour la durée des observations, de la formule générale applicable à tous les temps. De ce rapprochement résulteront les constantes cherchées.
La première de ces deux opérations fait l'objet du présent Chapitre, la seconde fera celui du Chapitre suivant.
40. Origine et mesure du temps. — Nous prenons : midi moyen du premier jour des observations pour origine du temps et l'heure, temps moyen, comme unité de temps, de sorte que t représente t heures, temps moyen, à partir de midi du premier jour des observations.
41. Formation de Téquation représentant une courbe du marégraphe. — Il s'agit de représenter l'ordonnée h de la courbe du marégraphe par une expression de la forme
hzma H-V (Aa- cosXra^ 4- B;tSiuA:a^ -h V (Ai,cosX:a'^ -h BisinXra'^),
OÙ koL, kcff sont ce que nous avons précédemment appelé les vitesses des arguments des ondes, vitesses numériquement connues par les Tableaux du Chapitre précédent.
Nous réunissons sous une même somme ^^ où l'on fait A~ r, 2, 3, ... les
ondes dont les vitesses sont multiples d'une même vitesse fondamentale, telle que a ou a'. Ainsi, si a = co — n est la vitesse d'une onde lunaire diurne, la pre-
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mière somme comprendra toutes les ondes dont les vitesses sont 2(00 — /i), 3((o — n)
En fait, il y en a peu, comme Tindiquent les Tableaux du Chapitre précédent,
de sorte que chaque somme V comprend un très petit nombre de termes, et,
le plus souvent, un seul terme. Les vitesses a, a', ... se rapportent ainsi à des ondes de provenances parfaitement distinctes, et sont des nombres incommensurables entre eux.
Ces vitesses étant données en degrés à l'heure, les arcs sont exprimés en degrés; par suite, si t, t', ... sont respectivement les périodes des ondes aux vitesses a, a', ..., on a
(2) T^ , T'rn— p,
de sorte que l'expression de h peut encore s'écrire
en posant, pour abréger,
Y =V (A*cosA:«f H-B*sinA:af) =:V |A*cos +8*5111 h
T^^ (Aicos)ta'^4-Bi.sin^a'0=2 (a^cos-^^/^ -+- B^ sin ^-)
Y représente l'ensemble des ondes dont les périodes sont t ou un sous-multiple de t; Y^' représente l'ensemble des ondes dont les périodes sont t' ou un sous-multiple de t', et ainsi de suite.
Le premier problème à résoudre consiste à déterminer les constantes Aa, B^; k'i^, BJt, ..., de façon que l'équation (i) ou ses équivalentes (2^) et (2^) représentent le mieux possible la courbe fournie par le marégraphe.
42. Distinction entre les ondes de courtes et de longues périodes. — Il convient, pour cela, de distinguer les ondes de courtes périodes, c'est-à-dire celles dont les périodes sont voisines d'un jour moyen ou d'un sous-multiple du jour moyen, et les ondes à longues périodes, dont les périodes sont voisines d'un mois ou d'un demi-mois, ou d'une année ou d'une demi-année, temps moyen.
43. Détermination du niveau moyen dans le port. — Déterminons d'abord la constante a qui représente l'altitude du niveau moyen dans le port, par rapport au zéro de l'échelle du port.
A cet effet, concevons qu'on prenne la valeur moyenne de A pendant un temps
très long et indéfiniment croissant T; on aura, par la formule (2^ ),
i r hdt--^a-h^f Y^^4-^y Y'dt--,...
Soient, respectivement, q, y', . . . les plus grands entiers contenus dans les
quotients -• -> , de sorte que
£ étant moindre que la période t; e' moindre que la période t'.
En raison de ce que les facteurs Y, Y' sont périodiques et de valeurs moyennes nulles, l'équation ci-dessus peut s'écrire
^ r hdt-a-\-^l Ydt-h^j Y'dt-^..,.
Soit M le maximum en valeur absolue de la fonction / Yrf/, lorsque t varie de o h t; comme £ est compris entre ces valeurs, la valeur absolue de
dt
est moindre que tjt- Elle est donc aussi petite que Ton veut pour une valeur
suffisamment grande de T.
Le même raisonnement s'applique aux termes suivants du second membre. Donc, alors que T croît indéfiniment, on a
(2^) az=^l hdt
En fait, cette équation existe avec une approximation très suffisante lorsqu'on prend T égala la durée des observations de la hauteur A, c'est-à-dire une année environ. En effet, que Y se rapporte à une onde de courte ou de longue période, la période T est toujours une fraction à très peu près exacte de l'année moyenne, de sorte que £ est une quantité extrêmement petite par rapport à l'année entière; donc
est une très petite fraction de Y et, par suite, de h; car l'expression - 1 Y cli
est de Tordre de grandeur de Y, dont elle représente la valeur moyenne pendant le temps e, et rp est une très petite fraction.
L'équation (2^), où T représente une année, peut donc être regardée comme suffisamment exacte, ce qui revient à dire que le niveau moyen annuel de rOcéan en un point donné ne change pas sensiblement d'une année à l'autre.
Pour appliquer cette équation, divisons Tannée d'observations en 365 jours moyens, et chaque jour en 24 heures. Mesurons sur les feuilles du marégraphe les 24 ordonnées
(a) ho, A,, /!•,
qui répondent aux 24 heures de chaque jour de Tannée. Faisons la moyenne h^
des 365 hauteurs mesurées h^; celle h^ des 365 hauteurs h^, et ainsi de suite. Nous aurons ainsi les 24 moyennes
(P) /hy ^hy h^y •••» ^Î3>
dont la première grandeur est la hauteur moyenne annuelle à midi ; la seconde, la hauteur moyenne annuelle a i heure, etc.; Aj,, la hauteur moyenne annuelle à 23 heures ou à 11 heures du lendemain.
Faisons enfin la moyenne de ces moyennes et nous aurons
Nous aurions évidemment pu obtenir la moyenne annuelle en combinant les additions autrement; mais nous verrons que les 365 x 24 hauteurs (a) et les 24 moyennes (p) interviendront dans tout ce qui va suivre.
44. Hauteurs mesurées à partir du niveau moyen. — Soit h' la hauteur du niveau de la mer comptée à partir du niveau moyen. On aura
A'==A- aznY + Y',
où Y et Y' sont à remplacer par leurs expressions (25). Les valeurs de h et de a dépendent du zéro conventionnel de Téchelle des marées, tandis que la hauteur h' en est indépendante. Nous aurons donc ainsi par l'observation
(3) h'=ih — a — Y-\-\'^.,..
45. Méthode pour séparer les ondes de courtes périodes. -— Proposons-nous h présent de déterminer les coefficients A^t, B^, A'^^., B^^qui se rapportent aux diverses espèces d'ondes en commençant par celles de courtes périodes.
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Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de déterminer les coefficients A^ et Ba relatifs aux ondes ayant la période t ou ses sous-multiples.
Pour simplifier le langage, nous regarderons t comme la durée d'un jour lunaire.
Concevons que les courbes journalières fournies par le marégraphe soient placées les unes à la suite des autres pour un grand nombre de jours lunaires, par exemple 365 ou, plus généralement, pour une durée
le nombre q étant dans la pratique de 36o à 370. Marquons les ordonnées répondant aux abscisses
Comme la fonction
Y= V (A^cosAra^ + BAsinÂra^),
qu'il s'agit de déterminer, admet la période t, il suffit d'en avoir les valeurs pour les valeurs du temps t comprises entre o et t, soit pour un jour lunaire.
Soit / un instant quelconque du premier jour lunaire écoulé depuis le commencement des observations. Traçons l'ordonnée correspondante A = A^ de la courbe du marégraphe, puis toutes les ordonnées qui sont équidistantes de t, c'est-a-dire celles qui répondent à la même heure des jours lunaires suivants, ou aux valeurs
Soient
ces ordonnées mesurées sur les feuilles fournies par l'instrument. Faisons-en la moyenne
h\ est ainsi une fonction du temps t connue par l'observation pour chaque valeur de t comprise entre o et t.
Je dis que c'est la valeur approchée de la fonction périodique Y que nous cherchons, avec une approximation d'autant plus grande que q est plus grand, c'est-à-dire que les observations auront eu une plus longue durée.
On a, en effet, par définition,
i—0 1 = izzo
en appelant Y^^rt» Y^^^ les valeurs de Y, Y', ...» pour l'instant t -h i'v.
Mais, comme Y est une fonction périodique ayant t pour période, on a, quel que soit l'entier i,
Y,^/,= Y,=zY ::i g Y,^/t,
en sorte que
Je dis que les termes qui suivent Y sont d'autant plus petits que g est plus grand, et peuvent être rendus aussi petits qu'on le voudra pour une durée assez longue, q'i = T des observations.
Prenons en effet le terme général de Y' :
Ak cos — -, h Bk sin — r- •
Sa valeur moyenne qui entre dans l'expression de h'^ est
— V cos ^ -\ — - V sin ^
<«) ^S-'^^-tS
On a généralement
t sin ?^ cos L -h (7 - I) J
1=0 sin --
7^-t sin ^ sin ra-f-(^-i)|l
V sin(a 4- «J?) =
1=0 sin —
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En faisant dans ces formules
2T:kr 2Tzkt
xz= — - — , a~ — -— ,
l'expression (a) ci-dessus devient
^sin^^lj A;cos-^[/ + (^-,)I])
g ttXtt
^ sm — r-
B'.sin^'-[tMç-^)l]\
k est, par hypothèse, différent de zéro; le rapport ^ des périodes est incommen-
kx
surable, de sorte que — ne peut pas être un nombre entier; donc le dénominateur -, — ne s'annule pour aucune .valeur de k. L'expression qui multiplie^
conserve donc une valeur finie, quel que soit q, et, par suite, son produit par -
peut être rendu aussi petit qu'on veut en prenant q assez grand.
Comme le raisonnement s'applique à chacun des termes du second membre de (4)» qu'il s'agisse de termes à longue ou à courte période, nous pourrons, avec telle approximation que nous voudrons, à l'aide d'observations assez prolongées, écrire
On peut se rendre compte du minimum qu'il est convenable d'adopter pour q. A cet effet, le mieux est de développer -7 en fraction continue, ce qui permet d'écrire aussi approximativement qu'on le désire
kx a -h 8
aeih étant Jes nombres entiers premiers entre eux, et e une quantité aussi petite qu'on le désire.
Si Ton prend q =^b^ on a
TZkqT I SinTTÊ
- sin — r- = '
quantité aussi petite qu'on le désire, et, comme la parenthèse de (af) est moindre
que v^À'^* 4- B]t% l'expression {a') peut elle-même être rendue aussi petite qu'on le désire. Darwin a été ainsi amené à reconnaître que, pour toutes les ondes, 36o à 370 jours moyens d'observations suffisent.
46. Détermination des coefficients caractérisant chaque onde. — L'équation
Yi=/i; ou
V' /â 27:fit „ . 2T:kt\ y-, > ( Ait cos -\- Bk sin j = /if
permet de déterminer les coefficients Ay^ et By^.
Pour montrer comment on procède pour cela, je suppose, toujours pour fixer les idées, que les ondes à déterminer soient celles dont la période t est le jour lunaire ou un sous-multiple de ce jour.
Admettons qu'on ait les courbes du marégraphe pour 365 jours lunaires. On divisera la ligne des abscisses en 365 parties égales ou en 365 jours lunaires, et chaque jour en 24 parties égales ou en heures lunaires. On mesurera les 24 ordonnées de la courbe pour chaque jour; soient
"0' '^|> ''ï> •••» '*ÏS
ces ordonnées pour un jour.
On fera la moyenne des 365 ordonnées h'^; celle des 365 ordonnées h\ ; celle des 365 ordonnées h'^ et ainsi de suite.
On obtient ainsi 24 moyennes
qui sont les valeurs de h'^ pour les 24 heures lunaires formant un jour lunaire, c'est-à-dire pour les instants
^t Î4> ÎV» • • • • 14*
Si l'on porte ces valeurs dans la dernière équation, on aura 24 relations entre les coefficients A^ et B;^, qui sont généralement en nombre très restreint.
Supposons généralement qu'on ait observé les valeurs de A^ pour r instants équidistants
et appelons leurs moyennes annuelles
T7" "7T TT ^7" Il
on aura, pour déterminer les coefficients A^t et B^, les r équations de condition
(5) J^fA^cos—^-hEASin—— )=:/!,,
OÙ Ton fera (: = o, i, 2, 3, . . ., r — i.
Il va de soi que le nombre r des équations ou des valeurs mesurées h', doit être au moins égal à celui 2/1 des constantes à déterminer A^, Ba. Mais il sera en général très supérieur, et alors, ne pouvant pas satisfaire rigoureusement à toutes les équations (5), on déterminera les constantes par la méthode des moindres carrés.
Elle donne ici, pour les inconnues, des expressions analogues à celles que donnerait la formule de Fourier, à savoir
Observons que A^ = A, — a et que r> A. Donc, en vertu des formules (A) du n® 45, on a
d'où
V^ 2T:ki v^ . 'iT:kc
2^ cos-^=o, 2^ sin-^z=o^
{5 ter)
iz=r — l
. 2 xri 7- 2T:ki
Ak= - 2^ /J/COS- ^;-, «=p
2 ^ri T- . 2T:ki
OÙ d'ordinaire on aura r= 24.
Ces dernières formules montrent que le niveau moyen a n'entre pas dans les expressions de A^t et B^, ou, ce qui revient au même, que l'altitude du zéro de l'échelle du port n'y entre pas, en sorte que ces coefficients sont déterminés en fonction des hauteurs A, directement enregistrées à partir de ce zéro quel qu'il soit.
47. Résumé de la marche à suivre. — En résumé, si l'on veut représenter la hauteur des marées observées par une expression de la forme
A = a -h > ( A* cos h Bjfc sin j -h . . . ,
les termes non écrits ayant des périodes t', t", ... incommensurables avec celle T dont on veut déterminer l'expression, prenez la courbe du marégraphe pour environ 365 périodes, divisez chaque période t en 24 parties égales, mesurez les ordonnées
de chaque division; faites la moyenne des 365 valeurs h^; celle des 365 valeurs A^, etc.; soient
"OJ "1> "I» • • • > ''l3>
les 24 moyennes ainsi obtenues.
La constante a est égale à la moyenne de ces 24 valeurs.
Les coefficients Aa et B^ sont donnés par les formules (5 ter) où r = 24.
48. Observation théorique. — Cela suppose que le nombre total de ces coefficients est au plus égal à 24; ce cas se présente toujours dans la pratique où le nombre des coefficients est d'ordinaire 2 ou 4- S'il était juste égal à 24 ou, en général, à r, les valeurs obtenues pour A^, Baseraient rigoureuses. En effet, elles sont, en tous les cas, telles que la somme des carrés des écarts entre les deux membres de chacune des équations (5) soit la plus faible possible. Or, si ces équations sont en nombre égal à celui des coefficients A^, Ba, comme elles peuvent être satisfaites exactement, le minimum de la somme des carrés des écarts est nul, ce qui exige que chaque écart soit séparément nul. Les valeurs obtenues par la méthode des moindres carrés sont donc en ce cas les valeurs exactes.
49. Observation d'ordre pratique. — Si, après avoir trouvé les coefficients relatifs à la période t, on veut trouver ceux relatifs à la période t', on appliquera la même règle, ce qui exige qu'on prenne sur la ligne des abscisses de la courbe du marégraphe 365 périodes t' et qu'on divise chacune en 24 parties égales. On aurait donc à faire de nouvelles divisions et à mesurer de nouvelles ordonnées pour chaque groupe de termes à calculer.
Dans la pratique, on peut éviter cette complication par la raison que toutes les périodes t, t', ... dont nous nous occupons ici (courtes périodes) sont très voisines du jour, temps moyen. On se contentera donc de prendre à partir de l'origine du temps (midi moyen du premier jour du fonctionnement du marégraphe) de 'i^65 à 370 jours moyens qu'on divisera chacun en 24 parties égales ou heures temps moyen. Cette division ne convient exactement qu'à la détermination des termes concernant des ondes d'un jour solaire ou d'un de ses sousmultiples. Nous les appellerons les ordonnées solaires.
S'il s'agit d'un autre groupe de termes, par exemple de ceux concernant des ondes d'une durée d'un jour lunaire ou de ses sous-multiples, il faudrait mener
de nouvelles ordonnées basées sur la division en jours et heures lunaires que nous appellerons les ordonnées lunaires.
Mais on remplace chaque ordonnée lunaire par celle des ordonnées solaires qui en diffère de moins d'une demi-heure, de sorte que les ordonnées solaires servent pour toutes les ondes.
50. Forme usuelle des équations. — Les Tableaux des ondes théoriques du Chapitre précédent donnent, non les périodes, mais les vitesses des arguments des diverses ondes, vitesses exprimées en degrés par heure. Si a est cette vitesse pour une onde, sa hauteur a une expression de la forme
Acosa/-!- B sina^
La période correspondante t, exprimée en heures moyennes, est
T = — heures moyennes,
ou
T = —T— = — jours moyens.
Posons donc dans les équations précédentes
a cl'
on aura
(6) Y= 'V(A;fcCOSÂ:ar + BASinÂ:aO>
et les équations (5 1er) qui donnent k^ et B^ deviennent, puisqu'on mesure les arcs en degrés,
2 v^ 7- 36oA:/ (7)
/=/ — 1 2 V^ -;- . 36oA'/'
et, si Ton mesure r= 24 hauteurs équidistantes par période t.
ai
(7 bis) ; ' ^
B*:= — V A/ sin i5 kl.
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51. Applications. — L'heure moyenne prise pour unité de temps est, comme on lésait, la 24* partie du jour moyen, ou du temps qui s'écoule entre deux passages consécutifs du Soleil moyen au méridien d'un lieu. Si ty est le temps vrai, le seul mesurable, on a
ty-\- E
E étant l'équation du temps ou l'heure moyenne à midi vrai; on la trouve, pour chaque jour de l'année, dans V Annuaire du Bureau des Longitudes ou la Connaissance des Temps.
Par définition, le jour moyen est aussi le temps que met la Terre à faire une révolution ou à décrire 36o° dans sa rotation relative au Soleil moyen. Sa vitesse relative en degrés par heure est donc i5**, et l'on a
La division adoptée sur les feuilles se prête donc exactement aux ondes dont
la vitesse est de i5" à l'heure ou d'un multiple de ce nombre.
Les Tableaux du Chapitre précédent montrent que l'onde solaire semi-diurne
de vitesse
est la seule dans ce cas. En l'appelant Y*^^ son expression est de la forme
Y^'J=: Acosi5 X2i4-Bsini5x2^; c'est la formule générale (6) réduite au seul terme relatif à ^ = 2. La formule ( 7 bis) donne donc
A=:-ï^ ^ hiCOsSoi,
B = ,*î \^ hi sinSof,
qui, à cause de
cos3o(i 4-12) =— cos3o(£ -H 6) ~- sin3o(t -h 3) :^cos3o«, sin3o(/-+-i2) = — sin3o(£ -+- 6) ^= — cos3o(t -h 3) = sin3o{,
et en posant
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devient simplement
A =iV (H/COs3oi -4-K/sin3oOj
B=V(H/sin3o« — K/Cos3o0>
soit
A = Ho + (H, 4- K,) cos3o«4- (H,-+- Kl) sin3oo, B ziz Ko -H (Hi - K,) sin3o« -h (H,- K,) cos3o\
Supposons en second lieu qu'on veuille représenter les trois ondes lunaires M,, Ma, Ms de vitesses respectives
La période t' correspondante à la vitesse co — n, c'est-à-dire le jour lunaire, serait
36o Câ) — n
(9) ( OU, par le Tableau 1, page 6i,
d'où, pour l'heure lunaire,
24 l4,49'^OJ2I
= i*»,o3o5, temps moyen,
Pour être exact il faudrait diviser la ligne des abscisses de la courbe du marégraphe en heures lunaires dont la grandeur dépasse de o,o35o5 les divisions solaires, mesurer les ordonnées relatives à ces nouvelles divisions, ordonnées
que nous appellerons h'^ et remplacer, dans les formules, les moyennes h^ par
celles Ai^. Mais, comme il a été dit plus haut, on remplace les divisions exactes par les divisions solaires tant que leur écart est de moins d'une demi-heure. Or, la y'*™* division exacte est en avance sur la/*^™® division solaire de
On conserve les divisions solaires tant que
/xo^o35o5<|^ L. — l. II
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d'où
Le second membre est compris entre i4 et i5; donc les i4 premières divisions solaires peuvent remplacer les divisions lunaires; mais la iS^'^^de celles-là diffère de plus d'une demi-heure (et de moins d'une heure) de la i4^™* de celles-ci ; donc c'est la lô''"* division solaire qui diffère de moins d'une demi-heure de la i5^™® division lunaire; en conséquence, on sautera la i5^"* division solaire et l'on donnera à la 16*°'* le n** i5 pour qu'elle remplace la iS^"'' division lunaire. Puis les divisions solaires n*** 17, 18, ... seront prises respectivement pour les n**' 16, 17, . . . des divisions lunaires jusqu'à ce qu'on arrive à un nouvel écart d'une demi-heure. Cela aura lieu manifestement lorsque l'écart y" x o,o35o5 entre les deux divisions de même numéro dépassera i*^3o™, soit pour
Le second membre est compris entre 4^ (ou 3 x i4) et 43.
Pour la 42^"% l'écart est I** 47" < i^^So"; pour ^43^*"*, il est i*'5i"'> i^'So™. Donc la 42^™* ordonnée solaire sera encore conservée, remplaçant la 4i^"* division lunaire; on sautera la 43^°"* division et c'est la 44^"* qui remplacera la ^^èmc lunaire. On conservera cette avance de deux numéros jusqu'à ce qu'on arrive à un numéro pour lequel l'écart dépasse s'^So"* ou tant que
Il est donc facile, sur un papier quadrillé une fois pour toutes en heures solaires, de marquer d'avance les divisions qu'il faut sauter.
Les ordonnées hi des divisions conservées étant une fois mesurées, on les tient pour les hauteurs exactes et l'on calcule les coefficients de chacune des ondes de vitesse co — w, 2(0) — n), 3(a) — /i), respectivement par la formule (7) en y faisant successivement ^=1, ce qui donne les formules (8), puis ^ = 2, 3, qui donnent lieu à des simplifications analogues.
Si l'on voulait chercher les ondes sidérales dont la vitesse fondamentale co est supérieure à celle correspondante co — /i des ondes solaires, au lieu d'avoir à sauter des divisions, on en aurait à compter deux fois, et l'on déterminerait celles à compter deux fois comme nous l'avons fait pour celles à sauter dans l'exemple précédent.
Observons encore que comme, pour les ondes qui ne répondent pas exactement à la division en temps moyen, on ne prend que les ordonnées répondant à une époque rapprochée à une demi-heure près de l'époque vraie ; on considère chaque ordonnée comme la moyenne de celles qui la précèdent ou la
suivent d'une demi-heure. Or une ordonnée quelconque ayant une expression de la forme
AfcCOska: -h BkSÏn ko:,
six = a représente une certaine heure, on regarde une ordonnée comme représentant la moyenne
{Akcoskx '{-Bj^smka:)dx =:
—^ — (Akcoska: -h BjiçSinkx),
La correction à faire subir de ce chef est donc
\ka sinJ-Ara
Comme a= i5®, cela fait
arcA: x 7%5
sink X 7%5 ~ sin(/: X 7^,5)'
on a ainsi les facteurs d'augmentation suivants :
Facteurs.
I,OIl52
Ce sont les valeurs k multipliées par ces facteurs de correction que l'on emploie.
52. Héthode générale pour la détermination des ondes à longues périodes. — Reprenons l'expression générale (i) de la hauteur A de la mer fournie par le marégraphe, mais en modifiant légèrement les notations de manière à distinguer les ondes de courtes et de longues périodes.
Nous désignerons par a^t la vitesse de l'argument d'une onde quelconque de courte période, par A;^, B^t les coefficients correspondants, de sorte que toutes les ondes de courtes périodes sont représentées par une somme unique de termes
V {AkCOS(Xkl -+- B*sinaA-0»
k prenant les valeurs i, 2, 3, . . ., w s'il y a en tout m ondes. Nous n'avons plus
ici à distinguer celles dont les vitesses sont incommensurables entre elles de celles dont les vitesses ont des rapports commensurables. C'est pourquoi nous pouvons adopter cette notation qui simplifie les écritures en remplaçant les diverses sommes qui entrent dans (i) et (2) par une somme unique.
Nous désignerons par py la vitesse d'une onde à longue période, et par Cj et Dy les coeiTicients correspondants. De sorte que les ondes à longues périodes sont représentées par une autre somme
2(CyCosPy/ + Dysin(3yO,
où j prend les valeurs i, 2, 3, . . ., /i s'il y a en tout n ondes de cette nature (Dans la réalité, on en considérera 5.) Nous aurons ainsi
h = a + y^ (A;tcos«^^ -i- Bjtsina^^
-^2 ^^^' ^'^S(3yi 4- Dy Shl(3y 0-
Les vitesses a^^ et py sont données par les Tableaux du Chapitre précédent. Les coefficients A^, B^ et la constante a sont connus par ce qui précède ; la hau teur totale h est donnée par le marégraphe, de sorte que, si l'on pose
(n) Z = /i — a — "V (A^cosa^t^ -H B^sinaA:^),
Z est une fonction connue de t et l'on a pour déterminer les coefficients Cy et Dy l'équation
(12) 2(^y^^s(3y^-+-Dysin(3yO = Z.
Dans le premier membre on connaît les vitesses Py et il s'agit de déterminer les constantes Cy, D^ (en nombre double du nombre des ondes à longues périodes), de façon à satisfaire le mieux possible à cette équation (12) pendant la durée des observations que nous supposons être de 365 jours moyens.
Z représente les variations du niveau de la mer dues uniquement aux ondes à longues périodes, c'est-à-dire aux ondes semi-mensuelles, mensuelles, semiannuelles et annuelles. Cette variation pendant la durée d'un jour moyen est extrêmement petite.
Prenons-en la valeur moyenne pendant un jour quelconque de Tannée d'observation. Soit Z, cette valeur moyenne pour le i*^*"' jour des observations; on aura, par l'équation (12),
I w ^ •» « — Vf T-IJZ*
OU, en posant
{l3) 24x(3y=ifXy,
[Lj étant ainsi la vitesse journalière de l'argument Py/,
IVJ Cy|
fX^|+Dy|
Cy [Sin(«-f- l)|Jly — Sin«/JLy]
[C0S(t4-l)fXy — COSIfXy] = Z/ ; = i
ou
; = n 04) 2-^^^[CyC0S{£ + i)fXy-+-DySin(*-+-i)fXy]=Z,,
la somme ^ s'étendant à toutes les ondes à longues périodes.
La valeur Z/ peut, d'ailleurs, être obtenue ainsi qu'il suit, à l'aide de l'équation (11) : en appelant h^ la valeur moyenne de h pendant le e*^™' jour des observations, et en appelant
(l5) 2icCjk=zlj^
la vitesse journalière de l'argument a^, on a
/.A\ 1 h ^ V?l!ii^) AifcCos(t-+- J)Xa
^ ^ ï^k / -i-BAsm(t-+- J)Xa,
la somme ^ s'étendant à toutes les ondes de courtes périodes. Quant à la hauteur moyenne A,, si l'on appelle
ti
les 24 hauteurs précédemment relevées sur la feuille du marégraphe pour le «*™* jour des observations, et encore A^' celle relevée à midi du {i -h i)*™*jour, on aura, approximativement,
(17) ^'-^^ à (^^^^^ -*-'** -i- yi.-^-. . . 4- A„).
D'ailleurs la cote a du niveau moyen est connue (n** 43).
Tout le second membre de (i6) est ainsi connu et l'on a les Z/.
Revenant à présent à l'équation (i4)> et y faisant i = i, :i, 3, . . ., 365, on obtient 365 équations entre les coefficients inconnus Cj et D^ qui, dans la pratique, seront au nombre de lo (le nombre des ondes à longues périodes que nous considérerons, étant de 5), et qui, dans cette exposition générale de la méthode sont supposés au nombre de 2n.
On résoudra ces équations par la méthode des moindres carrés.
Posons, pour simplifier les écritures,
en sorte que, si l'on connaît les C^ et Dy, les Cy et Dy s'ensuivent.
Il est, d'ailleurs, à remarquer que, les vitesses des arguments des ondes à longues périodes étant très faibles,
sîn ifXy
est très voisin de l'unité, de sorte que les Cj et Dy sont très sensiblement égaux aux Cy et Dy.
L'équation (i4) devient ainsi
La méthode des moindres carrés se réduit à ceci :
Soit 5 l'une quelconque des valeurs dey. Ajoutons les 365 équations (19) obtenues en faisant i = i, 2, 3, ..., 365, multipliées successivement par cos(i-h^)(jL, et sin(/-i-^)p.,; nous aurons, en intervertissant l'ordre des sommations.
l 2 C}2cos(f+})|:Aycos(t4-J)fA,-+-D}2sin(t-+-{)fXyCOs(t+ i)fx, 1=2^
= y z,cos(* + i)/x„
I 2 C;2cos(«4-î)fAysin(i-4--î)fA,-hD;2sin(t + {)fXysin(t-hi)/x, =z^ Z/ sin(i -hi)fx„ OÙ les sommes ^ se rapportent toujours aux n ondes de longues périodes.
Mais
COS(l 4- -î)fAy ces (l 4- î)fA,—
_ C0S(£H-î)(fXy-+-fX,)-f-C0S(l4-i)(fX^— fX,)
Sin(« 4--J)fJiy COS(t 4--î)fX,=
__ Sin(ï-f- })(fXyH- fX,) 4- Sin(£-4-|)(fXy—fX,)
cos(/-f- Dfxy sin(« 4- Dfx, ==
_ sin(/4-î)(fXy4-fx,) — sin(t4-î)(fxy— |x,)
_ C0S(l4-{)(fXy4-fX,) — C0S(«4-i)(fXy— fZ,)
sin(ï 4-|)fAy sin(£ 4-î)F*= —
d'où, par les formules
*=« sin/i-cos(a4 h] '-" sin/i — sinlaH h]
(20) >cos(a4-tA) ' — 7 y > sin(a4- iA)i= ^^ -
et, en posant
sm -
sin-
cîn ^ ^ ^ /p
sinj^r
2 C0S(/ 4- DfXy C0S(« 4- l)fX,= <p(fXy 4- fX,) COS ^P(fXy 4- fX,) 4" ? (fXy — fX,) C0S^(fXy — |X,),
2 sin (1 4- 1) [>-j cos (* 4- J ) f^5 = ? (Fy 4- fx,) sin-'-f' (/xy 4- fx,) 4- 9 {i>.j — fx,) sin^ (fxy — /x,),
i=ses
2 cos(t 4- i)fxy sin(« 4- \)^s= 9(fAy 4- fx,) sinâft (fxy 4- fx,) _ 9(;xy— fx,) sin^^CfXy — fX,),
2 SÎn {i 4- {)fXy Sin(l 4- î)fX,=:— 9(jXy 4-fX,) C0S4J-(fXy 4- fX,) 4- 9(fXy — fX,) C0S»-P-(fXy— p-s).
Par suite, les équations (19 his) deviennent
^!4-[ 9(Fy
fX,)COS^(fXy
fx,)sin^(fxy
M*) + ?(Fy - l^s) cos Hi(fxy - fx,)]C; F*) -+- 9^l^J - f^O sin ^-^{[i-j — fx,)] D;
— 2Z/C0S(f 4-l)fX„
/x,) sin ^(fxy
fX,) cos ^î-^(fXy
F*) - ?(f^y - F*) sin ^P■{^i.J — fx,)] C
Fs) H- 9(Fy — F*) COSl|^(fXy — fX,)]Dy
= 22'Sin(«4-|)fx,.
Dans ces équations 5 représente Tune quelconque des valeurs dey; si donc on fait successivement ^ = i, 2, 3, . . ., n, on aura autant d'équations qu'il y a de coefficients inconnus Cy et Dy. C'est ce système d'équations linéaires qu'il s'agit de résoudre. La résolution en est facile par approximations successives.
Pour le montrer, observons que les sommes ^ se rapportent à toutes les va-
leurs dey qui sont les mêmes que celles que peut prendre 5. Il y a donc dans chaque équation un terme pour lequely = 5. Isolons ce terme. En appelant £y une somme où y prend toutes les valeurs dont il est susceptible sauf celley = 5, c'est-à-dire les valeurs
et observant que ç(o) = 182,5, les équations (aS) deviennent
9(2fjL,)cos367fx, -Hi82,5]Ci-+- 9(2fjL,) sin367fjL,Di
[9(fXy -+- II,) C0SH^(fXy 4- fA,) ^ (^(llj — Ils) cos^P (/J
■.^ZiCOS{i-hi)lls, 1=1
cp(2/jL,)sin367fjL,Ci-i- [— 9(2/jl,) cos 867 fx, 4-182, 5]Di y M [ ?(Fy + F-s) sin ^(fxy -4- fx,) _ (p(^y - |:a,) sin A|i(|:xy - fji,)]C; ^ I -h[— 9(Fy-^f^*)cosH^(fXy-+-fx,)-+-9(fXy-fx,)cosHi(fXy — /x,)]D;
= 2Z/sin(£-4-|)fz,.
Il importe d'observer que les coefficients des inconnues C^, D^, Cy, Dy ne dépendent pas des observations des marées (ces dernières ne figurent que dans les seconds membres), mais seulement des vitesses (jl„ (Xy par vingt-quatre heures, des ondes à longues périodes. Ces coefficients ne sont donc à calculer qu'une fois pour toutes.
D'autre part, tous les coefficients (p([Xy — [x,) et 9(2 [x,) qui entrent dans les équations sont très petits par rapport à 182,5. On voit, en effet que la fonction
, , sin H- a?
2sin —
qui est égale k 182,5 pour x = o diminue rapidement pour x^o. Ainsi, déjà
pour a; = i*', on a
, , sini82<»,5 sin 20, 5
2 sin — 2 sin — 2 2
qui est voisin de 2,5. On peut donc, dans une première approximation, négliger tous les termes, sauf ceux qui sont multipliés par 182,5. Les équations (24) donnent ainsi pour les inconnues
Cette approximation suffit en général; si Ton en veut déduire une seconde, on remplacera la lettre s par la lettre y, ce qui donnera
On portera ces valeurs dans les termes négligés des équations (24), c'està-dire à la place des Cy et D'j dans les somnies Sy. On aura ainsi de nouvelles valeurs de Cj, et D^ qui suffiront en tous cas.
53. Remarque sur les calculs. ~ La résolution de ces équations exige le calcul des sommes
(a) ^^iCOs{i'^{)iij et ^Ztsin{i-]-\)iij
pour chacun des indicesy = 1, 2, 3, ..., /i relatifs aux ondes à longues périodes. Z, a la valeur (16). L'expression
Z/ = ht — a
représente déjà une première approximation de Z/ et la somme 2) qui suit dans (16) doit être regardée comme une correction. Il n'est pas nécessaire de faire cette correction pour chacune des 365 valeurs de Z,. Il suffit de la faire dans les 2/1 sommes (a) où, dans les applications, 2w = 10. Portons donc les valeurs complètes (16) dans les expressions (a). Appelons
Gy = 2 (^^' ~ ^) ^^^(' ■+" î)^>'
Sy = 2 (^' "" ^) ^^^ (' "^ ^^^J
la
les valeurs de première approximation de ces expressions et désignons par — àCj et — ASy les corrections à leur faire subir, en sorte que
i = MI
2Z,C08(l + i)f*y = G/-AGy
2Z,sin(j+|)f*y = Sy-ASy,
d'où, par les valeurs (i6) et, en intervertissant les sommations, on a
AS
^ sinJXit
ïh
Bk^sïn{i'hi)'kk sin(« 4- })|xy,
OU, à Taide des formules (22), en remplaçant la lettre [x^ par celle X;^,
AG
^ siiifXit
AS
^ sin^X^.
Î^Ar ( -4-
A*[ ?(|JLy+^*) sin4^(|xyH-X*)-9(fxy-~X*) sin'-P(fZy-X;t)]
B^[— ?(/^y-HX*)COS5-5-^(|Xy-hXA.) + 9([iy— X^)COSH^(|Xy— X^)].
Ainsi, chaque onde de courte période, caractérisée par la hauteur
Ajfc cosa*^ 4-B;t sina*^,
où a^= -|> donne lieu, sur les sommes Gy et Sy, à une correction
lGj=z^(PtjAt-hQkjBk),
ASy=2(nyA*+Qi7B*).
OÙ
D'ailleurs
On peut encore dire que chaque onde de courte période, caractérisée par la hauteur
Ajfc cos (Xkt-\-l^k sin (Xk f ,
donne lieu sur les sommes Gy et Sy relatives à l'onde à longue période caractérisée par la lettre /à des corrections représentées respectivement par
PAyAjfcH- Qkj^kj
Si donc il y a /w ondes à courtes périodes et n ondes à longues périodes, c'està-dire si k prend les valeurs i, 2, 3, . .., m, ety les valeurs i, 2, 3, .. ., /i, il y aura /^mn coefficients P^y, Q^y, PJ^y, QJ^y à calculer.
Ces calculs sont très longs et Ton ne fait les corrections que pour les trois ondes Ma, N et (lunaire semi-diurne principale, lunaire elliptique majeure, lunaire diurne principale), dont les valeurs sont (Tableaux, pages 61 et 62) :
IPour Mj a^izz2(û) — /i), Pour N afe=^ ao — 3/n- è.
Pour ajt=(k) — 2/1.
On ne considère d'ailleurs que cinq ondes à longues périodes, de sorte que le nombre total des coefficients
à calculer est de 4 X 3 x 5 = 60.
54. Applications. — Les cinq ondes à longues périodes que Ton se borne à considérer sont celles
Mm vitesse angulaire (3, — n — é,
M/ id. P,rr:îJ/i,
(32) { MS/ id. (3,— 2(/i-n,),
Sa id. ^41:=/!,,
^ Sstt id. P,=:2/l,,
Les valeurs numériques des ^j sont indiquées aux Tableaux des pages 63 et 64- Celle S^, onde solaire annuelle ne résulte pas de Faction des astres, mais de certaines influences météorologiques de période annuelle, telle que l'action du vent, la pression atmosphérique, etc. Pour rentrer dans la notation générale, nous les désignons respectivement par les lettres ^i, P^, ^3, ^4, p»; ce qui donne
|Xi=:a4(3i=24(/i — é).
Conformément à l'équation (12), nous représentons la bauteurZde la mer qui en provient par l'expression
Z := ]^ ( Cy ces (3y M- Dy Sin (îy 7 = 1
= C, cosp, t -+- D, sinPi t -h Cj cos(3,/ -h Dj sin(3,f -+■ Cj cos(3j^ -+- D, sinp,/ -+- C4 cosp*/ ^- D4 sinp*/
-+-C5Cos(35/-+- DjsinjSj/.
D'après les équations (18) on posera Comme les (x^ sont donnés en degrés,
^^^^ ^'- 36o siniK. - ^•'' "*- 36o sinjfx, ^ "''
Dans les équations (24) on fera successivement 5 = 1,2, 3,4» 5. ce qui donnera les dix équations nécessaires pour déterminer les dix coefficients inconnus C,,D'.
Chaque somme ^^ comprend quatre termes, à savoirlesvaleursy=i,2,3,4»5, moins celle y.
Les coefficients ne dépendant que des [x, qui sont numériquement connus et sachant qu'en degrés
ils peuvent être calculés.
sin i82,5a7<»
On trouve ainsi, avec les notations (26) et (27), les dix équations suivantes, dont les coefficients numériques ont été calculés par Darwin :
Di.
4,îi9
= Gi — AG,
= S, - AS
= S, - AS
— . S3 — ASs
= S4 — AS4
= Gj AG5
-= Sj - AS5
Partout où il n'y a pas le signe —, les chiffres du Tableau ci-dessus sont censés précédés du signe H-.
Les coefficients des dix inconnues Cy, Dy dans les équations ci-dessus sont, comme nous l'avons fait observer à l'occasion des équations générales (24), indépendants des données du marégrapbe. Ils ne dépendent que des vitesses des ondes et se trouvent calculés une fois pour toutes. Il reste seulement à calculer les seconds membres des dix équations aux dix inconnues : C'^, C^, C\ C\, C5, D'^, Dg, D3, D'^, D5 que représente le Tableau ci-dessus, c'est-à-dire les valeurs numériques de la dernière colonne.
Les Gy et Sj sont donnés parles formules (26), où la constante a est donnée par l'équation (2 bis) du n^ 43, et les A, par l'équation (17) du n® 52, d'après les relevés des courbes du marégrapbe.
Il faut ensuite, pour cbaque onde de courte période caractérisée par les coefficients Aa, B* et la vitesse oi^= -|> calculer les deux corrections AGy, ASy relatives à cbacune des cinq ondes à longue période obtenues en faisanty = i, 2, 3, 4, 5. Il faut pour cela calculer les coefficients P^ty, Qf^j à l'aide des équations (3o). Ces coefficients ne dépendent que des vitesses angulaires par vingt-quatre beures
des cinq ondes à longues périodes et des ondes à courtes périodes pour lesquelles on fait les corrections. Ces dernières, comme nous l'avons dit, sont au nombre de trois. Appelons a^, a^, a, leurs vitesses, en prenant pour l'onde :
Mî «1= 2(0) — /i)
N «1= 20) — 3/2 H- BJ
Leurs valeurs numériques sont aux Tableaux des pages 61 et 62; leurs valeurs correspondantes X<, X^, Xj par 24 beures s'ensuivent.
On a d'ailleurs celles (x,, [Xj, [Xj, [x^, [Xj. On possède donc les données nécessaires pour calculer, d'après les formules (3o), les coefficients P^y, Qa;, P^y, Qly, en donnant successivement kj les cinq valeurs i, 2, 3, 4» 5, et, pour cbacune de ces valeurs de/, les trois valeurs A = i, 2, 3.
Darwin a ainsi trouvé les résultats suivants :
MSy.
Mt, A: = i,
«* = «! = 2(ai
Piy . . .
-ho, 01195
Qiy...
— o,oo563
— o,oooo3
HO
Osy • • •
P'ay • •
— o,oo5oo
— o,oii3o
Oiy. . .
Le coefficient P|3 = S^oSSg est très grand par rapport aux autres. Cela tient à ce que, dans le terme
9(fAy-^- ^*) cos^ (fzy 4- Xa-) = 9(f^3-+- >i) cos ^î-^ (fzj 4- Xi),
qui y entre en vertu des équations (3o), on a
|jL3=:24Pi= 2 X 24 (/l — /11), X| =1 24ai=^ 2 X 24( W — /l ),
|JL,-hX,=: 2 X 24(û) — «1) = 2 X 24 X l5**=: 2 X 36o**.
Or, pour a? = 2 X 36o®, on a
sin^^
9(0:) = — ^ij—
sin365 x 36o 365 ^ -
C'est le cas utilisé au numéro précédent et que nous utiliserons encore où ? (^) prend sa valeur exceptionnellement grande 182,5.
Les P^y, Pi,, Q^y, Q'kj étant ainsi connues, les équations (29) donnent les AGy
et ASy, puisque les coefficients A*, B^ relatifs aux ondes à courtes périodes et, en particulier, aux trois ondes Mj, N, sur lesquelles portent les corrections, ont été précédemment trouvés.
Nous avons donc les seconds membres des dix équations que représente le Tableau de la page 98.
Nous profiterons de ce que les coeflicientsde la ligne diagonale sont beaucoup plus grands que les autres, pour en tirer les valeurs de première approximation des dix inconnues
On portera ces valeurs de première approximation dans les termes négligés, et l'on aura les valeurs définitives des coefficients Cj , D) .
On peut ensuite, si on le juge utile, faire la petite correction indiquée par les équations (33) pour passer aux coefficients définitifs Cy et Dy, en remplaçant dans ces équations la lettre s par y.
On voit, en résumé, que toute l'opération se résume à calculer les seconds membres des équations numériques représentées par les Tableaux de la page 93 ; les premiers membres de ces équations sont constitués une fois pour toutes et leur résolution ne souffre aucune difficulté.
Tous les calculs qu'exige la méthode qui vient d'être exposée sont considérablement réduits par l'emploi d'un appareil spécial dont on trouvera la description dans un Mémoire de M. Darwin intitulé : On an apparatm for facilitating ihe réduction of tidal observations (Proc. ofthe Royal Society^ vol. LU, 1892).
B. Par les observations des pleines et basses mers (*).
55. Méthode générale. — Au lieu des courbes du marégraphe, on peut aussi utiliser, pour l'analyse des ondes, la connaissance des heures et des hauteurs des pleines et basses mers.
Supposons deux ondes seulement dont la hauteur h est représentée par l'expression
(36) hz=zAp cos Vp -f- Bp sin Vp 4- Ay cos V^ -h B^ sin Vç
OU
(87) Vp=/?^ H-consl., V^=<7^-i-consl.,
t étant le temps moyen compté depuis midi du premier jour des observations.
(*) On the harmonie wialysls of tldal observations of high atid low water, by G. -H. Darwin (Proc. ofthe R. Societj, vol. XLVill; 1890).
Les constantes qui entrent dans les expressions de V^ et V^ pourraient être supprimées et regardées comme contenues dans A^ et B^,, A^ et B^. Il peut être plus commode de les conserver en leur attribuant des valeurs simplifiant un peu les écritures.
Si Ton pose
A^= Rp cosçpy Bp—Rp sinç^,
on peut encore écrire
(38) h =3 Rp cos(y p-çp) 4- Il^cos(V^- çq).
Les époques des pleines et basses mers sont obtenues en annulant la dérivée de h par rapport au temps, ce qui, en divisant par^ et faisant, pour abréger,
donne
(39) ApSinVp— BpC0sV,,-h A:,/(AçSinV,, — B^cosV^) =1 o.
Ajoutant les équations (36) et(39) multipliées respectivement par cosV^, sinVp, puis par sinV^, — cosV^, nous aurons à chaque pleine et basse mer les deux équations suivantes :
hcosYp-- Ap-h A^(cosVpCOsV^-h Ar^sinVpSin V^)
-+- Bç{cos\p sin V^— kq sinVpCOsV^^),
hsin\p=i Bp4- A^(sinVpC0sV^— Âr^cosV^ siu V^)
Bç ( sin V„ sin V„ 4- k„ cos V» cos V»).
Supposons qu'on ait un certain nombre d'observations et qu'on forme les valeurs moyennes des équations analogues aux deux dernières se rapportant à chaque observation. On peut échelonner les observations de façon que les valeurs moyennes des coefficients de A^ et B^ soient très petits et négligeables, de sorte que les équations ajoutées et divisées par le nombre n -hi des observations donnent
2/iC0SVp=: Ap,
2AcosV^=:Bp,
qui déterminent A^ et Bp.
On peut, au contraire, échelonner les observations de façon que les coeffi- L. — I. i3
cients de A^ et B^ aient des valeurs moyennes sensibles, et obtenir ces coefficients après élimination de ceux Ap et B^.
Un cas fréquent est celui où il s*agit de séparer deux ondes de périodes très peu différentes.
Supposons
d'où
A:« =: ^ r= IH
En négligeant la quantité supposée très petite - devant Tunité, on a donc *y = I, et les équations (4o) deviennent
( h cos V,, = Ap -h \,y ces y / -h By sin v /,
( A sinVpirr Bp— A<y siiiv/ H- B^cosv/;
soity sous une forme plus brève,
( AcosVp= Ap-h R^cosCv/ — ç^), ( A sinVp=B;,— R^ sin(v^ — ç^).
Supposons qu'on observe n -h i pleines et basses mers consécutives, qu'on écrive les équations (42) pour chacune d'elles et qu'on fasse les moyennes des deux membres, on aura
2Ac0sVprr A,, H ^ 2 C0S(v/ — ç^),
/ -^^ 2A sin Vp~ B.- -^^ 2 sin(v/ - ç.)
Ih cosV p—Ap-h R^X cos(a -— Çq),
Ih sinVpt= Bp— RyX sin(a — ç^),
X et a étant deux nombres qu'on peut calculer aisément dans chaque cas. Admettons que les marées observées soient celles qui ont lieu de / = o à
TT l8o°
Faisons une seconde série d'observations de / = ^-^ à / =
L'intervalle moyen entre une pleine et une basse mer est de 6** 21™. A cause
de la petitesse de v, on peut regarder l'intervalle vrai comme se confondant avec cet intervalle moyen. Par suite, les équations analogues à (44)» concernant cette nouvelle série d'observations, s'obtiendront en changeant dans celles-ci,
1 fin
/ en / H , soit v^ en v/ -h i8o, ce qui ne fait que changer les signes des derniers termes. Donc, en appelant S' la somme £ se rapportant à cette série d'observations, on aura
2'AcosVp=: A;,— R^Xcos(a — ç^),
2'A sinVpZziBp-hR^X sin(a — ç^).
On connait, par l'observation, les hauteurs h et les heures des marées, par suite les valeurs de V^. Les quatre équations (44) et (45) fournissent donc les quatre coefficients
A;,, B,„ R^cosç<7=A^, R^sinç^=rB^
relatifs aux deux ondes considérées.
Souvent on a une troisième onde analogue à celle caractérisée par la lettre q et de période très voisine. On devra alors envisager deux autres séries d'observations ayant leurs origines à peu près aux milieux des origines des précédentes,
1» Il c •* j * 90° * * 3x00° ,, . , 3xQo«». 5xûo°
1 une allant, par suite, de^ = ^^— a / = — ^— > 1 autre de — ^- a — ^— > ce qui
donnera quatre nouvelles équations pour déterminer les inconnues. L'exemple suivant éclaircira la méthode.
56. Application aux ondes lunaires. — Considérons l'onde lunaire semidiurne principale M^ et les deux ondes elliptiques correspondantes N et L. Leurs arguments, d'après le Tableau de la page 61 et en négligeant R, sont respectivement
V;, =_- 2r„ — 3 /„ H- xsn — V,„ — ( / — Tsy),
On peut écrire pour la hauteur totale des trois ondes
h — A;„ cos V,„ -+- B;;, slo V,„ H- R„ ces [V;„ _ (,i _ é) ^ — Ç„)]
-h R„ ros [V,„ -f- (/i — rô) ^ — ï/)],
et il s'agit de déterminer les six constantes A,„, B;„; R^,, Ç^; R^, î^^, en écartant, pour simplifier les écritures, toutes les autres ondes, sauf à examiner finalement l'influence qu'elles peuvent avoir sur le résultat obtenu.
lOO PREMIÈRE SECTION. — TBÉORIE STATIQUE ET PRÉDICTION DES MARÉES. [56]
Par les formules (38) et (4o) en faisant v = — (/i — ci) pour Tonde elliptique majeure et v = -h (/i — m) pour celle mineure, on a
[h cos V,„ — A,« -h R„ cos[(/i — rô) ^ -4- Crt] -h R/ cos[(/i — é)t — Ç,], (4o) <
/ h sinV,„=rB,„ -+- R« sin[(n — cy)^ + î„].— R/ sin[(/i — w)/ — Ç/].
Supposons qu'on observe les pleines et basses mers qui se succèdent depuis l'instant / = o (midi moyen du premier jour des observations). Soit r^ Theure de la première marée qui se présente ainsi, et posons, pour abréger.
Si Ton connaît a et i, on en déduira l^ et Ç/.
Les marées se succèdent à intervalles moyens de 6** 21". Le moyen mouvement anomalistique /i — tè de la Lune est de o®, 54437 à l'heure. Donc Tangle (m —é)t qu'elle décrit dans ce mouvement d'une mer pleine à une mer basse, ou vice versa, est
(48) en- (n — rô) X 6^21"^— o«,54437 -+- 6,21 = 3°,38o7.
Pour la (r-h i )'**"* observation, on aura donc
(n — rô>^-hÇ„=r (/i — è)(/o -^- /' X 6*»2i») -h Ç„ — a -1- re,
et, par suite,
h cosV,„ — A,„ -f- R«cos(a -+- re) -f- R/C0s(6 -f- re), h siu V„, - B„i H- R„ sin(a -+- re) -hR/ sin(6 -{- re),
et, pour la moyenne de n-hi observations, à cause des formules classiques (A) de la page 74 :
sin(Ai -h i)
V AcosV,;, — Am = — R„cos(aH ) -h R/Cos ( b -\ )
(n -i-i)sm -
sm (/i -h i) -
(/i -h j) siii -
Considérons les demi-révolutions anomalistiques qui se succèdent depuis le commencement des observations et donnons-leur les n**' 1, 2, 3
Supposons que les /i -h i marées auxquelles se rapportent les équations (49) soient celles qui se sont produites pendant la demi-révolution n° 1. On a alors.
à très peu près,
{n-hi)e=2 180° =1 (w H- i) 3s38o7,
d'où
c'est-à-dire que le nombre /i -m des pleines et basses mers qui se produisent pendant une demi-révolution anomalistique est moyennement de 53. On aura ainsi approximativement
(/ï -h i)e ==: 180, sin(/2 H- i) - =: 1;
et comme l'angle - = 1*^,6903 est très petit, on aura sensiblement, en exprimant e en arc de la circonférence de rayon i :
(/i-}-i)sin-=^(/n-i)~ = — • 2 22
Donc les dernières équations deviennent, en remplaçant la somme^ par V
pour indiquer qu'elle se rapporte aux pleines et basses mers de la demi-révolution anomalistique n^ 1 :
^/ ^^-^2^^^^^'" — A,„\=rR„cosra-+- ^j-hR/C0s^6-h ^j,
Pour celle n®2, les mêmes équations subsistent en remplaçant dans les expressions (47) de a et i Tinstant t^ de la première pleine ou basse mer qui suit l'origine de la demi-révolution anomalistique n** 1 (prise pour époque) par l'instant analogue /« relatif à la demi-révolution n^ 2, ce qui donne
donc il suffit de remplacer a et b respectivement par a -h 180** et i -h 180**, ce qui ne fait que changer les signes des seconds membres ou ceux des premiers
si l'on préfère conserver les signes des seconds. On aura ainsi, en appelant^
les sommes se rapportant aux pleines et basses mers de la demi-révolution anomalistique, n**2.
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En observant ainsi pour les (x demi-révolutions n®* 1, 2, 3, ..., (x, on aura une suite d'équations (oi), (aj), ..., (a^) dont les seconds membres sont identiques entre eux, et dont les premiers, avec les sommes successives V, V, V,
V, . . ., 2» s^^t alternativement précédés des signes -+- et - .
Multiplions les deux groupes extrêmes (a^) et (a^) par i, et les groupes intermédiaires (^a), (fla)» • • •» (^tJi-i) par 2, puis ajoutons les équations de chaque groupe; les seconds membres seront répétés 2([x — i) fois; les constantes A^ etB;„ disparaissent; donc, en divisant le résultat par 2([x— i), posant
et observant enfin que
ne t: e
on aura
R,„ sin (a ) -I-R/ sin (b j =— SAcosV,„,
R;„ cos (a ) — R/ ces (b j =: S A sin V;,,,
OÙ les seconds membres sont connus par l'observation. On a donc ainsi deux équations, entre les quatre constantes R;,,, R/, a, b, deux équations d'autant plus exactes que le nombre [x de demi-révolutions anomalistiques pendant lesquelles on a poursuivi les observations est plus grand.
Supposons à présent que, au lieu d^envisager les pleines ou basses mers qui se succèdent pendant les [x révolutions anomalistiques qui suivent l'époque/ = o, on laisse passer un quart de révolution, et qu'on envisage les pleines et basses mers qui se succèdent à partir de cette nouvelle époque pendant les (x demirévolutions qui suivent. Cela exige simplement que les précédentes observations soient prolongées pendant une durée de un quart de révolution anomalistique.
L'époque se trouve reculée de cette durée, de sorte qu'en vertu de (4?) il suffit de remplacer a et b par a -h 90^ et i -h 90*^; les équations (5o) et (5i), en accentuant les sommes relatives à ce nouveau groupement des observations, deviennent
<^" «'=4(^rT7T<ïrT7,(2:'-»i:'--=^'2:'=^2'
R„C0S (a — - j -hR/COS (b— - j ir:-hS7«C0SV,«,
R„ sin fa^Ç\— R, sin fb-i\=-^ S'A sin V,„.
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De (5i) et (53) on tire
R„cos/^a— -W i( SAsinV/4-S'/icosV/),
R/ cos fb — -) = - (— S/i sinV, -h &'h cos V/),
R„sin(a— ^jizr—^C SAcosV/-h S'A siaV,),
R/ sin /^6 - îW i (- SAcos V/ -h S7i sin V,).
Ayant R^, R/, a, i on tire de (47) les valeurs deÇ„,Ç/ par la connaissance de riieure de la première marée (haute ou basse) qui a suivi l'époque (midi du premier jour des observations).
On a ainsi les deux ondes elliptiques lunaires semi-diurnes.
57. Onde lunaire principale. — Pour Tonde lunaire principale, les équations (49)» (^i) et (a^) donnent
r(«Vô(2-2;)^«-V'»=B'»'
et, plus généralement, si Ton utilise les observations pendant k révolutions anomalistiques
\ 1 s s ik /
i^FTTTô (2 -2 +2 - • -2) * ^î» v„= «-
On étudie, par les mêmes procédés, successivement Tonde solaire semidiurne Sa et Tonde sidérale Kj; puis les trois ondes diurnes 0, P, K, c'est-à-dire principale lunaire, principale solaire et sidérale. Enfin, Darwin examine Tinfluence des ondes Ma et S^ sur celles diurnes.
Pour le détail des calculs, ainsi que pour les Tables numériques destinées à les faciliter, nous renverrons au Mémoire de Téminent professeur anglais (* ).
(*) O/i the harmonie anafysls, etc. {Proc. of the R. Society-, vol. XLVIII; 1890).
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DE PRÉVISION DES MARÉES
58. Méthode géDërale pour déterminer les constantes d'un port. — 59. Formules de prévision des marées pour une année. — 60. Calcul de Pargument initial. — 61. Valeurs moyennes des coefficients astronomiques C. — 62. Valeurs moyennes des cosu. — 63. Valeurs des produits Ccosu. — 64. Valeurs des coefficients f. — 65. Tables du major Baird (*). — 66. Sur quelques cas spéciaux : les ondes sidérales. — 67. L'onde lunaire elliptique mineure semi-diurne L. — 68. L'onde analogue diurne M,.
58. Méthode générale pour la détermination des constantes d'un port. — Nous avons vu (n®36) que chaque terme du potentiel développé harmoniquement est
de la forme
Ccos(U-h w),
où U est une fonction linéaire de l'heure sidérale F du port, des longitudes moyennes /et /, de la Lune et du Soleil et des longitudes du périgée lunaire et
du périhélie. Cette fonction est homogène ou renferme la constante rt -, de sorte que
(i) U =:ar -h ^/-f- b^lx-\-j — h ccy-i-CiCy,,
où a, i, i|, c, c, sont des constantes numériques (o, rh r, ±2, ± 3);/ est nul ou égal à ±: I. Quant au terme u^ il est linéaire et homogène par rapport à l'ascension droite N et à la longitude N' du nœud de l'orbite lunaire sur l'équateur, de sorte que
Le coefficient C, qu'on nomme le coefficient astronomiquey dépend de l'excen-
( 1 ) Â la 6n du Chapitre.
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tricité et de rinclinaison de l'orbite de l'astre considéré. On regarde u comme constant pendant une année et égal h sa valeur au milieu de l'année.
Le terme du potentiel dont il s'agit donne lieu, en vertu du principe de Laplace, à une onde dont la hauteur a une expression de la forme
H'Ccos(U-H« — x),
H' et X étant deux constantes dépendant uniquement du port considéré et ne variant pas avec le temps.
Mais il est plus commode de la représenter sous la forme
(3) H-!^-cos(U-h«— )=/Hcos(U4-w — x),
en posant
Co désignant une grandeur indépendante du temps, choisie uniquement en vue de la commodité des calculs, de sorte que le coefficient H est lui-même indépendant du temps.
Lorsqu'il s'agit d'une onde lunaire, le coefficient C, en négligeant, dans l'onde lunaire principale, fe' devant l'unité, est de la forme (voir les Tableaux du Chapitre III)
c'est-à-dire le produit d'une fonction de l'excentricité de l'orbite lunaire par une fonction de son inclinaison sur l'équateur. L'excentricité peut être regardée comme constante dans le calcul des marées; l'inclinaison I oscille lentement autour de celle e de l'écliptique et cette dernière peut elle-même être regardée ici comme une constante. Il semblerait donc naturel de prendre pour Co la valeur quasi moyenne de C, c'est-à-dire celle qui répond à I = e. On aurait
ainsi
Co= 9(^)^(0
et
Co '^(B)
Pour Tonde solaire correspondante, on aurait
e^ étant l'excentricité de l'orbite solaire; on aurait aussi Co= ?(^i)'|(^)» ^^
sorte que, pour toutes les ondes solaires, on aurai t/= i et, pour les principales
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ondes lunaires (Tableaux susmentionnés), les valeurs de/ seraient
cos*-I sinicos*- sinisin'-l . ,
(4) Couries périodes » --, , -, ,
^^. I .1 . . , I sinscosc
cos*~£ sinecos-- sincsin'-£
. ,, I sin'l
, , . , sin-I 2
Longues périodes -.—,-? k •
sin c ^ • • I sin'e
Mais Darwin a trouvé plus naturel de prendre
Co ::= C COS // ,
c'est-à-dire le produit de la valeur moyenne C de C par la valeur moyenne cosm de cos u pendant une révolution complète des nœuds de la Lune sur Técliptique, révolution d'une durée d'environ dix-huit ans deux tiers. Pendant ce temps l'excentricité e de l'astre et son inclinaison i sur l'écliptique sont regardées comme constantes.
On représente ainsi la hauteur de l'onde qui correspond au terme
(5) Ccos(U4-w) du potentiel de la Lune par l'expression
(6) /Hcos(U-i-// — x),
OÙ
Gcosw H et X étant deux constantes dépendant du port.
La même règle s'applique si le terme (5) provient du potentiel du Soleil. Mais, en ce cas, on a N = N'= o et, en vertu de (2), m = o. De plus, C peut
être regardé comme constant, en sorte que C = C et, par suite,
Ainsi, avec cette nouvelle convention, les coefficients /se réduisent aussi à l'unité pour les ondes solaires. Mais, pour les ondes lunaires, nous aurons à les calculer et nous verrons que leurs valeurs sont, en fait, voisines de celles (4).
En les supposant connues par leur définition (7), pour trouver les deux constantes H et X d'après l'observation des marées, soit ^ la vitesse de l'argument
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de Tonde considérée. Puisque m est regardé comme constant pendant une année, cette vitesse est celle même de U, soit, d'après (i),
Représentons par
Acosp^4-Bsin(3^
la hauteur de cette onde trouvée, pour Tannée d'observations, par la réduction des courbes du marégraphe ou autrement.
Nous pourrons Técrire sous la forme
(8) AcosP^4-Bsin(3/=iRcos((3^ — X),
en posant
R=v/A»-hU-,
A=: arctang-r-»
de sorte que R et X sont connus.
Les expressions (6) et (8) devant, pendant Tannée d'observations, représenter la même onde, on doit avoir
Comme les deux membres de la première de ces équations ont même partie variable ^/, ils seront identiques pourvu qu'ils aient la même valeur à un instant particulier. Égalons-les pour Tinstant ^ = o, c'est-à-dire à midi moyen du premier jour des observations; soit U^ la valeur de U à cet instant. On aura
d'où
(lo) x = Uo4->4-X,
OÙ U est la valeur de cet angle au milieu de Tannée d'observations. La seconde équation donne ensuite
59. Formules de prévision des marées pour une année. — Une fois les constantes H et x des diverses ondes déterminées» on peut constituer d'avance, pour chaque
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année, des formules numériques de prédiction des marées pareilles à celles qu'a fournies le marégraphe pendant Tannée d'observations. Soit, en effet,
(12) R,cos({3/ — X,)
l'expression, pour une année à considérer, de la hauteur de l'onde à la vitesse p. On devra avoir
i Ri=/tH,
endésignant par/< la valeur de / pour l'année dont il s'agit. La dernière formule donne ainsi directement Rf ou le coefficient de hauteur de l'onde. La précédente étant satisfaite, si elle l'est pour un instant particulier, si nous comptons le temps /depuis midi moyen du premier jour de l'année pour laquelle on fait la formule de prédiction, et qu'on appelle Uf la valeur de (J à cet instant, on aura
i/f étant la valeur de u au milieu de l'année à laquelle se rapportent les formules de prédiction. C'est cette équation qui donne X,.
60. Calcul de rargument initial. — Pour appliquer les règles qui précèdent, il faut savoir calculer : i^ l'argument U 4- 1/ à un instant donné; 2? le coefficient/ qui exige le calcul des coefficients astronomiques relatifs aux ondes lunaires et de leurs moyennes pendant la durée de la révolution des nœuds.
L'argument U + 1/ est linéaire par rapport aux longitudes moyennes /et /« de la Lune et du Soleil, aux longitudes xs et xs^ des périgée et périhélie et enfin à la longitude N' et à l'ascension droite N du nœud ascendant de Torbite lunaire surl'équateur. Ces deux dernières grandeurs, ainsi que l'inclinaison l de l'orbite lunaire, seront exprimées à l'aide de la longitude Q du nœud ascendant de cette orbite sur le plan de Técliptique. Cette longitude, ainsi que celles /, /,, tsr, ts^, se trouvent dans la Connaissance des Temps ou le Nautical Almanach. On les a aussi à l'aide des Tables de la Lune de Hansen, qui donnent
/= i5o«,o4c9 -h (i3«>x36o -4-132°, 679oo)T 4- 13^17641 -H 00,5490165 H, X3 — 240^6322 -h 4o°>69o35T 4- o«, Il i4 J -H o",oo464i8H, (i4) l /,= 280°, 5287 -4- 360S00769T 4- 00,9856 J 4- oo,o4io686H,
GTl — 280°, 8748 4- O", 1 7 1 1 T 4- 0% 000 047 J,
Dans ces formules, T représente le nombre d'années juliennes de 365^,25 écoulées depuis le i^' janvier 1880, J le nombre de jours et H le nombre d'heures complémentaires.
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Comptons en années de 365 jours et soitd le nombre de quarts de jour ainsi négligés» en ayant égard aux années bissextiles dont est 1880. Les vitesses diurnes de A tzr, /« étant respectivement
i3«,i764, o°,iii4, os 9856,
les vitesses par quart de jour sont
Donc les valeurs de /, gt, /« , à la date J à o^ en un lieu dont la longitude Est relativement à Greenwich est L, sont
I/o— i5o«,o4i9 4- i32*»,679ooT -h 3S294io<i -f- 13«, 1764 J — o*», 54902 L, CT,=: 240^6322 -f- 4o°,69o35T -h o^ 02785(i + c», iii4J --o<»,oo464L, /o,= 280'', 5287 -H o«,oo769T -h 0^24641^ -H 0^9856! — oSo4io7L.
Pour les valeurs qui sont regardées comme constantes pendant l'année et égales à leur valeur du milieu de Tannée, il suffit de remplacer, dans ces formules, T par T 4- ^.
Fig. 4.
Pour trouver l'ascension droite N et la longitude N' du nœud ascendant N de l'orbite lunaire sur l'équateur, considérons (y%. 4) Téquateur yE, l'écliptique yS et l'orbite lunaire NL,
Dans le triangle yN Q , on a
yN = N, yQ = Q, yQ-NQ=N', d'où
(16) cosi =:cos«cosê — sin/sine cos Q,
qui permet de calculer I en fonction de Q . L'inclinaison e de l'écliptique et celle i de l'orbite lunaire peuvent être regardées comme constantes pendant les 18 ans | que dure la révolution du nœud caractérisée par l'angle variable Q. On a actuellement
En posant
tango = lang/cosQ,
I lO
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on trouve
COSl= r ces (6 H- 6),
ces 6 ^ '
qui est calculable par logarithmes.
On a ensuite
sml J8in(N'-Q) = 5i^îl!i^,
pour déterminer N et N'.
On a ainsi tous les éléments nécessaires pour calculer l'argument initial de chaque onde.
61. Valeurs moyennes des coefficients astronomiques C. — Laissant de côté les coefficients constants qui entrent dans les expressions des Tableaux n°* 1 et 2 du Chapitre III (l'excentricité de l'orbite lunaire sera regardée comme constante), les coefficients G à considérer sont
cos*-> sin'I, sinl, cos'-> sinIcos'-> sinicosl. 3 2 a
Ce sont les valeurs moyennes de ces grandeurs pendant une révolution des nœuds, c'est-à-dire pendant que fl varie de o^ à 36o°, qu'il s'agit de calculer. Nous négligerons dans ces calculs le cube de l'inclinaison i.
On a
cosi =:cos£COse— sin/sin£CosQ,
,1 I -hcosecos* — sinesin/cosQ
cos' - = ^
1 4- C0S8 cose — i sme cos Q
et
cos
= cos' 7- cose sine cos Q
♦ - = cos* - H- -7 sm*e cos* Q — cos' - ~ cos e -h t sm e cos Q )
La valeur moyenne de cos Q est nulle; celle de cos^Q est |. Donc en surmontant d'un trait les valeurs moyennes, on aura
4! iS.'/»e ,e ,e\
♦ - = cos* — I — ( sin* - cos' cose cos' - )
cos* - =
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OU
COS* - = COS* - \ IH
sin' cose
2 2 \ 2 COS'ïfi
On trouve de même
(|3) sinnzz:sin'gfiH-^'^ '~.^t^"'^ \
^ \ sm'e /
(y) sinlcos' - i=smecos*-£ n- -7' I -r-; s-r- I
' 2 2 L 4 \sm*e 008*^6/ J
(o) sinl sm*- =81118 sin*- s i -h 7 zM -^-^ 1 -r— ) ,
2 2 L 4 \sin*e cos*^e/J
(ê) sinl cosIi= sine cose[n-ii'(cot*e — 5)].
(Ç) I — } siii*I z= (1 — f sin'e) (i — | sin*f )•
62. Valeurs moyennes des cosu.— Les angles £^ qui entrent dans les arguments des Tableaux sont
^ — 2(N-N'), 2N, 2N'-N, 2N'-hN, N', 2N'.
Pour calculer les valeurs moyennes des cos m, lorsque Q varie de 0° à Sôo*', les formules (16), (17), (18) ne conviendraient pas. Il est préférable d'exprimer directement les angles N et N' en fonction de Q .
On a, pour cela, les relations
cotNsinQ = coït sine -h cose cos Q, cot( JJ — N') sin Q = cote sin/ + cos^ cos Q.
On en tire
ij^ngj^T _ tangfcosécesinQ I -H tang/colecosQ'
tangN'= ^ tangi^'cole sinQ(i — tang|aange cos Q )
i-+- 2 tangl /cote cos Q — tang'^f COS2Q
et, si Ton néglige les termes de l'ordre de i%
tangN = /cosécesinQ(i — /cote cos Q), ou
(20) tangN^r tcosécesinQ ^— -sin2Q,
et
langN'=: /cotesîn Q ( i tangecosQ J(i — «cote cos Q),
OU
«* I — lsin*e .
(21) langN'=:/cotesinQ ^ sinaQ,
3 sin*e
1 lang'N =r £* coséc*Ê
I — cosaQ
lang'N'ir: «'col'e —
On tire de là, par des calculs faciles, les moyennes cherchées, à savoir :
(a!) cos2(N - N') = 1 - i» f î-^^^-^V,
(3') COS2N =1 — l''-r-;-,
^^ ' sin*fi
^ ' ^ 4 \ sine /
(e') COSN = I — 7- £*• -.— r-ï
^ ' 4 sin*Ê
(Ç') cosaN'=: I — ï*col*£.
63. Valeurs des produits G côsw. — Si nous faisons les produits des valeurs (a) par (a'), (P) par (P'), etc., qui précèdent, en observant qu'au degré d'approximation adopté on a
cos i = cos* - =1 1 >
I — }i' = i — |sîn*«,
on trouvera
cos* - X cos 2 ( N — N' ) = cos*|e cos*| ï,
sin*l X C0S2N = sin*£(i — |sin'«),
sinlcos'j[I X cos(2N'— N) = sine cos* Je cos* ^«,
sinl biii-il X cos (2 IN' -h ^)=z sine sin'Jecos*j2,
sinlcosl X cosN i=sine coss(i — | sin*0,
sin*Icos2N=: sin*ecos*J/,
I — |sin'I X C0S2N' = (i — |sîn*e)(i— fsiti'/).
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64. Valeurs des coefficients/. — Les coefficients /= ' ^ pour les diffé-
Ccosa
rentes ondes, sont, par suite,
a sin-I smleos'j^I
cos*^ecos*^f' sin'e(i — |sin*0' sins cos'^ecos*^«'
sinlsin'jl sinicosi siii^I i— fsin'I
sine sin*|e cos*^«' sine cose(i — |sin*i)' siii'e cos*j/' (i— |sin*e)(i— fsin*/)'
Ces valeurs différent, en somme, peu de celles qu'eût données la convention plus simple qui conduirait aux expressions (4). Ces dernières se déduiraient de celles actuelles en faisant dans celles-ci i = o.
65. Tables du major Baird.— Le major Baird, qui dirige le service des marées près du gouvernement anglais des Indes, a dressé diverses Tables qui facilitent beaucoup tous les calculs des marées. Nous en donnons deux a la fin de ce Chapitre. L'une fournit les valeurs de I, N, N' pour les valeurs de Q de degré en degré, de o** à i8o**. Pour les valeurs de o^ à — 180°, I ne change pas, N et N' changent de signes sans changer de grandeurs; la seconde donne les valeurs du
coefficient/ et de son inverse y pour les différentes ondes et pour les valeurs
de I comprises entre i8°i8'3o" et 28^36' de 10' en 10'.
Les valeurs de j servent dans la réduction des observations, c'est-à-dire dans
la détermination des constantes d'un port (n° 58); celles de / servent pour les formules de prédiction des marées (n^ 59).
66. Sur quelques cas spéciaux : les ondes sidérales. — Les termes du potentiel qui donnent lieu aux ondes sidérales diurnes lunaires et solaires ont respectivement pour arguments
r-N-^î^ et T-^.
Leurs vitesses sont donc sensiblement les mêmes et égales à (o. C'est pourquoi on les réunit en un terme unique donnant lieu à une onde résultante.
Soient C et C, leurs coefficients astronomiques, de sorte que la somme des deux termes du potentiel est
C cos (r - N - ^) + c, cos (r - ^
On a par les Tableaux des pages 61 et 63 :
/ 3 ,\ sinicosi
3 ,\ sine cose
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Ces deux termes équivalent à un terme unique Cocosfr — N© — ^j> dont le coefficient astronomique Co et l'argument T - No - ^ sont définis par l'équation
Ccos(r^N-^)-hQcos(r-^) = CoCos(r-No-j);
d'où
\ CcosN-h Gi=:CoCOsNo, (^^^ i CsinN =CosinNo,
soit
Co = v^C» -+- C* -+- 2 CCi cos N ,
(26) { tangNo= —5^
cosN -h -^
Le terme résultant
CoCOS
donne lieu à une onde dont la hauteur peut être représentée par l'expression
/oHcos/^r-No- J-)t)
H et X étant deux constantes indépendantes du temps et/, étant, comme les/ des autres ondes, donné par la formule
fo=^
Co
CûCOsNi
ou, à cause de (23) et observant que le coefficient astronomique C| relatif au Soleil peut être regardé comme constant ou égal à sa moyenne :
Co
CcosN-t-Ci ^ /,^ CcosN \ Mais on a (n*^ 63) et par (24)
C cosN z= |( 1 4- 1 e') sin« cose (i — J- sin*i), d'où
^^7) C^^iN "^TTTF' i—|sin«/ ^^>^^^^7
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Donc
"" 1,46407 Cl
ou enfin, à cause de (26),
^ o, 45407, / aC ^ G* •"^ 1,46407 V Cl C}
Soit
CcosN
le coefficient/ relatif au terme lunaire Ccos Tr — N — - j> de sorte que/' est
compris dans les formules précédentes et donné numériquement par les Tables
de Baird. A cause de (27)
Donc
ou
Les équations (26) deviendront d'ailleurs
«- sinN
langNo = 7777— y
xr 0,46407 cosNh — -yr-^
Q^ c y/. + ^^ cosN + (2:^y
D*aprfes ces formules, si l'on connaît par le marégraphe Tonde sidérale
Rcos((«)^ — c),
on aura
(ùt — c = T — No X,
/oH = R.
La première est satisfaite quel que soit ^ si elle Test pour t = 0. Si donc T^ est la valeur de F ou l'heure sidérale, dans le port considéré, à midi moyen du
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premier jour des observations, soit pour / = o, on aura
— Czrrro-No-
qui déterminent x et H.
Inversement, connaissant x et H, si l'on veut avoir numériquement l'onde
Rcos(w^ — c),
pour une année, on tirera des deux dernières R et c; dans ces deux équations, on regardera alors F© comme se rapportant à midi moyen du premier jour de l'année considérée et No au milieu de cette année.
Les deux termes du potentiel relatifs aux ondes sidérales semi-diurnes lunaire et solaire peuvent de même être réunis en un seul. En les^appelant
Ccos2(r — N) et C^cosaT, on a (Tableau, p. 6i et 64)
d'où, par les expressions (23),
A sin*e
C''cos2N ,= /^i 4- ? 6*Vi - ^ sinV*
et
C"cos2N T 1-hfe* I — |sin*i '^ ^ ^
Ceci posé, on aura
Cc0S2(r-N)-hGîC0S2rn:CÎC0S2(r-N;).
Appelons
.„_ G' sin*l
C'^cÔsTN ~~ sin>£ (I — f sin«
la valeur du coefficient/ relatif à Tonde lunaire seule.
En suivant la même marche que pour Tonde diurne, on trouvera
tang2NJz= TTTT— >
C0S2NH-i4^
C; = cyi4-^^2N4-(^^y,
et l'onde fournie par le terme résultant
c;cos2(r-N;)
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sera
/ir'cos(2r-2No-x-'),
et si
R''cos(2wi — c")
est celle fournie par le marégraphe, on a
d*oii Ton tire H" et x". Réciproquement, si l'on connaît H" et x", on en déduit R" et c" pour établir les courbes ou formules de prévision des marées. En mettant à la place des lettres leurs valeurs numériques, Darwin a trouvé
Pour Tonde Ki /= 1,0060 -h o,ii56cosQ — 0,0088 cos 2 Q,
Kj /=i,oa43 4-o,a847COs8 -h o , 0080 cos 2 Q .
67. Onde L. — Cette onde (p. 6i) est obtenue par la réunion de deux termes du potentiel dont les périodes sont trop peu différentes pour pouvoir être séparées par des observations d'une année. Le coefficient astronomique est
(a) -j cos* -i/ I — i2tang'-cos2(cy — N'),
et l'argument où
N -H 2N'— CT — R 4- TT
sin2(cy~N')
tangR =
« col' C0S2(ZÏT--N')
Si P est la valeur de tsr — N' pour le milieu de l'année considérée, on calcule l'angle R par la formule
sin 2 P tangR=
;r col' cos 2 P
L'argument initial sera alors
les lettres avec l'indice zéro se rapportant à midi moyen du commencement de Tannée d'observation ou de prévision.
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Pour le facteur/, comme le radical (a) est très peu éloigné de i, on le regarde comme constant dans le calcul de la moyenne du coefficient astronomique, ce qui est permis, puisque ce facteur est arbitrairement choisi. Il en résulte (87)
cos*-
/= j i/ I - tang» - cosaP.
ces» - cos* -
68. Onde M,. -- Les mêmes règles s'appliquent à Tonde M|, dont l'argument est
où Q est défini par la relation
langQ =-* tang(e — N').
On prendra sa valeur au milieu de l'année, soit
tangQ=-;iangP, de sorte que l'argument initial est
ro-/o-N-4-N' + Q- J Le coefficient astronomique est
-esinIcos*-i/- -h -cos2(Gy — N), 2 y 2 2 ^ '
et, regardant le radical comme égal à la valeur du milieu de Tannée, on a
sm I cos' - /z 5
f= ri/ - H- -COSaP.
sinecos*-cos* - 2 2
vf
îv
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69. Objet de ce Chapitre. — Les formules harmoniques établies dans les Chapitres qui précèdent permettent de prédire la hauteur de la mer à chaque instant, et, par suite, les heures et hauteurs des pleines et basses mers; mais elles ne se prêtent pas facilement aux calculs algébriques que nécessiterait cette dernière prédiction; les calculs numériques eux-mêmes sont compliqués. On a imaginé des machines à calculer spéciales qui permettent, une fois les coefficients d'un port déterminés, de tracer en quelques heures les courbes des marées pour une année entière. Aucune de ces machines n'existant en France, elles ne sont pas a notre connaissance. On trouvera la description de l'une d'elles d^LïïsVEngineer du 19 décembre 1879 (Roberts, Tide Predicting machine). Lord Kelvin en a également imaginé une {Tide Predicter) qui est décrite dans le Treatise on natural Phitosophy . On peut observer que, dès i856, Amsler, l'auteur du planimètre, a imaginé un appareil permettant de calculer les termes successifs du développement d'une fonction en série trigonométrique. Cet appareil, décrit dans notre Ouvrage de Statique graphique, se prêterait sans doute également au calcul des marées.
Pour atteindre le même but sans machine, Darwin est revenu à une formule non harmonique, du même genre que celle deLaplace, mais avec un plus grand
nombre de constantes. Elle n'est pas simple; mais Téminent professeur en rend l'application très facile à l'aide de Tables, de sorte que toute la peine reste à la charge de celui qui a à dresser les Tables.
La formule de Darwin se distingue de celle de Laplace par deux points essentiels : I** Elle prend comme argument pour définir la position de chaque astre, sa distance ou sa parallaxe et sa longitude mesurée dans son orbite, au lieu de la distance et des coordonnées équatoriales; 2^ elle rapporte le phénomène des marées directement au passage de la Lune au méridien, au lieu de le rapporter à la position d'astres fictifs suivant les astres véritables à trente-six heures d'intervalle. Il ne serait pas difficile de transformer la formule de Laplace, de manière à lui donner ce dernier avantage, de manière aussi à remplacer les deux coordonnées équatoriales par la longitude dans l'orbite. A vrai dire, l'introduction de cette dernière variable ne semble pas, a priori, très justifiée pour l'étude d'un phénomène qui dépend du passage des astres au méridien. L'ascension droite semble mieux appropriée à cette étude et il paraîtrait plus naturel, si l'on voulait éliminer l'une des variables employées par Laplace, d'éliminer simplement la déclinaison en l'exprimant en fonction de l'ascension droite, au lieu de l'exprimer en fonction de la longitude dans l'orbite. Mais celle-ci présente par ailleurs des simplifications qui rachètent la correction finale à laquelle son emploi condamne M. Darwin.
70. Expression du potentiel de la Lune en fonction de la longitude dans l'orbite. — La formule (6) du Chapitre 111 donne l'expression du potentiel de la Lune en fonction : i*^ de sa distance; 2^ de sa longitude vraie s^^ comptée dans le plan de son orbite, à partir de son nœud N sur Véquateur; 3*^ de l'inclinaison I de cette orbite sur l'équateur.
Dans cette formule on a posé
p = cos - 5 <7 = sin - •
D'ailleurs F^ y désigne l'angle horaire du nœud lunaire N, relativement au port que l'on considère; la latitude de celui-ci. L'angle 1 étant en moyenne de 23^27', nous négligerons gr* dans les termes semi-diurnes et q^ dans les termes diurnes.
On a d'ailleurs
soit, au degré d'approximation indiqué,
TC
C0SlC0S2(r„ — Vn) H COS^In
P 1 ^sinlcoslf /« 7r\ /« 7r\l sin 2 9 CCS ( Tn — 2 f>„ H- - ) -t- cos ITn )
Il convient de compter les longitudes depuis le point vernal y.
Soit (Jig. 5) yNQ le triangle formé par Téquateur yN, l'écliptique yQ et
Fig. 5.
Torbite lunaire NQ; soit fl =yQ la longitude du nœud ascendant Q de cette orbite sur Técliptique. Désignons, comme nous l'avons déjà fait, pare Tinclinaison de Técliptique et par i Tinclinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique. On a actuellement
Nous désignerons, comme précédemment, par
l'ascension droite et la longitude du point N; par F l'angle horaire du point vernal et par ^f la longitude vraie delà Lune, comptée dans son orbite depuis le point vernal, de sorte que
Si Ton avait i = o, il en résulterait
I = £, r„ = r, Çn = ^ .
Donc, les différences
sont de Tordre de grandeur de i. Nous pouvons donc, en raison de la petitesse de I, en négliger les carrés, c'est-à-dire les traiter comme des infiniment petits.
Or, si Vo est la valeur de V/ pour i = o, on a, d'après (i),
I cosecosa(r — v) h cosal
-HsinaÔ cos(r— at'-H - j 4-cos(r j •
Par suite,
Or, le triangle yNQ donne
cos I =: C0S6 cos i — sin £ sin i cos Q , ou, approximativement,
cosi =cos£ — /sine cos Q, d'où
(5) I = e-i-icosg2.
D'autre part.
d'où
sinN _ sin Q sini sinl '
. T^ . . sin Q sinN=: sine . V* j
sinl
soit, approximativement,
(6) N=i^iîi^.
sme
Enfin
sin(Q-NO ^ sinQ ^ sin Q - sin( a - NQ
sine sinl sinl — sine
OU
asm — cosiQ ) . ^
a V^ a/ _ smQ ^
. ,, . /1 4-e\ sinl ' sm(I — e) COS ( j
soit, approximativement,
N^ cos Q __ sinQ (I — £)cose sine
OU, à cause de (5),
/ \ XT/ «cose . ^
(7) N'=:— ;^ — smQ.
sme
La formule (4), à cause de (5), (6), (7), devient ainsi
V/zn Vo-h«cosQ -^ ,—22. y. cose,
*** oe sme \âT dv J
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et, en remplaçant Vo et ses dérivées partielles par leurs expressions tirées de (3), on aura
' •/! r /^ V sin*e -.1
- cos*^ cos6COsa(r— v) h cosaT
H-sin2 ces (r — ai^-h-j-t- cos ( i j
cos'ô
(7) V/=^^< -+-«sin8
j 2 cos£tang - sin2(r — t») -h sinesinsF
P' \ j • ûf (acose — i)cose . /^ ttX cose
^r (acose — i)cose . /i, , '^\ , ^^^e . /^ 7r\l
-h sm20 1^- ^ ^ sin ^r- 2t; + -j ^-^psin \^r— -jj
a *cos Q
COS*0r . /T« X . T»!
[— sine cos 2(1— i') 4- sine cos £ cos a F]
sinaô ' I cos ( F— a c -h - j 4- cos (F j
Gomme e est de même ordre de grandeur que I, nous pouvons encore négliger
-cos-
sin^- dans la première ligne et sin' -cos- dans les termes diurnes; dans les termes multipliés par le petit facteur «, nous pouvons même négliger sin^-> le produit z sin^ - étant plus petit que sin* - cos - •
Nous pourrons écrire ainsi dans le premier et le cinquième terme
dans la deuxième et la cinquième ligne
. fi
sinfi cose = a sin - cos
fi/ ,fi .,fi\ .fi «fi
- ( cos* sin* - ) = a sm - cos* - :
dans le premier terme qui multiplie i cos Q
sin£ = a sin -cos
- I cos' sin*- ) = alang-cos*-:
enfin dans l'avant-dernier terme qui contient le facteur i
cosafi = a cos*e — 1 = cos£(a cose — i) -+- cosfi — 1
= cosfi(acose — i)-— asin*- ^ ' a
acosfi — I
= cose sme ;
sine
, fi . £ a cosfi — I
:^ a cos* - sm . •
a a sine
Par suite, l'expression de V/ devient
-cos*ô cos*-ecos2(r — (^)4- - sin^ecosaT 2 L 2 ' ' 2 J
hsin20 sin-ecos'-£Cos(r — 2i'H — ) 4- -si L 2 2 \ 2/2
cos*0r V ï 4^ fi . /T» \ 2cos*-elang-sin2(r — p)
i sin Q
i cos Q
sine cose CCS sin*e 2
sin 20
cos*0
(2 cose — 1) . e ,
^ ; sm - cos'
sins 2
- 6 sin ( r -— 2 \
2 sine
I sine cose
-H -: sin
sine 2
— 2tang-cos* - cos2(r-- v) h 2 cotecos2r
sin29
2 cose — I . e
: sin - cos
sine 2
-sine cose 2 cot2ecos
•-cosf F — 2^»-»- - jJ
En vertu des valeurs actuelles (2) de e et t, on a
2ilang- =0,0872,
sine
2lC0t2e
o,ii5 57683'
2«C0te=:
.2 cose — I
sine
sme
OÙ le dénominateur o,683 est introduit pour la commodité de calculs subséquents.
71. Potentiel du Soleil en fonction de sa longitude. — Le potentiel du Soleil se déduit immédiatement de la formule (i) ou de celle (8) en y faisant / = o, remplaçant I par £, la longitude v^ de la Lune comptée depuis son nœud N sur Técliptique {fig. 5) par la longitude vraie v^ du Soleil comptée depuis le point vernal et enfin la masse L et la distance p de la Lune par les grandeurs analogues L, et Pi relatives au Soleil; on aura ainsi, au degré d'approximation adopté,
cos'O
cos* -e cos 2 (F — ^1) + -sin'ecos2r
sin 2 b\ sin - ecos' - e cos (F — 2('|H--j-h--sine cose cos (F j ]
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72. Potentiels réunis de la Lune et du Soleil. — Soient respectivement c et c^ les distances moyennes de la Lune et du Soleil au centre de la Terre. Posons
(II) ^.=' + P' 7t^'^^''
en sorte que P et P^ qui sont en rapports très simples avec les parallaxes des astres, sont de petites quantités dont on peut négliger les carres et produits, ainsi que les produits par Tinclinaison i de Torbite lunaire sur Técliptique. Soient de plus, comme précédemment,
On a, à peu près,
(iaô«) . -l-n=o,683, _!l_ = 0,317.
T -t- T| T -i- Tf
C'est le premier de ces rapports qui a conduit à introduire le dénominateur o,683 dans les valeurs numériques (9).
Soient enfin
K =^a*cos'Ôcos*|e, Ky = |a*cos*9sin*£,
Ko= a* sinaô cos'is sinje, K, — {a* sina 6 sine cose,
en sorte que E, K^, Ko, K, sont des const antes pour un port donné.
Formons à présent le potentiel total V/-h V/^ de la Lune et du Soleil et décomposons-le en quatre parties, en posant
V étant la partie principale ; Vp, Vp^ les parties qui contiennent respectivement les petits facteurs P et P, et qu'on appellera les parties ou corrections parallactiques;yQ celle qui contient les facteurs isin Q et tcos Q et qu'on appellera la
correction nodale (due à la longitude Q du nœud lunaire). En observant qu'on a, à peu près,
T(l4-P)4-T,(l4-Pt) = (T + T,)(i4.^:^p)(i+^^^^
= (T-HTt)(n-o,683P)(n-o,3i7P,),
vq-
on obtient
V =r- tK C0S2(r — f') -h (t 4- T,)K„ COS^r 4- T, K C0S2 (T — i^l)
-+-TKoCOsf r — ai' + - j -+- (T4-T,)K,cosf r j
TiKoCOs(r-— a('i4- -j
[tK cos2(r — i') -h o,683(t -h T,)K^ cosaT -i-tKo cos (J-'^^-^^ + o,683(t -i- Ti)K, cosCr - ^
(i3) / / p— o,o372TKcos2(r — ç')4-o,283(T-f-Ti)K„cosar
^^^^[-ho,i88TKoCOs(r-2r4-^)4-o,ii5(T4-T,)K,cos('r-^^
[o,o372TKsin2(r — r) 4-o,3o8(t -h Ti)K,, sin2r -o,i88TKoSin(r-2i'-h^Wo,i54(T-hT,)K,sin(r-^^ '
[o,3i7(T-HTi)K„cos2r + r,Kcos2(r— v) -i
+ o,3i7(T+Ti)K,cos^r--^^-hT,KoCos('r-2i',-h^M'
73. Expression de la hauteur du niveau de la mer : partie principale et correction nodale. — Nous admettrons que la marée totale est la superposition de marées partielles qui correspondent aux différents termes du potentiel ci-dessus. Nous considérerons donc aussi la hauteur de la marée comme la somme de quatre parties,
h étant la partie principale, hp la correction parallactique de la Lune, Hq la correction nodale de cet astre, Ap^ la correction parallactique du Soleil. Mais les effets de la variation de la parallaxe du Soleil sont si faibles que nous les négligerons d'abord, sauf à les examiner à la fin. La hauteur de la marée se trouve ainsi réduite à l'expression
h -h hp-\- Aq.
Prenons d'abord la partie principale h; c'est celle qui provient de la partie principale V du potentiel. Nous admettons, suivant le principe de Laplace, que chaque terme du potentiel produit des ondes de même période que lui. Par exemple, le terme semi-diurne lunaire TKcos2(r — t') donnerait lieu, d'après la formule de Fourier, à des ondes ayant pour expression les termes d'une série périodique
H;„ C0S( 2r — 2 (^ — K^) + H„„ C0Sj[4r — 4 ^ — Kï;«) -I- . . . ,
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OÙ H^, K;„, Hsm» ^2mj ••• sont dcs constantes dépendant du port, constantes à déterminer par l'observation.
Nous nous bornerons aux deux premiers termes de la série, c'est-à-dire que nous admettrons que le terme en question produit une onde semi-diurne et une onde quart-diurne. Le terme similaire T,Kcos2(r — ^4), relatif au Soleil, produira pareillement une onde semi-diurne et une onde quart-diurne dont les hauteurs seront représentées par les expressions
H,cos2(r — ('| — Kg), H„cos4(r — Vi— K„),
H„ K„ Ha,, K2, étant de nouvelles constantes dépendant du port. Le terme luni-solaire semi-diurne
(t-i-Ti)K^ cos2r
étant moins important, nous ne tiendrons compte que de l'onde semi-diurne qu'il produit. Sa hauteur sera représentée par
H^C0S(2r — Kj,
H, . K„ étant deux nouvelles constantes.
Les trois termes diurne, lunaire, solaire et luni-solaire produisent des ondes principales diurnes, avec des ondes secondaires semi-diurnes qui se confondraient avec les ondes semi-diurnes envisagées plus haut, de sorte que nous n'en tiendrons pas compte.
L'expression définitive de h sera ainsi
Ih^ HmC0S(2r — 2r — K,;,) -+-Hy C0S(2r — K^) -f- H,C0S(2r — 2 T, — K,) -H Ho ces ^ r — 2 f' 4- - ~ Ko W H, COS (r — - 4- K J + Hp COS ( r -— 2 t^l -I- - -- K^ j \ -4~H,;,,C0S(4r — ic'i— Kim) -+- Hî,C0S(4r — 4^',— K„),
avec seize constantes H et k dépendant du port et à déterminer par l'observation des marées dans ce port, pendant un certain temps.
On constituera de même fiQ et hp avec de nouveaux coefficients.
Proposons-nous de déterminer tous les coefficients de façon que le résultat se rapproche le plus possible de ce que donnerait le développement harmonique du potentiel et le développement correspondant des ondes.
Supposons que, dans ce développement, on s'arrête à la première puissance des excentricités e et e^ des astres, de sorte que le potentiel
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se compose de deux parties, l'une indépendante des excentricités, l'autre
contenant ces excentricités en facteur.
Si nous faisons ^ = ^4 = 0, d'où résultera P = o et, par suite, Vp = o, on aura la première partie, celle V'-h Vq et, comme pour e = e^=o les astres décrivent des orbites circulaires et que, par suite, les longitudes vraies i^ et ç', coïncident avec les longitudes moyennes /et /<, on aura V'-h Vq en remplaçant dans les expressions (i3) de V et Vq, les longitudes vraies ç' et r, par les longitudes moyennes letl^.
Le résultat obtenu sera harmonique si l'on fait abstraction de la très-lente variabilité de Q .
Par exemple, les termes semi-diurnes principaux lunaires seront
tK[(i — 0,0872 cos 8) cos(2r — 2I) 4- 0,0872 sinQ sin(2r — 2/)]. D'après le principe de Laplace, il en résulte une onde de hauteur
Hm[(' — O>o372C0sQ)C0S(2r— 2/ — K,„) -h 0,0872 SÎllQ Sin(2r — 2/ — K;„)],
oii E^t et Kjn sont deux coefficients dépendant uniquement du port.
On les déterminera par l'observation à l'aide des méthodes indiquées au Chapitre précédent.
On aura ainsi pour h le terme
avec les constantes du port connues H,„ et k^ et, pour Hq, le terme
r— C0sQc0S(2r — 2P — K,;,)!
'"L-+- smQsm(2r — 2(> — K,„)J
ai^ec les mêmes constantes.
En procédant de même pour tous les termes de V'-hVq, on reconnaîtra que Hq doit se construire avec les mêmes constantes que la partie principale h et que toutes ces constantes peuvent être regardées comme connues par l'observation.
Toutefois, comme Aq est plus petit que A, on n'y considérera pas de termes quart-diurnes.
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On aura ainsi
[O,o372H,rtC0S(2r — 2<' — ll;„) -+- o,283H^cos(2r — K^) T
+ o,i88H,cos('r-a.. + ^-K.)+o,i.5H,cos(r-^+K,)J
— o,o37aH,rtSin(r— 2r — k,„) 4- o,3o8Hy cos(ar — k^)
[ o, 0^572 fi,rt sm(i — ar — k,„} 4- 0,50»*!^ cos(2i — k^} n
- o, 188 Ho sin ^r - 2 f> -4- ^ - Ko) + o, i54 H, sin (r - ~ - ^)\
Il ne reste ainsi à déterminer que les coefficients qui entrent dans hp et qui proviennent de Vp. La hauteur hp sera de la forme
Ir aH;;,cos(2r — 2 1^ — ;„K)H-o,683H^cos(2r — k^) t
^"""^^l ^ (3HoCos^r - 2i>+ ^ - ok) -+- o,683H, cos^r- "^ - Oj'
où aH,^, ;„K, pHo et qK sont quatre nouvelles constantes distinctes de celles similaires H;„, K;„, Ho, Ko qui entrent dans h et dans Aq. Pour les termes sidéraux, en raison de leur importance moindre, on a conservé les coefficients des termes principaux.
Si Ton négligeait complètement les ondes elliptiques, c'est-à-dire si Ton supposait 6 = 6^ = 0; d'où P = G, ç? = /, p, = /,, la hauteur
deviendrait
en désignant ainsi ce que devient A H- Aq quand on y remplace les longitudes vraies ^ et t', par les longitudes moyennes / et /<. Cette expression A' -4- Aq est harmonique et, par la façon dont les coefficients qui y entrent ont été déterminés, elle coïncide avec celle que donne l'analyse harmonique des ondes, abstraction faite des ondes elliptiques.
Donc, avec la formule actuelle de la hauteur de la mer, ces dernières ondes se trouvent représentées par la différence
h-h/iQ-h Ap — (A'-h Aq).
Mais, comme Aq est déjà lui-même un terme de correction, nous pouvons y confondre les longitudes vraies avec les longitudes moyennes, c'est-à-dire négliger la différence Aq— Aq, de sorte que les ondes elliptiques sont représentées par
(a) h — h''\-hp.
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Comme elles sont petites, nous pouvons n'y avoir égard qu'aux termes principaux. Dans les termes quart-diurnes de A, nous pouvons négliger la différence h — N obtenue, en remplaçant les longitudes vraies par les longitudes moyennes; dans les termes sidéraux, cette différence est rigoureusement nulle. Dans les termes solaires elle est également très faible et nous reviendrons à la fin sur les corrections solaires, de sorte que l'expression des ondes elliptiques se réduit en définitive, à savoir :
Pour les ondes semi-diurnes, à
{b) H;„[C0S(2r — 2(^ —Km) — C0S(2r — 2 / — K;„) -4~ PaC0S(2r-— 2P — „,k)];
Pour les ondes diurnes, à
{b') Ho cosfr — 2(^ + 7— Ko) — cosf r — 2/ + -— Ko) 4- PP COS (l — 2 r -h - — qI^ ) L
Il s'agit de déterminer les deux coefficients a et ;„k de manière que l'expression (b) se rapproche le plus possible de celle que donne l'analyse harmonique des ondes pour les ondes elliptiques semi-diurnes, et de déterminer de même les deux coefficients p et qK, de façon que l'expression {b') représente le mieux possible les ondes elliptiques diurnes données par cette même analyse.
Darwin a reconnu empiriquement que les quatre coefficients a, ;„k, p, oK, seuls disponibles, ne permettent d'atteindre ce but d'une façon convenable que si Ton admet que le coefficient de parallaxe P se rapporte, non à l'instant de la pleine ou basse mer que l'on étudie, mais à l'instant du passage au méridien de la Lune, qui précède cette pleine ou basse mer.
Ceci posé, occupons-nous d'abord de déterminer les deux coefficients a et ;„k qui se rapportent à la marée semi-diurne. A ceteff*et, cherchons les ondes elliptiques qui, d'après l'analyse harmonique, proviennent des termes semi-diurnes du potentiel V -h Vp (ceux dus à Vq étant négligés comme contenant les produits de l'excentricité très petite par des coefficients eux-mêmes très petits); puis nous déterminerons celles que donne l'expression (6) et nous chercherons à identifier les deux résultats ou à les rapprocher autant que possible si l'on ne peut les identifier.
Les termes semi-diurnes de l'expression (i3) de V-i-Vp correspondant à ceux de l'expression (6), sont, en laissant de côté le facteur tK qui ne dépend que du port et se fond avec les coefficients de hauteur des ondes,
(l+P)COS2(r — ç').
Les ondes elliptiques correspondantes ont pour expression
(l -hP) C0S(2r— 2(^) — C0S(2r— 2/),
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OU, en négligeant e^,
(c) cos(2r — ai') — cos(ar — 2/)-t-Pcos(2r-— a/).
La formule du mouvement elliptique donne
c I -h «COS(p — t;t)
out en négligeant le carré de l'excentricité,
- z=i-\-ecos(v — xn),
-r =1 4- 3eC0S(r — BJ),
d'où
p =z 3«C0S(i' — xs).
D'autre part,
(17) i'zz: / -h aesin(/ — cj),
d'où, en négligeant toujours c^,
(18) P=: 3eC0S(/— CJ).
Par suite, (c) devient au même degré d'approximation,
cos[ar — 2/ — 4^sin(/ — cy)] + 3ecos(/ — tiy)cos2(r — /) — cos(2r— 2/);
soit
e[4sin(2r — 2/) sin(/ — d) -h 3cos(/ — gj) cos(2r — 2/)];
soit
Jecos(ar— 3/-f-BJ)4-f cos(ar— /— cj-htt).
Nous aurions pu déduire ce résultat du développement harmonique du Chapitre III, en négligeant e^. Les deux ondes qui y correspondent sont les deux ondes elliptiques : l'une majeure comme contenant le coefficient ^e; l'autre mineure comme contenant le coefficient plus petit ^e; elles sont désignées respectivement par les lettres N et L au Tableau de la page 6i; leur hauteur totale peut être représentée par l'expression
(19) H^C0S(2r— 3/-I-CJ — K;,) 4- H/C0S(2r — / — CJ+TT — K/),
les constantes H;i, K;,, H/, k^ étant connues par l'observation selon les méthodes du Chapitre IV.
Cherchons les termes correspondants fournis par Texpression (b) :
OÙ
(20) t^m: /+ aesin (/ — Gj).
Quant à P, à l'instant pour lequel on calcule une pleine ou basse mer, sa valeur est
P = 3ecos(/~cj).
Mais nous avons vu que P doit être pris au moment du passage qui précède. On aura donc
(21) P=i3ecos(Z — GJ— Ç),
^ étant Tare l— ts décrit depuis l'instant du passage au méridien de la Lune jusqu'à celui de la pleine ou basse mer qu'on veut étudier. Si t est l'intervalle de temps écoulé entre ces deux instants, on aura
Ç = (n — gj)t.
Mais si, pour le calcul dont il s'agit ici, on réduit h à son terme principal
l'instant d'une pleine mer a lieu pour
aT — 2i' — K,„ — o,
soit
L'heure du passage, si l'on néglige l'obliquité de Torbite, a lieu pour
Donc, -^ est à peu près le retard en arc décrit par la Lune, de la marée sur
le passage de l'astre. La vitesse de l'astre étant o — r ou à peu près co — /i, le retard en temps est
2 ( ûi) — /^ )
et, par suite,
S'il s'agit d'une basse mer, on voit aisément que k^ doit être remplacé par Km — T^f ce qui donne
(23) n^éK,n-T:
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On prendra donc pour C> la première ou la seconde de ces valeurs» suivant qu'on étudiera les pleines ou les basses mers. En portant les valeurs (20) et (21) dans l'expression (fej), elle deviendra
^B.me sin(2r-- 2/— K;„)sin(/ — Gj) -h 3aeH,„cos(/ — Gj — Ç) cos(2r — 2/— «k), soit
2 C0S(2r — 3/-H-GJ — K/„) 2C0S(2r— / — GJ — K;„-+-7r)
-H f a cos ( 2r — 3 / -f- GJ — ,„K -h Ç)
îaC0S(2r— /— GJ — ;„K— - Ç -HTT
Il s'agit de savoir si Ton peut disposer de a et ^^ (les seules constantes disponibles, celles relatives aux ondes principales étant déterminées comme il a été dit) de façon à identifier cette expression avec celle (19) résultant de l'analyse harmonique ou de façon à avoir séparément
H,„e[2cos(2r — 3/-hGy — K,„) -+-|acos(2r — 3/-hGy-i-Ç — ,„k)] =:H„cos(2r — 3/-hGy — K„)
et
H^e[2cos(2r — / — GJ — K,rt-t-7r) — î acos(2r — / — gj — ^x — Çh-tt
= H/C0S(2r— / — GJ — X/4-7r).
La première exige que l'on ait ces deux relations
"" i=2C0S(K„— K;„)-^ -aCOS(K„ — ,„K4-Ç)
eU/M 2
2sin(K„— K;n) 4- - « sin(x„ — «K -h Ç) = O.
La seconde, que l'on ait celles-ci :
' =r2C0S(lt/ — K,„) + - aC0S(K/ — ,„K — Ç)
2 sin(K/ — K;,J-+- -asin(K/ — ;„K — Ç) = o,
Les deux premières donnent
2sin(K,„ — K„)
tang(K„ — ,„K4-C) =
et, comme les angles y.^ — K;„ etx^ — mX4- ^sont petits,
25) ;„KzrK„-t-C —
eH
Puis la première donne approximativement
La seconde donne de même
eH
Ces dernières équations sont incompatibles avec les deux précédentes. L'onde qui a pour coefficient H/ est l'onde elliptique mineure. Elle est petite par rapport à celle qui a pour coefficient H;„. Darwin propose, en conséquence, de déterminer a et ,„k par les conditions (26) et (26) relatives à la première de ces ondes, en observant seulement que la condition (27 bis), en raison de ce que, par la nature des choses, H/ est positif, donne pour a la limite supérieure a = |. On prendra donc pour a :
I® La valeur (26), si elle est inférieure a \.
Or, on a
et - =19 X p.- = 19 X 0,070
(le facteur 19 étant introduit par la raison qui sera indiquée plus loin), de sorte que
et, si Ton fait
OL
îl:
pourvu que i2,i4H„< ^ H„,.
2« a-=i,, «'=0,070, si i2,i4Hn>|H,«.
3« Enfin
(29 bis)
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si la marée elliptique n'est pas connue, c'est-à-dire si Ton n'a pas les valeurs de H« et H;.
Dans ce dernier cas, on prendra
{29 ter) mK^^K
Dans les deux premiers on calculera ^^ par la formule (a5) qui donne, en observan t que ^ = 9f i î t
(3o) mK=:K«+C "" ""
n — Gj
Pour la pleine mer, nous avons vu que ^ = , _ k^,, et pour la basse mer
on devra remplacer k,„ par K;„— ir.
Nous introduirons ici une notation, qui nous sera utile par la suite.
Soit ^xl^ vitesse angulaire moyenne de Tonde dont les deux coefficients sont Hx et Kx.
Nous poserons
c'est-à-dire que px est le rapport de la vitesse Px à celle de l'onde principale semi-diurne lunaire caractérisée par l'indice X = m.
On a ainsi, pour les six ondes qui forment la hauteur principale h et la partie nodale Aq données respectivement par (i4) et (i5),
2(k) — 2/1 2(1) 2(k) — 2 /Il
(3l) / ^j,r=-_ _, P,~' —. -TZ^ Pp
Pour les ondes elliptiques semi-diurnes N et L, données par la comparaison de (é), page t33 et (19),
,n /v 2(k) — 3/n-rô 20) — /i — é (3i') /?„= , /?/=
Enfin, pour l'onde elliptique diurne Q donnée par (*'), page i33, et que nous allons trouver
/o «V w — 3/1 -f-rô
(3l*) Pg=
^ ' ^^ 2Ck) — 2/1
On voit que les rapports p^, p^, p,, p^ qui se rapportent aux ondes semi-
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diurnes sont très voisins de i et ceux /?o, /?,, Pp qui se rapportent aux ondes diurnes sont voisins de ^.
Du reste, avec les valeurs données (n^'SG) pour ér, /i, «,, on peut calculer ces rapports exactement et Ton a
rSi^) (/^m — ^ ^^,,= 1,038, /?,=:i,o35, /?«— 0,981,
Avec ces notations, on a
Ç=ÎL:L5Î^::.(^,„-^„)K
quand il s'agit des pleines mers, et
quand il s'agit des basses mers. Dans le premier cas, on tire de (^1)
Pm ^m " /«X — X,;, X/i Ç +
ou
(33) jOrnïm— «K^yf/tKOT— lt«H '" ~ "
Dans le second, il suffit de remplacer dans le second membre k,„ et k^ par K«— T^ et X;j — ir, ce qui équivaut à remplacer, dans les deux membres, k^ seulement par x,„ — ir partout où il est multiplié par un p.
En cherchant de même à déterminer les coefficients ^ et ^k de (&'), de façon à se rapprocher le plus possible de la marée elliptique diurne
(c) H^cosfr + GJ- 3/-f x^j,
donnée par l'analyse harmonique (n** 35), on trouve qu'on devra faire
p_I2,l4jj^ 3
ou
(34) • P'== f-= 0,639 lî^- 0,070,
si le résultat est moindre que \, c'est-à-dire si
i2,i4H^<|Hoî
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P~T OU
si
(34 ^w) i2,i4H^>îHo;
si H^ est inconnu.
Dans ce dernier cas, on fera
(35) oK = Ko.
Dans les deux premiers on trouve
(36) />oK,„-oK:=/?ylt,„--K^H "^"^"^^
pour les pleines mers.
9» ï ï ijp — I
Pour les basses mers, on remplacera, dans les deux membres, k^ par k^^ — tz, partout où il est multiplié par un p.
75. Expressions réunies de la partie principale et des corrections nodalé et parallactique lunaires. — Prenons comme variable principale l'angle
(37) Ai=2r— at' — K,„ =2(1)^ + 29 — 2C — K,„.
L'expression (i4) de A, celles (i5) et (jG) de h^eth^ deviendront
h=: H;„C0SA -h H^ COS(A -h 2i^ -h K,,,— Ky) ■+- H,COS(A-+- 2V — 2('|-f- K|„— K,)
-h Ho COS U ( A ^- K,,0 — (^ + ^ — Ko -+- H, cos U (A + lt,„ -i- (> — ^ -- K J
-H Hp COS M ( A -h K;n) -i- i' — 2 (^1 H- ^ — Kp
Htm C0S[2( A -h K,„) — K
^p=P |aH^cos(A-f-K« — ,«k) 4-o,683H^cos(A-t- 2P4-K;„— k^)
H-pHoCOS ^(A + K^) — t'-+-^— oK
+ o,683H,co8ri(AH-K;„)4-(^~^-K,jj,
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hQ=: COSÛj — H;„O,0372C0sA -H H^0,283C0S(A H- 2t^-f- lt;„— Ky)
-hHoO,l88cOS -(A-i- Kfn) — V Ko
-+-H,o,ii5cos ^(A-i-K^)-4- p— ^ — kJ
4- sinûj H;,tO,o372 sinA+ H,,o,3o8 sin(A -+- k,„-+- 2i' — k,,)
— HoO,i88sin -(A-f-K;n)— ^^"^ — "^o -f-H,o,i54sin i(A-f-K;„)H- p— ^ — K, .
76. Le temps et la hauteur de la mer rapportés au passage d'une Lune fictive. — Dans les expressions précédentes entrent les trois fonctions du temps : A, retp,. Au lieu de les exprimer toutes les trois en fonction du temps, on peut exprimer les deux dernières en fonction de la première, de façon à n'avoir que celle-ci comme seule variable indépendante dans l'expression de la hauteur de la mer.
Pour atteindre ce but, nous observons que, pendant un court intervalle de temps comme celui qui sépare une marée du passage correspondant de la Lune au méridien, on peut regarder les fonctions du temps dont it s'agit comme linéaires, de sorte que
/ A = Ao + AT, (39) N =«^0 -^-ï^oT,
T étant le temps, Ao, (^o» ^oi l^s valeurs des fonctions à l'instant initial T = o;
A, ^, ^, leurs dérivées ou vitesses à cet instant initial. En remplaçant A par sa valeur de définition
les équations (Sq) deviennent
IA = 2ro— 2(^0— K/if-V-(2a) — 2f')T, v=^Vq -+-(>T,
Elles ont lieu quelle que soit l'époque ou origine du temps.
Supposons une Lune fictive se mouvant dans le plan de l'équateur comme la Lune vraie se meut dans son orbite, c'est-à-dire de façon que l'ascension droite de la Lune fictive soit à chaque instant égale à la longitude v de la Lune vraie dans son orbite et prenons l'instant du passage de cette Lune fictive au méridien pour origine du temps.
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On aura alors
g étant pair ou impair suivant qu'on rapporte le temps au passage supérieur ou au passage inférieur de l'astre fictif.
Il résulte de là
A =: a^TT — lt,„4- 2(ci) — <>)T,
On peut toujours supprimer un nombre entier de circonférences» de sorte qu'on peut écrire
et l'on peut écrire aussi
à la condition de changer le signe des cosinus où entre ^A lorsqu'on rapportera le temps au passage inférieur, cest-à-dire lorsque q est impair. Le principe des aires donne la relation
p^if =z nc^(i — e*)=:/ic',
en négligeant le carré de l'excentricité; d'où
ne*
Mais nous avons posé (n® 72)
d'où résulte approximativement
(42) i^^n(i^iP),
OU, à cause de (4o),
ou
2W — SÎ/iV 320) — 2/1 J
(43) T=A±J^+ _^iL^(A-HK,„),
et
(44) -T^ /^CA + K^j r ^ Q^p-1
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Soit
(45) ^=| ,(^'l!^)« -g/^.(A^"-0^o,oi3ii.
Il en résulte
Pour le Soleil on aurait de même
(47) (5,= /l,(i-+-|Pt).
. Mais nous pouvons négliger Teffet de la parallaxe du Soleil et écrire
(48) t\=/ii,
en sorte que, par les relations (43) et (3i'),
(A-4-K,„) , /Il
<\'^={P.-Ps) ' \ "- +-^£P(A4-K^)
A cause de la petitesse du produit ~ e, on peut encore négliger le second terme, ce qui donne
(48) <>x'^^{Pn-Ps)^-^^^^'
Les relations (44) et (48) nous permettent d'exprimer les longitudes r et i?^ données par (4o) en fonction de la variable A et, par suite, d'exprimer à l'aide de cette seule variable tous les arguments qui entrent dans A, Ap et Aq.
On aura d'abord
, . Ah-K;„
Vi — ^01 4- {p„ —Ps) — ^; puis, pour les arguments qui entrent dans (38), (38'), (38") :
A + 2 (^ -h K^, — K,, — a To — K,, -h^^ (A -h K,„ ) -H 2eP( A -H K;„),
A -h 2 i^ — 2 t'i -H K,« — K,— 3 Po— 2 C'oi — K,4- /?,(A -h K^) -h 2eP( A -h K;„ ),
- (A-HK;,,) -h (' + -— Ko = -<'o+ ^ — Ko4-/?o(A-hK;;,)-+-eP(A-f-K;„).
^(A + K,„) 4-^— ^ — X,= i^o— ^ — K,4-/?,(A4-K,,0 + eP(A-f-K;„), -(A-f-Km)-+-^ — 2i^l-+-- — Kj,= (>o— 2(^joH hKp-f-;?p(A-hK,J-l-eP(A-+-K,„)
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On tire de là les formules suivantes, qui se vérifient aisément si l'on observe qu'on néglige le carré de P.
o,683P cos[/?/A H- K;„) -+- at'o— kJ
= cos[/?^(A -H Km) -f. at'o— kJ + o,683P cos[,p{à 4- k«) -f- a c'o— kJ,
en posant
Icos[(A -h %n) -h2(v — (;,) — Ks] = COS[/?,(A 4- K,„) 4- 2(^0— 2Po|— kJ — 2eP(A4-K^)sin[/?,(A-hK,„)-h2ro— 2f>oi — K,].
L'angle A -h k,„ ne diffère pas beaucoup de k,„, d'autre part, k,„ est toujours, en valeur absolue, moindre que 180^. La plus grande valeur de P est moindre que ^. Donc le dernier terme est moindre que
2X o,oi3 ^> o
soit environ o,oi3. Il peut être négligé.
On a de même
COS i(A-f-K^) — i'-f-^ — Ko 4-PPcOS ^(A + K^.) — (^4-^— oK
en posant
(5o bis) oP — /?o— g — 0,484 g — >
C0sU(A4-K;;,)4-r— ^ — K, 4-0,683Pc0S i(A4-K^) 4-«»o— J "~ '^z ( c** ) {
= cos/7t (A4-K;„)4-ro— ^ — K, 4-o,683PcosLp(A4-K;n)-Hro— ^— "^/ •
où
(5o ter) p=p.^ ___ =1;?^ 4- 0,0192=10,5381.
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La parallaxe moyenne de la Lune est de 57'. Soit 37' -h II sa parallaxe vraie, de sorte que
d'où
,.P = (£)--_(,.iiV=,
C'est ce dénonfiinateur 19 qui justifie qu'on ait posé, dans les termes parallactiques,
D'ailleurs
Par là et par les formules (cr), (c'), (c")? (^ ) ^^ (^O» ^" P^"^ écrire ainsi les expressions (38), (38'), (38") de A, Ap, Aq :
I A = H,„ cos( /?,„ A -f- &,„ ) -4- U„ cos( />,, A -+- 2r J 4- H, cos(/?, A 4- ^5) (52) \ ±na cos(/?oA-h&o )dzll, cos(/>, A4-&, )itiHpCOs(/>pA-h&p)
llj,,, ces (2/^,„ A -!-&„„) -h Hî5 C0S(2/7,A -h 3r„).
( a'II,„cos(/?,„A-i-„.&)4-o,o36oH„cos(^/>A4-p) (02) /ip 1= Il
/±:;34Io cos( o/>A-i-o^ )±o,o36oH,cos(,/?A-f-&,),
i — n,„o,o37Cos(/?,„A-+-&,„) -+-H„o,283 cos(/?„A 4-%)/
COS ifa /
,. ,, , , ( =bHoO,i88cos(/?o A-H&o )±:H,o,ii5 cos( ;?, A 4-^,)*
. ( lI;„o,o37sin(/?,„A4-^,„) 4- H^o,o3o8sin (^^A 4- &J) 4- smii '
( qiHo o,i88sin(^o A 4- ^0 ) ± H,o» 1^4 sin (/>, A 4- &, )'
Dans ces expressions entrent :
1° Les neuf coefficients /?Mr^/we/2/ numériques
Pm = i> P„, Psy /?o» P,^ Ppy
,Py o/>, iP,
dont les valeurs numériques ont été données, valeurs se modifiant légèrement
d'année en année et qu'on trouve d'après les moyens mouvements des deux
astres parles formules de définition (3 1). Celle ^p dépend seule du port puis- L. — I. 19
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qu'on a
£ ,^ 0,Ol3l
Comme p est (n*^ 72) compris entre i et ~, ^P est compris entre
0,481 1 — o,oi3i — 0,4680 et
dont la moyenne est 0,4696, soit 0,47» différant de 0,002 environ de ses valeurs extrêmes. On peut donc, si on le veut, regarder aussi ^p comme connu d'avance. On y a ajouté les deux constantes/?;, etpç qui entrent dans les ondes elliptiques
2W — 3/1 -f- TÊT
Ph = : »
'2 co — 2 n
fji — 3 /^ H- ?& ^ 2 w — 2/1
OU, à cause de la lenteur de la marche du périgée lunaire ou de la petitesse de tb,
2C0 — 3/1 ^Pm—Pn
Pu J
2 Cl) — 'Itl '2.
(tJ — 3/1 3/>o — P,
2** Les douze coefficients
qui dépendent, en partie, du port par les constantes k,;,, k,,, etc., qui y entrent et, en partie, des longitudes ^0 et t^o, de la Lune et du Soleil vrais à l'instant du passage de la Lune fictive qui précède la marée considérée.
La comparaison des formules (52), (12'), (52") avec celles (c), (c'), (//') donne pour la définition des 2r
^„ z=2ro-t-/?„K,„ — K,„ ,,3r — %-|- („/^--/^jK,„ — ^^4- o,o384K;„,
&, = 2(c'o-ro,) -l-/?,K
m ""Jî
(54) ( 2ro=:— ro-f-/?oKm~Ko+90«, o2r=— ro-+-/?oKm — oK ^-ô — Km-H9o«,
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Darwin trouve plus commode pour les Tables et calculs numériques de poser
d*où
2i'o— 2(3+0 — 5*>), (^^) 1 2(ro-i^o.)--^2 3,
En désignant par la lettre K avec des indices les portions des S qui ne dépendent que du port, on aura
3„ = -O4-0)4-Ko, oS=-0+0)+(.K,
= 3+0 -hK„ ,3r=: 3-+-0 4-,K,
2rp= 3-0 4-K,„
OU
^ _- 0,Ol3lI ^
Kp= /?pK;„ — itp-h95°.
3*^ De la parallaxe 57' -h II de la Lune.
Aux termes ci-dessus, Darwin ajoute encore une marée semi-annuelle et une marée annuelle, mais qui sont dues plutôt à des causes météorologiques. Dépendant du Soleil, elles sont de la forme
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le premier terme étant annuel, le second semi-annuel. On a
77. Méthode générale pour la recherche de l'heure et de la hauteur des pleines et basses mers. — Nous commençons par négliger hp et Aq. La hauteur A de la mer est exprimée par des termes semi-diurnes, diurnes et quart-diurnes. Elle est de la forme
(69) A = 2H2Cos(/?jA-h^i) -f-IH, cos(/?,A-f-&i) -+- 2H4 cos(/?4A -f-^*),
la première somme représentant Tcnsemble des termes semi-diurnes, la deuxième l'ensemble des termes diurnes, la troisième l'ensemble des termes quart-diurnes. En comparanl à (52), on a, par exemple,
iH, cos(^, A 4- 3r,) =l: H,;^ cos(/7;,. A -+- &;„) -+- H„ r.os( />,, A -H %) + H, cos(/?, A -f- &,). L'équation
soit
i iH,/>jsin(/?jA-+-3r,) -h iH,/>i sin(pi A 4- 2r,)
donne les valeurs de A qui répondent aux pleines et basses mers. Ces valeurs portées dans (69) fournissent ensuite les hauteurs de ces mers.
Nous nous occupons actuellement des pleines mers. A cause de la prépondérance du terme
H,„ sïnipm A -h &,„ ) — H;;, sin A,
les valeurs de A qui les donnent sont voisines de zéro, tandis que celles qui donnent les basses mers oscillent autour de 180°.
On peut considérablement simplifier les équations précédentes en observant que tous les p^ sont voisins de i; les /?, voisins de ~ et les /^^ voisins de 2, ce
qui équivaut a dire que, pour/i = 2, i,/|, le nombre -^ est voisin de i. Or on a sensiblement, si k est voisin de i ,
sinXra::^ Xrsina ( n — sin'a J,
cos/ra= cosa(iH sin*a|.
«zzz cosa [
Ainsi
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Donc, en faisant
A — > OLZ=L y
sin/?„A=: -^-^ sin — \ i ^^ sin* — /,
cos^„A=: cos — \ I sm' —
1 siny3,A = p, sinA( I — ^^-^ — sin'Aj,
/ cos/?,A= cosAfi— ^^ sin'Aj.
Pour les termes diurnes, les seconds termes de la correction qui comprennent le produit des deux facteurs très petits, ^p] — i et sin^ -y sont négligeables et l'on peut écrire
i sin/?iAi= 2/?i sm — > (6iO ) '^
I cos/?! A = cos - •
£t comme la marée quart-diurne est très faible, nous pouvons de même nous borner à écrire
s\np^à=z i— sm2A, A-* 2
COS/^^Anr COS 2 A.
Par suite, l'expression (39) de la hauteur h de la marée devient
h = cosA^HjCOS^, fi - ^i^ sin'A^ - sin A^H,/?, sinSr, fi - ^^^ sin*A^ (62) < -f-cos - VHi COS&, — sin - 22H,/?i sin&,
COS2AVH4COS&4 — sin2AV — ^ sinSr^,
et l'équation (60) devient de même
COS
A^H,/?, sin^, (i - ^^-î- sin» a)
sinA Vh,/?îcos^,( I — ^î-^— î- sin'Aj
(62 bis) { ^ ^
A VI., . . .A
-H cos - y^Hi/?! sin^, -H sin - V2 Hj/?} cos&,
-4- cos 2 A ^ H»/?» sin ^4 4- sin 2 A "V -i-^ cos% = 0.
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Adoptons les notations du numéro précédent et posons encore, X étant l'un quelconque des indices qui entrent dans les équations (52), (Sa'), (52") :
(63) Ax = Hx cos^x, Fx = HxA>xsin&x, Gx - Hx/>îcos^,
De plus, nuos désignerons respectivement par As, F,, G^ les sommes des Ax, Fx, Gx concernant les termes semi-diurnes; par A|, F<, G< les sommes des Ax, Fx, Gx concernant la marée diurne; par A4, F4, G4 la somme des Ax, Fx, Gx concernant les marées quart-diurnes, en sorte que
IA, -- 1 H, COS&, = \fn -+- A^ ~h A„ F, =z 2H,/>,sin2r, — F,„ -+- F, 4- F, 1= F^-+- F, (à cause de ^,n— o), G, = 2 H.pl cos^, ^ G,„ 4- G, -h G„
[A, = 2Hi C0S&, = Ao 4- A, 4- Ap, A^^iHv cos^* ~ A,;„-+- A,,,
(64) ! Fi^2H./?,sin^,r:=Fo-+-F, -hF^, F* = 2H, sin&, ^F,;„4-F,„
G| = 2H, p] cos^i = Go H- G, 4- Gp, G4 = 2 H^/? J C0S&4 = G„„ 4- G,^,
soit encore
sin'A
d\,rrz — 2(/?»— I)H,C0S&„
dFt=— ^^ ^(/^î— OH,/>,sin&„
sin*A
5G, = - — g— 2(/^î-2)H,/?*cos&„
en sorte que, comme /?,„ = i,
aA,=— ^^ [(/?; — i)H^cos&^ 4- (/>,* — l)H,C0S9r,],
dF, = - ~- [(/>« - i)U,p, sïn% 4- {pj - 1) UsPs sin&,],
iG,=- ?l^[(/>,?-i)H,/>*cos%4-(/>i -i)H,/>;cos&,]. Or, on a
p^=i ,o3S, pg= i,o35,
d'où, approximativement,
/?« — i^pî — 10,072, ^^V^ ~ ^6^^ =0,012, d'où
!ôA,=r— 3 X o,oi2sin'A(A^4- A,), 3F, = — o,oj2sin«AF„ dG,= - 0,012 sin» A (G^ 4- G,),
de sorte qu'au facteur sin^A près, ces grandeurs sont aussi connues
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Les équations (62) et (62 bis) deviennent ainsi
h ■= (A, -H ÔA,) cos A — (F, + dFt) sin A
±: A, cos — in 2 Fi sin — 2 2
-h A^ cos a A — ^F* sin 2 A
(66) { et
(F, 4- ÔF,) cosA -+- (G, -h SGf) sinA
± F, cos — dz 2 Gi sin - 2 2
-h F4C0S2Ah- |Gvsin2A=:o.
Nous négligerons d'abord les termes qui contiennent 8A2, SF^, SG2, de sorte que les équations deviennent
(67) /i = AjCOsA — F, sin A d: A| cos — =p 2F, sin — h A^cosaA F^sinaA
et
(68) F, cosA-+-GjSinA± ( Fj cos — h 2G1 sin — ) 4-F4COS2A -h - G^sinaA^o
dont tous les coefficients sont connus.
Nous résoudrons cette dernière équation qui nous donnera, soit pour la pleine, soit pour la basse mer, une valeur approchée de A, et en la portant dans la précédente nous aurons une valeur correspondante h.
En général, on pourra se contenter de cette approximation. Si A est inférieur à 45^ ou 5o**, elle est suffisante, et même pour des valeurs un peu plus grandes de A, la correction à faire est peu importante. Pour la faire, on portera la valeur trouvée de A dans les expressions (65) de SA2, SF2, SG2. Connaissant ces expressions, on tirera des équations complètes (66) les valeurs définitives de la forme
A + ÔA, Pour avoir SA, SA, il suffit d'observer que si, dans une équation
on change les paramètres a^, aj, a»» ... respectivement en a, -h Sa,, a^ -t- S^a. ^3 -^ Sflj, ..., l'inconnu x devient x -h Sa?, et Ton aura approximativement
da ' ôa^ da^ ox
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d'où
"i- dax -4- 3^ daj -h -J- dai -h- . . .
*^_çyaj âa^ Oa^
ôar- -^
âx
Donc on aura, d'une manière générale, pour les corrections dont il s*agit ici, comme pour d'autres que nous aurons encore à faire (mais qui ne porteront jamais sur A4 et F4) :
dh m dAt cos A — dFf sin A -h 5Ai cos 2 oF, sin - •
(69) < / A A\ ^ ^ ÔF,cosA4-(ÎG,sinA±:(5F, cos- -h2dG,sin-)
aA = \^ » ii,
en posant, pour abréger,
(70) D = F, sinA — G, cos Ait - ( F|Sin 2G1 cos- | -h 2 (F4 sin 2 A G4 sin2A j.
Ici, on aurait
dh = 5Aj cos A — ôF, sin A,
(7O \ .. aFîCosA + dGjSiriA
On voit donc que toute la question est ramenée à la résolution de l'équation (68). Pour cette résolution, nous procéderons un peu différemment, suivant qu'il s*agira des pleines mers ou des basses mers.
78. Heures et hauteurs des pleines mers. — Nous nous occuperons d'abord des pleines mers. Nous écrirons l'équation (G8) ainsi
(FjitF|)cosA-+-(G,±:G,)sinA
_^ . Af-, / A .A\ ... Al
± 2sin»^ F, (cos — h 2Cos*^ j -4- 2G1 sm-
-h F4C0S2A-f-^G4Sin2A zno.
Le terme sin^T- est, en général, petit; il en est de même des termes relatifs à la marée quart-diurne. Nous prendrons donc, comme première approximation,
(72) langA = langAo —
Si Ton pose ensuite comme nouvelle et (sauf le cas exceptionnel des ondes évanescentes qui sera signalé plus loin) suffisante approximation
(73) A=:Ao-+-6Ao,
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qu'on porte cette valeur dans l'équation (68) en négligeant le carré de SA©, on aura
(74) aA.= N,,
où Ton désigne par N© ce que devient le premier membre de cette équation pour A = Ao, et Do ce que devient D ou le second membre de (70), de sorte que
No— F, cosAo4-G,sinAoi: ( Ftcos— -+- 2G, siii— J
-h F4 C0S2 Ao-hiG^ sin^Ao,
Do=:^ F, sinAo— GjCosAodb -f F,sin~ — 2G,cos — j
2{F^ sin2 Ao — JG4 C0S2 Ao).
Observons d'ailleurs que, quand N© et D© sont calculés, ce qui donne A, la valeur D qui entre dans la correction de A indiquée par l'équation (71) s'ensuit facilement. Car on a sensiblement
!F, cosAo-h G, sin Ao ±:7fF»cos^-h2G,cos— ) -h 4 ( F4 cos 2 Ao H- 1 G4 sin 2 Ao )
dont les divers termes entrent daniî N„.
Ayant ainsi la valeur de A, l'heure correspondante de la marée comptée depuis le passage de la Lune fictive au méridien (on se rappelle que, dans toutes les équations, le signe + des termes diurnes se rapporte aux passages supérieurs et le signe — aux passages inférieurs de l'astre) est donnée par la formule (43)
_. K „ + A / _^ 3 P/i \ 2(û3 — n)\ Sa) — nj
AP A
Le terme jT^ — __" , est négligeable devant — — -- — r; car la plus grande valeur
de P est - et = o,o38. Donc, est au plus o,oo5. Le retard
dépasse rarement deux heures; or, même pour trois heures, la correction en minutes, 3 x 60 x o,oo5, serait de moins d'une minute.
La correction parallactique ^ "'_" , sera faite avec les autres corrections parallactiques. Nous prendrons donc, quant a présent.
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pour l'heure de la marée comptée depuis le passage de la Lune fictive, en posant
Le terme i est le relard moyen et constant en un lieu; celui I qui s'ajoute au précédent varie d'un jour à l'autre.
On a, en degrés, à l'heure
de sorte qu'en heures
On peut çncore écrire
' — ;:q~1ï —OyO^^K,n heures, 28,98
11^0,0845 A heures.
I -- / 5- 4 — j ) A heures
si A est exprimé en degrés d'arc.
Si A (ou K;„) est exprimé k l'aide de l'unité d'angle, comme cette unité vaut 57^,296, il vaut en heures
Alors
57,296 X 0,0345=:i»',977=:il9™.
79. Corrections parallactiques lunaires. — Nous avons d'abord la correction parallactique, sur l'intervalle moyen. Elle est, en minutes,
Go
2 Pn .2 P/i ^
La parallaxe de la Lune étant 57' 4- H, on a P = — , puis ^ = 0,03788.
Donc, elle équivaut à
i X 4o™ X — U=zi"'x 0,079711,
soit
A présent, il s'agit de tenir compte de Ap. La hauteur de la mer est
Observons que p est voisin de i et que o/> et ^p sont voisins de^. Donc, à l'aide
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des formules (6i), (Gi'), (6i") où les termes en sin^A de la première peuvent être négligés, on peut mettre la somme h -h hp sous la même forme (67) que h. Par suite, tous les résultats qui précèdent demeurent acquis, mais avec des coefficients A, F, G légèrement modifiés. On devra, à ces coefficients, ajouter ce qui provient de Ap. Désignons par la caractéristique Sp ce qu'il faut leur ajouter.
L'expression (52') de hp et les équations (64) qui définissent les A, F, G donnent
àp\t=U{a'U,n cos,,,^ H- o,o36H^ cos^S;) == II^^,
(îpA, = II(P'Ho ces o3r + o, o36 H, cos ,3r) =11^,,
5pFîriin(a'H,„/>,nSin,„3r-+-o,o36H„„/>sin,3r) =IÏ/„ OpFi = n(;3'Hoo/> sin o^-ho,o36H,,y^sin,&) —II/,,
ôpGj^: II(a'H,n/?J, cos,„& -4- o,o36iï^„/?' cos,,^) --= IIm„ ôpG, = n((3'Hoo/>' cos o^-i-o,o36H,,/^«cos,^) =:II/?i,.
Par suite, les formules générales de correction (69) et Texpression (80) de I deviennent
Iâpl — ^^— n[ /,cosA-hmisinA±( /iCOS^A-4- 2/;i, sin^A)] — IIR, dpA=: n[5, cosA— /, sinA ii:(5i cos|A — 2/, sin}A)J=nS.
80. Corrections nodales. — Nous avons exactement de la même manière à tenir compte de Aqou du terme dû à la longitude Q du nœud lunaire sur l'écliptique.
D'après l'expression (52") de Aq et les équations (64) qui définissent les A, F, G, leurs corrections nodales que nous appellerons Sq, seront, en observant que &;„ = o :
/ *8A,= cosJ2(— o,o37H;„cos3r,„-+-o,283H„cos^„)|
• ^ o ou ■ o. =«ïCOsQ -h^, sinQ,
5g3A,= cosQ( o, i88HoCos3r(,4- o,ii5H, cosSrj ^
sina(-o,i88HoSin&o+o,i54H,sin&,) j ^^« ^^^^2 + ^ sin Q
+ sina(~o,o37H,„/>,„cos2r,,-o,3o8H„/>,cos&,)) - ^.cosJJ + ^,sin Q,
5QF,=
cosQ (0,188 Ho />o sin3roH-o,ii51I,/?, sinSrj j sinQ(o, i88Ho/?o cosâr^-h o, i54 \l,p, cos^,) )
cosa-+-flr, sinQ,
5qGj— cos Q(— 0,037 H;„/j?„cos!^,„ -h 0,283 H^/?;cos&J \
+ sinQ( +o.3o8H,/>«sin^,) j =«'<^<^«Q + A^i" 8
58<»i - cosQ( o,i88Ho/>;cos2ro-ho,ii5H,/?,'cos^,) i
+ smQ (— o,i88Ho/?î sm&o-+-o»ï^4H,/>,' sm^,) ) "^ ^*
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et, par suite,
^Q^ = '-f- [^Q^\ ces A H- aQG. sinA ± (sQh\ ces i A 4- 2dQG, siii '- a)] , dQ/i = oQ \, ces A — «5qF, sin a ± (^a A, cos - A — a^QF, sin - A j , soit, en posant
IM' — ôM = -jY" c, cosA -he, sinA±: f c, cos - A-h 2 ei sin- A) , N' - ON ^- ^' p, cosA +/, SinA ± (ci, cos ^ A h- 2/, sin i A^l ,
V =1 «jCosA — Cj sinA±: (a, cos- A — 2Ci sin- Al,
Q'=: 6, COS A — é/, sinA±: ( b, cos -A — 2û?i sin- A J,
S àQl =(.\r-5M)cosQ-h(N'-dN)sinQ, / dSAz=P'cosQ4-Q'ôina.
81. Référence à Pheure du passage de la Lune vraie. — Toutes nos grandeurs sont rapportées à Tinstant inconnu du passage d'une Lune fictive se mouvant dans le plan de Téquateur de façon que son ascension droite, à chaque instant, soit égale à la longitude de la Lune vraie dans son orbite.
Appelons To cet instant et soient, comme précédemment, /©, Vq et /o, respectivement les longitudes moyenne et vraie de la Lune et la longitude moyenne du Soleil qui correspondent a cet instant et soient Fo la valeur correspondante de r. On aura donc
q étant un entier pair ou impair, suivant qu'il s*agit du passage supérieur ou du passage inférieur.
Désignons à présent par T Tinstant du passage au méridien de la vraie Lune. Son ascension droite étant désignée par a^ à l'instant T© sera, à l'instant T,
« — ««-+- â(ï — To).
La valeur de F à ce même instant sera
r:rL:ro4-w(T-.To).
Donc, on aura alors
r — a ^Fo— «oH- (^J«>— â)(T — To) =^71,
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et, en retranchant Téquation (a),
^'o — «0 -^ (w — a) (T — To) = o,
d'où
OU avec une approximation sutHsante à cause de la petitesse de T — T©,
(86) To-T- ^0""^" .
Mais si nous nous reportons à layî^*. 5 du n**70, nous aurons, en appelant ^„ et oLn les valeurs de la longitude ç^o ^t de Tascension droite ao» comptées du nœud N de l'orbite lunaire sur l'équateur
langa,, = cosi tang(^„,
ou, d'après un développement connu et en négligeant, comme au n^ 2, les quan-
j tités de Tordre de tanff* ->
<x„ = <v» — lang- -- sin a v» ;
puis
{>^ z= ^0 ■— N' rzr To — i coi £ sin £2,
sin2(^,j=:r sin 2(^0 — a /cols sin£2cos2ro,
^T .sinîî
,1 I — COSÏ , - 6 / 2 «CD
lang* - = r = lang* - iH r-
" 2 14- cosI ^ \ sin
SUIS
2 £ CCS £2
Remplaçant, dans la première, a„, (^„, sin 2i^,^ et tang^ - par leurs valeurs tirées des autres et négligeant /^, on obtient
i^o— - ao= lang'-sinai^o^- cosî2\ — ^^ sin2Ç'o
-+- siniî ( — « lang-£ — 2/ lang'-£cot£cos2ro). Or, on a
lang» ^
rrro**, 172 = lO", 32,
CO — n
2flang*- itang-£ 2£iang* - £ cot£
( co — /^ ) SI II £ hi — n oj — n
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L'équation (86) devient donc
To = T -h I o™, Sa sin 2 (>o -H 4°> ^ sin 2 v^ ces Q — ( 4", 22 ces 2 t'o H- 4™> 4o) sinfî,
qui donne l'heure To du passage de la Lune fictive en fonction de celle connue T du passage de l'astre vrai.
On a posé précédemment
d'où
Posons encore
l oT zr o'*,i72 sin2Co= 10™, 82 sin2ro,
(87) I 5M = 4"',6sin2Po»
' ôN = — (4"*,22cos2('o-h 4™>40 ; on aura
(88) ïo-T = aT-+-dMcosi2-h8Nsinû.
Donc, pour que l'instant de la pleine mer
i4-i4-aip4-(5ia,
précédemment trouvé, soit rapporté au passage de la Lune vraie, il faut encore lui ajouter la correction qui vient d'être trouvée, ce qui donne
(89) /+l-f-oT4-oIp-hM'cosQ +N'smS,
oiiM', N' sont calculés par la formule (84), après qu'on a remplacé SM et SNpar leurs valeurs ci-dessus.
Quant à la hauteur de la pleine mer, si l'on appelle al> laltitude du niveau moyen de la mer, par rapport au zéro de l'échelle des marées à la date de la Table des marées et qu'on pose
( 90) Bo = --^ -h Ussa COS ^ssay
l'altitude du niveau de la pleine mer sera, en ajoutant à ce qui a été trouvé précédemment les marées annuelles et semi-annuelles
(91) Bo-h/t + ô/ii, -hP'cosQ -hQ'sinQ + H,aCos2r,^.
Les grandeurs qui entrent dans cette formule comme dans, celle (89) dépendent encore des valeurs des longitudes ^0 ^^% de la Lune et du Soleil à l'instant To du passage de la Lune fictive. Pour le Soleil, on peut sans inconvé-
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nient, à cause de la lenteur de son mouvement, supposer que ^o, se rapporte à l'instant T du passage de la Lune vraie. De même, pour la Lune dans les petits termes. Reste à corriger i^^ ou, si Ton veut, la différence
dans
1 = 1(3) et h = h{J).
Puisque T© est l'heure du passage de l'astre fictif, l'angle horaire du Soleil moyen est alors (co — /i,)To. Si donc son ascension droite est ao,, on aura
(w — /ii)To-l-ao. "-^'o = 77r, soit
La quantité entre parenthèses est l'équation du centre. Elle peut être réduite à
ae, sin(i'o, —281*») = 2^1 sin(0 — 286°) =1.2^1 sin(0-h 74°),
puisqu'on a posé
Donc d'où
^^ = ^.! \^ ^ 7'">69 sin (G + 74->),
et, en remplaçant To par sa valeur (88),
(92) ^^"^ ^ =T-f-(îT-i-âMcos£2 4-ôNsin£2 — 7™,69sin(0-t-74«),
ÛJ — /il
d'où, pour une fonction quelconque de ^^_ ou de 3),
1(3 ) = 1(T) 4- ^ [^T 4- ôM cos£2 +5N sinîî - 7™,69sin(0 4- 74«)].
De même,
AO) = A(T) + ^[dT4-ôMcosî2-f-ÔNsinû
— 7^,69 sin (O 4- 74*) ■— 10", 32 sin(2 © — io*>)].
Dans tous les petits termes on fera simplement, d'après (92), et en ne conservant que T dan» le second membre.
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Soit, pour simplifier les écritures,
/ ai =
dh =
dT
dT
dT
= j|; dM==: ^4"',6osin2i'o = 2 ^(«-+- ~ ) (2"',2 sinsi^,
d^ ^ dl
dT """^^/t
2°>,2-+-2™,2(l J COS 2 f'o ,
_,, dh 11^ ( I \ .
2^[oSo64sin(0 + 74")l.
On aura
soit
IO)= I(T)4-ai 4- M" ces a 4- N' sin Q 4-i, AO ) = A(T) 4- 3/* 4- P" cos a 4- Q" sin a 4- Ij',
II vient pour l'heure et la hauteur de la marée respectivement
j i -^ I -h ôT 4- ôl 4- M cos Q 4- N cos Q 4- i 4- 5lp,
i Bo4-/*4-d/i4-PcosS -+-Qsina 4- ô/ip 4- »)' 4- H,a cos &,,„
soit, en posant encore
pour l'heure
et pour la hauteur
J=:e4-l4-3l4-5T, iÇ =1 Bo 4- A 4- M,
Ij =!)'4- H,aC0S^^a.
J ih i 4- M cos Q 4- N sin Q 4- HR,
iÇ ±: Ij 4- P cos a 4- Q sin a 4- nS.
Il suffit de dresser des Tables des divers termes pour six mois de l'année. Tous les termes se reproduisent semi-annuellement, sauf l et 6 qui se reproduisent
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changés de signes. C'est pourquoi on les a aflfectés du double signe. On prendra le signe inférieur pour ces deux grandeurs pendant les six mois qui tombent hors de la période calculée dans les Tables.
Une partie de M, N, P, Q se rapporte à la correction nodale; l'autre, pour part à peu près égale, vient de la différence entre l'heure du passage de la Lune fictive et celle du passage de la Lune vraie.
Pour calculer ^ wj ^^ ^ 5t ^ Taide de Tables on se sert de la formule d'interpolation suivante :
Connaissant k valeurs
d'une fonction d'une variable pour les valeurs entières
..., m — 2, m — I, m, /n-hi, /n 4- 2,
de la variable, on peut écrire aux environs de m
X 3C^ I OC ( 3Cr^ — — 1 ^
d'où, poura?= o,
A(W;„^i4-M;„)— gA5(w,„_,4-a;„_i
où le second terme est, en général, négligeable. En développant, on a la formule symétrique de part et d'autre de u^,
OU
82. Correction due à la parallaxe du Soleil. — Cette correction est, en général, négligeable. Les seuls termes de Vp sur lesquels elle pourrait porter sont ceux relatifs à la marée solaire semi-diurne et à la marée luni-solaire diurne. Elle donnerait
^j __ ii9°[^p,F^cosA-h3p',G^sinAzbo,3i7(3p,FtCOs|^A4-23p.Gsin{-A)]
^Pi
Wp,=: 5A, cosA — dF, sin A di o,3i7(aA, cos^ A — 2S¥y sin A).
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Or $ks= PiA,= P,H,cos&„ dFs= P,F,= P,H,/?,sin&„ ÔG,=P,Gi = P,H,/>» cos^,,
La parallaxe du Soleil est sensiblement
— = 1 -I- ^1 ces ( t', — 281°),
pi
d'où
P, = 3e,cos(0 4-74"), 3ci=:o,o5o4, 119°» X o,o5o4 = 6",
d'où
^ , 6"» ,_ , ( H,o,sin&,cosA -hHji?; cos^^sinA dp I = — - cos (O -h 74**)
^ l dio,3i7(H,/?, sin&, cos|A-4- aH,/>* cos&, sin|A),
( H,cos&, cosA — H,/?,sin^, sinA
dp A = cos (O -H 74*)
( ± 0,817 (H, cosSr, cos ï A — 2 H,/?, sin9f, sin { A).
' 83. Basses mers. — Pour déduire Theure des basses mers de l'expression (Sg) de la hauteur h de la marée, il faut encore égaler à zéro sa dérivée, c'est-à-dire résoudre l'équation (68) et y faire les corrections nécessaires. Seulement la racine A à adopter pour la basse mer qui précède la haute mer considérée, au lieu d'osciller autour de zéro, oscillera, en général, autour de — u. La méthode qui précède subsistera de tous points, si Ton pose
et qu'on prenne S pour inconnue. L'expression de h est de la forme
(a) h = m cos (/? A 4- 5).
Il est plus commode ici de la compter négativement. Il suffit pour cela d'envisager la formule
I—h — 2H [cos(/? A H- & 4- tt) = 2H cos[/? ô 4-(i — p)7r 4- &] =z2Hcos(/?d4-0),
qui est de la même forme que (a) et où l'inconnue S oscille, en général, autour de zéro pour les basses mers, comme le fait A pour les hautes mers.
Il suffit donc, pour appliquer de tous points la méthode précédente aux basses mers, de remplacer les à par les 0, à l'aide de la relation
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Toutefois cette formule doit être un peu modifiée pour les deux termes de Ap, formule (S^'), où entrent ,;,&, o^, c'est-à-dire ceux-ci :
et
dont les cosinus deviennent en posant, comme pour les autres,
et ajoutant 'ir
COSipm d -h(l -'Pm)Tt + ,„^], COS[o/? 5 -h(l — o/>)îf -+- 0^]'
Or les équations (54) et (56) donnent :
D'autre part, les équations (33) et (36) donnent, pour les hautes mers,
Pm ^m m^ — Pn^m ^n ~^~
Ko — K^
Po^m — 0^ — Pq^/n — K7 H ij
Pour les basses mers, ces formules sont encore applicables, à la condition de remplacer k,„ par k^— t^ partout où il est multiplié par un p. Ces formules pour les basses mers deviennent donc
d'où
Un
et de même
3^ = /?0K,„— oK == {P(i--Pq)T:-^PqlL„,— K^H-
Kq ^q
Ainsi aux expressions de ,„£r, o^ relatives aux pleines mers on doit ici ajouter respectivement (/?;„ — f>;,)TC =(i — /7„)tc et (po—Pq)'^9 où pn^ Po9 Pq ^ont des nombres connus.
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Par suite, les termes dont il s'agit prennent la forme
lia'B,„ cos{p,n d •+■ md) et II^'Ho cos(/>o i H- o^)>
pareille aux autres, en posant
= ;„& 4-(l — JD|„)7r -h (l --/7„)7r = ,„9r 4-(l — /?n)7:,
,ô= 0^ -H(i — o/?)7r*4-(po— /'ç)îr.
Or on a trouvé (n** 76)
d'où
e o,oi3i
En résumé, toutes les règles relatives aux pleines mers s'appliquent aux basses mers, à la condition :
i® De les regarder comme négatives;
2? De remplacer dans les formules la lettre A par celle S
3® De remplacer les & par les 6 ci-après définis :
= A -t-ir;
Semi-diurnes.
Diurnes.
Quart-diurnes.
TERMES PRINCIPAUX ET NODAUX
...je, =3r^ -t-(r — ;?,)it 0, =&5-f-(i— /?,)it
6o =3ro-h(i — po)it = 3^oH- -
e, =&,+(!-;,, )ir = 3r,-t-- +
TERMES PARALLACTIQUBS.
,6=:,2r-+-(^i-p,+ l), = ^+ÎH-8T:
ôij =3^t* -f-(i— 2/?,)7u =3r,, _7t— 12°,8
(*) Pour p = 4. On sait que p est compris entre i et |^. Pour p = i, on aurait
it
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On voit que, pour les termes semi-diurnes, les G différent peu des &; pour les termes diurnes, ils en diflfèrent de près de 90®, et, pour les termes quartdiurnes, de près de 180**.
On a eu à calculer, pour les pleines mers, des termes de la forme
A = Hcosâr, F = H/>sin3r, G = H/?«cos^.
Appelons [A], [F], [G] ce qu'ils deviennent ici. En désignant par a un petit angle, on aura :
Pour les termes semi-diurnes :
[A]=:Hcos0 =Hcos(&-i-a) =A a,
[F]=:H/>sin0 =:H/)sin(^-4-a) = F-+-/>Aa, [G] = H/?« COS0 = G — F/? a.
Pour les termes diurnes :
[A] =Hcos0 =Hcos (^-^ !-«)=: — H sin(3r -ha) = A«,
[F] =H/? cos0.=:H/?sin(3r + a) =— A a,
[G] = H/)« COS0 = — F/?— Ap«a.
Pour les termes quart-diurnes, ce sont les expressions semi-diurnes changées de signes
[A]=:— ^A— -aj,
Souvent, notamment pour les ondes diurnes et quart-diurnes, les termes additionnels peuvent être négligés.
84. Onde évanescente. — Il peut se faire que l'équation (68), dont les racines donnent les heures des pleines et basses mers, leurs hauteurs étant ensuite fournies par l'équation (67), admette, dans certains lieux et pour certaines époques de Tannée, une racine double, c'est-à-dire que les deux équations
dh d^h
ou, d'après nos notations,
aient une racine commune. Cela voudrait dire que les hauteurs de pleine et basse mer coïncident ; les jours où cela aurait lieu, il n'y aurait qu'une marée au lieu de deux.
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Si les deux racines sont plus ou moins voisines, la marée correspondante, sans êlre nulle, sera très faible. On voit de suite que, dans ce cas, la marche suivie au n** 77 pour résoudre Téquation N = o, ne sera plus très favorable, puisque, N^ et Do étant tous deux petits, on ne pourrait plus compter sur une grande
approximation dans leur rapport yr^- Il faudrait, dans ce cas, procéder par tâton-
nements pour arriver à une heure un peu exacte. Dans la pratique, la question heureusement n'a pas, en général, un grand intérêt, puisque, si la marée est nulle ou presque nulle, il importe peu qu'on en ait trouvé l'heure et même la hauteur, avec des écarts sensibles.
85. Tableaux auxiliaires pour rétablissement de Tables des marées. -- Quoique les formules de Darwin soient compliquées, on peut les réduire en Tables d'un usage très facile pour le praticien. Les grandeurs
qui entrent dans les expressions (96) et (96') de l'heure et de la hauteur de la marée, dépendent en définitive des deux arguments 3 et ©, soit des longitudes de la Lune et du Soleil, à l'heure du passage du premier de ces astres. Or, par les éphémérides, on connaît, chaque jour de l'année : i** l'heure de chaque passage de la Lune; 2^ les valeurs correspondantes des longitudes des deux astres. Donc, on conçoitqu'on puisse dresser des Tablçs qui donnent, chaque jour de Tannée, les valeurs des grandeurs (a). Comme on connaît aussi chaque jour la longitude Q du nœud de la Lune et la parallaxe de cet astre, il sera facile de former les quantités (96) et (96'). Comme nous l'avons dit, il suffit de faire les Tables pour six mois, et pour les autres six mois on adoptera les signes inférieurs de (96) et (96') pour t et I).
Nous allons essayer de donner une idée de la marche suivie par Darwin pour dresser ces Tables, renvoyant pour plus de détails à son Mémoire cité au début de ce Chapitre.
Pour effectuer, sans trop de peine, les calculs qu'elles exigent, Darwin conseille de faire usage des Tables suivantes :
I** Table de multiplication de Crelle-Bremiker (/JecAe/i-Jo/êZ/i, Berlin, Georges Reimer, éditeur);
2"^ Table des carrés et des tangentes des mesures circulaires de Bottlomey (Macmillan, éditeur);
3^ Table d'Inmans ou ^Table des logarithmes de Chambers qui donnent les grandeurs de la forme Hcosâ et H sin&.
Ceci posé, nous admettons naturellement que, par des observations suffisam-
ment prolongées de la marée dans le port que Ton considère, on connaisse les coefficients H, k qui entrent dans les formules (38), (38') et (38").
Ainsi, pour le port d'Aden, comme résultat de quatre années d'observations, Darw^in donne, en pieds anglais pour les H, en degrés d'arcs pour les phases k, les valeurs suivantes :
Marées semi-diurnes.
Pieds. Degrés.
Lunaire H;;,= i,568 k„,= 229
Solaire H, == 0,697 ^^ = ^48
Luni-solaire H^ =0,201 ^^^ = 2^4
H/ =o,o46 (très petite) k/ =280
Diurnes,
Lunaire Ho = o,653 Kq = 38
Solaire H^, = o,388 k^ = 33
Luni-solaire H, = i , 299 k, = 36
\VLq =0,l5l K^ =42
( (L'analogue de H/ négligeable.)
Quart-diurnes,
Lunaire !!„„= 0,007 k„„=3i4
Solaire H,, =0,006 Kj, = 271
Annuelle et semi-annuelle.
Annuelle H,a =0,390 k,« = 357
Semi-annuelle H«a = o , 095 k,^» =126
f^c = altitude du niveau moyen des marées à la date de la Table : 3,859. Rappelons, d'ailleurs, que les/? qui correspondent sont numériquement connues par leurs définitions, à savoir :
Ps = i,o35, pj = 1,071, p„ = i,o38, pj —1,078,
Pn =0,981,
Pq =o,48i, pI =o,23i,
/?, =0,519, pj =0,269,
Pp=o,5i6, ^J=o,26, Pg =0,46,
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De ces données relatives aux termes principaux et nodaux, on déduit (n** 73) des équations (28) et suivantes celles relatives aux termes parallactiques.
Les équations (28) et celles (34) et suivantes donnent a et p. Ici on les trouverait supérieures à j; alors on prendra
a'H,,,:^ — -^ rz: 0, 07 H;„ — 0,110,
y (3'Ho =o,7Ho = o,o46.
Si les marées elliptiques étaient inconnues, on prendrait
On aura ensuite les phases ;„k, oK par les équations (27) et suivantes, où
en négligeant la vitesse du périgée de la Lune.
Si, ce que je suppose, il s'agit de donner une Table pour les pleines mers (il en faudra une autre pour les basses mers qui, comme nous l'avons vu, se fera de la même manière), on doit, à présent, former les valeurs des &. Ce sont des fonctions linéaires de 3 et ©. La partie constante ou indépendante de 3 et O est désignée par la lettre K avec les mêmes indices que les à et donnée par les équations (56) du n** 76.
Pour le port d'Aden, on trouverait en degrés
Ky~— 16, K,=:: — II, Ko = 7r — l3,
K, = — 12, Kp=i8o = 7r + o, Kj;,i = 7r — 36, Kj,:=7rH-23,
K„a = — Kssa — lO" = TU 4- 44,
et par les équations (56)
,nK = -p^K„, — K^-{' ^"'^^^ ==30, „K=— 7, oK = 7r — 27, ,K = — 8.
Avec ces données, et connaissant, par les éphémérides, les longitudes journalières de la Lune et du Soleil à l'instant du passage au méridien du premier de ces astres, on peut, avec les définitions (55) des &, former une Table de leurs valeurs pour toute l'année. Il n'est pas nécessaire de la faire pour chaque jour. En raison des faibles vitesses propres des astres, il suffit de la former de lo en 10 jours. Darwin opère encore plus simplement en considérant a priori des
valeurs simples des angles &, à savoir : des valeurs de i5^ en i5*^, de So*" en So*', ou de 60** en 60^, suivant qu'il s'agit des marées diurnes, semi-diurnes ou quartdiurnes.
Ainsi, si Ton appelle généralement et respectivement
un & relatif à chacune de ces marées,
les valeurs correspondantes des K, Darwin considère les valeurs de la forme
3r,= KJ-h 3ow** pour w 1= i, 2, 3, 4» 5, &, — KjH-i5n° pour /^ = 1, 2, 3, . . . , 11, 3r4=:KJ-i-6o/i° pour /^=lo, 1,2.
Il cherche dans les Éphémérides les jours où ces valeurs se produisent. Par exemple, pour
la valeur
&,= K,-h6o° se produit le jour de Tannée où
c'est-à-dire où la longitude moyenne (^0 de la Lune à l'heure de son passage est d'environ 55**. Il considère les jours où se produisent les valeurs
%=Ky-l- 3o/i<»=i— - i6<»4-3o/i degrés,
où
et il trouve, pour l'année où il opère, que ces valeurs se produisent aux époques suivantes :
Degrés .
Mars i -'^
Avril \ • ^^'
"" WZzil:
On formera ainsi un Tableau pour chaque ^, de sorte qu'on n'aura, dans la suite des calculs, que des nombres entiers de degrés à considérer. S'il y a lieu, on fera des interpolations pour le Tableau définitif.
On opère de même pour les quantités trigonométriques autres que &, Prenons, L. — 1. 9.2
par exemple, Targument
2^^0=23 -Ha© — lo»
qui entre dans les corrections ST, S.\f, SN définies par les équations (87). Darwin considère les valeurs de la forme
ou pour
2(^0 =— iC^H-So/i*»
^0 = — 5* -+-i5n<> /i =z= o, I y 2y 3, 4» ^» • • • 9 II
et il cherche, dans les Ëphémérides, quels sont les jours où, à l'heure de son passage au méridien du port considéré, la Lune a les longitudes indiquées. Il trouve ainsi pour le port d'Aden, en 1889, ^® Tableau suivant :
Mars
Juin
Avril
Juillet
Mai
Août
La suite se répète, puisque, après — 4o> reviendrait — 10. Il en résulte, pour les corrections ST, SM, SN que nous pouvons de suite former, le Tableau suivant :
Tableau a (6q. 87).
ST
Mars — o,o3o
Avril -i-o,i32
Mai -+-0,162
MC082P
Mars — 4,ï6
Avril — 2,71
Mai -+-1,45
Se répète en changeant de signe.
Mars —"8,57
—8,38 Avril —7,1^
-5,14 Mai — 2,96
—1,18 Juin —0,25
—0,44 Juillet — 1,70
—3,68 Août —5,86
De même pour la correction (équation 98), qu'on doit faire et en minutes
— 3"",85sin(0-i-74^), et en heures : — 0*^,064 sin (04-74'*), on adopte les valeurs
O zz: ç?oi-+-5'>=:74°-hl5/lo, « = O, I, 2, ...
de l'argument O, et Ton cherche les époques où, au passage de la Lune, la longitude du Soleil, augmentée de 5"*, est 74-hi5/i**. On trouve ainsi, toujours pour le port d'Aden, en 1889 :
Tableau b (éq. 93).
— 3«,85sin(o + 74).
— 0**, 064 sin (0 + 7^ ) .
Pour faciliter les interpolations, Darwin donne, pour les et la 3), une Table de la limite d^ applicabilité de chaque valeur de l'argument. Voici ce Tableau pour O :
Tableau c.
DATES
pour des valeurs de 0.
Sept.
Oct.
De 170 à 180
Nov.
Dec.
Janv.
3oo 3io
» 280 » 290 » 290 » 3oo » 3oo » 3 10
Févr.
Mars
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On peut former un Tableau analogue pour 3) 6t, par suite, pour les S, dont les arguments sont des fonctions linéaires des © et 3).
Ayant les & pour divers jours de l'année, avec les Tables d'Imman ou de Chamber qui donnent, tout calculés, des produits de la forme Hcosâ et H sinS, on relèvera, pour les mêmes jours [équations (63), les
A~Hcos3^, G— K/?*sin3r, F=:FI/^sin2r.
Puis on fera les sommes (éq. 64) :
A„ F„ Gj,
Al, F,, Gi, A4, F4, G4.
Avec ces éléments, on calculera les valeurs de Ao par la formule
''"^^«=~g7Tg;'
puis celles de Nj et D, par les formules (75) et (76), celle
et enfin
A= Ao-+- dûko degrés, I z=: o, 0345 A heures,
et
« = o",o345k minute,
qui donne, à une première approximation, le retard
de la marée sur le passage de la Lune (s'il s'agit du passage supérieur, on prend le signe -h dans l'expression de tangAo; s'il s'agit du passage inférieur, on prend le signe -~).
On calcule les valeurs de h correspondantes aux A, par la formule (67), ce qui donnera, avec la même approximation, les hauteurs des marées.
Pour faire les corrections parallactiques, on formera, avec les Tables qui donnent des H COS& et des HsinSr, les expressions de z^, z^; f.y, /,, Wa, /W| des équations (81), à savoir
-5,r= Oi'R„i C0S;„&-+-0,o36H^C0S^^, jg, r=. . . ;
et de même avec les valeurs de A précédemment obtenues et celles D© et Ao, on
formera D par l'équation (76), puis R et S données par (82), soit
R -- — 1^— /, cosA-h /7f,sinA ib (/, cos- A 4- 2/?i| sinA J ,
S =: -3, cosA — /j sin A d=( 5, cos -A — 2/, sin - A
De même, pour les corrections nodales, on formera, toujours avec les Tables d'Imman qui donnent des Hcosd et des Hsinà, les Tableaux des coefficients
^i> ^i> ^i> "i> ^i> yn ^t> ^ï> <^ï» «î> ^j» yj»
définis par les équations (83), à savoir :
«2=— 0,087 FI„tCos3r,„-ho,283H^ cos^^, =~ o , 087 A;,» H- o , 283 A^,
OÙ A,„, A^ ont été précédemment formés, et de même pour b.2, Co, etc.
Avec les mêmes Tables d'Imman, on formera les seconds membres des équations (84).
D'autre part, le Tableau a de la page 170 donne les oM, oN; par suite, on aura le Tableau des
D) ST
Avec le Tableau des I et A, on formera les dérivées -j,., et -j.l^ à l'aide de la forai rti
mule (97). A l'aide des Tableaux (a) et (b) des pages 170 et 171, on pourra,
par suite, former (p. 160) les Si, SA et les
Avec le niveau moyen des mers x au-dessus du zéro de l'échelle, on forme les
( F ) B = «.l» 4- Ussa C0S&,.5a.
Enfin les Tableaux (A), (C), (D), (E), (F) donneront, par de simples additions, les ^, jj, I), M, N ainsi définis
3 = I + / 4- ôl + ôT, « = Bo-+- A + ô/i,
lj=:l)'+H,aCOSO,a,
M"M'-hx\l", N::ziN-+-N% P = P'-+-P% Q=^Q'+Q', auxquelles on joint le Tableau (B) des R et S.
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Avec ces Tables, on a, pour l'intervalle de temps entre le passage de la Lune et la marée,
3 + i -h M cos Q 4- N sin Q H- R(Gy/,— 67'),
et pour sa hauteur
« 4- 1) -+- P cos Q -h Q sin e -+- S(cyA-- 57'),
OÙ Q et ts^ sont respectivement la longitude du nœud de la Lune et la parallaxe horizontale de l'astre, le jour où Ton calcule la marée.
Les'signes -f- de t et Ij répondent aux six mois pour lesquels les Tables sont faites; les signes — aux jours correspondant aux six autres mois.
86. Table des marées. — Voici un aperçu du Tableau définitif, pour ce qui touche les pleines mers dans le port d'Aden, pour l'année 1889, relevé sur le Mémoire de Darwin.
PORT d'aden; table pour les heures et hauteurs des pleines mers. ( La Table est calculée pour les six mois qui parient du mois de mars.)
H-0,IO
87. Exemple de Fusage de la Table. — i^ Le 17 mars 1889, le passage de la Lune au méridien d'Aden a eu lieu à o** 1 1". Le Nautical Almanac donne, ce jour-là :
Parallaxe de ]a Lune. . . cyA = 58',2, (Voù bta — 57'=:-+-i",a
Longitude du nœud Q =108*», d'où cosQ= — o,3, sinQ=+i,o.
Donc, par la Table, en interpolant entre o^'o" à o''2o™ et prenant les signes supérieurs (pour septembre, on devra prendre les signes inférieurs) :
J-+-tz=8»>4", j9 + I) = 6p,89, M = o, N = -+-9"»,
R=:-— in>,2, P=-+-OP,o3, Q=— OP,o8, S=-+-OP, l4,
d'où
M cos Q 4- N sin Q -+- (bta — 57)R =-+- 8°»,
FcosQ -+-Qsing2 +(cyA — 57)8 =+ iop,o8.
Donc, la pleine mer se produit le 17 mars à 8''i2" -h o*'ii™= 8'' 28™ après midi. Sa hauteur est de 6^,97.
Darwin ajoute une constante de 0^,37 résultant d'un changement du niveau moyen depuis que les Tables ont été dressées.
2° Le 17 septembre 1889 le passage au méridien a eu lieu à 18*^36™,
gta==54',2, gta — 57'=— 2™ 8, JJ=98°, cosQ =:~o,i4, sin8=-M,o.
Interpolant entre 18*^20™ et i8**4o™ et prenant les signes inférieurs
5 — 1 = 11,22, jÇ — Ij = 4p,34, M = -h5o"», N=-h2o">, R-=:— 3o", P=-hO,IO, Q=z— o,o4, S=-i-o,o6, McosQ + NsinQ -+-R(Gy/, — 57)=+97~=-hi»»37«, PcosQ H-QsinQ + S(cyA — 57)=--op,22.
Donc la pleine mer se produit 12** 59" après le passage de la Lune du 17 septembre, soit
c'est-à-dire le i8 septembre à 7'' 35™ après-midi et sa hauteur est de 4^ 12.
Il résulte des comparaisons avec les marées observées que les formules de Darwin sont très satisfaisantes. Les erreurs de temps sont, en moyenne, de 6"*, 5 et celles des hauteurs sont aussi très faibles, sauf pour les marées évanescentes où elles sont plus sensibles par la raison donnée au n** 84.
MARÉES DANS UN CANAL DE FAIBLE LARGEUR
88. Objet de ce Chapitre. — 89. La première équation du mouvement varié dans un canal. — 90. Autre forme de cette équation. — 91. L'équation de continuité. — 92. Remarque au sujet de l'influence du mouvement de la Terre. — 93. Rivière de section rectangulaire constante. — 94. Canal horizontal de section rectangulaire constante ou variable. — 95. Canal tracé suivant un grand ou un petit cercle de la Terre et soumis à un potentiel perturbateur. — 96. Expression du potentiel d'un astre rapporté à un pôle quelconque. — 97. Application à l'étude de la marée produite dans un canal circulaire quelconque par un astre se mouvant dans Téquateur. —
98. Application à la marée produite par un astre quelconque dans un canal tracé suivant un grand cercle. —
99. Sur le signe de la hauteur A de la marée. — 100. Influence du déplacement propre de Tastre. — 101. Influence du frottement.
88. Objet de ce Chapitre. — La théorie dynamique des marées de Laplace qui sera exposée dans la seconde Partie de cet Ouvrage conduit à des équations aux dérivées partielles dont l'étude présente, dans la plupart des cas, d'insurmontables difficultés. Il est naturellement beaucoup plus aisé de discuter l'action d'un astre sur un canal étroit supposé tracé suivant un grand ou un petit cercle de la Terre. Nous verrons que, dans ce cas, le mouvement de la Terre n'intervient pas, ce qui diminue considérablement la difficulté du problème et permet de lui appliquer les équations habituelles de l'Hydraulique. C'est au fond ce qu'a fait Airy dans VEncyclopœdia metropolitana, et son œuvre est d'un haut
(') Airy, Tides and fVaves {Encyclopœdla metropolitana), — Hatt, Notions sur le phénomène des marées. Imprimerie Nationale (i885).
intérêt par la simplicité relative des problèmes qu'il y pose et l'habileté avec laquelle il en conduit jusqu'au bout la discussion.
M. Hatt s'est inspiré de la même pensée qu'Airy. Mais il s'est borné aux cas de canaux méridiens ou parallèles à l'équateur, et ces cas sont un peu trop particuliers pour que l'on puisse concevoir l'espérance d'y rencontrer tous les éléments essentiels de la question.
89. La première équation du mouvement varié dans un canal. — Considérons un canal assez étroit pour que tous les mouvements qui s'y produisent puissent être regardés comme sensiblement parallèles aux rives du canal ou parallèles à une section verticale et longitudinale moyenne entre ces rives si celles-ci ne sont pas exactement parallèles, de sorte qu'il suffise d'étudier ce qui se passe dans cette section. Nous appellerons (F) la ligne ï\\e{Jîg. 6) qu'elle détermine sur le
Fig. 6.
fond du canal, ligne supposée droite ou très légèrement courbe et partout horizontale ou de très faible inclinaison; (Sq) la ligne également fixe qu'elle détermine à la surface du canal, lorsque l'eau est soit en équilibre, soit en mouvement permanent sous les seules actions de la gravité et du frottement; (S) la ligne de surface mobile qu'elle détermine lorsque le canal est en mouvement non permanent, soit par suite de l'action des astres, soit pour toute autre cause.
Nous allons étudier ce mouvement en admettant que, sur une même normale AB à la ligne du fond, les déplacements longitudinaux sont sensiblement les mêmes. 11 suffit donc d'étudier le déplacement du point B placé à la surface.
Or l'Hydrostatique nous enseigne que, dans un fluide en équilibre, la surface libre est une surface de niveau, c'est-à-dire une surface normale en chaque point B, à la résultante des forces directement appliquées à ce point.
En vertu du principe de d'Alembert, la même proposition s'applique au mouvement, pourvu qu'on adjoigne à ces forces la force d'inertie du point considéré.
La somme algébrique des projections de l'ensemble de ces forces sur la tangente à la surface au point considéré est donc nulle.
Soient y, la projection de l'accélération du point considéré B; tw sa masse, en sorte que — mjt est la projection de sa force d'inertie.
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Les forces directement appliquées que nous envisageons sont :
I** L'attraction (les astres;
2** La gravité g;
3*^ Dans certains cas, le frottement.
i^ Caractérisons la section AB par l'arc de longueur x' compté sur la ligne du fond depuis une origine fixe 0.
Soit y le potentiel de l'attraction des astres, regardé comme sensiblement le même en tous les points de la section, en sorte que V est une fonction de la seule coordonnée x' et du temps.
Les mouvements de la ligne S sont supposés petits relativement à la profondeur du canal. 11 s'ensuit que la composante de l'attraction des astres suivant la tangente à cette ligne au point B peut être confondue avec celle suivant la
tangente à la ligne du fond en A. Elle aura ainsi pour expression f^-^r
2^ La composante de la gravité est — m^sinl,, en appelant f, l'inclinaison de la tangente BB' à la surface libre, dirigée dans le sens croissant de x' et comptée positivement au-dessus de l'horizon.
Ici nous ne pourrions pas confondre avec la composante ^sinl suivant la ligne du fond; car l'inclinaison I^ à la surface et celle I au fond étant très petites l'une
et l'autre, le rapport ^^.^", peut avoir une grandeur très différente de l'unitéé
Si l'on fait abstraction du frottement, l'équation du mouvement que nous cherchons est donc
— mji H- m ^— , — mg sinl,=: o,
soit
3^ Nous admettons que l'accélérationy, est sensiblement la même pour tous les points de la section AB. Elle peut donc aussi être regardée comme représentant à peu près la valeur moyenne de l'accélération dans cette section.
Si l'on veut tenir compte du frottement, il faut ajouter au second membre de (a) l'accélération moyenne qu'il détermine dans la section. Or les frottements des filets liquides les uns sur les autres donnent une somme nulle, en vertu du principe de Faction et de la réaction. La somme des frottements dans une section se réduit donc au frottement sur la paroi du canal. Soit F ce frottement par unité de surface mouillée, et soit -^ le périmètre mouillé de la section AB. Considérons la section infiniment voisine A'B', distante de d'une longueur x' -^dx'. La surface mouillée répondant à la portion ABA'B' du canal
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est /^ dx' ; le frottement correspondant est F/^ dx' . La masse du liquide ABA'B' est -ûdx\ en appelant û la section AB du canal et II le poids spécifique de l'eau. L'accélération moyenne due à la force ¥y[^dx' est donc
et, comme elle est dirigée en sens inverse du mouvement, l'équation (a), en ayant égard au frottement, devient
Soit, d'autre part, yf l'ordonnée du point A du fond du canal comptée à partir d'une horizontale inférieure; cette ordonnée est une fonction de la seule variable x'; soit enfin z la profondeur du canal en A et à l'instant /, de sorte que z est une fonction des deux variables indépendantes t et x\ et l'on a sensiblement
en appelant I l'inclinaison du fond comptée positivement au-dessus de l'horizon, de sorte que I est positif ou négatif, suivant qu'en remontant le fond du canal, on chemine ou non dans le sens des x' positifs. Ce que nous appelons ici I est généralement désigné par — I dans l'étude des eaux courantes.
Admettons que le frottement F par unité de surface mouillée soit proportionnel à la /i'*"* puissance de la vitesse m, de sorte que
/o étant un coefficient dépendant de la nature du fond. L'équation (b) devient
en posant, pour abréger,
(e) J jjQ
Dans cette équation, il faut prendre le signe supérieur : i« Si n est impair, toujours;
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2® Si n est pair, seulement pour i/ >o, c'est-à-dire si le mouvement a lieu dans le sens croissant de x\
Pour w < o (mouvement dans le sens décroissant de x'), on prendra, quand n est pair, le signe inférieur. Cela résulte de ce que le frottement doit être opposé au sens du mouvement, sens caractérisé par le signe de w, de sorte que le dernier terme- de l'équation {d) doit toujours être de signe contraire à u.
90. Autre forme de cette équation. — Pour transformer l'équation {d) en une équation à dérivées partielles, caractérisons une section par l'abscisse x et la profondeur d'eau y correspondantes à un instant particulier pris pour origine du temps; son abscisse â?' et sa profondeur d'eau z à l'instant / seront donc fonctions des deux variables indépendantes t et x. Ce sont ces deux fonctions qu'il s'agit de déterminer.
Pour suivre, dans leur mouvement, les particules matérielles d'une section caractérisée par son abscisse initiale x, il suffit de laisser cette grandeur fixe et de ne faire varier que le temps. Il résulte de là que
L'équation {d) devient ainsi
dx'
et, en la multipliant par -r-»
,,, \d^x' .(dx'Y .-\dx'
àx
qui est l'une des deux équations à dérivées partielles entre les deux inconnues x' et z,
91. L*équation de continuité. — L'incompressibilité du liquide en fournit une autre.
A cet effet, û étant la section mouillée ÂB, soit Ûq ce qu'était cette section à l'instant initial.
Le volume d'eau compris, à l'instant initial, entre cette section et une section infiniment voisine d'abscisse a? + ^ est
A l'instant /, les abscisses de ces deux sections sont respectivement x' et
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a;'-t- -i-doo. Le volume d'eau qu'elles comprennent est, par suite,
dx' dx
et comme ce volume reste invariable, on a
âx^ dx
soit
Û -5-7 dx •=. Ûq dx.
92. Remarque au sujet de rinfluence du mouTement de la Terre. — Nous avons fait abstraction, dans ce qui précède, du mouvement de la Terre. Mais les deux équations du problème subsistent lorsqu'on en tient compte. Cela est évident pour la dernière. Car Fexpression de l'invariabilité du volume d'un fluide est indépendante du choix des axes coordonnés auxquels on le rapporte. Elle est donc la même, qu'on le rapporte à des axes fixes ou mobiles.
Quant à l'équation (I), si les axes sont mobiles, on peut les regarder comme fixes à la condition d'adjoindre aux forces qui sollicitent chaque particule du fluide les forces apparentes dues à leur mouvement. Ces forces sont ici :
I® La force centrifuge due à la rotation diurne de la Terre; 2^ Celle due à sa translation sous l'action des astres; 3® La force centrifuge composée.
La première est comprise dans la gravité g^ laquelle est la résultante de l'attraction terrestre et de la force centrifuge.
La deuxième est comprise dans l'expression du potentiel Vdes astres (n®4).
La troisième est, comme on sait, perpendiculaire à la vitesse relative du point sur lequel elle agit; et, comme l'équation (I) représente la projection du mouvement sur une direction peu éloignée de celle de cette vitesse relative, on peut négliger la projection de la force centrifuge composée.
93. Rivière de section rectangulaire constante. — Supposons une rivière de section constante. Il est inutile de la supposer soumise à l'action des astres, en sorte que V= o. En régime permanent, sa vitesse et sa profondeur sont uniformes, et l'équation (I) devient
dx'
qui donne la vitesse -j-y de régime uniforme.
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Puisque la somme de ces deux termes est nulle à l'état permanent, elle doit être petite pendant les mouvements oscillants autour de ce régime, de sorte que, pour de tels mouvements, l'équation (I) devient à peu près
d^x' dx' dz
D'ailleurs, la section étant rectangulaire, si nous prenons comme état initial l'instant où le régime uniforme commence à être troublé, on aura
b étant la largeur supposée constante, d'où, en vertu de (II), (A) ' '
y dx' dx
et, par suite,
d^x' _ 'dx^
^^^ dC^ "^'^ /âx[y'
\dx)
Cette équation étant intégrée, la précédente donne la profondeur z à chaque instant et dans chaque section.
Supposons que nous étudiions un fleuve près de son embouchure; que nous prenions l'embouchure comme origine des coordonnées et, par suite, les x positifs dirigés vers l'amont. Soit, en valeur absolue, Uo la vitesse nécessairement négative de régime uniforme, de sorte que pour ce régime on a
x':=.x — Uo^, 2 = y.
Soient
les valeurs de ces grandeurs pendant le régime varié, en sorte que $ et A seront d'ordinaire de petites quantités, puisqu'elles représentent l'écart entre le régime permanent et le régime oscillant. Les équations ci-dessus deviendront
/ X à^i àx
V-^ôx
puis
(/i) <5=iy-f- A = —
ùx
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Ces formules supposent qu'on néglige la variation du frottement due à l'écart entre le régime uniforme et le régime varié.
Si Ton en veut tenir compte dans une certaine mesure» on pourra, à cause de la faible pente des rivières près de leur embouchure, considérer le frottement comme proportionnel à la vitesse.
Alors l'équation (I) devient, sans ambiguïté de signe dans l'expression (e) de /(no 89),
Pour le régime uniforme, elle se réduit à
— /Uo-*-^I = o;
donc
ou, en prenant comme inconnues ^ et h, définies par les équations (/),
dh
d^ M __ dx
dx
et, à cause de (n),
L'équation {n) donne alors A, et celles (/) donnent x' et z.
94. Canal horizontal de section rectangulaire constante ou variable. — Supposons qu'il s'agisse d'un canal horizontal, en sorte que la pente I est nulle. Les mouvements que nous aurons à étudier sont donc de petite amplitude autour de la position d'équilibre que nous prendrons comme position initiale, en sorte que la profondeur initiale y du canal est constante.
A cause de la petitesse des mouvements, on peut regarder le frottement comme proportionnel à la vitesse; l'équation (I) devient ainsi, sans ambiguïté de signe dans l'expression de/(n® 89),
Pour une section rectangulaire un peu large, le rayon moyen ou rapport -
de la section au périmètre mouillé est sensiblement égal à la profondeur s, de
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sorte qu'en vertu de (e)
" Uz'
Mais, à cause de la petitesse du terme relatif au frottement, on peut l'empla-* cer^ par sa valeur moyenne y, ce qui donne pour/ la valeur constante
On a ici
^ = bz,
si b est la largeur du canal au point d'abscisse x\ en sorte que b est une fonction donnée de cette variable. On a
en appelant 6» ce que devient b quand on y remplace la lettre x' par celle x; d'où, pour l'équation de continuité (II),
(I) bz-^=boy.
Éliminant z entre cette équation et celle (o), on aura
bo
fd^x' .dx'\dx'
^dx'
ôx _d\ ^^ dx -^ âx'
équation à dérivées partielles du second ordre qui donne x\ L'équation (i) donne alors sans nouvelle intégration la profondeur z. Dans la dernière équation on observera que b est une fonction donnée de l'inconnue x\ et b^ la même fonction de la variable indépendante x.
Soient
(3) x'=x~hi,, z = y-^h,
eh sorte que ^ est le déplacement horizontal dans une section, et A la hauteur positive ou négative dont le niveau s'est élevé. On aura
(4) { \dt^ ^-^ dt) y ^ dx) ^ ^y dx "- ôx
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A une première approximation, c*est-à-dire en négligeant le carré de Ç et de
^> on aura ox
d'où
( àl\~\ \ dx '') \ dxj — b^ dx '
I db,l
(ibis) {àt^'^-^ât ^^ dx ~ dx'
Supposons la largeur b constante, les équations (4) deviennent
d^ .d|_ dx* _ I dV
dt- '^■' dt ^y ( , , <??\*~ . . àl àx (5) I
\ dx) dx
di dx
et, à une première approximation,
(^) F^-^-^dt-^ydF- = d^'
Supposons le potentiel V développé en série trigonométrique. 11 suffit d'intégrer Téquation (6) pour chaque terme de la série et de sommer les résultats. Soit donc
(8) -T— =iHsin(i7 — mx)^
H, r\ m étant trois constantes données. On aura à intégrer Téquation
(9) ^' -+-/j5 -gy ^,:^nsin(U-mx).
Observons en terminant que, dans les formules de première approximation {[\his), (6), (7), on peut, en vertu de (3), confondre x avec x\ c'està-dire admettre que a: est l'abscisse actuelle d'une section du canal, au lieu d'être l'abscisse de sa position initiale. Inversement, dans la formule (^) de la page 1 80,
on peut regarder le rayon moyen - comme se rapportant à la section dans sa
position initiale, de sorte que /est sensiblement constant.
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95. Canal tracé suivant un grand ou un petit cercle de la Terre et soumis à un potentiel perturbateur. — Soit {^fig^ 7) P le pôle nord. Supposons que le canal considéré soit un petit cercle quelconque K'K de pôle /?, tracé à la surface de la Terre. Définissons-le par sa distance 6 au grand cercle de pôle /?, soit
Fig. 7.
par le complément de sa distance polaire Ky? et définissons un de ses points
ou une de ses sections transversales A par son azimut K/^A = $ comptée à partir du méridien K'P/?K.
Il résulte de là que, si le rayon de la Terre est pris pour unité, l'arc x = KA compté sur le canal, depuis ce méridien, est
Ceci posé, quel que soit le canal, en vertu du principe de Laplace, il suffit de chercher une solution périodique comme la force ^> c'est-à-dire ayant la
période -r- relativement au temps.
D'autre part, puisqu'il s'agit d'un petit cercle, si l'angle O croit de 21:, on retrouve le même point du canal; on doit donc retrouver le même déplacement. Donc \ doit avoir relativement à $ la période 2ir et par suite, relativement à x^ la période 2ir cos0. Mais la force donnée doit elle-même avoir cette période. Donc nous sommes amené à chercher une solution périodique comme sin(à — mx)^ à la fois relativement à / et à a;, c'est-à-dire une solution de la forme
A et B étant deux constantes.
En substituant dans (9), on voit que ces deux constantes sont déterminées par les équations
(— 4*-f-^y/n*)B -+-/t Ai=o,
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-H(t-»-^ym') „ _ - H/i
et
('o) ^ = (7î _ g..,nty.^nii [{i*- gym*)s\n(U— mx) + /<c08(t/— w^)].
On en déduit ou
(II) h = ^^^_~ Jy^ft-t [{î'—gym*) cos(t< - mj?) — /t8in(tf - mx)].
Si l'on néglige le frottement, il vient simplement
, — Hym , . ,
Si Ton néglige le carré du frottement
A=: ■:; '- — ; I cos(i/ — mx) — tz — "^ ■ , sm(<f— mx) I
r — ©y* L r^gym^ J
(il ^er) ^ OU, au même degré d'approximation,
-Hym r./ / \ 1
/i=: TT '- — =cos qZ-f- -Ti — r ) — m J? ,
c'est-à-dire qu'on tient compte du frottement en calculant la hauteur h de la marée comme si le frottement n'existait pas, mais pour la position qu'a l'astre non
à l'instant / auquel se rapporte A, mais à l'instant t-h .^_^ — 5- Cet instant
dépend de i. Il varie donc pour chaque onde. Airy, comme nous le verrons, a trouvé un théorème plus curieux, mais qui s'explique jusqu'à un certain point par la remarque précédente.
Observons que si la force agissante, au lieu de l'expression (8), avait celle-ci
(8 his) y: =H'sin(t7 — mx) h- K'cos(i^ — mx),
la solution serait la même. On pourrait, en effet, la mettre sous la forme
(la) ^ = Hsin(fY — ma? — fx),
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OÙ H et [X, déduits de H', K', varieraient d'un terme à l'autre du potentiel V c'est-à-dire avec i et m. Les expressions correspondantes de A et $ seraient
(i3) h = ^-.^J J,^_^j^., [(î' — gym^) cof>{it ^mx^ix) ^fi %\Xi{it - mx - fx)],
(i4) l = ^it_^ ^^tY-\-ni^ [(/'— ^y/n')sin (i^— mx - fx) -h/i cos(<Y - mx - fx)].
Et si -T- se compose d'une somme de termes tels que (S bis), A et ^ se composeront d'une somme correspondante de termes donnés par (i 3) et (i4)- H suffit donc toujours de supposer au potentiel V ou à la force j- un seul terme de la forme (8).
96. Expression du potentiel d'un astre rapporté à un pôle quelconque. — Pour appliquer ces résultats à l'action d'un astre, nous rappellerons que le potentiel d'un astre relativement à un point A de l'Océan en fonction de sa distance zénithale Z à ce point, en prenant le rayon a de la Terre pour unité de longueur est (n® 4)
V=|li(cos.Z-i);
OU
(i5) dV _ i dy _ 3L (^cos'Z
<^d? "" cosO d^ ~" 2p* cose d^
Il s'agit de calculer cosZ en fonction des coordonnées actuelles 0, O relatives
au pôle p du canal considéré. Soient toujours (^g. 8) P le pôle Nord de la Terre et P/?K le premier méridien du système des coordonnées polaires 0, $.
Soit L la Lune définie par son ascension droite a et sa déclinaison S.
On a donc
PL = 2 - (î.
•.D'ailleurs, si a^ = />PL est son angle horaire relativement au méridien P/?,
on aura
ap=:/? PL = 0)^-1- 9/,— a,
<p^ étant la longitude Est du point p relativement à Paris, et / Fheure sidérale de Paris. On peut écrire plus simplement
<Xp^=pyL =: û)/ — a,
en appelant t l'heure sidérale au point p.
Nous pouvons ainsi regarder l'astre comme défini par sa déclinaison o et son angle horaire a^.
Soit A le point du canal défini par ses coordonnées 6 et $, de sorte que
Ay>=!E_e, Apk=<t^.
Sur \9ijig. 8, l'astre est censé à l'Ouest, et le point A à l'Est du méridien Pp,
afin que les angles a^ et$ soient positifs et respectivement égaux à/? PL etApK. On a d'ailleurs LA = Z. Le triangle ALp donne, par suite,
cosZ = sinO cos/?L -4- cosO sin/?L cos A/?L
cosZ = sinO cospL + cos0 siny^^L cos(^ -f- L/?K)
OU
cosZ = siDOcos/?L — cosOsin/?Lcos(L/>P — *) OU enfin
(a) cosZ = sinO cosy>L — cosO cos^ sin/?L cosL/?P — cos8 sin* sïnpL sinL/>P.
D'autre part, le triangle L/?P, en appelant /? la colatitude P/? du pôle/?, donne
((3) cosy^L = sinôcos)9-h cos(îsin/>cosa;„
(y) sinjE?LsinL/?P = sin<XpCOsd.
Puis
d'où
sinâ = cosp cos/>L -h sin/? sinjoL cosLpP;
sin/?L cosL/?P = -: — (sind — cosp cospL),
Soit, à cause de (^),
(ô) sin/?LcosL/?P = sin(îsin/> — cosdcos^cosap,
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qu'on aurait pu écrire directement. Par suite de (P), (y), (8), la formule (a) devient
i cosZ = (cos/? sinB — sin/> cosO cos<I>) sind
* (sin/?sinO-f- cos/>cosOcos*)cos3cosap— cos0sin*cosdsînap.
97. Application à Tétude de la marée produite, dans un canal circulaire quelconque, par un astre se mouvant dans Téquateur. — Examinons d'abord le cas d'un astre se mouvant dans i'équateur, de sorte que S = o et
(i6 bis) cosZ = (sin/?sin0-+- cos/?cosOcos^)cosap— cosOsin^sinocp;
soit
(17) cosZ= sin/>sin0cosa;,-hcos0 cos' - cos(ap-i- *) — sin*~cos(ap— ^) .
Dans l'expression de cos*Z, nous pouvons laisser de côté les termes indépen-
dants de $ comme n'entrant pas dans l'expression (i5)de j-- Nous laisserons de
côté aussi les termes indépendants de a^ comme n'influant que sur le niveau moyen de la mer. Les termes restants de cos^Z sont
cosOsinOsîn/) cos*-cos(2ap-h ^) — sin' — cos(2ap— ^) -+- cos*0 cos* — cos(2ap-+- 2*) -4- sin*— cos(2ap— 2*) ;
d'on, par l'équation (i5),
= — l |sin/>sinO — cos*~sin(2ap-f- <I>) — sin» — sin(2ap— *)
— cos*-sin(2ap-+- 2*) -h sin*^sin(2ap— 2^) |.
Si nous négligeons d'abord le frottement, nous aurons à appliquer, pour calculer A, la seconde formule (1 i6w). L'angle a^ est sensiblement linéaire par rapport au temps /, et le coefficient de / y est o) — ai = o)', o) étant la rotation diurne et n
le moyen mouvement de l'astre. Donc, dans les quatre termes de^> on a à faire i = 2(0'. Dans les deux premiers, a cause de $ = -^^» on devra faire respectivement m = zp — --; dans les deux derniers, m — zr: — ^ .
'^ COS0 ^^ cosH
On aura ainsi quatre ondes semi-diurnes. Les deux premières donnent
, . - 3Ly cos0sin0cos/? V ,p , ^, . . « , ^T
(19) /«— ~-f , it^^^tek ^ — c<>s -<^<>s(2apH-4>)-f-sin'^cos(2ap— *) .
Le crochet vaut
— cosp cos^ cos2ap -+- sinsa^ sin4»;
d'où, par la règle de superposition des ondes de mêmes périodes,
/ X 1. 3Ly sinOcosBsin/? / — r rx r-r-=:
(ao) n = — i — — — ^ ^vcos»/?cos*4^-+-sin*<I>cos(aap— vL).
où
, lang^
tangO/ z= —
^ cos^
Cette onde est ce qu'Airy appelle la première onde semi-diurne. A un instant donné, elle passe dans le canal entier par toutes les phases, puisque, quand $ varie deçà 211, il en est de même de ^. Cette onde disparait pour p = o, c'est-
à-dire si le canal est un parallèle, et pour = -> c'est-à-dire si le canal est un
grand cercle quelconque du globe terrestre.
Les deux derniers termes de 3— donnent
(21) h=— , ., ,^ *r. : cos*i- cos(2a„4-2<&) -h sm*^cos(2a„ — 2<^) .
Le crochet vaut
I -^ cos*/> ^ ' ex ' '- cos a % cos loip— cosp si n a 9 sin a a^ ;
d'où
/ V . — SLvros*^ //i-hco^*p\' - - • . . ^ /
("") '^ = 47R^oW--"77)V i 2 ; cos«a^ + cosVsm«a4.cos(i«,-x),
en posant
2 cos/? -
langY = V- langa®.
^^ i + cos'/> ®
C'est ce qu'Airy appelle la deuxième onde semi-diurne. Elle se distingue surtout de la première en ce que, à un instant donné, elle passe par toutes les phases sur chaque moitié du canal, puisque, si l'angle $ varie de o à tc, l'angle y^ varie de o à 211.
La première et la deuxième onde semi-diurne se superposent d'ailleurs, de manière à former une onde semi-diurne unique de la forme
h =:Mcos(aap — ^) -^ M' cos(aay, — x) — ^ cos{2(Xp — œ).
On a donc l'apparence d'une seule onde semi-diurne plus complexe dans ses allures que chacune des quatre ondes simples dont elle est formée.
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Il n'y a pas d'onde diurne, ce qui tient à ce que nous avons supposé la déclinaison de l'astre nulle.
98. Application à la marée produite par un astre quelconque dans un canal tracé suivant un grand cercle. — Tenons compte k présent de celte déclinaison; mais, pour ne pas trop compliquer les calculs, supposons que le canal soit un grand cercle de la sphère terrestre, ce qui donne = o. La formule (i 6) devient, par suite,
cosZ =:— sin/?cos^sinô -f- (cos/?cos^cosap — sîn^sin ap) cosô. Soit
cosZ = — sin/?cos^sinô-h cosô cos* — cos ( «y, + *) — sin' — cos(ap — ^) .
En élevant au carré et laissant de côté, comme plus haut, les termes indépendants de oLp et ceux indépendants de O, on aura
*Z = — sin/?sinôcosô cos*~cos(ap-f- 2*) — sin* — cos(ap— 2<b)
cos
cosM
cos*~cos(2ap-+- 2^) -i-sin* — cos(2ap— 2 4>) ;
d'où, à cause de (i5).
"S— = -j^ = — 3- I sin/?sinôcosô cos* --sin(ap-i- 2^) -\- sin* -sin(ap— 2(p)
— cos*î-sin(2ap4-2*) -h sin* — sm(2ap— 2^) .
Il en résulte, par la formule (ii bis), deux ondes diurnes et deux ondes semidiurnes. Les premières ont pour expression
/ /v # 6Ly sinosinôcosâ r ,p , ,^ . . « , ^1
(24) h^ p»(^/r_4^y) [cos*fcos(ap-i-2<l>)-sm«^cos(ap-2a>)J.
Le crochet vaut
cos/? cos 2^ cos «p— sin2^sinap;
d'où
, .... , 6Ly sinosinôcosâ , — — -; . , ^
(24 bis) h — — Y7— 7? — 7 ï^ — V cos »p cos' 2 <l> -h sin* 2 ^ cos ( a „ — d» ),
OÙ
lang2<D
tang4/ — — '-
cosp
Cette onde diurne a les caractères suivants : à un instant donné, elle passe par toutes les phases sur chaque moitié du canal; elle s'annule quand Tastre passe
àTéquateur; elle change de signe avec la déclinaison de l'astre; elle n'existe pas pour un canal équatorial {p = o).
Pour un canal méridien f ^ = - j, on a
- 6Lysindcosi . . ,
A — irSi — > : sin2^sina«,
c'est-à-dire que l'onde devient stationnaire . Les maxima et ininima de h se produisent partout en même temps. La vitesse de propagation de la marée est infinie. C'est un clapotis, non une onde se propageant. Les deux ondes semi-diurnes ont pour expression
(2o) /i= — . -/,- cos*- cos(2a„ -f- aQ)-+- sm*- cos(2ap — 2*) .
^ ' 4p(w — ^yL a ^ '^ ' a "^ '^ 'j
Le crochet vaut
£1 cosaQ cosaocp— cos/^sinaVsinaoe^,
d'où
, 3Lycos'»3 ^ //i-hcosV\* .a • • • a / s
h— ^ , -/,- 4/ ( cos'a<p -hcosVsm'a<Pcos(2ap — y),
. gs , 4p»(w'»-^yV\ a ; ^ V /» /.;,
acosptanga^
tangy = r — >
^^ iH-cosV
onde proportionnelle à cos'$ et passant, à un instant donné, par toutes les phases sur chaque moitié du canal. Pour un canal équatorial {p = o),
, SLycos'd , -^
A — — , .. ^- r cos(aap -h 2^),
qui se propage uniformément.
Pour un canal méridien lp = -\
, SLycosM .
/j — — o ,, *,, r cosa<Pcosa«/?.
Comme l'onde diurne, celle-ci devient stationnaire.
99. Sur le signe de la hauteur h de la marée. — Le signe de h dépend de celui de (o'^—^Y»^^s®'^s*'^'^°^®"'d®^*"~é'Y»^^^®^ ~ Y^ïn ""Y* Laprofon-
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deur de la mer y est, en général, très inférieure à ^ du rayon terrestre ou à 26*"° environ ; de sorte que co'^ — g^ est généralement positif.
100. Influence du déplacement propre de Tastre. — Nous avons, dans ce qui précède, fait abstraction du déplacement propre de Tastre, ou du moins nous n'avons tenu compte que partiellement de son moyen mouvement en remplaçant la rotation diurne absolue w par celle (o'= co — /i relativement à l'astre. Examinons de plus près l'influence de ce déplacement. *
En désignant, comme précédemment {fig. 9), par N le nœud de l'orbite lu-
naire NL sur l'équateur NE; par 1 son inclinaison; par a„ l'ascension droite de l'astre comptée depuis le nœud N; par v^ sa longitude vraie et l^ sa longitude moyenne comptées depuis le même nœud dans son orbite, les lettres a, ^, / désignant les mêmes grandeurs comptées depuis le point vernal, on a, en négligeant le carré de l'excentricité e de l'orbite et le cube de son inclinaison,
sind = sinlsinr„,
d'où
(27) cos*d=:i — sin*Isin*c„=: i 1 — cos2//t.
D'autre part,
c étant la moyenne distance de l'astre et xs étant la longitude de son périgée. Au degré d'approximation admise, on a
p izn c[l — e C0S(/l — çy) ^] rz: c[l — eCOS/l'/],
n étant le moyen mouvement de l'astre, ér celui du périgée et n!= n — cr.
On tire de là
I n-3ecos/i'/
D'ailleurs, en appelant N le moyen déplacement du nœud N et posant
l'équation (27) devient d'où
(30) ^ r= 5— ( I 4- SeCOSn'/ H 008 2/1"/ j.
D'autre part, on a
tanga,» — cosi tangt^^,,
d'où
«^ =11 i'„ — tang' - sm 2 v^ = <^/i — -r sin 2 /„
i^rt — /„-h 2esin(/ — cj).
«;,— /„ H- 2esin(/ — Gj) — 7- sin2/A,
a=r/4-2esin{/ — GJ) — y sîn2/„
a — /!/ 4- 2 e sin /i' / 7- sin 2 /i" t,
et
Par suite,
soit
ou
D'ailleurs, l'angle horaire
en comptant les longitudes terrestres à partir du méridien passant par le pôle/? du canal circulaire considéré. Donc
(3i) oLp = (ù' t — le^inn! t -t- -^ sin2/i'^/.
D'après cela, dans l'expression (28) de la force ^j reprenons, par exemple, le terme
.-, SLcos*^ ,^
(32) 3— — — — sm (2ap 4- 2O),
^ ' ox 2 p' V ^^ /'
qui, en ne tenant pas compte de la variabilité des éléments de l'astre, donne.
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par la formule (i i bis). Tonde
3 Lycos*- ,^
(33) h~ — ——- — — cos(2ap 4- a^).
Si nous tenons compte de cette variabilité dans l'expression (82) de la force, à l'aide des formules (3o) et (3i), on aura
-rr- == — ï — sin(2ci)'^-i- 2O) -h ^— sin(2a)'/-h 2^— «'^)
dx 2C* L ^ "^ 2 ^
^^ ^ —- sin(2o,)'/ 4-2^4- /l'O
sin(2(k)'^ 4- 2^4- 2/i"/)
La formule (i i bis) donne alors, pour la hauteur correspondante,
3Lycos*-/i --I
- __ ' 2\ 2 / rC0S(2w'/4- 2O) TÇ C0S(2w'^4- 2O— /l'^)
* "^ c» L 4(co'*— ^y) ^ T (2w'— /i')*— 4^y)
(35) { £ cos(2&)^^4- 2^4-/1^/)
Si l'on néglige les carrés de /i' et /i", on a
C0S(2Ci)'^4- 2^4- /l'0 = C0S(2Ck)'/4- 2^) — SÎn/l'^ sin (2(i)' ^ 4- 2^),
co'/i'
tù'^ — gy
et des expressions analogues pour le second et le dernier terme du crochet, de sorte que
3Lycos*f(i-i")
(36) hz=: 4^,(^/,_^y) [Pcos(2a)'^ H- 2^) 4- Q sin(2a)'/ 4- 2^)],
OU
P=z:l4- (3 4--7i )eCOS/l'^-h ( rr )PC0S2/l*'/,
On peut encore écrire l'expression de A, en ayant égard à ce que nous négli-
geons les termes de Tordre de Q^ et du produit Q(P — i),
3Lycos*f(,-L')
(38) h- .,,,," r-^ PC0S(2w'/H-2*-Q).
Pour comparer cette expression à celle (33) obtenue en faisant abstraction du mouvement propre de l'astre, il faut mettre cette dernière sous la même forme que la première, c'est-à-dire la développer aussi harmoniquement à Taide des formules (3o) et (3i). On trouvera ainsi une expression pareille à celle (38), avec cette différence :
I® Que, dans l'expression (37) de P, manqueraient le troisième et le dernier terme ;
2"^ Que, dans celle de Q, manqueraient de même le second et le dernier terme.
Comme P caractérise la hauteur et Q la phase ou l'heure de la marée, on conclut de là que le déplacement de l'astre a pour effet : i*^ d'augmenter l'influence
de l'excentricité, à savoir : sur la hauteur, dans le rapport ^ , ,^ ^ — : : i, et sur la phase, dans le rapport] ,. ,^^ — r : 1 ; 2,^ de diminuer l'influence de
rinclinaison de l'orbite, dans le rapport 1 7^^^ — : 1, sur la hauteur, et de
l'augmenter dans le même rapport sur la phase.
101. Influence du frottement. — Il reste à tenir compte du frottement. Ayant développé la force sous la forme (34), il suffit pour cela d'employer, pour le calcul de A, la formule (11 ter) au lieu de celle (11 bis), c'est-à-dire à l'expression (36) d'ajouter les termes
* — ^ ,,, sin(«/ — mx).
Les calculs un peu laborieux n'offrent aucune difficulté» et l'on trouve que l'ensemble des termes à ajouter à h peut s^écrire ainsi
3Lycos*f(i-L')
. ... ., ^- A^ rFsin(2a>'^
, ,, ,, , rP'sin(2a)'^4-2^)4-Q'cos(2a)'^-h 2^)1.
En posant
4w'»— ^yj L w'«— ^y J l (^'^—gy J
Q'= , / i [8.'+ <9<^V '^^^"'1 e^nn't^ \-.'-^ (^"^-^^y^^lpsin^n'. |, 4w'«— ^ylL ('i' — gy J L w'*— ^y J )
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au degré d'approximation adopté, on vérifie que ces formules peuvent s'écrire ainsi
P'— l-'f P-^/ (;",-^^y\-:^ .cosn'.-^/(f,^l^Pcos.n^.,
soit, en posant
4a)'«~4^y"^' 4(co'«-^y)» ^^' P' = — aco'ÇP — 4Ç,6/i'cos/i'/ -h CiP/i^cosa/i'^, Q'= îw'ÇQ + SÇt^/i'sin/i'/ -hÇiP/i'sinsi/i"/.
On a ainsi
3 Lycos*- ( I ]
h=i TTr-^-^ r^[Pcos2(a)'^+^)-hQsin2(a)'^-h^)
-hP'sin2(&)'^-+-^)-t-Q'cos2(w'^4-^)]
OU
3Lycos*^(i--) h^ T-FT-TT-^ ^ I P/-!:,cos[2co'(f 4- Ç) -F 24>] + Q,-ç,sin[2a)'(^ 4- + a^] I ,
en désignant par P,_i;,, Qt-x,, ^-^ que deviennent P et Q lorsqu'on y remplace / par / — Ç, ; ou enfin, en observant qu'en vertu de (37) P^^^^ est voisin de 1 ,
3Lycos*f(,-.L*)
^'^ 4oa(co''-^y) P^-C,C0S[2a)^(/4-C)4-2^-Q,,;:J,
de sorte que, pour tenir compte du frottement, il suffit de calculer la hauteur h comme s'il n'existait pas; mais, i** pour la position qu'occupe l'astre à l'instant f — Ç,, antérieur de Ç< à celui auquel se rapporte ladite hauteur; 2® pour un lieu dont l'azimut est * 4- (o'(Ç 4- *C, ) au lieu de celui $ du lieu réel..
On peut comparer ce résultat de la théorie au résultat intuitif de Laplace (n« 16).
MÉTHODE GÉNÉRALE ET EXEMPLE
A. Canaux de largeur cotistante.
102. Intégration des équations du Chapitre précédent pour des canaux non fermés. — 103. Méthode générale pour déterminer les constantes : (<z) canal circulaire fermé; {b) canal indéfiniment prolongé dans les deux sens; ( c) canal limité par deux continents; (<i) canal limité par un continent et indéfiniment prolongé dans un sens. — 104, 105. Canaux en communication avec des mers. — 106. Vérification, sur les problèmes précédents, du principe de Laplace. — 107. Développement des calculs pour un canal, sans marée, communiquant ayec une mer et un lac. — 108. Ondes partielles. — 109. Réunion des ondes. — 110. lloure et hauteur de la marée en un point du canal. — 111. Vitesse de propagation. — 112. Sur le moyen de comparer la théorie à Tobservation. — 113. Courants. — 114. De Timportance du frottement. — 115. Extension des formules de première approximation à des canaux de section constante quelconque. — 116. Application au canal de Suez. — 117. Hauteur des marées au canal de Suez. — 118. Retard de la marée surcelle de la mer Rouge. — 119. Courants à l'entrée du canal; divergence avec l'observation.
B. Canaux de largeurs vai tables.
120. Formules relatives à un canal dont la largeur varie suivant une loi exponentielle. -> 121. Simplification des formules, si l'on fait abstraction du frottement. — 122. Succession de canaux de sections variables, avec ou sans changements brusques dans les sections.
A. Canaux de largeur constante,
102. Intégration des équations du Chapitre précédent pour des canaux non fermés. — L'application du principe de Laplace à des canaux circulaires fermés nous a amené à n'employer au Chapitre précédent qu'une solution très particulière de l'équation (6) de la page i86, à savoir : la solution représentée par les équations (lo) et (i i) delà page i88 répondant à l'expression (8) de la force des astres, expression qu'il suffit de considérer parce que les effets de termes similaires se superposent. Si l'effet des astres sur un canal est insensible, on fera H = o, et la solution particulière dont il s'agit se réduit, comme cela doit être, à h = ^ = o.
Ajoutons à présent à cette solution des solutions de l'équation privée du second membre. Prenons la solution périodique
(i) ^==:Pcos(T^H- Qsina^,
0" étant une constante arbitrairement donnée et F et Q étant des fonctions de x. En substituant dans l'équation (6) sans second membre, nous trouvons pour déterminer ces fonctions les deux équations différentielles ordinaires du second
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ordre à coefKicients constants Soient
(a) P = Ae% Q = Bc«*.
Les constantes A, B, a satisferont aux deux équations
|/(TA-t-(<y«-+-^ya«)B = o.
En éliminant le rapport tt entre ces deux équations, on obtient Téquation
caractéristique qui donne
(4) «'= -.'±Av ^, d'où
(5) »=p<i+qW—'' p„ et ^a étant définis par les équations
ff»
qui donnent
Posons
On aura les deux solutions
(9) ^=pa-^g<j\/—if Oi — -pa-i-qW—*f
et celles qui résulteraient du changement de q^ en — 9^. La première donne
a^ziz ^ — ï
et par suite, à causé de (3), La seconde donne
et par suite
Donc, au facteur A près, la première donne
P — e^ /'•-»- ^•v^)'', avec Q =v/^ e^ra+^y.v^^^)' ou
p = e^ff*( cos^<j^ -H v/— i sin^ff^)»
Qr= ePe^(— sinç<y.r 4- v^— 1 cos^g^),
d'où les deux solutions
p — e^a«sinç<y^i Q =^ e^-^'CGS^jj^.
La seconde valeur (9) de a donne
P = e-''<r^(cos^<j^ -"- v^^^ sin ^,j.r), Qiri e-''«T*(sin q^^ — V^— « cos^,j.r),
d'où les deux nouvelles solutions
P = e-PT^s\n qtsXy Q = — e-Pn^Ç.Q%qtsX.
Ajoutant ces quatre solutions multipliées par des constantes, on aura la solution générale
l p = eP^'( C C0Sçr<yX -h 1) sin q^a:) -+- 6-^»^(C'cos^<r^ H- D'sin q^x), ^'^^ j Q=e''<T*(— C sin 7^-2^ -+-I>cosçr<TJ?) + e-'»<'*(C' sin Ça^ — D'cos^ff^), .
avec les quatre constantes C, D, C, D'. Les valeurs de a obtenues en changeant Çfj en — q^ donneraient la même solution.
On a donc ainsi, pour le déplacement horizontal,
Ç = P cosor^ 4- Q sinor^
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une solution,' avec les cinq constantes arbitraires
de l'équation (9) du n** 94 privée de son second membre. On peut ajouter autant de ces solutions qu'on le veut à la solution de l'équation avec second membre trouvée à la page 188.
A chaque expression trouvée pour le déplacement horizontal $ en répond une pour la hauteur A, par la formule
dx
En ajoutant à la solution de l'équation complète, résumée dans les équations (10) et (11) du Chapitre précédent, la solution de l'équation privée de second membre qui vient d'être obtenue, on aura la solution suivante, avec les cinq constantes arbitraires œ, C, D, C, D%
H — T-q r:i TT^ [(*' — gy^^) sin( i7 — mx) -\-fi cos{U — mx)]
^^'^ \ ^eP"^ [C cos(or^-h^,jj7) 4-D sin((T/ H-^ffj?)] -h e-P^^[C cos(<y/ — q^jx) — D' sin((T^ — Çfrx)],
' ^' - (it^gyliTy^ni^ [-(*■*- ^yw') cos(i7 - mx) -^/isïn{it - mx)]
^'^^ ^ —yePo^ [{C po-\-ï) g^)cos{fft-hg<Tx)'h(l) Pa—Cq(T)sïn{(je-hqt,x)]
-i-ye-P<''[{C'pa'-ï)'qtj)cos{fft — q„x) — {l)'pa-\-C'qtj)s\n{(jt — q^x)],
Si le canal n'est pas lui-même sujet à marées, on fera H==o. Rappelons, d'ailleurs, qu'on peut ajouter autant de termes qu'on le désire comme ceux qui contiennent les exponentielles. On aura, à chaque fois, cinq nouvelles constantes arbitraires, telles que œ, C, D, C, D'.
Les constantes se déterminent dans chaque cas d'après les conditions particulières du problème.
103. Méthode générale pour déterminer les constantes. — Voici les principaux cas qui se présentent :
a. Canal circulaire fermé . — Dans ce cas, la solution doit être périodique re* lativement à la variable Xy ce qui exige que toutes les exponentielles disparais^ sent, et l'on retrouve la solution du Chapitre précédent.
6. Canal inde^niment prolongé dans les deux sens. — Si un canal est indéfiniment prolongé dans les deux sens, comme alors A et ^ doivent rester finis pour
a? = dboo, il faut encore que toutes les exponentielles disparaissent et les formules du Chapitre précédent s'appliquent encore.
c. Canal limité par deux continents. - Dans ce cas, pour deux valeurs données, par exemple a: = o et x = x^, on doit avoir Ç = o, quel que soit /. Pour satisfaire à ces conditions, on fera, dans les formules (i r) et (12),
La solution sera donc de la forme
4 Ç = (P/ cosi^ 4- Q, sinit).
Pi et Q„ P; et Q; étant quatre fonctions de x. Elles doivent satisfaire aux conditions
pour a? = G et pour x = x^, ce qui fournira, entre les quatre constantes C, D, C, D', quatre relations qui les déterminent.
d. Canal limité par un continent et indéfiniment prolongé dans un sens. —
Prenons comme origine des x la section du canal barrée par le continent et la
direction du canal suivant les x positifs. On fera encore o- = £. Comme A et ç
doivent rester finis pour a? = 4- x), on devra avoir C = D = 0. L'expression de
^ sera donc encore de la forme (i3), mais P, et Q, ne contiendront que deux
constantes C, D'. On les déterminera en exprimant que, pour a? = o, on a
Ç = o, soit
ce qui fournit les deux relations nécessaires pour déterminer C et D'.
104. Canaux en communication avec des mers. — Supposons à présent un cas spécial, mais utile pour ce qui va suivre : celui d'un canal indéfini dans un sens (sens des x positifs) et communiquant à son origine avec une mer sans marée.
On fera toujours g = i.
Par cela seul que le canal est indéfini, on aura, comme ci-dessus,
de sorte qu'il ne subsiste que les deux constantes C et D' qu'on déterminera en exprimant qu'à l'origine du canal c'est cette fois la surélévation h de l'eau du canal qui est nulle; soit P^ = Q^ = o, pour a? = o.
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Si, à son origine, soit pour a? = o, le canal communiquait avec une raer dont les oscillations fussent synchrones à celles du canal lui-même, c'est-a-dire ayant à l'embouchure du canal les oscillations de la forme
(i3 bis) h = Xcosit-h Bsinit,
le problème ne serait pas plus difficile. On exprimerait qu'en ce point la hauteur A, au lieu d'être nulle, aurait la valeur (i3 bis)^ ce qui donnerait
pour a? = o, équations qui détermineraient encore les deux constantes C, D',
Si le canal était limité par un continent, la condition de h nul ou égal à (i3bis)k l'origine du canal et celle $ = oà son extrémité fourniraient les quatre équations nécessaires pour déterminer les constantes C, D, C, D'.
Si le canal communique avec deux mers sans marées et de même niveau ou avec deux mers ayant des marées synchrones au canal, les quatre constantes se détermineront en exprimant que h est nul ou a des valeurs données de la forme (i3 bis) aux deux extrémités du canal.
Si les deux mers sont sans marées, mais à des altitudes différentes A = a^ et h = bç^y on résoudra le problème comme si les deux mers étaient de niveau, et, à la solution obtenue qui donne A = o aux deux extrémités du canal, on ajoutera, pour A, le terme linéaire en x et indépendant de t,
(i4) h = ao ;: a;
et, pour Ç, l'expression
OÙ Xq désigne la longueur du canal. Ces expressions satisfont bien aux équations (7) et (9) du n** 95, cette dernière privée du second membre, et aussi à la condition de donner A = a„ pour x = eih = b^ pour x = x^.
Le mouvement qui en résulte est un courant permanent et uniforme de vitesse -^y I = ^°~ ^ étant la pente par unité de longueur entre les deux mers.
Ce courant vient se superposer aux mouvements périodiques représentés par les autres termes de la solution.
105. Supposons à présent un canal illimité dans un sens et communiquant à son origine avec une mer dont les oscillations, comptées depuis le niveau
moyen sont données sous la forme harmonique
(i6) A=^ A coso-^-f-Bsinor^
Nous n'envisageons qu'un terme. S'il y en a plusieurs, on les étudiera successivement et l'on ajoutera les résultats obtenus. Si ces oscillations sont synchrones aux termes connus des équations (i i) et (12), c'est-à-dire si les q sont pareils à i^ ce qui a lieu en général en vertu du principe de Laplace, le problème se trouve résolu au numéro précédent.
Dans le cas contraire, on le résout d'abord dans l'hypothèse où le canal communiquerait avec une mer sans marée (numéro précédent), et, à la solution obtenue, on ajoute, pour h, l'expression
(17) y6-^a* [C'/7<,H- D'^<t) cos(crf — qx) -f- (D'/?»— C'^,,) sin(af — qx)^
et pour Ç, l'expression correspondante résultant de (i i). Quels que soient les coefficients C et D',on continue toujours à satisfaire aux équations différentielles du problème, et, comme la valeur précédemment obtenue de h s'annule pour a; = o, il s'ensuit que, pour cette valeur de a?, la hauteur h se réduit à la valeur (17), soit à
et, comme elle doit être identique à (16), on aura, pour déterminer C , D' , les deux équations
Si le canal dont il s'agit était limité par un continent, on résoudrait toujours, d'abord le problème comme s'il communiquait par son origine avec une mer sans marée, et, à l'expression ainsi obtenue, on ajouterait les termes en a, 0- ayant la valeur donnée dans (16). On déterminerait les constantes C, D, C, D' en exprimant 1° que, pour a? = o, le terme additionnel de h se réduit au terme correspondant de (16), ce qui donne deux relations, 2** que, pour a? = ot^ {x^ étant la longueur du canal), le terme additionnel relatif à \ s'annule, ce qui donne encore deux relations.
Supposons enfin un canal débouchant dans deux mers, dont l'une a des oscillations données par l'expression
(17 his) h=zaQ-{- V (Acosff^-t-Bsino-^),
et l'autre par celle
(18) h =:z bo-h ^{X' cosa' t -^B' sitid' t).
Ici il faut que, pour a? = o, A prenne la valeur (17 bis) et, pour x = Xq^ la valeur (18).
On résoudra le problème comme si le canal communiquait avec deux mers sans marées (n° 104), et dont les niveaux constants seraient
h =z ao, h :=:z b
et, à cette solution, on ajoutera :
I** Dans les équations (11) et (12), autant de termes en o- qu'il en entî'e dans (17 bis)y et, pour chaque terme, on déterminera les quatre constantes C, D, C D' par les conditions que
pour 07 = o et /i = o pour a? = Xo ;
2*^ Une seconde série de termes où les œ sont remplacés par les a' de (18), et l'on déterminera les nouvelles constantes C, D, C, D' par les conditions que A = o pour o? = o, et
h-ji^K! cos or' ^ 4- B' sin c' t pour a? = Xq.
106. Vérification, sur les problèmes précédents^ du principe de Laplace. — Dans tous ces problèmes, nous avons admis le principe de Laplace, consistant (n^ 15) en ce que les circonstances initiales du canal considéré sont sans influence sur les résultats, étant rapidement annihilées par reffet du frottement. Il n'est pas difficile de vérifier qu'ici il en est effectivement ainsi.
Supposons, en effet, que, outre les conditions des numéros précédents, on s'impose encore de satisfaire aux conditions initiales consistant en ce que, pour / = o, on ait, dans le canal que Ton considère,
F et/étant deux fonctions données.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse du problème d'un canal com-
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muniquant avec deux mers. Soit
la solution précédemment trouvée. Ajoutons-y une solution de l'équation (9) de la page 186, privée du second membre et telle qu'elle donne A = o à l'origine et à l'extrémité du canal; de sorte que les conditions aux extrémités restent toujours satisfaites.
Il suffit de prendre cette solution de la forme
y Tacosâ:^,
OÙ ^ est zéro ou un entier positif, x^ la longueur du canal; les T^ sont des fonctions de t seulement. On aura ainsi
Ç = X4-yT^cosA:^,
qui satisfera encore à toutes les conditions du problème, sauf celles relatives à l'instant t = o. Les fonctions T^ doivent d'ailleurs, en vertu de l'équation (9) susmentionnée, satisfaire à l'équation différentielle
Tk=e * (AjtC0Sfx^4- BjtSÎnfjL^), avec
et Aa et Ba étant des constantes arbitraires, en sorte que
Ç=rXH-e * > cosA: — (AACOSfx^-4- BA^sinfjL^),
, c?X yk -1' V» • / «^ / A * i> • -V
A = — y-r \- '—e ' >smA: — (A^cosfx^H- BA-sinjx^),
qui satisfait, quelles que soient les constantes A^^ et B^, à toutes les conditions du problème, sauf à celles relatives à l'instant initial. Pour remplir ces der-
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niëres on devra avoir, pour toutes les valeurs de x comprises entre o et a?o,
2Aa.cosX: — :=zF{x) -X(j:, o), 2(.B.-{*.)c„,*i=/(.,-p<f^>]^,
ce qui fournit les constantes A* et B^ par la formule de Fourier. On voit
que les termes ajoutés pour tenir compte des conditions initiales sont multi-
. -// plies par le coefficient e * et, par suite, s'éteignent plus ou moins rapidement,
suivant la grandeur du coefficient de frottement /, ce qui est conforme au
principe énoncé par Laplace (n** 15).
107. Développement des calculs pour un canal sans marée, communiquant avec une mer et un lac. — Puisque le canal considéré n'a pas de marée propre, on doit faire H = o dans les équations (i i) et (12) du n^ 102. Nous écrirons d'ailleurs, pour simplifier,/? et 9 à la place desp^ et y^,, les valeurs de ces constantes étant définies par les formules (8) du n° 102. Enfin il sera ici un peu plus commode pour les calculs de remplacer les quatre constantes C, D, C, D' par quatre nouvelles constantes A, B, A', B' déduites des premières par les relations
Cp + Dq=-, Cp — D'q—-,
- C^ -t- D/? = - , CV/ -H D> =: - , d'où
Par suite, les deux dernières équations du n® 102 deviennent
(ao)
e-p'[ A'cos(a^ — ^a?) — B'sin(ori — ^j:)],
^ I i eP' [{p\ --qB )cos((jt-hqx)'h{qX -hpB)sïn{<Tt-h ga:)]\
y(A>*-*-^') \ -h e-P^[{pX'-^ qB') COS(or/ — qx) -f- {qX'^pB') sin (ff/ — qx)] ]
Prenons comme origine des a: l'embouchure du canal dans le lac et soit L la longueur du canal. On devra avoir
{a) Pour^ = o /i = o,
(^) Pour J7 = L A = /ioSinor^,
Ao et Œ étant donnés. On peut toujours, en prenant l'origine du temps convenablement, réduire le mouvement sinusoïdal au point x = Lk l'expression (b). D'ailleurs, /zq représente la demi-amplitude de Toscillation ou la demi-diflerence
de niveau de la pleine et de la basse mer et Ton a a = y^y si T est Tintervalle de
temps compris entre deux pleines ou deux basses mers consécutives. Nous aurons, par suite, pour déterminer A, B, A', B', les quatre relations
( ei'^i— ACOS7L — Bsin</L) -i-e-''''(A'cos^L -h B'sin^L) = 0, / eP^( Asin ^L — Bcos^L)-*- e-/'''(A'sin«7L — B'cos^L)^: Ao.
On tire de là, en posant
(22) à^=^2i COS27LJ,
A HZ A'= f^{eP^-^-e-P^)singU (23) 1
( B=:~B' = - J(e^»'-e-/''-)cos7L;
puis
^^ i e^'^'^+'^sin [or^ — g{L — jo)] — e-P^^'^^in [at -+- ^(L 4- j:)], * — Â" / — eP^^-^'^s'm [at — ^(L + x)] -4- (?-''<'' ^•'' si n [at 4- q{L — ^)],
/ j _ eP'^^'^sin [<Tt — g{L-'X)]'+- e-/'"'-^'sin [at + ç{L + a;)]
u \ ^\ — e/">--'>sin[(7^ — <7(LH-:r)]-he-/'^'--^''*'sin[(7^4-<7(L — a?)] j
^ yA(/>«-hr/») J ( e'""'-^-^'cos[(7^ — ^(L — jc)]--e-A'(''-'>cos[(7^-+-^(L-+-x)] i
I 4-e'""'-''>cos[a^ — ^(L4-^)] — e-A'<»'-^'*'»cos[tT/H"7(L--;r)] )
Le courant a pour expression
!/ — e'''''-^''cos[(7^ — ^(L — j7)]4-e-''<''"-''cos[(j^-hç(L-Ha:)] ^ ^ j — eA''"— ')cos[(7/ — y(L-ha7)]-+-e-/''»'-^-»)cos[ŒiH"^(L — a;)] j / — e^'L-»-')sin[(7^ — ^(L — ^)]-+-e-/'«'--'>sin[Œ^-+-^(L-h:r)] | "^'^ / -.ei'(L-'>sin[(T^ — ^(L-hx)]H-e-A''''-^'>sin[Œ^-h<7(L — ^)] j
lOS. Ondes partielles. — On voit, par ces formules, que le mouvement qui se produit dans le canal peut être regardé comme la superposition de quatre ondes simples, deux dans le sens des x négatifs, c'est-à-dire allant de la mer vers le lac et deux dans le sens des x positifs ou allant du lac vers la mer. La première
a pour vitesse de propagation ; la seconde H La valeur absolue com-
mune à ces deux vitesses est, d'après les formules (8) du n° 102,
se réduisant à
si Ton fait abstraction du frottement.
109. Réunion des ondes. — Ces quatre ondes, qui ont toutes même période — = T que Tonde de la mer avec laquelle communique le canal, peuvent être réunies en une seule, dont la hauteur h est donnée par la formule
(28) ^ = P coso-f -+- sino-/,
ou
^ ^0 i e/'<''-^')cos^(L — ^) — e-P<*'-')cos^(L4-^)
Soit
(29) 7c=tangX.
On pourra écrire
(29') ^ = v/P*-+-Q'sin(<T^4-X).
On a d'ailleurs, en désignant par sin^, cos^, tang^ les sinus, cosinus et tangentes hyperboliques, soit
^ 2 2 ° COS
P = -. - [sinAp(L— a?) sin7(L-ha?) — sinA/?(L -4- jt) sm«7(L — a:)],
Q = -^ [ — cos/,/?(L — ;r)cos7(L4-.r) -h cos/,p(L4- jr)cos7(L — ^)],
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Et Ton trouve aisément, à cause de la valeur (22) de A,
(3a) K ^ y/p^TQ'^ Api A^^^'^^f ~ ^^I^,
V cosa2/?L — cosa^L
(32 bis) Vjinç:X = "" ^^"^"^ '^ tangA;>.r + tang/,pL tangy^r
lang/,/;Llang/,/>j: -hlang^Llang^^
110. Heure et hauteur de la marée en un point du canal. — La hauteur K de la marée en un point d'abscisse x est donnée par la formule (32). Si Ton fait abstraction du frottement, on a/? = o. Par suite
(33) K = A,!iMf.
En supposant que p est très petit, cette formule peut être regardée comme approximative, si la longueur L du canal n'est pas trop grande. L'heure de la marée en un point d'abscisse x est donnée par la formule
d'où
ao" (7 4 air *
A l'embouchure, soit pour a; = L, on a X = o et / = t» de sorte que le retard
de la pleine mer à la distance L — a? de l'embouchure sur celle de l'embouchure est
^ ^ aTT
Si Ton fait abstraction du frottement, on a /? == o et, par suite, X = o. Le retard serait nul. Les pleines et basses mers auraient lieu sur tout le canal à la fois, avec, bien entendu, des hauteurs variables d'après la formule (33). Le canal oscillerait comme ferait une des moitiés d'une corde de violon abandonnée à elle-même, après avpir été pincée en son milieu.
En supposant/' non pas nul, mais petit, et négligeant les quantités de l'ordre de/>*, on a
(35) langX z=X == tang/,/>Lcol«7L — i^ng^px coigjr,
d'où, pour le retard,
(36) — ( lang/t/>^' cot^^ — taiig/,/7L C0I7L).
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Si L n'est pas trop grand, les formules (35) et (36) deviennent
(37) X ^= p{LcolqL — X COiqx)
et
(38) ^ {xcoigx — Lcol^yL).
111. Vitesse de propagation. — Pour avoir la vitesse de propagation de la pleine mer, vitesse variable d'un point à un autre du canal, j'observe que l'heure de la pleine mer est donnée par la formule
d'où
soit
ddl-h
dX^ dx
dx dt
dX dx
c'est-à-dire qu'un observateur qui, partant de l'embouchure du canal avec la pleine mer, cheminerait le long de ce canal, avec la vitesse de marche
(39) ~^ = X' = TX^'
verrait toujours la pleine mer à côté de lui. C'est donc là la vitesse de sa propagation, vitesse qui est ici variable; à l'aide de la formule approchée (37) on a
p[ — COlqx -H qx{i -h COi^qx)]
Or, si l'on suppose le coefficient de frottement /suffisamment petit, les formules (8) du n"" 102, où l'on se rappelle que /?<y eiq^j sont ce que nous appelons ici/> et q, donnent approximativement
2V^y s/gy iv^y
d'où
/ cot— = ^- — = ( H- C0l«-=r )
L vgy s/gy\ vgyJ]
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112. Sur le moyen de comparer la théorie à Tobsenration. — II résulte de là que si Ton a observé la vitesse de propagation en un certain nombre de points» on peut déduire de là la valeur du coefficient/ et, par suite, celle du coefficient /,
ou du rapport ^^ où II = looo si Ton prend le kilogramone et le mëtre pour
unité et si Teau n'est pas trop salée. Si Ton suppose, comme nous le faisons, le frottement à la paroi proportionnel à la vitesse i/, et que Ton compte la pente de fond I dans le sens des x positifs, ce qui revient à changer I en — I dans la formule (I)du n^91,le mouvement permanent uniforme est régi, d'après cette formule, par l'équation
Rl = ^"«,
fî f
où R = —est le rayon moyen de la section. Le coefficient ^ est donc l'analogue
de celui habituellement usité dans l'Hydraulique des eaux courantes.
On peut aussi déterminer / et, par suite /©, à l'aide de l'expression (34) du retard d'une pleine ou basse mer à la distance L — a? de la mer, sur celle correspondante qui se produit à la mer. Si/? est sufYisamment petit, on peut se servir de l'expression (38). Cette expression, en vertu de (40' devient
(43) ..J^/^cot^^-Lcot^V
Ayant le coefficient/ on peut comparer, dans un canal donné, les résultats de la théorie avec ceux de l'observation.
113. Courants. — L'expression (26) du courant peut aussi être ramenée à la forme
(44) —37 ^Mcoso-^ -hNsina/.
Si l'on néglige le frottement, d'où/? = o et par (22)
A— 4sin*<7L,
on trouve
^ ' àt yq sm^L
Si l'on a égard au frottement, on trouve
a/fpg ( p[ sin/,/9(L-hJ:)cos7(L — a?)4-sin/,/?(L — ^)cosç(L-hJ:)] j
~"yA(/>»H-^*)| -f-âr[— cosA)o(L-h^)sin9(L — a:) — cosa/?(L — a?)sin^(L4-a:)] )'
__ ih^fj ( p[ cos/,p(L-4-J?)sin^(L — .r)4-C0SA/?(L — J:^)sin«7(L-hx)]
""yA(/?*-i-^*)( + ^[ sin/i/>(L-+-a7)cos^(L— j:)-l-sinA/?(L — d:)cosçr(L-+-:r)]
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Près de la mer, soit pour x = L, on a
Près du lac, soit pour a? = o,
( ^ ^ yA(p'"-^r7-) ^^ ^^s^ï- sinA/?L— ç sin^L cos/./?L),
Si Ton rapproche la formule (44 bis) de celle
h=:no . . sina^ sin^L
qui donne la hauteur de la marée, abstraction faite du frottement, on voit que les courants seraient alors nuls aux moments des pleines et basses mers et
maxima à mi-marée. De plus, si yL<-j on voit que -r^ est positif depuis
(Jt = à 0-/ = ^- -> OU pendant la montée, et négatif pendant la baissée; et,
comme le sens positif des x va vers la mer, on voit qu'il y aurait, dans ce cas : courant de jusant pendant que la mer monte; étal de jusant au moment de la pleine mer, courant de flot pendant que la mer baisse et étal de flot au moment de la basse mer.
Plus généralement, il en sera ainsi si l'extrémité de Tare qL tombe dans le premier ou le dernier quadrant de la circonférence. Ce sera l'inverse si elle tombe dans le deuxième ou le troisième quadrant, en particulier si
- <gL<
Mais ces résultats, comme tous ceux qui sont obtenus en faisant abstraction du frottement, peuvent être considérablement modifiés par l'influence de cette force.
114. De rimportance du frottement. — Cette influence est manifestement d'autant plus grande que la profondeur du canal est plus faible. Dans un détroit de plusieurs centaines de mètres de profondeur, elle pourra le plus souvent être négligée; elle sera au contraire d'un grand eff*etdans un canal de naviga-
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tion» comme le canal de Suez, ayant moins de lo*" à 12"^ de profondeur. Ce fait, qui est évident a priori, ressort aussi d'une façon précise des formules. En effet, le frottement n'entre dans celles-ci que par les constantes /i et 9, désignées ^^vpa et qa dans les expressions (8) de la page 201. Elles dépendront donc elles-mêmes du seul rapport
or 271 iTzVL R
en vertu de la formule {e) de la page 180, et en désignant par R = — le rayon
moyen de la section mouillée du canal considérée. Pour une section de grande largeur, ce rayon moyen est à peu près égal à la profondeur du canal. On voit
f donc que le coefficient - est en raison inverse de la profondeur.
On voit, de plus, qu*ilest en raison directe de la période d'oscillation de Inonde que Von considère. Ainsi, le frottement a plus d'importance pour les vagues de longue période, comme la vague-marée, que pour les oscillations rapides.
Prenons, pour la période d'oscillation de la mer, 12'' 25*°, soit en secondes
T zz: 44 700.
On aura
d'où
1 = 6978.^ xi.
Ainsi qu'il résulte du n"" 93, le coefficient ^ est l'analogue de celui qui entre
dans les formules du mouvement permanent dans les canaux.
Prenons
(a) ij =o,ooo5.
Il va de soi que cette donnée est très variable avec la nature des parois.
On aura
cx~ R
On voit par là que, si l'on a un canal d'un rayon moyen, c'est-à-dire pour un canal large, d'une profondeur de moins de 10" à 1 1™, le rapport i- est égal ou
supérieur à 3; son carré ~^> égal ou supérieur à 9, donnera à /? et ^r des valeurs presque égales. Si, au contraire, la profondeur dépasse 100™ à i5o", le rapport ^ commencera à être négligeable et, par suite, il en sera de même de p.
Mais, même dans un canal de 35™ de profondeur, on voit que le frottement conserve de l'influence, du moins avec la valeur adoptée pour le coefficient ^•
115. Extension des formules de première approximation à des canaux de section constante quelconque. — Nous allons appliquer les résultats qui précèdent au canal de Suez qui communique, d'une part, avec une mer à marées, la mer Rouge, et, d'autre part, avec les lacs Amers. On peut donc lui appliquer les formules des n*** 107 et suivants. Il est vrai que ces formules n'ont été établies que pour des canaux de section rectangulaire, tandis que le canal de Suez n'est pas assez large pour qu'on puisse négliger Tinclinaison de ses berges. Mais il est facile de voir que les formules de première approximation, c'est-à-dire celles qui négligent les quantités de l'ordre du carré des déplacements, s'étendent à des sections constantes de formes quelconques. En eflet, dans l'équation de continuité (II) de la page 182, on a, au degré d'approximation où nous nous plaçons, et en appelant b^ la largeur à fleur d'eau du canal quand l'eau y est au repos.
D'ailleurs
Par suite, la formule (11) devient approximativement
Soit
(47) ^o = *oy,
Y étant ainsi la profondeur réduite du canal, c'est-à-dire la profondeur d'une section rectangulaire ayant même aire et même largeur à fleur d'eau que celle du canal considéré. On aura
qui est pareille à l'équation de continuité dans un canal rectangulaire.
L'équation générale (1) de la page 181 ne dépend d'ailleurs pas de la forme de la section. Donc, les deux équations fondamentales relatives aux canaux à sections rectangulaires s'appliquent à des canaux de sections quelconques, pourvu qu'on y appelle y la profondeur réduite définie par Téquation (47)-
116. Application au canal de Suez. — Nous pouvons de cette façon appliquer les résultats obtenus au canal de Suez : sa section est de forme trapézoïdale. Il a 22™ de largeur au plafond, avec talus inclinés à 2 de base pour i de hau- L. — 1. 28
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teur et 8"" de profondeur, ce qui lui donne 54" de largeur à fleur d'eau. Sa longueur; depuis la mer Rouge jusqu'aux lacs Amers, est de 28706™. On a donc les données suivantes :
Ôo=r 54»", y rr j- = 5«,63, T = 12»» 25" =: 44 700%
\J2gy ■=. \/2 X 9,8088 -h 5,63 = 10,09,
puis, en adoptant la valeur ci-dessus (a) de ^>
■^-"Tr"" 3^4 " ' •
4/--i-hi/i + ^ =o,oooo33, 4/ I -4- W I 4- ^ = 0,000039,
sin/t/^L sin ^L
/?L = o,95, <7L=m,i2, arc«7L = 64S eP^z=z2, 5858 , e-'*'' = o , 3867 , 1,099= '»'» cos/,/?L= i,483n= 1,49, tangA/?L 0,900, cos ^L = 0,436 = o,44> tang qL
Nous ferons les calculs pour les valeurs de x contenues au Tableau suivant et correspondant à des stations d'observations :
qx.
Arc qx.
Sin^or.
CoBqx,
Tangyx.
px.
SiDj^/»ar.
CtOSf^px.
Tangfc/w.
o,3ii
117. Hauteur des marées au canal de Suez. — Avec ce Tableau, il est facile de calculer, par la formule (Sa), la hauteur K en un point quelconque du canal, sachant que la hauteur h^ à l'entrée de la mer Rouge est h^ = 0^,69. On a ob-
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serve la hauteur K avec beaucoup de soin en deux stations, et voici la comparaison entre le résultat du calcul et l'observation :
DISTANCE DE LA STATION
calculé.
aux lacs Amers x.
à la mer Rouge L — x.
observé.
Nous devons les résultats des observations à Tobligeance de M. l'Inspecteur général des Ponts et Chaussées Bourdelles» directeur des Phares.
118. Retard de la marée sur celle de la mer Rouge. — Pour calculer le retard de la pleine mer en un point du canal sur la pleine mer à Tembouchure» on utilise la formule (32 bis). A cet effet, posons
langAiPf tang^or
tanga,
tang/t^o L
La formule (32 bis) donne et le retard est, d'après (34),
ou
g^O « ri
suivant qu'on exprime a© — a en fraction de 2tc ou en degrés. On trouve
RETARD
Tanga.
aux lacs Amers x.
à la mer Rouge L — x.
calculé.
observé.
va.
119. Courants à rentrée du canal; divergence avec l'observation. — Examinons enfin les courants. La formule (44) peut s'écrire
- ^ = v/WFTN«sin(<T^-4- Y),
en posant
tangY=j^
Le courant s'annule à l'instant
soit à l'instant qui précède de — T la mi-marée.
Près de la mer, on a
p sinA3/?L
d'où
tangY= ^ sin.^L ^
g sin2^L
Donc le courant s'annule
OU environ 55 minutes avant la mi-marée.
A ce moment commence le courant de flot qui arrive à son maximum 55 minutes avant la pleine mer.
Il décroit ensuite pour s'annuler de nouveau environ 55 minutes après la mimarée. Puis commence le jusant» qui croit jusqu'à 55 minutes après la basse mer, pour décroître à nouveau et s'annuler 55 minutes avant la mi-marée.
C'est bien conforme à l'observation.
L'observation prouve, en effet, que les courants s'annulent aux environs de la mi-marée et deviennent maxima aux environs des pleines et basses mers, tandis que si l'on fait abstraction du frottement les choses se passent tout autrement (n** 113). C'est à mi-marée que se produiraient les plus forts courants.
La valeur maxima du courant est y^M^ h- N* ; soit, à cause de (46)f
2/iogv/sin^2/?L -+- sin'2yL ^
soit, à cause de (22),'
had /coSh^pL •+■ COS29L
yy/nî_|-^î V COS/, 2/?L — COS 2 ^L
OU
soit
yv//>
Aa o,oooi4
h^a / coslpL -h cos'y L — i ^
n«4-<7« V COS J/? L — COS* ^ L *
. / i,483'-ho,436'— 1 ^ "' V 1, 483* -o, 436*
' YO,oooo33 -+-0,000039
soit, à cause de Ao^o^^^g, y = 5™,6i, environ 0^,28. Or, les vitesses observées sont dans les environs de o™,8o. Ainsi, il se trouve que les formules de première approximation, employées avec la valeur adoptée pour le coefficient de frottement /o, donnent des résultats conformes à l'observation, en tout ce qui touche à la hauteur et à la propagation de la marée dans le canal, mais s'en écartent complètement en ce qui touche la grandeur absolue des courants. II faudrait, pour retrouver les courants observés, prendre /« beaucoup plus petit; mais alors les retards calculés ne seraient plus conformes à l'observation.
Il parait donc nécessaire de recourir à une seconde approximation. C'est ce à quoi nous serons conduit aussi au Chapitre suivant pour la propagation de la marée dans une rivière se prolongeant indéfiniment.
B. Canaux de largeurs variables.
120. Formules relatives à un canal dont la largeur varie suivant une loi exponentielle. — Supposons, à présent, un canal de section rectangulaire sans marée propre sensible, dont la profondeur y soit constante et dont la largeur 6, supposée grande, par rapport à la profondeur, soit variable. La hauteur h comptée du niveau moyen du canal et le déplacement horizontal ^ de l'un de
ses points, sont donnés par les formules (4 his) du n® 94 où l'on fera ^ = o,
ce qui donne
(48, "^-iM-
On peut écrire la première en la multipliant par b^, qui ne dépend que de x et non de t,
(4o) ^oj^.^_ /5!lM_±^^^^_o.
^^^' dt* ^•' àt ^'ydx^ b^ djo dx )
Supposons que la largeur 6« soit définie par une formule exponentielle
(5o) 6, — Kc-*«,
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OÙ K et A sont deux constantes, la première positive, fa seconde positive ou négative, suivant que le canal va en se rétrécissant ou s'élargissant quand on le parcourt dans le sens des x positifs. Ces deux constantes sont déterminées, si Ton se donne, par exemple, les largeurs du canal à ses deux extrémités. L'équation (49) devient ainsi
et si Ton pose
(5i) ^o? = Pcoso'/-hQ sina^,
d étant une constante arbitrairement donnée, les deux fonctions P et Q de a; seront fournies par les deux équations différentielles
Soit
A, B, a étant des constantes indéterminées. On aura entre ces constantes les deux équations
[c^'H-^y(«'-H^«)]A— /o-B =0, f<jk -h [(x*-+- ^y(a* -h A-a)] B = o.
Soit
Cela suppose ^^ ^ gt -r > o, ce qui aura lieu dans les applications, k étant
petit.
Les dernières équations deviennent
(<t'« -h gycx!^)k-f(7' B = O,
/Œ'A-+-(or'«-h^y«'*)B = o,
qui sont identiques a celles (3) du n^ 102, où Ton remplacerait les lettres (t, a, / par des lettres accentuées. Elles conduisent donc îi une solution pareille. On a
cr--^y 4
Par suite, les équations (8) du n® 102, en supprimant, pour simplifier, l'indice des lettres /?j et q^, donnent
puis les équations (lo) du même numéro donnent
Pz=eP*( Ccos^^ + D %\nqx) -»-e-''*(C'cos^;r -+-D' sin^^), Q__.g/,T(_ c sin^a? 4-Dcos^a:) -+-c~''^(C'sin^j7 — D'eos^^).
Remplaçant? et Q par ces expressions dans l'équation (5i) ci-dessus, on aura b^^, et, par suite, ^; puis Téquation (48) donnera h. On aura ainsi
, j (?/»* [C cos(o'^-hç^)-f-D sin(<T^-4-^a:)] ~" ^ l-he-''*[C'cos((7/ — ^a?) — D'sin(a^ — ^o?)]
(53) { et, à cause de (48),
/,__ y \ ^''^ [( — />C — //D) cos(Œ^-+-^j7)-h (---/?D -h<7C) sin(<T^ + çrar)] I "" ^(4-e-^*[( /?C'— ^D')cos((7i — 7^:) — ( /?D'-4-^C') sin(Œ/ — ^o?)] )
121. Simplification des formules si Ton fait abstraction du frottement. — Si Ton fait abstraction du frottement, soit/= o, les formules précédentes deviennent respectivement
V vsrv
/ I r C cos(ff^-+-^a?)-+-D sin(o'^ 4-^^)1
) ^^0 L-+- C'cos(œ/ — ^j:) — D'sin((j^ — ^a?)J'
y^ r— D cos(ff/ + ^a?) -4- C sin(o-^H- ^^)'l ~" ^0 L"-I^'ces(o-/ — ^j?) — C'sin(<T^- 7^)J
122. Succession de canaux de sections variables avec ou sans changements brusques dans les sections. — Supposons à présent qu'on ait à envisager un canal de dimensions variables. Divisons-le en plusieurs parties assez courtes pour que, dans chacune d'elles : i^ la profondeur y puisse être regardée comme
sensiblement constante; 2^ la largeur, si elle n^est pas constante, puisse être regardée comme variant sensiblement suivant une loi exponentielle. Pour plus de généralité, on peut même admettre qu'en passant d'une partie à la suivante il y ait changement brusque dans les dimensions transversales, de sorte que la suite des canaux considérés ait une forme comme celle de \^fig* 10. Nous les désignerons par les n"* 1, 2, ...,/,..., /i.
Fig. 10.
NPl ^ N?2
Appelons respectivement
^/> \\y h^\ 6„ $„ ht\
bh ?/» ht ;
^nj S«» "w»
les valeurs de 60» ^t ^ pour les parties n°* 1, 2, ..., t, ..., /i.
Soient ^0 1^ largeur de la partie n^ 1 à son origine; ^1 sa largeur à son extrémité.
Soient respectivement ^\ et ^a les largeurs de la partie n^ 2 à son origine et à son extrémité ; ^^ et ^3 les grandeurs analogues pour la partie n^ 2 ; p|._, , pi celles relatives k la partie n® i; et p^,_,, ^n. celles relatives à la partie extrême n** n. S'il n'y a pas changement brusque de largeur quand on passe du n^ 1 au n® 1 +1, on aura
Nous comptons les abscisses x du canal entier à partir de l'origine de la partie n® 1. Soient respectivement
les abscisses des extrémités des parties n^ 1, 2, ...,/,..., /i. On admet que
bi = K, e-*.^,
et les deux constantes K/ et k sont déterminées parce que, pour x = L/_,, on doit avoir 6, = P|._^, et, pour x = L,-, on doit avoir 6/ = p,. Nous désignerons respectivement par
yn yî,
les profondeurs moyennes dans les parties n^ 1, 2, .... i, ..., n.
Ceci posé, pour la partie n^ i, on peut, pour trouver le déplacement horizontal ^/et la hauteur A, du niveau, appliquer les formules (53) [ou celles (54) et (55), si Ton néglige le frottement], en affectant de Tindice i les lettres
qui y entrent. Les expressions de pi et ^, seront données par les formules (52) ou (54)» où Y et A sont remplacées par y,, et ki et/ par/.
rr
Uy/'
applicable à des canaux de sections rectangulaires de grande largeur, en vertu de la formule {e) de la page i8o.
On aura ainsi, pour chaque partie de canal, quatre constantes inconnues
Mais les constantes affectées de l'indice i -\- i peuvent s'exprimer à l'aide de celles affectées de l'indice /, parce qu'à la jonction des parties n°' i et i-\- i on doit avoir
( ^7 ) lii^i = hi et y,.H, 6,4., ;,4., — yi bili,
puisque le niveau et le débit sont les mêmes de part et d'autre de la section qui sépare les deux parties considérées.
Les conditions (57) fournissent quatre relations permettant d'exprimer les constantes C/4.,, D/^.,, C]^,, D)^, en fonction de celles C/, D/, C^, D',; par suite, toutes les constantes, quel qu'en soit le nombre, s'expriment de proche en proche à l'aide des quatre seules constantes C,, D,, C',, D',. Celles-ci se déterminent ensuite d'après les conditions données aux deux extrémités du canal considéré, suivant les procédés indiqués au n° 103. On a ainsi le moyen d'étendre approximativement ces procédés à des canaux de sections très variables et suivant des lois quelconques.
Lorsqu'on fait abstraction du frottement, les formules de récurrence, qui donnent C/, D/, C), D', en fonction de C,, D,, C, , D',, sont peu compliquées.
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123. Équations générales. — A. Fleuve de largeur constante, abstraction faite du frottement de la tacce* MARÉE. — 124. Réduction dos équations dan» ce cas. — 125. Première approximation. — {a). Hauteur. — (*). Vitesse de propagation. — (c). Déplacements. — {e). Courants. — 12G. Application à une marée sinusoïdale. — 127. Divergences avec l'observation. — 128. Seconde approximation. — («). Hauteur. — (A). Vitesse de propagation. — (c). Déplacements et courants. — 129. Courants à Tembouchure d'un fleuve. — 130. Volume d'eau d'une marée. — 131. Application à une marée sinusoïdale. — (a). Heures des basses et pleines mers à une distance donnée de l'embouchure. — {b). Temps de la montée et de la baissée. — (c). Vitesse de propagation du flot et du jusant. — {d). Courants de flot et de jusant. — {e). Volume d'eau d'une marée sinusoïdale. — 132. Solution de M. de Saint- fenant. — 133. Hauteur de la marée dans le fleuve. — 134. Vitesse de propagation. — 135. Courants. Volume d'eau d'une marée. — 136. Déplacements horizontaux. — 137. Observation relative à la solution de M. de Saint- V^enant. — B. Flelve de largeur constante en ayant égard au frottement de lA VACt'E-MARÉE. — 138. Equations différentielles. — 139. Première approximation. — (a). Hauteur. — (5). Vitesse de propagation. — (c). Courants. — {d). Déplacements. — (e). Volume d'eau d'une marée sinusoïdale. — 140. Cas d'une marée quelconque développée sous forme harmonique. — 141. Seconde approximation. — C. Flejve dk largecr lestement variable. — 142. Equations du mouvement. — 143. Leur transformation. --- 144. Remarques sur ces équations.
123. Rappel des équations générales. — Considérons un fleuve communiquant avec une mer dont la marée suit une loi donnée.
Soient désignées, à l'instant t, par z et x' la profondeur d'eau et la distance à l'embouchure d'une section transversale fluide du fleuve pour laquelle cette distance, à l'instant initial, était x. Il s'agit de déterminer les deux inconnues z et x' considérées comme fondions des deux variables indépendantes / et x.
Nous avons trouvé (p. i8o) pour l'expression de l'accélération
.__^._.si„I,-_^F,
1, étant la pente variable de la surface de l'eau, F le frottement par unité de surftice de paroi mouillée et :; représentant approximativement le rayon moyen de
la section mouillée dans un fleuve très large. L'équation ci-dessus équivaut à
celle-ci
ôKt' . , dz g F
1 étant la pente du fond, supposée uniforme, ou en multipliant par -j^j puisque nous prenons Tabscisse initiale pour variable indépendante
(0 (-37t--^^sinlH-^-
d^x' . ^ ^ F\ dr' dz
Soient respectivement y et Uo la profondeur et la vitesse de régime qui existeraient dans le fleuve s'il n'y avait pas de marée.
Ces deux grandeurs sont rigoureusement constantes dans un fleuve de largeur uniforme. Pour ne pas compliquer outre mesure les formules, nous admettrons aussi qu'elles sont sensiblement constantes ou nous les supposons remplacées par leurs valeurs moyennes, si le fleuve coule entre deux digues très lentement convergentes dans le sens des x et a?' positifs, c'est-à-dire k mesure qu'on s'avance dans l'intérieur des terres.
Posons alors
(2) j;' — a;— Uy/-h|, z — y^h,
en sorte que \ représente le déplacement subi depuis l'instant initial par la section fluide considérée, par le seul fait de la marée et h Texhaussement correspondant, positif ou négatif, du niveau de l'eau dans cetle même section, \ et A étant ainsi des quantités qui varient lentement. En les prenant pour inconnues, l'équation ci-dessus deviendra
Nous devons y joindre l'équation de continuité. Elle est (p. 182)
dr'
en appelant ù la section mouillée actuelle ou d'abscisse x' et Û^ la section occupée par les mêmes particules fluides à l'instant initial, c'est-à-dire la section d'abscisse 07.
En désignant respectivement [par L et L' la largeur du fleuve aux distances x
etx' (le l'embouchure, l'équation de continuité devient ici
ou, à cause de (2),
DE LA VAGUE-MARËE
124. Réduction des équations daps ce cas. — En régime uniforme, c'est-à-dire pour A = Ç =0, la vitesse U„ est définie par l'équation
^'sinl4- jj-Fo^o,
en appelant F^ ce que devient la fonction de la vitesse représentant le frottement F par unité de surface pour la vitesse de régime. Admettons que, pendant la marée, la somme analogue dans l'équation (3) reste assez petite pour pouvoir être négligée. Si, de plus, la largeur du fleuve est supposée constante, les équations (3) et (4) deviennent
ôt'' y dx) ~ * dx'
On peut, entre ces équations, éliminer soit ^, soit h. Éliminons ^. En posant
on aura d'abord
d'où
2 àx
ât' du:
Or, la seconde donne
Par suite, l'équation différentielle qui régit la hauteur A est
Quand on l'aura intégrée, on obtiendra ^ par la seconde (5), puis l'abscisse actuelle x' de chaque section fluide et sa profondeur par les équations (2).
Si l'on développe ces équations en négligeant les termes du troisième ordre, on aura
Par suite,
ôx y y^
125. Première approximation. — (a). Hauteur, — Négligeons d'abord les termes du second ordre. Les équations deviennent
dl II
dx y
D'ailleurs, dans $ et A, qui sont des quantités petites du premier ordre, on peut remplacer x par l'expression approchée tirée de (2)
(10) j7 = .r'-HUo^,
puisqu'on ne néglige ainsi que des quantités du second ordre. Soit
la loi donnée de la hauteur de la marée à l'embouchure, soit pour 07' = o ou
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On satisfait à l'équation (8) par toute fonction de (o^,/ — x, par conséquent par l'expression
<■■> *=*'Cè^:>
ou, en exprimant h à l'aide de Tabscisse actuelle, x\ soit
et l'on voit que pour a?' = o on a la loi voulue de la marée à l'embouchure.
(6). Vitesse de propagation. — Si un observateur remonte la rive avec une vitesse (Op — Ug, c'est-à-dire de façon que le chemin Ao?, qu'il fait dans l'intervalle de temps A/, soit donné par la iormuie
^JL'=Z (ojo — Uo) A/,
d'où
OJo — tJo
il verra toujours la même hauteur de l'eau. L'onde se propage donc avec la vitesse w^ — Uo. C'est celle qui aurait lieu dans un canal, retardée de la vitesse propre de la rivière.
(r). Déplacements. — L'équation (9) donne
Par suite.
ou
(e). Courant. — Le courant, compté positivement dans le sens du Bot, est
y \ ''>o — tio /
soit
(12) !l^^_r +':î^^î ^Vi.
Il est remarquable qu'il soit une fonction de la seule hauteur de la marée. Soient A, la hauteur de pleine mer et — h^ la hauteur de basso mer. Le courant maximum du flot est
oc y
et a lieu en même temps que la pleine mer au point considéré, et le courant maximum de jusant est
(12') _^=:Uo4--°~-Vl,
et a lieu à l'heure de la basse mer au point considéré.
126. Application à une marée sinusoïdale. — Si la hauteur de la marée à l'embouchure est donnée par la formule
(i3) /t —. A„ siii 5^/,
on aura, à la distance x' de l'embouchure,
(i3') /t — /r^sino" (/ — -~ — p- )>
de'
._Uo + (o>a-Uo)^^sin(7(^- -^^r-^)
Le plus grand courant de flot serait
(i4) ^'----Ua + fr.>,-Uji"
et le plus fort courant de jusant,
127. DiTergences aTec robserTation. — Les heures de pleine mer à la dis' tance x' de l'embouchure, données par la formule
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seraient
r. ./•' 2 An
^ étant un entier.
Les heures de basse mer données par
SH,^M-^^-_
seraient
St: .r' 2k'ii
L'intervalle d'une pleine à une basse mer serait le même que celui d'une
basse mer à une pleine mer et égal «^ - comme à l'embouchure. Les hauteurs
de marée seraient ainsi partout ±: h^ comme à l'embouchure.
Ces résultats sont en contradiction avec l'expérience. Celle-ci prouve :
i'' Que la mer met toujours plus de temps à se retirer qu'à monter;
2" Que la hauteur de Ja marée va diminuant à mesure qu'on s'éloigne de l'embouchure;
3*^ Que les plus grands courants ne coïncident pas exactement avec les hauteurs extrêmes de l'eau.
La contradiction i'' tient à ce que la première approximation est insuffisante; celle 2^ tient à ce que nous avons négligé le frottement. La troisième tient à l'une et à l'autre de ces deux causes.
Passons donc à une seconde approximation.
128. Seconde approximation. — (a). Hauteur. — Portons la valeur de première approximation
dans les termes du second ordre des équations (7'). On aura
Nous allons chercher une solution de cette équation qui donne A = o à Tembouchure, et nous y ajouterons une solution de l'équation privée du second membre qui, aux termes du troisième ordre près, reproduise la loi de la marée à l'origine. La somme de ces deux solutions résoudra le problème.
La première solution s'obtient en posant
-^ étant une fonction indéterminée.
Comme elle satisfait à l'équation
et à celle
ât ox
ày ày
on aura
L'équation (i5) exige donc que
d'où
^-~" 4y(wo— Uo) âx '
et la première solution que nous cherchons est
^——7—7 îT-x (^ — Uo^) -— •
4y(wo— l3o) ^-^
D'ailleurs, comme elle est du second ordre, on peut, au lieu de
y faire
d'où
X z=ix' -^X^Qt — i,
d? = j?' 4- Uo /,
3y(wo— Uo) <?J?'
ou
Elle s'annule bien à l'embouchure, soit pour ^'= o. L. — L
Nous devons y ajouter une solution de Téquation
qui reproduise la marée à rembouchure, aux termes du troisième ordre près. Soit
la solution cherchée. On peut Técrire, en observant que
h—(^(t ""—^ H ^^ ) = 9 ( ' '"^-[r) -^ ^r ?' ( ^ '^-ttV
Dans le dernier terme, qui est du second ordre, on peut remplacer ^ par sa valeur de première approximation (i i') ou
ce qui donne
^\ coo— Lo/ y
Pour a?' = o, on doit avoir
On tire de là comme première approximation
et, par suite, comme seconde approximation, et, par conséquent, pour l'expression de A,
Réunissant les deux solutions {a') et (a"), on aura
(b) . Vitesse de propagation, —Au degré d'approximation admis, on peut écrire Texpression ci-dessus ainsi
^ ^ ^ L «'>o-Uo 27(0)0- LIo)* J
OU
( G)^j— UoL 2y(ojo— Lo)J
OU
h—^'ft-
w^ — Uo H-
OU enfin
en posant
(17) 0) = Wo(n- — j — Uo
au lieu de la valeur
w = Wo — L\,
obtenue en première approximation. Un observateur qui remonterait la rive avec la vitesse de marche co, c'est-à-dire avec une vitesse donnée par la formule
dx' ^ dx'
—7- =1 co ou dt = o
at Gj
verrait toujours la même hauteur d'eau. La vague se propage donc avec la vitesse (o. Mais cette fois elle est variable avec la hauteur h.
Elle est plus grande pendant le flot où A est positif que pendant le jusant où h est négatif. Ainsi s'explique ce fait que les formules de première approximation ne vérifiaient pas que le jusant est plus long que lejlot.
On peut encore écrire l'expression ci-dessus ainsi
Cl)
ou, au degré d'approximation admis,
(c). Déplacements et courants. — Pour avoir la valeur de ^, il est nécessaire de revenir un instant à la variable indépendante x au lieu de celle x\ Si nous faisons
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dans le premier terme de Texpression (i6) de h et
dans le terme du second ordre, on aura
Or
Dans le second terme on peut remplacer ^ par sa valeur de première approximation (i i"), qui, à cause de ic' = a: — \}^t, est
Par suite, où toutes les fonctions dépendent de l'argument
On tire de là, au degré d'approximation admis, et, par suite, en vertu de la seconde (7'),
y*" y y* r 2y(r,)o-Lo)^ ^ ^ '
dx y
et, en ayant égard à l'argument (a) qui entre dans les fonctions ^, '|', '1", On tire de là, en tenant compte du même argument,
y y» y 2y2(GJo — Uo)L ^ Wo — U^ J
ou, en réduisant et observant que le courant compté positivement dans le sens
CUAPITRE IX. —
du flot est
dx' Ot
on aura
ôx'
dt
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soit, en ayant égard aux expressions ci-dessus de h et h*,
(■9) ■dï^-^''-^'^-'\y-lf)'
d'où cette conséquence importante : à la seconde comme à la première approximation le courant est^ en chaque point, une fonction de la seule hauteur de la marée en ce point,
129. Courants à l'einhouchure d'un fleuve. — De ce fait que le courant dans chaque section ne dépend que de la hauteur de la marée dans cette section, résulte cette conséquence importante, que le courant à Tenihouchure se déduit immédiatement de la connaissance de la hauteur de la marée en ce point.
130. Volume d'eau d'une marée. — Par suite, on peut, par cette seule connaissance, calculer le volume d'eau qui pénètre dans le fleuve par mètre de largeur de son estuaire pendant une marée.
Laissons d'abord de côté le terme — Uo de la formule (19), le courant de marée proprement dit est
ôt y \ /, •/
Comme on suppose - plus petit que l'unité, le courant est positif avec h. Il
amènera l'eau dans le fleuve pendant toute la demi-marée supérieure, et ce volume d'eau y, par mètre de largeur d'estuaire, sera
l'intégrale étant étendue à toute la partie de la marée pour laquelle h est positif. Au degré d'approximation admis, on aura
(19') 7 -MoJ (/'+4 -j^^'-
De ce volume, il faut retrancher le débit du fleuve pendant l'intervalle du
courant de flot auquel se rapportent les limites de l'intégration. C'est là ce que donne le terme — Uo que nous avons laissé de côté dans la formule (19).
131. Application à une marée sinusoïdale. — Dans le cas oii la marée à Temboucliure est
la formule (16') donne
(a). Heures de pleines et basses mers aune dislance donnée de l'embouchure. — D'après cette formule, les heures de pleine mer à la distance x' de Tembouchuro ont donc lieu pour
I 0)0— Uo 2 y (o)o— Uo)* \ o>o— Uo/J 2
A étant un nombre entier.
Une première approximation donne
'7 (t— ----)—- -t- iAr, \ 0)„ — L,. / 2
d'où
sincT ( l ' - ) — I.
\ ojo — Lo/
En portant dans le terme négligé, on aura une seconde approximation
d'où
o)o— Uo ■'- y (wo— Lo)^ J 2
- {- 2kr.
<j C)o— Uo \ 2 y c)o— L-o /
On aura les instants /,, z^, /;,, . . . des pleines mers successives, à la dislance x deTemboucliure, en faisant, dans celte formule, successivement A — o, 1,2, —
Les heures t des basses mers s'obtiennent en mettant — dans le second
membre de (21), au lieu de -> ce qui donne, en première approximation,
<7 [ t ,.- =: h 2ki:,
\ G>n — Ln / 2
d'où
sin^ t
Wo
-uJ-~
et, par suite, en seconde approximation,
[. a:' 3 ho «o ,"1 Stt , ,
Wo— Uo 2 y (coo— Uo)* J 2
d'où
(21^) t'--^^ ^_^^^^io ^0
G)o Uq \ ^7 f*^0 ^f*
On aura les instants i\, t\,, i\^, . . . des basses mers successives à la distance a;' de l'embouchure en faisant, dans cette formule, ^ = o, i , 2
(A). Temps de la montée et de la baissée. — Le temps de la montée de la mer est évidemment
*~ <7 y 0)o — Uo coo— l'o
Le temps de la baissée est
* '~~ «7 y 0)0 — L'o o)o— Uo*
Ces deux formules montrent bien que la mer met plus de temps à se retirer qu'à arriver à l'intérieur des terres.
L'excès de la durée du jusant sur celle du flot, à la distance x' de l'embouchure, est
Ao étant la hauteur de marée de pleine mer k l'embouchure, mesurée depuis le niveau moyen des mers ou, k peu près, la demi-différence entre la pleine et la basse mer; y, la profondeur moyenne du fleuve, Uo sa vitesse d'écoulement
naturelle, coo = v/^y.
Si Uo = o, les formules se simplifient, et l'excès du jusant sur le flot se réduit à
6 A Qûc'
En tous cas, il est d'autant plus grand que l'on est k une plus grande distance de l'embouchure.
(c). \ liesses de propagation du flot et du jusant. — Comparons la vitesse de propagation du flot et celle du jusant dans un fleuve. La première est évidemment plus grande que la seconde.
La formule (21') donne l'instant t où le flot arrive k la distance x' de l'em-
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bouchure. L'instant / -h A/ où il arrive à la distance x' -h A,r' s'obtient en remplaçant, dans cette formule, / et x' respectivement par/ -h^teix' -hAo;'. Donc,
'*iù — l'o \ ^ y ^'>o — ^'0/
ce qui donne pour la vitesse de propagation du flot
A^ 3 //rt fùfi,
2 y Mo — l\
OU, à peu près,
A.r' / 3 //., Mo
= (Mo— lo) I -I- -
OU encore, approximativement, comme ci-dessus,
La vitesse de propagation du jusant, déduite de la formule (21''), serait de même
Si la rivière n'a pas de courant sensible, ces expressions deviennent
/ ox A/' / ~~U,
pour le flot, et
pour le jusant.
En pleine mer, les deux vitesses seraient
Ainsi, en rivière et à prof ondeur égale y, lejlot se propage plus vite et le jusant moins vite quen mer libre. Cela est conforme aux formules générales du n® 128.
(rf). Courants de flot et de jusant, — Etudions encore les courants de flot et de jusant, dans le cas particulier qui nous occupe. Les formules (19) et (20)
flSlJ donnent
— Uo \ (ùo H SI
4 y* (a)o-Uo)«
r— r-. 3^ Sin 2 0"/ —
(t)Q Uq
Le maximum et le minimum de cette vitesse s'obtiennent en annulant la dérivée par rapport à /, ce qui donne
(l —.^~) -H -^sin2(j (t '^-jA
\ ojo— Lio/ 4 y V ût)o"-Uo/
2 y (ojo— tJo)*
X COS
('-;;7ÊTr,)=«'
d'où, en première approximation, pour le maximum,
et, pour le minimum.
Wo— Uo
ik
c'est-à-dire que la vitesse la plus grande correspond à la basse mer et la plus petite à la pleine mer. En seconde approximation, on aurait
Tft)
&Jo— ^oj 2 y (Wo— Uo)
d'où
(Wo— Uo)*
ou
smc7
V (Oo-Uo'~-^L 8 y* (0)0 -Uo)^
le signe supérieur répondant au maximum et le signe inférieur au minimum de la vitesse. Par suite, on aura, pour la vitesse maxima de jusant à la distance x\
dt
y L S y s y ('''^0 — Uo)* j
et, pour la vitesse maxima de flot.
di
==_Uo+^[
« y 8 y» (wo
(e). Volume d*eau d'une marée sinusoïdale, — Si, dans la formule (19'), nous remplaçons h par sa valeur donnée, qui est ici
h 3= /.Q sina/,
on aura, pour une marée sinusoïdale,
q — ojo ou
/»o / sino"^ -+- —^ (i -hcosaa^) L/^
Afl / Stt h,
soit
8 yy'
Y étant la profondeur d*eau comptée depuis le niveau de la mi-marée et Ao la hauteur de pleine mer au-dessus de ce même niveau.
D'ailleurs, si T est Tintervalle moyen entre deux pleines ou basses mers à l'embouchure, on a
de sorte que
Quant au terme — Uo que nous avons négligé, il donnerait le débit de la
rivière, par mètre de largeur, pendant l'intervalle de temps -i débit qu'il faut
retrancher de q pour avoir le volume effectif d'eau qui y a pénétré.
132. Solution de H. de Saint-Venant. — M. de Saint-Venant, à l'occasion d'un remarquable Travail de Tlnspecteur général des Ponts et Chaussées Partiot, a donné du problème qui nous occupe une solution exacte et très intéressante (*). Nous avons fait ressortir qu'en première, comme en seconde approximation, le courant dans chaque section se trouve être fonction de la seule hauteur de l'eau dans cette section. Il est naturel de se demander si cette loi est exacte et non simplement approchée. C'est la réponse affirmative à cette question qui constitue la solution de M. de Saint-Venant.
Pour y arriver sans calculs inutiles, j'observe que s'il existe effectivement
une relation entre la vitesse -r-» la profondeur d'eau y + ^ ^t la gravité g, par
(') Comptes rendus de l'Académie des Sciences du 24 juillet 1871.
raison d'homogénéité, elle ne peut être que de la forme
C étant une vitesse et a une constante purement numérique. La constante C se détermine parce qu'en Tabsence de marée, c'est-à-dire pour A = o, le courant
-^ se réduit à la vitesse de régime — Uq. Il s'agit donc de savoir si, pour une
valeur convenable de a, l'expression ci-dessus est compatible avec les équations (5) du n° 124, lesquelles, à cause de
peuvent s écrire
â*x' d^___ dh
dx \ y
OU
ô'-x' ( h\ dh
àx' _f h\-'
On tire de cette dernière
/AN ^'-^^ W h\-"' àh
^^^ ôyài-^-yV^y) dl
et de celle (a) ci-dessus
d^x' oLsHr ^ , -A àh OL l~i ( /i\"» dh
ôt'
'2. * ôt 2 V y \ yj ôt
ou, à cause de la première (23'),
-dh _ _a_ / !i\ ^ àh à'^'^ 2\/'y\^ y) ~ài'
/- on OL
d'où
dh __ 2 \f^y
ôt a
y ) ôx
Portant cette valeur dans (è),
ôx ôt ^ V y \ y / àx
et, en intégrant par rapport à x.
àx' k i—( /A^
ou
qui devient identique à (a) si l'on y fait
- =: a ou a = ± 2.
De là, deux solutions correspondant à deux ondes. Ici, c'est celle qui correspond à a = 2 qui convient, de sorte que nous aurons définitivement
qui est compatible avec les équations (25') et peut, par suite, tenir lieu de Tune d'elles, la première, par exemple. Joignons-y la seconde
Les deux équations (26) et (27) fourniront ainsi du problème de la transmission des ondes une solution particulière qui suffira ici, parce qu'il s'agit d'une rivière supposée indéfiniment prolongée vers l'amont, qui serait insuffisante s'il s'agissait d'une rivière de longueur finie communiquant par ses deux extrémités avec des mers ou des lacs à niveaux variables.
Pour intégrer le plus simplement possible, les équations (26) et (27), j'observe que si h était constant, l'intégrale serait
(28) a:' = (i -h - V\r -+- [2 vV(y -+- ^) 4- C] t-\-Y{h),
F(A) étant une constante arbitraire qu'on pourrait regarder comme une fonction arbitraire de la constante A.
Mais Téquation ci-dessus convient encore en supposant h variable, pourvu qu'on lui adjoigne celle qui exprime que sa dérivée, par rapport à A, est nulle, à savoir
Les deux dernières équations (28) et (29) constituent les équations inté-
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grales générales de celles (26) et (27), et fournissent les deux inconnues a/ et A en fonction implicite de x et /. Nous éliminerons x à l'aide de la relation
(3o) .r'z=.r ~Uo^-+-;,
en reprenant ^ et A comme inconnues, et x' et t comme variables.
Si l'on élimine x successivement entre (28) et (3o), puis entre (28) et(29), on aura les deux équations cherchées
Il y
x' - [3 sj'g\/i'^) -+- C] / - F(/i) - (/i 4- y) F(//) - o.
A l'embouchure, soit pour a:' = o, on se donne la loi de la marée
Supposons pour un instant qu'on résolve cette équation par rapport à /. On en tire
(33) t^ySh),
Par suite, la dernière (3i) devient, pour x' = o,
ce qui définit la fonction arbitraire F(/^). La dernière (3i) devient d'ailleurs, quel que soit o:',
d'où, en posant
(35) 4-3 sf^lji':^) -h C = ûj :
et, à cause de (32) et (33),
qui donne la loi de la hauteur de la marée à la distance x' de Tembouchure direclement en fonction de celle (32) à V embouchure, quelle que soit cette dernière. Et elle montre que la marée se propage avec la vitesse o> qui est variable d'une section à l'autre du fleuve, mais qui, comme le courant, ne varie qu'avec la hauteur de l'eau dans la section.
Dans l'expression de (o, il reste la constante arbitraire C. Elle dépend du débit de la rivière. Pour A = o, c'est-à-dire lorsque la rivière a sa profondeur normale y, elle a un débit connu et, par suite, une vitesse moyenne connue Uo- Ainsi, pour A = o, on a
Donc, l'équation (35) donne
C =1 — To — 2 \^Jri
et, par suite, à cause de (26), la vitesse du courant est définitivement et la vitesse de propagation, d'après (35),
(38) 0) :-r - Uo 4- 3 vé^/' -H y) - 2 v^.
133. Hauteur de la marée dans le fleuve. — La hauteur de la mer est donnée parla formule (36) qui montre bien que l'onde se propage avec la vitesse w, et sans altération dans les valeurs extrêmes de cetle hauteur, ces valeurs extrêmes étant partout celles de la fonction donnée 'y(^) c'est-à-dire celle de l'embouchure. Cela tient à ce que nous avons négligé le frottement. Puisque
est la loi de la marée à l'embouchure, à la distance x' elle sera donc
(40) ll^^' (t -jLr=^. =Y
\ — ÏJ» -H 3 V ^' (A -h 7 ) — 2 s'gyj
Si l'on veut avoir cette hauteur sous forme explicite, il faudra résoudre la dernière équation par rapport à h. Cela peut se faire ou par tâtonnements ou par approximations successives. En négligeant d'abord h devant y dans le second membre, on aurait une première valeur
ïJoH-vVy.
En la portant à la place de h dans le second membre, on aurait une nouvelle approximation
En mettant h^ à la place de h dans le second membre, on a une nouvelle valeur approchée de cette grandeur et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à deux valeurs consécutives très peu différentes l'une de l'autre.
Posons, comme précédemment, \gy = Wo» et supposons - petit. La dernière équation peut s'écrire
hz=^
l -Uo-+-c.o(3^i-^-.jJ
OU, approximativement)
JC
lî ( Wo
-bl!
soit
Wo — Uo 3o)o.r'
G)o — Uo 2y(o)o— Uy)"
'Al--
si Ton suppose que la marée à l'embouchure soit donnée parla formule sinusoi dale
cette équation devient
h^r^tu sincj
O iIq (x)ç\JC
2y(.coo
ou
h := AoSJnd ( t p- -H 7 -^ — TT-»^ Sin2(7 Z r^
qui, comme on devait s'y attendre, est identique à la formule (i4) et conduirait, par suite, aux mêmes conséquences.
134. Vitesse de propagation. — La vitesse de propagation w, variable avec la hauteur /?, a pour expression
W = — Uo + 3 \\ii{li -h y ) _ 2 \gy,
soit
Cil)
On peut également en vérifier l'accord avec les résultats du n° 128. En effet,
pour- petit, on a
iT . / 3/i 3 A'\
\ ay 8 yV
Remplaçant A par sa valeur ci-dessus et négligeant les termes d'ordre ( t^) >
on aura
Cl) = ùJo — UoH Sino" ( t , - )
2 y \ 0)0— Lo/
H-K-JT ?- — ,^-'siii2y{/ J-)
Le flot est(n^ 131) caractérisé à une première approximation parTéquation
sino" ( ^ rr
La valeur correspondante de (o est
aj=coo — ^oH
Le jusant est caractérisé par l'équation
sinc7 ( t ,,- 1 = — I
oJo — Do
La valeur correspondante de la vitesse de propagation est
dJ :=z Ci)q — IJ Q •
Ces expressions coïncident bien avec celles du n** 131.
135. CouraDts. — Volume d'eau d'une marée. — La vitesse des courants, comptée positivement dans le sens du flot, est donnée par la formule (37)
A l'embouchure on connaît la hauteur h de la mer directement à chaque
instant : on connaît donc le courant. Tant que 4- est positif, il pénètre de
l'eau de la mer dans le fleuve. Le volume qui pénètre dans le temps cil par unité de largeur du fleuve est
et, dans un intervalle de temps / — /„ à cause de (37),
(a) C { - L. 4- 2 Wi'iy + h) - v'FyJ ! ( y + /') '/'.
OÙ le terme soustractif
représente le débit de la rivière pendant le temps considéré. Dans l'expression (a), on devra remplacer h par sa valeur donnée à l'embouchure :
Si l'on connaît par le marégraphe la courbe de la marée à l'embouchure, on en déduit facilement et graphiquement le volume d'eau représenté par (a) et qui forme le volume d'une marée par mètre de largeur de l'estuaire. II ne faut pas perdre de vue que ce résultat, comme tout ce qui précède, suppose : r^ qu'on néglige le frottement, 2^ que la largeur du fleuve est constante
136. Déplacements horizontaux. — Le déplacement horizontal ^ dans une section est donné par la formule (3i) où l'on doit remplacer C par sa valeur
et aussi F(A) par son expression tirée de (34), soit
où Â est une constante d'intégration.
On voit qu'ici il faut former la fonction /^(A) inverse de celle ^ (/) qui définit la hauteur de la mer à l'embouchure. Si l'on a la courbe qui représente cette hauteur, le temps étant pris pour abscisses, il n'est pas difficile, par des mesures directes, de développer / en fonction de A, ou mieux de A H- y, sous la forme
Alors les quadratures se font immédiatement, puisqu'elles sont de la forme On aura ensuite par (3i)
-- / [-yi<.+ ^\/ff{h + y)-^2gy\x(h)d/.,
où, dans le second membre, on connaît h à chaque instant / et pour chaque valeur de a?'.
L. - L Si
Pour>i = o, c'est-à-dire quand la rivière coule naturellement avec la vitesse — Uo, on a
La constante A dépend donc de l'origine du temps. Si l'on compte les déplacements à partir de l'état où est la rivière à l'instant, quel qu'il soit, pris pour
origine du temps, on aura
Soit Ç^ le déplacement à l'embouchure, soit pour x' = o, on aura, en désignant par h^ la hauteur de la marée à l'embouchure.
OÙ hg a la valeur donnée
d'où l'on a tiré
Si donc on veut exprimer tout le second membre en fonction du temps, à l'aide de la fonction donnée ^(/), on aura
où, si l'équation h^ = ^'(0 ®^^ donnée sous forme d'une courbe, on fera la quadrature par des relevés graphiques. Cette question de la détermination du déplacement est la seule compliquée; mais c'est la moins importante au point de vue pratique. On se contente d'ordinaire de la connaissance des courants.
137. Observation relative à la solution de H. de Saint-Venant. — La solution de M. de Saint-Venant est sujette a une réserve qu'on ne saurait passer sous silence.
Le problème à résoudre consiste en ceci : intégrer les équations du mouvement de la marée dans une rivière, par les deux conditions :
1° Qu'à l'embouchure, la hauteur suive une loi donnée;
2" Que cette hauteur s'éteigne à l'infini. Cette seconde condition, qui peut s'appeler la condition de raccordement de la partie maritime d'un fleuve avec la
partie non soumise à la marée, n'est pas remplie par la formule de M. de Saint- Venant.
Cela tient à ce que l'illustre savant n'utilise qu'une solution particulière renfermant une seule fonction arbitraire des équations dinerentielles du problème, tandis que, pour satisfaire aux deux conditions i° et 2**, il faudrait avoir la solution générale, laquelle comporte deux fonctions arbitraires.
L'équation (7) du n^ 124 montre, en effet, que la bauteur A est régie par une équation à dérivées partielles du second ordre, dont l'intégrale générale renferme bien deux fonctions arbitraires.
Il ne serait pas difficile, par un changement de variables, de ramener cette équation à celle d'Euler et de Poisson, dont on trouvera une monographie complète, avec des recherches personnelles à l'auteur, dans les belles Leçons Sur la théorie des surfaces de M. Darboux. On la ramène à l'équation que M. Darboux désigne
par le symbole E(— '> — -\ et qui a été complètement intégrée par Poisson;
mais les changements de variables à faire mènent si loin du problème dont il s'agit ici, qu'il est impossible de déterminer les deux fonctions arbitraires contenues dans la solution de Poisson, d'après les conditions i** et 2^.
La solution particulière de M. de Saint-Venant, qui n'est autre que l'intégrale intermédiaire du premier ordre (ou plutôt l'une des deux intégrales qui répondent à deux ondes de sens contraires, mais qu'on ne peut pas superposer, l'équation n'étant pas linéaire), qu'admet l'équation (7), conserve donc, malgré tout, un réel intérêt.
6. PLEUVE DE LARGEUR CONSTANTE EN AYANT ÉGARD AU FROTTEMENT DE LA VAGUE- MARÉE.
138. Équations différentielles. — Lorsqu'on tient compte du frottement, les courants dans chaque section ne dépendent plus uniquement de la hauteur d'eau qui s'y produit. Ils dépendent, en outre, de l'abscisse de la section. Le problème devient alors incomparablement plus difficile et l'on ne peut que procéder par approximations successives. Mais on a l'avantage de se rapprocher des faits, et d'obtenir des ondes qui s'évanouissent à l'infini. La solution, à ce point de vue, échappe donc à la critique que nous venons de faire.
Reprenons l'équation (i) du n** 123
ôz
tr
ôx
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avec Téquation de continuité (4)» pour le cas d'une rivière de largeur constante
et celle
En faisant de nouveau
(4'') z — y-hh, ts^l — gy,
elles peuvent s'écrire
ô.r dx ^ \ y/ '
à'c . , A' F/ hv-' mJ"^ \/"^ y)
ut' " " y \ 7/ 2 Ox.
ou, à cause de la faiblesse du frottement,
La lettre F représente le frottement par unité de surface de paroi mouillée. C'est une fonction de la vitesse. Dans les canaux, nous l'avons supposée simplement proportionnelle à la vitesse. Pour les vitesses comme celles des rivières on admet d'ordinaire la proportionnalité au carré de la vitesse. Pour comprendre tous les cas, prenons la formule de Prony
F = n(av-+-^^v«),
où Ton admet en eau douce
a :=o,oooo44>
et où V désigne la vitesse qui, dans les rivières, est toujours positive. Ici, d'après nos conventions, elle est positive pendant le courant de flot et négative pendant le courant de jusant. La force F change de signe dans les deux cas; le terme a Va, en tous cas, le signe qui convient; mais celui b\^ doit toujours avoir le même signe que celui a\ ou que V. Il faut donc mettre
le signe supérieur convenant au courant de flot, et le signe inférieur au courant de jusant.
On a
(44) F = n[«(.-u.-^|)±/.(-u,^2Jy]
avec le signe supérieur pour
>Uo
et le signe inférieur pour
En développant, on a
àc < ^••
(44') F = n [- «U, ± bVl +{n^z2bV,) f^±b (§y J.
en négligeant le terme du troisième ordre.
Posant, pour abréger,
rr
(45) \ fia=;z:tùl]o) = c,
l'équation (42) devient
dt* et y \àtj y dt 2 ôv
avec l'équation de continuité
pour définir les deux fonctions inconnues h et ^. On remarquera que, pour les courants de jusant,
Or, réquation du mouvement permanent est
rr
d'où résulte que, pendant le courant de jusant, le terme constant g'sin I -\- g est nul. Mais il n'en est pas de même pendant le courant de flot. On a alors
d'où, à cause de (a),
^-siiiI + .i^' = M^Lj.
Ainsi, on a
io pour les courants de jusant, -— bVl pour les courants de flot.
La constante ne serait nulle toujours que pour 6 = o, c'est-à-dire si l'on admettait que le frottement est proportionnel à la vitesse.
Si Ton différentie l'équation (46) par rapport à x, en ayant égard à celle (47)» on obtient
01* 2 ÔX* Ôt ^ dx
ùx J ôt y Ot
Développons celte équation jusqu'au second ordre inclusivement. On aura
Par suite,
~" y Ol^ '^ f Uï^ "^ '''^ [y âx* "^ ^7 ^^^ /
_ c ôh Zc ôlr _ g' âJi / 2b^ ôh _ c dh\ d\ _ y ÔL 2y^ ôt y ôx \ y ôt y ôx ) ôt
OU, si l'on néglige les termes du second ordre qui sont multipliés par les coefficients de frottement, il vient pour l'équation différentielle qui régit la hauteur de la marée,
^^^ -ôï^^^'ôF^-^'TI'^^'T.'-yKlJF-^Tdlc^}
avec l'équation de continuité (47) qui donne, une fois que h est déterminé,
et
(5o) x'z=zx — {}^t^l.
139. Première approximation. — En négligeant d'abord les termes du second ordre, on a
,,Q,, ir-h .d'il dii ,dh
ox y
Nous supposerons la hauteur de la marée à l'embouchure, développée sous forme d'ondes harmoniques, soit
(5i) /* =r y^/içSino'(/ — Os)-
En première approximation elles se superposent. Il suffît donc d'en examiner une
(5i') /i=ih^%m(j{t — Bs)
et, pour simplifier les écritures, nous pouvons prendre / = 0<y pour origine du temps et la réduire à
sauf à remplacer dans notre résultat final, / par / — 0^. II s'agit donc d'intégrer l'équation (48) de façon :
I** Que pour a?' = o on ait pour h l'expression (5i'); 2° Que pour x' = x), on ait
Prenons
«étant le symbole imaginaire sj— i et m étant une quantité complexe dont la partie réelle est supposée positive. Il s'ensuivra qu'on satisfera à la condition 2°, quel que soit m. En remplaçant oo' par sa valeur en a?, on aura au degré d'approximation admis
En substituant dans (4^)» ^t changeant tous les signes, on aura, pour déterminer /n, l'équation
— ( / 0" -+- m Uo )* -h ûjj m* — c( 10" -h m Uo ) -f- ^' /?! = o
ou d'où
ou
Soit en posant
?= .-777» Tmi^*^'»*^
-(-A''-+-cUo)'-^4<T'o);-hv'[(-^''-hcUo)»-4^'coîpH-i6(7«(-y^'no4-r(.»;,-'
On a donc
ou
or
h = Ke^i9t-i^')-p^
^ — - ^^/[(ff-^-^Uoi/— ^.ïl-fXJ-— U,/),
donc
yip-^qi)
et
Enfin, pour le courant.
En exprimant toutes les grandeurs à l'aide de l'abscisse actuelle, on aura
(c) h = p^e^i^st-^ioO-px'
en appelant -j-9 la dérivée partielle de h exprimée à l'aide des variables / et a?', ou
ôx' __ wT [Uo(/>*-f-< 7')-i- fj q -h(jpi]h dt ~ ' yÇ^ir^ij^)
OU
(C*) -^7--Uo-+-
^^, [Uo(/?--+-7')-+-a^7]/'-+-/^
dt
dt ~~ 7(p^-^q*)
De la solution imaginaire (c) on passe à la solution réelle
(53) h— h^e-P^' sin (crt —qx')
qui satisfait à la question.
Les formules {c') et {c" ) donnent ensuite
(54) $= yijjzZir^j [pS\n((7t—qx')—qC0S{(Tt—qx')l
et, pour le courant,
dx' h(je''P''^' i
De là résultent les conséquences suivantes :
(a). Hauteur. — I/onde se propage avec une hauteur décroissant suivant le coefficient d'extinction e~P" ,
(b). Vitesse de propagation, — La vitesse de propagation est
(c). Courant. — La vitesse du courant peut s'écrire
en posant
(56') langX= j^^^ ^.
On voit que les courants les plus grands diminuent à mesure qu'on s'éloigne de l'embouchure; tandis qu'en première approximation, lorsqu'on ne tient pas compte du frottement, ils coïncident avec les pleines et basses mers, il n'en est plus de même ici. Les pleines et basses mers, en un point distant de x' de l'einbouchure, ont lieu respectivement aux heures données par les équations
et
dt^qx' -=1 — h aATTT
(Jt — qx' =: h aATTT,
tandis que les plus grands courants de flot ont lieu aux instants définis par
vt — qx' == — X H h 2 Arit
et les plus grands courants de jusant aux instants définis par
(Jt — qx' — — A 4 h 2^71,
d'où une avance sur les heures de pleines et basses mers de -•
(rf). Dèpldcements , — Le déplacement subi à l'instant t par une section ayant, à l'instant initial ou à mi-marée, l'abscisse x, est
en posant
(57') tang|x=?
(e). Volume d'eau (ï une marée sinusoïdale. — La profondeur d'eau à Tembouchure est
y 4- ^ = y 4- ^ff sin a ^.
Si on laisse de coté le terme — U^^ qui entre dans l'expression de la vitesse, on voit que le débit, par mètre de largeur du fleuve, est
— y -^-^ V^ 1 I {y -hhfjsm(jt)sin{(jt-hl)dt,
l'intégrale étant prise pendant la durée du courant de flot, soit de
tz:z à t—
On trouve pour l'intégrale
cosX,
COSA=-- _^=r- -■^— _ - :
et le débit cherché est
140. Cas d'une marée quelconque développée sous forme harmonique. — Si Ton a, à l'embouchure, une hauteur de marée comptée depuis le niveau moyen et développée harmoniquement sous la forme
h -z\hasïn(7{t — 6^)y
Hq et 0(y étant des constantes données par l'observation, on aurait à la distance x' de l'embouchure :
I** Pour la hauteur, comptée k partir du niveau moyen de chaque section,
2° Pour la vitesse, comptée positivement dans le sens du flot,
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Dans ces formules, on a mis p^ et q^ à la place de /> et y pour les expressions (53) et (5G)qui correspondent à Tonde caractérisée par la période -^'•
{41. Seconde approximation. — En portant la valeur ci-dessus de h dans le second membre des équations (/iS) et (19), on obtiendrait une seconde approximation en suivant une marche analogue à celle développée plus haut (n** 128), lorsqu'on a fait abstraction du frottement. On verrait qu'ici x' n'apparaitrait pas en facteur linéaire, mais seulement en exponentielle de la forme 0"^"^ , n étant un entier, en dehors des lignes trigonométriqucs, de sorte que toutes les ondes obtenues s'éteindraient à mesure qu'on s'éloigne de l'embouchure, ainsi que cela doit être.
Les calculs, tout en étant réalisables, surtout si l'on remplace provisoirement les lignes trigonométriqucs par des exponentielles imaginaires, seraient néanmoins d'une grande complication, et les données du problème ne paraissent pas assez précises pour qu'on pousse ces calculs jusqu'au bout. Il semble naturel, dans la seconde approximation, de négliger le frottement et, par suite, d'ajouter aux résultats des n*** 139 et suivants, les termes de seconde approximation obtenus aux n**' 128 et suivants, sauf à les multiplier par un coefficient d'extinction e~^-^\ en prenant pour p la valeur qui, d'après la formule (32), convient à l'onde la plus importante.
C. FLEUVES DE LARGEUR LENTEMENT VARIABLE
142. Équations du mouvement. — Essayons à présent d'examiner Tinfluence que peut avoir un rétrécissement graduel, très lent, du fleuve à partir de son embouchure.
Les deux équations du mouvement sont alors celles (1) et (4). qu'on peut écrire, si l'on suppose le frottement proportionnel au carré de la vitesse.
âz
ÔJC
où L et V sont les largeurs respectives du fleuve aux distances x et x' de l'embouchure.
Il serait ici peu commode d'avoir à considérer ces deux largeurs, dont la dernière seule doit intervenir définitivement. Il est préférable d'éliminer la variable ic, c'est-à-dire l'abscisse initiale de la section considérée. Pour cela, il
suffit, à la façon d'Euler, de prendre comme inconnues la vitesse que nous appellerons U' dans chaque section, cette vitesse étant toujours regardée comme positive dans le sens du flot, au lieu de Tabscisse actuelle x' de cette section, et de prendre, au contraire, cette dernière comme variable indépendante avec le temps.
Les inconnues du problème seront donc l«i vitesse U' et la profondeur z de chaque section, considérées comme fonctions des variables x* et / substituées à celles X et /.
Entourons pour un instant, d'une parentbèse, les dérivées partielles relatives à ces nouvelles variables.
Nous aurons, pour une fonction quelconque, 9(/, x'^ — (p, les formules de transformation
do fôo\ fOo\dy . '(}9\ îj.^^l ~0t \àtj "" \()u:' ' (H ' \âij "■ \dx''J'
do f ôo . ôr'
La première équation (58) devient, par suite,
La seconde, différentiée par rapporta ^, avec les variables / et a? qui y entrent, donne
I ôL'z ôx
ôx
soit, avec les nouvelles variables,
I [â\Jz ,ydh'z\ fd{]'\
OU, en supprimant à présent les parenthèses, nous aurons les deux équations qu'il eût été facile d'établir directement
ôt ôx'
143. Leur transformation. — Supposons que la largeur L décroisse suivant la loi exponentielle
a étant une quantité très petite et L» étant la largeur à Tembouchure.
La dernière équation (58') devient
Je pose
(59) U'=Ve'^', z-Ze'
et je prends V et Z pour inconnues.
Les équations (58') deviennent
dZ dVZ __
144. Remarques sur ces équations. — Ces équations donnent lieu aux remarques suivantes :
1° Pendant le mouvement permanent, le terme -r- est nul. Pendant la marée, il reste petit. La grandeur a, qui a pour expression
«---^Logj-
en appelant Lo et L, la largeur du fleuve à l'embouchure et à la distance A où la marée cesse de se faire sentir, est aussi une grandeur extrêmement petite, en raison de la faible variation de la largeur par mètre courant de rivière. En négligeant le produit de ces deux grandeurs, on peut, dans le premier terme de
la première équation, remplacer e ' par l'unité;
2° De même, la parenthèse du dernier terme de cette équation, nulle pour a == o dans le mouvement permanent, et concernant le frottement dans le mouvement de la vague, est aussi très petite et, en négligeant son produit para,
sa — r_.i'
on peut remplacer par l'unité le facteur e ' qui la multiplie;
3® Les termes qui contiennent en facteur la petite quantité a, peuvent
être multipliés par le rapport, peu différent de l'unité, ^ de la profondeur
moyenne à la profondeur variable Z.
Par suite, et, en posant, pour abréger,
sinl-i — ^= smr.
S =t ^, -= bt,
les équations du mouvement deviennent
dZ d\Z
dt dx
Ces équations ne sont autres que celles relatives à un fleuve de largeur uniforme, avec la pente fictive l\ le coefficient de frottement fictif 63, les vitesses et la profondeur de ce fleuve fictif étant V et Z. Ces grandeurs se déterminent donc par les formules données ci-dessus pour les fleuves de largeur uniforme. Une fois qu'on les aura trouvées, on en tirera les vitesse et profondeur vraies, U' et 2, par les expressions (Sq), et, si Ton remarque que
gOut'_- 11£
La L'
L étant la largeur à la distance a/, de sorte que
on arrive à la règle suivante :
Pour étudier, soit le régime permanent, soit le régime variable des marées ou des crues, dans une portion de fleuve ou de rivière de largeur très lentement variable et à plafond d'inclinaison constante, on procédera comme si la largeur était constante, en remplaçant la pente de fond et le coefficient de frottement par les valeurs fictives que fournissent les expressions (60). On obtiendra ainsi une vitesse de courant V et une profondeur Z pour chaque section transversale du cours d'eau fictif ainsi envisagé.
Pour obtenir ces grandeurs U' et z dans le cours d'eau véritable, on multipliera :
I® La vitesse V par la racine cubique de l'inverse du rapport de la largeur de la section considérée à la largeur de la section origine (section d'embouchure dans les fleuves à marée) ;
2^ La profondeur Z par la puissance | de ce même rapport.
L'ONDE SOLITAIRE
145. Rappel des équations de rilydrodynaraique de Lagrange. — 146. Leur transformation. — 147. Première approximation : quelques considérations sur la houle et le clapotis. — 148. Vitesse de propagation de la houle. — 149. Trajectoires. — 150. Ondes stationnaires ou clapotis. — 151. Propriétés expérimentales et mode particulier de propagation de Tonde solitaire. — 152. L'équation à dérivées partielles qui régit la hauteur d'une intumesceocc de forme invariable ou non. — 153. Intégration dans le cas de Tonde invariable. — 154. Vérification de la loi de Scott Russell pour la vitesse do propagation. — 155. Forme de Tonde. — 156. Volume de Tintumescence. — 157. Trajectoires des points de la surface. — 158. Trajectoire d'un point quelconque. — 159. Durée infinie du parcours d'une trajectoire. — 160. Equations difTérenticlIes se rapportant aux intumescences de formes variables, mais de faibles hauteurs et de faibles courbures. — IGl. Simplifications dans le cas do Tétude d'une seule onde. — 162. Vitesse d'une particule fluide. — 103. Variations du niveau au droit d'une particule fluide. — 164. Formule auxiliaire. — 165. Volume d'une intumescence. — 166. Vitesse du centre de gravité d'une intumescence; sa vitesse de propagation. — 167. Energie d'une intumescence. — 168. Moment d'instabilité.
145. Rappel des équations de THydrodynamique de Lagrange. — On se bornera au cas des mouvements plans. Rapportons le mouvement à deux axes rectangulaires : Taxe des x horizontal, Taxe des y vertical ascendaut. Soient x ^\.y les coordonnées d'une particule fluide à l'instant initial ; soient x\y ces mêmes coordonnées à l'instant /. Nous regarderons ces dernières coordonnées commodes fonctions inconnues des trois variables indépendantes rr, y, /. Il s'ensuit que les composantes, à l'instant / de la vitesse et de Taccélération d'une particule fluide, sont respectivement les dérivées partielles premières et secondes des coordonnées x' et y par rapport à t. Les équations du mouvement de cette particule sont donc
âl'^' à y' ^^ ôt ' ^
en supposant le fluide soumis : i"^ à l'action d'un potentiel V qui, dans la présente application, sera regardé comme nul; 2** de la gravité g\ 3° d'une
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force de frottement proportionnelle à la vitesse au cas où Ton voudrait en tenir compte.
Mais la pression/? doit, comme les deux autres inconnues a?' et/, être regardée comme une fonction des trois variables /, x^ y et, pour transformer les deux équations ci-dessus en deux équations à dérivées partielles relativement à ces variables, on doit les ajouter après les avoir multipliées respectivement d'abord
par -^ et ^, puis par ^ et-p, ce qui donne
V dt- -^ ôt ) ày \ dl' -^ ày J ùy ~ ây '
La troisième équation entre les trois fonctions inconnues x\ y\p s'obtient en exprimant que le rectangle infinitésimal dont, à l'instant initial, les côtés sont dx, dy, s'est transformé en un parallélogramme de même aire, ce qui donne l'équation
en désignant par {x\ y') le déterminant des deux fonctions a:', y relativement aux deux variables ^c, y, c'est-à-dire en posant
^^^ dx ày ày âx-^'"'^ ^'
Si nous retranchons les équations (2) après les avoir différentiées respectivement par rapport ky et à x, de manière à éliminer la pression, nous aurons, en employant la notation (4),
si l'on néglige le frottement.
Les deux fonctions x\ y doivent satisfaire aux deux équations à dérivées partielles (3) et (5); aux conditions à la surface; aux conditions sur les parois ou ici à la condition relative au fond de la rivière et enfin aux conditions initiales, si l'on a a résoudre un problème complet.
Nous prenons, comme état initial, l'état d'équilibre, de sorte que l'équation
de la surface libre initiale est
y ~-y — const.
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Or, on admet que les particules qui sont primitivement à la surface libre y restent toujours. D'autre part, pour suivre une particule sur sa trajectoire, on doit regarder a? et j' comme constants et faire varier t seul. Donc, les particules de la surface libre seront, non seulement à Tinstant initial, mais à tout instant, caractérisés par ce que, pour elles, j a la valeur fixe y. En "d'autres termes, si Ton connaissait x' eiy' sous la forme
l'équation de la surface libre à l'instant t résulterait de l'élimination de x entre les deux équations
Il suit de là que, pour j = y, la pression
doit être constante, quel que soit x et quel que soit /, ce qui exige que pour cette valeur de y on ait identiquement -p = o, ou, en vertu de la première
,.^ Z^'^' , ,àx'\da;' fd'y' ,dy\dy' _ d{\-gy')
^~' \0l- •' dt ) dx \ âf ^ dt ) dx~ dx '
OU si V = O :
et si l'on fait abstraction du frottement :
0^.v' dx' â^y' à y' df __
^^^ âl^ dx ^ dt' 'âx ^^ âx ~^'
Cette condition est d'ailleurs suffisante, c'est-à-dire que, si elle est remplie, la pression^ peut être déterminée de manière à remplir la condition voulue d'être constante à la surface libre ou pour y = y. Car si l'on a déterminé les inconnues x\ y par les équations (3) et (5), les deux équations (2) deviennent compatibles et, par une quadrature, fournissent/? en fonction de x ely^ le temps n'intervenant dans cette fonction que comme paramètre, de sorte que l'on aura
(9) T^^IM»^, v,0-+-9{0»
V(x, j, t) étant une fonction déterminée et <p(/) une fonction arbitraire. Mais
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si, poury = y, l'équation (7) est satisfaite, il résulte de la première (2) que cette valeur de j donne identiquement -r- — cet, par suite, y- ~ o. Ainsi, pour
y = Y, a? disparait de l'expression (9)de/>. On pourra donc disposer de 9(0» de façon que, pour cette valeur dej, le second membre de cette équation se réduise à une constante.
En ce qui touche le fond, soit
(10) y=yA^)
l'équation de la ligne de fond. On devra avoir à tout instant, puisque les molécules du fond ne le quittent jamais :
Leur transformation. — Posons
et prenons les déplacements $ et y; comme fonctions inconnues au lieu des coordonnées x' ^y .
Les équations (2) et (3) deviennent
Les équations (3) et (5), en prenant 5 et ï) comme inconnues, deviennent
et si l'on néglige les carrés des déplacements
da; dy ~ '
a68 DEUXIÈME SECTION'. — THÉORIE DYNAMIQUE DES MARÉES, ETC. [147]
d'où, en posant
La condition à la surface (7) devient, pour y = y : ou, si V = o,
et si Ton néglige les carrés des déplacements
La condition de fond (i i) est
Si le fond est plan et d'inclinaison I :
(20) r}--!^ pour j — Ix;
s'il est horizontal
(21) Y] = o pour y—o,
en prenant l'axe des x au fond, dans le dernier cas, et l'origine des coordonnées au fond, dans l'avant-dernier.
147. Première approximation : quelques considérations sur la houle et le clapotis. — Étudions d'abord les équations générales de preniière approximation. Parmi les solutions qu'elles comportent, il s'en trouve deux particulièrement importantes : celles qui donnent lieu à des mouvements périodiques se propageant avec une vitesse uniforme et celles qui donnent lieu à des mouvements périodiques 5/a//o/i^air^^. En mer, ces deux espèces de solutions correspondent respectivement à la houle et au clapotis. Les vagues plus ou moins irrégulières qui se produisent en mer sous l'action du vent sont appelées des lames. Celles plus régulières qui se forment après que le vent est tombé, sous les seules in-
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fluences de la pesanteur et de Tinertie de la mer, forment la houle. La vague que nous allons étudier et qui se propage uniformément, serait en mer, la houle simple ou régulière.
Près d'une rive abrupte, chaque onde incidente fait naître une onde par réflexion de la rive, et l'interférence des ondes directes et des ondes réfléchies donne naissance au clapotis simple.
Les équations (i5) donnent
9 étant une fonction de a?, y, t satisfaisant à l'équation Pour obtenir un mouvement périodique se propageant, nous devons poser
(a4) <p = Psin(ar/ — /w:r) 4- Q cos(o'/ — mx)y
P et Q étant des fonctions de y seulement. La période du mouvement est
La longueur d'onde est
puisque si x augmente de X, ç ne change pas et Ton retrouve à un instant donné le même état du fluide en tous les points équidistants de X. Si X augmente de ùix et t d'une quantité A^ telle que
OU
, . Ao? 0- i
ç ne change pas non plus, de sorte qu'un observateur qui cheminerait le long du canal avec la vitesse uniforme -— croirait toujours voir les mêmes particules du fluide. C'est pourquoi cette vitesse se nomme la vitesse de propagation de Vonde,
Il s'agit de savoir si l'équation (23) comporte des solutions de la forme (24) compatibles à la fois avec les conditions à la surface et au fond. La substitution donne, pour les deux fonctions P et Q,
dy^ ' df
Comme précédemment, nous désignerons, dans ce qui va suivre, les sinus, cosinus et tangentes hyperboliques par sin>i, cos>i, tang^, c'est-à-dire que nous poserons
^X _. g~X ^X I g — X gX g — X
(28) sinA^== — j cos/kar= y tangua:
On tire, par suite, des deux dernières équations
( P =: B cos/i/n (y — 6), ^"^^^ 1 0:=Ccos^m(j-c),
B, C, ft, c étant des constantes arbitraires. Il résulte de là
cp =: B cos/4m( j — 6) 810(0"^ — mx) -h C cos/4/w(j — c) cos{vt — mx).
Par suite,
Ç,= -tÎ- =im[— B cosaC^ — b) cos{<rt — mx) -+- CcosA^nCy ■— c) sin(o'^ — mx)],
d*oii, à cause de (i5) et en se bornant aux solutions périodiques, d'ailleurs seules durables.
cr«^/'
( -h BcosAm(/ — b)— -CcosA/w(y — c) cos(af — mx), / — Ccos/km(/ — c) 4- -BcoS/im(y — 6) I sin(ff^ — mx),
1 Csin/^m{y — c) -4- - Bsin/,m(7 — b) cos{<Tt -— mx)
-h BsinAm(j — ^) — ^C sinAm(7 — c) sin(ff/ — mx).
Si Ton néglige le frottement
Ç — 5(B cosAm(7— 6) cos(o-^ — mx) — CcosAm(/— c)sin(9^ — mx)],
m Y} = — [C sin/km(y — c)cos(ff^ — mx) -h B sin/im(y — 6)sin(af — mx)].
La condition à la surface (7) donne les deux relations
— mBcosAm(y — b) -h -f- — rrj B sinAm(y — b) — ^ C sin^miy — c) =0, -HmC cos/km(y — c) — -^^ — ^^ C sin/,m(y — c) -h - BsinAm(y — 6) =0.
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Si l'on néglige le frottement, on a
tangA/n(y— 6) m tang^mCy-- c) = -— •
On tire de là 6= c, et, par suite, par un choix convenable de Torigine des coordonnées, en appelant B' la constante — jp>
( 5 = B'cosa'W7COs((t^ — ma?),
( m = — B'sin/j/wj sin((T^ — ma;)
avec
(3i) lang^my
gm
La valeur correspondante de la hauteur h de la vague, c'est-h-dire la valeur du déplacement vertical yj pour y = y, est
(Sa) Ar — B'sin/imy sin((T^ mx).
Telles sont les expressions les plus générales des déplacements concernant la houle simple ou vague transmissible avec vitesse uniforme, compatibles avec la condition à la surface. Si le fond est horizontal et qu'on le prenne pour axe des a?, elles satisfont aussi à la condition de fond, k savoir : y) = o poury = o. La lettre y, coordonnée de la surface d'équilibre, représente alors la profondeur constante du canal considéré.
Mais, si le fond n'est pas horizontal, il est impossible, par ces expressions, de satisfaire à la condition au fond. D'où cette conclusion : la houle simple ne peut exister que dans une portion de mer de projondeur sensiblement constante.
148. Vitesse de propagation de la houle. — Soit alors, d'après les équations (25), (26), (a7).
la vitesse de propagation de la vague et X = — sa longueur, l'équation (3i)
devient
2 7ry
ou
tangA ^
Telle est la vitesse de propagation d'une onde de longueur X dans un canal de profondeur y.
Si la vague est très longue, c'est-à-dire si le rapport ^ e^i extrêmement petit, le radical devient sensiblement égal à i, et Ton trouve la formule de Laplace
(34) wo— v^é'y»
qui s'applique ainsi à des vagues de grandes longueurs. La vague-marée est dans ce cas, sa longueur étant celle du demi-tour de la Terre pour les ondes semi-diurnes et du tour entier pour les ondes diurnes.
Si, au contraire, la vague est très courte par rapport à la profondeur y, c'està-dire si ^ est très grand, on a sensiblement
tangyi
îTTY ttzy
2 7ry __ e >• — e >^
et
149. Trajectoires. — Il est intéressant d'étudier les trajectoires des particules autour de leurs positions d'équilibre. Les équations (3o) donnent
coS/^my %\\\\my
Ce sont des ellipses dont la différence des carrés des demi-axes est constante et égale à B'. Elles seraient homofocales si elles étaient placées concentriquement. Pour my très petit, elles se réduisent sensiblement à des oscillations rcctilignes horizontales; pour my très grand, à des oscillations circulaires, parce qu'on a alors sensiblement
e"'y cos/imy-- sin/tmy ^^
Dans la vague-marée, la longueur d'onde étant très grande par rapport à la profondeur, la quantité
27ry
est extrêmement petite. Donc les équations (3o) se réduisent, en première
approximation, à
^= B'cos((7^ — m^),
y} = — W my sin(o"^ — mx),
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et montrent : i® que roscillation verticale est très petite par rapport à l'oscillation horizontale; 2** que celle-ci est à peu près la même pour tous les points de la même verticale. Ce sont les deux hypothèses admises par Laplace dans la théorie des marées et elles se trouvent par là justifiées. Ce sont aussi celles que nous avons admises aux Chapitres précédents. L'équation (32), en y regardant my comme très petit, devient
dl h =z — B'my sin(a/ — mx)^=^ — y-~y
ce qui est bien conforme à l'équation de continuité employée au Chapitre précédent.
150. Ondes stationnaires ou clapotis. — Nous ne nous étendrons pas ici sur les ondes stationnaires ou clapotis qui, elles, sont possibles avec toutes les lois de profondeur de la mer. On en trouve un exemple, en ajoutant à la solution (3o), celle obtenue en changeant a en — a ; ce qui ne modifie pas m en vertu de la formule (3i). On aura ainsi
^ — 2B'C0Syimy C0S/WJ7C0S(T^
m =z 2B' sin/,/n/ sin/n:rcos(7/, /i = aB' sinyi/wy sin/no; coso-/.
Tous les points oscillent à l'unisson. La pleine et la basse mer arrivent en même temps partout. Les trajections sont des lignes droites
- zr tang/»/njtang/nar.
Ce sont, à une première approximation, les caractères du clapotis ou onde stationnaire. Il se produit près des rivages abruptes, parce que la vague venant du large est réfléchie par la rive, de sorte que l'on a précisément, comme dans les équations que nous venons d'obtenir, le résultat de la superposition de deux ondes de vitesses égales et opposées. KirchofT, dans un très intéressant Mémoire, a donné la solution de Tonde stationnaire dans un canal à fond plan et incliné.
Nous allons à présent nous occuper d'une onde de nature très différente : l'onde solitaire, dans laquelle les trajectoires des particules fluides sont paraboliques, au lieu d'être elliptiques.
151. Propriétés expérimentales et mode particulier de propagation de Tonde solitaire. — Lorsque, sur un canal horizontal, dont la surface est parfaitement calme, on vient à produire subitement une intumescence, elle se régularise très
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rapidement et se propage alors avec une vitesse sensiblement constante, en conservant sa forme à peu prîjs invariable pendant un temps fort long. Une intumescence qui se propage ainsi se nomme une onde solitaire . John Scott Russeil (*) a montré expérimenlalement que sa vitesse de propagation est égale à
Y étant la profondeur normale du canal et h^ la hauteur du point culminant de Tonde au-dessus de la surface normale du canal, y ~^ ^o étant, par suite, la distance du sommet de Tonde au fond du canal.
On peut provoquer Tonde solitaire de diverses manières. Supposons, par exemple (Jig. ii), un canal rectanguliare dont le fond horizontal est AB. Le
Fig .li.
canal est censé prolongé indéfiniment du côté B et limité en A par une paroi verticale AG. Le niveau de Teau est ab. A une petite distance de la paroi AC se trouve une vanne DE. Versons un certain volume d'eau CEaû? dans la caisse formée par la vanne et les parois du canal; puis, levons brusquement la vanne. Le volume d'eau Œad va s'étaler sur la surface ab de Teau du canal, puis, après quelques agitations rapidement éteintes par le frottement, former une intumescence régulière, à apparence sinusoïdale, et qui semblera courir, sans déformation, à la surface du canal avec la vitesse indiquée.
Des poussières colorées jetées dans le canal permettent d'observer les trajectoires décrites. On observe ainsi que chaque particule fluide décrit ici, non pas une trajectoire fermée, comme dans les ondes précédemment étudiées, mais une sorte de demi-ellipse. La théorie nous enseignera que c'est plutôt un arc de parabole. Pour les points de la surface, la flèche verticale de cette courbe est égale a celle h^ de l'intumescence. Elle est moindre pour les points situés audessous de la surface. Elle décroit de la surface où elle est h^ au fond où elle est nulle, proportionnellement à la distance de la particule considérée à la surface primitive du canal.
(1) Voir Annalex des Poids et Chaussées, i^ semestre i837, et Modem sjrstem of Na{>al Architec^ tare, London, i865; Day and Son.
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La corde horizontale de la trajectoire d'un point quelconque est telle, que son produit par l'aire de la section du canal est égal au volume de l'intumescence. Elle est la même pour tous les points du canal.
Ainsi, tandis que dans les phénomènes précédemment étudiés tout est périodique, chaque particule fluide revenant périodiquement à son point de départ, ici le passage de l'intumescence sur une section du canal a pour effet de déplacer définitivement les particules fluides qui étaient d'abord dans cette section et de les transporter dans une nouvelle section, située à une distance de la première égaie à la corde commune à toutes les trajectoires et du côté oii a lieu la propagation.
Il va de soi que cela n'a lieu qu'à partir du point du canal où l'intumescence a pris sa forme régulière et invariable.
Le mouvement de chaque particule n'a ici, d'une façon sensible, qu'une durée limitée, à savoir : la durée du passage de l'intumescence en ce point, bien que théoriquement cette durée, comme nous le verrons, soit infinie. A cause du frottement que nous négligeons, elle est finie et nous pouvons nous représenter ce qui se passe de la manière suivante :
Tous les points de la surface décrivent des arcs paraboliques identiques, en partant de la surface primitive du canal sur laquelle ils se trouvent avant d'avoir
Fig. 12.
été atteints par le passage de l'intumescence, pour y revenir après qu'elle a passé. Représentons ces arcs (y?^. 12) par les lignes pointillées
00', II', 22', 33', 44', 55', 66', 77', 88' ou «,8'.
Considérons l'instant / où l'agitation, qui est supposée se propager de gauche à droite, commence à atteindre le point «g. A ce moment, ce point se met donc en marche sur sa trajectoire «gS'; il est encore à l'origine de cette ligne en a^.
Le point 7 qui a été atteint plus tôt, a alors déjà parcouru une certaine portion, telle que 7^7 de sa trajectoire. Le point 6 a parcouru une portion plus grande, telle que Ga^, et ainsi de suite. Les points v5,4, 3, 2, i ont été atteints de plus en plus tôt et ont parcouru des portions de plus en plus grandes Saj, [\a^y 3^3, 2^2» ï^o jusqu'à ce qu'on arrive en un point o, qui a parcouru sa trajectoire entière et est revenu en a© à la surface primitive. C'est celui qui, à l'instant oonsidéré, est atteint par la queue de l'intumescence.
Les points à gauche de a^ sont rentrés dans le repos, l'intumescence les ayant
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dépassés; ceux à droite de a^ sont de même en repos à l'instant considéré, l'intumescence ne les ayant pas encore atteints, de sorte que la surface libre à cet instant est aa^a^a^^a^at^a^a^a^a^h.
A un instant postérieur, ce serait la même surface où l'intumescence aoa^a^ se trouverait transportée plus loin.
On peut produire une onde solitaire creuse ou négative par l'opération inverse de celle indiquée plus haut, c'est-à-dire en supposant (yî^. 1 1, p. 274) que le niveau CE soit inférieur au niveau addw canal. Alors, en levant brusquement la vanne DE, une partie de l'eau du canal tomberait dans l'auge ABab; la surface du canal se creuserait et ce creux se propagerait. Mais l'onde négative est très peu stable et, par suite, très difficile à produire.
On obtiendrait encore une onde positive en supposant, au lieu d'une vanne, un piston DE d'abord en coïncidence avec la paroi AC et qu'on amènerait en DE avec une vitesse d'abord croissante, puis décroissante jusqu'à zéro.
Le mouvement inverse ferait naître, sauf la difficulté inhérente à sa formation, une onde négative.
La première se réalise à peu près à l'avant des bateaux en marche. On voit deux intumescences symétriques et inclinées sur les rives qui accompagnent le bateau; deux ondes négatives se forment aussi souvent et l'accompagnent à son arrière.
Le phénomène du mascaret est naturellement aussi un phénomène d'onde solitaire réalisé d'une façon plus grandiose, plus complexe aussi.
Nous avons vu que la vitesse de propagation d'une onde dans un canal croît avec la surélévation h de l'eau au-dessus du niveau naturel des eaux du canal. Il s'ensuit que les vagues qui se succèdent à l'embouchure d'une rivière pendant la marée montante se propagent de plus en plus vite; il s'ensuit qu'elles tendent à se rejoindre; mais, si les dernières venues doivent, en raison de leurs plus grandes vitesses de propagation, rejoindre celles qui les ont précédées, elles ne sauraient les dépasser; car une fois deux ondes réunies, elles n'en forment qu'une se propageant avec une vitesse unique. C'est la réunion d'un grand nombre de vagues se succédant ainsi à marée montante qui forme le mascaret.
Cette explication, due au grand ingénieur Brémontier, a été acceptée depuis avec quelques variantes par Dupuit et aussi par M. Bazin. Elle fait concevoir la possibilité du phénomène. Elle n'explique pas pourquoi il se produit sur certaines rivières et pas sur d'autres. Les rivières dont les embouchures sont barrées à hauteur de mi-marée paraissent plus sujettes au phénomène du mascaret. Il semble que les vagues, qui, à mi-marée, se succèdent très rapidement, viennent se heurter en quelque sorte contre la barre où leur vitesse se trouve alors subitement et momentanément ralentie, ce qui les rapproche déjà et les porte à se jeter les unes sur les autres, comme feraient les rangs successifs d'une charge de cavalerie qui rencontrerait subitement un obstacle inopiné. Ce pre-
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mier rapprochement des vagues doit ensuite favoriser leur jonction qu'achèvent les différences dans leurs vitesses de propagation.
152. L'équation à dérivées partielles qui régit la hauteur d'une intumescence de forme invariable ou non. — La théorie de Tonde solitaire a été donnée d'une façon complète et magistrale par M. Boussinesq, non seulement pour l'onde solitaire de forme invariable, mais aussi, à de certains égards, pour des intumescences se propageant avec modification dans leur forme. Nous allons essayer de résumer les principales propriétés de ces ondes, en insistant surtout sur l'onde de forme invariable ou onde persistante. Nous suivrons toutefois une marche un peu différente de celle adoptée par M. Boussinesq pour mieux rester en harmonie avec ce qui précède.
Nous allons étudier la marche d'une intumescence supposée formée dans un canal de grande largeur où la vague est supposée cylindrique, de sorte qu'il suffit d'examiner ce qui se passe dans une de ses sections transversales, c'està-dire dans une section longitudinale du canal, section choisie à volonté.
Reprenons, à cet effet, les équations (12) de l'Hydrodynamique pour un liquide soumis uniquement à l'action de la pesanteur et en négligeant le frottement, en sorte que V =/= o. Nous admettons toujours que le déplacement horizontal $ est sensiblement le même sur une même verticale, en sorte
que -— = o. Par suite, l'équation de continuité se réduit à
d\ df\ d^ df\
dx dy dx dy '
d'où
d't\ dx
et
dx
1( dx
le fond du canal étant supposé horizontal et pris pour axe des x, de sorte que Y) = o poury == o.
Si l'on appelle h la valeur du déplacement vertical y), à la surface du canal, c'est-à-dire pour j = y, on aura, comme précédemment.
rc.
dx
et, par suite,
L'avant-dernière équation (12), à cause de -r- =0 et V =/= o devient
dp
ày
ou, en remplaçant y; par sa valeur (36),
d'où, en multipliant par dy et intégrant depuis la surface ou depuis y = y :
po-p^- V [^^^--^^-^ y -JF — r^J
en désignant par po la pression atmosphérique. On tire de là
dp g dh , ,1 ^^y'^^^ dt^ , ,
(39) "Ir-yT.'y-^y^^'^f—^ — (-^'--y')-
La première (12), toujours à cause de V=/= o, peut s'écrire :
dt* \ ^ dx) ^\s^ dit ) djg— d^'
ou, à cause de (38) et (89).
Al h\^
à^f di\ (gy à^.Yl\à±_gdh _ J_ _Z___^ / »_ ^^
dt* y'^ dx)'^\y dl' y*) Ow~ y âx^^ î*^ "^ ay» dx ^■^ ''^ ''
Les deux fonctions inconnues ^ et A étant, la première par hypothèse, la seconde par nature, indépendantes de y, cette équation ne peut pas être satisfaite rigoureusement. Gela prouve qu'il n'est pas possible que les déplacements^ soient rigoureusement égaux sur une même verticale. On ne peut qu'égaler les valeurs moyennes des deux membres sur chaque verticale.
Égalons ces valeurs moyennes en multipliant les deux membres par dy, intégrant de o à Y et divisant le tout par y. Nous aurons
d£» V ^ à^J "*" U "^ 3 dl* ) djc~ a àjc 3 dx
ou
d dt
'?/ , <)?\ dh I d'hdh , ,^ dt'- \
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Mais de (87) on tire
d'oii
dt^ ôx
{h^yyi^
dx
Ce sont les deux dernières équations qui régissent les deux fonctions inconnues $ et h. On remarquera qu'elles ne diffèrent de celles (5) de la page 228 que par le dernier terme de (40- ^^ terme n'est plus négligeable ici en raison de la courbure prononcée de l'intumescence que nous avons à étudier, et c'est pour trouver ce terme que nous avons dû recourir à une analyse plus complète que dans les précédents Chapitres. On tire de (40)
dx ât^ "" ^ ât^ Par suite, l'équation (40' différenciée par rapport à x, donne
équation à dérivées partielles du quatrième ordre qui régit la hauteur h de l'intumescence à l'instant / et au point dont l'abscisse initiale était x.
Le déplacement horizontal ^ de ce même point est ensuite donné par l'équation (4o). Son abscisse actuelle est donc
et, par suite, si l'on voulait avoir les inconnues à l'aide de cette abscisse x\ il faudrait, à l'aide de la dernière équation, en éliminer x.
L'équation fondamentale (42) est plus exacte, plus compliquée aussi que celle analogue obtenue par M. Boussinesq. Mais elle se prête tout aussi facilement à l'étude de l'onde solitaire la plus intéressante, celle qui se transmet sans altération dans sa forme. Je commencerai par elle ; je résumerai ensuite brièvement les propriétés des ondes de formes variables, données aussi par M. Boussinesq.
153. Intégration dans le cas de Tonde invariable. — Pour qu'une intumescence se transmette sans déformation et avec une vitesse de propagation constante (0, il faut que les deux inconnues du problème, à savoir: Ç et h, considérées comme fonctions du temps t et de l'abscisse actuelle x' de la section de l'intumescence à laquelle elles se rapportent, ne dépendent que de la différence x' — (!)/• De là, et à cause de
(44) j?'— ck)^ = a?— -ûj^-hj,
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résulte que ces deux inconnues peuvent aussi être regardées comme des fonctions de la seule différence a? — co^; l'équation (42) devient par suite
d'où
Â et B étant deux constantes arbitraires. Mais, si nous admettons qu'à une grande distance l'intumescence devient insensible, on devra, pour o? = oc, avoir
d'où
B=io, Ai=:y&)«-+-^>
et faisant
en sorte que:; est la hauteur d'un point de la surface de l'onde au-dessus du fond du canal
oi^ d^z g ' '9. •/'&)'
3 dx^ 2 5* z^
d'où
6 \dx J 2 z 2:3* '
C étant une constante. Mais, de ce que, pour x = qo, on a
àz
il résulte
Posons, pour abréger,
<à* — gSt — g{ho+)
Zq étant une longueur arbitraire et A^ = s^, — y. L'équation ci-dessus devient
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154. Vérification de la loi de Scott Russell pour la vitesse de propagation. — On voit, d'après cela, que :; est égal au plus h s^; de sorte que z^ marque la hauteur du point culminant de l'onde au-dessus du fond du canal, et l'équation (46) vérifie bien la loi trouvée expérimentalement par Scott Russell, à savoir que : la vitesse de propaffation o) d'une onde solitaire est égale à yjgz^^ z^ désignant la profondeur de Veau au droit du sommet de l'onde.
155. Forme de Tonde. — L'équation (47) permet d'ailleurs de trouver la forme d'une telle onde. Mais, pour cela, il est nécessaire d'y introduire l'abscisse actuelle x' d'un point de l'onde à la place de son abscisse initiale. On a
da: âa:' ùx ÔJc' \ dx ) '
ou, à cause de (4o) et (45),
dz dz y dx ôx' z
d'où
ou, en reprenant l'inconnue,
et posant
en sorte que Aq ^^t I^ hauteur maxima de l'intumescence mesurée à partir de la surface libre du canal supposé en repos
où, si Ton néglige le rapport — ? on trouve
qui est, aux notations près, celle de M. Boussinesq. Il n'est pas plus difficile de conserver l'équation plus exacte (47 bis) ]qui peut s'écrire
y'(y-+-^o) On en tire, comme on le vérifie aisément.
\ào) V K
(48) _o=, + cos.(^Y/j^^-^^
cosa désignant un cosinus hyperbolique etC la constante d'intégration. La forme invariable de l'intumescence est donc donnée par l'équation
— r^ — I -h cos/,
ou, en choisissant convenablement l'origine des abscisses,
(49) -^ = , + cosY^-.
On voit, comme nous l'avons déjà constaté, que h^ représente la hauteur du sommet de l'intumescence, que celle-ci est symétrique par rapport à la verticale de ce point et qu'elle s'approche asymptotiquementdu niveau naturel du canal. Dans les explications préliminaires que nous avons données au début de ce Chapitre, nous avons, pour simplifier le langage et la figure, supposé qu'elle rencontre le niveau naturel à distance finie. 11 s'ensuivait que chaque particule fluide ne devait mettre qu'un temps fini à décrire sa trajectoire : le temps que rintumescence mettait à passer sur elle. Mais si celle-ci se prolonge asymptotiquement de l'abscisse — qo à l'abscisse h-qo, chaque particule ne doit tendre aussi qu'asymptotiquement aux deux extrémités de sa trajectoire,* c'est-à-dire mettre un temps infini à la parcourir. C'est, en effet, ce que nous constaterons. Mais avant, il est utile de calculer le volume de l'intumescence.
156. Volume de rintumescence. — Ce volume, que nous appellerons Q, est donné, en supposant au canal une largeur unité, par la formule
Posons, pour abréger,
hdx'.
3/io x' — (xït — C
On aura
«=V'wr"*^-
Or, en vertu de (48),
2 Ao 2 /t(
i-f-cos^a e«-he-«^
soit
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d'oii
(52) fhd(X-^S^/io-~^y f hdoL.-t^K
et
157. Trajectoires des points de la surface. — Cherchons à présent la trajectoire d'un point de la surface du canal. En se rappelant qu'on a posé
l'équation de continuité (4o) équivaut à
ou
d'où
djc A 4- T dx h -h y
ou
x^=œ' -{- I - dûc' =z jt' 4- i / ^ ... ^" / h da,
OU par (52),
C étant une fonction du temps se réduisant ici à une constante parce que (n° 153) X — dit ne peut être qu'une fonction de jc' — dit.
Pour avoir la trajectoire du point caractérisé par le paramètre .r qui définit sa position au repos, et dont les coordonnées actuelles rapportées à la surface du niveau naturel du canal sont x' et A, il faut éliminer le temps, et par suite a, entre les équations (54) et(5i). Or, on tire de (54)
Portant dans (5i), il vient
/ecx L ^^ft t' — .T -hC [ , , /y 4- A,) , , ^,.1
(55) ^=y^k--~^,ïr-vW-^ -(x-.^C')|,
équation d'une parabole a axe vertical.
L'ordonnée maxima a lieu pour
(56) a:'-x-,-C-- ih,sJ^L±^
et sa valeur est
h- Hq,
comme cela doit être et comme l'indiquent les expériences de Scott Russell.
Le second membre de (54) donne la demi-corde de la courbe. La corde c est donc
soit, en vertu de (53),
ainsi que nous l'avions annoncé comme conforme à l'observation.
158. Trajectoire d'un point quelconque. — Par hypothèse, tous les points d'une même section verticale ont les mêmes déplacements horizontaux, et, par suite, même abscisse x' à un instant donné /.
L'équation (36) donne pour le déplacement vertical y) d'un point situé primitivement à la distance y du fond,
El
âx
Le second membre est le même pour tous les points d'une verticale. Donc, il
en est de même du premier. Le rapport - est donc le même que pour un point
de la surface, soit
Ainsi, les déplacements horizontaux sont les mêmes pour tous les points d'une section et le déplacement vertical d'un point est proportionnel à sa dislance primitive/ au fond du canal. Donc, sa trajectoire sera encore une parabole ayant même corde c que celle décrite par les points de la surface; mais sa Qèche, au lieu d'être /îq, sera
ce qui est encore conforme à l'expérience.
159. Durée infinie du parcours d'une trajectoire. — Les extrémités de la trajectoire d'un point de la surface libre, c'est-à-dire le point de départ de la sur-
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face primitive et le point de retour à cette surface, sont donnés par A = o, soit, en vertu de (5i), par
e^ :zz 00, e* ==: o,
ou
a = ih 00,
ou, enfin, à cause de ( 5o), par / = di oo.
Tous les points sont atteints par la tête de Tonde (x' = -hco) à l'instant /= — 00 et ne reçoivent la queue de Tonde (x' — oo) qu'à Tinstant t = -h ce. Ils mettent donc tout l'intervalle de/ = — qo à / = -f-aoà parcourir leurs trajectoires.
Le résultat s'applique de lui-même aux points non situés a la surface libre.
160. Équations différentielles se rapportant aux intumescences de formes variables, mais de faibles hauteurs et de faibles courbures. — Revenons à l'équation fondamentale (4^) applicable aux intumescences en général, même
de formes variables. Mais supposons-y, à présent, - assez petit, pour qu'on en puisse négliger le cube. L'inclinaison ^, d'un point de la surface de Tonde sera elle-même très petite, et la courbure proportionnelle à -c-75 sera encore plus petite et de Tordre du carré de -^-r
fi' h
D'ailleurs, Taccélération verticale -^ est évidemment très petite par rapport
à celle g d'un corps qui tombe librement à la surface de la terre, de sorte qu'on peut écrire d'abord Téquation ainsi
ou
D'ailleurs
d'où, en posant,
(39) ^l=gy^
^^^^ dC^ "° da;^ "■ y âl^ '^ dx^\ 2 '^ 3 Ôt^
Le second membre étant très petit, on peut le négliger dans une première
approximation. Alors l'équalion devient dont rintégrale générale est
qui représente deux ondes se propageant respectivement avec les vitesses coo et — (Oo, c'est-à-dire deux ondes cheminant en sens contraires. Nous nous proposons d'étudier Tune d'elles, par exemple, celle de vitesse (o,,, en sorte qu'à une première approximation
(6i) /i=: F(a: — ci)oO>
d'où
/ « , . V dh dh
Tenant compte de cette relation dans le second membre, l'équation de seconde approximation devient
ât* "^^ dx^ ~ "^^ dx
« Vay 3 âxy
Au même degré d'approximation il est facile de vérifier, en posant
X' :=zx -h$,
prenant x' et t pour variables au lieu de x et /, et faisant le changement de variable en ayant égard à (4o)> d'où
â.r' àl y ~h h
âx dx y
que la forme de l'équation subsiste, c'est-à-dire que Ton a
(^'^ Tt^ - ^' ^ == ^^ 5^ (^ -^ 3 d^
Telle est l'équation étudiée par M. Boussinesq.
Lorsque h est connu, on en déduit la vitesse moyenne u dans la section d'abscisse x' à l'aide de l'équation de continuité
.a'i\ àh â(y-hh)n
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qu'on peut réduire le plus souvent, à cause de la petitesse supposée au rap-
, h , port -j a
161. Simplifications dans le cas de Tétude d'une seule onde. —Nous avons vu qu'à une première approximation, Téquation (60) devient (60 bis) qui peut se réduire, en raison de ce que nous n'étudions qu'une seule onde, à Téquation (61 bis)
En portant la solution de cette équation dans le second membre de (62), on aura une équation de seconde approximation. Celle-ci peut aussi, pour Tétude de Tonde unique que nous avons en vue, être remplacée par une équation du premier ordre, à savoir, celle-ci
âh dh ô /3A« y» â^h\
,^«. âh dh d (
âx' \ 4y 6 do?" Appelons, en effet, ^ le premier membre de cette équation, nous aurons
Mais, dans le dernier terme, on peut remplacer h par sa valeur de première approximation tirée de (61).
Cette valeur donne, pour la parenthèse, une expression de la forme
de sorte que, si/désigne cette parenthèse, on a
à/__ âf
âi-^'^'â^''
Il en résulte
df-W^"^' âx' de "^^ ôx'^ \ 4y "^ 6 âx'^y
On a, d'autre part,
jj/ _ â^h d^h J^f^ y* â^h
âx "~ âx' ât "^ "^ âx'^ "^ "' dx'^ V 4y "^ 6 dx'\
De ces deux équations, on conclut soit, en vertu de (62),
d'où
àt " "» ~dx^ ~- ^'
représentant une onde qui se propage avec la vitesse — co^, soit vers les x' négatifs.
Comme nous n'étudions que les ondes qui se dirigent vers les x' positifs, nous devons faire ç = o ou 'j» =0. On a donc bien l'équation (66) pour les ondes que nous considérons.
Nous allons en déduire quelques propriétés générales de ces ondes.
162. Vitesse d*une particule fluide. — L'équation de continuité qui, avec les variables/ et a?', est
ta \ àh du
donne, en remplaçant -^ par sa valeur (66),
puisque, le canal étant au repos avant l'existence d'une intumescence, on a M = o pour A = o.
163. Variations de niveau au droit d'une particule fluide. — Si l'on veut étudier les vitesses de variation d'une fonction
au droit d'une particule fluide déterminée dont Tabscisse x' varie avec le temps, il faut prendre sa dérivée totale :
d¥ ÔF ÔF dx^ dF dF
dt dt ôx' dt dt dx'
En particulier, pour la dérivée totale -j- de la hauteur d'une intumescence au droit d'une particule déterminée, on a
dh dh dh
dt dt dx'
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OU, en remplaçant ^ et u par leurs valeurs (66) et (68), on obtient
en posant, pour abréger,
(70) K^-«.(A + ^^L_JH._[-^ +^- + I-(^,)J
164. Formule auxiliaire. — Considérons à présent une intégrale étendue à toute i'intunoescence; soit
dh
ÔK
dt
dx'
/ f{x',t)dx'
dont on veut connaître la vitesse de variation -j au droit d'une particule donnée
de fluide d'abscisse x\ L'abscisse x' doit être regardée comme une fonction du temps / et de savaleur initiale a?. Par suite, en reprenant, pour un instant, a; comme variable, l'intégrale devient
L'abscisse x qui caractérise ainsi une particule donnée du fluide par sa posi* tion initiale est indépendante du temps, de sorte que
^^ dn^^t)^""
dt
dx , — dx.
Mais l'équation de continuité donne
ôx' y / A\~'
dx y + h \ ' y
d'où
r*'[âF(a:',t) dF(.r',l) F(x',t)/ /,\-* dhl ^ ,
-L [--W--^-^^"- -y~V+y) di\^^'-
Admettons que F soit de même ordre de grandeur que -> de sorte que, comme L. — L 37
agO DEUXIÈME SECTION. — THÉORIE DYNAMIQUE DES MARÉES, ETC. [165]
nous négligeons les quantités du troisième ordre relatifs à - et k -r-> nous pouvons, dans le dernier terme, remplacerai -+- -) par l'unité et écrire
€i/i ôh â/i dh
dt dt ' ôx " " dt '
puisque le produit Fw^-est du troisième ordre. Nous aurons donc, en écrivant F au lieu de Y{x\ t) :
D'ailleurs
et si F s'annule aux deux limites
Par suite ou simplement
à cause de l'équation de continuité
âh au
Dans les applications que nous aurons à faire de cette formule, F contiendra toujours en facteur h ou quelqu'une de ses dérivées y-;7, ^^iV — O"*» ^^^^ sup-
posons que l'intumescence, vers ses extrémités, se confond avec le niveau primitif de façon que sa hauteur y soit nulle, sa tangente horizontale, sa courbure nulles
aussi; soit h = -.— = ^, — o, de sorte que la condition F -- o aux limites de
l'intégration se trouvera toujours remplie et la formule (71) sera applicable.
165. Volume d'une intumescence. — Chaque intumescence, même de forme variable, comporte un certain nombre d'éléments invariables parmi lesquels se
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trouve naturellement son volume que nous appelons Q Rappelons que la formule (53) donne, pour Tonde invariable,
{11 bà) o-4Aoyy//^^%
qu'on peut généralement réduire à
166. Vitesse du centre de gravité d'une intumescence; sa vitesse de propagation. — Soient x^., y]^ les coordonnées à l'instant / du centre de gravité d'une onde, rapportées à la surface libre initiale du canal, on aura
Qx'y— / hx'dœ',
f Qfiy-l \ h}dx'.
L'onde invariable est symétrique, de sorte que le centre de gravité est sur l'axe de symétrie et l'équation (^i )
/ * _?\*' en posant
yV y
donne facilement
{7^ bis) "^y-- '^
Les composantes de la vitesse du centre de gravité d'une onde sont données par les formules
-f- • Il y^-4- *
^dt-'dtj """^-^^ ^dt-dlj i"^^'
ou, par application de la formule (71) :
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La dernière, en vertu de (67), donne
comme on s'en assure en observant que tous les termes s'intègrent et que les résultats des intégrations s'annulent aux deux limites. Ainsi, au degré d'approximation adopté, le centre de gravité d'une intumescence, même de /orme variable, décrit une droile horizontale.
D'autre part on a, à cause de (6G),
ou, à cause de (73) et (78 bis) ,
OU, comme o)© = \/^y, on a à peu près
(74) -^^slg(y + U).
Pour une onde de forme invariable, le centre de gravité étant au tiers de la hauteur raaxima h^ de l'onde, on a
d'où
due'
dt
-^s/giy-i-h,),
qui est bien la vitesse de propagation que nous avons trouvée pour une telle onde.
167. Énergie d'une intumescence. — L'énergie totale d'une intumescence se compose de son énergie potentielle et de son énergie cinétique. La première est manifestement le travail qu'accomplirait la pesanteur si Tintumescence venait à disparaître. C'est donc le produit du poids de l'intumescence par la hauteur
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de son centre de gravité au-dessus du niveau naturel du canal, soit
en appelant n le poids spécifique de l'eau.
En confondant le carré de la vitesse totale d'une particule avec celui de sa vitesse horizontale, l'énergie cinétique est
OU approximativement
OU, en remplaçant u^ par sa valeur (68) et se bornant au premier terme, c'està-dire négligeant A%
Or chaque élément de l'intégrale représente le travail qu'effectuerait la pesanteur si l'élément d'intumescence de poids Uh dx venait à s'étaler sur la surface du canal. Le tout représente donc le travail que fournirait le poids de Tintumescence si elle venait à disparaître. L'énergie cinétique est donc égale à l'énergie potentielle nQyjjr et l'énergie totale est 2nQY)^. Elle est constante puisque y]^ ne varie pas a^ec le temps ^ non plus que le volume Q de V intumescence.
Pour l'onde invariable, l'énergie E est donc
ou à peu près
168. Moment d'instabilité. — Les résultats qui précèdent sont des conséquences naturelles des principes généraux de la Mécanique. Mais voici une nouvelle grandeur introduite dans la question par M. Boussinesq et dont la constance est beaucoup plus inattendue. M. Boussinesq la désigne sous le nom de moment d'instabilité et la représente par la lettre M. Elle est définie par l'expression
Nous allons vérifier qu'elle ne varie pas avec le temps, c'est-a-dire que -^- = o.
Nous avons, en ciïet, par application de la formule générale (71 ),
^M _ r"- / dh J^h _ gh2 âh\
dî ' ~ J ^ \ ôx' dx' ôt y» dt ) '
ou, en intégrant lo premier terme par partie et observant que la partie intégrée disparait aux limites,
dt
./_. V àx'^ y» ; ât
Remplaçant ,- par sa valeur (66),
dt
dt
/•"•/ â'h gh'\/âh ^h dh y^d*h\^,
Les parties qui s'intègrent s'évanouissent comme étant nulles aux deux li mites. Il reste, par suite.
dt
r"* (r,h dh d*'h 3 ,, aVA , ,
et, si Ton intègre le dernier terme par parties,
e/M_ r^* (Zh dh d'h Zh dh d^h\ ,_ 'dt "\/_. Vy à'x' d^'^Y àx' dx'^) "^^ -'''
Ainsi, le moment d'instabilité M est bien une constante même pour les intumescences de formes variables. C'est l'une des constantes caractéristiques d'une intumescence. Sa valeur pour l'onde invariable est facile à calculer.
Voici maintenant l'importante propriété du moment d'instabilité :
Théorème. — De toutes les intumescences ayant une énergie donnée, c'est tonde solitaire (^ou invariable) quia le plus petit moment d'instabilité.
Cherchons, en effet, à rendre minima l'intégrale
SOUS la condition que l'énergie totale de l'intumescence considérée ait une valeur donnée E (cette valeur est comme M une constante pour chaque intumescence).
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La condition est donc
Prenons une nouvelle variable 6 définie par l'expression
d'où
. , dO
D'ailleurs
Donc
Pour a?' rz: — oc, Ô == O,
Pour x' —. -{-Qo^ ^ ~ n *
-=f>(sy-7V'
ou
rB(f)'-7]-
Considérons une intumescence infiniment voisine, caractérisée par le changement de A en A 4- SA, SA étant une fonction indéterminée de 6 et /; cette nouvelle intumescence ayant même énergie E que la première, de sorte que la limite supérieure de l'intégration du second membre est la même. On aura donc pour son moment d'instabilité
d'où
'»=.("ai^-^'-'")"'»-.("(^rr*
ou en intégrant le premier terme par parties et observant que la partie intégrée disparait, étant nulle aux limites de l'intégration,
D'ailleurs
agô DEUXIÈME SECTION. - THÉORIE DYNAMIQUE DES MARÉES, ETC. [^68]
d'où
Pour que M soit minimum, il faut que oM soit positif quel que soit 8h. Cela exige que le premier terme disparaisse quel que soit SA, ou que
Si cette condition est remplie, SM se réduit à la dernière intégrale qui, en vertu de (a), devient
et M sera un maximum ou un minimum suivant que le second membre de (b) est positif ou négatif.
Or, l'équation (a) est précisément celle de Tonde solitaire de forme invariable. En effet, en posant
On tire de (a)
d^h} _ dp _ dp^_ 3_
OU
d'où
p dp _ 3 2 dit y'
C étant une constante d'intégration.
Par suite
dh} ,dh 1 dh /^ Zh
ou si l'on appelle K I^ hauteur maxima de l'onde, en sorte que C = *
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qui n'est autre que l'équation différentielle (47 ter) de Tonde invariable. Or, dans cette onde, A est essentiellement positif. Donc, l'expression (6) montre que SM est bien positif et que, par suite, c'est bien une valeur minima qu'atteint la constante M pour l'onde invariable.
D'après cela, si l'on veut avoir le degré de stabilité d'une intumescence donnée, on calculera son moment d'instabilité M qui est une constante, et son énergie E qui est une autre constante. On calculera, d'autre part, le moment d'instabilité Mo de l'onde invariable ayant l'énergie E. Si l'on avait M = Me, l'onde donnée serait invariable, c'est-à-dire parfaitement stable. Si non, elle sera d'autant plus instable que la différence essentiellement positive M — M© sera plus grande. C'est ce qui justifie le nom de moment d'instabilité donné à la constante M par M. Boussinesq.
On trouve d'ailleurs aisément, pour l'onde invariable, à l'aide de l'expression de sa hauteur
hz=:
4 /in , I /3/io /
de celle (76) du moment d'instabilité et de celle (70) de son énergie E :
NOTE SUR LES TRAVAUX DE M. BOUQUET DE LA GRYE
Dans ses belles recherches expérimentales sur les marées h Brest et à l'ilo Campbell, M. Bouquet de la Grye ne s'est pas astreint aux formes harmoniques.
Pour les ondes à courtes périodes, il a adopté la formule de Laplace avec quelques termes complémentaires représentant des ondes tiers-diurnes, quartdiurnes, etc.
Pour les ondes à longues périodes (mensuelles, annuelles, etc.), il a adopté la formule suivante, qui tient compte non seulement de l'action des astres, mais
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