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Leçons sur la théorie générale des surfaces et les applications géométriques du calcul infinitésimal
Les deux Livres dont se compose cette troisième Partie sont d'étendue très inégale.
Le Livre VI, qui traite des lignes géodésiques et de là courbure géodésique, contient Fexposé des recherches les plus récentes relatives à la détermination des lignes géodésiques, à la courbure géodésique, au plus court chemin entre deux points d'une même surface; il se termine par l'étude des triangles géodésiques et la démonstration du célèbre théorème de Gauss relatif à ces triangles.
Le Livre VIÎ, qui est consacré tout entier à l'étude de la déformation des surf aces j débute par un expose de la belle théorie des paramètres différentiels que l'on doit à M. Beltrami. Après avoir indiqué comment on reconnaît si deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre, comment on lorme l'équation aux dérivées partielles dont dépend la détermination des surfaces applicables sur une surface donnée, j'applique les propositions générales à l'étude de la déformation des surfaces réglées, à la démonstration des relations que M. Weingarten a établies entre les surfaces applicables sur les surfaces de révolution et celles pour lesquelles les rayons de courbure principaux sont fonctions l'un de l'autre. Je signalerai aussi un théorème fondamental établissant une relation entre les systèmes cycliques et la théorie de la déformation.
Les vingt-huit premières feuilles de cette Partie ont paru depuis trois ans. J espérais pouvoir terminer mon Ouvrage par l'étude de la déformalion infiniment petite; mais cette théorie a pris un tel développement dans mes leçons, depuis 1882, que j'ai dû me résoudre à la réserver pour une quatrième Partie.
Première Partie
Page 3, ligne "î, au lieu de a" c" , lisez a" b".
Page jo, au lieu de q ds, lisez — q ds.
Page lO, changer les signes des premiers membres des équations (21).
Page 27, équation (19) dans le 3* membre, au lieu de y, lisez — y.
Page 72, ligne S, au lieu de formules (4), Usez formules (2).
Page 96, ligne 18, au lieu de n<» 65; lisez n° 66.
Page i48, formule (2), au lieu de \ lisez X».
Page 149, note, 1" ligne, au lieu de m du ■+- n dv', lisez {m du -i- n dvy.
Page 220, formule (27) dans le dénominateur, au lieu <^^ ( V T^) * ''*^^
Page 225, ligne i, au lieu de R, lisez r.
Page 254, ajouter +/> dans le premier membre de la 3« équation.
Page 269, ligne i4 à partir du bas, au lieu de sphère, lisez surface.
Page 282, dans la formule qui termine le n° 184, rétablir rfarfç» en facteur dans le second membre.
Page 290, formules (19), et page 291, formules (21) et (22), changer le signe de y.
Page 297, formule (4), dans la deuxième intégrale, au lieu de i -h a, w,, lisez
Page 327, formules (16), au lieu de r = r,, lisez r= a/-,. Page 334, ligne iG, au lieu de ^t{v)Ç{v^), lisez {){v)Ç,i^,)- Page 336, dans le second membre de la 4* ligne de formules, au lieu de ^/ m«H-«-W/m.«,+ «, \
\—H^u-i-niJ '\— nu^-f- mj Page 336, au lieu de la deuxième équation (26), lisez
l^_(„,) = (^^rvL'iil' l'.fJÎVi.jt^ V,.,..
(m — nu, y '\— nu^-h mj Page 337, 3" ligne, au lien de m^, lisez m .
lisez
VIII ERKATA.
Troisième Partie
Page 66, lignes 8 et 9 du titre, supprimez que l'on peut déterminer par des quadratures.
Page 78, ligne 5 en remontant, après />ar des quadratures, ajouter ou par r intégration d'une équation différentielle de forme déterminée.
Page 74, ligne 2, au lieu de e('"+')*"', lisez e("'+*)'''.
Page 167, ligne i3 du titre, supprimez le mot six.
Page 288, ligne 3, au lieu de applicable, lisez applicables.
Page 328, ligne 3, formule (39), au lieu de x^ y, z dans les seconds inembres, lisez x^, y^, z^.
Page 399, ligne 10, au lieu de parallèles Oa7, W&ez parallèles à Ox.
DÉTERMINATION DES GÉODÉSIQUES PAR LA MÉTHODE DE JACOBI
Surfaces de révolution; lignes géodésiques. — Équation de Glairaut. — Détermination des surfaces pour lesquelles les géodésiques sont généralement fermées; celles de ces surfaces qui ont un équateur sont applicables sur la sphère. — Géodésiques des surfaces dont l'élément linéaire est réductible à la forme étudiée par M. Liouville
Forme géométrique que l'on peut donner à l'intégrale première. — rremicre application au plan et à la sphère. — Géodésiques de l'ellipsoïde; leur discussion sommaire et leur division en trois espèces. — Propositions géométriques se rapportant à l'élément linéaire de Liouville; coniques géodésiques isothermes; familles de courbes qui peuvent être regardées de deux manières différentes jcomme formées de coniques géodésiques. — Extension de divers théorèmes de Graves et de M. Chasles.
578. Nous avons vu [II, p. 4^8] que si l'élément linéaire d'une surface est donné sous sa forme Ja plus générale
(i) ds^ ^ E c?m2 -|_ 2.F du dç-^ G dv^,
la détermination dès lignes géodésiques de la surface se ramène à D.- III. I
celle d'une solution, contenant une constante arbitraire C, de l'équation
/)A /ift
OU p et ^désignent, selon l'usage, les dérivées partielles j-'> -r-' Alors l'équation générale d'une ligne géodésique sera
C désignant une nouvelle constante; et, en chaque point de cette ligne, on aura
les différentielles du^ dv^ ds se rapportant à un déplacement sur la ligne géodésique.
579. Une solution 6 satisfaisant à la condition que nous venons d'indiquer s'obtient presque immédiatement dans quelques cas simples, que nous allons étudier en premier lieu.
Supposons d'abord que E, F, G dépendent de la seule variable u ; auquel cas, on le reconnaît aisément, l'élément linéaire (i) convient H une surface applicable sur une surface de révolution. On pourra prendre alors
G désignant une constante; et l'équation (2) fera connaître f'(w), d'où l'on déduira par une quadrature k fonction ^{u) et, par suite, la fonction B. On trouve ainsi
(5) e=zGp-+-/ 5^ ^ "^ —du,
et il suffira de porter cette valeur de 8 dans l'équation (3) pour obtenir l'équation générale des lignes géodésiques.
580. Gonsidérons, par exemple, une surface de révolution dont l'élément linéaire soit donné sous la forme
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OÙ /' est une fonction de u] u désignera l'arc du méridien compté à partir d'une origine fixe et r le rayon du parallèle passant par le point de coordonnées w, v. On aura ici, en mettant a au lieu de C
(6) e = av -h l\/r'-—a^~>
et l'équation générale des géodésiques sera
/du
avec les deux constantes arbitraires a et a! , L'équation différentielle du premier ordre
a du
r^ri—a'^
des lignes géodésiques qui correspondent à la même valeur de a peut se mettre sous la forme élégante
(9) /• sinw = «,
ta désignant J'angle que fait en chaque point la ligne géodésique avec le méridien de la surface. Cette dernière relation, qui est due à Clairaut et qui est très utile pour la discussion, n'est d'ailleurs qu'une conséquence du théorème des moments lorsqu'on regarde la ligne géodésique comme la trajectoire d'un point qui n'est soumis à aucune force.
Il résulte immédiatement de la formule (^ ) que toutes les géodésiques qui correspondent à la même valeur de a et à des valeurs différentes de d sont les différentes positions que prend l'une d'elles en tournant autour de l'axe, l^es trajectoires orthogonales de ces différentes positions s'obtiennent en égalant à une constante la fonction B définie par l'équation (6).
Sous l'une ou l'autre de ses formes (8) ou ('9), l'intégrale première admet une solution singulière qu'il faudra évidemment rejeter. En faisant, par exemple,
du = 0, r — a^
on obtiendrait un parallèle quelconque de la surface. Or il est
évident a priori qu'un parallèle ne peut devenir une ligne géodesique que dans le cas où son plan coupe la surface à angle droit, le rayon du parallèle passant alors, en général, par un maximum ou un minimum.
581. Sans nous ari^ter à expliquer comment s'est introduite cette solution étrangère, nous l'emarquerons que les équations (8) et (9) rendent possible une discussion générale de la ligne géodésique. On verra aisément que, si le méridien a des branches infinies, il y a des lignes géodésiques qui s'étendent elles-mêmes à l'infini. Elles deviennent généralement asymptotes à une section plane parallèle à l'axe; mais elles peuvent aussi tourner indéfiniment autour de cet axe, comme il arrive dans le cylindre et dans le paraboloïde de révolution. S'il y a sur la surface un parallèle minimum, il y aura généralement des lignes géodésiques se rapprochant indéfiniment de ce parallèle, sans jamais ^e confondre avec lui. C'est ce qui a lieu pour l'hyperboloïde de révolution ( * ). Dans ce qui va suivre, nous nous contenterons d'examiner le cas particulièrement intéressant où la surface admet un parallèle maximum^ et nous allons montrer qu'il existe une infinité de lignes géodésiques dont le cours se déroule tout entier dans la zone qui contient ce parallèle.
582. Soit MM' (^^^ 37) le pai^llèle maximum de rayon OM=R et soient PP' , QQ' deux parallèles de rayon égal à a qui limiteront une zone, divisée en deux parties généralement inégales par le parallèle MM'. Il est évident que les lignes géodésiques, toutes égales, définies par l'équation
/a du ^ -h const.
(') On pourra consulter, dans le bel Ouvrage de M. G.-Il. Halphen, une étude développée des lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré. Voir Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, t. II, Ghap. VI. Dans le cas de l hyperboloïde de révolution à une nappe, il y a trois espèces dif-' férentes de lignes géodésiques. Les unes sont tangentes à un parallèle de la surface, les autres rencontrent sous un angle fini tous les parallèles et le cercle de gorge; enfin, la troisième espèce est formée de géodésiques asymptotes au cercle de gorge.
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sont comprises dans la zone que nous venons de définir et tangentes aux deux parallèles PP, QQ'. Imaginons, par exemple, qu'on
Fig. 37.
parte d'un point /> situé sur le parallèle PP', en attribuant le signe -j- au radical. Dans la zone limitée par PP' et MM', ;- ira en croissant et, si l'on désigne par Vq la valeur initiale de ç, on aura
Jr^ a du f — T -;
dUf étant la différentielle de l'arc du méridien, sera défini par une équation de la forme
II
du — o{r) dr,
et p s'obtiendra par la quadrature précédente. Cette formule (lo) sera valable tant que r ne dépassera pas R. Pour /' = R, on aura une valeur ç^ de v définie par l'équation
r^ao{r)dr
Lorsque la ligne géodésique pénétrera dans la zone MM'QQ', r ira en diminuant. On aura ici
du = — ^(r) dr
•i;(r) étant une fonction qui sera distincte de (f{r) tant que MM' ne sera pas un plan de symétrie, un équateur de la surface; et
Téquation de la ligne géodésique dans cette zone sera
Pour r = a, la ligne géodésique deviendra tangente en un certain point q au parallèle inférieur et la valeur ^2 de v correspondante à ce point sera définie par l'équation
"" a^{r)dr
r" a^{r)dr t^2— ^i = — / — /
Par suite, l'angle 0 compris entre les méridiens passant par le point final q et le point initial/? de la ligne géodésique aura pour valeur
Pour obtenir le cours ultérieur de la ligne géodésique, il suffira évidemment de prendre la symétrique de la portion trouvée par rapport au plan méridien passant par y, puis de faire tourner l'ensemble des deux portions ainsi obtenues autour de l'axe de la surface successivement des angles 2Q, 4^? 6Q, . . ., de sorte que la ligne géodésique se composera d'une suite de segments égaux disposés symétriquement autour de l'axe. Ces segments seront en nombre illimité tant que le rapport de 12 au nombre ir ne sera pas un nombre commensurable.
On sait que, sur la sphère, les lignes géodésiques sont toutes fermées. Proposons-nous de trouver toutes les surfaces jouissant de la même propriété. Elles devront avoir, on le reconnaîtra aisément, au moins un parallèle maximum; et, pour que les lignes géodésiques demeurant dans le voisinage de ce parallèle soient toutes fermées, il faudra que l'angle ù défini par la formule (i5) soit dans un rapport commensurable à tc pour toutes les valeurs de a. Cette condition exige évidemment que l'angle Q sait indépendant de a. On devra donc avoir
(.6) r-aWr) + ^(r)-\dr^
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m désignant un nombre commensurable constant. Nous sommes ainsi conduits au problème d'Analyse suivant : Déterminer la fonc-^ tion cp(r) -f- <|>(^) de telle manière que Téquation précédente ait lieu, au moins pour toutes les valeurs de a suffisamment voisines deR.
Par un changement de notations on ramène le problème précédente celui qui est résolu dans la théorie des courbes tautochrones.
Posons
(ï^) T^-'^'^h' ^^=^-^ÏÏi' r[cp(r)4-^<r)]=:2e(>).
L'intégrale précédente prend la forme
et, pour qu'elle 5oit indépendante de a, il faut que l'on ait, comme on sait,
En revenant aux notations primitives, on trouvera ici
cp(/')-t-4^(r) =
V/R2— r« On aura d'ailleurs
Q= I = Cit.
Il suffira donc de prendre C = fnl^ m étant un nombre commensurable, et l'on aura l'équation de condition
Cette équation admet une interprétation géométrique. Remarquons que les intégrales
désignent les arcs du méridien comptés à partir du parallèle MM',
le premier dans la zone supérieure, le second dans la zone inférieure. En désignant par .s, s' ces deux arcs, la formule (i8) nous donne
(19) 5 H- 5'= 2mR arc cos — •
x^insi, pour que les lignes géodésiques soient fermées, il faut que l'arc du méridien compris entre deux parallèles égaux soit égal à m fois V expression que l'on obtiendrait si l'on remplaçait la surface par une sphère de rayon R.
Dans le cas où le parallèle maximum est un plan de symétrie, on a
l'équation (19) nous donne
r 5 == mR arc cos— j K
r = R cos — —} mR
et l'élément linéaire de la surface de révolution prend la forme
ds'^— du^-\- R2 cos^-^ dv'^.
Posons
(20) u — nx^u\ v = mv',
l'élément linéaire deviendra
(21) ds^= m^R^idu'^-hcos^u'dv'^).
Sous cette forme, on reconnaît immédiatement qu'il convient à une surface de révolution applicable sur la sphère de rayon /?iR. La condition que m soit un nombre commensurable s'interprète géométriquement de la manière suivante.
Considérons une surface de révolution comme composée d'un nombre illimité de feuillets superposés, engendrés parla rotation indéfinie du méridien. Alors un point de cette surface aura une infinité de systèmes de coordonnées w, {>; w, p-f-27c-, ..., u. ç -\- 2/nz: . . . , suivant qu'on le considérera comme appartenant au premier, au second feuillet ou au feuillet de rang h ~j- i. D'après cela, les formules (20) feront correspondre à un point {u. v) de la surface de révolution un point (w', ç') de la sphère défini par
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les équations
U , V -\- iJlTZ
h étant un entier quelconque. Or, si m est incommensurable, les valeurs obtenues de v' correspondent toutes à des points distincts de la sphère; au contraire, si m est commensurable, ces valeurs de v' ne conviennent qu'à un nombre limité de points. Comme le même résultat se retrouve dans la transformation inverse, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Les seules surfaces de révolution^ ayant un équateur^ pour lesquelles les lignes géodésiques soient toujours fermées, sont la sphère et les surfaces qui sont applicables sur la sphère de telle manière qu\ï chaque point de V une des surfaces correspondent des points en nombre limité de V autre {^ ).
583. Considérons maintenant l'élément linéaire défini par la formule générale
(23) ds'^^-{\} — V){\]\da'-^\\dv'^),
où u, Ui désignent des fonctions de u et V, \ ^ des fonctions de v. On pourrait, sans restreindre la généralité, supposer U< — - Vi = i ; mais nous garderons la forme précédente, parce qu'elle est la plus commode pour les applications. Remarquons d'ailleurs qu'elle comprend comme cas particulier celle qui convient aux surfaces de révolution; il suffira d'y remplacer V par une constante. En choisissant convenablement les différentes fonctions, on retrouvera aussi, nous l'avons déjà remarqué [I, p. 157], l'élément linéaire de l'ellipsoïde à trois axes inégaux rapporté à ses lignes de courbure. C'est à Jacobi que l'on doit, nous l'avons déjà dit, la détermination des lignes géodésiques de cette dernière surface. M. Liouville, qui a, le premier, considéré l'élément linéaire (23) sous sa forme la plus générale, a pu lui appliquer, sans avoir besoin de la modifier, la méthode si simple de Jacobi.
(') Vu n" 77 nous avons étudié d'une manière générale les surfaces de révolution applicables sur la sphère.
lO LIVRE VI. — CHAPITRE I.
L'équation qu'il s'agit d'intégrer est ici
'* "-^[ri(S)'*^(S)-]-
Écrivons-la comme il suit
nous reconnaîtrons immédiatement qu'elle admet une infinité de solutions qui sont la somme d'une fonction de u et d'une fonction de V. Pour de telles solutions, en effet, la valeur commune des deux membres de l'équation précédente rie peut dépendre ni de v ni de u et doit, par suite, se réduire à une constante, que nous désignerons par a. On trouve ainsi
ce qui donne
(2G) ^= fViy/TT^du-i- f\\s/^^r^ dv,
les radicaux y/U — a, \J a — V étant pris avec des signes quelconques.
Il suffira maintenant de prendre la dérivée de 9 par rapport à a et l'on sera conduit à l'équation générale des lignes géodésiques
JyJ\}-a J \/a-\[ Si l'on différentie cette équation, on obtient la relation .g. \}xdu \\dv
qui peut être regardée comme une intégrale première de l'équation différentielle des lignes géodésiques.
M. Liouville a montré qu'on peut la transformer d'une manière élégante en introduisant l'angle w que fait, en chaque point, la ligne géodésique avec la courbe coordonnée de paramètre ^. On a, en efTet (n*^ 499),
dscosiM = Ui/U — y du, ds sin to = Vi y/U — V û?t; ;
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ce qui permet de remplacer l'équation (28) par la suivante
cosco slno)
En résolvant par rapport à la constante, on trouvera
(30) a = U sin^w 4- Vcos^w.
Cette forme de l'intégrale première correspond à l'équation (9) de Clairaut; elle est très souvent employée.
5^. On aurait pu obtenir les résultats précédents par l'emploi d'un élégant artifice de calcul. Reprenons l'expression de l'élément linéaire
qu'on peut mettre sous la forme
^52= [(v/ir=~^)' -4- (/(r=^)'][(u, 6^.^)2 4-
On a ainsi le produit de deux sommes de carrés. En appliquant une formule bien connue, on peut transformer ce produit en une somme de carrés, ce qui donne
ds^^ (Ui /U —a du -I- Vi v/â^=T dvY-h ( V, /ÏT^^ «fp — U, v/«rr~V daf. Posons
(3 0 I IJi du Yidv
\/V —a v/rt — V
= rf6,:
il viendra
Cette ibrmulemet immédiatement en évidence les lignes géodésiques ( 0, =r const.) et leurs trajectoires orthogonales (8 = const.). On retrouve ainsi dans toute leur généralité les résultats précédents : l'équation de la ligne géodésique est
,2*>\ Ui du Vi dv
s/V—a Va — V
la différentielle de son arc est définie par la formule
(33)' ^. = c/0^Ui/îr=^rfi^4-V,v/^^=^rfp=î^£L£^--^^^I^r
l'>, LIVRE VI. — CHAPITRE
qui ramène le calcul de cet arc à celui de deux quadratures. Les deux équations précédentes nous donnent encore les relations
Vidu \idi>
v/U — a \Ja
qui feront connaître les valeurs ^^ ~r ■> 'j"
585. Parmi les surfaces dont l'élément linéaire est réductible à la forme (28), nous avons précédemment signalé le plan, la sphère [II, p. 422] et les surfaces du second degré [I, p. 157, ou II, p. 379]. Appliquons à ces surfaces la proposition générale que nous venons d'établir.
Soit d'abord
l'élément linéaire du plan, rapporté à des coordonnées elliptiques. En appliquant la formule (33), on voit que l'équation
OÙ a désigne une constante arbitraire, représentera une géodésique.du plan, c'est-à-dire une ligne droite.
Cette droite ne sera réelle que si la constante a est positive et Ton reconnaîtra aisément qu'elle est tangente à la conique homofocale de paramètre y/a. Ainsi V équation différentielle précédente, qui n^est autre que l'équation d^Euler, admet pour intégrale générale V équation en coordonnées elliptiques d^une droite tangente à la conique homofocale de paramètre y/a.
Ce résultat est dû à Lagrange, qui l'a donné dans son étude sur le problème d.es deux centres fixes (<). Il avait alors un grand
(') Voir Mécanique analytique, seconde Partie, Section VII, Chap. III, n° 84. Pour être tout à fait exact, nous devons dire que Lagrange obtient un résultat un peu plus général et retrouve l'équation d'Euler dans le cas où les trois forces qu'il considère se réduisent à une seule émanant d'un centre fixe et proportionnelle à la distance.
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intérêt; car il constituait la première intégration de l'équation
d'Euler obtenue en dehors des méthodes purement aiial^'tiqaes.
Remarquons d'ailleurs que l'équation (33/ nous donnera ici
(37) ds = r r . _ ;
/({JL2_c2)(fJl2_a) Y(v2_c2)(v2— a)
et cette relation, qui fait connaître par des quadratures la longueur d'un segment de ligne droite, équivaut au théorème d'addition pour les intégrales elliptiques de seconde espèce.
Le lecteur établira aiséiiient des résultats analogues en déterminant les lignes géodésiques de la sphère siu moyen de la forme que nous avons donnée [II, p. 422]
ds^t=z (COS 2. U. — C0S2V) — ■ -\ ■
' \C0S2fJ. — C0S2C C0S2C — C0S2V/
pour l'élément linéaire de celte surface rapportée à des coordonnées elliptiques.
Une seule diiFérence mérite d'être signalée entre Ce cas et le précédent : la formule relative à l'arc d'une ligne géodésique donnera, pour la sphère, le théorème d'addition des intégrales elliptiqnes de troisième espèce.
586. Considérons maintenant une surface du second degré et choisissons, pour fixer les idées, un ellipsoïde à trois axes inégaux. Si Ton conserve toutes les notations déjà employées au n° 459 [n, p. 296] et si p désigne le paramètre de cet ellipsoïde, l'équation de Fellipsoïde sera
et Félément linéaire de cette surface sera donné par la formule
y(p) ayant pour valeur
(4o) /(p)^4(«,_p-)(^„py(o-^p).
On déduit de là. par Papplicati on des formules précédentes ^ que
f4 LIVRE Vï. — CHAPTTRJB I.
l'équation générale d'une L'gne géôdésiqiie sera
^^^> V/'7(il(7^'^--//(P.)(P.-«)'^^--
(X désignant une constante arbitraire, et que l'arc de cette ligne aura pour différentielle
^^^V/CP)(p-a)^^^^V7(^0^
Ces résultats sont bien d.' accord ayec ceux que nous avons obtenus au n^ 462. p, paramètre des typerboloïdes à deux nappes, est compris entre a et h. On a donc
De même, le paramètre ^\ des lijperboloïdes à deux nappes, compris entre h et c, uous donne \^s> inégaEtés
/(Pi)<o, iH — P>o.
Il faudra donc, poiu^que ds soit réel, que l'on, ait
p— ^>o, pt — oe<o;
et, par suite, la constante a devra être comprise entrer etc. Cette condition pouvait être prévue; a, nous l'avons vu aux n^ 46i et 462, est le paramètre de la surface Komofocale à laquelle est circonscrite la développable formée par les tangentes de la ligne géodésique. Gomme une droite ne peut être tangente à deux ellipsoïdes homofocaux, il faut que a soit le paramètre d^unbyperboloïde et, par suite, compris entre a et c. De là résulte unC classification naturelle des lignes géodésiques de l'ellipsoïde, suivant que a sera inférieur, égal, ou supérieur à 2^» Si a est inférieur à 6, la développable formée par Les tangentes de la géodésique sera circonscrite à un hyperboloïde à une nappe. Si a est supérieur à 6, elle le sera à un hyperboloïde à deux nappes^ Enfin^ dans le cas intermédiaire où a est égal à h^ les tangentes de la géodésique iront toutes rencontrer la focale byperboliqne. On suit alors aisément le cours de la ligne géodésique, qui va passer par deux des quatre ombilics où cette focale rencontre rdlipsoïde; et ces deux ombilics sont diamétralement opposés.
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Ainsi toutes les lignes géodésiques qui passent par un ombilic vont passer par V ombilic diamétralement opposé.
Si a est différent de Z>, on peut encore se rendre compte, soit par les équations, soit par la Géométrie, de la forme générale de la ligne géodésique. Supposons, pour fixer les idées,
Alors on aura les limites suivantes pour p et pour pi
6 < p < a, c< pi <a.
Lorsque p, devient égal à a, l'équation différentielle (4») nous donne
par suite, la géodésique doit être tangente à la ligne de courbure de paramètre a. Celte ligne se compose de deux traits fermés diamétralement opposés, décrits autour de deux ombilics comme une ellipse autour de ses foyers; et la ligne géodésique, placée dans la zone annulaire comprise entre ces deux courbes fermées, se dirigera de l'une à l'autre en leur devenant successivement tangente. Si on la prolonge indéfiniment, elle ne se fermera pas,.en général, et fera un nombre illimité de fois le tour de cette zone ellipsoïdale, dans laquelle elle est assujettie à demeurer. On peut établir ces résultats de la manière la plus nette au moyen de l'artifice suivant. Écrivons les équations
qui se déduisent des formules (4i) et (42) et où l'on prendra les radicaux avec Un signe déterminé : elles feront connaître le signe des différentielles d^ et âfp, lorsqu'on suppose ds positive, par exemple. Il est vrai que les signes des radicaux peuvent changer lorsque p ou pj atteignent les limites entre lesquelles ces paramètres doivent varier. Pour éviter ces difficultés, posons
(44) p = ècos^cp -h « sin2cp,
(45) pi= ccos'4'H- « sin^»);,
ce qui permettra bien d'obtenir, pour des valeurs réelles de © ou de t|), toutes les valeurs de p et de pt comprises dans les limites
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assignées plus liaut. Les équations (43) prendront la forme
(46) * ds^^=^-j^L^.
VP(cp) /Fi(4.)
y/F(cp), y/F, (tL) étant des radicaux qui ne pourront plus s'annuler et conserveront toujours le signe initial. Il suit de là que <icp et d^ ne changeront jamais de signe; et, par suite, cp, ^j;, considérées comme fonctions dé s^ oscilleront d'une manière régulière entre les limites que nous leur avons assignées. Lorsque cp variera, la ligne de courbure du paramètre p défini par l'équation (44) se déplacera en se déformant et tournera, toujours dans le même sens, autour de l'axe des z de l'ellipsoïde. Le point décrivant de la géodésique, qui oscille sur la portion de cette ligne comprise entre les deux points oiti elle coupe la ligne de courbure p^ = a, décrira un trait domt la forme générale sera bien celle que nous avons in<liq^uée*
587. Nous termitiei-ons ce Gkapitre en faisant connaître quelques propriétés générales qui appartiennent à toutes les surfaces dont l'élément linéaire est déterminé par la formule de LiouviUe
(47) ds^^ (U — Y)(Uî rfw2_^ v; dv^),
les fonctions U, V, U^, V< conservant toute leur généralité. La première de ces propriétés a été signalée par M. Dini, dans un beau Mémoire sur lequel nous aurons l'occasion de revenir. Nous avons vu (n°^ 527) que, si l'on rapporte une surface à un système d'ellipses et d'hyperboles géodésiques, l'élément linéaire est déterminé par la formule suivante
(48) ds^ — \
. Oi (O
Slrt^ — COS2 —
Ce système coordonné, qui est orthogonal, peut-il être isotherme? Pour qu'il en soit ainsi, il faudra que Ton ait
(49) U;sin»- = Vîcos2-,
Ui et V, désignant des fonctions qui dépendent respectivement de u et de v. Cette équation détermine to et nous donne pour
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l'élément linéaire de la surface l'expression
(50) • ds^^ (^ + ~)(U? du^ + yldv-^),
qui rentre bien dans la forme (47)j mais qui paraît, au premier abord, en être un cas très particulier. En réalité, les deux formules sont aussi générales l'une que l'autre; nous laisserons au lecteur le soin de l'établir.
Ainsi on peut caractériser l'élément linéaire (47) en disant que les courbes coordonnées forment un système isotherme d'ellipses et d'hyperboles géodésiques. C'est là le résultat de M. Dini.
588. La seconde propriété est plus générale que la précédente, qu'elle comprend comme cas limite. On y est conduit en cherchant s'il existe des surfaces pour lesquelles une famille de courbes puisse être considérée de deux manières différentes comme formée d'ellipses ou d'hyperboles géodésiques, c'est-à-dire définie de deux manières différentes par une équation de la foTme
(5i) 6 + ff = const.,
où 8 et 0- sont les distances géodésiques à deux courbes fixes.
• Il est clair que, si cette propriété appartient à une famille de courbes, elle appartiendra aussi à la famille orthogonale qui est définie par la relation
(52) 6 — c-'— const.,
toutes les fois que la famille proposée l'est par Téquation (5i) [II, p. 417]- La question proposée peut donc se ramener à la suivante : Existe-t-il un système orthogonal qui puisse être regardé de deux manières différentes comme formé d'ellipses et d'hyperboles géodésiques?
Soit
( 53 ) ds^ = A2 du"^ -+- G* û?p2
l'expression de l'élément linéaire qui convient à ce système orthogonal. Par hypothèse, les équations des deux familles de courbes coordonnées sont les suivantes
ô -H a = const., 6 — cT = const., D. — III. 2
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û et 0- étant les distances géodésiqiies d'un point de la surface a dcuK courbes fixes; il faudra donc que l'on ait
Fi6h-c7)=;/, F,(6 — a}^v
On déduit de là, en résolvant par rapport à 0 et c,
(54) ^ =(0(^11)~\-^(V\ <S =r:if(u) — >l>{v).
Mais ô et 0-, étant des distances géodésiques, doivent satisfaire à Féquation aux dérivées partielles caractéristique
En exprimant qu'il en est ainsi et que cette équation admet les deux solutions 8, o-, on est conduit à Tunique relation
et, réciproquement, toutes les fois que A et C sont liés par une équation de la forme (56), les courbes coordonnées sont des coniques géodésiques, lieux des points tels que la somme ou la différence de leurs distances géodésiques aux. deux courbes de base
i f\/V du -+- f s/y di> =r o, v/\' dv — 0
où Ton a
v = 'YHu),
\pVdu-f,;
soit constante sur chacune d'elles. Pour que ces courbes coordonnées puissent, de deux manières diiférentes, être regardées comme des coniques géodésiques, il sera donc nécessaire et suffisant que A et G vérifient deux relations distinctes
de même forme que l'équation (56).
Ces équations peuvent être résolues par rapport à A et à C; mais, avant de faire ce calcul, nous remarquerons qu'oii peut les
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combiner linéairement -et en déduire l'équation nouvelle
XU-4-(i-X)Ui XVh-(i-->)Vi _ A* "^ G« ~''
qui sera de même forme qu'elles, pourvu que X soit une constante, d'ailleurs quelconque. Ainsi nous pouvons déjà énoncer le théorème suivant :
Lorsqu'un système orthogonal peut être considéré de deux manières distinctes comme formé de coniques géodésiques, il y a une infinité de manières différentes de lui conserver Cette propriété.
Si l'on calcule maintenant les valeurs de A et de G pour les porter dans l'élément linéaire, on obtient un résultat que l'on peut écrire comme il suit
C'est bien là la forme générale étudiée par M. Liouville.
Réciproquement, reprenons cette forme générale (47)- Si nous prenons les deux solutions déjà déterminées
a = Tu, y/U— «^— /Vi /^^=V dv
de l'équation aux dérivées partielles (55), les courbes coordonnées seront définies par les équations
h d = const., 6 — a= const
et, par suite, elles pourront être regardées d'une infinité de manières comme des coniques géodésiques.
La proposition que nous venons d'établir offre le plus grand intérêt : elle fait connaître la véritable origine des théorèmes de Graves et de M. Ghasles sur les arcs de eoniques à différence rectifiable et elle permet d'étendre ces théorèmes à toutes les surfaces dont l'élément linéaire est donné par la formule de M. Liouville.
Pour meltre celle analogie en évidence, remarquons que, si l'on attribua à la constante a une valeur déterminée dans les formules (59), les géodésiques normales aux courbes parallèles
0 = COnSt. ou <T = COI15t.
sont définies par l'équation
\5^du ^ Vi dv (60)
obtenue en différentiant par rap{>ort à a la valeur de 8 ou de o- (n® 532). Il passe deux de ces lignes par chaque point de la surface et elles j font des angles égaux avec les deux courbes coordonnées. On peut définir géométriquement celte famille de géodésiques de la manière suivante :
Supposons d'abord que la constante a ait été choisie de telle manière que l'une des deux équations
(61) XS—a — o, V — a = o,
la première par exemple, admette une ou plusieurs racines réelles. Soit Wo une de ces racines; pour m = Mo, l'équation différentielle
donne
du = o ;
et, par suite, les géodésiques qui correspondent à la valeur considérée de a sont toutes tangentes à la courbe coordonnée de paramètre Uq. Cette propriété géométrique suffira évidemment à définir l'ensemble de toutes ces géodésiques.
Pour certaines surfaces, telles que l'ellipsoïde ou le plan, l'une des équations (61) admettra toujours une solution réelle; et toutes les familles réelles définies par l'équation (60) seront alors composées de géodésiques tangentes à une des courbes coordonnées. Mais il existe d'autres surfaces pour lesquelles les valeurs de la constante a peuvent être choisies de telle manière qu'aucune des équations (61) n'admette de solution réelle. Envisageons, par exemple, la formule particulière suivante
(62) ds^={u^-hv^~hh'^){du'^-i-dv*); l'équation des lignes géodésiques sera ici
//.«x du , dif
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el, poux toutes les valeurs de a positives et inférieures à A-, il n'y aura aucune valeur réelle de w ou de (^ annulant un des dénominateurs. Les lignes géodésiques correspondantes seront réelles, mais elles ne seront tangentes à aucune courbe coordonnée. Nous ramènerons ce cas au précédent en convenant de regarder les géodésiques comme tangentes à une courbe coordonnée imaginaire. En adoptant cette convention, on peut énoncer le résultat suivant.
Les courbes parallèles définies par les équations
!e = / Ui y/U -a dii-\- j Vi /a— Y dv — consU, - r
<j = / Ui v^U — a du — / Vi ^a — V dv —. const.
sont les développantes de celle des courbes coordonnées dont le paramètre satisfait à la relation
et la proposition que nous avons établie plus baxit peut s*énoncer conune il suit :
Les courbes coordonnées peuvent être regardées comme des coniques géodésiques lorsqu'on prend pour courbes de bases deilx développantes (C), {C!) de V une quelconque d^ entre elles.
Pour faire dériver de cette remarque le théorème de Graves et de M. Chasles, il suffît de la combiner avec les propriétés des développées. Considérons, par exemple, les géodésiques tang-entes à une des courbes coordonnées (wo) {fig- 38) et soient (G), (G) deux développantes de cette courbe, la coupant à angle droit en R et en R'. Soient PQ, P^Q' deux géodésiques se coupant en M. D'après la proposition précédente, la somme
MQ-4-MQ'
demeurera constante lorsqu'on se déplacera sur une des deux courbes coordonnées qui passent en M. Or on a, d'après les pro priétés des développées,
PR = MP -+- MQ, P' R' = MF-+- JVTQ'
MP-+-MP'~PP
demeurera constante lorsqu'on se déplacera sur l'une des courbes coordonnées qui passent au point M, sur celle qui se trouve dans l'angle QMR. On démontrerait de la même manière les autres relations, analogues au théorème de Graves, qui se rapportent à des dispositions différentes de la figure.
Fig.. 38.
Nous n'insisterons pas davantage sur ces relations géométriques et nous indiquerons, en terminant, une autre généralisation, qui se rattache directement aux propositions de M. Chasles relatives aux polygones inscrits Ou circonscrits à des coniques homofocales.
Considérons un polygone variable dont tous les côtés sont des lignes géodésiques tangentes à une même courbe coordonnée et dont tous les sommets moins un décrivent des courbes coordonnées. Le dernier sommet de ce polygone décrira aussi une des courbes coordonnées et il en sera de même des points d^ intersection de deux côtés quelconques de ce polygone.
CHAPITRE II
Méthodes régulières pour la détermination des géodésiques. — L'équation différentielle du second ordre des géodésiques remplacée par un système canonique.
— Usage que l'on peut faire d'une ou de deux intégrales de ce système. - Intégrales homogènes. — Intégrale du premier degré : elle caractérise les surfaces applicables sur les surfaces de révolution. — Intégrale du second degré.
— Il y a deux formes distinctes de l'élément linéaire pour lesquelles on trouve une intégrale du second degré. Pour la première et la plus importante, l'élément linéaire est réductible à la forme de M. Liouville. — Détermination de tous les cas dans lesquels il y a à la fois une intégrale du premier et une intégrale du second degré.
590. L'artifice que nous avons employé dans le Chapitre précédent et qui nous a fait connaître les lignes géodésiques pour la forme spéciale de l'élément linéaire considérée par M. Liouville a permis à Jacobi de donner une solution élégante des problèmes les plus importants de la Dynamique du point matériel; mais il semble difficile de l'étendre ou de le généraliser. Il faut donc révenir à la théorie générale et indiquer les méthodes régulières qui permettent de déterminer une solution, contenant une constante arbitraire, de l'équation
Etant donnée uiie équation aux dérivées partielles
la recherche d'une intégrale complète de cette équation se ramène, comme on sait, à la détermination d'une fonction (p(w, t^, /?, q) telle que l'équation (2) et la suivante
(3) cp(w, (;,/>, ^) = G,
où C désigne une constante arbitraire, soient compatibles, c'està-dire qu'elles fournissent des valeurs dé/> et de q satisfaisant à la
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condition
dp
du
pour toutes les valeurs de C. D'après cela, si l'on calcule, au moyen des équations (2) et (3), les valeurs des deux dérivées qui entrent dans la relation précédente, on trouvera la condition
^^^ ^-^'^^ du dp dp du dv dq àq dv
qui ne contient plus C et devra avoir lieu, par conséquent, pour toutes les valeurs de ?/, t», /;>, q qui satisfont uniquement à l'équation (2).
Dans le cas spécial qui nous occupe^ nous sommes donc conduits à déterminer une fonction cp satisfaisant à l'équation linéaire
(5) (A,cp)^o,
pour tous les systèmes de valeurs de m, <% /^j q liées par l'équation (i).
L'intégration complète de cette équation linéaire (5) se ramène, comme on sait, à celle du système suivant d'équations différentielles
dp dq du- dv
qui définit ce que l'on appelle les ca/acléristiques de l'équation aux dérivées pxirtielJes (i).
Ce système admet évidemment une première intégrale, A, dont la valeur constante doit ici être prise égale à i. Si Ton en connaît une autre intégrale cp, on pourra achever la solution du problème et déterminer par de simples quadratures les géodésiques de la surface. Mais il est nécessaire de donner quelques développements sur ce point essentiel.
Si l'on combine l'une des équations (6)
du
dv
dà
ÔA
dp
dq
avec l'équation de condition
on en déduira les valeurs suivantes de p et de q
. ^ j^ du ^ du du ^ dv
(8) ^=E^+F^^, <^^F^-hG^,
et il suffira de porter ces valeurs dans une autre des équations (6), par exemple dans la suivante
du _ — dp
ôq du
pour en déduire une équation du second ordre entre a et v. Cette équation du second ordre, qui tient lieu du système (6), sera précisément celle des lignes géodésiques. 11 est aisé de le vérifier presque immédiatement par le calcul direct; mais on peut aussi le reconnaître par un raisonnement a priori.
En effet, si, dans le système (6), on remplace p et q par les dérivées partielles d'une solution quelconque de l'équation aux dérivées partielles (i), on sait, d'après les propriétés générales des équations aux dérivées partielles du premier ordre, que ce système se réduira à la seule équation (7). Or cette équation définit, on le vérifie aisément, les trajectoires orthogonales des courbes 8 = const.. et ces trajectoires sont, comme on l'a vu, des lignes géodésiques.
Au reste, on arrive à la même conclusion si l'on traite le problème des lignes géodésiques comme une question de Mécanique. En employant la méthode et les variables d'flamilton [II, p. 481], on est conduit, pour définir la ligne géodésique, à un système canonique qui donne immédiatement les équations (()).
Ainsi, on peut considérer le système (6) comme tenant lieu de l'équation différentielle du second ordre des lignes géodésiques pourvu que l'on y regarde/? et ^ comme des inconnues auxiliaires,
qui sont d'ailleurs définies en fonction de n^ r, -r- par les formules (8). Ce point étant établi, examinons les différents cas (jui peuvent se présenter.
591. Supposons d'abord que Ton connaisse deux intégrales distinctes c^ et •]/ du système (6).
L^élimination de /? et de ^ entre les équations
donnera l'équation en termes finis, contenant les deux constantes arbitraires G, G', des lignes géodésiques. Gela résulte immédiatement de ce. que les trois relations précédentes donnent trois intégrales du système (G).
Si l'on a déterminé une seule intégrale cp, on pourra achever de deux manières différentes la solution du problème proposé. Ou bien on déterminera/? et </ par les équations
-A = i, cp=G,
et l'on effectuera ensuite la quadrature
— / {p du ^ cj civ)
les lignes géodésiques seront alors définies par l'équation
OÙ G' désignera une seconde constante- Ou bien on remplacera dans l'équation
p et q par leurs expressions (8) en -j-^ -j-» ce qui donnera une intégrale première de l'équation des lignes géodésiques, dont on déterminera ensuite un facteur en appliquant le théorème de Jacobi [II,P-43.].
On ne sait pas intégrer d'une; manière générale l'équation linéaire (5). Mais on a obtenu des résultats du plus haut intérêt en se donnant a priori certaines formes générales de l'intégrale cp que l'on suppose connue, «t-en se proposant de déterminer l'élément linéaire par la condition que ces formes puissent conduire à une solution complète du problème proposé.
Remarquons d'abord qu'en faisant usage de l'équation (i) on pourra toujours rendre la fonction (p homogène par rapport aux deux variables;» et q, Gette transformation est très avantageuse; car alors l'équation de condition (5) aura également son premier membre homogène par rapport aux mêmes variables. Gette équa-
tion sera ainsi réduite à ne contenir que les trois variables u. v. —,
qui peuvent être regardées comme indépendantes; et, par suite, elle devra avoir lieu identiquement.
Ainsi nous sommes ramenés à la détermination des intégrales homogènes par rapport k p et k q qui satisfont identiquement à l'équation (5). Il est utile de remarquer que les intégrales de cette nature conservent leur homogénéité et leur degré quand on effectue un changement quelconque de coordonnées.
592. Nous commencerons par les intégrales algébriques et entières ('), et nous étudierons en premier lieu le cas où la fonction cp est du premier degré. Supposons que la surface ait été rapportée à des coordonnées symétriques. Alors l'élément linéaire sera défini
par la formulé
ds^— 4^ dx dy.
L'équation (i) deviendra ici
(9) f =., et l'on aura
(10) o = ap->rbq,
a et 6 étant des fonctions inconnues de x et àe y. La condition (5) nous donnera
q ( da dh \ p / da db\ apq âX bpq d\
(') Le lecteur reconnaîtra aisément que toute intégrale algébrique et entière, non homogène, conduit à deux intégrales distinctes que l'on obtient en séparant les termes de degré pair par rapport à p et à q des termes de degré impair. Chacune de ces deux intégrales donnera ensuite, par l'emploi de l'équation A6 = I, une intégrale rationnelle et homogène du même degré. .
Dans une Note Sur les intégrales algébriques des problèmes de Dynamique insérée, en i886, au tome CHI des Comptes rendus, M. G. Kœnigs a montre que, s'il existe des intégrales algébriques quelconques, il y aura nécessairement des intégrales rationnelles, entières ou fractionnaires. L'étude des cas où il y a des intégrales algébriques irrationnelles se ramène donc à celle des questions que nous allons examiner dans le texte.
et, pour qu'elle soit identiquement vérifiée, il faudra que l'on ait
àb^_da_ d(al) ^ d(b~k) _
dx ~ ây ~ ' dx ' dy ~ ^
OU encore
(11) è=.Y, «^X, -^—^Aj^^o,
X et Y dépendant respectivement des seules variables x et y.
Or la forme de l'élément linéaire subsiste quand on y effectue une substitution
On reconnaîtra aisément qu'en effectuant ce ckangement on peut toujours ramener les fonctions X, Y à avoir l'une des valeurs constantes o ou i .'
On n'a donc que les deujx hypothèses suivantes à examiner :
La première nous donne
X- -+- T- = o ox ay
OU/ en intégrant,
L'élément linéaire prend la forme
(i3) ds'^^^f{x-y)dxdy.
La seconde hypothèse donne
L'élément linéaire correspondant
ds^ = 4fi(x)dx dy
se ramène à celui d*iine surface développable par substitution à x de la variable
On peut donc laisser de côté cette seconde forme de l'élément linéaire, qui devient un cas particulier de la première (i3).
Quant à celle-ci, on démontre aisément qu'elle caractérise les surfaces applicables sur une surface de révolution. Posons, en effet,
— W. -H iç>
îlle prendra la forme
14) ds-=^(^{u){du'^-\- dv'^),
où
cp(w) = -
ce qui établit le résultat annoncé. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui est dû à M. Massieu (').
Les surfaces de révolution et celles qui résultent de leur déformation sont les seules pour lesquelles Inéquation difjérentielle des lignes géodésiques admette une intégrale première
1 , . j . du dv
linéaire et homogène en -.-) -j-*
Quand l'élément linéaire est écrit sous la forme (i4), l'équation devient
rintégràle linéaire est alors
(') Massieu (F.)» '^"'' ^^* intégrales algébriques des problèmes de Mécanique. Thèse piésenléc à la Faculté des Sciences de Paris; Paris, 1861. Dans ce travail, l'auteur s'occupe d'une manière générale des pioblèmes de Mécanique dans lesquels il y a une fonction des forces; et, suivant la voie ouverte par M, J. Bertrand dans un beau Mémoire inséré en 1867 au Journal de Liouville, il recherche les intégrales algébriques par rapport aux vitesses.
M. Massieu, après avoir présenté quelques résultats sur la question envisagée dans toute sa généralité, étudie plus spécialement le mouvement d'un point sur une surface et il dcfioit tons les cas dans lesquels il y a une intégrale du premier ou du second degré pur rapport aux vitesses. Il suffit de supposer nulle la fonction des forces pour que ces résultats deviennent immédiatement applicables au problème des lignes géodésiques On pourra consulter aussi le Mémoire de Bour Sur l'intégration des équations différentielles partielles du premier et du second ordre {Journal de l'École Polytechnique, XXXIX* Cahier, p. 149; 1862), où les résultats de M, Massieu se trouvent rappelés. Le Chapitre V de ce Mémoire contient une étude sur l'intégration de l'équation générale des lignes géodésiques que nous aurons à citer plU£ loin.
On a
0 = Cv-h fs/<fiu)~C^du,
et l'on retrouve ainsi, avec de légers changements de notation, le résultat fourni par la première méthode (n** 580).
393. Nous allons maintenant étudier de la même manière le cas où il y a une intégrale cp du second degré par rapport k p et à q. Posons
<p = ap^ -+- 2bpq -+- cg^.
La condition (5) nous donnera ici
il ^àa db' ^àc\ a ( ^da dh „ dc\ p
Egalons à zéro les coefficients des diverses puissances de/? et de q. Nous aurons d'abord, en prenant les coefficients de q^ et de p^,
les deux équations
de ôa
ùx ày ~~ ^ qui nous donnent '
En raisonnant comme dans le cas précédent, on verra que, si l'on a choisi convenablement les coordonnées Xy y^ on peut toujours supposer, soit
soit
Commençons par examiner la première hypothèse. En prenant les coefficients de pq- et de p'^q dans l'équation de condition (ï8), on sera conduit aux deux relations
d{b\) àl à(bl) dl
dx ùy oy ox
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qui s'intègrent aisément et donnent
X== /(a7-+-7)-4-/i(T-jK),
/et //désignant deux fonctions arbitraires.
On aura donc pour l'élément linéaire l'expression
(19) ds'^= Mf{x-^y}'\-f^{x—y)\doi;dy, et l'intégrale cp deviendra
Le changement de notations défini par les formules
x = M -i- iV, y -- u — fV
•ramène l'élément linéaire à la forme de M. Liouvillè et montre aussi que la solution 9 dont les dérivées sont définies par l'équation précédente jointe à l'équation (9) est précisément celle que nous avons employée au n° 583.
Ainsi les surfaces dont l'élément linéaire est réductible à la forme de M. Liouyille constituent une première classe pour laquelle le problème des lignes géodésiques admet une intégrale homogène et du second degré par rapport à /> et à ^ (* ).
Examinons maintenant l'hypothèse
En opérant comme précédemment, on trouvera les conditions
d{h\) d\ _ djbl) _
dy dx ^ dx ^
qui donnent
(') Voir les Mémoires déjà cités de Bour et de M Massicu. Il convient de remarquer que M. Massieu a négligé la seconde hypothèse (a = i, c = o) que nous allons étudier.
y, Y^ désignant deux forictions arbitraires de y. L'élément linéaire aura donc pour expression ( ' )
(ai) ds^=i{xY'-hYi)dxdy,
et l'intégrale du second degré sera
(22) p^—ijpg — 'iC.
On tire de là
^2=2Y + 2G, 9= / ^ ^; et, par suite,
Tel est le second cas dans lequel il y a une intégrale du second degré. Mais il convient de remarquer que la surface correspondante est, en général, imaginaire.
On peut, en effet, supposer ici que les coordonnées symétriques ^ et ^ sont imaginaires conjuguées. Pour que l'élément Jinéaiie soit réel, il faut qu'il ne change pas quand on y remplace toutes les imaginaires par leurs conjuguées. Si donc Yq, YJ désignent les fonctions imaginaires conjuguées de Y, Y<, il faudra que l'on ait
a;Y'-i-Yi=7X'o-f-X?.
Il suit de là que le premier membre doit être bilinéaire par rapport k x et à y. On a donc
X = axy -\-bx -+- b^y -\- A,
et la condition qu'il s'agit de vérifier exige que <2, h soient réels et 6, bo imaginaires conjugues. Des transformations simples permettent de ramener la valeur de \ aux deux types suivants
(') Cette expression de rélérnent s'est présentée à M. Lie dans l'élude d'un problème résolu par M. Diai et sur lequel nous reviendrons au Chapitre suivant.
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a étant une constante réelle. Les éléments linéaires correspondants
(24) cW^— !J^{x -¥^ y)dx dy,
( 25 ) ds'^ -- f^a ■■ ( xy -hi) dx dy
appartiennent l'un et l'autre à des surfaces applicaKles sur des surfaces de révolution. On le reconnaît immédiatement en efî'ectuant dans la première formule la substitution
57 = M -f- iV, y ~ il — iV, et, dans la seconde, la substitution
. X .— ue^^, y = ue—^^.
Remarquons-le, d'ailleurs, alors même que l'élément linéaire défini par la formule (21) appartient à une surface réelle, la iraleur correspondante (ao") de la solution 0 demeure imaginaire, comme on s'en assure aisément en y substituant les valeurs de "ï et de Y qui correspondent aux deux formes (24) et (25).
595. Les recherches précédentes conduisent aisément au résultat suivant :
U élément Linéaire dUine surface étant mis sous la forme la plus générale
(26) ds'^ =: E du"'-^ 1 F du (h -h G c?p«, soit
( 27 ) A0 = e/?- -t- ij'pq ^gq-^^x
V équation aux dérivées partielles dont dépend la détermination des lignes géodésiques^ S'il existe une intégrale du second degré
(28) ^>2+ '^fpi^g'q''^ G,
il pourra, se présenter deux cas distincts.
Lorsque les premiers membres des équations (27) et (28) n'ont pas de facteur linéaire commun de la forme cLp -j- 3^, Vêlement linéaire de, la surface est réductible à la forme de
Liouville
^^2 = ( Ui — V,)(«^w? -h dvX), D. -ÏII. 3
et les fonctions U,, V| sont^ à des facteurs constants près, les racines de V équation du second degré en k
que Von obtient en exprimant que la combinaison linéaire
des premiers membres des équations (^y) et (28) est un carré parfait.
On pourra donc, sans aucune intégration, ramener Vêlement linéaire à son expression réduite. Il suffira de choisir pour variables indépendantes, des fonctions quelconques des deux racines de V équation (29) (' ),
Si les premiers membres des équations (27) et (28) ont un facteur commun^ Vêlement linéaire est réductible à la forme (21).
Il est aisé de vérifier tous ces résultats avec les variables indépendaTites que nous avons choisies; et comme ils sont, par leur nature même, indépendants du choix de ces variables, ils sont ainsi établis dans toute leur généralité. .
Si Ton a pu obtenir deux intégrales distinctes du second degré
e>» -h if'pq -\-g'q-, e"p^ -h ifpq H- g" q^,
il est clair qu'on pourra les combiner linéairement et en déduire la nouvelle intégrale
(e'H- ke")p'^-^i{f-^ kf")pq ^ (^'-h kg")q\
k désignant une constante quelconque. A chaque valeur de k correspondra une réduction déterminée de l'élément linéaire à la forme de M. Liou ville. Ainsi :
Lorsque Vêlement linéaire d^une surface est réductible de deux manières distinctes à la forme de M. Liouville, il est réductible à cette forme d^une infinité de manières différentes.
(•) Cette conclusion serait toutefois en défaut si Tune des racines se réduisait à une constante; dans ce cas, l'une des fonctions U„ V, se réduirait à une constante et la surface correspondante serait applicable sur une surface de révolution.
Ainsi se trouve expliqué le résultat que nous avions indiqué au n** 413 et sur lequel nous devions revenir. Nous avions, au n** 417, proposé de rechercher les surfaces dont l'élément linéaire est réductible de deux, manières différentes à la forme de Liouville.
On voit que cette question peut être considérée comme identique à la su:>'ante : Rechercher toutes les surfaces^ ou plutôt tous les éléments linéaires, pour lesquels le problème des lignes géodesiques admet deux intégrales distinctes du second degré ('). Dans le Mémoire que nous avons déjà cité [11, p. 218] M. Lie a fait connaître un certain nombre de solutions de cette question auxquelles on pourra ajouter celle que nous avons déjà donnée au n" 417. Nous nous contenterons de rechercher ici toutes les formes de l'élément linéaire pour lesquelles le problème des lignes géode siques admet deux intégrales, Tune du premier, l'autre du second degré.
596. Toutes les fois qu'il j a une intégrale du premier degré, la surface est applicable sur une surface de révolution. On peut donc écrire son élément linéaire sous la forme
ds"^^ du2-hF{u)di^K L'équation aux dérivées partielles à intégrer deviendra ici
(3o) ^'^Ff^.)="
L*intégrale du premier degré sera
et ily a à exprimer qu'il existe une intégrale du second degré
. cp — ep^ -h 'ifpg ■+■ gq'^'j
distincte du carré q^ de l'intégrale linéaire. Pour la commodité des calculs qui suivront, posons
(•) Dans ce cas, il suffit d'appliquer les méthodes du n° 591 pour reconnallre que l'équation en termes finis des lignes géodésiques sera du second degré par rapport aux deux constantes arbitraires.
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L'équalion de condilion
(A,»)= o nous donnera alors
de df dg
En égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de q, on obtient le système
de
,de
du
dv
eU'"
\ os ,,..07
que l'on peut intégrer sans difficulté en suivant l'ordre des équations. On trouve ainsi
g = VU"- v; u'+ V" — -4- V2 ,
V, Vi, V2 désignant des fonctions arbitraires de v. En portant les valeurs de / et de g dans la dernière équation (82), on est conduit à la relation
(33) V'(2U"2+U'U'")-f-V'"U'2U"-ViU'-'^— 2V'lU'U"-i-2V'2U"=o,
qui doit avoir lieu identiquement.
Si l'on donne à v une valeur numérique quelconque, on obtiendra une relation de la forme
(34) a{'iW^-^U'U"') -^ b\]'^{]" -^ cV"'-+- dl]'U"-h eV" = o,
où a, by c, dj e seront des constantes, et qui sera une équation différentielle propre à déterminer U. On verra aisément que la fonction U ne peut, si l'on écarte un cas tout à fait exceptionnel qui conduirait aux surfaces à courbure constante, satisfaire à une autre
équalion de même forme où les constantes a, b, c, c/, e prendraient d'autres valeurs. Il faudra donc que, pour chaque valeur particulière donnée à p», l'équation (33) soit identique à la précédente. On devra donc avoir, pour toute valeur de t^,
abc d e
et ces équations serviront à déterminer les fonctions V, Vj, V2.
Gomme la dérivée U" figure seule dans l'expression de l'élément linéaire, on pourra toujours ajouter une constante à U' et disposer de celte constante de manière à annuler le coefficient c dans l'équation (34); alors les relations (35) nous donneront
et, par suite,
Ainsi on peut toujours, sans diminuer la généralité, introduire l'hypothèse
c = rf = 0.
L'équation (34) devient alors
(36) a(2U"^H-U'U"')^-^U"^U"-4-eU"'--:
Posons
Alors les équations (35) qui déterminent V et V2 prendront la forme
et, en intégrant une première fois, on pourra les remplacer par les suivantes
(39) V"-h4/^iV = o, V2 = -2/iV.
On s'assure aisément qu'il est permis, toutes les fois que m n'est pas nul, de négliger les constantes introduites par les intégrations; les conserver, ce serait ajouter à l'intégrale cherchée une fonction
oii A et B désignent deux constantes, et qui peut être négligée.
L'équation en U deviendra maintenant
En multipliant par U' et intégrant les deux membres, nous trouvons
(40) U'2U''=mU'*-4-2AiL'2-f-m',
m! désignant une nouvelle constante. Remplaçons U'' par -j-? nous aurons <iw et, par suite,
, . ^ r u^vu^
Il suffît de joindre cette équation à la précédente pour obtenir l'expression de U" en fonction de u.
L'intégrale cherchée du second degré sera
ou, en remplaçant V' et V2 par leurs valeurs,
(42) V/>2- M'Ypq -\- (YU"-. 2mVU''— 2 /iV)^», la fonction V étant une solution de l'équation
(43) ¥" = — 4mV.
Mais ici se présente un résultat tout à fait inattendu. En prenant successivement
V = ^■iv^'^n et V = e-'^^'^-^,
on obtient non plus une, mais deux intégrales du second degré
(44) ^2.v^ j^(^_/zr^U'gr)^-+- ^l^^îj,
auxquelles on peut joindre le carré
de l'intégrale linéaire. Il y a donc ici trois intégrales distinctes du second degré.
L'équation des lignes géodésiques se déterminera aisément; il suffira d'appliquer ici les remarques du n° 591. Le système (6)
admet les quatre intégrales
e^^'^^ hp _ /Z-;iU'7?-+- QTi ^'1 = G',
qui sont d'ailleurs en nombre trop grand d'une unité. Et, en effet, on reconnaît que l'on peut éliminer entre elles w, Vy /?, q et que les constantes G, G', G' doivent être liées par la relation
(46) G'G" = (i-2AtG)^-4'^/?i'GV
Si Ton élimine ensuite p et q^ on sera conduit à l'équation en termes finis
(-;rg_2t,\C^_^C//^2W^_ 2-— 4G(/nU'*-h n),
qui représentera les lignes géodésiques.
Il est clair que les surfaces remarquables dont l'élément linéaire est défini par les formulés (24) et (26) appartiennent à la classe que nous venons de déterminer (^).
(') La question que nous venons d'étudier a été résolue d'une autre manière par M. L. Raffy dans un travail récemment publié (voir Comptes rendus, t. CVIII, p. 493, mars 1889, et Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIII, 2* série). M. Raffy prend l'élément linéaire de la surface cherchée sous la forme
ds^ — t\\ dx dy
et il trouve que \ doit avoir l'une des valeurs suivantes
^^ PH-Q(g*-4-g-')
X=:Pe*-hQe«,
où P et Q désignent des constantes arbitraires et ^ la somme x -\-y.
Un calcul auquel le lecteur suppléera aisément permet de reconnaître que celte élégante solution concorde avec celle que nous avions obtenue tout d'abord et qui se trouve développée dans le texte.
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CHAPITRE m
de la représentation géodésique de deux surfaces l'une sur l'autre.
Problème de M. Beltrami : détermioer toutes les surfaces qui peuvent être représentées sur le plan de telle manière que les géodésiques correspondent aux droites du plan. — Solution directe et complète de ce problème : les surfaces à courbure constante sont les seules qui puissent être représentées de cette manière sur le plan. — Problème de M. Dioi : déterminer tous les couples de surfaces tels que l'on puisse établir entre deux surfaces de chaque couple une correspondance dans laquelle les géodésiques correspondent aux géodésiques. — Solution de M. Dini. — Théorème de M. Tissot. — L'élément linéaire des surfaces cherchées se ramène à la forme de M. Liouville. — Application : propriété remarquable de la transformation homographique. — Solution nouvelle et directe des deux problèmes précédents. Si Ton cherche à déterminer les
courbes pour lesquelles l'intégrale / /(w, v, v')du prise entre deux points
donnés est maximum ou minimum, on est conduit à une équation différentielle du second ordre déflnissant les courbes cherchées. — Cette équation peut être considérée comme étant la plus générale du second ordre; et à chaque équation de cet ordre correspondent une infinité de fonctions /(m, v, v'). — Détermination effective de ces fonctions quand on sait intégrer l'équation différentielle. — Relations avec la théorie du multiplicateur de Jacobi. — Application à l'équation v" = o et aux problèmes de MM. Beltrami et Dini.
597. Les résultats que nous avons obtenus dans le Chapitre précédent nous permettent maintenant d'aborder une question très intéressante, qui a été posée et résolue par les travaux de MM. Beltrami et Dini.
Étant donnés une sphère (S) et un plan (P), si, du centre de la sphère, on projette les différents points de cette surface sur le plan (P), on établit ainsi, entre les points de la sphère et ceux du plan, une correspondance dans laquelle à toutes les droites du plan correspondent évidemment des grands cercles de la sphère. En d'autres termes, les deux surfaces se correspondent, point par point, de telle manière qu^à chaque ligne géodésique de Vune corresponde une ligne géodésique de l' autre.
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Cette remarquable propriété a été depuis longtemps utilisée dans la théorie des Cartes géographiques. Dans l'exposé sommaire que nous avons donné des principes de cette théorie [I, p. i46], nous avons vu que les géomètres s'étaient surtout attachés aux modes de représentation qui conservent les angles et qui assurent la similitude des éléments infiniment petits. Mais on peut rechercher d'autres modes de représentation, et une Carte dans laquelle les lignes géodésiques de la surface seraient représentées par les droites du plan aurait ce grand avantage, signalé par Lagrange(^), que l'on pourrait aisément construire le plus court chemin entre deux points de la surface, puisque ce plus court chemin serait représenté par la droite qui unit sur la Carte les représentations de ces deux points.
Les remarques précédentes ont donc conduit M. Beltrami à se poser le problème suivant (2) :
Etant donnée une surface, peut-on la représenter sur le plan de telle manière que les lignes géodésiques de la surface correspondent aux différentes droites du plan?
(') Lagrange, Sur la construction des Cartes géographiques {Nouveaux Mémoires de l'Académie de Berlin, 1779, et Œuvres complètes, t. IV, p. 638). Voici le passage auquel nous faisons allusion :
« Si l'œil est dans le centre du globe, la projection se nomme centrale, et elle a la propriété que tous les grands cercles se trouvent représentés par des lignes droites, mais les petits cercles le sont par des cercles ou par des ellipses suivant que leur plan est parallèle ou non au plan de projection. On se sert quelquefois de cette projection pour les mappemondes, et l'on y suppose ordinairement que îe plan de projection est parallèle à l'équateur, moyennant quoi tous les cercles de latitude deviennent des cercles de mappemonde; mais elle n'est guère usitée pour les Cartes particulières qui ne représentent qu'une partie de la surface de la Terre; elle l'est davantage pour les Cartes célestes; et c'est, en général, à cette projection que se réduit toute la gnomonique, les lignes horaires d'un cadran quelconque n'étant autre chose que les projections centrales des cercles horaires de la sphère.
» Au reste, des Cartes géographiques construites d'après cette projection auraient le grand avantage que tous les lieux de la Terre qui sont situés dans un même grand cercle du globe se trouveraient placés en ligne droite dans la Carte, en sorte que, pour avoir le plus court chemin d'un lieu de la Terre à l'autre, il n'y aurait qu'à joindre ces deux lieux dans la Carte par une ligne droite. »
(*) Beltrami CE.), Risoluzione del Problema : a Riportare i punti di una superficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresentate da linee rette » {Annali di Matematica pura ed applicata pubblicati da B. Tortolinû t. VII, p. j85; 1866).
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Soient ûc et y les coordonnées rectilignes, rectangulaires ou obliques, d'un point du plan, et soient \ [jl les coordonnées curvilignes du point correspondant de la surface. Écrivons les formules
(i) x = ^{l,ix), y = v{l,ii\
qui établissent la correspondance entre les points du plan et ceux de la surface. A toute droite du plan, définie par l'équation
ax ■+- h y -4- <î = o,
correspondra une courbe de la surface définie de même par la relation
a6(X, [i.)-i-Z>{^(X, (jl)-v-c — o.
11 faudra que cette équation représente une ligne géodésique et, par suite, qu'en j regardant ->~ comme des constantes arbitraires, elle donne l'intégrale générale de l'équation différentielle du second ordre des lignes géodésiques. Le problème de M. Beltrami se ramène donc immédiatement au suivant :
Rechercher si V équation générale des lignes géodésiques peut être mise sous la forme
(^) aO H- è(^-h c = Oj
a^b,c désignant des constantes arbitraires et^^^> des fonctions des coordonnées curvilignes X, [a.
598. Pour résoudre cette question, nous remarquerons que l'équation
V = const.
définit, d'après les hypothèses précédentes, une famille de lignes géodé§iques.
Rapportons les points de la surface au système de coordonnées défini par ces lignes géodésiques et leurs trajectoires orthogonales. On aura, pour l'élément linéaire, l'expression suivante
(3) ds'^= du'^^C'^dv'^^
et 0 deviendra une certaine fonction ¥{uyv) de w et de t^. En appliquant la formule (8) (n^ ^^4-)) on trouvera l'équation différen-
tielle suivante des lignes géodésiques
'^* C du C àw du
D'autre part, si l'on élimine les deux constantes -? - entre l'équation (2) et ses deux premières dérivées, on trouvera
p^q\ï%Sj t désignant, suivant l'usage, les dérivées de F(w, p). Cette équation différentielle, admettant pour intégrale générale l'équation (2), sera nécessairement identique à l'équation (4). On aura donc
' p ~ C du p ~ C di> ' P ^"
Les deux premières conditions s'intègrent aisément et nous donnent
U et V désignant des fonctions arbitraires de w et de v^ respectivement. Pour la commodité des calculs, nous changerons la notation et nous écrirons
On déduit de là et, par suite, V4 désignant un.e nouvelle fonction de ^^
En portant cette valeur de 0 dans la troisième équation (5), on trouve la condition
jLr_
UV3'
'ft-'"'-
Cette relation entre des fonctions de u et des fonctions de v devant avoir lieu identiquement, différentions-la par rapport à 1/.
Nous aurons
V" I /u'Y U2 ~ v^vu/'
ou encore
Les deux membres de celte équation doivent évidemment être constants. On aura donc
h désignant une constante quelconque. La seconde équation sMnrtègre sans difficulté. On peut l'écrire, en effet, comme il suit
u vu / "" U3
ce qui donne, en intégrant et en désignant par k une constante nouvelle,
On déduit de là par dérivation
Or, si Ton fait usage de la formule (24) [H? 4»t)] I __ I d^G
qui fait connaître la courbure totale de la surface, on trouve, en y remplaçant C par sa valeur tirée de la seconde équation (6),
RR' ~ U
Ainsi les seules surfaces qui puissent donner une solution du problème proposé sont celles dont la courbure totale est constante. Tel est le résultat fondamental obtenu par M. Beltrami.
599. Le lecteur pourra poursuivre et achever les calculs; mais il vaut mieux raisonner de la manière suivante.
Rapportons une surface à courbure constante au système de
coordonnées formé par une famille de lignes géodésiques et leurs trajectoires orthogonales : l'élément linéaire prendra la forme
(7) ds^-du'^^Odv'^,
et l'on devra avoir
Si la courbure k est nulle, G sera de la forme
(9) C = Va + V„
V et V< désignant des fonctions de r. Si la courbure k est positive et a pour valeur — « on aura
(10) G = Vsin — hViCos-.
Enfin, si la courbure est négative et égale à — -^^ on trouvera de même
/* Il II u
Écrivons les expressions correspondantes de l'élément linéaire en changeant dans les deux dernières u en au ; on sera conduit aux trois formes
(12) ds'^ = du-'-v- {yu 4- V,)2 dv^,
(13) û?52== a2[^f^2_i_(VsinM-h ViCOSM)2â?t'2],
[/ pU p—u pu_i^p~u\2 ~|
qui caractérisent les surfaces à courbure nulle, positive ou négative. Si nous supposons maintenant que les lignes géodésiques v=const. soient celles qui passent par un point donné de la surface, il faudra que l'on ait, dans les trois cas,
0 = 0 pour u = o.
Cela donne la condition
En choisissant convenablement la coordonnée v. on réduira en-
suite V à l'unité; de sorte que rélémenl linéaire se ramènera aux formes suivantes :
(i5) ds'^— da'^-h u^-dv^,
(i6) ds^—a^da'^-^sixi'^udv'^],
du^^ / \ ^p2 I
qui ne contiennent, comme on voit, aucune indéterminée.
L'application des méthodes que nous avons données plus haut (n^ 579) dans le cas des surfaces de révolution nous conduira ici sans difficulté à l'équation en termes finis des lignes géodésiques. On trouve ainsi les trois équations
(i8) A w cos(^ 4- Basinp 4- G -— o,
(19) A tangw cos(^-f- 13 tangw sinp -+- C =: 0,
qui conviennent respectivement aux éléments linéaires définis par les trois formules (i5), (16), (ly) et qui, d'ailleurs, donnent immédiatement la solution complète du problème proposé. On voit, en effet, que, si l'on représente l'une quelconque des surfaces sur le plan en prenant pour les coordonnées rectangulaires .x et y du point du plan les coefficients de A et de B dans l'une des équations précédentes, les lignes géodésiques de la surface correspondront aux droites du plan.
D'ailleurs, quand on a une telle représentation d'une surface sur un plan, on peut obtenir toutes les autres de la manière la plus simple; car, si P et Q sont les deux points du plan qui correspondent, dans deux représentations distinctes, à un même point M de la surface, la correspondance établie entre PetQ sera telle que les droites correspondront à des droites, et ne sera autre, par conséquent, que la transformation homographique la plus générale. Ainsi, quand on a effectué une représentation de la surface considérée sur le plan, on les obtient toutes en faisant suivre cette représentation, quelque particulière qu'elle soit, de la transformation homographique la plus générale dans le plan.
Si, à la place des coordonnées u et t^, on introduit les coordonnées rectangulaires a; et / du point du plan qui correspond de la manière indiquée au point de la surface, on obtient pour les trois
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formes de l'élément linéaire les expressions (2i) ds^ — dx'^-^dy^,
(23) ds^=a^^-^'^;''-[^^^y;;/^^^\
que nous retrouverons plus loin d'une autre manière et qui ont été signalées par M. Beltrami.
600. Les recherches que nous venons d'exposer conduisaient naturellement au problème suivant :
Étant données deux surfaces quelconques, peut^n les représenter l'une sur Vautre, de telle manière qu^à toute ligne géodésique de Vune corresponde une ligne géodésique de Vautre?
Nous dirons -alors que les deux surfaces sont représentées l'une sur l'autre géodésiquement.
Cette question, que M. Beltrami avait proposée à la fin de son travail, a été résolue par M. Dini (') dans un beau Mémoire inséré aux Annali di Matematica, La méthode de M. Dini repose sur un élégant théorème de M. Tissot, que l'on peut énoncer comme il suit :
Lorsque deux surfaces se correspondent point par point, il existe sur une des surfaces un système orthogonal, et en gé^ néral un seul, auquel correspond sur Vautre surface un système orthogonal.
Soient, en effetyM, Mi deux points correspondants, pris respectivement sur les deux surfaces considérées (S) et (84); à toute tangente M^ en M correspond une tangente M| ^4 en M4, en ce sens que toute courbe de la première surface tangente en M à M^ a pour homologue une courbe de (Sj) tangente en M| àM^ t^. Il est à peu près évident, et l'on établira aisément qu'à quatre tangentes
( *) Dini ( U. ), Sopra un problema che si présenta nella teoria générale délie rappresentazioni geografiche di una superficie su di un* altta {Annali di Matematica, t. III, p. 269; 1869).
Mt correspondent quatre tangentes M, ti de même rapport anharmonique. D'après cela, soient Mî, My les deux tangentes de la première surface qui vont rencontrer le cercle de Tinfini et Mu, M V les tangentes qui correspondent aux deux tangentes analogues de (S4). Deux tangentes rectangulaires de (S) sont conjuguées, comme on sait, par rapport au faisceau des deux droites M^', My. Pour qu*eiles correspondent à deux tangentes rectangulaires de (Si), il faudra encore qu'elles divisent harmoniquement l'angle des deux tangentes Mw, Mt^. On aura donc, pour les déterminer, à construire les rayons communs aux deux involutions dont les rayons doubles sont respectivement Mf, My et Mw, Mi^. Le problème comporte, en général, une seule solution. D'ailleurs si les surfaces sont réelles et si la correspondance, comme il arrive ordinairement, est établie entre des points réels, les rayons doubles des involutions que nous venons de considérer seront imaginaires conjugués et, par suite, les rayons communs aux deux involutions seront nécessairement réels.
Considérons sur la surface (S) les courbes qui admettent pour tangente en chaque point l'une des droites que nous venons de construire. Ces courbes formeront un système orthogonal, et ce système sera évidemment le seul auquel correspondra sur (S^) un système orthogonal.
A cette conclusion il y a deux exceptions : 1*^ si les deux involutions précédentes ont leurs rayons doubles communs, la correspondance entre (S) et (Si) aura lieu avec conservation des angles; et, par suite, tout système orthogonal tracé sur l'une des surfaces aura, dans ce cas, pour homologue un système orthogonal tracé sur l'autre; 2° si les deux involutions ont un seul rayon double commun, c'est-à-dire si les lignes de longueur nulle d'une seule famille se correspondent sur les deux surfaces. Alors les deux familles qui composaient le système orthogonal viennent se confondre en une seule, formée de ces hgnes de longueur nulle qui se correspondent sur les deux surfaces. Ce cas exceptionnel, sur lequel nous aurons l'occasion de revenir, a été signalé par M. Lie (^) ; il ne peut évidemment se présenter lorsque la correspondance a
(') Mathematische Annalen, t. XX, p. .4217 Note I du Mémoire! déjà cité : Untersuçhungen ûber geoddtische Curven.
lieu entre les points réels de deux surfaces réelles. On peut donc énoncer la conclusion suivante :
Lorsqu*on a établi une correspondance entre les points réels de deux surfaces réelles, il existe certainement sur chacune des surfaces un système orthogonal réel admettant pour homologue un système orthogonal. Ce système est unique si la cor-respondance n^a pas lieu avec conservation des angles,
601. Voici maintenant comment M. Dini a fait usage du théorème précédent. Supposant implicitement que la correspondance établie entre les surfaces (S) et (Si) a lieu entre des points réels^ l'éminent géomètre rapporte ces deux surfaces au système de coordonnées formé par les lignes orthogonales qui se correspondent sur les deux surfaces. Ce système «era unique si la correspondance n*a pas lieu avec similitude des éléments infiniment petits; dans le cas contraire, l'un des systèmes orthogonaux pourrait être choisi arbitrairement. Soient
û?52=Eû?M2H-G<iv«, ds\=¥.^du'^-\-Gxdv^
les expressions des éléments linéaires de (S) et, de (S,). L'équation différentielle des lignes géodésiques de (S) sera (n** 514)
^ ^ G dp \Q eu E du/
ti dE I dG\ . . , I <^G^ ,
et Ton obtiendrait de même celle des lignes géodésiques de (Si) en remplaçant E, G par Ej, Qt^. Pour que les lignes géodésiques se correspondent, il faut et il suffit que les équations différentielles soient identiques. On est ainsi conduit aux conditions
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qui devront avoir lieu identiquement. La seconde et la troisième s'intègrent aisément et peuvent être remplacées par les suivantes
où U désigne une fonction de w et V une fonction de (^. On en déduit '
et il ne restera plus qu'à satisfaire à la première et à la quatrième des relations (26). La substitution des valeurs précédentes de E< et de G< nous conduit ainsi aux deux équations
d'où l'on déduit, en intégrant ('),
Ui désignant une nouvelle fonction de u et Yi une nouvelle fonction de t^.
La question est maintenant résolue. Les éléments linéaires des deux surfaces sont donnés par les formules suivantes :
(30) ds^= (U~V)(Uîrfa2 -^Y\dvi),
ils ont l'un et l'autre la forme de Liouville.
Au reste, en appliquant la formule (28) (n** 583), on reconnaît aisément que les lignes géodésiques de l'une et l'autre surface sont représentées par l'équation
(') On néglige ici l'hypothèse V = U = const., qui conduirait à deux surfaces homothétiques.
Celle équation ne change pas, en efTet, quand on y remplace U, U,, Y, Y,, a, a' par — g, —, — :^, —, — -, aya, ce qui revient à passer de (S) à (S|).
602. Telle est la solution que l'on doit à M. Dini. Elle donne une nouvelle et remarquable propriété des surfaces dont réiément linéaire est réductible à la forme de Liouville.
Mais il importe d'observer, en outre, qu'à chacune de ces surfaces on peut faire correspondre géodésiquement non pas une seule surface, mais une infinité de telles surfaces. En elFet, l'élément linéaire de (S) peut aussi s'écrire
(33) ds^ = [m(U H- h) — nt{\ -\- h)]\^ du^ + ^ ^^^2! .
La forme primitive est conservée. Mais U. Y, U|, Y, sont remplacés respectivement par m(U + /i), m{y -\- h)^ -^7 -7=* En effectuant ce changement dans l'élément linéaire de (Sj), on aura
<34) ds-,= - {^y-^^ _ ^^_^j(^^^_^ + ^-^y
et cette expression varie avec les constantes h et m. On pourrait à la rigueur faire abstraction de jh dont la variation remplacerait chaque surface par une surface homolliétiquc; mais il n'en est plus de même pour A. A chaque nouvelle valeur de h correspondra un élément linéaire distinct.
603. M. Dini a montré comment on peut déduire de la solution précédente les résultats obtenus en premier lieu par M. Beltrami. Pour ne pas étendre outre mesure cette exposition, nous nous contenterons de la remarque suivante.
Considérons la transformation homographique la plus générale dans le plan. Il résulte du théorème de M. Tissot que, dans celte transformation comme dans toutes les autres, il existera un système orthogonal qui se transformera en un système orthogonal. El, de plus, les résultats que nous venons d'établir permettenl d'afïîrmer que l'élément linéaire du plan rapporté à ce système sera néces-
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sairement de la forme
rf5« = (u — y)(^w2^. rf(,î).
Or, d'après une proposition établie par M. Liouville (*) et que le lecteur retrouvera aisément en appliquant les méthodes du n° 413, les seuls systèmes orthogonaux pour lesquels l'élément linéaire du plan prenne la forme précédente sont ceux qui sont formés de deux familles de coniques homofocales et de leurs variétés. De là résulte une propriété de la transformation homographique établie en premier lieu par M. Richelot (2) : Dans toute transformation de ce genre, il existe un système orthogonal, et un seul, qui demeure orthogonal après la transformation, et ce système est^formé de deux familles de coniques homofocales. Au reste, cette proposition peut être démontrée de la manière, la plus simple par la Géométrie. Soient, en effet, (S) et (Si) deux figures homographiques dans deux plans différents. Soient A et B les points de (S) qui correspondent aux points à Pinfini sur le cercle, I| et J^, de (S^). Soient de même A| et B, les points de (S|) qui correspondent aux points I et J de (S). Les coniques (K) de (S) qui ont les points A et B pour fojers sont inscrites dans le quadrilatère dont les sommets opposés sont A, B et I, J. Elles auront donc pour homologues dans (Si) des coniques inscrites dans le quadrilatère dont les sommets opposés sont I, , Ji et A, , B, , c'està-dire les coniques (K^) dont les, foyers sont A| et Bi. D'ailleurs, d'après le théorème de M. Tissot, les deux familles de courbes que nous venons de définir dans chaque figure sont les seules qui conservent leur orthogonalité après la transformation.
Ce raisonnement s'étend de lui-même à la transformation homographique dans l'espace. Considérons, en effet, dans l'espace deux figures homographiques, et soient A et B les deux coniques qui correspondent au cercle G de Tinfini, considéré successivement comme appartenant à chacune des figures. Il est évident que la développable (A, G) circonscrite à A et à G correspondra à la dé-
(*) LiouviLLE (J. ), Sur quelques cas particuliers où les équations du mouvement d'un point matériel peuvent s'intégrer {Journal de Liouville, t. XI, p. 36o; 1846).
(») Richelot, Ueber die einfàchste Corrélation in zwei ràumlichen Gebieten {Journal de Crelle, t. LXX, p. 187; 1868).
veloppable (C, B), circonscrite à C et à B. Par suite, au système des surfaces du second degré ayant A pour focale correspondra le systèrne des surfaces de même ordre ayant B pour focale. Il est du reste facile de prouver que le système triple orthogonal ainsi formé est le seul qui demeure orthogonal après la transformation. En effet, si Ton se propose de déterminer trois directions passant par un point et telles que les trois directions correspondantes soient rectangulaires, cela revient à trouver un trièdre conjugué à deux cônes de même sommet, et le problème n'a qu'une solution (♦).
604. Les méthodes que nous avons suivies et qui sont celles de MM. Beltrami et Dini présentent en elles-mêmes un grand intérêt. C'est ce qui nous a déterminé à les reproduire. Mais on peut traiter aussi les questions précédentes en se plaçant à un. point de vue plus général, qui permet une étude plus approfondie et plus complète des résultats que nous avons trouvés. C'est ce*qi\e nous allons montrer rapidement.
On sait que tous les problèmes du calcul des variations dans lesquels il s'agit de trouver le maximum ou le minimum d'une intégrale simple
conduisentà une équation différentielle du second ordre à laquelle doit satisfaire la fonction v et qui est
(36) ^/_A/^/ ^ ^ ôs> du \ùv'
ou, en développant,
av - dv ôv ôv ou Ov
Réciproquement, donnons-nous a priori une équation différentielle quelconque du second ordre
(38) v" = cp(M, V, v')]
( ') Darboux (G.), Note sur un Mémoire de M. Dini {Bulletin des Sciences mathématiques, t. l, p. 383; 1870).
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et proposons-nous de rechercher si elle donne la solution d'un problème de calcul des variations, c'est-à-dire s'il existe des intégrales de la forme (35) pour lesquelles l'équation différentielle (87) soit identique à l'équation donnée (38). Pour qu'il en soit ainsi, il sera nécessaire et suffisant que la valeur de k/' tirée de l'équation (38) et portée dans l'équation (87) donne naissance à une relation qui soit vérifiée pour toutes les valeurs de w, v^ v'. On trouve ainsi la condition
qui est une équation aux dérivées partielles du second ordre à laquelle doit satisfaire la fonction /(w, ï^, 9') des trois variables u, Vy (/. Comme cette équation admet toujours des solutions, on peut énoncer le résultat suivant :
Étant donnée une équation différentielle quelconque du second ordre, elle peut être assimilée d''une infinité de manières différentes aux équations du même ordre qui se présentent dans la recherche du maximum ou du minimum d'une intégrale simple de la forme (36), En d'autres termes, il existe une infinité de fonctions f{Uf p, p') telles que leur intégrale, prise entre deux points quelconques de l'une des courbes intégrales de Véquation considérée, soit maximum ou minimum,
605. La détermination de la fonction / dépend de l'intégration de l'équation aux dérivées partielles (39). Cette intégration est beaucoup facilitée par les remarques suivantes.
Diffiérentions l'équation (89) par rapport à v'] nous aurons
et cette équation nouvelle, qui est du troisième ordre, se réduit au premier si l'on prend comme inconnue auxiliaire la quantité
On obtient ainsi pour M l'équation linéaire
Cette équation définit ce que Jacobi, généralisant une théorie d'Euler, a appelé le multiplicateur du système d'équations diffé* rentielles ordinaires ( ♦ )
du _ di> __ dv'
Nous aurions pu d'ailleurs déduire notre théorie des résultats que nous devons sur ce sujet à l'illustre géomètre; mais il nous a semblé préférable de développer tous les raisonnements sans rien emprunter à la théorie du multiplicateur.
Pour obtenir l'intégrale générale de l'équation linéaire (4^), il faudra intégrer le système d'équations différentielles ordinaires
. jj. du dv dif' —dM
âv
Si nous prenons d'abord les équations
(44) dç=iv'du, dv'—tfdu,
obtenues en égalant les trois premiers rapports, elles ne contiennent pas M et, par suite, peuvent être intégrées séparément. D'ailleurs l'élimination de p' conduit à l'équation
d^v I dv\
qui n'est autre que la proposée. Donc les intégrales du système (44) sont les deux intégrales premières
de l'équation proposée.
Supposons qu'on ait obtenu ces intégrales. En égalant le pre-
(») Vorlesungen ùber Dynamikt Dixième Leçon.
mier elle dernier des rapports (43), on aura
dM âo ^
-^ -h ^, du =^ o.
On peut, en tirant ç, p' des équations (45), exprimer -r^, en fonction de m. L'équation précédente prend alors la forme
-i^ -f- 6(m, a, p) du = o.
Une quadrature nous donnera une relation telle que
Mff»,a, a, p) = Y,
Y désignant une nouvelle constante. Si Ton remplace a et ^ par leurs valeurs (45), on aura la troisième intégrale du système (43) sous la forme "
Par suite, la solution M la plus générale de l'équation (42) sera déterminée par la formule
(47) MiI;,(«,P,p') = ^(tj;,+0,
où ^ désigne une fonction entièrement arbitraire. Il résulte de là que le quotient de deux valeurs particulières de M sera nécessairement une intégrale première de l'équation proposée,
La valeur de M une fois obtenue, on déterminera celle de / au moyen de l'équation
qui s'intègre par une double quadrature. Désignons par/o une solution particulière quelconque de cette équation : la solution la plus générale sera
X et [JL désignant deux fonctions arbitraires de u et de ^. Mais, il importe de le remarquer, celte valeur de /, qui satisfait à l'équation (4o) dont elle est la solution la plus générale, ne vérifiera pas nécessairement la véritable équation du problème, c'est-à-dire l'équation (39). On peut affirmer seulement que la valeur précé-
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dente de /, substituée dans l'équation (Sg), rendra son premier membre égal à une fonction de u et de i^, puisque la dérivée de ce premier membre par rapport à ç' est nulle en vertu de Féquation (4o).
Effectuons cette substitution; en désignant par P^ la fonction de M et de v qui résulte de la substitution de /«, nouis trouverons Téquation
Po-v- 3 :r- =0-
du dv
Telle est Punique relation que devront vérifier les fonctions^, [x. Soit Xo) P-o ^^ système de valeurs de X, |jl satisfaisant à cette équation, système que Ton pourra obtenir, par exemple, en se donnant arbitrairement ^o ^^ déterminant [jl© par une quadrature. Les valeurs les plus générales de \ jx seront données par les formules
B désignant une fonction quelconque de m et de i^. On aura donc Texpression suivante
pour la solution la plus générale de Téquation (Sg). La présence de la différentielle exacte
ov du
s'explique sans difficulté. On sait, en effet, que cette différentielle n'a aucun rôle à jouer et que l'on obtient la même équation différentielle du second ordre en cherchant le minimum ou le maximum de l'une ou l'autre des intégrales
Jfdu, f{fdu-^d%).
En résumé, on peut énoncer les résultats suivants ;
Toutes les fois que Pon pourra intégrer une équation différentielle du second ordre, on saura déterminer par de
simples quadratures toutes les intégrales
telles que le problème de calcul des variations qui leur correspond conduise à V équation différentielle proposée.
Si Von a obtenu par un procédé quelconque deux fonctions
A fi correspondantes à une même équation différentielle, ^>
-T^^ seront des solutions de C équation linéaire en M (42); et, par suite, le quotient
sera une intégrale première de l'équation différentielle proposée (^).
Nous allons maintenant indiquer quelques applications.
Soit d^abord Téquation du second ordre
Les intégrales du système (43) seront ici
p'=a, f — ap'=p, M = Y« .*
Par suite, Tinlégrale générale de Téquation linéaire en M sera donnée par la formule
et la fonction /la plus générale définie par réquation(4i)aura ici pour expression
f (i>'— a)^(a, p — Ma)rfa H- p'X(m, p)-f- [ji(m, c).
(•) Il résulte même des propositions de Jacobi que, dans ce cas, on poutra obtenir par uae quadrature Tintégration complète de l'équation différentielle proposée. Mais la proposition énoncée dans le texte, et qui résulte immédiatement des remarques précédentes, suffit pour l'objet actuel de nos recherches.
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Uéqualion (89) à laquelle /doit satisfaire devient
Si l'on y substitue la valeur précédente de /, on trouve, après quelques réductions, la condition
d\ dix _
qui permet d'égaler ). et [jl aux dérivées partielles d'une même fonction 6, On a ainsi la valeur définitive de / sous la forme
(52) y=:y (p'_a)#(a,P — Ma)û?aH-~i^'-4-^.
607. Arrivons maintenant à l'objet que nous avons en vue, et proposons-nous d'abord le problème de M. Beltrami : Trouver toutes les sur/aces qui peuvent être représentées géodésiquement sur le plan.
Soient ar et ^ les coordonnées rectilignes d'un point du plan. L'équation différentielle des droites sera
et cette équation subsisterait si Von faisait une transformation homographique quelconque.
Les variables x ety peuvent encore être considérées comme les coordonnées curvilignes du point de la surface cherchée qui correspond au point du plan. Soit alors
ds^—Edx^-\-%Ydxdy'\~Qdy^
l'expression de l'élément linéaire de la surface. D'après la question proposée, il faudra que l'intégrale
/ /E -+- a F^' H- Gy'^ dx
soit rendue minimum par les courbes intégrales de l'équation différentielle
et, par suite, que là fonction
satisfasse à l'équation
Or on a
Hy\y-
àV _
EG — F2)3 (EG— F2)3 (EG — F
(') En effet, en prenant les dérivées troisièmes des deux membres par rapport à y y on a
ày ^ ay ay^ oy* oy ay*
et comme les trois variables y', y. — xy' et x sont indépendantes, cette équation ne peut avoir iieu que si toutes les dérivées troisièmes de 4> sont nulles, ce qui entraîne le résultat donné dans le texte.
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et de là on déduit
AG-B»)*' " (AG-B«)>' ^"(AC-B
Par suite la valeur de/ sera
<57) •^- AC-Bi V
et Ton pourra vérifier que cette valeur satisfait effectivement à Téquation du problème, qui est l'équation (5i) où Pon remplacerait M et p par x et y.
Posons
W sera une fonction homogène et du second degré des trois variables dont elle dépend, et Ton aura, pour l'élément linéaire de la surface cherchée, l'expression
..«. . W(dx,dy,ydx-xdy)
V^»> ^* - (ÂC - Bî)« '
On peut interpréter comme il suit les résultats obtenus. Les lignes de longueur nulle de la surface sont définies par l'équation différentielle
qui est une équation de Clairaut et qu'on intégrera en supposant j/^ constante. Dans le plan, y' et y — xj/ peuvent être considérées comme les coordonnées d'une droite dont le coefficient angulaire serait j^. L'équation précédente définit donc, en coordonnées tangentielles, une conique quelconque et le dénominateur AC — B* égalé à zéro donnera l'équation en coordonnées ponctuelles de la même conique. Il suit de là que les lignes de longueur nulle de la surface correspondent, dans le plan, aux droites qui sont tangentes à cette conique.
Nous avons déjà rappelé que l'équation (53) se conserve lorsqu'on effectue une transformation homographique. En s'appuyant
sur cette remarquable propriété, on peut classer très simplement les résultats obtenus :
1° Si la fonction <E> se décompose en deux facteurs, la conique se réduit à deux points, nécessairement distincts puisque ^élément linéaire ne peut être un carré parfait. Amenons, par une homographie, ces deux points à coïncider avec les deux points à rinfîni sur le cercle. On aura alors
et la forme correspondante de l'élément linéaire sera (6o) ds^= dx^-hdy^.
La surface obtenue sera plane ou développable.
2** Si la fonction ^ est indécomposable, on peut toujours la ramener par une transformation homographique, et même d'une infinité de manières, à la forme (6i) * = a2(i-+-y2)±(^_a.y)2^
ce qui revient à supposer que la conique est un cercle, réel ou imaginaire, concentrique à l'origine. On trouve alors
/fia^ ^«2 - ^M^^' -^dy^)±(xdj^~y dx)^
Ces formes de l'élément linéaire sont identiques, aux notations près, à celles que nous avons déjà obtenues plus haut, au n** 599. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce sujet lorsque nous nous occuperons de la Géométrie non euclidienne et des surfaces à courbure constante.
608. Considérons maintenant le problème de M, Dini et proposons-nous, d'une manière générale, de trouver deux surfaces qui puissent être représentées géodesiquement l'une sur l'autre.
Soient
ds'*- = E du?^ -H 2F dadv -\-Ç, dv^^
ds\ = E| du^ -h 2F1 du dv -h G, dv^ les éléments linéaires de ces deux surfaces. Si l'on pose
/ = /E-i-2F(»'-t-Gt>'*, /i = v/E,-h2K,P'-+-G,p'*,
on peut dire que la même équation différentielle définit les courbes pour lesquelles l'une ou l'autre des deux intégrales
f/^u, ff,
1 du
est minimum. Par conséquent, d'après la proposition établie plus haut, cette équation différentielle, qui est celle des lignes géodésiques de la première surface, devra admettre l'intégrale première
En faisant le calcul, on trouve
EG — F» /Ei-f-2Fi(^'-hGiy'«\^_ E,G,-F; \ ëh-îFp'+Gp'» / -consi.,
ou, en élevant les deux membres à la puissance ^>
/ EG — F» y E|-f-2Fip'-f-Gti''» _ \E,G, — FJV E-+-2Fp'-f-Gp'« -const.
On peut mettre cette équation sous la forme
/coN / EG — F2 y f^ du^ _. dudv _ dv^\
qui donne immédiatement le résultat suivant :
Si une sur/ace peut être représentée géodésiquement sur une autre surface, ^équation différentielle de ses lignes géodésiques doit admettre une intégrale première homogène et
du second degré par rapport à -j-y ^ •
609. Nous sommes ainsi ramené à un problème que nous avons traité dans le Chapitre précédent; et il n^est pas difficile de reconnaître que la condition précédente, qui est nécessaire, est aussi suffisante.
En effet, elle ne peut être remplie, nous l'avons vu, que dans les deux, cas suivants :
1® L'élément linéaire est réductible à la forme de Liouville
(04) c/i» = (U - V)( u; rfa« H- VJ dv*).
Alors l'équation des lignes géodésiques est
et, en résolvant par rapport à la constante a, on a l'intégrale première du second degré
qui est bien de la forme (63). En identifiant les premiers membres des deux équations, on obtient les relations
d'où l'on déduit
La seconde surface aura donc pour élément linéaire (66) ^,.= (^^__j[^__— ^___J,
ce qui s'accorde bien avec les résultats obtenus au n° 601. L'élément linéaire avec deux constantes, donné par la formule (34), correspond à la forme plus générale
(a4-/0 = m(U-V)[uî(V + A)^'4-V?(U-+-A)g]
que l'on peut donner à l'intégrale du second degré (65).
2** Il y a encore une intégrale du second degré quand l'élément linéaire est de la forme
donnée au n** 591. L'équation des lignes géodésiques admet alors l'jjitégralc première
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On peut l'écrire sous la forme
(|ui est bien du second degré par rapport aux dérivées -77' -r--
En appliquant la même méthode que dans le cas précédent, on obtiendra l'élément linéaire cls^ de la surface correspondante par la formule
(08) ds\ = .U V -H Y, ) '^^ _ ^-^^JI' dy'..
Ce cas exceptionnel a été signalé, nous l'avons déjà dit, par M. Lie. Il échappe à la méthode de M. Dini, parce que la correspondance établie entre les deux surfaces est telle que le théorème de M. Tissot cesse d'être applicable. Nous rencontrons ici, en eft'et, le cas d'exception que nous avons signalé, où une des deux familles de lignes de longueur nulle de la première surface admet pouî* homologue une famille de lignes de longueur nulle de la seconde. La correspondance étant imaginaire, nous nous contenterons des indications précédentes.
D— Ilf.
CHAPITRE IV
INTÉGRALES HOMOGENES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR ET INTÉGRALES d'une FORME DÉTERMINÉE.
Division des intégrales en classes d'après le nombre de leurs facteurs linéaires distincts. — Équations aux dérivées partielles par lesquelles on exprime qt^'il y a une intégrale d'une forme déterminée, -r- Application au cas où l'élément linéaire est exprimé au moyen de» coordonnées symétriques. — Équations générales. — Première application; intégrale fractionnaire dont les deux termes sont linéaires par rapport à j9 et à 9; la valeur correspondante de X est l'intégrale générale de l'équation E (~> - J; les solutions homogènes de cette équation fournissent l'élément linéaire de certaines, surfaces spirales que l'on peut déterminer par des quadratures, -r- Intégrale à deux facteurs distincts; première méthode. — Un cas particulier de l'intégrale à trois facteurs. — Intégrale à deux facteurs distincts; réduction du problème à l'intégration d'une équation linéaire' qui admet un nombre illimité de solutions homogènes.
610. Après avoir fait une étude approfondie du cas où le problème des lignes géodésiques admet des intégrales du premier et du second degré, nous' allons indiquer les résultats obtenus par Bour et les géomètres qui l'ont suivi en ce qui concerne les intégrales de degré supérieur. Dans le Mémoire que nous avons cité plus haut, Bour avait considéré les intégrales entières et les avait classées d'après leur degré. M. Bonnet, dans des recherches restées inédites, a considéré, le premier, des intégrales fractionnaires (*).
(') L'éminent géomètre a exposé ces recherches dans un Cours fait à la Sorbonne vers 1873. Considérant, en premier lieu, le cas où il existe une intégrale fractionnaire dont les deux termes sont du premier degré par rapport à /? et à 7, il a montré que, dans ce cas, on peut déterminer la valeur la plus générale de X (l'élément linéaire étant défini par la formule ds* = l^\ dx dy) et qu'il existe même certaines valeurs particulières de X pour lesquelles on peut obtenir des surfaces admettant cet élément linéaire. Nous démontrerons plus loin ces résultats par une méthode nouvelle. M. O. Bonnet a dit aussi quelques mots du cas où il existe une intégrale du troisième degré admettant un facteur double.
Enfin, dans une série de Communications insérées en 1877 ^" tome LXXXV des Comptes rendus, M. Maurice Lévy a mis en évidence ce fait intéressant 'qu'au lieu de classer les intégrales homogènes 'f (/?, q^ u\ v) d'après leur degré par rapport à yo et à ^7, il vaut mieux les classer d'après le nombre des facteurs linéaires distincts dans lesquels on peut les décomposer; c'est-à-dire que, si Ton pose
(i) ^ip,q,u,v) = 6(m, P)JJ(/?~«/^)a<,
il conviendra de réunir dans une même recherche toutes les intégrales pour lesquelles le nombre n des facteurs est le même, les exposants constants a/ pouvant d'ailleurs changer quand on passe d'une des intégrales à une autre de la même classe. Comme il est permis de donner à ces exposants des valeurs négatives, la recherche ainsi entendue comprendra les intégrales fractionnaires aussi bien que les intégrales entières; et, de plus, si les intégrales sont entières, leur degré pourra prendre des valeurs quelconques sans que le nombre de leurs facteurs linéaires distincts soit changé.
611. Nous commencerons en indiquant une forme remarquable que l'on peut donner aux intégrales cherchées. Nous avons vu (n" o90) qu'elles doivent vérifier identiquement l'équation
(2) (A, cp) = o.
Or si l'on pose, pour abréger,
Zi^p — aiq, on a
et un calcul facile permet de mettre l'équation de condition sous la forme
(4) (A,cp)=|(A,0)-l-2^(A,^,) = o.
Tous les termes du second membre contiennent en évidence le
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facteur zf', excepté le suivant
qui paraît contenir le facteur z-i seulement à la puissance a< — i . 11 faudra donc, pour que Féqualion soit vérifiée, que Texpression (A, z/), qui est du second degré par rapport à/> et à ^, soit divisible par le facteur zi et, par suite, que l'on ait .
lorsque p et q satisferont à l'équation
Zi—p — atq — o.
Cette condition s'interprète aisément : elle indique que Ton peut tyo-uYcr une fonction 9/, solution commune des deux équations
AO = consi., — =a/^-
du ov
En iTJuitîpliant cette fonction par un facteur constant convenable, on peut toujours supposer qu'elle est solution de l'une des
équations
AO = I ou A6 = o,
et, si l'on désigne ses dérivées par pi et qi, on aura
Pi ÛT/ = ^ .
Remplaçant ai par cette valeur dans Texpresision de cp, on reconnaît qu'on peut donner aiix intégrales cherchées la forme suivante
où /?i, qi désignent les dérivées d'une fonction 0/, solution particulière de l'une des équations '
(6) AO/ = I ou AO, = o.
Celte expression, que nous adopterons dans la suite, simplifie beaucoup les calculs. Il résulte de la formule (4) que, dans tous
les cas, l'équation de condition
se ramène alors à une équation homogène et du premier degré par rapport à/? et à q. En égalant à zéro les coefficients de p et de q^ on aura donc seulement deux équations de condition. Si l'on ajoute à ces déui équations les n relations (6), on aura exprimé toutes les conditions du problème et écrit toutes les conditions qui doivent être vérifiées par les fonctions/, 9/ et les coefficients E, F, G de Télément linéaire.
612. Pour développer les calculs, supposons que l'on ait choisi des coordonnées symétriques. L'élément linéaire aura pour expression
(8) ds^— ^\dxdy\ l'équation à intégrer deviendra
(9) pq = ^,
et cp prendra la forme suivante
(10) > =/(^, y)p'^q^{pqi — qpiY"^ • • • {pqk—qpkY'^^
Les équations (6) deviendront ici
(11) piqi=piq^ = ,..:=p^qi.=z\.
L'équation (7) deviendra, de même, pI dx À^ Pqi—qPii ql ày jU ^pqi — qpi\
L/> Zàpqi—qpi\ dx ' Iq ^pqi — qpi] dy
Eflectuons les réductions en tenant compte des équations (11) et de leurs dérivées; nous trouverons ♦
^ L ^^ ^^ ^ Pi J
l ày ^ dy ^ qt \
En égalant à zéro les coefficients de p et de q^ on est. conduit
aux deux équations
5zii _^_ a ^z L_ y ^ = o, .
ôx dx ^^ pi
dy ^ dy Ad qi
que l'on peut intégrer immédiatement et remplacer par les suivantes
où X et Y désignent des fonctions arbitraires dépendant respectivement de :r et de j^; et il ne reste plus qu'à trouver les solutions les plus générales du système des équations (ii) et (12). On a ainsi k-\-i équations contenant k-\-i fonctions inconnues : /, X et les k fonctions 8/.
Posons
5 — /7ii -I- . .. . -h rrik -fa — p,
( s — m^-r-. . .^ lUk + p — a.
Nous allons montrer que l'on peut, en choisissant convenablement les coordonnées symétriques, réduire à l'unité la fonction X si la somme s n'est pas nulle, et la fonction Y s'il en est de même de la somme s' .
Supposons, en effet, que l'on change la coordonnée x et qu'on la remplace par une fonction de jc
(i4) à:i = cp(a7).
Il faudra remplacer \ par \^\x), p par'/?cp'(a;), /?/ par pi^\x)^ et, par suite, /par/[cp'(a;)]~^~P, afin que l'expression de cp définie par la formule (10) ne soit pas changée. La première des équations (12) ne sera pas altérée, mais la seconde sera remplacée par une équation toute semblable où figurerait dans le second membre, à la place de X, la nouvelle fonction
Toutes les fois que s ne sera pas nul, il est clair que Ton pourra cnoisir pour œ^ une fonction de x telle que la nouvelle valeur Xi
de X se réduise à l'unité. On démontrera de même que, si s' n'est pas nul, on peut réduire Y à l'unité.
Si la somme s est nulle, la fonction X demeure toujours lu même; mais le changement de variable permet, si elle n'est pas constante, de la réduire à telle forme que l'on voudra, par exemple
à .r ou à -• Nous aurons à faire usage de cette remarque au numéro suivant.
Nous ne poursuivrons pas davantage l'étude de la méthode générale, et nous nous attacherons de préférence aux exemples particuliers suivants, dans lesquels on peut achever les intégrations.
613. Supposons d'abord que l'on prenne (î6) k = 2, a =^ = o, nii — — filial .
On aura
(17) ^^fPîmJfA..
pq^-qpi
L'intégrale cp est fractionnaire et linéaire. C'est le cas considéré par M. O. Bonnet. Les équations (12) deviennent alors
(18) fil = Y, Pi
Elles donnent, par suite,
XY
Si les fonctions X et Y s^ réduisent l'une et l'autre à des constantes, on reconnaîtra aisément que la surface est développable. Ecartons ce cas exceptionnel; il n'j aura à examiner que les deux h}' po thèses suivantes :
i" Une seule des fonctions, X par exemple, se réduit à une constante, l'autre dépendant réellement àey. Ce fait exceptionnel ne peut se présenter que pour des surfaces imaginaires. Un calcul que nous omettons conduit aux surfaces, déjà considérées au
n^ 594-, dont l'élément linéaire est réductible à la forme
L'intégrale linéaire et fractionnaire correspondante à cette forme n'est autre que l'intégrale (22) du n° 594 dont le premier membre
serait divisé par ^- On trouve ainsi
ou, plus généralement,
_ \p — i\q -h m' g ^ ~ \p — 7.x q -^ mq
m, m! désignant des constantes quelconques.
2° Si X et Y sont de véritables fonctions, et non plus des constantes, on pourra toujours, en choisissant convenablement les coordonnées symétriques, les réduire aux formes suivantes
(ao) X= -, Y= i.
On aura alors
L'élimination de 82 nous conduira à l'équation
dont le développement donne
(22) Si(x—y)—^pi-i-^qi = o.
Nous retrouvons l'équation E(-, -j dont nous avons déjà
donné l'intégrale au Chapitre III du Livre IV [II, p. 69].
Si Ton substitue les valeurs de /, p2 et q^ dans l'intégrale (17), elle devient
^ pq\^ — qp\y*
INTÉGRALES HOMOGÈNES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR. 'j'i
Si l'on tire/> et ^ des équations
OÙ C désigne une constante, on aura
^=p^\/wz^' "^^^'sA
Si donc on pose
'-fW^o<^-Wy^^''\
réquation des géodésiques sera
Tout se ramène, on le voit, à l'intégration de l'équation (22).
614. L'intégrale générale de cette équation est de forme très compliquée; mais nous avons indiqué les moyens d'obtenir un nombre illimité d'intégrales particulières très simples.
Par exemple, les intégrales homogènes de tous les degrés, définies au n° 347 [II, p. 5^], peuvent être utilisées et conduisent à des éléments linéaires pour lesquels \ est une fonction homogène de X et dé y. Ces intégrales homogènes offrent de l'intérêt parce qu'on peut alors déterminer non seulement l'élément linéaire, mais aussi certaines surfaces qui admettent cet élément linéaire.
Gela résulte du théorème suivant :
Toutes les fois que, dans T élément linéaire défini par la
formule
ds^ = E du^ -^2¥ dudv-h G dv^^
E, F, G sont des fonctions homogènes du même degré m, cet élément linéaire convient a une infinité de surfaces que Von pourra déterminer par des quadratures. Ce sont des surf aces spirales [I, p. 107] si m est différent de — 2, et des hélicoïdes ou dès surfaces de révolution si m = — 2.
Si l'on fait, en effet, la substitution (23) a = e*', - = €»,
l'élément linéaire prend la forme
(24) ds'' = 6(m-h2)v''[ A du'^-^2Bdu' dv' -^ G dv"^\
où A, B, C sont des fonctions de ii! ^ et qui conduira aisément au théorème précédent si on la rapproche des résultats donnés au Livre T, Chapitre IX [t, p. 109].
6io. Envisageons maintenant le cas plus général caractérisé par les hypothèses suivantes
(25 ) a = p = «13 = in<, = . . . = o,
lYi^ et /W2 étant quelconques. En élevant l'intégrale à une puissance convenable, on ramènera /n, à l'unité. Nous poserons, pour la commodité des calculs,
m^— im — I .
Les sommes s et 5', définies par les formules (i3), ne seront pas nulles ici et l'on pourra, par suite, réduire X et Y à l'unité. Les deux équations (12) nous donneront alors
(^6) fpxpV"-' = ^. f<ixqV"-' = ^'
On tire de là en multipliant et, par suiie,
OU, en remplaçant )» par sa valeur /?^^27
(^7) Pi = p\-"'q'i'. <ix=p'i'q[-'"-^
et il suffira d'écrire que l'expression
P\""q'i'dx ^p'^'ql-"'dy
est une différentielle exacte pour obtenir l'équation aux dérivées partielles
à laquelle devra satisfaire Ôa* Une transformation bien connue de Legendre ramènerait cette équation à là forme linéaire; mais nous
allons revenir plus loin, par une autre méthode, sur le cas des deux facteurs distincts. Remarquons seulement que, pour m = \, on trouve l'équation
qui correspond aux intégrales du second degré.
616. Voici encore une autre hypothèse dans laquelle on peut obtenir la détermination effective de la valeur de X. Supposons que le nombre k des fonctions 8/ se réduise à l'unité, mais que les exposants a et p ne soient pas nuls. On pourra, en élevant «^ à une puissance convenable et en la multipliant par une puissance de
^j ramener les valeurs de a, p, m, à satisfaire aux conditions
On aura ici
et, par conséquent, si la valeur absolue de a n'est pas égale à- (*),
on pourra remplacer par l'unité les deux fonctions X, Y qui figurent dans les deux équations (12). On aura ainsi
qi = X2 -
En exprimant que />, et cjt sont les dérivées d'une même fonction, on obtient pour X l'équation linéaire
(i-2a)X-«^=(.-f-2a)X«^, dy ' ôx
(') L'hypothèse a = dr - ne pourrait conduire qu'à des surfaces imaginaires.
/^Vi-
ce qui donne
et, par suite.
dont l'intégrale générale est donnée parla formule
(33). (i-h2a)XV-+-(i — ^2c)X-*Jc = cp(X).
Telle est la relation qui fera connaître X. L'élément linéaire correspondant pourra convenir à des surfaces réelles si a est purement imaginaire et si f(X) désigne une fonction réelle.
617. Nous allons maintenant revenir aux intégrales à deux facteurs distincts pour les traiter par une méthode plus simple. Soit
(34) ? ^f{u,v){pqi—qpx)'^ipqi— qpî)-^
une telle intégrale, écrite avec des. variables tout à fait quelconques. Si l'on rapporte la surface aux deux familles de courbes
coordonnées
6i=:eonst., 62=const.,
l'intégrale considérée se ramènera à la forme simple
(35) cp = A^,
où h désigne une fonction inconnue de u et de v. D'ailleurs les deux familles coordonnées étant formées de courbes parallèles, l'élément linéaire de la surface aura pour expression (n° 527)
ds^
du^-^ dv^-\- icosa
dudv
On aura
A6 = p^-{- q^— ipq cos a.
Po&ons
cosa = X,
et écrivons
Téquation
de condition
nous serons conduits
aux deux relations
. dh ^ dl \ dv dv \ .dh ^d\ du du
dh du dh dv
qui détermineront à la fois "k et h. Comme la première s*écrit
cr.^^^^>
dh
on y
satisfera
en
prenant
Xh
de dv
<T désignant une fonction auxiliaire.
On a donc
^ dû , Os
â(s âv
dv
et, en portant ces valeurs de h et de \ dans la seconde équation, on trouve
Eflectuons la substitution de Legendre et posons
d<s de dd da -
du -^ dv du dv
z^ considérée comme fonction de ce et de ^, sera définie par l'équation
(42) y{r-T-mt)'^x{i-i-m)s = ()f
qui est linéaire et beaucoup plus simple de toute manière que celle du n" 615,
On aperçoit immédiatement utie infinité de solutions homogènes de celte équation
mx^ — y^f ^xy^ — (i-î-2/n)x', ..., et, d'une manière tout à fait générale;
cc^vll^^, ^, ■ + (-"')('-|^), c\ \ 2 2 2 x^ /
F désignant la série hypergéométrique de Gauss oy toute autre solution de l'équation du second ordre à laquelle satisfait cette série. Il sera donc aisé, si l'on suit les règles employées en Physique
mathématique, de former des séries ou des intégrales définies satisfaisant à l'équation et contenant des constantes ou des fonctions arbitraires.
618. On ppurrait aussi essa^^er d'appliquer à Téquation (4^) les méthodes exposées dans le Livre IV; mais, pour cela, il faudrait commencer par la ramener à la forme normale en intégrant l'équation différentielle des caractéristiques. Cette intégration est possible, mais elle parait conduire à un résultat compliqué.
Si l'on pose
(43) x'^xsTrn-^-y, y'^xs/m—y,
l'équation prend une forme un peu plus simple. Elle devient.
[( 3 m -)- I )x' ~f- ( I — m)y' ] r — [( 3 tîi -+- r )/' -f- < i — m)x'\t' ~ o. Dans le cas où l'on a
elle se réduit à la suivante
Les équations des caractéristiques sont alors
y"^ i x'^^ — consl.
Posons
l'équation prendra la forme nouvelle
()2 z dz dz
OÙ m et n sont des fonctions à déterminer. On obtient leurs, valeurs rapidement en employant l'artifice suivant. L'équation (44) admet évidemment les deux solutions
Exprimant que ces solutions appartiennent à la nouvelle équa-
tion, on trouve les deux relations
m -f- Al = o, H- ^ = (m— Ai)(a — P),
d'où l'on déduil
6 a — p' et l'équation devient
r. à^^ i àz \ dz
C'est l'équation E(^> ^)> qui rentre dans celles que nous avons
étudiées et intégrées [II, p. 54].
L'intégrale correspondante
peut, par une élévation à la puissance — 3, être remplacée par une autre
(46) ^=h-^pq\
qui sera entière et du quatrième degré, mais aura un facteur triple. Pliusi nous savons déterminer complètement la forme de l'élément linéaire qui correspond à ce cas spécial de l'intégrale homogène du quatrième degré.
619. Les recherches précédentes admettent pour point de départ la classification des intégrales que nous avons donnée au n° 610, d'après Bour, MM. O. Bonnet et Maurice Lévy. Mais, au lieu de séparer les intégrales d'après leur degré ou le nombre de leurs facteurs distincts, on peut se demander s*il en existe d'une forme déterminée, s'il y en a, par exemple, qui ne contiennent pas quelques-unes des variables w, ^, p^ </. En nous plaçant à ce point de vue, nous avons été conduit aux deux résultats suivants, qui nous paraissent nouveaux et que nous allons présente^* d'une manière synthétique.
Si l'on pose, pour abréger,
(47) ^~ËG — Fi' ^ ~ EG — F2' <^~EG-F2'
Téqualion qu'il s'agit d'intégrer sera
<48) ^^ = ep^'^?.fpq+S'q'=^'
Supposons que e, /, g aient les valeurs suivantes f e = au -^ ùv -^ c, (49) I /= «'" -^à'v-h c,
qui sont linéaires par rapport k u el k i^ -^ on reconnaîtra aisément qu'il existe une intégrale <p ne dépendant que de p et de q.
En effet, si l'on suppose cp indépendante de u et de v^ Téquatibn de condition
■ (A, cp) = o
nous donne simplement
Oo do
-^(ap^-hia'pq-h a"q^) -^ ■^(bp^-{-2b'pq -¥■ b^q^) =^ o.
Les coefficients ne contenant ni u ni t^, il existe bien une fonction cp qui satisfait à cette équation aux dérivées partielles. Pour la déterminer, il faudra intégrer l'équation homogène
dp{bp^-i- ib'pq H- b'q^) — dq{ap^-h2a'pq -h a" q^) = o. Par exemple, on pourra prendre
— fi^P'-^'^^'pÇ -+- b" q^) ffp — { ap^ -^ ia' pq -+- a" q^) dq ^ ~~J p{bp'-hib'pq ^ b"q^) —q{ap^-<r-'2a'pq -h a'',q^)
Des formules (47) on déduit facilement l'élément linéaire de. la surface. On a, en effet.
EG - F2 ' et Ton déduira de là
620. Nous laisserons au lecteur le soin de faire Ja discussion de tous les cas particuliers qui peuvent se présenter ici et qui sont assez nombreux. Nous indiquerons seulement le« suivants.
Prenons d'abord
INTEGRALES HOMOGÈNES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR. 8t
L'élément linéaire sera donné par la formule
^ vu
L'intégrale cp, qui se réduira ici à 7; \o^{p'^ — r/-^), nous donnera l'équation
(55) pz-.n^=c,
qu'il faudra joindre à la suivante
(56) vp^-\-uq^ = i,
pour déterminer /? et q. Ce cas spécial a été déjà signalé par Laguerre ( * )*.
L'élément linéaire étant homogène, on pourra déterminer effectivement des surfaces spirales qui admettent cet élément (n°614). 11 en est de même, dans le cas général, toutes les fois que les fonctions e^ fj g ne sont pas linéairement indépendantes. Alors une substitution de la forme
permettra de rendre homogène l'élément linéaire de la surface. Nous signalerons encore le cas particulier suivant
( 57 ) e = M, / = mvy g — \-
On aura ici l'intégrale
(58) p'^ni^Ç^q^
en sorte que p et q seront déterminés par cette équation jointe à la suivante
( 59 ) M/>2 + g» mvpq -4-^^=1.
Mais on peut trouver une seconde intégrale en remarquant que, si l'on fait la substitution
(6o) i^2= iv',
( • ) Laguerre, Sur un genre particulier de surfaces dont on peut déterminer les lignes géodésiques {Bulletin de la Société mathématique^ 1. 1, p. 81; ■«73).
l'équation précédente devient
(6i) up- ^^ l\mv' pq' -V- 2p'^'2=i,
et appartient encore à la forme que nous étudions. H y a donc une nouvelle intégrale de la forme
En la recherchant et en la combinant avec l'intégrale (58), on obtient le résultat suivant :
(62) i^rj-r- ^ =C'.
L'élimination de p et de q entre les trois équations (58), (69) et (62) donnera en termes finis l'équation générale des lignes géodésiques.
L'élément linéaire de la surface correspondante a pour expression
,„^ , . diû — 2 mv du dv -\- u dv^
(63) ds^=
Si l'on introduit la variable t>', il prendra la forme homogène
v' ( du- — 7. m du d\>' ) -\ — dv"^
(64) ds^-= rr- i-7T-^
^ V {u — im^v )
On pourra donc encore obtenir des surfaces spirales admettant cet élémient linéaire.
621. Considérons maintenant les surfaces dont l'élément linéaire est réductible à la forme générale
(65) r/52= V[c?a2-h(M-i-Vi)2£/t;2j,
où V, V| désignent des fonctions quelconques de v. L'équation à intégrer devient ici
Cherchons si l'on ne pourrait pas y satisfaire en prenant pour 8 une fonction linéaire par rapport à u
0 = Pt^-^-Q,
P et Q étant des fonctions de v. On trouvera ainsi la condition
qui nous conduit aux deux équations
11 faudra donc d'abord intégrer l'équation différentielle
(68) P^ , , ^^ puis Q se déterminera par une quadrature
(69) 0==fVidP.
L'intégration de l'équation différentielle introduira la constante arbitraire dont la présence est nécessaire pour assurer la généralité nécessaire à la solution 8.
Ici, on le voit, le succès est moins grand que dans les exemples précédents. On n'a pas la solution complète du problème; mais on a fait un pas vers cette solution et l'on peut dire que l'on a ramené l'intégration de l'équation différentielle du second ordre des lignes géodésiques à celle de l'équation (68), qui est seulement du premier ordre.
Dans le Mémoire que nous avons cité plusieurs fois, M. Lie avait déjà signalé une proposition du même genre relative à la détermination des lignes géodésiques des surfaces spirales. Ce premier résultat se trouve compris comme cas particulier dans celui que nous venons d'établir. On reconnaît, en effet, très simplement que l'élément linéaire (65) se réduit à celui des surfaces spirales les plus générales quand on y fait
On a alors
(70) ds'-= \{du'--^u'-dv^).
et, si l'on effectue la transformation définie par les formules
(71) 11=6"', ^ydi=du',
on esl conduit à la forme
(72) ds^'— e^'[du'^-r- f(u')dv'-^],
qui convient, nous Pavons déjà remarqué (n" 90), à une infinité de surfaces spirales.
Dans ce qui précède, nous avons déjà appris à déterminer complètement les lignes géodésiques d'un nombre illimité de surfaces spirales. De là résulte, on le reconnaîtra sans peine, qu'on pourra intégrer l'équation différentielle (68) dans un nombre illimité de cas et, par suite, déterminer, pour une infinité de formes de la fonction V, et quelle que soit la fonction V,, les lignes géodésiques xles surfaces correspondantes (').
L'élément linéaire défini par la formule (65) peut être transformé de la manière suivante. Nous avons déjà montré [n° 70] que, si l'on pose
(73) ds"^=du'^-^{u-^\^ydv'^,
ds' sera l'élément linéaire d'un plan rapporté à des lignes droites ((;=const.) et à leurs trajectoires orthogonales (M = const.). Soient X ei y les coordonnées rectangulaires d'un point de ce plan, qui seront des fonctions de u et de ^. On aura
ds'^ =-- dx^ -^ dy^,
et, par suite, on pourra ramener ds- à la forme suivante
(74) ds-i =^ \ ( dx'^ ^i- df^ ).
(') Une surface spirale peut être soumise, nous l'avons vu, à une déformation homothétique continue, dans laquelle la surface ne cesse pas de coïncider avec elle-même. Dans celle déformation progressive, une ligne géodésique vient occuper une série continue de positions dont l'ensemble constituera une famille. Les trajectoires orthogonales de cette famille de géodésiques se détermineront toujours (n°» 523 et 533) par une simple quadrature qui fera connaître une solution de l'équation
AO
relie solution particulière est précisément celle que nous obtiendrons ici par l'intégration de l'équation (68). Toutes les fois que l'on saura déterminer par une méthode quelconque les géodésiques de la surface spirale, on pourra donc aussi obtenir par une quadrature l'intégrale générale de l'équation correspondante (<i8).
V est une quantité qui doit demeurer conslanle avec p, c'csl-à-dlrc sur les droites d'une famille donnée; elle sera nécessairement déterminée par une équation de la forme
(75) j = ^cp(V)4-4.(V).
Telle est l'expression nouvelle que l'on peut donner à l'élémenr linéaire (65).
Si l'on applique maintenant le principe de la moindre action [II, p. 45o]. on reconnaîtra que la détermination des lignes géodésiques équivaut à la solution d'un problème de Mécanique dans lequel la fonction des forces serait V et l'équation des forces vives
De là résulte le théorème suivant :
La solution de tout problème de Mécanique dans le plan pour lequel il existe une fonction des forces y les lignes équipotentielles étant, des droites d'ailleurs quelconques, se ramène à l^ intégration d'une équation différentielle du premier ordre et du second degré de la forme (68).
CHAPITRE V
LE PLUS COURT CHEMIN ENTRE DEUX POINTS d'uNE SURFACE.
Comparaison d'un segment de géodésique à tous les chemins infiniment voisins réunissant ses extrémités. — Considérations géométriques; enveloppe de toutes les géodésiques passant par un point. — Énoncé d'une propriété générale qui s'applique à un grand nombre de problèmes de maximum. — Méthode analytique de M. O. Bonnet. — Détermination des géodésiques infiniment voisines d'une géodésique donnée. — Deux théorèmes de Sturm sur les équations différentielles linéaires. — Application aux lignes géodésiques. — Formule qui donné la variation de longueur d'un arc de courbe quelconque. — Conditions auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points d'une surface limitée d'une manière quelconque. — Extension que l'on peut donner au problème du plus court chemin. — Introduction de la notion de la longueur réduite d'xxn segment de géodésique due à M. Christoffel.
622. Nous avons vu que, si Ton prend deux points suffisamment rapprochés A. et B sur une géodésique, cette ligne sera le plus court chemin entre les deux points. Mais la démonstration que nous avons donnée cesse, en général, d'être applicable quand les deux points s'éloignent l'un de l'auti'e.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de la sphère. Dans ce cas, la géodésique sera un grand cercle; si l'arc AB, d'abord plus petit qu'une demi -circonférence, augmente et finit par dépasser cette limite, il cessera d'être la ligne la plus courte entre A et B.
Nous allons considérer une surface quelconque, et nous nous proposerons le problème suivant : Étant donnés deux points A et B sur la surface, déterminer le plus court chemin entre ces deux points. II est impossible de résoudre ce problème d'une manière générale; mais nous allons faire connaître différentes propositions qui permettront de l'aborder dans chaque cas particulier
Construisons toutes les géodésiques passant en un point A de la surface et soit {g) l'une d'elles {fig^ Sg). Supposons que la géodésique infiniment voisine {g') aille rencontrer {g) en un ou plusieurs points et désignons par B' celui de ces points qui est le
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plus rapproché de A. Je vais montrer que, si l'on prend un point B sur la ligne (^), l'arc AB sera plus petit que tout autre chemin infiniment voisin réunissant les mêmes points, tant que le point B sera situé entre A et B'.
Fig. 39.
En effet, supposons que le point B soit entre A et B'. Menons par le point A deux géodésiques AG, AC qui iront rencontrer AB pour la première fois en des points voisins de B' et considérons la région de la surface limitée par la courbe CDED'C'C formée du trait G'G réunissant les deux géodésiques et voisin de B, des deux portions GD, G'D' de géodésiques et de la courbe DED' entourant le point A. Il est clair que la région ainsi définie jouit de la propriété
Fig. 4o.
que, par un quelconque de ses points et par le point A, il passe une seule géodésique située tout entière dans la région. Alors les points de la région pourront être rapportés au système de coordonnées curvilignes formé des géodésiques passant en A et de leurs trajectoires orthogonales; la démonstration du n** 52i s'appliquera sans modification, Tare AB sera plus court que tout autre chemin tracé sur la région et, par conséquent, que tous les chemins infiniment voisins.
Nous allons voir que cette propriété ne subsiste plus quand le point B est au delà de B'. Pour cela ffous emploierons la notion suivante, qui est due à Jacobi (*).
(') Voir, par exemple, Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik. Sixième Leçon.
Puisque nous supposons que la ligne géodésique (g) est rencontrée par les géodésiques infiniment voisines partant de A, nous pouvons admettre que cette propriété appartient à une infinité de géodésiques passant en A, que ces géodésiques ont une enveloppe. Soit PQ cette enveloppe {Jig. 4i) et soient AB', AB, deux lignes
Fig. 4i.
géodésiques la touchant en deux points B', B'^. La ligne PQ pouvant être regardée comme la développée du point A, 'on aura, quelh; que soit la grandeur de l'arc B'B,,
arcAB'= arcABj -+- arcB',B'.
Cela résulte immédiatement de la formule relative à la différentielle d'un segment de géodésique, donnée au n° 32o [II, p. 417]-
D'autre part, l'enveloppe PQ ne sera jamais une ligne géodésique. En effet, en chacun de ses points, elle est tangente à une des lignes géodésiques partant de A, et l'on sait qu'il y a une seule ligne géodésique passant par un point et y admettant une tangente déterminée. Donc la ligne PQ ne saurait être géodésique.
D'après cela, si l'on considère le chemin formé par AB', et par l'arc B'^B', chemin qui est égal à l'arc AB', il sera possible de substituer à la seconde partie B, B' de ce chemin une route plus courte. Remarquons d'ailleurs que, si B', est infiniment voisin de B', le nouveau chemin sera infiniment voisin de AB'; donc l'arc AB' peut être remplacé par un chemin infiniment voisin et plus court.
Il en sera de même, a fortiori^ si le point B est au delà de B'; car il suffira, pour obtenir un chemin plus court que l'arc AB, de prendre l'un des chemins plus courts que AB' qui aboutissent en B' et ensuite de parcourir l'arc B'B.
623. Lu démonstration précédente repose sur des considérations
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de continuité et sur l'hypothèse de rexistence d'une enveloppe. Nous allons en donner une autre plus analj'tique. Mais auparavanl nous appellerons l'attention sur un fait qu'elle met en évidence, et qui est un cas particulier d'une loi qui paraît s'appliquer à tous les problèmes de maximum ou de minimum.
Reprenons l'arc AB' égal au chemin AB' B' et supposons qu'en substituant à l'arc B'B', de l'enveloppe la route la plus directe entre ces deux points, on raccourcisse la roule d'une longueur h. On pourra donc aller de A en B' par un chemin égal à AB' — h. h étant une quantité finie. Prenons en avant de B' un point p. On pourra y parvenir, soit par l'arc A^
Ap = AB'— B'p,
soit par le chemin AB' — A qui passe en B' auquel on fera succéder
le chemin B' ^
AB'-A-hB'p.
Or ce second chemin sera plus court que le premier A|i tanl
que B'P sera inférieur à la quantité finie -• Donc la ligne géodé-
sique cessera d^être le minimum absolu avant de cesser d^être minimum relativement aux chemins qui s^en écartent infiniment peu.
En résumé, il y aura autour du point A deux courbes distinctes : l'une sera le lieu du premier point où chaque ligne géodésique est rencontrée par une autre géodésique de longueur égale; l'autre sera l'enveloppe des lignes géodésiques. Si le point B se déplace sur une des géodésiques AX {fig^ 4^), le chemin AB demeurera
Fig. 42.
le minimum absolu tant que le point B n'aura pas atteint le poinl G de la première courbe pour lequel la géodésique devient égale à une autre géodésique terminée aux mêmes points. Cela est évident, car le chemin AB, qui est le plus court lorsque le point B est très voisin de A, ne peut perdre celte propriété qu'au moment
OU il d€\ient égal à un autre chemin. La ligne AB cessera d'être minimum absolu dès que le point B dépassera le point C (*), mais demeurera minimum par rapport aux chemins infiniment voisins, tant que B n'aura pas atteint le point où l'enveloppe des géodésiques est touchée pour la première fois par AX.
Dans certaines surfaces exceptionnelles, les deux courbes précédentes pourront se confondre et la loi que nous signalons disparaîtra. C'est ce qui a lieu, par exemple, dans le cas de la sphère ou pour l'ensemble des méridiens d'une surface de révolution.
La loi générale que nous venons de signaler se retrouve dans l'étude de tous les problèmes de maximum ou de minimum. Considérons, par exemple, une courbe plane PP' {fig. 43), et,suppo-
Fig. 43.
sons qu'il s'agisse de trouver le plus court chemin d'un point M pris dans le plan de cette courbe à la courbe elle-même. Ce chemin ne peut être, comme on sait, qu'une des normales menées de M à la courbe.
Considérons Fune d'elles, normale en P, et soit C le centre de courbure relatif au point P. Le Calcul infinitésimal nous apprend que, tant que M sera du même côté que le point P par rapporta C, la normale MP sera plus courte que totis les chemins infiniment voisins. Mais supposons que M vienne en C et soit C'P^ une autre
(',) En effet, soit D' une position de B un peu au delà de C. Le chemin AD' est égal au chemin AMDGD', et il est évident que l'on raccourcira ce dernier chemin si, arrivé en un point D très voisin de C, on se dirige directement vers le point D' par l'arc DD'. Il est donc impossible que AD' soit le plus court chemin entre A et D'.
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normale à la courbe. D'après les propriétés de la développée, nous
aurons
CP=-C'P'-4-arcGG' et, par suite,
CP>G'P'+cordeGC'.
On démontrera par suite, comme on l'a fait plus haut, que la normale MP cessera d'être le plus court chemin d'une manière absolue avant que le point M soit venu se confondre avec le point C
Comment cela peut-il s'expliquer? Quand le point M s'est déplacé de P vers C, il y a eu un instant où une autre normale menée à la courbe a eu la même longueur que MP. Ensuite, cette seconde normale devient la plus courte; mais MP, qui a perdu la propriété d'être le minimum absolu, demeure encore plus courte que tous les chemins infiniment voisins jusqu'au moment où le point M vient coïncider avec le centre de courbure. Une discussion complète du problème doit donc faire intervenir, en même temps que l'enveloppe des normales, le lieu des points d'où l'on peut mener à la courbe deux normales égales. C'est ce que montre clairement l'exemple de Tellipse {fig» 44)- Ici le lieu des points
d'où l'on peut mener deux normales égales se compose des deux axes, et toute normale PH rencontre le grand axe en H avant de devenir tangente à la développée en C. Quand le point M sera du même côté que P par rapport à H, il y aura minimum absolu; de H à C, le minimum n'aura plus lieu que relativement aux chemins
infiniment voisins. Au delà de C, la normale ne sera plus d'aucune manière un chemin minimum.
On serait conduit à une discussion analogue si l'on demandait le chemin recliligne le plus long que l'on puisse mener d'un point à l'ellipse.
624. On peut étudier la question que nous venons de résoudre en suivant une méthode toute différente qui conduit à des propositions élégantes et qui a été employée en premier lieu par M. Ossian Bonnet (<).
Soit MQM' une ligne géodésique {fig. 45)- Pour déterminer les
Fig. 45.
points P de la surface qui sont dans le voisinage de cette ligne, nous emploierons le système de coordonnées formé par les lignes géodésiques normales à MM' et par leurs trajectoires orthogonales. Alors, si u désigne la longueur de la normale géodésique abaissée de P sur MM' et si v désigne la longueur de l'arc MQ, l'élément linéaire de la surface sera donné par la formule
ds'^ = du*- -f- G^ ^P? ;
C est une fonction de w et de (^ qui doit se réduire à i pour ^^ = 0. De plus, si l'on exprime que la ligne MM' est géodésique, on
aura
dC
-— = o pour u = o.
du ^
Remarquons d'ailleurs qu'en vertu de la formule de Gauss on a, pour toutes les valeurs de u et de t^,
dui~ RR*
(') O. Bonnet, Sur quelques propriétés des lignes géodésiques {Comptes rendus, i. XL, p. i3ii; i85o). — Note sur les lignes géodésiques (Même Recueil, t. XLI, p. 32; i85i).
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Cette formule nous permet de développer C suivant les puissances de u\ et, en tenant compte des résultats que nous venons d'indiquer, on obtient le développement suivant
^'^ ~'" 2KR' 6 dwVRRV'
où nous négligeons seulement les termes du quatrième ordre par rapport à u. Les valeurs des coefficients ^^, et ^(5177) sont prises pour w = o.
Gela posé, menons par les points M, M' une ligne MPM' s'écartant infiniment peu de la ligne géodésique et pour tous les points de laquelle u sera une fonction infiniment petite de p. L'arc de cette ligne aura pour expression
u' désignant la dérivée de u et les termes négligés contenant tous u' en facteur. Si nous supposons que la dérivée iif ne devienne jamais infinie et soit, par conséquent, de l'ordre de u ('), nou-
(^) Nous introduisons .ici, on le remarquera, une hypothèse restricLive que nous pouvions laisser de côté dans notre première méthode : par sa définition même, la fonction u est infiniment petite pour tous les chemins infiniment voisins de la ligne géodésique; mais, pour assurer la convergence de notre développement en série, nous sommes obligés maintenant d'ajouter la condition que la dérivée u' soit infiniment petite comme u et ne devienne jamais infinie. Or c'est ce qui n'aura pas lieu si l'on prend des valeurs de u telles que les suivantes :
U = <xy' , u — av o{v),
où a est une constante infiniment petite et (fiv) une fonction finie pour v= o. Des difficultés du même genre se présentent dans l'étude générale des problèmes du Calcul des variations. Si, par exemple, on cherche le maximum ou le minimum de l'intégrale
j f{x, y, y'yy")dx,
remplacer y par 7 H- 8 j et développer en série revient à admettre que la fonction ôy de X est telle que ce développement en série soit toujoui-s possible, c'està-dire que les dérivées 5y', 5y de ^y ne deviennent jamais infinies. On voit ainsi que les méthodes directes au moyen desquelles nous avons établi les propriétés de minimum relatives aux lignes géodésiques sont préférables à celles que l'on peut déduire du Calcul des variations et qu'elles nous permettent d'établir un résultat à la fois plus précis et plus étendu.
f^ LIVRE VI. ~ CHAPITRE V.
aurons, en négligeant les termes du quatrième ordre,
V — MM
~ ^ Jm l ^^' 3RR' au \ Kr) J '^^''
Bornons-nous, dans la formule précédente/aux termes du second ordre qui, lorsqu'ils ne sont pas nuls, donnent leur signe à la variation de l'arc; on aura
Ci) ,Mu'-.L£{,---~^.)é.
Si la surface est à courbures opposées, cette variation sera toujours positive. Donc^ dans ce caSj la ligne géodésique ne cessera jamais d'être la plus courte si on la compare seulement auj chemins infiniment voisins.
Supposons, au contraire, la courbure positive. L'intégrale précédente se composera de deux parties de signes contraires. Pour déterminer son signe, nous introduirons les solutions deTéqualioii
^^^ dç-^ RR'
et nous allons, en premier lieu, indiquer la signification géométrique de ces solutions.
625. Pour cela, considérons, d'une manière générale, un système de coordonnées dont l'une des familles soit formée de lignes géodésiques. L'élément linéaire de la surface sera donné par la
formule
ds'- = du'- -^ C^ dv\
et Cdw représentera l'arc de la trajectoire orthogonale compris entre les deux lignes géodésiques (p) et (v -^ dv). En d'autres termes, ce sera la longueur de la normale infiniment petite qu'il faudra élever en chaque point de la géodésique (v) pour obtenir la géodésique (i>-^dv). Supposons v et dv constants; les diverses valeurs que prend la quantité C â?t^ en tous les points de la géodésique ((^) seront des fonctions de ti. c'est-à-dire de l'arc de cette géodésique compté à partir d'une origine fixe. Or on a, en vertu de la formule de Gauss,
I __ i_ â^ RR' ~ G du^ '
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Si donc on pose C <^r =/>, on x'oit que p satisfera à l'équation différentielle
*^ diC^ RR'
ce qui conduit au théorème suivant :
Etant donnée une ligne géodésique quelconque^ si l'on désigne par u Vaj^c de cette géodésique compté à partir d'une
origine quelconque et par ^^ la courbure de la surface, qui,
pour les différents points de la ligne géodésique, sera une fonction de w, la longueur p de la normale qu'il faudra élever en chaque point de la géodésique, pour obtenir la géodésique infiniment voisine, sera une fonction de u qui deçra satisfaire à l équation linéaire (5).
Cette équation (5) coïncide, aux notations près, avec l'équation (4), et nous avons ainsi l'interprétation géométrique de la fonction />.
Au reste, on peut chercher directement le minimum de l'intégrale
qui donne l'expression approchée de l'arc de toute courbe infiniment voisine de la géodésique MM'. Si l'on recherche celle de ces courbes qui passe par deux points donnés {uq, Vq), (w,, v^) et pour laquelle l'intégrale précédente est un minimum, l'application pure et simple des règles du Calcul des variations montre immédiatement qu^elle doit être définie par l'équation différentielle (4). On retrouve ainsi, de la manière la plus simple, le résultat précédent.
626. Supposons qu'il soit possible de trouver une solution p de l'équation (4) ne s'annulant ni pour M, ni pour M', ni pour aucun point compris entre M et M'. Si nous posons
u = \p, \ devra s'annuler comme u pour les points M et M' et il ne de-
viendra jamais infini entre M etM!. En substiluant la valeur précédente àe u dans la formule (3), on aura
0M1V1'=^ r l\-.p'i-r-l\Vpp'-r-p'^V^- S^\dv
ou, en remplaçant ^jT^ par — ~,
I /-*'' 8MM'=- / {\-ip'-2-hill'pp'-^p^l''-^l''pp'')dv
= - / dO^^pp' )-¥- - jp^-V'-dv.
À éUnt nul aux deux limites et fini dans l'intervalle de M à M', la première intégrale est nulle; il reste donc
(6) iMW=lJ%^("-ycl..
On voit que la variation de MM' est essentiellement positive; par Suite, ta ligne géodésique est plus courte que tous les chemins infiniment xwisins.
Ce point étant établi, considérons la solution p de l'équation (5) qui s'annule pour *le point M {fig- 4^) et supposons que cette
Fig. 46.
solution s'annule de nouveau au point M, en conservant son signe dans toute l'étendue de MMj. Cela veut dire que les géodésiques partant de M et infiniment voisines de MM, viendront couper de nouveau cette ligne géodésique au point M, ou en un point infiniment voisin, sans la rencontrer entre M et M, . Nous allons montrer que, si l'on prend un point M' entre M et M,, le segment géodésique MM' sera plus court que tous les chemins infiniment voisins réunissant ses extrémités. En effet, la solution p de Téquation (5) qui s'annule en un point N infiniment voisin et à gauche de M ne
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s'annulera une seconde fois qu'en un point Ni infiniment voisin de M< et, par conséquent, au delà de M^ Il y aura donc une solution p ne s'annulant en aucun point du segment MM', et cela suffit, nous venons de le montrer, à établir la proposition que nous avions en vue.
627. Jacobi avait énoncé sans démonstration (*) une proposition qui complète la précédente : Le minimum cesse certainement d'avoir lieu si le point M' est placé au delà du point Mt. Ce résultat a été démontré par M. O. Bonnet dans les Notes citées plus haut. On peut encore l'établir comme il suit.
Prenons au delà de M^ (Jig. 4?) un point M' assez voisin de M4 pour que la solution de l'équation (4) qui s'annule au point M' ne s'annule pas dans l'intervalle M^M', y compris le point M,. J'ap-
Fig. 47.
pelle q celle solution; il sera alors possible de déterminer entre M et M, un point M'' tel que la solution q ne s'annule pas dans l'intervalle M' M''. Je désigne, comme précédemmeiil, par p la solution de l'équation qui s'annule aux points M et Mj et j'achève de déterminer celte solution, qui n'est connue qu'à un facteur constant près, par la condition qu'au point M'' on ait
Cela posé, dans la variation
u>-Ay-
je remplace u par /> de M à M" et par q de M'' à M', ce qui est évidemment permis, ces valeurs successives de u définissant un
(• ) Jacobi, Sur le Calcul des variations et sur la Théorie des équations différentielles {Journal de Liouville, t. III, p. 44; x836). Voir aussi' la Note VI dans le deuxième Volume de l'édition de la Mécanique analytique due à M. Bertrand et la quatrième Leçon des Vorlesungen iiber Dynamik.
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chemin parfailement continu. La variation prendra la valeur
ou encore
Si l'on intègre et si l'on remarque que p est nul en M el ^ en iVF, on obtient pour la variation du chemin l'expression suivante
[pp'-qq'\yy,.
Comme on a, pour le point M", p=^q^ on peut écrire cette variation sous la forme
[qp' — pq']yi«.
Or, étant données deux solutions quelconques/? et q de l'équation (4). on sait que le déterminant
qp~pq'
est constant; on pourra donc calculer sa valeur pour tel point que l'op voudra, par exemple pour le point M, , où l'on a /? = o. Il reste alors
Cette quantité est négative. Supposons, en effet, pour fixer les idées, que la valeur de q soit positive entre M' et M"; d'après les hypothèses faites, il en sera de même de la valeur de /? entre M et M,. Or, un peu avant le point M4, p el p' doivent être de signe contraire; il faut donc que la valeur de p' au point M< soit négative.
La variation du chemin étant négative, la ligne géodésique a perdu, on le voit, sa propriété de minimum.
Il est aisé d'interpréter géométriquentent là méthode que nous venons de suivre et de reconnaître comment on y est conduit. S'il existe un chemin MHM' plus court que l'arc de géodésique MM', en substituant à ce chemin les deux portions de géodésiques MH et HM' on ne pourra que diminuer sa longueur, et l'on formera un nouveau chemin qui devra être encore plus court que l'arc MM'.
628. Il nous reste à établir une remarquable proposition; mais,
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avant de la faire connaftre, nous allons démontrer, par une mctliode nouvelle, de beaux ihéoi èmes sur les ('([nations linéaires du second ordre, Cjui sont dus à Sturni (').
('considérons l'équation
(7) fA' = "V-
et soit V 3= cp(jc) une solution de cette équation s'annulant pour une valeur ^o <Jg x. Nous désignerons par x^ la racine de V inimédiatenient supérieure à 'Xq\ x^ sera remplacé par -\-zo quand V ne s'annulera pour aucune valeur de x supérieure à x^^. Nous allons d'abord montrer (\i\'aiicune intégrale de Véquation linéaire ne .H annulera plus cV une fois entre ,r„ et .r, .
En elTet, soit a une valeur de x comprise entre Xq et .r,. La solution de Téquation qui s'annule pour cette valeur de x est donnée, comme on sait, par la formule
où C désigne une constante arbitraire. Aucun des facteurs de ce produit ne s'annule pour les valeurs de x comprises entre x^^ et Xi'j pour toutes ces valeurs de x, l'intégrale a toujours un sens déterminé, car son élément ne devient pas infini enire les limites de l'intégration. La proposition que nous venons d'énoncer est donc établie.
Si l'on donne à G la valeur 'f (a), on a la solution
que nous désignerons par 0(:r, a). EUc a sa dérivée égale à l'unité poui' j; r= a; elle est évidemment positive pour toutes les valeurs (le X comprises entre a et Xi, négati\e pour les valeurs de ^ comprises entre Xq et a. Pour x^ ou ^<, elle revêt une forme indéterminée; mais on obtient facilement sa vraie valeur, qui n'est ni nulle
(') SiuiiM, Mémoire sur les équations dijférentielles du second ordre (^Journal de Liouville, L. I, p. io6; i83(.)).
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ni infinie, en faisant usage de la relation
qui a lieu pour toutes les valeurs de x»
Cela posé, considérous deux équations distinctes
(-0) ë = HV.
et supposons que l'on ait, pour toutes les valeurs de x, (12) H-H.
Nous allons montrer que, si ^{x) est une solution de la première admettant les deux racines consécutives Xq, x^^ la solution de la seconde qui s'annule pour Xq ne s'annulera plus dans r intervalle {xq, Xi)^ x^ compris.
En effet, j'écris l'équation (i i) de la manière suivante :
-Vt = HV-r-(H' — H)V.
Si nous considérons (H' — H)V comme une fonction donnée ^{x) de X, l'équation précédente deviendra
(,3) g_HV = J.(..);
et, comme nous connaissons une solution ^(x) de l'équation sans second membre, nous pourrons obtenir une formule donnant l'intégrale de l'équation complète.
Parmi les méthodes connues, appliquons celle de Cauchj : elle prescrit de former en premier lieu une solution de l'équation sans second membre qui se réduise à o pour ^ = a et dont la dérivée devienne égale à i pour la même valeur de x. Cette solution est celle que nous avons formée plus haut
Cela posé, une solution particulière de l'équation avec second
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membre est fournie, d'après le théorème de Cauchy, par l'intégrale
^(x, a) ^{(x) da;
par suite, toutes les solutions de Téquatiori (i3) qui s'annulent ir ûc — Xn seront de la forme
où C désigne une constante arbitraire. Si donc V désigne une solution de l'équation (ii) s'annulant pour x =-. Xq^ nous aurons, en substituant (H^ — H)V' à 'ii{x)^
V'= C'^{çc)-^ f Ot.r,a)[(n'~n)V']a^a,
l'indice a indiquant que l'on remplacer par a dans la parenthèse. On peut exprimer la constante C en fonction de la dérivée de \' pour la valeur x^ de x. Si l'on prend, en effet, les dérivées des deux membres de l'équation précédente en faisant ^ = .^o, on a
) =Gcp'(^o).
V doc
Oh obtient donc définitivement la formule suivante
qui ne peut être d'aucun secours immédiat pour la détermination de V, mais qui va nous permettre d'établir la proposition que nous avons en vue.
Imaginons, en effet, que .r varie de Xq k x^, La fonction V, qui est nulle pour x=^ Xç^, commence par avoir un certain signe, celui
de sa dérivée pour ^ =:= .Tq, ( -7- ) • Supposons, par exemple, que
ce signe soit positif; la fonction le conservera évidemment de x^ à ^4, si elle ne s'annule pas; et, pour prouver qu'elle ne s'annule pas, il suffira de faire voir que, si la fonction demeure positive pour toutes les valeurs inférieures à un nombre donné x\ elle demeure positive même pour x=^x'. Or c'est ce qui résulte
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immédiatement de la formule précédente. Le premier terme du second membre sera évidemment positif pour x de même de tous les éléments de l'intégrale
e(a7',a)[(H'-H)V'J^rfa:
8(^', a) est en effet positive, puisque a est inférieur à x\\ il en est de même par hypothèse de (H' — H), et aussi de V^, qui correspond à des valeurs a de ^ toutes comprises entre x^ et x' ,
La proposition est donc établie. On en déduit comme corollaire la suivante :
Etant données les deux équations (lo), (i i)^s*il arrive que U on ait constamment ïi'^^. et qu'une solution de la première s^ annule pour x r=^ Xq et x = Xi^ la solution de la seconde qui s* annule po^tr x ^=z Xq aura au moins une seconde racine dans ^intervalle {xq^Xs),
Car, si cette solution ne s'annulait pas dans Fintervalle considéré, il en serait de même a fortiori de la solution de la première équation, en vertu même de la proposition que nous venons de démontrer (<).
630. Appliquons ces résultats au problème des lignes géodésiques et reprenons l'équation
^'^^ dv^ - RR'
Soient p une solution de cette équation et (^q, v^ deux racines consécutives de p correspondantes à deux points Mq, M,. Nous savons que l'arc Mo M sera le plus court tant que M sera entre Mq et M< mais qu'il perdra cette propriété dès que M sera au delà de M,.
Supposons qu'en tous les points de MqM< on ait
(') Les propositions établies ici ont. moins d'étendtie et de généralité que celles de Sturm ; mais elles suffisent pour l'objet que nous avons en vue et, d'ailleurs, le lecteur pourra appliquer notre méthode à la démonstration des résultats les plus généraux contenus dans l'admirable Mémoire de Sturm.
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la soliitio?) (le l'équalion
qui b'annule pour c = ç;q sera
G sin >
el la racine immédiatement supérieure à Pq sera
D'après la proposition de Sturm, celte racine doit être supérieure à ^j. Nous obtenons ainsi ce beau théorème de M. O. Bonnet, démontré dans les Notes citées plus haut :
Si y le long cV une ligne géodésiquej le produit des rayons de courbure est positif et inférieur àa^^ la ligne ne peut être le plus court chemin dans un intervalle supérieur àiza{^).
On peut ajouter la proposition suivante, qui complète celle de M. Bonnet.
Supposons qu'en tous les points de l'arc MoM, on ait
Alors, si l'on considère l'équation
l'intervalle entre deux racines consécutives sera nb. Comme il ne saurait être inférieur, d'après la proposition de Sturm, à l'intervalle entre deux racines consécutives de la première, on est conduit au résultat suivant :
(') M. Bonnet a déduit de sa proposition les conséquences suivantes :
Si, dans une surf ace fermée coni>exe, le produit des rayons de courbure est inférieur à a', la longueur de la droite qui joint deux points quelconques de la surface est certainement inférieure à Tza.
Si, dans une surface convexe, le produit des rayons de courbure est inférieur à une quantité fixe a*, la surface ne peut avoir de nappes infinies.
Si, en tous les points de la ligne géodésique, le produit des rayons de courbure est supérieur à 6^, la géodésique est plus courte que tous les chemins infiniment voisins dans un intervalle au moins égal à nb.
Considérons l'ellipsoïde, par exemple. La courbure en chaque point est donnée par la formule
TZ CIO II
une longueur supérieure a ; elle sera certainement, sur toute
bc .
longueur inférieure à ti — > plus petite que tous les chemins infiniment voisins réunissant ses extrémités.
631. La méthode suivie par M. Bonnet permet de trouver très simplement la variation de longueur d'un arc de courbe.
Soit en effet MM^ une courbe qui se déplace et se déforme suivant une loi quelconque (Jig- 48); considérons-la dans deux de ses
Fig. 48.
positions infiniment voisines MM', PF. Élevons les géodésiques perpendiculaires à MM' et employons le système de coordonnées formé par ces lignes géodésiques et les courbes parallèles à MM'. On aura, pour l'élément linéaire, l'expression
La variable u est la longueur portée sur les lignes géodésiques
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à partir de MM', prise avec un signe déterminé suivant qu'elle sera portée d'un côté ou de l'autre de MM'. Quant à la variable v, nous pouvons supposer qu'elle est égale à l'arc de la courbe MM' compris entre une origine fixe et le pied de la géodésique (c^). On aura
encore
G = I, pour u= 0,
mais la dérivée -r-- ne sera plus nulle pour la même valeur de u.
Il résulte des formules du Livre V [II, p. 385 à 887] que la
valeur de — ~ pour u = o est la courbure géodésique de MM',
comptée comme positive si le centre de courbure géodésique est du côté de MM' qui correspond aux valeurs positives de u.
Cela posé, soient R et R' les points où les géodésiques normales en M et M' viennent couper PP'. On aura
MM' = PP'— MM'= PR -1- P'R'-+- RR'- MM
ou, en considérant les triangles infiniment petits RPM, R'P'M',
(16) 8 MM'= - PMcosPMM^- P'M' cosP^M^ -+- RR'- MM'.
En tous les points de RR', u est une fonction infiniment petite de i>. On aura donc
ou, en développant G suivant les puissances de u et négligeant les infiniment petits du second ordre,
OU enfin
(.7) RR-=MM'^jr"'„(g)^*.
Si nous portons cette valeur de RR' dans la formule (16) et si nous remplaçons ( — ) par son expression —- au moyen de la courbure géodésique de MM', nous aurons
(18) 8MM'=:- PMcosPMM^— P'M'cos^^M^— f u — ,
formule très intéressante et très utile, et qui ne contient que des éléments dont la définition géométrique et le signe ne laissent place à aucune difficulté.
632. Elle va nous permettre d'indiquer une série de conditions auxquelles doit satisfaire le plus court chemin entre deux points d'une surface limitée d'une manière quelconque.
1° Les portions qui seront à l'intérieur de la surface devront être formées de lignes géodésiques.
Cette propriété résulte immédiatement de ce qui a été démontré (n°^516 et521). On peut la déduire aussi de la formule précédente. Si le rayon de courbure géodésique po- n'est pas infini, il suffira en effet dMlever sur l'arc MM' des perpendiculaires infiniment petites de même signe que p^., c'est-à-dire dirigées du côté du centre de courbure géodésique, et s'annulant en outre pour les deux points M et M'. On aura ainsi remplacé MM' par un chemin infiniment voisin et plus court, puisque l'expression de 8 MM' donnée par la formule précédente sera essentiellement négative.
Fig. 49.
2"* Les portions de chemin qui font partie de la limite de Ja surface, si elles ne sont pas des géodésiques, devront satisfaire à la condition suivante : imaginons qu'en chaque point delà limite on mène celle des tangentes de la surface qui est normale à îa courbe limite-, il faudra que le centre de courbure géodésique de la courbe soit placé sur la portion de cette tangente qui est dirigée vers l'extérieur de la surface. En effet, si cette condition n'était pas remplie, on diminuerait la longueur du chemin en remplaçant un segment de cette courbe limite par une courbe infiniment voisine tracée sur la surface et réunissant les extrémités du segment.
3"* Si deux portions du chemin, tracées sur une même nappe, vieniient se réunir (^fig. 49) en un certain point de l'intérieur, elles
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doivent se raccorder tangentiellement et de manière que l'une soit le prolongement de l'autre. Car, si ces portions BA, AG se rencontraient sous un angle diflerent de zéro, on abrégerait le chemin total en prenant B', G' infiniment voisins de A et substituant la route directe B'G' au chemin B'A+AG'.
Il résulte de là que la portion du chemin comprise à l'inlérieur de la surface doit se composer d'une seule ligne géodésique qui se continue sans interruption jusqu'à ce qu'on rencontre une limite ou une ligne singulière de la surface.
4° Si deux portions AB, BG du chemin le plus court ABC viennent se rencontrer en un point B {fig. 5o) appartenant à la limite
DBK, il faudra que l'angle ABG soit inférieur ou égal à deux droits pour la même raison que précédeinment.
5^ Enfin, si la surface a des nappes différentes se cou|)ant ou se raccordant suivant certaines lignes^ le chemin le plus court ne pourra se briser et passer d'une nappe à l'autre qu'en faisant de part et d'autre des angles égaux avec la ligne de séparation.
Nous allons indiquer quelques exemples simples propres à faciliter l'application de ces principes.
Soit d'abord une surface plane {fig. 5i) à laquelle on aurait enlevél'aire comprise à l'intérieur du cercle O, et proposons-nous de trouver le plus court chemin entre deux points A et B, choisis de telle .manière que la droite AB rencontre la circonférence. Il résulte des propositions précédentes que le plus court chemin se composera de l'une des tangentes menées de A et de B à la circonférence et d'une portion de cette circonférence. On n'aura donc à choisir qu'entre les deux chemins AEFB et ADGB. Le plus
io8
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court est celui qui se trouve du même côté de O que la droite AB. Supposons maintenant que le plan soit double et se compose de deux nappes raccordées suivant la circonférence O ^fig- Sa). C'est ce qui arriverait si l'oh appliquait sur le plan une surface développable dont l'arête de rebroussement viendrait coïncider
avec la circonférence O. Nous désignerons par les lettres sans accents les points de la première nappe et par les lettres accentuées ceux de la seconde.
Le plus court chemin d'un point A de la première nappe à un
Fig. 52.
point B' de la seconde devra, d'après les conditions énoncées, se composer sur chaque nappe d'une portion droite. De plus, les deux droites AM, B'M devront faire en M des angles égaux avec la circonférence.
On pourrait multiplier les exemples de ce genre; nous nous
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contenterons de ceux qui précèdent. Mais nous ajouterons la remarque suivante, qui montrera toute l'extension que l'on pourrait donner à ce genre de recherches.
Considérons sur une surface quelconque tous les chemins possibles réunissant deux points donnés. Les études approfondies que l'on a été conduit à entreprendre dans la théorie moderne des fonctions ont montré qu'il existe un grand nombre de surfaces pour lesquelles on ne peut passer de l'un de ces chemins à tout autre, réunissant les mêmes points, par une déformation progressive et continue. Par exemple, sur un cylindre circulaire droit, il y aura des chemins allant d'un point A à un autre point B en faisant un nombre quelconque de tours, soit dans un sens, soit dans l'autre; et ces chemins ne seront pas réductibles les uns aux autres. Si l'on veut considérer une surface limitée, on pourra prendre le tore, pour lequel il y a lieu de faire les mêmes distinctions, la surface d'un ellipsoïde ou une portion de surface plane dans lesquelles on aurait enlevé les parties de la surface comprises à l'intérieur de différents traits fermés, etc. Dans un très intéressant Mémoire publié en 1866 (^), M. Jordan a montré comment on peut classer toutes ces routes différentes et les réduire à certains chemins élémentaires parfaitement définis. De cette manière, le problème que nous avons étudié dans ce Chapitre se présentera sou» uuv, forme nouvelle et plus générale. On pourra l'énoncer comme il suit :
Parmi tous les chemins réunissant deux points K etB d'une surface et réductibles les uns aux autres par une déformation continue, déterminer celui qui est le plus court.
Les propriétés différentielles que nous avons établies plus haut permettront d'étudier cette intéressante question, dont la discussion complète appartient évidemment à la Géométrie de situation. Le lecteur pourra examiner quelques cas simples, se rapportant à des cylindres ou à des surfaces planes percées de trous circulaires.
(') Jordan (C), Sur la déformation des surfaces {Journal de Liouville, a* série, t. XI, p. io5; 1866).
Des contours tracés sur les surfaces (Même Recueil et même tome, p. iiô).
633. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur ce sujet en donnant quelques indications sur une notion nouvelle, celle de la longueur réduite, introduite par M. Cliristoifel dans la théorie des lignes géodésiques (*).
Soit {g) {fig- 53) une ligne géodésique dont les différenls
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points seront déterminés par leurs abscisses r, comptées à partir d'une origine fixe 0 prise sur cette ligne. Nous avons vu que, pour définir toute ligne géodésique infiniment voisine de (^), il faut élever au point d'abscisse t> une perpendiculaire/? satisfaisant à l'équation du second ordre
le lieu de l'extrémité de cette perpendiculaire sera la ligne géodésique cherchée. Par conséquent, si l'on veut obtenir celles de ces lignes qui passent en Mo, il faudra prendre les solutions de l'équation précédente qui se réduisent à zéro pour le point Mq. Ces solutions ne diffèrent les unes des autres que par un facteur constant; distinguons et désignons par la notation [Mo M] celle dont
la dérivée -~ se réduit à i pour le point Mq. On pourra dire alors
que toute ligne géodésique passant par Mq est définie par l'équation
(20) /) = a[MoM],
où a désigne une constante infiniment petite. Proposons-nous de déterminer l'angle ô que fait en Mq cette ligne géodésique avec la ligne (^). Nous considérerons pour cela le triangle MoM,K, en
(') Ghristoffel (E.-B.), Allgemeine Théorie der geodàtiiclien Dreiec/ce {Abhandlungen der KônigUchen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
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supposant le point Mi infiniment voisin de Mo- CoTime il est rectangle en Mi , nous aurons
''-Mo Ml Idçhu
en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier. En vertu de la définition de la solution [Mq M], on aura donc
De là résulte le théorème suivant, dû à M. ChristofTel.
Donnons à la solution [MoM] de l'équation (19), qui est définie par la double condition de se réduire à o pour M© et d'avoir sa dérivée égale à i pour le même point, le nom de longueur réduite du segment géodésique M© M. Si, par le point Mq, on mène une ligne géodésique faisant avec la première Van g le infiniment petit 8 et qu^on élève en M l'arc perpendiculaire MH jusqu'à la rencontre de cette ligne géodésique, on aura
(2[) MH=:e[MoM].
Si Vq et V sont les abscisses des points Mo et M, on aura, comme nous l'avons déjà vu (n® 628),
(2^) [MoM] = cp(Po)?(p) jT"^,
(f{v) désignant une solution de l'équation difFéréntielle qui ne s'annule pas pour ç =Vq.
Nous voyons, d'après cette formule, que l'on a
JMoM]-f-[MMo] = o.
Si l'on connaît deux solutions ^(^), ^{^) de l'équation difFéréntielle, satisfaisant nécessairement à une relation de la forme
cp(i^)^^'(p)-^(p)cp'(p) = G, on trouvera
(23) [M„M] = ii^:»I:!li:l^^iMi^),
G et cette nouvelle expression de la distance réduite permet de
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démontrer immédiatement une relation
(24) [ab][cd\ -h [ac][db] -h [ad][bc] = o,
qui a été donnée par M. Christoffel.
Si, sur toutes les lignes géodésiques passant par M© {Jig- 53), on porte une longueur égale à M^M, on obtiendra -une trajectoire orthogonale à toutes ces lignes géodésiques qui passent en Mq. Le rayon de courbure géodésique de cette trajectoire orthogonale au point M sera donné par la formule
pg. ~~ [MoM] dv
que nous nous contenterons d'indiquer.
II. résulte des développements donnés plus haut que les propriétés essentielles de la longueur réduite avaient été utilisées par M. O. Bonnet avant que cet élément eût été défini par M. Christoffel.
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LA. COURBURE GÉODÉSIQUE ET LE THÉORÈME DE GAUSS
Défmilions diverses de la courbure géodésique. — Généralisation de différentes propositions relatives à la courbure des lignes planes. — Définition due à M. Beltrami de la courbure géodésique. — Détermination de toutes les surfaces dont les lignes de courbure ont leur courbure géodésique constante. — L théorème de Green pour une aire à connexion simple. — Formule de M. O. Bonnet. — Théorème de Gauss relatif à la courbure totale d'un polygone dont les côtés sont des lignes géodésiques. — Définition de l'angle de contingence géodésique. — Formule de M. Liouville, expression de la courbure totale en «n point de la surface au moyen des courbures géodésiques des deux lignes coordonnées. — Application de cette formule à un problème de M. Tchebycheff. — Le théorème de Green pour une aire à connexion multiple. — Applications diverses. — Le théorème de Gauss relatif à la courbure d'un polygone géodésique ne constitue pas une propriété caractéristique des lignes géodésiques.
634. Après avoir développé les principales propositions relatives aux. lignes géodésiques, nous allons étudier d'une manière détaillée la courbure géodésique. Nous avons vu qu'elle est donnée par la formule
( I ) — — disi -^ r du -f- i\ dv.
Le centre de courbure géodésique, c'est-à-dire le centre de courbure de la projection de la courbe sur le plan tangent, admet pour coordonnées relativement au trièdre mobile (ï)
x = — p^ sin Cl), y — p^ cos o).
Par conséquent, le rajon vecteur qui joint le point de la surface au centre de courbure géodésique fera avec l'axe des x du trièdre
(T) un angle égal à o> H — ou w — - suivant que ^g sera positif ou négatif.
La courbure géodésique étant un élément des plus importants, nous en ferons connaître successivement différentes expressions. D.— IIJ. 8
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Au premier rang, il faut placer Ja suivante : nous avons vu (n"631) que, si l'on considère un arc quelconque MM' et si l'oni porte des longueurs infiniment petites X sur les géodésiques normales à cette courbe de manière à obtenir un arc infiniment voisin RR', l'accroissement de MM' est défini par la formule
MM
pourvd que l'on donne à )^ et à pg le même signe quand ces grandeurs sont portées dans le même sens.
L'élément ds étant toujours positif, on a, d'après un théorème connu,.
oMM' = — MmY — ),
( — ) désignant la valeur de — prise pour un point inconnu de l'arc MM' ou encore une moyenne entre la plus petite et la plus grande des valeurs de — relatives aux points cpmpris entre M et M''.
Si nous supposons que l'arc MM' se réduise à l'arc infiniment petit AB (Jig- 54), la formule précédente nous donnera
A'B— AB
Pg différant infiniment peu du rajon de courbure de AB en A. On peut obtenir un résultat beaucoup plus général par une interprétation directe des formules qui donnent la courbure géodésique.
635. Supposons la surface rapportée à des coordonnées rectangulaires quelconques et soit
l'expression de l'élément linéaire.
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Le- rayon de courbure géodésique de la courbe ç^ = const. sera donné (n** 507) par la formule
AG dç'
les coordonnées du centre de courbure géodésique étant
Construisons les quatre courbes coordonnées ( m), ( m -h ^/w), ( p), {v-\-dv)^ qui forment le quadrilatère curviligne M M' P F {fig. 55).
Fig. 55.
(v-{-dv)
(tt+du)
On aura
et, par conséquent,
MM'=A^M, MP = Grft^
PP' = A rftt
dv
(Adu)dv]
ce qu'on peut écrire
PP'— MM' =^ du di>.
L'expression de p pourra donc être présentée sous la forme I . PP'— MM'
Nous avons ainsi une première définition dans laquelle
on n'a pas à sortir de la surface. En voici une autre de même nature.
Étant donnée une courbe quelconque MH {fig. 56), menons la géodésique MM' tangente en M; pour déterminer. les points de la surface, nous prendrons des abscisses MQ — v sur cette ligne géodésique et nous élèverons en Q des perpendiculaires géodé-
siques PQ = ?<• , *
Fis. 56.
L'élément linéaire aura pour expression
et l'on aura pour w — o
ou
Le développement de G suivant les puissances de u sera donc de la forme
h étant une fonction de w.
L'équation de la courbe MH permettra de développer u en série suivant les puissances de v. On aura, pour les points de cette courbe voisins de M,
u — kv^- -i- ^' i ^-+-
Calculons la courbure géodésique de la courbe en M. On a ici <Vç c)C, , du
En se b.ornant aux premiers termes des développements, on trouve
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et, par conséquent,
Pff
Remplaçons k par sa valeur dans le développement de u] nous trouverons que Ton a, pour tous les points de la courbe MH qui sont dans le voisinage du point M,
c est-à-dire
RS
ce qui est la généralisation d'une formule bien connue relative aux courbes planes ( ' ).
637. On pourra lire dans le Traité de Calcul différentiel de M. J. Bertrand des démonstrations purement géométriques qui permettent de rattacher les unes aux autres les propriétés précédentes. Nous rencontrerons plus loin (n° 641) d'autres expressions de la courbure géodésique. Pour le moment, nous nous contenterons de signaler la déOnition suivante, dans laquelle on sort de la surface pour construire le centre de courbure géodésique.
Étant donnée une courbe AB {fig^ 67), imaginons que l'on mène en ses différents points les tangentes MK, M'K', ... de la surface qui sont normales à la courbe. Ces tangentes forment une surface réglée : Le point de chaque génératrice MK pour lequel le plan tangent à cette surface réglée est normal au plan tangent en M est précisément le centre de courbure géodésique de la courbe AB y pour le. point M.. Si la surface réglée est développable, le centre de courbure géodésique sera le point de contact de chaque génératrice rectiligne avec V arête de /v?broussemerit.
Pour établir cette proposition, supposons la surface rapporlée au système de coordonnées déterminé par les géodésiques perpen-
(') Le signe — provient de ce que p„ est considéré comme positif quand il est porté dans le sens correspondant à l'angle w 4- - •
Il8 LIVRE VI. — CHAPITRE VI.
diculaires à AB et par leurs trajectoires orthogonales. L'élément linéaire de la surface aura la forme si souvent employée
(6) ds'^ = du^ -h C-2 dvK
Considérons le trièdre (T) déjà défini et dont l'axe des x est la tangente à la géodésique. Si on lui imprime un déplacement de telle manière que le sommet décrive une courbe quelconque, un point de l'axe des x décrira un arc infiniment petit, dont les projections sur les arêtes du trièdre seront respectivement
du-^dx, {C -\- FiX) dv, — {q du-^ qxdv)x,
d'après les formules du n° 499 [II, p. 3^0]. Supposons d'abord qu'on se déplace suivant la courbe AB; v variera seule et, pour
Fig. 57.
que le déplacement s'effectue dans un plan perpendiculaire au plan tangent en M, c'est-à-dire pour que le plan tangent au point considéré à la surface réglée engendrée par MK soit normal au plan tangent en M, il faudra que la projection du déplacement sur l'axe desjK soit nulle, c'est-à-dire que l'on ait
On tire de là
du
et cette valeur de x détermine précisément le centre de courbure géodésique de la courbe AB. Notre proposition est donc établie. On en déduit la conséquence suivante :
Imaginons qu'on mène toutes les tangentes aux géodésiques i' = const., c'est-à-dire aux géodésiques normales à la courbe
donnée. On formera une congruence recliligne admeltaut une surface focale dont J'une des nappes sera la surface proposée. Nous allons montrer que la seconde nappe sera le lieu des centres de courbure géodésique de AB et des courbes parallèles à AB.
Remarquons d'abord que les droites de la congruence, étant tangentes à une famille de géodésiques tracées sur la surface proposée, sorit, par cela même, normales à une surface (n"" 4-41). Par suite, si l'on envisage une surface réglée quelconque formée avec les droites de la congruence, les plans tangents à cette surface aux deux points focaux de l'une quelconque de ses génératrices seront nécessairement rectangulaires.
Si l'on applique cette remarque à la surface réglée engendrée par MK quand le point M décrit la courbe AB, on reconnaîtra immédiatement que le second point focal de MR est le point où le plan tangent à la surface réglée est perpendiculaire au plan tangent en M. C'est donc, d'après ce que nous avons établi, le centre de courbure géodésique de AB.
Ainsi, lorsque des droites sont normales à une surface (2") et forment une congruence dont la surface focale est constituée par les deux nappes de la surface des centres de courbure de (2), les arêtes de rebroussement des développables que Von peut obtenir avec ces droites engendrent deux familles de géodésiques situées respectivement sur les deux nappes de la surface des centres. Les courbes parallèles qui coupent à angle droit l'une de ces familles de géodésiques ont leurs centres de courbure géodésique situés sur l'autre nappe de la surface dès centres.
Cette proposition si générale, sur laquelle nous reviendrons plus loin, permet de démontrer directement l'un des beaux théorèmes que la Géométrie des surfaces doit à M. Weingarten. Pour le moment, nous en déduirons seulement le corollaire suivant.
Nous avons considéré les géodésiques normales à AB. Dans le plan et, par conséquent, pour les surfaces développables, la définition de la courbure peut se rattacher au point d'intersection de deux géodésiques normales infiniment voisines. On n'obtiendrait rien en essayant, pour une surface quelconque, une généralisation dans cette voie; car, en modifiant la définition de la surface à une
distance finie de la courbe AB, on change complètement le cours et les intersections successives des lignes géodésiques. Mais on peut opérer de la manière suivante.
Traçons {fig> 58) les géodésiques successives MH, M'H', . . . , normales à la courbe AE, et là tangente MK en M à la géodésique MH. Si l'on mène à la seconde géodésique M^H' une tan-
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gente PI dont le point de contact sera choisi par la condition qu'elle rencontre MK, il est clair que le point d^ intersection C des deux droites sera le centre de courbure géodésique de Varc MM'. Car, dan» la congruence formée par les tangentes aux géodésiques, le point G, étant l'intersection de deux droites infiniment voisines, sera le second point focal de MR.
Quand la surface devient plane, la construction précédente se réduit à celle qui donne le centre de courbure par l'intersection de deux normales infiniment voisines (*).
Si l'on construit les diff'érentes géodésiques M'H' voisines de MH, le lieu du point P relatif à chacune d'elles sera évidemment celle des courbes conjuguées de toutes ces géodésiques qui passe au point M.
( ' ) Cette construction du centre de courbure géodésique est due à M. Beltrami. Voir le Mémoire intitulé Ricerche cli Analisi applicata alla Geometria {Journal de Rattaglini, t. II; 1864 ).
LA COURBURE GEODESIQUE. Ï2I
Dans le cas d'une ligne de courbure, cette conjuguée des géodésiques normales coïncide avec la ligne de courbure elle-même. Nous avons donc le théorème suivant :
Le lieu des centres de courbure géodésique d^ une ligne de courbure est celle des développées de cette courbe qui est V enveloppe des normales à la courbe situées dans le plan tangent à la surface, ou, ce qui est la même chose, qui est V arête de rebroussem,ent de la développable enveloppée par les plans tangents à la surface en tous les points de la ligne de courbure.
638. Si la ligne de courbure a son rayon de courbure géodésique constant, la développée précédente devra se réduire à un point et, par conséquent, la ligne de courbure devra être située sur une sphère coupant la surface à angle droit.
Cette dernière conséquence a été déjà signalée par M. Ribaucour ('). Elle a permis à cet habile géomètre de donner une solution géométrique d'une question déjà résolue analjtiquement par M. O. Bonnet ( -) : Déterminer toutes les surfaces pour lesquelles toutes les lignes de courbure ont leur courbure géodésique constante.
Il résulte, en effet, de la remarque faite par M. Ribaucour que les lignes de courbure de chaque famille devront être sur une série de sphères coupant la surface à angle droit. Comme les sphères qui contiennent deux lignes de courbure appartenant à des familles différentes se coupent nécessairement à angle droit, nous aurons en premier lieu à résoudre le problème suivant :
Déterminer deux familles de sphères jouissant de la propriété que chaque sphère de Vune des familles coupe à angle droit toutes celles de Vautre.
On connaît la solution de cette question et l'on sait que^ par une inversion réelle, on peut toujours amener l'une des familles à être composée, soit de sphères concentriques ou de plans parallèles.
(') Ribaucour, Sur la théorie des surfaces {Bulletin de la Société philomathique, p. 24; 1870).
(*) O. Bonnet, Mémoire sur la théorie des sur/aces applicables {Journal de l'École Polytechnique, XLÎI' Cahier, p. 182 et suivantes; 1867).
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soit de plans passant par une droite. Dans le premier cas, la surface, étant coupée à angle droit par une série de sphères concentriques ou par une série de plans parallèles, ne peut être qu'un cône ou un cylindre. Dans le second cas, la surface, étant coupée à angle droit par tous les plans qui passent par une droite, est nécessairement une surface de révolution, admettant cette droite pour axe. Nous avons donc le résultat suivant :
Les seules surfaces dont toutes les lignes de courbure aient leur courbure géodésique constante sont les surfaces de révolutlonj les cônes, les cylindres et les transformées de ces surfaces par inversion.
639. Nous aurons, dans ce qui va suivre, à nous appuyer sur le théorème de Green qui donne la transformation d'une intégrale curviligne en une intégrale double. Nous allons d'abord présenter quelques remarques sur ce théorème et ses applications à la théorie des surfaces.
Considérons une portion de surface à connexion simple, limitée par un contour AA^BB^ {fi^* ^9)*> ^^ soit
{Mdu-^^dv)
une intégrale relative à ce contqur, que l'on supposera parcouru dans le sens de la flèche.
Supposons que les fonctions M et N de u et de p restent finies, uniformes et continues et qu'elles admettent des dérivées pour tous les points à l'intérieur du contour. Le théorème de Green nous apprend que l'intégrale simple précédente peut être remplacée par une intégrale double relative à toute l'aire limitée par ce contour. Les remarques suivantes conduisent à ce résultat par la voie qui nous paraît la plus naturelle.
Le caractère essentiel d'une intégrale double, d'une fonction de surface, est évidemment le suivant : si l'on'décompose par des sections la surface en deux ou plusieurs parties, l'intégrale totale est la somme de celles qui sont relatives à ces diverses parties. Or il est aisé de voir que cette propriété appartient à notre intégrale curviligne; car, si Ton découpe l'aire en deux parties par la ligne AHB, l'intégrale relative au contour primitif A A'BB' est la somme
des intégrales relatives aux deux contours partiels AA'BHA, AHBB'A que Ton peut former avec AB. En continuant ainsi à effectuer des sections et à décomposer les contours, on verra que rintégrale primitive peut être remplacée par la somme des intégrales relatives à des contours infiniment petits, parcourus dans le
Fig. 59.
même sens que le contour primitif. Or il est très aisé de montrer que de telles intégrales curviligiiÊS sont proportionnelles à l'aire du contour auquel elles se rapportent.
Considérons, en effet, un contour infiniment petit mnp {fig- 60); nous commencerons par supposer que les courbes coor-
données qui se croisent dans son intérieur forment un système de mailles analogue à celui que l'on obtient dans le plan avec les coordonnées de Descartes. Alors les coordonnées u et v varieront infiniment peu dans i'intérieur du contour, et, si Uç,, v^, désignent les valeurs de ces coordonnées pour un point A de l'intérieur,
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les difTérences u — «o^ ^ — ^o seront infiniment petites pour tous les points à l'intérieur du contour. C'est ce qui n'aurait pas lieu si l'on employait, par exemple, des coordonnées polaires ayant leur pôle en A; i' désignant l'angle polaire, cette coordonnée prendrait toutes les valeurs possibles à l'intérieur du contour.
Puisque les différences u — Uq, v — Vq sont infiniment petites, on pourra développer M et N par la série de Tajlor. On aura
l'indice o indiquant les valeurs des fonctions pour le point A. Par conséquent, on aura
J{Mdu-^Ndi>)= Mo fdu-^{~\ r(u-u,)du-^(^^\ fii>^Vo)du
les termes non écrits n'ayant, on le reconnaîtra aisément, aucune influence sur le résultat final parce qu'ils sont infiniment petits par rapport à l'aire comprise à l'intérieur du contour.
La première, la deuxième, la quatrième et la sixième intégrale de la formule précédente sont évidemment. nulles quand on les étend à tout le contour. Il nous reste donc à examiner seulement les deux termes
r on a
( 7 ) / ( w — Uq) dv = — l {v ^- Vq) du ^ j l du dv y
l'intégrale double étant étendue à toute l'aire limitée par le contour. On peut donc écrire
Il suit de là que l'intégrale curviligne primitive peut être remplacée par l'intégrale double dont l'élément est le second terme
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de la formule précédente, et l'on a
C'est la formule de Green(').
La démonstration précédente est évidemment inférieure sous le rapport de la rigueur à celle que l'on donne habituellement et que Ton pourra consulter, par exemple, dans le Cours de M. Hermite (2)- mais elle offre l'avantage de bien faire saisir la raison de cette transformation si curieuse d'une intégrale simple en une intégrale double; elle nous montre aussi que, s'il existe des points où toutes les courbes coordonnées d'un système viennent se croiser, il faudra les entourer d'une petite courbe, et l'intégrale curviligne primitive sera égale à la somme des ijitégrales relatives à ces courbes infiniment petites, augmentée de l'intégrale double étendue à toute la portion de l'aire qui est extérieure à ces courbes.
640. Appliquons lé théorème de Green à l'équation qui donne le rayon de courbure géodésique
(q) ' — = dtii -{- r du -\- t'i dç.
(') D'après la manière même dont on a obtenu cette formule, on déterminera sans difficulté le signe qu'il faut donner, dans l'intégrale double, à rélémenl dudv. Il résulte, en effet, des équations (7) que, si l'on considère, par exemple, l'élément de surface compris entre les courbes de paramètres w, u-hdu, v, V H- dv, on a
du dv =^ - / {u dv — vdu),
l'intégrale curviligne s'appliquant au contour qui limite cette aire, parcouru dans le même sens que le contour primitif. De là on déduira facilement la règle suivante.
Définissons comme-sens positif sur chacune des courbes coordonnées le sens dans lequel augmente la coordpnnée qui demeure variable sur cette courbe. L'élément dudv devra être positif si, pour un point à l'intérieur de cet élément, la rotation qui amène la partie positive de la courbe de paramètre v du côté de la partie positive de la courbe de paramètre u est de même sens que la rotation autour du contour total; il sera négatif dyns le cas contraire.
(») Hermite, Cours autographié de la Faculté des Sciences, 3« édition, 8« Leçon: 1887.
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Nous aurons donc
/ dtM — / — = — j (r du -^ /'i di>),
les intégrales étant étendues à tout contour fermé. On a, d'ailleurs, en vertu de la formule (8),
On est ainsi conduit à la relation fondamentale
où l'on peut transformer le second membre, en employant l'expression delà courbure totale donnée au n° 496. On obtient ainsi la formule entièrement géométrique
p-fî-Jh
(»') /rfto-/ - = / /^:
l'intégrale double étant étendue à toute Taire comprise dans le contour et d(7 désignant l'élément de cette aire, pris avec le signe qui lui appartient (*).
Cette équation, où figure le rayon de courbure géodésique, a été donnée pour la première fois par M. Bonnet (2). Toutes les quantités qui j figurent sont parfaitement définies; w est l'angle de la tangente au contour supposé parcouru dans le sens direct avec l'axe des x du trièdre (T); le rayon p^ doit être considéré comme positif ou négatif suivant qu'il est porté dans le sens correspondant
à l'angle w 4- - ou en sens contraire. Elle ne peut cesser d'être
vraie que s'il est impossible de rapporter l'intérieur de l'aire à
(*) Voici comblent on déterminera ce signe. Soient A un point quelconque delà surface à l'intérieur de rfa et (T) le trièdre relatif à ce point. On peut considérer dz comme un petit élément situé dans le plan des xy de ce trièdre. Si l'on tourne, dans ce plan autour de l'origine et dans le même sens que sur le contour limite, il faudra donner à d<s le signe -f- ou le signe — suivant que la rotation se fera de Faxe des a? vers l'axe des y ou en sens contraire. C'est la règle suivie habituelle* ment, d'après Gauss et Môbius, pour fixer le signe d'une aire.
(») O. Bonnet, Mémoire sur la théorie générale des surfaces {Journal de l'École Polytechnique, XXXII» Cahier, p. 124; 1848).
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un syslème de coordonnées satisfaisant à toutes les conditions énoncées dans la démonstration du théorème de Green. Nous allons en faire différentes applications.
641. Considérons d'abord un triangle géodésique ABC (yZ^. 6 1). vSi le contour ne présentait pas les points saillants A, B, C, l'intégrale / <iw serait évidemment égale à 27:; car la tangente a fait un tour complet quand on revient au point de départ. Pour
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avoir la valeur de cette intégrale, il faudra donc retrancher de 27c les angles dont la tangente tourne en A, B, C, c'est-à-dire tt — A,
7: — B, Tc — C. Comme la courbure — est nulle en chaque point
du contour, la formule (11) nous donne
C'est le théorème célèbre de Gauss.
La démonstration précédente suppose évidemment que le triangle géodésique suffit à limiter une portion de la surface, ce qui n'a pas toujours lieu dans les surfaces à connexion multiple, telles que le tore. Mais on pourrait objecter encore que, peut-être, toutes les conditions indiquées pour l'application du théorème de Green ne se trouveront pas réalisées. Pour écarter toutes ces difficultés, on peut remarquer avec M. Bertrand que le théorème de Gauss est nécessairement vrai pour un triangle géodésique fini dès qu'il est établi pour un triangle infiniment petit. Si l'on décompose en effet, par des sections géodésiques, le triangle ABC en triangles plus petits, on reconnaîtra que l'égalité relative à ce
triangle résulte de l'addition de toutes celles qui se rapportent aux triangles partiels. Il résulte de cette remarque que le théorème de Gauss est toujours vrai dès que le triangle géodésique suffit, à lui seul, à limiter une portion continue de la surface, ne contenant aucun point singulier dans son intérieur; car toutes les conditions supposées dans la démonstration sont évidemment vérifiées pour des triangles suffisamment petits limitant une aire qui ne renferme aucune singularité.
La démonstration précédente s'applique également à un polygone dont les côtés sont des lignes géodésiques ; et elle nous montre que La courbure totale d'une portion de la surface limitée par un polygone dont les côtés sont des lignes géodésiques est égale à V excès de la somme des angles de ce polygone sur autant de fois le nombre tz qu^il y a de côtés moins deux. Au reste, cette proposition plus générale est un simple corollaire du théorème de Gauss et peut s'en déduire par la décomposition du polygone en triangles.
Il est inutile de faire remarquer que le théorème de Gauss peut être envisagé comme une belle généralisation de la proposition d'Albert Girard relative à l'aire du triangle sphérique. Si on l'applique, en effet, à une surface de courbure constante et égale à l'unité, on reconnaît immédiatement qu'il donne l'aire d'un triangle géodésique en fonction des angles de ce triangle; et l'expression ainsi obtenue est identique, comme il fallait s'y attendre, à celle que l'on connaît depuis longtemps pour le triangle sphérique. Le même théorème, appliqué à une surface de courbure constante mais négative, nous montre que, dans toute surface de ce genre, la somme des angles d'un triangle géodésique est inférieure à deux droits, et que le déficit mesure précisément l'aire du triangle géodésique. Nous aurons l'occasion de revenir sur ces remarques.
642. Nous allons maintenant indiquer une application d'une nature toute différente, qui nous conduira à une expression nouvelle de la courbure géodésique. Soit AB {fig. 62) un arc de courbe quelconque; menons les géodésiques AC, BC tangentes en A et B. Nous formerons ainsi un contour ABC auquel 6n pourra appliquer là formule générale.
En raisonnant comme dans le cas du triangle géodésique, on trouve
Cddi = A + B-f-G-7c = - BGH,
et, par conséquent, la formule (lo) nous donne ici
Fiff. 62.
Si nous supposons Tare AB infiniment petit, l'intégrale double du second membre est du troisième ordre, comme l'aire du triangle ABC. On a d'ailleurs, en négligeant les infiniment petits du second ordre.
r^ds _ ds
p^A désignant le rayon de courbure géodésique en A. Il vient donc (.3) — =-BCH,
le rayon de courbure étant, d'après nos conventions, considéré comme positif lorsqu'il sera dirigé du côté de G.
L'angle BGH de deux géodésiques tangentes infiniment voisines a reçu de M. Liouville le nom à''angle de contingence géodésique (^). On voit que son expression, tout à fait semblable à celle que l'on emploie dans la théorie des courbes planes, nous fournit une définition nouvelle de la courbure géodésique. Gette
(') Liouville (J.), Sur la théorie générale des surfaces {Journal de Liouville, t. XVI, p. i3o; i85i).
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définition, que Ton peut d'ailleurs établir directement, permet de rattacher la formule générale de M. Bonnet à celle de Gauss : il suffira de remplacer chaque courbe par un polygone circonscrit formé d'un nombre illimité de lignes géodésiques.
Comme on a, en négligeant seulenient les termes du troisième ordre,
on pourra substituer à la relation (i3) la suivante
(14) ^ (-1- + -!-)=- BGH,
dans laquelle les erreurs commises sont seulement de l'ordre de ds^.
643. Il ne nous reste plus, pour achever l'étude de la courbure géodésique, qu'à faire connaître une formule élégante, due à M. Liouville, qui permet d'exprimer la courbure totale de la surface au moyen des rayons de courbure géodésique des courbes coordonnées.
Supposons l'élément linéaire donné par la formule
(i5) û?52 = A2c?M2-H2AGcosatf?w«?ç'^-G2c?t^2.
Nous avons obtenu, pour les courbures géodésiques des lignes coordonnées, les expressions suivantes [II, p. 891]
, ^, Ça dn A dm-
(16) — = — H-n, -— = — --hr.
Si l'on porte les valeurs de r, /^ déduites de ces équations dans l'expression (i 5) de la courbure [II, p. 364], on aura
ACsino( _ d / k_\ _ à_ / C \ _^ ^*^^ RR' ~~dv\pgu/ du\pgj'^âu
dudv
C'est la formule de M. Liouville (* ). Dans le cas des coordonnées rectangulaires, elle est susceptible d'une transformation élégante.
C) On la trouvera dans l'article que nous venons de citer.
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Eflectuons les dérivations et remarquons que l'on a
dA _ — AC ^ _ A5 .
àv ~ Pffu ' au ~ p^^,'
en remplaçant les dérivées de A et de G par ces valeurs et divisant par AC, nous -trouverons
RR' Cd, Xdu p|„ p2/
ou encore, en désignant Adu^ Cdv respectivement par (?^„, dSi,^
^ ^ RR' ^>^. as,, ~ p2^ p|/
La courbure totale de la surface se trouve ainsi exprimée d'une manière entièrement géométrique, en fonction des courbures géodésiques de deux courbes coordonnées appartenant à un système orthogonal et de leurs dérivées par rapport à la normale.
M. Bertrand a montré que la formule de M. Liouville résulte immédiatement du théorème de Gauss.
Appliquons, en effet, la formule générale de M. Bonnet au quadrilatère curviligne formé par quatre lignes coordonnées (w), (« +. Ai^), ((^), {v H- Ap) {fig. 63). On aura d'abord
diii = 21: — (tt — M') — (tt — P') — (tc — P) — (tt — M),
M, M', P, P' désignant les angles intérieurs du quadrilatère. MM'P'P. Si a désigne l'angle des lignes coordonnées, on aura évidemment
I d(xi = A„(,a,
^uv désignant, selon l'usage, la différence seconde de a lorsque u et V reçoivent respectivement les accroissements Aw et Ac
/ds — étendue à tout le contour.
On aura
rds r^' A du r^Gdv r^'kdu r^Cdi>
J 9e ~Jh P« ^Àr 9^ Jp P'* du P«/
c'est-à-dire
rds ^ r^^kdu ^ r^Cdç
et, par conséquent, la formule de M. Bonnet nous donnera
l'intégrale double étant étendue à tout l'intérieur du quadrilatère. Si Au et A(^ deviennent infiniment petits, cette formule se réduit évidemment à celle de M. Liouvîlle.
Fig. 63.
v+Avi
Hu+Au)
Nous allons indiquer quelques applications. Supposons d'abord
que les lignes coordonnées soient toutes des géodésiques;
seront nuls et l'on aura, pour l'expression de la courbure.
AC sina _ ()-a ^'^^ RR' ^ ôû~ch^'
Si l'élément linéaire de la surface a été ramené à la forme
( 20) ds- —- du- ■+- dv' -h 7. du dv- cos oc,
oa aura
du
Ov
et, par conséquent,
sina d'^%
RR' ôudv
La forme (20) de l'élément linéaire, sur laquelle nous aurons roccasion de revenir, offre quelque intérêt au point de vue géométrique ; si Ton fait croître les variables u el<^ par degrés égaux, on obtient une division de la surface en losanges infiniment petits dont les côtés sont tous égaux, mais dont les angles sont variables. Considérons, avec M. Tchebj'chef (* ), une étoffe formée par deux systèmes de fils croisés à angle droit. Si l'on admet, avec l'éminent géomètre russe, que, dans toute déformation de l'étoffe, le point d'intersection de deux fils rectangulaires quelconques n'est pas changé, mais que Pangle seul de ces deux fils a pu varier, il est clair que l'élément linéaire de la surface formée par l'étoffe, primitivement défini par la formule
prendra, par la déformation de l'étoffe, ,1a forme
ds- = du- ~ di>- -h 2 cos a du dç,
où a sera une fonction quelconque de a et de i^. Ainsi, d'après les idées que nous venons d'exposer, il faudrait, pour habiller une surface, résoudre le problème de Géométrie suivant :
Ramener, par un choix convenable des courbes coordonnées , r élément linéaire de la surf ace proposée à la forme (20).
644. Revenons maintenant au théorème de Green et supposons que plusieurs courbes soient nécessaires pour limiter la portion de surface que l'on considère. Ce cas peut se présenter pour les surfaces les« plus simples, comme le plan, la sphère, etc. Par exemple, on peut considérer {fig. 64) la portion d'une surface comprise entre la courbe (A) et les courbes (B) et(C). On suivra, dans ce cas, la méthode bien connue et l'on fera des sections qui nous ramèneront à l'hypothèse examinée en premier lieu. Ici, par
(') TcHEBYCHEF, Sur la. coupe des vêtements {Association française pour l'avancement des Sciences. Congrès de Paris, p. i54;.i878).
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exemple, nous joindrons par des traits a^ el os les courbes (A) el (B), (B) et (C), transformant ainsi la portion de surface considérée en une aire à connexion simple; puis nous suivrons le contour total apySeÇvieSSj^axXa, dans un sens ou dans l'autre, par exemple de manière à laisser toujours l'aire à notre gauche. Les chemins ap, 8î étant parcourus deux fois en sens contraire, les valeurs de Tintée^rale
{Udu-h^dv)
relatives à ces portions du contour se détruiront si, conformément à l'hypothèse, les fonctions M et N sont uniformes; et il restera
Fig. 64.
feulement à étendre l'intégrale précédente aux trois courbes (A) (B), (C), parcourues chacune dans un sens tel que Taire considérée soit toujours à la gauche du mobile. On aura donc, en répétant la démonstration que nous avons donnée plus haut,
du ->^Y^ dv
im-
'dv )
du dv ,
le signe \] indiquant que l'intégrale du premier membre doit être
étendue à toutes les courbes limites. Et, s'il existe, à l'intérieur de l'aire, des points pourlesquels les conditions deconlinuité ne soient pas satisfaites, on les isolera par une courbe que l'on joindra à celles qui limitent la région considérée.
Faisons l'application à la formule qui donne le rayon de cour-
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bure géodésiqtie*, nous aurons
les signes ^ <^t / ayant la même signification que précédemment.
64o. Dans le cas où la surface n'a pas de limites et où les conditions que nous avons énoncées sont remplies en chaque point de la surface, on aura
C'est ce qui a lieu, par exemple, pour le tore engendré par un cercle tournant autour d'un axe situé dans son plan mais ne le rencontrant pas. Si l'on rapporte cette surface au système formé par les méridiens et les parallèles, toute région infiniment petite de la surface sera traversée par le réseau de ces lignes comme une région du plan l'est par des droites parallèles à deux axes coordonnés. La courbure totale du tore sera donc nulle. On peut confirmer ce résultat en considérant successivement la portion convexe et la portion à courbures opposées de la surface. La portion convexe, par exemple, est limitée par les deux parallèles extrêmes de la surface. Pour chacun d'eux, on a évidemment
rds
et, par conséquent, cette portion convexe a pour courbure 4'^^- Quant à la courbure de l'autre portion, elle est exprimée par des intégrales étendues aux mêmes contours, mais dont tous les éléments sont égaux et de signe contraire à ceux des intégrales précédentes. Elle est donc égale à — 4"^ et la courbure totale est nulle.
Une sphère, un ellipsoïde ont évidemmient une courbure totale égale à ^tz. Les remarques précédentes nous conduisent par suite à cette conclusion qu'il est impossible de rapporter ces surfaces à des systèmes de coordonnées permettant de découper chaque région de la surface en mailles rectangulaires. Et en effet, quel que soit le système de coordonnées employé sur une sphère, il y aura toujours, dans l'application de la formule générale, des points ou des
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lignes à isoler. Si Ton rapporte, par exemple, la sphère au système formé des méridiens et des parallèles, il faudra isoler les deux pôles; si Ion emploie les coordonnées elliptiques, il faudra isoler les quatre foyers, etc. Mais on peut appliquer la formule générale à la zone comprise entre deux parallèles de colatitudes 8q et hi . On aura, pour le premier parallèle,
/ duj = o.
rds
— 1 = 1T. COSOo
et, pour le second,
rds
— 1 — = — 9. r cos
La formule générale deviendra
(25) 2r^COSf)o— COSeiJ= / I ^,
ce qui est bien d'accord avec les résultats connus.
646. Nous doDoerons. en terminant, une transformation de la formule générale qui permet d'éliminer la courbure géodésique. Nous avons vu (n° 631) qu'étant donné un arc de courbe MM', si l'on porte sur les normales géodésiques des longueurs infiniment petites ).. la variation de cet arc a pour expression
^*ivi' r^\ds
Si nous appliquons cette formule à un contour fermé et si nous supposons /. constant et égal à o^, elle nous donnera
s désignant l'arc de la courbe et l'ioLégrale étant étendue àtoutle contour. L'emploi de cette relation permet d'écrire la formule (24) A sous la forme -^
Mais il importe de remarquer que, d'après la convention relative au signe de 0^, la longueur constante on doit être portée sur
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la portion des normales géodésiques du contour dirigée vers V intérieur de l'aire^ si le contour est supposé parcouru dans le sens direct. Pour définir d'une manière tout à fait précise le sens direct, il suffit d'imaginer un observateur placé sur la surface du même côté que la partie positive 0^ de l'axe des z du trièdre (T). Le sens direct sera celui dans lequel cet observateur suivrait les diverses parties du contour en laissant toujours à sa gauche l'aire considérée.
Les intégrales / d<ji qui figurent dans la formule (27) sont
étendues aux différentes courbes qui forment le contour. Soit (C) l'une de ces courbes: si elle n'a aucun point saillant, l'intégrale correspondante sera évidemment un multiple de 27r, puisque, après un tour complet, les lignes trigonométriques de w reprennent la même valeur ; si , au contraire, Ja courbe est brisée, on aura
d(M = ihr. — I.^,
h étant entier et 2Q désignant la somme des angles Q dont la tangente tourne brusquement à chaque point saillant.
647. Les propriétés que nous venons de faire connaître successivement se ramènent en dernière analyse au beau théorème de Gauss sur la courbure du triangle géodésique. Il est naturel de se demander si ce théorème constitue une propriété caractéristique des lignes géodésiques. La réponse à cette question n'offre aucune difficulté.
Reprenons la formule (9) qui donne le rajon de courbure géodésique et qui conduit à l'équation
<-> l'-ffrJI
RR
où les intégrales simples et double ont la signification plusieurs fois rappelée. Le théorème de Gauss et la formule plus générale de M. O. Bonnet reposent sur l'équation
d^ HR'
que l'on déduit de la précédente en supposant que le contour est
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exclusivement formé de lignes géodésiques. La question que nous avons maintenant à nous proposer est donc la suivante : Est-il nécessaire , pour que V équation (29) ait lieuj que le contour soit formé de lignes géodésiques? Or, si nous comparons cette équation (29) qui doit avoir lieu à la relation (28), qui est absolument générale, nous reconnaissons qu'elle équivaut à la suivante
(30) rf^=o.
où l'intégrale est étendue à tout le contour. Cette condition est
évidemment vérifiée si — est nul en chaque point du contour,
c'est-à-dire si le contour est formé de lignes géodésiques; mais elle aura lieu encore dans le cas bien plus général où toutes les courbes qui composent le contour satisferaient à l'équation du second ordre
('3 0 — =f/cp(i/, 0,
cp étant une fonction arbitraire assujettie à l'unique condition d'avoir une valeur bien déterminée en chaque point de la surface. Nous sommes donc conduits à la conclusion suivante.
Le théorème de Gauss ne constitue nullement une propriété caractéristique des lignes géodésiques; il est encore vrai pour toutes les courbes qui satisfont à l'équation (3i), c'est-à dire pour lesquelles l'angle de contingence géodésique est la différentielle exacte d'une fonction de point.
'C'est ainsi que, si l'on considère dans le plan les courbes qui satisfont à l'équation différentielle
ds , .
X et y désignant les coordonnées cartésiennes, la somme des angles d'un triangle curviligne quelconque formé avec trois de ces courbes sera égale à deux droits.
Plus généralement, si l'on considérait une intégrale double quelconque
— — - ) au clv
ôv ou
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et les courbes satisfaisant à réqnalion différentielle
l'intégrale double, étendue à tout polygone formé de ces courbes, s'exprimerait en fonction de la somme des accroissements que prend la fonction cp quand on passe d'un côté du polygone au suivant. Ces remarques n'ont peut-être pas d'importance pratique; mais elles font mieux comprendre les méthodes précédentes (').
(') Darboux, Sur une série de lignes analogues aux lignes géodésiques {Annales de l'École Normale, t. VIÏ, i" série; 1870).
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LES CERCLES GÉODÉSIQUES
Nouvelle application dit théorème de Greeo ; généralisation du théorème des projections. — Expression analytique du rayon de courbure géodésique dune courbe définie de la manière la plus générale par une équation quelconque en coordonnées curvilignes. — Étude des courbes (F) qui sont définies par cette propriété qu'en chacun de leurs points la courbure géodésique soit une fonction donnée à l'avance des coordonnées du point. — Équation du second ordre au moyen de laquelle on les détermine. — On peut, comme dans le cas des lignes géodésiques, ramener la détermination de ces courbes à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. — Propositions et propriétés de maximum ou de minimum analogues à celles des lignes géodésiques. — Des cercles géodésiques, c'est-à-dire des courbes dont la courbure géodésique çst constante. — Détermination des cercles géodésiques pour toutes les surfaces applicables sur des surfaces de révolution. — Propriétés relatives à la courbure géodésique dans les systèmes isothermes. — Systèmes orthogonaux composés de deux familles de cercles géodésiques. — Cas des surfaces t^ courbure constante.
Considérons un faisceati de courbes (cp) représenté par
l'équation
(p(M. p) = const.
et une courbe fermée (A) {Jig. 65), Calculons, en chaque point de (A), Tangle 8 de la courbe (A) et de la courbe (<p)qui passe en ce point, supposées l'une et l'autre parcourues dans le sens indiqué par les flèches. Si l'élément linéaire est donné sous la forme de Gauss, on aura
(i) cosO = ^-^ »
^ ' ds ùs
les symboles delose rapportant respectivement à la courbe (A) el à la courbe (^). On aura donc
do ^ do ^
-^ ÙU -+- ^^ ùv = o,
ou âç
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et, par conséquent.
tu
5^ H v/Ac5
do Iv du
Ts ''
H /Ao
H désignant le radical y/EG — F- et Acp étant le paramètre différentiel déjà rencontré dans la théorie des lignes géodésiques. Le radical aura son signe déterminé par la condition que les valeurs
Fi g. 65.
de (ju^ ôp» correspondent au sens marqué par les flèches sur les courbes (cp). En portant les valeurs de S<<, Zv dans l'expression de cos8, on trouvera
i.-^ ^ _ F ^ G ^ — F -"^ " ôv ')u , du dv ,
as cos8 = ~z — du t=z — av.
ou, plus simplement
ds cos6 =:= H ^_^ du - H ^^^T- dv.
Par suite, l'intégrale
cosO d:i
étendue au contour (A) sera égale, d'après le théorème de Green,
à l'intégrale double
\ Ou
du dv,
étendue à toute l'aire limitée par le contour.
CHAPITRE VI
D'autre part, d'après la démonstration même que nous avons donnée de ce théorème, la même intégrale curviligne sera égale à la somme des intégrales analogues relatives à chacun des contours infiniment petits dans lesquels on peut résoudre le contour (A). Prenons pour un de ces contours celui qui est formé {^fig- 66)
Fi g. 66.
par deux courbes infiniment voisines ((p), (cp + d(û) et par deux de leurs trajectoires orthogonales infiniment voisines. Soit MM'FP ce contour, qui sera parcouru dans le sens indiqué par les lettres. On a évidemment
^.çcos6 = MM',
MM'-PP
Si Ton emploie l'expression de la courbure géodésique donnée au n° 63o, on trouvera
MÂf.MP
i\IM'— PP' =
p^ désignant le rayon de courbure de la courbe (cp) au point M, rayon qui sera considéré comme positif seulement s'il est porté dans le sens MP. D'ailleurs, comme MM'.MP représente l'aire ch comprise à l'intérieur du contour MM'P'P, on peut écrire la relation
Jf ds cos 0 = / / î (A) J^ (
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qui donne une nouvelle expression de l'intégrale curviligne étendue au contour (A).
Si nous l'égalons à l'expression déjà trouvée, nous obtiendrons la relation
où les deux intégrales doubles sont étendues l'une et l'autre à la même aire. Comme cette aire est d'ailleurs limitée par un contour quelconque, il faut nécessairement que les éléments des deux intégrales soient égaux. On aura donc, en remplaçant d'à- par H du dv^ l'équation
qui fera connaître la courbure géodésique des courbes (cp). Cette formule élégante est due à M. O. Bonnet, qui l'a démontrée par d'autres considérations (^).
La formule (5), qui résulte delà méthode précédente, peut être considérée comme une généralisation du théorème des projections. Supposons, en effet, que les courbes (cp) deviennent des droites parallèles dans le plan. On aura, pour tous les points de l'aire, p^= 00 et, par suite,
Jf ds cos6 = o, (A)
ce qui constitue l'expression analytique du théorème des projections.
•. On peut faire reposer sur l'équation (6) la théorie des courbes dont la courbure géodésique est une fonction quelconque donnée à l'avance, F(w, r), des coordonnées u ei v du point de la courbe. Ces courbes sont définies par l'équation différentielle
(•) 0. Bonnet, Mémoire xur l'emploi d'un nouveau système de variables dans l'étude des propriétés des surfaces courbes {Journal de Liouvilte, ■2' série, t. V, p. 164 ; 1860).
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du second ordre
(7) F{u, i>)ds =z,doj -T- r du -^- ri di>,
que l'on déduit immédiatement de l'expression connue du rayon de courbure géodésique. Elles comprennent comme cas particulier les courbes dont la courbure géodésique est constante, et elles donnent la solution d'un intéressant problème de Calcul des variations. Il nous suffira, pour le montrer, de suivre la méthode que nous avons déjà employée (Livre V, Chap. IV) dans l'étude des lignes géodésiques. Pour abréger, nous désignerons sous le nom de courbes (F) toutes celles que nous venons de définir et qui satisfont à l'équation précédente ou, si l'on veut, à la suivante
Ps-
Soit
çp(a, ç) = const.
l'équation d'une famille quelconque de courbes (F). En adoptant l'expression (6) de la courbure géodésique, nous voyons que o devra satisfaire identiquement à l'équation aux dérivées partielles suivante
Or on peut toujours, et d'une infinité de manières, mettre le produit HF sous la forme (*)
HK(„..)=S-f.
Si l'on substitue cette expression dans l'équation (9) et si l'on désigne, pour abréger, par p' et g' les dérivées de <p, on mettra l'équation à intégrer sous la forme
('■) fj^-TP--*-^} + irA^^-^-^)^o.
(') Par exemple, on donnera M arbitrairement et l'on déterminera N par une quadrature.
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En introduisant une fonction auxiliaire 9 dont nous désignerons les dérivées par/? et q, on peut évidemment remplacer Téquation précédente par le système suivant :
(lît) H -^-yl =— N — ÛT, H \ ,'■ ^ M +/?.
^ ' dp ^ oq ^ .
Or ces deux équations ne contiennent (p que dans le rapport —, .
On pourra donc éliminer ce rapport et l'on sera ainsi conduit à l'équation du premier ordre pour 0
E(N4-y)^-2F(N + y)(MH-/>)H-G(M-T-/>r- _ ^^^' EG — F2 ""''
qui se réduit à celle que nous avons donnée pour les lignes géodésiques quand on y fait M = N = o.
Il suffît de se rappeler les résultats établis au Livre V (Chap. V) et l'on reconnaîtra immédiatement que l'équation précédente exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la différence
^52 — ( <^6 H- M du -\- .\ dvY,
considérée comme une fonction homogène de du et de dv^ soit un
carré parfait
(oLdu-^^dvf\,
il résulte d'ailleurs des formules (12) que ce carré aura pour
expression
Ao
Nous sommes donc conduits à la proposition suivante :
Pour obtenir toutes les familles de courbes (F), il suffira de déterminer une solution quelconque de V équation aux dérivées partielles {\Z). Cette solution ô étant trouvée, le carré de Vêlement linéaire pourra se mettre sous la forme
(U) û?A-2 = (û?e -+- M û?a 4- N dvy--^ (a c^ « -h ? dvy-,
et V équation différentielle
adu -\-^ dv — o
définira Vune des familles cherchées.
D. — in. 10
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En d'autres termes, le problème proposé est équivalent au suivant :
Mettre Vêlement linéaire de la surface sous la forme
(r.5) ds^ = (rfe -+- M d?tt -h N dv^ + a* d^\.
Les courbes 8i = const. seront celles qu'il s'agissait de déterminer.
650. Cette proposition est évidemment analogue à celle que nous avons donnée au n° 531, relativement aux lignes géodésiques. Elle donne lieu aussi à un grand nombre de conséquences, toutes semblables à celles que nous avons développées plus haut (Livre V, Chap. V). Nous allons les indiquer rapidement, sans apporter à cette étude autant de soin et de rigueur que dans le cas plus important des lignes géodésiques.
On peut démontrer d'abord, par l'application pure et simple de la méthode exposée au n° 532, que, si l'on a obtenu une solution ô de l'équation (i3) contenant une constante arbitraire a, on pourra prendre, dans la formule (i5),
et, par conséquent, l'équation générale des courbes (F) sera
Nous reviendrons plus loin (n** 651) sur ce sujet; et nous allons maintenant montrer comment on généralise les propriétés de minimum relatives aux lignes géodésiques.
Soit {¥') l'une des courbes (F) et soient A et B deux de ses points, suffisamment voisins. Si l'on considère toutes les courbes (K.) joignant ces deux points, pour lesquelles Vintésrrale
iUdu-h^dv)
a même valeur que pour la courbe (F'), celle de ces courbes dont rare compris entre A et B sera le plus petit possible sera précisément la courbe (F')
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Imaginons, en effet, que l'on considère la famille formée par toutes les courbes (F) qui passent en A et la fonction correspondante 0 dont les dérivées sont liées à celles de cp par les équations (12). On pourra mettre l'élément linéaire de la surface sous la forme
(17). ds^ = {d^ -^Mdu-hNdvy-h<T^d(f^.
Par des raisonnements analogues à ceux du n° 518, on montrera que l'on peut constituer autour de A une région telle que, par le point À et par un point B de cette région, il passe une seule courbe (F) située tout entière dans la région. On obtiendra cette région, par exemple, en portant sur toutes les courbes (F) une longueur égale ou inférieure à une limite /. Ce point étant admis, on peut répéter rapidement la démonstration du n°521.
Pour une courbe quelconque (K) joignant A à un point B de la région, l'arc s est donné par la formule
S = /(û?e -h M du -+- N fi?(^)2 4- a2 d(D^.
On a donc, si la courbe (K) est distincte de (F'),
s> {d^-\-Mdu-h^dv) ou
(18) 5>6b — eA4- r (Mdu-i-îidv);
et, si la courbe (R) se confond avec (P),
î'=Y* (rfe-i-Mrfa-hNrft') = 63— BaH- r (Mdu^Ndv).
Mais, par hypothèse, nous ne considérons que les courbes (K) pour lesquelles l'intégrale
(20) f iM.du-+-Ndv)
a la même valeur que pour la courbe (F'). La comparaison de
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l'inégalité (18) el de l'équation fig) nous donne donc
et la proposition que nous avions en vue est ainsi démontrée.
On peut déduire des formules précédentes une autre conséquence. N'assujettissons plus l'intégrale (20) à avoir une valeur déterminée, mais considérons, parmi les courbes (K) réunissant les points A et B, celles qui ont la même longueur que (F'). On aura alors
et la comparaison des formules (18) et (19) montre alors que rin-
tégrale
du -h xN dv)
sera plus grande pour la courbe {¥') que pour toute autre courbe de même longueur réunissant les points A et B.
On peut donner une forme différente à ces résultats. Menons par les points A et B une courbe fixe quelconque ADB {fig- 67).
L'intégrale (20), relative à toute autre courbe AHB unissant les mêmes points, ne diffère que par une constante de celle qui est relative au contour entier AHBDA. Or l'intégrale curviligne relative à ce contour fermé peut être remplacée par l'intégrale double
étendue à toute Taire que limite le contour. On peut donc transformer comme il suit les propositions précédentes :
Soient A et ^ deux points suffisamment voisins, pris sur une courbe (F), et ADB une courbe fixe, mais quelconque, unissant les deux points. La courbe (F) est la plus courte parmi toutes
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celles qui unissent les mêmes points et donnent à V intégrale ù la valeur qu^ elle prend dans le cas de la courbe (F). On peul dire aussi que^ parmi toutes les courbes de même longueur unissant les deux points, la courbe (F) est celle pour laquelle V intégrale û est maximum,
651 . Nous sommes maintenant en mesure de résoudre les deux questions suivantes :
Étant donnée une courbe quelconque ADB, trouver, parmi les courbes AHB joignant ses extrémités et pour lesquelles une certaine intégrale double
(21) Û= C r(^^—^\dudv^ f ChF(u v)dudv,
étendue à Vaire ADBHA, a une valeur donnée y celle qui est la plus courte;
ou encore
Trouver parmi toutes les courbes de mêm,e longueur unissant les points h et B celle pour laquelle V intégrale double précédente est maximum.
On cherchera toutes les courbes dont le rayon de courbure géodésique est déterminé par la formule
où k désigne une constante arbitraire. On construira celles de ces courbes qui passent par les points A et B; et l'on déterminera la constante k par la condition que l'intégrale double ù dans la première question, ou la longueur de l'arc dans la seconde, ait la valeur donnée a priori. Les courbes obtenues donneront la solution cherchée. Gela résulte presque immédiatement des propositions établies. La règle précédente est d'ailleurs celle à laquelle conduit l'application régulière des méthodes du Calcul des variations. Le lecteur rétablira aisément le calcul que nous omettons ici. Nous allons indiquer seulement comment on pourra déterminer les courbes et exprimer les conditions indiquées.
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On écrira d'abord l'équation aux dérivées partielles
(23) G(/?-hA-M)2— 2F(/>-+-A:M)(^H-A:N)-hE(5r-f-A:N)«=EG — F»,
que l'on obtient en remplaçant M, N par ÂrM, A-N dans Péquation (ï3).
Supposons que l'on en connaisse une solution 9 contenant la constante arbitraire a. On pourra mettre l'élément linéaire de la surface sous la forme
(24) rf5«=[é^0 + ^(Mrfw-hNû?t')]*-h(T«rf6f.
Suivant la méthode du n** 532, difFérentions en faisant varier seulement les constantes a et k. Nous aurons
{d^ -h k{m du-^N dç)]\d^ha 4- (d^ -+-. M du -h fi dA U]
La différentielle û^O^, considérée Comme fonction de du et de dç^ doit diviser la première ligne. Gomme elle ne peut diviser le premier facteur, elle doit nécessairement diviser le second, et cela, quels que soient 8a, hk. En répétant le raisonnement du numéro cité, on pourra prendre
da
et il restera l'équation nouvelle
(25) rf^ _HMrfM-+-N^p= Xrf^,
dk da
où \ désigne un facteur de proportionnalité. On en déduit la conséquence suivante.
Si l'on se déplace sur une des courbes intégrales (ôi = const.)
entre deux points A et B, j- demeurera constante. On aura donc
d^. -h M <iM 4- N <ip =i 0
dk
et, par suite,
L'intégrale simple qui figure dans le premier membre est égale
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à Û — /, / étant une constante connue. On a donc
On aura Je même, s désignant l'arc AB,
s= f [d^-+- A-(M du -h N dç)] = f (d^ — k d^\ ou encore
Ces expressions de 5 et de Q permettront d'écrire simplement les équations de condition qui se présentent datis les deux problèmes proposés plus haut.
652. L'application la plus intéressante des propositions générales précédentes se rapporte au cas où l'intégrale double Q est celle qui donne l'aire d'une portion de la surface. On doit alors déterminer M^et N par l'équation
(.8) H=v/ËG^rF=^-f,
du dv
et la formule (22) nous donne
Les courbes correspondantes ont leur courbure géodésique constante. Nous les nommerons, pour abréger, des cercles géodésiques (♦). Des résultats qui précèdent nous déduisons les corollaires suivants :
Parmi toutes les courbes de même longueur unissant deux
(') Quelques auteurs, au contraire, appellent cercles géodésiques les courbes que l'on obtient en portant des longueurs constantes sur toutes les géodésiques passant par un point. Gomme le cercle, ces courbes sont toujours fermées et elles coupent à angle droit tous leurs rayons géodésiques; mais elles n'ont pas, en général, leur courbure géodésique constante. Les lignes à courbure géodésique constante, auxquelles nous réservons ici le nom de cercles géodésiques, ne sont fermées que sur les surfaces à courbure constante. Le lecteur l'établira en cherchant l'équation approchée d'un cercle géodésique de courbure infiniment petite.
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points A el B, celle qui, jointe à une courbe fixe ADB {fi g- 67), limite la plus grande étendue de la surface est un cercle géodé si que.
Parmi toutes les courbes unissant les mêmes points et limitant une étendue donnée dé la surface, la plus courre est un cercle géodésique.
653. l^oLir donner au moins une application de la lliéorie générale qui piV'cède, nous allons monlrei que l'on peut déterminer les cercles géodésiques de toutes les surfaces qui sont applicables sur les surfaces de révolution (').
On a alors, pour l'élément linéaire, l'expression
et l'équation (10) devient
' ^ ^ Ou ÔV
On peut donc prendre
iM =r ,), N = Tcp ( II) du = 'l (u ).
L'équation à intégrer (v.o) prend la forriie
(3o, ,..^L£±Mill]: = ,.
Posons ici encore, comme au n*^ 579,
0 = av -T- ¥ {u)\ il viendra
ce qui donnera
(') Voii\ ù ce sujet, les deux articles suivants :
MiNDiNG, Zur Théorie der Curven hûrzesten Umrings, bel gegebenem Fldckeninhalt, auf krummen Flacheii {Journal de Crelle, t. LXXXVI, p. '279; 1878V ^
Darboux, Sur les cercles géodésiques {Comptes rendus, t. XCVI, p-^4; iSS.'O- S
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Si Ton différenlie par rapport à <?, on aura l'cqiialion générale (les cercles géodésiques
du
Dans le cas des surfaces à courbure constante et éi^ale à Tunilé,
on peul prendre
çp( z/) = sin ?/,
et l'on trouve, en ellectuant la quadrature,
y/f H- /<:2 — «2 sin((j — i'„) s'mu -^- a cosw = k.
C'est l'équation que Ton obtient immédiatement si l'on suppose que là' surface soit une sphère de rayon i .
654. Nous terminerons ce Gliapilre en indiquant quelques propositions très simples relatives aux cercles géodésiques et aux systèmes isothermes.
Considérons d'une manière générale une surface rapportée à un sj'stème de coordonnées orthogonales, et soit
la formule qui donne l'élément linéaire. Si l'on désigne respectivement par p„ et p^, les rayons de courbure géodésique des arcs A du et Cdv^ on aura
Supposons d'abord que le système soit isotherme. On pourra prendre
et il viendra
^ ^^ Pp X2 au ' p„ ^ X2 ov '
d'où l'on déduit
(35) APitZ + \?±l = o.
du dv
En divisant par "k et posant
dsu =1 du, dsv = X dv,
I I ÔX
p, ~ AC du '
pu AC dv
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on peut donner à cette équation la forme suivante
\pu) ^ XpJ
qui est entièrement géométrique et qui exprime que les dérivées des courbures géodésiques des deux courbes coordonnées suiyant la tangente sont égales au signe près.
Cette propriété, il est aisé de le reconnaître, caractérise les systèmes orthogonaux et isothermes; car, si l'on remplace dans l'équation précédente dsu par kdu^ ds^ par Cdv^ pu et p,, par leurs expressions (33), il vient
Ipgp =o;
dudv ^C d'où l'on déduit
équation caractéristique des systèmes isothermes.
L'équation (36), rapprochée de la remarque précédente, donne naissance aux deux conséquences suivantes :
1° Si une famille de courbes isothermes est composée de cercles géodésiques, il en est de même de la famille' isotherme formée par les trajectoires orthogonales.
Supposons, en effet, que cette famille soit formée par les courbes de paramètre t». Alors p^ sera une fonction de t»; on aura
lia).
du et la formule (35) nous donnera
dv Donc p„ sera une fonction de u, ce qui démontre la proposition,
2° Si des cercles géodésiques forment deux familles de courbes se coupant à angle droit, ces deux familles sont isothermes.
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En effet, l'équation (36) est alors vérifiée, et nous venons de démontrer qu'elle caractérise les systèmes isothermes.
Il nous reste à indiquer quelle est la forme de l'élément linéaire pour de tels systèmes. Posons
?v pu
Les équations (33) nous donneront
"fi) ,, <d ,,. ^
Ou ov
d'où, en intégrant, on déduit
(37) ^ = irH-
Ainsi réièment linéaire est exprimé par la relation
dont la forme sjeule suffît à établir qu'il n'existe pas, en général, sur une surface donnée a /?r/or/, deux familles orthogonales composées de cercles géodésiques.
655. Nous avons déjà déterminé (n® 638) les surfaces donl routes les lignes de courbure sont des cercles géodésiques. Nous signalerons ici encore une question non résolue, analogue à celle que nous avons proposée relativement à l'élément linéaire de M. Liouville : Rechercher toutes les surfaces dont r élément linéaire peut être ramené de diK>erses manières à la forme (38), c est'à'dire qui admettent plusieurs couples de familles orthogonalès composées de cercles géodésiques.
Au nombre de ces surfaces on doit trouver évidemment toutes celles dont la courbure totale est constante. Nous nous contenterons de rappeler ici une proposition qui a été démontrée par MM. O. Bonnet et Catalan :
Etant données deua: droites!) et A, polaires Vune de Vautre par rapport à la sphère, tous les cercles dont les plans passent par A coupent à angle droit les cercles dont les plans passent
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par D. Les deux familles de cercles orthogonaux ainsi déterminées sont les plus générales que Von puisse tracer sur la sphère.
On démontre immédiatement cette proposition au moyen du lemme suivant :
Quand deux cercles d\une sphère sont orthogonaux, le plan de chacun d^eux contient le pôle du plan de V autre par rapport à la sphère.
Ces systèmes orthogonaux composés de cercles ont déjà été employés aux n°* 206 et 207. On pourrait les retrouver ici en exprimant que l'élément linéaire (38) convient à une siirface dont la courbure est constante. On est ainsi conduit à une équation qui contient, en même temps que les fonctions U et V, leurs dérivées des deux premiers ordres et qui permettra de déterminer les expressions les plus générales de ces fonctions U et V.
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Du système de coordonnées polaires dans une surface quelconque. — Développement suivant les puissances de u de la courbure totale et de* la quantité X qui figure dans l'expression
ds' = du* -h X» dv^
de l'élément linéaire. — Distance géodésique de deux points quelconques. — Son carré est développable en série. — Calcul des prenfiiers termes de celte série. — Triangles géodésiques infiniment petits. — Théorème de Gauss. — Expression de la surface du triangle. — Application des résultats précédents à la détermination de quelques infiniment petits relatifs aune courbe quelconque tracée sur la surface. — Expressions de l'arc approchées jusqu'aux termes du cinquième ordre. — Étude d'une question posée par M. ChristofFel : recherche des surfaces pour lesquelles il y a, entre les six éléments d'un triangle géodésique, une ou plusieurs relations indépendantes des coordonnées des six sommets. — Travaux de MM. Weingarten et von Mangoldt. — Les surfaces à courbure constante sont les seules pour lesquelles il y ait plus d'une relation entre les six éléments; et le nombre de ces relations est égal à trois. — Les surfaces applicables sur des surfaces de révolution sont les seules pour lesquelles il y ait une relation, et une seule, entre les six éléments. — Démonstration de ce dernier résultat par la considération des triangles géodésiques infiniment aplatis.
656. Considérons toutes les géodésiques passant par un point G d'une surface donnée [fig* 68). Nous avons vu [II, p. 4^7] <l"e, dans une région suffisamment petite s'éteridant autour du point G, chaque point A de la surface est bien déterminé par sa distance géodésique u = AG au point G et par l'angle v que fait en G la géodésique GA avec une courbe fixe quelconque GH,. choisie pour marquer l'origine des angles.
On sait qu'avec ce système de coordonnées l'élément linéaire esil défini par la formule
0) ds^=du'--i-'kidv^,
et que la courbure totale de la surface a pour expression
^^^ RR' ~ \ du*'
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Si l'on porte des longueurs égales sur toutes les géodésiques passant en G, on obtient une courbe fermée entourant le point C. L'élément de l'arc de celte courbe a pour valeur
ds =^1 dv.
On voit donc que X doit devenir nul avec w, et, de plus, en assimilant la surface à un plan dans la région voisine du point C, on reconnaît que le rapport de X à w doit tendre vers l'unité
lorsque u diminue indéfiniment. Mais, pour établir ce point en toute rigueur et surtout pour obtenir des résultats plus complets sur la forme de \ nous devons donner quelques développeittents qui sont d'ailleurs nécessaires pour la suite. Soit
( 3 ) G?52 = E dpi -f- >. ¥ dpdq-hG dq*
l'expression de l'élément linéaire rapporté à un sj^stème de coordonnées quelconques /> et q. Si/?i, Çi désignent les coordonnées du point C, nous admettrons que E, F, G sont développables suivant les puissances de p — /;],, q — qi. Ges conditions sont évidemment remplies, avec une infinité de systèmes de coordonnées, pour toute région de la surface ne présentant pas de singularité. Pour plus de simplicité, substituons aux coordonnées/?, q les différences p — /?i, q — qi. De cette manière, les deux coordonnées du point Q deviendront nulles etEy F, G deviendront développables en séries of^données suivant les puissances de p et de q\ ces séries seront convergentes au moins tant que les modules de p et de q n' atteindront pas certaines limites déterminées.
Ges hypothèses étant admises, nous avons vu au n** 518
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[II, p. 4o8] que, si l'on trace une géodésique passant par le point (/?o, qo), les coordonnées/?, q d'un point quelconque de cette ligne sont définies par les équations
\ g-qo = q'-+- p/>'2+2py^'-h p^^'H-. . .,
où les coefficients ùl, a', a'', ..., p, P', P'', ... sont des séries, ordonnées suivant les puissances de po^ q^ et convergentes tant que les modules de ces variables sont inférieurs à des quantités déterminées. Quant aux quantités/?', q'^ elles ont pour expressions
8 désignant l'arc de la géodésique compté à partir du point initial (/?o, ^o)et(~j, \~Âj incliquant les valeurs initiales des
dérivées de /? et de ^ considérées comme fonctions de cet arc. Nous avons remarqué [II, p. 409] que l'on a
(6) E»/>'^-+-iF®/?''7'+G<>y'«=02,
E®, F®, G® étant les valeurs de E, F, G pour le point initial (/)o, qa)' D'après cela, les valeurs de /?, q données par les équations (4) doivent être regardées comme des séries ordonnées suivant les puissances des quatre variables /?o, q^^^ p\q\ séries qui sont convergentes quand les modules de ces variables sont inférieurs à certaines limites déterminées (^).
Ces résultats étant admis, supposons d'abord que le point (/>o, ^0) coïncide avec le point G; c'est-à-dire faisons
Alors la géodésique deviendra l'une de celles qui passent au point G, GB par exemple; l'arc 0 deviendra la variable que nous
(') Cette proposition résulte de la théorie des équations aux dérivées partielles. Car tes valeurs de 77 et de q données par les formules (4) peuvent être considérées comme des fonctions des trois variables /;„ q^y s définies par la double condition de satisfaire aux équations (16) du tonn,« II, p. 4o8, et de se réduire respectivement à ^, et à q^ pour « = 9. Il résulte alors de la théorie générale que les séries (4) seront convergentes pour des valeurs de p^, q^ et de s, c'est-à-dire de p' et de 9', dont les modules n'atteindront pas certaines quantités déterminées.
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ayons appelée «; et, si l'on suppose que CH soit la courbe de [)aramètre q passant en C, l'angle v sera défini par les formules déjà employées [I, p. i54]
^.„_ ^Ko/>'-l-Fo7'
où Eo, Fo) ^0 désignent maintenant les valeurs que prennent E, E, G au point G. Gomme on a aussi
Eo/>'--t- 2Fo/>'7'-f- Go7'-= it-,
on déduit des formules (7)
( Eo/>'-h Fo5''= /EoWco.sp,
( v/EoGo — F5 7'= v/Eo« sinç^.
(juant à p et à (/, ils s'expriment en fonction de /)' et de //' par les équations
p = p' -^- ap- H- ia' p' q' -\- a" q'--\- . . . ,
^•^^ ' q ^q'^hp"--y-).h'p'q-V^h"q'^
fjue l'on obtiendra en annulant dans les formules (i) les valeurs de /?o et de ^o-
Au moyen des équations (8) et (9), on peut exprimer p et y en fonction de a et de v et substituer les valeurs obtenues dans l'expression de l'élément linéaire de la surface. Si nous emploj'ons d'abord les formules (9), nous aurons des résultats tels que les
suivants
[ E = Eo -H e^p -\- e'o 7' 4- ... ,
[ G = Go-^à>•o/>'^-^o<7'^-•••; puis
\ dp =^dp-r-...,
( dq = dq -T .. .,
les termes négligés contenant tous/»' ou q' en facteur. Tl suit de là que l'on peut écrire
(12) ds'^ = Eo dp'--r- >.Fo dp' dq -\- Gq dq'~-^ H dp"^ h- iKdp'dq' ^ Ldq'^,
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H, R, L étant des séries qui ne contiendront aucun terme indépendant de p' et de q'.
Si nous substituons maintenant dans la première partie
Eq dp'} -+- 2 Fq dp' dq' + Go dq'-
les valeurs (8) de/?' et de q\ elle devient
du"- + u^ dv^-.
Comme la différence ds- — du"^ doit contenir dv- en facteur, on aura nécessairement
H dp'^-¥- iK dp' dq' -\- h dq"^ = Udv'^\
et l'on reconnaît immédiatement que M sera une série, ordonnée suivant les puissances de m, dont tous les termes seront au moins du troisième degré par rapport à u^ les coefficients étant des_ fonctions entières de sint^ et de cosc De cette manière, Téquation (12) prendra Ja forme
ds'^= du^--i-l^ di>^, où Ton aura
et, par suite,
(i3) X = w-f- Na2-}- P«î^ Qa^-h Ru^-h...,
les coefficients étant, ici encore, des fonctions entières de sint^ et de cost^. Nous allons obtenir des résultats plus précis en raisonnant de la manière suivante.
657. La courbure totale de la surface, calculée avec les variables primitives p el g par les formules que nous avons données, est évidemment une fonction développable suivant les puissances de p et de q. Si l'on y remplace p et q par leurs expressions en u el V, il est clair que l'on obtiendra un résultat de la forme
(II) ^-5-, = A -+- Bw-+- Cw2_^. . .,
où le coefficient de u"^ sera un polynôme homogène et de degré // en àin(', cosp.
Admettons cette conclusion, qu'il serait facile d'établir aulremont. Si, dans la formule (2), on substitue les valeurs précédentes D.- III. ,1
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de X et de RR', on obtient l'identité
(A -hBw-hCw2-H...)(aH-NM2H-...) = 2N-^6Pw + ...,
d'où l'on déduit, en égalant les coefficients des mêmes puissances de u dans les deux membres,
B = iaQ,
C-h AP = 20 R
et, par suite,
On voit donc que l'on a définitivement
(l5) X = aH-Pw3-f-QM*-+-RM5+SM6 + ...,
le coefficient de u^ étant une constante, qui est égale au sixième de la courbure totale en G changée de signe, et, d^une manière générale , le coefficient de u^ étant un polynôme homogène d'ordre n — 3 par rapport à sin^» et à cosç^.
En particulier, les expressions de Q et de R seront Q = acosv -h b sint»,
( R == a' cos^^^ -+- è' sin^vj -h 2c' sinp cosp,
a, by a\ b' y c' étant des constantes d'ailleurs quelconques.
Il nous paraît très intéressant que \ revête une forme aussi particulière, quelle que soit la surface considérée. Il semble, en effet, que l'on pourrait choisir \ arbitrairement parmi les fonctions qui sont assujetties à l'unique condition de s'annuler avec u. Mais il faut conclure de notre analyse que, si l'expression de \ ne rentre pas dans la forme que nous avons donnée, la surface présentera une singularité au point C.
Avec l'expression précédente de X, la courbure totale sera déterminée par l'équation
(ï?) ^ =-6P-r2Qw-f-(6P2-2oR)w2-h(i8PQ-3oS)M3 -+-...,
que l'on obtient en appliquant la formule (2).
658. Nous allons maintenant étudier une autre question et montrer que la plus courte distance géodésique de deux points
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A et B pris dans la région qui environne le point G {fig- 68) a svn carré développable en série suivant les puissances entières et positives des coordonnées p y q et po^ Çq des deux points, pourvu que ces deux points soient suffisamment rapprochés de G.
Supposons que /?ot ^o soient les coordonnées de A. Nous avons vu qu'une g.éodésique passant par ce point est définie parles deux équations (4)- Gomme on a, pour des valeurs nulles de p' et de q\
on peut résoudre ces équations (4) par rapport à />' et à q' et obtenir ainsi pour ces variables des expressions
(i8) p',q'=^{po^qo,p—Pfiiq — qo),
où le symbole P désigne des séries ordonnées suivant les puissances des quatre variables /?07 ^oj P — foj Ç — ^o 5 et il résulte d'ailleurs des propositions générales de la théorie des fonctions que ces séries seront convergentes tant que les modules de ces variables n'atteindront pas certaines limites, déterminées pour chacune d'elles. Par exemple, si 2Ï désigne la plus petite de ces limites, les séries seront convergentes pour toutes les valeurs des variables dont le module sera inférieur à 2 /. Nous allons montrer que ces séries peuvent être ordonnées suivant les puissances entières de P') 9i Poi Ço ^i rester convergentes tant que les modules de ces nouvelles variables sont inférieurs à l.
En effet, si les modules de /?, q^ p^^ q^ sont inférieurs à /, ceux des variables anciennes /?0) ^o? P — Poi <J — ^o sont certainement inférieurs à 2 / et, par suite, les séries (i8) sont absolument convergentes. On pourra donc grouper comme on voudra les termes de. ces séries sans altérer ni la convergence, ni la somme totale de chacune d'elles. D'après cela, réunissons en un seul groupe, dans cjîaque série (i8), tous les termes qui sont du même degré par rapport à />o> qa-, P ^—Poi Ç — Ço] puis développons par la formule du binôme les puissances des différences ;; — /?o, q — qo- Nous artrons ainsi les séries (i8) ordonnées suivant les puissances de P") ^5 Poi 7o et d'ailleurs convergentes, comme il fallait le démontrer.
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Si, maintenant, on porte les valeurs de p\ q' dans la formule (6) 02=: EOyj'2-h o.FOp'q'-^ QOg'i^
où E^', F*^, G" sontdéveloppables suivant les puissances de/?o> Çof on reconnaîtra que 8- est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances de /?, q^ po, qo quand les deux points A etB sont suffisamment voisins du point G. Telle est la proposition générale qu^il s'agissait d'établir.
659. Imaginons maintenant qu'aux variables p elq on substitue les coordonnées polaires u et v. Le développement de 9^ deviendra une série ordonnée suivant les puissances de u, Uq et dont les coefficients seront des fonctions entières de sint^, cosi^, sint^o»
COSi^O*
Les termes de degré moindre de cette série s'obtiennent aisément par l'application de la méthode précédente. On trouvera ainsi
([g) 62=^ M2-f- w2— 2MMo COS(t^ — t^o)H- Û,
Ù contenant les termes du troisième ordre et des ordres supérieurs. Mais on pourrait établir ce résultat par un raisonnement a priori. En effet, lorsque u et w© deviennent infiniment petits, l'expression de 0- doit se réduire à ce qu'elle est dans le cas du plan, et cette simple remarque permet d'écrire la formule précédente. Pour calculer Q, nous nous appuierons uniquement sur l'équation aux dérivées partielles
à laquelle doit satisfaire Ô, considérée comme fonction des variables u et V. Le calcul se trouve beaucoup simplifié par les remarques suivantes.
Si l'on fait ^/q = o, on a exactement 8^ ^^ ;^2^ Q = o. Tous les termes de la série ù doivent donc contenir Uq en facteur. On démontrera de même qu'ils doivent admettre les facteurs u et sin((^ — t^o) et la suite du calcul montre même que ù doit être divisible par w^wj sin2((; — ç^y Nous poserons donc
(21) 62 = ^2-1- m2 _ 2UUq COs(t^ — Vq) -h 2 U^ ul sin2(p -- {>o)i^.
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On voit qu'il suffirait de connaître le premier terme de ^ pour obtenir une expression de 8^ exacte jusqu'au cinquième ordre exclusivement. Pour déterminer ^, nous allons exprimer que 8 est une solution de l'équation (20); mais auparavant il convient de faire un changement de variables.
Posons
(22) ucosv = Xf us'inv = y.
Il est très facile de donner la signification géométrique des nouvelles variables x et y. Faisons correspondre, en effet, à chaque point M de la surface un point M' du plan tangent en C par la construction suivante. Sur la tangente en C à la géodésique CM, portons une longueur CM' égale à l'arc CM; x et y seront les coordonnées du point M' par rapport à des axes rectangulaires ayant leur origine en C et situés dans le plan tangent. Lorsqu'on substitue Jc el y k u et à v, les produits
2Q«, (2R + P2)^^2^ (2S + 2PQ)k5
deviennent des polynômes homogènes du premier, second, troisième degré par rapport k x ei hi y.
Nous poserons
(2R + P^)a2=2P2, ri = P + P,-P,-^P3 + ....
(2S + 2PQ)a^=2P3,
On aura
X2 = a^-h2nwS
et l'élément linéaire se présentera sous la forme suivante : ( 24 ) ds'^ = dx"^ -h dy^- ^ i\\{x dy — y dx )2.
La courbure totale, qui est déterminée par l'équation (17), aura pour expression nouvelle
GP-M2P, + 20P
— l6PH^2_^7-)-f-3oP3 — 48PPl(^2H_y2)_i_.
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L'équation à laquelle doit satisfaire 9 prendra la forme
(^^> (Sy^(|)'-^^"("S-^^^) =^ + -n(.^H-j'-),
que l'on peut obtenir directement par le calcul de A9 [II, p. 4-^5]; et enfin l'expression de 9- deviendra
(27) 02=(.r-,^o)-+(jK-7o)2-i-2^a2, G- désignant le déterminant
(28) a = arXo— J^o-
Il ne reste plus qu'à substituer la valeur de 9 dans l'équation aux dérivées partielles (26), et l'on obtiendra, en supprimant le facteur (7-, l'équation
qui fera connaître ^. Posons
^i désignant l'ensemble des termes de degré i. En égalant à zéro l'ensemble des termes de même degré dans l'équation précédente, on obtient les relations
qui permettent de déterminer sans difficulté les polynômes <[/. Désignons par l'indice supérieur 0 le résultat de la substitution
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de ^0 7.Xo à :r et àj^. On trouvera ainsi
4^0 = P, Pi-f-p;
On calculera de même tLg, ({;,,, tj; 5, — Mais les expressions précédentes, qui permettent d'obtenir le carré de la distance géodésique jusqu'aux termes du sixième ordre, nous suffiront amplement.
660. Si l'on revient maintenant aux variables primitives a et r, on aura, en se bornant, par exemple, aux termes du cinquième ordre,
2 = U^'-T- U\ — 2 W^o COS ( P — ('0 )
I + w2j^2 sin2(p — (;o)[2P4-Qw-4-QoMo
Qq désignant ce que devient Q lorsqu'on y remplace r par \\. Si l'on veut d'ailleurs obtenir les termes du sixième ordre, il suffira d'ajouter dans les crochets la valeur suivante de 2^0 •
f ^ f — -h 3P2j wwocos(p — Po) — ^ ^ wz^o sin((^ — t^o)v
L'égalité (82) contient le théorème qui a été établi parLegendre pour les triangles sphériques infiniment petits et qui a été étendu par Gauss, dans les Disquisitiones, à tous les triangles géodésiques infiniment petits tracés sur une surface quelconque. Conservons les notations précédentes. Soient A le point de coordonnées Wo'^oj B le point de coordonnées w, v. Le triangle ABC ^fië' ^^) ^"ï'^ ses côtés composés de lignes géodésiques; et, si l'on désigne par a, 6, c, A, B^ C les côtés et les angles de ce triangle, on aura
u — a, uo—b, V — (;y = G. Si l'on désigne ensuite par a, ^, y les valeurs de la courbure
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totale aux trois sommets A, B, C respectivement, la formule (17) nous donnera, si nous ne conservons que les deux premiers termes,
Y=_6P, a = -6P-i2QoMo, p= — 6P-12QM. On déduit de là
/GP= — y, i2Q/< = Y — p, i2QoMo=Y — a,
L'équation (Sa) prendra donc la forme entièrement géométrique
a^hz sin^G
(35) c2 = a^-h 62- 2ab cosG - (oc -+- ? + ^y),
où l'on néglige seulement les termes à partir du sixième ordre.
Construisons un tiiangle lectiligne auaxiliaire dont les côtés seront a, /;, c et désignons par A^, B**, G*^ les angles de ce triangle. On a
En retranchant de l'équation (35) et divisant par ab, nous trouverons la relation
cosG — cosCo = (^a H- p -r- 9,y),
exacte jusqu'au troisième ordre inclusivement, et d'où il résulte que la différence entre G et G® est du second ordre. Il suit de là que l'on peut négliger le carré de cette différence et remplacer, dans la formule précédente,
cosG — cosG*^ et absm^C
respectivement par
(Go— G)sinC» et ab sin^O^.
On obtient ainsi
G = Go H — (a-h Q-h 2y).
Si Ton pose
aèsinCo
LES TRIANGLES GÉODÉSIQUES HT LE THÉORÈME DE GAUSS. rôg
S® sera l'aire du triangle rectiligne auxiliaire, et l'on aura
So
Par raison de symétrie, on peut écrire les trois é<juations de Gauss
A =.Vo-^5!(.,a4- P -+- Y ),
G =Co-f- —( oc -4- p -r-2v), 12 ' *
qui ramènent la résolution du triangle géodésique à celle d'un triangle plan et qui sont exactes jusqu'aux termes du troisiènu» ordre inclusivement. Si on les ajoute, on trouve
(37) A + B^G-t:= ^"(aH-3+T)-
Dans le cas de la sphère, on a
Cl l'on retrouve le théorème de Légendre.
On peut, du reste, déduire de l'expression seule de 9- tous les éléments du triangle géodésique. La formule relative à la difîérentielle d'un segment [II, p. ^ij] nous donne, en elTct, les relations suivantes, obtenues en faisant varier successivement une seule des coordonnées «, t^, ?<o> ^^oi
(38) -— = cosH, -r — =cosA., -v - A sin B, -—- = — AoSmA. Ou Ou(i av ôvq
)xo désignant la valeur que prend X au j^oint A[Uq, (^'q). Ou peut remarquer que )v, I.q sont ce que nous avons appelé, avec M. ChristofFel (n"633), les longueurs réduites des côtés a et b. Désignons-les par )v(a), '^{h); des formules précédentes, on dédull l'égalité
X(«)sinB-X(6)s,nA = ~-.-^--=_^L_J ^(j^^j;^)'
d'où il résulte que le premier membre est du quatrième ordre par
rapport aux longueurs des côtés. On a donc
^^-^^ sinA ~ sinB ~ sinC'
en négligeant seulement les termes à partir du quatrième ordre (*).
661. Il nous reste, pour compléter les résultats précédents, à faire connaître la surface du triangle géodésique. Il nous suffira
( • ) Les résultats que nous avons donnés dans le texte nous permettent d'obtenir des formules analogues à celles de Gauss, mais où l'approximation est poussée plus loin, jusqu'aux termes du quatrième ordre. Pour donner, à ces formule;^ une apparence entièrement géométrique, il faut introduire les valeurs de la courbure totale pour certains points du triangle, par exemple pour les milieux des côtés. Nous désignerons par a', p', y' les valeurs de la courbure totale pour les milieux des côtés a, b, c respectivement.
Les coordonnées des milieux des deux côtés a et 6 s'obtiennent sans difficulté et permettent de calculer très aisément les quantités a', Jâ'. Mais, pour obtenir y', il faut déterminer le milieu de la géodésique AB. L'équation de cette géodésique peut être donnée sous différentes formes; et, si l'on utilise, par exemple, la dernière des équations (38), on reconnaît que les coordonnées w, v de tout point de ^^^ doivent satisfaire à l'équation
(a) — = — A„smA.
Cette équation, jointe à la suivante
permettrait de déterminer les coordonnées du milieu de AB; mais, pour faire le calcul avec élégance, il est préférable de revenir aux coordonnées x tl y qui sont définies par les formules (22) et que nous avons déjà employées avec avantage. On trouve ainsi que, si X, Y désignent les coordonnées du milieu de AB, la formule (a) nous donne
_- „ 6csinA, . .
X^o- Yx„= — ^ (f -+- sj,
s, désignant un infiniment petit du second ordre. Par raison de symétrie, on aura
de même
., _. ac sinB, a:Y-yX= — ^ (1+S.2),
et l'on déduit de ces deux formules que l'on aura, comme il est aisé de le vérifier,
(b) x = ?-iS. Y = 21^.,
les termes négligés étant du troisième ordre et des ordres supérieurs.
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(limiter la méthode que Gauss a donnée, pour cet objet, dans les Disquisitiones.
Si l'on fait glisser infiniment peu {Jig. 69) le sommet B en B' sur le prolongement de AB, u el y prendront des accroissements du.f duj et la surface S croîtra de la quantité
àS ^ dS ^
-r- du -4- -— dVi ou c/p
Ce point étant établi, le calcul ne présente plus aucune difficulté. On a, en effet, par la formule (26) et en négligeant seulement les termes du troisième ordre,
^ =: — 6P^i2P, — 2oP, + i6P»(:r^4-y»),
et de là on déduit les expressions suivantes des six courbures cherchées
a =-6P — r2PÎ--2oPg-4- i6P»6», P' = _6P- 6PJ- 5P5-4- 4P'^», ^ = — 6P — 12P, — 20P, -f-i6P»aS a'= — 6P— 6P, — 5P, 4- 4P»a», y' = _6P— 6P.-^ 6PÎ— 5P, — 5P^-5AP,-+-4P»(a»+6'+2a6cosC),
l'indice supérieur o indiquant le résultat de la substitution de Xg et de y^ à x et à y, et le syiïibole A désignant l'opération
Comme on a, d'après les équations (21) et (3i),
c»= a»-i-6*— 2a6cosC -f- 2<\>a^b* sin*C,^
24; = 2P + P.-f-PÎ-Ç[(^-2:J»+(^-ror] + |(P,+ P§)H-^
AP
on pourra éliminer les six coefficients qui entrent dans P, P,, P^, et l'on sera ainsi conduit à la formule
,^ = l±illil^^::=l£jriT: _ 11 („.^ ô._4„4 eosC).
Introduisant l'angle C" du triangle plan auxiliaire, on trouvera par des.catlculs faciles la relation
8a'H-8p'-f-4ï' + 2Y— g — ^ » li^*-^ à')-h c*
qui remplace la dernière des équations (36) et qui est exacte maintenant jusqu'aux termes du quatrième ordre inclusivement. '
Or on a ici
du = cosB û?A = -— ds, du
X f/p i= sin B cfi" = - -r- ds.
X dv
ce qui donne, pour raccroissement d'S, l'expression
ds\— ^ + -L ^ ^1 ydu du X2 dv dv\
Fig. 69.
D'antre part, cet accroissement est l'aire BCB', qui a pour valeur
dv
r'\ , , Tm' p«v .Qi,5 1
ou, si l'on remplace dv par sa valeur,
I ()e , fMî Pm* Qw5 T
\i àv l'i ^ 5 J
En égalant Içg deux expressions différentes de l'accroissement, on aura donc l'équation
c^Ô dS \ d^VdS ^ u'*- Pw^ Qa5
ùu du X
qui fera connaître S.
Comme la surface s'annule avec Uy Uq, s\n{v — Vq)^ nous pouvons poser
S = - uUq sin((; — Po)(' -i- H)
et, en substituant cette valeur de S, nous obtiendrons pour H
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l'équation
( I-h H -h M — j M— MoCOS(p — Ço) — 1<JUoSiÛ{v— Vq)^ -h(T^^
(i-t- H)wocos(p — Vq) — u — ...-i-UoSin(v — i^fi)—-
x[i — •2Pfi2_.2Qa3 + (3P2— '2R)m*+(6PQ — 2S)W5-+-...] = (,.
On déduit de là, par un calcul que nous omettons, F . .. 3P
{u'-h ul) -\- -— uuo cos ( p — Po ) — r Q "' — r Qo "0
(42) ] -H — i<2Mo[3Qcos(p — Po) — Qo]
(3 H uul [3Qo cos(p — ('0) — Q |,
les termes néjgligés étant du quatrième ordre et des ordres supérieurs.
Remplaçons Q;/, QoWq parleurs valeurs tirées des formules (34) en fonction de« courbures a, P, y? P^^s substituons a, h^ C à Uy «0, ^ — t'o* Nous aurons
H= JL.(462-f-3a2— oa^>cosC)
■ri(4«^
-h 362_gaôcosG)H *-(3a2_|-3^2_,2a^cosG),
avec le même ordre d'approximation que précédemment. L'expression de S peut s'écrire
Remarquons d'ailleurs qu'en négligeant seulement les termes du quatrième ordre, on a
sin G = sin G» i h ;;— ( a 4- p n- 2 y ) .
On peut donc écrire, en substituant cette valeur de sinC, S = S0(, + H)[,+ li^-(a + ? + n)]
En remplaçant H par sa valeur, on trouve
S = Sori-h — (4è2-h3a2 — 4a6cosG)
H_ _L (4a2-h 3è2_ /ab cosC) + -^ (3a^-h 3b^-— 2abcosC)\ . 120^ ^120^ 'J
Remarquons enfin que l'on peut, sans changer l'ordre d'approximation, remplacer 2a6cosC par 2abcosC^ ou a^ -h 6^ — c^, ce qui donne la formule définitive
(43) Sz^s4i 1 (^^-f-^^-+c^)(«-t-.p-+-ï) a^a-^b^^ + c^^-]
qui est parfaitement symétrique et qui est exacte jusqu'aux termes du quatrième ordre exclusivement.
Gauss a terminé les Disquisitiones en remarquant que, dans le cas de la sphère, la formule précédente devient
(44) s-Soj^i-f-^(û2-^^»2H_e2)j, et peut être remplacée par la suivante
^^^^ ^"^ V sinAOsinBOsinCô'
qui est calculable par logarithmes.
662. La démonstration du théorème de Gauss repose entièrement sur l'expression que nous avons donnée plus haut de la dislance géodésique. Si l'on néglige les termes du cinquième ordre, cette expression prend la forme plus simple
(46) Ô2=m2H-m2 — '}.UUqCOS{v — Vq) -ir lVu^u1s\ïï^{v — P©)*
Nous allons indiquer quelques applications de cette formule, ainsi que du théorème de Gauss.
Soit MM' {fig- 70) une courbe quelconque tracée sur la surface. Nous supposerons qu'on ait placé en M l'origine des coordonnées polaires précédemment définies et que l'on compte les angles v en prenant pour origine la géodésique MP' tangente en M à la courbe considérée.
Si nous considérons un arc infiniment petit de cette courbe MM',
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son équation sera de la forme
(47) V = au -\~ bu^ ->!- cii^ -\- . . . ,
<7, by c désignant des constantes. Il faut, en effet, que p s'annule avec u.
L'arc s de la courbe sera défini par l'équation
ds^ '_ 7 2 ^^* du'^ ~ du"*-^
qui donne, par une extraction de racine carrée,
-^ = iH u"^ -\- lahu^ -h ( 3ac V 2 02-+- Pa2 — ) m^h-.. .
du 7. \ 8 /
et, par suite,
(48) s^u-^'^a^--r~u^-\-Uac^kb'^-^Va'^-'Ç\'^-^....
On déduit de là, en résolvant par rapport à m,
(4g) u = s— -rrS^ —5* H- ( — -a^— - «2 — hi — ac\s^-\-
^ 6 2 Vï2o 5 5 5/
Supposons que w, v soient les coordonnées du point W . Si Ton appelle i Tangle de la tangente en M' avec la corde géodésique MHM', on aura
sini = X^ = M(l-hPa2)-j^ = a* -h 2 ôs* h- (aP 4-3c — | a^ j «3 +
En passant du sinus à l'arc, on trouve
(5o) i =i as -\- iùs^-i- laP -^3c ~ -a^j s^ ^. . .-^
er, par conséquent, on pourra calculer la courhure géodésique par la formule
ds .. d\ — = di-\- -~- av.
p ou
On obtient ainsi
(5») - = 2a-H6Ô5-»-(6aPH-i2c — ia^)s*-\
Appelons po ^^^\ les rayons de courbure en M et en M'. Nous aurons
(5a) 2a = — , 665=— (6aP-i-i2C~2a^)f'-+-. . :.
Po Pi Po
Nous pouvons dès à présent indiquer une application. Si l'on porte les valeurs de a et de bs tirées des équations précédentes dans le deuxième et le troisième terme de la formule (49)) on trouve
(53) *-«= ~i^ n/'-^a*- — Pa«- 3«c-l- ^6« W^-f- . . . .
Ainsi la différence entre l'arc et la corde fféodésiquc est — ; 7
, ^ ^ a4poPi
Terreur commise étant seulement du cinquième ordre.
663. Supposons maintenant que Von abaisse du point M'^ [fig- 70) une géodésique M'F perpendiculaire sur la géodésique tangente en M. Soient, pour un instant, t^o l'arc MP' et 9 la géodésique M'P'. On aura
02= a* H- ul— 2nUQ cosc -+ 2P u^ul sin't',
et, pour exprimer que la géodésique est normale en P' à MP', il suffira évidemment d'annuler la dérivée de ô^ par rapport à (/„ : (*,ela donne l'équation
Uo~ u coav -i- iPu^Uosin^v = o,
qui fera connaître w©. Il résulte de cette formule que la différence
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entre Uq et u cost^ est du cinquième ordre. On peut écrire
uv- r
Mo = w cost' — 2P u'^ sin^p cost^ — u ■ — f a* w — iPa^a^.
La sabstilution de la valeur de v nous donne l MP = a — ■ auu* — ...
En introduLsantdansledeuxième et le troisième terme les valeurs de rt et de 6 données par les formules (62), on trouvera
l'erreur commise étant du cinquième ordre seulement.
Si l'on abaisse de même de M une perpendiculaire géodésiqiie MP sur la géodésique tangente en M', on aura, en échangeant po ^tp, dans Téquation précédente,
(56) M'P=-.-eî±l£!...
La combinaison des deux formules (55) et (56) nous donne l'équation
MP'-h M'P - 25 = - -T^ITT (P? H- Pï -+- 6poPl ) ■'•^PjPï
Si Ton remarque maintenant que la diflerence
P,V^-P?-2P"P| - (Po-Pi)-
est du second ordre par rapport à i', on voit que l'on pourra, sans changer le degré d^approximation, remplacer dans la parenthèse Po~»~Pi P*''* ^poPt» ^^ ^i*i donnera
(57) MP'-h MV - ys=^~ -^,
■ipopi
Terreur commise étant dxi cinquième ordre seulement. En élimi-
nant enfin le terme en entre l'équation (53') et la précédente,
on aura
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et cette expression de Tare sera encore exacte jusqu'aux termes du cinquième ordre exclusivement.
Les expressions de po et de p< nous permettent encore d'écrire les formules
6 V p pi/ '
6\pi 9/
que nous nous contenterons de signaler et où l'erreur commise est du troisième ordre.
664. La valeur de MP' a été obtenue par l'emploi de la formule (46) relative à la distance géodésique. On aurait pu aussi faire usage du théorème de Gauss en raisonnant de la manière suivante.
Considérons, d'une manière générale, un triangle géodésique A.BG et conservons toutes les notations précédentes. Si l'on construit le triangle plan auxiliaire dont les côtés sont égaux à ceux du triangle géodésique, les angles de ce triangle, donnés par les formules (36), auront pour expressions
(59) {Bo=.B--a,
a étant la courbure en un point quelconque du triangle et l'erreur
commise étant maintenant du troisième ordre. Tant qu'il sera
permis de négliger cette erreur, on pourra donc traiter le
triangle géodésique comme un triangle plan, à la condition.
g d'ajouter — ~-ol à chacun de ses angles.
Appliquons cette remarque au triangle M M' F. La surface de ce triangle est sensiblement égale à
T I CtlJL^
-MM'xMP'sinp = -vu>^ — • 2 22
La courbure totale en M est — 6P. On pourra donc assimiler le
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triangle à un triangle plan, pourvu que Ton remplace l'angle en M, qui est p, par t' -ha Pm^ et l'angle enP, qui est droit, par — \- aVu^.
Si Ton écrit maintenant la proportion des sinus, on obtient les
égalités
M'P' u MF'
sin(V-haPw') . /"^ t» ,\ cosiv -^ 2aP u^)*
d'où l'on déduit les valeurs
MP'= acosp,
exactes, l'une et l'autre, jusqu'aux termes du cinquième ordre. Ces résultats sont d'accord avec ceux que nous avons donnés plus haut.
665. Une méthode analogue peut être appliquée au calcul du triangle MM'O. La surface de ce triangle étant à peu près la moitié de celle du triangle M M' F', il faudra substituer aux angles /et pies suivants
aPu*
les termes négligés étant du quatrième ordre au moins. Alors la proportion des sinus nous donnera
OM _ OW _ u
sint' ~~ siai^' ~~ sm(e'-t- p')*
si l'on remplace, i' et v' par leurs valeurs, on pourra obtenir pour OM et OM' des valeurs exactes jusqu'aux termes du quatrième ordre. On trouve ainsi
OM
OM
Si, au lieu d'écrirq la proportion des sinus, on emploie la formule
u = OM cos v' H- OM' cos i'.
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on aura, par le développement des cosinus, l'équation
2 *- ^«z, ^ ^ rM»/r' ^*
u-OM- DM' =- — OM OM' - -f- OM -- -f- OM , . ,
OÙ l'on néglige seulement les termes du sixième ordre. Calculons le second membre en remarquant que le calcul est beaucoup faci- .lité si on l'écrit sous" la forme *
— ( OM -+- OM') — -{- OM' h OM — -+- OM' —.-+-....
En employant les valeurs précédentes de OM et de OM', nous trouverons
^, _0M — OM =— — u^ —~ abu'* — ( b'- -^ xac -^ V a-^ -^ %\it^-\ ....
Si l'on remplace encore, dans les deux premiers termes, a et b parleurs valeurs (62), il viendra
(GO î^ — OM — 0M' =
«popi
l'erreur commise étant seulement du cinquième ordre. En utilisant la formule (5v3), on voit que l'on a, au même ordre d'approximation, ,
(62) OM -4-0M'=- Ss - 2W.
11 ne nous reste plus qu'à donner l'expression de l'angle O de deux tangentes géodésiques infiniment voisines. D'après le théorème de Gauss, on aura, dans le triangle MOM',
i -\- V -\- r: — O— Tt = u^ ,
d'où l'on déduit
.-. . 3aP ..
Remplaçant i et t^ parleurs valeurs, on trouve
(63) 0 - 2aM-f- 3 6a2-t-(4c-r ^^ — ^^"^. En négligeant le troisième ordre, on a
(64) 0=.îH-^'= - (- -h -V-
^ Vpo pi/
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666. Dans la suite de cet Ouvrage, nous aurons à appliquer plus d'une fols les propositions générales qui ont été établies, dans ce Livre et dans le précédent, relativement aux lignes géodesiques. Nous terminerons ce que nous avons à dire maintenant sur ce sujet en indiquant rapidement la solution d'une belle (piestion qui a été posée par les travaux de M. Christoffel, et dans laquelle M. Weingarten a employé de la manière la plus élégante le théorème de Gauss et les formules (36) données plus haut.
Considérons, sur une surface quelconque, un point A et menons par ce point deux lignes géodésiques AB, AG. En joignant les points B et G par une géodésique, on formera un triangle géodésique ABG, dont nous désignerons les six cléments par les lettres rt, 6, c, A, B, G. Ge triangle est complètement défini si l'on se donne les coordonnées u et v du point A, l'angle w que fait la géodésique AB avec une courbe déterminée passant par A, par exemple avec la courbe de paramètre v^ et enfin les trois éléments
AB = c, AG = b, CAB = A.
Les trois autres éléments B, G, a peuvent donc être regardés comme des fonctions bien déterminées des six quantités
Gela posé, il pourra se présenter quatre cas distincts :
r' Les formules qui expriment B, G, a ne contiendront aucune des trois quantités «, i^, w. Il y aura alors trois relations distinctes entre les six éléments du triangle géodésique; et il résulte de la méthode précédente que ce nombre de trois relations est un maximum qui ne pourra être dépassé.
2" et 3"* Les formules contiendront une ou plusieurs des quantités u^ v^ (o; mais on pourra éliminer u, c, a> entre les trois équations qui expriment B, G,'fl, de manière à obtenir soit une, soit deux relations entre les six éléments, relations qui seront vérifiées pour tout triangle géodésique tracé sur la surface.
4° Les formules qui font connaître B, C, a nous donneront pour ces trois éléments des fonctions des quantités u, t^, oj qui seront réellement indépendantes; do sorte qu'il n'y aura» entre les six éléments d'un triangle géodésique, aucune relation indépendante des coordonnées de ses sommets.
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D'après cela, on sera conduit à la classification suivante des surfaces, qui a été proposée par M. Christoffel, dans le remarquable Mémoire que nous avons déjà cité [p. i lo].
La première classe comprendra les surfaces pour lesquelles il nV a aucune relation entre les six éléments d'un triangle géodésique.
Toute surface qui n'appartient pas à la première classe, c'està-dire pour laquelle il y a une ou plusieurs relations entre les six éléments d'un triangle géodésique, sera de la deuxième, de la troisième ou de la quatrième classe suivant que le nombre de ces relations entre les éléments sera égal à un, à deux ou à trois.
Comme les formules qui déterminent les géodésiques ne dépendent que de l'élément linéaire, deux surfaces applicables Tune sur Vautre feront évidemment partie de la même classe. Le pîan par exemple, est une surface de la quatrième classe; il en sera donc de même de toutes les surfaces développables; et les relations seront les mêmes entre les éléments d'un triangle plan et ceu\ d'un triangle géodésique tracé sur une développable quelconque. De mqme, nous avons vu au n** 599 que l'élément linéaire
de toute surface à courbure constante positive ^ peut être ramené
à la forme (i6) [p. 4^]» q"> convient aussi à une sphère de rayon R. Il suit de là qu'il y aura, entre les six éléments de tout
triangle géodésique tracé sur la surface de courbure constante -zr^y les relations fondamentales de la Trigonométrie sphérique,
cos — = cos ^ cos ^ -h sin :g sin — cos A,
{^ù) { cos— = cos ô^os rr -t- sin^j sin r- cosB,
cos — = cos ^ cos ^ H- sin Tj sm - cos G. K n K K K
Dans un Mémoire déjà ancien ( * ), M. Minding a fait la remarque très importante, mais à peu près évidente, qu'il suffît de changer S dans ces formules Pt en Rt pour obtenir les relations qui con-
(*) MiNDiNQ (F.), Beitràge zur Théorie der kiirzesten Linien auf krummen FLàchen ( Journal de Crelle, t. XX, p. 3^3 ; i84o ).
cos
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LES TRIANGLES GÉODÉSIQUES ET LE THÉORÈME DE GAUSS. l83
viennent pour tout triangle géodésique tracé sur une surface à courbure négative. Les équations (65) se transforment ainsi dans les suivantes
qui jouent, dans la trigonométrie des surfaces à courbure constante négative, le même rôle que les formules (65) dans la géométrie de la sphère.
Ainsi, toutes les surfaces à courbure constante appartiennent à la quatrième classe. Envisageons maintenant une surface quelconque de révolution que nous supposerons rapportée au sj'slème formé par les méridiens et les parallèles. Soient u et v les coordonnées d'un point quelconque de la surface, u étant le paramètre qui demeure constant sur chaque parallèle et v l'angle du plan méridien passant par le point avec un plan méridien fixe. Désignons par UQy ç^Oî Wjî ^i> ^2? ^2 les coordonnées des trois sommets d'un triangle géodésique quelconque. Les six éléments de ce triangle seront des fonctions des six coordonnées précédentes; mais, comme on peut faire tourner la surface autour dt 3on axe sans altérer les éléments du triangle géodésique, il est clair que ceux-ci ne dépendront effectivement que des trois quantités w©, Mi, U2 et des deux différences v^ — Vq^ ^\ — ^©j soit, en tout, cinq quantités. Il y aura donc au moins une relation entre les six éléments du triangle géodésique.
Ainsi, les surfaces de révolution et, plus généralement, toutes les surfaces qui sont applicables sur une surface de révolution, appartiendront à la deuxième, à la troisième ou à la quatrième classe.
667. M. Christoffel n'avait pas poussé plus loin ces recherches : il n'avait apporté aucun exemple d'une surface appartenant à la troisième classe, et il s'était contenté de démontrer que toute surface de la quatrième classe a nécessairement sa courbure totale
constante. M. Weingarten, qui a repris cette étude en 1882 (•), a démoutff^, par une méthode nouvelle, la proposition précédenU! de M. CliristofTel, et il a réussi à établir de plus qu'il n'existe aucune surface de la troisième classe.
Désignons par «0, <'o? '^jv^'o ^^2» ^2 les coordonnées des trois sommets d'un triangle géodésique. Les six éléments <^, by c, A, B, C du triangle seront des fonctions de ces six coordonnées. ,Par suite, si la surface appartient à la première classe, ces fonctions seront indépendantes et il sera impossible de déplacer infiniment peu le triangle géodésique sans le déformer, c'est-à-dire sans altérer au moins un de ses éléments; car les différentielles da, db, . . . des éléments sont des fonctions indépendantes des différentielles des six coordonnées et ne peuvent s'annuler toutes sans qu'il en soit de même de ces dernières, duo^ dv^^ .... Si la surface appartient à là deuxième classe, on pourra se contenter d'exprimer cinq des éléments du triangle en fonction des coordonnées, le sixième sera donné par l'équation qui relie les six éléments. Si donc on veut déplacer le triangle sans en faire varier les six éléments, il suffira d'assujettir les six coordonnées à cinq relations distinctes. Il ^ aura donc une suite de positions du triangle dépendante d'un seul paramètre variable et dans laquelle chaque sommet décrira une courbe.
Si la surface appartient à la troisième ou à la quatrième classe, il y aura deux ou trois relations entre les six éléments; par suite, on exprimera quatre ou trois éléments en fonction des coordonnées des sommets, les autres étant définis par les relations qui existent, par hypothèse, entre les six éléments. Il suit de là que, si l'on veut déplacer le triangle sans altérer ses éléments, il faudra écrire seulement quatre ou trois relations distinctes entre les six coordonnées des sommets. En d'autres termes, ces six coordonnées seront fonctions de deux ou de trois variables indépendantes. 11 suit de là que les coordonnées du sommet A sont des fonctions de deux ou de trois variables indépendantes, et, par suite, que ce sommet peut être déplacé d'une manière quelconque sur la surface.
C) Weingarten (J.), Ueber die Verschiebbarkeit geodàtischer Dreiecke in krurnmen Flàchen {Sitzungsberichte der K. P. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, p. 4'>3).
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A la vérité, on peut objecter que les coordonnées Uq et p© ^^ A peuvent ne pas être des fonctions distinctes des deux variables indépendantes; et, s'il en est ainsi, le sommet A sera assujetti à demeurer sur une courbe. Mais il est aisé de jprouver que ce fait exceptionnel ne peut se présenter pour chacun des trois sommets du triang-le géodéslque.
En eftet, si les trois sommets A, B^ C étaient assujettis à demeurer respectivement sur trois courbes (A), (B), (C), leurs coordonnées seraient fondions de trois paramètres, par exemple des arcs Aq A., BqB, CqC comptés sur ces courbes à partir d'origines fixes Af,, Bq, Cq. Deux au moins de ces paramètres, AoAer BqB par exemple, devraient être arbitraires, puisque la position des sommets doit dépendre de deux ou de trois paramètres distincts. Il suit (le là que A et B pourraient être choisis arbitrairement et, par suite, que la distance géodésique AB de deux points A et B pris arbitrairement sur les courbes (A) et (B) devrait être constante, ce qui est évidemment absurde. 11 est donc permis d'affirmer que l'un au moins des sommets du triangle géodésique peut être déplace arbitrairement sur la surface. Gela suffit pour l'objet que nous avons en vue.
Reportons-nous aux formules (36). On peut en déduire des expressions de a, p, V en fonction des éléments du triangle géodésique, telles que la suivante
^3(A-Ao)-(B--Bo)-(G-Co) . ^
(67) CL=:6 g- hC,
£ étant une quantité qui est du second ordre par rapport aux éléments du triangle.
Supposons que la surface appartienne à la troisième ou à la quatrième classe : le sommet A pourra être amené en deux points quelconques A,» et A< d'une certaine région de la surface sans que les éléments du triangle aient varié. Désignons par ao et ai les courbures de la surface en ces points ; on aura
^3(A-Ao)- fB — Bo) — (G-C^) ao = i ôjj ^- £o>
,3(A — AM-fB — BO)— (C-O) a;=:3 g^ -4- s,.
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Si donc on désigne, pour abréger, par K la quanlité
on aura
_. 3(A-Ao)-fB-Bo)-(C-Co) *^ = ^ — — - — S
Il suffit de supposer que les dimensions du triangle diminuent indéfiniment pour reconnaître que le rapport précédent est égal à l'unité. Par suite, la surface a nécessairement sa courbure totale constante.
Ainsi la troisième et la quatrième classe de M. Christoffel se réunissent en une seule, qui comprend uniquement les surfaces à courbure totale constante.
668. Telle est la démonstration de M. Weingarten. Cet habile géomètre a essayé d'appliquer la même méthode aux surfaces de la deuxième classe; mais l'emploi du théorème de Gauss ne paraît pas devoir suffire à la définition complète des surfaces qui appartiennent à cette classe.
Nous avons vu que, dans ce cas, le triangle géodésique peut occuper une suite de positions qui dépend d'un seul paramètre variable, et dans laquelle chaque sommet décrit une courbe (F). Mais il n'y a aucune raison de supposer que les courbes (F) sont les mêmes pour tous les triangles possibles et ne changent pas quand les éléments de ces triangles prennent différentes valeurs. Du moins, la formule précédente (68) nous permet de conclure que toutes ces courbes (F) tendent, lorsque les côtés du triangle deviennent infiniment petits, vers les courbes (G) sur lesquelles la courbure totale de la surface demeure constante» et s'en rapprochent de manière à en être distantes de quantités infiniment petites du second ordre par rapport à ces côtés. Il résulte en effet de cette formule que les valeurs de la courbure totale en deux points distincts de la courbe décrite par le sommet A ont un rapport qui diffère de l'unité d'une quantité infiniment petite du second ordre par rapport aux côtés du triangle géodésique considéré.
Considérons ces courbes (G) sur chacune desquelles la courbure totale demeure constante. Nous allons montrer qu'elles forment une famille de courbes parallèles.
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Soient, en effet, (C), (G'), (G") trois d'entre elles, que nous supposerons infiniment voisines. Prenons sur ces trois courbes respectivement trois points infiniment voisins a, b, c, qui seront les sommets d'un triangle géodésique infiniment petit abc. Déplaçons ensuite ce triangle géodésique abc, sans changer ses éléments, de manière que le point a, par exemple, décrive sur sa trajectoire un arc fini aa^ . Le triangle viendra occuper une certaine position a^ bi Ci dans laquelle les points a^ , bt , c^ seront à des distances du second ordre des courbe^ (G), (G^), (G^') respectivement. Donc si on les ramène sur ces courbes par les plus courts chemins, en substituant, par exemple, à chaque point le pied de la perpendiculaire géodésique abaissée de ce point sur la courbe correspondante, on formera un triangle «a ^2^2 dont les sommets seront situés sur les trois courbes et dont les côtés ne diff'éreront de ceux du triangle abc que de quantités infiniment petites du second ordre. On aura, en particulier,
a2bt=ab(i-r-ri),
Ti étant du premier ordre. Il suit de là que, si l'on fait tourner ab autour de a, «2^2 tournera autour de «2; «^ et «2^2 passeront en même temps par un minimum. Donc les plus courtes distances de (G) et de (G') seront les mêmes en deux points quelconques a et.aa- En d'autres termes, les courbes (G) seront parallèles ou géodésique ment équidistantes.
G'est là, à ce qu'il semble, tout ce que Ton peut déduire, en ce qui concerne les surfaces de seconde classe, du théorème de Gauss. M. von Mangoldt (*), à qui l'on doit cette remarque, a complété les recherches de M. Weingarten et il a pu établir par une méthode savante que la seconde classe comprend seulement les surfaces de révolution à courbure totale variable. On peut substituer aux développements en série donnés par M. von Mangoldt les remarques suivantes, qui ne sont peut-être pas à l'abri de toute objection, mais qui offrent cet avantage de reposer sur la considération d'un nouveau cas limite des triangles géodésiques.
Considérons un triangle géodésique ABG, tracé sur une
(« ) Manqoldt (H. V,), Ueber die Ckusification der Flàchen nach der Verschiebbarkeit ihrer geodàtischen Dreiecke {Journal de Crelle, t. XCIV, p. 21; 1882).
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surface quelconque, et supposons que, les côtés AB, AC, BC restant finis, le sommet C se rapproche indéfiniment d'un point déterminé situéentre A et B. Si Ton abaisse du point G la géodésique CD perpendiculaire sur AB, CD sera supposé infiniment petite ^fig' 7 0*^^ ^"^ ^^^^ ^^ même des angles A, B, C, si nous désignons
par C, non l'angle du triangle, mais son supplément. On peut établir quelques formules intéressantes relatives à ces triangles particuliers.
Si Ton élève en A la géodésique AE, perpendiculaire à AB, elle pourra être aussi regardée, sans erreur sensible, comme normale à AC; et la définition même de la longueur réduite nous donnera les relations
AE = [AG]G -[AB]B, GD = [AG]A^[BG]B
I AC], [AB], [BC] désignant, d'après nos notations (n® 633), les longueurs réduites des trois côtés. En introduisant pour les côtés les notations habituelles, nous avons les formules
jG^
[aj[6j
AE = [cJB = /i
où h désigne la perpendiculaire CD. A ces deux équations, on peut joindre la suivante.
Désignons par jy la perpendiculaire abaissée d'un point de AC sur AB et par ^ la perpendiculaire abaissée d'un point de BC; p et çr, considérées comme fonctions de la distance u de leur pied au point A, sont deux solutions particulières de l'équation
du'-
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si souvent employée au Chapitre V; et nous avons vu (n" 627) que, si l'on substitue à la géodésique AB le chemin formé des géodcsiques AC et BC, la variation de longueur aura pour expression
(72) AG 4- CB — AB rrr. b-^c — ar=c/p'—p(/.
Le binôme c/p' — pc/ est une constante, dont on peut calculer la valeur pour tel point que Ton voudra, par exemple pour le point A. On a alors /? =^0; le triangle infiniment petit AHK donne
D'ailleurs, d'après l'équation (70), on a
,7=AE=[c]B.
La substitution de ces valeurs de /?, p'y q dans la formule précédente la transforme dans l'équation suivante
où l'on connaît la signification géométrique de chaque terme.
670. Telles sont les relations que nous allons appliquer au problème proposé. A cet effet, nous supposerons que la surface soit de seconde classe, c'est-à-dire qu'il y ait une relation, et une seule, entre les six éléments de tout triangle géodésique de la surface. Mettons cette relation sous la forme
et supposons, comme plus haut, que le point C se rapproche de AB d'une manière déterminée.
En divisant par A x B les deux membres de l'équation précédente et remplaçant dans le second membre A, B, C par leurs valeurs déduites des formules (Gq), on aura
b -r- c — a _ fa][6] Ax B ~ A2
Lorsque li tend vers zéro, le premier membre tend vers une limite déterminée [c] ; il faut donc qu'il en soit de même du second. On reconnaît aisément que la limite de ce second membre est de la forme
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et ne peut, par suite, se réduire identiquement à [c]. En l'égalant à [c], on aura donc nécessairement une relation
OÙ F a -une forme tout à fait déterminée. Nous obtenons ainsi la propriété suivante de toute surface appartenant à la seconde classe :
Si l'on prend sur une géodésique quelconque trois points A, B, G, il y aura nécessairement une relation indépendante des coordonnées des points A, B, G entre les segments AB, BG et les longueurs réduites [AG], [BG], [AG].
Pour traduire géométriquement cette proposition, nous remarquerons que, si l'on se sert de l'équation différentielle (71) pour développer en série la longueur réduite d'un segment AB, on trouvera
S étant la longueur AB; a, a! j 01!' désignant la courbure totale et ses dérivées successives par rapport à l'arc, calculées pour le point A.
Cette formule permet d'obtenir aisément les longueurs réduites
AB], [AG], [BG
mais, pour simplifier le calcul, nous supposerons que l'on ait AG = CB, c'est-à-dire a = 6.
On trouvera alors, en désignant par s la valeur commune de a et de 6,
[AG] = [a]= s — CL— —CL i .^5_|_. .
[GB] = [d] = s— CL—~Oi'- H -5«-{-...,
[AB] = [c] =25 — 4a^ — |a's*-+- 4(a2- 3a'')*«-+-. . .,
a et ses dérivées étant calculées pour le point A.
Eki substituant les expressions précédentes dans la relation (^4) et faisant tendre ensuite s vers zéro, on obtiendra évidemment une
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relation
entre la coiirl)ure totale et ses deux premières dérivées par rapport à l'arc. Cette relation^ qui aura lieu en chaque ])Qint de la géodf'sique, sera d'ailleurs la même pour toutes les géodésiques de la surface.
071. Si l'on rapproche ce résultat de ceux que nous avons déjà obtenus, on reconnaîtra aisément que la surface est applicable sur une surface de révolution. Choisissons, en eOet, le SNStènic de coordonnées curviligires formé avec les lignes à courbure constante et leurs trajectoires orthogonales. Comme ces trajectoires sont, nous l'avons vu plus haut, des géodésiques, l'élément linéaire sera réductible à la forme
et l'on aura de plus
Il IV ~ G Ou''' '
V\n exprimant que lUV ne dépend (jue de u^ on serait conduit à la (orme suivante de G
où U désigne une fonction de u et V une fonction de t', et qui convient à des surfaces bien plus générales que les surfaces de révolution. Mais nous laisserons ce point de côté pour le moment. Si l'on remplace, dans l'équation (75), a par une fonction déterminée de u, elle se ramène à la suivante
, I du d'-v
où 4* est aussi une fonction déterminée et qui convient à toutes les géodésiques de la surface*
Considérons, en particulier, les g<'0(lésiques tangentes aux différents points de l'une des courbes de paramctfe //o> q"e nous désignerons par (C**). Si M est un point de cette courbe, lagéodésique tangente en M donnera lieu, dans le voisinage de ce point,
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OÙ p désigne le ra^on de courbure géodésique de (C*^) en M, el qui résulte immédiatement de l'inspection du triangle MPQ dans la/i^. 72.
Fig.
On aura donc, au point M,
Uo,
du ds
d.%1 ds"-
si l'on porte ces valeurs dans l'équation (77), on reconnaîtra immédiatement que la courbure géodésique en M est une fonction déterminée de ;/„ et qu'elle est, par suite, constante en tous les points de (G<^).
Ce résultat nous suiïit pleinement. Il est, en effet, très aisé de démontrer que, si une famille de courbes parallèles est formée de cercles géodésiques, la surface est applicable sur une surface de révolution de telle manière cjue ces cercles géodésiques et les parallèles de la surface de révolution soient des courbes correspondantes .
Cette proposition s'établit immédiatement : il suffît de remarquer qu'elle se traduit par l'équation
oii § est une fonction déterminée de u. L'intégration nous donne la forme suivante de C
qui convient aux surfaces de révolution.
CHAPITRE I
Formules élémentaires relatives à deux courbes tracées sur une surface. — Définition des paramètres différentiels du premier ordre A<p, A('f, 4^), ®(<P> «l')- — Paramètre du second ordre A^cp; méthode de M. Beltrami; formule analogue à celle de Green. — Expression du rayon de courbure géodésique d'une courbe au moyen des paramètres différentiels. — Les formations de M. Beltrami permettent d'obtenir tous les invariants différentiels de l'élément linéaire. Emploi des paramètres différentiels dans la solution de divers problèmes où il s'agit de ramener l'élément linéaire à une forme spéciale. — Calcul des paramètres différentiels des fonctions les plus simples. — De l'emploi de l'invariant du second ordre dans l'étude du problème de la représentation conforme et des systèmes isothermes. — Démonstration, due à M. Beltrami, du théorème de Gauss relatif à l'expression de la courbure totale.
672. On sait toute l'importance du rôle attribué aux deux paramètres différentiels du premier et du second ordre de Lamé, soit en Physique mathématique, soit dans la théorie des coordonnées curvilignes de l'espace. M. Beltrami, dans une série de beaux travaux qui remonte à i865 (*), a constitué pour les surfaces une
(') Voir Beltrami, Ricerche di analisi applicata alla Geometria {Giornale di Matematiche, t. Il; i865).
— Sulla teorica générale dei parametri differenziali {Memorie délia Accademia délie Scienze deW Istituto di Bologna, série II, t. VIII; 1869).
— Délie variabili complesse sopra una superficie qualunque {Annali di Matematica, série II, t. I, p. 829; 1867).
— Zur Théorie des Kriimmungsrnaasses (Mathematische Annalen, t. I, p. 575; 1869).
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théorie analogue et non moins utile, en suivant les idées et lés méthodes déjà appliquées dans le cas de trois dimensions. C'est cette théorie que nous allons maintenant exposer, afin de compléter l'ensemble des notions fondamentales qui apparaissent dans la solution des différents problèmes de la théorie des surfaces. Prenons l'élément linéaire sous la forme de Gàuss
( I ) ds^ =E ^^2 _|_ p F du dv 4- G dv\
et soit
cpi^if, v) — const.
l'équation d'une famille de courbes. Si l'on désigne par da^ dv les différentielles relatives à un déplacement sur celle des courbes de la famille qui passe au point (w, p), on aura, comme on sait,
du _ \ à'Sf dv _ I ^<5>
ds ~ \\ ^/^ clf ' ^ ~ "" H y/ï^ au '
H, A^ désignant les expressions suivantes, déjà employées,
(3) H=^/ËG~rF^
(4) •^? = — ^ jP — ' '
Le signe attribué, dans les formules (2), au radical y/Acp correspondra au sens suivant lequel on se déplacera sur la courbe.
Imaginons maintenant que l'on se déplace à partir du point considéré suivant une autre courbe de la surface et représentons par la caractéristique S les différentielles relatives à ce nouveau déplacement. Si Ton désigne par w, w^ les angles qui déterminent les tangentes aux deux directions considérées, w se rapportant à la courbe ('^), nous aurons (n" 496)
. , , ., dv ou — du ov
sm (a> — (o ) — H
co?(to — 10')
ds 8.Ç
E du ou -^ ¥(du Bv -hdv Bu)-^-Gdv^v ds Zs
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OU, en substituant les valeurs de duj dv^
8,si„(»,-«,')=--^(2-?B«+gs.)= ''
8f cos(a) — to'j
\ c)p du) \ du dv )
. ott — Of I
La première de ces formules peut s'écrire
__ acp
(6) A?~ 85sîn(w'-^u))'
et, comme toutes les quantités qui figurent dans le second membre ont une signification absolument indépendante du choix des variables u et p, on reconiiaît immédiatement que Acp est un invariant dont la valeur demeurera la même pour la même fonction cp et le même point, quel que soit le système de coordonnées auquel on rapporte la surface.
Le second membre de l'équation (6) peut être légèrement transformé. Remarquons, en effet,^que
§5 sin(u)' — • o))
est la projection du déplacement 85 sur la normale à la courbe ('>p), le sens des projections positives correspondant à l'angle (0+ ;^- En désignant cette projection par 8/z, on aura donc
(7) ^^^=Vn
Si l'on suppose que le déplacement ait lieu effeclivement suivant la normale, on reconnaît que y^A-^ est la dérivée de o suivant la normale. Cette propriété a déjà été établie d'une manière générale au n" 572.
Toutes les fois que la fonction cp satisfait à l'équalion
nous avons vu que les courbes (cp), obtenues en égalant la fonction cp à une constante, sont parallèles les unes aux autres et l'on peut ajouter que cp' — cp© désigne la longueur qu'il faut porter sur les géodésiques normales à l'une d'elles (cpo) pour obtenir les différents points de la courbe (<p). Plus généralement, si cp satisfait à
l'équation
Acp = F(cp),
F((p) désignant une fonction quelconque de cp, on aura encore une famille de courbes parallèles ; car, si l'on pose
v/F(cp) il vient
Acp'=.i,
et, par conséquent, les courbes (cp') ou, ce qui est la même chose, les courbes (cp) seront parallèles.
Il ne sera pas inutile d'examiner le cas où la fonction <p satisfait a l'équation
(9) Acp=:0.
Alors j si l'on se déplace sur la courbe (cp), on aura
do Oo
-^ du -+■ -r- dv = o,
Ou Oi>
et, comme l'équation en cp ne contient qu€ le rapport des dérivées de cp, on pourra éliminer ces dérivées, ce qui conduira à l'équation
ds"^ = li: du'- + '2 F du dv-\-Odv'^^o.
Il y a donc deux familles pour lesquelles la fonction ^ satisfait à l'équation (9) : ce sont les deux séries de cTourbes de longueur nulle; chacune d'elles peut être considérée soit comme formée de lignes géodésiques (n° 5i7), soit comme composée de courbes parallèles.
673. Du paramètre différentiel Acp, nous pouvons, en appliquant une méthode générale, déduire d'autres invariants se rapportant à deux fonctions. Si l'on y remplace © par cp-f-).6, X désignant
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une constante quelconque, on obtiendra un résultat de la forme
Le coefficient de \ sera évidemment un nouvel invariant que nous désignerions par A(», à). Le développement des calculs nous donne
âv dv. \dic dv ' Ov du ) du du (-0) A(o,^)= EG-F^
On voit que, pour 6 = cp, A(cp, '^) se réduit à Acp.
On peut encore établir Texistence du nouvel invariant de la manière suivante. Imaginons que, dans les formules (5), ouy ov se rapportent à un déplacement sur une courbe de la famille
'^{u, v) = const.
En appliquant les formules (2), on aura
tu _ I d^ ^^ _ ^ ^^ .
et la substitution des valeurs de 8w, ùi^ dans les formules (5) nous
donnera
ào d^ à'^) à^ du dv .du dv
sin(to' — tsj) =
COS(w' — O) ) =
1 OUI \^ w w , —zz .
Ces relations mettent d'abord en évidence la propriété d'invariance du symbole A(cp, <};); mais elles nous conduisent également à un nouvel invariant que nous désignerons par 0(cp, 6) et qui a pour expression
, , ^, ,, I /t^'f d^ ào d^\ I à{o,')j)
Les formules (11) s'écrivent alors de la manière suivante :
(11) sin(w — to) = . C0S((O — co) r= -— ^
Il résulte immédiatement de ces relations que, si l'on considère
Jes deux courbes définies par les équations
cp = o, ^ = o,
et un point commun à ces deux courbes, la condition pour qu'elles soient tangentes en ce point s'exprime par la relation
e(o, ii/) = o,
el la condition pour qu'elles soient orthogonales, par l'équation
Les formules (1 1)' nous conduisent immédiatement à l'identité
(l3) e2(çp,(j;)-4-A«(<p, tj;) = A'^ A'^.
On rencontre ici, pour la première fois, un fait qui se présente fréquemment dans les théories analogues. Les invariants que nous avons introduits ne sont pas distincts, et l'on pourrait exprimer 0((p, à) en fonction de A^, A*]/ et A(cp, <]>); mais l'expression ainsi obtenue serait irrationnelle, et l'on ne peut se dispenser de conserver 6, sauf à tenir compte de la relation (1 3).
674. Nous allons maintenant définir le paramètre différentiel du second ordre. Pour cela, nous considérerons avec M. Beltrami l'intégrale double
a = f f^i^, ^0 d<y = f fi^{^, ^)li du dv,
étendue à une portion simplement connexe de la surface, limitée par un contour (C). Si l'on pose
IVl = il -T- = ÇJ ,
I f\ .au
<'4) < do dcp '
IV o ^A(?,4^) dv du
dv
l'intégrale deviendra
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Écrivons-la sous la forme suivante
et appliquons la formule de Green à la première intégrale du second membre. Nous aurons évidemment
(,5) i2--^y<V(Mrfp-Nrf.O-;/^^^
rintégrale simple étant étendue au contour (G), parcouru dans un sens convenable.
Or, d'après la seconde formule (5) et d'après les valeurs de M et de N, on a évidemment
M di> — fi du =: — ds cos ( w — w' ) v'^,
10 et (xi' désignant les angles formés en chaque point avec l'axe des X du trièdre (T) par la tangente à la courbe (f = const. et la tangente au contour limite (G). Introduisons à la place de w' Tangle lù"
to = a> H ^
qui détermine la direction de la normale au contour, dirigée vers l'intérieur de l'aire. On aura alors
Mdv —^ du = — ds sin ( w" — w ) /Â^.
D'autre part, si l'on suppose que l'on parcoure un chemin infiniment petit 8/1 dans la direction de cette normale, la formule (6) nous fera connaître la dérivée de cp relative à ce déplacement
Nous aurons donc
— = Sin(w"— w)v/Acp.
M dv~Ndu=~^ds.
an
La formule (i5) prend alors la forme
OU encore
et, par suite, l'intégrale donble dn premier membre, qui s'exprime en fonction de quantités absolument indépendantes du. choix des axes, est un invariant. Il en sera évidemment de même de l'élément de cette intégrale; si donc nous posons
dM dN
ou, en développant lès calculs,
, , , i d } du dv ] i d \ dv du ('7^ ^'f'=Hd-u\ ^H hûfA ff
la fonctioa ^2^ sera un invariant, linéaire par rapport aux dérivées de çp, et la formule (17) pourra s'écrire sous la forme abrégée
(«8) Jjt,{^,^)da^--J'^-^^ds-JJ^^^^d^. -
Nous avons supposé que l'aire était limitée par un seul contour et que les dérivées de cp et t|^ étaient continues à l'intérieur de ce ^contour. Si nous avions à considérer une aire limitée par plusieurs contours, il suffirait de remplacer l'intégrale simple qui figure dans la formule par la somme des intégrales analogues relatives à tous les contours. Si les conditions de continuité cessent d'être réalisées pour des points ou pour des lignes, on entourera les régions oij se trouvent les discontinuités par des courbes que l'on joindra à celles qui limitent l'aire considérée. Nous n'insisterons pas sur toutes ces remarques qui ont déjà été présentées à propos du théorème de Green (n° 644).
675. Nos démonstrations supposent essentiellement le changement de variables réel; mais il est clair que les propriétés d'invariance subsistent même quand on emploie des coordonnées imaginaires. Il suffit, pour s'en rendre compte, de remarquer que les propositions établies sont susceptibles d'une vérification directe par le calcul algébrique, et il tombe sous le sens que cette véri-
LES PARAMETRES D rFFERENTI E LS. 201
fication est absolument indépendante de la réalité ou de l'imaginarité des variables ou des équations.
Une fois obtenus les deux invariants
Acp, Aacp,
on peut en déduire une foule d'autres
AAcp, A(cp, Acp), 0(cp, Acp), ....
Les trois invariants nouveaux que nous venons d'écrire sont tous les trois du second oindre. En voici d'autres du troisième
A A Acp, AA(cp,Acp), A6(cp, Acp), A.2Acp, AAgcp, ....
Nous verrons plus loin que les formations précédentes donnent tous les invariants; mais nous reconnaîtrons encore, dans l'étude d'un problème important, qu'elles ne les donnent pas toujours sous la forme la plus simple.
676. Avant d'aborder les théories générales qui reposent sur l'emploi des paramètres différentiels, nous allons montrer comment ils peuvent intervenir utilement dans l'étude de quelques questions particulières.
Considérons d'abord une surface rapportée à un système de coordonnées rectangulaires. Si le carré de Téiément linéaire est pris sous la forme
le raj'on de courbure géodésique des courbes t'— - const. est déterminé par la formule
i_ i_ dX
p ~ AG ^'
et il doit être porté, s'il est positif, du côté où ^ augmerite. Or on a
-*" ~ AG di> \g) ~ G3 â^ ~ Gp et, par conséquent,
_^_GA,P
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fiC
OU, en remplaçant j- et C par leurs valeurs tirées des relations précédentes,
Cette formule, ne contenant pi us que des invariants, sera applicable dans tous les cas. Par suite, le rayon de courbure géodésique d'une courbe représentée dans un système quelconque de coordonnées par l'équation
sera donné par la formule
r Aï© I A(cp, A'i)
P s/Acp -^
(AcdV
le sens positif du rayon étant celui pour lequel d'f est positif ('). On déduit de l'équation précédente que, si la famille de courbes ((p) est formée de lignes géodésiques, la fonction cp doit satisfaire à l'équation du second ordre
(20) A(<p, Acp) — 2AcpA2Cp=ro.
Supposons maintenant que l'on donne deux fonctions cp, ^ et que l'on demande de calculer l'accroissement de ^ quand on parcourt un chemin infiniment petit sur la courbe
const.
Les différentielles du^ dv relatives à ce déplacement ont été calculées plus haut; on a trouvé
du _ I ào dv _ I <^«p
Il viendra donc
d^ _d^ du d^ dv _ Q(4^, y ) ^^9 ~ au ds dv ds J~^
(') Beltrami, rticerclie, art. XXI, et Mathemalische Annalen, t. I, p. 579.
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Proposons-nous, par exemple, étant donnée une courbe (cp), de calculer la dérivée de la courbure géodésique par rapport à l'arc quand on se déplace sur cette courbe. On calculera p par la formule (19), et l'application de la formule précédente donnera ensuite
ds ^^jp
On calculerait de même les dérivées suivantes de p.
677. Soient maintenant (^ et ^ deux fonctions distinctes. Sup^ posons que l'on détermine un point de la surface par les valeurs de o et de t[/, le carré de l'élément linéaire prendra la forme^
ds^-= E df--^2Fd^d^-^G d^'^.
Il est aisé de voir que l'on pourra exprimer E, F, G en fonction des invariants du premier ordre de o et de ^. En effet, si l'on calcule ces invariants, on aura les trois équations
""f^EG—W^' ^1'=EG^.' ^^f'^^=ÏÏG^'' qui peuvent être résolues par rapport à E, F, G, et nous donnent
Acp A*]; — A2(tp, 4»)
AcpA^jy — A2(cp, i|^)'
-A(cp,4;)
Acp Atjy — A2(çp, tj;)
Le carré de l'élément linéaire aura donc pour expression
Atj; do'^ — 2A(cp, ^)<i«> d^ -h Acp d'\>^ ('12) ds'-= i AcpAtj; — A2(V^) '
le dénominateur, qui est @"(«f, ^), ne sera pas nul tant que les fonctions cp et tj/ seront distinctes.
Cette expression de l'élément linéaire va nous permettre d'établir une proposition que nous avons annoncée plus haut et de
montrer que tout invariant composé avec les coefficients E, F, G et leurs dérivées, (contenant d'ailleurs une ou plusieurs fonctions cp,(l», ... et leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé, peut être obtenu à l'aide des symboles A, 0 de M. Beltrami. Soit, en effet,
une telle fonction. Les coefficients E, F, G, nous venons de le voir, s'expriment d\ine manière simple au moyen des trois paramètres
Aw, Ap, A(w, p).
D'ailleurs, si X désigne une fonction quelconque, on a, d'après la définition même de l'invariant 0,
.|=He(X,..), t^ = H,ia,l).
Il suit de là que toutes les dérivées, et par suite l'invariant I, peuvent s'exprimer au moyen des symboles A, 0 appliqués un nombre suffisant de fois aux fonctions
u, V, cp, 4^,
Il suffît donc, pour démontrer immédiatement la proposition que nous avons en vue, de supposer que l'on a pris pour les variables u ei V deux des fonctions f , ^, ... qui entrent dans l'invariant.
S'il entre une seule fonction cp dans cet invariant, on pourra lui adjoindre et prendre pour d/ un de ses invariants, par exemple Acp ou A2'f . Tous les invariants d'une seule fonction peuvent donc être obtenus par l'emploi simultané et répété des opérations A et A2, appliquées à cette seule fonction.
678. Parmi les questions dont la solution peut être rendue plus facile par l'emploi des invariants, on peut encore signaler la suivante.
Supposons qu'étant donnée une surface, on propose de mettre son élément linéaire sous la forme
(•23) ds^=f{a)dp'^-^io(a)dpdg -h^{tx)dq^,
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OÙ/, cp, 4* sont des fonctions données et connues de a, mais où xp el q sont trois fonctions à déterminer. On reconnaîtra immédiatement que, si l'élément linéaire est donné sous la forme
ds'^ = E du'^ -\- iV du dv -\- G dv-^
oLj p et q doivent satisfaire aux trois équations simultanées
du dv
(^^)^-/^«)|ë-^(»)(Ë£-IS)-^<^>'^'-^
dont l'intégration donnerait la solution complète du problème. La théorie des paramètres différentiels permet de former une équation du second ordre à laquelle satisfera l'une des inconnues /?, q et qui remplacera le système précédent.
On a, en effet, en prenant l'élément linéaire sous la forme (23),
ou, si Ton désigne le second membre par xC^)? (25) Ap = X(a).
11 vient ensuite, en regardant a comme exprimé en fonction de p et de q^
et enfin
/^ àOL
L'élimination de a, -;-", t- entre les (Quatre équations (20), (2())
el (27) conduira à une relation entre les invariants de/?, qui pourra ensuite être écrite avec des variables quelconques et sera pré-
cisément l'équation du second ordre cherchée- Le calcul se simplifie beaucoup si la fonction <p est nulle.
Comme première application, proposons-nous de ramener Télément linéaire à la forme
(28) ds^z:^ (i{dp^-^dq^).
Nous trouverons immédiatemeat que/? doit satisfaire à l'équation
A,jo = o.
Nous reviendrons plus loin (n** 681) sur ce résultat.
Envisageons maintenant la forme suivante dé l'élément linéaire
(29) ds^= cos'^ CL dp^-\-%\n^aLdq^ .
Elle correspond à une décamposition de la surface en rectangles infiniment petits dont les diagonales sont toutes égales ou, si Ton supprime les côtés de ces rectangles en laissant les diagonales, à une décomposition de la surface en losanges dont les côtés sont tous égaux. On a loi
I 2sina <)a 1 da
^ cos^a ^'^ -^ ^ cos^a dp sinacos*a dp
et, par suite,
(30) ^p, ^p)=2^ip{^p-l).
Telle est l'équation du second ordre dont dépendra la solution du problènje. Remarquons que, si l'on efTectue, dans la formule (29), là substitution linéaire
on obtient la forme
(3i) ds^=^ dp' ^-^- dq^^-\- 1 copiai dp' dq\
identique à celle que nous avons rencontrée dans l'étude du problème de M. Tchebycheff [p. iSa].
Nous étudierons enfin la forme suivante
(32) ds^=oidp^-^- dq\
qui se présente dans la théorie des Cartes géographiques, Si l'on
fait correspondre à chaque point de la surface le point du plan dont les coordonnées rectangulaires sont p et q^ on aura une représentation plane de la surface dans laquelle les aires seront conservées et, de plus, on pourra former un système orthogonal avec les courbes de la surface qui correspondent aux droites du plan parallèles aux axes coordonnées. On peut encore caractériser la forme précédente de l'élément linéaire en disant que la surface peut être partagée par les lignes coordonnées en rectangles qui ont tous la même surface. On a ici
■^ a ^' ^' afi dp ^ cl"' dp
ce qui donne pour/? l'équation
Dans le cas des surfaces développables, cette équation se transforme aisément en une de celles' que nous avons étudiées au Livre IV.
679. Nous indiquerons maintenant comment on calcule les invariants des fonctions les plus simples. Signalons tout d'abord les formules suivantes que le leçleur établira aisément
les termes non écrits se déduisant de ceux qui figurent dans les seconds membres par de simples permutations. Ces identités permettent de calculer les invariants des fonctions composées quand on connaît ceux des fonctions simples a, [3, ....
Supposons la surface rapportée à ses lignes de courbure ; désignons par x, y, z les coordonnées du point de la surface par rapport à des axes fixes et par a, a', a"] b, b' , b" \ c, c\ c" les neuf cosinus qui déterminent la position du trièdre (T) par rapport au\
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axes. On aura, comme on sait,
I dx
I dz
I dx G ^ = ^'
— H-R — du du
du du
dz ^ de"
du du '
dx de dv dv
dv dv
dz ^,de"
dv dv '
loules les notations du Tableau V [II, p. 386] étant conservées. Ces formules permettent de calculer les valeurs suivantes des invariants:
Aa? = 1 — c2,
Ac
Mc,e')=-^y+-^:
ha' ah' ~K ~ R'
Introduisons maintenant les distances de l'origine au plan tangent et aux plans principaux : si nous les désignons respectivement par P, Q, Q', on aura
/ P = ca? -+- c' y H-- d' z^
(38) I Q = aa? H- a> -I- «"z,
L'application des équations (34) et (87) nous donnera
AF
aO 60'
Dans ces formules figurent seulement les invariants du premier
ordre. Pour calculer les paramètres différentiels du second ordre, il faut se rappeler que les dérivées premières des neuf cosinus peuvent s'exprimer en fonction de ces cosinus et des rotations dont les valeurs ont été déjà données au Tableau V. On a, par exemple,
^^~ AG du\A du)^ AG di^\C dv )
OU, en remplaçant les rotations par leurs valeurs et faisant les réductions,
Cette remarquable formule, signalée depuis longtemps par M. Beltrami, montre que, dans les surfaces minima, toutes les sections par des plans parallèles forment une famille isotherme (n° 209). On trouvera de môme
(4.)JA,P=-(l.-i,)-p(i, + J^)
-<ÎÂiïï(É+F)-Q'ci(ïï-^p)-
Si l'on applique maintenant les formules générales (34), on obtiendra les deux relations
Le carré qui figure dans la dernière est purement symbolique, c'est-à-dire qu'après l'avoir effectué, on devra remplacer les
produits tels que 3- x ,— par une dérivée seconde ^-^- • Ces deux ^ ^ ox ay ^ oxay
formules sont dues encore à M. Beltrami.
Si l*on prend
on en déduit
/ Ao) = 20) — P*,
j.....*p(l^ll,).
On trouvera encore
680. Pour compléter cette étude rapide, il nous reste à montrer comment l'invariant linéaire du second ordre intervient, soit dans la théorie des systèmes isothermes et de la représentation conforme, soit dans l'examen d'une question très intéressante qui a été abordée pour la première fois par M. Beltrami (^), mais qui a été, dans ces derniers temps, l'objet d'études approfondies de la part de M. Klein (2).
Etant donné un plan, pour lequel le carré de l'élément linéaire est défini par la formule
on sait qu'une fonction d'une variable imaginaire est, par définition, celle dont la différentielle est le produit d'une fonction quelconque par l'un des facteurs linéaires de ds^y c'est-à-dire celle pour laquelle on a
du = M{dx-^ f-dy).
Étant donnée de même une surface quelconque réelle dont l'élément linéaire aura pour expression
ds'^ = E du^ -{- 2F du dv -h G du^y Il et V étant des variables réelles, nous décomposerons ds'^ en
(') Voir le Mémoire, cité plus haut, des Annali di Matematica. (') Klein (F.), Ueber Jiiemann's Théorie der algebraischen Func'tionen uiid ilirer Intégrale. Leipzig, 18H2.
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deux, facteurs
H désignant comme d'habitude le radical y/EG — F^. Une fonction complexe ù du point (w, v) de la surface sera celle qui satisfera à l'équation
(45) dQ = m(^Ëdu-^ ^ '^1^ dv\
par conséquent, si l'on désigne par x le fadteur réel ou imaginaire qui fait de l'ex^pression
■/.{ \/Edu-\ — — dv \
une difFérentielle exacte, et si l'on pose
( 46 ) X ( /Ë <ia H — - dv\ — dx -^ i dy,
on voit que Q sera une fonction de la variable complexe x ■+■ iy. Si, dans l'équation précédente, on change f en — i et si l'on désigne par x' la fonction conjuguée de x, on aura
(47) x'i/ËûTwH j=^dv\ = dx ~ idy,
et, en multipliant membre à membre les équations précédentes, on trouvera
Cette équation nous montre que x et j^ sont deux fonctions isothermes conjuguées. On le voit donc, dès que la surface est rapportée à un système isotherme, la définition d'une fonction complexe sur la surface devient. identique à celle que l'on prend pour point de départ dans la représentation de la variable complexe sur le plan. En d'autres termes, dès que l'on connaît une représentation conforme de la surface sur le plan, les fonctions complexes du point de la surface sont identiques aux fonctions complexes du point correspondant dans le plan.
Réciproquement, supposons que l'on ait obtenu par un procédé quelconque une fonction ù
û = P + tQ
satisfaisant à l'équation (45). En changeant i en — i dans cette équation et désignant par Ù' l'imaginaire conjuguée de ù, on aura
(49) dQ'=M'f)/Êdu-i-'^-^jJ^di>\ et, par suite,
(50) dQ dQ' = MM' ds^ = dP^-^dQ^.
Ainsi la connaissance d'une fonction complexe, d'ailleurs quelconque, permettra d'effectuer la représentation conforme de la surface sur le plan.
11 résulte immédiatement de la formule (5o) que, si l'on connaît deux fonctions complexes sur deux surfaces différentes, on réalisera une représentation conforme des surfaces l'une sur l'autre en faisant correspondre les points pour lesquels les fonctions ont la même valeur^ car, si l'on désigne par d's' l'élément linéaire de là seconde surface et par N, JN' les quantités analogues à M, M', on aura, pour les éléments correspondants,
MM' ds^ = NN' ds'i = dQ dQ',
ce qui démontre la proposition. Ce résultat, qui a été signalé particulièrement par M. Klein, comprend en particulier, ou plutôt présente sous une forme nouvelle ceux qui ont été déjà donnés (Livre U, Chap. III).
681. Il nous reste maintenant à mettre en évidence les rapports de la théorie précédente avec les invariants. Pour cela, nous allons chercher les équations qui définissent les fonctions complexes, quand le système de coordonnées est quelconque. L'équation (4^) nous donne \
— = M /E, 3- = M — -— - y du " dv ^
et Télimination de M conduit à l'équation
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qui caractérise les fondions complexes. On peut encore Fécrire sous la forme équivalente
11 résulte immédiatement de ces équations que la fonction ù satisfait à l'équation
(53) AÛ = o.
Réciproquement, si une fonction Q a son premier invariant nul, elle satisfait, soit à l'équation (oi), soit à celle qu'on en déduit par le changement de signe de H; en d'autres termes, elle est fonction de l'une des variables déjà employées x + iy^ x — iy.
On vérifiera également, par un calcul facile, que Q satisfait à l'équation
(54) AaO^o.
Etudions maintenant la relation entre la partie réelle P et la partie imaginaire Q de Q.
L'équation (53) développée
o = AQ = AP — AQ-f-'2iA(P, Q) nous donne
AP = AQ, A(P, Q) = o.
Ces relations entre les invariants de P et de Q montrent que les courbes obtenues en égalant à des constantes la partie réelle et la partie imaginaire de Q se coupent à angle droit. Ce résultat pouvait être prévu : il est une conséquence de l'équation (5o). D'autre part, si, dans les équations (5i) et (62), nous séparons les. parties réelles et les parties imaginaires, nous obtiendrons les deux systèmes équivalents
du ~
F dV
~ H dw
E aP ~ H d^'
dq_
G dV
F dV
dv
~ n du'
H dv '
dV
E dq
'du "
' H dv '
H du'
dv "
F dq ~ n dv '
G dq
H du'-
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L'élimination de P entre les deux premières équations ou de Q entre les deux dernières nous montre que P et Q sont des solutions de l'équation
(57) AaÔ-o,
ce qui d'ailleurs résultait déjà de l'équation (54).
Réciproquement, toutes les fois que l'on connaîtra une solution quelconque 8 = Q de l'équation (07), les formules (56) nous permettront de déterminer par une quadrature une fonction P, ce qui donnera une fonction complexe Q =: P -t- iQ du point sur la surface. On peut donc énoncer la proposition suivante: La solution réelle la plus générale de V équation (5^) est fournie par la partie réelle ou par la partie imaginaire dhine fonction complexe du point sur la surface. Par suite, si l'élément linéaire peut être ramené à la forme
la solution la plus générale de l'équation (57) est
C'est d'ailleurs ce que l'on reconnaît immédiaternent en profitant des propriétés d'invariance de l'équation (j5) et l'écrivant avec les variables x<, y\ car elle prend alors la forme simple
682. M. Beltrami a montré comment on peut rattacher à sa théorie là proposition que nous devons à Gauss relativement à la courbure totale. Soient, conformément aux notations employées plus haut, X et x' deux facteurs qui fassent des expressions
yt.1 sfËdu-^ ^~ dv \ ,
yCH JËdu-\- ~1 dç
des différentielles exactes d(^x -^ iy) et d^x — iy). Les facteurs
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les plus généraux ayant la même propriété seront respectivement
x<p(:r-f-i>), 'a' 'ijix — iy),
cp et tj^ désignant des fonctions quelconques; de sorte que si l'on veut ramener ds"^ à la forme
ds'2=ldoLd'^, la valeur la plus générale de X sera
xx' cp (37 -+- iy)^{x — iy)
Par conséquent, pour tous les systèmes de coordonnées et pour toutes les valeurs possibles de x et de x', là fonction
Aa log -— = Aa logy/xx'
aura toujours la même valeur. ISous obtenons ainsi un invariant : on peut le calculer comme il suit. La fonction x doit satisfaire à l'équation
■ à{Y.\fÊ) _ d_ x(F-htH) dv ~ du ^ qui donne
<)logx „^logx ()lo^x ,- d F-v-in i dE
ov au ou Ou y/Ë 2 osf
P •TT
En multipliant par — ^ — , on aura de même
aiogx ^<)logx _ dlogx ¥ — m d_¥ ^in Y^^iRdE
Ov du ~ dv J^ du J^ 2E dv
En se servant de ces deux relations pour calculer Ao logx, on obtient immédiatement ce résultat
- 1 A/_ il^g^ _^ F - i\\ dE _ F — tH d^ F + ?H ^^°^~HdM(^ ^ dv "^ 2EH dv h/Ë ^" V^Ë
I d f .dlo^'A yjE d ¥ ^m \ dE
]\ dvV du ' U du /Ë iH ôv
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OÙ X s'élimine de lui-même. Si l'on change i en — i, x en x' et que l'on ajoute l'équation obtenue à la précédente, on trouve, en divisant par 2 et en réduisant,
, , /— , \ d f I (JG ^ F dE\
D'après la manière même dont nous l'avons obtenu, cet invariant doit s'annuler dans le cas où l'élément linéaire est réductible
à la forme
ds"' — dx'^ -^ dy'^ ,
et dans ce cas seulement. D'ailleurs, on reconnaîtra aisément, en le comparant à la formule (16) [II, p. 364], qu'il est identique à la courbure totale. Mais on peut aussi établir ce dernier résultat directement en le déduisant des propriétés mêmes d'invariance que nous avons signalées.
Supposons, en effet, que l'on veuille calculer la valeur de l'invariant pour un point M. Prenons pour axes des x et des y les tangentes principales en ce point. Si R et R' sont les rayons de courbure principaux en ce point, l'équation de la surface dans le voisinage de M sera
On aura, en choisissant x et^ comme coordonnées curvilignes d'un point de la surface,
Si Ton. porte ces valeurs de E, F, G dans la formule (58) et si
l'on remarque que, pour x =3^=0, ■ est la seule des dérivées
premières et secondes de E, F, G qui ne soit pas nulle, on trouvera, pour le point M,
(61) Aslog^/xx^^^.
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Tel est le résultat établi par M. Beltrami. Les considérations par lesquelles on le démontre ne diffèrent pas essentiellement de celles que M. O. Bonnet a développées dans le Mémoire sur la théorie des surfaces applicables, inséré au XLP Cahier du Journal de l^ Ecole Polytechnique.
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CHAPITRE IL
SOLUTION d'un problème FONDAMENTAL '. RECONNAITRE SI DEUX SURFACES SONT APPLICABLES l'uNE SUR l'auTRE.
Deux surfaccb pour lesquelles la courbure totale est constante et a la même va leur sonr toujours applicables l'une sur l'autre; mais on ne sait réaliser cette application des deux 'surfaces l'une sur l'autre que dans le cas où la courbure totale est nulle. — Si l'on savait déterminer les géodésiques des deux surfaces, on pourrait réaliser l'application; mais la détermination de ces géodésiques dépend de l'intégration d'une équation de P.iccati. — Méthode permettant de reconnaître si deux surfaces à courbure variable sont applicables l'une sur l'autre. — Cas général. — Emploi des paramètres différentiels. — Cas particulier où les courbes sur lesquelles la courbure totale conserve une même valeur sont parallèles les unes aux autres. — Cas plus spécial encore ou ces courbes forment en outre une famille isotherme; les surfaces sont alors applicables sur des surfaces de révolution. — Étude de deux problèmes particuliers; recherche des surfaces réglées qui sont applicables sur des surfaces de révolution ; recherche des surfaces gauches qui sont applicables sur une autre surface réglée sans que les génératrices rectilignes soient des courbes correspondantes sur les deux surfaces.
683. La théorie des paramètres différentiels permet de résoudre simplement la question suivante :
Reconnaître si deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre ou si deux formes de l'élément linéaire^ sont équivalentes.
Voici la solution que nous donnerons de cette importante question.
Commençons par considérer le cas exceptionnel où la première surface (S) a une courbure constante; d'après le théorème de Gauss, la seconde surface (S') ne pourra être applicable sur la première que si elle a une courbure constante, égale à celle de la première. Supposons que cette condition, qui est nécessaire, soit remplie : nous allons montrer que les deux surfaces seront applicables l'une sur l'autre.
En effet, considérons, sur une surface à courbure constante -^\
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un système de coordonnées formé par les lignes géodésiques qui passent par un point fixe quelconque de la surface et leurs trajectoires orthogonales. Nous avons vu (n° 599) que l'on aura pour l'élément linéaire la forme réduite
(i) ds'^= a'^{du'^^^\n'^ud^>'^).
Si, au contraire, la courbure est négative et égale à -^^ on trouvera de même
(2 ) ^^2 -3 a2 du'^ -+- ( — — \ dv^\.
Enfin, si la courbure était nulle, on aurait, pour le même système de coordonnées,
(3) ds'^ - dii^ -\- ir- dvK
Ces trois formes réduites nous permettent de résoudre complètement la question proposée. Etant données deux surfaces (S), (S'), de même courbure totale, nous allons démontrer qu'elles sont applicables Tune sur l'autre, et cela d'une infinité de manières.
Prenons un point quelconque M sur (S) et faisons-lui correspondre un point quelconque M' de (S'). Cela posé, à un point P de (S) ne peut correspondre sur (S') qn'un point P' dont la distance géodésique à M' égale la longueur de la ligne géodésique PM. Je prends un point quelconque P' satisfaisant à celte condition et je dis qu'on peut, de deux manières différentes, appliquer les deux surfaces l'une sur l'autre de telle sorte qu'à M et P correspondent respectivement M' et P'.
En effet, rapportons les deux surfaces aux systèmes de coordonnées polaires dont les pôles sont M et M'. En écrivant que les arcs correspondants sont égaux, on sera conduit à une équation
du^-^(f^{u)dv'^= du'^-h o2(w')<fp'2,
OÙ 'f{u) désigne l'une des fonctions w, sinw, qui figurent
dans les fprmules (i), (2), (3). Si M doit correspondre à M', on devra avoir aux points correspondants u = «', et, par suite, l'équation précédente deviendra
dv- — dv'-
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OU, en intégrant,
i>± v' = const.
Soient Wo, ^o les coordonnées du point P; u'^, v'^^ celles de P'. En écrivant que P et P' se correspondent, on détermine la valeur de la constante, et Téquation entre ç et v' devient
Il y a deux solutions, correspondantes au double signe du second membre.
Considérons, par exemple, deux sphères égales et deux arcs de grand cercle égaux MP, M'P^ pris respectivement sur ces deux surfaces. On peut amener les sphères à coïncider de manière que M', P soient respectivement en M et P. Alors on peut établir la correspondance entre les deux surfaces, soit en regardant comme homologues les points de deux surfaces qui sont maintenant confondus, soit en faisant correspondre à l'un de ces points son symétrique par rapport à l'arc MP. Telle est ici l'interprétation géomé-^ trique des deux solutions précédentes.
684, Nous venons de démontrer que deux surfaces à courbures constantes et égales sont applicables l'une sur l'autre, et d'une infinité de manières; mais il ne résulte pas de là que l'on puisse toujours réaliser l'application et établir les équations qui relient les deux points correspondants. Pour être effectivement appliquée, la méthode que nous avons suivie exige évidemment que l'on connaisse les lignes géodésiques sur les deux surfaces données: Nous sommes dpnc conduits à nous proposer la question suivante :
Etant donnée une surface à courbure constante, peut-on déterminer ses lignes géodésiques?
Dans le cas où la courbure totale est nulle, la réponse à cette question n'est pas douteuse. Étant donné l'élément linéaire d'une surface développable, on peut toujours, par de simples quadratures, le ramener à la forme
Par suite, l'équation des géodésiques, qui est une relation
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linéaire entre x et y y s'obtiendra dans tous les cas par de simples quadratures.
Soit, en effet,
ds'^ =z E du"^ -^ iF du di> -^ G dv^
un élément linéaire pour lequel la courbure totale, définie par la formule (58) du Chapitre précédent, est éjrale à zéro. Il résulte de la signification même de cet invariant et de la méthode que nous avons suivie au n"* 682 que Ton pourra ramener l'élément linéaire précédent à la forme
(4> ds^ = dx^ -i- dy^;
et, par suite, il existera une fonction X telle que les deux expressions
X ( /Ë du
du.-\ r^ — di^
soient, l'une et l'autre, des différentielles exactes d(a: -{- iy) el d{^x — iy). Si nous écrivons les conditions d'intégrabilité, nous aurons les équations de condition
à F-hill^
-au ^Ê '
0 F — iH
Remplaçons dans ces équations X par e'V- et résolvons par rapport aux dérivées de [x; nous aurons
\ du~ H Ou ~ 2EH dû 2H "^
^ ^ ' Oix i OG F • ()E
dv 2 H du •>EH dv
H suffit de se rappeler que la courbure totale est nulle et de comparer'à l'équation (58) du Chapitre précédent pour reconnaître qu'il existe effectivement une fonction |jl satisfaisant à ces deux équations. Cette fonction une fois déterminée par une quadrature.
on portera la valeur e^l^ de X dans les expressions (5) et l'intégration de ces différentielles fera connaître x H- iy et x — iy. Il suffira donc de trois quadratures effectuées sur des différentielles à deux variables pour ramener l'élément linéaire à la forme (4) et, par suite, pour trouver les lignes géodésiques.
685. Passons aux surfaces à courbure constante et, pour fixer les idées, supposons que la courbure soit positive et égale à — (pour une surface à courbure négative, il suffira de changer a en a\/ — I dans les résultats que nous allons obtenir). Conservons toutes les notations du Livre V (Chap. I); il est clair que, lasurface ou l'élément liiiéaire étant donné, si l'on détermine pour chaque point la position du trièdre (T) par rapport aux lignes coordonnées, on aura, en chaque point de la surface, les translations ?, il, r^. Y], et, par suite, les rotations ret r^ (n° 484). Ces six quantités ne changent pas lorsqu'on déforme la surface; par conséquent, si l'on veut l'appliquer sur une sphère (S) de rayon a, elles auront les mêmes valeurs aux points correspondants de (S) et de (2). Mais, pour le point de (S), les deux rajons de courbure principaux sont égaux à a et, de plus, les directions principales sont indéterminées. Il faut donc que les deux équations (lo) [II, p. 352], qui définissent les directions principales, soient identiquement vérifiées quand on y fait p = a. On obtient ainsi les
équations
^ -^ aq = o, T^ — ap — o,
qui déterminent p, q^ /?<, ^, ; de sorte que l'on connaît toutes les rotations et les translations du trièdre (T). La détermination effective du mouvement de ce trièdre et, par suite, l'application de la surface (2) sur la sphère (S) dépendent donc, d'après les principes exposés au Livre I, de l'intégration d'une équation de Riccati. Or, lorsque cette application des deux surfaces l'une sur l'autre sera effectuée, on connaîtra évidemment les lignes géodésiques de (S); elles correspondront aux grands cercles de (S). Ainsi :
La détermination des géodésiques d'une surface à courbure
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totale constante et différente de zéro dépend de l' intégration d^une équation de Riccoti
686. Supposons maintenant que les deux surfaces (S),(S|) soient, Tune et l'autre, à courbure variable; soient u. v les coordonnées qui déterminent un point de (S), Wi v^ celles qui déterminent un point de (S,). Pour que les deux surfaces soient applicables l'une sur l'autre, il faudra que l'on puisse déterminer pour u ei V des fonctions de u^^ v^ donnant identiquement
^ du'^ -^ i¥ du dv -\- Gâ?i^2= Ej du\-^ i¥^ du^ dv^-^~ Gi dv\,
et cette équation nous montre tout de suite que u Ql v doivent être des fonctions indépendantes*, car, si u était fonction de v^ le second membre serait un carré parfait.
L'application des méthodes générales conduirait pour u eX s^ k trois équations aux dérivées partielles du premier ordre. Le problème posé, envisagé sous ce point de vue, consisterait donc à reconnaître si ces trois équations peuvent être vérifiées par un ou plusieurs systèmes de valeurs de u et de v. •
Mais les propositions que nous avons établies précédemment vont nous permettre de reconnaître par de simples éliminations si les deux surfaces (S), (S,) sont applicables l'une sur l'autre. Nous savons d'abord qu'aux points correspondants des deux surfaces les courbures totales doivent être égales. Si nous désignons, par conséquent, par cp(w, v) et (p,(w,, v^) les expressions de la courbure totale, formées respectivement avec les éléments des surfaces (2), (Si), nous devrons avoir l'équation^
(7) ?,(", t;) = ?i(wi, Vi).
D'autre part, s'il existe une transformation de coordonnées permettant de passer de l'élément linéaire de la surface (S) à celui de la surface (24), tout invariant de la fonction cp, formé avec l'élément linéaire de (S), devra être égal à l'invariant correspondant de cpi formé avec l'élément linéaire de (S<). Cette remarque nous permet de former une suite illimitée de relations entre w, v^ Wj, (^,, qui seront toutes nécessaires.
Le principe suivant va nous aider à nous reconnaître au milieu
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de toutes ces relations et d'écrire seulement celles qu'il est indispensable de considérer.
Soient
(8) ^(i^, ^) = ?i(^u t^i), ^(u, V) =^t{ui, Vi)
deux quelconques d'entre elles, que -l'on choisira de manière à satisfaire à cette unique condition que les deux fonctions cp et tj> soient indépendantes. Alors il devra eh être de même des fonctions cp, et ^x ; sans cela, les surfaces ne pourraient être applicables l'une sur Fautre. Dans ces conditions, les équations précédentes, résolues par exemple par rapport à w et à i^', définiront une ou plusieurs correspondances distinctes entre les points des deux surfaces (S), (S, ). Il est donc nécessaire, d'après la théorie même des invariants, que l'un au moins des systèmes ainsi obtenus de valeurs de w et de ^ vérifie les trois équations
(9) Acp=Aicp,, A(cp, 4;) = Ai(cpi, tl/i), Ai|; = Ai(^i),
oii l'indice supérieur i indique les paramètres différentiels formés avec l'élément linéaire de (S,). Mais nous allons montrer que, si la condition précédente est nécessaire, elle est aussi suffisante. En effet, puisque les fonctions (f et ^ sont indépendantes, nous pouvons déterminer un point de la première surface par les valeurs qu'y prennent cp et tj;, et, d'après la formule donnée plus haut, l'élément linéaire de cette surface (S) aura pour expression
A'I» d'f~ — 1 \{o, ^) d(^ d^ -h- Acp d'\i'i ^^"^ AcpA^J; — A2(çp, ^)
De même, l'élément linéaire de (S, ) sera réductible à la forme
2 _ ^^ 4^1 d^l — 2 Al (cpi, 'j;i ) «n?cpi d^i-\- Al oi d^} ''- AicpiAitl;i-(Ai(cpi, ^0)'
et, par suite, la correspondance établie par les cinq équations (8) et (9) nous donnera
Notre proposition est donc établie ; elle permet, on va le voir, de résoudre simplement la question proposée.
687. Reprenons en effet l'équation (7), à laquelle nous adjoin-
SOLUTION DUN PROBLEAIE FONDAMENTAL
drons la suivante
Si A^ n'est pas une fonction de cp, A' cp, ne sera pas une fonction de (fi ; autrement les deux surfaces ne pourraient être applicables Tune sur l'autre; Acp et A' cp, pourront donc jouer le rôle des fonctions que nous avons appelées plus haut '^ et 6,. Le SYStème des équations (8) et (9) se réduira ici au suivant
Acp = A'o,, (10) <
A(cp, Ao) = AH'cpi, Aïo,),
AA(p = AiAi<pi,
et il suffira que les deux dernières équations soient des conséquences des deux premières pour que les su'rfaces (S), (I,) soient applicables l'une sur l'autre.
Notre raisonnement ne suppose en rien, on le voit, que cp soit la courbure totale et il s'appliquerait sans modification si l'on savait a p?iori que deux fonctions quelconques cp(w, ç), cpi (f^,, (;,) doivent prendre la même valeur aux points correspondants des deux surfaces. Le théorème de Gauss n'intervient dans cette analyse que pour nous faire connaître une fonction invariante. Le fait que cette fonction est la courbure ne joue qu'un rôle secondaire dans nos raisonnements; mais il n'en est plus ainsi, et la signification de <p reprend une grande importance, dans les cas particuliers que nous avons écartés et que nous allons maintenant examiner.
688. Supposons que, pour la surface (S), Acp soit une fonction de cp, F(cp); il en sera de même pour l'autre, et l'on devra avoir évidemment
Al cp, = 1^-^(9,),
sans quoi les deux surfaces ne seraient pas applicables Func sur l'autre. Nous supposerons cette première condition satisfaite.
L'équation
exprime que les lignes sur lesquelles la courbure totale est la
même forment une famille de courbes parallèles. Nous avons
D.— III. l'i
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déjà rencontré au n'' 671 les surfaces jouissant de celte propriété etnous avons même donné la forme de l'élémenljinéalre lorsqu'on prend un système de coordonnées formé de ces courbes parallèles et de leurs trajectoires orthogonales. Il nous suffira de remarquer ici que Télément linéaire est de la forme bien connue
où l'on a (n" 67!2)
(II) du= -^•
On peut établir entre les invariants de la surface une relation qui nous sera utile. Si l'élément linéaire d'une surface est ramené
à la forme
ds^^^dir-^C^dv^^ on a
L du ' kH g du-
el de là on déduit
(i2) ^{u, ^2l() = — '■^ — {^iuy^^
Celle équation est tout à fait générale. Mais, si nous supposons maintenant que la surface soit une de celles que nous voulons étudier et que les courbes de paramètre u soient celles sur lesquelles la courbure cp demeure constante, A'^p deviendra une fonction de cp ; u sera aussi une fonction de <p, définie par l'équation ( i i ), et la relation (12) se transformera dans la suivante
qui convient aux surfaces dont nous nous occu[)ons et ne eontienl d'ailleurs qu'en apparence des intégrales et des jadicaux.
Prévenons auK deux surfaces (ï), (^»)- A^ous sa\ons qu'aux points correspondants on doit avoir
j Acp(a, (•) -^ Aic&,(i/i, v^)\
mais ces deux relations, en vertu des liy[)Ollièses actuelles,"se ramènent à une seub'. Nous obtiendrons une équation nouvelle en
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exprimant que les invariants du second ordre sont égaux, c'està-dire que l'on a
Pour la simplicité des raisonnements," nous écrirons cette équation soiîs la forme équivalente
Acp
et nous 'ui adjoindrons la suivante
/ r do \ f . r a<Pi
Cela posé, si nous supposons que A^ / -— ne soit pas une fonction de C2 et que A! / _ll_ ne soit pas une fonction de o,, les deux
équations (i4) [qui se réduisent à une seule] et l'équation (i5) définissent une ou plusieurs correspondances entrç les points de deux surfaces. Si l'une de ces correspondances entraîne comnje conséquence l'équation (i6), les deux surfaces seront applicables l'une sur l'autre.
En effet, en vertu de l'identité (i3), les équations (i4) et (i5) entraînent la suivante
et enfin l'identité, démontrée au n'' 673,
62(0, A,) ^ A2(cp, A2) = Acp AAo,
qui a lieu pour les deux surfaces, nous donnera de même
do /• do 1
AA
/do r doi
— i=:=AlAl / -,^.
V/Ao J /Aicpi
La correspondance établie est donc telle que les deux fonctions C3, A2 sont égales, ainsi que leurs trois invariants du premier ordre; par suite, les deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre, en vertu du principe général que nous avons établi tout d'abord.
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689. Il nous reste à examiner un dernier cas, c'est celui où, non seulement A'j5, mais Ao / — - serait une fonction de co. (>omnie on a
do A., (p I t) A
/do ^.^t^ I tV Acp
il est clair que cela revient à supposer A^o fonction de (p.
Si ce cas exceptionnel se présente pour l'une des surfaces, il devra aussi se présenter pour l'autre, et l'expression de A^ cp en fonction de cp ne saurait être différente pour les deux surfaces. i\ous allons montrer que ces conditions sont suffisantes : si, pour doux surfaces différentes, Aa'f et Acp sont des fonctions de cp et si les expressions de ces deux fonctions sont les mêmes, les deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre et dUctie infinité de manières.
Soit, en effet, (S) l'une des deux surfaces. En posant
et rapportant la surface au même système de coordonnées que précédemment, on aura pour l'élément linéaire
ds^= du^-i-C'-dvK
Si Ù désigne une fonction quelconque, l'expression générale de A^O devient ici
I à / dsi\ 1 a / 1 Oii\
En prenant donc Q = o, on trouvera
I dC do d do ^ ' ~ C du du du du
ou, en tenant compte de la relation entre cp el w,
ce qui donne
^^/Acf + v/Ao^(v/A'f),
, 6^ Acp àC ' -i- do
G du
y/Acp
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En iritcûraril cl remplaçant du par --^, on obtient la valeur sulvante de G
où V désigne une fonction quelconque de c. Substituons cette valeur de G dans l'élément linéaire et remplaçons Y d^ par dv^ nous obtiendrons définitivement
(17) r/5'-= --^ 1 dv-.
Acj. Acp
Gettc formule démontre immédiatement la proposition que nous avions en vue. Gomme elle dépend exclusivement des expressions de A'^, Aa'f en fonction de «5?, elle sera évidemment lu même pour les deux surfaces considérées, et l'application se trouvera réalisée par les formules
a désignant une constante arbitraire. Les deu\ surfaces sont alors applicables l'une sur l'autre d'une infinité de manières, ce que l'on n'aura aucune peine à s'expliquer si l'on remarque que l'élément linéaire donné par la formule (i^) est celui qui convient aux surfaces de révolution.
Pour établir la correspondance entre les deux surfaces, il suffira de ramener leur élément linéaire à la forme (17), et il est aisé de reconnaître que cette réduction exige une quadrature pour chaque surface. En effet, si l'on tire de l'équation (17) la valeur de dv^ on trouvera
(19) (h = z^y/^'jids^—d'^^e ^ ^^ .
et le second membre, ne contenant que des quantités connues ou des invariants, pourra être obtenu sans difficulté quelles que soient les coordonnées choisies 5 par conséquent, v sera donné par une quadrature.
23o LIVRE VII. — CHAPITRE II.
690. La discussion que nous venons de terminer montre qu'il y a seulement deux classes de surfaces pour lesquelles l'application peut se faire d'une injfînité de manières : ce sont les surfaces à courbure constante et les surfaces applicables sur les surfaces de révolution. Les unes et les autres sont évidemment applicables sur elles-mêmes d'une infinité de manières. L'analyse précédente montre d'ailleurs d'une manière évidente qu'elles sont les seules jouissant de cette propriété. Toutefois l'indétermination n'est pas la même dans les deux cas : pour les surfaces à courbure constante, le mouvement de déformation dans lequel la surface glisse sur ellemême peut amener un point quelconque en tout autre point de la surface; au contraire, dans le cas des surfaces à courbure variable applicables sur des surfaces de révolution, chaque point de la sur^ face pourra seulement glisser le long de la courbe lieu des points pour lesquels la courbure totale demeure invariable.
Signalons cette consiéquence que les surfaces hélicoïdes ou de révolution ne peuvent être applicables lesunes sur les autres que si les hélices ou les parallèles sont des courbes correspondantes sur les surfaces que l'on considère. Par conséquent, les résultats des n°* 73 à 79 nous donnent bien tous les hélicoïdes et toutes les surfaces de révolution qui correspondent à une forme donnée de l'élément linéaire (').
691 . Nous allons indiquer différentes applications de la méthode précédente. Cherchons d'abord s'il existe des surfaces réglées applicables sur des surfaces de révolution. Nous savons (n" 80) que l'élément linéaire d'une surface réglée rapportée à ses génératrices rectilignes et à leurs trajectoires orthogonales est de la forme ( 2d) ^52 = du'^ -f- ( A «2 _^ 2 B w -+- G ) dv'^ = du^ -■+■ g'^ dv"^,
A, B, G étant des fonctions de v. On peut évidemment choisir la
(') On consultera, sur le problème que nous venons de résoudre:
MiNDiNG (F. )> Wi^ sich- entscheiden làsst ob zwei gegebene Flàchen auf einander abwickelbar sind oder nicht; nebst Bemerkung^n ùber die Flàchen mit unverànderlichen Krilmrnungsmaassen {Journal de Crelle, t. XÎX, iSSg).
LiouviLLE ( J.), Notes de la 5« édition de V Application de l'Analyse à la Géométrie de Monge (Notes IV et V) ; i85o.
Bonnet (O. ), Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée {Journal de l'École Polytechnique, XLP Cahier, i863).
Bertrand (J.)> Traité de Calcul différentiel et intégral^ t. I.
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fonction ç de telle manière que l'on ait (21) AG-B2=i.
Le seul cas d'exception est celui où le coefficient de dv- est un carré parfait. A.lors la surface est développable et la s,olution de la question posée devient évidente : toutes les surfaces développables sont applicables sur le cône de révolution.
En tenant compte de la relation (21), on aura
RR' (Aw'^-+-2B«-t-C)2 ^i
Or on sait que, pour toutes les surfaces de révolution, les lignes sur lesquelles la courbure ^st comstante sont parallèles les unes aux autres. Cette propriété, à la vérité, appartient encore à d'autres surfaces, mais elle nous suffira pleinement dans ce qui va suivre.
On devra donc avoir l'équation
qui caractérise (n° 672) les familles de courbes parallèles et qui devient ici
//A KX9 (A'w2-K2B'w-4-G')2
4(Aw-t-B)2-f-^ L =/(^),
A', B', G' désignant les dérivées de A, B, G. Si nous remarquons qu'en vertu de la relation (21), on a
on voit que nous pourrons donner à l'équation précédente la forme
Pour éliminer /(^), nous allons différentier en supposant que g reste constante, ce qui donne la relation
-h [{k'u^'-h'îB'u-h- G')(A"m2_|_ ^b"u -h G") -h 2 A'^^] di> = o.
Mais, g devant demeurer constante, les rapports de du et de d\^ sont définis par l'équation
2gd^ = o = '2{Xu-hB)du-T-(X'u'^-\-iB'u-h C')di>y
qui donne
2 du — dv
A'w2.a_ 2B'ti-4- G' AU-+-B
On aura ainsi, en remplaçant dans l'équation précédente duj dv parles quantités qui leur sont proportionnelles,
/ (A'w2_|_ 2B'a + G')[(A'm -h B')(A'w2h_ aB'M -4- G') (2:3) — (Aîi-hB)(A"M24.2B"w-hG")]
( =2A'(Aw4- B)(Am2_|_2Bm4-G)2. ,
Cette relation doit avoir lieu identiquement. Si nous égalons les coefficients de la plus haute puissance de u dans les deux membres, nous trouvons
A'(A'2— AA"— 2A3) = o.
Commençons par examiner l'hypothèse
A' = o, c'est-à-dire A = const.
Alors la relation (23) prend la forme
(2B'«-i-G')[2B'2wH-B'G'— (Ai^-hB)(2B"i*-i-G'0] = o.
On peut vérifier cette équation soit en annulant le premier facteur, soit en annulant le second. Dans le premier cas, on a
et à cette solution correspond la forme suivante de l'élément linéaire
ds'^= du^-^-{au^-\-ibu^c)dv'^,
où Gj 6, c sont trois constantes quelconques.
Mais, si l'on suppose que le second facteur soit nul, on aura
AB'' = o, B'2-.BB"— — =0, B'G'-BG''=o.
Il j a deux cas à distinguer suivant que A est nul ou différent de zéro :
1® Supposons A = o; nous aurons, en tenant compte de la relation (21),
B = f , G" = o, G = mv -h n.
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m et n désignant des constantes. On a donc
= 'xiu -\- mv -^ n.
2" Soit maintenant A :^
o; il vient
B = mv -f- 72,
^ ^ A ' Donc
// 1 - Il .
692. Il nous reste maintenant à examiner les solutions de l'équation (aS) pour lesquelles A^ serait différent de zéro. Il est aisé de voir qu'il n'y en a aucune.
En effet, si A' n'est pas nul, le second membre de la relation
(23) ne le sera pas non plus; par suite, il devra être divisible par le trinôme k! u"^ -\- i^' u -h G - H faudra donc que les deux équations
Az<2_^2Ba-(-C = G, A'w2_4_2B'm + G'=o
aient au moins une racine commune. On pourra donc égaler à zéro leur résultant, ce qui donnera la relation
(24) (AC'-4- GA'- 2BB')2- 4(B2- AG)(B'2_ A'G') = o. Mais, si l'on différentie l'équation (21), on a
(2.5) AG'-i-GA'— 2BB'=o,
de sorte que la condition précédente prend la forme simple
Il faudra donc que Pl u^ -\- ih' u ~\- G soit un carré parfait; mais alors Ku + B, devant, d'après l'équation (28), diviser
{k' u -^ B'){k' u"- -r- iB' u -+■ C'Y ,
admettra nécessairement la racine unique du trinôme
et, par suite, les deux équations
Aa-t-B = o, A'w5-t- aB'w -h G'= o
devront avoir une racine commune. Or cela est impossible tant que A' n'est pas nul; car l'élimination de u conduit à la condition
d'où l'on peut faire disparaître B' au moven de l'équation (25), et l'on arrive ainsi à la relation
(B2— AG)A'=o ou A'=ro,
qui est en contradiction avec notre point de départ.
693. Donc les seules solutions de la question posée sont celles que nous avons indiquées en premier lieu et qui correspondent aux trois formes suivantes de l'élément linéaire
(26) \ ds-'^du^'-^-lp^iu-^ mv^ n^^ ^dv^-,
;2 = du'-^ {2iu-h mv -\- n) dv'^-.
Ces formes peuvent elles-mêmes être simplifiées et, en distinguant tous les cas, on trouve les expressions réduites
( ds^= du^-i- udv^,
j ds^ = du^' -f- ( i^2 4- a2 ) â?p2^
^ ds^'^du^-^[{u-^avy^b^']dv'^,
ds^= du^-+- (u-\- aif)di>^.
La première correspond aux surfaces de révolution dont le méridien est défini par l'équation
-ifi''
m- dp.
p étant la distance à l'axe et z la distance à un plan perpendiculaire à l'axe. Elles sont engendrées par la révolution de la développée d'une chaînette autour de la base de cette courbe.
Parmi les surfaces de révolution en nombre infini (n^ 76) qui correspondent aux autres expressions réduites (27) se trouvent l'al}'sséide pour la deuxième forme (n*' 66), les ellipsoïdes et les hjperboloïdes de révolution pour la troisième, le paraboloïde de révolution pour la quatrième. Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier tous ces résultats.
Quant aux surfaces réglées qui admettent les formes précédentes
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de l'élément linéaire, on les déterminera par une méthode générale que nous ferons connaître plus loin. Nous nous contenterons, pour le moment, de remarquer que la première et la dernière des formes précédentes ne peuvent correspondre qu'à des surfaces dont les génératrices rectiJignes sont imaginaires.
694. Proposons-nous maintenant de reconnaître s'il existe des surfaces gauches applicables sur des surfaces gauches sans que les génératrices rectilignes des deux surfaces se correspondent, ce qui revient à rechercher si l'on peut résoudre l'équation
(28) du^-\- {au-'h ibu-^ c)dv^~ du'--^ (a-i u'^ -^ ib^u' -\- Ci)dç'^,
où a, b, c désignent des fonctions de v et a^, 6,, d des fonctions de p' sans supposer que c^' soit une fonction de (^.
Nous admettrons, comme précédemment, que l'on ait choisi i^ et (^' de telle maniera que l'on ait
(29) ac — b^=aiCi — bl = i.
Alors l'équation relative à la courbure nous montre qu'aux points correspondants, on doit avoir
au^^ nhu -f- c = «i m'^-h 261 u' -\- c^ = g^j
et notre équation (28) devient
du-^ — du"^. = ^2 ( dv'^ — dv^).
Elle admet une première solution
du''= ± du\ dv —±i dv' .
Mais alors les génératrices rectilignes se correspondent dans les deux surfaces. Cherchons donc d'autres solutions. Écrivons l'équation sous la forme
g'^i.dv -h dv'){dv — dv') = {du + du'){du'— du).
Gomme le signe de u importe peu, on peut toujours supposer qu'il y a proportionnalité entre les deux premiers facteurs de chaque membre et poser, sans diminuer la généralité,
g{dv-^ dv') ^ \{du-i- du'),
g{dv— dv') = — — (du — du').
Introduisons les variables nouvelles
on aura
dv -\- dv' = — dcL, dv — dv' = — r- <f 3.
Les seconds membres devant être des différentielles exactes, on
pourra poser
A étant une fonction de a et B une fonction de p. On déduit de là
. , du^^ dx -h d^, du == drj. — d^.
ï ^ dx d^ ^ , dot d'^
et, par suite, en choisissant a et [3 comme variables indépendantes
On retrouve ainsi, comme il fallait s'y attendre, la forme de l'élément linéaire considérée par M, Liouville.
Pour la commodité des calculs quisuivroat^ nous^allons^banger de notations. Posons
/ A = p, n^Pu
( /a ~ v^' /b ~ v/rT'
R et R, étant des fonctions qiii dépendent respectivement ^e p et de p,. Il viendra
(■^3) ^- = — PPi,
(35) ds^
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et les fonctions inconnues devront être telles qur l'on ait (36) — 99 \~ ciu'^--h 2 bu -f- c = <2, w'-4- 261 ïd'-H Ci,
a, 6, c* et «1, 6|, c, étant des fonctions de i- et de i^' assujetties à la condition de vérifier les relations (29).
695. On pourrait déterminer les fonctions R et R, parla condition que nous venons d'énoncer; mais il vaut mieux remarquer que la courbure totale de la surface, calculée avec la forme primitive (28) de l'élément linéaire, a pour expression
On peut aussi la calculer au moyen de la forme nouvelle (35) de l'élément linéaire, et l'on trouve alors, en appliquant par exemple la formule (8) [II, p. 385],
Si l'on égale les deux expressions de /r, on aura l'équation fonclionnelle
R— K, R'-4-lH', 4
i9~9if (p-pi)' (?9iy-
qui suffira, nous allons le reconnaître, à la détermination des fonctions R et Rj ; mais, au lieu de résoudre la question ainsi posée, nous la généraliserons un peu et nous rechercherons si la valeur de la courbure peut être une fonction quelconque du produit pp,. Nous serons ainsi conduits à l'équation
qui comprend la précédente comme cas particulier. Pour la résoudre, nous allons la difï'érentier totalement en supposant que le produit ppi demeure constant, c'est-à-dire que l'on a
On trouve ainsi, en dilTérentiant l'équation (4<>) et en rem-
plaçant 6/p, <^p, par p et — p, respectivement.
- 6(R — Ri)(p -+- pi ) -4- 2R'('2p H- pi)(p — pi)
-f- 2Ri (2pi+ p,)(p — pi ) -f- (Rj pi— R"p)(p — pi)2= o.
Prenons la dérivée deux fois par rapport à p et deux fois par rapport à p, ; nous trouverons
pR'^-i-4R"'= plR7-+-4RT■ Par suite Jes deux membres de cette égalité doivent avoir une même valeur constante, et, si nous remarquons que le premier est la déri^'ée quatrième de pR, nous vojonsque Ton doit avoir
/ désignant un polynôme du quatrième degré à coefficients constants. L'équation de condition (4')' ^^^ ^'^^ faitp = p,, montre immédiatement- que Ton aura de même
PiRi=/(pi;.
et elle est d'ailleurs vérifiée, on s'en assure aisément, sans qu'il soit nécessaire d'imposer aucune condition aux coefficients de/(p).
Soit, en conséquence
(42) f{p) = l ^ mp -h np^^ pp^-^ qp'*.
En portant les valeurs de R et de R, dans l'expression de la courbure, on trouvera
(ppi)-
II suffira donc, pour avoir la solution de la question proposée,
de faire
c'csl-à-dire de prendre pour/fp) un polvnôme du troisième degré seulement. xMais alors l'élément linéaire |uciidra la forme
/M 7 0 A 9 dp- 9\dp\ i 4^ ^ <h'- = ( p — pi ) "-—^ L
([ui convient aux Surfaces du second degré (n" 504). De plus,
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l'équation différentielle
_dz_ do,
s/Jïy) ~ //(pi)
qui, diaprés les formules (34), définit les deux familles de courbes (.' = const., (-'=const.,
est précisément celle des lignes asymptotiques, c'est-à-dire des génératrices rectilignes de la surface. Ainsi :
foutes les fois que deux surfaces réglées sont applicables Vune sur Vautre sans que leurs génératrices coïncident , elles sont applicables sur une même surface du second degré de telle manière que leurs génératrices rectilignes correspondent respectivement aux deux systèmes de génératrices rectilignes de cette surface.
On peut, il est vrai, adresser une objection à l'analyse précédente. En prenant A et B pour variables indépendantes, nous avons exclu le cas où l'une de ces fonctions se réduirait à une constante. Mais l'examen de ce cas spécial n'offre aucune difficulté et n'infirme en rien la proposition précédente. Si A, par exemple, se réduit à une constante, la forme (3i) de l'élément linéaire est celle qui convient aux surfaces de révolution. Les deux surfaces réglées qui sont applicables Tune sur l'autre auront donc leur élément linéaire défini par l'une des formules (27). Nous laissons au lecteur le soin d'examiner en détail ce cas particulier qui le conduira seulement aux surfaces applicables sur les surfaces de révolution du second degré.
697. ]\ous donnerons plus loin une démonstration nouvelle et plus simple de la proposition que nous venons d'établir et qui est due à M. O. Bonnet ('). Si nous avons rapporté la pjécédente, c'est qu'elle conduit à un résultat qui nous paraît mériter d'être signalé/ Nous avons vu- que, si l'on prend pour R et R, les valeurs
(') On en trouvera deux démonstrations différentes dans le Mémoire sur les surfaces applicables de M. O. Bonnet {Journal de l'École Polytechnique^ \LII* Cahier, p. 44 et suiv.: 1S67).
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les plus générales
P pi
/(p) étant le polynôme défini par l'équation (4-'^), la courbure est une fonction de pp, donnée par l'équation (43). Si l'on prend les valeurs de u^ p', i/', v' définies par les équations (34), félément linéaire de la surface pourra être ramené à Tune des formes
D'après l'expression même de la courbure et la formule (43), la fonction g^\ exprimée en u et ç, devra satisfaire à l'équation
et de même, considérée. comme dépendante de u' et de ç\ elle satisfera à l'équation
L'équation (46)? par exemple, s'intègre' aisément et nous donne
^•2 r= V cos U y/ — q H- Vj si n a y/ — «y -l- Y,,
V, V|, A' 2 étant des fonctions de p assujetties à vérifier la relation
On peut évidemment, en remplaçant ç par une fonction de c, supprimer cette dernière condition^ de sorte que l'on est conduit à considérer des surfaces dont l'élément linéaire est exprimé par la formule générale
( 48 ) ds^ = du^ -^ (^ V cos au -t- V^ si n au ■+■ V., ) dv^,
où a désigne une constante quelconque et V, V,, V2 des fonctions arbitraires de w.
Cetteforme de l'élément linéaire, que nous rencontrons pour la première fois, comprend comme cas particulier celle qui con-
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vient aux surfaces réglées. 11 suffît, pour le reconnaître, de développer suivant les puissances de u et de faire tendre a vers zéro, en supposant que les trois premiers coefficients (de w^, w, et u-) demeurent des fonctions fîmes et déterminées de v. Si Ton a, entre les fonctions V, la relation
on retrouve l'élément linéaire d'une surface à courbure constante; car on peut exprimer l'élément linéaire comme il suit
, , /,, au ,, . au\^ j
2 — du^ H- f V 3 cos — h V4 sin — j di>,
V3 el V', désignant des fonctions de i^ Ainsi, de même que les surfaces réglées peuvent se réduire aux surfaces développables, dont la courbure totale est nulle, les surfaces dont l'élément linéaire est défini par la formule (48) comprennent comme cas particulier celles dont la courbure totale est constante.
L'analogie se complète encore par la proposition que nous rencontrons ici : parmi ces surfaces nouvelles, il y en a une qui admet en quelque sorte un double mode de génération, c'est-à-dire dont l'élément linéaire est réductible de deux manières différentes à la forme (48). C'est celle dont l'élément linéaire, exprimé en fonction des variables p et p,, est défini par l'équation (44) où Ton supposera que /{^) désigne maintenant un poljnôme du quatrième degré.
11 y aurait sans doute intérêt à trouver, en termes finis, les équations d'une ou de plusieurs surfaces admettant l'élément linéaire (48); mais nous aurons à revenir sur cette question, pour la considérer à un tout autre point de vue, dans l'étude de la géométrie non euclidienne.
D.-ni. iG
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LE$ FORMULES DE GAUSS
Étude du commencement du Mémoire de Gauss. — Introduction des déterminants D, D', D". — Expression de DD" — D'* en fonction des coefficients qui entrent dans l'élément linéaire et de leurs dérivées. — Relations différentielles entre D, D', D" et les coefficients de l'élément linéaire. — Rapprochement avec les formules de M. Codazzi. — Équations différentielles des lignes asymptotiques, des lignes de courbure, équation aux rayons de courbure principaux écrites au moyen des quantités D, D', D". — Équations aux dérivées partielles du second ordre auxquelles satisfont les coordonnées rectangulaires d'un point de la surface, lorsqu'on connaît D, D', D". — Équation aux dérivées partielles qui détermine les surfaces admettant un élément linéaire donné. — Les caractéristiques de cette équation sont les lignes asymptotiques de la surface.
698. Après avoir indiqué les méthodes qui permettent de reconnaître si deux surfaces données sont applicables l'une sur l'autre, nous allons étudier une question non moins importante, et nous nous proposerons de déterminer toutes les surfaces ayant un élément linéaire donné ou applicables sur une surface donnée. Cette question, mise au concours en 1869 par l'Académie des Sciences, a été l'objet de nombreux et importants travaux que nous avons déjà cités (/). Il est curieux toutefois de remarquer qu'une étude attentive du Mémoire de Gauss devait conduire presque immédiatement et sans effort à l'équation aux dérivées partielles du second ordre des surfaces applicables sur une surface donnée. Nous allons étudier avec les détails nécessaires la belle
(') BouK (E.), Théorie de la déformation des surfaces {Journal de l'École Polytechnique, XXXIX= Cahier, 1862).
Bonnet (0.), Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée {Journal de l'École Polytechnique, XLP et XLII« Cahier, i865).
Codazzi (D.), Mémoire relatif à l'application des surfaces les unes sur les autres, envoyé au Concours ouvert sur cette question, en iSSg, par l'Académie des Sciences, déjà cité et analysé [II, p. 369].
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méthode de Gauss; il nous suffira d'ajouter quelques relations nouvelles pour obtenir un ensemble tout à fait équivalent aux formules de M. Codazzi.
■ Considérons la surface dont l'élément linéaire est défini par la relation
([) ds^=Edu''-+i¥ cludv -^Odv^-.
A l'exemple de Lamé, désignons par le signe S une somme étendue à trois termes jouant le même rôle par rapport aux trois axes coordonnés. Si ir, jr, z sont les coordonnées rectangulaires du point [u^ P') de la surface, nous aurons
s(^:^>^• s:-:£=^- my-^'
et ces trois équations définissent complètement les relations qui existent entre les coordonnées rectangulaires et les coordonnées curvilignes d'un point quelconque de la surface.
Introduisons les cosinus directeurs de la normale en ce point. Si l'on pose, pour abréger,
(3) ' H r= y^EG - F2,
on aura, en désignant par c, c\ c" ces cosinus,
1 diy. z) ~ H â{u, ç)'
et aussi
^ dx O Ox
En différentiant successivement ces deux, dernières relations, on trouve
ôc dx C^ d''-x C\ àc ôx O ^^'^
Sôc dx Q d'-x Q ôc ôx _ n
d7f dû ~ ~ i^'^ dû^ ' \y ôv d~u ~ ~ O
ôii dv d-x O dr dx r\ d'^x
Sôc dx r\ d-x r\ de ôx r\ d^x
du ÔK- ~^ i^ duOv^ ^ ov dv ~ kj ' dv-
Pvemplaçons dans les seconds membres c, c\ c" par leurs valeurs
tirées des formules (4) et posons, pour abréger,
du^
d\y du^
d-^z du^
d-'x du dv
dudv
d^z du dv
\d'^x 1 dv^'
d^jr
dv^
d^-z dv^
dx du
du
dz dît
dx dû
d_y du
dz du
.| du
dy du
dz du
dx d^
dy
dv
dz dv
dx dv
dy dv
dz
dv
1 dv
dv
dz 7h'
Nous pourrons écrire
de dx _ du du ~
r^ de dx ^ dv dv ~
Sde dx _ Q de dx _ D' dû dv ~ ï^dv du '^ B
Ces relations vont nous permettre de déterminer les dérivées premières de c, c' , d' en fonction des dérivées premières de x,y, z etdeD, D',D".
Remarquons d'abord qu'en tenant compte de l'identité
on peut poser
du de
,dc' ,, de" du du
du
de'
dx dx
du
dv
dv dy
^ m - — ^ ri^j du du dv
dz
de dz
du du dv
m et n étant deux coefficients à déterminer. On pourra de même, en introduisant deux inconnues nouvelles, écrire
de ,dx , dx
— =1 7?l h fl -r ■>
dv du dv
de ,dy ,dy
dv dx dv
de" , dz , dz
— ^ m —- -^ n —• dv' du dv
Si l'on substitue ces valeurs des dérivées de c, c', c" dans les
FD"-GD' . FD'-ED
entre lesquelles existent les relations
(il) m'E -h (n — m)F — /iG = o,
(i3) mn — nm =
dont nous aurons à faire usage. L'expression DD'' — D'- joue un rôle très important. Gauss a montré qu'on peut l'exprimer exclusivement au moyen des dérivées de E, F, G. 11 suffit pour cela de s'appuyer sur les identités suivantes.
En différentiant les équations (2), on a évidemment
dx d^x I dE c\àx d^x i ÔE
i r\dx d^x _ I dE r\dx d^x _ \ dE
\ \3 du du^ ~ -1 du^ \^ du dudv ~ 1 âi^
1 rj dx d'^x \ dG r\dx d^x _ i dG
\ O di-' du dv 1 du^ O dv dv^ 2 dv
Différentions par rapport à a la seconde des formules (2) et
retranchons-en la dérivée de la première par rapport à v ; nous trouverons ainsi
C\ d^ d^' .7- _dF __y dE dv du'^ du 2 dv
On démontrera par un procédé analogue la relation
(16) n(J3? d-^x _ dF i àG ,
^ ^ Udu dv^ ~ dv 1 du '
Enfin, si l'on différentie l'équation (i5) par rapport à v et que Ton en retranche la dérivée par rapport à w de la troisième équa-
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lion (14)5 on obtiendra
dû^ 'dç^ ~ \duOi^) \~ du dû nous poserons, pour abréger,
d'-F ï d^E 1 dv-
2 dv^
2 du^'
du dv
2 xhi'^
La multiplication des déterminants D, D'^ nous donnera
Sd-'^x d'^x n dx d-x Q dx d^x 'dûJ W^ \^dû 'dv^ \^dv 'dî^
du'- dû \^\du) O
Sd^x dx Q dx dx O /' dû^ dv i^du'ôû U V
DD
ou, en tenant compte des formules (2), (14)5 ('5^ du"^ dv^ dv 1 du 1 dv
1 du
du 1 dv
Par un calcul analogue, on trouvera
I dG
^dudv 1
2 dv
2 du
1 dK
2 dv
I dG 1 du
et, par conséquent, si Ton remarque que, dans les deux détermi-
Sd-xd'^T C^ / d^ X X"^ d^ 7"2" ^^ S ( 5~^ ) ont le même multiplicateur, et si l'on tient compte des formules (17), (18), on obtiendra la formule définitive
DD"-l)'^
2 du bu 2 dv
d¥_ ôv
dG du
2 dv
\ dE i dG
2 dv E
ir F
2 dv
2 du
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Ainsi se trouve établi le résultat important que nous avions annoncé; le second membre ne contient absolument que les coefficients qui figurent dans l'élément linéaire et leurs dérivées.
700. Les relations précédentes constituent tout ce que l'on doit à Gauss dans cette partie de la théorie. Celles que nous allons ajouter et qui s'en déduisent immédiatement tiennent lieu des formules de M. Codaijzi.
Différentions la première des équations (8) par rapj)ort à t^, la première des équations (9) par rapport k u et égalons les deux
d^ c valeurs de ^ — r- que l'on obtient de cette manière. Nous aurons
du Ov dv^ da^
dx / dm dm' \ dx / dn du' du \ di> du 1 dv \ dv du
Cette équation est encore vérifiée quand on y remplace x parj^ et par z. Ajoutons les trois équations ainsi obtenues après les avoir
multipliées respectivement d'abord par y-? ;p' y-j ensuite par —,
-p, — ; nous aurons, en tenant compte des formulas (2), (i^),
(.5)et(>6),
P / dm dm' \ / dn dn'
\dv Ou ) \dv du
m — n' d_0 n d(^ , f d¥ \ dE\
1 du 1 dç \du' -1 dv )
dm dm'\ p /^^ ^'^' dv du J \dc> du
Si l'on rapproche ces deux formules des équations (12) et (i3) et si l'on remarque que DD" — D'^ dépend seulement des coefficients de l'élément linéaire et de leurs dérivées, on aura constitué un système de quatre équations qui serviront à déterminer les inconnues m, n^m', n' quand l'élément linéaire sera seul connu.
Ce système peut être remplacé par le suivant. Substituons aux quantités w, n, m', n' leurs expressions en fonction de D, D', D"
données par les formules (m). Après un calcul facile, qui peut même être beaucoup abrégé si l'on tient compte des relations (lo), on obtient, à la place des deux équations (^3), les suivantes :
au I
\ou o»p / \i dv dv ov 'X
dv ou Ou
•2 OV OU 1 Ou J
i \ dv Ou J \i du Ov 1 Ov J
^D-fiof +Ef-Ff-iF^^) = o.
^ \i Ou du Ou 2 dv f
Ces deux équations aux dérivées partielles, jointes à la relation (21),. serviront à la détermination de D, D', D'' quand on cpnnaîtra les coefficients E, F, G de l'élément linéaire.
Si nous nous reportons au n" 503 [II, p. 878], nous reconnaîtrons aisément que le système précédent, formé par les équations (21), (24) et (25), est tout à fait l'équivalent des formules données par M. Codazzi. Il résulte, en effet, des formules (44) [II, p. 379] que les rotations du trièdre (T) peuvent s'exprimer linéairement en fonction des trois déterminants D, D', D'^ Une transformation très simple rattache donc le système précédent à celui que nous avons développé dans les premiers Chapitres du Livre V.
701 . La remarque précédente permet de prévoir que l'on pourra obtenir tous les éléments relatifs à la courbure en introduisant seulement les quantités D, D', D". Cherchons d'abord les lignes asymptotiques. L'identité
de dx -\- de' dy -f- de" dz = — ed^x — e'd^y — e" d^ z . nous donnera, à l'aide des formules (8) et (9),
(26) ^dcdx^ - ^{'Ùdu''^i\i' dudv-^li" dv-^);
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et, par conséquent, i'équation cherchée sera (27) Ddu^-^Q.D' dudv-^D" di^^= o.
<Ilonsidérons maintenant les lignes de courbure et employons les équations d'OIinde Rodrigues
dx -h^dc — o, dy -hHdc' = o, dz -+-R de" = o.
Si on les ajoute, après les avoir multipliées successivement par
dx dy dz dx dy dz , • 1
— -> f^j T- et par -r-, -~, -- . on obtient le système suivant :
du au au ^ av av av -^
Edu^Y dv— ^{Ddu -^-D' dv)r=o,
¥ du -^ G di> — ~ {D' du -V- D" dv) -= o.
L'élimination de -y- nous conduit à l'équation aux rayons de courbure principaux, (29) (DD"- D'2)R2- RH(GD - 2FD'-f- ED") ^ H* = o.
Cette équation contient le théorème de Gauss; car on en déduis, pour la courbure totale, l'expression
qui ne dépend, nous l'avons vu, que de Télément linéaire.
Si l'on élimine R entre les équations (28), on obtiendra l'équation différentielle des lignes de courbure sous la forme
(30 (FD - ED') du'^^ (GD — ED") du dv -+- ( GD'~ FD") dv-^ - o.
Enfin la représentation sphérique de^ la surface sera donnée par la formule
do^ = de- -4- dc"^ + dd'^
o ^ ] = r,^(D<:/w-+- D'^t')2 - ^(D^a-+-DVp)(D'€^M -+-D"arp)
^(D'^M-^D"ârp)2.
702. Il nous reste maintenant à indiquer comment on résoudra la question suivante : Etant données les valeurs de D. D', D'^ en
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fonction de w-et de t^, déterminer la surface, c'est-à-dire trouver les valeurs de ^, JK, z. La solution se préseirte ici sous une forme moins simple et moins symétrique que lorsqu'on emploie les formules de M. Codazzi. Cependant, on trouVe encore dans le Mémoire de Gauss un système de formules qui peut conduire au résultat que nous avons en vue.
Il est aisé de reconnaître que les équations déjà obtenues permettent, lorsqu'on connaît D, D', D^', d'exprimer les dérivées secondes de x^ jk, s en fonction des dérivées premières. Si l'on reprend, en effet, l'expression de c, on aura évidemment
\àa ô\^ dç Ou J
\\ou J \du I \\\ dv ) \àv I \ \du dv du dv I
-[--mV'-m'H'-m'-
c'est-à-dire
Ajc désignant l'invariant du premier ordre de ^. En portant cette valeur de c dans les deux premières équations des systèmes (8) et (9), on aura deux équations qui contiendront les dérivées secondes de X. On les adjoindra à la relation (22) pour tirer de ces trois équations les trois dérivées secondes àex. Au reste, on peut obtenir le même résultat d'une manière plus élégante.
Remarquons, en effet, qu'on peut toujours trouver trois quantités A, B, C permettant d'écrire les relations
d'^x . ^dx ^dx
ou^ Ou av
(34) {f-^=Ac-.B^-*-C^, ^ ^ du^ du dv
d^z . „ ^dz ^dz ^> =^'^^du-^^d-,'
car ces équations, considérées comme devant déterminer A, B, C,
ont leur déterminant différent de zéro.
Si on les ajoute, après les avoir multipliées respectivement par
, V . dx dy dz ^ f. dx dy dz i^- j
C, C, C , puis par 3-? -f ? — ? et eniin par--, —^ —7 on obtiendra T ^ T r ^ du du du ^ di> d<^ dv
les relations
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1 du OU 1 ov
d'où l'on pourra tirer les valeurs de A, B, C. En les portant dans la première des équations (34), on aura
ou^ \ 1 au ou 1 ov
\ du 2 âv h du)
Par des calculs analogues, on obtiendra deux autres équations qui permettront de constituer le système suivant :
ou^ 1 au \ ou
auav 1 ôv \ ou ov } 2 ou \ aç du)
\ôç 2 ou ) \ ou ov / 1 ôv \ ôv du)
Si Ton remplace c par sa valeur tirée de l'équation (33), les formules précédentes ne contiendront plus que les dérivées de x. On obtiendrait des relations analogues en remplaçant jc et c par y et d ou par z et c^ .
703. Nous ne nous arrêterons pas à la discussion complète du système précédent, qui est entièrement dû à Gauss. Il serait aisé de prouver que les équations (36) admettent une intégrale contenant trois constantes arbitraires; mais nous répéterions, sous une forme différente, une discussion déjà faite au Livre T. Nous remarquerons, seulement, que le système précédent aurait pu conduire immédiatement à l'équation du second ordre qui définit les surfaces admettant l'élément linéaire donné.
Nous pouvons, en effet, déduire des formules (36) les valeurs
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de D, D', D'^ et calculer DD^' - D'S ce qui donne
(DD"-D'2)c2H2
L dudif 1 di^ \ du av j i du \ dv du/]
[ du^ 2 du\ du dv j \du i d\> j \ ~d\> du ) \
L Ov- \dv 1 du J \ du dv / 'i di> \ d\^ du/]
Eq remplaçant c^ par sa valeur i — A^, tirée de l'équation (33), et DD"— D'- par son expression déduite de la formule (21), on aura une équation ne contenant. plus que les dérivées de x et les coefficients de l'élément linéaire. Cest V équation aux dérivées partielles du second ordre dont V intégration donnerait la solution complète du problème proposé. Nous l'obtiendrons par bien d'autres méthodes plus précises. Mentionnons, dès à présent, une propriété qui ressort assez simplement des raisonnements précédents.
Si Ton appelle selon l'usage r, 5, t les dérivées secondes de x^ l'équation différentielle des caractéristiques de l'équation précédente, écrite sous la forme <ï*(r, 5, t) = o, sera
— dv^ dudv + --- du^ — o.
dr ds àt
Les formules (36) nous montrent immédiatement que celte équation peut s'écrire
(38) Ddu^-}~'?.D' dudi^-\-D" dv*^ o.
Donc les caractéristiques de l'équation aux dérivées partielles (37) sont les lignes asymptotiques de la surface.
LIVRlî Vir — CHVPITRE IV. - ÉQUATION DES SURFACES APPLICABLES, ETC. 253
CHAPITRE lY
ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLP:S DES SURFACES APPLICABLES SUR UNE SURFACE DONNÉE.
Méthode direcle permettant d'obtenir immédiatement l'équation aux dérivées partielles dont dépend la recherche des surjaces applicables sur une surface donnée. — Remarque de Bour sur une intégrale première de cette équation — Autres méthodes conduisant à la même équation. — Emploi des paramètres différentiels de M. Beltrami. — Développement de l'équation lorsqu'on choisit différents systèmes de coordonnées. Coordonnées symétriques. — Courbes parallèles et leurs trajectoires orthogonales. — Cas où la surface est définie par son équation en coordonnées rectilignes.
704. Nous allons indiquer maintenant différentes méthodes qui permettent de former l'équation aux dérivées partielles des surfaces applicables sur une surface donnée. Une des plus directes est celle que nous avons donnée en 1872 dans notre Mémoire surune classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques.
Le problème po^é peut s'énoncer comme il suit : E, F, G étant des fonctions données de u et de v^ trouver toutes les fonctions x^y, z de u et de v qui satisfont identiquement à l'équation
(1) dx'^ + c?72 -+- dz^ = E du^-^ i¥ du dv ^ G dv-^ .
OÙ du et dv peuvent être pris arbitrairement . Écrivons l'égalité précédente sous la forme
(2) dx'--v-dy^='Edu'^~i¥ dudv -^Gdv'*-—dz'^.
Le premier membre représente le carré de l'élément linéaire du plan et, par conséquent, la surface dont l'élément linéaire a pour carré
¥.du''--^'>.¥dudv~Gdv^— (— du-\^ ~dvX
\ôu ov )
devra avoir sa courbure nulle. En écrivant cette condition, on obtiendra une équaUonaux dérivées partielles pour 5. Nous allons former cette équation, et nous verrons qu'elle est du second ordre. Désignons, pour abréger, par /?, ^, r, 5, t les dérivées preiiières et secondes de z par rapport à « et à (^, et, pour exprimer que la courbure est nulle, servons-nous de la formule (21) du
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Chapitre précédent, où nous remplacerons E, F, G respeclivenient par E — p-y F — pq^ G — q^. Nous aurons l'équation
au dv
ipt
du^ dG^ Ou
dG
iqt
dv ^
du "^'
du dv
¥-pq
¥-~pq
G - qt
iqr
dE
Tv~^P'
dG
du ^
dE
dG Ou
iqs j P9
Par quelques additions de colonnes, on donnera à cette équation la forme plus élégante
4Iw-4^^
dE ou
àF __dE du dv
dF dG
dv du
dv
* Ati
•is
dE
dv
dG du
dE 'ôv
où L est la quantité définie par l'équation (18) du Chapitre précédent. Le développement des deux déterminants n'offre aucune difficulté et nous conduit à l'équation cherchée
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11 nous reste maintenant à examiner si toute solution de cette équation fournira une solution du problème, c'est-à-dire fera connaître une surface admettant l'élément linéaire donné.
Il semble au premier abord que la répqnse doive être absolument affirmative. Nous avons exprimé, en effet, que la surface dontl'élément linéaire a pour expression
(5) ds^ ^ E du^ -i- iF du diK -h G d\^^ — dz^
a sa courbure nulle. Or nous avons vu que, dans ce cas, on peut ramener l'élément linéaire à la forme
dx^-r- dy^
et, par conséquent, constituer une solution du problème proposé. Mais la méthode suivie au n** 684 suppose essentiellement que l'élément linéaire (5) n'est pas un carré parfait; et, d'autre part, il est aisé de reconnaître que l'invariant de Gauss s'annule quand cet élément linéaire devient un carré parfait, c'est-à-dire lorsqu'on a
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
L'équation différentielle du second ordre (3) admet toutes les intégrales de V équation du premier ordre
dont dépend le problème des lignes géodésiques. Mais toute intégrale de Véquation (3) qui né satisfait pas à Véquation précédente donne une solution du problème, c^est-à-dire une surface admettant Vêlement linéaire donné.
Bour avait déjà remarqué ('), sans donner la raison de ce fait, que les solutions de l'équation (6) appartiennent à Téquation (3). D'autre part, M. Weingarten, qui, dans un travail très récent (-), a repris la méthode précédente, a remarqué qu'alors même que E, F, G et 2 seraient réels, la surface correspondante peut bien être
(') Journal de l'École Polylecl inique, XXXIX» Cahier, p. i5. i -) W'EiNaARTEN (J.), Ucber die Théorie der aufeinander abwickelbaren OberJIdchen. Berlin; 1884.
imaginaire. En effet, la solution z peut être telle que le second membre de la formule (5) soit décomposable en deux facteurs linéaires réels. Alors, si l'on ne veut employer que des fonctions réelles, il sera réductible seulement à la forme
dx'^ — dy^.
Mais celte remarque n'a évidemment d'intérêt que si l'on se préoccupe de la distinction entre les quantités réelles et imaginaires, distinction qui est secondaire dans une telle question.
Dans le travail déjà cité, j'ai remarqué que la même méthode permettrait de former l'équation dont dépend la distance du point de la surface à un point fixe de l'espace. En effet, si Ton emploie des coordonnées polaires, l'équation à résoudre sera
dri _+_ ^2 sin2 0 c^cpi-h r« d^'^ = E du"^ -\- i¥ du dv -r- G dv'^
ou encore
Kdu^—-2)^ diidv -^Cjdv^ dr-^- . ,« j o
— = sin^Ô do^-\- d%^.
En exprimant que le premier membre est le carré de l'élémenL linéaire d'un-e surface de courbure totale égale à i, on obtiendra une éi|uatiôn ^w second ordre à laquelle satisfera r. Nous la formerons plus loin.
705. Nous allons maintenant faire connaître d'autres méthodes (pii conduiraient également à l'équation (4). Imaginons, par exemple, que l'on rapporte la surface à un trièdre (T) et reprenons le système de formules employé au Livre V (Tableau I, p. SSa).
Si nous désignons par«^, y^ z les coordonnées par rapport au trièdre (T) d'un point fixe A de l'espace, les projections du déplacement de ce point données par les formules (B) devront être toutes nulles. On'auï'a donc
^ d.v I ^ dx
l^cjz —ry -^ — ^o, I -^,-q^z-r,y+ — = o,
(7) ^ TT) -j- rx —/3^ -h ^ =0, (8) \ r^^-V r^x — p^z -{- ^ ^ o,
âz f dz
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On sait que ç, y), i,, r,,, /• et r< dépendent exclusivement de l'élément linéaire, tandis que/?, ^, /;,, ^, varient lorsque la surface se déforme d'une manière quelconque. Posons
p désignera la moitié du carré de la distance du point fixe A aii point considéré M de la surface. Nous allons former l'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait p. Pour cela nous ajouterons les équations de chacun des groupes (7) et (8) après les avoir multipliées respectivement par x^y^ 5, ce qui donnera les deux équa^ lions
(lo) ^57^717-+- £ =0, ^,;27-|-Tr),j_^ -? =tO.
Au moyen des formules (9) et (10) nous pourrons exprimer x^ y, z en fonction des dérivées de p et des coefficients de l'élément linéaire. Si maintenant nous tirons des équations (7) et (8) les valeurs de /?, q^ pi, Çif nous aurons
ces valeurs, substituées dans la formule dr drx
nous donneront la relation
\dv du I \ du
du
p^^rx-^^-^r,,
dx ,
dx ,
Il suffira de remplacer x, 7, z par leurs valeurs tirées des équations (9) et (10); on obtiendra ainsi une équation qui contiendra seulement p et ses dérivées des deux premiers ordres combinées avec \','r\y^\,f\\i '% ''« ^t leurs dérivées, quantités qui, comme nous l'avons déjà remarqué, dépendent exclusivement des coefficients de Télément linéaire donné. Si l'on introduit successivement les hypothèses qui correspondent aux différents systèmes de formules* D.— III. J7
que nous avons développées au Livre V [II, p. 384, 385, 38^], on aura, dans chaque cas, l'équation aux dérivées partielles dont dépond la variable p.
706. On peut employer une méthode analogue pour former l'équation à laquelle satisfait, non plus p, mais une des coordonnées rectangulaires du point de la surface cherchée rapportée à des axes fixes.
Si a, />>, c\ a! ^h' ^ ... désignent les cosinus directeurs qui déterminent la position du trièdre (ï) invariablement lié à la surface, et si x^ y^ z sont maintenant les coordonnées du point de la surface, c'est-à-dire du sommet du trièdre, par rapport à des axes fixes^ on a, comme l'on sait (n° 503),
Oor ùx
(13) — =a^-f-^7), —=a\^^by,,,
de sorte que a, b peuvent s'exprimer en fonction des dérivées de x, Ecrivons les équations
f _..-.. c/, - ar; ( ^ = e/>,.^ ar,.
Nous en déduisons
/ àb db
\ , da j àa
et si nous portons ces expressions de /?, ^, />i, q^ dans l'équation dr df'i
il viendra
llsuf'filde remplacer rtel ft par leurs valeur» lirées desrelalioiis (i3)
(17) T.-lhc^P'^'-'^'"
'"' ' =Y«,-.!!^ïï..,-^^^~u-^ïï^'-:;^;:
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pour obtenir l'équation du second ordre à laquelle satisfait ^, et l'on voit de plus que toute intég^rale de Téquation (i8), pour laquelle on n'aura pas
permettra de déterminer a, b^p, q-,p{i q\ et par co-nséquent donnera une solution bien déterminée du problème proposé.
707. Enfin j'indiquerai une dernière méthode fondée sur la considération des paramètres différentiels.
Conservons les notations du n" 679; nous avons vu que, si l'on pose
les premiers invariants de p ont les expressions suivantes
Ap = 2p — P2,
A(p, P) — -^---^, Il résulte d'ailleurs de la définition de P, Q, Q' que l'on a
(20) 2p =?*-♦- Q^-HQ'2.
Ces diverses équations vont nous permettre d'établir une relation entre RR' et les invariants différentiels de p. On en déduit, en effet,
A(p, P)[A,p - 2] =- P AP - P 1L_^ on, en tenant compte de l'équation (20),
A(p, P)[A,p-2]=-PAP-P|^.
Si l'onremplacePpar sa valeur tirée de la première équation (19), ce qui donne
a(p, n/2P - Ap)[ A,p - 2] = - v/'2? - Ap a(v/2P - Â^)_ y/ap - Ap i^, , et si l'on développe les calculs, on est conduit à la relation cher-
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chée
(21) 4 Ap(A2p--i)-i-AAp — 2A2P A(p, Ap)-f-4 Ap^^-^^-^ =0.
]l suffira maintenant de remplacer RR' par sa valeur en fonction des coefficients de l'élément linéaire pour obtenir l'équation du second ordre à laquelle satisfait p.
Nous rencontrons ici un fait curieux et qui avait été déjà annoncé. Lorsqu'on fait des applications de l'équation (21), lorsqu'on la calcule dans des cas particuliers, on trouve qu'elle conlient toujours en facteur Ap. En d'autres termes, le quotient
. . . , AAp-9.A,pArp.Ap^ (...) a(p)= -^-^
est toujours entier. C'est une fonction homogène et du second degré par rapport aux dérivées premièr'es et secondes de p. Pour avoir l'équation aux dérivées partielles débarrassée de tout facteur étranger, il faut donc introduire ce nouvel invariant, et elle prend alors la forme simple
.(•23) A2P— l-f-C7(p)-+- AP___L= o.
Il est aisé maintenant d'en déduire l'équation à laquelle satisfait une fonction linéaire quelconque des coordonnées x, y, z. En effet, l'équation précédente admet la solution
et cela, (juelles que soient les constantes a^ byC. Si nous prenons les termes de degré supérieur en «, b^ c, qui sontdu second degré, leur ensemble sera donc égal à zéro. Posons, pour abréger,
( 24 ) o = ax -\- h y -\- cz\
nous aurons ainsi
<'(f)^ KK-
Telle est l'équation à laquelle satisfera .p. Si l'on fait
Équation des surfaces applicables, etc. 9.G1
cp deviendra égal à x^ et il restera l'équation
] \jr
Mais, si l'on suppose que cp soit une de ces fonctions pour lesquelles on a
SI, par exemple, on prend il -viendra l'équation
qui est homogène et plus simple que la précédente. Nous allons maintenant développer ces équations en employant difFérenls systèmes de coordonnées.
708. Dans le cas des coordonnées symétriques, on a Téqualion (4) devient ici
Elle coïncide, aux notations près, avec celle qui a été donnée par Bour (*).
Si l'on garde seulement, dans l'équation précédente, les termes du second degré, on obtient la suivante
/ ^logX\ / c)loffX\ , ,
ou Ov
qui n^est autre que l'équation (26), écrite en coordonnées symétriques, et qui a été donnée par M. Bonnet (2).
Si l'on suppose que l'une des familles coordonnées soit formée de géodésiques, il faudra prendre
^52= C?M2-f-C2rfp2,
(«) Journal de l'École Polytechnique, XXXîX» Cahier, p. i5. (*) Journal de l'École Polytechnique, XLII" Cahier, p Z.
LIVRE VÏI. — CHAPITRE VI. — ÉQUATION DES SURFACES APPLICABLES
et l'équation (4) nous donnera
du du^.^ ^ ydu^ 0\ôuj \ du^
Nous ne multiplierons pas les exemples; mais nous indiquerons encore la forme que prend l'équation au cas oii l'on veut trouver les surfaces applicables sur une surface qui est simplement définie par son équation en coordonnées rectangulaires,
En désignant par les lettres/?, ^, . . . les dérivées de ^, on aura
et l'équation cherchée sera
(s2— rO(P2-+-Q2— i)-+-(S2-RT)(n-/?2H-y2)
^ ^^ { -^(rT + ^R — 25S)(P/?-+-Q9) = o.
les lettres majuscules désignant les dérivées de la fonction inconnue Z. L'équation admet la solution
ce qui était évident a priori.
CHAPITRE V
ÉTUDE DE l'équation AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DONT DÉPEND LE PROBLÈME DE LA DÉFORMATION.
Notions préliminaires sur les équations du second ordre qui sont linéaires par rapport à r, s, t, rt — s'*. — Problème de Cauchy. — Définition précise des caractéristiques. — Théorie géométrique de l'intégration, reposant sur les propriétés des caractéristiques. — Application à quelques exemples simples. — Étude particulière de l'équation dont dépend le problème de la déformation.
— On peut énoncer ici le problème de Cauchy sous la forme suivante : Déformer la surface de telle manière qu'une courbe tracée sur elle prenne une forme donnée à l'avance. — Propriété remarquable des asymptotiques. — Problèmes divers. — Déformer une surface de telle manière qu'elle puisse s'inscrire dans une développable donnée, suivant une courbe donnée. — Nouvelles manières de poser le problème de la déformation. — Equations simultanées auxquelles doivent satisfaire les paramètres des deux familles d'asymptotiques. — Démonstration de diverses propositions sur les asymptotiques et les surfaces gauches.
— Équations simultanées auxquelles satisfont les coordonnées curvilignes, considérées comme fonctions des paramétres des deux familles d'asymptotiques.
— Application à un cas particulier.
709. Nous avons déjà indiqué que les caractérisliques de l'équation aux dérivées partielles dont dépend le problème de la déformation sont les lignes asymptotiques de la surface cherchée. Avant de donner une démonstration nouvelle de ce résultat et d'en faire ressortir la signification et les conséquences, nous entrerons dans quelques considérations générales sur les courbes auxquelles on a donné le nom de caractéristiques. Cette étude préliminaire nous paraît d'autant plus nécessaire que Monge, il faut bien le reconnaître, n'a jamais donné une théorie satisfaisante de ses méthodes d'intégration.
Bornons^nous, pour plus de netteté, à une équation de la forme
(0 A(/-^ — 52)-4-Br-+-"2C5-r-B7-f-D = o,
où A, B, G, D, B' sont des fonctions quelconques de jCjJk, ^iP-, (ji et considérons x^y^ z comme les coordonnées d'un point de l'es-
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pace. Pour Irouver toutes les solutions possibles de l'équation •proposée, il est clair que l'on peut se contenter de chercher toutes les surfaces, satisfaisant à l'équation (i), assujetties à la condition de passer par une courbe donnée et d'admettre en chaque point de cette courbe un plan tangent déterminé.
Si l'on se déplace le long de cette courbe, x^ y^ z, /?, q sont des fonctions connues d'un paramètre variable et la diflérentiation nous donne les relations
Les deux équations (3) ne nous permettent pas de déterminer les valeurs des trois dérivées /•, s\ t au point considéré de la courbe; mais, si l'on en tire r et ^ en fonction de s pour les porter dans l'équation (i), celle-ci prend la forme
où l'on a
dz =
p dx -^ q dy\
-^rdx
-t- s dy^
dq
^sdx
-+- t dy.
L — K dp dq -\- ïi dp dy -{- B' dq dx -\-D dx dy.
Par conséquent, si M n'est pas nul, l'équation (4) détermine s et les équations (3) font ensuite connaître r et t.
Le même raisonnement, appliqué aux dérivées d'ordre supérieur, nous montre que les valeurs de toutes ces dérivées peuvent toujours être déterminées en chaque point de la courbe. On voit donc que, si l'on suppose la fonction z développée par la série de Taylor, on aura tous les coefficients de ce développement, pourvu toutefois que les valeurs initiales ^q, j^ode x et de jr se rapportent à un point de la courbe (C). Gauchy a considéré ce développement, et il a montré que, sous certaines conditions de continuité qu'il est inutile d'énoncer ici, il sera convergent et définira une intégrale de l'équation proposée, intégrale qui satisfera aux conditions énoncées. C'est dans ce sens que nous dirons que la condition de passer par une courbe donnée et d'être inscrite suivant cette courbe à une développable donnée définit une intégrale de l'équation aux dérivées partielles.
710. Mais les raisonnements qui précèdent supposent essentiellement que l'équation (4) fournit pour s une valeur qui n'est ni infinie ni indéterminée.
Écartons la considération de ce qui arrive en des points isolés. Si M est nul en tous les points de la courbe sans que L le soit, le problème proposé sera évidemment impossible, au moins si l'on se borne aux surfaces qui n'ont pas la courbe (C) pour ligne singulière. Au contraire, si M et L sont nuls, l'un et l'autre, en chaque point de la courbe (C), il est impossible de déterminer s et l'on reconnaît de même, en passant aux dérivées d'ordre supérieur, que, dans chacun des ordres considérés successivement, une des dérivées peut être prise arbitrairement .
Nous donnerons le nom de caractéristique à V assemblage formé par une courbe et la développable qui la contient, toutes les fois que les fonctions dUine seule variable qui déterminent cet assemblage satisfont aux deux conditions
Sur toute intégrale il y a une infinité de caractéristiques. En effet, si l'on se déplace sur une intégrale, on aura toujours l'équation (4) comme conséquence des équations (i), (2), (3), et, si l'on choisit pour les déplacements les directions qui satisfont à l'unique condition M=:o, l'équation (4) donnera également L = o.
Comme l'équation M = o est du çecond degré en -~, il J a? en
g^énéral, deux familles distinctes de caractéristiques. On peut du reste séparer nettement ces deux familles et obtenir leurs équations sous une forme simple en opérant de la manière suivante; \ désignant une arbitraire quelconque, on a
o = AL -4- X M = ^ A dp -\- B' dx -^\ dy){k dq -^Y^ dy -^ X dx) — f X2-+- 2GX -h BB'— AD) dx dy.
Si donc on prend successivement pour ). les deux racines A, et )w de l'équation
(7) X2H--^.GX-i- BB'-- AD = 0,
on sera conduit aux deux équations
( \dp — B' dx -+- X, dy }{ A dq -^ h dy -{- \i dx ) = o. (Xdp -i- B' dx ^ X2 r/r)(A dq -i- B dy ■+- X2 dx) = o,
qui se décomposent elles-mêmes en d'autres plus simples. En associant convenablement les facteurs obtenus et en ajoutant l'équation évidente
dz — p dx -^ q dy,
on sera con'duit aux deux systèmes suivants
j dz — p dx — q dy = o, ( <S ) ]^ kdp -^\^' dx ArXxdy — o,
I kdq -^^ dy ^\<^dx — Q\
/ dz — p dx -^ q dy = o, (9) l Xdp-hB'dx-i-'kz^y — Oj
\ Xdq -i-B dy -^li dx = o,
qui définissent les deux familles de caractéristiques. On voit que ces deux familles seront distinctes tant que les deux racines )v, et ^2 seront inégales.
711. En résumé, le problème qui consiste à déterminer une intégrale de l'équation (i) tangente suivant une courbe donnée (C) à une développable donnée (A) est, en général, pleinement déterminé et admet une solution unique à moins que l'assemblage formé par la courbe (C) et la développable (A) qui la contient ne satisfasse aux équations (6) ou, à Tun des systèmes (8), (9). , On peut évidemment présenter ce résultat sous une autre forme en disant que les caractéristiques sont les seules courbes suivant lesquelles deux intégrales différentes puissent être tangentes ou osculatrices. Ainsi :
Si deux intégrales de V équation (i) sont tangentes suivant une courbe, cette courbe est une caractéristique ; en lui adjoignant les plans tangents^ on obtient un assemblage qui satisfait aux équations (6) ou à Vun des systèmes (8), (9).
Il résulte également des remarques précédentes que, si une surface quelconque est engendrée par des caractéristiques, c'està-dire s'il est possible de trouver sur cette surface une famille de courbes se succédant suivant une loi continue et qui, associées aux plans tangents, satisfassent chacune aux équations (8) ou (9), ou, ce qui est la même chose, aux équations (6), cette sur-
face donne une intégrale de l'équation (i). En effet, on peut toujours remonter de l'équation (6) à l'équation (4), puis, en remplaçant dp et dq par leurs valeurs, à l'équation (i). Cette équation sera vérifiée en tous les points par lesquels passera une caractéristique, c'est-à-dire dans toute l'étendue de la surface.
712. Bieiî que ce qui concerne l'intégration de l'équation aux dérivées partielles soit étranger au sujet que nous voulons étudier plus loin, nous allons en dire quelques mots pour montrer avec quelle facilité les résultats connus se déduisent des considérations précédentes.
Supposons que l'un des systèmes (8) et (9), le système (8) par exemple, présente une combinaison intégrable
iii{dz — p dx — 5^ cÇ^ ) -h oji ( A d/? 4- B' û?ir -f- Xi dy^
-h W2 ( A (i^' -4- B d[x -T- ^2 dx) — df.
IN ous allons montrer que toutes les intégrales de V équation
du premier ordre
cp = const.,
satisferont à V équation proposée. En effet, pour toute intégrale I de l'équation précédente, les trois équations (8) se réduiront à deux. Il sera donc possible de satisfaire à ces deux équations en prenant des valeurs convenables pour les rapports de dx^ dy^ dz et, par suite, de déterminer, sur l'intégrale I, une famille de courbes pour lesquelles auront lieu les trois équations (8).
La surface I, contenant une famille de caractéristiques, sera nécessairement une intégrale de l'équation proposée. Cette conclusion ne pourrait souffrir d'exception que si, pour l'intégrale I, un au moins des facteurs to se présentait sous une forme indéterminée.
Inversement, si toutes les solutions dé Péquation
(10) cp(^, j^',z,/?, ^) = const.
sont des intégrales de l'équation (1), l'un des deux systèmes (8) et (9) admettra la combinaison intégrable d(f. En effet, les caractéristiques de l'équation (10) sont définies par le système
dx dy — dp — dq dz
d'p d(p âo â(S) CCD d<û do c^cp
-L -1 -±^pJL __i_|_^_i p_L^q-^
dp dq dx ^ dz dy ^ dz '^ dp ^ dq
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Gomme on sait qu'il existe une infinité d'intégrales de l'équation (lo), et par conséquent de l'équation (i), qui sont tangentes les unes aux autres suivant chacune de ces caractéristiques, on voit que les valeurs de dx,^ dy^ dp^ . . . tirées des équations précédentes devront satisfaire à l'un des systèmes (8) et (9). On a ainsi pour cp l'un ou l'autre des deux systèmes
do\
dp
do dq
/do
do\
do
do dp
/do
do\
dp
do
dq
àp
Supposons, par exemple, que le premier soit vérifié. Si nous ajoutons les équations (9) après les avoir multipliées respectivement par
do i do I d(f
dz A d/>' A dq^ nous aurons
do do do ^ f^.ào ^ do ^ do\ dx
dz dp ^ dq ^ \ dp dq ^ dz } A
/ do ^ do do\
d^ i^ ^^^\ dy _
ou, en tenant compte des équations (12),
do — o.
i^a proposition que nous avions en vue est donc établie : les équations (9) admettent la combinaison intégrable do\ et l'on verra de même que, si la fonction cp satisfait aux équations (i3), la combinaison intégrable do est fournie par le système (8).
713. Ce premier point étant établi, arrivons au cas où l'un des systèmes (8) et (9) admet deux combinaisons intégrables du^ dv. Alors il admettra aussi la combinaison intégrable
du — o'{v)dv — d[u — ^(i^)],
où cp désigne une fonction arbitraire; et, par suite, toutes les so-
lutions de l'équation
appartiendront à la proposée (i). L'équation précédente est d'ailleurs équivalente à la proposée; car, si Ton élimine la fonction cp entre l'équation et ses deux premières dérivées, on est conduit à l'équation du second ordre
qui ne diffère de la proposée que par un facteur (* ). Ce facteur ne peut être nul, infini, ou indéterminé, que pour certaines solutions exceptionnelles; et, tant qu'il ne sera pas nul, l'équation (i4) sera équivalente à la proposée.
Réciproquement, si l'équation du second ordre doit admettre une intégrale première de la forme (i4), il résulte des raisonnements du numéro précédent que les trois fonctions
doivent chacune satisfaire à l'un des deux systèmes (12), (i3). Mais, comme deux d'entre elles appartiennent au même système, il en sera nécessairement de même de la troisième, qui est une fonction des deux autres. Ainsi, pour trouver, si cela est possible, les intégrales intermédiaires de la forme (i4)? il faudrarechercher si Vun des systèmes (12) ou (i3) admet deux solutions distinctes.
Le problème qui consiste à reconnaître si deux équations linéaires telles que les équations (12) ou (i3) admettent une ou plusieurs solutions distinctes est un de ceux que l'on sait le mieux résoudre aujourd'hui. On peut donc déduire des propositions précédentes une méthode régulière de recherche des intégrales intermédiaires de l'équation proposée et, plus généralement, de toutes les équations du premier ordre dont les différentes solutions appartiennent à la proposée.
(') On le vérifie aisément en tenant compte des équations (12) ou (i3) auxquelles satisfont à la fois les fonctions u et v. Un calcul facile donne
du dv du <)v
714. Les indications précédentes, quelque incomplètes qu'elles soient, mettent en évidence le rôle des caractéristiques dans la recherche des intégrales de Téquation proposée. On pojurrait les dévdopp^r et en tirer une théorie complète de l'équation (i); nous nous contenterons ici de traiter quelques applications; mais auparavant il importe de remarquer que les équations (6) ne peuvent être remplacées par un des systèmes (8) ou (9) que si A est différent de zéro. Considérons, par exemple, le système (8). Lorsque A est nul, les deux dernières équations se réduisent à une seule. Pour éviter cet inconvénient nous remarquerons que, dans le cas général, on peut déduire des équations (8) les deux suivantes
B ûÇp— Xi fl?^ H- D c?j? = o,
l B' dq — Itdp -^D dy = Oy
par l'élirtiination soit de dx, soit de dy. Le système des équations (8) et (8y se réduira dans tous les cas à trois équations distinctes. En ajoutant de même aux équations (^) les deux suivantes
B dp — lidq-^D dx = o^
^^^ ( B' dq — Il dp -^Ddy = o,
on n'éprouvera aucune difficulté dans les applications.
Considérons d'abord l'équation bien connue des surfaces développables
rt — s^ :;= o.
On a ici
B = G = B'=D = o, A = i, Xi = Xj = o.
Les équations (8) se réduisent aux suivantes
dz—pdx — q dy ~ o^ dp — o^ dq = Oj qui présentent trois combinaisons intégrables dp, dq, d{z — px — qy)' On aura donc les deux intégrales du premier oridre
z—px — qy = ^(p).
Si Ton différentie la dernière équation, il restera
[^ -^yf(p) -^ ^'(p)] dp = o.
En supprimant dp^ on a bien les trois équations qui définissent une surface développable.
Prenons maintenant l'équation
ipqs -hp^t = 0.
Ici encore, les deux valeurs de X sont égales et les équations différentielles de la caractéristique sont
dz — p dx — q dy = 0^ p dx -\- q dy — o^ q dp — p dq — Q.
Elles admettent les trois combinaisons intégrables
dz = o. d— = o, dly-^x—)~o. On aura donc
et, par conséquent, z sera déterminé par l'équation
y-\-xo{z)=^^{z).
Dans l'un et l'autre des exemples précédents, l'équation en X a ses deux racines égales, et les équations différentielles de la caractéristique admettent trois combinaisons intégrables. La coïncidence n'est pas fortuite, et Ton peut démontrer que, si l'un des systèmes (8) ou (9) admet trois combinaisons intégrables, on a nécessairement )., = À2 (' ).
Considérons encore l'équation
{\-\-q'^)s—pqt = o,
qui définit les surfaces pour lesquelles les sections faites par des
(') Voir, en particulier, nolvt Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées partielles du premier ordre ( Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences, t. XXVII). Dans ce travail, nous donnons, après M. Lie, le moyen de former toutes les équations de la forme (i) pour lesquelles l'un des systèmes (8) et (9) admet trois combinaisons intégrables et qui peuvent être regardées, par suite, comme ayant deux intégrales intermédiaires du premier ordre.
plans parallèles au plan desjK^s sont des lignes de courbure. On a
Les deux systèmes de caractéristiques sont définis par les équations
dz — p dx — q dy — o, dz — p dx — q dy ^ o^
dx^o, pq dx -^ {\-i-q^)dy = o^
{\-\-q'^)dp — pq dq — o^ {\ -^ q"^) dq = o^
qui conduisent respectivement aux deux intégrales intermédiaires suivantes
(i6) ^?'^(^), y-i-qz = ^{q).
Tirons-en les valeurs de p et de jk, pour les porter dans l'équation
dz = p dx -^ q dy.
Nous trouverons
dz =V ^~ Ç^^'(^) dx -\- q ^'(q) dq — q^ dz — qz dq, ce qui peut s'écrire
d{z^7^^^)-^'^^îlîl^ -i'(x)dx = o.
/i-Tq^
En intégrant, on aura donc
(i7) z^TTT^=r^ÊâS-^.ix).
J /TT
L'équation précédente, jointe à celles, du système (i6), donnera l'intégrale complète de la proposée. Mais on peut obtenir une forme plus élégante. Effectuons la substitution définie par les formules
d'où l'on déduit
L'équation (17) et la seconde des équations (16) nous condui-
ront du système des deux suivantes
s / 1 — a2 — ay -+- 6(a) = <f{cc),
entre lesquelles il faudra éliminer a. La seconde s'obtient en prenant la dérivée de la première par rapport à a.
La première intégrale intermédiaire (16) exprime que les plans des lignes de courbure coupent la surface sous un angle constant.
7J6. Etudions enfin l'équation
rt — s^-^a^= o,
que l'on rencontre dans la théorie mécanique de la chaleur. On a ici
Le système (8).devient le suivant
dz =^ p dx + q dy, dp -\- a dy = 0, dq — a dx = o.
Il admet deux combinaisons intégrables évidentes p -h ay et q — ax^ d'où l'on déduira une intégrale intermédiaire en écrivant que p -4- ay est une fonction de ^ — ax. On pourra donc poser, en introduisant une variable auxiliaire a,
(.9) \p^ay = .a
( q — ax = 2cp(a).
La système (9) conduirait de même aux deux équations
(.0) \p-ay^2^
{ ^-haa7 = 24(|3),
qui, jointes aux précédentes, nous donnent
a:rr=4;(j3) — cp(a), y? = a + ^
ajK = a — p, ? = ?(a)-+-4'(P).
Ces valeurs permettent de former la différentielle de z\ on a
a dz = ap dx -h aq dy = {oL ^ P)(^4' — ^?) + (? + 4')(<^^ — <^i^)- D. - III. 18
On déduit de là, en intégrant,
az = [cp(a)H-4/(p)](a — P) — 2 raû?cp(a)-4-2 r^rft|;(p).
La solu.tion est ainsi complètement déterminée; on peut la débarrasser de tout signe de quadrature en remplaçant les symboles (^ et ^ par des dérivées cp' et 'h'. On trouve ainsi
/ aa; = f(?)-cp'(a),
(21) I ay = a— p,
Il suffira d'éliminer a et p entre les trois premières équations pour obtenir l'expression de z en fonction de x et dejK-
717. Dans les deux derniers exemples que nous venons d'examiner, on peut obtenir une confirmation des résultats que nous avons signalés relativement aux caractéristiques, en étudiant, à l'aide des formules qui donnent l'intégrale générale, ce que nous pouvons appeler le problème de Cauchy, c'est-à-dire la détermination de la surface qui satisfait à l'équation aux dérivées partielles, passe par une courbe donnée et admet en chaque point de cette courbe un plan langent donné. Pour plus de simplicité, nous nous contenterons d'examiner à ce point de vue l'équation qui a été intégrée dans le numéro précédent.
Soit (G) la courbe par laquelle doit passer l'intégrale. Comme /?, q sont donnés pour chaque point de cette courbe, il résulte des formules (19) et (20) qu'en chacun de ces points on connaîtra a, j3, ^(a), '^d^). Si, comme il arrive généralement, a et ^ ne conservent pas la même valeur en tous les points de la courbe, on connaîtra, par cela même, les fonctions ^(a), ^'(P) pour toutes les valeurs de l'argument; et, par suite, l'intégrale cherchée sera complètement déterminée.
Mais il j a des cas d'exception. Nous laisserons au lecteur le soin de les étudier tous et nous nous contenterons de faire remarquer que, si la courbe (G) est une caractéristique; si l'on a, par exemple, en chacun de ses points,
P -^ ay — C, q— ax = (y,
G et C étant deux, constantes, la fonction cp(a) ne sera plus déterminée que pour une valeur de l'argument. D'après les formules (19),
il suffira qu'elle ait la valeur — pour la valeur - de l'argument.
L'intégrale satisfaisant aux conditions proposées contiendra alors dans son expression une fonction ^(a) qui sera presque entièrement arbitraire, puisqu'elle sera assujettie à l'unique condition d'avoir une valeur donnée pour une valeur particulière de l'argument. Quant à la fonction 4'(P)? ^l^^ se déterminera comme dans le cas général.
718. Dans le cas ou l'un ou l'autre des systèmes (8), (9) ne présente pas deux combinaisons intégrables, on ne connaissait aucune méthode permettant d'obtenir l'intégration de l'équation aux dérivées partielles proposée. Dans un travail déjà ancien ('), j'en ai proposé une, qui va plus loin que celle de Monge et qui permet d'obtenir l'intégration dans une infinité de cas nouveaux. L'exposition de cette méthode nous entraînerait loin de notre sujet; je me contenterai d'avoir donné une définition précise des caractéristiques, définition que nous allons employer dans l'étude de l'équation aux dérivées partielles des surfaces applicables sur une surface donnée.
Reprenons, pour cela, la méthode développée au n° 706; a, 6, c étant les cosinus des angles que font les axes du trièdre mobile avec l'axe des x du trièdre fixe, c'est-à-dire avec une droite fixe quelconque de l'espace, on a
et l'équation aux dérivées partielles s'obtient en portant ces valeurs de/?, q-, p\-, q\ dans la relation
(') Sur les équations aux dérivées partielles {Annales de l'École Normale, i" série, t. VII, p. i63; 1870).
dx , ,
dx dv ''
db
cpx
db
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Supposons, pour la cojnmodité du langage, que l'on connaisse déjà une surface (S) admettant l'élément linéaire donné, he problème de Cauchy peut s'énoncer ici. de la manière suivante :
Etant donnée une courbe (F), tracée sur (S), déterminer une fonction Xy qui prenne, ainsi que ses deux dérivées premières, des valeurs données a V avance en chaque point de (F), ces fonctions devant évidemment satisfaire, quand on se déplacera sur (F), à la relation
. ^x 1 àx ^ dx..
( 26 ) dx — -^ du -\r -- dv y
^ ' du Ov
qui détermine, par exemple, -r- lorsqu'on se donne x et — •
Il résulte des formules (23) que a et b auront des valeurs connues en chaque point de la courbe (F). Il sera donc possible de calculer les différentielles da^ db relatives à un déplacement s'effectuant sur cette courbe. Or on a
da . [ du dv\ { du dv\
db f du di>\ / du dv
du dv\ [
ds ^ \^ ds ' ^^ ds j V ds ^ ds
Comme la rotation r -, — h '< -r dépend exclusivement de Télé-
ment linéaire, on voit qu'il sera possible de calculer, en chaque point de (F), les rotations
^ du dv ^ du dv
relatives à un déplacement sur cette courbe.
Or, si l'on se reporte aux formules du Tableau II [II, p. 383 ], on reconnaît immédiatement que la connaissance des quantités précédentes permet de calculer, en chaque point de (F), la courbure normale, la courbure géodésique et la torsion de cette courbe. Oa pourra évidemment exprimer la courbure et la torsion en fonction de l'arc de (F); et l'on sait que ces expressions déterminent d'une manière complète la forme de la courbe.
Réciproquement, supposons que l'on se donne la transformée (D) de (F). Ajoutons, pour préciser, que l'on a marqué sur (D) le
point B qui correspond à un point A de (F); alors le point M' de (D) qui correspond à un point quelconque M de (F) sera déterminé par la condition que Tare BiNF de (D) soit égala l'arc AM de (F). Comme on connaît, en tous les points de (D), la courbure et la torsion, les formules des Tal>leaux T et II nous permettront de calculer, pour chaque point de cette courbe, l'angle w que fait sa tangente avec l'axe des x du trièdre (T), ainsi que l'angle w que fait la normale à la surface avec le plan oseulateur ( * ) de la courbe. La détermination de ces deux angles permet évidemment de calculer sans ambiguïté les neuf cosinus directeurs qui feront connaître la position du trièdre (T) par rapport aux a\es fixes lorsque (F) sera venue coïncider avec (D), et, en particulier, les cosinus a et b. On pourra donc déduire des formules (23) les valeurs de
ôoc dx
-T-i T~ ' en chaque point de (D), ce qui nous ramènera à l'énoncé
primitif.
Le problème que nous nous sommes proposé peut donc, dans tous les cas, être énoncé sous la forme suivante :
Etant donnée une sur face (S), la déformer de telle manière qu\ine courbe (F) tracée sur cette surface vienne coïncider avec une courbe (D), donnée dans l'espace (^).
Il sera susceptible d'une solution déterminée tant que la courbe (F) ne satisfera pas, en vertu des conditions posées, à la première des équations différentielles (5) des caractéristiq es; et, par suite, l'étude de ses cas d'impossibilité et d'indéternii-
(') L'angle XD toutefois ne sera réel que si la courbure - en chaque point M'
de (D) est supérieure à la courbure géodésique — de (T) au point correspondant M. Cela résulte immédiatement de l'équation évidente
sincj _ I
Ajoutons que l'angle C7, étant déterminé par son sinus, pourra prendre deux valeurs supplémentaires l'une de l'autre; ce qui conduira à deux solutions distinctes du pi'oblème que nous avons en vue.
(^) Le cas particulier où ( 1) ) est une droite ne présente pas de difficulté particulière et ne met pas en défaut nos conclusions; mais, pour plus de netteté, nous l'écarterons en laissant au lecteur le soin de le traiter.
nation nous fera connaître ces caractéristiques. Nous allons le traiter directement, en choisissant les variables les plus simples.
719. Rapportons les points de la surface à un système de coordonnées rectangulaires tel que la courbe (F) devienne une des courbes coordonnées et soit représentée par l'équation
ce qui est évidemment toujours possible.
On aura, en adoptant les notations du Tableau IV [IT, p. 385],
(•i8) -— = Âa, — =G6.
^ ' Ou ov
Ijne fois connus a et 6, les relations (,9) _^6r-c^, -=cp-ar,
relatives à un déplacement sur la courbe (F), feront connaître p et q. La relation, empruntée au Tableau IV,
(3o) Aqi-^Cp = o
fera ensuite connaître ^i ; et enfin l'équation (20) donnera /?i pourvu que q ne soit pas nulle. Une fois connues les rotations Pi qyPi » qi pour chaque point de la courbe (F), les formules (24), donnant les dérivées premières des cosinus a et b, feront connaître par cela même les dérivées secondes de x pour chaque point de la courbe (F). Il résulte en effet des formules (28) que les dérivées secondes de x s'expriment en fonction de a, 6 et de leurs dérivées premières.
Le problème proposé, qui équivaut, nous l'avons vu, à la détermination des dérivées secondes de x en chaque point de (F), ne peut donc devenir impossible ou indéterminé que dans le cas où les conditions proposées donneraient pour q une valeur nulle. Or il suffit de se reporter à la formule (4) du Tableau IV pour reconnaître qu'alors la courbe (F) deviendrait une ligne asymptotique. Il est donc établi de nouveau que les caractéristiques de V équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait x sont les lignes asjmptotiques, et nous pouvons énoncer le théorème suivant :
On peut toujours déformer une surface (S) de telle manière qu^une courbe (F), tracée sur elle et donnée à Uavance^ vienne coïncider avec une courbe (D)de ^ espace, à moins que la condition ainsi proposée n^ entraîne cette conséquence que (D) serait, après la déformation, une ligne asymptotique de la sur* face.
On donnera plus de précision à la dernière partie de l'énoncé en la transformant de la manière suivante. Soit M le point de (F) qui devra coïncider avec un point quelconque M' de (D). Si la courbure de la courbe (D) en M' est constamment égale à la courbure géodésique de (F) au point correspondant M, le mouvement de déformation qui amènerait (F) à coïncider avec (D) ferait de cette courbe (D) une ligne asymptotique de la surface déformée, puisque la courbure géodésique de cette ligné serait, en chaque point, égale à sa courbure absolue. Nous obtenons donc la proposition suivante :
On peut toujours déformer la surface (S) de telle manière qu'une de ses courbes (F) vienne coïncider avec une courbe quelconque de V espace (D), pourvu que la courbure en chaque point de {^) ne soit pas égale à la courbure géodésique de (T) au point correspondant.
720. Il ne nous reste plus qu'à distinguer les cas où le problème sera impossible de ceux où il sera iadéterminé. C'est ce que l'on peut faire de la manière suivante.
Lorsque les équations (29) nous donneront pour q une valeur nulle, l'équation (26), qui faisait connaître /?,, se réduira, en chaque point de (F), à celle-ci
dr dri qui devient, si Ton tient compte de l'équation (3o),
dr d/'i
Si celte relation est vérifiée en chaque point de la courbe (D), le problème sera indéterminé; sinon il sera impossible. Or^ si l'on
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emploie les formules des Tableaux II et IV, on peut remplacer l'équation précédente par la suivante (3i) t2=-RR',
où T désigne le. rayon de torsion de la courbe (D) et où R et R' ^ sont les rayons de courbure principaux de la surface. Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :
Le problème proposé se/a indéterminé si la torsion en chaque
point de (D) est égale à i/ôiT'' ô^^ désignant la courbure de
(S) au point correspondant de (F). // sera impossible dans le cas contraire (^).
Nous retrouvons ici une propriété des lignes asymptotiques que nous devons à M. Enneper et qui a été déjà démontrée au n°512. Elle se relie, on le voit, de la hianière la plus étroite à la proposition fondamentale que nous étudions maintenant, et d'après laquelle les lignes asymptotiques sont les caractéristiques de l'équation aux dérivées partielles dont dépend le problème de la déformation d'une surface.
721. Pour éclaircir les considérations précédentes, nous allons étudier quelques applications particulières.
Etant donnée une surface (S) et une courbe (T), tracée sur cette surface, peut-on déformer la surface sans déformer la courbe?
La réponse est très simple : la déformation est impossible si la courbe (F) n'est pas une asymptotique ; elle est possible d'une infinité de manières dans le cas contraire. C'est là une remarquable propriété des lignes asymptotiques.
Peut-on déformer la surface (S) de telle manière qu'une de ses courbes (F) devienne une asymptotique de la surface déformée?
(') Quaad nous disons que le problème est indéterminé, nous entendons par là que les coefficients des séries par lesquelles la surface serait définie demeurent, en partie, arbitraires, sans que la convergence de ces séries Soit établie.
Au reste, dans tous les cas où l'on peut effectuer l'intégration, on reconnaît que l'indétermination existe réellement.
La courbe (D) dans laquelle doit se transformer (F) sera pleinement déterminée par les propositions précédentes, puisqu'on connaîtra, en chaque point de (D), la courbure absolue, qui sera égale à la courbure géodésique de (F) au point correspondant, et la torsion, qui sera égale à la courbure totale de la surface en ce même point de (F). Ces deux quantités seront, par suite, des fonctions données de l'arc 5, et leur détermination permettra de construire la courbe (D). Mais, bien que Ton connaisse cette courbe, le problème proposé sera indéterminé : il y aura une infinité de déformations de (S) pour lesquelles (F) coïncidera avec (D).
Etant donnée une courbe (D) e^ une développable (A) circonscrite à (D), est-il possible de déformer une suif ace (S) de telle manière qu 'elle vienne passer par (D) et soit tangente à (A) en tous les points de (D)?
Ce problème est tout à fait différent des précédents; car on n'indique nullement la courbe de (S) qui doit venir coïncider avec (D). On peut le résoudre de la manière suivante.
Supposons d'abord que la développable (A) ne soit pas l'en^ veloppe des plans oscula leurs de (D). Si le problème est possible, (D^ne sera pas une as^mptotique de la surface déformée. Cherchons la courbe (F) de (S) qui viendra coïncider avec (D). Soit M' le point de (F) qui viendra en un point quelconque M de (D). Comme on connaît, au point M, la courbure de (D) et l'angle que fait le plan osculateur de cette courbe avec le plan tangent de la développable (A), qui doit devenir le plan tangent de la surface déformée, on connaîtra, par cela même, la courbure géodésique qu'aura (D) en M et par suite (F) en M'. Ainsi la courbure
géodésique — pourra être exprimée en fonction de l'arc. Soit
la relation ainsi obtenue. On en déduit aisément une équation du troisième ordre à laquelle devra satisfaire la courbe cherchée (F). Réciproquement, d'après ce que nous avons vu plus haut, toute courbe intégrale de cette équation fournira une solution du problème proposé.
Si, au contraire, la développable (A) est l'enveloppe des plans
osculaleurs de (D), le problème ne sera possible que sous certaines conditions. En effet, au point M de (D), la torsion est connue, c'est une certaine fonction de l'arc. On a
D'autre pari, si le problème est possible, (D) sera évidemment une asymptotique de la surface déformée, et l'on aura nécessairement
^pj étant la courbure totale de la surface au point M de (D) ou,
ce qui est la même chose, au point M' de (F). On devra donc avoir
(33) RR'=:-4;î(s),
et cette relation, qui conduit à une équation du premier ordre pour la courbe (F), devra avoir au moins une intégrale particulière commune avec l'équation (32). On va voir qu'il résulte de là une condition pour la courbe (D).
Différentions, en prenant (^ comme variable indépendante, trois fois l'équation (33) et une fois l'équation (32), après y avoir remplacé la courbure géodésique par son expression en fonction des coordonnées w, (^. Nous obtiendrons ainsi un système de six équations dont les premiers membres seront des fonctions connues de
du d^u d^u j 1 ,^. . ■. j . ^. , j .
u, ^-t -7-y "Ti y -7-^ • A-" élimination de ces cinq quantités conduira,
en général, à une seule relation de la forme
4>(cp, cp', ^, V, Y, Y') = o
OU encore
p, T, 5 désignant le rayon de courbure, le rayon de torsion et l'arc de la courbe (D). On forme ainsi une équation différentielle à laquelle cette courbe devra satisfaire. En d'autres termes, la relation précédente devra être vérifiée par toutes les asymptotiques des surfaces résultant de la déformation de (S).
Cette équation se simplifie d'ailleurs dans certains cas spéciaux. Sila courbure totale de la surface donnée est constante et égale à
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^5 on devra avoir simplement
Ainsi la courbe (D) devra avoir sa torsion constante.
Supposons, par exemple, que l'on prenne pour (D) une hélice tracée sur un cylindre de révolution. Les courbes de la surface qui pourront s'appliquer sur cette hélice, tout en devenant des lignes asymptotiques, sont, évidemment, les cercles géodésiques dont la courbure géodésique est égale à la courbure de l'hélice (*).
722. Puisque les asymptotiques sont les caractéristiques de l'équation aux dérivées partielles que nous étudions, il est naturel d'introduire la considération de ces lignes et de chercher quelles sont les équations aux dérivées partielles qui les déterminent, lorsqu'on connaît seulement l'élément linéaire de la surface. Nous allons commencer par résoudre le problème suivant :
L^ élément linéaire d^une surface étant donné sous la/orme
ds^ =E du^ -\- ^F du dv -^ G dv^,
quelles relations doit-il y avoir entre E, F, G pour que les lignes coordonnées soient les asymptotiques de Vune des surfaces résultant de la déformation de la proposée?
Reportons-nous à l'équation (5) du Tableau I [IT, p. 882]. En exprimant que les coefficients de du'^ et de dv'^ sont nuls dans l'équation différentielle des asymptotiques, nous aurons
Pf\—q\ = ^^ P\-^\-q\\\,-^\ ces deux conditions nous permettent de poser
(') En terminant ce sujet, nous nous empressons de signaler ]e Mémoire suivant :
Weingarten (J.), Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren Flàche {Journal de Crelle, t. C, p. 296; 1886),
où se trouvent étudiées, par des méthodes toutes différentes, les questions analogues à celles que nous venons d'examiner.
La proposition fondamentale d'après laquelle les asymptotiques sont les caractéristiques de l'équation aux dérivées partielles en x a été déjà donnée dans notre Cours de 1882; les autres développements donnés dans le texte remontent à nos Leçons de i885.
CHAPITRE V
Portant ces valeurs dans les deux relations de la troisième ligne du système (A) (même Tableau), nous trouverons
Si donc on désigne, pour abréger, par k la quantité
(35) k = on aura
(36) X =. -- [JL =. k,
et les équations (A) entre les rotations nous donneront
[à{k^) .d{kk,) .. .
d{kr^)' d(kri,)
ov
du
= -kir^,-^krih
On déduit de là, après quelques réductions et en remplaçant r et /'< par leurs valeurs tirées des équations (A),
au ov ou
aw du av
Telles sont les deux équalions de condition cherchées.
Nous allons les écrire de manière qu'elles ne contiennent que des invariants des paramètres u et v des deux familles de lignes asjmptotiques. Si l'on conserve H pour représenter y/EG — F^, on a
A((^, tiu) =
E ^Am
F t^Aw E dG
H2 dv H2 du H* ôv et de là on déduit, par un calcul facile,
A(p, Aw) — 2A2^^A(w, pj —
¥ ^_2EG^H 2GF c)H
H* du H* dt^
D'autre part, on a aussi
Ces relations permettent de donner à la seconde équation (38) la forme définitive
(39) A(t^, Aa) — 2A2M a(m, t;) = e(M, iog^)e(î^, p),
qui ne contient plus que des invariants. Par raison de symétrie, la première des équations (38) prendra la forme analogue
(40) A(m, A(^) — 2 Aaf A(m, p) = e(p,logX:)e(p, u).
Si maintenant, pour revenir à nos notations habituelles, nous désignons par u el v dos coordonnées curvilignes quelconques et par a et P les paramètres des deux familles de lignes asymptotiques de la surface, nous voyons que ces paramètres a et p devront satisfaire aux deux équations simultanées du second ordre
j A(a, Ap)-2A2?A(a, (3) = e(p, log/t) e(^, a), j A(P, Aa)-2A2aA(a, p) = e(a, log/t)e(a,>).
La première est linéaire par rapport aux dérivées de a, la seconde par rapport à celles de (3. En éliminant, soit a, soit jB, on sera conduit à une équation du troisième ordre à laquelle satisfera la fonction que l'on conserve. 11 serait facile de former et d'écrire, à l'aide des invariants, cette équation du troisième ordre; mais nous laisserons ce point à étudier au lecteur.
723. Les calculs précédents conduisent à plusieurs conséquences sur lesquelles il convient d'insister.
En premier lieu, nous voyons que, si l'on donne, en même temps que l'élément linéaire d'une surface, ses lignes asymptotiques des deux systèmes, la surface est pleinement déiierminée. En effet, si l'on prend ces deux familles d'asymptotiques pour lignes coordonnées, les calculs du n° 722 nous montrent que l'on connaîtra, pour chaque point de la surface, les six rotations. La forme de la surface sera donc entièrement connue (n*^ 484). Comme on peut prendre un double signe pour la valedr de k, on obtiendra en réalité deux surfaces, symétriques l'une de l'autre
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Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, établi en premier lieu par M. 0. Bonnet : •
Si deux surfaces sont applicable, rune sur Vautj^e de telle manière que toutes les lignes asymptotiques de Vune correspondent aux lignes asymptotiques de Vautre, les deux surf aces sont égales ou symétriques.
Mais on peut compléter cette proposition, en supposant que Ton connaisse une seule famille de lignes asymptotiques. Par exemple,, dans les équations (4 1), on connaîtra a, dont l'expression sera donnée en fonction de u et de v. Il est aisé de voir que l'on pourra déterminer [3.
En effet, substituons datis la seconde des équations (4i) la valeur de a", elle prend la forme
M -^ -I- N V- = oou ov
Par suite, si M et N ne sont pas nuls en même temps, on obtiendra la seconde famille d'asymptotiques en intégrant l'équation
du premier ordre
^ du~Mdv = o,
où M et N ne dépendent que de l'élément linéaire et de l'expression de a. Par conséquent, la connaissance d^une des familles de lignes asymptotiques entraînera celle de Vautre.
Examinons maintenant le cas d'exception où M et N seraient nuls en même temps. Alors la seconde des équations (40 sera vérifiée identiquement quand on y remplacera a par son expression donnée-, en d'autres termes, elle aura lieu quelle que soit la fonction p. En particulier, remplaçons-y ^ par a, il viendra
(42) A(a, Aa) — 2 A2(a)Aa = o.
Or cette équation exprime, nous l'avons vu (n° 676), que les courbes de paramètre a sont des géodésiques. Comme elles sont déjà des asymptotiques, elles ne peuvent être que des droites; et notre cas d'exception se trouve ainsi défini : il ne peut avoir lieu que pour des surfaces réglées et pour la famille d'asymptotiques constituée parleurs génératrice^ rectilignes. En résumé, on obtient le résultat suivant :
Deux surfaces applicables r une sur T autre sont égales ou symétriques lorsque les lignes asymptotiques de l'un des systèmes dans une des surfaces ont pour transformées des lignes asymptotiques [formant nécessairement un seul système) dans r autre surface, à moins que les surfaces ne soient réglées et que les asymptotiques qui se correspondent ne soient les génératrices rectilignes.
Cette proposition, qui est due à M. O. Bonnet ( * ), résulte immédiatement de ce que la connaissance d'une des familles asymptotiques entraîne celle de l'autre. Dans le Chapitre suivant, nous étudierons d'une manière spéciale la propriété qui se présente ici pour les surfaces gauches. Nous nous contenterons, pour le moment, de remarquer que, réciproquement, si la surface est gauche et si a est le paramètre des génératrices rectilignes, la seconde des équations (4i) sera vérifiée identiquement quand on j remplacera jâ par une fonction quelconque. En effet, cette équation est vérifiée quand on y remplace ^ par a en vertu même de l'équation (42), à laquelle satisfait le paramètre a-, elle l'est encore quand on y remplace P par le paramètre de la seconde famille de lignes asymptotiques; comme elle peut se ramener à la forme
du àv
elle ne peut admettre deux intégrales distinctes sans se réduire à une identité.
724. On déduit de cette remarque une démonstration très simple de la proposition de M. Bonnet, déjà établie au Chapitre II [p. 239].
Sideuçc surfaces gauches (S|) et (S2) sont applicables Vune sur V autre, les génératrices rectilignes se correspondent sur les deux surfaces, à moins qu^elles ne soient, V une et Vautre, applicables sur une surface du second degré (S) de telle manière que les génératrices rectilignes de (S,) et de (S2) correspondent aux deux systèmes différents de droites de (S).
(") Journal de l'École Polytechnique, XLII* Gainer, p. 44-
En effet, supposons les deux surfaces rapportées au même système de coordonnées, et soient a, ,8 les paramètres des deux familles de génératrices rectilignes de (Si) et de (S2). D'après la remarque précédente, j^ étant le paramètre des génératrices rectilignes de (S2), l'équation
A(a', A?)-2A2pA(>', p)=e(p, logA:)e(?, a')
sera une identité, c'est-à-dire qu'elle sera vérifiée quelle que soit la fonction a'. Pour la même raison, l'équation
A(P', Aa)-2A2aA(P', a) = e(a, logÂ:) e(a, p')
aura lieu pour toutes les fonctions p'. Remplaçons, dans la première, a' par a et, dans la seconde, p' par ^ : nous retrouverons les deux équations (4i)- Or ces. équations expriment que a et ^ sont les paramètres des asymplotiques d'une surface admettant l'élément linéaire donné. Il y a donc une surface (S) applicable sur les deux surfaces réglées et admettant pour asymptotiques les courbes de paramètres a et ^. Mais, comme toutes ces courbes correspondent à des droites de (Si) ou de (S2); elles sont géodésiques et, par conséquent, ne peuvent devenir asymptotiques sans se réduire à des droites. La surface (S) est donc doublement réglée; et ainsi se trouve complètement démontrée la proposition que nous avions en vue.
725. On peut introduire d'une manière toute différente la considération des lignes asymptotiques.
Soient w et p les coordonnées curvilignes d'un point de la surface, a et p les paramètres des deux familles d'asymptotiques. Au lieu de chercher les expressions de a et de ^ en w et t^, proposonsnous de déterminer u et (^, considérées comme fonctions des dçiix paramètres a et p.
Pour cela, nous remarquerons que, si l'on conserve toutes les notations du Tableau I [11, p. 382], l'équation différentielle (4) des lignes asymptotiques peut être remplacée par le système des deux suivantes
p du -ï'pi dv — X(^ du -h ^1 dv),
^ q du-\- q^dv — X(7) du -{-r^^dv)
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OÙ )v désigne une inconnue auxiliaire. Si, pour la déterminer, on
élimine -j- entre les deux équations précédentes, on est conduit,
en tenant compte d'une des équations du Tableau (A), à l'équation
qui nous donne
Ainsi \ est un invariant dont on coimaîl la valeur. En prenant successivement les deiix signes, on est conduit successivement aux deux systèmes
^^ ^ 'du dv . l du àv
du dv ^ ( ydu ^ dv \
/du dv\
du dç ^ /^. du y Ov \
du dv . / du dç\
qiQ permettront, par exemple, de calculer /?, q^ Pk^ q^. En portant les valeurs obtenues dans le système (A), on aura les équations aux dérivées partielles qui déterminent u et (^, considérées comme fonctions de a et de j3>.
Le calcul est beaucoup abrégé si l'on écrit, par exemple, la première de ces relations sous Ja forme, qu'il est aisé de vérifier,
d ( du dv\ d ( du dv\ [du dv\ / du dv\
( du èv\( du dv\
^ I Ou , dv dû , dv , ,
Ln remplaçant yt>^ -^Pij;^'P^ -+-/^i ^' •••» par leurs valeiu'S
déduites des formules (4^), on trouvera
.y d^u ^y d^v dudu/d\i . \ dv dv /d\ly , \
/du dv du dv\ / d\i c?X{, , , \
Celte relation peut même se décomposer en deux autres, à cause de l'iadé termina ti on des translations Ç, vi, $i, r^ qui sont assujetties seulement aux trois conditions
$2-+-V=E, k^i^r^rn
k\-^'nl = G.
En Annulant successivement ^ et^, et remplaçant les trois autres translations par leurs valeurs déduites des équations précédentes, on obtiendra ces deux équations aux dérivées partielles
-S-:-fSK-ï^---i
(du dv du àv\/
du
dv
da d'^y dç du
dG_
dv
dv dv
àoL d^ da d^
,d\ùEk ^dG ^d¥ dv dv dv
f du dv \d% d^
àudv\l d^d-^A^'
d\6^k du
du)
^Tv
dT. d'^y du dv du)
Elles sont, on le reconnaîtra aisément, nécessaires et suffisantes; de sorte qu'il suffirait de les intégrer pour obtenir les deux familles d'asymptotiques, pnr suite les six rotations (n° 722) et la surface elle-même.
726. Pour indiquer au moins une application, supposons que l'élément linéaire soit donné par la formule
(47) ds'^= du'^-^{au'^-^ibu-\- c)dv'^,
où a, 6, c désignent des constantes. On aura ici
E = i, F = o, G = au'^-\-ibu-^ c^ Les deux équations en w et p deviendront
sjac — b^
d^u dlogG du du i dO dv dv dâ^ d^ ^ ^ ~ 2 ^^ âp "" ^'
d^v _ dd c?p ~ ^*
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La seconde s'intègre immédiatement et admet deux solutions
distinctes
V — o{a), p = ç(a) + tj^dî),
qui peuvent être remplacées par les suivantes
sans que la généralité soit diminuée.
La première solution p = a fait évidemment connaître les surfaces réglées admettant l'élément linéaire donné. La seconde,
nous conduit pour a à l'équation
d^u _ (JlogG du du l ^ _ dixà'î du da.à^ i du ~~ '
Prenons, par exemple,
G = m; on trouvera, en posant
(49) w = ew, que Cl) doit satisfaire à l'équation
d^tii I
On sait intégrer cette équation (^); mais nous ne poursuivrons pas ici les calculs, que nous retrouverons plus loin et qui conduisent à la détermination de toutes les surfaces applicables sur les développées des surfaces minima.
(') Son intégrale est déterminée par la formule
où A et B désignent des fonctions arbitraires de a et de ^ respectivement. Elle a été donnée, en premier lieu, par M. Liouville, qui l'a déduite de la remarque suivante : l'équation aux dérivées partielles (5o) exprime que la surface dont l'élément linéaire a pour expression
ds"" = e-"^ dd d^ a sa courbure constante et égale à i.
Si la constante a n'est pas nulle, on pourra ramener G à la forme
et, en posant
(52) u — b tang- ,
on reconnaîtra que w doit satisfaire à l'équation
La valeur (di) de G convient à Falysséide et à l'hélicoïde minimum (n"'^ 66 et 68). C'est donc de l'intégration de l'équation précédente que dépend la détermination des surfaces non réglées qui sont applicables sur ces surfaces. Nous retrouverons plus loin ce résultat.
CHAPITRE VJ
Élément linéaire des surfaces gauches. — Surfaces dont les génératrices vont rencontrer le cercle de l'infini. — Surfaces qui admettent un plan directeur tangent au cercle de l'infini. — Détermination complète de toutes les surfaces gauches admettant un élément linéaire donné. — Difi'érents problèmes relatifs à ces surfaces. — Autre méthode fondée sur l'emploi des formules de M. Codazzi. — Questions diverses relatives aux lignes asymptotiques et aux lignes de courbure. — Propriétés de la ligne de striction. — Surfaces réglées applicables sur les surfaces de révolution. — Il y a, dans ce cas, une relation linéaire entre les deux courbures de la ligne de striction.
727. Dans le Chapitre précédent, nous avons été conduits, par la discussion de différentes propositions, à considérer d'une manière spéciale le cas où une surface réglée se déforme sans que ses génératrices cessent d'être rectilignes. Cette déformation par^ ticulière des surfaces réglées, dont l'étude vient se présenter ici, mérite que nous nous y arrêtions assez longuement et que nous signalions les résultats intéressants obtenus sur ce sujet par différents géomètres.
Etant donnée une surface réglée (R), traçons âur cette surface une courbe (C) assujettie à l'unique condition de rencontrer toutes les génératrices rectilignes. Par un point M de la surface, on peut mener la génératrice rectiligne; elle ira couper la courbe (C) en un point M^ Soient v une variable propre à déterminer la position de M' sur la courbe (C) et u une. quantité égale ou proportionnelle à la longueur de M'M ou de sa projection sur un plan quelconque. Les variables m et i> définiront la position de M sur la surface et, si ^,y, z désignent les coordonnées rectangulaires de ce point, on pourra écrire
(i) X — ai.u-+- bi, y = a^u-^ bi, z ^ a^u -h bs,
Œiy Oî, «3; 6<,^2i f>3 désignant des fonctions quelconques de v.
Posons
B = a'iô'i-i- a'jè'jH- «3^3, E= aj -f- a| h- a^. G= b'^ -4- è;« -h 6;%
On trouvera
(3) ds'^ = E rfM2-h (E'-i- 2D)c?a ^p h- (A w2-f- 2B w -h G) dv"-.
Cette formule va nous permettre d'indiquer la classification des surfaces réglées, tant imaginaires que réelles. Si l'on a d'abord
toutes les génératrices rectilignes vont rencontrer le cercle de l'infini; elles forment une des familles de longueur nulle de la surface. Cette première classe de surfaces réglées, toutes imaginaires si l'on excepte la sphère, comprend comme un genre spécial les développables définies au n° 116 [I, p. i4B, note].
Si nous écartons ces surfaces exceptionnelles, nous pourrons supposer que u est la longueur MM', prise avec son signe, et que l'on a
(4) a\^a\-^al = i.
La formule (3) se simplifie alors et devient
(5) ds-^^- du'^-\-iDdudv-^{ku'^-^iBu-^C)dv'^.
Nous avons déjà remarqué au n** 67 que l'on peut, par une simple quadrature et en remplaçant u par a' — JDdç, faire disparaître le terme en du' dç et déterminer ainsi les trajectoires orthogonales des génératrices. Nous pourrons donc, dans la suite, supposer D égal à zéro; mais, pour rendre les applications plus commodes, nous n'introduirons pas celte hypothèse d'une manière générale.
Si la surface est réelle ainsi que ses génératrices, la fonction A, somme de trois carrés, n'est pas nulle; mais on reconnaît aisément qu'elle le devient pour les surfaces qui ont un plan, directeur, tangent au cercle de l'infini, et pour celles-là seulement. Dans ce
cas, l'élément linéaire est réductible à la forme
ds^= du^ -h 2I) du dv -»-(2Bm-+- C)dv*.
Une seule des surfaces correspondantes est réelle : c'est le paraboloïde de révolution. Si l'on prend l'équation de cette surface sous la forme
et si l'on pose
iy = (u-h ~ -\-pw j e'*
ly = ^.pe
-ti>-\-l
un calcul facile donne, pour l'élément linéaire, l'expression
ds^^ du"^-^ ip{u -^ ipv) dç^, déjà signalée au n? 692.
728. Si l'on écarte les deux séries de surfaces exceptionnelles que nous venons de signaler et pour lesquelles il n^y a ni ligne de striction ni point central sur chaque génératrice, l'élément linéaire pourra toujours être réduit algébriquement à la forme (5), dans laquelle A sera différent de zéro. Nous bornant à cette hypothèse spéciale, qui convient d'ailleurs à toutes les surfaces dont les génératrices sont réelles, nous allons montrer en premier lieu qu'il existe une injûnité de surfaces gauches admettant cet élément linéaire que Ton supposera donné a priori. Au reste, la méthode très élémentaire que nous allons suivre s'appliquerait presque sans modification aux deux cas spéciaux que nous laissons de côté (* ).
Joignons l'équation (4) aux quatre premières équations (a) : nous formerons ainsi un système de cinq équations où les fonctions
(') Le premier auteur qui ait étudié la question dont nous nous occupons ici est MiNDiNG. Voir, en particulier, le Mémoire Ueber die Biegung gevçûsser Flàchen, inséré en i838 au tome XVIII du Journal de Crelle. Depuis, MM. Bonnet, Bour, Beltrami et d'autres géomètres ont repris cette étude dans des Mémoires que nous citerons plus loin.
A, B, G, D seront conques, maïs où figureront six fonctions inconnues «1, «2? <^3> f^it ^2î ^3- On peut prendre arbitrairement une de ces fonctions ; et Ton reconnaît ainsi immédiatement qu'il y a une infinité de surfaces gauches admettant Vêtement linéaire donné (^),
Les fonctions a^ , «2? <^3r prises isolément, doivent satisfaire aux deux équations
( «? -\-al-\-a\ =1,
dont la résolution n'offre aucune difficulté. On prendra, par exemple, a2^=f{a^)\ la première équation donnera «3 en fonction de a^ et la seconde déterminera a< en fonction de v par une quadrature.
Cf>\) <^2î <^3 sont les cosinus directeurs de la génératrice rectiligne ; on peut les regarder comme les coordonnées rectangulaires d'un point situé sur la sphère de rayon i . La résolution des équations précédentes équivaut donc au problème suivant :
Déterminer une courbe sphérique dont Varc soit une fonction donnée de v.
Il est clair que cette courbe peut être tracée arbitrairement sur la sphère. En d'autres termes, le cône directeur de la surface n'est jusqu'ici assujetti à aucune condition.
Considérons donc a< , a^i a^ comme connus. Alors les trois équations non employées
feront connaître 6<, b^^ Z>3. On les résoudra comme il suit.
Prenons comme inconnue auxiliaire le déterminant fonctionnel
aib\
azb'^
si nous relevons au carré, nous trouverons, en tenant compte
des équations (6) et (7),
AG — B2— AD
ce qui donnera la valeur de H. Alors l'équation (8) pourra être jointe auK deux, premières du système (j) et, en résolvant ces équations du premier degré, on trouvera
T> Tf
ô'i = Dai -f- Y <^'i + T (<^2<^3 — ^3^2)1 R TT
de sQrte que 6i, 62, 63 s'obtiendront par de simples quadratures. Les formules précédentes appellent plusieurs remarques.
729. D'abord il résulte des propositions établies au Chapitr.e précédent qu'en laissant de côté le cas spécial, dont l'examen n'offre d'ailleurs aucune difficulté, où l'élément linéaire conviendrait à une surface du second degré, les formules (10) donnent bien toutes les surfaces réglées admettant Vêlement linéaire donné.
En second lieu, le cône directeur de la surface pourra être choisi arbitrairement. En effet, soient donnés a^, «2, ci^ en fonction d'une variable t^ satisfaisant à la première équation (6). La seconde nous donnera une équation de la forme
U{t)dt = kdv,
qui fera connaître t par une quadrature. Il y aura une infinité de solutions distinctes, à moins que le cône directeur ne soit de révolution ou ne se réduise à un plan.
Quelques considérations géométriques expliqueront assez bien le résultat précédent. Traçons sur une surface réglée (R) des génératrices rectilignes infiniment voisines (di), (d2)^ (d^)^ ...; considérons comme rigides les parties de la surface comprises entre les génératrices consécutives (<i/_i ), (<a?/), mais en admettant
que, des deux parties séparées par une génératrice («?/), l'une ipuisse tourner, tout d'une pièce, autour de {di) comme charnière sans entraîner l'autre. Soit, d'autre part, (C) un cône donné et soit (6<) une de ses génératrices, choisie arbitrairement. Par un mouvement d'ensemble de la surface gauche, amenons [d^ ), à être parallèle à (S,). Faisons ensuite tourner toute la partie de la surface située du même côté que {d^) par rapport à {d^)^ jusqu'à ce que {d^,) devienne parallèle à une des génératrices du cône (G), et soit (82) cette génératrice. Recommençant de même pour («^2)1 on pourra, en faisant tourner toute la partie de la surface qui est du côté de {d^)^ amener cette droite [d^) à devenir parallèle à une génératrice (83) de (G); et ainsi de suite. La nouvelle forme ainsi obtenue de la surface gauche dépendra, en général, du choix de la génératrice initiale (84) qui n'est assujetti à aucune condition.
730. Les formules (10) prêtent encore à une remarque très intéressante, qui a été signalée rapidement par M. Beltrami (*), mais sur laquelle il convient d'insister. Elles contiennent une quantité H dont le carré àeul est défini par l'équation (9) et qui, par suite, peut être prise avec un double signe.
// existe donc toujours deux surfaces réglées applicables l'une sur l'autre et dans lesquelles les génératrices correspondantes sont parallèles et de même sens,
Gonsidérons, par exemple, l'hyperboloïde de révolution défini par l'équation
On peut prendre ici
- = — cosi^ -h- %mv, a A
(12) < ~ = - sinp --- cost^, {h. — ^ a'^ -f~ cA
(') Bkltrami (E.)> Sulla Jlessione délie superficie rigate {Annali di Matematica pura ed applicata, pubblîcati da B. Tortolini, t. VII, p. io5; i865).
On trouvera
ds'- ^du^^i^ du dv + ^ (î^^-^ A2) ^p2. On a donc ici
«2 /yS
et, par suite, la surface qui est applicable sur l'hyperboloïde avec parallélisme des génératrices sera définie par les formules
C'est une surface hélicoïde dans laquelle une hélice correspond au cercle de gorge de l'hyperboloïde.
Après cette application particulière, revenons à la proposition générale et proposons-nous de rechercher si les deux surfaces dans lesquelles les génératrices correspondantes sont parallèles peuvent se déduire l'une de l'autre par une déformation continue. Pour répondre à cette question, il est nécessaire de rappeler quelques propriétés élémentaires des surfaces gauches.
Remarquons d'abord que, d'après la seconde des formules (6), \jKdv sera l'angle des deux génératrices infiniment voisines de paramètres v ^l v -\- dv.
D'après cela, supposons que, dans l'expression (5) de ds^^ on laisse v et dv constants, mais que l'on fasse varier u et du\ on aura la distance de deux points infiniment voisins, pris respectivement sur les génératrices de paramètres (^ et ç> -h dv. Or cette distance devient la plus petite possible lorsqu'on a
dii — — D dv. u = — -7- j
et elle est égale alors à -—zdv. Donc, si l'on désigne par '^ dv la
plus courte distance des deux génératrices (v) et (v -i- dv), on a
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De plus, le pied de cette plus courte distance, ou le point central, correspond à la valeur de w définie par l'équation
Et enfin, d'après une propriété connue des surfaces 'gauches (*), le paTamètre de distribution, qui est égal k ^ dv divisé par Pangle des génératrices infiniment voisines, aura pour valeur
Il y a lieu ici de faire une remarque essentielle.
731. Si l'élément linéaire seul est donné, l'expression de ts contient un radical et, par suite, le signe de cme peut être déterminé. Mais il n'en est plus de même lorsqiae la surface est définie par des équations de la forme (i). Alors, en remplaçant H et A par
(') Pour plus de clarté, nousîillons rapporter ici la démonstration bien connue
qui donne l'élément linéaire et les propriétés élémentaires des surfaces gauches.
Soient {fig. 73) AA , BB' deux génératrices infiniment voisines dont les para-
Fig. 73-
mètres seront v ti v -{- dv. Si AB est la plus courte; distance de ces deux gétfératrices, la valeur principale de AB sera
AB = p dv,
p étant une certaine fonction db v. Menons par A une parallèle AC à BB' et, par le point M de BB', menons MP, perpendiculaire à AC, et-MQ, perpendiculaire à AA'. Le triangle MPQ étant rectangle, nous avons
(a) PQ = MPtangcp, MQ» =z MP» -+- PQ',
9 désignant l'angle QMP. D'aiitre part, le triangle APQ rectangle en Q nous donne, en négligeant les inflniment petits d'ordre supérieur
PQ = AQ da,
leurs valeurs dans l'équation (i6), on trouve
3oi
ai
ct-i
de sorte que le signe du second membre reste à déterminer. Pour cela, conformément à une méthode bien connue, plaçons-nous dans une hypothèse particulière et supposons que la génératrice considérée vienne coïncider avec l'axe des z. On aura alors
b^=z b2 = bi-^ o.
Le plan tangent à la surface gauche, en un point de Taxe des ^, aura pour équation
Si l'on veut que l'origine soit \e point central et le plan des xz le plan central, il faudra que l'on ait
cIq étant l'angte des deux génératrices AA' et BB'. Si l'on désigne par u et a les distances de Q et de A au point où une trajectoire orlhogonale fixe coupe AA', on a
AQ = u— a,
et, par suite, les formules (a) nous donnent
(a — <x) da
ià)
tang 9
^dv
MQ- = p'^ dv' -\- {u — ay d^K
Or iMQ peut être regardé comme étant égal à l'arc, compris entre AA' et BB', de la trajectoire des généi'citrices passant en M. On aura donc pour l'élément linéaire la formule
ds' — dW -h ^' + ( w — a )2 -T^ I dv-
et, si l'on a choisi v de telle manière que d<s soit égal à dv,
( c ) ds' = du^ -f- [^' -f- [u — olY] dv\
D'autre part, o est évidemment l'angle que fait le plan tangent en M avec le plan tangent en B au point central ; et, par suite, la première des équations (ô) nous donne le théorème de M. Chasles, exprimé par la formule
tang 9 =:
Î3 dv ~d^
Ce sont les résultais que nous rappelons dans le texte. Nous emploierons plus loin la formule (c), où l'on connaît la signification géométrique de tous les termes.
équations auxquelles on peut joindre la suivante
obtenue en différentiant la relation identique entre les trois cosinus. D'après cela, l'équation du plan tangent deviendra
et le paramètre de distribution sera
En comparant à la valeur générale de tjs, on voit qu'il faut prendre
ai «2 ^3 ci\ a 2 «3 b\ b\ b\
Il suit de cette détermination précise du signe de nj (*) que les deux surfaces gauches signalées plus haut, qui sont applicables l'une sur l'autre avec parallélisme des génératrices homologues, par cela seul qu'elles correspondent à des valeurs de H égales et de signes contraires, ont leurs paramètres de distribution égaux et de signes contraires pour deux génératrices homologues. Or il est clair que, si l'on déforme, dUine manière continue, une surface réglée, on ne change pas le signe du paramètre de distribution. Ainsi, quoique les deux surfaces soient applicables l'une sur l'autre, on ne peut, en général, passer de l'une à l'autre par une déformation continue. C'est là le fait que nous voulions mettre hors de doute.
Ajoutons cette propriété : Quand deux points correspondants décrivent sur les deux surfaces des génératrices parallèles, les plans tangents tournent toujours du même angle, mais dans des sens
(') Il est très facile de comprendre pourquoi le paramètre de distribution a un signe. Fixons un sens sur une génératrice rectiligne; quand le point se déplacera dans ce sens, le plan langent tournera autour de la droite dans le sens des rotations positives ou dans le sens opposé. Dans le premier cas, le paramètre de distribution est positif, il est négatif dans le second. Le signe ainsi établi ne <lépend pas du sens que l'on a {\-s.é sur la génératrice.
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opposés. Ils sont parallèles pour les points centraux et pour les points à rinfini.
732. Les formules que nous avons données permettent dé résoudre ou d'aborder quelques questions intéressantes que nous allons indiquer rapidement.
Peut-on déformer une surface réglée de telle manière que V une de ses courbes devienne plane?
Nous pouvons évidemment supposer que cette courbe corresponde à l'hypothèse m = o. Admettons, d'autre part, que le plan dans lequel elle sera située ait été choisi pour plan àes yz. On devra avoir
c'est-à-dire
ADaiH- Ba'jH- H(aî«3 — a^a'^) = o.
Mais, d'après les équations (6), on peut écrire
«2 «i — «3 a'j = /(af -+- a\ ){à^ -f- a'^)—{aza^ -h a^a'^)^ — v/( A — a'f )(i — af ) — af a'^ .
L'équation du problème devient donc
(i8) ADai H- Ba; = HVA(i — ai) — d^
et ne contient plus que l'inconnue a^ ; a^ et a^ se détermineront ensuite par la première équation (6) jointe à la suivante
. «^«3 — - «3 a\ /Ad — a\ ) — a^ ^'9) a\-^a\ = T="^f '
qui donnera ~ par une quadrature. Tout se ramène donc (*) à
l'intégration de l'équation différentielle.
On peut intégrer dans le cas où la courbe donnée est une trajectoire orthogonale des génératrices; car alors on a D= o, et
(*) Beltrami (E. ), Mémoire cité plus haut, p. 119.
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l'équation peut s'écrire
Une simple quadrature fera connaître a, (').
733. Peut-on déformer une surface réglée de telle manière qu^ une de ses lignes devienne droite?
Cette ligne devra, évidemment, être géodésique; il faut donc trouver une condition correspondante.
Admettons toujours que la ligne donnée corresponde à l'hypothèse w = o et prenons pour axe des z la droite dans laquelle elle se transformera. On devra avoir cette fois
b\ n= b\ ^ o, et, par suite, les équations (7) nous donneront
On en déduit
et de là résulte la condition annoncée
A = (Jl\'.
Connaissant «3, on aura a^ et a2 par les deux équations a\ -\- al ~ i — a| , a'^ H- a'^^ = A — a'^j
qui se résolvent, on le reconnaît aisément, par une quadrature ; car
('.) Dans le cas général, l'équalion appartient au type suivant
où M, N, P sont des fonctions de x. On peut la ramener à l'une des formes suivantes
y = a -h by h- cy'-+- dy^, a, 0, c, d étant des fonctions de x.
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on en déduit
a^a'^ — aia'y _ \/X{i —al) — aj ^ ^ ^ al-^a\ \-~al
Ce problème a été aussi l'objet des recherches dé M. Beltrami, ainsi que le suivant, qui peut toujours être résolu par des quadratures et dont nous nous contenterons de donner l'énoncé :
Peut'On déformer la surface de manière à transformer une de ses courbes en une courbe d^ ombre relative à des rayons parallèles?
734. On peut encore étudier la déformation des surfaces gaucher en employant, sans aucune modification, la méthode générale qui a été développée au Livre V [II, p. 347 et suivantes]. Pour obtenir des résultats plus nets, nous prendrons maintenant l'élément linéaire sous la forme
Alors l'angle w que fait une courbe tracée sur la surface avec la génératrice rectiligne sera défini par les formules du Tableau IV [II, p. 385],
(23) ds cos (M — du, dss\niii = ^{u — a)*-+- p» c?(>.
Si Ton introduit encore l'angle cp que fait le plan tangent au point considéré avec le plan tangent au point central de la génératrice qui passe en ce point, on aura, comme on sait,
(.4) lang<p=îi^", cos,= -^^^^l=^;
de sorte que l'on pourra écrire
du ^dv
(2S) cosa>=-5-, àinw = — ' r-»
^ ds cos cp ds
Si l'on exprime maintenant que les courbes de paramètre v sont des droites, c'est-à-dire qu'elles sont des asymptotiques, on trouve, en se reportant au Tableau indiqué,
CHAPITRE VI
Les
équations (A)
de ce
Tableau donnent alors
q\ coscp
= 0, r, = sincp,
dp
àpx du "
àqi du
= pr\ pqv^— -^cos^t^
^i = — coscp,
rj= sin
On déduit de là
q\ = COS^cp.
Suivant le signe que l'on prendra pour gr,, on aura une surface ou sa symétrique. Choisissons la valeur
q^ = — coso,
qui nous conduira sans diffîcultéau système suivant
où V désigne une fonction de ç. Les rotations étant connues, la surface, nous le savons, est pleinement déterminée de forme; mais, pour l'obtenir, nous devrons intégrer les systèmes linéaires que nous avons étudiés au Livre let qui définissent les cosinus directeurs des axes du trièdre (T). Tls deviennent ici
! da l da . .
-— = o, 1 3- = t> sino -+:• ccoscp,
du i dv ^ ^^
, , ] db dro / a^ ] àb (d^ ,A
Le premier s'intègre sans difficulté et notis donne
a = Vi, 6 = Vs coscp-H V3 sin©, c = — V^ sin <p -+- Vs cos cp,
Vo V2, V3 étant des fonctions de v. En substituant les valeurs de a, 6, c dans le second système, on trouve les équations suivantes
(29) v; = V3, v;=:VV3, ■v'3 = -vv2-v„
qui feront connaître ¥<, V2, V3. On en déduit v-V V- V'+V'
Va— V,, Y, — ^
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et Yi sera déterminé par l'équation qui donne
(3o) ^i-T-V, -4 yr^ =1.
Comme V est arbitraire, on pourra prendre arbitrairement V,, et l'équation précédente donnera V; puis, comme on aura une solution particulière des systèmes (27) et (28), la solution générale sera donnée par une quadrature.
Avant d'entreprendre l'étude de la surface, donnons la signification géométrique de cette fonction V qui figure dans l'expression de Pi. Soit M un point de la surface; menons par un point fixe O des droites parallèles aux axes du trièdre (T) relatif au point M; nous formerons un trièdre (Ti) dont l'axe des x sera parallèle à la génératrice qui passe en M. Le lieu de cet axe sera donc le cône directeur de la surface gauche. Si M s'éloigne à l'infini sur la génératrice, le plan des xy du trièdre (T< ) deviendra
le plan tangent au cône directeur. On a alors o--=— et les rotations
du trièdre (T,), égales à celles du trièdre (T), deviennent
yDi=.V, gi = o, ri = i.
Donc les projections sur les axes du trièdre (T^) du déplacement d'un point pris à la distance i sur l'axe des z seront (n° 3)
o, — \ dv^ o.
On voit donc que Y dv est l'angle formé par deux plans tangents consécutifs du cône directeur ou, ce qui est la même chose, V est la courbure géodésique (relative à la sphère) de la section du cône directeur par la sphère concentrique de rayon i (*). Ce point étant établi, nous pouvons étudier les applications.
Le Tableau II [II, p. 383] nous donne, pour une courbe
(') V est la courbure géodésique de la section du cône directeur par la sphère de rayon i; v est l'arc de cette courbe; comme V est une fonction arbitraire de Vy on voit que le cône directeur paurra être choisi arbitrairement. L'hypothèse V —. const. correspond au cas où le cône directeur est de révolution. Il se réduit à un pliiii pour V = o.
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tracée sur la surface, les formules suivantes :
(3i) jsinro— = <3?w -4- sincp rfp,
ds
(32) cosTij — = (rfcpH- V û?p) sino) -h coscp costo c?p,
di
(33) -^ — dxs = coscp sintoc^t' — (rfcp -\- Y dv) cosw.
Il résulte de là que l'équation des lignes asymplotiques sera
(34) (<fcp -f- V û^çj) sinto 4- coscp coscD c?p = o ou, en remplaçant cp et w par leurs valeurs,
(35) 2p^^+ap'-pa'-p'a-f-V[(M-a)2+p2] = o.
C'est une équation de Riccati. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, dû à M. Paul Serret (^) :
Le rapport anharmonique des points où quatre asymptotiques coupent une même génératrice rectiligne demeure constant quand la génératrice varie.
Et nous voyons de plus que, si l'on connaît une seule asj^mptotique, on pourra déterminer loutes les autres par de simples qua^ dratures.
En particulier, si V = o, le cône directeur se réduit à un plan, une des asymptotiques est rejetée à l'infini et l'équation (35) devient linéaire.
Signalons une autre conséquence énoncée par M. Beltrami et M. O. Bonnet. On peut toujours disposer de V de telle manière que l'équation (35) admette une solution donnée u = f(t')» Donc:
On peut toujours déformer une surface gauche de telle manière qu^une ligne donnée devienne asymptotique.
Mais la détermination de la surface exige alors l'intégration d'une équation de Riccati, celle dont dépendent les cosinus directeurs des axes du trièdre (T).
En particulier, si la ligne donnée était géodésique, elle deviendra rectiligne ; nous retrouvons ainsi un résultat donné plus haut (no733).
(') Paul Serret, Théorie nouvelle géométrique et mécanique des courbes à double courbure, p. i65 el suiv.; i86o.
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Si la courbe est une trajectoire orthogonale des génératrices, on obtient évidemment le théorème suivant :
H existe toujours une déformation de la surface gauche telle que ses génératrices rectilignes deviennent les normales principales d'une de leurs trajectoires orthogonales, choisie arbitrairement.
Bour, qui a établi ce théorème, a montré de plus que les génératrices pourront devenir à la fois les normales principales de deux courbes si a et p satisfont à la condition
où m, n^ p sont trois constantes.
736. Passons maintenant aux ligi es de courbure. Elles sont déterminées ici par le système suivaut (Tableau IV)
Idu — Rcoscpo?(^ = 0, P c?p — R coscp(é/cp H- V â?P) = o,
où R est le rayon dé courbure principal. Eliminant R, on a l'équation différentielle des lignes de courbure
(38) du{dtf-\-\di-^)-^dv^=o.
Éliminant au contraire -t-> on obtient l'équation aux rayons de courbure principaux
(39) Rtcos*çp-f-Rpcos(p^V+£^ — P« = o.
On trouve ainsi
ce qui montre que, si l'on se déplace sur une génératrice, RR' est minimum pour le point central.
Considérons d'abord l'équation différentielle ( 38) et remplaçonsy cp par sa valeur. Elle deviendra
(40 P du{du—d<x) — (u — a) du rfp + [(m — a)«-f- p2j(V dudv—^ dçi) = o.
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On pourra donc toujours déterminer V de telle manière qu'elle admette une solution particulière donnée ^^ = cp(p), pourvu toutefois que ^{v) ne soit pas constante. Ainsi :
On peut toujours déformer une sur/ace gauche de telle manière qu! une courbe tracée sur la surface devienne ligne de courbure, à moins que cette courbe ne se réduise à une génératrice re<:tiligne ou à une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes.
Proposons-nous encore de rechercher si une des deux familles de lignes de courbure peut être formée par des courbes, équidistantes, c'est-à-dire telles que deux d'entre elles intercépténjt le même segment sur toutes les génératrices. L'équation d'une telle famille de courbes est évidemment
G désignant la constante arbitraire. En substituant la valeur précédente de u dans l'équation {^\) el exprimant que les coefficients des diverses puissances de G sont nuls, nous trouvons
Et de là nous déduisons
Ges relations expriment que la ligne de striction u^= ol est une ligne de courbure et que le paramètre de distribution ^ est constant. Il faut de plus que a soit variable, c'est-à-dire que la ligne de striction ne coupe pas les génératrices à angle droit. Ainsi :
Les seules surfaces réglées pour lesquelles une des deux familles de lignes de courbure soit composée de courbes équidistantes les unes des autres sont celles dont le paramètre de distribution est constant et dont la ligne de striction est une ligne de courbure (').
(0 Voir sur ce sujet une Note de M. Lelikuvre, Sur les lignes de courbure et les lignes asymptoticfues des surfaces {Comptes rendus, X. CVF, p. i83; 1888).
Dans iOuvrage que nous avons cité [p. 3o8], M. Pauf Serret avait déjà obtenu les iBôrnes surfaces (p. i56 et suiv. ) en cherchant si les lignes de courbure de l'une des faniiilcs peuvent être équidistantcs de la ligne de striction.
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Et] supprimant le facteur du — dà ([ui se présente alors dans l'équation (40' ^^ trouve; que les lignes de courbure de la seconde famille sont définies par Téq-iiation de Riccati
(4^) ol' du \-{{a — 'xy^-T-fj-^cIv r=: o^
ce qui montre qu'elles divisent hojuographiquement les différentes génératrices.
737. Pour terminer cette étude rapide, nous allons indiquer quelques propriétés élégantes de la ligne de striction. On a, pour cette ligne,
(43) w — a, sincp q= o.
Si l'on se reporte à la formule (3i), on voit que la ligne de striction est aussi caractérisée par l'équation
(44) sinriT — —dix).
Si donc on se rappelle la signification géométrique de w et de m, on obtient la proposition suivante, due à M. O. Bonnet (') :
Une ligne tracée sur une surface réglée peut êti-c, soit une géodésique, soit une trajectoire des génératrices sous un angle constant, soit la ligne de striction. Si deux quelconques de ces propriétés lui appartiennent, il en est de même de la troisième (-).
Par exemple, si la ligne de striction est une géodésique, elle coupe nécessairement les génératrices sous un angle constant, et vice versa.
Les surfaces dont la ligne de striction a les propriétés que nous venons de signaler peuvent être aisément définies. Gomme on a.
(') 0. Bonnet, Mémoire sur la théorie générale des surfaces {Journal de l'École Polytechnique, XXXIP Cahier, p. 70; i8/|«).
(^) Cette proposition est susceptible d'extension. Considérons sur une surface une famille quelconque de géodésiques et appelons ligne de striction le lieu des points où chaque géodésique est le plus rapprochée ou le plus éloignée de la géodésique infiniment voisine. Le théorème énoncé dans le texte s'applique à cette ligne de striction; il faut excepter toutefois le cas où les géodésiques auraient une enveloppe et où la ligne de striction se réduirait à colto enveloppe.
pour k ligne de Striction,
cos(i> = sinw =
on voit que a et ^ seront liés par la relation
(45) p = a'tangw, OÙ (1) est un angle constant.
738. Si nous supposons de plus que le paramètre ^ soit constant, nous retrouverons les surfaces très intiéfessantes rencontrées déjà au n« 692.
Remarquons d'abord que deux de ces surfaces qui correspondent aux mêmes valeurs de ^ et de w sont applicables l'une sur Tautre. En effet, on déduit de l'équation (4^)5 en intégrant,
(46) a — P(;cotw-h P05
po désignant une constante ; mais on peut faire disparaître cette constante en choisissant convenablement la trajectoire orthogonale pour laquelle on a w = o ; de telle sorte que l'élément linéaire est défini par l'équation
(47) C?52= ^w2-f- [(W— PpCOtw)2-4-p2]û?p2,
qui ne contient d'autres constantes que w et p. Notre proposition se trouve ainsi démontrée.
Ce point une fois établi, supposons d'abord que la ligne de striction soit trajectoire orthogonale des génératrices. On aura
0)= -> et Ton retrouvera la forme de l'élément linéaire qui con-
vient à l'hélicoïde gauche à plan directeur et à l'alysséide (n** 68). Ainsi :
Toutes les surfaces gauches dont la ligne de striction coupe les génératrices à angle droit et pour lesquelles le paramètre de distribution des génératrices est constant sont applicables sur une alysséide.
Examinons maintenant le cas où w est différent de -• Parmi les
surfaces correspondantes se trouvent évidemment l'hyperboloïde
de révolution à une nappe et les hélicoïdes gaxiches différents de
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celui qui est applicable sur l'aljsséide. Cela résulte immédiatement de ce que ces surfaces peuvent prendre un déplacement continu dans lequel elles ne cessent pas de coïncider avec ellesmêmes. D'autre part, à toute valeur de w différente de - et à une
valeur quelconque de p, correspond toujours un hjperboloïde déterminé. En effet, si a est l'axe réel et h l'axe imaginaire d'un hjperboloïde, l'angle co et le paramètre de distribution ^ ont pour valeurs
(0 = arc tang -, p = ô.
Donc, d'après la remarque faite plus haut,
Toutes les surfaces réglées pour lesquelles le paramètre de distribution est constant, et dont la ligne de striction coupe les génératrices sous un angle constant mais non droit, sont applicables sur V hyperboloïde de révolution à une nappe.
11 en est ainsi, en particulier, de tous les hélicoïdes gauches qui ne coupent pas leur ligne de striction à angle droit, c'est-à-dire qui ne sont pas engendrés par les binormales d'une hélice.
739. Une curieuse propriété signalée par Laguerre peut être ici rapidement établie (' ).
Les formules générales (82) et (33), où l'on fera 73 = o, cp r= o, nous donnent ici, pour la courbure et la torsion de la ligne de striction, les valeurs suivantes :
Q. I V sin^o) -f- sinci) coscD i sin'w — Vsinwcosto
Ces valeurs ne contiennent d'autre variable que V. Si on l'élimine, on trouve que p et t satisfont à l'équation (-)
, , , coso> sinti) sino)
(') Laguerre (E. ), Sur une propriété de V hyperboloïde de révolution (^Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. II, .p. 279; 1871).
(') D'une manière générale, lorsqu'on déforme une surface gauche, on a toujours, pour une courbe quelconque, la relation
coscj /i c?cj\ cos'cp Sinb)
COSO)
/i rfcj\
P \X dS J p ^_ RR'
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Supposons d'abord (0 = -• Nous obtenons ce théorème :
Toutes les surfaces réglées qui résultent de la déformation de la surface de vis à filet carré ont pour ligne de striction une courbe à torsion constante, trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes.
sera :
Supposons maintenant w=:--- La proposition correspondante
Si Von déforme un fyperholoïde de révolution à une nappe, le cercle de gorge se transforme en une courbe de M. Bertrand (') [c' est'à-dire pour laquelle il y aura une relation linéaire entre la courbure et la torsion).
La proposition réciproque a été énoncée par M, Bioche (,2) :
Si Von a une courbe de M. Bertrand, on obtiendra une surface applicable sur un hyperbolotde de ré^^olution en menant par ses différents points des parallèles aux binormales de la courbe qui admet les mêmes normales principales.
740. Il ne nous reste plus, pour terminer ce Chapitré, qu'à indiquer rapidement la solution d'une question qui a été Tiabjet des études simultanées de MM. Beltrami et Dini (3).
Quelles sont les surfaces réglées pour lesquelles les rayons de courbure principaux sont fonctions tun de Vautre?
Si nous nous reportons à l'équation qui donne les rayons de courbure principaux et si nous posons, pour abréger,
R R' /:rRR'
(') Voir au sujet de ces courbes le Livre I, Chap. I.
(^) Biociie; (Ch. ), Sur certaines surfaces réglées {Comptes rendus, t. GVI, p. «29; 1888).
(') Reltrami (E. ), Risoluzione di un problema relativo alla teoria délié superficie gobbe {Annales de Tortolini, X. VII, p. 189; i865).
Dini (U. )> Suite, superficie gobbe nelle quali uno dei due raggidi curvatura principale è una fanzioae delV altro (m(^itic Recueil et même tome, p. 2o5).
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nous trouvons
cos^ / do\ Vcoscp a'cos^çp ^' sin.cp cos'cp
cos-'çp
L'élimination de cp. nous conduit à la relation
(52) pA = (V-a'>^)v/p-p'AVl'=^f,
qui a lieu en tous les points d'une même génératrice et qui doit être indépendante de p s'il y a effectivement une relation entre les rajons de courbure, c'est-à-dire entre h et k. Or, si l'on développe h suivant les puissances de \//f, on trouve que les premiers coefficients sont
Comme ils doivent être constants, nous voyons qu'il en est de même de a', ^, V. La relation (^i) devient alors
(53) hs/^:={y — <x'k)s/k.
Comme a' et^ sont des constantes, les surfaces obtenues appartiennent à la classe de celles que nous avons étudiées au numéro précédent. De plus, V étant aussi constante, il résulte des formules (48) que la ligne de striction aura ses deux courbures invariables et sera, par suite, une hélice tracée sur un cylindre circulaire droit. Les surfaces obtenues sont donc les hélicoïdes et l'hyperboloïde réglé de révolution.
C'est le résultat obtenu par MM. Beltrami et Dini. Mais, il faut le remarquer, nous avons laissé de côté les surfaces développables et, aussi, ces surfaces réglées imaginaires qui ont été écartées au début de ce Chapitre. Il y a, par exemple^ line infinité de surfaces gauches à courbure totale constante qui résultent de la déformation de la sphère, considérée comme surface réglée; elles ont été signalées par M. J.-A. Serret, dans un article inséré en 1848 au Journal de Liouville (t. XIII, p. 36 1) sous le titré suivant : Note sur une équation aux dérivées partielles.
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CHAPITRE YII
Rappel des formules relatives au système de coordonnées formé par les lignes de coiirbure. — Relations entre les rayons de courbure et la représentation sphérique. — PriBmier théorème de M. Weingarten : pour déterminer une surface dont les rayons de courbure sont liés par une relation, il faut ramener à une certaine forme l'élément linéaire de la sphère. -- Applications : surfaces canaux; surfaces minima. — Nouvelle classe de surfaces découverte par M. Weingarten. — Intégration d'une équation aux dérivées partielles. — Second théorème de M. Weingarten. — Propositions générales relatives à la développée d'une surface. — Les deux nappes de la développée d'une surface W, c'est-à-dire d'une surface dont les rayons de courbure sont fonctions l'un de l'autre, sont applicables sur une surface de révolution dont l'élément linéaire dépend seulement de la relation entre les rayons de courbure. — Réciproque et démonstrations géométriques de M. Beltrami. — Applications. — On sait déterminer toutes les surfaces applicables sur le paraboloïde de révolution.
741. Nous avons vu [11, p. 872 ou Tableau V] que, si une surface est rapportée à ses lignes de courbure, les formules de M. Codazzi deviennent d'une extrême simplicité.
L'élément linéaire étant pri$ sous la forme
(1) £/5«= A2rfM«-f-C*rff«,
et les axes des x et des y du trièdre (T) coïncidant avec les tangentes aux lignes coordonnées, on a
et les formules fondamentales se réduisent aux suivantes
i^ dA _ j_ àq _ I jG _ I àp^
Qk~àv ~ p^ dv^ ^~ A au ~ q du ^
dr drx
dv du
On a vu que, si R et R' désignent les rayons de courbure princi-
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pauxqui correspdndent respectivement aux aivcs AduelCdç', on a
Ces expressions permettent de substituer R, R' à A et à G dans les relations (3). On obtient ainsi les équations
) dv q av ^ au />i du ^ '
\ d l \ àq\ à /i dpA
qui peuvent remplacer le système (3). Si l'on se rappelle que l'élément linéaire de la représentation sphérique est donné par la formule [II, p. 3^2]
(6) d<3^ = q^du^-\-p\dv'^,
on reconnaît immédiatement que le système (5) contient toutes les relations qui existent entre cette représentation sphérique et les rayons de courbure. La dernière équation est évidemment vérifiée pour tout système de courbes orthogonales tracé sar la sphère de rayon i; elle exprime, en effet, que la courbur.e totale de la surface est égale à i .
742. Les formules précédentes peuvent être utilement employées dans un grand nombre d'applications. En particulier, elles vont nous permettre d'étudier avec M. Weingarten les surfaces dont les rayons de courbure sont liés par une équation donnée a priori. Ces surfac^es satisfont à une équation aux dérivées pai'tielles du second ordre qui n'avait encore été intégrée que dans des cas très spéciaux (surfaces canaux; surfaces minima). Les propositions que M. Weingarten a fait connaître successivement sur ce beau sujet ont fait de son étude un des chapitres les plus attrayants de la Géométrie. Comme elles se relient à la théorie de la déformation des surfaces, le moment est venu de les exposer avec tous les développemeMs nécessaires.
Si l'on considère R' comme une fonction de R, les deux premières équations (5) peuvent être intégrées et nous donnent
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U désignant une fonction de w et V une fonction de v. Mais, si l'on se reporte à la formule (6) qui définit la représentation sphérique, on voit qu'en choisissant convenablement les paramètres des lignes de courbure, il sera permis de remplacer U et V par l'unité. Ainsi l'on pourra prendre
(7) y = e^^'-^ p,=:eJ'''-^.
Pour la simpliôilé des applications, il convient de se débarrasser des quadratures qui figurent dans ces formules. On y parvient aisément en posant
(8) R = ?(/0, R'=-.o{k)-ko'(k), k étant une variable auxiliaire. Alors on trouvera
et les formules (4) feront ensuite connaître les valeurs suivantes
(lo) A=— ^— , G = "i rrrr
de A et de G.
Lorsqu'on se donnera a priori la relation entre K et R', les variables A' et (f{k) seront déterminées par les formules
On pourra donner telle valeur que l'on voudra à la constante introduite par la première quadrature.
Il reste encore à exprimer que la dernière des relations (5) est vérifiée. En y substituant les valeurs de q et de /?<, on obtient l'équation aux dérivées partielles
à_(f^àk-\ . à_li_àk\ T_ _
^^'^ du\<ù'-i du)'^ dv\k^ d^^J ko'~~^'
dont l'intégration fera connaître A" en fonction de u et de i^. Mais comme cette équation exprime simplement, d'après une remarque faite plus haut, que l'élément linéaire défini par la formule (G), c'est-à-dire par la suivante
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est celui d'une sphère de rayon i, nous sommés conduits au premier théorème de M. Weingarten (* ) :
La recherche des surfaces pour lesquelles les rayons de courbure principaux sont fonctions Vunde Vautre {nous les appellerons dans la suite des surfaces W) revient à celle des systèmes sphériques orthogonaux pour lesquels Vêlement linéaire de la sphère prend la forme
(12) d<S^=:^^du^^-^^dvi
OU, ce qui est la même chose,
La réciproque 0st évidemment vraie.
Toutes les fois que Vêlement linéaire de la sphère est ramené à la forme (la), ^{k) sera déterminée à ilne constante près, etf par suite, les formules (8) ou (lo) feront connaître une famille de surfaces parallèles dont la représentation sphériquesera définie par la formule (12) et dont chacune sera une surface W.
Toutefois, il y a ici deux cas bien distincts à considérer.
Si le système orthogonal tracé sur la sphère est entièrement connu, c'est-à-dire si l'on à les expressions des cosinus directeurs c, c'^ d' de la normale à la surface cherchée en fonction de u et ç^, les formules d'Olinde Rodrigues (n^ 141) nous donneront les coordonnées du point correspondant de la surface par les quadratures suivantes :
(.3, \y=.-j[^fju-.^%.:).
(') Weinqarten (J.), Ueher die Oberflàchen fiir welche einer der beiden Hauptkiummungshalbrnesser eine Function des anderen ist {Journal de C relie, t. LXII, p. 160; 1862).
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Mais, si les expressions de pi et de q sont seules connues, la détermination de c, d , c" exigera encore rintégration d'une équation de Riccati (n**484) .
743. Le point essentiel et le plus difficile est, on le voit, de ramener à la forme (12) l'élément linéaire de la sphère. Le problème auquel nous sommes ainsi conduits a déjà été étudié d'une manière générale au n° 578. Il se ramène en définitive à l'intégration (^e l'équation (i i).
Commençons par un cas très particulier où la solution s'offre immédiatement. On sait que l'on peut mettre l'élément linéaire de la sphère sous la forme
en prenant pour les lignes u = cronst. une famille quelconque de géodésiques, c'est-à-dire de grands cercles. On aura ici
ce qui donne, a désignant une constante,.
o{k)-^k-ha; g
L'un des rayons de courbure étant constant, on obtient une surface canal. Les formules générales nous donnent ensuite
A = — I — ag^ Qa = à.
Comme nous savons (n^* 599) que g est de la forme
^ = U cosp 4- Ui sinp,
on voit que nous avons tous les éléments nécessaires pour étudier la surface.
744. Une application plus importante se rapporte aux surfaces minima. Nous savons mettre, de toutes les manières possibles.
rélément linéaire de la sphère sous la forme
(14) ds^=^\^{du'^-i-dv'^),
qui correspond aux systèmes isothermes. On aura ici
X2=-l = ^-i— , d'où o'ik)=k.
k^ cp'2(X:) ' ^
En négligeant une constante dont l'introduction donnerait seulement les surfaces parallèles à celle que nous allons obtenir, on peut prendre
Il vient alors
La relation entre les rayons de courbure,
caractérise les surfaces minima. On retrouve en même temps deux de leurs propriétés les plus importantes, puisqu'on reconnaît que les lignes de courbure formant un système isotherme et qu'il en est de même de leur représentation sur la sphère. Les formules (i3) nous permettraient de calculer les coordonnées d'un point de la surface; nous ne reviendrons pas sur ce sujet.
745. Les résultats que, nous venons de signaler avaient été obtenus déjà par d'autres méthodes; mais M. Weingarten a montré que son tnéorème permet de trouver une classe nouvelle de surfaces définies par une relation entre les rayons de courbure.
Nous avons vu, en effet, au n° 527, que, si l'on prend comme coordonnées d'un point ses distances géodésiques u! et v^ à deux courbes distinctes, l'élément linéaire est défini par la formule
, , du'^ -i- dv'^-h 2 costo du' dv' ( 1 ,5) û?A-2 —
^ ' sin^w
Si l'on adopte ensuite les variables
D. ~ IIL
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l'élément prend la forme (16) ds^=-
Sin^ -^ cos^ - 2 2
que nous avons aussi signalée. Réciproquement, si l'élément linéaire a pu être ramené à la forme ([5) par exemple, u! et v' sont les distances géodésiques à deux courbes; car on a, comme il est aisé de le vérifier,
Aw'= Aç''= I.
Nous voyons donc que, si l'on sait déterminer les lignes géodésiques d^une surface j on saura aussi j de la manière la plus générale y ramener son élément linéaire à Vune des deux expressions précédentes.
Appliquons cette remarque à la sphère et comparons l'élément linéaire (16) à celui qui est donné par l'équation (12). On voit que l'on pourra prendre ici
1 • ^ k = sin - ,
cp'(A:) = cos-,
d'où l'on déduira
(f'{k) dk = - cos2 — d(xi,
,,/^.^_^ + sinco
Nos formules générales nous d
onnent donc
_, wH-sino)
^, 10 — sinto
COS
sin —
1 , to -h sin O)
0) — sinto
4 sin —
4 cos ~
Éliminant (0 entre les équations qui déterminent les valeurs de R et de R', on trouve
(18) 2R — 2R'== sin(2R + 2R').
Telle est la relation entre les rayons de courbure de la surface correspondante. On voit qu*elle est de forme très compliquée.
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746. Si l'on exprime que rélémenl linéaire (i6) convienl à la sphère de rayon i, c'est-à-dire que la courbure totale est égale à i . on sera conduit à l'équation aux dérivées partielles
d ( oi ()cl) \ ù ( ^ w ()tù \ 4
^ '^' âu\ ^ '2 du/ (/V \ 2 âv / sino)
Les recherches précédentes peuvent donc être considérées comme faisant connaître l'intégrale générale de cette équation. Nous allons, à l'exemple de M. O. Bonnet ('), développer les calculs qui conduisent à cette intégrale.
Soit
(20) ds^ = d^^-^sin^iid:!^
l'élément linéaire de la sphère. Toute fonction P^ satisfaisant à l'équation
sera le résultat de l'élimination de a entre les deux équations
J b~in6
J sinô/sin^O — «^
Il suit de là que l'on aura deux fonctions de ce genre, u' et r'. en prenant
sinôv/sin2 6 — a2
l (; =: IJ(T 4- (22)
/.^ii^^i^^.0-.,.,),
o = a — / / -h cû'(S).
J sin6v/sin2 0 — 1^2
On déduit de là, en difFérentiant,
v/sin2e-«2 SIC 6
•^ sin8
(') Journal de l'École Polytechnique, XLIP Cahier, p. go et sui
Ces formules donnent les valeurs de ûf9, <ia-; portons-les dans l'élément linéaire (20) de la sphère; il prendra, comme cela était évidente priori, la forme (i5) avec la valeur de w définie par l'équation
, ^ , a v/sm^TIT^ -}- B v/sin2e — 82
(23) cosco = ^--^-- -—'
P /sin^ 6 — a'- 4- a v/sin2 0 — ^2
L'intégrale de l'équation (J9) s'obtiendra maintenant de la manière suivante. Effectuons les quadratures indiquées dans les équations (21) et (22), éliminons cr, remplaçons u! %l (^' par u-\~v^\. Il — (^; nous aurons les trois équations
... .,, , . Vsin2e — a2
u -^ V = /(a) — a/ (a) -f arc sin-î^ —
/ /N ; /ûN o '/On • v/sin2 0 — 82
(24) ( M — p = cofB) — 8 9 ( 8 ^ -^ arc sin ^— *- ,
^,, , ,,Q, . v/skr2~e _ a2 . v^sin2 6— 82
/ (a) — 9(8)= arc sin . — arc sin -^^ ' - -
^^ sin6v/i-a2 sine/i-p
qui, jointes à la précédente (28), donneront l'intégrale cherchée. Pour obtenir l'expression de 0) en fonction de u et de v^ il suffira d'éliminer 9, a et ^ entre ces quatre équations.
L'élimination est impossible dans le cas général: mais on peut remplacer l'équalion (23) par l'une des suivantes
/ TN /"^^Tâ :-, pH-acoso) /-^-iTR Qi; a-+-8costo
(25) v'sm2 0 — a2 = i- -. — .- — , v'Sin2 6— |32= f- ,
qui permettent d'éliminer B. On est ainsi conduit au système
I a^ + COSw ^ y/i— a2 y/i — [^2 cos(/'— cp'), (26) \ p -h a cosw = sinw /i — a.^ sm{u -^ v — f-\-if'),
a -h p cosw = sinto \/i — ^2 sin(.M — v — cp -h pcp'), plus simple à quelques égards que les équations (23) et (24).
747. Avant d'établir les remarquables théorèmes qui précèdent, M. Weingarten avait déjà fait connaître, sur le même sujet, une
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proposition qui est du plus haut intérêt pour Ja Géométrie (*) et que nous allons maintenant démontrer.
Revenons aux surfaces W les plus générales, et proposons-nous de déterminer leur surface des centres de courbure que nous appellerons aussi leur développée.
Pour \di première nappe, c'est-à-dire pour celle qui contient les centres de courbure des courbes de paramètre v, les coordonnées ^,, jKi, 2< du centre de courbure sont données par les formules
(27) :ri = rr4-cR, ji=j-hc'R, z^=^ z-h c"^,
Xj j^, z désignant les coordonnées du pied de la normale et c, c^, d' ses cosinus directeurs. En vertu des formules d'Olinde Rodrigues, on a
dx ^ de dx ^, de
-r--r-R— =0, — -hR'--=:0
OU ou ov 0\>
et les équations analogues enjK, z\ on trouve donc
<^;ri=:(R — R')~ dv-^c rfR,
^ ov
(28) {dy^ = {K-K')^-^dv^c'dK, dz^ ^ {K — K')^-^ dv -^ c' dK,
et, par suite, l'élément linéaire de la première nappe aura pour expression
(29) ds\=p\{K — 'R'Ydv'^-\-dR'^.
On trouvera de même, pour la seconde nappe de la développée,
(30) dsl = ^2(R_R')2c?a2-i-rfR'î;
et ces deux formules s'appliquent, il faut le remarquer, quand la surface donnée est quelconque.
Elles mettent d'ailleurs en évidence des propositions que nous avons déjà signalées. Par exemple, la première, qui convient à la
(' ) Weingarten ( J. ), Ueber eine Klasse au/ einander abwickelbarer Flàchen {Journal de Crelle, t. LIX, p. 882; 1861).
première nappe, nous montre qu'aux lignes de courbure de la surface de paramètre (^ correspondent, sur cette nappe, des géodésiques dont les trajectoires orthogonales sont les courbes R = cfonst. Nous reviendrons au Chapitre suivant sur la surface des centres ; pour le moment, nous nous contenterons des formules précédentes et nous les appliquerons aux surfaces W. Si nous j remplaçons p^ , q^ R, R' par leurs expressions (8) et (9). déjà données, nous trouverons
(3i) rf^î = A:2rfp2 + cp'2(A:)rfA:2,
(32) rf5| = cp'2(A:)<^w2+Â-2cp"2(A:)^A2.
Or ces deux formes conviennent évidemment à des surfaces applicables sur des surfaces de révolution. Donc : .
Si Von considère toutes les surfaces W qui correspondent à une même relation entre les rayons de courbure, la première et la seconde nappe de la développée de toutes ces surfaces sont, Vune et Vautre, applicables sur des surfaces de révolution dont les éléments linéaires dépendent uniquement de la relation entre les rayons de courbure et, par conséquent, demeurent les mêmes pour toutes les surfaces considérées.
748. La réciproque de cette proposition est exacte et peut se démontrer comme il suit.
Considérons une surface (S, ) rapportée à une famille de géodésiques et à leurs trajectoires orthogonales. Son élément linéaire, sera donné par la formule
(33) ds\ = du'^-^C^dv'^.
Construisons, en chaque point, le trièdre (T) formé par la normale et les tangentes aux courbes coordonnées et conservons toutes les notations relatives à ce trièdre. Nous savons que les tangentes aux géodésiques v = const. sont normales à une famille de surfaces (n°4il). Il est aisé de vérifier ici cette proposition et de déterminer l'une quelconque des surfaces parallèles auxquelles toutes ces droites sont normales.
En effet, en chaque point, la tangente à la géodésique est l'axe des X du trièdre (T). Un point situé sur cet axe des :r, à la dis-
tance l^ du sommet du trièdre, est défini par les formules
(34) Xq= Xi-^- al, yQZ=yi-{- a'\, ^o = -Si -+- a"X.
Différentions l'une quelconque de ces formules, par exemple la première, el remplaçons dXi et da par leurs valeurs
dxi = a du-\- bC dv, da = b{r du ■+- ri dv) — c{q du-^ q^ dv) = b y- dv — c{q du -4- q^ dv),
nous trouverons
G-hX— - \ dv — c\{q du >^ q i di>) ;
et nous aurions des formules analogues pour dyo^ dz^.
D'après cela, pour que la surface décrite par le point (:ro,j'oi ^o) soit normale à l'axe des ^, il suffira que le coefficient de a soit nul dans l'équation précédente, c'est-à-dire que l'on ait
X -h a = const
En nous bornant à une seule des surfaces normales, nous pouvons prendre
Si nous portons cette valeur dans les équations (34), nous obtiendrons les expressions suivantes
(3;) X = Xi — au, y = y^ — a' u, z = z^ — a" u,
qui définissent, en général ('), une surface (S) normale à toutes les tangentes des géodésiques.
D'autre part, si l'on veut que la surface décrite par le point (*^0' y^i -2o) soit tangente aux mêmes droites et, par suite, constitue avec (S,) la seconde nappe (S2) de la développée de (S), il faut prendre pour à la valeur
Ou
( ' ) Il convient toutefois de signaler ici un cas particulier. Il peut arriver exceptionnellement que le lieu décrit par le point {x, y, z) ne soit pas une surface. Le déterminant fonctionnel de deux quelconques des coordonnées contient, en
qui annule le coefficient de b dans l'équalion (35). On a donc, pour les coordonnées X2j y-i, ^2 du point de (S2), les expressions
du du du
et il résulte immédiatement des formules (36) et (38) que les deux' rayons de courbure de (IS) ont pour valeurs
du
749. Appliquons ces résultats généraux au cas particulier où C est une fonction de la seule variable u^ ce qui caractérise les surfaces applicables sur les surfaces de révolution.
Dans ce cas, les deux rayons R et R' dépendront de la seule variable a et seront toujours fonctions l'un de l'autre. De plus, la relation qui les lie l'un à l'autre demeurera la même quand on déformera d'une manière quelconque la surface (Si). Ainsi :
Si une surface (84) est applicable su?' une surface de révolution, les tangentes à celles des géodésiques de (S,) qui correspondent aux méridiens de la surf ace de révolution sont normales à une famille de suif aces parallèles W. La relation entre les deux rayons de courbure principaux de chaque surface W demeure la même quand on déforme (Si) de toutes les manières possibles.
effet, le facteur
Lorsque ce facteur est nul, et clans ce cas seulement, la surface (2:) se réduit à une courbe ou à un point.
Si q est nul, c'est que les géodésiques sont des droites; alors le théorème n'aurait aucun sens.
Si l'autre facteur est nul, on a encore
C = uo{v).
La surface considérée est une développable et les surfaces normales aux tangentes des géodésiques sont des surfaces-canaux dont l'une se réduit à une courbe. C'est précisément celle qui est déterminée par les formules {o'J).
D'autre part, si l'on remplace )., dans la formule (35), par la valeur qui convient à la surface (S2), on obtient l'équation
dx. — ad[ u — -^ \ -h -^ {q du-^qx dv ) c,
V du
du
à laquelle on'peut ajouter les formules analogues pour dy2 et dzz. On peut donc en déduire l'élément linéaire de la nappe (82)^ qui sera déterminé par la formule
dst =
-^-{qdu-^q,di>f.
Dans le cas où G ne dépend que de m, l'expression
G ( ^ du -\- qi dv)
est une différentielle exacte en vertu des formules de M. Codazzi [II, p. 385, (A)], et l'élément linéaire se réduite la forme suivante
(40 dsl=\ -^^^ I du'>- '^'''
V\dii) J
du I
qui convient, comme il fallait s'y attendre, à une surface applicable sur une surface de révolution.
750. Quelques remar<jues très simples permettent de démontrer complètement, et d'une manière intuitive, la seconde proposition de M. Weingarten.
Considérons d'abord une surface (2) : soient M un de ses points, G et G' les centres de courbure principaux relatifs à ce point. Aux lignes de première courbure correspondent, sur la première nappe (Je la développée, des géodésiques dont les trajectoires orlhogqnales sont évidemment les courbes pour lesquelles le premier rayon principal R = MG demeure constant; car, si le segment MG se meut eq demeurant invariable, il doit être normal à la trajectoire de G, comme il l'est à celle de M.
Ainsi l'élément linéaire de la première nappe de la développée, correspondante aux lignes de courbure de paramètre v par exemple,
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est certainement de la forme
Mais nous savons (n° 637) que le centre de courbure géodé-
sique de la courbe R == const. est situé sur la seconde nappe de
la développée. Le rayon de courbure géodésique de cette courbe
est donc égal, en grandeur et en signe, à R'— r R; ce qui permet
d'écrire l'équalion
I I dK
où K est considéré comme fonction de R et de p.
Cette formule est tout à fait générale. Si on l'applique au cas ou R' est fonction de R, on pourra en déduire
r dl\
et cette valeur de K caractérise les surfaces applicables sur les surfaces de révolution.
La proposition directe est ainsi démontrée. La réciproque peut être établie de même et sans aucune difficulté.
Considérons en effet une surface (S,) et une famille de géodésiques tracées sur cette surface. Chacune de ces géodésiques a une infinité de développantes; associons toutes celles de ces développantes qui ont leur point de départ sur une même trajectoire orthogonale des géodésiques. Nous formerons ainsi une surface (S) qui sera normale à toutes les tangentes des géodésiques. On le démontre immédiatement de la manière suivante.
Considérons sur chaque tangente à la géodésique le point de conlactMetle point Pou elle rencontre la surface (2). Si le pointM décrit la géodésique, le point P, décrivant une développante de celte géodésique, se déplacera normalement au segment MP. De même, si le point M se déplace sur la trajectoire orthogonale des géodésiques, le segment MP conservera sa longueur, et, comme le point M se déplace normalement à MP, il en sera de même du point P. La tangente MP, étant normale à deux déplacements distincts du point P, sera nécessairement normale à la surface (S) lieu de ce point.
Le reste de la démonstration n'offre aucune difficulté. Soit ;^le
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segment MP. L'élément linéaire de (S,) sera de la forme
et les deux rajons de courbure principaux de (S) en P seront, comme précédemment,
Il et u — —7,- • du
Si donc la surface (Sj) est de révolution, C dépendra uniquement de u et les deux raj'ons de courbure seront liés par une relation déterminée.
Ces élégantes démonstrations sont dues à M. Beltrami (<).
751. Après avoir démontré par l'Analyse et par la Géométrie la seconde proposition fondamentale de M. Weingarten, appliquons-la aux cas parti<iuliers que nous avons étudiés plus haut.
Considérons d'abord les surfaces-canaux, pour lesquelles on a
(4^) cp(^) = /c H- a.
Les formules (3 1) et (82) nous donneront pour les éléments linéaires des deux nappes de la développée les expressions
(43) dsl = k^di>^-^dk^. dsl = duK
La première nappe est une développable; la seconde se réduit à une courbe. Tous ces résultats sont bien connus.
Considérons maintenant les surfaces minima, qui correspon-, dent à la valeur suivante
(44) ?(>t)=^ de (f{k). Nous aurons ici
ds\ = k^{dv^-hdk^),
( dsl = k'^{du'^-^-dk^).
On voit que les deux nappes sont applicables Tune sur l'autre. Il est aisé de définir géométriquement les surfaces de révolution
(') Ricerche, art. XIX.
qui admettent rélément linéaire précédent. Gomme la seule surface minima de révolution est l'alysséide (n*^ 66), cet élément linéaire convient aux surfaces engendrées par la révolution de la développée d^une chaînette autour de la base de cette courbe. Ces surfaces ont déjà été signalées au n° 692.
Examinons enfin la classe nouvelle de surfaces découvertes par M. Weingarten. On a trouvé
l A: = sm-, cp(A:) = cos-,
dk = - cos - «?0(), ^ {.k^ = — tang
On aura donc, pour les deux nappes de la développée,
/ ds\ =zk'^dv^--\-{v — k^)dk'',
(il) } /.^ dk^
Ces deux expressions se ramènent l'une à l'autre par le changement de A" en y/ 1 — k"^. Les deux nappes de la développée sont donc applicables Vune sur Vautre, et l'on peut se contenter de considérer la première. Elle est applicable sur la surface de révolution définie par les formules
— k-^ - m2 dk.
OÙ p désigne la distance à l'axe des z.
Si l'on prend m = i , on obtient le paraboloïde
Ainsi Von saura déterminer toutes les surfaces applicables sur le paraboloïde de révolution.
A la vérité, le paraboloïde précédent est imaginaire; mais il est aisé de démontrer que l'on pourra obtenir un paraboloïde réel. Reprenons, en efî'et, les calculs du n° 74-5, en adoptant pour u' une solution imaginaire quelconque de l'équation
c'est-à-dire la distance géodésique à une courbe imaginaire. Pre-
nons pour ç' la fonction imaginaire conjuguée de u'. Alors u sera réelle; mais v sera une imaginaire pure. Donc si, dans la formule
(16), on remplace p par {^i, il faudra aussi remplacer cos- par ki^ et l'élément linéaire de la sphère deviendra
du^- di>^
ou, en échangeant u et ç,
Cette forme, où n'entrent que des variables réelles w, ^, /r, correspond à la valeur suivante
cp'(7i) = y/X:^ -f- I
de 'f'(A"). Et, dans ce cas, la formule (3i) nous donne
ds\ = k'-dv'^^{k^-^\)dt\
C'est l'élément linéaire qui convient aux surfaces de révolution définies par les équations
3 I ) p = mk^ ^ ~ I ^^'^ "^ ^ ~ '^^^ ^^'
Pour /?î.= I, on a, cette fois, le paraboloide réel. Il y aurait évidemment intérêt à développer ici les calculs et à obtenir toutes les surfaces applicables sur celte surface du second degré, qui a, en définitive, le même degré de généralité, sinon Je même intérêt, que la sphère. Nous reviendrons plus loin, au Chapitre IX, sur ce sujet; mais, auparavant il convient que nous ntreprenions une élude détaillée de la développée d'une surface et des relations qui existent entre ses deux nappes.
CHAPITRE VIII
Kappel de dilFérentes propositions relatives aux deux nappes de la développée. — Formules relatives à chacune de ces nappes : élément linéaire, lignes asymptotiques, lignes de courbure, rayons de courbure principaux. — Propositions relatives au contact de deux surfaces; existence de relations entre les éléments du même ordre des deux nappes de la développée. — Recherche de ces relations dans le cas du second ordre. — Paraboloïde des huit droites. — Théorème de M. Ribaucour relatif au cas où les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de la développée. — Généralisation de certaines propriétés de la développée. — Théorèmes de MM. Beltrami et Laguerre relatifs à des droites entraînées dans le mouvement de déformation d'une surface. — Proposition de M. Ribaucour relative à des courbes situées dans les plans tangents d'une surface donnée.
7o2. Considérons une surface (S), rapportée à ses lignes de courbure. Soient {fig. 74) M un point de cette surface, (T) le
Fig. 7.i
trièdre formé par les tangentes principales M.r, My et la normale M:;. Pour abréger, nous désignerons sous le nom de lignes de première courbure celles qui sont tangentes à M^r; les lignes de seconde courbure seront tangentes à Mjk- l^es deux nappes (S,) et (So) de la développée contiendront respectivement les centres de première et de seconde courbure M, et M2. La normale à
chaque nappe sera parallèle à la tangenre principale correspondante. Convenons, pour abréger, de dire que les lignes de première courbure sont associées à la première nappe et les lignes de seconde courbure associées à la seconde nappe. Alors, sur chacune de ces nappes, les géodésiques (^<) ou (^2) tangentes à la normale de (S) correspondent aux lignes de courbure associées, et les courbes conjuguées (c,) ou (co) de ces géodésiques aux lignes de courbure non associées. Dans la correspondance entre les deux nappes (Si ) et (S2), les géodésiques (^2) ont pour homologues les courbes (ci), et, de même, les géodésiques [g^) correspondent aux courbes (^2). La correspondance est donc telle qu'au système conjugué formé des courbes (ci) et {g\) de (S,) correspond le système conjugué formé des courbes (^2) et (C2) de (So). Cette propriété, comprise dans celle que nous avons signalée au n^ 319, est très essentielle; elle nous permettra de prévoir ou d'expliquer différents résultats.
Ajoutons la remarque suivante. Lorsqu'on se déplace sur la ligne de première courbure, par exemple, deux plans normaux consécutifs à cette ligne sont tangents à la nappe (Si) et ont leurs points de contact sur la géodésique {g^) qui passe en M,. Leur intersection est donc la tangente en M^ à la courbe [c^) qui passe en ce point. Or cette intersection est Vaxe de courbure de la ligne de première courbure pour le point M; elle est, comme on sait, perpendiculaire au plan osculateur en M. Comme, d'autre part, la tangente à {g^) est la normale en M à (S), on voit que :
Langle des deux courbes (c) et (g) qui se croisent en un point de Vune des nappes de la développée est égal à V angle que fait, au point correspondant de (S), le plan osculateur de la ligne de courbure associée avec le plan tangent de (S). La tangente à la courbe (c) est l'axe de courbure de cette ligne de courbure.
Rappelons également que les trajectoires orthogonales des géodésiques {g) sont, sur chaque nappe, les courbes pour lesquelles le rayon de courbure associé demeure constant,
Toutes les propriétés précédentes sont élémentaires et
bien connues; pour approfondir celte étude, nous allons employer les méthodes développées au Livre V.
Conservons toutes les notations du Chapitre précédent et associons au trièdre (T), de sommet M, deux autres trièdres parallèles (Ti) et (T2) ayant respectivement pour sommets Mi et M2. Ces trois trièdres auront tous les mêmes rotations. Pour chacun d'eux, rune des faces est tangente à la surface décrite par le sommet. Nous pourrons donc appliquer à chacune des nappes (Si)et(S2), en changeant seulement quelques notations, les formules du Livre V.
Considérons, par exemple, le trièdre (T,). Le point M,, ayant pour coordonnées o, o et R par rapport à (T), les projections de son déplacement sur les axes de (T), ou sur ceux de (Ti), seront [formules (B), 11, p. 385 et'386]
(A-+-^R)«fw, {C—p^K)dv, dK
ou, en remplaçant A et C par leurs valeurs,
o, px{K'—l\)dv, 6/R.
On a donc, pour les six translations de (T<), les valeurs suivantes
Quant aux rotations, ce sont celles de (T), c'est-à-dire />= o, q, r,
D'après cela, si l'on remarque que les formules du Tableau J [II, p. 382] s'appliquent à un trièdre dont les rotations sont quelconques et pour lequel deux seulement des translations sont nulles, à savoir Ç et Ç, , on voit que l'on pourra appliquer ici à (S,) et au trièdre (Ti) toutes les formules des Tableaux I et II, sous la condition d'y faire subir aux translations ainsi qu'aux rotations la permutation circulaire qui équivaut à changer le nom des axes de (T) et à remplacer les axes des jc, des y et des z par les axes des y y des z et des x respectivement. On obtiendra ainsi les formules suivantes.
L'angle w, d'une courbe tracée sur(Si)a\ec l'axe des j de (T, ) ou de (T) sera défini par les équations
dsi cosiO] — r^ du -T- r^]^ dv — p i{W ~ }^) dv,
L'élément linéaire de (S< ) aura donc pour expression (4) ■ d:^! --=^R2-+-/?2(R'-R)2rfr2,
comme nous l'avons déjà trouvé directement. La courbure normale d'une courbe sera donnée par la formule
(5 ) -dsi = sina)i(^ du -h q\ dv) — cosa»j [r du -h /"i dv)
OU, en substituant,
6 ) ■ ds\ ^^ ^ -- /■ du^- — r, dv^ .
pi ' r \du ôç )
L'équation différentielle des asymptotiques sera, par suite,
(7) rf A,= ^-,-,f ^■= = o.
^ du ôv
Elle est privée du terme en dudv\ il fallait s'y attendre, puisque les lignes coordonnées sont des courbes conjuguées.
De même, tout ce qui se rapporte aux lignes de courbure de la nappe (S<) s'obtiendra en effectuant la permutation indiquée sur les équations (^) du Tableau T, qui deviennent ainsi
l pi (R' — R) c?t^ -^ Ri ( /• û?« -^ /', </p) = o, ( <3?R — Kxq du = o,
R, désignant le rayon de courbure principal. L'élimination de -j~ donne l'équation aux rayons de courbure principaux de (S, )
(9) ?r.RÎ-[r,J-rJ + îj.,(R-R')]R.-^/'.(R'-R) = o.
L'élimination de R| conduit à l'équation différentielle des lignes de courbure
(10) pxq{^ — ^) du dv := d^i^r du -\- rx dv),
D. -lll. 22
dont le développement nous donne
^R , « ^R , , r ^ï^ ^R /o' i>xl ^ ^
(il) r -— clii^' -^ r^-— dv^-^\r- h /'i -^ f- qp\ ( R ~^)\dudv =^ o.
^ ' du dv L ^^ ^^ J
7o4. Une méthode toute semblable s'applique au trièdre (T2) et à la nappe (S^). On trouve, pour les translations de ce trièdre, les valeurs suivantes :
^1 = 0, r),= o, Ci-^-
Ici encore le Tableau 1, où l'on eflectuera toutes les permutations circulaires qui équivalent à remplacer z, x, y par j^, ^, x, nous fournira tous les résultats que nous avons donnés pour la nappe (S< ).
Désignant cette fois par (02 l'angle de l'axe des z avec la tangente à une courbe tracée sur (S2), on aura
(i3) <^i-2 C0SW2 = <^R'j <a^52 sini02 = ^(R' — ï\.)du\
et, par suite, on retrouvera, l'expression déjà obtenue (n" 747)
([4) dsl= ^R'2+^2(R'_ R)2 Ji^2
de l'élément linéaire.
On trouvera, de même, pour la courbure normale d'une courbe tracée sur la surface, la formule
i COS7TT2 . . , y . - j
as2 == sina)2(r du + r^ di^) — cosw2/?i at^, , - C0STO9 Pi / dW , „ dK' J \
" pî ri \ du dv )^
ce qui donnera l'équation différentielle des lignes asjmptotiques
(16) r - -du^- — ri , - aç'^ = o.
du dç
Enfin la détermination des lignes de courbure de (82) dépendra du système suivant
{ c/R'+ Rayt?! dv — o, '^^ ( qiK—V,)du—'^.Xrdu^r^dv) = o,
OÙ R2 désigne le rajon de courbure principal. En l'éliminant, on obtient Téquation des lignes de courbure
(18) dR'(r du -+■ /*! <ip) -h qpi(K— K) du dv = o
ou, en développant,
dK' ^ dR' ^ [ dW dK ,„, „T , ,
^'^^ '' aT " "^ '^^ ^7'^'' "^ l7dV "^ ''' ^ "*" ^^^^^ ~ ^^J '^"'^'' "" ""• L'équation aux rayons de courbure principaux R2 sera
dv
D'une manière générale, la remarque qui nous a donné les équations précédentes permettra de résoudre par la simple application des formules du Livre V toutes les questions relatives aux deux nappes de la développée. Les résultats qui précèdent sont d'ailleurs résumés dans le Tableau suivant.
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Tableau \U (suite au Tableau V) Nappes de la développée (Si) et (S2).
1^ Nappe (S,):
Trièdre (Ti), translalions ,
ti = o, -^i=y3j(R'_R), ^1=-;^
Courbe tracée sur (S,)i w, angle avec l'axe des y,
(i) c/^i costoi =/?i(R' — R)dv, c^^i sincoi = f/R,
(2) dsj = dR'--hpl(K—Ky-dv\
/•jx siiicT,
(i ) r/f 1 = aa>i -h/>i ap,
'^'^l , , g / à^ y , àR ^ \
ds7 = - r -— du- — 7'i -T- di^' .
pi ^ /■ \ du ôv j
Lignes asymptotiques ,
(5) , î?5 ,/„._,, 15 rf,. = o.
du . ùv
Relation entre deux directions conjuguées
(6) r-—-ducu — /'i — dvhv^o.
du Ov
Lignes de courbure; R, rayon de courbure principal
j pi ( IV — R ) dv + Ri ( r du + r^ dv) = o, ( dK — Ri^y du = o.
Equation différentielle des lignes de courbure
(8) r—du^-^r.^-^dv^'-^ [/.^V/'i^ -4- ^/?i( R - R)|^m ^t^ = o. ^ ' au dv [ dv ^ du ^^^ ^J
Equation aux rayons de courbure principaux
''1 ^ - '' ^ + ^/>i(R - R')J Ri-/>i(R'- R)^ = «
IVoduit des rayons de courbure
dK
du
Trièdrc (To), translations
dix
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2^ Nappe (S2) :
du ^1 = 0, -/l.^o, 1,,= '-^^
Courbe tracée sur (So); Wo angle avec l'axe des z (i) r/^a COSW.2 = û?R', r/52 sintoo = ^(R' — R)duj
sinTCTo - , ,
( 3 ) dS'} = dio:, -h q du^
(4) -dsl = ^( r^du'^— ri—-dv''
. ^ P2 ^ ri \ du d{>
Lignes asymptotiques
( 5 ) /• -T- du^- — /-i — - f/p2 ^ o.
Relation entre deux directions conjuguées
(0) r -^— duàu — /'i——di>ov = o.
du dç
Lignes de courbure; R2 rayon de courbure principal dR'-\- R2P1 dv = G,
( ^(R' — K)du — K^{r du -^ n di>) = o
Equation différentielle des lignes de courbure (8) .^' rf„.+ .. 5'rf..+ [r§ + '•, f + ?/.,(R'- R)] dud. = o. Equation aux* rayons de courbure principaux
Produit des rayons de courbure
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755. Les différentes formules que nous venons d'établir conduisent à plusieurs conséquences. Pour le moment, nous signalerons seulement celles qui ont un caractère tout à fait général.
Etant donné ^fig- 74) un point M de la surface (S), les points correspondants M4 et M2 des deux nappes (Sj) et (S2), ainsi que les plans tangents en ces points, dépendent exclusivement des éléments du second ordre de (2). Cette remarque, combinée avec l'emploi des différentiations successives, nous montre que :
Les éléments du n'-^^^ ordre des deux nappes de la développée en M, et en M2 dépendent exclusivement des éléments de la surface en Mjusqu^à V ordre n -\-i.
En d'autres termes :
S i deux sut faces ont en un point un contact d'ordre n, les deux nappes de leurs développées auront, aux points correspondants, des contacts d^ ordre n — i.
La réciproque est exacte et se démontre de la même manière :
Si deux surfaces ont un point commun M et si leurs développées ont, aux points correspondants Mj et Mo, des contacts d'ordre n, ces surfaces ont en M un contact d'ordre n-\-\.
Or, pour assurer un contact d ordre [jl, il laut -^ -^
conditions; par suite, suivant que l'on exprimera directement le
contact d'ordre n des deux surfaces, ou celui d'ordre /i — i
des deux nappes de leurs développées, on aura à écrire, soit
(n -hi)(n -^ 1) ■ . ?i( n-^-\) , . -f , . -, -, ^ -5 soit 2 — ^ équations. Les équations du second
groupe sont en nombre plus grand, à partir de la valeur 3 de n. Il y aura donc nécessairement des relations entre les éléments du même ordre des deux nappes de la développée ('). Dans le cas où
(') On peut obtenir un résultat analogue en se proposant de définir la seconde nappe de la développée quand on connaît la première. Soient, en effet,
les équations des deux nappes.
Si X, y, z; x', y, z' désignent les coordonnées de deux points correspondants,
a est égal à 3, ces relations se présentent sous une forme assezsimple si l'on introduit, avec MM. Mannheim et Ribaucour, la considération à\x paraboloïde des huit droites, à laquelle on est conduit naturellement par les remarques suivantes.
756. Envisageons un trièdre (T') dont les axes soient parallèles à ceux de (ï) et dont l'origine soit un point M' de la normale en M, Tabscisse MM' étant d'ai41eurs une quantité quelconque z. Suivant que l'on donnera à z' les valeurs o, R, R', on aura l'un des trièdres (T), (T,), (ïo) déjà définis. Quand le trièdre (T), et par suite le trièdre (T'), subira un déplacement infiniment petit, tout point invariablement lié à (T') aura, par rapport à (T), un mouvement qui se réduira à une translation dz' , parallèle à M -3. On obtiendra donc le déplacement d'un point {x^ y, z) invariablement lié à (T') en composant avec la translation dz' le déplacement du point considéré comme invariablement lié à (T) ; par suite, les composantes de ce déplacement seront [II, p. 385]
A du -{- qz du — ( /' du -^ ri dv)y — q {z — U ) du — y ( r du + r\ dv ) ,
Gdv -h (rdu^j^i di^)x — p^zdv — — pi{z — K') dv, -+- x{r du -\- r^ dv ) .
dz' +-piy dv — qxdu.
Si l'on veut que le déplacement du trièdre (T') se réduise à une rotation, il faudra qu'il j ait une ligne de points dont le déplacement soit nul^ ees points, qui formeront l'axe de rotation, devront donc satisfaire aux trois équations
/ q{z — R) <i« — j'(r û?a -h /'i <:/(^ ) =^0, (21) \ Pvi^- — ^) dv — x{r du ^ r^dv) =■ (^i
\ dz -\' p\y dv — qx du = o.
les relations entre les deux nappes se traduisent par les équations évidentes
pp'^qq'-i-i =0,
z — z'= p{x — x')-r qiy'—y'), z — z'r=p'{x — x')-\~q'{y-y'),
où p, q;p', q' ont la signification habituelle. Si, entre ces trois équations, on élimine x et y, on aura une équation aux dérivées partielles du premier ordre qui définira, autant qu'elle peut l'être, la seconde nappe. Si l'on garde les équations précédentes et si on les difîérentie une fois, par exemple, on trouvera deux relations entre les éléments du second ordre des deux nappes; et ainsi de suite.
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Si, pour plus de netteté, on veut seulement considérer le trièdre (T), on peut dire que ces trois équations définissent tous les déplacements qui amènent (T) de sa position dans une position infiniment voisine et qui se composent d'une translation parallèle à la normale, associée à une simple rotation. La translation est définie par la troisième équation; les deux premières, prises seules, font connaître l'axe de rotation, axe qui existe pour tout déplacement. Comme la translation n'a d'autre effet que de faire glisser sur lui-même le dièdre des plans principaux, on peut dire que les deux premières équations (21) définissent les axes des rotations par lesquelles le dièdre des plans principaux peut être amené de sa position actuelle dans toute position infiniment voisine.
Le lieu des axes de toutes. ces rotations s'obtiendra par l'élimination de -1- entre ces deux équations. On trouve ainsi le paraboloïde défini par l'équation
ry ri x
jNous allons indiquer les huit génératrices de cette surface qui ont été signalées par M. Mannheim (').
Il y a d'abord les droites
qui sont les normales aux deux nappes (S,) et (S2) et qui appartiennent à un même système de génératrices rectilignes, celles qui ne sont pas les axes de rotations.
(') Les Notes de M. Mannheim relatives à ce sujet sont insérées dans le t. LXXIV (1872) et le t. LXXXIV (1877) des Comptes rendus. Nous signalerons plus particulièrement les deux suivantes : Détermination de la liaison géométrique qui existe entre les éléments de la courbure des deux nappes de la surface des centres de courbure principaux d'une surface donnée (Comptes rendus, t. LXXIV, p. 458). Sur le paraboloide des huit droites {même Recueil, t. LXXXIV, p. 645.) '
Une Note de M. Ribaucour sur les développées des sur/aces, insérée au t. LXXIV, page iSgg du même Recueil contient des résultats qui se rapportent au même sujet.
Les six autres droites sont toutes des axes de rotation et, par suite, rencontrent toutes les deux normales précédentes. Elles correspondent aux cas où le trièdre (T') se réduit à l'un des trois trièdres (T), (T,), (To).
Quand on se déplace sur une ligne de courbure de (S), le trièdre (T) peut être amené dans sa position infiniment voisine par une rotation (n° 489) qui, dans le cas actuel, s'effectue évidemment autour de l'axe de courbure de la ligne considérée. Ainsi les tangentes en M,, M2 aux courbes (c,), (^2) appartiennent au paraboloïde précédent.
Supposons maintenant que, 5' devenant égal à R, (T') se con^ fonde avec (Ti). Les déplacements de M, pour lesquels le trièdre {^\) est animé d'une simple rotation, s'effectuent (n°489) suivant une des lignes de courbure de (Si); l'axe de cette rotation se trouve dans le plan normal à la ligne de courbure et va passer par le centre de courbure principal correspondant. Cet axe devra, d'après une remarque déjà faite, rencontrer la normale à (S2). Ainsi :
Si Von considère sur une des nappes de la développée une ligne de courbure (y), le plan normal à cette ligne va couper la normale à Vautre nappe en un point qui, joint au centre de courbure de la première happe correspondant à la ligne de courbure (y), donne une des génératrices du paraboloïde précédent.
On obtient ainsi quatre génératrices nouvelles, ce qui donne bien, en tout, les huit droites du paraboloïde.
Il est aisé maintenant de reconnaître comment la considération du paraboloïde des huit droites permet d'exprimer sous une forme géométrique les deux relations qui existent entre les éléments du second ordre des deux nappes (Si), (S2) aux points correspondants. Supposons, en effet, que l'on connaisse, pour chacune des deux nappes, les directions principales et les centres de courbure principaux. Il sera toujours possible de construire les quatre génératrices qui figurent dans l'énoncé précédent : elles devront être parallèles à un même plan. Telle est la relation cherchée.
Le paraboloïde des huit droites, ne contenant pas dans son
équation -r- > -t— ? ne peut donner lout ce qui se rapporte aux courbures des deux nappes; mais il est commode pour certaines constructions. Sans insister sur ce point, nous nous attacherons surtout à la conséquence suivante de la méthode que nous avons suivie.
757. En ajoutant les équations (21) après les avoir multipliées respectivement par p^dv^ —qdii^ rdu-\-j\dv^ on trouve la relation
(33) p i q {W — K) du dv ^ dz' {r du H- r^ dv') — o,
qui détermine dz^ . Si donc deux trièdres (T'), (T'^), correspondants à des valeurs ^', ^' de ^, prennent en même temps un mouvement qui se réduit à une rotation, on devra avoir
dz' = <:/^".
Donc z^ — 5" sera constant dans la suite de ce mouvement.
Appliquons cette remarque aux deux trièdres (T,) et (T2) qui correspondent aux valeurs R et R' de -3. Quand leur mouvement se réduira à une rotation, leur sommet décrira une ligne de courbure de la nappe correspondante. Donc :
Si une famille de lignes de courbure de (Si) correspond à une famille de lignes de courbure de (So); la différence R — R' demeure constante quand on se déplace sur une de ces lignes.
La condition nécessaire et suffisante pour que les deux familles de lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de la développée d' une surface est que cette surface ak des rayons de courbure principaux dont la différence soit constante.
Ce Jernier théorème est dûà M. Ribaucour (').
Au reste, ces deux propositions se déduisent très aisément des équations difTérentielles. des lignes de courbure des deux nappes, prises sous les formes (10) et (18). On voit, en efFet, qu'il faut,
(') Ribaucour, Note sur les développées des surfaces {Comptes rendus, t. LXXIV, p. 1899; 1872).
pour que ces équations soient compatibles, que l'on ait
ce qui conduit immédiatement aux deux théorèmes précédents.
758. Avant d'appliquer aux surfaces W les résultats généraux que nous avons obtenus, nous signalerons une série de recherches que l'une des propriétés fondamentales de la surface des centres a suggérées à MM. Beltrami, Laguerre et Ribaucour.
Étant donnée une surface que, pour plus de netteté, nous supposerons rapportée à un système de coordonnées rectilignes rectangulaires, imaginons que, par chacun de ses points, on mène une droite, définie par les angles a, p, y qu'elle fait avec les axes du trièdre (T) relatif à ce point. Nous allons chercher la condition pour que toutes les droites ainsi obtenues soient normales à une surface.
Pour cela, prenons sur la droite un point M' à une distance / de M; les projections de son déplacement sur les trois axes du trièdre (T) seront, si nous conservons toutes les notations du Tableau IV [II, p. 385],
id{l cosa ) -r- A du "\- {q du -\- q i dv) l cosy — {r du -f- ri dv)l cos [i,
(24)^ û?( / cos [i ) -h G (ip -^- {r du^ ri dv)lcosa. — (p du ^ pi dv)l cos-'(,
[ d{l cos^() -^ (p du -+-pi dv)l cos ^ — (q du -\~ qi dv)l cosoL.
Il faut exprimer que l'on peut choisir pour / une fonction de u et de (^, telle que ce déplacement soit normal à la droite, quels que soient du et dç. Ecrivons cette condition: nous aurons, en ajoutant les composantes précédentes après les avoir multipliées par ^osa, cosj^, coçv, la condition
( 25 ) dl -\- A cos x du -\- C cos ^ dv = o.
Et, comme dl doit être une différentielle exacte, il faudra que l'on ^it
, ,, ()(Acosa) (9.(Gcos3) ^^^> ai— = du '
Telle est la condition cherchée. Comme elle est indépendante de yp, ^, fij ^, , nous obtenons la proposition suivante :
Si l'on considère des droites partant des différents points d'une surface (S) et si l'on suppose que la surface (2) 5e déforme en entraînant ces droites dans son mouvement, le système des droites ainsi reliées « (2) sera toujours formé de normales à une surface, ou ne le sera jamais (').
Notre méthode cinématique permettait de prévoir ce résultat. La déformation de la surface fait varier seulement les rotations py ^-iP^y ^\ et l'effet de ces rotations sur les points d'une droite passant par l'origine est de leur imprimer des déplacements normaux à la droite. On peut donc, si l'on doit exprimer qu'une droite est perpendiculaire au déplacement d'un de ses points, négliger les rotations du trièdre (T) et se borner à introduire les translations, qui dépendent seulement de l'élément linéaire.
On peut évidemment substituer aux deux équations (aS) et (26) celles-ci
(■21) A cosa = — j C4C0sp = — ,
^ au '^ Oi^
qui nous donnent, pour les coordonnées J^', y' du point M' où la droite MM' est normale à la surface (2^), les valeurs suivantes
, , l àl , , o l àl
(28) X = /cosa =—-----, y — t cosB — — ^ — ,
' K du "^ ^ C dv
d'où l'on déduit
Or, si, du point M comme centre, on décrit une sphère de rayon /, elle enveloppera évidemment la surface (2^). Le résultat obtenu par M. Beltrami peut donc s'énoncer ainsi :
Si Von construit des sphères ayant leurs centres aux différents points d' une sur face (2), les droites qui joignent chaque point de V enveloppe (2') des sphères au point correspondant
(') Cette proposition est due à M. Beltrami {Ricerche, art. VI, p. i5). Elle a été depuis retrouvée par Laguerre. {Voir une Nofe Sûr les systèmes de droites normales à une surface, insérée en 1878 aux Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XVII, p. 181.)
de (2) demeurent inç>ariablement liées à cette surface quand on la déforme de toutes les manières possibles. En d'autres termes, les coordonnées du point de contact de chaque sphère, par rapport au trièdre (T) relatif à son centre, dépendent seulement de Vêlement linéaire.
11 est aisé de rattacher aux propositions précédentes les propriétés de la surface des centres. Imaginons, en effet, que les droites soient prises tangentes à la surface (S) ; et supposons même, ce qui est toujours permis, que l'on ait choisi les coordonnées de telle manière que ces droites soient tangentes aux courbes de paramètre V. On aura alors
cosa = I, cosp = o,
et la condition d'orthogonalité (26) deviendra
dk
On pourra donc prendre A= i, et l'on voit que les droites devront être les tangentes à une famille de géodésiques.
759. D'une manière générale, prenons pour les courbes de paramètre ç celles qui sont, en chaque point, tangentes à la projection de la droite correspondante sur le plan tangent de (S). Alors on aura constamment cos^ = o, et la condition d'orthogonalité (26) nous donnera
(3o) A cosa = ^(w).
Le cas particulier où A est égal à i nous conduit au théorème suivant, qui a été énoncé par M. Beltrami :
Si Von construit une famille de géodésiques et leurs trajectoires orthogonales; que, par les différents points de la surface, on mène des droites normales aux trajectoires, faisant avec la surface un angle, constant sur chaque trajectoire, mais pouvant varier quand on passe d'une de ces courbes à la sui^ vante, les droites ainsi obtenues seront normales à une même surface.
En particulier, on peut supposer que l'angle est constant, et
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l'on réalise ainsi un assemblage géométrique dans lequel des droites normales à une surface (S') sont coupées sous un angle constant par une autre surface (S). On voit qu'alors les projeC'" lions des droites sur (S) sont tangentes à une famille de géodésiques.
D'autres conséquences peuvent encore être déduites des formules précédentes et, en particulier, le théorème de Malus et dé Dupin. Mais, comme nous avons déjà étudié cette question, nous renverrons aux Mémoires déjà cités. Nous nous contenterons de signaler une interprétation géométrique du paramètre différentiel ÙlI d'une fonction quelconque /.
Si, des différents points de (S), on décrit les sphères de rayon /, nous avons vu que la droite qui joint le centre de chaque sphère au point de contact de cette sphère avec son enveloppe fait avec la normale un angle y défini par la formule (29). On en déduit
(3i) sin«Y = A/.
760. Nous allons rattacher aux propositions précédentes des recherches plus générales relatives à des courbes quelconques.
Etant donnée une congruence quelconque de courbes (G), on peut établir de bien des manières une correspondance entre les différentes courbes (G) et les points d'une surface (S). Par exemple, on fera correspondre à chaque courbe (G) le point oii elle coupe (S) ou bien le point où un plan normal à (G) peut être tangent à (2), etc, La correspondance une fois établie, chaque courbe (G) occupe une certaine position par rapport au trièdre (T) du point ét)rrespondant de (S). Or, quand la surface se déforme, elle entraîne les trièdres (T) de chacun de ses points, et l'on peut concevoir qu'elle entraîne aussi les courbes (G), que l'on supposera invariablement liées chacune au trièdre correspondant. Getle notion du mouvement de déformation qui entraîne les courbes (G) étant admise, on peut se demander si ces courbes pourront être, pour chacune des formes que prend (S), normales à une famille de surfaces. Il y a là une série de questions, analogues à celles q\ie nous avons étudiées pour lesMroites, et que nous allons examiner dans les cas particuliers qui paraissent les plus intéressants.
Supposons que les courbes (G) soient planes et situées dans les plans tangents de (S). Rapportons chacune d'elles au trièdre (T)
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du point de contact de son plan et de (S). Alors les coordonnées x, y d'un point quelconque de cette courbe peuvent être considérées comme des fonctions d'un paramètre t, dont la variation donnera tous les points de la courbe, et des coordonnées curvilignes u et (^ du sommet du trièdre (T). Si nous conservons toutes les notations du Tableau I [II, p. 882], les projections du déplacement du point (^, jk) seront
!da7 -^^ du -h- ^idv — (r du -h ri dv)y, dy -h ri du -h r^^dv -^ {r du-\- r^ dv)x, (p du -i-pi di>)y — {q du-\- qidv)x.
Il faut exprimer que l'on peut choisir pour t une fonction de u et de ^ telle que le déplacement soit, pour toutes les valeurs de du et de <f(^, normal à la courbe (C). On obtient ainsi la condition
-T- [dx -h ^ du -^ ^i dv — (r du-^ ri dv)y]
ày -\- ~[dy -^Tidu ■^■T\idv -^{r du-\- ri dv)x'\ = o.
Si l'on y remplace dx^ dy par leurs valeurs, et si l'on pose
elle prend la forme
(34) P^^-hMc?a4-Mi<ip = o.
Comme P, M, M| ne dépendent que de l'élément linéaire de la surface (S), on peut déduire de la théorie bien connue des équations de la forme précédente le théorème suivant :
Considérons des courbes planes formant une congruence et
nprmales à une ou plusieurs sur/aces (S^), (S'')- Admettons
qu'elles soient entraînées dans la déformation de la surface (S) enveloppe de leurs plans; les points de ces courbes qui se trou-
--(%hiS
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valent sur (S'), (S"), ... ne cesseront pas de former des surfaces orthogonales aux courbes.
En particulier, si les courbes sont normales à toute une famille de surfaces, elles conserveront toujours cette propriété (').
Ici encore, des considérations cinémaliques très simples expliquent les résultats précédents. Les rotations/?, q^p^^q^^ qui varient seules dans la déformation d'une surface, n'impriment à tout point du plan tangent qu'un déplacement normal à ce plan, et il est clair que ce déplacement ne peut intervenir dans la question telle qu'elle a été posée.
761. Le cas particulier où la courbe (C) est un cercle conduit à une proposition élégante et nouvelle que nous allons faire connaître, parce qu'elle se rattache directement à la théorie de la déformation d'une surface. Prenons les équations qui définissent le cercle sous la forme
(35) X ~ XQ-^^cost, y =yQ->nKsmt\
jCoîjKo seront les coordonnées du centre, R le rayon du cercle^ et ces trois variables seront des fonctions de u et de v. On pourra prendre ici, d'après les équations (33),
Ml = f -j-^-h rji + ri^Toj cos?— ( -p -h ^i— ri/o) sin^-h /'iR.
Si l'on écrit la condition d'intégrabilité de l'équation (34) on trouvera, après quelques réductions et en tenant compte des
(') RiBAUcouB, Sur la déformation des surfaces {Comptes rendus, t. LXXj
formules (A) du Tableau I, [sïï (S* +1' +"'*»)
Cette équation, considérée comme devant déterminer t, ne peut admettre plus de deux solutions sans être identiquement vérifiée. Par suite :
Si les cercles d^une congruence sont normaux à plus de deux surfaces, ils admettent toute une famille de surfaces trajectoires orthogonales.
C'est le théorème déjà démoatré par des méthodes différentes auxn°M46 et 477.
Pour qu'il y ait une infinité de surfaces normales à tous les cercles, il faudra que, dans Téquation précédente, les coefficients de âin^, de cos^ et le ternre indépendant de t soient nuls séparément^ ce qui donnera trois relations. Résolvons les deux premières par rapport aux dérivées de R; nous obtiendrons le système suivant :
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obtenues sous les n^^ (lo) et (12) à la page 267 pour reconnaître qu'elles n'en diffèrent que par les notations : on passe des unes aux autres en remplaçant x, y^ z par ^o>^0) R'- Si l'on remarque que, dans le problème actuel, x^^y^^ Ri sont, par rapport au trièdre (T), les coordonnées du centre d'une des sphères de raj^on nul passant par le cercle, tandis que, dans le problème traité à la pag:e 257, ^,y, z sont les coordonnées d'un point fixe de l'espace par rapport au trièdre (T), on sera conduit au théorème suivant qui établit les rapports annoncés entre la théorie des systèmes que nous avons appelés cycliques (Livre IV, Ghap. XV) et celle de la déformation des surfaces :
Pour trouver le système cyclique le plus général formé de cercles situés dans les plans tangents dUine surface (S), on prendra l'une quelconque (S') des surfaces applicables sur (2) et Ion construira tous les cercles (CI) qui sont à V intersection des plans tangents de {V) et d'une sphère fixe de rayon nul. Si la surface (S') se déforme en entraînant les cercles (C), de manière à venir coïncider avec la su/face proposée (S), la congruence des ccf^cles (C) se transforme dans le système cyclique cherché.
762. On peut, à l'aide de quelques considérations géométriques, expliquer en partie et même généraliser la proposition précédente. Etant donnée une surface (2), déformons-la de manière à obtenir une nouvelle surface (2') et supposons que les différents plans tangents de (H) soient entraînés dans cette déformation. Un point M de l'espace se trouve dans une infinité de plans tangents de (S); et, par suite, il viendra, après la déformation de cette surface, occuper une infinité de positions différentes distribuées sur une courbe (y), suivant qu'on le regardera comme lié à tel ou tel de ces plans tangents. Puisque à chaque point M correspond ainsi une courbe (y), il suit de là qu'à tous les points d'une ligne quelconque (R) correspondra une surface ($), qui se replierait et se réduirait à (R) si la surface (2'), en se déformant, venait de nouveau coïncider avec (2), Cela posé, soit (A) une développable circonscrite au cercle de l'infini; elle est coupée par les plans tangents de (2) suivant des courbes (G) qui, entraînées daps la déformation de (2), deviennent des courbes (C^), situées dans les
plans tangents de (S^). Nous allons montrer que ces courbes (C) sont normales à toutes les surfaces (<ï>) qui correspondent aux différentes génératrices rectilignes de (A).
Pour établir cette proposition, il suffit de remarquer qu'elle subsistera pour toutes les formes de (2^), quand elle sera établie pour l'une d'elles (n° 760). Prenons donc la surface dans sa forme initiale (S); alors la proposition devient évidente; car toutes les courbes (C) qui passent en un point M de la développable (A) y sont orthogonales à la génératrice rectiligne, qui, pour ces déi^eloppables singulières, est aussi la normale à la surface; et cette génératri<îe rectiligne est bien la forme actuelle de l'une des surfaces (<ï>).
Il suffît maintenant de supposer que la développable (A) soit une sphère de rayon nul pour retrouver les systèmes cycliques qui font l'objet de la proposition énoncée à la fin du numéro précédent.
Cette proposition a de nombreuses conséquences sur lesquelles nous n'insisterons pas en ce moment. On en déduit, par exemple, que, si l'on connaît les trois familles orthogonales qui composent un système cyclique, on peut, sans aucune intégration, trouver une surface (2/) applicable sur la surface (S) enveloppe des plans des cercles du système, puis d'autres systèmes cycliques pour lesquels les cercles soient dans les plans tangents de (S) ou de (S'),
Tous ces résultats, que le lecteur pourra développer, nous éloigneraient de notre sujet; nous nous attacherons, au contraire, à la proposition suivante, qui joue un rôle fondamental dans la théorie des surfaces à courbure constante et qui a été établie analytiquement par M. Ribaucour dans la Note citée plus baut.
Cherchons s'il existe des systèmes cycliques formés avec des cercles tous de même rayon R. Si nous conservons toutes les notations du théorème fondamental, nous voyons que tous les plans tangents de la surface (S') devront être coupés suivant des cercles de même rayon R par une sphère de rayon nul. Si G est le centre de cette sphère réduite à un point, il faudra évidemment que (S') soit une sphère de centre G et de rayon Ki\ de plus, tous les cercles situés dans les plans tangents de (2') auront leurs centres aux points de contact de ces plans. Revenant de là à la surface (S)^ nous obtenons le théorème de ]VL Ribaucour :
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Il existe des systèmes cycliques pour lesquels les cercles sont tous égaux. On les obtient en prenant une surface quelconque à
courbure totale constante r^ et en décrivant, dans chaque plan
tangent de cette surface et du point de contact comme centre, un cercle de rayon R.
Il résulte de notre méthode que l'on saura trouver les trois familles qui composent le système orthogonal dès que Ton saura appliquer 1-a surface sur la sphère de rayon Ri, c'est-à-dire trouve r ses géodésiques (n° 684). Mais nous reviendrons plus loin (Chap. XI) sur ce sujet. Nous avons voulu seulement montrer comment la proposition que nous venons d'énoncer se rattache au théorème général du numéro précédent.
CHAPITRE IX
Première propriété : Théorème de M. Halphen, relation entre les courbures totales des deux nappes de la développée. — Deuxième propriété : Détermination par de simples quadratures des lignes de courbure de toute surface W; remarque de M. Weingarten. — Troisième propriété, due à M. Ribaucour : les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la développée: la véritable origine de cette remarquable proposition se trouve dans le fait que les asymptotiques sont les caractéristiques de l'équation aux dérivées partielles dont dépend le problème de la déformation d'une surface. — Propriété géométrique relative aux asymptotiques des développées pour la nouvelle classe de surfaces W découverte par M. Weingarten. — Recherche directe de toutes les surfaces qui possèdent cette propriété. — Détermination et construction géométrique de toutes les surfaces applicables sur le paraboloïde de révolution. — Rapports avec la théorie des surfaces minima.
763. Après avoir rappelé les propriétés essenlielles de la développée d'une surface, nous pouvons maintenant poursuivre l'étude des surfaces W et indiquer différentes propositions relatives à ces surfaces.
Reprenons d'abord les formules (lo) données au Chapitre précédent [Tableau VII, p. 34o]
du dv
En les multipliant membre à membre, on en déduit la relation
suivante
dR ôR^ dR ^
du àv âç du
(2) R,RiH,R2-(R~ R')^=(R-R')«
dR dIV
dv du
qui met en évidence un remarquable théorème de M. Halphen : Poui- fjaune surface donnée soit une sur/ace W^ il faut
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il sajflt que, pour chaque point M de cette surface, le produit des quatre rayons de courbure principaux des deux nappes de la développée aux centres de courbure principaux correspondants M| et M2 (/fg- "4) soit égal à la quatrième puissance de la distance de ces deux points ( ' ).
Ainsi l'on a, pour toute surface W,
(6) R,lV, R2RV^<H--IV/,
et cette remarquable relation montre immédiatement que, pour toute surface W, les deux nappes de la développée sont, aux points correspondants M| et Mo, toutes deux convexes ou toutes deux à courbures opposées.
On reconnaît aussi que ces deux nappes ne peuvent être, l'une et l'autre, à courbure totale constante que si la relation entre les rayons de courbure est
H — R' — const.
Mais nous reviendrons plus loin sur cette proposition.
76 i. Une seconde propriété caractéristique des surfaces W a été signalée toutrécemment par M. Weingarten; elle se rattache à une remarque très intéressante de M. J^ie (-).
Une surface W étant donnée, on connaît, par cela même, les deux nappes (Si) et (S2; de sa développée, et l'on sait que ces deux nappes sont applicables l'une et l'autre sur des surfaces de révolution. Or nous avons vu (n"689) que, si une surface donnée est applicable sur une surface de révolution, on peut toujours, par de simples quadratures, déterminer les géodésiques qui correspondent aux méridiens de la surface de révolution, toutes les fois au moins que la courbure totale de la surface proposée n'est pas constante. D'ailleurs, ces géodésiques, prises successivement
(') IlAM'iiKN (G.), Théorème concernant les sur/aces dont les rayons de couiOurc principaux sont liés par une relation {BuUvtin de la Société mathématiçiùe, t. IV, p. f)'\', 1876).
(') Lu: (S.), Ueber Fldclien deren Kriimmungsradien durch eine Relation verknupft sind {Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, t. IV, p. 507; «879)-
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sur les deux nappes (Si) el (So), répondent évidemment aux lignes de courbure de la surface W; de là résulte le théorème de M. Lie :
On peut toujours, par de simples quadialuies, déterminer les lignes de courbure de toute surface W donnée.
C'est cette intéressante proposition que M, Weingarlen a d remontrée de la manière suivante :
x^j\ z étant îcs coordonnées d'un point de la surface et r, c', c" les cosinus directeurs de la normale on ce point, considérons
le déterminant
\ I dx dy dz
c c' c" de de' de"
M) - cf-
qui est une forme quadratique des difTérentlcUcs du, dv des coordonnées curvilignes u et r. Si l'on conserve toutes les notations des Tableaux I et II [II, p. 382], on trouve qu'elle se réduit k
( p du -f- />! dv){ ç du H- ;i rA' j -+ ( q du -\- (j X dv)( r, du -4- -fj, dv ] ;
et, par conséquent, égalée à zéro, elle donnerait, nous le savions déjà (n° 138), l'équation différentielle des lignes de courbure. D'autre part, si l'on considère la courbe tangente à la direction définie par les dilTérentielles du., dv^ cette forme quadratique revêtira l'expression entièrement géométrique
(5) ^^^[dTn-~\ds.
Cela posé, M. Weingarten (* ) a montré que la condition nécessaire et suffisante pour que cette forme quadratique puisse se ramener à un produit dy.d^ de deux différentielles, cest-à-diie pour qu'elle ait une courbure totale nulle, est que la surface proposée soit une surface W.
En effet, supposons que les variables u et v soient les paramètres des lignes de courbure; alors la forme quadratique prend
C) Weingarten ( J.)- Ueber eine Eigenschaft dtr Fluchen bei denen der eine llauptkrummungsradius eine Function des anderen ist {Journal de Crelle, L cm, p. 184 ; 1888).
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Texpression suivante [II, p. -386]
el sa courbure totale [IT, p. 38^] est ' 1 d-^
piqiK — R) dudv
log[A>i^(R'-R)].
Si l'on tient compte des formules (5) du Tableau V, on trouve, après quelques réductions faciles.
1 VdK àW _dR dKl
>iq{K' — R)3 lôu âv ~ 'dï^ 'dû \
ce qui démontre la proposition de M. Weingarten.
D'après cela, si l'on donne une surface W, il sera toujours possible de former, avec un système de coordonnées d'ailleurs quelconque, la forme quadratique ^. Comme cette forme est réductible à un produit d(x.d^j nous savons (n° 684) que Von pourra toujours, par de simples quadratures, déterminer les variables a et p, c* est-à-dire les paramètres des deux familles de lignes de courbure, La proposition de M. Lie se trouve ainsi démontrée par une voie moins directe, mais plus précise.
765. La troisième propriété caractéristique des surfaces W se déduit immédiatement de la comparaison des équations différentielles (5) [p. 340 et 34»] qui conviennent aux lignes asymptotiques des deux nappes de la développée. On reconnaît, en effet, que ces équations différentielles deviennent identiques dans le cas où l'on a
du ôv dv du ^
et dans ce cas seulement ( • ). De là résulte cette remarquable proposition, due à M. Ribaucour (•^) :
Pour que les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la développée d^une surface donnée, c^est-
C') Nous laisserons au lecteur le soin d'examiner l'hypothèse où l'une des quantités /•, /•, serait nulle.
(*) Ribaucour, Note sur les développées des sur/aces {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. LXXIV, p. iSgg; ibr^).
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à dire pour qiHà tout système conjugué tracé sur la première nappe corresponde un système conjugué de la seconde nappe, il faut et il sujfit que les deux rayons de courbure principaux de cette surface soient fonctions Vun de Vautre,
Une seule condition est nécessaire, on le voit, poui* que les deux familles d'asjmptotiques se correspondent sur les deux nappes (S,) et (S2) de la développée. On explique aisément ce fait si singulier si l'on remarque que, sur chacune de ces nappes, les courbes de paramètres u et v^ qui correspondent aux lignes de courbure de la proposée (S), forment deux familles de lignes conjuguées (n° 752).
Si l'on se reporte à l'équation
0 //ctp" ^?\ _^ à / 0' dk \ du \ cp'2 du) ' dp \k-^ dv )
ko'
du\(i^'-^ du) ' di^\k-^dv) ko' '
dont dépend (n" 742) la détermination de la surface (S) et, par suite, des deux nappes (S,) et (S2), on reconnaît immédiatement que les caractéristiques de cette équation aux dérivées partielles, définies par l'équation différentielle
(7) o'^du^--+- k^(f"dv^ = o,
sont représentées, sur l'une et l'autre nappe, par les lignes asj'mptotiques de ces nappes. Celte remarque nous dévoile la véritable origine de la proposition de M. Ribaucour.
Si les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes (S<) et (S2) de la développée d^une surface W, cela tient à ce que ces lignes sont les caractéristiques de Inéquation aux dérivées partielles dont dépend le problème de la déformation de Vune et de Vautre nappe; et, dans le cas des surfaces W, ces deux problèmes se ramènent Vun à Vautre et se résolvent en même temps.
766. Laissant au lecteur le soin de développer cette remarque, nous indiquerons seulement les résultats suivants, dont la vérification ou la démonstration n'offre aucune difficulté.
Considérons la surface (S)j^ les deux nappes (S,), (S^) et la sphère (S) sur laquelle s'effectue la représentation des lignes de
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couibure de (S). Cela pose, les caracléristiques de l'équalion (6), c'est-à-dire les asymptotiqiies de (S,) et de (So), correspondent :,
Aux lignes de longueur nulle de la sphère dans le cas des surfaces minima ou des surfaces pour lesquelles la somme des rayons (le courbure est constante;
Aux lignes de longueur nulle de la surface dans le cas des surfaces dont la courbure moyenne est constante;
Aux asympiotiques de la surface dans le cas des surfaces à courbure totale constante;
A des lignes rectangulaires de la sphère quand la difTérence des rayons de courbure est constante;
A des lignes rectangulaires de la surface quand la différence des inverses des rajons de courbure est constante;
A des lignes conjuguées de la surface quand le rapport des rayons de courbure est consïant.
Examinons maintenant ce qu'elles deviennent pour la nouvelle classe de surfaces W découverte par M. Weingarten. On a alors
(8) ^.= 5111-» <^ (A*) = cos - , cp ( A ) = — rang — ;
et, par suite, l'équation différentielle (-) devient ici
Or l'élément linéaire de \â sphère (S) sur laquelle s'effectue la représentation sphérique de la surface, élément linéaire donné par la formule (12) [p. 319], devient ici
sins - cos'- — 2 2
[ rf( a rt v)Y -+- cot2 - ( du ip tang> ^dvj ;
cl l'on voit ainsi que les lignes asymptotiques de l'une quelconque des nappes (S,) et (S2) correspondent, sur la sphère (S), aux géodésiques qui sont les trajectoires orthogonales des deux familles de coiirbes parallèles
u •+■ V =?coiwt., u — (' = const.
Comme la normale à la sphère est parallèle à la normale cor-
respondanle de (S), il résulte de là une propriété géométrique des nappes (S|) et (So).
Il existe, sur chacune de ces nappes, une famille de géodésiques telle que les tangentes à ces lignes, en tous les points où elles sont coupées par une asymptotique quelconque, sont parallèles à un plan fixe, qui varie, en général, quand on passe d^une asymptotique à une autre, et qui, d'ailleurs, n'est pas généralement tangent au cercle de V infini.
Il est intéressant de rechercher si l'on peut déterminer la surface des centres en s'appuyant uniquement sur ce résultat, sans même admettre qu'elle soit applicable sur une surface de révolution. Ce sera l'objet du calcul que nous allons développer.
Soit
(lO) ^5» = Û?«M- G2 rfp2
l'expression de l'élément linéaire rapporté à la famille des géodésiques qui figurent dans l'énoncé précédent et à leurs trajectoires orthogonales. Si nous désignons par cr et ^ les paramètres des deux familles de lignes tisjmptotiques, on aura (n° 725)
du dv
y c aa'
du dv
-/ce.-;
du dv
/C-àu
ycTf
du dv
II
C, C" désignant les dérivées première et seconde de G par rapport à la variable u.
Si, conformément à nos notations habituelles, nous désignons par a, a', a" les cosinus directeurs de la tangente à la géodésique, la propriété de la surface cherchée se traduit par les deux équations
^ \ a/-+- a'tp -f- a'^ --- o,
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où/,cp, (|> sont des fonctions de a et/i, 'fi,<J>i des fonctions de p. Gomme les rapports seuls de ces fonctions interviennent dans les équations précédentes, on peut, pour simplifier les calculs ultérieurs, supposer que l'on a
En choisissant convenablemen-t les paramètres a et [i, nous pourrons encore, sans diminuer la généralité, ajouter les deux équations suivantes :
f'I ^ cp'2 _H ^'2 = , ^
DifTérentions la première des équations (i3) par rapport à [i; nous trouverons
Or on a, par exemple, 6 et c conservant leur signification habituelle,
0a ■ { du àv\ / du âv
à? = * ('• d? ^ '"' J3 ; - " (* ds ^ 'j' ôp.
ou, en remplaçant /•, /-, par leurs valeurs et tenant compte de la seconde formule (12),
(.7) g = [6C-c/CC"]|.
Si Ton substitue cette expression de -tq et les expressions ana
fi/y' A/y"
logues de -Q- j -tq- dans l'équation (16), il viendra
(^/+ 6'cp -r- 6"<^-)G'- (c/-^ c'cp + c"t^)v/GCr= o. On peut donc poser
cf -v- c' cp -h c" «l» = XC,
)v étant un facteur que l'on obtiendra d'ailleurs immédiatement si l'on ajoute les deux équations précédentes et la première (i 3),
après les avoir élevées au carré. On trouve ainsi
(19) X2(G'2-hGC") = i.
En différentiant de même la seconde équation (i3) par rapport à a, on obtiendra encore les deux relations
où A a la même valeur que dans les formules (i8).
Gela posé, différentions la première équation (i8) par rapport à j3. Comme on a
dh / du ^^^\ (du dv\
et les équations analogues en 6', U' ^ on trouvera
Si l'on remplace /? -75 — \- p^ -<k par sa valeur tirée de la première équation (12), il viendra
En différentiant la première équation (20) par rapport à «>, on obtiendra de même la relation
qui, rapprochée de la précédente, nous donne
Intégrons ces deux équations; nous aurons
(•2.) ^\/%^^^ X/GG^^ti,
U désignant une fonction de xi et V une fonction de v. Si mainte-
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fiant on divise membre à membre, on trouvera
On voit donc que la surface cherchée doit être applicable sur une surface de révolution; et l'on peut supposer V égal àl'unité. En remplaçant \ par sa valeur, tirée de l'équation (19), dans l'une quelconque des équations (21), nous aurons
G"=G(C'2-+-CG
Telle est l'équation différentielle qui fera connaître C. Son intégration, qui n'offre aucune difficulté, nous donne
(24) y/\—C^dCi^kdu,
k désignant une constante. On a donc
et, en tenant compte de l'équation (19),
Alors les équations (i3), (18) et (20) prendront la forme définitive
a/*-4- a'<^ -f- a"«}^ = o, a/i -t- a'çi -i- a''4'i = o,
bj .^h'^-^h'^^Ç., bf,^b'o,-^b"^i=^-C,
cf-\- c'cp-h 0^6 = /i — G^ c/,^ c';pi^c''4^i= /r— G2. Gomme on en déduit
c(/ — /l)-^- c'(o — cpi)H- c''(+ — t);,) = o,
on voit que les cosinus ^, h'^ h" sont proportionnels à/ — /, , cp — <p,, h — tj>i . On démontrerait de même que c, c^, c" sont proportionnels à f~^f\ , ^ -{-'^i^ ^-lc^^. Celte double remarque conduit rapidement à la détermination des neuf cosinus. Si l'on pose
(2;) H =//'i4-Ç)çp,-+-4^t|;,,
on obtient les valeurs suivantes
(■iS) { a'
•il —
H et C étant liés par les deux équation^
I -H il
qui se ramènent à une seule. On déduit do là, en tenant coniple de la formule (i>.4)^
équation qui fera connaître l'expression de u en a et [ii.
Pour obtenir de même l'expression de r, on remarquera que l'on a, par définition,
a db -{- a' db' -h a" db" — — r du — /'i dv — — C d^\
En remplaçant les cosinus t7, h, ... par leurs valeurs (28), nous trouverons
./■ fi df,-^df (3i) 2/1(1 — W) dv — (p cpi doi — do
équation qui déterminera (^ par une quadrature.
Il ne reste plus maintenant, pour définir complètement la surface, qu'à employer les formules
djT — adu -h bCdv, ...,
dans lesquelles on remplacera a, b, du y dv par leurs valeurs. 11 vient ainsi
!^k dx — (yo -\- cp,)(û?«]/i — d^) — (<]; -\-^^){dox — do). En intégrant et en employant les formules analogues relatives à
y et ^, on aura
i^f^x = o^i— 'hoi-r- I (oid<\ii — '\>idoi) — / (o d^ — ^ do), \l<y = ^f, -f^i-i-f(^i df,-f, d^,)-J{^ df -fd^\ !^kz =/o, - cp/i H-^ (/i do^-oy df,) -Jifdo - o df);
telles sont les formules par lesquelles la surface se trouve déterminée de la manière la plus élégante. On en déduit immédiatement une nouvelle et remarquable propriété géométrique de cette surface. Gomme l'on a
.,dx , dy ., dz
j.,dx , dy , , dz
on peut énoncer le résultat suivant :
En chaque point dUine ligne asymptotique, la tangente à l'autre ligne asymptotique est parallèle à un plan fixe.
Mais cette propriété n'est pas caractéristique et se distingue par là de celle qui nous a servi de point de départ. Elle appartient à toutes les surfaces définies parles formules (32), alors rtiême qu'il n'y a aucune relation entre les fonctions/, cp, '^ ou /,, cp,, tj;,.
768. Il ne sera pas inutile de vérifier les résultats que nous veinons d'obtenir en cherchant directement l'élément linéaire de la surface définie par les formules (Sa), où nous supposerons toujours que les fonctions fif\y • • ♦ vérifient les relations (i4) et (i 5). On aura
IG/.-2 C/.2 ^ [(/^/0-2-+- (o + cpO^-i- (^ -H <]., )^]
^\{^df-df,)'^-^{d^-d^,Y^{d^-d^,)'^\
-[{f^fx){df-df,)
-^ (? H- ?i) (û?o — C?Oi) -H ((j^ H- ^i){d^ — C^i'Ol'S
ce que l'on peut écrire, en conservant la signification donnée à H par la formule (27),
lalroduisons la variable u définie par Téqualion
ikdu = -{/l^^dn;
nous aurons
dR dU
dm
l^at/p.
Or reprenons la valeur de di^ donnée par la formule (3i) el élevons-la au carré. Nous trouverons
(36) 4^*(i — H)2rft;2^
I :— aa
~dcL da'^-^-d^^-iÇ^^dad<à
Il suffit de développer et de comparer à la formule (35) pour obtenir Fexpression suivante de rélém en t linéaire
ds^ = du* 4-
rfp2.
qui, rapprochée de l'équation (29), confirme tous les calculs précédents.
En exprimant que le second membre de la formule (36) est un carré parfait, on reconnaît que H doit satisfaire à l'équationr aux dérivées partielles
[(-«•>^-«âï ïïpj =['-"'-(àâ) Jl— «^-(.7) J-
Si Ton remarque que l'on peut poser (38) H = costo,
tù étant la variable déjà employée plus haut (n** 766), l'équation se simplifie beaucoup et devient
SI
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de sorte que les recherches précédentes en donnent l'intégration complète, et sous la forme la plus simple.
La valeur de dv fournie par l'équation (36) peut s'écrire comme il suit
et Ton retrouve encore l'équation (39) en exprimant que celle valeur de dv est réellement une diflerentiellè exacte.
Enfin, comme l'équation (Sg) n'est pas modifiée quand on j remplace to par tt — co en changeant le signe de l'un des radicaux, on voit que l'on pourra définir une fonction v^ par l'équation
...=ta„,^[^.-(^y..-^/7:(;)'.,];
les courbes (^' = const. seront les conjuguées des courbes de para nrè Ire V.
Il résulte de la formule (34) que l'on a
(4-2) ( ikdu — — cos2— û?to,
ce qui permet de donner à l'équation (3^) la forme suivante
(43) 4 A-2 ds-^ = cos* ~rftt)2-^ 4A:2 sin2 - dv^.
Cette expression de l'élément linéaire convient aux surfaces applicables sur le paraboloïde de révolution
(44) .z=^'-(x^-hy^),
c'est-à-dire sur le paraboloïde de paramètre -r*
769. En changeant un peu les notations, nous pouvons énoncer le théorème suivant, qui résume toute cette recherche :
Les équations
(45) {r^^fx-f^x-^f{^xdf,-f,d^,)-J{^df-fd^), - =^/?i— ?/i -^J^f^ ^?i — ?i û?/i) —Jifdf^ ~ cp df),
PROPRIÉTÉS DIVERSES DES SURFACES W. 3y ï
oàf^ co, 'j( sont des fonctions de a et/t, '^,, ^1;, des fonctions de ,3
assujetties à vérifier les relations
/2 + Cp2 _^ ^'
A étant une constante quelconque, représentent la surface la plus générale applicable sur le paraboloïde
(47) x^-\- y^~^hiz\
xet^ sont les paramètres des deux familles d^tsymptotiqucs.
Nous ajouterons les remarques suivantes :
Pour obtenir la surface qui, associée à la précédente, forme la développée complète d'une surface W, il faut simplement, dans les formules (45), changer le signe de/,, cpi, <}^, ou celui def^'f, 'h.
Nous reviendrons sur les surfaces définies d'une manière générale par les formules (4^)', mais, dès à présent, nous pouvons indiquer une génération très simple de ces surfaces.
Considérons les deux courbes (F) et (F,), définies respectivement par les équations
X = ~2 {^d'h — ^d(;^), I Xi= 2 / ('fi r/<];t— '>! do^),
T) ]Y^-^J{^df-fd^\), (rO ) Y,^7.J{^,df,-fyd^}^,),
Z=^-^J{fd^-'fdf), I Z,^i f(f,do,~'o,dj\).
Gomme on a, par exemple,
fd\ -H CD û?Y + 4» G?Z = o, dfdX. -{-d^dY-hd'\>dZ=^o,
on reconnaît que /, (p, <]> sont .proportionnels aux cosinus directeurs c, c\ d' de la binormale à la courbe (F). Nous poserons donc
f =lc, cp = X c', tj; = X c" ;
et, en portant ces valeurs dans l'équation
dX = — 2.(«f <iy — 4' ^T)' nous aurons
dX = 'i'k*(c''âc'~c'dc'').
Si l'on se sert des formules de M. Serret (n" i), eu désignaul par T le rayon de torsion de (T), on trouvera
Ainsi, on pourra poser
\/v ^-V^ "^-Wi
On trouverait de même, t, désignant le rayon de torsion de (F,) et Co c, , c\ les cosinus directeurs de la binormale à cette courbe,
Cela posé, adjoignons à la surface (Si) définie par les formules (45) celle que l'on obtient en changeant dans ces formules le signe de/,, o<, •{;,, et que nous désignerons par (S2). Il est aisé de voir d'abord que, si M, et M2 sont les points de ces deux surfaces correspondants aux mêmes valeurs de a et de p, la droite M, M2 est toujours tangente aux deux surfaces; de sorte que (S,) et (S2) forment les deux nappes de la surface focale pour la congruence des droites M, , M2. Mais on peut écrire comme il suit les équations qui définissent les points M4, M2
X = ! y/ — TTi {c C^ — C Cl ),
(50) [y= ^ ^ -L, , /_ xTi (cVi - CC\ ),
; = -f- - y/ — T^T^i (ccj — c Cl),
en donnant successivement au radical les deux signes différents. L'interprétation géométrique de ces formules ne présente aucune difficulté et conduit au théorème suivant :
Soient (F), (F,) deux courbes quelconques. On construit la surface (Sq) lieu du milieu pi de la corde qui joint un point P de la première à un point P< de la seconde. Si, par le point (jl, on mène une parallèle (d) à r intersection des plans osculateurs en P et en P,, la droite (d) touche deux surfaces (S|) et (S2) en des points M, et Ma tels que le milieu du segment M,M2 soit en {JL et que Von ait
Ml Mj = / — txi sinu),
PROPRIÉTÉS DIVERSES DES SURFACES W. 3y3
T et T| étant, en grandeur et en signe, les rayons de torsion des deux courbes en P et en P, et to V angle des plans osculaleurs en ces points. Les asymptotiques se correspondent, sur {Sx ) et sur (S2); et elles correspondent, sur (So), aux courbes conjuguées que Von obtient en laissant immobile un des points P, Pi, et déplaçant Vautre sur la courbe qui le contient,
11(S. Nous reviendrons plus loin sur cette proposition-, pour le moment, appliqtions-la au cas particulier dans lequel les deux conditions (46) sont vérifiées. En vertu des formules (48) et (49), ces conditions nous donnent
X — ih, Ti = — 2/1, ce qui nous conduit à la proposition suivante :
Si les courbes (F), (r< ), au lieu d^être quelconques, ont des torsions constantes, égales et de signes contraires -et » la
droite (d) qui figure dans V énoncé précédent sera normale, dans toutes ses positions, à une surface W appartenant à la nouvelle classe découverte par M, Weingarten; et les deux surfaces (S|) et (S2), qui constitueront les deux nappes de la développée de cette surface W, seront applicables sur le paraboloïde de paramètre 2'zi, Cette construction donne toutes les surfaces applicables sur le paraboloïde de révolution.
La génération précédente s'étend au cas limite où, t devenant nul, (F) et (F|) deviennent des courbes de longueur nulle. Alors la surface (So) devient une surface minima; (84) et (Sa) constituent les deux nappes de la développée de cette surface, et nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Si Von suppose les fonctions f ©, ^ et fi, cp^, <j^, liées par les relations
/« H- cp2 -h <];« = 0,
les équations (4^) définissent les développées des surfaces minima, toutes applicables, comme on sait, les unes sur les autres.
Remarquons, en terminant ce Chapitre, que, si Ton veut avoir
toutes les surfaces réelles applicables sur le paraboloïde réel, il faudra, dans les formules (4^), remplacer h par /u, /, fï/i, ■ • • P^t/sJî, '^sfi/f\ s[î\ ...,puis prendre pour/ et/,, cp etcp,, t); ett^^ des fonctions imaginaires conjuguées. Les points réels des surfaces correspondantes s'obtiendront en donnant à a et à (3 des valeurs imaginaires conjuguées.
Dans la génération indiquée plus haut, cela revient à prendre pour (F) une courbe imaginaire don^t la torsion soit une imaginaire pure et pour (F,) la courbe imaginaire conjuguée.
Les rapports de cette théorie avec celle des surfaces minima sont nombreux et évidents^ nous nous contenterons maintenant des indications précédentes. Toute cette théorie se représentera lorsque nous nous occuperons de la déformation infiniment petite d'une surface.
CHAPITRE X
APPLICATION DES THÉORÈMES DE M. WEINGARTEN AUX SURFACES POUR LESQUELLES LA COURBURE TOTALE QU LA COURBURE MOYENNE EST CONSTANTE.
Remarque de M. O. Bonnet: La recherche des surfaces dont la courbure moyenne est constante' se ramène à celle des surfaces pour lesquelles la courbure totale est constante. — Les surfaces à courbure constante négative considérées comme surfaces W. — Propriétés géométriques relatives aux lignes asymptotiques. — Transformation de M. Bonnet et de M. Lie; surfaces à courbure constante qu'on peut faire dériver d'une surface donnée. — Propriétés géométriques signalées par M. O. Bonnet; les lignes de courbure de toute surface à courbure moyenne constante forment un système isotherme. — Toute surface à courbure moyenne constante est applicable sur une infinité de surfaces avec conservation des rayons de courbure principaux aux points correspondants. — Développées des surfaces à courbure constante négative; elles sont applicables sur l'hélicoïde minimum. — Les surfaces à courbure constante considérées comme applicai)les sur des surfaces de révolution. — Étude des trois formes distinctes que J'on obtient pour l'élément linéaire d'une surface de révolution à courbure constante négative. — Surfaces complémentaires ; elles sont applicables sur les surfaces de révolution engendrées par la révolution d'une traclrice ordinaire, d'une traclrice allongée ou raccourcie.
771. Le rôle que jouent, en Géométrie, la courbure totale et, en Physique mathématique, la courbure moyenne, donne la plus grande importance à la détermination et à l'étude des surfaces pour lesquelles Tune ou l'autre de ces courbures est constante.
Une ingénieuse remarque, due à M. O. Bonnet (*), permet de montrer que la difficulté du problème est la même, quelle que soit celle des deux courbures que l'on considère. Si l'on donne,
en effet, une surface dont la courbure totale soit égale à —> la
surface parallèle, menée à la dislance k de la première, aura ses
(*) Bonnet <0.), Note sur une propriété de maximum relative à la sphère {Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XII, p. 433; i853).
rayons de courbure principaux liés par la relation
Si donc on prend
il restera
Ainsi :
A toute sur/ace dont la courbure totale est constante et égale à — correspondent deux surfaces parallèles, menées à la distance ± a de la première, et dont la courbure moyenne est é^'ale à —'
On démontrera, de même, que :
A toute surface dont la courbure moyenne est constante et différente de zéro correspondent deux surfaces parallèles, V une dont la courbure totale est constante. Vautre dont la courbure moyenne est aussi constante et a même valeur que pour la surface proposée.
Il est vrai que, si l'on donne une surface réelle à courbure
totale constante négative —^ > les surfaces parallèles à courbure
moyenne constante qu'on en dérive sont menées à la distance ai de la première et sont, par suite, imaginaires. Cette remarque peut avoir de l'importance au point de vue des applications; mais elle ne nous empêche pas de reconnaître, avec M. Bonnet, que l'étude des surfaces, à courbure totale constante est liée de la manière la plus étroite à celle des surfaces dont la courbure moyenne est constante.
Si la courbure moyenne devient égale à zéro, on obtient une surface minima. On voit donc que la recherche des surfaces pour lesquelles l'une ou l'autre des courbures est constante peut être considérée comme le premier problème qui s'offre aux efforts des géomètres après l'étude des surfaces minima. D'autres remarques confirmeront cette opinion; nous allons montrer, maintenant, que l'on peut trouver dans l'étude des théorèmes de M. Wein^arten
(les moyens très variés d'entreprendre la recherche précédente et d'obtenir, sous la forme la plus simple, les équations aux dérivées partielles dont elle dépend.
772. Nous nous attacherons surtout aux surfaces à courbure totale constante, et nous commencerons par celles pour lesquelles cette courbure a une valeur négative. On peut toujours, en employant une transformation homothétique réelle, réduire cette valeur à — i; de sorte que l'on aura
RR' = -i.
Les rayons de courbure étant liés par une relation, la surface peut être considérée comme une surface W. Appliquons-lui les formules du n" 74*2. En introduisant une variable w, on peul écrire
R = cp(A:) = — colw,
* R'= cp(A:) -- A' o'{k) = tangw.
On déduit de là
dtû
kt^'(k) = -. , to'{k)dk =
sincocoso) ' sin2(
et, par conséquent,
dk
-.— = — cotcû ao>.
L'intégration nous donnera
sinio et, par suite,
cp'(A-) =
COSU)
Nous aurions, d'après les formules (9) [p. 3i8], ^ = sino), /?i = — coso).
Mais, pour la commodité des calculs, nous prendrons (3) ^ = sino), pi—cosd),
ce qui est évidemment permis (n° 742).
Alors, nous pourrons écrire le Tableau complet suivant
dm i q = sino), K = — coto), A = costo, r =
/>i = cosa>, R = tangoj, G = sino), ri= j-^
OÙ A, C, r, j'i ont la même signification que dans le Tableau V [II, p. 386]. La dernière relation (A) de ce Tableau, entre les rotations, nous donne l'équation aux dérivées partielles
(5) ____ = sina>cosa>,
à laquelle devra satisfaire w. La solution complète du problème dépendra donc d^ l'intégration de cette équation, à laquelle on peut donner la forme un peu plus simple
(6) ^— — - = smû,
en posant Q= 20). Toutefois, il est bon de remarquer que, lorsqu'on aura la valeur de w, il restera encore, si l'on veut obtenir la surface, à intégrer les équations de Riccati dont dépend la détermination des neuf cosinus [I, p. 56, éq. (2)].
Ces équations, si l'on y remplace <t par e'^, prennent la forme remarquable
h -r- = — l SinO) COS0,
du dv
d^ doi . . .
—- -\- r— — icostosinO, dv du
que nous retrouverons plus loin. Nous verrons que les systèmes de ce genre jouent un rôle fondamental dans la théorie qui nous occupe.
Quelque réduite que paraisse l'équation (6), on peut encore la simplifier. En effet, l'équation générale des lignes asymptotiques
A^ du^ — G^i dv^ — o devient ici
du"^ — dv'^ = o.
Par conséquent, les asymptotiques des deux systèmes sont dé-
finies par les équations
a4-p = const., M— -p = const.
Si Ton pose
(8) M-hP = aa, u — i>=2^,
et si Ton substitue les paramètres aet ^ des asymptotiques à ceux des lignes de courbure, on aura
LMlément linéaire de la surface et celui de sa représentation sphérique seront respectivement déterminés par les formules suivantes
(9) ds^ = cos*a> du^-h sin^w dv^— rfa^-t- d^^-i- 2 cos2tù doid^,
(10) rfa*= sin*o> du^-¥- cos^w dv^= da^H- d^^ — 1 cos2u) d(id^\
et Péquation (5) prendra la forme
('0 ^— T^ = sinwcosto ou , ,Q = sm2aj,
que Ton obtiendrait d'ailleurs immédiatement en écrivant que l'élément linéaire défini par la formule (9) appartient à une surface de courbure égale à — i .
773. Les relations précédentes mettent en évidence quelques propositions géométriques que nous allons signaler.
Si Ton fait croître u et ^ par degrés égaux, on voit que l'on décompose la surface, et aussi sa représentation sphérique, en rectangles dont les diagonales sont toutes égales. Sur la surface, ces diagonales sont les tangentes asymptotiques.
Si Ton fait, de même, croître a et ^ par degrés égaux, la surface sera décomposée par les lignes asymptotiques en losanges ayant tous les mêmes côtés ( * ).
Comme il en est de même de la sphère sur laquelle s'effectue la représentation sphérique, on peut dire que la connaissance des
(>) Ces propriétés ont été signalées en premier lieu par M. DiNi. ( Voir le Mémoire Sopra alcune formole generali délia teoria délie superficie e loro applicazioni, inséré en 1870 au tome IV des Annali di Maeematica, p. 175.)
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lignes asymptoliques de toute surface à courbure constante négative permettra de déterminer sur la sphère et, par suite, sur toute autre surface à courbure constante positive, deux familles dé lignes pouvant diviser la surface en losanges ayant tous le même côté(»).
On peut encore signaler la propriété géométrique suivante. Considérons l'aire comprise entre quatre asjmptotiques formant un parallélogramme curviligne ABGD {Jig> 76); elle sera donnée par l'intégrale
I j sin 2 ta dot, d^,
Fig. 75.
étendue à tout l'intérieur du parallélogramme. Si l'on lient compte de l'équation aux dérivées partielles (n), on peut écrire celte intégrale comme il suit
(') Il est bon de remarque^' que, la surface étant donnée, on peut toujours obtenir les lignes asymptotiques par de simples quadratures. En effet, 5I $ désigne la forme quadratique définie au a" 764, les deux équations
ds' = cos' b> du^ -f- sin» w rfi>% ^ = du dv
vont nou9 permettre de déterminer (i>, u, v. On en déduit
<f«'±: 2 sin u> cosb) ^ = (costd £fu db sinu c^(^)*.
En exprimant donc que la forme
est un carré parfait, on obtiendra une équation du second degré, en X, dont les
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«t, SOUS cette forme, on en trouve immédialemeot la valeur, qui est
A-f-b-T-C -H D -2Tr,
A, B, C, D étant les angles du parallélogramme. Comme celte expression doit être positive, on voit que la 3omme des angles est supérieure à 27:. Si le quadrilatère était formé avec des lignes géodésiques, au lieu d'un excès, il j aurait undrficit (n° 641), et l'aire du quadrilatère serait égale à ce déficit.
774. La considération des asymptoliques et la forme particulière (11) à laquelle on est conduit pour l'équation aux dérivées partielles donnent encore naissance à une remarque intéressante, qui a été faite par M. Lie (*). Comme l'équation (i i) ne change
pas lorsqu'on y remplace a par ma. ei^ par -^, m étant une constante quelconque, on voit que, si l'on a trouvé une solution
o) = o(a, p) de cette équation, on pourra en déduire la solution plus générale
Transportant ce résultat au cas où l'on a conservé les variables u et P», le lecteur reconnaîtra sans peine qu'à toute solution
deux racines seront rh sin2(i); puis on aura, (f après l'équation précédente,
2 cosw' c/m = \ ds''-^ ^ sin2 w -f- \ ds^ — ^ sin aw ,- 2 sin w dv = \ds' -i- r7 sin2u) — \ds* — ,^sin2w, et ces relations feront connaître du et dv au signe près. On en déduira
doL = - {du-h dv), d'^= - {du — dv};
a et p seront donc déterminés, comme u et i', à une constante additive près.
(») Lie (S.), Ueber Flàchen deren Krummungsradien durch eine Relation verkniipft sind {Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, t. IV, p. 5io; '879).
on peut faire correspondre la solution
h V sinh ç -}- u sïnh'
cosA cosh
où h désigne un angle quelconque.
Mais, il importe de le remarquer, toutes les surfaces ope l'on associe ainsi à une surface donnée, définie par exemple par son équation, ne sont pas aussi complètement connues que celle d'où elles dérivent. Il ne suffît pas, en effet, de connaître la valeur de w, il faudra encore intégrer les équations de Riccati correspondantes à cette solution; et cette intégration ne paraît pas pouvoir être effectuée lorsqu'on laisse à m ou à A toute leur généralité.
775. Avant M. Lie, M. Bonnet avait donné une remarquable propriété du groupe de surfaces que l'on obtient ainsi ou, plus exactement, de l'ensemble des surfaces à courbure moyenne constante qui leur sont parallèles (^). Nous allons rapidement indiquer les résultats de M. Bonnet.
La surface parallèle, menée à la distance X de la proposée, aura pour rayons de courlfure principaux
( R = X — cotw,
R'= X H- tangw.
Comme />! et ^ conservent leurs valeurs, l'élément linéaire de cette surface aura donc pour expression
(i3) ds^= (costo — X sinw)2 du^-h (sina> -h X cosoj)^ dv^.
La relation entre ses rayons de courbure sera
(i4) RR'— X(R-+-R')-+-X2-i-i=.o.
Pour que la courbure moyenne devienne constante, il faudra donc prendre 'k==±: i. Soit, par exemple,
Alors l'élément linéaire deviendra (i5) ds^= e^i^{du'^—dv^).
( ' ) O. Bonnet, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée (.Journal de l'École Polytechnique, XLIP Cahier, p, 77; 1867).
Et de là résultent les deux propositions suivantes :
Les lignes de courbure de toute surf ace à courbure moyenne constante forment un système isotherme.
Les lignes de longueur nulle de la surface correspondent aux asymptotiques de la surface à courbure totale constante qui lui est parallèle,
La première de ces propositions avait déjà été établie au n** 433. La seconde met en évidence, une fois de plus, que, si la surface à courbure moyenne constante est réelle, elle est nécessairement parallèle à une surface dont la courbure totale a une valeur constante ^\, positive.
Examinons maintenant ce que devient, pour les surfaces à courbure moyenne constante, la transformation de M. Lie.
Introduisons, au lieu de u et v^ les paramètres a et P; Télémenl linéaire donné par la formule (i5) deviendra
(i6) ^52= 4^210) ^a<ip.
Soit donnée une valeur de w
a> = cp((2,|3);
on en pourra déduire une autre en prenant
Nous allons montrer que les deux surfaces correspondantes sont applicables Vune sur Vautre avec conservation des deux /ayons de courbure principaux aux points correspondants.
Soient, en effet,
les deux éléments linéaires de ces surfaces. Si l'on. fait correspondre au point (a, p) de la premièpe surface le point (ai, pi) de la seconde défini par les valeurs
on aura évidemment, aux points correspondants, 0)1= u> et daid^i— dxd^.
On déduit de là
ds^ = ds\ .
Les surfaces seront donc applicables l'une sur l'autre; de plus, comme les rayons de courbure principaux dépendent seulement de la valeur de to,- ils seront nécessairement égaux.
Ainsi se trouve établie la proposition de M. O. Bonnet :
Toute sur/ace à courbure moyenne constante est applicable sur une infinité de surfaces ayant même courbure moyenne, avec conservation des rayons de courbure principaux aux points correspondants.
L'éminent géomètre j a été conduit en cherchant tous les couples de surfaces applicables, l'une sur l'autre, de telle manière que les deux rayons de courbure principaux soient égaux aux points correspondants. Nous renverrons, pour l'étude détaillée de cette intéressante question, au Mémoire que nous avons cité plus haut [p. 382]. Relativement au cas particulier qui se présente ici, M. Bonnet a donné des propriétés géométriques que le lecteur établira aisément et que l'on peut énoncer comme il suit :
Faisons la carte de la surface donnée de telle manière que ses lignes de courbure soient représentées par les droites du plan parallèles aux axes coordonnés; pour le s autres surfaces associées, les lignes de courbure seront représentées par deux séries de
droites parallèles faisant des angles constants a et a H — avec les axes coordonnés.
La détermination complète de toutes ces surfaces associées dépend de l'intégration du système (7).
776. Dans les numéros précédents, nous avons supposé que la surface étudiée avait une courbure totale négative j le cas où la courbure est constante et positive se ramène facilement à celui que nous venons d'examiner. EtTectuons, en effet, une transformation homothétique avec le rapport de similitude f , ce qui change le signe de ds^. Les rayons de courbure principaux deviendront
R = — icotw, R'=i tango).
L'élément linéaire de la surface et celui d<j de la représentation
sphéri^ne seront donnés par les formules
ds^ = — cos2 (M du'^ — sin2 u) dv""-^ drs"-— sin^tt) <iw2-+- cos^to <3?i^2_
On voit que les rayons de courbure deviendront réels si l'on remplace o) par — w'i, w' étant réel. L'expression de d(s- montre ensuite qu'il faudra remplacer u par uH, Ainsi l'on aura les formules suivantes
que l'on pourra employer si l'on veut étudier les surfaces à courbure constante et positive. Les surfaces parallèles dont la courbure moyenne est constante auraient pour élément linéaire
(i8) <i52=re*2w'(c?a'2-+-c?<^2).
Soit
une valeur de co' satisfaisant à la dernière équation (17); l'ensemble des surfaces réelles à courbure moyenne constante considérées par M. Bonnet, et qui sont applicables les unes sur les autres avec Conservation des rayons de courbure, correspondrait aux valeurs de iù' comprises dans l'expression générale
a>'-— cp(M ces a — V sina, u sina -i- v ces a), OÙ a désigne une constante réelle.
777. On peut aussi conserver toutes les notations de M. Weingarten en employant la valeur
pour les surfaces à courbure positive — ? et la suivante
pour les surfaces à courbure négative
Cette remarque permet même d'examiner très simplement ce que devient ici fe second théorème de M. Weingarten (n° 747).
Si l'on choisit, par exemple, la valeur (20) de <p(A'), l'élément
linéaire de la première nappe de la développée sera donné par la
formule
ds^ = do'' -r- k^ dv^ ou
(21; 0/52= ûfcp'^-t- (cû2H-a2)^(;2.
La comparaison de cette formule avec celles qui ont été données (n''^ 66 et 68) nous conduit au théorème suivant :
Les deux nappes de là développée d^ une surface à courbure constante négatwe sont applicables sur une même alysséide ou sur un même kélicoïde minimum.
Ainsi la connaissance de toute surface à courbure constante nous permettra de déterminer deux surfaces applicables sur l'a-
lysséide.
Et, réciproquement,
Toute surface non réglée applicable sur V hélicoïde minimum donnera, par de simples quadratures, une surface à courbure
Ces propositions expliquent pourquoi nous avons déjà été conduit, au n*^ 726, dans la recherche des surfaces non réglées applicables sur l'hélicoïde, à une équation aux dérivées partielles qui est évidemment identique, aux notations près, à celle que nous avons obtenue plus haut.
778. Les remarques précédentes semblaient épuiser tout ce que l'on peut déduire des théorèmes de M. Weingarten relativement aux surfaces à courbure constante; mais, dans un travail publié en
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1879 (M, M. L. Bianclii s'est placé à un point de vue tout nouveau et a obtenu des résultats que nous allons maintenant exposer.
Les surfaces à courbure constante forment, sans doute, une classe spéciale de surfaces W; mais on peut aussi les regarder comme formant l'ensemble des surfaces applicables sur des surfaces de révolution déterminées, sur la sphère ou sur lapseudosphère suivanf que leur courbure est positive ou négative. On est ainsi conduit à rechercher les surfaces W pour lesquelles Tune des nappes de la développée a sa courbure totale constante.
Supposons, pour fixer les idées, que cette courbure totale soit né -
gative et égale à -^- Les résultais obtenus au n° 66 [I, p. 79]
nous permettent d'affirmer qu'il y a trois formes différentes, et trois seulement, pour les surfaces de révolution dont la courbure totale a
cette valeur
Nous aurons d'abord la pseudosphère engendrée par la révolution de la tractrlce dont toutes les tangentes sont égales à a. L'élément linéaire de cette surface rapportée à ses méridiens et à ses parallèles sera donné par la formule
Puis viendra la surface, représentée dans X-à jig. 3 [I, p. 80], dont tous les méridiens vont coviper l'axe et dont l'élément linéaire est réductible à la forme
i'!^) ds'^^aÂda'^-^r- — — j dvA.
Enfin nous aurons la surface représentée dans Xdifig. 2 [1, p. 81] dont les méridiens ne coupent pas l'axe de révolution et dont i'é lément linéaire a pour expression
[/ pU t. p-u \ 2 ~|
du'^-^r J j dç'-l
Comme ces différentes formes sont, d'une infinité de manières^
(•) DiANCHi (L.), Ricerche sulle superficie a curvatura costante e sull? elicoidi {Annali délia R. Scuola normale superiore diPisa, t. II, p. 285; 1879).
Ueber die Flàchen mit constanter negaiiver Kriimmung {Mathematische Annalen, l. XVI, p. 677; 1880).
applicables les unes sur les autres et conviennent à toute Surface de courbure totale — ^> nous pouvons énoncer la proposition suivante :
U élément linéaire de toute surface à courbure totale —^ peut
être ramené d^une infinité de manières à Vune des formes {11)^ (28), (24); et ces formes sont les seules pour lesquelles les géodésiques de paramètre ^puissent devenir, après une déformation, les méridiens dhtne surface de résolution.
779. On peut retrouver ce résultat par une méthode toute différente, qui repose sur la remarque suivante.
Pour toute surface de révolution, les parallèles sont des cercles i^éodésiques. Par suite, si une surface est applicable sur une surface de révolution, les géodésiques qui se transforment dans les méridiens admettent nécessairement pour trajectoires orthogonales des cercles géodésiques.
D'après cela, soit (S) une surface à courbure constante -y
Prenons sur cette surface un cercle géodésique quelconque (C), de rajon h. Les géodésiques normales à ce cercle formeront la famille la plus générale qui puisse se transformer dans les méridiens d'une surface de révolution quand on déformera convenablement la surface. Nous allons montrer qu'elles jouissent effectivement de cette propriété.
Si l'on rapporte, en effet, la surface au système de coordonnées formé par ces géodésiques et leurs trajectoires orthogonales, l'élément linéaire prendra la forme suivante (n° 599)
* r / pu p—u pu i_ p—u\i ~|
(25) ds''=a^\du'--^l\ ^ +Vi ^ ) "^^^ r
dans laquelle on peut supposer que u soit l'arc de la géodésique compté à partir de son pied sur le cercle (C). Le rayon de courbure géodésique pg des trajectoires orthogonales sera donné par la formule générale
gU
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et, si l'on exprime qu'il est égal à b pour le cercle (C), c'est-à-dire pour ur=z o^ on aura
Gomme on peut, en choisissant convenablement p', réduire Va l'unité ou à telle constante que l'on voudra, on pourra ramener l'élément linéaire à la forme
ds^- = aAdu^--h y [(a — 6)e«-f-(a-t- ^>)e~"]2û?p2 1
qui caractérise bien une surface applicable sur une surface de révolution. Mais, pour la réduction définitive, il j a plusieurs cas à distinguer :
i" Si b est égal à a en valeur absolue, si l'on a, par exemple,
on aura l'expression réduite (22);
2° Si b est plus petit que a, on déterminera une constante Uq par
l'équation
puis la substitution
u \ u -h- Uq, {a — b)e"oi> \ av
ramènera l'élément linéaire à la forme (24).
3° Enfin, si b est supérieur à a, on déterminera une nouvelle constante Uq par l'équation
et la substitution
u \ u-^ uq, (a— b)e^ov \ av
nous ramènera à la forme (28).
Les trois expressions différentes de Télément linéaire que nous venons d'obtenir offrent un caractère commun qui nous permet d'énoncer la proposition suivante :
Sur toute surface à courbure constante les courbes parallèles à un cercle géodésique sont elles-mêmes des cercles géodésiques.
Réciproquement, si les courbes parallèles à tout cercle ^éodésique sont elles-jnéiïies des cercles géodésiques, la surface a sa courbure totale constante ; car elle pourra être déformée de manière à devenir une surface de révolution admettant pour un de ses parallèles un cercle géodésiqiie quelconque, assigné à l'avance. Par suite la courbure totale, devant demeurer constanie lorsqu'on se déplacera sui' ce parallèle, sera nécessairement la même pour tous les points de la surface.
780. Examinons maintenant séparément les trois formes de l'élément linéaire.
Pour la première (22 ) les trajectoires orthogonales des géodésiques ont toutes un rayon constant et égal à a. Et il est aisé de voir qu'il j a )à une propriété caractéristique : SUI existe sur une Furface une famille de courbes parallèles for mée de cercles géodésiques dont le rayor^ de courbure géodésiciue a la même valeur a, la surface a, sa courbure totale constante et égale à -^•
Soil, en elTet,
1 expression de l'élément linéaire rapporté à ces courbes parallèles
et aux géodésiques orthogonales'. La propriété énoncée se traduit
par l'équation
' ^ = -f- I ^ au ~~ a
(pii donne
V étant une fonction de v', et de là on déduit^ en effet,
C oiC- ^ a^'
Pour les deux autres formes de l'élément linéaire les trajectoires orthogonales sont toutes des cercles géodésiques; mais, pour la deuxièifiie, ces cercles ont tous des rayons inférieurs à a et décroisscuû jusqu^à zéro, de- telle manière que les géodésiques vont toutes passer par un point fixe (u = o); au contraile, pour la troisième, les rayons des cercles sont tous supérieurs à et, et ils grandissent indéfiniment de telle manière que V un d^'Jix
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(u = o) devient une géodésique à laquelle toutes les autres sont normales.
Ainsi, tandis que, sur la sphère, tout cercle géodésique est parallèle à la fois à un cercle de rayon nul et à un cercle de rayon infini, c'est-à-dire à une géodésique, ces deux propriétés s'excluent réciproquement dans les surfaces à courbure constante négative.
Ecrivons comme il suit
l'une quelconque des trois expressions de l'élément linéaire, et supposons que l'on mène les tangentes aux géodésiques de paramètre i^. Elles seront normales à une surface W pour laquelle les deux rayons de courbure principaux seront déterminés par les équations (n° 748)
et elles toucheront une deuxième surface (S') qui formera avec la première (S) la développée complète de la surface W. Nous dirons avec M. Bianchi que (2') est la sur/ace complémentaire de (S). Nous avons vu (n^ 749) que l'élément linéaire de {l!) a pour expression
^^^^ Ur
( v8) ds'^ ^a>\[.--\ du^ -f ^^ dw-^
Appliquons ces résultats en substituant successivement les di verses valeurs de C.
Si l'on prend d'abord
C = e«, on a
\k — au, ^' =au — a, G r:^ G' = C".
La relation entre les rayons de courbure de la surface W correspondante est donc
et l'élément linéaire de la surface complémentaire (S') devient
(30) 0^52 = tZ2^rfM2 _^.^-^a^«,2^|,
Cette seconde nappe est donc, elle aussi, à courbure constante
^ , comme pouvait le faire prévoir la forme de la relation entre
R et R^
Voici un autre raisonnement qui conduit au même résultat : Soient M, M' les deux points de contact d'une normale à une surface (S) avec les deux nappes (2), (S') de la développée : MM' est le rajon de courbure géodésique des trajectoires orthogonales des géodésiques tangentes aux normales, tracées sur (S) et tangentes aux normales, aussi bien que des trajectoires orthogonales des géodésiques tracées sur (S'). Si donc ce rayon de courbure géodésique est constant pour l'une des nappes, il le sera aussi pour l'autre et, d'après la propriété que nous avons signalée plus haut, les deux
nappes seront nécessairement à courbure constante — ^ {voir
MM' aussi n° 763).
Si l'on prend ensuite pour G la valeur
qui correspond à l'équation (24), la relation entre les rayons de courbure R et R' deviendra
yZi) — ^—
On trouverait de même la relation
pour la valeur
Vu 4,' G =
relative ^ la forme (2.3).
Ainsi, il revient au même de déterminer les surfaces à courbure constante ou les surfaces W pour lesquelles les rayons de courbure sont liés par une des relations (29), (82) ou (33).
782. Par un calcul qui n'offre aucune difficulté, on trouvera éga-
lemenl que la seconde nappe (S') de la développée est applicable sur la surface de révolution dont le méridien est défini par les équations
(3.-)) ^ = a( cos(p -1- log tang-cp 1, r = --^:=^smçp,
où r désigne la distance à l'axe de révolution; m est une constante arbitraire et e doit être pris égal à o,i ou — i suivant qu'il s'agit de la première des formes (22), (28) ou (24)-
Pour £ = o, ces équations représentent la tractrice; donc, pour les deux autres cas, elles représentent une tractrice dont on aura augmenté ou diminué dans un rapport constant les ordonnées perpendiculaires à la base. C'est ce que M. Bianchi a nommé des^ractrices allongées ou raccourcies.
On peut encore remarquer que, dans la seconde fqrme, en prenant pour m la valeur limite,
on obtiendra le méridien
(36) r = ae«.
// suffirait donc de savoir déterminer toutes les sur/aces applicables sur la sur/ace de réi^olution dont le méridien est défini par V équation précédente ou par les formules (35).
Toutes ces transformations paraissent n'avoir d'autre avantage que de nous faire connaître des problèmes équivalents au fond, quoique très différents en apparence. Mais M. Bianchi a su trouver dans l'étude d'un cas particulier de la méthode un moyen nouveau d'obtenir un nombre illimité des surfaces à courbure constante. L'exposé des résultats que nous lui devons sera mieux compris quand nous l'aurons fait précéder d'une étude rapide sur la géométrie des surfaces à courbure constante négative : ce sera l'objet du Chapitre suivant.
CHAPITRE XI
LES SURFACES A COURJBUUE TOTALE îïÉGATIVE.
Surface pseudosphérique. - Représentation conforme de la partie réelle de la surface sur le demi-pl?n supérieur. - Étude des transformations qui conservent l'élément linéaire et qui réalisent, par suite, une application de la surface sur elle-même. - Représentation des géodésiques par des cercles ajânt leur centre sur l'axe des x. - Distance géodésique de deux points. — Les cercles géodésiques sont représentés par des cercles. — Division des différents cercles géodésiques en trois espèces. — Les cercles situés tout entiers à distance finie ont seuls un centre; aire de ces cercles, longueur de leur circonférence. — Classification, due à M. Klein, dçs transformations qui conservent l'élément linéaire. — Analogies et différences entre la géométrie des diverses surfaces à courbure constante. — Géométrie non euclidienne. — Résolution d'un problème relatif au changement de coordonnées. — Considérations géométriques conduisant à la x-eprésentalion conforme qui vient d'être étudiée. — Représentation de M. Bel- Irami dans laquelle les géodésiques ont des droites pour images. — Formules qui permettent de passer de l'une à l'autre de ces représentations.
782. Toutes les surfaces à courbure constante étant applicables les unes sur les autres, nous choisirons, pour plus de netteté, la surface pseudosphérique , dont l'élément linéaire est défini par la formule
(i) ds^ =:= a^idu'^ -h e^fdv'^),
et qui tist engendrée par la révolution de la tractrice
asiiKp, ^ =r a( logtang -i- -h cos<p I
autour de sa base. On peut donner des formes très simples à l'élément linéaire défini par la formule (i). Posons d'abord
(3) u=T, e-«=^, l'élément linéaire deviendra
/ / X , « • ^^ -+- dy"^
(4) ds^ = a-^ J^ '
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de sorte que, si l'on considère x ely comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans un plan, on obtiendra ainsi une carte géographique dans laquelle toute la partie réelle de la surface sera représentée sur la partie supérieure du plan avec similitude des éléments infiniment petits. Nous allons présenter d'abord quelques remarques sur cette représentation.
A tout point réel M de la surface correspond certainement un point m du plan, qui est réel et situé au-dessus de l'axe des x ; mais la proposition réciproque n'est pas complètement exacte. Ecartons d'abord une première difficulté relative aux limites entre lesquelles varie v. Si la surface pseudosphérique était formée d'un seul feuillet, V et par suite x prendraient seulement des valeurs comprises dans un intervalle de 271; mais on peut admettre que la surface est composée d'un nombre illimité de feuillets superposés, qui correspondront à toutes les valeurs tqint positives que négatives de (', et qui seraient engendrés en quelque manière par les révolutions, répétées soit dans un sens, soit dans l'autre, de la tractrice autour de sa base. 11 est bon d'ailleurs de remarquer que ces différents feuillets se séparent les uns des autres quand on déforme la surface de manière à la transformer en un hélicoïde, comme nous l'avons indiqué au n*^ 74.
Il reste maintenant à étudier la seconde équation (3). Si Ton se reporte au n"78 [I, p. 96], on voit que, m désignant une constante d'ailleurs quelconque, choisie à l'avance, il n'y aura de point réel de la surface correspandant à une valeur réelle àe y que si l'on a
Ci) m2e2'^<i,
c'est-à-dire
Par suite, si une figure est tracée sur la partie supérieure du plan, au-dessus d'une parallèle à l'axe des x^ il existera une s^^rface pseudosphérique sur laquelle elle pourra être rapportée tout entière. Mais, si elle vient toucher l'axe des x, il j a toujours, dans le voisinage de cet axe, des parties de la figure qui ne seront pas représentées sur la pseudosphère. Ces parties toutefois pourront être réduites autant qu'on le voudra, si l'on diminue indéfiniment la constante m, qui figure dans l'inégalité précédente.
Il y alô^ on le voit, un fait très curieux, sur lequel nous avons
déjà insisté. Il semble, au premier abord, que, l'élément linéaire restant réel, il devrait en être de même de la surface; en réalité cela n'a pas lieu, et l'on ne connaît d'ailleurs aucune surface donnant la représentation complète des éléments linéaires (i) ou (4), c'està-dire ajant un point réel pour chaque valeur réelle de u et de v.
783. La forme (4) de l'élément linéaire a été employée de la manière la plus utile dans d'importantes recherches d'Analyse moderne (^). Elle met immédiatement en évidence différentes propriétés intéressantes que nous allons signaler.
On voit tout d'abord que l'élément linéaire ne change pas de forme si l'on effectue les deux substitutions très simples (^'; x — K) ou (x, y\ hx^ 1^y)i h désignant une constante quelconque. La première équivaut à une translation h parallèle à l'axe des x^ la seconde à une transformation homothétique par rapport à l'origine, ayant h pour module ; h doit être positive si l'on veut que la partie supérieure du plan se corresponde à elle-même. En combinant ces deux transformations, on aura une homothétie dont le pôle sera un point quelconque de l'axe des x.
Il existe une autre transformation très simple qui conserve l'élément linéaire ; c'est une inversion ayant pour pôle un point quelconque de l'axe des.r. On le vérifie aisément en employant les formules
{ 6 ) x-h= --, — — , jK = ^
qui définissent cette inversion. Pour que la partie supérieure du plan se transforme en elle-même, il faut que le module soit positif.
784. Au reste, on peut obtenir très simplement toutes les transformations qui n'altèrent pas l'élément linéaire (4)- A cet effet, intro-
(') Consulter en particulier les Mémoires suivants :
Klein (F.), Elliptische Functionen und Gleichungen funften Grades {Ma- Ihematische Annalen, t. XIV, p. m; 1878).
PoiNCARÉ (H.), Théorie des groupes fuchsiens {Acta mathematica, t. I, p. i ; J882). ~ Mémoire sur les fonctions fuchsiennes {Jbid., p. 193).
Voir aussi :
ScHWARZ (H.-A.), Gesammelte mathematische Abliandlungen^ t. II, 1890.
duisons les coordonnées symétriques
(7) «=:a:-Hï>, ^ = x — iy\ l'élément linéaire prendra la forme
que nous aurions pu obtenir immédiatement; car elle convient évidemment à une sphère de rayon ai (n^ 23). Il y a toutefois une différence essentielle à signaler; tandis que, dans la sphère réelle
et pour les points réels, a est l'imaginaire conjuguée de -x- ? ici a est
la conjuguée de p.
Les transformations de a et de p qui conservent l'élément linéaire s'obtiendront par la résolution de l'équation
doLd^ _ doL^d'^
qui admet, nous le savons, deux espèces différentes de solutions. Les première^ sont définies par les formules
OÙ m, n, p, q désignent des constantes quelconques. Si l'on veut que des points réels correspondent aux points réels, il faudra évidemment que ces constantes soient réelles : alors la première équation (10) donnera la seconde par le changement de i en — /. Les formules précédentes, considérées comme s'appliquant au plan, définissent ce que nous avons appelé une transformation circulaire [I, p. 162] ; si nous admettons de plus^ que l'on ait
(11) mq — np'^ o,
la transformation fera correspondre à tout point de la partie supérieure du plan un point compris dans la même région [I, p. 172]. Les autres transformations qui conservent l'élément linéaire (8) sont définies par les formules
qui se ramènent aux premières par l'échange de a, «t de ^1 et qui
ne font correspondre la partie supérieui-e du plan à eUe-même que si l'on a
( 1 3 ) mq — np < o.
Toute inversion a jant son pôle sur l'axe des x est un cas particulier de ces dernières transformatians. Par exemple, les équations (6) peuvent être remplacées par les suivantes
Ci) «-^=57^' ^-f'^-^h'
omprises comme cas particulier dans les équations générales (12)*.
785. Les remarques précédentes mettent en évidence une propriété fondamentale de ces substitutions linéaires à coefficients réels qui interviennent si fréquemment dans les recherches des analystes modernes. Si l'on envisagé, dans les formules (11) et (12), a et [3 comme les coordonnées symétriques d'un point du plan, elles définissent une transformation plane dont on peut dire seulement qu'elle a lieu avec conservation des angles; mais, si l'on regarde a et p comme les coordonnées symétriques d'un point de \di pseudosphère, on reconnaît que la transformation y conserve les arcs, et par suite les angles et les aires, ce qui est un résultat infiniment plus précis ('). En d'autres termes, la transformation réalise une application de la surface sur elle-même; et, si l'on se reporte aux résultats du n" 683, on reconnaîtra que cette application est la plus générale de toutes celles que l'on peut obtenir (2).
Si l'on considère, en particulier, les formules (lo) et si l'on sup-
(') H. PoiNGARÉ, Acta mathematica, p. 8.
(») On peut établir directement cette proposition de la manière suivante : soit h résoudre l'équation
C4ette équation ne peut admettre (n» 117) que des solutions pour lesquelles a, et jî, dépendent d'une seule des variables a et p. Soit d'abord
Donnons à ^ une valeur particulière b; p, et -^prendront des valeurs b^, b'^, et
pose que m, /?, p, ç y varient d'une manière continue en partant des valeurs i, o, o, i, on obtiendra ainsi une déformation continue dans laquelle la surface ne cessera pas de coïncider avec elle-même. Toute figure tracée sur cette surface subira une série de déformations tout à fait analogues au mouvement d'une figure sphérique sur la sphère qui la contient.
Nous reviendrons plus loin sur les transformations définies par les formules (lo) et (12); nous nous contenterons de remarquer qu'on peut les obtenir toutes par l'emploi combiné de translations parallèles O^ et d'inversions par rapport à un point de cet axe.
786. Si nous avons étudié d'abord les transformations qui conservent l'élément linéaire, c'est qu'elles permettent, une fois connues, d'établir sans calcul les propriétés principales de la surface. D'après la forme même (4) de cet élément linéaire, on reconnaît immédiatement que, dans le plan, les parallèles à l'axe des j^ représentent des géodésiques de la surface; et de là résulte immédiatement que les différentes géodésiques de la surface admettent pour images des cercles ayant leur centre sur Vaxe des X.
Soit, en effet, BMM| G un de ces cercles ^fig- 76). Si l'on effectue une inversion en prenant comme pôle l'un des points G où il coupe l'axe des x^ le cercle se transformera en une droite hmm.^ parallèle à Taxe des r; comme cette droite est l'image d'une géodésique et que d'ailleurs l'inversion n'a pas changé l'élément linéaire, on voit que le demi-cercle BMM<G représente, lui aussi.
l'on aura
doL _ b\ dcL^.
On déduit de là, en intégrant,
c désignant une nouvelle constante.
a est donc une fonction linéaire de a, et, de même, J3 une fonction linéaire de p,. La substitution de ces deux fonctions linéaires dans l'équation à résoudre montre aisément qu'elles doivent être identiques.
Les solutions pour lesquelles a, dépend de ^ et p^ de a se déduisent immédiatement des précédentes par l'échange de a et de p.
une géodésique. D'ailleurs, on peut toujours construire un tel cercle en le définissant par la condition de passer en un point et d'y admettre une tangente donnée; il suit de là qu'il représente la géodésique la plus générale tracée sur la surface. Ainsi l'équation de cette géodésique sera
ihx
b elc désignant deux constantes arbitraires.
Fig. 76.
La représentation précédente nous montre immédiatement que, par deux points réels M, Mi de la surface, on ne peut faire passer cju^une géodésique ; car ii passe, par deux points de la partie supérieure du plan, un seul cercle ayant son centre sur Ox.On peut^ du reste, déterminer très simplement la distance géodésique de ces deux points ; elle est égale à celle des deux points /n, lUi qui leur correspondent dans l'inversion employée plus haut (fig' 76). Or, pour deux points situés sur une parallèle à l'axe des y, on a
d'où l'on déduit
ds = a --)
bmx
arc mmi = a log -r — = ^ log
tangMiGB tangMGB
Ainsi la distance géodésique de deux points M, M, est proportionnelle au logarithme du rapport anharmonique des quatre points M, M|, B, C sur le cercle qui représente la géodésique.
Cette distance devenant infinie lorsque l'un des points M, M, se rapproche de l'axe des x^ on peut dire que les points de cet axé représentent les points à Vinfini de la surface. Quaut aux
poinlsdu plan qui sont à l'infini dans toutes les directions, comme une inversion ayant son pôle sur Ox les ramène tous à se confondre avec ce pôle, on reconnaît qu'ils correspondent tous à un seul point à l'infini delà surface, celui par lequel passent toutes les géodésiques représentées par des parallèles à l'axe des y.
On peut encore obtenir la distance géodésique de deux points de coordonnées symétriques a, [B et a,, p,, en se servant des formules (5) [l, p. 32] (*), dans lesquelles on remplacera <i par pour une sphère de rayon a, et par — . pour une pseudo-sphère de
rayo
n a. On trouvera ainsi
_(^-^iP-^(.r-ri)'
= -/iry^ = ^^^' P>' °'^' P^»
\^.j d ._(a-Pi)(p-aO 2a.-"(a-p)(pi-aO
Jyyi ~ ^ ' ^' ^*' ^''
787. Nous allons maintenant nous occuper des cercles géodésiques et de leur représentation sur le plan. On a vu au Chapitre précédent que les géodésiques normales à un cercle géodésique dont le rayon est différent de a vont toutes passer par un point fixe ou sont toutes normales à une autre géodésique (n° 780).
D'après cela, prenons dans le plan tous les cercles ayant leur centre sur Ox et passant par un point M; leurs trajectoires orthogonales représenteront des cercles géodésiques de la surface. Or ces trajectoires orthogonales sont, comme on sait, des cercles admettant pour axe radical l'axe des ,a? et pour points limites le point M et son symétrique par rapport à O^. Ainsi :
Tous les cercles géodésiques de rayon moindre que a sont représentés par des cercles ne coupant pas Vaxe des x.
Construisons maintenant, dans le plan, tous les cercles ayant leur centre sur Ox et normaux à un cercle fixe (C) dont le centre se
(') Le lecteur est prié de tenir compte de i'errata du tome IL
D. - lU. î6
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trouve aussi sur O^. D'après la proposition que nous avons rappelée, leurs trajectoires orthogonales représenteront des cercles géodésiques parallèles à une géodésique et, par suite, de rajon plus grand que a. Or ces trajectoires orthogonales sont les cercles passant par l'intersection de (G) avec Ox. Ainsi :
Tous les cercles géodésiques de rayon supérieur à a sont représentés par des cercles coupant Vaxe des x en deux points réels et distincts.
Le rapprochement des deux résultats précédents montre que :
Les cercles géodésiques de rayon a sont représentés par des cercles tangents à Vaxe des x.
788. On peut vérifier et confirmer ces différenls résultats en appliquant à la recherche des cercles géodésiques la formule donnée aun^ 653. Un calcul que nous omettons montre que l'équation générale du cercle géodésique ayant pour courbure - est
Ainsi les cercles de la surface ont bien pour images les cercles du plan.
Soit (G) le cercle du plan représenté par l'équation précédente : cherchons son intersection avec l'axe des x. Si nous faisons^ = o, nous trouverons
les valeurs de x fournies par cette équation seront réelles et inégales, égales, ou imaginaires suivant qu6 p sera supérieur, égal, ou inférieur à a.
Le cercle (G) fait avec l'axe des x un angle <p qui est défini par la formule
- /p*— a* s= / tang;p^ d'où l'on déduit
(18) p=:_-fL..
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Ainsi la courbure du cercle géodésique dépend uniquement de r angle sous lequel son image (C) coupe Vaxe des x.
789. Pour le plan et pour la sphère, les cercles géodésiques, c'est-à-dire les lignes dont la courbure est constante, peuvent être regardés aussi comme lieux des points qui sont à une distance donnée d'un centre fixe. Cette propriété fondamentale ne s'étend pas complètement à la pseudo-splière : pour toute surface à courbure constante, les lignes parallèles à un cercle géodésique sont ellesmêmes des cercles géodésiques; mais, dans le cas de la pseudosphère de rajon a, les géodésiques normales à un cercle géodésique ne vont concourir en un point réel situé à distance finie que si la
courbure du cercle estsupérieure à— C'est ce que montre d'ailleurs le calcul suivant :
D'après les formules (i6), le lieu des points à la distance d du point (^Oî JKo) sera défini par l'équation
(19) (a? — a7o)»-i-(^-f-7o)2=4rroCOS2
lai
Idenlifions-la avec l'équation (17) d'un cercle de courbure -
nous aurons
XQ=h, l=zyQCOS^., /2(ût2_p2^==^2^J;
on déduit de là
(20) - = Uang— . = — ; ; ,
et cette équation ne fournira pour d une valeur réelle que si p est inférieur à a. Dans ce cas, nous l'avons vu, le cercle (G) sera tout entier au-dessus de Ox. Les coordonnées Xq, y^ du point du plan qui correspond au centre du cercle seront
(21) XQ=h, yo= _/a2— p2.
Ce point sera le centre du cercle de rajon nul passant par l'interseclion du cercle (C) avec l'axe des x.
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790. Parmi les cercles géodésiques, ceux qui ont des centres sont seuls des cercles finis; les autres admettent un ou deux points réels à rinfini suivant que p est égal ou supérieur à a; on ne peut donc se proposer d'évaluer la longueur d'une circonférence ou Paire d'un cercle géodésique que dans le cas où p est inférieur à a. Si l'on emploie l'équation (i^) et si Ton pose
P Ip
X — Ao == l- cos t. y — l = -^smt,
la formule (4) nous donnera
a dt
ds =
h sm ^
et par suite la longueur L de la circonférence géodésique sera . ^ , *^^ a dt "XTiap
Jo P
Si l'on introduit, au lieu de la courbure géodésique, la dislance au centre û?; définie par l'équation (20), on trouvera
(- --\ (23) L = 7ra\e«— e "/.
Quant à la surface* S du cercle, elle est donnée par l'équation
(•M) S=^iî-^27r)a2,
qui se déduit immédiatement de la formule (i i) [p. 126]. En remplaçant L par sa valeur, on trouve
(25) S = 'ira2\e««— e 2./^ .
791. Nous allons maintenant revenir aux transformations qui conservent l'élément linéaire et en donner la classification, qui ne peut être précise que si l'on y fait intervenir les propriétés des cercles géodésiques.
Considérons d'abord celles qui sont définies par les formules (10) et cherchons s'il existe des points qui ne sont pas déplacés par la
iy =
iy =
iy =
iy =
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transformation. Pour cela, faisons a = a, , p = p, ; a et p seront les racines de l'équation
(26) pz^-h(q — m)z — n=o.
Cette équation à coefficients réels admet deux racines, imaginaires ou réelles. Désignons-les par z' , z"; les quatre points définis par les équations
l X -hiy = z', ( x — iy = z,
IX -h iy = z', -: (3o
x — iy=z,
ne seront pas déplacés par la déformation. Pour les deux derniers on a j^ == o ; ils seront donc à l'infini sur la surface. Les deux premiers, au contraire, seront à distance finie, au moins tant que z^ sera différent de z" . Mais, pour compléter la discussion, nous allons examiner successivement les différents cas :
i^ Supposons d'abord les racines z\ 5'' imaginaires; elles seront nécessairement conjuguées. Des quatre points du plan définis par les équations précédentes, les deux premiers seulement seront réels; mais, comme ils sont placés symétriquement par rapport à Taxe des x^ un seul correspondra à un point réel M de la surface. Ainsi un seul point réel de la surface sera demeuré immobile: tous les autres, étant assujettis à rester à une distance invariable de M, se déplaceront sur les cercles géodésiques de la surface décrits du point M comme centre. Dans ce cas, la substitution est dite elliptique, d'après M. Klein (^); elle peut se ramener à la forme
<3i) ?Lz£; = e-e?^,
où 8 est réelle.. Si l'on déforme la surface de manière que toutes les géodésiques qui passent par M deviennent des méridiens, l'élément linéaire se ramènera à la forme (28) (n° 778), et la formule
(*) Kl»in (F.), Mathematiscke Annalen, t. XIV, p. 122.
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précédente définira simplement une rotation d'angle 8 autour de l'axe de révolution. C'est ce que l'on reconnaît d'ailleurs en effectuant la substitution définie par les formules
,- , CL — z' e"-—\. 8 — z" e'^—i
^ ^ oL — z e" + i ^ — z' e»-+-i '
qui ramène l'élément linéaire de la surface à la forme
(33) ds'-=a4du^-i- /g"--g~"y^ J^
La transformation, exprimée à l'aide des variables u et p, est alors définie par les formules
(34) U=lfy^ V = Vi — ô.
2^ Supposons maintenant les racines z', z" réelles et inégales. Les deux équations (27), (28) définiront des points imaginaires; la transformation ne laissera invariables que les deux points du plan
\ de = z', l X = 2",
a — z' , OLi — z'
a~z" ai — z
qui correspondent à des points à l'infini de la surface ; les formules qui la définissent admettront la forme canonique
où k désigne une constante réelle. La transformation laissant invariables deux points réels à l'infini, nous dirons avec M. Klein que, dans ce cas, elle est hyperbolique. Nous allons démontrer qu'ici encore on peut déformer la surface de telle manière que la transformation se réduise à une simple rotation.
On pourrait d'abord établir ce résultat en effectuant le changement de variables défini par les formules
('\n\ — />t' -h 2 /arc lange" L — pP — 2/arclangt " •
l'élément linéaire serait ramené à la forme
r / pU .j:^ p—u \ 2 1 '
(38) ds'^^aAda'^^i ^_l_Wç,2l
et la transformation serait exprimée par les formules
(39) Ui = U, P = Pi-f-log/o,
(|ui définissent une' rotation égale à logA* pour l'iine des surfaces de révolution admettant l'élément linéaire (38). Mais on peut encore employer les considérations géométriques suivantes. Des équations (36), on déduit
CL — -S p — z ai — z pi — A,
ce qui montre que, dans le plan, la transformation laisse iruvariables tous les cercles (C) passant par les deux points z', z" , définis par les formules (35). Donc, sur la surface, elle laissera invariables tous les cercles géodésiques (C) ayant pour images les cercles (G), c'est-à-dire ayant en commun deux points à l'infini. Nous allons montrer que la surface peut être déformée et transformée en une surface de révolution dont les cercles (C) seront les parallèles.
Pour cela, il suffît de remarquer que les cercles (C) du plan passant par les deux points réels z', z' admettront pour trajectoires orthogonales des cercles (D) ayant leur centre sur la droite z' z'^, c'est-à-dire sur l'axe des x. Ces cercles (D) seront done l'image d'une famille de géodésiques (D') tracées sur la surface et coupant à angle droit tous les cercles (C). Comme, au nombre de ces cercles, il y en a un, représenté par le cercle (C) décrit sur z' z'^ comme diamètre, qui se réduit à une géodésique, on voit que toutes les géodésiques (D') seront normales à une méîne géodésique et, par suite, pourront être transformées dans les méridiens d'une surface de révolution dont l'élément linéaire sera donné par la formule (38). La transformation, laissant invariables les parallèles de cette surface, se réduira nécessairement à une simple rotation autour de cet axe.
3^ Enfin, si les racines z' ^ z" sont égales, la forme canonique de la transformation est la suivante :
La transformation est dite alors parabolique ; elle laisse invariable un seul point réel, à l'infini,
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Si l'on effectue la substitution
l'élément linéaire est ramené à la forme
(43) ds'^=a'^{da^-^e'^"'dv'^),
et la transformation s'exprime par les formules
(44) M=Mi, v = ç^^m,
qui montrent qu'ici encore on peut la ramener à une rotation.
En résumé, les trois types de transformations définis par les formules (lo) sont représentés par des rotations des trois surfaces distinctes de révolution à courbure constante négative.
792. INoiis dirons peu de mots des transformations correspondantes aux formules (12); elles se ramènent aux précédentes suivies de celle qui est définie par les équations
et qui équivaut à une transformation par symétrie, relative à l'axe desj^. Nous nous contenterons de remarquer qu^ en général eMes déplacent tous les points de la surface situés à distance finie. Si en effet, dans les formules (12), l'on fait ^ = a^ et a = pi, on est conduit aux deux équations
qui donnent
y = 0, toutes les fois que l'on a
Mais, si la somme précédente q -\- m est nulle, les formules (12) prennent la forme suivante :
p^i — in ^ poLi — m
Elles définissent une inversion ayant son pôle sur 0^; tous les points situés sur le cerele principal de cette inversion demeureront invariables par la transformation. On dit quelquefois que la
figure primitive et sa transformée sont symétriques par rapport à ce cercle principal; la transformation est alors involutive.
793. Nous pouvons maintenant indiquer de la manière la plus nette les analogies et les différences entre la géométrie du plan et celle des diverses surfaces à courbure constante. Pour toutes ces surfaces, il passe une géodésique et une seule par deux points donnés; toutefois, si la surface a sa courbure positive et si les deux points correspondent à deux points diamétralement opposés dé la sphère, il passera une infinité de lignes géodésiques par ces deux points. Toute figure tracée sur l'une de ces surfaces peut subir un mouvement de déformation dans lequel les angles et les longueurs ne sont pas altérés et qui dépend de trois constantes arbi* traires; c'est-à-dire que l'on peut amener deux quelconques de ses points A et B à coïncider avec deux autres points quelconques Ai et B^ de la surface, pourvu que les distances géodésiques AB et A^Bi soient égales. Il résulte, d'ailleurs, du théorème de Gauss relatif à la courbure totale que cette propriété fondamentale convient seulement aux surfaces à courbure constante.
En ce qui concerne les cercles géodésiques, c'est-à-dire les courbes dont la courbure géodésique est constante, une propriété commune rapproche les trois surfaces : toute courbe parallèle à un cercle géodésique est un cercle géodésique. Mais, si l'on veut approfondir, on constate des propriétés particulières aux surfaces à courbure constante négative. Tandis que, dans les surfaces à courbure positive ou nulle, tout cercle géodésique peut être défini comme le lieu des points situés à la même distance d'un centre fixe, il peut se faire, dans les surfaces à courbure négative, qu'un cercle géodésique n'ait pas de centre : les géodésiques normales à un cercle géodésique concourent en un point situé à distance finie, ou bien elles concourent en un point à l'infini, ou enfin, elles n'ont aucun point réel commun à distance finie ou à l'infini; ce dernier cas se présente, en particulier, pour les géodésiques normales à une géodésique.
Pour les triangles géodésiques, il résulte du théorème de Gauss (n" 641) que la somme des angles est supérieure, égale ou inférieure à 7t, suivant que la courbure est positive, nulle ou négative. \J excès dans le premier cas, le déficit dans le troisième, sont
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ég^iix a la surface du triangle multipliée parla valeur absolue de la courbure.
794. Appliquons ces remarques à l'étude des problèmes les plus simples qui se présentent au début de la Géométrie plane. Nous reconnaissons immédiatement que deux géodésiques, perpendiculaires à une troisième géodésique, se rencontrent toujours si la courbure est positive et ne se rencontrent jamais si elle est nulle ou négative. Ainsi, pour les surfaces à courbure négative comme pour le plan, on ne peut mener pa?^ un point qid une géodésique perpendiculaire à une géodésique donnée. Et d'ailleurs, si l'on fait usage de la représentation que nous avons étudiée dans ce Chapitre, on reconnaîtra que \on peut toujours en mener une.
Proposons-nous maintenant de voir ce que devient la théorie des parallèles. Etant donnée une géodésique {g) et un point M, cherchons s'il existe des géodésiques passant par M et ne rencontrant pas [g). Cela est évidemment impossible dans le cas de la sphère où deux géodésiques se rencontrent toujours. Dans le plan tel que nous l'étudions lorsque nous admettons le postulatum d'Euclide, il j a une seule géodésique ne rencontrant pas {g) et passant en M; c'est la parallèle à [g) menée par le point M. Considérons maintenant une surface à courbure négative. En faisant usage des transformations que nous avons indiquées, on peut, sans diminuer la généralité, admettre que {g) est représentée par l'axe desjK {fig- 77)-
Fig. 77.
Alors il y aura deux géodésiques passant en M et rencontrant {g^ à V infini. L'une sera représentée par la parallèle MP à l'axe des jk; l'autre par le cercle OMQ tangent à l'origine au même axe. Ainsi :
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Une géodèsique réelle peut être considérée comme ayant o, I ou 1 points réels à Vinfini suivant qu'elle appartient aux surfaces à courbure positive, nulle ou négative.
On voit ici que les géodésiqiies passant en M se diviseront en deux classes; les unes, représentées par les cercles qui pénètrent dans l'angle PMO, couperont la géodèsique proposée {g) ; les autres, ayant pour images les cercles qui pénètrent dans l'angle OMR, ne rencontreront pas {g). Menons du point O comme centre un cercle MS passant par M; ce cercle représente la géodèsique menée par le point M perpendiculairement à [g). Il est d'ailleurs aisé de voir que les deux angles SMO et SMP sont égaux. D'après cela, toutes les géodésiques passant en M et faisant avec la géodèsique normale un angle inférieur à SMO couperont la géodèsique (^); au contraire, celles qui feront un angle supérieur à SMO ne rencontreront pas {g). Pour cette raison, on a donné à SMO le nom à^ angle de parallélisme. On peut obtenir son expression en fonction de la distance du point M à la géodèsique {g). Cette distance^ étant celle des deux points M et S, s'obtient par la simple application de la formule donnée au n" 786. On a, en la désignant par/7,
MOR
p = a\o^ SÔR =«Jogtang— -.
tang-—
D'autre part, on a
SMO - SMP = MOR,
de sorte que, si l'on désigne par lI(/>) l'angle du parallélisme, il viendra
(46) tangin(/>)=e^ tangn(/>)= ^^"
Il résulte de cette formule que, lorsque p varie de o à oo, !!(/?) décroît de - à o.
795. On sait que, dans une étude approfondie des principes de la Géométrie, Gauss, Lobatschefskj et Boljai ont montré que le célèbre postulatum d'Euclide ne doit pas être considéré comme
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compris dans les autres axiomes ou dans les faits d'expérience que nous invoquons d'une manière plus ou moins explicite au début de la Géométrie. Les recherches de ces géomètres et de leurs successeurs nous ont montré qu'il est possible de constituer, sans admettre le postulatum d'Euclide, une géométrie où toutes les propositions s'enchaînent sans conduire à aucune contradiction et qui comprend comme cas limite la géométrie d'Euclide et de Legendre. Cette théorie plus générale à laquelle Lobatschefskj avait donné le nom de Pan géométrie, et que l'on s'accorde aujourd'hui à désigner sous le nom de Géométrie non euclidienne, concorde entièrement, dans le cas du plan, avec celle que nous venons de développer pour les surfaces à courbure constante négative. Cette remarque, développée d'une manière complète par M. Bellrami('), se justifie de la manière suivante :
Il suffît de se reporter au Traité d'Euclide pour reconnaître que toutes les propositions qui reposent sur la notion du déplacement d'une figure invariable s'appliquent aux diverses surfaces à courbure constante, pourvu qu'on j remplace les droites du plan par les géodésiques de la surface. Le fait, admis dans les éléments, que l'on ne peut mener plus d'une droite par deux points, exclut les surfaces à courbure positive. 11 suit de là que toute Géométrie dans laquelle on n'ajoutera pas le postulatum d'Euclide aux faits antérieurement admis devra convenir aux surfaces à courbure constante négative aussi bien qu'au plan. Telle est, dans ses traits généraux, l'explication que nous devons à M. Beltrami de l'analogie complète qui existe entre la géométrie non euclidienne du plan et celle des surfaces à courbure constante négative. Nous nous contenterons de ces indications rapides et nous renverrons, pour plus de détails, à l'élégant Mémoire de M. Beltrami.
796. L'étude détaillée que nous venons de faire nous permet de résoudre simplement une question dont la solution nous sera né-
(») Beltrami (E.), Essai d'interprétation de la Géométrie non euclidienne {Annales de l'École Normale, i" série, t. VI, p. 256; 1869). ^® Mémoire, traduit de l'italien par M. Hoûel, a paru en 1868 dans le tome VI du Giornale di Matematiche.i Voir aussi dans le même volume des Annales, p. 867, un autre Mémoire de M. Beltrami, intitulé : Théorie fondamentale des espaces de courbure constante.)
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cessaire dans le Chapitre suivant. Nous avons pris comme point de départ la réduction de Félément linéaire d'une surface de courbure constante négative à la forme (i). Nous savons, d'ailleurs (n^ 683), que cette réduction est possible d'une infinité de* manières. Proposons-nous de rechercher le changement de coordonnées le plus général qui conserve cette forme de l'élément linéaire. Pour résoudre cette question, il suffît de remarquer que, dans la forme (i) de l'élément linéaire,^ les courbes de paramètre i^ sont des géodésiques passant toutes par un même point à l'infini de la surface, les courbes de paramètre u sont les trajectoires orthogonales de ces génératrices. Il suit de là que, si l'on veut conserver la forme de l'élément linéaire, il sera nécessaire et suffisant de prendre, pour les courbes nouvelles de paramètre ^', toutes les géodésiques représentées par des cercles tangents les uns aux autres en un point déterminé de l'axe des x et, pour les courbes de paramètre u', les trajectoires orthogonales de ces géodésiques. En d'autres termes, il suffira d'effectuer une inversion par rapport à un point quelconque de l'axe des x. Les formules qui résolvent la question proposée seront donc les suivantes
si l'on substitue à w et à p les variables x et y qui figurent dans l'équation (4); ou bien
(t;_a)2-i-e-2« (v — a)2-he-2»'
si l'on conserve les variables u et v. On voit que le changement de coordonnées dépend d'une seule constante arbitraire a.
797. Nous venons d'étudier les surfaces à courbure constante négative en faisant usage d'une représentation conforme de la surface qui repose tout entière sur l'expression (4) de l'élément linéaire. Il ne sera pas inutile de montrer comment on peut obtenir cette représentation de la surface, et d'autres encore, par l'emploi de quelques considérations géométriques très simples..
Étant donnée une sphère (S), de rayon a, effectuons la projection stéréographique de cette surface sur le plan (P) d'un de ses grands
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cercles en prenant comme point de vue l'un des pôles A de ce grand cercle. On sait que, dans cette représentation, les angles seront conservés et que les cercles se transformeront en cercles. D'après cela, soient (G) et (C^) deux cercles de la sphère : ils admettront comme projections stéréographiques deux cercles (c) et (c') qui se couperont sous le même angle que (C) et (C). Cet angle peut être calculé de la manière suivante.
Soient O le centre de (S), a et a' les pôles par rapport à (S) des plans de (C) et de (C); il est clair que l'angle cp de ces deux cercles sera égal à celui des deux sphères qui ont pour centres a et a' et passent respectivement par (C) et (C). Or, les rajons de ces
sphères étant y Oa — a^, \ OaJ — a^, on aura
aa'' = Oa — a2-t- Oa'' — «24. ^ VOa — a^ VOa'^ — a^ coscp.
Telle est la formule qui fera connaître l'angle o des deux cercles (C), (C) ou, ce qui est la même chose, des cercles (c) et (c') de la carte. Cela posé, supposons que le cercle (C^) vienne coïncider avec le cercle à l'infini de la sphère, c'est-à-dire qu'il se trouve aussi sur la sphère de rajon nul ayant A pour centre. Sa projection stéréographique sera un cercle (K) que nous appellerons cercle fondamental et qui sera décrit de O comme centre, dans le plan (P), avec le rayon ai. Quant an pôle a', il viendra coïncider avec O. La formule précédente nous donnera donc, pour l'angle cp de (c) avec le cercle fondamental (K), l'expression
, , , ai ai
(49) coscp= =-,
VOa— «2 ^
p désignant le rayon de courbure géodésique du cercle (C), qui est évidemment égal à la tangente menée du pôle a à la sphère (S).
798. La formule précédente joue un rôle essentiel dans la projection stéréographique; car elle permet de calculer la courbure géodésique d'un petit cercle de la sphère au moyen de l'angle cp qui n'est autre que l'angle de la représentation de ce petit cercle sur la carte avec le cercle fondamental (K).
On en déduit, en particulier, que tous les grands cercles de la
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sphère sont représentés en projection par des cercles normaux au cercle fondamental.
Ainsi la projection stéréo graphique de la sphère permet d^ obtenir une carte de toute surface à courbure constante positive dans laquelle les géodésiques sont représentées par des cercles normaux à un cercle fixe dont le rayon est imaginaire, .
Si Ton désigne par x et y les coordonnées du point de la carte par rapport à des axes rectangulaires dont l'origine est en O, au centre du cercle fondamental, l'élément linéaire de la sphère se déterminera sans difficulté; on trouvera
Supposons maintenant que l'on change a en ai : la courbure de la surface deviendra négative et égale à — -; l'expression précédente de l'élément linéaire se transformera dans la suivante
qui conviendra aux surfaces à courbure négative. Le cercle fondamental (K) deviendra réel, et les géodésiques seront représentées par les cercles orthogonaux à ce cercle réel. Les cercles géodésiques de la surface seront représentés encore par des cercles, et la formule (49)j où l'on changera a en ai, nous donnera, en négligeant un signe,
(52) coscp = -. .
Ainsi la courbure géodésique - de tout cercle de la surface sera
une fonction, déterminée par l'équation, précédente, de l'angle îo sous lequel le cercle qui le représente sur la carte coupe le cercle fondamental (K).
Il suffira maintenant d'appliquer à la représentation précédente une inversion qui transforme le cercle (R) en une droite pour retrouver toutes les propriétés que nous avons étudiées au début de ce Chapitre.
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799. Dans ses études sar la géométrie des surfaces à courbure constante, M. Bel tram i a employé une autre représentation dont nous avons déjà dit quelques mots (n°* 599 et607) et dan$ laquelle les géodésiques sont représentées par des droites. Ou peut très simplement la rattacher aux. précédentes.
Considérons d'abord les surfaces à courbure positive. Si l'on effectue une projection de la sphère sur un plan en prenant pour point de vue le centre de la sphère, on réalisera une représentation de cette surface qui cessera à la vérité d'être conforme, mais dans laquelle les géodési<Jues seront représentées par des lignes droites indéfinies.
Désignons par ;r, y et par X, Y les coordonnées des deux points qui sont respectivement la projection stéréographique et la projection centrale du uqLéme point de la sphère; un calcul facile donnera les relations
aX
a;i-^jrî^a^' [-^ ^X2-hY2-+-I — l'
qui permettent de passer de l'une à l'autre de ces deux projections. On en déduit, en particulier, que l'élément linéaire de toute
surface à courbure constante -^> donné parla formule (oo), le sera
aussi par la suivante
ce qui est pleinement d'accord avec les formules du n'*599.
. 800. On obtiendrait immédiatement le résultat analogue relatif aux surfaces à courbure négative en changeant, dans la formule précédente, a, X, Y en ai, Xt, Y i) mais on peut opérer directement et sans passer par les imaginaires, de la manière suivante, qui a été indiquée dans un cas particulier par M. Bianchi.
Reprenons, pour fixer les idées, la première représentation conforme, dans laquelle les géodésiques ont pour images des cercles orthogonaux à l'axe des ^, la partie réelle de la surface étant représentée sur le demi-plan situé au-dessus de l'axe des x. Si l'on
effectue une inversion dont le pote soit un point quelconque A de l'espace, le plan de la représentation se transformera en une sphère (S) passant par A, l'axe des x an un cercle (K) passant également en A, et-le demi-plan supérieur se projettera sur l'une des deux calottes dans lesquelles le cercle (K) partage la sphère (S). Quant aux cercles qui représentaient les géodésiques, ils se transformeront en des cercles normaux au cercle (K). Nous avons ainsi une représentation géographique de la partie réelle de la surface sur l'une des calottes sphériques limitées par le cercle (R), les géodésiques étant figurées par des cercles normaux au cercle (K). Les plans de ces cercles passeront donc par le pôle P du plan du cercle (K) et, par suite, si l'on effectue, de ce point comme centre, une projection sur un plan quelconque, on obtiendra une représentation de la surface dans laquelle les géodésiques auront pour images des lignes droites. La portion de la sphère qui représentait la partie réelle de la surface se projettera tout entière sur ta partie du plan située à l'intérieur d'une conique (G) qui sera la perspective du cercle (R). Les cercles delà sphère, qui représentaient les cercles géodésiques de la surface, se projetteront suivant des coniques doublement tangentes à la conique (G).
Soient M, MMeux points de la sphère (S), servant de représentation à deux points 7/2, m' de la surface. Désignons par Q et Q' les deux points où le cercle (R) est coupé par le cercle (D) qui lui est normal et qui contient M, M'^ Ge cercle représente la géodésique /nm^, et nous avons vu que la distance mrr^ était définie par l'équation
m/n' = aIogR(M, M', Q, Q'),
le symbole R désignant, comme précédemment, le rapport anharmonique des quatre points M, M', Q, Q'.
Joignons ces quatre points au pôle P du plan du cercle (R); les droites PQ, PQ' seront tangentes à la sphère. Le lecteur établira aisément que le rapport anharmonique R(M, M', Q, Q') est la racine carrée du rapport anharmonique formé avec lés quatre droites PM, PM', PQ, PQ', c'est-à-dire avec les points {Ji, ^^ qui sont, dans la projection centrale, les projections de M, M' et les points ^, q^ où la droite p-jx' coupe la conique (G) (^^.^8). Nous pouvons donc énoncer le résults^t suivant :
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Dans la représenlation, due à M. Beltrami, des surfaces à courbure constante négative, la partie réelle de la surface est représentée par les points du plan situés à l'intérieur d'une conique (C); les points de la conique correspondent à des points à l'infini de la surface. Les géodésiques sont représentées par des droites, les cercles géodésiques par des coniques doublement tangentes à (C). La distance de deux points représentés sur la carte par les points
a et pi' est égale à - 'ogR, R étant le logarithme du rapport anhar-
monique formé par les points [i., ^' et les deux points q, g' où la droite [xpi' coupe la contque (G).
Fig. 78.
801. Pour trouver d'une manière simple les formules qui permettent de passer de la représentation étudiée ,au début de ce Chapitre à celle de M. Beltrami, nous supposerons que l'on ait choisi le point A dans le plan (II) passant par l'axe des ^ et perpendiculaire au plan de la carte. La partie supérieure du plan de la carte se projettera cette fois suivant un hémisphère de (S), et il suffira ensuite de projeter orthogonalement les points de cet hémisphère sur le plan (II) pour obtenir la représentation de M. Beltrami.
Soient :r et^ les coordonnées d'un point dans la carte primitive et soient X, Z les coordonnées du point correspondant dans la représentation de M. Beltrami. Le lecteur établira aisément les re-
lations suivantes
X / ix
Z , \ 073-4- r^-Hi
qui permettent de passer de Tune à l'autre de ces représentations. On en déduit, pour l'élément linéaire donné par la formule (5i)^ l'expression nouvelle
dX^-^dZ^ — (XdZ — ZdXy (58) ds^.=.a^- ^j^-jjy, ^.
qui concorde entièrement avec la formule donnée au n" o99.
CHAPITRE XII
Résumé des résultats obtenus dans les Chapitres précédents. — Méthode de transformation de M. Bianchi, complétée par M. Lie. — Théorèmes énoncés en ig^o par JVI. RJbaucour; leur dénrionstralion par la Géométrie. — Conséquences et applications de la méthode de M. Bianchi; on suppose la surface initiale rapportée à ses lignes de courbure. — Système de deux relations du premier ordre entre deux solutions de l'équation aux dérivées partielles du second ordre dont dépend la recherche des surfaces à courbure constante.— Système orthogonal de M, Ribaucour. — Transformation dé M. Bâcklund. — Propriétés relatives à la conservation des lignes de courbure. — Les transformations précédentes rattachées à des transformations beaucoup plus générales des équations aux dérivées partielles du second ordre.
802. Les résultats que nous avoiis obtenus dans les Chapitres précédents et dont nous allons faire usage peuvent être résumés de la manière suivante :
1° L'élément linéaire d'une surface (S) à courbijre constante
négative jpeut, d'une infinité de manières, être ramené à la
forme
(i) ds^^a^(du^'-^e^'^dv^).
Il suffît de prendre pour les lignes de paramètre i> les géodésiques qui vont concourir en un point à l'infîni de la surface. Lorsque l'on sait déterminer les géodésiques de la surface, on peut, sans aucune quadrature, ramener son élément linéaire à la forme (i)> et, lorsqu'on a obtenu cette forme avec un système de variables w, (^, on la conservera avec tous les systèmes de variables «', r' définis par les formules
où a désigne une constante quelconque (n° 796).
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2° L'élément linéaire de la surface (S) étant ramené à la forme (i), les tangentes aux géodésiques de paramètre (^ sont aussi tangentes à une deuxième surface (S,), lieu des centres de courbure géodésique des courbes u = const. ; et elles sont normales à une surface (S) dont la développée se composera, par conséquent, des deux nappes (S) et (S<). Désignons par M, M^ et ^ les trois points en ligne droite, qui se correspondent sur (S), (S,) et (S); on aura
(3) MMi = a, M 11 = au.
Si ^, y, z désignent les coordonnées de M relatives à des axes fixes, celles de M, seront déterminées par les formules
âx ôy âz '
(4) ^. = ^-j^' y>=y-ru' '^ = '-^'
et celles de {jl par les suivantes :
/ V X ôx dy âz
^ ^ du ^ '^ au du
Si Ton pose ( n""» 749 et 781 )
(6) e'^{qdu-\- qidv) = dv',
q elÇi désignant les rotations du trièdre (T) relatif au point M de (S), Télément linéaire de (S,) aura pour expression
(7) dsl = a^{du'--h e-^'^di^'^),
de sorte que (S, ) aura, comme (S), sa courbure constante et égale
Quant à la surface (S), comme ses deux rayons de courbure principaux M {Jl, M^jj ont pour valeurs au et a(u — i), ce sera une surface W pour laquelle la relation entre les rayons de courbure sera
(8) R— R'=rt.
Réciproquement, toute surface pour laquelle les rayons de courbure seront liés par cette relation sera telle que les deux nappes
de sa développée auront même courbure constante — ^' Cette
proposiûon, qui a été démontrée au n° 781, résulte aussi immédiatement des formules (lo) du Tableau VII [p. 34o], qui font connaître la courbure des deux nappes de la développée.
3"" Il résulte enfin des propositions données aux n°* 757 et 765 que les surfaces (S) et (S^) se correspondent, point par point, de telle manière que les lignes de courbure et les lignes asymptotiques soient des lignes homologues.
803» D'après cela, supposons que Ton connaisse une surface (S),
à courbure -i dont on puisse déterminer les géodésiques. Si
l'on construit toutes celles de ces lignes qui passent par un même point à l'infini et si on leur mène des tangentes, ces droites seront aussi tangentes à une nouvelle surface (S^) que Ton déterminera évidemment sans aucune intégration, par exemple à Faide des formules (4). Celte surface (Si) aura sa courbure constante et égale à celle de (S);- de sorte que l'on pourra ainsi déduire de toute surface (S) dont les géodésiques seront connues une infinité de surfaces (S,), qui dépendront d'un paramètre arbitraire. Cette remarque fondamentale est due à M. Bianchi et a été faite dans les travaux cités plus haut [p. SS^]. M. Bianchi a ajouté que, si l'on peut déterminer les géodésiques sur les surfaces (S» ), on en déduira une double infinité de surfaces nouvelles (S2), puis de celles-ci des surfaces (S3), et ainsi de suite, indéfiniment. L'application de la méthode exigera seulement que l'on connaisse les géodésiques des surfaces successives (Sr), (S2), (S3),
Or, en étudiant la méthode précédente^ M. Lie a montré que, pouj^ chacune des sur/aces obtenues^ la détermination des géodésiques dépend exclusivement d^une quadrature. Il suffira évidemment d'établir ce résultat pour les surfaces (Si ), considérées comnie dérivant de (S). On pourrait le rattacher à la proposition générale démontrée au n° 764; mais il vaut mieux le démontrer directement de la manière suivante.
Supposons l'élément linéaire de (S) ramené à la forme (i). La surface (S<) étant déterminée par les formules (4), on pourra calculer soii élément linéaire â?^,, que l'on exprimera en w, v, du^ dv. Mais, par hypothèse, cet élément linéaire doit pouvoir se ramener
à la forme (7) qui donne
(9) dv' = — ydsf—a^-du^.
Portant la valeur obtenue de ds^ dans cette formule, on obtiendra une expression de dv' de la forme suivante :
dv' = Fdu-i-qdv.
Une simple quadrature fera ensuite connaître ç^'; elle permettra de ramener l'élément linéaire de (S,) à la forme (j) ou à la forme (i), en changeant le signe de w; alors, d'après les résultats du Chapitre précédent, on pourra obtenir toutes les géodésiques sans nouvelle intégration. Ainsi se trouve établie la remarque essentielle que nous devons à M. Lie.
On voit que l'application de la méthode de M. Blanchi exigera seulement une série de quadratures ; et elle introduira autant de constantes qu'on le voudra, une à chaque opération. Nous laissons de côté, pour le moment, la question de savoir si ces constantes sont réellement distinctes.
804. C'est en 1879, i^^us l'avons dit, que M. Bianchi a fait connaître sa méthode, presque immédiatement complétée par M. Lie; mais, il est juste de le remarquer, les propositions géométriques sur lesquelles s'appuyait M. Bianchi étaient virtuellement connues et avaient été énoncées en 1870 sous une autre forme par M. Ribaucour.
Dans une Note que nous avons déjà citée [p. 352], M. Ribaucour fait connaître en efl'et le théorème suivant, déjà démontré en partie au n« 762.
Étant donnée une surface (S) à courbure constante — - > les
cercles (C), de rayon a, décrits dans les différents plans tangents de la surface, des points de contact de ces plans comme centres, sont normaux à une famille de surfaces {S ^),
Toutes ces surfaces (S, ) ont aussi leur courbure constante et égale à celles de (S).
M. Ribaucour s'est contenté d'énoncer cette proposition, sans en poursuivre les conséquences; mais, il est aisé de le reconnaître, les
surfaces (S,) qui figurent dans la proposition précédente sont identiques à celle qu'une première application de la méthode de M. Bianchi ferait dériver de la surface (S). Si l'on conserve en effet toutes les notations des numéros précédents^ on voit immédiatement que le cercle (G) de centre M et de rayon a=;MM,, décrit dans le plan tangent de (S), sera orthogonal en M, à la surface que nous avons désignée par (S,).
Ajoutons toutefois que la méthode de M. Ribaucour met en évidence un résultat très intéressant et que M. Bianchi a depuis généralisé dans une série de Mémoires élégants : Toutes les surfaces (S,) normales aux cercles (G) constituent Vune des familles d^un système triple orthogonal. Gela résulte immédiatement de la proposition relative aux systèmes C3'cliques établie au n° 477.
Il ne sera pas inutile de démontrer géométriquement le théorème de M. Ribaucour. Notis ferons d'abord la remarque suivante.
Gonsidérons une sphère variable dont le centre décrive une courbe et dont le rayon soit une fonction donnée delà position du centre sur la courbe. Elle enveloppera une surface qu'elle touchera suivant un cercle ; et, à chaque instant, la distance/» du plan de ce cercle au centre de la sphère sera définie, en grandeur et en signe, par la formule
R étant le rayon de la sphère et 5 l'arc de la courbe décrite par le centre. Il résulte de cette formule que le plan de contact ne changera pas si Von augmente d^une quantité constante le carré du rayon.
D'après cela, considérons une surface quelconque (S), et soit (K) l'une de ses lignes de courbure ; les centres de courbure principaux associés à cette ligne de courbure formeront une ligne (D) qui sera à la fois une développée de (K) et une ligné géodésique de celle des nappes de la développée de (S) sur laquelle elle est tracée. Si une sphère variable (U), ayant son centre en un point m de (D), touche la surface au point correspondant M de (K), le plan de contact de cette sphère avec son enveloppe sera le plan tangent en M à (S). G'est là une propriété des développantes qui résulte
d'ailleurs de la formule (lo). Si donc on augmente de la constante a^ le carré du rajon de(U), on obtiendra une nouvelle sphère (U') qui coupera le plan langent en M suivant un cercle (C) de rayon a {Jig. 79), et l'enveloppe de la sphère (U') sera, d'après la remarque précédente, engendrée parles positions successives du cercle (G). On peut donc énoncer le théorème général suivant :
Les cercles (G) de rayon constant a, décrits dans les différents plans tangents d^une surface (S), des points de contact comme centres, peuvent être distribués de deux manières différentes sur des surfaces enveloppes de sphères. Tous les cercles ayant leur centime sur une même ligne de courbure (K) engendrent une enveloppe de sphères et les normales à cette enveloppe en tous les points de Vun des cercles vont concourir au centre de courbure correspondant ,
Soit (^fig. 79) (G) l'un des cercles, de centre M. Suivant que l'on fera* décrire au point M Tune ou l'autre des lignes de courbure qui se croisent en ce point, on obtiendra les deux enveloppes de sphères auxquelles appartient le cercle (G). Les normales à ces enveloppes en un point quelconque M du cercle sont les droites Mi m, M< m! qui joignent ce point aux deux centres de courbure principaux m et m! .
Gela posé, supposons que la surface ait sa courbure constante
et égale à ^; m et m' seront de part et d'autre de M et l'on
aura
MMi = Mm' X Mm.
Par suite, les droites M, /w', M, m seront perpendiculaires ; les deux enveloppes de sphères qui contiennent le cercle (G) se couperont à angle droit, et d'ailleurs, le cercle (G) sera une ligne de courbure commune à ces deux surfaces. Or on sait que, lorsque les surfaces appartenant à deux familles distinctes se coupent à angle droit et suivant une ligne de courbure commune, elles sont orthogonales, les unes et les autres, à une troisième famille de surfaces (n"441). Il y aura donc ici une famille de surfaces (S^) orthogonales aux deux premières, d est-à-dire aux cercles (G). D'ailleurs, ces surfaces auront aussi leur courbure constante et
égale à -^ — ; car, si M, désigae le point où l'une d'elles (S|) est
normale au cercle (C), il est clair que la droite MM| sera normale à une surface W pour laquelle la différence des rayons de courbure sera égale à a. Les deux nappes (S) et (S< ) de la développée de cette surface auront donc une courbure constante et égale
à • On peut encore invoquer, pour établir ce dernier résultat, le raisonnement du n° 780.
La pf'oposition de M. Ribaucour est ainsi entièrement démontrée .
80d. Nous allons maintenant étudier anal}'tiquement les conséquences et les applications de la méthode de M. Blanchi. Comme les lignes de courbure de toute surface W se déterminent par des quadratures (n** 764), nous pouvons supposer que la surface initiale à courbure constante (S) ait été rapportée à ses lignes de courbure. Pour simplifier les calculs, nous admettrons que la courbure soit égale à — i ; s'il en était autrement, on pourrait substituer à (S) une surface semblable.
Soit '
(ii) ds^= cos^ixidu'^-\-s'm^(jidv^
la formule qui détermine l'élément linéaire. Nous avons vu (n* 772) que l'on peut prendre, en conservant toutes les notations du Tableau V,
i A=/?i=cos(D, R = G = ^ = sin o), R' = tangu), ''i — ^
col w, r = T—
du}
Le point correspondant M, de la surface (S|) (^^>*. 79)^iirapour coordonnées relativement au trièdré (T) du point M
cos6, sin6, o.
Les projections de son déplacement sur les axes de ce trièdre seront, par suite,
— sin G c?Ô -h cos oi du — l -r- du -^ ^— dv ] sinQ. \ di> du I
'^ cos9 f/Ô -+- sino) û?i^ -h( — <3?M-t- -r- û?^ jcos6,
cosa)sinO<:/p — sin w cosG â?«*.
Pour que ce point M, décri-ve une surface normale au cercle, il faut que Son déplacement soit toujours normal à la tangente en M, au cercle (C), dont les cosinus directeurs sont
— sin6, cos6, o.
Exprimant cette condition, on trouve
cl% -f. — du -h -,— di> — sin 6 ces oj du -+- sin w ces 6 c/t' = o. av ou
En égalant à zéro les coefficients de du, dç, on sera conduit au système suivant de deux équations
, -+--—= coso) sin y, du ov
âv du
sino) cos6,
que devra vérifier ô. 11 est aisé de voir qu'elles sont compatibles; car l'élimination de 9, que l'on effectue en prenant la dérivée de la première équation par rapport à i^ et celle de la seconde par rapport à iij conduit à la condition
(i5) -r— -— = sinto costo,
qui est vérifiée par la valeur de w (n*^ 772).
Donc, comme nous le savions déjà, l'intégration des deux équations simultanées (i4) donnera une solution ô contenant une constante arbitraire, c'est-à-dire une infinité de surfaces (Si ). On peut compléter comme il suit ce premier résultat.
Les courbes de (S) qui sont normales aux rayons MM, doivent être, nous le savons, parallèles les unes aux autres. On obtient aisément Téquatidn différentielle de ces courbes, qui est
(i6) COSO) COS0 t/a H- sino) sinô ^ç' = o.
Mais, comme elles sont parallèles, il doit exister un facteur k qui transforme le premier membre en la différentielle exacte d'une fonction cp satisfaisant à l'équation
('7) Aç?=ri.
Soit
d(p do
X: cos u) cos 6 = rr- > â: sinio sin6 = -r^ : du dv
en exprimant la condition (17), on trouvera
On peut donc prendre A = i et le premier membre de l'éq'aation (16) sera nécessairement une différentielle exacte. C'est ce que l'on peut aisément vérifier en faisant usage des équations (i 4)-
Posons donc
(18) d'y. = — cosa)COs6c?a — sinwsinGû?^. On aura, pour la surface (S),
(19) ds"^ — ci?a^ = (cos 0) sin6 ^a — sino) cos6 û?(')2.
Les théorèmes déjà démontrés nous conduisent aisément à reconnaître que l'on peut déterminer une fonction ^ par l'équation
(20) e-a(cosw sinO rfa — si nto cos 6 d'p) = o?p,
de sorte que l'on trouvera pour l'élément linéaire de (S) l'expression
(21) ^^2= cra2-+-e2arfp2.
Les lignes p = const. sont les géodésiques tangentes aux, rayons MM,. Ce résultat est en parfait accord avec ceux que nous avons obtenus en premier lieu.
Examinons maintenant ce qui concerne la surface (Si) : si l'on tient compte des formules (i4)) ^es projections du déplacement de M^ deviennent
/ cosO(costo cos6 <^a-i- sinto sinQ c?p),
(22) I sin 9(G0sa> cos6 û?M -h sino) sin6 û?p), \ côsto sin6 c^t» — sino) cosO <a?a.
On en déduit, pour l'élément linéaire de (S,), la double expression
(23) «^s2^COS2 0rfM2-+-sin2erf(^2
et
(24) ds\ = <^a2-f- (cosw %m^ dv — sinw cosô û?w)2.
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Ici encore, il est aisé de vérifier que l'on peut poser
(25) e*^(cosw sinO fl?p — sinw cos6 <^m) = c^Y- ♦ Nous aurons alors
(26) dsY=d^'''-he-'^^d^C-\
et cette expression montre que (Si) aura aussi sa courbure totale égale à — i .
806. Pour compléter ces vérifications, remarquons que 8 peut être considérée comme une fonction de u^ v et de la constante arbitraire introduite par l'intégration, constante que nous appellerons w. Alors w, v^ w sont dé véritables coordonnées curvilignes propres à définir tout point de l'espace. Les surfaces u = const. ou (^ = const, seront engendrées par les cercles (G) dont les centres décrivent une ligne de courbure de paramètre u ou de paramètre ç; quant aux surfaces w = const., ce seront les différentes surfaces (S^) normales aux cercles (G).
Si nous tenons compte de cette nouvelle variable w, il faudra, dans les formules (i3), substituer à 6/8
-^-au -i- — ap 4- — «iv, ou ov Ow
et les projections du déplacement du point M, deviendront
cos6(cosw cos6 û?w-l- sino) sinOâ?^') — sin6 r— ^»',
ow
(27) / d^ ^ '' ' sin6(cosa) cos6 <iM-H sinwsinÔ G?r)-i-cos6 ^- </«',
ow ^
cos(i>sin6û?p — sinw cosôrfa.
Par suite, l'élément linéaire décrit par le point M de l'espace sera défini par la formule
(28) û?55=cos2erfa2-+-sin2 0rfp2_^(T- )'<3^«'^
obtenue en ajoutant les carrés des trois expressions précédentes. Gette forme révèle un s^'stème triple orthogonal dont l'une des familles est formée par les surfaces (S^) (çv = const. ); et nous vovons de plus que, pour chaque surface (S,), les lignes de cour-
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bure, qui se trouvenL nécessairement sur les surfaces ii z=z const., ou ç = const., correspondent aux lignes de coi;rbure de la surface initiale (S). Nous retrouvons ainsi toutes les propositions que nous avions obtenues directement.
807. Voici encore quelques conséquences des résultats précédents.
Puisque, d'après ce qui a été démontré plus haut, et aussi d'après les formules (22), les droites M< m, M, m' sont les tangentes principales de (S,) {Jig' 79)1 il faudra, la relation entre (S) et (S,)
l^ig- 79-
étant réciproque, que les centres de courbure /i, n' de(S<) en M, soient sur les tangentes principales de (S) en M, C'est ce que l'on vérifie aisément, de la manière suivante.
Les coordonnées relatives du point /i, par exemple, sont
si 116
Les projections du déplacement de ce point seront donc
cos w du I -7— du -+- ^- dv ] ,
sinô \dv du )
(29 ) \ sin to dv
cosO ,^
costo •sin6
dv.
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Éliminons les dérivées de (o à l'aide des équations (i4)- Nous trouverons les expressions réduites
,, . j r/0 . , cotO „ cosw -
cotO sinw <ip H — ^,> sinwr/t^ ^-r"0, -t~zCW.
sm(i sinO sinO
On voit ainsi que, si l'on se déplace sur la ligne de courbure V = const., le déplacement du point n est bien tangent à la normale de (S,). De plus, si l'on fait la somme des carrés des trois déplacements précédents, on obtient l'élément linéaire de la surface décrite par le point n sous la forme suivante
(3o) f/52 = (r/cot,e)2-f- (, _(_ cot2e) dv-"-,
équivalente à celle que nous avons obtenue au n" 777.
Nous remarquerons encore que l'on peut transformer la formule (28) en y introduisant les variables déjà employées a et [3,
à la place de u et de (^. On obtient ainsi l'expression suivante
(32) ds'^ = (^j ^w^2_^^aM-^iB2^2COS2 6^a<f[i
de l'élément linéaire de l'espace. On voit ainsi que les surfaces de paramètre a ou j^ coupent à angle droit les surfaces (S,) suivant des lignes qui sont géodésiques pour les surfaces de paramètre a ou [3 et qui sont, par suite, asymptotiques si on les considère comme tracées sur les surfaces (S, ).
808. Les propriétés géométriques sont si nombreuses dans la théorie que nous venons d'exposer qu'elles y introduisent peutêtre quelque confusion. Il ne sera donc pas inutile de montrer que l'on peut obtenir tout ce qu'il y a d'essentiel dans les résultats précédents en se plaçant à un point de vue exclusivement analytique.
Reprenons le système (i4)
()3 di
. , = sin 0 cosw, ou di>
d^ dm
-r- H- — - = — cosQsinio,
ôv du
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et considérons-le indépendamment de son origine. Mais auparavant, substituons aux. variables indépendantes u eii^ tes variables a et ^ définies par les formules (3i). On trouvera aisément
et cette^ forme est peut-êlre encore plus simple que la précédente. Cela posé, considérons le système
-T h -7— = o sin(0 — to),
qui comprend comme cas particulier le précédent. Si nous prenons la dérivée de la première équation par rapport à P et celle de la seconde par rapport à a, nous trouverons
^2(6-+-^) ^^6008(6 — a))sin(e -h w),
ab cos(9 H- w) sin(6 — to);
d'où l'on déduit, en ajoutant et retranchant successivement,
(36) -T — tq = aô sin 6 cos 0, ^^ — r^ = ab sinoi cosin.
On voit donc que ô et w seront des solutions particulières de l'équation
(37) -v— tq- = ^^sinûcosû, da dp
qui devient identique à l'équation proposée (i5) si l'on y suppose
(38) ab = i,
ce qui ne restreint pas la généralité.
Gela posé, supposons que l'on connaisse une solution quelconque (i)i de l'équation (87) : portons-la dans les équations (35), qui peuvent être regardées comme deux équations simultanées de Rie-
LHH 7KAMîF0liJIATI05% A COUBBCftE COJf«TA?fTi :-
cati en lang; • Ce» deux écja^lion?, étant compaliUes, loumuont
pour 0 une valeur ^i qui contiendra an*: ' ' - '' "*e arbitraire et qui. en vertu de la première des relations ^ une solation nou-
velle de l'équation aux dérivées |>artielles ( 37). Sobstîtoons maintenant cette valeur de ht dans le STStéme des équations (35 «. où u sera regardée comme l'inconnue. Ces équations, qui seront éridenunerit compatibles, donneront pour (i> une solution nonrelle de l'équation (87) Wj, qui contiendra une nouTeDe constante arbitraire ; mais, comme elles admettent déjà la solation ci) = W|^ leur solution générale Wj s obtiendra par de simplesqaadi-atnres(n*oO). Opérant avec'uj comme on l'a fait avec la solation primitive w«^ et poursuivant l'application de la méthode, on formera une suite indéfinie de solutions de l'équation (87 |. Le développement des calcals. que nous réservons pour le Chapitre suivant, montrera que chaque nouvelle opération exige seulement une quadrature nouvelle.
Le système (35) est un peu plus général que le système analogue (34)> équivalent au système (14^ étudié dans les numéros précédents. Mais il s'y ramène immédiatement si Ton effectue la substitution définie par les formules
oa — a", 6â = 3'.
substitution qui équivaut à la transformation de M. Lie ^n^^ 774^ si l'on tient compte de la relation (3S) entre u c\ b. Au reste, nous allons retrouver le système (Sd") dans IVlude d'une question de Géométrie qui se rattache naturellement à celles qui ont trouvé
place dans ce Chapitre.
809. Étanl donnée une surface à courbure constante ^S . li .tv. ^ li?. dans chaque plan tangent et du point do contact comme centre, un cercle (G) de rayon constant m. Soit M| un point de ce cercle, dont les coordonnées relatives seront
m cosô, m sinft, o.
Les projections du déplacement de ce point sur les trois âxes du Irièdrc (T) relatif au point M de la surface seront
00s jo tin m sin 6 ( «VO -♦- ^r- </•» H~ -x— *'*^ ) > l>. III. iS
Dans la transformation de M. Bianchi, le point M, devait décrire une surface (Sj) tangente à MMi ; et, de plus, les plans tangents en M et M< à (S) et à (S,) devaient être rectangulaires. Gardons la première condition, mais généralisons la seconde en assujettissant lés deux plans tangents à se couper maintenant sous un angle constant quelconque, suivant MM, .Nous exprimerons la première condition de la manière suivante :
Projetons le déplacement du point M<, non sur les axes M^ et Mjr du trièdre (T), mais sur MM, et la perpendiculaire MM2 à MM^ tracée dans le plan des xy {fig- 80). Les projections nouvelles du déplacement sur MM, , MMg et Mz seront
icos6 cosw <iM -4- sin6 sino) c?t', , ^v, , — sin 6 cos lù du -h sin w cos 6 <it» -i- m ( <f 6 -h ~r— dv
m(sin6 cosa).(Q?t^ — sinw cos6 ç?w).
Fiff. 80.
Pour que la surface (S,) soit tangente à MM,, il faut qu'il existe des valeurs de du, dv anntilant les deux dernières projections, ce qui donne la condition
sin 6 cosw
-h m ( -r — h -— l-f- sinw cosO singi cos 6 = o,
que Ton peut remplacer par les deux suivantes
m{ 1- .-T- 1 = sin 8 jcoso) — À smco cos6,
\du ov /
mi -, h -T- = — sinio cos 6 -1- A sin 6 cosw,
\dç du/
uu / acsî^ne une aibitrure. ÎBli«Mintc poar la roMiiiiiilr des cal-
cols. Les trois projections (4o) simple
. SIBMS»i^ eOSMCOSf^k.
' iK(eos«» sû^ ^ — âmi»€m&%dM
Le rapport — des dcKi: denûêrcs dosne "Tf-TniTnt la
gente de l'aii^ u du piaii tangcBt ^ 31 r iv«c le p
x^^, c'est-à-dire avec le pbn tai^eat à * S ' es M. Si mmb la condition qoe cet an^ soir cobsUkI. jl devra être stante. Noos sommes ainâ coadaîts à Fétade âm : lilàme (4>^« où À devra être regardé comme coastaat.
Or.si noasintrodnîsoDsàlaplacedevetdeirks varîali£es a et ^ nous aorons le 5V5tèmc
qui est identique au STStèm-? ^* ■: Ton ferait
Par suite, la relation \^38^ ikmk coAdsira îcî àla
qui fera connaître À en fiMKtîoii de at«
En tenant compte de la condition prêcédesley oa tRMiTera po«r
l'élément linéaire de ^S») Texpressioa
ds} = cosS% dm^^ sia^t **.
Cette formule, toute semldaUe à cdle q«e mmis aToas obtc»«e dans le cas ^rticolier où^ les |^«bs tangents à (S) et à (S«) sont rectangulaires, nous conduit à supposer ^ne, dsns le cas général oà c e > r lans tan^rents fent un angle qiieJcon<pBie« les lignes de conilMre
se correspondent encore sur S et sur » S,>. CTesl là «n point essentiel que le lecteur pourra verider en effectuant les calcnls qne nous alloQS indiquer.
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Les cosinus directeurs, relatifs aux axes du trièdre (T) de la normale à (Sj) se déterminent sans peine. Les projections du déplacement du point M, sur les axes de ce trièdre ont pour expressions
cosO(cosw cosO -h X sino) sin 9) du -h sin6(sHiw cos6 — X coso) sinG) dv, cos6(cosa) sin6 — X cosw sin6) du -f- sin6(sin(ii) sin 6 -h X coso) casJ9) dv, — w. sina> cosO du -h m costo sin 6 di^.
Si donc c, c'j c" désignent les cosinus directeurs de la normale, on devra avoir
c(costo cosO-f-X sinto sinO) -f-c'(coso) sin6 — X sinw cos6) — c" m sino) = o, c(sinw cos6 — X sinio cos6)-i-c'(sinio sin 6 h- X cosw cos6) -f- c"mcosa) = o,
ou, plus simplement,
c cos6 -h c' sinB = o, c X sin 6 — c' X cos 8 — me" = o.
Ces deux équations nous conduisent aux valeurs suivantes
c = msin6, c' = — /7icos6, c"= X
des trois cosinus.
Par suite, les coordonnées d'un point P pris sur la normale à (S,) auront pour expressions
a? = m(cosO -hp sinO). y=m(sin^ — pcos6), z = lp)
©désignant la distance du point au pied de la normale. Si Ton suppose p constant, le point P décrira une surface (S) parallèle à (Si) et dont on pourra calculer l'élément linéaire. En effet, les projections du déplacement du point P sur les trois axes du trièdre (T) sont
(costo cos 6 -f- X sino) sin6)(cos0 -j- p sin6) du "
-h (sino) cos6 — X cosw sinO)(sin6 p cos^) dv, (coso) sinO — X sino) cos9)(cos0 -h p sin6) du
-+- (sino) sin 6 -f- X cosw cos0)(sin6 — p cos6) dif, — m sin (L) ( cos 6 -h p siri 6 ) du -+- m ( sin 8 — p cos 8 ) cos w <ip,
et, par conséquent, l'élément linéaire de la surface (2), obtenu en faisant la somme des carrés des trois projections précédentes,
sera défini par la formule
('47) ds^-^-^ {s\n^ — pcbs^ydu^-\-{cosf) --h psin^y-dv^,
d'où il résulte immédiatement que u et t» sont les paramètres des lignes de courbure de (Si) et de toutes les surfaces parallèles (S). En effet, les lignes de paramètres u et (^ sont orthogonales, non seulement sur la surface (Si), mais aussi sur toutes les surfaces (S); et l'on sait que les lignes de courbure de (S<) sont les seules dont l'orthogonalité se conserve, dans le passage à la surface parallèle.
810. Mais, au lieu de poursuivre cette vérification, il vaut mieux employer la démonstration géométrique suivante, qui donnera d'ailleurs des résultats plus complets.
Reprenons le trièdre, que nous désignerons par (T') (Jlg^ 80) formé par la normale M^j à (S) et par les droites MMj, MMo. Soit de même (T^) le trièdre analogue, de sommet M<, formé par la normale en ce point à (S,), par M, M et une troisième droite perpendiculaire aux deux précédentes. Nous remarquerons d'abord que ces deux trièdres sont invariablement liés l'un à l'autre, puisque, d'après nos hypothèses, la distance MM< est constante, ainsi que l'angle des faces, appartenant aux deux trièdres, qui se coupent suivant cette droite. Par suite, les deux trièdres prendront en même temps les mouvements infiniment petits qui se réduisent à de simples rotations.
Ce point essentiel étant admis, remarquons que le premiei' trièdre a son plan des xy tangent en M à la surface (S);, par suite^ son déplacement infiniment petit se réduira à une rotation lorsque son sommet M décrira une ligne de courbure de (S), et dans ce cas seulement (n° 489). Le second trièdre (T'^) est placé par rapport à (S<) comme (P) l'est par rapport à (S); par suite, lorsque M décrira une li^ne de courbure de (S), le mouvement du second trièdre se réduisant à une rotation, le sommet M, de ce trièdre décrira une ligne de courbure de (Sj), et vice versa. Ainsi les lignes de courbure se correspondent sur [S) et sur (S^).
A ce premier résultat on peut ajouter les suivants. Supposons que le sommet M décrive une ligne de courbure de (S). Nous avons vu au numéro cité que l'axe de la rotation infiniment petite à la-
quelle se réduit le mouvement de (T) passe toujours par le centre de courbure correspondant G et se trouve dans le plan principal normal à la ligne de courbure ou, si l'on veut, tangent en G à la nappe (G) de la développée de (S) décrite par ce point.
Gomme le mouvement de (T'J est identique à celui de (T'), l'axe de rotation passera de même par le centre de courbure G, de (S|) relatif à la ligne de courbure décrite par Mi et se trouvera dans le plan tangent en G, à la nappe (G, ) de la développée de (Si ) décrite par le point G. De là résultent les relations géométriques suivantes :
Soient C et D les centres de courbure principaux relatifs au point M de (S); G) et D^ les centres de courbure correspondants relatifs au point M< de (Si ). Les plans tangents en G, D, G, , D^ aux quatre nappes des développées décrites par ces quatre points sont respectivenient les plans GDGi, GDD<, CDiGi, DG,D,.
En d'autres termes, les plans principaux de chaque surface vont passer par les centres de courbure principaux de Vautre, Le quadrilatère GDD4G, est tel que chacun de ses côtés est tangent aux surfaces décrites par ses deux extrémités.
On peut dire aussi que les congruences engendrées par les droites GG, ou DDi admettent comme focales les nappes (G), {Ci) pour la première, et (D), (D|) pour la seconde.
Ges relations avaient été déjà établies en partie, pour le cas de l'angle droit, au n° 806.
8i 1 , G'est à M. Bàcklund que l'on doit la découverte de la transformation que nous venons d'étudier (*). Malheureusement, elle se ramène, commenous l'avons déjà remarqué, aune combinaison des deux transforma^tions différentes que nous devons à M. Lie et à M. Bianchi. M. Bàcklund en a rattaché l'étude à celle d'une question très générale, dont nous allons dire quelques mots en terminant ce Ghapitre.
C) Baecklund (A.-V.), Om ytor med konstant negativ krokning {Lunds Universitets Arsskri/t, t. XIX; i883). Le Mémoire est accompagné d'un résumé en français.
(2) el (2') désignant deux surfaces distinctes, peut-on établir une correspondance entre un point M(;r, j)', z) de la première et un point M'(^', y' ^ z') de la seconde, de telle manière que quatre relations données à l'avance
soient vérifiées identiquement?/?, q désignent, suivant l'usage, les dérivées de z considérée comme fonction de x^ y et de même, p\ q' celles de z' considérée comme fonction de x' , y' . Il est aisé de voir que, si une des surfaces est donnée, le problème sera, en général, impossible. Supposons, par exemple, que;j' soit une fonction donnée de x\ y'. Si l'on élimine x', y' entre les quatre équations précédentes, on sera conduit, en général, à deux équations aux dérivées partielles pour^; ces équations n'auront pas nécessairement d'intégrale commune.
On peut encore remarquer que les éc^uations précédentes peuvent être considérées comme contenant quatre fonctions inconnues de x et de r, savoirs, x',y'y z'. On pourrait même exprimer/?', q' en fonction des dérivées premières de x',y'j z' par rapport à ^ et ky. Or quatre équations à quatre inconnues forment, en général, un système déterminé. Donc ^, considérée comme fonction de x^y^ devra satisfaire à une ou à plusieurs équations aux dérivées partielles. Ce sont ces équations qu'il s'agit de former.
A cet effet, différentions les équations (4^). Si l'on pose, pour abréger,
/ /dFA ÔF,- dFi dFi dFi
} \dx J âj; dz ^ dp dq
/àFA dFi dFi dFi dFi ^
on aura des relations de la forme
Ces équations permettent d'exprimer dx^ dy^ dp\ dq' en fonction linéaire de- dx\ dy' et nous donnent, par exemple, un résultat
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de la forme suivante
Ndp'= Hdx'-^-Kdy, N dq'=h dx -f- M dy ^
OÙ H, K, L, M, N sont des fonctions linéaires de r, 5, t^ ri — s'^. Or on doit avoir évidemment
Sans cela, /?' et q' ne seraient pas les dérivées d'une même fonction. Le calcul de K et de L n'offre d'ailleurs aucune difficulté et nous conduit à la relation
dq dy ^ dz' ■
dp' ùx' "^ ^ dz'
où chacun des membres doit être remplacé par le déterminant formé avec les lignes que l'on obtient en donnant à îles valeurs i, 2, 3, 4' L.e développement conduit à la condition suivante, qui a été donnée par M. Bàcklund (^),
( -4-(34)[FiF2]-+-(42)[F,F3]-4-(23)[FiF4] = o. On à posé, pour abréger,
à^\làJk\_ldYy^ /d¥j,\^
'■'•-mm-mi
âx /
Quant au symbole [F^F^], il désigne le crochet jacobien
\dx'
\ày
dz' 1 dp' \dx' ^ dz' ) dp'
dz' j dq' \dy
dz' } dq'
Ce premier point fondamental étant établi, il peut se présenter deux cas distincts.
1° L'équation (5i), jointe au système (48), permet de déterminer
(') Baegklund, Zur Théorie der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung {Mathematische Annalen, t. XVII, p. 285; i88o j et Zur Théorie der Fiàchentransformationen (Même Recueil, t. XIX, p. 387; 1882).
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x\ y ^ z' ^ p' ^ q' en fonction de x^y^ :;,/?, q^ /•, s, t. S'il en est ainsi, il restera seulement à exprimer que les valeurs trouvées vérifient identiquement la relation
(54) dz' = p' dx' -^ q' dy\
ce qui conduira, en général, à deux équations aux dérivées partielles du troisième ordre pour z. Toute intégrale de ces deux équations donnera une surface (S), à laquelle correspondra une seule surface (S').
2® Supposons, au contraire, qu'en tirant, par exemple, du système (48) les valeurs de x' ^ y' 1 p' ^ ^'et les portant dans l'équation (5i), on obtienne une relation ne contenant plus z' . Alors il restera pour z une équation du second ordre seulement, linéaire par rapport à r, 5, t, rt — s-. Mais, quand on aura trouvé une intégrale de cette équation et, par suite, une surface (S), il lui correspondra une infinité de surf aces (S'); car, si l'on porte dans l'équation (54) les valeurs de/?', q' ^ x' ^ y\ on sera conduit à une équation aux différentielles totales
dz'= PL{x,y, z')dx-'r-Yi{x, y, z')dyy
qui sera intégrable et donnera z' avec une constante arbitraire.
M. Bàcklund à appliqué sa théorie au système suivant
Fi= {x~x')'^^{y—yy--^ {z — z'Y—a"'^ o, Y^=z — z'—p ^x — x') — q {y —y') = 0, ^^=zz—z'--p'{x — x') — q'{y — y') = o, F4 = i -¥-pp' + qq' — b /h-jd2_|_ qi ^/j _+_ jd'2 _f. q'i =^ q.
Alors les deux points M, M' sont à une distance invariable a\ les deux plans tangents en M et en M' passent par la droite MM' et font un angle constant. Cette relation entre les deux surfaces est précisément celle que nous avons étudiée au n° 809. Mais, si l'on forme ici l'équation (5i), elle exprimera que la courbure totale de {II) est constante. En tenant compte de la symétrie des équations (55), on peut donc dire que la relation qu'elles exprimentne peut exister qu'entre deux surfaces à courbure constante.
Nous n'insisterons pas sur cet exemple, parce que nous allons
généraliser. Considérons le système suivant
/ Fi = (it— a:')2-+- {y —fyi ^ (^z — z'^— a'^ = o,
1 Y^— z' — z — p' {oc' — x) — q'{y' — y) — b' a\/ i-^p'^-\- q'^ — o,
\ F!^=ï-hpp' -^ qq' C \/l-+-/>2-^ ^2 ^I-f-/?'2H- ^'2 = o^
où a, bj 6', c désignent des constantes.
Alors la rel'^alion entre les deux surfaces sera telle que les deux plans tangents en M, M' et la droite MM' formeront un système invariable ; les constantes b et b' seront les sinus des angles des deux plans tangents avec MM'; c sera le cosinus de l'angle des deux plans. On retrouve le cas particulier étudié par M. Bàcklund en faisant b^= b' ^= o.
Formons la condition (5i); mais, pour éviter les calculs, nous supposerons, ce qui est évidemment permis, que l'on ait choisi les axes coordonnés de telle manière que l'on ait, pour le point M de (2),
Alors les rayons de courbure de (S) en M seront
En calculant l'équation (5i), on trouvera
a2(i_6'2),.;_(^4_ ^)<2(^» — è'c) -Hi — c2= o, .
ou, en remplaçant /' et t par leurs expressions en fonction des rayons de courbure,
(5;) (i — c2)RR/— (R-+-R')a(è — 6'c)-ha2(i_6'2) = o.
On se trouve ici dans le cas exceptionnel où z satisfait à une équation du second ordre. Si la relation précédente était identiquement vérifiée, on aurait
c=±i, b^±zb', 6'2 = i.
La droite MM' serait une normale commune aux deux surfaces (S) et (S'), qui seraient parallèles.
Ecartons cette solution, qui est bien connue; nous voyons que
la surface (S) doit être une surface W pour laquelle la relation entre les rayons de courbure sera donnée par l'équation (Sn). Par raison de symétrie, la surface (S') sera aussi une surface W, correspondante à la relation
(58) (i— •c2)Ri r; — (Ri-f- R'i )a(6'— bc) -^ a2(i — 62) = o
entre les rayons de courbure R^, Rj.
Au premier abord, il semble que les résultats précédents aient une grande généralité; mais on peut remarquer que la relation, telle que nous l'avons définie, entre (S) et (S') subsistera entre deux surfaces quelconques respectivement parallèles à (2), (2'), c'est-à-dire que, pour ces surfaces, les plans tangents aux points correspondants et la droite quijoint Jeurs points de contact formeront un système invariable.
D'après cela, supposons d'abord c^— i différent de zéro. Si nous remplaçons les surfaces (2), (S') respectivement par les surfaces parallèles pour lesquelles les relations (57) et (58) sont privées de leurs seconds termes, ce qui est toujours possible (n° 771), on devra avoir, pour les nouvelles surfaces,
b — b'c = o, b' — hc = o et, par suite,
Alors on retrouve le cas particulier étudié par M. Bàcklund; la droite MM' est tangente aux deux surfaces, qui ont leurs courbures constantes et égales.
Soit maintenant c^= i ; on obtiendra des surfaces pour lesquelles les rayons de courbure auront une somme constante. Si on leur substitue les surfaces minima qui leur sont parallèles, il viendra
mais la correspondance ainsi établie n'aura jamais lieu entre deux surfaces réelles. Nous laisserons au lecteur le soin d'étudier toutes les surfaces minima que l'on peut faire ainsi dériver d'une surface minima donnée.
Le résultat essentiel de cette recherche est donc exprimé par le théorème suivant :
Si deux surfaces se correspondent point par point j sans être
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parallèles, de telle manière que les deux plans tangents en ces points et la droite qui joint les points de contact forment un système invariable, elles sont, V une et V autre, parallèles , soit à des surfaces minima^ soit à des surfaces pour lesquelles les courhures totales sont constantes et égales.
Nous ferons remarquer, en terminant, que le système (i4)j à l'étude duquel se ramène toute notre théorie, est compris comme cas particulier dans le système général de M. Bàcklund, car on peut l'écrire comme il suit
h -7-, = sin 6 cosoj, u — u\
du dv
— -h -— , = — cosesint»), i^ = V , dif du
ce qui constitue bien quatre relations de la forme (48).
CHAPITRE XIII
DÉVELOPPEMENTS ANALYTIQUES SE RATTACHANT AUX TRANSFORMATIONS PRÉCÉDENTES.
Détermination de surfaces particulières à courbure constante négative. — Rappel des surfaces de révolution et des hélicoïdes^ — Surfaces à lignes de courbure planes ou sphériques dans un système. — Recherches de M. A. Enneper et de M. H. Dobriner. — Comment on exprime qu'une surface rapportée à ses lignes de courbure a ses lignes de courbure sphériques dans un système. — Application aux surfaces à courbure constante négative. — Intégration des deux équations auxa'»elles doit satisfaire simultanément la fonction w qui se présente dans l'élémeat linéaire de la surface rapportée à ses lignes de courbure. — Propriété géométrique de la surface : les sphères qui contiennent les lignes de première courbure ont leurs centres en Hgne droite. -^ Cette propriété permet de ramener à des quadratures la détermination des trois coordonnées d'un point de la surface. — Comment on exprime qu'une surface a ses lignes de courbure planfts dans un système. — Application aux surfaces à courbure constante; gi les lignes de caurbure sont planes dans un système, leurs plans passent par une droite et, par suite, les lignes 'de courbure de l'autre système sont situées sur des sphères ayant leurs centres sur cette droite et coupant la surface à angle droit. — Détermination effective de ces surfaces. — Dévelop-
. pements analytiques sur les méthodes de transformation de MM. Bianchi, Lie et Bâcklund. — On peut réduire l'application de ces méthodes à de simples calculs algébriques précédés d'un certain nombre de quadratures. — Les deux équations de Riccati qui se présentent dans cette théorie et qui contiennent un paramètre arbitraire. — Véritable origine de ces équations et leur réduction au système qui se présente dans l'application de la méthode de M. Bâcklund. — Théorème général résumant les résultats obtenus.
813. Nous terminerens nos études sur les surfaces à courbure constante en indiquant les moyens de déterminer quelques-unes d'entre elles, c'est-à-dire en faisant l'application aux cas les plus simples des méthodes précédentes de transformation.
Différents moyens s'offrent à nous pour trouver des solutions particulières de l'équation
On peut supposer d'abord que w soit fonction d'une seule des variables u ou ^, ce qui conduit aux surfaces dé révolution déjà étudiées dans la première Partie [n° 66, 1, p. 79]. Supposons, par exemple, que to dépende de u seulement. L'intégration de l'équation
, - = sina> coso)
nous donnera
Vdu)
(-zrr.) =sin2a)-ha,
a désignant une constante quelconque, et nous conduira à des fonctions elliptiques en général. Si, en particulier, la constante a est nulle, on pourra se borner à prendre
{'i) tang- = e".
C'est l'expression qui convient à la surface pseudosphérique. En «ffet, la formule (11) [p. 4.26] nous donne ici, pour l'élément linéaire de la surface, l'expression
;et il suffît de poser
pour retrouver la formule déjà donnée [p. 894]»
ds'^ ^ du'^ -4- e2'*' dv^,
qui convient à la sur^dice pseudosp hé tique de raj'on i rapportée à ses lignes de courbure.
On pourrait obtenir d'autres solutions de l'équation (i) en: supposant que w dépende seulement de la fonction linéaire aw + 6<^ ; mais cette hypothèse, qui conduit aux hélicoïdes à courbure constante, peut être laissée de côté. Les surfaces correspondantes se déduisent, en effet, des surfaces de révolution par la transformation de M. Lie, indiquée au n"" 774.
814. Pour obtenir d^autres surfaces à courbure constante, nous
allons chercher, avec M. Enneper (*), celles dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques. Nous commencerons par le cas le plus général, celui où les lignes de courbure sont sphériques dans un seul système.
Supposons une surface rapportée à ses lignes de courbure et conservons toutes les notations du Tableau ¥[11, p. 386]. Pour exprimer que les lignes de courbure de paramètre u sont sphériques, nous raisonnerons comme il suit. Les coordonnées du centre de la sphère qui contient cette courbe, prises par rapport aux axes du trièdre mobile (T), sont
Xq et Zo étant évidemment des fonctions de u : car, si l'on désigne par R le rayon de la sphère et par t Tangle sous lequel elle coupe la surface, on doit avoir
(4) iro = Rsinj, ^o=Rcosa;
et Ton sait, d'après le théorème de Joachimsthal, que <t doit conserver la même valeur en tous les points de la courbe, c'est-à-dire être indépendant de v. Exprimons que le centre de la sphère, c'est-à-dire le point (^o, o, Zo), ne se déplace pas quand on se déplace sur la ligne de courbure. Nous aurons l'équation de condition
(5) C-^r^Xo — p^zq = o,
par laquelle nous exprimons que la seule composante du déplacement de ce Centre qui ne soit pas identiquement nulle est égale à zéro. Cette condition, qui est nécessaire, est d'ailleurs Suffisante, on le reconnaîtra aisément ; car elle exprime que l'une des développées de la ligne de courbure se réduit à un point, c'est-à-dire que cette ligne de courbure est sphériqùe.
Dans le cas actuel, la condition (5) devient, en tenant compte des valeurs (12) [p. 426] de G, /?i, /•<,
(o) sinoi -f- aro -T >3ocosa> = o.
ou
(') Enneper (A.), Analylisch-geometrUche Untersuchungen {Gottinger Nachrichten; 1868, p. 558-277 et 4ai-443 ).
AfA
Elle est de la forme
il!) 2-^ = a^^-f^-^,
Ou *
a et p étant deux fonctions de a liées à x^^ t\. ,z^ |Mrr les relations
(8) 'iz^ — X(i{%-^'^), i=~ix^{^ — '3.).
Il noiis reste à déterminer La fonction cj qui satisfait à la fois aux équations (7) et (i).
815. L'équation {7) fournil, par la différentiation, la dérivée seconde de co,
( 9 ) 4 Yl ^ * ^ a^^^''^ — p^€-2^w ) -i- 2 a' e^^ H- 2 P' e-'w,
et l'équation (i) nous permet alors de calculer ---. On obtient ainsi la valeur suivante
Multiplions cette équation par 2 -r-? et intégrons par rapport à v ; nous aurons
0) 4(y*^) = (a2 -hi) eSito _|_ ([32 _^ 1)^-2^0) _, 4 toc' eiw_|_ 4 jp>-i(D_^6y ^
Y étant une nouvelle fonction de u introduite par l'intégration. Nous avons maintenant les deux dérivées de oj ; il ne reste plus qu'à écrire la condition d'intégrabilité. En dilTérentiant l'équation précédente par rapport à «, on aura
ùv daàv - ' ^ ^ au
-f- 2aa'62'w -f- 2 pp'e-2'w _ 4 ia"e*w + 4(P"e-''w h- 67'.
En différenliant de même l'équation (7) par rapport à v^ on
trouverait
(i2a) ., . ^ . ^ da> 2- — - = i(ae*w— 3e-'w)_.
Egalant les deux valeurs de 3 — t-> nous sommes conduit à la
relation
_l_ 2aa'e2'<^ -f- 2 ^|3'€-2«'w — 4 ja"e'w -f- 4 ip"e-'w + 6^', qui, simplifiée, devient
67' -t- 6aP' -h 6 j3a' -+- e'^ [— 4 ta" -h 2 /p(a2 + i) _ Ga y i]
Si cette relation n'était pas identiquement vérifiée, elle déterminerait (0 qui serait une fonction de u. Excluons cette hypothèse qui conduit exclusivement aux surfaces de révolution. Nous aurons
2a"— P(a2-+-i) + 3aY = o, 2P"-a02+i)_|_3pY==o.
La première équation s'intègre sans difficulté et donne
a désignant une constante arbitraire. Les deux autres deviennent alors
(li)
"=rï?-4-2a?2^_^L:rji,
et leur intégration est la principale difficulté du problème. Une remarque très simple ouvre la voie qui conduit à leur solution.
Puisque les deux équations qui déterminent —? y-' sont
Celles que la condition d'intégrabilité est vérifiée ; elles admettent iine solution w contenant une constante arbitraire. En particulier, J<es fonctions w de w défiiiies par l'équation
satisferont à l'équation (7). Ainsi, lesquatre valeurs de e^*^, racines
de l'équation
U = (a2-hi)e**"<«)_4(a'e**w-l-6Ye2i'w-l-4i3'e'<*>+p24_ i = q,
donneront des solutions particulières de l'équation (7); et, comme
cette dernière se réduit à une équation de Riccati lorsque l'on
prend comme variable e^^ au lieu de to, le rapport anharmo-
nique des quatre racines du polynôme U doit être une constante.
§3 On sait que ce rapport est une fonction du quotient ^i S et T
désignant les deux invariants, quadratique et cubique, de U. On est donc conduit à calculer ces invariants
et l'on constate que non seulement =r^ j mais chacun des invariatits
S et T, est constant en vertu des éqiiations (i i). On obtient ainsi deux intégrales premières de ces équations, dont l'intégration est ainsi assurée.
817. Au lieu de suivre cette méthode, on peut encore procéder comme il suit : effectuons la substitution définie par les formules
(i3) a=y-{-zi, ^=y — zi.
Les équations à intégrer' deviendront
( y=(H-«)jK + 2JKCr2-+-i52),
^=az-+-2^(jr*H-^2).
Sous cette forme on reconnaît qu'elles se présenteront dans le problème de Mécanique pour lequel u serait le temps, la fonction des forces F étant exprimée par la formule
On aura donc tout de suite l'intégrale dçs forces vives
(|5) j.'2^_^2=(x-+-«)jr^-t-a^2-|-(^«-h^*)'-f-2/i,
et l'on sait que toute la solution sera ramenée à la recherche d'une solution particulière avec une constante arbitraire de Téquâtion
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aux dérivées pai'tielles en 9,
ày) \àz)
Tran-sformons en coordonnées elliptiques, c'est-à-dire substituons àjK etx les deux racines p, p, de l'équation en t
nous aurons
r^ = — (i — p)(i — Pi),
( ^^=. ppi,
et une transformation bien connue ramènera l'équation en Ô à la forme
= (p — pi)[(r + a)72H- az2-h (jK2-4-s5)2_^2/i],
ou, en remplaçant y^^ ^^ par leurs valeurs et posant
(19) 4p(p-i)(^)'-4pi(pi-')(^)'=/(p)-Api).
Cette équation admet la solution
2tJV p(p-i) ^ 2j V pi(pi-0 '^
qui contient la constante arbitraire k] et, par suite, les valeurs de p, pi seront fournies en fonction de u par les formules
Si donc on pose
les deux équations suivantes
P_^ Pi_^_^ , A(p-)^A(pO -^'^"'
dp dpi
donneront les intégrales cherchées. On voit que p, p< sont des fonctions ultra-elliptiques de u,
A l'intégrale des forces vives on peut ajouter la suivante
(24) . z'^-^{yz'-zyy^-z'^{a+y^^z'^)^ik,
que le lecteur vérifiera aisément et qui nous; permet de calculer les invariants S et Tde U. On constate, comme nous l'avons annoncé, qu'ils sont constants et ont les valeurs suivantes
818. Il nous reste maintenant, y^ z, ol, ^ étaut déterminés, à obtenir l'expression de w. On y arrive de. la manière suivante.
Remplaçons, dans l'égalité qui sert de définition à U, e^^ par Ç; nous obtenons un polynôme du quatrième degré dont on peut calculer le Hessien. Si nous le désignons par H, et si nous y remplaçons Ç par e^'^, nous aurons
+ 2i[(i-h a2)8'+ Ya']e3"o ^ ^ -h[(a2-hi)(^2_|_,)^_2a'|^'- 3Y2]e2!w
- 2i[(i+ p2)a'-H Y^']e'-(OH_ .^(H_ ^2) 4. p'2.
D'après la théorie des formes biquadratiques (' ), on a l'identité àll „ dU
U 3r — H 3^ = 2 /- 4H3+ SHU2 - TU^.
D'autre part, si l'on pose
on aura
àv U2 dv 2U/ÏÏ
(') Salmon, Leçons d'Algèbre supérieure, iraductioti 0. Chemin; 1890.
OU encore, en tenant compte de l'identité précédente.
(28) ^>.v/4^^-Si. + T.
S et T étant des constantes, le rapport anharmonique de Pline quelconque des racines de l'équation (27) et de trois racines de U dépend exclusivement de ^. et non de u, d'après la théorie des formes biquadratiques. Donc ^ sera une simple fonction de p et sera, par suite, entièrement déterminée par l'équation précédente, qui introduit cfette fois des fonctions elliptiques. Signalons là relation identique
entre Jes deux polynômes du troisième degré qui figurent dans la solution.
On a ici un nouvel exemple d'un problème dans lequel figurent à la fois les fonctions elliptiques et les fonctions hjperelliptiques.
819. L'intégration des équations (i4)î qu'EnneJ)er n'avait pu effectuer et qui lui paraissait présenter de grandes difficultés, est due à M. Dobriner qui l'a donnée dans un Mémoire publié en 1887 (<). Nous nous contenterons âe montrer ici que la détermination des coordonnées X, Y, Z d'un point de la surface en fonction de u et de p n'exige plus l'intégration d'une équation de Riccati, mais s'effectue au moyen de simples quadratures. Il nous suffira pour cela d'établir que les sphères coupant la surface suivant des lignes de courbure ont leurs centres en li^ne droite.
Les coordonnées, relatives aux axes du trièdre (T), du centre de la sphère qui contient la ligne de courbure de paramètre u ont été désignées plus haut par ^oj o? ^o- Elles sont liées aux fonctions y^ z par les relations
(3o) zçi — x'Qy, 1 = ^0-5.
(•) H. Dobriner, Z>fe Flâchen cànstanter Krûmmung mit einem System sphàrischer Krummungslinien dargestellt mit Hilfe von Thetafunctionen zweier Varîabeln {Acta Mathematica, t. IX, p. 73-io4; 1886-1887).
déduites des formules (8) et (i3). Lorsque l'on passe d'une ligne de courbure à une autre, c'est-à-dire lorsque u varie, les projections du déplacement de ce centre sont
(a?^-!- coso) -t-^o sintu) û??^, Xq~ du^ {z'^^ — ^Tq sinto) <fw.
Remplaçons Xq^ Zq en fonction de y et de s, et calculons les cosinus A, B, G, proportionnels à ces trois projections, des angles que fait la tangente à la courbe des centres avec les axes du trièdre mobile. En tenant compte de l'équation (lo), nous trouverons les expressions suivantes
(3i) { Bv/^ = -2^,
G \/q1c = yz' — zy' -\- z siaw.
Or on reconnaît aisément que ces cosinus directeurs vérifient identiquement les relations telles que les suivantes
û?A = B(r û?w-i- Ti G?p) — Q{q du-\- q^dv), ...,
qui caractérisent une direction invariable dans V espace. La proposition que nous avions en vue est donc établie et la ligne des centres est une droite.
820. Prenons cette droite pour axe des X. Rien ne sera plus aisé que de déterminer la coordonnée X. On a, en effet,
ax . dX _. .
-— =Acosa), — - = J3sina),
du dv
et, de ces deux formules, on déduit sans difficulté
/ o ^ V ^ COS 0) ^ C ^ j
(32) X = -— z= -j=. I z^ du.
La sphère contenant la ligne de courbure aurait évidemment pour équation
où u désigne maintenant une fonction inconnue de u ; et il est clair
que X — U est la projection sur Taxe des X du rayon de la-sphère qui aboutit au point considéré de la surface. Mais cette projection peut être calculée à l'aide des formules (3i) et elle est égale à
— (AiCo— Czo)
— I /z' y^z' A -zcost!) z'(j-hy^) yy'
On a donc
ce qui donne
(34) u=î^ii^tZ!)_JZl__L_ r^,rf„.
z y/ÏT /ÔÂ- /2X J
Connaissant X — U, nous pourrons déduire de la formule (33) la \aleur de Y^ -}- Z^
Si nous posons enfin
(35) Y = Xcos6, Z = Xsint|;, l'identité
(36) C?5«=C?X2~crA«-r-X»rf4'*,
OÙ ds^^ X, \ sont entièrement connus, permettra de déterminer -v par une simple quadrature.
Appliquons cette méthode au cas spécial où Ton suppose
Alors on doit avoir
(38) ^'»=^4^az«-r 2A,
(39) ^= — zsino).
De cette dernière équation on déduit
OU, en donnant 'à f(y) une forme spéciale,
/— = — I z (lu — I Zi dv.
sinw J J
Au lieu d'appliquer les formules précédentes, cherchons directement ^, et w.. De l'équation précédente on déduit
(39/^/5) — = — zisinw.
Pour déterminera, , remarquons que l'on a
—— - = — z sinci>-^^2 giiicocoso), du^
— — - = — 2, sinco -h-Zi sinto coso),
ce qui donne, en substituant dans l'équation (1)
(40) .os« = ^^i;=^.
11 ne reste plus qu'à porter cette valeur de w dans l'équation (89) pour obtenir la condition
qui définira z\. La fonction w se trouve ainsi directement déterminée en fonction de z^ et de v. On aura ici
A\/2/i^ = z' — Z^ COSlii,
(42) I B y/^X = — ^-T- = ^^1 sino),
G \Jih=^ z sinoj, (.',3) X^=Y^+Z^=i^l^ = ii±lsm^«, X^iï^^K^^.
Un calcul facile donnera
(44) dh^"
d'où il suit que | sera une fonction de v,. En d'autres termes, les lignes de courbure de paramètre v seront planes; et leurs plans passeront par la droite, lieu des centres des sphères qui contien-
nanties lignes de première courbure. C'est un résultat qu'il était aise de prévoir, l'hypothèse
y = n ou ^0=^0,
que nous qyonâ faite, exprimant que les sphères contenant les lignes de première courbure coupent la surface à angle droit. Comme elles ont déjà leurs centres en ligne droite, on devait trouver une variété des surfaces de Joachimsthal [n°^ 92 à 94, I, p. 1 12 et suivantes].
821. Le cas que nous venons d'étudier est le seul dans lequel une surface à courbure constante puisse avoir ses lignes de courbure planes.
En effet, pour que les lignes de courbure, de paramètre ^\ d'une surface quelconque, soient planes, il faut et il suffit [n"509, II, p. 394] qne leur plan osculateur coupe la surface sous un angle constant. Or, lorsque la surface est rapportée à ses lignes de courbure, la tangente de cet angle est — - (n° S07). Il faut donc que l'on ait, en général,
Ici cette équation .devient
Aux notations près, elle est identique à l'équation (89 bis) qui entraîne comme conséquence l'équation (39). En déterminant les fonctions d'une seule variable z et Zi, on retrouve les hypothèses et les valeurs que nous venons d'étudier. Ainsi,
Quand une surface à courbure constante admet une famille de lignes de courbure planes, les plans de ces lignes de courbure passent par une droite et, par conséquent, les autres lignes de courbure sont sur des sphères qui ont leurs centres sur cette droite.
Pour ce qui concerne le cas général, l'introduction des fonctions 0 à une et à deux variables, nous renverrons le lecteur à l'élégant Mémoire de M. Dobriner.
822. Pour obtenir de nouvelles surfaces à courbure constante, il suffira d'appliquer à celles que nous venons de déterminer les méthodes, de transformation de M. Lie et de M. Bianchi. Nous allons donner rapidement quelques indications sur la suite des calculs qu'il y aura à exécuter pour obtenir les surfaces en nombre illimité que l'on peut ainsi faire dériver d'une surface donnée.
Reprenons le système fondamental
-T h -— = sin^cosw,
ou âç
-r- -}- -r— = — sin 0) cos8, ap du
d'où l'on déduit toute la théorie.
Gonsidérons-y d'abord to comme donnée et cherchons à en déduire la valeur la plus générale de 9. Si l'on en connaît une solution particulière 9, la solution la plus générale, que nous désignerons par 9', sera définie par la formule très simple
(47) cot(^-^-j =Pe-«,
où l'on a posé, en modifiant légèrement les notations du n** 805, cfct = cos6 cosej du -+- sinÔ sinto c?p,
e-^ d^ = coso) sin6 du — sino) cos6 dv
Ces quadratures, eff'ectuées avec la plus grande généralité possible, introduiront évidemment une constante arbitraire en facteur
dans l'expression de cot
Supposons maintenant que, considérant 9 comme donnée dans le système (4^)7 ou veuille avoir l'expression la plus générale de la fonction w qui satisfait à ces deux équations^ Si nous désignons encore par o) une solution particulière et par w*^ la solution générale, nous aurons, de même que précédemment,
Y étant la fonction introduite au n® 805 et définie par la quadrature
(50) e^dy = — cosô sinw du -h sin6 cQStadv.
La méthode de M. Biancbi consiste, nous l'avons vu, dans l'exécution alternative de ces deux opérations. Remarquons que les calculs relatifs à la seconde se déduisent de ceux qui se rapportent à la première, si l'on échange to, 9, a, p, y respectivement en 9, w + Tw, — a, y, |B, comme on s'en assure aisément.
Supposons que, partant d'un système de solutions (w, 0) du système (46)) on ait calculé les fonctions a, p, y. Appliquons la formule (47) pour avoir une solution plus générale et remplaçons ô par 0'. Nous aurons de nouvelles valeurs a', |i', y' de a, p, y. Les valeurs a', ^' se calculent algébriquement par ks formules
Mais, pour obtenir la nouvelle valeur y^ de y, il faudra effectuer une nouvelle quadrature.
Si, de même, on remplace w par la valeur u)" fournie par l'équation (49)) on aura de nouvdles valeurs cl'\ ^" , ^' de a, p, y.
Des formules analogues aux précédentes donneront
Mais, paur obtenir la nouvelle valeur ^'^ de p, il restera ici encore a effectuer une nauvelle quadrature.
823. En appliquant successivement les dçux opérations que nous venons de définir, on déduira, on le voit, de tout système de solutions des équations (46) un nombre illimité de systèmes nouveaux contenant autant de constantes qu^on le voudra; et la détermination de chaque système nouveau exigera seulement une nouvelle quadrature.
Mais ces quadratures portent sur des expressions de plus en plus compliquées contenant les constantes arbitraires mêlées aux vanables aussi bien dans les dénominateurs que dans les numérateurs. Il semblait donc que l'application de là méthode étaitpresque impossible et devait être promptement arrêtée dans le cas général. 11 y a donc quelque intérêt à signaler le résultat suivant :
Il suffira d^ effectuer au débuts en dehors de a, p, y, un certain nombre de quadrature^ {inférieur d^une unité au nombre
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des solutions nouvelles que l'on veut obtenir) portant sur des fonctions parfaitement déterminées de u et de v\ et ces quadratures une foi^ effectuées, V application de la méthode n'exigera que les calculs algébriques les plus élémentaires.
Voici d'abord quelles sont les quadratures à effectuer: elles sont définies par les formules
dbi — dba-k- ibi dz — ib^ d<t — e-^^b^ d^,
db,i = dbn-î-h ibn-i dz — ^ bn-i dt
— {b^bn-'i-^b^bn-^'^-' .-+- ^>«-2 6o)e-«aû?P -h {bx b,i-î -*r 62 bn~z -H . . . -t- bn-% ^i ) d-ç.
Cq —y
dCi = 2Co</(Py- £)-(Y^-He;-2a)c?j3,
dc2 = dcg-hici d{^y — i)'^ 2CodoL — e^^cl dy,
dcn = dCn-2 •+■ 2 Cn-i d{^y — l) -\- 2 c^-s dct
— {coCn-i-^ cic«_3 + . . .H- o„_2Co)e2aû?Y
-h (Ci Cy,_2 -h Ci Cn-i + . . . -4- C«^2 Cl ) d^,
où l'on a posé, pour abréger,
(55) c?£ = p<iY-i- sin6 sinti) c?w-i- cosoj cos6 t/p. '
Il résulte des équations (4^) c[ue de est une différentielle exacte.
Nous supposerons que toutes ces quadratures soient calculées de la manière la plus générale, c'est-à-dire qu'on ait ajouté une constante arbitraire après chaque intégration.
Ces définitions une fois admises, supposons qu'on substitue partout à 9 la valeur h' définie par la formule (47)' Les nouvelles valeurs è^-, c'^ des fonctions bt^ ct seront déterminées par les formules (5i) et les relations très simples de récurrence qui suivent
(56) )^'^ = <^-Pï^-
et
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Cn= ^«+lH- P'(c«_i6l+ C;_2^2 + - ..H-c'o/^«).
Lorsque, au contraire, on substituera le système (co'^, 8) au système (o), ô), les formules que l'on aura à employer pour calculer les nouvelles valeurs de bi, c/ seront pareilles aux précédentes et s'en déduiront par la substitution des quantités — a, y, p, c/, bi à a, p, y, bi, Ci respectivement. On aura, par exemple,
(58) />; = Cn-i-i~^f{b"^-i Cl -h bl_^c.2 4-. . .-\-b"QCn).
( 59 ) cl = 6„_i — Y ( bn-2 C"i -f- bn-3 c", -f- . . . + Ôq C/^- i ) .
Gela résulte de la remarque faite plus haut : le système fondamental ne change pas quand on change w en 0, 0 en w + tc; mais alors il faut changer le signe de a, échanger p et y, bi et Ci, e et
824. On peut établir tous ces résultats d'une manière relativement simple en opérant comme il suit.
Remarquons d'abord que toutes les relations par lesquelles on détermine les fonctions 60, ^i, ^2? ••• peuvent être comprises dans une formule unique à l'aide de l'artifice suivant.
t désignant une variable auxiliaire, considérons la fonction '^ de tj de i^ et de i^ qui serait définie par le développement suivant
(60) <^{t,u,v)=bo-i-bit + b2f^-{-...-hbat"-h...>
Multiplions maintenant les équations (53) qui servent de définition à 6< , 60, . . ., bnj respectivement par t, t-, . . ., t^j et ajoutons-les. En désignant par â?cp la différentielle de <p où ^ serait traitée comme une constante, on effectuera, aisément la sommation de tous les termes semblables, ce qui conduira à l'équation
c?(p — d^ = t^- do -hiot dB^2ot^ doL
— ( p2 + e2a)jf d^Y — t^e-^^ cp^ d^ -{- P (^^-^)*^Y>
que l'on peut ordonner comme il suit
(61) {i--t^)d^ = d^—te^<=td-{-^it(dt — ^d^{—tdoL)o-ht(d-{—te-^<^d^)(^^.
Celte unique équation tient lieu de toutes celles qui sont comprises dans le Tableau (53) : il sujjîradonc de démontrer qu'il en existe une solution o, développahle suivant les puissances entières et positives de t, pour établir en une fois que tous lesseconds membres des formules (5^) sont bien dés différentielles exactes. " ,
Or, si dans l'équation précédente on remplace c/cp par sa valeur
— ^ du -h ~~-dç, Ou ôv
et si l'on égale à zéro les coefficients de du^ dç dans les deux membres, on a deux équations de Riccati auxquelles on pourra appliquer les méthodes données au n° 48 et l'on reconnaîtra que, pour elles, les conditions d'intégrabilité sont vérifiées. A la vérité, les calculs par lesquels on établit ce résultat sont assez compliqués; on pourrait les présenter sous une forme élégante. Mais le fait essentiel que nous avons en vue sera établi plus loin (n** 829) par une simple transformation de l'équation (6i).
Si l'on considérait de même la fonction ^ définie par le développement
(C2) ^{t, U, Ç) -— Cq^ Cit -\- C2t'^'. . . ,
on verrait qu'elle doit satisfaire à l'équation
(63) (i-t'')d'^ = d^(-te-^^df^^2ti^d^( — dt-htdoL)'\>-ht(d'^ — te''''^d^()'h''
toute semblable à celle qui détermine cp. Nous allons montrer tout d'abord que les équations en o et t!> se ramènent l'une à l'autre. Si on les ajoute, en effet, après avoir multiplié la première par ^ et la seconde par cp, on trouve
(i — t^)d{o^) = (d-{ — te-^^d'^)o{i-\-to^)-h(d'^ — te^'^ d^)^{i-+- to^),
équation qui est identiquement vérifiée quand on fait
On passe donc de l'une à l'autre des deux équations par la substitution
Mais, pour bien comprendre la nature de cette relation, il faut remarquer que Téquation en cp a deux espèces bien distinctes de solutions. Les unes sont développables suivant les puissance^ positives de t et leur développement
cp = ^0 + ^1 ^ -+- ^2 ^^ -+- • • •
donnera, avec les constantes arbitraires que comportent les quadratures, les fonctions que nous avons désignées par 60, ^1, ^2, ^ • • • Les autres ont un développement
Ç)=— -+-Ai-t-A2^H-...,
qui commence au terme en -? et ce sont celles-là seulement qu'il
faudra porter dans la formule de substitution (64) pour obtenir la
solution ^
tjy = Y + Ci if -+- . . . ,
développable suivant les puissances de t.
825, Une fois établie l'existence des fonctions ht et c/, voyons comment se transforment ces fonctions lorsqu'on applique la méthode de transformation de M. Bianchi. La première transformation est définie par la formule
col = Be--a.
Elle substitue 9' à 0 ; les nouvelles valeurs a', P', y', s' de a, [i, y, e sont définies par les équations suivantes
(65) -^■=p^e-«' P-prt' ' = -'' ^'=*'-
Si l'on désigne par cp' la nouvelle valeur de cp, on peut donc, grâce aux formules précédentes, écrire l'équation en cp' qui remplace l'équation en cp (61). Un calcul, que nous omettons, montre que l'on passe de l'une de ces équations à l'autre par la substitution
(66) cp'-P'=ç)'H-
p2^e2a cp — 3
Si donc on tient compte des formules (64), on obtiendra les relations suivantes
entre les nouvelles et les anciennes valeurs de cp et de ^. Ces relations ont été écrites sous une forme telle qu'elles fournissent, comme cela doit être, pour cp' et ']>' des fonctions développables, comme cp et 'h, suivant les puissances positives de t.
Ce point une fois reconnu, si l'on chassie les dénominateurs et si l'on égale dans les deux membres les coefficients des mêmes puissances de t^ on obtient les formules de récurrence (56), (5^) données plus haut et qui permettent de calculer les nouvelles valeurs 6^, c'^ des fonctions bi^ Ci. On peut encore employer les formules (67) sans chasser les dénominateurs et effectuer le développement des seconds membres suivant les puissances de t pour obtenir sans intermédiaire les expressions de 6|, c^.
En résumant tout ce qui précède, nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Toutes les fois que Von saura déterminer la solution la plus générale de Vuae des équations différentielles (61) ou (6'3), V application de la méthode de transformation de M, Blanchi n^ exigera plus que des calculs algébriques sans aucune quadrature.
Comme application partons de la solution
du système (4^). On a ici
a = u, d'^ — o, c/y = 0, <Yî = dv.
Les équations en cp et ^ se présentent sous la forme suivante
^\ — t'^)do— it^{dv — tdu), {i — t^)d^ = — 2t^(dç — tdu),
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d'où l'on déduira sans peine leurs intégrales, qui seront
V — lU i> — tlt
(68) 9 =.7(0^"'^^^, 4/ = cr,(0e~''^^=^,
a- et (7, désignant deux fonctions quelconques, développables suivant les puissances positives de t, dont les coefficients donneront les constantes qui doivent figurer dans bn et dans Cn- La première solution dérivée est fournie par les formules
lï P = hi, col- = hie-",
où hi désigne une constante. Elle correspond à la pseudosphère. On voit ainsi que toutes les surfaces dérivées de la pseudosphère suivant la méthode de M. Bianchi s'obtiendront sans aucune intégration.
827. Les équations de Riccati à deux variables indépendantes en cp et en <J; dont l'intégration ramène à des calculs algébriques l'application de la méthode de M. Bianchi contiennent un paramètre auxiliaire t. Nous avons vu qu'elles se réduisent l'une à l'autre par l'emploi de la formule de substitution
Nous allons maintenant montrer qu'on peut les rattacher l'une et l'autre à un système analogue contenant un paramètre arbitraire et déjà rencontré dans cette théorie au n'* 808.
Écrit avec les variables a et [d qui, au n" 808, désignaient les paramètres des lignes asymptotiqnes, ce système prenait la forme
T — h -— = ri: sin(0 — (o).
où l'on avait
(70) al) = I, a = _- — , p =
Ecrit avec les variables a et r, il deviendra donc le suivant
— sinO cosw H- sinto cosO,
— sinO cosœ sinco cos'i,
<)0 au
(ko
Ov
dû
identique, aux nolalions près, à celui que nous avons rencontré dans l'étude de la transformation de M. Bàeklund (p. 4^4) ^^ il ne pourra avoir lieu (n'* 808) qu'entre deux solutions de l'équation
&^ M ()2 tO
— - — • — - = sinto coso).
Cela, posé, supposons que Ton connaisse une fonction w solution de cette équation aux dérivées partielles, c'est-à-dire que l'on connaisse l'élément linéaire d'une surface (S) à courbure constante rapportée à ses lignes de courbure. Nous allons montrer que l'intégration complète du système (71), c'est-à-dire la détermination de la fonction la plus générale B qui j satisfait pour chaque système de valeurs de a et de />, entraîne la détermination saris quadrature des neuf cosinus qui fixent la position du trièdre (T), non seulement pour la surface (S), mais pour toutes celles qui s'en déduisent par l'application combinée de la transformation de M. Lie (n'* 774) et de celle de M. Bianclii, ou si l'on veut encore par l'unique application de la méthode de transformation de M. Backlund (n" 809).
Considérons d'abord la surface (S); la détermination des neuf cosinus dont dépend la position du trièdre (T) relatif à cette surface exige l'intégration du système (-) [p. 3^8] qu'on obtient immédiatement en faisant dans le système (^i)
et que Ton saura par suite intégrer, d'après l'hypothèse. La détermination de la surface (S) exigera donc seulement Irois quadratures. D'autre part, la détermination de la surface (S,), qui dérive de (S) par la première application de la méthode de Bianchi, exige l'intégration du même système (71) avec les valeurs égales à l'unité de a et de h. Le système étant supposé intégrable pour toutes les valeurs de a et de b^ on saura donc déterminer (S<).
Comme, d'ailleurs, il est évident, d'après les développements du n° 808, que le système (71) conserve sa forme, mais avec d'autres ^aleurs des constantes a cl b, quand on applique la transformation de M. Lie, il est clair que la p^'oposition s'étend à toutes les surfaces qui dérivent de (S) soil parla transformation
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de M. Lie soit par une première application de la méthode de M. Bianchi ou de celle de M. Backlund.
828. Mais on peut la compléter encore en montrant que l'on pourra, sans aucune quadrature, poursuivre l'application de la méthode de M. Bianchi, non seulement à la surface (S,), mais à toutes celles qui en dérivent par la transformation de M. Lie. Cette nouvelle proposition se traduit analytiquement par le théorème suivant :
Soient ^ et tù deux solutions connues'du système (71). Considérons les deux systèmes suivants
d6i do) «iH-^i . A bi — «1 . ■
1 — :- = — smOiCoswH smtocosBi,
au dv 1 1
^61 dta ai — ôi . û ai-y-bi . ^
-T h -r— = sinOi coso) smwcosOi,
dv du 2 2
ÔQ <)a>i a^-hbi . ^ bi—ai. ^
-r ! — r— ^ — smecoswiH sintoiCOsG,
du dv 2 2
où Ton a toujours
à^ diiix «1 — bx . f, ai-hbi . ^
^ — h -r- = — ^ sm0cos(i)i sina)iCos6,
dv du 2 2
a,èt
et où 64 et (x>i sont deux inconnues à déterminer. On passera du premier au second par la substitution
(1)1 — 0) Oi — 6 «1 — a
tans—^ tane-- = >
° 2 ° 2 ai-f-a
de sorte que, si Von sait intégrer le premier y on saura aussi intégrer le second.
Le lecteur vérifiera ce résultat. Nous nous contenterons de remarquer que le théorème n'est même pas en défaut pour les valeurs
de ai. Supposons, par exemple, a^ = a. Alors il y a une infinité de solutions du système (72), qui tendent vers ô quand a^ tend vers a. Sort, en effet,
la solution générale du système (72) où G désigne la constante arbitraire choisie de telle manière que, pour af=a et C=o,
on ait
Alors on pourra prendre pour C une fonction de a^
G = K(aj — a)-T- Ki(ai— a)2-f-...,
et, si on lève l'indétermination dans la formule
(a -f- <2, ) tang = -
lang-—— -
on aura
a tang
I vil- -^11)
le dénominateur étant calculé pour les valeurs o et a de C et de a, .
Une méthode analogue s'appliquerait à l'hypothèse a^=: — a.
On j)eut donc énoncer le théorème d'Analyse suivant :
Considérons le système des relations (71) qui ne peuvent subsister qu'entre deux solutions io et 9 de Inéquation aux dérivées partielles (1). En y considérant successivement tù et 8 comme inconnues et changeant ^ si Con veut, chaque fois les valeurs des constantes a et b, on peut faire dériver de toute solution iù de V équation (i) une infinité d^ autres solutions. Si, quedcc que soient les constantes a et b, la première application de la m.éthode n'exige aucune quadrature, il en sera de même de toutes les applications suivantes.
Géométriquement, nous avons l'énoncé suivant :
Si Von sait déterminer par de simples quadratures une surface à courbure constante (S) ainsi que toutes celles qui en dérivent par V application de la transformation de M. Lie (n"774), V application successive des méthodes de transformation de MM. Blanchi, Bàcklund et Lie n'exigera aucune quadrature nouvelle.
Il ne sera pas inutile d'ajouter ici la remarque suivante, qui in-
h EVE h O P P E M E N T S A \ A L V T I Q l. i: S. 4(h)
cliquera comment on a élë conduit à prévoir hi proposition nue nous venons d'énoncer et de démontrer.
Le système (71), identique au système (69), est celui que nous avons rencontré au n"* 809 lorsque nous avons défini la transformation deM.Bâcklund. Nous avons vu que, si l'on mène par chaque point d'une surface à courbure constante (S) et dans le plan tangent à cette surface une droite {(/) faisant rant;le 0 avec l'axe des X du trièdre (T) attaché à (S) et si Ton veut que cette droite engendre une congruence pour laquelle le segment focal soit constant et égal à m, l'angle des plans focaux étant aussi constant et
admettant pour cotangente — ? il sera nécessaire et suffisant que 0
satisfasse au système (71), où ^ et /> recevront les valeurs suivantes
m in
la relation
(75) ah — i entraînant la suivante
entre X et m. Mais il importe de remarquer qu'il existe deux systèmes de valeurs de a et de b satisfaisant à la relation (75) et auxquels ne correspond aucune valeur finie de 1 et de m. On a, en effet,
Ij
Si donc on prend
les valeurs de X et de m sont infinies. Le segment focal devient infini ainsi que l'angle des plans focaux dont la tangente devient égale à — /. C'est un cas limite de la transformation de M. Backlund dans lequel l'une des surfaces focales de la congruence engendrée parla droite (a?) est rejetée à l'infini. Cette surface focale se réduit donc à une ligne située dans le plan de l'infini et cette ligne est nécessairement une droite tangente au cercle de l'infini puisque, les deux plans focaux faisant un angle infini, l'un d'eux est nécessairement un plan isotrope. Ainsi la droite (d) est alors la section du plan tangent de (S) par un plan isotrope parallèle à un
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plan fixe. D'ailleurs le système qui détermine 8 devient identique, comme nous l'avons déjà remarqué, à celui dont dépend la détermination du Irièdre (T) attaché à la surface (S). Ainsi ce système j)aiticulier (7), donné à la page 878, correspond à ce que nous appellerons un cas limite de la transformation de M. Bàcklund. Ce point étant admis, supposons qu'on fasse dériver de (S) une surface (S^) par la méthode de M. Bianchi, ce qui exige l'intégration du système (71), où a et 6 seraient remplacés par l'unité. Si l'on sait déterminer le trièdre (T) attaché à (S), on saura aussi déterminer le trièdre (T) attaché à (S<); cela résulte de la définition même de la transformation. En d'autres termes, si l'on sait appliquer à (S) le cas limite de la transformation de M. Bàcklund, on saura l'appliquer aussi à (84). Pour vérifier par l'analyse celte proposition, il était naturel de substituer à la transformation limite une transformation quelconque, ce qui devait nous conduire au théorème général qui fait l'objet de ce numéro.
829. Nous n'avons plus qu'un mot à ajouter pour rattacher ces résultats à ceux qui concernent les fonctions cp et ^. Si l'on effectue dans l'équation en cp la substitution
o = e"-*- col
où 9 est la fonction satisfaisant aux équations (46) et, si l'on pose
elle prendra la forme suivante
t^tO , ÔLÙ ^ Cl . ,^ ^,- . ^ b . ,^ ., , , ,
tm^ H- --- dv -i- —-du = - sin (0i — ti))(du -h dv) H — sin (0i -♦- iii)(du — ^'. ). au dv o. ^ '^ ' 2 ^
En égalant les coefficients de du et de d\^ dans les deux membres, on retrouve les équations
h -,- = -sin(0i — to) H — sin(6i-i- to),
du âi> -2 ^ ^ 2 ^
dbi ôtii Ci . ,c. N l* • tt. \
~ -H -r- = -sin(Oi — (o) sin(6iH-u)),
ov du 2 2
c'est-à-dire le système (71) où 8 serait remplacé par 84.
CHAPITRE XIV
RAPPROCHEMENTS ET ANALOGIES ENTRR LES SURFACES A COURBURE CONSTANTE ET LES SURFACES MINIMA.
Recherche des surfaces (M) telles que deux familles de lignes conjuguées aient pour tangentes des droites qui soient, en même temps, tangentes à une même surface du second degré. — Quand celte quadrique se réduit au cercle de l'infini, on doit retrouver les surfaces minima; mais, quand elle est de la classe la plus générale, la détermination des surfaces cherchées se ramène à la même équation aux dérivées partielles que celle dés surfaces à courbure constante. — Signification géométrique des résultats précédents; généralisation des notions de distance et d'angle due à M. Cayley. — Relation avec les définitions données au Livre V, Chapitre VIII. — Les lignes géodésiques dans la Géométrie de M. Cayley. — Leur plan osculateur est toujours normal à îa surface sur laquelle elles sont tracées. — Les lignes les plus courtes dans l'espace sont encore des lignes droiles. — Généi^alisation des principales propriétés des lignes de courbure. — Formules analogues à celles d'Olinde Rodrigues et relatives aux lignes de courbure généralisées. — Les surfaces (M) étudiées au début de ce Chapitre onl, dans la Géométrie Cayleyenne, leurs rayons de courbure égaux et de signes contraires; elles sont les seules qui jouissent de Cette propriété. — Elles se rapprochent encore des surfaces minima par la propriété ire rendre minimum la portion de l'aire cayleyenne comprise dans un contoui^. donné. — Étude d'une transformation qui permet de transportera la Géométrie euclidienne toute relation entre les angles dans la Géométrie de M. Cayley. — Cette transformation fait correspondre une sphère à un plan et un cercle à une droite. — Généralisation delà théorie des tangentes conjuguées de Dupin. — Propriétés diverses des surfaces (M') qui dérivent des surfaces (M) par la transformation précédente.
830. Dans les Chapitres précédents nous avons fait connaître Jes principaux résultats acquis à la Science en ce qui concerne les surfaces à courbure constante. Nous aurons encore à revenir sur ce sujet dans le Livre suivant^ nous allons terminer celuî-ci et la troisième Partie de cet Ouvrage en indiquant quelques propositions qui établissent certaines analogies, certains rapports de voisinage entre les surfaces à courbure constante et les surfaces minima.
Nous avons vu (n*' 186) que les surfaces minima peuvent être caractérisées par la propriété suivante : Les deux tangentes de longueur nulle menées par chaque point de la surf ace doivent être deux tangentes conjuguées. Il est naturel d'étendre un peu cette définition et de chercher les surfaces telles que, si, dans chacun de leurs plans tangents et par le point de contact de ce plan, on mène les deux tangentes à une surface fixe du second degré, ces deux tangentes soient conjuguées relativement à la surface cherchée. Quand la surface du second degré ou quadrique se réduira au cercle de l'infini, là définition précédente coïncidera avec celle des surfaces minima. Si la quadrique se réduit à une conique, la surface cherchée deviendra la transformée homographique d'une surface minima. Si la quadrique (Q) se réduit à un cône, la surface sera la corrélative d'une surface minima. Le seul cas réellement nouveau à envisager est donc celui oij la quadrique appartient à la classe la plus générale ; nous la désignerons, pour abréger, par la lettre (Q) et les surfaces cherchées seront appelées ici les surfaces (M).
Soit alors
l'équation de la quadrique (Q) rapportée à un tétraèdre conjugué quelconque et considérons, sur la surface (M) cherchée, les deux familles de lignes conjuguées dont les tangentes sont en même temps tangentes à la quadrique. Ces deux familles sont distinctes si nous écartons le cas exceptionnel où la surface (M) se réduirait à une développable circonscrite à la quadrique (Q) ; nous pourrons donc prendre pour variables indépendantes leurs paramètres a jet p. Si l'on mène par un point (^, y^ z^ t) de (M) la tangente définie par les valeurs dx^ dy^ dz, dt des différentielles, la condition pour que cette droite soit aussi tangente à la quadrique s'exprime par l'équation suivante
\ - {xdx-\- y dy -\- zdz ^ t dt)'^ = o.
Supposons qu'on ait multiplié'les coordonnées homogènes de
chaque point par une fonction telle que l'on ait constamment
(3) ^'■i4-jK--+-32+^2=r,
la condition précédente se simplifiera et deviendra
( 4 ) <r/^2 -+- dy""^ dz^'-\- dr-=o.
On exprimera donc que les tangentes aux lignes de paramètres a et p sont aussi tangentes à la quadrique en écrivant les deux équations
'dxy /OyY /ôzy [01 Y
/dxY /OvY /àzY /àty
Pour exprimer de plus que les lignes de paramètres a. et p sont conjuguées, il faudra écrire que x^y, z^ t sont quatre solutions particulières d'une équation linéaire de la forme
A- + B-^ 4- GO
où A, B, G désignent des fonctions inconnues de a et de |^. Noiis allons montrer en premier lieu que A et B sont nulles.
Pour cela, multiplions l'équation précédente par -r- et faisons la
somme des quatre équations que l'on obtient en y remplaçant B par XjjKj ^7 t successivement. Gomme on a, d'après les équations
(5)et(3),
dx ô'^x ày rpy ôz <nz Ot ù'^ t _
dx ày àz ùt
d'x -^ ôy. O'JL ôy. '
il viendra
r, ( àx ùx ôy Oy Oz Oz Ot Ot \Jl ^~^ Tx ^ '^ &x T^^ ~ô'%^
c'est-à-dire, puisque le coefficient de B ne peut être nul,
On aura de même
en sorte que la question est tout entière ramenée à la suivante : Trouver une équation linéaire à invariants égaux
dont quatre solutions particulières satisfassent à la relation
(8) ;r^-+-JK'^-^^2_^2^ ,.
Sous cette forme le problème est susceptible d'une solution élégante.
832. Comme on trouve, en différentiant deux fois l'équation (8), dx dx dy dy dz dz dt dl
^ ~ dâ ^p ~ ^ "^ " ^ ^ "" ^ ^ V
on aura, en remplaçant les dérivées secondes par leurs valeurs déduites de l'équation (7),
le signe S désignant une somme étendue aux quatre coordonnées. En tenant toujours compte de ce que x^ y^ 5, t sont solutions particulières de l'équation (7), on déduit de là sans difficulté les équations suivantes :
dont nous aurons à faire usage plus loin. Posons maintenant
On aura
àj^ _ Ç\ d^ d^x _ r\ d^x à
et de même
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R Cl K, dépendent donc rcspeclivemcnl des scalcs variables ceci [i et l'on peut écrire
11 faiil écarter riiypotlièse où Tune de ces fonctions serait nulle, le lecteur s'en assurera aisément. On j^ourra alors, en remplaçant les vaiiabics v. cl (B par des foiictions convenablement clioisies de ces vai-iablcs, réduire R et R| à l'unité. Nous supposerons donc, dans la suite,
(i'> ) K = I, Kl — [.
Désignons maintenant par u, r, (v, y;^ les coordonnées tangentielles, coordonnées dont les rapports mutuels sont déterminés ])ar les trois équations
On peut évidemment toujours trouver quatre fonctions A, A,, H, D telles que l'on ait
ù''''X . ùx . dx ^^ ^
et les équations analogues obtenues en remplaçant x et u par j^ et v^ z et (P, t el p respectivement. Multiplions l'équation précédente par œ et ajoutons-la aux trois équations analogues relatives aux autres coordonnées. En tenant compte des identités déjà signalées, on trouvera
Opérant de même, après avoir multiplié par — » on aurait
dx Multipliant maintenant par -^ et remarquant que l'on a
Sôx d-x _ <) r\ dx dx _ ùC on trouve
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Ij'éqiiation (i4) se réduit donc à la forme très simpltî
ù'-x I âC dx (I )) -.-, = -^ — —■ -h Dm.
Si l'on assujettit en outre les coordonnées langentielles à vérifier aussi la relation
(16) ui -\- ci -^ w'^ ^ p"^ =z \ ^
l'élévation au carré de l'équation précédente et son addition aux équations analogues nous donneront la condition
En remplaçant, s'il est nécessaire, a par /a, on pourra toujours prendre 1) =: i , ce qui donnera l'équation
à laquelle on peut joindre la suivante, toute semblable :
ô'^T _ I ôC dx
ces équations étant encore vérifiées quand on y remplace x Qi u par jK et v^ z et w, t et/?.
833. Si on les retranche membre à membre, on reconnaîtra que les quatre coordonnées ponctuelles satisfont à l'équation linéaire aux dérivées partielles
à-'-x d^x I ()G (J3? _ I. dC dx ^'^^ da^' d^i C^da da "^ G dp" â^ ~ ^'
en même temps qu'à l'équation (7), et il est clair que Ja principale difficulté du problème se réduit à la détermination de C. Or, si
l'on multiplie l'équation précédente par -^ et qu'on l'ajoute aux
équations analogues, on trouvera
Sd^x d^x i_ dC ndx d^x
dfi 'd'x^ " ^ ~ C d^ Od^ df^ ~^'
OU, en icnant compte des relations (lo).
->< à^x à^.v î dC dC
D'autre paît, la première des relations (lo) dC _ Ç\dx d'^x
nous donne, en différentiant par rapport à p,
()2C n d'^x d^-x n àx ô^x
d^i: _ n <Px ô^-x r\ àx <Px
Remarquons que l'on a
^'^ =Uc.) = c^^J^
En portant dans l'équation précédente cette valeur de la dérivée troisième de x, il viendra donc
à'- C _ rj â^ ô^x
de sorte que l'équation (20) se transformera dans la suivante
ou encore
Telle est l'équation aux dérivées partielles qui déterminera C.
834. Une fois connue C, les coordonnées ^,jKî -^j ^ seront définies par les équations aux dérivées partielles (7) et (19), qui ne peuvent évidemment admettre que des solutions contenant des constantes arbitraires. A chaque valeur de G correspondent une infinité de surfaces (M); mais toutes ces surfaces se transforment les unes dans les autres par la substitution homographique qui conserve la quadrique (Q), c'est-à-dire la forme quadratique
Si l'on remplace dans l'équation (21) G par e-'^, elle prend la D. - III. 3i
forme
(22) __ = sm2a>,
qui ne diffère que par les notations de celle dant V intégration détermine les surfaces à courbure constante.
835. Quand on aura déterminé x^y^ z^ ^, le§ formules {i^)^ovl (i8) feront connaître les coordonnées tangentielles, c'est-à-dire les coordonnées ponctuelles du pôle du plan tangent par rapport à la qimdrique (Q). La Géométrie nous montre immédiatement que la polaire réciproque de la surface cherchée (M) par rapporta (Q) donne une seconde solution du problème que nous avons en vue. En effet, dans la transformation par polaires réciproques, à des tangentes conjuguées c/e (M), correspondent des tangentes con-' juguées de la polaire-réciproque ; et, à des tangentes de (Q), correspondent encore des tangentes de {Ç^).
On peut vérifier cette proposition par l'Analjse de la manière suivante :
Diiférentions Féquation (17) par rapport à P; il viendra
du _ d^x d / i dC dx\
d^ ~ dc^dfi dp \G da. da)
ou. en tenant compte des équations (7) et (21),
d^\ogC\dx I à âad'^ JdoL ~ C d
On trouvera de même
du \ dx
et
I d^x I dC dx ~ G dps G* ap dp
ou, en tenant compte de l'équation (18),
On voit bien ainsi que la polaire réciproque de (M) est une sur-
face de même définition que (M), qui correspond à celte solution de Téqualion (21) que l'on obtient en changeant G en p»
836. Potrr indiquer d'une manière complète la signification des résultats précédents, nous allons rappeler la généralisation des notions d'angle et de distance qui est due a M. Cajlej (* ).
Cette généralisation a pour point de départ la substitution d'une quadrique quelconque (Q) au cercle de l'infini.
Etant donnés deux points dans l'espace M, M^appelons distance de ces deux points la fonction S définie par l'équation
R désignant le rapport anharmoniqup de M, M^ et des deux points où la droite MM' rencontre la quadrique (Q). Si x^ y, 2, i\ x\ y\ 3', t' désignent les coordonnées des deux points et si la quadrique (Q) est définie par l'équation homogène
on aura
,df ,df ,df ,df , ^. ^ \ dx -^ dy âz dt
La distance de deux points pourra donc être considérée comme nulle quand ils seront sur une même tangente à la quadrique (Q) et seulement dans ce cas.
Si la quadrique (Q) se réduit à une conique, la distance de deux points quelconques devient nulle dans tous les cas, d'après la définition même ; mais on peut employer l'artifice suivant.
Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait pris l'équation de
(') Voir le Mémoire intitulé:^ sixth Memoir upon Quantics {Philosophical Transactions, vol. CXLIX, p. 61-90; iSSp) et the Collected Mathematical Papers of A. Cayley, vol. II, p. 56r. On pourra consulter aussi un Mémoire de M. F. Klein Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Géométrie inséré en 1871 au tome IV des Mathematische Annalen, p. 578-625.
En ce qui concerne la généralisation des notions de lignes de courbure, focales, normales, etc., consulter l'Ouvrage déjà cité Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, Paris, Gautliier-Villars; 1878.
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la qiiadrlque sous la forme
(•29) ar2-}-j2^^2_R2r-=0,
OU, si l'on veut, que la quadrique (Q) rapportée à des axes rectangulaires soit une sphère de rayon R. La formule (28) nous donnera
R2 — xu, — y y' — zz'
coso
V/^R2— a: — JK^— .s2)(R2_^'2_y2_^'2)
en faisant t z=^ t' =^ i.
Si R devient infini, on trouve
cos 8=1,
et l'on peut prendre 0 = o. Mais posons
3'2 (3o) COS0 = I-|--^ 8'2=2R2(C0S8 — I),
et développons en série, suivant les puissances de ^r, il viendra
(3i) ^'2^ i^oc - x'Y-^- {y - yy^ {z - z'y-,
les termes négligés contenant tous -^ en facteur. Nous retrouvons
à la limite l'expression habituelle de la distance de deux points. De même, étant donnés deux plans, appelons angle de ces plans la fonction V définie par la formule
où Si. désigne le rapport anharmonique des deux plans donnés e|^ des deux plans tangents menés par leur intersection à la quadrique (Q). Si
est l'équation tangentielle de cette quadrique et si w, ^, «^, /?; u\ v\ w', /)' désignent les coordonnées tangentielles des deux plans donnés, leur angle sera défini par la formule
(34) cosA/ /" ■"' "^ ^P
Cette déiioition se réduit, sans qu'il soit nécessaire de faire aucune
transformation, à la définitiori ordinaire-quand la qiiadriqiie (Q) se transforme da:ns le cercle de l'infini. Il est clajr que, dans la Géométrie de M. Cayley, l'angle de denx plans est égal à la distance de leurs pôles par rapport à la qnadriqne (Q).
On appellera de même angle de deux droites qui se coupent la fonction V définie toujours par l'équation (Sa), où Jldésignera le rapport anharmonique des deux droites et des deux tangentes menées par leur point d'intersection et dans leur plan à la quadrique (Q).
Deux plans seront perpendiculaires quand l'un contiendra le pôle de l'autre. Deux droites seront perpendiculaires quand l'une contiendra le pôle d'un plan passant par l'autre.
Une droite sera perpendiculaire à un plan quand elle sera per pendiculaire à toutes les droites passant par son pied dans le plan. Elle passera alors par le pôle du plan.
L'angle d'une droite et d'un plan sera le complément de l'angle de la droite et de la perpendiculaire menée au plan par le pied de cette droite dans le plan.
837. Une fois définies les notions d'angle et de distance, les autres définitions de la Géométrie métrique ordinaire subsistenr et peuvent être introduites sans aucune difficulté.
Cherchons, par exemple, l'élément linéaire de l'espace et, pour cela, remplaçons dans la formule (28) qui donne la distance de deux points x' ^y\ z\ t' par x -h dx^ y 4- dy^ z + dz,, t H- dt. En développant en série les deux, membres, nous trouverons
COSÔ = I h . . .,
(35) ds'^
f{dx,dy,dz,dt) i \dx Oy -^ dz dt J
TÏ^TyT^Tt) 4 p{x,y,z,t)
Si, en particulier, on suppose que les coordonnées homogènes aient été multipliées par une fonction telle que l'on ait constamment
(36) fix,y,z,t) = i,
on aura
df=o,
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et la formule (35) se réduira à la suivante (37.) ds'^ =f{clx, dy, dz, dt).
838. Ces formules conduisent à différentes conséquences. Nous remarquerons d'abord que, si l'on considère différentes directions émanant d'un même point, les angles de ces directions [relativement à la quadrique (Q)] sont ceux que nous avons définis au n° 572 et que nous avons rattachés à la considération purement analytique d'upe forme quadratique. Cette forme quadratique est iei celle qui est définie par l'équation (35) ou par l'équation (37) en tenant compte de la relation (36).
Remarquons en effet que, si nous considérons seulement les angles des droites et des plans qui passent par un point déterminé M, on peut, sans changer la \aleur de ces angles, substituer dans leur définition à la quadrique (Q) toute autre quadrique inscrite à celle-là suivant la conique (C) d'intersection par le plan polaire du point M ; en particulier, on peut prendre cette conique (C) elle-même.
Si l'on a rapporté la surface à un tétraèdre conjugué ayant Vxxn de ses sommets en M, on pourra réduire son équation à la forme
simple
le point M ayant pour coordonnées
Ceh posé, considérons deux directions partant du point M et définies par les caractéristiques û^ et 8; on aura, en assujettissant les coordonnées à vérifier toujours l'équation de condition (36),
dt =^^t =^ o,
et l'angle {ds^ Zs) de ces deux directions sera donné parla formule
( 38 ) ds 85 cos{ ds^ ùs) — dx^x ^ dy ly -\- dz hz
loiTt à fait identique à la formule ordinaire. Cela résulte immédiatement de la remarque précédente, puisque nous pouvons, dans le calcul de l'angle, substituer à la quadrique (Q) la conique définie
par les équations
conique qui, avec les notations cartésiennes, deviendrait, identique au cercle de l'infini. Or l'angle {ds, 85), défini par la formule (38), est bien identique à l'angle de deux directions tel que nous l'avons défini au n*' 572, relativenient à l'une ou l'autre des formes quadratiques (35) ou (37). Gela se vérifie presque immédiatement.
839. La formule (3^) va nous permettre encore de généraliser la propriété des lignes géodésiques d'une surface et de montrer que, dans la Géométrie de M. Gajley comme dans la Géométrie ordinaire, le plan osculateur d'une ligne géodésique est normal à la surface sur laquelle elle est tracée.
Soit, en effet, v
(39) e(a7,JK,>5, 0 = 0
l'équation homogène d'une surface (0) dont on veut déterminer les lignes géodésiques. Il faudra trouver le minimum de l'intégrale
Jds,
où ds est donnée par l'une des formules (35) ou (37). En supposant que x^ y, Zy t vérifient toujours la relation (36), ce qui est évidemment permis, l'application des méthodes du Calcul des variations conduit aux équations différentielles suivantes.
Désignons par x' , y, z\ t' ; x", y" ^ z" ^ t" les dérivées premières et secondes de Xy y, Zj t, considérées comme fonctions de s et posons, pour abréger,
(40) f = f{x,y,Jè,t), f==f{x\y\z\t'), ^ f"=f{x\y",z'',f).
Les équations différentielles cherchées sont
dx" dx dx
àf ày'-
ày
àf _ àz" ~
dz
de ^Tz'
'fiât"
àt ^
Les coordonnées u, (^, w, p du plan osculateur à la ligne géodésique sont évidemment définies par les trois équations
Va;r.= o, Vwa;' = o, ^ux" = o.
Les coordonnées X, Y, Z, T du pôle de ce plan s'obtiendront en i*emplaçant dans les équations précédentes m, v^ w, p respectivement par les dérivées relatives à X, Y,. Z, T de la fonction /(X, Y, Z, T), ce qui donnera, d'après une identité bien connue, les équations
^xf^o, sxf,=.o, Qxf:=o.
Cela posé, multiplions les équations (4i) respectivement par X, Y, Z, T et ajoutons-les. En tenant compte des relations précédentes, nous aurons
et, par suite, [jl n'étant pas nul (*),
Cette équation exprime que le pôle du plan osculateur se trouve dans le plan tangent à la surface (0). En d'autres termes, le plan osculateur de la ligne géodésique est perpendiculaire au plan ta»v^ent, les angles étant évalués par rapport à la quadrique fondamentale.
Il résulte de ce théorème que la ligne la plus courte entre deux points de l'espace est, dans la Géométrie de M. Cayley,.la ligne droite qui joint ces deux-points. Car la ligne la plus courte réunissant deux points de l'espace sera géodésique sur toutes les sur-
(') Si jx était nul, les équations (40 ne dépendraient pas de 0 et fee réduiraient aux suivantes
X -\- x" — O^ y -t- y = 0, Z-\- z" — Oy t ->r t" — O
qui définissent la ligne la plus courte dans l'espace. Cette ligne la plus courte est une droite; nous allons le signaler dans un instant.
faces qui la contiendront et, par conséquent, devra avoir son plan osculateur indéterminé. Ainsi
Dans la Géométrie de M, Cayley, les lignes droites sont les lignes les plus courtes entre deux points.
On suppose toutefois qu'en allant d'un point à l'autre on ne rencontre pas la surface (Q), car alors il y aurait discontinuité, la distance de deux points devenant infinie quand l'un d'eux se trouve sur la quadrique fondamentale. Ainsi les deux points <loivent être à l'intérieur ou à l'extérieur de la surface (Q).
Il suit du théorème précédent qu'on saura déterminer les lignes géodésiques tracées sur toute surface (S) du second degré. Car la surface développable qui a son arête de rebroussement sur (S) et est en même temps tangente à une quadrique quelconque (Q')
inscrite dans la développable (S), (Q)| aura précisément pour arête
de rebroussement une ligne géodésique de (S). Cela résulte des propriétés bien connues des faisceaux tangentiels de quadriques. Le développement des calculs est identique à celui qui concerne les lignes géodésiques dans la Géométrie ordir/aii-e, comme le montre immédiatement la remarque suivante. Les lignes géodésiques d'une quadrique (S) conservent encore leur propriété d'être géodésiques lorsqu'on substitue à la quadrique fondamentale (Q)
toute autre quadrique inscrite dans la développable (S), (Q) et,
en particulier, l'une des lignes doubles de cette développable; et, par conséquent, pour les transformer en lignes géodésiques orû^i- /ia/r^5, il suffit d'effectuer une transformation homographique qui remplace cette ligne double par le cercle de l'infini.
840. Dans la Géométrie de M, Cajley les lignes de courbure peuvent être définies de la manière suivante. Ce sont les courbes telles que les normales à la surface en tous leurs points engendrent une surface développable. Les normales sont les droites qui joignent le point de contact du plan tangent au pôle de ce plan par rapport à la quadrique fondamentale. Mai« ici le principe de dualité exige que nous introduisions une autre droite que nous appellerons seconde normale et qui sera l'intersection du plan tangent avec le plan polaire du point de contact. La première et la seconde
normale sont des droites polaires l'une de l'autre. D'après cela, il est clair que, si les premières normales engendrent une surface développable, il en est de même des secondes normales et vice versa.
Nous allons montrer qu'il y a sur toute surface une double famille de lignes de courbure et que, comme dans la Géométrie ordinaire, ces deux familles forment un réseau conjugué.
Soient, en effet, M un point quelconque d'une surface (S) et P le pôle de son plan tangent, pôle qui correspond à M sur la surface (2') polaire réciproque de (S); soient MP, M' P^eux positions infiniment voisines de la droite MP qui engendrent un élément de développable. Pour que l'élément de surface réglée (MP, M'P') soit développable, il faut et il suffît que les droites MM', PP' soient dans un même plan. Mais alors il en sera de même des polaires de ces droites, qui sont, l'une la tangente conjuguée de PP' en P relativement à (S^), l'autre la tangente conjuguée de MM' en M relativement à (S). On voit donc que, si MM' est, sur la surface (S), la direction d'une ligne de courbure, il en sera de même de la tangente conjuguée. Ainsi
Les développahles de la congruence engendrée par les normales MP découpent sur les surfaces (S), (S') deux réseaux de courbes conjuguées qui sont, diaprés notre définition, les lignes de courbure de ces surfaces.
De plus, le pôle du plan principal PMP'M' se trouvant à Tinlersection des deux tangentes conjuguées de MM' et de PP', on voit que
Les deux plans principaux seront conjugués, c'est-à-dire normaux, par rapport à la quadrique fondamentale.
Ainsi les développables formées par les normales découpent sur les deux surfaces (S), (S') aussi bien que sur la quadrique (Q) un réseau conjugué. Il y a, sur toute surface, deux familles de lignes dont les tangentes sont conjuguées à la fois relativement à la surface et à la quadrique fondamentale et qui sont telles que, pour chacune de ces lignes, soit les premières, soit les secondes normales forment une surface développable.
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C'est la généralisation aussi complète que possible des propriétés des lignes de courbure dans la Géométrie euclidienne-.
84i. Il ne sera pas inutile pour ce qui va suivre de retrouver quelques-unes de ces propriétés par l'Analyse et d'indiquer ici un système de formules analogues aux équations d'Olinde Rodrigues (n° 141) èl relatives aux lignes de courbure dans la Géométrie de M. Cayley.
Soient toujours x, y, z, t les coordonnées homogènes d'un point M d'une surface donnée, liées par la relation
et w, p, w, /? les coordonnées du pôle P du plan tangent relativement à la quadrique (Q) dont l'équation sera prise ici sous la forme
Nous supposerons ces coordonnées du pôle P liées également par la relation
Un point situé sur la normale MP à une dislance p du point M aura alors ses coordonnées X, Y, Z, T déterminées par les formules
suivantes
X = 37 cosp -f- M sinp,
^ Y=^cosp + P sinp,
' Z = ^ cosp -H (V sinp,
T = ^ cosp -\- p sinp.
Exprimons qu'il est un centre de courbure principal, c'està-dire qu'il existe un déplacement de la normale dans lequel il décrit une courbe tangente à cette droite. Nous serons conduit à des équations telles que les suivantes
û?Y = X^ H- [jif, cTT = X« -i- (x/>, ou encore, en remplaçant ûTX, û?Y, . . . par leurs valeui^s cosp <i!iF -h sinp (iw = X'iT -f- |x'w,
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Si l'on multiplie ces équations re5pectivement par ^, y, z, t et qii on les ajoute ensuite, si Ton recommence ensuite la même opération après les avoir multipliées par ?/-, ç^, w, p en tenant compte des relations (44), (45) et des identités
on trouvera
Elles prennent donc la forme très élégante dx -h tangp du = o,
i dz H- tanp^p dw = o, \ dt -i- tangp dp = o,
toute semblable à celle des équations d'Olinde Rodrigues.
Si l'on désigne par <i et S les caractéristiques des différentielles relatives aux deux directions des lignes de courbure, on en déduira facilement les identités
(/Î8) V «^37 037 = o, V û?W §37 = o, V<i37 8w=0, V ûfw 8m = O,
d'après lesquelles on reconnaît que les directions principales sont à la fois perpendiculaires relativement à la quadrique fondamentale, et conjuguées, dans le sens de Dupin, relativement à la surface sur laquelle sont tracées les lignes de courbure.
842. Si nous voulions poursuivre, ces analogies, nous pourrions reprendre ici la théorie tout entière des surfaces. En employant par exemple la méthode de Gauss, nous n'aurions qu'à remplacer les cosinus directeurs de la normale par les coordonnées du pôle du plan tangent relativement à la quadrique fondamentale, et nous serions conduits à la reproduction presque textuelle des formules données au Chapitre III. Le théorème de Gauss, relatif à l'expression de la courbure totale par l'élément linéaire, subsiste dans la Géométrie cajle^'enne et l'on peut édifier, relativement aux surfaces dont les rayons de courbure sont fonctions l'un de l'autre, une théorie toute semblable à celle que nous devons à M. Wein-
garten. Cette étude est loin d'être dépourvue d'intérêt, mais \e lecteur pourra aisément la réconstituer à l'aide des indications précédentes. Nous nous contenterons de montrer ici que les surfaces (M), étudiées au début de ce Chapitre, sont les analogues des surfaces minima dans la Géométrie de M. Cajlej.
Cela résulte d'abord de leur définition elle-même, les lignes dont les tangentes sont aussi tangentes à la quadrique fondamentale sont aussi, d'après nos définitions, les lignes de longueur nulle de la surface dans la Géométrie cajle_yenne. Or, ces lignes doivent former un système conjugué, de même que, dans la Géométrie ordinaire, les lignes de longueur nulle des surfaces minima.
843. Plaçons-nous maintenant à un autre point de vue, et cherchons les lignes de courbure d'une surface (M). En appliquant les équations différentielles précédentes et tenant compte des relations (23) et (24), on verra qu'elles prennent ici la forme suivante
tançp , ,
et se réduisent, par suite, aux deux équations très simples
(49) rfoc+i^PrfP = o, d^-^'^d.^o.
Éliminant p, on trouve
Cette équation s'intègre aisément. Celle qui détermine les rayons de courbure principaux devient
(5i) tang2p — G2 = o.
Ainsi les deux rayons de courbure principaux sont ici égaux et de signes contraires.
Réciproquement, toute surface dont les rayons de cour
buresont égaux et de signe contraire dans la Géométrie cayleyenne est une surface (M). Pour le démontrer, désignons par a et p les paramètres des lignes de courbure et désignons par pj et p2, non plus les rayons de courbure principaux, mais les tangentes de ces. rayons de courbure. Les équations (47) nous donnent le système fondamental
dx du
àx
H- Pi
du
ày
-+-Pi
àz
+ Pi
dw là.
dt
+ Pi
dp da
dy dif
dz dw
dt dp
Si donc on pose
(54 j ^s2== C c?^2=:Ec?a2-^G«?p«,
on trouvera sans peine
KJ Pi p2
(56) ^dudx = ——da^ — — dià*.
^ ^ U Pl P2 ^
Ces équations nous serpnt utiles plus loin. Si maintenant on élimine u entre les deux premières équations des groupes (62) et (53), on aura
dp Vpi 'd^j ~ da l p2 dp",
ou
(1 _ ±\ ^^^ ^ ^ \Pi/ _ àx \pj Vpi pa/dadp da d^ dp dp
dx dx
et de là on déduit, en multipliant successivement par -r-? ^, puis ajoutant les équations analogues,
Upi pJà?'^'' d?
2 \pi pi/ dct. doL
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Ces rélalions sont tout à fait générales et s'appliquent à toute surface. Supposons maintenant que l'on ait
^lles deviendront
et l'on en déduira
(58) E = pi/(a), G = p,oO).
Les formules (54) et(55)nous donneront donc
Par suite, les lignes de longueur nulle de la surface, définies par
l'équation
ds^ = o,
seront bien conjuguées par rapport aux lignes asjmptotiques, définies par l'équation
/(a)rfai_cp(P)rf§2 = o.
C'est ce qu'il fallait démontrer, et l'on voit de plus qu'on détermine les unes et les autres par des quadratures.
845. Une troisième propriété rapproche les surfaces (M) des surfaces minima. Remarquons d'abord que l'aire, dans la Géométrie cajle^'enne comme dans la Géométrie ordinaire, a sa définition qui se ramène à celle de la longueur. Si l'élément linéaire d'une surface a pour expression
ds^ = Edfx^ -h G dp -i- 2F du d% dans l'une et l'autre Géométrie Taire sera l'intégrale double
JJ v/ËG - F2 d% rfp,
étendue à la portion de surface considérée.
Étant admise cette définition de l'aire, les surfaces nouvelles jouissent relativement à l'aire ca^'leyenne de la même propriété
que les surfaces minima, relativement à l'aire euclidienne. C'est un point que l'on établira comme il suit.
Portons sur la normale en un point M d'une surface quelconque (S) une longueur MM'= s. Les coordonnées du point M'
seront
iX = X coss -+- u sins, Y = y coss -T- v sins, ' Z = z coss -h (vsins,
T = ^ cos£ -h p s'int.
Si l'on prend comme variables les paramètres a, ^ des lignes de courbure, les formules (54) à (56) nous permettront d'établir l'identité
(61) ^dX^ = de^^E(coss- ^-^Yda'^-i-Gfcosz—^-^yd^^,
d'où l'on pourrait déduire toute une généralisation de la théorie des surfaces parallèles.
Si l'on suppose que e soit une fonction infiniment petite de a, P, le point M' décrira une surface (S') infiniment voisine delà surface (S) et l'aire de cette surface (S') sera représentée par
'intégrale double
ff^H'-v.-yù'^'^'
où l'on néglige le carré de £. Le calcul est tout semblable à celui que nous avons donné au n° 185.
On voit donc que la variation de l'aire de la surface (2) ne sera nulle que si l'on a, en chacun des points de cette surface,
pi-hp2=0,
et nous avons déjà constaté que cette relation entre les rayons de courbure caractérise les surfaces (M).
846. Pour terminer ce Chapitre, nous indiquerons une transformation ( ' ) qui permet de transporter en quelque sorte à la Géo-
(*) Cette transformation a été étudiée avec développement en diverses parties de l'Ouvrage que nous avons cité plus haut [p. 479]'
métrie des relations métriques euclidiennes, les propositions que l'on a obtenues relativement à la Géométrie de M. Cayley et, en particulier, celles qui concernent les surfaces (M). Comme toutes les définitions généralisées d'angle, de longueur, de distance sont fondées sur la notion du rapport anharmonique, nous pourrons supposer que l'on ait ramené, par une transformation homographique, la quadrique fondamentale à être une sphère (S). Cela nous permettra d'énoncer sous forme plus claire les définitions et les résultats.
A chaque poi»nt M de l'espace faisons correspondre l'un des points m, m! qui sont les centres des sphères de rayon nul passant par l'intersection de la sphère (S) et du plan polaire de M par rapport à (S). La transformation ainsi définie jouira des propriétés suivantes.
A chaque point M correspondent deux points m, m'\ mais a un point m correspond un seul point M, admettant pour plan polaire le plan radical de (S) et du point-sph^e qui a son centre en m.
Les deux points m, m! qui correspondent à un même point M sont inverses l'un de l'autre par rapport à la sphère (S) et ils sont sur la droite qui joint le point M au centre de cette sphère.
Voici d'ailleurs les formules qui définissent la transformation.
Prenons pour origine le centre de la sphère (S) qui aura alcrà pour équation
et soient x^ y^ z les coordonnées du point m.
Le plan radical de là sphère (S) et du point-sphère m aura pour équation
Xï-f. Yî-h Z2— K2- (X — 57)2— (Y _^)2_ (Z — zY = 0.
Le pôle de ce plan, qui doit être le point M, se détermine donc sans difficulté et l'on trouve pour ses coordonnées X, Y, Z les expressions suivante^
.,.yZ
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Ces formules définissent la transformation. Elle a deux propriétés communes avec l'inversion. D'abord la droite réunissant les points qui se correspondent va passer par un point fixe. En second lieu, le point M ne coïncide avec m que si l'on a
c'est-à-dire si le point m est sur la sphère (S).
Mais si l'on veut déduire Xy y^ z des relations précédentes, les résultats sont plus compliqués. On trouvera
et de là on déduira
847. Au lieu de nous servir de ces formules employons uniquement la Géométrie. Pour abréger, nous désignerons sous Je nom de première figure celle qui contient les points M et sous le nom de seconde figure celle qui contient les points m, m' . D'après laddéfinition même de la transformation , melm' sont les points-sphères passant par l'intersection de (S) et du plan polaire (P) de M par rapport à (S). Donc toute sphère orthogonale à (S) et ayant son centre dans le plan (P) passera nécessairement par les deux points m et m' .
D'après cela, considérons trois points quelconques M, M< , Mg de la première figure et soient (P), (Pi ), (Pg) leurs plans polaires par rapport à (S). La sphère (S) orthogonale à (S) et ayant pour centre le point d'intersection des plans (P)^ (P^), (Pg), c'està-dire le pôle du plan MMi M25 contiendra nécessairement les couples de points de la seconde figure m, m'\ m^, m\\ ma, m^ qui correspondent respectivement à M, M^, Mg. Supposons maintenant que M, M,, M2 soient trois points infiniment voisins d'une surface (U) appartenant à la première figure. Alors m, w,, /Wg d'une part et m', m\^ m!^ d'autre part seront trois points infiniment voisins sur les deux nappes de la surface (V) qui est dans la seconde figure l'homologue de la surface (U). Quand les points M,, M2 se rapprochent du point M, le centre de la sphère (S) toujours orthogonale à (S) devient le pôle du plan tangent en M à la
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surface (U). Gomme /??,, fu.2 se riipproclient de /;? ri /;?'j. nt^ de //i', cette sphère {^) devient langente en /??, /// nu\ deux nappes de la snrface (V). Et de là résulle la ])ropositlon suivante, qui constitue la meilleure définition de ]i\ Iranslormation :
A une surface quelconque (U) de la première figure la transformation fait correspondre la surface analla^matique {y) em^eloppe de la sphère variable qui est loufouis orihogonale à la sphère (S) et a son centre sur la polaire léciproque (U') de (U) par rapport à (S') ( ').
Supposons, par exemple, que la surface (U) soit un ])lan, la surface (L)') se réduira au pôle de ce plan et la surface (V) deviendra la sphère orthogonale à (S) passant par rinlersection de (S) et du plan. C'est ce que permettentde vérifier les lonnulcs
données plus haut.
Fig. 8i.
Supposons maintenant que la surface (U) se réduise à uuq droite {d). La polaire réciproque de [d) sera une droite (cf) et les sphères variables qui auront leur centre sur (<:/') contiendront toutes le cercle (C), orthogonal à (S), passant par rinlersection de {d) et de (S) {fig. 8 1). C'est ce cercle qui corresj>ondra
'(') Voir pour la définition des surfaces analiagiiialique.-i [I, p. 258], On dil quelquefois que (S) est la sphère directrice et (U') la surface déférente de ranallagnialique. On pourra consulter sur ce point l'Ouvrage cité plus haut [p. /179].
à la droite (o?), comme il est aisé de le vérifier encore par les formules données plus haut.
Comme la tangente en m au cercle va couper la droite (rf) en un point qui est évidemment dans le plan polaire du point homologue M de la première figure, on voit que, si Votï considère dans les deux figures deux courbes correspondantes, les tangentes en M et en m à ces deux courbes vont couper en un même point le plan polaire de M par rapport à la sphère (S). Pour le reconnaître il suffît de substituer à la courbe décrite par le point M la droite qui passe par deux points infiniment voisins de cette courbe. On déduit immédiatement de là que, si l'on considère non plus deux courbes, mais deux surfaces correspondantes, les plans tangents à ces surfaces en M et m se coupent suivant une droite située dans le plan polaire de M par rapport à la sphère (S).
848. Ces propositions étant établies, nous pouvons démontrer la propriété fondamentale de la transformation : elle conserve les angles, c'est-à-dire que les angles de la première figure mesurés par rapport à la sphère (S) sont égaux aux angles ordinaires de la seconde.
Soient, en efifet, M/, M^' les tangentes à deux courbes passant en M et soient t^ t' les points où elles rencontrent le plan polaire de M. Les tangentes en m aux deux courbes correspondantes seront les droites mt^ ml' . D'ailleurs la droite tt' va rencontrer la s;>hère (S) en deux points a, a!\ et il est clair que les deux faisceaux de quatre droites
inl^ jnt\ ma^ ma\ M^ M/', Ma, Ma'
ont le même rapport anharmonique R.
Mais les droites M«, Ma' soat des tangentes à la sphère, puisque M est le pôle du plan (P) qui contient a, a'. L'angle V, mesuré par rapport à la sphère (S), des deux droites M^, Mi', c'est-à-dire des deux courbes de la première figure, est donc
-.lo-R.
De même, puis(|ue m est le centre d'une sphère de rajon nul
qui passe par rintersection de (S) et de (P) et, par conséquent, par les points a, a\ ma., ma' sont des droites allant rcnconircr le cercle de l'infini; et, par suite, l'angle ordinaire des droites mt^
mt' est aussi égal à
Il ^
La proposition est donc démontrée pour l'angle de deux courbes; elle subsiste évidemment pour l'angle de deux surfaces ou ])our l'angle d'une surface et d'une courbe.
849. On peut d'ailleurs la démontrer analjtiquement de la manière suivante :
Si l'on applique la formule (35), on verra que la distance de deux points infiniment voisins de la première figure, prise par rapport à la sphère (S), est définie par l'équation
,,..'' , , (X-M.Y2-i-Z2_R2)(^X24-^Y2^fl'Z2)-(\6/X-4-YrfY-hZf/Z)2 (^-^ ^^-^- -— ^ ^-X2+Y2-KZ2-K2y^ —'
Faisons usage des formules de la transformation et substituons à X, Y, Z leurs expressions (62) en x\ y^ z. Nous trouverons
(6G) Ch''-^ -— =^-5^ ï7TTïï(^^^+^J"^^^-')i
ou plus simplement
Ainsi la transformation a lieu de telle manière que l'élément cajleyen dv de la première figure soit proportionnel à l'élément euclidien ds de la seconde. Or, la définition donnée au n° 572 de l'angle de deux directions évalué par rapport à une forme quadratique montre immédiatement que cet angle subsiste sans modification quand la forme est multipliée par une fonction finie quelconque. Il résulte de là que l'angle de deux directions de la première figure évalué relativement à la forme quadratique 6/0-, c'est-à-dire l'angle cayleyen (n" 838), est identique à Pangle des directions correspondantes de la seconde figure évalué relativement à f/,ç, c'est-à-dire à l'angle euclidien.
850. Les conséquences les plus importantes de ce principe de la conservation des angles se rapportent au cas où les angles sont droits et, en nous souvenant que les directions à angle droit dans la Géométrie cajlejenne sont celles qui sont conjuguées par rapport à la sphère (S), nous pouvons énoncer les propositions suivantes :
Si deux courbes de la première figure se coupent et si les tangentes, en leur point commun, sont conjuguées par rapport à la sphère, les courbes anallagmatiques correspondantes se coupent à angle droit.
Si deux surfaces de la première figure se coupent et si les plans tangents en un de leurs points communs sont conjugués par rapport à (S), les surfaces anallagmatiques correspondantes se coupent à angle droit au point correspondant.
Si l'on a, dans la première figure, un système triple formé de surfaces telles que, en tous les points communs à deux surfaces*, les plans tangents soient conjugués par rapport à la sphère (S), le Système triple d'anallagmatiques correspondant sera formé de surfaces orthogonales.
On peut indiquer encore ce que deviennent, lorsqu'on leur applique la transformation, les propriétés signalées plus haut (n'' 839) relativement aux lignes géodésiques dans la Géométrie cayleyenne.
D'après la formule (67), cette transformation fait correspondre aux lignes géodésiques cayleyennes de la première figure les lignes de la seconde qui rendent minimum l'intégrale
ds
étendue à l'arc euclidien ds pris entre deux quelconques de leurs points. On peut donc énoncer les propositions suivantes, qui ont été développées dans l'Ouvrage déjà rappelé.
Les lignes de V espace qui rendent minimum V intégrale
ds
prise entre deux quelconques de leurs points sont des cercles
orthogonaux à la sphère {^) définie par Inéquation
Sur une surface donnée (U) les lignes gui rendent minimum la même intégrale sont définies par une propriété différentielle, analogue à celle qui caractérise les lignes géodésiques. La sphère qui est orthogonale à (S) et qui «, avec la courbe, le contact d^ordre le plus élevé, c'est-à-dire qui contient le cercle osculateur en un quelconque de ses points, doit être, en ce point y normale à la surface.
851 . Examinons en particulier ce que donne notre transformation appliquée aux surfaces (M). Pour cela, il sera nécessaire de rappeler une généralisation très étendue de la théorie des tangentes conjuguées de Dupin (*).
Considérons un ensemble de surfaces (F) représenté par une équation de la forme suivante
(68) f{oo,yy z, a, b, c) = o,
qui contient trois paramètres arbitraires a, b, c. Tels sont les plans, les sphères passant par un point fixe ou orthogonales à une sphère fixe, etc.
Si l'on veut que les surfaces (F) soient tangentes à Une surface donnée (A), on aura à établir une certaine relation
cp(a, b, c) =,o,
qui réduira à deux le nombre des paramètres contenus dans l'équation (68). Supposons, par exemple, que l'on élimine c; l'équation des surfaces (F) qui sont tangentes à (A) prendra la form.e
où a et 6 seront entièrement arbitraires.
Gela posé, supposons que, lorsqu'on se déplace à partir d'un point quelconque M de (A) dans une direction M [jl, la surface (F)
( ' ) Voir le Mémoire sur tes solutions singulières des équations aux dérivées partielles du premier ordre inséré par l'auteur au tome XXVII des Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences de l'Institut de France, § 10.
relative au point M soit coupée par la surface (F) relative au poiut infiniment voisin suivant une courbe admettant en M la tangente Ma^ La relation entre les deux tangentes Mjjl, M;jl' sera évidemment homographiqae. mais elle sera de plus involutive^ c'està-dire que, si l'on se déplace suivant la direction Mjx' (au lieu deM;jL), l'intersection des deux surfaces (F) infiniment voisines correspondantes sera tangente à Mu (au lieu de Ma').
Admettons cette proposition, pour la démonstration de laquelle nous renverrons au Mémoire cité, et qui donne évidemment la théorie de Dupin quand les surfaces (F) se réduisent aux plans tangents de (A). Nous remarquerons seulement que. par sa nature même, la relation entre deux directions conjuguées ainsi définies subsiste quand on effectue une transformation ponctuelle quelconque, pourvu qu'aux surfaces (F) on substitue les transformées 1 F") de ces surfaces dans la transformation considérée.
D'après cela, considérons les surfaces (M) qui dérivent des surfaces (M) par la transformation que nous avons définie au n°846.
Nous voyons tout de suite, d'après la formule (67). qu'aux lignes de longueur nulle fcayleyenne) des surfaces (M) correspondent des lignes de longueur nulle (euclidienne) dans les surfaces (M). Ces lignes étaient conjuguées par rapport à (M); elles le seront aussi sur la surface (M'), pourvu que, dans la définition des tangentes conjuguées, on substitue aux plans tangents de (M) /es sphères orthogonales à (S) qui leur correspondent dans la transformation. Voilà donc une propriété géométrique qui perm élirait de définir directement les surfaces (M').
D'autre part, toujours d'après la formule (67), à Taire prise dans le sens de la Géométrie cayleyenne de la surface (M) correspondra, en laissant de côté un facteur constant, l'intégrale
relative à la surface ( M' ). dS désignant l'élément d'aire euclidien de cette surface. Les surfaces (M' 1 seront donc celles pour lesquelles cette intégrale, étendue à toute la portion de surface comprise dans un contour donné, aurait sa variation première égale à zéro.
Nous nous contenterons de remarquer ici qu'en effectuant une
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inversion dont le pôle serait sur la sphère (S), on pourrait réduire cette intégrale à la forme plus simple
z désignant la distance a un plan fixe qui serait Vùn^'erse de la sphère (S).
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