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PRÉFACE
L'Ouvrage dont je publie aujourd'hui la première Partie est le résumé des Leçons que j'ai faites à la Sorbonne pendant les hivers de 1882 à i885. J'avais commencé l'exposition de la Théorie des surfaces dans le but unique d'y trouver des applications nouvelles de la théorie, si vaste et si peu connue, des équations aux dérivées partielles. Je comptais consacrer une année à peine à cet enseignement; mais l'intérêt du sujet, et aussi les demandes de mes auditeurs, m'ont entraîné bien au delà des limites que j'avais primitivement fixées.
Ce premier Volume comprend trois parties distinctes. Le premier Livre traite des Applications à la Géométrie de la théorie des mouvements relatifs; j'aurai à revenir sur les propositions qui y sont exposées, dans la partie où seront étudiées plus tard, avec tous les détails nécessaires, les belles formules de M. Codazzi. Le second Livre contient l'étude des différents systèmes de coordonnées curvilignes. J'y considère successivement les systèmes à lignes conjuguées, dont l'étude a été trop négligée, les lignes asymptotiques, les lignes de courbure, les systèmes orthogonaux et isothermes.
Le Volume se termine par la Théorie des surfaces minima où j'ai mis à profit les travaux si remarquables publiés par d'éminents géomètres dans ces dernières années. Elle forme à peu près la moitié de ce Volume; sauf les trois derniers Chapitres qui ont été rédigés au moment de l'impression, elle a élé enseignée à deux
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reprises différentes, en 1882 et i885. Une ou deux questions importantes y ont été omises; elles seront mieux à leur place dans la suite, quand j^aurai donné les propositions générales auxquelles on peut les rattacher.
Suivant son habitude constante, M. Gauthier-Villars, après avoir accueilli cet Ouvrage, a apporté tous ses soins à l'impression ; qu'il reçoive ici mes plus vifs remerciements; je dois aussi les adresser à mes auditeurs, qui ont désiré voir ces Leçons publiées, et plus particulièrement à un de nos jeunes géomètres, M. G. Kœnigs, Maître de Conférences à l'École Normale, qui a bien voulu m'aider dans la revision des épreuves.
i4 juin 1887.
DES COURBES GAUCHES
IVplacemcnt d'un système invariable. — Application à la théorie des courljcs gauches. — Propriété caractéristique de l'hélice. — Formules de M. J.-A. Serret. — Indicatrice sphérique. — Recherche de la courbe dont les normales prinripales sont aussi normales principales d'une autre courbe. — Développées des courbes gauches.
1. Considérons un corps solide ou système invariable, mobile iiutour d*un point fixe. On sait qu^à un instant quelconque les vitesses des différents points du système sont les mêmes que s'il tournait autour d'une droite passant par le point fixe, droite qui a reçu le nom d'axe instantané de rotation. On démontre en Mécanique que les rotations peuvent être représentées géométriquement par des droites, comme les forces, et composées ou décomposées suivant la même loi, c'est-à-dire que, si l'on compose ou si Ton décompose les rotations comme les forces, la vitesse imprimée par la rotation résultante à un point quelconque est la résul- D.-I. 1
tante des vitesses qui seraient communiquées au même point par chacune des rotations composantes, existant isolément. On sait aussi que, si l'on considère un point mobile par rapport au système invariable, la vitesse absolue de ce point est la résultante de sa vitesse relative et de sa vitesse d* entraîne ment. On désigne sous ce nom la vitesse qu'aurait un point qui, à Tinstant considéré, coïnciderait avec le point mobile, mais demeurerait invariablement lié au système solide.
Il résulte de ces propositions que l'on pourra construire, à un instant quelconque, les vitesses de tous les points du système invariable dès que l'on aura, en grandeur et en direction, la rotation à cet instant. Il semblerait naturel de déterminer à chaque instant cette rotation par ses composantes relatives à trois axes rectangulaires, fixes dans l'espace et ayant pour origine le point fixe du système solide. En réalité, les éléments les plus importants, les seuls qui permettent le plus souvent une étude approfondie du mouvement, ce sont les composantes de la rotation relativement à des axes mobiles, entraînés dans le mouvement du système invariable. Rappelons rapidement la méthode employée en Mécanique.
Soient OX, OY, OZ trois axes fixes passant par le point fixe O du système et Ox^ O^, O^ trois axes rectangulaires invariablement liés au système mobile. Nous supposerons que les deux systèmes d'axes aient la même disposition, c'est-à-dire qu'ils puissent être amenés à coïncider. De plus nous supposerons que les sens des axes aient été choisis de telle manière que la rotation autour de OZ, qui déplacerait OX du côté de OY, soit représentée par une droite dirigée suivant la partie positive de OZ. Nous déterminerons les axes mobiles par les cosinus des angles qu'ils forment avec les axes fixes. Pour cela nous écrirons le tableau :
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qui fait connaître les cosinus des angles formés par chacun des axes fixes avec les axes mobiles.
On a les relations
aà -f
- bb'
ce'
ab -^
auxquelles il faut joindre toutes celles que l'on obtiendrait par des permutations circulaires effectuées, soit sur les lettres, soit sur les indices. Rappelons encore que les neuf cosinus peuvent être exprimés par les trois angles d'Euler, au moyen des formules (')
cosO sin^ sin<}/ -4- cos^p cos<|;,
cos6 sini}/ coscp — cos<|; sincp,
sinô sm'^y
cosô cos<}/ sincp — %m^ coscp,
cos6 cosi}/ coscp -4- sin<}/ sincp,
sinô cost];,
— sinô sin<p,
— sinô coscp,
cosô.
Désignons maintenant par /?, ry, r les composantes de la rotation à rinstant / par rapport aux axes mobiles. Considérons un point dont les coordonnées soient x, y^ «, relativement aux axes mobiles, et cherchons les composantes de sa vitesse absolue par rapporl aux mêmes axes. En écrivant que cette vitesse absolue est la résultante de la vitesse relative et de celles qui seraient dues aux trois
C) Dans ces formules, ^ désigne l'angle de OX avec rinterscction commune ON des deux plans des xy et des XY, o désigne l'angle dtOx avec la même droite ON ; enfin 6 est Tangle de Oz et OZ. L'angle cp mesure la grandeur de la rotation qu'il faut imprimer à ON dans le plan des xyy et dans le sens direct, pour faire coïncider ON avec Ox; on peut supposer qu'il varie de ©• à i8o». De même, <f mesure la rotation que l'on doit imprimer à ON dans le plan des XY, toujours dans le sens direct, pour amener cette droite à coïncider avec OX : cet angle varie de ©• à 36o».
rotations />, y, /•, on obtiendra les expressions suivantes de ces composantes
dx
(3) { \y= -£ -\-rx — pz,
dz
dont nous aurons souvent à faire usage.
Nous allons montrer, dès à présent, comment on peut en déduire les expressions de/?, (jr, /• en fonction des neuf cosinus et de leurs dérivées par rapport au temps. Pour cela, considérons le point pris sur l'axe OX à la distance i. Ce point a pour coordonnées relatives (c'est-à-dire relativement aux axes mobiles)», 6, c. En exprimant (|uc sa vitesse est nulle et en appliquant les formules (3), nous obtiendrons les équations fondamentales
/ da [dt-
- hr — çq ,
] db \ dt '
- cp — ar,
\ de
\ dt ~
^aq ùfy
auxquelles on peut joindre les suivantes
da' , ,
=za'q — b'p;
da" -, ,
-=br^cq,
dt de'
que Ton démontrera de la même manière.
On déduit de là les formules
Ipdt= Zcdb — — Zbdc, qdt — ^adc——"Lcda, r dt — Zbda~—Y.adhy
qui donnent les valeurs cherchées des rotations. Si Ton remplace les cosinus par leurs expressions en fonction des angles d'Euler, on aura le système
, ^d^ rfO
/? = sin<psinO-^— cos?^-, .
(6) < y = coscp sin6-i^ -H sin«p-T »
qu'il serait aisé de démontrer géométriquement. En résolvant par rapport aux dérivées des angles, on trouve
{') '^ sinO -~ = q cos^ -4-/? sinç,
—ï : .: r -f- coi6(/? sino -i- q cos©). at » •
2. Tout cela étant rappelé, nous allons étudier la question suivante, qui est fondamentale dans notre théorie : On donne p, q, r en fonction du temps t, et l'on propose de déterminer çomplvlement le mouv^ement.
Il est clair que la question sera résolue si l'on a les expressions des neuf cosinus en fonction du temps. Or il résulte immédiatement des formules (/J) que, si l'on sépare les cosinus en trois groupes, formés respectivement de a^ b^ c\ a', 6', c'; a", 6", c\ les trois cosinus de chaque groupe sont des solutions simultanées
du système
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Toute la difficulté se réduit donc à Tintégration de ce système. L'étude détaillée de cette intégration fera l'objet du Chapitre suivant. Pour le moment nous nous contenterons de signaler les propriétés suivantes du système (8).
D'abord, par suite de sa forme linéaire, il admettra toujours une solution, et une seule, pour laquelle les valeurs initiales de a, ^, y seront données.
En second lieu, si a, P, Y» ^\ P'? y' désignent deux systèmes de solutions quelconques, les expressions
a» -.- pî -X- Y«, aa'-f- ?p' -f- Yf', a'* H- ?'* -^ f*
seront des constantes. On le reconnaît aisément en les différentiant et tenant compte des équations (8).
Ces propriétés vont nous permettre d'établir qu'il y a toujours, quelles que soient les expressions de/?,qr, r en fonction du temps, une infinité de mouvements dans lesquels ces trois quantités sont les composantes de la rotation relativement aux axes mobiles.
Considérons en effet un trièdre trirectangle (Tq), de même sens que le trièdre OXYZ, formé par les axés fixes et soient «o? ^o^ Co, ... les cosinus directeurs de OX, OY, OZ par rapport aux axes de (To). Déterminons les trois systèmes de solutions des équations (8), a, 6, c; a', b\ c'; cH ^ 6", c", qui correspondent respectivement aux valeurs initiales suivantes : «o? ^o? ^oî OL^^ ^o»
^0 » ^Oî "o' ^0*
Les fonctions, telles que
a*-T- ô'-f- c', aa'-' bb' '{- ce', ...,
ayant pour valeur initiale i ou o, et devant rester constantes d'après les propriétés du système (8), ne cesseront pas de conserver leurs valeurs initiales ; par conséquent, les neuf quantités a, a', a"^ . . . seront à chaque instant les cosinus directeurs de trois droites rectangulaires formant un trièdre mobile (T) dont la position initiale sera (To). Comme cette position initiale peut être choisie à volonté, on voit qu'il existe une infinité de mouvements pour lesquels /?, q, r sont des fonctions données du temps.
Tous ces mouvements, qui dépendent de trois constantes arbitraireSy se réduisent au fond à un seul, mais qui serait rapporté à des axes fixes différents.
En effet, considérons, dans l'un quelconque d'entre eux, la position occupée par le trièdre mobile à l'instant initial, et choisissonsla pour le système d'axes fixes auquel nous rapporterons le mouvement du système mobile. Les valeurs initiales des neuf cosinus sont alors i ou o, la solution qui correspond à ces valeurs numériques ne contient aucune constante arbitraire et est bien déterminée.
Il résulte de ce qui précède que, lorsqu'on aura obtenu une solution quelconque du problème, c'est-à-dire un système de valeurs des neuf cosinus, il suffira, si l'on veut avoir la solution la plus générale, de changer d'axes fixes, ce qui introduira trois constantes ; puis de supposer que les nouvelles formules se rapportent aux anciens axes.
3. Nous allons maintenant étudier le cas où le système mobile n'a plus de point fixe. Alors il faut joindre aux composantes /?, qr, /• celles de la vitesse de l'origine O des axes mobiles, prises toujours relativement aux axes mobiles Ox^ O^, Oz. Désignons-les par Ç, Yj, !^; jointes aux trois rotations, elles interviennent dans toutes les questions relatives à l'étude du mouvement. Supposons que l'on connaisse les expressions de ces six quantités en fonction du temps, et cherchons comment on déterminera le mouvement du trièdre mobile. Désignons par (T) ce trièdre mobile, et soit (T') le trièdre dont l'origine est un point fixe quelconque et dont les axes sont parallèles à ceux de (T). Â un instant quelconque les deux trièdres sont animés de la même rotation et, par conséquent, les neuf cosinus se détermineront au moyen de/?, qr, r comme dans 'le cas précédent; d'ailleurs, si Xo, Yo, Zo désignent les coordonnées de l'origine mobile O par rapport aux axes fixes, on a évidemment, en projetant la vitesse de cette origine sur les axes fixes,
dX
dt
= aj -+- 07) H- cÇ,
^9) /^=«'?-^^^-Hc'!:,
dZ,
= a'l^b''Ti'hc''r:.
dt Quand on aura déterminé les cosinus, ces formules feront con-
naître Xq, Yo,Zo par de simples quadratures qui introduiront trois constantes nouvelles.
Ici encore, tous les mouvements possibles correspondants aux dilTérentes valeurs des six constantes arbitraires se réduisent à un seul et même mouvement, observé par rapport à des axes différents; car l'intégration n'introduit aucune constante arbitraire el ne donne qu'un seul mouvement, si l'on suppose que les axes fixes coïncident avec la position initiale des axes mobiles.
Je rappellerai, relativement au cas que nous venons déconsidérer, que si x^y, z sont les coordonnées d'un point relativement aux axes mobiles, la vitesse absolue de ce point aura pour composantes, relatives aux mêmes axes, les trois quantités
Considérons, par exemple, les points invariablement liés au système mobile et cherchons ceux pour lesquels la vitesse est minimum. Il faudra déterminer les valeurs de x, j', z rendant minimum la somme
($ -+- <7^ — r^)» H- (t) -4- rjc — />;:)« -h ( ; H-/>7 — <jrar)«.
En égalant à zéro les dérivées par rapport à x, à j>' et à 2, on obtient trois équations qui se réduisent aux deux suivantes :
Ces deux équations représentent une droite, l'axe central du mouvement à l'instant considéré. On trouve facilement, pour la valeur commune des rapports précédents,
ce qui donne, pour la valeur minimum de la vitesse,
ri rt
La condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement du système se réduise à une simple rotation est donc la suivante
et, dans ce cas. Taxe de rotation est représenté par les trois équations
15 ^-qz — ry =0, T^ -t- rx — pz = o,
qui caractérisent en effet les points dont la vitesse est nulle, comme le montrent les formules (lo).
4. Pour indiquer dès à présent une application des propositions j)récédentes, considérons une courbe gauche quelconque et étudions le mouvement du trièdre (ï) formé parla tangente que nous prendrons pour axe des x^ la normale principale que nous j)rendrons pour axe des y^ en la supposant, par exemple, dirigée vers le centre de courbure, et la binormale qui sera Taxe des z et dont le sens est défini par les conventions déjà faites.
Prenons l'arc s comme variable indépendante ou, ce qui est la même chose, supposons
On a ici
dt=''
et, si jc, y^ z désignent les coordonnées du point de la courbe, qui est le sommet du trièdre, par rapport à des axes fixes,
dx , dy ^ dz
ds ds ds
Les formules générales (4) nous donnent (12) da = {br — cq)dsy db — {cp — ar)ds, de = {aq ~ bp) ds.
Exprimons que la binormale, dont les cosinus directeurs sont c, c\ c", est perpendiculaire au plan osculateur, c'est-à-dire aux deux droites dont les cosinus directeurs sont a, a', a!' et a H- da^ a'-\-da'j (f-j- da". L'une des équations sera satisfaite d'elle-même
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et Tautre nous donnera la condition
Zcda = qds =: o.
Ainsi la composante q doit être nulle, et les formules (12) se réduisent aux suivantes :
/ o\ da , db de j
(i3) ^-—z=àr, —- T= CD — ar, -7-= — Op.
ds ds ^ ds ^
Il est aisé d'obtenir la signification géométrique des rotations p et r.
Menons en effet par un point fixe des parallèles aux arêtes du trièdre (T); nous obtiendrons un trièdre (T| ) dont la rotation sera la même, à un instant quelconque, que celle du trièdre (T). Un point situé à la distance i sur l'axe des x du trièdre (Ti ) aura une vitesse dont les composantes seront, d'après les formules (3),
et, par conséquent, ce point décrira le chemin rds\ ou, ce qui est
la même chose, la tangente à la courbe tournera de l'angle rds
quand son point de contact décrira l'arc ds ; donc la composante r
<'st égale à la première courbure de la courbe.
En prenant un point situé à la distance i sur l'axe des z du
Irièdre (T|), on verra de même que les composantes de sa vitesse
seront
et, par conséquent, le plan osculateur tournera de l'angle — p ds^ quand le point de la courbe décrira l'arc ds. En d'autres termes, — p sera la torsion de la courbe. Ainsi nous pourrons poser
p et T désignant les rayons de courbure et de torsion, et les formules (i3) deviendront
, . , da b de b db c a
ds p ds 'z ds z p
On reconnaît les formules de J.-A. Serret, qui jouent un rôle si important dans la théorie des courbes gauches.
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o. La méthode qui nous a permis de les établir met en évidence quelques propositions qu'il serait aisé de démontrer autrement et dont on fait un usage continuel dans les démonstrations géométriques.
Étant donnée la courbe gauche (C), si par l'origine on mène une parallèle à la tangente de cette courbe, de longueur égale à i , l'extrémité de cette parallèle décrira une courbe sphérique que nous appellerons, avec M. P. Serret, Yindicatrice sphérique de la courbe gauche. Il résulte de ce qui précède que la tangente à l'indicatrice sphérique est parallèle à la normale principale de la courbe (C); car le point qui décrit l'indicatrice est celui qui est situé à la distance i sur l'axe des x du trièdre (T|), et nous avons
vu que la vitesse de ce point est égale à - et parallèle à la normale
principale.
De même, si par l'origine nous menons une droite de longueur I, parallèle à la binormale, l'extrémité de cette droite sera le point à la distance i sur l'axe des z du trièdre (T| ) ; ce point
aura une vitesse égale à - et qui sera encore parallèle à la normale
principale ; la courbe sphérique qu'il décrit sera parallèle à l'indicatrice : on l'obtiendra en portant sur les grands cercles normaux à l'indicatrice, et dans un sens convenable, une longueur égale à un quadrant; en d'autres termes, ce sera la courbe polaire de l'indicatrice sphérique.
6. Nous signalerons encore le théorème suivant qui est fort important ( * ) :
Toute courbe, dans laquelle le rapport - est constant, est une hélice tracée sur un cylindre quelconque.
En effet, si nous considérons le mouvement du trièdre (Ti) pa-
( * ) Voir, au sujet de ce théorème :
PuisBcx, Problème de Géométrie {Journal de LiouvUle, i'* série, t. VII) ; Bee- TiAND, Sur la courbe dont les deux courbures sont constantes (Journal de LiouvUle, !'• série, t. XIII); Lioo ville. Application de V Analyse à la Géométrie par Monge, 5* édition. Note I.
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ralJèlc à (T), nous savons que, la composante q étant nulle, l'axe instantané de rotation est toujours dans le plan des xz. Lorsque le
rapport - ou — ^ demeurera constant, cet axe instantané deviendra
fixe par rapport aux axes mobiles. Or on sait que, lorsque Taxe instantané occupe une position invariable par rapport au système mobile, il demeure fixe dans l'espace. Le trièdre (T| ) tournera donc autour d'une droite fixe; son axe des x^ qui est parallèle à la tangente de la courbe, fera un angle constant avec cette droite fixe et engendrera un cône de révolution. On reconnaît la propriété caractéristique de l'hélice tracée sur un cylindre quelconque.
Lorsque p et t sont constants, cette hélice est tracée sur un cylindre de révolution. Dans ce cas, en efiet, le mouvement du Irièdre (T) présente à chaque instant une translation et une rotalion invariables. Alors tous les points du système mobile, et en |)articulier l'origine du trièdre, décrivent des hélices tracées sur des cylindres circulaires droits.
7. Dans le mouvement que nous venons d'étudier, trois des six quantités Ç, . . ., /?, ... sont nulles. Nous allons montrer que, réciproquement, si l'on a
l'origine du trièdre décrit une courbe qui est tangente à l'axe des X de ce trièdre et admet l'axe des y pour normale principale. Le premier point résulte immédiatement des équations
D'autre part, la composante q étant nulle, nous avons
2 c é/ct — o.
L'axe des z du trièdre mobile est donc normal à deux positions consécutives de l'axe des x. En d'autres termes, le plan des xy est le plan osculateur de la courbe décrite par l'origine des coordonnées.
En réduisant toutes les vitesses dans le même rapport, de manière que \ devienne égale à i, on doit remplacer/?, r par t> ?• La courbure et la torsion de la courbe sont données par les for-
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nulles
8. La méthode cinématique que nous venons d'exposer s'applique d'une manière élégante à la solution complète du problème suivant, complètement résolu par M. Bertrand (*) : Rechercher s* il existe une courbe dont les normales principales soient aussi normales principales d*une autre courbe.
Soient M un point de la courbe donnée et (T) le Irièdre relatif à ce point. Si l'on porte sur la normale principale une longueur MM' = a, la vitesse du point M' aura pour composantes
da ,-ra, -, pa,
suivant M^r, M^, Mz respectivement; cela résulte des formiilivs (lo). Si l'on veut que la courbe décrite par le point M' soit normale à MWy il faudra que l'on ait
da
a devra être constant : ce résultat était évident a priori, et nous aurions pu le supposer immédiatement.
Alors la vitesse ç de M' est perpendiculaire à My cl, si Ton appelle tù l'angle qu'elle fait avec Mx, on a
Îv costo = 1- ra, V sin tu = pa,
La droite M' M sera alors normale de la courbe décrite par l<* point M'; mais elle ne sera pas en général normale principale. Construisons le trièdre (T') formé par la tangente M' j:' à lacourbr décrite par le point M', par la droite M'y et par la perpendiculaire commune à ces deux droites, et remarquons que l'axe d(vs y dr
(') J. Bertrand, Mémoire sur la théorie des courbes à double courbure {Journal de Liouvillcj i'* série, t. XV, p. 33a ). Voir aussi le Mémoire de M. Bonnet inséré dans le XXXII" Cahier du Journal de l'École PolytechniquCt où l'aiileur démontre (p. i34) que, si deux courbes ont les mêmes normales principales, leurs plans osculaleurs aux points correspondants font un angle constante
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ce trièdre coïncide avec Taxe de même nom de (T). On aurait un trièdre ayant même orientation que (T') en faisant tourner le trièdre (T) de Tangle co autour de son axe des y. On obtiendra donc la rotation instantanée du trièdre (T') en composant les deux
rotations /?, r du trièdre (T) avec une rotation -^ autour de Mj'.
Or la condition nécessaire et suffisante pour que la droite Mj' ou Wy soit la normale principale de la courbe décrite par le point M' est, nous l'avons vu, que la rotation de (T') autour de M' V soit nulle. Il faudra donc que l'on ait
di
et, par suite, que Tangle co soit constant. Ainsi les plans osculateurs des courbes décrites par les points M, M' devront se couper sous un angle constant co.
Si Ton se reporte maintenant aux formules (17)1 on en déduit, par Félimination de r,
sinco
= /-5in(«) — pcoscu
mi, en remplaçant r cl p par leurs expressions géométriques,
. ^ sincu sinct) coscu
Ilj' a donc une relation linéaire entre les deux courbures.
9. Réciproquement, s'il existe une relation linéaire entre les deux courbures
la courbe jouira en général de la propriété indiquée. On identifiera la relation précédente avec Téquation (18), et l'on aura
a = 77 > col w ==---.
Signalons cependant deux cas d'exception :
Si l'on a C = o, sans que A soit nul, la relation entre les cour-
bures prend la forme
- = const.)
et a devient infini. Ainsi la seconde courbe, lieu de M', est rejeter à Pinfini. La courbe proposée est alors une hélice.
Si l'on a A = o, c'est-à-dire si la courbe a une torsion constante , a est nul et les deux courbes, lieux de M et de M', se confondcnl.
On peut avoir plus de deux courbes ayant les mêmes normales principales : i® si la valeur de a est indéterminée, c'est-à-dire si l'on a A = C = o; dans ce cas, la courbe sera plane; a** s'il y a plus d'une relation linéaire entre les courbures, c'est-à-dire si 1rs deux courbures sont constantes; dans ce cas, l'équation (18) sera satisfaite pour toute valeur de a et fera connaître co; il y aura doue une infinité de courbes ayant les mêmes normales principales. La courbe primitive et, par conséquent, toutes les autres seront des hélices tracées sur des cylindres circulaires droits ; la surface formée par les normales principales sera l'hélicoïde gauche à plan directeur.
10. Revenons au cas général et cherchons les deux courbures de la courbe lieu de M'. «Le trièdre (T') relatif à cette courbe esl invariablement lié au trièdre (T). Il suffira donc, pour avoir les composantes/?', r' relatives au trièdre (T'), de projeter les rotations /?, r sur les axes de (T'). Cela donne
p' — /? costo -h r sinu), /•' — — p sinu) -^- /• cosco.
Or on a, d'après les formules (iC), en désignant par— > -, les deux courbures de la courbe lieu de (M'),
Les relations précédentes nous donnent donc, par la substi tution des expressions de /?, </, /?', q'^
COS
sinco
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formules auxquelles on peut joindre le syslème suivant, obtenu en remplaçant r et p par leurs expressions dans les formules (17):
l V COS (U — I ,
[ i? sinu) — — j .
Les formules (19) et (20) contiennent toutes les relations entre h"^ deux courbes. On en déduit, par exemple,
COS 10 sincjt) sînu)
relation linéaire entre les deux courbures de la nouvelle courbe dont Texislence était évidente a priori. D'ailleurs le système (ly) peut être remplacé par le suivant
((ui est beaucoup plus simple ( *).
L'un des cas particuliers les plus intéressants avait été déjà signalé et étudié par Monge (^): c'est celui 011 les plans osculateurs des deux courbes sont perpendiculaires; on a alors
Chacune des deux courbes est le lieu des centres de courbure de l'autre et aussi le lieu des centres des sphères osculatrices à l'autre.
COSIO
sinco
(') Voir une Note Sur les courbes qui ont les mêmes normales principales, insérée par M. Mannheim dans les Comptes rendus (t. LWXV, p. 212), où se trouvent démonlrées quelques relations que l'on pourrait déduire des formules établies ici.
(') Mo!<GF., Supplément où l'on /ait voir que les équations aux différences ordinaires, pour lesquelles les conditions d'intégrabilité ne sont pas satisfaites, sont suceptibles d'une véritable intégration et que c'est de cette intégration que dépend celle des équations aux dérivées partielles élevées ( Mémoires de l'Académie lioyale des Sciences pour l'année 1784, p. 536 et suiv.).
Ce beau travail vient compléter, comme l'indique son litre, le célèbre Mémoire sur le Calcul intégral des équations aux différences partielles, publié dans le
DU DÉPLACEMKNT A UN PARAMÉTRE. I
i i. Les résultats obtenus par M. Bertrand donnent immédia lenient la solution d'un problème dont on s'est beaucoup occupé : Déterminer toutes les sur/aces gauches dont les rayons de courbure sont) en chaque point, égaux et de signes contraires.
En effet, les surfaces gauches cherchées devront avoir, en chaque point, pour indicatrice une hyperbole équilatère et, par conséquent, leurs lignes asymptotiques curvilignes doivent couper les génératrices rectilignes à angle droit. Le plan osculateur d'une ligne asymptotique étant le plan tangent de la surface, on voit que les génératrices rectilignes doivent être les normales principales de toutes les asymptotiques. D'après le résultat précédemment démontré, ces asymptotiques ne peuvent être que des hélices et la surface réglée un hélicoïde à plan directeur. On a vu d'ailleurs (n** 9) que cette surface jouit bien de la propriété énoncée. Ainsi r hélicoïde gauche à plan directeur est la seule surface réglée dont les rayons de courbure soient, en chaque point, égaux et de signes contraires,
12. Nous terminerons ce sujet en donnant la détermination des développées d'une courbe gauche.
Considérons le trièdre (T) relatif à un point M. La développée devra être engendrée par un point N du plan des ^5, et ce poinl devra être choisi de telle manière que la tangente à la courbe qu'il décrit vienne, à chaque instant, passer en M.
Appelons j^ et z ses coordonnées. Les composantes de sa vitesse sont
dr dz
même Volume (p. ii8), et où se trouvent les premières recherches de Mongcsur l'équalion aux dérivées partielles des surfaces minima. Monge fait voir, dans le Supplément, que si une courbe a un rayon de courbure constant, le lieu des centres de courbure jouira de la même propriété et aura ses centres de courbure sur la courbe primitive. De plus, les plans osculateurs des deux courbes aux points correspondants seront rectangulaires. Mais le procédé que Monge fait connaître, pour la détermination de Téquation en termes finis des courbes dont la courbure est constante, est évidemment inexact. Les équations finies que donne l'illustre géomètre contiennent, en effet, deux fonctions arbitraires que Monge regarde comme indépendantes, bien qu'il ait démontré, quelques pages auparavant, qu'elles sont liées Tune à l'autre par une cciuation dilTôrcntielIe.
D. — I. îi
Exfnmotïê que la tîu^?^ e*l «iîri^«ie Ter? k p>ûit M. Xoas aTon>
Kn înU^çnot. ooos trouTons
ar*- UDz - — I —
Od a donc
f z -- y uni ^ -^
^^4 tf^qaatîoDS coDtîeDDent toute la théorie des développées. On voit que Taugle V, formé par la oormale principale avec la droite qui joint le fKjint de la développée au point correspondant de la courl^e, a pour valeur
donc les normales de la courbe qui enveloppent deu\ développées diflTérentes font, entre elles, un angle constant. Réciproquement, si deu\ normales à la courbe font un angle constant, et si Tune enveloppe une développée de la courbe, il en est de même dr Tautre. Ce sont là des propositions dont on fait souvent usage.
Xjà première des formules (a3) nous montre encore que les développées sont tracées tout entières sur la surface polaire y enveloppe des plans normaux à la courbe proposée. Il résulte, en effet, des formules (22) relatives à la vitesse du point (r, z) r|ue tous les points du plan normal situés sur la droite )'= p ont leur vitesse dirigée dans ce plan; donc cette droite est la génératrice de contact du pian avec son enveloppe, la surface polaire. iJ'ailieurs, le plan osculaleur de la développée, contenant la tangente à la courbe proposée, est, par cela même, normal à la surface polaire.
DANS LA THÉORIE PRÉCÉDENTE
Syslcmes linéaires possédant une intégrale du second degré. — Leur intégration ramenée à celle d'une équation de Riccati. — Remarques générales sur cette équation.
13. Il nous reste à étudier d'une manière détaillée l'intégration du système
di
ar,
dt
auquel satisfont les trois groupes de cosinus. Nous avons déjà signalé une propriété fondamentale de ce système. 11 admet l'intégrale du second degré
(2) a* -h 3* -h Y* = const.
et l'existence de cette intégrale entraîne, comme corollaires, une série de propositions qui facilitent, dans plusieurs cas, l'intégration du système.
Avant de commencer rétud,e des équations (i), je vais d'abord montrer que tout système linéaire de la forme
' ^= Aa-f- B3 -+-(>;, dt
OÙ A, B, C, ... sont des fonctions de /, peut être ramené à la
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forme (i) toutes les fois qu'il admet une intégrale du second degré
(i) ?(«. P» Y) = const.,
o désignant une fonction homogène du second degré, à coefficients constants ou variables.
En effet, par une substitution linéaire qui ne change évidemment pas la forme des équations (3), on peut ramener Téquation (4) (sauf les cas exceptionnels, que Ton traitera facilement, où la fonction ^ serait un carré ou une somme de deux carrés) à la forme
(>) a*-f- ?*-f- Y* = consl.
Si Ton exprime que le premier membre de cette équation est une intégrale du système (3), on obtient les équations
qui montrent bien que le système (3) se ramène à la forme (i).
Le sj'stème (i) nous apparaît donc comme le Ij^pe ou \di forme réduite d'une classe entière de systèmes présentant la propriété, que Ton rencontre fréquemment dans les applications, d'admettre une intégrale du second degré. Ce caractère particulier des équations que nous allons étudier méritait d'être signalé et suffirait à justifier retendue des développements qui vont suivre.
li. Je vais montrer d'abord que, toutes les fois que l'on connaîtra une solution particulière (ao, Poî Yo) du système (i), on pourra joindre l'intégrale du premier degré
aaj-h ?,3o-f- YYo = const.,
à l'intégrale déjà donnée du second degré.
En effet, si l'on a une solution quelconque (a, P,y) du syslème (i), on en pourra déduire, d'après les propriétés de toul système linéaire, une solution plus générale
a-+-A-ao, p-+-A-po, Y-^^'ïo,
A* désignant une conslante quelconque. On devra donc avoir, pour toutes les valeurs de A*,
(a-t- Aao)S-4-(p-4-A-,3o)»-t-(Y-4- Ayo)*- consl.
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OU, en développant,
Le premier et le dernier terme du premier membre étant constants, il en sera de même de
a«o-f-P?o-+- YYo»
comme il fallait le démontrer.
Il résulte évidemment de là que, si Ton connaissait seulement deux solutions particulières du système (i), (ao, ^oj Y»)' (ai,,3|,Yi), on pourrait immédiatement écrire la solution générale, qui serait définie par les équations
a* H- p* H- Y* = const., oLOLo-\- Ppo-5- YYo = const., axjH- P3i-f- YYi = const.;
ces équations peuvent être résolues et donnent pour a, p, y les valeurs
Ia = Coao-4-c,a, -hCj(PoYi— Pi Y©)»
? = co ?o H- Cl p, -+- C8( Yo»! — «0 Yi )» Y = CoYo -^ ct Yi -+- C2(aoPi — «i Po),
où Co, C|, C2 désignent des constantes arbitraires. Mais on peut obtenir une proposition plus complète et montrer que, si Ton connaît une seule solution du système (i), une seule quadrature suffira à nous donner son intégrale générale.
lo. Pour établir ce résultat essentiel', remarquons que les valeurs les plus générales de a, p, y doivent satisfaire à la relation
a* -h p* -f- Y* = const.
Commençons d'abord par écarter le cas où la constante serait nulle; on pourra toujours, en divisant ces valeurs par une constante convenable, supposer que l'on a
Remarquons même que, dans le problème particulier que nous avons à traiter, a, P, Y, étant trois cosinus directeurs, doivent nécessairement satisfaire à cette relation. 11 est naturel d'exprimer a,
p, V en fonction de deux variables indépendantes, de manière que la relation précédente soit toujours satisfaite, et de chercher les équations différentielles auxquelles devront satisfaire ces deux variables.
Or, si l'on regarde a, p, y comme les coordonnées d'un point de l'espace, l'équation (-j) représentera une sphère de raj^on i, ayant pour centre l'origine ^des coordonnées. Considérons cette sphère comme une surface réglée, admettant un double système de génératrices imaginaires, et prenons pour variables deux quantités demeurant constantes respectivement sur les génératrices de chaque système. Pour cela, nous poserons
ce qui donnera
a-hi3 I -^- Y
Remarquons que, d'après les formules (8), x eiy seront imaginaires quand a, p, y seront réels, et, en outre, l'imaginaire conjuguée de X sera •
Si nous substituons les valeurs (9) de a, ^, y dans les équations différentielles, ces équations se réduiront à deux, comme on devait s'y attendre, et, après quelques calculs faciles, on obtiendra le système
-7- = — irx -t- -^ ^ -h -^ '- ^*,
at 11
dy . fJ — ip Ç-^ 'P *
X Q\ y doivent donc être deux solutions différentes de la même équation en 7
(11) :7: =— ir^-\- ^ ^ h- -^— — <t*,
et l'intégration du système proposé est ramenée à celle de cette seule équation. Deux solutions particulières distinctes de cette équation donneront toujours, par l'emploi des formules (9), des
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valeurs réelles ou imaginaires de a, p, y, vérifiant le système (i). Remarquons même que, lorsque/», q^ r seront des fonctions réelles, il suflira de connaître une solution particulière cde réquation(i i) pour en déduire une solution (a, p, y) du système proposé. En effet, désignons par ^ Fimaginaire conjuguée de o*. Je vais montrer que > est encore une solution particulière de l'équation (i i).
Pour cela changeons / en — i dans cette équation, nous aurons
— - - -h ir^' -\- ^ -+- a'»
dt 2 2
et, par conséquent,
Il suffît de comparer à Féquation (i i) pour reconnaître que ;
est bien une solution particulière de cette équation.
16. L'équation en 9- appartient au groupe des équations de la
. n. X dv .
(i3) ^ = a -f- 26(j H- cd*,
où a, 6, c sont des fonctions quelconques de t. Ce sont les plus simples après les équations linéaires. Comme on les rencontre fréquemment dans les applications, on leur a donné le nom de Riccatî, parce qu'elles comprennent comme cas particulier l'équation
ai
qui, seule, a été l'objet des recherches di| géomètre italien. Nous allons rappeler rapidement leurs principales propriétés.
D'abord, elles ne changent pas de forme quand on effectue sur 0' une substitution linéaire, c'est-à-dire quand on substitue à 7 la variable X définie par l'équation
Pcr-Q
où P, Q, R, S sont des fonctions quelconques de t.
En second lieu, on peut les intégrer dès que l'on en connaît
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une solution particulière. Soit, en effet, o- = o-q une telle solution. Posons
et nous obliendrons pour X l'équation linéaire
(li) ^= — c — a(c(Jo-+-6)^,
dont l'intégration exigera seulement deux quadratures effectuées successivemenl.
De là résulte une des propriétés fondamentales de l'équation de Riccati. Comme la valeur générale de X est linéaire par rapport à la constante arbitraire G et de la forme
on voil que l'intégrale générale de l'équation de Riccati sera de la
RC-^S
P, Q, R, S étant des fonctions de la variable indépendante de l. On déduit de là que le rapport anharmonique de quatre soinlions de V équation est constant et égal à celui des quatre valeurs de la constante arbitraire correspondantes à ces solutions.
17. Si donc on connaît trois solutions particulières 0*0, ^'i^^'a» l'intégrale générale sera donnée par la formule
: ■ = Li,
qui ne contient aucune quadrature.
Si l'on connaît seulement deux solutions o-^, T|, une seule quadrature suffira. Voici le procédé le plus rapide pour obtenir la solution. Posons
on aura
1 É?X __ I /(il rfdoX i [ d^ d^\\
\ dt ~ d — do \^^ dt / d — ^i\dt dt )
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OU, en remplaçant-^» —^y -~ par leurs valeurs tirées de l'équation (i3),
X s'obtiendra donc par une simple quadrature, et l'on aura
C désignant une constante arbitraire.
L'équation de Riccati possède donc une des propriétés fondamentales des équations linéaires et la connaissa^nce de chaque solution particulière permet de faire un pas vers la solution générale. Et, en effet, il est aisé de ramener son intégration à celle d'une équation linéaire du second ordre.
Voici le procédé qui nous paraît le plus élégant pour démontrer celte dernière proposition.
Posons
l'équation deviendra
et cette unique équation peut évidemment être remplacée par les deux suivantes
( rfl = c.a-(é-A)v, où h désigne une fonction que l'on choisira arbitrairement ( ').
(') Il est bon (le remarquer que, si l'intégration complète du système (16) entraîne celle de l'équation de Riccati sans qu'il soit nécessaire d'effectuer une quadrature, la réciproque n'est pas vraie. L'intégration de l'équation de Riccati une
fois effectuée, on a seulement le rapport — ; la détermination de (i ou de v par
les équations (16) exige encore une quadrature.
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Or réliinlnation de (jl ou de v conduit, évidemment, à une équation linéaire du second ordre.
Si Ton prend, par exemple, h = 6, on aura
et V satisfera à Féquation
(17) __^,6-._.j^-^-«cv = o.
Si V| et Va désignent deux solutions "particulières de cette équation, on aura
(.8) ,=_iV+CÏ..
C désignant une constante arbitraire.
19. Nous avons vu que le rapport anharmonique de quatre solutions particulières quelconques de Téqualion de Riccati est constant. Il est aisé d'établir que cette propriété est caractéristique, qu'elle appartient à cette seule équation.
En effet, si 0*0, ^\^ ^i sont trois solutions particulières, l'intégrale générale de l'équation considérée sera donnée par la formule
(T — J| Œj • ■ ffj
et l'élimination de C par une différenliation conduit à une équation de Riccati.
20. Appliquons ces propositions générales, relatives à l'équation de Riccati, à notre équation (11) en 7. Toutes les fois que Ton connaîtra une solution du système (i) pour laquelle la somme constante a- + P'-f-y* sera différente de zéro, on pourra réduire cette somme à l'unité, et les formules (8) nous feront alors connaître deux solutions particulières de l'équation en o'. Désignons
ces deux solutions par Tq, r/ H suffira, pour déterminer l'intégrale générale de l'équation en o", d'effectuer une seule quadrature. L'application de la formule (i5) nous conduira par des
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Iransformations faciles à réquation
J(Jq
ou encore
C désignant la constante arbitraire.
La quadrature qui figure dans ces formules porte sur une fonction réelle, toutes les fois que les rotations/?, q^ r et la solution particulière d'où Ton est parti sont réelles'; car alors Tq, t'j, seroni imaginaires conjuguées, et la fonction sous le signe f^ dans les formules précédentes, sera de la forme «6, 6 étant réelle.
Il est donc démontré que, toutes les fois que Ton connaîtra une solution particulière du s}^stème(i)pour laquelle la constante a^-Hp^ + Y^ sera différente de zéro, la solution générale de ce système s'obtiendra par une simple quadrature.
21. Supposons maintenant que les solutions particulières considérées a, ^, Y satisfassent à la relation
Nous commencerons par remarquer que l'une au moins des quantités a, ^, y ^st imaginaire. On aura donc, en mettant en évidence les parties réelles et les parties imaginaires.
Cela posé, si p^q^r sont des fonctions réelles de /, a', p', ^ et a", P'', y constitueront évidemment deux systèmes différents de solutions réelles du système (i), pour lesquels la somme a- -H^-^-l-Y* sera différente de zéro. L'application des formules (6) fera connaître alors, sans intégration nouvelle, la solution complète du système (i).
Supposons maintenant que /?, q^ r soient des fonctions imaginaires. On pourra poser
el, en introduisant un facteur de proportionnalité p, on aura
(510) a=p(i — a:*), ^ = ip{i-\-T^), *( = ^px.
La substitution de ces valeurs dans le système (1) nous conduit aux deux équations
(21) -r ==— irx -^ ^ — - -h ^ ^^*,
at •! À
\ dp . . .
(0.1) - -7- = ir — ( <7 -h ip)T,
p at '' '
Ainsi, X devra être une solution de l'équation (11). D'ailleurs,
si Ton pose
celte équation prendra la forme
di ^ '^~:^~-^lir--(q-hip)x]l ou, en tenant compte de la formule (22),
On aura donc X et, par conséquent, t par une seule quadrature; donc, dans tous /es cas, la connaissance d\tn seul système de solutions des équations (1) permet d^ obtenir, par une seule quadrature, V intégration complète de ces équations.
Les systèmes particuliers de solutions pour lesquels la somme a- -h P'-j- Y^cst nulle jouent un rôle essentiel dans les importants travaux de M. Hermite sur la rotation d'un corps solide ( * ).
22. Euler, qui a, le premier, étudié le mouvement d'un corps solide, a démontré le résultat précédent par une méthode toute différente. Nous avons vu qu'il a exprimé les neuf cosinus au moyen de trois angles seulement, et nous savons que les rotations/?, q^ r s'expriment en fonction de ces angles et de leurs dérivées par rapport au temps par les formules (6) [p. 5]. Si donc on suppose
(') Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, Paris, Gaulliicr-Villars, i885.
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connues les rotations, ces trois formules constitueront un sjstènic (Inéquations différentielles qui remplacera le système (i) et suffira à déterminer les angles 8, ç, ^. A la vérité, le défaut de symétrie dtces équations ne permet guère de les employer d'une manière générale; cependant on en déduit très simplement la propriété fondamentale du système (i).
En effet, soient a'', b'\ d' les valeurs particulières, supposées connues, de a, p. Y, vérifiant le système (i). Si nous prenons pour axe OZ la droite dont les cosinus directeurs sont d\ b" ^ d' ^ nous aurons alors 8 et ç par les trois dernières formules (2) [p. 3]. Ensuite la dernière des formules (6), ou la seconde des formules (7) [p. 5], nous permettra de déterminer i par une quadrature. Connaissant les trois angles d'Euler, nous aurons trois solutions particulières du système (i) et, par conséquent, aussi la solution générale.
Il est aisé de voir que les quadratures à effectuer dans les deux méthodes se ramènent Tune à Taulre et ne diflèrenl que par des quantités exactement inlégrahles.
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DA>S LE CHAPITRE PRÉCÉDEXT
Klude des coordonnées symétriques dans le cas de la sphère. — Inlerprétation géométrique d'une substitution linéaire effectuée simultanément sur les deux coordonnées. — Formules d'Euler et d'Olinde Rodrigucs relatives à la transformation des coordonnées. — Représentation de la variable imaginaire par un point de la sphère suivant la méthode de Ricmann.
23. D'après les développements précédents, on voit que l'intégration de tout système d'équations linéaires à trois inconnues, admettant une intégrale homogène du second degré, se ramène à celle d'une équation de Riccati, c'est-à-dire à celle du système linéaire le plus général à deux inconnues. 11 nous paraît intéressant de justifier et d'expliquer ce résultat par quelques considérations de Géomé- Irie pure. Pour cela, nous allons faire une étude rapide du système des coordonnées curvilignes or, j>', qui déterminent les points de la sphère de rayon i , et qui sont définies par les formules (9).
Par un calcul élémentaire, ces formules nous conduisent à la relation suivante
qui fait connaître la différentielle de l'arc décrit par le point de coordonnées curvilignes x^j\ On voit que cet arc sera nul quand on se déplacera sur l'une ou l'autre des génératrices rectilignes de la sphère : c'est là un résultat hien connu; mais la formule (i) va nous conduire à d'autres conséquences.
21. Son second membre jouit de la propriété de se reproduire quand on soumet jc et^ à une même substitution linéaire. Posons en effet
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a, 6, c, rf élanl des constantes; nous trouverons
\ dx dy __ f\ dxi dyx
Il résulte de là que, si Ton considère sur la sphère deux figures décrites, Tune (F) par le point (j;, v), l'autre (Fi) par le point (a?!, Ki),la distance de deux points infiniment voisins quelconques de Tune des figures sera égale à la distance des points correspondants de l'autre ; par conséquent les triangles infiniment petits, qui se correspondent dans les deux figures, ayant leurs trois côtéséganx, seront égaux ou symétriques, et les deux figures seront égales ou symétriques : je dis qu'elles sont égales.
En effet, dans les formules (2), faisons varier «, 6, c, d d'une manière continue de leurs valeurs actuelles aux valeurs suivantes : I , o, o, I . La figure (F|) se déplacera d'une manière continue; et, comme elle est toujours égale ou symétrique à (F), elle demeurera toujours superposable à sa position primitive. Or, pour les valeurs extrêmes de a, 6, c, rf, la substitution (2) se réduit à la suivante :
La figure (F|) est venue coïncider avec (F) et, par conséquent, les deux figures sont égales.
Le second membre de la formule (i) se reproduirait aussi si l'on employait la substitution
ayx-^ b axx-^h
cyi-h d ^ cxi-\- d
Mais il est clair que cette substitution résulte de la composition de la substitution (2), qui remplace toute figure (F) par une figure égale, avec la suivante :
Il suffit de se reporter aux formules (9) [p. 12] pour reconnaître que cette dernière substitution remplace un point de la sphère par le point diamétralement opposé, c'est-à-Klire la figure (F) par une figure symétrique; il en sera donc de même de la substitution plus générale définie par les formules (3).
2o. Les résultats précédents ont été déduits de l'équation (i) qui
32 LIVRE l. — CHAP. III.
donne la dislance de deux points infiniment voisins. Mais on peut aussi les obtenir par l'emploi de la formule qui exprime, dans le système de coordonnées x^ y^ la distance de deux points quelconques de la sphère.
Soient, en effet, M, M' deux points de coordonnées x^ y\ x\ r' . On aura, en désignant par MM' l'arc de grand cercle qui les réunit,
d'où l'on déduira
Ces formules, que j'ai déjà données avec plusieurs autres en 18-2 (*), peuvent encore s'écrire sous la forme
'V-. ' :.^ t ^jji^ -— = R(.r, r, X ,y\ ^j^- ^ - ^. R(:r, x ,y .yh
K(rt, 6, c, rf) désignant le rapport anharmonique des quantités (i^ 6, c, rf. Il est clair que ces expressions demeurent invariables (|uand on applique aux coordonnées des deux points l'une ou Tautre des substitutions ('a) ou (3). On voit que ces substitutions ne changent pas la distance sphérique de deux points quelconques; elles ne peuvent donc que remplacer une figure (F) par une figure égale ou symétrique, ce qui confirme la proposition déjà obtenue.
H résulte de ce qui précède que, si l'on considère quatre points quelconques M, M', M'^, M'" à la surface de la sphère, le rapport anharmonique des valeurs de la coordonnée x relatives à ces quatre points demeurera constant quand on déplacera d'une manière quelconque la figure invariable formée par ces quatre points ; en d'autres termes, ce rapport anharmonique ne dépend que de la forme (lu quadrilatère. On en connaît diflérentes expressions que je ne m'arrêterai pas à établir. Il nous suffira de savoir qu'il demeure constant quand le quadrilatère se déplace sans se déformer.
(») G. D.vRBOux, Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, p. a 12.
26. D'après cela, revenons au sys»tème (i) du Chapitre précédent et considérons-y a, P, y comme les coordonnées d'un point de la sphère. A chaque solution particulière du système (i) correspondra sur la sphère une certaine courbe décrite par ce point. Il résulte des propositions établies tout d'abord (n** 14) que, si deux points de la sphère représentent deux solutions particulières différentes du système, ils demeurent toujours à une distance invariable l'un de l'autre; donc, si quatre points décrivent dans leur mouvement les courbes qui correspondent à quatre solutions particulières différentes, ils formeront une figure invariable, et le rapport anharmonique des quatre valeurs particulières de x qui correspondent à ces quatre points sera constant; c'est dire que x^ considéré comme fonction de ^, devra satisfaire à une équation de Riccati (n® 19).
Il nous reste à expliquer pourquoi la seconde coordonnée y satisfait à la même équation que la première. Pour cela, il suffit de remarquer que, si un point M de la sphère donne une solution du système (i), il en sera de même du point diamétralement opposé, qui correspond à des valeurs de a, p, y changées de signe. Or on passe d'un de ces points à l'autre en échangeant x eiy] ces coordonnées doivent donc satisfaire à la même équation différentielle.
27. Les résultats analytiques du Chapitre précédent sont ainsi complètement expliqués. Nous ne poursuivrons pas maintenant l'étude complète du système de coordonnées x^ y, et nous nous contenterons d'indiquer comment on détermine le déplacement correspondant à une substitution linéaire effectuée simultanément sur les deux coordonnées.
Reprenons les formules
qui donnent les coordonnées rectangulaires a, p, y en fonction de x^y. Si l'on effectue sur x et sur^ la substitution définie par les formules
'^ p^x-^q "^ py\-^q
et si l'on désigne par a,, ^i, yi les coordonnées rectangulaires
qui correspondent à x^^ ji, ou trouvera, après un calcul qui
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n'oflrc aucune difficullë,
Iai = aa -f- a' p -I- «*y»
Yl = C3t -f- c',3 -r- r'v.
a^ bj Cy ... ayant les valeurs suivantes
7' -h m' — /i' — p* .m'-,- H' — />'— 7' pq — w/'
nq — mp mp ~\- nq mq -^ np a- — j^ , /.---t j^ , r- jj ,
OÙ B est le déterminant de la substitution
B = mq — np.
Il est aisé de reconnaître que ces neuf quantités sont les coefficients d'une substitution orthogonale, de déterminant i, ce qui démontre une fois de plus le théorème établi plus haut (n° 24).
Si l'on remplace w, /?,/?, q par les expressions suivantes
/?» = — p -4- iv, n = — (A -i- /À,
7=: — p — /v, p--^ IxH-iX,
en posant, pour abréger,
(10) B = X«-4-aî4-vî-i-p»,
on trouve
IB a = p' -f- ).5 — |x» — V*, B 6 = ji ( «jiX -J- pv ), B c = 'A ( Xv — pp.),
Ba'= 9.(|xX— vp), B6' = pJ-}-|i.»~X«-- vî, Bc' rr. ^({xv -j- Xp),
Ba''=- 2(vX -h ;xp), B//= 5i( |xv — Xp), Bc'r:^ p>-+- VÎ— X>— JX*.
Ce sont, sous forme homogène, les expressions bien connues des neuf cosinus, dues à Euler et à Olinde Rodrigues.
28. Puisque les formules (7) défmissent un déplacement réel ou imaginaire, c'est-à-dire une rotation finie, proposons-nous de déterminer l'axe et la grandeur de cette rotation. On obtient ces deux éléments de la manière suivante :
Les points où l'axe de rotation vient rencontrer la sphère de-
meurent immobiles dans le mouvement. Ils doivent donc satisfaire aux relations
par conséquent x, y seront les racines de Téquation (12) px^-\-{q — m)a7 — n = o,
qui défînit les éléments doubles de la substitution linéaire. Soient x\ y les deux racines, que nous supposerons différentes, de cette équation. Onvoitque le mouvement laissera invariables les quatre points
Les deux premiers sont à distance finie et diamétralement opposés : ce sont les points où l'axe de rotation coupe la sphère. Les deux autres satisfont à la relation x =^, et, par conséquent, d'après les formules (6), ils sont sur le cercle de l'infini. De là résulte cette définition d'un déplacement au point de vue projectif. C'est une transformation homographique de la sphère laissant invariables quatre points dont deux sont à l'infini, et dont les deux autres sont diamétralement opposés. Ces quatre points forment les sommets d'un quadrilatère gauche, entièrement situé sur la sphère.
Quant à la grandeur de la rotation, on la déterminera de la manière suivante. Écrivons les équations (7) sous la forme canonique
X — x' , Xi — y y — x' . Y\ — x' UD T-^-l(— 7> ■- , = f^— r-
Cette forme se conservera évidemment si l'on effectue un déplacement d'ensemble, c'est-à-dire si l'on soumet toutes les variables x^ y^ x' j ... à la même substitution linéaire. Supposons que ce déplacement ait été choisi de telle manière que le point x = x\ y =zy vienne se placer sur la partie positive de l'axe des z; alors x^ deviendra égal à 00 , j^'' à o et les formules (i4) deviendront
(i5) xi = kx, yx = ky
ou, en revenant aux coordonnées rectangulaires et appelant a, p, T» °^<j Po Y» '^^ coordonnées rectiligncs de deux positions correspondantes du même point
g. H- t'Pi _ , a -4- tp «1 — 1^1 _ i^ a — t^ ^
Ces formules conviennent évidemment à une rotation autour de
O^, d'un angle 9 défini par l'équation (i6) ei^=k.
On le reconnaît immédiatement en considérant les points du plan
des xy pour lesquels on a
Ainsi la grandeur de la rotation sera déterminée sans ambiguïté par la formule (i6). Quant à la valeur de Ar, elle est donnée, comme on sait, par IVquation
' m — py
ou, si Ton veut l'obtenir sans passer par les valeurs de x', ^, par l'équation
(,8) 'JLtAl' = <"'--9)\
h' tnq — np
Îi9. Le déplacement défini par les formules (7) n'est pas réel, en général; mais les différentes méthodes précédentes permettent d'indiquer à quelles conditions ce déplacement sera réel. En effet, nous avons vu que, si deux points réels ont pour coordonnées or, y et Xi, y\ respectivement, les variables imaginaires x, x^ auront
pour conjuguées > • En changeant donc i en — i dans la
première équation (y) et désignant par mo, a?o,/>o> 7o 'es quantités conjuguées de /n, /?, />, y, on devra avoir
et cette relation, devant avoir lieu toutes les fois que x^ y sont les coordonnées d'un point réel, devra nécessairement être identique à la seconde des formules (7). Gela donne les conditions
qui permettent d'écrire les formules (7) sous la forme
— /IqXi -\- iUq " — /lo^i H- nto
/Wo, rio désignant les imaginaires conjuguées de m et de n.
30. Il est facile de reconnaître que, lorsque, suivant la méthode de Riemann, on représente une variable imaginaire par un point
de la sphère, la quantité que nous désignons par x est Taffixe du point (a, p, y).
En effet, la méthode de Riemann consiste à représenter d^abord la variable s = x'-f- r^ par le point (x',^) dans le plan des xy^ comme Tonl fait Gauss et Cauchy; puis à faire la projection stéréographique de ce plan sur la sphère de rayon i qui a son centre à l'origine, en prenant pour pôle le point de cette sphère situé sur la partie positive de Taxe des z. Si nous désignons par a, p, Y les coordonnées de cette projection stéréographique, un calcul élémentaire nous donne
X = !- = 07 -h ty = 5,
ce qui justifie notre remarque.
3i. Dans la théorie des fonctions et dans différentes recherches de Géométrie, il peut être avantageux de modifier légèrement le système de coordonnées x^ y et de substituer à j' la variable
On a alors pour a, p, y les expressions
{3C -4" 3Ctk f^ , Xfk — 37 XX (i — I •20 ) a = j B = 1 > Y = — »
I -h xxç^ ^ 1-4- xxq • xX(i
et Téquation (i) prend la forme
4 dx dxfi
(ai) efa« H- û?3> -h ^yî =
(i4-aro7o)«
Avec ce nouveau système, les coordonnées x^ Xq de tout point réel sont imaginaires conjuguées; mais, d'autre part, un déplacement n'est plus représenté par la même substitution linéaire effectuée sur les deux variables (*).
{*) Pour tout ce qui coocerne les relations entre les déplacements et les substitutions linéairesi on pourra consulter les importants Mémoires de M. F. Klein, insérés dans les tomes IX à XII des Mathematische Annalen, où ces relations se trouvent approfondies et appliquées à la solution de plusieurs problèmes du plus haut intérêt.
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CHAPITRE IV
APPLICATIONS DK LA THÉORIE PRÉCÉDEKTE.
Extension de la Ihéorie de Poinsot. — Déterminalion des muuvcmenls dans lesquels il y a deux relations, données à l'avance, entre les rotations. — Détermination des courbes gauches dont la courbure et la torsion satisfont à une relation donnée. — Étude du cas où cette relation est linéaire. — Courbes à torsion constante.
32. Avant de continuer Texposltion delà théorie générale, nous allons faire quelques applications des propositions qui précèdent. Reprenons le système
auquel satisfont les cosinus des angles que fait une droite fixe avec les axes mobiles. On sait que, lorsqu'un corps solide se meut autour d'un point fixe sans être soumis à l'action d'aucune force, le système précédent est vérifié si l'on substitue à a, p, y les
dérivées ^, ^, ^ d'une fonction /(/?, y, r), homogène et du second degré, qui représente la demi-force vive totale du corps.
Cherchons tous les mouvements jouissant d'une propriété analogue, c'est-à-dire pour lesquels le système (i) admet la solution
Mais ici /(/?, 7, /') ne sera plus assujettie à être homogène et du second degré. Comme a, p, y et les dérivées de/se transforment par la même substitution, quand on effectue un changement des axes mobiles, il est évident que la propriété précédente est indépendante du choix des axes.
En écrivant que le système (i) est vérifié par les valeurs (2) de
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a, p, Y, nous aurons les équations
±(àf\__ àf_ df dt\dp) " ' ôq ^dr'
dt\ôr) ^ dp ^ ôq'
d'où l'on déduit
On a donc, en intégrant, rquation à laquelle il faut joindre la suivante
qui exprime que a, p, y sont des cosinus directeurs.
En portant les valeurs de /?, q tirées de ces équations (4) et (5) en fonction de r dans l'une des équations (3), on aura le temps par une quadrature. Après avoir obtenu ainsi les expressions de /?, y, /• en fonction du temps, on achèvera, au moyen d'une seule quadrature, l'intégration du système (i) dont on connaît déjà la solution particulière fournie par les équations (2).
La solution est, on le voit, toule pareille à celle que l'on a donnée dans l'étude du mouvement d'un corps solide abandonné à lui-même; mais l'analogie est plus complète encore, si l'on suppose que la fonction / soit homogène. Alors l'équation (4) se réduit à la suivante
f{p^ </»') = const.,
et l'on peut représenter le mouvement en faisant rouler sur un plan fixe la surface invariablement liée aux axes mobiles dont l'équation, par rapport à ces axes, est
Si l'on suppose que /soit entière et du second degré, on retrouve ainsi la solution de Poinsot.
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33. Comme deuxième application, proposons-nous de déterminer les mouvements dans lesquels il y a deux relations données à Tavance
(G) f(j>j Çi r) = o, ?(/?, ^, r) = o,
entre les trois rotations. Nous allons donner d^abord une méthode géométrique indiquant le degré de difficulté de ce problème. Dans la représentation de Poinsot, le mouvement est obtenu si Ton fait rouler le cône (y), lieu de Taxe instantané de rotation dans le corps mobile, sur un cône fixe (C). Or les deux équations précédentes, déterminant le lieu décrit dans le corps par Pextrémité de Taxe instantané, nous font connaître par cela même le cône (y). Quant au cône (C), prenons-le arbitrairement, mais de telle manière que la section de ce cône, par la sphère de rayon i, soit la développée sphérique d'une courbe arbitraire tracée sur cette sphère, ce qui permet d'obtenir Tare de cette section sans aucune quadrature; puis faisons rouler le cône (y) sur le cône (C). Les équations que nous aurons à écrire pour exprimer ce mouvement contiendront évidemment la quadrature qui donne l'arc de la courbe d'intersection du cône (y) par la sphère de rayon i . Pour une position quelconque du cône (y), l'axe instantané sera la génératrice de contact de ce cône avec le cône (C), et les rapports de /?, y, r seront connus. Les équations (6) nous feront donc connaître les grandeurs de ces rotations. En exprimant que le cône (y) roule à chaque instant avec la vitesse ainsi obtenue, on aura à effectuer une nouvelle quadrature qui déterminera le temps.
Ainsi le calcul peut être dirigé de telle manière que l'on n'ait à effectuer que deux quadratures. On arrive à des résultats équivalents parla méthode analytique suivante.
34. Supposons trois des neuf cosinus, a, b. c par exemple, exprimés en fonction des deux variables :r et ^ par les formules (6) [p. 33]. Si a, 6, c sont réels, x el^ seront des imaginaires de la forme
ki
En exprimant que ces deux quantités vérifient l'équation de 22 l lliccali (yf) [p. i^], on a deux relations; elles sont identiques à
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celles que Ton obtient en substituant seulement la valeur de x et égalant les parties réelles et les parties imaginaires
^ = rA H- ?(i -+- A«- A*) -phk, , ai 9.
at '2
Éliminons/?, q^ r entre les équations (6) et (7), nous serons ainsi conduits à une équation de la forme
^{''''"di' di)=''-
Et, si Ton prend pour Ar, par exemple, une fonction arbitraire de A, cette équation fera connaître le temps t par une quadrature. Nous connaissons trois des neuf cosinus, a, 6, c. Une dernière quadrature nous fera connaître les six autres. Les résultats ainsi obtenus coïncident, on le voit, avec ceux que nous a fournis la méthode géométrique.
35. Nous avons vu que, si Ton considère une courbe gauche quelconque et si Ton étudie le mouvement du trièdre formé par la tangente, la normale principale et la binormale en un point, on aura, en supposant que l'origine de ce trièdre décrit l'unité d'arc dans l'unité de temps,
p et T désignant les rayons de courbure et de torsion. Proposonsnous de déterminer toutes les courbes pour lesquelles il y a une relation donnée à l'avance entre la courbure et la torsion
Kvï)"-
Gela reviendra à déterminer le mouvement d'un trièdre dans lequel on a, entre les rotations, les deux relations
En appliquant la méthode générale donnée plus haut, on aura les expressions des neuf cosinus qui déterminent la position du trièdre mobile, en fonction de l'arc de* la courbe qui, ici, est égal
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au temps ; puis, on déterminera les coordonnées rectangulaires x^ y-j z du point de la courbe, sommet du trièdre, par les formules
d.r dv , dz
ds ds ds
(|ui donneront
X — fa ds^ y — fa ds, z = fa'ds.
36. La méthode que nous venons d'indiquer, et qui est générale, est susceptible de simplifications dans certains cas particuliers.
Supposons, par exemple, que Ton demande les courbes dont la torsion est constante. Les formules de M. Serret
de b de' h' de b"
ds z ds T ' ds T
nous donnent 6, b', b" en fonction des dérivées de c. Si Ton porte ces valeurs dans les relations entre les neuf cosinus
a — b' e" — c' b"^ a = b"e — be", a" -- bc' — cb', on trouve
/ .. dc^ , de^ \
" \ ds ds J
de" „ de \
, , de de \
a —Tic -î- — e -T-
I , ae ae
\ ' ds ds
On aura, par suite, pour les coordonnées rectangulaires d'un point de la courbe, les formules
x T-z f a ds — 1 fie" de — e' de"), y — fa' ds = 'zf{c de" — e'de), z — fa^ds = -zfic' de — e de'),
C, c\ c" étant trois fonctions d'une seule variable assujetties à
l'unique condition
ci _f- r'ï -f- c"' = 1 .
Si, par exemple, ou pose
on aura
_ ridk~kdl
) rhdl-ldh
kdh — h dk
rkdh — hdk
Ces formules coïncident, aux notations près, avec celles que M. J.-A. Serret a données dans la 5*^ édition de V Application de V Analyse à la Géométrie de Monge, p. 566.
37. Une méthode analogue s^applique à la détermination des courbes dont le rayon de première courbure est constant.' Reprenons, en effet, les formules
d.r __ du b
ds ' ds p
On en déduit
— == y/rfa» -4- da'^ H- da^
<ît, par conséquent,
dx -- ap ^da* -t- da'* -h da*.
On aura donc, pour les trois coordonnées d'un point de la
<:ourbe cherchée,
ix — pf a dij y ^ pfa'd<j, z -. pfa'd^y
dv désignant la différentielle de l'arc de la courbe sphérique décrite par le point (a, «', a"). Le centre de courbure aura pour coordonnées les valeurs suivantes
x^ — X -\- b p = p -z- -i- pf a d<jj
(ii; J yi ^y-h- b'p= p-^-^pfa'd^y
,- da' ^ m I
Zi = z -^ b p ~. p -— — H pfa acx,
et il est aisé de vérifier, conformément aux résultats du n® 10,
que le lieu de ce point est aussi une courbe dont la première courhure est constante et égale à celle de la première.
38. Enfin, si l'on cherche les courbes jouissant de la propriété signalée par M. Bertrand (n® 8), et dont les deux courbures sont liées par Téquation
P ^ on posera
Ima -!- ne — % y/m* -h n', ma' -4- ne' = % yj ni^ -\- /i*, ma" -\- ne" = %"^m*-\- /i»,
a, a', a" étant trois fonctions évidemment assujetties à la relation
Les formules de Serret
da b de b
ds p ds z
nous donneront, en tenant compte de la relation (12).
dO y/m^Tl?^'^ = b, /w«H-n«^ = 6', v^'h» h- n« ^" = b".
ds ds ds
Puis on aura
/ na — me = nib'e"— e'b") — m{a*b"— b' a" )
et de même
na' — me' = ( m* -^ n' ) [
na" — me" = (//î*-+- n')( Les relations (i3) et (i5) nous permettent de déterminer a, a\
rfa'X 'ds)-
a"; c, c', c", et nous donnent
m l ad^ , dx'X
^;n« H- /i« \ rf5 ds /
} , m , I ârtU mdx\
. a = ^ OL -\- ni a -j » -7- 1 >
a"— -Jr - I -'
„ / , doL dct!\
/i« \ û^ dsj
Des formules (i4)) nous déduisons d'ailleurs
On aura donc les coordonnées rectangulaires d'un point de la courbe par l'emploi des équations
X = fa ds, y = fa' ds, z = fa" ds, ce qui conduit au résultat définitif
dfj = \/d7L^ -h dn'^ H- di!^,
, X = mf OL d(j -\- nf(oL'd%' — ol' doi"),
y = mf %' d7 -f- nf(% doi' — 7." doi),
z = mfoL' dT ■+• nf{%' dx — a dx').
Suivant que l'on fera m ou ai égal à zéro, on retrouvera les formules (9) ou (10); a, a', ol" sont d'ailleurs, nous l'avons vu, trois fonctions d'une seule variable assujetties à l'unique relation
Les formules précédentes s'établiraient aussi très aisément par l'emploi de la Géométrie.
39. Des trois systèmes (9), (10), (17), le plus simple est le système (9), qui détermine les courbes dont la torsion est constante. Nous allons les appliquer à la recherche de la courbe à torsion constante, dont l'indicatrice sphérique est une conique sphérique. On reconnaîtra aisément que, si par le centre de la sphère de rayon i on mène une parallèle à la binormaie, cette parallèle coupera la sphère en un point dont les coordonnées seront c, c'y c", et qui décrira une ellipse sphérique supplémentaire de l'indicatrice sphérique.
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En choisissant convenablement les axes, on pourra donc obtenir pour A, A*, / les expressions très simples
'^-y (^a-b){a-c)' y (b-aXb-c)' y {c-a)(c~b)'
qui conviennent à la courbe située sur le cône
et, en portant ces valeurs de A, k, l dans les formules (9), on aum le système
'ly {a--c){r-b)J ^^,,
qui défînil la courbe cherchée.
On ne connaît, croyons-nous, aucune courbe algébrique el réelle dont la torsion soit constante. Il serait intéressant d'examiner si toutes les courbes à torsion constante sont nécessairement transcendantes ou bien, s'il y en a d'algébriques, de déterminer les plus simples.
CHAPITRE V
Helations diiïérentielles entre les deux systèmes de rotations. Détermination du mouvement quand ces rotations sont connues. Application au cas où elles sont fonctions d'une seule variable.
4(). Dans les Chapitres précédents, nous avons vu comment on rattache la théorie des courbes gauches à Tétude du mouvement d'un trièdre. D'autres recherches de Géométrie et, en particulier, celles qui se rapportent à la théorie des surfaces exigent que Ton considère des systèmes mobiles dont les différentes positions dépendent de deux paramètres distincts. Nous allons entre[)rendn' Tétude de tels systèmes; et, pour étudier d'abord les propriétés des rotations, nous commencerons par supposer que le système mobile a un point fixe qui sera, comme précédemment, l'origine à la fois des axes fixes et des axes mobiles.
Alors les neuf cosinus qui déterminent la position des axes mobiles sont des fonctions de deux variables indépendantes, u et v, A partir de chacune de ses positions, le système mobile peut prendre ime Infinité de mouvements, qui correspondent aux différentes relations que l'on peut établir entre u et v. Nous introduirons ici deux systèmes différents de rotations. Les unes, que nous désignerons par/>, <jr, r, se rapportent au déplacement dans lequel u varie seule. Elles donnent naissance au système
qui devra admettre comme solutions particulières les trois cosinus de chaque groupe. Les autres, que nous désignerons par ^,, q^^ /•,, seront relatives au cas où i^ varie seule. Elles donnent également
naissaDce au système
tout semblable au premier. Il résulte immédiatement de là que, si l'on considère un déplacement du système dans lequel u el v sont (les fonctions données de t^ on aura
P, Q, R ayant les valeurs
el, par conséquent, ces trois quantités P, Q, R seront les rotations relatives au mouvement considéré. Les projections sur les axes mobiles du chemin ou de Tare infiniment petit décrit, dans ce mouvement, par un point dont les coordonnées relatives à ces axes seraient x,y^ 5, auront pour valeurs
idx -h {qdu ■+- qxdv)z — {rdu -i- ridv)y, dy-^(rdu -f- ridv)x — (pdu -h pidv)z, dz -H (pdu -^ p\dv)y — (qdu -h qidv)x.
Nous allons d'abord établir certaines équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les six rotations.
Égalons les deux valeurs de \— y- que l'on peut obtenir en dilTé-
rentiant les deux premières équations des systèmes (i)et(2). Nous aurons, après avoir remplacé les dérivées de j3, y par leurs valeurs lirées de ces deux systèmes,
Comme cette relation doit avoir lieu quand on remplace p, y, soit par 6, c, soit par 6', c', soit par 6", c", il faudra que les coefficients de p et de y soient nuls séparément. Nous aurons ainsi deux
équations. En é&:alant de même les deux valeurs de -r— ^ > t— ^ dé- ^ " audv audv
duites des systèmes (i) et (?.), on obtiendra une seule équation
nouvelle et l'on sera conduit au svsièine
<|ui joue un rôle fondamental dans la théorie (*).
41. Réciproquement toutes les fois que l'on connaîtra six quantités /), <7, r, />!, <7i, Ti, satisfaisant aux équations (5), il existera un mouvement dans lequel ces six quantités seront les rotations. Pour établir ce résultat, il suffit évidemment de montrer que Ton peut obtenir des valeurs des neuf cosinus satisfaisant à la fois au\ svstèmes (i) et (2). La démonstration de celte proposition essentielle pourrait se déduire des théorèmes généraux relatifs aux équations aux dérivées partielles; mais on peut aussi l'obtenir directement de la manière suivante.
Je dis d'abord qu'en supposant les équations (5) satisfaites, on pourra déduire de tout système de valeurs (a, p, y) satisfaisant aux équations (i), mais non aux équations (2), une solution nouveHc des équations (i).
Posons en eilet
Nous allons montrer que les quantités A, B, C, qui ne sont pas toutes nulles par hjpothèse, vérifient les équations (1).
(' ) Ces équations ont été obtenues {Annales de l'École Normale, t. IV, r' série, |). 108) par M. Combcscure qui a employé le premier des considérations cincmatiijues dans la démonstration des ftH-muIes relatives à la théorie des surfaces n aux systèmes orthogonaux. Nous les avons données de notre coté, avant la publication du Mémoire de M. Combescure, dans le Cours que nous avons fait t*n i8()G-(>7 comme suppléant de M. J. IJertraud, au Collège de l'rancc.
5o LIVRE I. — CIIAP. V.
On a en eflel
r>?f <>?/ (h Ou ' Ou ' Ou ' t^M
ou, en remplaçant -^> -- par Jours valeurs et tenant compte des rqualions (5),
Ou '
On aura de m<}me, en effectuant des permutations,
Ou ''P-""'^
et, par conséquent, A, B, C donnent bien une solution nouvelle du système (i). Le système (6), étant du premier degré par rapport aux dérivées des fonctions A, B, C, admet, évidemment, une seule solution pour laquelle les valeurs initiales de ces fonctions, correspondantes à une valeur donnée u^ de w, sont des quantités Aq, Bo, Co données à l'avance (*). Et il est encore évident que, si ces valeurs initiales sont nulles, la solution unique qui leur correspond est celle qui est déterminée par les équations
A ^ B rr^ C = o.
iVous pouvons donc énoncer la proposition suivante : Si l'on connaît une solution du sys fente (i) qui, portée dans les équations (a), satisfasse à ces équations quand on donne à u une valeur particulière Wo, elle y satisfera également pour toute i^aleur de «.
(') La proposilioii (jue nous admettrons ici, cl dans les développements qui vont suivre, à savoir que, lorsqu'un système d'éipiations diirércnticlles du premier ordre est résolu par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, il admet une seule solution pour laquelle les valeurs initiales des fonctions inconnues sont données, est due, comme on sait, à Cauchy <|ui Ta démontrée dans toute sa généralité. Klle admet, à la vérité, des exceptions, correspondantes aux cas où les déri\écs des fonctions inconnues se présentent, en totalité ou en partie, sous une forme indéterminée ou infinie. .Mais nous n'avons pas, évidemment, à nous préoccuper de ces cas d'exception dans les (|ucstions qui nous occupent.
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t2. Ce point étant établi, supposons qu'il s'agisse de trouver les solutions les plus générales communes à la fois aux équations (i) et (?-). Nous allons voir qu'il existe une infinité de valeurs de a, |j, Y satisfaisant à ces équations, et que chaque svstème de solutions <u)mmunes est complètement déterminé si l'on donne les valeurs a©, po'} Yo Je ^î ?î Y <!"* correspondent aux valeurs initiales Uq^ To de // et de (^.
Supposons en effet que l'on remplace u par Uq dans a, j3, ^\ Les solutions cherchées se réduiront a des fondions de i', a', Jî', *'^ Or ces fonctions de i^ sont pleinement délerminées par la condition de satisfaire aux équations (2) où l'on a remplacé u par w„, et d'admettre pour vz=zÇq les valeurs initiales a^, po> Yo* D'autre part, a, p, y sont des fonctions de u qui doivent satisfaire aux équations (1) et se réduire à a', ^', y' pour u z= y^. Elles sont donc, elles aussi, complètement déterminées par cette double condition, et il nous suffira de montrer que ces fonctions a, Jî, v satisfont également au système (2).
Or ce fait est à peu près évident; car, si l'on remplace 1/ par Wq, a, ^, Y se réduisent alors à a', P', y' et satisfont, pour cette valeur particulière de Uj aux équations (a); par conséquent, elles y satisferont pour toutes les valeurs de ii, d'après la proposition que nous venons de démontrer.
43. Il y a donc une infinité de systèmes différents de solutions communes et la solution la plus générale dépend, on le voit, de trois constantes arbitraires. D'autre part, si a, j3, Y> <^iî ?«> ^1 ^<^~ signent deux systèmes différents de solutions, les fonctions
demeureront constantes pour toutes les valeurs de u et de r; la démonstration se fait ici comme dans le cas d'une seule variable. Par suite, si nous prenons trois systèmes différents de solutions rt, 6, c; a', 6', c'; a\ 6'', c'', dont les valeurs initiales soient les neuf cosinus qui déterminent la position d'un trièdre trirectangle (To) par rapport aux axes fixes, on aura, pour toutes les valeurs de u et de v*, des relations telles que les suivantes
ai -h^.-^r'i \, aa' hb' ^ ce ^ o.
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et nos trois svslèmes de solutions définiront, pour toutes les valeurs de // et de r, la position d'un trièdre mobile, trièdre pour lequel les rotations seront précisément les quantités données />,
Ici encore, comme dans le cas d'une seule variable, toutes les solutions que l'on peut obtenir se déduisent de l'une d'elles par un simple changement de coordonnées. On a toujours le même déplacement, mais il est rapporté à des axes différents.
44. Comme application, proposons-nous de rechercher les mouvements dans lesquels les six. rotations dépendent de la seule variable r. Alors les équations (5) deviennent
On déduit de là
dr
dp f)r/ ()r
et par conséquent, h étant une constante,
On voit déjà que les svstèmes (i) et (2) admettent la solution
Nous pourrons prendre cotle solution pour représenter a\ //, r\ et, en nous servant des formules d'Euler, nous aurons
— sinO sincj — -^ > — sinO co?^ — , , cosO = -7 »
<;c (pii montre déjà que 0 et '^ sont des fonctions de la seule \ariable r.
Si nous nous re[>ortons aux formules (7) [p. 5] qui donnent
les rotations, nous avons ici
sin6— ^ = /) sino -f- g cos©, Ou ^ ï ^ •'
O'b sinO ~ = p^ sincp -f- qi coscp
et par conséquent
(>w - "' Oç - h^-r^ '^'
ce qui donne
V désignant une fonction de ç. Réciproquement les formules (G) [p. 5] nous montrent que, si 0, cp ne contiennent pas u ei s\ à ne le contient que linéairement, les six rotations seront bien des fonctions de la seule variable r.
io. Dans l'exemple précédent, les six rotations sont fonctions de l'une des variables indépendantes. Proposons-nous, d'une manière plus générale, de rechercher tous les cas dans lesquels elles sont fonctions d'une quelconque d'entre elles; alors/?, </, r; /?!, qi, rt pourront être regardées comme des fonctions d'une certaine variable 8, qui dépendra d'une manière quelconque des variables u et r.
Si nous désignons par p', q', ... les dérivées de /?, q, ... ])ar rapport à 0, les équations (5) nous donneront
Si, de deux quelconques de ces équations, on pouvait tirer les
valeurs de -—? — ■> ces valeurs seraient de la forme au Ov
OU -f ^ '^ t)V •
et ces deux équations conduiraient pour 6 à une expression de la
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0 " F( au bv ),
(t cl h élant deux constantes. Kn substituant aux variables ti et V
les suivantes
u\ — €tu — />(', i*i - ai* — bu,
on serait ramené au cas précédent.
11 nous reste donc à examiner seulement le cas où les équations
(8) ne peuvent être résolues par rapport a — > — > et ou Ion a. par conséquent,
On déduit d'abord de ces relations
et. en intégrant.
pi _.- qt ... fi — const., P\ '/i "^ ' î - «-«Jn^t.
En multipliant les variables u et r par des constantes convenablement clioisies, on pourra écrire
pi _i_ qi .;_ /-J — I,
Pi yî-^'l -I,
et, par conséquent, les extrémités (/>, </, r), (/?|, ^/i, /-f) des deux axes de rotation décrivent par rapport aux axes mobiles deux courbes (C), (O) situées sur la sphère de rayon i.
11 résulte des premières équations (9) que ces deux courbes ont pour chaque valeur de 8 leurs tangentes parallèles. Ce sont donc deux courbes parallèles l'une à l'autre ; et si l'on suppose, ce qui est évidemment permis, que Ton ait pris pour 8 Tare de la courbe (C) compté à partir d'une origine fixe, on pourra poser
( Pi '- P cos/i -î- sinA(<7r' rq')j { 10) < (jx — q Qo^h - ^\nli{rp' - - /?/'),
( n = /• COS// -- sin h {pq' - r/p' ;,
// étant un angle conslanl.
46. On peut déduire de ces résultats une représentation géomé- Irique du mouvement. Considérons la courbe décrite dans l'espace ■ par Textrémité de l'un des axes instantanés : par exemple, par le point (/), <7, r). Si Ton désigne par a, è, c, a', ... les neuf cosinus qui déterminent la position du système mobile et par X, Y, Z les coordonnées de ce point relativement aux axes fixes, on aura
X -- iip - - bg -i cr, Y r- a'p b'q ~ c'r, Z — a^p -'.- b'q -H c' t\
Difierentions totalement la première de ces équations et remplaçons rfr/, db^ de par leurs valeurs déduites des formules (i), (2). En substituant ensuite à/?|, </,, r^ leurs valeurs tirées des équations (lo), nous obtiendrons
d\ ^ (ap'-i- bq'-^ cr')d{^-^ v sin/i).
Cette formule nous montre que X, Y, Z dépendent d'une même variable, 8 -|- ^^ sinA. Par conséquent le pôle (X, Y, Z) décrira dans l'espace une courbe (F) tracée sur la sphère de rayon i et qui sera toujours en contact avec la courbe (C). Nous sommes ainsi conduit au résultat suivant :
Considérons sur la sphère de rayon i deux courbes (C) et (F). Si nous déplaçons la courbe (C) en l'assujettissant à rester tangente à la courbe (F), une courbe (C) parallèle à (C) et entraînée dans son mouvement demeurera toujours tangente à une courbe fixe (F') parallèle à (F). Le déplacement des deux courbes (C) et (C) est précisément celui que nous nous proposions de définir. Quand u varie seule, la courbe (C) roule avec une vitesse constante sur (F); et de même, quand v varie seule, (C) roule sur (F'), avec une vitesse qui est aussi constante.
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DANS LA THÉORIE PRÉCÉDENTE
Héduclion du problème à I*inlcgralion simultanée de deux équations de Riccalî. — Propositions diverses relatives à ces deux é(iualions. — Autre méthode de solution reposant sur la détermination de <7, n'y a".
47. Après avoir reconnu rexistence de.s solutions communes aux systèmes (i) et (a), nous allons indiquer comment on les déterminera. Comme on ne doit considérer, dans la question qui nous occupe, que les solutions pour lesquelles on a
(I) a«-: ?«-YÏ=.i,
on pourra exprimer a, p, y en fonction des variables x^v par les formules (y) [p. 22], et, d'après les résultats obtenus au n" 15, les variables x, y devront, l'une et Tautre, satisfaire aux deux équations
qui sont évidemment compatibles, comme les systèmes d'où on le.a déduites.
48. Nous sommes ainsi amenés à ce problème d'Analyse : étudier l'intégration simultanée de deux équations de la forme
l — - -a - olO's — C7-, (3) .
où r/, /y, c\ ^/|, 6|, c, sont des fondions données de ii et de i'
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En éfiraiant les deu\ valeurs de ciu*on peut déduire do ces
° du ov *■ *
équations, on sera conduit à la relation
I ôc ÔCi \
da ôax l i)b àb\\
— L _i_ 9 j ( 1 ) _a_ jJ
ds^ ()u \ Os? ou
qui est du second dej^ré par rapport à o*.
Si cette relation n'a pas lieu identiquement, les deux équations (3) ne pourront admettre au plus que deux solutions communes. Donc, si Ton demande que le système (3) ait une solution contenant une constante arbitraire, il faudra que les coefficients des différentes puissances de o* dans Téquation précédente soient nuls, ce qui donne
da t)ai , ,
h iba, — 'laOi — o,
()ç Ou
db Obx ' ' ôv Ou
de dci , ,
— — ~ 2COi — 9.t>Ci — o.
Ov Ou
Cciî relations, appliquées aux équations (a), reproduisent les formules (5) du Chapitre précédent; par conséquent nous pourrons les supposer vérifiées dans la suite de notre discussion.
i9. Nous allons montrer réciproquement que, lorsque les coefficients 6r, 6, c; rt|, 6|,C| satisfont aux conditions (4)? les équations proposées (3) admettent une solution commune contcnani une constante arbitraire. Pour cela, désignons par o* une solution quelconque de la première de ces équations, et posons
^ dj ,
(5) 0 — — - «1 — 2fc>l J- - Ci7».
On a, d'ailleurs,
Oi>
a — 'ib<7 — cj' — o.
Ou
Difl<érentions Téquation précédente par rapport à (^, l'équation (5) par rapport à «, et retranchons les deux relations ainsi obtenues. Nous aurons, en tenant compte des identités (4), aussi
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bien f|ue dos deux équations prccédonles,
(()) -- — 'JL(C7 -' 0 )0,
cv qui donne, par rinlégralîon,
(7) Or.^ Ou <»•'"»
Ho désignant la valeur de 8 pour n = Uq, Si donc 0 est nulle pour // = //o, elle le sera pour toutes les valeurs de ti.
Ce point étant établi, faisons ii = Wo dans la seconde des équations (3), et déterminons la fonction o-' de v qui satisfait à cetle équation et se réduit à 0*0 pour r =: To. On aura donc
-- -- «1 -- '2 «1 J - ri 7 *
pour if -- Uq.
Considérons ensuite la première des équations (3), et déterminons la fonction o* qui satisfait à cette équation et se réduit à t* pour iiz=iiQ. D'après ce que nous venons de démontrer, celte fonction o- satisfera aux deux équations ; car la valeur de la fonction que nous avons désignée par 0, relative à la solution ainsi déterminée, est nulle pour u = ;/„, et, par conséquent, elle restera nulle pour toutes les valeurs de u. La fonction o- qui satisfait aux deux équations contient, d'ailleurs, la constante arbitraire Tq.
Toutes les opérations que nous venons d'indiquer sont possibles et n'exigent aucune quadrature quand on sait intégrer séparément cbacune des équations (3 ). Ainsi l'on saura déterminer, sans intégration, la solution commune aux deux équations quand on aura obtenu l'intégrale de cbacune d'elles.
o(). Nous allons maintenant démontrer quel(|uos propositions qui rendent plus facile l'intégration simultanée des équations (3).
Supposons d'abord que l'on connaisse une solution commune de ces deux équations o- r=. jr. Kn posant
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on sera ramené à deux équations linéaires de la forme
et la valeur générale de w s^obliendra par la l'orinule (8) tu ^ e-'i»* ''"+»'.''•"/<' --'<P''"-^P. ''••^(Q du - - Q, dv),
(|ui ne contient, comme on s'en assure aisément, que des diflerentielles exactes.
Il est inutile de s'arrêter au cas où Ton aurait deux ou trois solutions communes; la méthode que nous avons suivie au n" 17 s'appliquera sans modifîcalion; mais il convient d'examiner l'hypothcse où l'on aurait pour l'une des équations une solution particulière/le satisfaisant pas à Vautre, Aux résultats déjà établis, on peut alors ajouter le suivant : On peut déterminer, sans aucune quadrature y V intégrale générale de celle des équations dont on connaît une solution particulière.
Soit, par exemple, x une valeur de o- satisfaisant à la première équation et non à la seconde. Posons
Si nous portons cette valeur de o* dans la première équation (3). elle deviendra
Ou ^ '
Introduisons la fonction 0, définie par l'équation (5) où Ton remplace o- par j?, et qui, d'après la formule (6), vérifie l'équation
Ou ^
L'équation à laquelle satisfait w pourra être mise sous la forme suivante :
Ou
Or. an calcul facile conduit à Fidentilé
rb = — cjr
Kn subsliluant la valeur de ch dans Téquation (91. nous trouvons
— I t'A '■ Cl j- — ùi =0.
fl'I. c'n iaté::ranU
t'jt = rr Cl J" -- r*. — C
z — jr ' ' » <»v
M dt^siçnant la constanle arbitraire qui pfut élre une fonction de *'. La formule qui fait connaître Tinlé^rrale générale de la première équation ne contient, comme nous l'avons annoncé, aucun ^i;:ne de quadrature.
La projH>silion établie en dernier lieu, jointe à celles qui pré- « èdent. nous permet de conclure que. si Ton connaît pourchacune des deux étjualions 1 3 > une solution particulière ne satisfaisant pas à l'autre, il sera passible d*obtenir sans aucune quadrature les >«:»lutiun> général<*s de ces deu\ équations, et /*ar conséquent *nts> i Ir urs so luti* *n s com m unrs .
5L Ntius montrerons, en terminant, comment on peut, en «•'appiivant sur ce dernier résultat, former différentes équations dilTérentielles dont Tinléirration entraînerait celle du svslème(3) >ans quildrature.
Ajoutons les équations « 3'. après les avoir multipliées par <//f ••t <A' re^i^ctivenienl. Nous aurons
dz — <i tin - 'I; tA" — 1 i> Ju - - /': c/»" r — c du — t'j </•' »t- = o.
Envi'iti:;e<»ns maintenant li*s deu\ équations différentielles que nous filmerons en remplaçant t successivement par deu\ fonc-
4 'Jz — «T './:/ — ti (/i- - j (f tfu — /'. f/. z t* i/h — c- </r u? =0.
•rr. - •.: ■.;':< — •; -.'^ - i b •i':; — /*. ./» t. — 0 du — r» </c 'r| =0.
S :[ j :":•Ij^ ..juc ion >.icht" iiil» .:rer cliaiune Je ces deux équa-
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lions diflereutielles. Je dis que l'on saura alors intégrer, sans aucune quadrature, le système (3).
Soit, en effet,
l'intégrale de la première équation (i i) et
celle de la seconde équation. Faisons un changement de variables, et substituons a, ^ à ;/ et i>. On aura, d'après la définition même de a et de p,
Ma) <
/ dii du àv . I , Ou , ài>\ /du '^t' \ „
07* du âi> / , au , àv\ I du i)v \ .
Quant au système (3), il prendra la forme
d^ du dv I , du , dv\ ( du d\'\ ^
5? = " d? -^ "■ ïj? ^ H* ^ ^" *' î>?r ^ V' .5? -^- '^' 5^ j "•
du dv I . du . dv\ / du dç \
dx
Les équations (12) expriment que o*,, 0*2 sont respeclivemenl solutions particulières de la première et de la seconde équation (i3); par conséquent, d'après ce que nous avons démontre, on pourra intégrer complètement le système (i3), équivalent au système (3).
Pour faire une application de cette dernière proposition, revenons au système proposé des équations (2) et prenons
les deux équations (11) deviendront ici
q du ■ qi dy -h /( /• du - ri dv ) — o, q du -h </i rfi' — /\ /• du -^ Tidv) = o.
Ainsi l'intégration de ces deux équations entraînerait celle du système (2). Kous allons expliquer ce résultat en faisant connaître un moyen nouveau, et tout à fait différent de celui que nous venons d'étudier, pour aborder Tinlégration du système des équations (1) et (2) du Chapitre précédent.
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ot2. Désignons toujours par a, 6, c, ... les neuf cosinus satisfaisant à CCS équations (i) et (2). On aura
ida - { br - cq ) du ( br^ — cq^ ) d\\ , . , , db — ( cp — ar)du -\- ( cpi - ari ) dv,
f de - iaq - bp) du - ( aqi — bpi ) d{\
et les relations analogues que Ton obtiendrait en accentuant a, />, c. Si Ton joint à la première d'entre elles les équations qui donnent da\ c/a", on obtiendra, en faisant la somme des carrés,
( 1 5 ) du* - - da'* ■+- da'^ — iq du - y 1 dv )* -(rdu — rj di')*.
Or ^/, a\ a", étant liés par Féquatioii
sont les coordonnées d'un point d'une spliére, et il est même évi- <lent que celte sphère est celle qui est décrite par le point situé à la dislance 1 sur l'axe mobile Ox. Si l'on considère, ici encore, cette sphère comme une surface réglée, et si l'on pose
(iG)
l'équation (i 5) pren<lra la forme
' ' ' ) ; V-^'T^ - ^ '^ ^^" - qidi)^ { r du h /'i dv ;«.
Si l'on peut déduire jr, y de cette équation en fonction de u et Je i', on aura r/, a\ o!' et les formules, telles (|ue les suivantes
lin , f)n ,
feront connaître, par des calculs élémentaires, les six cosinus qui restent à déterminer. Vinsi tout se réduit à trouver les valeurs de X et de r, fonctions de u et de r, satisfaisant à l'équation (17). Décomposons le second niembre <le celte équation en deux facteurs que nous égalerons à zéro. Nous aurons ainsi deux équations «lillérenticllcs
i n du -*- (Il dv ■■- i{ r //u -+- ri dv ) — o, ( f/ du f/\ d\' — /( /• ds ;- /•, <A' ) — o.
n -.- in'
ff — in' 1
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Soient (19) 'il u,v) =- a, '}^{ UjV) — 3
les intégrales de ces deux équations. Si nous faisons un cliang^enient de variables et si nous substituons à u et r les fondions a, ,3, le second membre de la formule (17) prendra la forme
A étant une fonction connue de a et de [5, et Téquation à résoudre deviendra
Elle ne peut évidemment admettre que Tune des deux solutions sui\antes
ou
^ B, yr A,
A désignant une fonction de a, et B une fonction de p. X devra donc a\oir pour valeur
A 'IV
et il faudra de cette équation déduire les valeurs de A et de B.
Si, par un procédé bien connu, on élimine les fonctions A et B, on verra que X satisfait a Téquation aux dérivées partielles
f)î|ogX .
qui nous sera utile. Mais, si Ton veut ol)tcnir Texpression de A ou de B, il se présente une difficulté tenant à ce que, d*après une remarque déjà faite, l'expression de \ ne change pas quand on remplace A et B respectivement par
m -■' n \ nt -- n h p-\-q\ p-r- fjU
iHy n^p, q étanl des constantes. Il semble donc que l'expression la plus générale de A pouvant satisfaire à l'équation (21) devra contenir trois constantes et, par consé([uenl, ne pourra être <lé-
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hTfninéc que par l'intégration d'une équation différentielle du troisième ordre.
Essayons, en effet, de déterminer A. En prenant la dérivée lo- ^^arithmique par rapport à x des deux membres de TéquatioD (ai), lin (I
Lne nouvelle différentiation par rapport à a permettra d*éliminer li et conduira à Téquation
Nous allons voir que l'intégration de celte équation s'effectue sans difficulté.
Le second membre, étant égal au premier, ne doit pas dépendre
de ,3, et, par conséquent, ne changera pas quand on donnera à 'ï une valeur constante quelconque ^o-
Soit Ao la valeur correspondante de ^; l'équation (24) admettra évi<lemment la solution
A'==Ào, A fAodTLy ou, en tenant compte de l'équalion (>.•>.),
■^ — ïô i
'1 OpQ
ri il suffira de porter cette valeur de A dans l'équation (^3) pour m <léduire la valeur correspondante de B.
o*\. Ainsi, toute la difficulté dans notre nouvelle méthode consiste dans riulégration des deux équations (18); il est clair que, si Ton avait considéré de même t, b'^ b"\ c\ c\ c" au lieu de a, «', a\ on aurait eu à intégrer les deux équations de l'un des groupes suivants :
i p du px dv i( r du r^ d\) — o,
( pdu p\ di' — i^rdti ridv) o,
p du -r J>i di' - i{ q du - q\ d\) ■- o,
p du pi dv — i{ f] du ffx dv) — o.
INTÉGRATION SIMULTANÉE DBS SYSTEMES LINÉAIR'ES. G5
11 y a évidemment le plus grand avantage à avoir le choix libre entre ces trois groupes différents.
54. Nous ajouterons encore une remarque de pure forme relative aux deux équations (3). On peut ramener leur intégration simultanée à celle dhuie seule équation de Riccati, Supposons, en effet, qu'il s'agisse de trouver la solution commune de ces équations qui se réduit à To pour « = //©, ^ = Tq. Posons
n\ {/ désignant des constantes; <t deviendra une fonction de t qui devra satisfaire à l'équation
-r = — u -\- - p = au -H aiv -h libu -h b^v )i -H (cm -h Cit' )j2, at Ou Ov / \ * / 7
où les coefficients sont maintenant des fonctions de t.
Elle sera donc déterminée par cette condition, jointe à celle de se réduire à Tq pour ^ = o. Supposons qu'on ait déterminé cette fonction .
Il suffit d'y faire ^ = i et de remplacer u\ v' respectivement par u — Wo, ^ — i'o pour obtenir la solution cherchée.
En tenant compte de cette remarque purement théorique, on peut dire que V intégration simultanée des systèmes (i) et {2) du Chapitre précédent se ramène à celle dUine seule équation de Riccati,
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CHAPITRE VII
DKS I)EPL.VCE.ME>TS A DEl \ VARIVULKS DANS LE C IS OU LE SYSTEMI'
MOBILE >\v PVS OE POIAT FIXE.
Introduction des six translations. - - Hclations dirTcrcnticlIcs auxquelles eile^^ >utisronl. — Mouvements infiniment i»etits qui se réduisent à des rotations. — Théorème de MM. Sclionemann el Mannlieiin. - Cas particulier où il y a un centre instantané do mtation. — Théorème de M. Hihaûcour.
i)o. Apres avoir Iraiu' le cas où le svslème mobile a un poinl lixe, il nous reste à examiner riivpollièse où le Irièdre (T) si meut d'une manière quelconque dans Tespace : alors il faudra joindre au\ six rotations six quantités nouvelles. Nous désignerons par ;, r,, IJIes composantes de la vitesse de l'origine des axes mobiles relativement à ces axes, quand u varie seule, et par ^|. y,,, Zi les mêmes composantes quand r varie seule. Si Ton désigne par Xo, Yo, Zo les coordonnées de l'origine des axes mobiles par rapport aux axes fixes, on aura
et les équations analogues en \y, Zo« égalons les deux valeurs de
(lue Ton peut déduire de ces formules. Après avoir remplacé
Ou (h' ' * ' *
les dérivées des cosinus par leurs \aleurs, nous obtiendrons une équation qui, devant avoir lieu quand on remplacera a, />, c par les autres systèmes a\ //, r'; (f'\ b"y c\ se décomposera dans les Irois suivantes ( ' ) •
Ox-
(lu
ffl(
Oi'
Ol(
P'^,i—Pi'r, ■- y ;i --(/il
{*) On pouriii compincr avi-r li-> lorniulc^ iiiuilogues données par M. Kirchlioil
06. Réciproquement, lorsque les douze quantités Ç,/?, ... salisferont aux équations (2), en même temps qu'aux équations (5) du Chapitre V, il existera un déplacement dans lequel elles seront les rotations et les translations; car nous savons déjà qu'on pourra déterminer les neuf cosinus; et de plus les équations (i), qui seront compatibles en vertu des équations (2), nous fourniront par des quadratures les coordonnées de l'origine des axes mobiles. Il est inutile de répéter ici que tous les mouvements obtenus se réduisent au fond à un seul, observé par rapport à des axes différents.
Il est évident que, si, au lieu de considérer toutes les positions du svstème mobile qui correspondent aux différentes valeurs de u et de (-, on suppose que // et r soient des fonctions d'un seul paramètre a, les rotations et translations relatives à ce mouvement seront respectivement
(flu f/v du (iv fin dv
j ^ du ^ dv du dv du dv
\ ^chL-^'^'dV ^'^/â-^^'T/i' ^di ^'Toi'
et les projections sur les axes niobiles de l'élément de courbe décrit par un point ([uelconque M dont les coordonnées soni Xyj,, z par rapport au\ axes mobiles seront
/ dx \ du çi ^r {q du tji dv) z — ( /• du ;- /j dv ) )',
( 4 ) < dy -y- Tj du - T,i d%' -\- { r du -{- r^ dv)x — {p du -+- p^ dv) z,
( dz -^ ^ du - • 1^1 dv -f (p du -!- pi dv)y ■ -{q du q^dv )x.
En d'autres termes, si a était le temps, on aurait les composantes de la. vitesse par rapport aux axes mobiles, en divisant les trois expressions précédentes par doL, Nous ferons souvent usage de celte remarque, qui dispense de beaucoup de calculs et permet délaisser de côté tout ce qui concerne les axes fixes.
En terminant ici ces notions préliminaires sur le mouvement, nous nous contenterons de remarquer que la méthode suivie s'applique sans modification au cas où la position du svstème mobile dépendrait de trois ou même d'un plus grand nonibre de paramètres.
dans la quatrième cl la cin(|uiciiic Lcroii dc> Vorlesungen iiOer Matlicmatisclic Physik, i«7(i.
68 LIVRE I. — Cil A P. vii.
37. Nous allons faire usage des résultais précédents pour démontrer un théorème important relatif aux déplacements à deux variables ( *).
Si l'on considère le système mobile dans une position déterminée, il peut s'en écarter d'une infinité de manières ; les rotations et les translations correspondantes au mouvement le plus général qu'il puisse prendre sont données par le Tableau (3). Cherchons si l'un des mouvements infiniment petits que l'on obtient ainsi peut se réduire à une simple rotation.
Il faudra pour cela que l'on ait (n" 3)
\ (pdu-\-ptdv){^du-^^idv)
j -^{q du-^ qi dv)(iri du -h t)| dç)-i-{r du - - ri dv)(li du -+- Çi <fr) = o.
Cette équation fournit deux valeurs, en général différentes, de
-y-' Il y awra donc, en général, deux mouvements différents, réels
ou imaginaires, qui se réduiront à une rotation. L'axe de rotation correspondant à chacun de ces mouvements sera défini [)ar les équations
I^du-¥ ^i dv-h (q du -4- qi dv) z — { r du -\- r^ dv)y ~ o, Y) du -T- r^x dv -\- (r du-^ Ti ds^)x — (/> du-^,- pi dv)z = o, X^du-r- Xt\d\^ -{- {p du -r- pxdv)y — (q du -h qidç)x = Oj
où l'on remplacera -7- par la racine de l'équation (5) correspondante au mouvement considéré.
Le résultat précédent a une conséquence importante, qu'il serait aisé de vérifier par un calcul direct. Puisque deux des mouvements se réduisent à des rotations autour de deux droites, que nous appellerons D, A, la normale à la surface décrite par un point quelconque du système in^^ariable devra rencontrer chacune de ces droites;
(*) Ce Ihcorèmc u été éooncé en i86(3, dans le Journal de Liouville (a* série, l. \I), par M. Mannheiin, qui en a fuit depuis Tobjel d'une étude approfondie. On ignorait) à cette époque, qu'il avait été donné, onze ans auparavant, par M. Scliunemann, dans un article présenté par Steiner à rAcadémie de Berlin {Monatsbenchtc, i8j5). C'est M. Geiscr qui, en 1880, a appelé l'attention sur le travail de M. SchOncinunn et Ta fait réimprimer dans le Journal de Crelle, t. XC, p. 39 à '|S.
car celte normale, étant perpendiculaire à tous les déplacements du point considéré, l'est en particulier à ceux que prend le point dans les rotations, et par conséquent elle rencontre nécessairement les axes de ces rotations.
58. L'équation (5) est du second degré par rapport à --r-\ elle
pourra donc avoir ses racines imaginaires, et alors les deux mouvements qui se réduisent à des rotations seront certainement imaginaires; elle pourra aussi avoir ses racines égales. Nous ne discuterons pas tous les cas qui peuvent se présenter; mais nous étudierons les déplacements pour lesquels on sait a priori qu'il existe deux déplacements se réduisant à des rotations autour de deux droites distinctes et concourantes. En' se plaçant dans cette hypothèse, M. Ribaucour a obtenu un élégant théorème (*) que nous allons démontrer.
Il est aisé de reconnaître que, dans le cas qui nous occupe, Téqua-
tion (5) doit être une identité. Désignons en effet par -i-> tc- les
deux valeurs de -r- relatives aux rotations considérées: on aura
dv
nécessairement
{pciu -^ pidv){\du -\-\\dv)-ir . . .— Oj
Les axes de ces rotations sont définis par les formules (6). La condition pour que ces axes se coupent s'écrit de la manière très symétrique
(pdu -\-pidv){^ou -4- ^iOv)-\- {pou -i-piùv)(^du -+- ^idv) -h . . . = o.
Les trois équations que nous venons d'obtenir peuvent se ramener au type suivant :
I A du^-- 1 B du dv ■+- G dv^ = o, (7) J \ou^-^ iBoutjç -i- Coç^ =- i),
i Aduou -r- B(durj{-\- (idifr;u ) -7- Cdvùi= Of ^
or -i- CldvrjU
(') RiBACCOL'R, Sur la déformation des surfaces {Comptes rendus, t. L\\, p. 33o).
*\ i \. B. C ont foar ^aî-ur-
>î Ion f;//n*iJêr^ le* Iroi* équaîîon-* j comme détermînani les încoonries A. B. C lenr déterminant s^ra <///o** — <A*?m ', el. par h%j>olhê^, il n*: *^ni pas nul. On aura donc
t'I. par conséquent, l'équation j sera i«J*?ntiquement satisfaite. On arrive au\ mêmes conclu-^ions |iar un raisonnement beaucoup plus simple. Si les deu\ droite-^ D. A se coupent. leur point d'inter-^eclion aura une \stesse nulle d'ins tous les déplacements. On de%ra donc avoir, si l'on désl;rne par x . r', z' les coordonnées de ce point relativement au\ a\es mobiles.
t >* » • T — rj-' — pz — o, T.i - ry^T — piZ = o,
f'I il n'e<*t pas difficile de déduire de là les équations
Mais voici la conséquence qui constitue le théorème de M. Ribaucour.
Sup[>osons que. pour toutes les valeurs de a et de r, il v ait des valeurs de jr',>''. ^'satisfaisant aux équations i 8 ». Le point (x',1'', z'), considéré comme appartenant uu svstème mobile, décrira une surface (5^ que nous regarderons comme faisant partie de ce svstème. Si Ton rapporte le même point aux axes fixes, il décrira une surface (S;. Donnons à w el à i* des accroissements du, rfr; le point se déplacera sur la surface (S ) et décrira un arc infiniment petit dont les projections sur les axes mobiles, données par les formules ( \), seront, en lenant compte des équations {S)^
dx', (ty\ dz'.
Or ce sont là les projections sur les mêmes axes du chemin décrit par le point considéré sur la >urface i^s ), Ces deux chemins avant toujours même direction et niéine t;randcur, on voit que les deux
surfaces (s) et (S), non seulement sont tangentes, mais encore roulent l'une sur l'autre, de telle manière que les chemins parcourus par le point de contact, sur les deux surfaces, aient toujours la même longueur et la même direction.
En d'autres termes, les deux surfaces se correspondent point par point, de telle manière que deux courbes correspondantes aient la même longueur. On dit alors qu'elles sont applicables Tune sur l'autre.
o9. Nous pouvons ajouter les propriétés suivantes : Tirons des équations (8) les valeurs de $, . . ., Ç,, ... et portons-les dans les équations (2). Après un calcul facile, nous obtiendrons les relations
ày'
Oz' oy
ôx' ' 0.
dz'
^ Ov
f)x' Oz' '•» Ou -" ^» Ou
ôx'
"J ov
Oy' Oz' ' ou 'Ou
qui conduisent à une conséquence importante. Multiplions-les respectivement par -— > — > -^ et aioutons-les. Nous aurons
i i lia tlii lia **
Ov
ov
ov
Pi
oy
Ou
Ou
Oz Ou
Ox' Ov
Ov
Oz' Ov
On pourra donc poser, A et ji-i étant deux fonctions convenablement choisies,
' Ox' . Or'
Pi—— 'M- :- A-— ,
'^ ' Ou Ov
Oy' . Oy' '^ ' ' Ou ov
Oz' . Oz' ri ^~- \xi - -f- À — .
Ou
Ov
On aurait de même
âx'
/'^ ^-^ttz^-î^tïï;
Ofi
0,1 les équations analogues en r/j i\ Si l'on substitue d'ailleurs
les valeurs des rotatiops dans les équations (9), on obtient la condition complémentaire
(II) Xi=->^,
en sorte que l'on a, pour/?, y, r, les valeurs suivantes
^ ^ ^ Ou ^ Oi'
. i)z' Oz'
Ou ' Ov
n\ \ qui, jointes aux équations (10), remplacent les formules (\) '^X et (9). \
60. L'interprétation géométri(|ue des équations (10) et (12) est évidente. Les dérivées de jc', y', z' par rapport à u et par rapport à (' étant proportionnelles aux cosinus directeurs de deux tangentes à la surface lieu du centre instantané, les deux rotations dont les composantes sont/?, </, r et/?<, ^i, ri sont dans le plan tangent à cette surface. Il en sera de même évidemment de la rotation qui correspond à une variation simultanée quelconque de u et de i^; cela résulte des formules (3) qui donnent les composantes de cette rotation. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
S'il arrive, dans chaque position du système mobile, que deux des mouvements infiniment petits, par lesquels on amène le système dans une position infiniment voisine, se réduisent à deux rotations autour d'axes concourant en un certain point, tout autre mouvement infiniment petit du système se réduira aune rotation autour d'un axe passant par le même point, que l'on peut appeler centre instantané de rotation. Les deux surfaces lieux du centre instantané, dans le système mobile et dans l'espace, seront applicables l'une sur l'autre; elles seront toujours en contact, de telle manière que tout mouvement du système mobile se réduira au roulement de l'une des surfaces sur l'autre, l'axe instantané de la' rotation passant à chaque instant par le point de contact des deux surfaces et se trouvant dans leur plan tangent commun.
Il nous reste à donner l'interprétation géométrique de l'équation (i 1). Elle exprime; on le reconnaîtra aisément, que la relation
entre la direclion de la courbe suivie par le pôle instantané et celle de l'axe de rotation correspondant est réciproque; c'est-à-dire que, si, après avoir considéré un déplacement infiniment petit pour lequel l'axe de la rotation instantanée a une certaine direction, on envisage le déplacement dans lequel cette direction devient celle de la roule suivie par le centre instantané, l'axe de rotation dans ce nouveau déplacement aura même direction que la route du centre dans le premier. On pourra ici constituer une théorie toute semblable à celle des tangentes conjuguées et de l'indicatrice de Dupin ; on trouvera également deux séries de lignes, analogues aux lignes asymptotiques, qui sont caractérisées par cette propriété que, lorsque le roulement des deux surfaces l'une sur l'autre s'effectue de telle manière que le centre instantané décrive l'une de ces courbes, la rotation esta chaque instant dirigée suivant la tangente à la courbe. Par conséquent, les deux courbes correspondantes qui sont alors les routes du centre sur les deux surfaces ont, à chaque instant, même courbure et même plan osculateur. Nous laisserons au lecteur le soin de développer ces indications.
61. Réciproquement, toutes les fois que l'on connaîtra deux surfaces (S), (5), applicables l'une sur l'autre, si l'on place la surface (s) de telle manière que l'un de ses points coïncide avec le point homologue de (S) et que les courbes homologues des deux surfaces qui passent en ce point y soient tangentes, toutes les positions que l'on obtiendra ainsi pour la surface (s) dépendront de deux paramètres et le déplacement à deux variables défini par ces diverses positions jouira de toutes les propriétés que nous venons de signaler.
Considérons, par exemple, toutes les surfaces (s) symétriques de (S) par rapport à ses plans tangents; elles constituent évidemment toutes les positions d'une surface (s) roulant sur (S). On pourra appliquer à ce mouvement toutes les propositions précédentes. Les surfaces trajectoires des différents points du système mobile sont homothétiques aux podaires des différents points de l'espace par rapport à (S), le rapport d'homothétie étant 2.
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CHAPITRE YIII
pr.F.MiknFs \OTio>s sir lks r.ooRno>\i':ES ctryilioxes.
Surface «le rc\«»liilî<»ii. — M^s-iri*!*». — Siirfar*» pMMhlo^phrriiiuc. — Syslcmcs isollH^rnic*. — Siirfa<*«*'< n.'sl».*»''^. — îMirfHr»'** tlT-vrluppaMes. — Dét*>rmination de toutO'H les <>iirfai'«^< appliral)i<><^ ^ur le plan par la int'lhiHle de M. O. Bonnet.
f)2. Dans le» prcMiiier Chapitre nous avons reconnu que Ton pouvait rallacher la théorie des courbes gauches à Téludc du mouvement d'un trièdre; de même les propositions relatives aux déplacements à deux variables trouvent une application importante «lans la théorie des surfaces. Mais, avant de développer celle applîration, nous donnerons des notions étendues sur les systèmes de coordonnées ctirvilignes que Gaiiss a, le premier, employés d'une manière systématique, dans le mémoire fondamental Disquisitiones générales circa superficies cur\as^ publié en 1828 dans le l. V! i\(^^ Nouveaux Mémoires de la Société de GœUinsue,
Il y a, comme on sait, deux moyens de définir une surface. On peut la déterminer par son équation, c'est-à-dire parla relation qui existe entre les coordonnées de Tun quelconque de ses points: mais on peut aussi supposer que ces trois coordonnées aient été «exprimées au moven <le deux yari.ibles indépendantes que nous appellerons u el r. Cette seconde manière de définir la surface est même plus générale que la première: car, si Ton prend pour w et e deux des trois coordonnées rectangulaires, l'expression de la troisième sera j)récisément IVquation de la surface résolue par rapport à celle coordonnée.
Un svsième de coordonnées curvilij^nes peut être représenté géométriqiiemenl. il suffît d<» tracer sur la surface les deux familles de courbes, lieux d(»s points pour l<»squrls Tune ou Taulre des variables u. i' demeure constante. Mais il importe de remarquer que le système de coordonnées n'est pas comjdètement défini, si Ton donne sj'ulemenl les deux liunilles «le courbes coordonnées. On
pourra évîdeinmenl, sans changer ces courbes, remplacer u et v par les variables U\^ t'i, qui seront des fonctions quelconques des premières
C'est une remarque dont on fait souvent usage et qui permel quelquefois de grandes simplifications.
63. La méthode de Gauss repose essentiellement sur l'expression de l'arc d'une courbe quelconque I racée sur la surface.
Supposons les coordonnées rectangulaires x^y^ z d'un point de la surface exprimées en fonction des deux variables ii el i'. L'expression d'un arc de courbe tracé sur la surface sera donnée pai' la formule
( i) ds^ : K du^ '}.¥ du dv -^ G</t^»,
oii Ton a
-, Ox f)^ ()y ()y t)z f)z Ou ov Ou ()v Oti Ov
VA'/ \0s^
Nous appellerons, pour abréger, ds l'élément linéaire. Nous \v mettrons aussi sous la forme
( 3) ds^ - A» du'^ -: 2 AC cos a du dv - - C^ dv^ ;
et l'on aura, par conséquent,
(4) A . v'K' C -- v^'d, cosa =
y/Ev/G
Les formules (9.) montrent que \du est l'arc de la courbe
i' = const., (Zdv Tare de la courbe // ^^ const. ; enfin a est l'angh*
sous lequel se coupent ces deux courbes au point considéré. On
aura donc
toutes les fois que l'on emploiera des coordonnées curvilignes rectangulaires. Il résulte également des formules (2) que l'élément
superficiel de la surface aura pour expression
AG sin rtdudv = /ÊG — F* du dv.
Avant d'aller plus loin, nous allons donner quelques exemples de ce mode de représentation.
6-i. Considérons d'abord les surfaces de révolution, et supposons <[ue l'on ait pris pour axe des z l'axe de la surface. Si l'on appelle r la distance d'un point du méridien à l'axe, l'équation de la
surface sera
Ar).
Introduisons Tangle r que fait, avec le plan des xz, le méridien passant [)ar le point considéré 5 nous aurons, pour les coordonnées X, V, les expressions
el de là nous déduirons, pour l'élément linéaire, la formule (5) ds*=:drHi -h/») -^ /'VA*.
Ici les courbes /' = const. sont les parallèles ; les courbes i' = const. sont les méridiens. Si l'on pose
dr\/i~-~f'^ ^dii,
r deviendra une fonction de u, et l'équation (5) prendra la forint» ( () ) ds^ --=du^-^o{u ) dv'*'.
La signification de u est évidente : c'est Tare du méridien compté à partir d'un parallèle fixe.
On peut mettre cette expression de Télément sous une forme un peu différente. Posons
. du , -dr
■ 2 -- - — dui -- - -N- - '
^ '-^('0 de\iendra une fonction F(^/|) de ^/i, et l'équation (G) nou>
<lonnera
ds^ = F{ui){du\--dv^),
Toutes les fois que Félément linéaire d'une surface peut
tHrc ramené à la forme
ds^^- lidoL^-i-d'^i),
on dit que les courbes coordonnées forment un réseau isotherme ou isométrique, La première dénomination est empruntée à la théorie de la chaleur; la seconde, qui est due à M. Bonnet, s'explique par les remarques suivantes.
Imaginons que Ton trace sur la surface toutes les courbes coordonnées correspondant à des valeurs des paramètres a, ^ croissant suivant des progressions arithmétiques de raison infiniment petite
a, a -+- d-Xj a - 7.d-x^ . . .,
on aura ainsi décomposé la surface en une série de rectangles infiniment petits, dont les côtés seront égaux si l'on a pris doL = dp. On dit alors que la sur/ace est dii'isée en carrés infiniment petits. Cela n'est pas, sans doute, rigoureusement exact; mais les rectangles curvilignes formés par les lignes coordonnées considérées ont le rapport de leurs côtés adjacents d'autant plus voisin de l'unité que la raison rfa a été choisie plus petite.
Dans le cas des surfaces de révolution, on voit que les méridiens et les parallèles constituent un système isotherme.
66. Considérons, en particulier, la surface de révolution engendrée par la révolution d'une chaînette autour de sa base. On a
et l'on trouvera sans difficulté
La formule (6) nous donnera, par conséquent, pour l'élément linéaire delà surface,
( 7 ) ds^ = du^ -f- ( a- -i- a^ ) ds^K
Cette surface très remarquable a reçu le nom à^aijsséide ou de caténoïde. Comme la chaînette est la seule courbe dont le rayon
(If coiirhuiv soit égal cl de signe conlruirc ùla normalcy TalYSséide (*>t la seule surface de révolution pour laquelle les ravons de courbure principaux soient en chaque point égaux et de signes ronlraires. On a donné le nom de surfaces mininia à toutes celles dont les ra\onsde courbure sont liés par cette relation. L^alvsséide (»st donc la seule surface minima de révolution
On >ail \\\u\ >i l'on ct»nsidciv uno cliaînelte dont la base soit Oz v\ \\\u\ du pied P de r«)rdoniu'v du point M. on abaisse une perpcndîruLnrc Pt^> nui* la l.in:;ontc en M, laiv de la chaînette, compté à partir du commet S. «^cra cj:al au serment do droite MQ; par con-^cqucnK le point i^ décrira une des dê\eloppantes de la chaiuelle.
r.ouiine IH^> esl eon>lant et ei:al au paramètre «y de la chaînette, le beu tbi point i,^ >era la »o;.//«" .lux titn::rnivs vstfles ou ; .:•.';,. \\\ dexi^nant par -^ ranj;le PMi^. l'arc décrit parle ponil l^. loî^ipie ,. au^nunle de .:\;. a pour \aleur
MO
î . . .,î>> la px"vî»end»x a..i i,- aba-«ee de 1^ sur Or a
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pour expression
on voit que réiément linéaire de la surface engendrée par hi révolution de la courbe aux tangentes égales aulour de Oz sera donné par la formule
f/5* -— t/j* - - /•- ^r* = €/'( col' o d'^^ -" sin* c (h-^ ).
Posons
col o e/c& — du.
ce qui donne
sine» •'- e", et nous aurons
(H) ds^ r- a^idii^ ^- r'" ^c2 ).
Remarquons d'ailleurs que, dans le triangle rectangle UPM,
on a
MQ.QK -:/?*.
Les centres de courbure principaux de la surface sont évidemment les points M et R; donc les ravons de courbure principaux satisfont à la relation
RR - «s.
Mais cette propriété ne caractérise nullement la surface, il esl aisé de le démontrer.
Proposons-nous, en efl'et, de déterminer toutes les surfaces de révolution dont les rayons de courbure sont liés par la relation précédente. Par un calcul sur lequel nous ne reviendrons pas ici, on trouve que les variables z et /• doivent satisfaire à la relation dinerentielle
b désignant une constante arbitraire qui peut prendre toutes le> valeurs possibles. L'élément linéaire de la surface est donné par la formule
n^dr^' , , .
Supposons d\ibor(l que h soit égal à a. On relrcuive alors la
surface dont le méridien est la courbe aux tangentes égaies. Nous lui donnerons le nom de surface pseudosphérique ,
Si b est plus petit que a, le rayon r peut prendre toutes les valeurs inférieures à 6 et Ton obtient une surface qui, comme la précédente, a encore un parallèle de rebroussement BC; mais tous les méridiens vont couper l'axe de la surface en un même point A, sous un angle fini dont la langenle a pour valeur
I< I II
Si Ton ])ose alors
on obtient, pour Télémcnt linéaire, l'expression
[/pli .... p—n \ î "1
Si h est au contraire plus grand que Uy r a un minimum
^1)' — a- et les méridiens ne rencontrent plus Taxe. La surface admet alors deux parallèles de rebroussement et un cercle de orge DE {^fig- 3). Si Ton pose
f>ii _:_ f>- Il
nv
l'élément linéaire devient
II
ds^
=-- cr- \du^ 4- ( ''JL^JLl j ' dv'i^ .
67. Après les surfaces de révolution, nous examinerons le groupe si important formé par les surfaces réglées. Elles peuvent être définies par les trois équations
(lîfc)
r = «1 w -4- 6„ -s = ai M -f- 63,
où a, 6, ... doivent être considérées comme des fonctions d^un paramètre v. Si Ton suppose
u désignera la longueur portée sur chaque génératrice rectiligne de la surface à partir de la courbe déGnie par les équations
Fig. 3.
On déduira des formules (12) Texpression suivante de l'élément linéaire
ds^= €fa*-t- aD dudv ■+■ (Au*-f- aBu -4- C)dç^^
où A, B, C, D sont les fonctions de v définies par les relations
D = a, b\ -h «, b\ -H az b\
Si l'on suppose que la courbe ^^ = o, définie par les équations (i3), ait été choisie parmi les trajectoires orthogonales des génc- D. — I. 6
ralrices, on aura
et l'élément linéaire prendra la forme plus simple (i5) ds^ = é/M«-f- ( A M«-i- aB u H- C) dv^.
Dans ce cas le système de coordonnées sera formé des génératrices rectilignes v = consl. et de leurs trajectoires orthogonales.
Pour ramener l'élément linéaire général, donné par la formule ( 1 4 ), à la forme ( 1 5 ), il suffira de substituer à a la variable suivante :
u = // -\- fDdv.
On reconnaît ainsi que, dans toutes les surfaces réglées, les trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes sont déterminées par une simple quadrature.
68. Considérons, par exemple, la surface formée parles normales principales de l'hélice ou hélicoïde gauche à plan directeur. Elle est définie par les trois équations
z = ar,
(16) ^ X =^ U QOiV,
d'où l'on déduit
La comparaison des formules (7) et (1^) nous montre que, si l'on fait correspondre sur l'hélicoïde et sur l'alysséidc les points pour lesquels les valeurs de u et de i' sont les mêmes, les arcs de deux courbes correspondantes seront rigoureusement égaux. On dit dans ce cas que les deux surfaces sont applicables Vune sur l'autre. Il est clair, en effet, que si Ton considère une surface comme un tissu flexible et inextensible, et si l'on admet la possibilité de déformer cette surface sans déchirure ni duplicature, la longueur de toute courbe tracée sur la surface sera demeurée invariable dans la déformation. Sans examiner la question de savoir s'il est possible d'amener la première surface à coïncider avec la seconde par une suite continue de déformations, on dit que deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre quand elles satisfont à la définition géométrique que nous venons de donner. Le
problème de la recherche des surfaces applicables sur une surface donnée est un des plus intéressants, mais aussi un des plus difficiles, que l'on rencontre dans l'application de l'analyse à la Géométrie. Dans le cas qui nous occupe, l'hélicoïde est applicable sur l'alysséide, les génératrices rectilignes de la première surface correspondent aux méridiens de la seconde et les hélices aux parallèles.
69. Revenons aux surfaces réglées. Il est aisé, lorsqu'on a seulement l'expression (iS) de l'élément linéaire, de distinguer les surfaces gauches des surfaces développables.
En effet, on a identiquement
On voit donc que le trinôme premier membre sera une somme de carrés, et l'on aura
B«— AC<o, tant que les équations
a, dm Cl'
ne seront pas satisfaites. Or ces dernières équations n'ont Heu que dans le cas où la surface est développable. En effet, les équations (12) nous donnent
dx = axdu -\- (a j u-^ b\) dv^ dy = aidu -h (a\u -¥- 6', ) dvj dz = «j rfa -h («3 u -t- 63 ) dv.
Exprimons qu'il existe un point de la génératrice qui décrit une courbe tangente à cette génératrice ; il faudra qu'en prenant pour u une fonction convenable de v on ait
dx _^ dy __ dz ax as as
ce qui donne, en remplaçant dx^ dy^ dz par leurs valeurs,
a\ u-\-b\ __ a\u -\- b'^ _ a', m -+- 63 ax a, aj
Si l'on tient compte de l'équation D = o, on trouvera que la
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valeur commune des trois rapports précédents doit être égale ù zéro.
On devra donc avoir
et, par conséquent, les équations (i8) expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que la surface soit développable.
Enfin, en substituant à v une fonction convenable de i^, on pourra réduire le coefficient A à l'unité. Nous avons donc, comme forme réduite de l'élément,
(19) ds^ = rfw« -i- [( w — a)2-i- 3*] dv^
dans le cas des surfaces gauches, et
{20) f/j* = ûfa* -f- ( a — a )* ûfi^*
dans celui des surfaces développables, a et ^ désignant des fonctions de c' (*).
70. De la forme de l'élément linéaire des surfaces développables on déduit facilement qu'elles sont applicables sur le plan.
Reprenons, en effet, la formule (20) et décomposons le second membre en deux facteurs
du -h i{u — a) dVf du — i(u — aL)dv.
Si l'on multiplie ces facteurs respectivement par e**', e~'*', ils deviennent des différentielles exactes et l'on peut poser
!e^*'[du -^ i{u — a) dv] = dx -i- i dy, e-^^'ldu — i{u ^aL)dv] = dx — idy.
On a, en intégrant,
IX -\- iy = Mc'*' — ifoLe^*' dv, x — ly = Mc-'»' -h ifoLe-'*' dv.
(*) Celte théorie laisse toutefois de côté les surfaces réglées imaginaires pour
lesquelles on a
a} -ha| -h aj — o,
et qui sont engendrées par des droites rencontrant le cercle imaginaire de l'infini.
D'ailleurs, en multipliant membre à membre les formules (21), on obtient, pour l'élément linéaire de la surface développabie, l'expression
qui démontre la propriété annoncée.
Les formules (22) peuvent être remplacées par les suivantes :
y = u^iïiv — /a ces v dv.
On voit qu'aux génératrices rectilignes de la surface, définies par la relation i'rzrconst., correspondent des droites du plan; par conséquent, les trajectoires orthogonales des génératrices ont pour transformées les courbes parallèles, trajectoires orthogonales des droites du plan. A l'arête de rebroussement, u = a, de la développabie correspond l'enveloppe de toutes les droites du plan. Tous ces résultats, que nous ne nous arrêtons pas à vérifier, sont bien d'accord avec les opérations mécaniques par lesquelles on réalise le développement de cette classe si importante de surfaces.
1\ . Nous venons d'indiquer un moyen d'appliquer la surface développabie sur un plan. Il est naturel de se demander s'il n'y en a pas d'autre, et si, par exemple, on ne pourrait pas réaliser cette application de la surface en faisant correspondre aux génératrices rectilignes de la surface des lignes courbes du plan. Le raisonnement suivant donne la réponse à cette question.
Supposons que l'on ait, de deux manières différentes, appliqué la développabie sur le plan, c'est-à-dire qu'on ait mis son élément linéaire sous les deux formes
ds^ = dx^-\- dy^, ds'* = dx'^ -^ dy'^ ;
on en déduira
(a4) dx^-\- dy^ = dx'*-\- dy'^.
U est aisé de résoudre cette équation de la manière la plus générale; on peut, en effet, la remplacer par l'un ou l'autre des systèmes
{da/^cosoidx — sina<(^, dx' ^cosidx-^ s\ii7.dy, \ dy' = sin a ctr -h ces a <(^, dy' =^ sinac^ — cosat/^,
OÙ a est une inconnue auxiliaire, et qui se déduisent Tun de Tautre parle changement dey en — j. Considérons, par exemple, le premier. En écrivant que les seconds membres des équations sont des différentielles exactes, nous obtenons les relations
d% doL d% . doL
sin a — - = cos a — > cos a -— = — sm a -r- ,
ây ôx dy ox
qui donnent
d% à% _ Tx'^'à^'"^''
a est donc constante. En intégrant les formules (25) et désignant par x^^y^ deux nouvelles constantes, on aura
x' — X cos a — y sina -^ x©, y' =^ X sina-f-^cosa-t-^o»
Ce sont les formules de la transformation des coordonnées. Par suite, Xy y e\, x!^ y peuvent être considérées comme les coordonnées d'un même point du plan, rapporté à des axes différents; et les deux représentations de la surface développable ne doivent pas être regardées comme réellement distinctes.
72. Une autre question très intéressante se présente ici. Nous venons de voir que Tenveloppc d'un plan mobile est applicable sur le plan. La réciproque est-elle vraie, et toute surface applicable sur le plan est-elle l'enveloppe d'un plan mobile? Cette proposition a toujours été admise par Monge et les autres géomètres de son époque, comme le prouve le nom même de surface développable donné dès le début à l'enveloppe d'un plan mobile (*). Elle est un corollaire immédiat des propositions générales que nous aurons à développer dans la suite; mais nous pouvons, dès à présent, en donner une démonstration directe et très simple, due à M. O. Bonnet (*).
Soient x^y, z les coordonnées d'un point de la surface cherchée, applicable sur un plan, et soient a, ^ celles du point correspondant
(*) Voir, eo particulier, le Chapitre sur les surfaces développables dans V Application de l'Analyse à la Géométrie de Moxce. (") Annali di Matematica, 2* série, t. VII, p. 61.
sur le plan. On doit avoir
<a6) dx^ -+- ef^* -f- dz'^ = û?a« -f- c??*,
ce qui donne les trois équations
(S)'-(i)'-(sr='.
dx àx dy dy dz dz __
Différentions les deux premières de ces équations ; nous aurons
dx d^x dy d^y dz d^z ^
doL da' doL da* d% da* ~~ '
dx d^x dy d^y dz d^z
dp dp» dp dp» dp dp»
dx d^x dy d^y dz d^z
da doL d^ doL doL d^ da da d^ dx d^x dy d^y dz d^z
d^ dfid^ d^ d7.d^ d^ dtxd^
Différentions maintenant la dernière des équations (27); en tenant compte des précédentes, nous trouverons
(dx d^x dy d^y dz d^z _ T^'d^'^ di'm'^di'd^''^'
i dx d^x dy d^y dz d*z __ ( dp 50»" "*" dp dâ*" "*" dp dô» "" ^*
En comparant les équations (28) et (29), nous voyons que Ton doit avoir
da«
da«
(flx
dadp
dadp
dadp
dadp
dadp
dadp
dp»
dp»
dp»
Le système (A) nous apprend que 3- > 3^' ;r- sont fonctions d'une
même variable et le système (B) établit qu'il en est de même pour
Tô» -j^> gS' Mais, par suite de la dernière équation (27) ou de
Tune des équations (29), les deux variables dont dépendent ces deux groupes de dérivées sont fonctions Tune de l'autre et, par conséquent, les six dérivées de ^,^', ^ sont fonctions d'une même variable, que nous désignerons par t.
Cela posé, si l'on désigne par p el q les dérivées de z considérée comme fonction de x et de j^*, p el q seront déterminées par les équations
dz dx dy àz dx dy
qui montrent que/> et q sont fonctions de t\ donc p est fonction de y, ce qui caractérise, on le sait, les surfaces enveloppes d'un plan mobile.
Le nom de développahles donné à ces surfaces est ainsi pleinement justifié.
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CHAPITRE IX
SURFACES DÉFIiriES PAR DES PROPRIÉTÉS CINÉMATIQUES.
HélicoTdes généraux. — Théorème de Bour. — Surfaces de révolution applicables les unes sur les autres. — Surfaces engendrées par le mouvement d'une courbe invariable. — Surfaces moulures. — Surfaces spirales de M. Maurice Lévy.
73. Les surfaces de révolution jouissent d'une propriété cinématique importante. Elles ne cessent pas de glisser sur elles-mêmes lorsqu'on leur imprime un mouvement de rotation autour de l'axe. Cette propriété qu'elles possèdent, de pouvoir être déplacées sans cesser de coïncider avec elles-mêmes, appartient aussi aux cylindres et à une classe plus étendue de surfaces, les hélicoïdes, qui comprennent comme cas limites, et les cylindres, et les surfaces de révolution.
Considérons, en effet, un système solide animé d'un mouvement hélicoïdal. Nous savons que tous les points de ce système décrivent des hélices de même axe et de même pas ; chacune de ces hélices est animée d'un mouvement dans lequel elle ne cesse de glisser sur sa position primitive. Si donc on associe toutes les hélices rencontrant une courbe donnée (C), elles formeront une suriface qui pourrait être engendrée par le mouvement hélicoïdal de la courbe (C), et qui possédera évidemment la propriété de glisser sur elle-même dans le mouvement. Cette surface est un hélicoïde général. Nous allons donner les équations qui la déterminent et chercher son élément linéaire.
Les hélices décrites dans le mouvement hélicoïdal permanent sont définies par les équations
a: = p cosi'i, (i) {^=psini^i,
où h désigne le pas commun des hélices divisé par 27:. Si l'on
prend pour Zq une fonction quelconque de p, lescoordonnées^,^, -; deviendront des fonctions des deux variables p et v^ ; les formules précédentes définiront la surface hélicoïde la plus générale. Faisons
et calculons Télément linéaire de Thélicoïde. Nous trouverons
ds* =: (i -{- ff'i)dp^ -r- 2hff' dp dçi-h {p^ -r- h*) dv\. En transformant le second membre, on obtient
Si Ton introduit les deux nouvelles variables ;/, v définies par les quadratures suivantes
l p«-hA*
p*-+- h^ deviendra une fonction de ii que nous désignerons par U^, et l'élément linéaire sera ramené à la forme
(4) ds*=du^-^V^dv*.
Les courbes u = const. sont les hélices tracées sur la surface, el, par suite, les courbes ç> = const. sont les trajectoires orthogonales de ces hélices. On reconnaît ainsi que ces trajectoires se déterminent par une simple quadrature.
74. La forme (4) de l'élément linéaire est identique à celle que nous avons déjà obtenue pour les surfaces de révolution ( n° 64). On sait, d'ailleurs, que ces dernières surfaces peuvent être considérées comme des formes limites des hélicoïdes généraux, correspondantes au cas où le pas commun des hélices devient nul. On peut donc prévoir que les hélicoïdes sont applicables sur des surfaces de révolution. Ce beau théorème est dû à Bour, qui Ta établi dans son Mémoire sur la déformation des sur/aces (Journal de V École Polytechnique y XXXIX* Cahier, p. 82). Pour le démontrer, nous ferons voir que la forme (4) de l'élément linéaire, donnée a priori, convient à une infinité d'hélicoïdes, parmi lesquels se trouvent toujours des surfaces de révolution.
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Les formules (i), où l'on considère Zq comme une fonction de p, définissent l'hélicoïde le plus général, et la formule (2) fait connaître l'élément linéaire de cette surface. Pour le rendre identique à l'élément linéaire donné par l'équation (4), il suffira évidemment de poser
p.+A.)(rf^,+ A2i^y=u«d.«
m, en extrayant les racines carrées,
du=±^dp^-^-f^.
La première de ces formules montre que p est une fonction de u. Pour que la seconde puisse avoir lieu, il faut évidemment
que le rapport "~ soit égal à une constante que nous désigne-
rons par — • On aura donc
h rfcp ^ dv p* -+- A* ~ m
(^) { , hd9 dv
I dvx A — . — ^ = —
Les formules (5) et (6) nous conduisent, par des éliminations faciles, aux valeurs suivantes de p, rfcp, dv^ :
'" '"--g-^.-^-nïJ^^it/'"'--"-'-^'
Toutes les quantités qui figurent dans les formules (i) sont ainsi exprimées en fonction de ^^ et de v] la question proposée est donc complètement résolue.
75. Les hélicoïdes que nous venons de déterminer dépendent de deux paramètres arbitraires h et m. Il est aisé de s'assurer qu'ils
ne sont pas superposables. Considérons, en particulier, le cas où l'on a
et supposons m = i . Les formules précédentes deviendront
w*-ha* — A*
Si Ton donne à A toutes les valeurs comprises entre o et a, on aura une série continue d^hélicoïdes , tous applicables les uns sur les autres. Ils présenteront toutes les formes intermédiaires entre l'alysséide et Thélicoïde gauche à plan directeur, qui sont les termes extrêmes de cette série et qui correspondent respectivement aux valeurs o et « de l'arbitraire A.
76. Revenons aux formules générales (7). Si l'on y fait A = o, on obtient des surfaces de révolution, toutes applicables les unes sur les autres, aussi bien que sur les hélicoïdes généraux définis par ces équations. Elles sont déterminées par le système très simple
X = ah cos — , a
IT
^ ' r = av sin —,
où a est mis à la place de //?.
Quand on fait varier le paramètre a on obtient une suite continue de surfaces; nous signalerons, sans les démontrer, les propriétés suivantes que nous rattacherons plus tard à des théorèmes généraux.
Si l'on considère sur toutes ces surfaces les points qui correspondent à une même valeur de w : i** le produit des rayons de courbure principaux en ces points sera le même pour toutes les surfaces ; 2° la tangente au méridien, prolongée jusqu'à sa rencontre avec l'axe, aura aussi la même longueur pour tous les points considérés. Nous indiquerons plus loin une application de cette dernière propriété, et nous allons étudier deux exemples particuliers.
SURFACES DÉFINIES PAR DES PROPRIÉTéS ClKÉlf ATIQUES. qS
Faisons d'abord
ce qui donnera les surfaces de révolution applicables sur la sphère.
Les formules (8) deviendront ici
X = asinMCOs-,
y = asinusm- 7
z = f^i — a*cos*M du.
Supposons d'abord a^<C^i] u pourra prendre toutes les valeurs possibles sans que l'expression de z cesse d'être réelle. La portion OCA du méridien qui correspond à toutes les valeurs de u comprises entre o et it aura la forme indiquée {fig. 4)-
Fig. 4.
Les angles que fait en O et en A le méridien avec l'axe sont finis et ne deviennent droits que lorsque a est égal à i. Alors le méridien devient un demi-cercle et il engendre la sphère.
Les variables u et v^ qui déterminent un point à la surface de la sphère, ont une signification très simple ; elles sont la colatitude et la longitude de ce point. D'après cette remarque, nous pouvons déterminer aisément les limites et la forme de la portion de sphère qui est exactement applicable sur toute la surface engendrée par la révolution complète de la branche OCA du méridien.
En effet, les formules (9) relatives à une valeur quelconque de a nous montrent que Tangle V\ fait par le méridien qui passe au point ({^, (^) de la surface avec un méridien fixe a pour valeur
Par conséquent, lorsque v^ aura varié de o à aie, v aura* crû de laiz. Ainsi la surface engendrée par la révolution complète de Tare ACO est applicable sur le fuseau de la sphère compris entre deux plans méridiens faisant Tangle ^atz. On voit que, pour des valeurs très petites de a, ce fuseau deviendra infiniment étroit.
Si à^ est supérieur à l'unité, le méridien change complètement de forme, car u ne peut prendre que les valeurs satisfaisant à Tinégalité
Soit \ l'angle aigu défini par la formule
cosXo= -• a
Il faudra faire varier u entre )»o et Tt — X©. Le méridien aura la forme représentée {fig- 3). La surface engendrée par ce méridien
Fig. 5.
sera applicable sur la zone de la sphère comprise entre les deux cercles de colatitude \q et Tt — \q. Mais, de plus, la formule (10) nous montre qu'il suffira de faire tourner le méridien ACB d'un
angle égal à ~ pour obtenir toute la portion de la surface, applicable point par point sur la zone sphérique que nous venons de définir.
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Si a grandit, cette zone diminue indéfiniment et se réduit à une bande infiniment étroite longeant Téquateur de la sphère.
La discussion détaillée que nous venons de faire avait pour but de mettre en évidence un fait intéressant. Considérons un morceau, de forme |d^ailleurs quelconque, de la surface de la sphère. Quand la sphère se déforme de manière à coïncider successivement avec les diverses surfaces définies par les formules (9), cette portion de la surface sphérique que nous avons choisie se déplacera et se déformera d'une manière continue en demeurant applicable sur sa position initiale. Mais ce mouvement ne pourra être continué indéfiniment sans qu'il se produise une déchirure; car nous avons vu que, si le paramètre a augmente à partir de i et croît indéfiniment, la seule portion de la sphère qui puisse être appliquée sur les surfaces qui correspondent à ces valeurs croissantes de a se réduit à une zone, d'aire aussi petite qu'on le veut, entourant l'équateur. Par conséquent, si Ton considère une portion finie de la sphère, le mouvement de déformation de cette portion cessera d'être possible dès que a aura atteint une limite supérieure, qui dépend évidemment de la forme de cette portion.
78. Du moins, dans l'exemple que nous venons d'étudier, toutes les surfaces définies par les formules (9), et pour lesquelles a^ est inférieur ou égal à l'unité, jouissent de la propriété de représenter complètement l'élément linéaire, c'est-à-dire elles ont des points réels, correspondants à toutes les valeurs réeUes de u et de V, Il n'en est plus de même dans l'exemple suivant.
Supposons que, dans les formules .générales, on fasse
L'élément linéaire aura pour expression
(11) rf*«= du'^-\-é^^dv^,
et les équations (8) nous donneront ici
(12) a? = ae" cos - » r = ae'*sin-) z = fJ 1 — a' e*** du.
Ces formules définissent des surfaces qui sont toutes égales^ car, si l'on pose
(i3) ae" = sin<p, i» = aç'i,
elles deviennent
, X = sino costal, l . * .
1 ^ = sino sini'i,
r z = coso -+- logtang i>
el ne contiennent plus a. Nous avons donc une seule surface, qui est applicable d'une infinité de manières sur elle-même, et les formules qui réalisent cette application sont
ae'* = c" , V = av
u\ v' désignant les coordonnées du point qui correspond au point (w, v). Ce résultat est d'ailleurs évident, d'après la forme même de l'élément linéaire (i i). Il suit de là, et des propriétés que nous avons signalées plus haut (n° 76) : i** que le méridien ne peut être que la courbe aux tangentes égales ou tractrice; a** que le produit des rayons de courbure principaux est le même en tous les points de la surface. On reconnaît les propriétés de la surface pseudosphérique que nous avons déjà étudiée directement; et, en comparant l'expression de l'élément linéaire à celle qui a été donnée (n°^§}, on voit que le produit des rayons de courbure de la surface est égal à — i .
U y a ici un fait important à signaler. Pour que les valeurs de x, y^ z données par les formules (12) soient réelles, il faut que l'angle ç soit réel, c'est-à-dire que l'on ait
Quelle que soit la valeur donnée du paramètre a, il y aura donc toujours des valeurs suffisamment grandes de 2/, associées à des valeurs quelconques de p, auxquelles ne correspondra aucun point de la surface. Par conséquent, s'il est vrai que la pseudosphère soit applicable sur elle-même d'une infinité de manières, aucune des solutions que l'on choisira^ ne pourra donner une représentation géométrique complète de l'élément linéaire.
79. Les surfaces que nous venons d'étudier se rapprochent par une propriété commune. Elles peuvent être considérées toutes comme engendrées par une courbe invariable de forme qui se meut d'après une loi donnée. Proposons-nous maintenant d'étudier les surfaces les plus générales satisfaisant à cette définition.
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Considérons une courbe (C) et un système d'axes mobiles invariablemenl lié à la courbe. Supposons que la position delà courbe et des axes mobiles dépende d'un paramètre v qui jouera le rôle du temps, et soient Ç, 0? ^ > Pj ?> '' les translations et les rotations du système mobile. Ces six quantités seront fonctions de if. Désignons par x^y^ z les coordonnées d'un point quelconque M de la courbe par rapport aux axes mobiles; x^ y^ z seront des fonctions données d'un paramètre u.
Si les axes mobiles se déplacent, et que le point M se déplace en même temps d'une manière quelconque sur la courbe, les projections de l'arc infiniment petit décrit par le point seront
( dz H-(;-+-;>7 —qr)dv.
Posons, pour abréger,
dx __ , dy __ , ^^ ^ f
dli^''' da"^' dli~''''
le carré de l'élément linéaire de la surface engendrée parla courbe aura pour expression la somme des carrés des trois projections, c'est-à-dire
ds'^ = {x''- -\-y'^ -i- z'^ ) du^
du dv
80. 11 suffirait d'introduire dans cette formule des hypothèses spéciales, convenablement choisies, pour retrouver tous les résultats précédents.
Supposons, par exemple, que l'on veuille obtenir Télémenl linéaire des surfaces réglées. On prendra pour axe des z du trièdre mobile la génératrice rectiligne de la surface, et l'on fera décrire à l'origine du trièdre une trajectoire orthogonale des génératrices. Cela donne les conditions
el, par suite, la formule (16) se réduira à la suivante : (17) ds^ = du^-h^ [($ -h qu)^-^{r, —pu)^]di>y
Si Ton veut exprimer que la surface est développable, il faudra considérer les projections (i5) de l'arc décrit par un point quelconque de la surface. Elles deviennent ici
( ; -+- ^ a ) ^r, ( T, — pu ) dv^ du.
Le plan tangent au point z =: u aura donc pour équation, par rapport aux axes mobiles,
j^ _ ^-^ qu
Pour qu'il soit le même en tous les points d'une génératrice, il
faudra que l'on ait
c'est-à-dire que le coefficient de dv^ dans la formule (17) soit un carré parfait. C'est le résultat déjà établi (n® 69).
81. Considérons maintenant le cas nouveau où le mouvement de la courbe mobile (C) se réduit à une translation. Il faut alors, dans la formule (16), faire
p — q = r-=o^ et l'on a, par conséquent,
I ds^=Kx"^-r-y^-^z'^)du'^
On parvient à un résultat identique par la méthode directe suivante. Soient
a:=U, v = Ui, ^ = Ut
les équations qui déterminent la courbe par rapport aux axes mobiles, U, U|, U^ désignant des fonctions d'un même paramètre w. Supposons que les axes fixes aient été choisis parallèles aux axes mobiles, et désignons par V, V|, Va les coordonnées de Torigine des axes mobiles par rapport aux axes fixes; V, Vj, Va seront des fonctions d'un paramètre i'. Les coordonnées d'un
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point quelconque de la surface cherchée, par rapport aux axes Gxes, auront évidemment les expressions suivantes :
Z = Uj-i-Vj.
La symétrie de ces formules nous montre immédiatement que la surface peut être engendrée de deux manières différentes par la translation d'une courbe invariable, et que les courbes coordonnées de chacun des deux systèmes [u) et (if) se déduisent de l'une d'elles par un simple mouvement de translation.
82. On peut encore interpréter les formules (19) de la manière suivante. Considérons les deux courbes définies par les équations
et
Le lieu des milieux de toutes les cordes qui joignent un point de la première à un point de la seconde est la surface considérée. Cette définition, due à M. Lie, met bien en évidence le double mode de génération de la surface. Il suffit d'associer toutes les cordes passant, soit par un point de la première courbe, soit par un point de la seconde, pour retrouver les deux systèmes de génératrices invariables.
Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions U, V soient réelles et que l'on ait pris, pour les paramètres u et p, les arcs des deux courbes
x = y, r = Vi, ^ = V,;
l'élément linéaire de la surface prendra la forme '
dsi=^du^-^dvi-h2{U\'-^V\\\ -^V'iY.^)dudv
Si donc on pose
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rexpression de l'élément linéaire deviendra
Cette formule met en évidence un système de coordonnées rectangulaires sur la surface, car Télément linéaire est ramené à la forme
(21) 6^5»= AWa«H-G«rf?»,
et même avec la condition
A*-hG*= I.
83. Nous avons à signaler encore une propriété géométrique tout à fait générale des surfaces que nous considérons. Mais, pour lu démontrer, nous devons commencer par rappeler un théorème relatif aux tangentes conjuguées.
Nous dirons que deux familles de lignes tracées sur une surface sont conjuguées lorsque les tangentes aux lignes des deux familles passant en un point quelconque de la surface sont conjuguées (d'après la définition de Dupin). Voici comment on peut exprimer cette relation :
Soient w et p les paramètres des deux familles de courbes, et supposons que l'on connaisse les expressions des coordonnées rectilignes x, y, z d'un point quelconque de la surface en fonction (le u et de v. Si l'on désigne par X, Y, Z les coordonnées courantes, l'équation du plan tangentà la surface au point M(jc,jk, 2) sera
p et q désignant, suivant Tusage, les dérivées de z par rapport à X et à ^. Supposons que l'on se déplace sur la ligne v = const. L'intersection du plan tangent avec sa position infiniment voisine sera définie, d'après la théorie des enveloppes, par l'équation (22) jointe à celle que Ton obtient en la difierentiant par rapport à w, c'est-à-dire,
ôu Ou^ Ou^ " ' ^ Ou ^ Ou
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OU, en supprimant les termes qui se détruisent,
Pour exprimer que les courbes (u) et (v) sont coujuguées, il faudra écrire que les équations (2a), (28) sont vérifiées quand on
y remplace X — x, Y — ^, Z — z par -r- > -^> -r- • Cela donne les deux équations
dz
dx
\ dv '^ dv ^ Ov \ ou dv du Ov
La première est toujours satisfaite, car elle exprime ce fait évident que la tangente à la courbe u = const. se trouve dans le plan tangent. Quant à la seconde, elle est identique à la suivante
du
(dx dY\ à^x
ôudv
ou, plus simplement,
dudv
d^x dudv
dW — a T-^ =
dudv
Si Ton remarque maintenant que p et q sont déterminés par les équations
dz
dx
du ^ du
dy
dz ^ dx dy
dv "^ ^ dv ^ dv^
on pourra éliminer/? et q entre les équations (a5) et (26), et Ton sera conduit à Féquation
d^x dudv
dudv
d^z dudv
dx
dx
du
dv
du
ày
dv
dz
dz
du
dv
qui est symétrique par rapport aux trois coordonnées. Cette relation, qui est d'ailleurs nécessaire, est aussi suffisante; car elle exprime qu'il y a des valeurs de p et de gr satisfaisant aux équations
(aS) et (26), et, d'après les formules (26), p et q seront les dérivées de z, considérée comme fonction de x et dey.
84. On peut formuler la condition trouvée sous une forme différente. L'équation (27) est évidemment le résultat de l'éliminalion de A et de B entre les trois équations
â* X , dr _ dx
— ^1 ^Tr"=<^>
du Oç du dv
^ ^ duàv du dv '
d^z , âz ^ dz
du Oç du dv
Nous obtenons ainsi la proposition suivante :
La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes (m) et {v) soient conjuguées est que les expressions des trois coordonnées rectangulaires en fonction de u et de v satisfassent à une même équation linéaire
("9) dUJ.^^dTi'^^di'
où A, B désignent des fonctions quelconques de u et de v.
Celte proposition, sur laquelle nous aurons à revenir pour la compléter et la généraliser, joue un rôle très important dans la théorie des surfaces.
Si nous l'appliquons aux surfaces qui nous occupent, nous voyons immédiatement que les trois coordonnées satisfont à l'équation
el, par conséquent, les deux systèmes de courbes invariables qui engendrent ici la surface sont des lignes conjuguées. Au reste, la Géométrie permet aussi d'obtenir très simplement ce résultat.
Considérons, en effet, les deux familles de courbes {u) et {v). Dans la translation d'une courbe (w), chaque point M de cette courbe décrit une courbe (p). D'autre part, la tangente en M à la courbe {u) conserve, dans la translation, une direction invariable.
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11 suit de là que la dëveloppable circonscrite à la surface eu tous les points de la courbe (v') décrite par le point M sera le cylindre engendré par la tangente en M à la courbe (u). Cette simple remarque suffit à démontrer que les deux familles de courbes (w) et (if) forment un système conjugué ; et l'on voit de plus que les développables circonscrites à la surface en tous les points de l^une de ces courbes sont des cylindres, engendrés par les tangentes aux courbes de Vautre famille, menées au point où elles rencontrent la courbe considérée ( * ).
80. Enfin, nous traiterons le cas où la courbe mobile (C) qui engendre la surface est plane, et où les vitesses de tous ses points sont normales au plan. Nous supposerons que Ton ait pris le plan de la courbe pour plan des xy du trièdre mobile. On doit alors, dans les formules (i5) et (16), introduire les hypothèses
Si Ton admet, de plus, que Ton a choisi pour u l'arc de la courbe (C), on aura encore
et l'expression de l'élément linéaire deviendra (32) ds^ = du^ -h (^ -r- py — qx^dv*.
Quant aux projections de l'arc décrit par un point quelconque M de la surface, elles seront, d'après les formules (i5),
dx, dyy {^-\-py — qx)dv,
La normale à la surface sera dans le plan de la courbe, et ce plan roulera sur une certaine surface développable.
On reconnaît les surfaces étudiées par Monge d'une manière détaillée (2).
Les lignes de courbure de l'un des systèmes sont les diverses
(*) S. Lie, Beitràge zur Théorie der Minimalflàchen {Mathematische Annalen, t. XIV, p. 332-337).
(•) Mo:<GE, Application de l'Analyse à la Géométrie, 5" édition, p. 322. De la turface courbe dont toutes les normales sont tangentes à une même sur/ace développable quelconque.
positions de la courbe mobile; celles du second système sont les trajectoires des différents points de celte courbe.
86. Considérons, en particulier, le cas où le plan de la courbe mobile roule sur un cylindre. On obtient alors une surface moulure. Si nous supposons que l'axe des x du trièdre mobile ait été pris parallèle aux génératrices du cylindre, la rotation du système se fera autour d'une parallèle à Taxe des .r, et Ton aura
L'élément linéaire donné par la formule (32) prendra la forme
ou, en changeant les notations,
(33) rf5»=rfa«-T-(U— V)îrft'»,
U et V désignant des fonctions qui dépendent respectivement de u et de V-
On peut donner des surfaces moulures une autre définition, à quelques égards plus simple que la précédente.
Quand le plan de la courbe (C) roule sur le cylindre, les trajectoires de ses différents points sont évidemment des courbes planes dont le plan est parallèle à la section droite du cylindre, et, de plus, ces trajectoires sont à chaque instant normales au plan de la courbe (C). Il est évident, d'après cela, que leurs projections sur le plan de la section droite du cylindre constitueront une famille de courbes planes parallèles admettant pour développée commune la section droite du cylindre. De là résulte la génération suivante des surfaces moulures :
On donne dans un plan une famille de courbes parallèles. Si Von imprime à chacune de ces courbes une t translation finie y normale au plan et variant suivant une loi donnée, quand on passe d\ine courbe à Vautre, les positions nouvelles de toutes ces courbes forment la surface moulure.
87. En s'appuyant sur cette définition, on peut montrer que la
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forme (33) de rélémenl linéaire convient toujours à une infinité de surfaces moulures.
En effet, écrivons l'expression de ds^ sous la forme ds^ = d\]^ -h (U — V)2rfpï 4- ( I — U'»)t/a».
Les deux premiers termes pris isolément constituent l'élément linéaire d'une surface développable, et nous avons vu (n**70) qu'en posant
( ar = U cosp -+- /V siiiv dv,
(^ = Usinv> — f\ cosv dv,
on aurait
dx^ -f- dy^ = rfU«-h (U — V)» dvK
La surface définie par les formules (34 )> jointes à la suivante
(34/ ^-//i-U'rfff,
aura donc l'élément linéaire exprimé par la formule (33).
Si l'on remarque que cet élément linéaire ne cliange pas de forme quand on y remplace v par at*, on reconnaft la possibilité d'introduire une constante arbitraire dans les formules précédentes et l'on trouve, en recommençant le calcul,
X = alJ cos — h / V sin — di\
^^^^ W = aUsin /Vcos-rfr,
z = Jy/x — a* U'* du.
Ces formules définissent une famille de surfaces moulures, toutes applicables les unes sur les autres (*).
88. La méthode cinématique que nous venons d'appliquer à de nombreux exemples s'étend au cas où l'on considère une courbe qui varie de forme en même temps qu'elle est entraînée dans le mouvement des axes mobiles. Il suffira en effet, dans les formules
(') BoL'R, Théorie de la déformation des surfaces {Journal de l'École Polytechnique, XXXIV Cahier, p. 89).
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(i5) qui donnent les projections du déplacement sur les axes mobiles, de regarder x^ >', c, non plus comme des fonctions de la seule variable w, mais comme des fonctions de u et de v.
Proposons-nous, par exemple, d'appliquer cette méthode aux surfaces engendrées par le mouvement d'un cercle. Le plan de ce cercle enveloppera une surface développable. Étudions le mouvement du trièdre formé par la tangente, la normale principale et la binormale en un point de Tarête de rebroussement de cette développable. En prenant comme variable indépendante l'arc de la courbe, on aura ici (n'^i)
p et T étant les deux rayons de courbure et de torsion de la courbe. Les projections du déplacement d'un point dont les coordonnées sont x^y^ -3, relativement aux axes mobiles, auront pour expressions
dx-\-{\ — rf)dv,
dy -4- {rx — pz) dvj
(' désignant l'arc de l'arête de rebroussement.
Le cercle qui engendre la surface se trouvant dans le plan des xy^f on peut exprimer les coordonnées d'un de ses points par les formules
a? = a -+- R coscp,
y — b -■- R sinîp, -c ^^ o,
où a, 6, R sont des fonctions de r, et où ç est la variable qui détermine un point sur chaque cercle. En substituant ces valeurs de Xj y^ z, on aura, pour les projections du déplacement,
— R siiuprfo -4- (a' -4- I — br-^R' coso — rR sinr^)dv, R coso d^ -h {b' -\- ra -+- R' sin^p -r- rR coscp) rfr,
(y? 6 -h /) R sin cp ) r/r,
et la somme des carrés de ces projections donnera l'élément li-
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néaire de la surface sous la forme ( * )
ds^— R' rfcp*-f- t2R[rR -h {b'-h ra) coso — {a' — br -^ ])sin'^] do dv -+- [{pb -1-/>R siiio)*-f-(a'-i- I — br -h W cos^ — rR sino)*
-\- (b' -h ra -H R' sin çp -I- r R cos ?p )* ] dv^.
89. En terminant ce Chapitre, où nous avons étudié surtout des surfaces jouissant de propriétés cinématiques, nous allons donner la définition d'une classe de surfaces se rapprochant à ce point de vue des précédentes, et qui ontd'abord été étudiées par M. Maurice Lévy {').
Considérons un système qui se déplace, mais qui varie en même temps de grandeur en restant semblable à lui-même, et proposonsnous de chercher la loi des vitesses de tous ses points à un instant quelconque. Soient Pq, P| deux positions infiniment voisines. Construisons la figure P^ homothétique à P«, en prenant Torigine des coordonnées pour centre d'homothétie, le rapport d'homotbétie étant tel que P', soit égal à Pq. On peut passer de Pq à P« i" par un déplacement infiniment petit qui amène Pq en P'^, a" par une transformation homothétique ayant l'origine pour centre d'homothétie et transformant P'^ en P«. Il suit de là que les vitesses de tous les points du système sont les résultantes de celles qui se produiraient dans le déplacement et de celles qui sont dues à la transformation homothétique. Les premières ont des expressions bien connues
Quant à celles qui sont dues à la- transformation homothétique, comme elles ont pour effet de réduire les coordonnées dans le même rapport, elles ont pour expression
hx, hy, hz.
En résumé, les composantes des vitesses d'un point du système
(*) Les surfaces à génératrice circulaire ont été étudiées récemment par M. Demartres {Annales de l'École Normale, 3» série, t. II, p. i23).
(*) Maurice Lévy, Sur le développement des surfaces dont Vêlement linéaire est exprimable par une fonction homogène {Comptes rendus^ t. LWXVII, p. 788).
dans le mou veinent considéré auront pour valeurs
\y = 3 -+- hy H- rx —pz,
Si nous désignons par k le rapport de similitude du système mobile pris dans sa position actuelle au même système pris dans une position déterminée, on aura évidemment
/Q \ \ dk
Tant que ce paramètre It n'est pas nul, c'est-à-dire tant que le système varie de grandeur, on peut transporter l'origine des coordonnées en un point tel que les termes a, p, y disparaissent des formules (36). L'interprétation de ces formules met alors en évidence le résultat suivant : les vitesses sont les mêmes que si le corps tournait autour d'une droite et éprouvait en même temps une transformation homothétiquc par rapport à un point de cette droite. Si Ton choisit pour nouvel axe des z cet axe de rotation, les formules (36) se simplifient et se réduisent à la forme suivante
; W = hr — ry, (38) I \y^hy •\-rx,
f V. =hz.
90. r^tudions le cas où Taxe de rotation et le centre d'homothélie demeurent fixes dans toute la suite du mouvement, les paramètres Il et r restant constants. Alors les positions successives d'un point déterminé du système mobile seront définies par les équations différentielles
dr dy dz .
■^ = hT-ry, -=hy-^rr, -J,=hz,
On aura donc, en intégrant,
Iz -= z^ef^i, X — r^e'^^ cos(a)o-i- ri), y = /'o e'*' sin ( coo ^- rt ).
Cliacjue point du système décrira une courbe tracée sur un
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cône de révolulion
V^^'-^-r^ = consl.
ayant pour sommet Torigine et pour axe Taxe de rotation; la projection de la trajectoire sur le plan des xy sera une spirale logarithmique ayant pour pôle l'origine des coordonnées. Si Ton considère la spirale gauche décrite par le point comme appartenant au système mobile et variant de grandeur avec lui, elle glissera sur elle-même pendant toute la durée du mouvement, absolument comme les hélices décrites par les différents points d'un système invariable dans le mouvement hélicoïdal.
Par suite, les surfaces qui admettent pour génératrices les courbes déflnies par les formules (39) sont évidemment les analogues, dans la théorie qui nous occupe, des surfaces hélicoïdales et des surfaces de révolution.
Prenons pour Tq, Wq, 5© ^^s fonctions quelconques d'un paramètre 8. Les formules (Sg), qui donnent les expressions de x, >', z en ibnction de t et de 6, définiront la surface que nous nous proposons d'étudier. Cherchons son élément linéaire, nous trouverons un résultat de la forme
( io) ds^= e2'"(A dt^-^ 9.B dt rfÔ -i- G e/ô«),
où A, B, G sont des fonctions de 6 définies par les équations
(40 j B = A^-oXîo -^/i/-o/''o -^r/-Jw'y,
( G = ,-5 toi» -- y„» + r;v
Nous allons transformer cette expression de l'élément linéaire. Posons
^/ -f- ^ ^/O = \ dv,
A II
ce qui donne, en intégrant.
L'élément linéaire deviendra
^5«=eî»'(AVi'î-i-G'^*),
A' et G étant encore des fonctions de 6. Enfin, substituons à 0 la
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variable a délînie par la relation
A' deviendra une fonction U^ de //, et nous aurons pour la forme définitive de Télément linéaire
(42) ds^r^ e^^{du^-^\j^di^^).
Nous appellerons sur/aces spirales les surfaces que nous venons de définir. Elles se rapprochent de la spirale logarithmique par une propriété essentielle et qui résulte de leur définition : comme cette courbe, elles peuvent être agrandies dans un rapport quelconque sans cesser d'être superposables à elles-mêmes.
M. Maurice Lévy a montré que le théorème de Bour s'étend à ces surfaces, qu'il j^ en a une infinité admettant le même élément linéaire et, par conséquent, applicables les unes sur les autres. On établit cette proposition par un calcul que nous omettons, parce qu'il oflre la plus grande analogie avec celui que nous avons développé dans le cas des hélicoïdes.
SYSTÈMES CONJUGUÉS
Proposition de M. Kœnigs relative à la détermination, sans aucune intégration, d'une inOnitc de systèmes conjugués sur toute surface. — Application à la détermination des surfaces admettant un système de lignes de courbure planes dont les plans passent par une droite. — Trajectoires orthogonales d'une famille de cercles. — Caractère projectif et dualistique de la défînition des systèmes conjugués. — Liaison entre tout système conjugué et une équation linéaire aux dérivées partielles. — Surfaces sur lesquelles il existe un système conjugué formé de deux familles de courbes planes.
91. Dans les différentes surfaces que nous avons étudiées précédemment, nous avons rencontré et employé des systèmes de coordonnées curvilignes très variés : les uns simplement orthogonaux, d'autres à la fois orthogonaux et isométriques, d'autres enfin formés de lignes conjuguées. Il est évident que, sur toute surface, il existe une infinité de systèmes orthogonaux ou de systèmes conjugués ; car, si Ton trace sur une surface une famille quelconque de courbes, leurs trajectoires orthogonales ou leurs trajectoires conjuguées seront définies par ime équation différentielle du premier ordre et du premier degré, dont l'intégrale existe, bien qu'il ne soit pas toujours possible de la déterminer. On ne connaît aucune méthode qui permette de construire, sans aucune intégration, un système orthogonal sur une surface quelconque. Au contraire, la belle proposition suivante, due à M. Kœnigs, établit que, quelle que soit la surface considérée, il sera possible.
sans efleclucr aucune intégralion, d'y tracer un nombre îllîmi té de systèmes conjugues.
Soit (I) la surface donnée. Prenons une droite quelconque D dans l'espace. Les sections de la surface, déterminées par tous les plans qui contiennent la droite D, admettront pour lignes conjuguées les courbes de contact des cônes circonscrits à la sur/ace, ayant leurs sommets sur cette droite.
En effet, si M est un point de la surface, le plan tangent en M ira couper la droite D en un point A. Le cône circonscrit de sommet A admettra pour gén«'ratrice MA, et cette droile, qui est évidemment la conjuguée de la tangente en M à la courbe de contact du cône, est aussi la tangente en M à la section plane de la surface déterminée par la droite D et le point M. La proposition est donc démontrée.
9î2. Pour en donner dès à présent une application, proposonsnous de déterminer les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure de l'un des systèmes sont dans des j)lans qui passent tous par une droite D.
Il résulte de la proposition précédente que les courbes de contact des cônes circonscrits ayant leurs sommets sur la droite D seront nécessairement les lignes de seconde courbure; et, comme ces lignes devront être orthogonales aux premières, chacune d'elles devra couper à angle droit les génératrices du cône dont elle est la courbe de contact. Par conséquent, les lignes de seconde courbure seront sphéri(|ues^ les sphères qui les contiendront auront leurs centres sur la droite D, et elles seront coupées à angle droit par les lignes de première courbure.
Réciproquement, prenons une famille quelconque de sphères (S) ayant leurs centres sur la droite D. Leurs trajectoires orthogonales seront évidemment des courbes planes, puisque les tangentes à ces trajectoires vont passer par le centre d'une des sphères et rencontrent nécessairement la droite D. Si l'on prend une surface quelconque engendrée par ces trajectoires orthogonales, elle sera une des surfaces cherchées. En effet, soient (f). (/'), (/"), . . . une suite de trajectoires et M, M', AF, . . . les points où elles coupent à angle droit une même sphère (S). Les tangentes aux trajectoires en M, M', M'', . . . iront évidemment concourir
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au centre de la sphère (S) et elles engendreront un cône, circonscrit suivant la courbe sphérique MM'M"..., à la surface formée par les trajectoires (/), (^'), (^"),. . .. Les deux systèmes de lignes conjuguées défînies par le théorème de M. Kœnigs se couperont ici à angle droit et seront, par conséquent, les deux systèmes de lignes de courbure.
De là résulte une méthode très simple pour engendrer les surfaces cherchées. Considérons une famille quelconque de sphères ayant leur centre sur la droite D, et proposons-nous de déterminer leurs trajectoires orthogonales. Soit (t) une de ces trajectoires^ si on la fait tourner autour de D, de manière à ramener son plan dans un plan fixe, elle ne cessera pas d'être trajectoire orthogonale. Nous sommes donc ramenés à un problème de Géométrie plane : Trouver les trajectoires orthogonales dUine famille de cercles ayant leurs centres en ligne droite. Voici comment on peut le résoudre.
93. Considérons d'une manière générale une famille de cercles, définie par Téquation
où a, 6, r sont des fonctions d'un paramètre u. Les trajectoires orthogonales satisferont à l'équation
cLr __ dy
et, pour former leur équation difl'érentielle, il faudrait éliminer u entre les équations (i) et (2). Cette élimination est impossible en général; il vaut mieux employer la méthode suivante.
Exprimons x^ y en fonction de u et d'une nouvelle variable 6 par les formules
(3) a: = a-+- rcosO, j' = ÔH-rsin6.
La signification de 0 est évidente : 0 est l'angle que fait, avec
Taxe des a:, le rayon du cercle qui passe au point où ce cercle
est coupé par la trajectoire orthogonale. Des formules (3) on tire
les valeurs de dx et de dy^ et, en les portant dans l'équation (2),
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on obtient pour Q l'équation
(4) -j- = — j- sinO -7- cosO.
du r du r du
qu'il faudra intégrer. Or, si l'on prend comme inconnue
(5) tang- = /,
on est ramené à une équation de Riccali . - ^ dt 7. da \ db ^
De là résultent plusieurs conséquences. Si l'on connaît une trajectoire seulement d'un système de cercles, on déterminera toutes les autres par deux quadratures; si l'on en connaît deux, il suffira d'une seule quadrature; et enfin la connaissance des trois trajectoires orthogonales permettra de déterminer toutes les autres, sans aucune intégration.
Supposons, d'après cela, que l'on veuille déterminer le système orthogonal le plus général dont une famille soit formée de cercles. On pourra se donner arbitrairement deux des trajectoires orthogonales (C), (C<). Il existe en effet une famille de cercles coupant deux courbes quelconques à angle droit, et leurs centres se trouvent sur la courbe (L) lieu des points d'où l'on peut mener à (C), (G|) des tangentes égales. Comme ou connaît deux trajectoires orthogonales, il suffira d'une quadrature pour obtenir toutes les autres. On pourra donc obtenir, avec une seule quadrature, l'équation du système orthogonal plan le plus général comprenant une famille de cercles (*).
(*) Dans sa thèse si remarquable, Étude géométrique des surfaces dont les lignes de courbure d'un système sont planes; Toulouse, 1882, M. V. Kouquet a inéuie montré que l'on peut obtenir, sans aucun signe de quadrature, l'équation de ce système orthogonal. Considérons, en effet, deux familles de cercles, correspondant respectivement aux systèmes de valeurs a,, b^, /\ et a,, ft^, r^ des variables a, 6, r. Si Ton a, pour chaque valeur de i<,
df, _ da, db^ _ db^
les équations de Riccati qui déterminent les trajectoires orthogonales de ces deux
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Il y a néanmoins un cas particulier très étendu dans lequel la détermination du système orthogonal n^exigera plus aucune quadrature. C'est celui où Ton saurait a priori que, parmi les trajectoires orthogonales de la famille de cercles, doit se trouver une ligne droite ou un cercle (y); car alors tous les cercles cherchés étant doublement normaux à la ligne droite ou au cercle (y), cette trajectoire orthogonale particulière devra être comptée pour deux et donnera deux solutions de Téquation de Riccati. Il sudira donc de se donner (y) et une autre trajectoire orthogonale (C) pour avoir trois solutions de l'équation différentielle.
Signalons encore cette conséquence des raisonnements qui précèdent : lorsqu'on aura un système déterminé de cercles coupant
familles de cercles sont les mêmes; el, par conséquent, la connaissance des trajectoires orthogonales de l'une des familles entraîne celle des trajectoires orthogonales de l'autre famille. Nous dirons, avec M. Rouquet, que deux familles de cercles sont similaires lorsqu'elles satisfont aux relations (i). Il est aisé d'interpréter géométriquement ces relations. Elles expriment, en effet, que les centres des cercles, qui se correspondent dans les deux familles similaires, décrivent des courbes dont les tangentes sont, à chaque instant, parallèles; et de plus, que les rayons des deux cercles sont dans le même rapport que les arcs infîniment petits parcourus par leurs centres dans le même temps, c'est-à-dire dans le même rapport que les rayons de courbure des deux courbes décrites par leurs centres, aux points correspondants. Cette proposition permet évidemment de construire, sans aucune intégration^ toutes les familles similaires d'une famille de cercles donnée.
D'après cela, soit une famille quelconque de cercles, correspondant aux valeurs a,, ô,, /•, de a, b, r. On peut toujours concevoir qu'il existe trois fonctions a,, b^, r, telles que l'on ait
da da db db
!11L = 1111?, ^ïi^lfïi, a\-hb%=rl, r. r. . r. r. z i z
Par suite, toute famille de cercles peut être considérée comme similaire d'une famille représentée par l'équation
ix-a,y-^{y-b,y=al-hbl
pour laquelle tous les cercles passent par un point fîxe, -l'origine. Comme on peut mettre en évidence, sans signe de quadrature, les trajectoires orthogonales de cette famille particulière, il en sera de même, d'après les propositions précédentes, pour la famille la plus générale.
Au reste, dans beaucoup de questions, il importe peu qu'il y ait ou qu'il n'y ait pas de signe de quadrature. L'essentiel est qu'on puisse obtenir, sous forme explicite, l'équation du système orthogonal, et les développements donnés dans le texte établissent que cela sera toujours possible.
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à angle droit un cercle donné, ou ayant leurs centres en ligne droite, la détermination de leurs trajectoires orthogonales exige seulement une quadrature.
A un autre point de vue, il résulte de l'équation (6) la consé-
quence suivanle; soient tang-> tang— > tang— > tang— quatre so-
lutions quelconques de cette équation. Nous savons que leur rapport anharmoniquc est constant. Or ce l'apport anharmonique des quatre tangentes est, par définition, le rapport anharmonique des points où les trajectoires correspondantes coupent l'un quelconque des cercles. On a donc le théorème suivant :
Le rapport anharmonique des quatre points où un cercle quelconque de la famille considérée est coupé par quatre trajectoires orthogonales fixes est constant.
Toutes ces propositions s'appliquent évidemment aux systèmes de cercles tracés sur la sphère, qui peuvent toujours, par une inversion, être transformés en systèmes situés dans un plan.
94. Revenons à la question proposée. Il s'agit de trouver le système orthogonal le plus général dont une des familles soit formée de cercles ayant leurs centres sur une droite D.
Pour cela on considérera une courbe quelconque (G) et l'on tracera tous les cercles normaux à (G), ayant leurs centres sur D. Les trajectoires orthogonales de ces cercles se détermineront sans aucune intégration. Gonsidérons en effet l'un quelconque de ces cercles normal en un point M à la courbe (G). Si 6© désigne l'angle de la tangente à la courbe en M avec la droite D, l'équation deRiccati admettra les trois solutions particulières
Oo, o, T.,
et, par conséquent, son intégrale générale sera donnée par la
formule
tang-
ou, plus simplement,
0 Oo
lanc: tans—
(7) lang- = Clang^,
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Les surfaces cherchées, qui ont d'abord été étudiées par Joachimsthal (^), admettent donc la génération suivante : Dans un plan passant par la droite D, on forme y diaprés le moyen que nous venons dHndiquer^ la famille de courbes planes {t) la plus générale admettant pour trajectoires orthogonales une famille de cercles avant leurs centres sur la droite D. On fait tourner ces courbes (^), autour de la droite D, d*un angle qui varie d'après une loi donnée, mais quelconque, quand on passe d^une courbe à l'autre; le lieu de toutes leurs positions nouvelles est la surface cherchée.
Prenons pour axe des x la droite D. Les formules qui sont la traduction analytique de la génération précédente sont les suivantes. Soit
l'équation du système de cercles. Prenons
a = F(eo), r= F(eo)sinOo, long? = F,(i}.) tang ^.
Les coordonnées d'un point quelconque de la surface cherchée seront
ix =L a -\- rcosO, ^ , j' = rsinO cosi}/,
( 5 = r sin6 siinj/.
Ces formules sont identiques à celles que Ton doit à Joachimsthal.
9o. Après avoir développé une application de la proposition de M. Kœnigs, revenons aux systèmes conjugués quelconques. Ces systèmes possèdent deux propriétés essentielles sur lesquelles il convient que nous insistions, et que Ton peut énoncer comme il suit : Tout système conjugué ne cesse pas d'être conjugué si l'on soumet la surf ace sur laquelle il est tracé, soit à une trans-
(*) JoAcmMSTHAL, Demonstratio/ies theorematum ad superficies curvas spectantium {Journal de Crelle, t. XXX, p. 347) et Sur les sur/aces dont les lignes de l'une des courbures sont planes (môme Journal, t. LIV, p. 181). Voir surtout ce deroier article.
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formation homo graphique, soit à une transformation par polaires réciproques.
Supposons d'abord que l'on soumette une surface (S) à une transformation homographique. Considérons une courbe (C) tracée sur (S). Les plans tangents à la surface en tous les points de cette courbe engendreront une surface développable (A) dont les génératrices rectilignes seront les conjuguées des tangentes à la courbe (C). Or il est évident que la transformation homographique ne change en rien toutes ces relations. A la surface (S) correspond une surface (S'), à la courbe (C) une courbe (C), à la développable (A) une développable (A') circonscrite à (S') suivant la courbe (C'), aux tangentes de la courbe (G) celles de la courbe (C), aux génératrices de (A) celles de (A'); par conséquent la transformation homographique fait bien correspondre à deux tangentes conjuguées de (S) deux tangentes conjuguées de (S'). Si, au contraire, on effectue une transformation par polaires réciproques, à la surface (S) correspond une surface (S"'), à la courbe (G) une développable (A'') circonscrite à (S"), et à la développable (A) la courbe de contact (G'') de la développable (A"). Par suite, aux tangentes de la courbe (G) correspondent les génératrices rectilignes de (A'') et aux génératrices de (A) les tangentes de la courbe (G''). D'ailleurs, à deux tangentes en un point M de (S), correspondent deux tangentes au point correspondant iF de (S''). Ici encore, on le voit, à deux droites conjuguées correspondent deux droites conjuguées.
96. Les propriétés précédentes, que l'on exprime encore en disant que la définition des systèmes conjugués est projective et dualistique, peuvent aussi être établies par la méthode analytique suivante qui nous permettra de généraliser une proposition déjà donnée (n° 84).
Soient a et P les paramètres de deux familles de courbes tracées sur une surface (S). Adoptons un système de coordonnées homogènes ou tétraédriques absolument quelconque, et soit
(lo) mX-+- v'Y-H wZ -h/>T = o
l'équation du plan tangent à la surface; Uy Vy sv^ p seront des
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fonctions des paramètres a et p, et l'on obtiendrait Téquation en coordonnées ponctuelles de la surface (S) en éliminant a et ^ entre l'équation (lo) et ses deux dérivées
[X— -hY— H-Z— -t-T^=o I ^ da â% âa ' dx '
l ^àii di> âiv dp
par rapport à a et à ^. Par conséquent, si l'on désigne par x, y^ Zj t les coordonnées du point de contact du plan tangent, elles devront satisfaire aux trois équations
ux -^ vy -{- ivz -\- pt =0,
du dv dw dp
du dv dw dp
Différentions la première de ces équations, successivement par rapport à a et à ^; on aura, en tenant compte des deux autres, les relations nouvelles
idx dy dz dt
Idx dy dz dt
On aurait pu d'ailleurs écrire immédiatement ces équations; elles expriment que les tangentes aux deux courbes a=const., ^ = const. sont dans le plan tangent à la surface.
Les équations (12) et (i 3) s'appliquent à tout système de coordonnées curvilignes. Cherchons maintenant la condition pour que les deux familles (a) et (p) forment un système conjugué. Si l'on se déplace sur la courbe a = const., le plan tangent enveloppera une surface dcveloppable; son intersection avec le plan tangent infiniment voisin sera définie par l'équation (10) jointe à la seconde des équations (11). Il faut exprimer que la droite représentée par ces deux équations est la tangente à la courbe P = const. Pour cela, il faudra écrire que ces équations sont vérifiées quand on y
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remplace X, Y, Z, T par
ôjr , ()y . ()z , àt ,
dx *^ ô% ()% dx
En tenant compte des formules déjà établies (12) et (i3), cela ne donne qu'une seule équation nouvelle
t)u f):r f)v Ov dw dz Op f)t _
et cette unique équation exprime par conséquent la condition nécessaire et suflisante pour que les deux familles (a) et (^) forment un système conjugué.
Des formules (12) et (i3) on déduit par diOerentiation les identités suivantes applicables à tout système de coordonnées curvilignes :
dxô'p ' -^ 07. ô'p dx d'p i)x dp
__ du ùx dv dy div dz dp dt
^ du dx dv dy dw dz dp dt
'''^ Ti dx "^ d^ dx ~~ ~¥p dx ~' d^ dx
dxd'^ dx dp dxd} ^ dx 06
Il suit de là que Téquation (i4) peut encore être écrite sous Tune des trois formes suivantes :
du dx dv (h' div dz dp dt
di^ '^ JxVp '^ liiYp '^ &i'ô^ ~^'
La condition pour que les familles (a), (P) forment un système conjugué s'exprime indifféremment par l'une quelconque des quatre équations (i4) ou (16).
97. Considérons, en particulier, les équations (12) et la troisième des équations (16); elles ne contiennent pas les dérivées de a:, j'.
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z, l et rélimination de ces coordonnées conduit à Téquation
du
Ou
dv
dw
ôw
an
dp
qui ne contient plus que les coordonnées tangentielles (*).
Inversement, toutes les fois que l'équation (17) sera satisfaite, il existera des valeurs de x^ j>', 5, t vérifiant les équations (12) et la troisième des équations (16); ces équations expriment que x^ y y Zj t sont les coordonnées du point de contact du plan défini par Téquation (10) avec la surface qu'il enveloppe et, en outre, que les deux familles (a), (P) tracées sur cette enveloppe sont conjuguées. L'équation (17) est donc, dans tous les cas, caractéristique des svstèmes conjugués.
De même, en éliminant a, i', iv, p entre la première des équations (12), les deux équations (i3) et la seconde équation (16), on trouvera la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées ponctuelles
ùx
dv
àv
dz
dz
ôx
dt
dt
di
du did'i
et l'on démontrera comme précédemment que cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante.
(*) Brioscoi, Sulle linee di curvatura délia superficie délie onde {Annales de Tortolini, t. II, p. i35; 1859).
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98. En répétant le raisonnement déjà donné au n^ 84, on obtiendra immédiatement la proposition suivante :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles de courbes, de paramètres a et p, soient conjuguées, est que, soit les coordonnées ponctuelles homogènes, soit les coordonnées tangentielles, satisfassent toutes les quatre à une équation aux dérii^ées partielles de la forme
où A, B, C désignent des fonctions quelconques de ol et de^ {*).
La transformation homographique ne changeant pas les coordonnées homogènes, pourvu que Ton fasse varier le tétraèdre et les paramètres de référence, et la transformation par polaires réciproques étant équivalente à un échange des coordonnées ponctuelles et des coordonnées tangentielles, on voit que la méthode précédente met bien en évidence le caractère projectif et dualistique de la définition des systèmes conjugués.
Si Ton emploie les coordonnées cartésiennes ordinaires, la coordonnée t devra être égalée à l'unité; par suite l'équation (19) devra être vérifiée par la valeur 0 = i . On devra avoir
et l'on retrouvera le résultat du n° 84.
99. En terminant ces développements, je remarquerai qu'il est impossible de trouver deux équations de la forme (19) auxquelles satisferont en même temps les quatre coordonnées ponctuelles, tant que la surface ne se réduira pas à une courbe, ou les quatre coordonnées tangentielles, tant que la surface ne sera pas développable.
En eflct, supposons que les quatre coordonnées vérifient deux
C) Il est utile de remarquer que Téqualion linéaire à laquelle satisfont les quatre coordonnées ponctuelles n'est pas, en général, la même que celle à laquelle satisfont les quatre coordonnées tangentielles.
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équations linéaires de la forme (19). L'élimination de -t—t^ entre
ces deux équations nous conduira à une équation du premier ordre
à laquelle devront encore satisfaire ces coordonnées. Or la solution générale de cette équation est de la forme
F désignant une fonction arbitraire et Ooi ^0 des fonctions déterminées ; par conséquent, si l'on divise toutes les coordonnées homogènes par Ooî on les réduira à des fonctions de la seule variable 0*0 . Si les coordonnées sont ponctuelles, le point décrit une courbe, et si elles sont tangentielles, le plan enveloppe une développable. Ainsi, à toute surface non développable, et à tout système conjugué tracé sur celle surface, correspondent deux équations, et deux seulement, de la forme (19). L'une est vérifiée par les coordonnées d'un point quelconque de la surface, et l'autre par les coordonnées d'un plan tangent quelconque de la surface.
100. Le théorème précédent permet évidemment de construire une infinité de surfaces sur lesquelles on connaîtra des systèmes conjugués (*). Nous allons, dès à présent, en faire une application en cherchant les surfaces pour lesquelles il existe deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes planes.
Si les coordonnées tangentielles satisfont à l'équation
ÔOLâ^
la surface correspondante la plus générale sera l'enveloppe du plan défini par l'équation
(') Dardocx, Afémoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des systèmes orthogonaux {Annales de l'École Normale, 2* série, t. VII, p. 298; 1878).
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Or on reconnaît sans difficulté que cette surface jouit de la propriété indiquée; car, pour avoir Tenveloppe du plan langent, il faut joindre à l'équation (ao) les deux suivantes
qui ne contiennent chacune qu'une seule des variables a, ^ et montrent ainsi que les deux familles conjuguées a=:const., j3 = const. sont composées de courbes planes.
La solution que nous venons d'obtenir est très générale ; on peut démontrer qu'il n'y en a pas d'autre. Pour cela, nous définirons la surface cherchée comme enveloppe du plan
(27.) u\ -h v\ -^ wZ -r-pT = o.
Prenons la dérivée de cette équation par rapport à a, nous aurons
OOL ôx ox 0%
Ces deux équations représentent, on l'a vu, la tangente à la courbe a = const., toutes les fois que les deux familles (a), (p) sont conjuguées.
Or, si les courbes de paramètre a sont planes, elles seront déterminées par une équation de la forme
et, par conséquent, les trois plans définis par les équations (22), (28), (24) contiendront une même droite, la tangente à la courbe a = const. ; Tune de ces trois équations devra donc être une combinaison linéaire des deux autres. Ecrivons que la troisième s'obtient en ajoutant les deux autres, respectivemcnl multipliées par [JL et par \\ nous aurons le système
/i(aj= jaM-+-X— , /,(a)= [iv -^'^-i^'
/3(3t)= IIW -hl—,
Un
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En éliminant par une différentiation les fonctions /i (a), ... on verra que w, v^ <v, p doivent satisfaire à la même équation du second ordre
c'est-à-dire
En considérant de même les courbes |3 = const., on trouverait que les coordonnées tangentielles doivent aussi satisfaire à l'équation semblable
' 0x0 fi ^ 0% 0% Oi Ox
Or nous avons vu que //, v^ iv, p ne peuvent satisfaire en même temps à deux équations de la forme précédente, au moins tant que la surface n'est pas développable. Il faudra donc que les équations (si5), ('^G) soient identiques; ce qui donne les conditions
V ~ 'o'p~ ' A ~ ~ô~%~ ' \Y^~~ Vli'
En portant les valeurs de jjl et de jx' dans la dernière équation, nous trouvons
~ô%ôf ~ OxOf *
d'où l'on déduit, en intégrant,
ce qui donne
r)X . /'(a) jx = -7 »- A
Si nous portons cette valeur de [x dans l'équation ( 25 ), elle prend la forme
On voit que, si nous multiplions les quatre coordonnées u^ (', iv, p par une même fonction )w/(a), ce qui est évidemment permis,
elles satisferont à Téquation
et l'on retrouve la solution que nous avons donnée a priori.
Il est vrai que nous avons écarté de notre raisonnement l'hypothèse où la surface serait développable. Mais, pour obtenir une telle surface, il suffira de supposer nulles, dans la formule (ao), toutes les fonctions de p. Ainsi notre première solution donne, sans aucune exception, toutes les surfaces pour lesquelles il peut exister un système conjugué composé de deux familles de courbes planes.
101. Il nous reste à indiquer un mode de génération simple des surfaces que nous venons d'obtenir. Pour cela, faisant ^= i, nous envisagerons les deux familles de sphères définies par les équations
(-27) a?î-i-7«-f-^«— 2/i(a)j7— 2/2 ( a)^ — 2/3(2)^ — 2A(a) =0, (28) a^^-4-7^-^^^-t-2ç,(^)a^-f-2ç>î(p)7-^-2cp3(P)^-^-2<p4(^) = o.
Ces deux familles de sphères sont absolument quelconques, et d'ailleurs leur plan radical est précisément le plan tangent de la surface cherchée, représenté par l'équation (20). Nous sommes donc conduits au théorème suivant :
Si Von considère dans l'espace deux familles de sphères définies de la manière la plus générale, le plan radical d^une des sphères de la première famille et d'une des sphères de la seconde enveloppera la surface la plus générale admettant deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes planes.
Pour déterminer la surface par points, on remarque que les deux équations (21) sont les dérivées par rapport à a et à ^ des équations (27), (28). Donc :
Si Von associe à deux sphères de famille différente les sphères infiniment voisines, le centre radical de ces quatre sphères décrira la surface cherchée. Le plan radical de deux sphères infiniment voisines de la même famille contiendra une des courbes de Vun des systèmes conjugués.
SYSTEMES CONJUGUÉS. — LIGNES ASYMPTOTIQUES
Application des propositions précédentes à la détermination des surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes. — Caractéristiques d'une équation linéaire aux dérivées partielles. — Théorème nouveau relatif aux systèmes conjugués. — Lignes asymptoliques. — Forme la plus simple de leur équation différentielle. — Leur détermination dans des cas particuliers. — Surfaces tétraédrales de Lamé.
102. La proposition obtenue à la fin du Chapitre précédent conduit à une méthode très simple pour la détermination des surfaces dont les lignes de courbure sont planes dans les deux systèmes. Il suffira, en eflet, de chercher, parmi les surfaces enveloppes du plan représenté par l'équation (20), celles pour lesquelles les deux familles de courbes conjuguées se coupent à angle droit.
Considérons la surface enveloppe du plan
mX -h- v\ -+- wZ -r-pT = o,
où £/, V, iv, p sont des fonctions de a et de p. La condition d'orthogonalité des courbes de paramètre a et p tracées sur l'enveloppe est compliquée en général, et contient les dérivées secondes des coordonnées langentielles. Mais elle se simplifie beaucoup quand a et p sont les paramètres de deux familles conjuguées. En effet, si Xj y^ z, t sont les coordonnées du point de contact et si Ton fait f = I , on a les deux équations
d.r dv dz
"d-a^ 'tr -^ '"Ta ="■
du d.r ôv ôv ôw f)z
d'où l'on déduit les proportions
âx dy dz ôw dv du dw dç du
' doL doL doL d^ €^3 dp d'i di d^
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On a des formules analogues pour-^> -jq> ~ et, en écrivant la condition d'orthogonalité, on trouve l'équation (*)
/ / du ()v ()w \ ( du ôç dw \
\ \ 0% 0% Ox )\ ô^ dfi (>3 /
ï , ^ . ^^1 àa du dv dv dw d{v\
rx)
Remarquons toutefois que cette équation serait illusoires! w, p, iv, p ne contenaient pas jS, car alors les formules (i) n'auraient aucune signification; la surface serait développable.
Pour appliquer l'équation (2) au problème qui nous occupe, il i'aut faire
A|, A2, A3 désignant des fonctions de a et B|, B2, B3 des fonctions de ^. On reconnaît que l'équation (2) peut être ramenée à ne contenir que les dérivées de la fonction h définie par Téquation
En effet, cette équation diflérentiée par rapport à a et à ^ donne successivement
, dh du dv div
/i -— = M - - -+-!?- r il' -7- >
c/a dx Ox dx
. dh du dv dw
'' ô^ = "" à'} -^ ' IF^ -^ '" Wy
d*h dh dh __ du du dv dv dw dw ' dxd^ '^ Tx^ ~ dx d'^'^ôid^'^Uxl)^'
En tenant compte de ces relations, l'équation (a) prend la forme
d^h __ dx d^ ■" ^'
et il faut, pour qu'elle soit satisfaite, que l'on ait
h= A4 -H Bi.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Pour obtenir les surfaces à lignes de courbure planes dans
(') Bbioscbi, Annales de TortoUni, t. II, p. i35; iSSg.
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tes deux systèmes, on commencera par déterminer les /onctions de oi et de ^ satisfaisant identiquement à l'équation
(3) (A,-f- B,)«-+- (A,-^ B,)'-T- (Aa-^- 63)»= (A*-+- B.,)\
Quand ces fonctions seront connues^ la surface sera Venveloppe du plan représenté par V équation
où A, B désignent deux fonctions nouvelles qui dépendent respectivement de CL et de ^. Les lignes de courbure des deux systèmes seront définies par les équations
^ \ B> -r- B'jj -+- B'3 ;5 = B',
qui ne contiennent chacune qu'une seule des variables a ou p et représentent les plans de ces lignes,
103. Toute la difficulté du problème est ramenée, par la méthode précédente, à la détermination des fonctions les plus générales satisfaisant identiquement à la relation (3). Or, si Ton diflférentie celte équation successivement par rapport à a et à ^, on est ramené à Téquation plus simple
dont M. J.-A. Serret a donné toutes les solutions possibles dans son important Mémoire Sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques [Journal de Liouville, i"^ série, t. XVIII, p. ii6). Au lieu de suivre la marche adoptée par M. Serret, nous nous attacherons à Téquation (3) que nous écrirons sous la forme
en changeant le signe de toutes les fonctions B.
Cette équation peut être interprétée géométriquement de la manière suivante. Considérons la sphère (S), variable et dépendante du paramètre a, dont le centre a pour coordonnées A| , A2, A3 et dont le rayon est égal, en grandeur et en signe, à A»; considérons de même la sphère (S'), dépendante du paramètre [3, D. — r. 9
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dont le centre a pour coordonnées B|, Bo, B3 et dont le rayon est égal à B|. L'équation (7) exprime évidemment que les deux sphères (S) et (S') sont constamment tangentes. 11 faut donc que ces deux sphères, envisagées successivement, enveloppent la même surface (S). Et, comme cette surface (S) est touchée suivant un cercle par chacune des sphères (S), aussi bien que par chacune des sphères (S'), il faut que toutes ses lignes de courbure soient circulaires.
Nous sommes ainsi ramenés à un problème bien connu, qui a été proposé et résolu pour la première fois par Dupin (*) : Déterminer toutes les surfaces dont les lignes de courbure sont circulaires, La solution fournit une surface du quatrième ordre, la cyclide de Dupin, dont les normales rencontrent une ellipse et une hyperbole, qui sont les focales Tune de l'autre et qui contiennent les centres de toutes les sphères, tangentes à la surface suivant une de ses lignes de courbure. Cette surface peut dégénérer soit en un tore, cl alors l'ellipse focale se réduit à un cercle, soit en une surface de troisième degré, et, dans ce cas, les deux courbes focales deviennent des paraboles.
104. Si l'on suppose que l'ellipse se réduise à un cercle, l'hyperbole se réduira à une droite passant par le centre du cercle et perpendiculaire à son plan. En choisissant le centre du cercle pour origine des coordonnées et la droite pour axe des .3, nous obtenons une première soluticm de l'équation (n) donnée par les formules suivantes :
Al — o, Aj^ o, A3= a,
Bi — cosp, Bj-- sinp, B3=o.
La surface à lignes de courbure planes correspondante est l'enveloppe du plan
(8) as-a-cosp— jsin?=/(a)-T-©(p).
Les lignes de courbure a z^-^ const. sont dans des plans parallèles
( ' ) Dl'pi.n, Applications de Géométrie et de Méchanique, p. 200 et suiv.; 1822.
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et, par conséquent, cette première classe ne comprend que les surfaces moulures déjà étudiées (n** 86).
Passons au cas général où l'une des focales est une ellipse. Comme on peut multiplier toutes les fonctions A/, B/ par un même nombre, on pourra prendre, pour cette focale, les équations
et l'hyperbole correspondante sera alors représentée par le système
Un point de la première courbe sera défini par les formules
et, de même, un point de la seconde par les formules analogues
(10) ar=Bi = o, j=Dî=p, z = B3= y/X^ — iv/i-i-[^«.
La surface à lignes de courbure planes, correspondante à ces valeurs des fonctions A/, B/, sera Tenveloppe du plan
lorsque a et j3 varieront.
On trouvera de même, dans le cas où Tellipse se réduit à une parabole, que la surface correspondante est Tenveloppe du plan
(12) .ia:r-T-2P7-i-(i~-a»-3*);;=/(a)-hcp(3). '
lOj. En rrsumé, nous obtenons trois classes de surfaces à lignes <le courbure planes dans les deux systèmes. Mais il résulte clairement des raisonnements précédents que la première et la troisième peuvent être considérées comme des cas limites de la seconde, qui est définie par la formule (ii). Nous allons faire connaître un nouveau mode de génération de ces surfaces.
Si l'on difTérentie successivement par rapport à a et à ^ l'équation (i i), on obtient les deux équations
("3) a;--}li^--/'(^).
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qui représentent, nous l'avons vu, les plans des lignes de première et de seconde courbure. Ainsi les lignes de courbure de chaque système sont dans les plans tangents d'un cylindre, et les cylindres correspondants aux deux systèmes ont leurs génératrices perpendiculaires.
D'autre part, les deux familles de sphères considérées au n** 101 ont ici pour équations
les centres de ces sphères sont situés respectivement sur les deux focales. D'ailleurs leurs rayons dépendent des fonctions /(a), C3(p) et varient, par conséquent, suivant une loi quelconque. En appliquant le théorème du n** 101, on sera donc conduit à la proposition suivante :
Pour obtenir toutes les surfaces à lignes de courbure planes clans les deux systèmes, on construira deux familles différentes de sphères dont les centres seront assujettis à décrire respectiiement deux courbes du second degré y focales l'une de l'autre, et dont les rayons varieront suivant une loi quelconque pour chacune des deux familles. Le plan radical de deux sphères (S), (S), appartenant aux deux familles différentes, cm^eloppera la surface cherchée. Si l'on associe à (S) et à {S) les sphères infiniment voisines (S'), (S'), le centre radical de ces quatre sphères décrira la surface; les plans radicaux de (S) et de (S'), de (S) et de (S') seront les plans des lignes de courhure des deux systèmes ( * ).
Bien que nos raisonnements aient laissé de côté le cas des surfaces développables, les résultats obtenus comprennent ces surfaces qui sont, on le reconnaîtra aisément, des surfaces moulures formées |>ar les tangentes d'une hélice tracée sur un cylindre quelconque.
(') On peut définir la variation du rayon des sphères de chacune des familles on assujettissant ces sphères à être tangentes à une courbe choisie arbitrairement, située <lans le plan de la ligne qui contient leurs centres. Alors on pourra construire géométriquement le plan radical de chaque sphère et de la sphère infmimcnt voisine.
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106. Nous terminerons celle élude préliminaire des syslèmes conjugués en généralisant la proposition donnée au n** 98, cl, pour le faire d'une manière précise, nous commencerons par rappeler la définition des caractéristiques d'une équation linéaire aux dérivées partielles.
Soit
une telle équation, où les coefficients seront des fonctions données quelconques de a et de p. Si Ton substitue à ces variables indépendantes les suivantes :
Téquation conservera sa forme et deviendra
a ■-■ -f- b -—. 1- c 3-r -ha' — H- £»' -7 h c 0 = 0,
op^ dp opi opl dp opi
a, 6, c ayant les valeurs suivantes :
Si donc on veut faire disparaître les deux termes en ^-jy y-^y
p et Pi devront être deux fonctions différentes satisfaisant à l'équation
On peut énoncer ce résultat de la manière suivante :
Considérons l'équation différentielle du premier ordre et du second degré
(19) A e/p*— B e/at/p -H C di> = o,
ù laquelle nous donnerons le nom ^'équation différentielle des caractéristiques, et qui se décompose en deux équations
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du premier degré admettant chacune une intégrale. Soient
p = cp(a, p), p, = tKa, p)
les deux intégrales ainsi obtenues; il faudra prendre p, pi pour nouvelles variables si Von veut ramener V équation en ^ à la forme
dpO^i dp Opi
On voit que la transfonnalion serait impossible si le premier membre de féqualion (19) était un carré parfait. Mais il résulte des formules (fj) que si Ton prend alors pour p l'intégrale unique de Féquation (19), l'équation en 0 se réduit à la forme simple (')
(ai) — ^ -f-a' — -t- 6'- h c 0 = o.
dpi dp dpi
107. Après avoir rappelé ces définitions et ces propriétés, revenons aux questions que nous avons en vue, et supposons que les quatre coordonnées homogènes x, y, z^ t ou w, v, (v, p soient
C) Od peut même simplifier encore cette équalion dès que l'on en connaît des solutions particulières; car soient 9,, 9, deux de ces solutions : si l'on pren<i comme nouvelles variables indépendantes p et le rapport
et si l'on pose
la fonction 9 satisfera à une équation de même forme que l'équation (21)
YTT -■' «, -r -f- à. -5-7- -4- c, (T — o. 00 jS ' dp * dp\ '
Mais, comme cette équalion doit admettre les solutions particulières
I, cr- pj
6, et c^ seront nuls, et elle se réduira à la forme binôme
t)pi* 'dp
Le raisonnement précédent montre d'ailleurs que cette forme n'est pas typique et peut être obtenue d'une infinité de manièrcf:.
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exprimées en fonction de deux variables a et p. Si l'on a obtenu, par un procédé quelconque, une équation de la forme (i6) à laquelle satisfont ces quatre coordonnées, on peut la ramener, par le procédé que nous avons indiqué, à la forme (20) et Ton reconnaît alors immédiatement que les courbes (p), (pi) tracent sur la surface un système conjugué. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Quand on a formé, d'une manière quelconque^ une équation de la forme (16) à laquelle satisfont, soit les quatre coordonnées ponctuellesy soit les quatre coordonnées tangentielles, les caractéristiques de cette équation tracent sur la surface un système conjugué.
Une équation de la forme (16), contenant cinq coefficients, n'est pas déterminée par la condition d'admettre comme solutions particulières les quatre coordonnées ponctuelles, par exemple. Mais, si Ton ajoute à cette condition celle d'admettre une cinquième solution cp, tous ses coefficients seront parfaitement déterminés, ainsi que le système conjugué formé par ses caractéristiques. En ce sens, on peut dire que, à chaque fonction cp, correspond un système conjugué particulier.
Ainsi, supposons que l'on prenne des coordonnées cartésiennes X. j', z, L'équalion (16), devant alors admettre la solution 0 = ^ = 1, ne contiendra pas le terme en 0, et tous ses coefficients seront complètement déterminés par la condition qu'elle admette, en même temps que x, y^ z, une nouvelle solution particulière <p que nous supposerons exprimée en fonction de Xj y^ z, par exemple. Ramenons Téquation à la forme (20) en prenant comme nouvelles variables les paramètres p, pi du système conjugué formé par ses caractéristiques; et soit alors
Op àpi âp dpi
sa forme nouvelle. On aura
Oo dpi âp dp
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Cl les équations analogues eh y et z. Si l'on exprime maintenant
que o en est une solution, et si Ton élimine , .. > . \ > , . ^ * ' dp dp i dp Opi dp dpi
au moyen des équations précédentes, on trouvera
d^ ^ dx dx <^* ? / ^"^ ^Ik ày dx\ <)* cp ()z ()z _
ôx^ dp dpx ' dxdy\dp dpi dp dpij '" dz* dp dpt
C'est une relation à laquelle devront satisfaire, en chaque point de la surface, les tangentes aux deux familles conjuguées.
Si Ton prend, par exemple, la valeur suivante de
on aura
dx dx dy dy dz dz
dp dpi ' dp dpi ' dp dpi
le système conjugué est orthogonal, c'est-à-dire qu'il est formé des deux systèmes de lignes de courbure, ce qui nous conduit au théorème suivant :
L'équation de la forme
^d^^-^^d^y'-^d^^'^^di''-^d? = ''^
dont les coefficients sont déterminés par la condition qù!elle admette comme solutions particulières
X, jKj ^ désignant les coordonnées cartésiennes orthogonales d'un point de la surface exprimées en fonction de deux variables quelconques net p, admet pour caractéristiques les deux familles de lignes de courbure de la surface.
L'application suivante, qui est très simple, fournit une vérification de cette proposition. Prenons comme variables indépendantes deux des coordonnées x eiy. L'équation
A -r— . H B hC— -i-D-— —L — = o,
dx* dx oy Oy^ dx dy
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(levant admettre les solutions particulières x etj)*, on aura d^abord
sî Ton exprîme ensuite qu'elle admet également les deux solutions
on obtiendra les deux relations
kr -Bs-^Ct^- o, A(i -1-/?*) -h Bpq -t- C(i ~ (7«) = o,
où p^ y, r, Sy t désignent les dérivées de 5, et qui déterminent les rapports de A, B, C. L'équation cherchée est donc
— [r(i -h q^) - t{i -^p'^)] ■^—- -^^[rpq—sii -+-/?»)] — = o,
etl'équatîon différentielle de ses caractéristiques fournit l'équation bien connue des lignes de courbure.
109. La théorie des lignes asymptotiques d'une surface se rattache par les liens les plus étroits à celle des systèmes conjugués. Si l'on groupe ces lignes en deux familles distinctes, comme on le fait pour les lignes de courbure, on peut dire que chacune des deux familles ainsi obtenues est conjuguée à elle-même. Par conséquent les lignes asymplotiques se conservent lorsqu'on soumet la surface, soit à une transformation homographique, soit aune transformation par polaires réciproques. Le calcul suivant met d'ailleurs ces résultats en évidence.
Conservons toutes les notations du n** 96. Soient toujours w, (^, w, p les coordonnées du plan tangent, x, y^ z^ t celles du point de contact. On aura, nous l'avons vu, les égalités
/ ux ->r- çy -i- wz -\- pt ~o^ {itl) ) u dx -\- V dy -^ w dz -\- p dt =^ o,
\ X du -^-y dv -^ z dw -\- t dp = o.
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qui se rapportent à un déplacement quelconque effectué sur la
surface.
Cherchons l'équation différentielle des lignes asyraplotiques.
Il faudra écrire que le plan osculateur de ces lignes coïncide avec
le plan tangent, c'est-à-dire que le point dont les coordonnées
sont
x -{- dx-- l^d^Xj y -^ dy -r- { d^y, . . .
se trouve dans le plan tangent. On est ainsi conduit, en tenant compte des égalités précédentes, à l'équation
Les identités que Ton obtient en différenliant les deux dernières équations (22) nous permettent de remplacer l'équation précédente par une des deux suivantes
( du dx -4- di^ dy - f- dw dz -^ dp dt = o, \ xd'^u-^- yd^-v r- zd'^w -X- td^p =0,
qui lui sont équivalentes.
La première de ces deux formules donne immédiatement l'équation différentielle des lignes asymptotiques quand la surface est définie par son équation, soit en coordonnées ponctuelles, soit en coordonnées tangentielles ; mais les formules précédentes (23) et (24) permettent aussi d'écrire cette équation différentielle si l'on suppose que les coordonnées soient exprimées en fonction de deux variables a et p. Par exemple, si l'on élimine m, v^ <v, p entre la première équation (22), les deux équations (i3) du n" 96 et l'équation (23), on sera conduit à la relation
<)x Ox ,, I
f)Z ôz ,,
z — -Tz d'-z
()t l)t (|ui constitue l'équation différentielle cherchée. Si l'on développe
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et si l'on ordonne par rapport à rfa, d^, on trouvera
dx dx
^ âOL d?
d^x dx»
•^ da dp dz dz
d»j dx«
" dx dp
dx2
d/ dt
' da dp
dx«
dj?
djF d'à?
^ dx
dp dx dp
r rk
dr •^ dx
dv dîy dp dx dp
dz
dz d«z
" dx
dp dx dp
dr
' di
dp
dxdp
dx
dp*
dr
dy
di
dp^
dz
dj
dx
dp
dx
L'équation en coordonnées tangcntîelles est toute semblable cl s'obtiendra en remplaçant dans la précédente x^ r, z, / par
Nous pourrions déduire de l'équation précédente la proposition déjà démontrée (n** 98) relativement aux. systèmes conjugués; car la condition nécessaire et suffisante pour que les deux familles de courbes (a), (P) soient conjuguées, c'est-à-dire pour que les tangentes aux courbes coordonnées qui passent en chaque point de la surface divisent harmoniquement l'angle formé en ce point par les tangentes asymptotiques, est évidemment que le coefficient de doLd^ soit nul dans l'équation différentielle (aS). Nous retrouvons ainsi la condition déjà donnée (n" 97).
HO. Réciproquement, toutes les fois que l'on connaîtra sur une surface un système conjugué, on pourra écrire Téquation des lignes asymptotiques sous une forme qui ne contiendra plus le rectangle dcid^.
Ici se présente une nouvelle occasion d'appliquer la proposition de M. Koenigs, car si l'on suppose que la droite D qui figure dans l'énoncé de cette proposition s'éloigne à l'infini parallèlement à un plan fixe, on reconnaîtra que les sections planes, parallèles à
ce plan fixe, ont pour conjuguées les courbes de contact des cylindres circonscrits à la surface dont les génératrices rectilignes sont parallèles aux diverses droites de ce plan. Si l'on rapporte les points de la surface à ce système conjugué, l'équation des lignes asymptotiques ne devra contenir que les carrés des différentielles. Prenons en effet un système de coordonnées cartésiennes Xyj^, z et soient/?, q les dérivées de ;; considérée comme fonction dex et de y. En supposant que le plan fixe ait été choisi pour plan des yz, les variables qu'il faudra adopter seront les suivantes :
(26) X ~- OLf q = ^,
De l'équation
dz = p dx -r- q dy\ on déduit
d{z — qy) = p dx —y dq — p dt — y d'^. Par conséquent, si l'on pose
(27) z — qy = z',
et si l'on exprime z' en fonction de a et de p, l'équation précédente nous donnera évidemment
ôz' ôz'
ou encore
/>' et y' désignant les dérivées de z' par rapport à a et à p. L'équation différentielle des lignes asymptotiques
dp dx -\-dq dy = o
deviendra donc, avec les variables a et p, ( 29) dp' doL — dq' d^ = o,
et, si l'on remplace /?', y' par leurs expressions r' rfa 4- 5^ rf^, s' doL 4- ^'rfp, en fonction des dérivées secondes r', 5', (f de z', elle prendra la forme
(3o) rdoi^—t'd?^=:o.
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qui, comme nous Tavions prévu, ne contient plus le terme en doLcip,
m. La forme si simple de celte équation permet d'obtenir un grand nombre de surfaces dont on pourra déterminer en termes finis les lignes asymptotiques.
En effet, considérons à la fois une équation différentielle
et l'équation aux dérivées partielles
(32) r'—t'o{oL, p) = o.
Si l'on sait trouver une fonction z' satisfaisant à cette dernière équation, on en déduira une surface en remontant k x^ y^ z par les formules
Or les lignes asymptotiques de cette surface seraient déterminées par l'équation
et, en remplaçant -7 par sa valeur déduite de l'équation (32), on
retrouvera l'équation (3i). Toutes les fois que l'on saura intégrer cette équation différentielle en même temps que l'équation aux dérivées partielles (Sa), on aura donc des surfaces dont on connaîtra les lignes asymptotiques. ,
Supposons, par exemple, que l'on prenne pour la fonction cp une constante k'^. Les équations finies des deux systèmes de lignes asymptotiques seront
P -h A'ot = consl., p^A'a = const. L'équation (3a) aura pour intégrale générale
;;' = F(p -t- kl.) -r- Fi(? - kx\
et les coordonnées x^ y^ z d'un point de la surface seront données en fonction de a et de ^ par les formules
j = F-?F'-+-F,— pF',.
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Voici encore une autre application de la formule (a
Considérons les surfaces pour lesquelles les coordonnées cartésiennes XjYj z sont définies en fonction de deux variables p, pi par les expressions suivantes :
( z - - Ci p — c /« ( pi — c )".
Je dis d'abord que les courbes (p), (p^) tracent sur ces surfaces un système conjugué. On vérifie en effet que les trois coordonnées satisfont à Téquation
Il suit de lu que, si Ton cherche Péquation des lignes asymptoliqucsen appliquant la formule (25), cette équation ne contiendra pas de terme eu dp dpi. En faisant le calcul, on obtient en effet l'équation différentielle
m ( m - î ) fh^ n{ n - 1) do}
i a ■ - p )' ù -■- p ), c - - p) ( a - - pi )( 6 — pixc— pi)
qui s'intègre dans tous les cas par des quadratures, mais dont Tin-
tï'îgrale est algébrique toutes les fois que le quotient — est
le carré d'un nombre commensurable.
Dans le cas particulier où m est égal à /i, on peut éliminer p, Pi et trouver l'équation de la surface, qui est
— j <^--c) - ('r>j (c — ^)~ (r) I «— ^)~ ( <^ - - ^ >(^ - cj^a — c).
On reconnaît les surfaces tétracdralcs, dont Lamé a commencé Tétude dans sou Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les problèmes de Géométrie, publié en 1818, et (jui, depuis, ont été l'objet des travaux de nombreux géomètres, parmi lesquels il faut citer plus particulièrement M. de la Gourueric. L'équation (35) se réduit alors à celle qui a été intégrée par Euler et qui donne l'addition des fonctions elliptiques. Parmi les formes si nombreuses que l'on peut donner a son intégrale, nous
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choisirons la suivante
OÙ a, p, Y désignent trois constantes arbitraires dont la somme est nulle.
En changeant légèrement les notations, cela donne le résultat suivant.
Les lignes asymptotiques de la surface télraédrale
(5)"^ (fi)
sont déterminées par V équation
tn
OÙ oLy p, Y sont trois constantes arbitraires dont la somme est nulle. Leurs projections sur un des plans coordonnés, le plan des yz par exemple, ont pour équation ( * )
'/^""m-Hi)
113. Les formules (33) déterminent un grand nombre de surfaces différentes; elles conviennent en particulier à la surface de Steiner pour m = n = a, à la surface des centres de courbure de
l'ellipsoïde pour m = f , ^ = ^> Nous remarquerons qu'elles
conservent la môme forme, lorsqu'on substitue les coordonnées tangentielles aux coordonnées ponctuelles. Soit, en effet,
wX-f-t'Y-i- wTa — i = o
(*) Les lignes asymptotiques des surfaces tétraédrales ont été déterminées en premier lieu par M. Lie [voir l'article Ueber die Beciprocitâts-Verhàltnisse des Jîeye'schen Complexes {Gôttingen Aachrichten, pp. 53-66; 1870)]. La méthode indiquée ici a été développée par l'auteur dans le Bulletin des Sciences mathématiques, t. I, !'• série, p. 355; 1870.
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Féquation du plan tangent; w, p, iv seront déterminés par les trois
équations
ujr --- çy -•- ivz =1,
(Ir ()v ()z
tt V -T- -• w — = o.
qui donnent
(h Op Op
()t ()y ôz
(>3, C>3i dSi
(p — b)^-»U pi — h) '2^' BY^ — aj^b'—'c ) ~
IV
c ( c — « ) ( c — b ) Si, en particulier, on a
on obtient des surfaces qui coïncident avec leur polaire réciproque par rapport à la surface du second degré
Dans ce cas encore, l'équation différentielle des lignes asvniptotiques se réduira à celle d'Euler ( ' ).
114. En terminant ce sujet, nous indiquerons, entre la théorie des lignes asymptoliques et celle des équations linéaires aux dérivées partielles, des rapprochements analogues à ceux qui font l'objet des n"* 8i et 107. Une famille de lignes asyinptotiques pouvant être considérée comme un système qui est à lui-même son propre conjugué, le théorème du n** 107 nous donne immédiatement le suivant :
Si les coordonnées x^ y^ z^ t ou u, Vj \r, p, considérées comme des fondions de cl et dt^ p, salis/ont à une équation linéaire de la forme (16) pour laquelle les caractéristiques sont confon-
(' ) On pourra consulter une Note sur les lignes asymptoliques de la surface des ondes {Comptes rendus^ t. XCVII, p. loSg; i883) où l'on trouvera une ;;t*néraIisalion de la mclhode qui est employée dans les derniers numéros do ce Chapitre.
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dues y les caractéristiques de cette équation tracent sur la surface une des deux familles de lignes asympto tiques. En particulier, si elles satisfont à une équation de la forme
les lignes a = const. sont asymptotiques.
Cette dernière partie de la proposition se vérifie immédiatement, à rinspection de l'équation (sS), dans laquelle le coefBcient de e/p2 devient nul, en vertu de l'hypothèse.
Toutes les fois que l'on aura une équation linéaire de la forme (36) et que l'on en connaîtra quatre solutions linéairement indépendantes, le théorème précédent permettra d'obtenir une surface sur laquelle on connaîtra une des deux familles de lignes asymplotiques.
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CHAPITRE m
Division de la surface en carrés infiniment petits. — Systèmes isothermes et coordonnées symétriques. — Cartes géographiques. — Résolution du problème pour les surfaces de révolution et les surfaces du second degré. — Systèmes isothermes dans le plan.
H5. Après avoir donné les propriétés les plus simples des systèmes conjugués, nous allons considérer les systèmes orthogonaux et particulièrement les systèmes à la fois orthogonaux et isothermes. Nous recherchons d'abord tous les systèmes de coordonnées orthogonales permettant de diviser la surface en carrés infiniment petits.
Soit
û?j» = A* dv> -\- C« dv'^
l'expression de l'élément linéaire^ A et C seront des fonctions données de </ et de i^
Considérons (Jig- 6) quatre lignes coordonnées de chaque famille : (A), (A^), (B), (Bi), correspondantes aux valeurs
Mo, Mo -H ^Mo> M» u -^ du de M, et (C), (C|), (D), (D<), correspondantes aux valeurs
de V. Elles déterminent évidemment quatre rectangles infiniment petits (i), (2), (3), (4)- Cherchons s'il est possible de disposer de du^ dvj duoy dvoj ^^ ^^elle manière que ces rectangles soient tous des carrés. La considération de chacun d'eux nous donnera les
relations
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^{u, vq) dvQ r= f{u, Vo)du, f{u, v)du = ^{Uf v)dv.
Ces équations, au nombre de quatre, ne contiennent que trois inconnues, les rapports de rfw, rf(^, rfwo, rf^o» L'élimination de ces rapports conduira à une condition, que l'on obtient d'ailleurs immédiatement en multipliant membre à membre toutes les équations. On trouve ainsi
Fig. 6.
Donnons dans cette relation à Uq et à Vq des valeurs numériques quelconques. Elle prend la forme
et, par conséquent, on devra avoir
C = ç(a, p) = Xei(p),
X désignant une fonction quelconque de u et de (\
Si l'on substitue ces valeurs de A et de C dans l'élément linéaire,
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on obtient la nouvelle expression
ds^ = X* [e«(M) du'^ -h 0}(«;) dç^]
ou, plus simplement,
(i) ds^=^\'^{du\-^dv\),
en posant
"i = /Q(") ^"» ^\ = f^\(^) dv-
Réciproquement, toutes les fois que l'élément linéaire pourra être ramené à la forme précédente, la surface, nous le savons (n° 65), sera divisible en carrés infiniment petits par les lignes coordonnées.
116. Nous avons déjà rencontré plusieurs surfaces sur lesquelles il existe des systèmes orthogonaux et isothermes: nous allons maintenant démontrer que l'élément linéaire d'une surface quelconque peut, d'une infinité de manières, être ramené à la forme (i). Pour comprendre la méthode suivante, il suffit de remarquer que, si l'on substitue à Wi, Vi les variables complexes
oL = ui-h zVi, p = aj — tVj,
la formule (i) se présente sous la forme
( -2 ) ds^ = 'kdoi d^.
Gela posé, considérons une surface quelconque dont l'élément linéaire soit donné sous la forme la plus générale
ds^ = E du^-^ ^F du dv -h G dv^.
Posons, pour abréger,
H«=EG — F
et excluons le cas, qui d'ailleurs ne peut se présenter pour des surfaces réelles, où EG — F^ serait nul et où l'élément linéaire serait un carré parfait (*). On pourra décomposer l'élément li-
(') L'élément linéaire n'est un carré parfait que dans le cas où la surface est une dévcloppable circonscrite au cercle imaginaire de Tinfini. En effeti supposons
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néaire en deux facteurs et écrire
dst = Cv/Ërfa + ^-^ d^fs/Ëdu + ?-^ dX
Si nous égalons à zéro successivement les deux facteurs, nous aurons deux équations différentielles. Soient
les intégrales de ces équations ; elles définiront deux familles de lignes imaginaires tracées sur la surface et dont l'arc sera égal à zéro. On aura, comme on sait,
doL = iil \/E du -¥- — — di^ 1 ,
que l'on ail
ds* — {mdu-^ ndv').
Soil j le facteur qui rend
mdu -h ndv
une différentielle exacte.
On pourra poser
(t) ds' = h'd^*;
h sera une fonction de p et d'une seconde coordonnée curviligne a permettant de définir, avec p, les différents points de la surface. Les coordonnées rectangulaires X, y, z d'un point quelconque de la surface devront satisfaire aux deux équations
(dx dx ày_ dy dz dz _
En différentiant la première par rapport à a et à p, on obtient
/ dx d'x ây d^ dz cK^ __
\ dx 07^ "^ dx dâ* "^ dx dx* " ^' (3) \
I dx d'x dy ^y _^ dz d'z __
\ di dxdli "^ di dxd? "^ dx dxd? ~ °' Si l'on différentie la seconde des formules (a) par rapport à ot, on aura, en tenant
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|jL el V étant des fadeurs conveDablement choisis; a, ^ sont évidemment des fonctions de u et de r indépendantes l'une de Tautre; car leur déterminant fonctionnel
AVI H
»*^t différent de zéro. Si on les prend comme nouvelles variables, la multiplication des deux formules précédentes nous donnera, pour IVIémenl linéaire de la surface, l'expression
ds^ = — //x tTi 'ji'i
on. i'iî changeant les notations.
fis^ = /.2 fi% rf3.
rornpte de la seconde équation (3),
ï^ romparaison des équations précédentes nous montre que Ton aura deux solutions différentes des équations liomogénes en u, \\ w
àx ày dz
u- Hi--j- -7-iV-r- =0,
OJ. Oj. Ou
<i l'on prend, soit
ÔJC *h- ôz
tiX
dv
Oz
IV
Ok
Ox
Ox'
Ox*
On doit donc avoir
ii%*
Ox*
ôx
Or
Oz '
Ox
Oz
d'où l'on déduit, en intégrant,
dx
Ov
Oz
OOL
Oz
Oz
Si l'on désigne par — la valeur commune de ces rapports, on aura
Ecrivons que ces valeurs de ir, y, z satisfont aux équations (s), nous trou-
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Nous aurons souvent à employer le système des variables a, ^ qui ont reçu le nom de coordonnées symétriques. Dans le cas d'un élément linéaire réel, on peut évidemment supposer que les variables a et ^ soient imaginaires conjuguées, ainsi que les facteurs [x et v. Supposons, par exemple, que Ton ait obtenu des fonctions a et [x vérifiant la première équation (3); si l'on change i en — t, on voit que les imaginaires conjuguées de a et de [x donnent une solution de la seconde équation.
117. Supposons que l'élément linéaire ait été mis de deux manières différentes sous la forme (4) et que l'on ait à la fois
( 5 ) rf5» = X« d% rf? = X'« di' d^\
Nous allons montrer que cette équation ne peut avoir lieu que
si a', P' dépendent respectivement d'une seule des variables a, p.
En effet, si l'on suppose a', P' exprimés en fonction des variables
verons
Si l'on ajoute les équalions (6), après les avoir multipliées par /(P), /,(?), /,(p) respectivement, on aura
Si on les multiplie par/', //, /J, on trouvera de môme, en les ajoutant, ou, en tenant compte de la seconde équation (7),
L'équation (9) s'obtient en prenant la dérivée de l'équation (8) par rapport à p. La surface est donc l'enveloppe du plan défini par l'équation (8). Or, d'après la première des formules (7), ce plan est tangent au cercle de l'infini.
Les seules surfaces pour lesquelles l'élément linéaire soit un carré parfait sont donc les développables circonscrites au cercle de l'infini. Les arêtes de rebroussement de ces développables sont des courbes dont toutes les tangentes rencontrent le cercle à l'infini et qui satisfont à l'équation
dx* -H dy^ + dz^ = o.
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indépendantes a, ^ et si l'on remplace les difTérentielles rfa', dp' par leurs valeurs
ridentité (5) nous donnera les trois équations
doL doL "^^ dp dp ""^' da dp "^ dp da "" V«'
La première ne peut avoir lieu que si a' ou P' dépendent de la seule variable a, et, en tenant compte de la seconde, on a les deux
solutions
Nous obtenons donc le théorème suivant : Lorsqu'on aura mis l'élément linéaire sous la forme
on ne pourra conserver cette forme de l'élément linéaire que si l'on substitue aux variables ol^ p les variables a', P' déterminées par Vun ou l'autre des systèmes
i^ flt' = ^(a) p' = ^i(?)
118. Des coordonnées symétriques on passe immédiatement aux systèmes isothermes. Reprenons, en effet, la formule (4) et remplaçons a, p par les expressions suivantes
a = a -r- iV, ^ = 11 — «V ; elle donnera
(6) û?5î=X»(rfa»H-c?o»).
C'est la forme de l'élément linéaire qui caractérise les systèmes isothermes. En appliquant à ces systèmes les propositions déjà démontrées pour les coordonnées symétriques, on peut énoncer les théorèmes suivants :
1** Sur toute surface il existe une infinité de systèmes ortho-
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gonaux et isothermes. On les obtient par V intégration complète de V équation
ds^ = o.
2" Lorsqu'on a obtenu un système isotherme (u, r ), on passe à tout autre système isotherme {u', v') par V emploi de Vun ou Vautre des systèmes de formules
\ II' '- iv' rrz / {U -^ ii>\
{ u —IV =/,(a— iv)\
iu' -4- iV — f(u — iv),
et par conséquent la connaissance d'un seul système orthogonal et isotherme tracé sur la surface entraîne celle de tous les autres systèmes semblables tracés sur la même surface.
119. La théorie des coordonnées symétriques et des systèmes isothermes, qu'on peut faire remonter au premier Mémoire (*) de Gauss, publié en iSaS, doit son origine à l'étude d'une belle question de Géométrie pratique, celle du tracé géographique d'une surface sur une autre, et plus particulièrement sur le plan. La théorie des cartes géographiques avait été l'objet d'importants travaux de Lambert, d'Euler, de Lagrange. Comme il est impossible (n® 72) de représenter une portion de la sphère, ou de toute autre surface non développable, sur le plan, de manière à conserver les longueurs des arcs, on s'était surtout attaché aux modes de représentation qui conservent les angles, tels que la projection stéréographique, la projection de Mercator. Ces modes de représentation ont la propriété fondamentale d'établir la similitude des éléments infiniment petits qui se correspondent sur les deux surfaces. Si l'on considère en effet deux triangles correspondants infiniment petits, on pourra les assimiler
(») Gacss, Allgemeine Au/lôsung der Au/gabe die Theile einer gegebenen Floche au/ einer andern gegebenen Flâche so abzubUden dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen àhnlich wird ( Œuvres complètes, t. IV, p. 193).
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à deux triangles reclilignes et, comme ils seront équiangles, leurs côtés homologues seront proportionnels. Réciproquement, si deux surfaces se correspondent point par point, de telle manière que leurs éléments linéaires soient liés par la relation
et si l'on considère sur une d'elles une région assez petite pour que l'on puisse y faire abstraction de la variation de X, les lignes correspondantes tracées sur les deux surfaces seront dans un rapport constant; par conséquent deux triangles correspondants infiniment petits seront semblables, et les angles se conserveront quand on passera d'une surface à l'autre.
On peut établir celte proposition d'une manière plus rigoureuse en cherchant l'angle de deux courbes tracées sur une surface quelconque. Supposons que l'on se déplace à partir d'un point de la surface dans deux directions différentes et désignons par les caractéristiques rf, 0 les différentielles relatives à ces deux déplacements. Soit
ds^ =lÊ.du^-^i¥ dudv-^-G dv*
l'expression de l'élément linéaire. Les formules
, dx , âx , ^ âx f^ dx ^
dx = -7— du -¥- -7- dv. ùx = -r- ou -\ r- OP.
du ôv ' du ov
nous donneront
(9) dx ^x '{' dy ^y -\- dz Iz = ^ du 8a -h l?{du Iv -h dv ou) -hG dv^v
et, par conséquent, l'angle V des deux directions sera déterminé par la formule
E du 5m -h F(du Si» -r- dv ou) -^ 0 dvlv
(10) cosV =
/Eû?a*-4- i¥ du dv -^ G c?w* y/E $a*-r- aFowoi'-H G8f*
On voit qu'il dépend seulement des rapports de E, F, G et demeure le même quand l'élément linéaire tout entier est multiplié par une fonction quelconque de u et de v,
120. Comme l'élément linéaire du plan est réductible à la forme
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le problème du tracé géographique d'une surface quelconque sur le plan peut être formulé comme il suit :
Mettre l^ élément linéaire de la surface sous la forme
cest'à'dire déterminer sur la surface un système orthogonal et isotherme.
Et il résulte des développements précédents que, lorsqu'on connaîtra une solution de ce problème, on pourra obtenir toutes les autres sans aucune intégration.
Nous avons vu que, sur toute surface de révolution, les méridiens et les parallèles forment un système isotherme. On saura donc résoudre le problème pour toutes les surfaces de révolution.
Considérons, par exemple, la sphère pour laquelle on a
(il) ds^ = du^ -^ sin' u dv* — sin' u ( -r—r H dv^ ) .
\sin*i/ /
Posons
r du , , " ,
/ -: — = KX = los tang- » V = Av ,
l'élément linéaire doviendra
{ ijt)
dsi ^: — ——(dx* f- dy*).
Si l'on fait correspondre au point (w, i») de la sphère le point du plan dont les coordonnées rectangulaires sont x, y^ on obtiendra ui) mode de tracé dans lequel les méridiens faisant des angles égaux seront représentés par des droites parallèles équîdistantes, et les parallèles par des droites perpendiculaires aux précédentes. C'est la projection de Mercator. Elle offre l'avantage, autrefois très apprécié pour les cartes marines, de faire correspondre aux loxodromies (courbes qui coupent tous les mf'ridiens sous un angle constant) des droites de la carte.
Si, au contraire, on posait
du dz , //
-. — = — i- » ç' = U), c, —- k tans - » sin a p ' r c« .^
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rélément linéaire deviendrait
En faisant correspondre au point (u, v) le point du plan dont les coordonnées polaires sont p et co, on aura un tracé géographique dans lequel, aux méridiens correspondront des droites concourantes, et aux parallèles les cercles concentriques du plan coupant toutes ces droites à angle droit. C'est le tracé que Ton obtiendrait on faisant la projection stéréographique de la sphère d'un point de vue placé au pôle.
121. Considérons maintenant une surface du second degré représentée par l'équation
yt v2 S*
' abc
On peut la regarder comme une surface tétraédrale (n® 112) et prendre, pour les coordonnées ;r, y, z d'un quelconque de ses points, les expressions suivantes :
/a{a — p){a — pt}
Nous savons déjà que les courbes (p), (p<) forment un système conjugué. Ce système est aussi orthogonal, car les formules précédentes permettent de vérifier l'équation
dx d.r ây ây àz dz c^p dpi c/p (>pi <>p dpx
Le système (p, pi), étant à la fois orthogonal et conjugué, est donc formé des lignes de courbure de la surface. Les formules (i4) nous permettent aussi de calculer l'élément linéaire dont on obtient l'expression suivante :
(,5)rf..= p^r- — -ii^?!_ .. — _£iM_ — 1.
4 l.(a — P)(*-pKc — ?.) ^«-Pi)(* — ?i)(c-?i;J
Posons
/(« — p)(^ — p)(c — p) /(« — piH^ — ?i)(c--pi)
et la formule (i5) deviendra
(16) ds^= P-Zil(c/a« -+-£/?»).
On a donc un système orthogonal et isotherme; son emploi permettra de faire la carte de toute région tracée sur la surface du second degré (*).
Il résulte du calcul précédent que les surfaces du second degré sont divisibles en carrés infiniment petits par leurs lignes de courbure. Cette propriété appartient aussi, nous Pavons déjà vu, aux surfaces de révolution.
Remarquons encore une propriété essentielle de l'élément linéaire des surfaces du second degré. Dans la formule (i6), p est une fonction de a, pi est une fonction de ^. L'élément linéaire appartient donc au type suivant
(17) ^5»=[/(a)-F(p)](rfa»+rfp»),
qui se présentera, sous sa forme la plus générale, dans la théorie des lignes géodésiques.
122. La théorie des surfaces homofocales du second degré conduit à un moyen plus élégant que le précédent d'effectuer le tracé géographique d'une surface du second degré.
Soit
l'équation d'un système de surfaces homofocales. Il passera trois surfaces du système par un point quelconque de l'espace; l'une sera un ellipsoïde correspondant à une valeur p2 de \ inférieure à c, l'autre un hyperboloïde à une nappe correspondant à une va-
(*) On pourra lire, au sujet de cette représentation, le Mémoire de Jacobi, Ueber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids au/ einer Ebene, bei welcher die kleinsten Theile àhnlich bleiben {Journal de C relie, t. LIX, p. 7/1 ; 1861).
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leur Pi de X comprise entre b et c, et la troisième un liyperboloïde à deux nappes correspondant à une valeur p de \ comprise entre a et b. Par conséquent, p, pi, p2 constituent un système de coordonnées curvilignes, les coordonnées elliptiques de Lamé, propre à définir tout point de l'espace. On sait que ce système est orthogonal ; l'expression de l'élément linéaire est la suivante :
i _^(p.-p)(p,-pO (p>^p)(p.-p01
où Ton a posé, pour abréger,
En y faisant p2= o, on retrouverait la formule (i5).
Le plan z = o correspondrait à l'hypothèse pa = c.
D'après cela, considérons l'un quelconque des ellipsoïdes du système orthogonal et faisons correspondre à un point quelconque (p, pi) de cet ellipsoïde le point du plan des a^y qui a pour coordonnées elliptiques p', p', les quantités définies par les deux équations suivantes :
J, v/c«-p'iH^ — p'i) J ,, v^(«-pi)(^-pi)(Pi — c)
Il résulte de la formule (i8) que les éléments linéaires des deux surfaces sont proportionnels ; cfe, ds' désignant les arcs correspondants sur l'ellipsoïde et sur le plan, on aura
ds^ _ p — Pi
La correspondance établie donne donc un nouveau tracé géographique de l'ellipsoïde sur le plan, tracé que l'on peut caractériser en remarquant que, si l'ellipsoïde s'aplatit en demeurant constamment homofocal à lui-même, la région représentée vient, à la limite, se confondre avec la carte elle-même.
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123. Revenons aux propriétés générales des systèmes isothermes. Si Ton connaît sur une surface quelconque un seul de ces systèmes, on pourra tracer sur cette surface non seulement les autres systèmes isothermes, mais encore une infinité de systèmes orthogonaux. En effet, la connaissance d*un seul système isotherme permet de faire la carte de la surface sur le plan avec conservation des angles et similitude des éléments infiniment petits. Par conséquent, à tout système orthogonal tracé dans le plan, correspondra sur la surface un système orthogonal. Si, de plus, ce système est isotherme et divise le plan en carrés infiniment petits, cette propriété appartiendra au système correspondant de la surface qui sera, par conséquent, isotherme.
Il résulte de là que nous pouvons nous borner à étudier sur une surface plane les questions relatives à la substitution d'un système isotherme à un autre. Désignons par X, Y les coordonnées rectangulaires d'un point du plan et posons
L'élément linéaire du plan aura pour expression
(19) cm=^dLdL,
et, si l'on désigne de même par ^, :/ les variables complexes
les formules qui permettent de passer au système isotherme le plus général seront
(20) ^=f{z\ Z'=Mz'), ou
si l'on veut que les nouvelles variables x,y soient réelles en même temps que les anciennes, il faudra évidemment que les fonctions /, /i soient, dans les deux cas, imaginaires conjuguées. Pour étudier géométriquement les formules précédentes, nous les considérerons comme définissant un mode de transformation qui fera correspondre à un point m[x, y) un autre point M(X, Y) du même plan.
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Nous savons déjà que les deux modes de transformation définis par les formules (20) ou (21) conservent les angles et assurent la similitude des éléments Infiniment petits correspondants. Mais il y aie! une distinction essentielle à faire entre les deux systèmes de formules.
Supposons que le point m décrive une certaine courbe; soit ds la difltérentielle de l'arc de cette courbe et co Tangle de sa tangente avec l'axe des a^. Les formules
dx = ds cosco, dy = ds sin u> nous donnent
( 11 ) dz = ds e'^, dz' = ds c-'««>.
Désignons de même par dS et Q, les quantités analogues relatives à la courbe décrite par le point M(X, Y). On aura également
( >:s ) d7. = dS e'ii, dZ' = dS c-'û .
Reportons-nous maintenant aux fprmules du premier système (20). Elles donnent
dZ = /\z)ifz. dZ' = /;{z')dz:
d'où Ton déduit, en multipliant,
(24) dS^ = f'{z)f[{z')ds\
et en divisant
(25) gî/Q = /!1±1 g«/a>.
Donc, si Ton considère deux points correspondants m, M des deux figures, les tangentes en ces points à deux courbes correspondantes quelconques font entre elles un angle constant; par suite, à deux courbes de la première figure se croisant en m correspondront deux courbes de la seconde se croisant en M et y faisant un angle, non seulement égal à celui des deux premières courbes, mais ayant aussi le même sens de rotation. Si le point de la première figure décrit une petite courbe fermée autour du point m, le point correspondant de la seconde figure décrira aussi une courbe fermée autour de M et, de plus, les deux courbes correspondantes seront parcourues dans le même sens.
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11 n'en est plus de même si l'on emploie les formules (21); en effet, la transformation qu'elles définissent se ramène à celle qui correspond aux formules (20), précédée ou suivie d'une rotation de 180^ autour de l'axe des x] par conséquent, dans cette seconde transformation, les sens de rotation de tous les angles et de tous les parcours seront changés.
124. Contentons-nous d'étudier les formules (20) et considérons seulement les systèmes isothermes réels, c'est-à-dire ceux pour lesquels les fonctions/, /i sont imaginaires conjuguées. Nous pourrons dire alors qu'à toute fonction de l'argument complexe z correspond un système isotherme, et nous aurons la proposition suivante, dont on fait un fréquent usage :
Les courbes planes qu^on obtient en égalant à des constantes la partie réelle et la partie imaginaire d'une fonction quelconque /{z) de la variable complexe z =z x -\-yi forment un système orthogonal et isotherme. De plus la formule
qui donne deux équations réelles, définit un mode de transformation avec conservation de la grandeur et du sens de rotation des angles.
Considérons, par exemple, la fonction
on aura
X ^ Y i = X 2 ^ZLli
ou
Ce sont les formules de la transformation par rayons vecteurs réciproques où l'on aurait changé j^' en — y. Cette dernière transformation serait définie par la relation
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qui se rattache aux formules (ai); et elle appartient par conséquent, comme l'indique le nom (^inversion sous lequel elle est souvent désignée, au groupe général des représentations conformes qui changent le sens de rotation des angles et des parcours. La transformation définie par la formule
az
A = -jt
cz -^ a
OÙ a, 6, c, d sont des constantes, se rapproche de l'inversion en ce qu'elle fait correspondre un cercle à un cercle ; mais elle s'en distingue en ce qu'elle conserve les sens de rotation des angles et des parcours, c'est-à-dire assure la similitude directe des éléments inûniment petits. Cette transformation joue un rôle important dans les recherches relatives à la théorie moderne des fonctions. Pour la distinguer de l'inversion, nous lui donnerons dans le Chapitre ^suivant le nom de transformation circulaire. Elle se ramène d'ailleurs à celle qui est définie par la formule (26) précédée et suivie d'une translation; elle peut aussi être remplacée par des inversions en nombre pair.
Le théorème général que nous avons énoncé peut prçndrc une forme nouvelle très importante. Supposons qu'on l'applique non plus à /(5), mais à log/(5). La partie réelle de ce logarithme est le logarithme du module de f{z) et la partie imaginaire l'argument de f{z). On obtient donc cette nouvelle proposition :
Etant donnée une fonction quelconque de la variable complexe Zy les courbes d'égal module et d'égal argument de cette fonction forment un système orthogonal et isotherme.
125. Les systèmes orthogonaux et isothermes définis par les deux théorèmes qui précèdent jouent en Physique mathématique un rôle très important. J'indiquerai les applications suivantes.
Soient Aa et M deux points, qui correspondent aux valeurs a* et ;; de la variable complexe. On a
- — «X = pAe'*^',
pyt désignant la longueur du segment AaM et 8^ l'angle que fait ce segment avec l'axe des x. De même, pour un point l^k corres-
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pondant à la valeur bk de la variable complexe, on a
p'^. désignant la longueur de By^M et 6]^ Tangle de ce rayon vecteur avec l'axe des x.
Si donc on considère la fonction
/i=)-nî^'
les courbes d'égal module auront pour équation
M^U^ÎJL = const.
et les courbes d'égal argument
6, — O'i -+- 6, — e; -t- . . . -^ 6;, — 0'« = const.
De là le théorème suivant, qu'il serait aisé de généraliser :
Si l'on considère deux groupes de n pôles A|, Aj, . . . , A;i e/ B|, B2, . . -, Brt, les courbes lieux des points pour lesquels le produit des distances aux premiers pôles A/ est proportionnel au produit des distances aux n pôles B/ ont pour trajectoires orthogonales les courbes lieux des points d'où Von voit les n segments A/Bi sous des angles dont la somme est constante.
Dans le cas où les deux groupes ne contiendront pas le même nombre de pôles, les théorèmes seront encore applicables, pourvu que Ton introduise dans le groupe qui contient le moins de points un pôle multiple situé à l'infini dans une direction déterminée, mais quelconque.
Par exemple, les cassiniennes, lieux des points tels que le produit de leurs distances à deux foyers fixes F, F' soit constant, admettent pour trajectoires orthogonales les courbes lieux des points M tels que la somme des angles formés par les rayons vecteurs MF, MF' avec l'axe des x soit constante. Ces dernières courbes sont des hyperboles équilatères passant par les foyers F, F.
Il suffit, pour le démontrer, de considérer les courbes d'égal mo-
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dule et d'égal argument, relatives à la fonction
Considérons maintenant Finlégrale
dz
OÙ c désigne une constante réelle et positive, et cherchons le système orthogonal et isotherme formé par les courbes sur lesquelles la partie réelle ou la partie imaginaire de cette fonction demeure constante.
Posons
(27) ^ = c cos(a H- p/), /c* — z^ = — csin(a-T- PO;
l'intégrale aura pour valeur a -h ^i et les deux familles du système isotherme seront définies par les équations
a = consl., p = const.
Soient F, F' les points du plan ayant pour affixes c et — c; M désignant le point dont Taffixe est z, on aura
(28) ^-c = FMe'MK>, ;;-hc = F'Mc'^F'-r,
et par conséquent
FM = r = mod(^ — c) = cinod[cos(a -H PO — 1] ~ c[cosp/ — cosxj, F'M = r = mod(5 -H c) = c mod[cos(x -h ^i) -H 1] = c[cosPi -f- cosa|;
on déduit de ces équations
r -\- r' = accospi, r' — /• = ac cosa.
On voit que les courbes de la famille (jî) sont des ellipses admettant pour foyers F, F'; les courbes de la famille (a) sont les hyperboles homofocalcs.
D'autre part, si nous employons, avec M. Weierstrass, le symbole c^ pour indiquer la partie réelle d'une fonction, l'équation
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des ellipses sera évidemment
et leur équation différentielle
(JH. > =o.
L'emploi des formules (2a) et (28) nous permet de transformer cette équation et de lui donner la forme
(o désignant Tangle de la tangente à la courbe avec Taxe des x. On a donc
MF:r-+-MF'a
ce qui donne la construction bien connue de la tangente à TeU lipse.
Nous terminerons ces applications, que Ton pourrait varier à rinfini, en prenant la fonction
où c et k^ désignent deux constantes réelles et positives.
Les courbes obtenues en égalant à une constante la partie réelle et la partie imaginaire de cette fonction formeront un système isotherme algébrique que Ton peutdéûnir comme il suit.
Posons :
/(^)=^"(a-?/), on aura
z= c sn*(aH-pi), z'= csn*(a— p«),
, z— c =— c cn«(a-4-3i), -' _ ^ = — c cn*(a— Qi), (•29) < \ i /i \ r /y
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et, par conséquent, si l'on désigne par r, r', r" respectivement les distances du point (x, y) aux trois points en ligne droite
on aura
(r = c sn(a-t- pi) sn(a — p/), ^jQ^ r'= c cn(a-f-?Ocn(a — PO,
/•'= -î dn(a-^ pi)dn(a — pi).
Écrivons les formules bien connues
cnx cn(x -r- a) -^ dnasnjrsn(a: -^ a) = cna, dnor ân{x -r- a) -i- k^cna snx sn(x -h a) = dna,
relatives à l'addition des fonctions elliptiques; si nous y substituons les valeurs suivantes de j:: et de j: + a
iF = a -4- p i , .r -+- rt! = a — p «, nous trouverons, en tenant compte des formules (3o),
r'-4-rdn(2p0 ~ c cn(2pi),
/•"— rcn(2P0= T^dn(2p/);
Si Ton remplace ensuite x et x -i- a dans les mêmes formules par les valeurs suivantes
— X — 3. -^ ^ ij X -\- a = a. — p «*, elles donneront les deux relations nouvelles
/•' — rdn(2a)— c cn(2a), I r — rcn(2a) — j;^an{20L).
Les équations (3i) et (3?.) définissent les deux familles isothermes.
Comme on devait s'y attendre, ces deux familles sont représentées parla môme équation, mais avec des valeurs différentes de la constante arbitraire. Elles se composent d'ovales de Descartes ayant pour foyers communs les trois points
La double équation obtenue pour chaque famille met en évidence une belle propriété des ovales donnée par M. Cbaslcs dans V Aperçu historique, p. 352.
L'équation différentielle commune aux deux familles d'ovales est évidemment
Elle conduit à une construction géométrique très simple des tangentes aux deux ovales qui passent en un point M du plan. L'angle de Tune de ces tangentes avec l'axe focal sera la moitié de la somme des angles que font, aveccet axe, les trois rayons vecteurs menés du point M aux trois foyers. Celte somme n'étant définie qu'à un multiple près de tt, la construction donnera bien deux tangentes rectangulaires.
127. Une famille de courbes isothermes étant définie par une équation de la forme
le paramètre ). de cette famille satisfait à l'équation aux dérivées partielles
et, réciproquement, toute fonction )v vérifiant cette équation donne une famille isotherme. Cette remarque permet de traiter la question suivante :
Proposons-nous de déterminer toutes les familles isothermes composées de cercles. L'équation d'un cercle écrite avec les variables ^, ^^^ a la forme
(34) zz' -*- az -r- bz' -~- c = Of
et l'on obtiendra la famille de cercles la plus générale en prenant pour a, 6, c des fonctions arbitraires d'un paramètre )». Si l'on exige que cette famille soit isotherme, il faudra que la fonction A satisfasse à l'équation (33). On est ainsi conduit, par un calcul facile, à l'équation de condition
( 35 ) (ah — cXa' z -^ h" z' -^ c") — {ab'-^ ba — c'){az -^ b' z ~ c' ) = o,
OÙ «', h\ d \ a", 6", d' désignent les dérivées premières et secondes de rt, 6, c par rapport à X, et qui doit être une conséquence de Tcquation (34). Comme l'équation (35) est du premier degré seulement par rapporta :; et à 5', elle doit être vérifiée identiquement
et Ton a
<^ _^ __c^ _ ab'^ba' — c a! ~~ b' ~ c' ~~ ab — c
On déduit de là, en négligeant le dernier rapport et en intégrant,
b =r. me -+- /Wo,
/, /01 '^*) '''0 désignant des conslantes. L'équation (34) prendra donc la forme
zz' -1-/0-3 -r nioz' -T- c{ l z -T- m z' -{- 1) = o
et représentera nécessairement une famille de cercles passant par deux points distincts ou confondus. Il est inutile maintenant de continuer les calculs et de déterminer l'expression de c en fonction de).; car on sait que toutes les familles de cercles passant par deux points distincts ou confondus peuvent se déduire par une inversion d*une famille de droites parallèles, ou de droites concourantes, ou de cercles concentriques, et sont, par conséquent, isothermes. De plus, leurs trajectoires orthogonales, qui sont des cercles, constituent également une famille isotherme, conjuguée de la première. Nous retrouverons cette dernière propriété comme cas particulier d'un théorème général relatif aux cercles géodésiques tracés sur une surface quelconque.
Dans ses Mémoires Sur la construction des cartes géographiques, publiés en 1 779(^)7 Lagrange a étudié d'une manière détaillée une belle question que l'on peut maintenant résoudre en quelques mots. Considérant la Terre comme une sphère ou comme un sphéroïde de révolution, Lagrange se propose de rechercher tous les tracés géographiques dans lesquels les méridiens et les parallèles sont représentés par des arcs de cercle. Comme les méridiens et les parallèles forment deux familles isothermes con-
(') Lagra!(ge, Œuvres complètes, t. IV, p. 687.
juguées, les résultats précédents nous conduisent à la proposition suivante, qui donne la solution complète du problème de Lagrangc :
Les seuls tracés géographiques pour lesquels les méridiens ou les parallèles soient représentés par des arcs de cercle sont ceux pour lesquels ces deux systèmes de lignes sont figurés sur la carte par des arcs de cercle. On obtient tous ces tracés, dans le cas où la Terre est supposée sphérique, en combinant avec des inversions planes la projection stéréo graphique ou la projection de Mercator.
CHAPITRE IV
Énoncé dii problème. — Principe analytique sur lequel repose la solution. -- Représentation conforme sur la région du plan située au-dessus de l'axe réel d'une aire plane à connexion simple limitée par des lignes droites ou par des arcsdr cercle. — Méthode de M. Schwarz. — Application au triangle plan limité par trois arcs de cercle et au triangle sphérique.
128. Nous avons reconnu, dans le Chapitre précédent, que l'on peut faire correspondre à toute fonction Z=/(z) de la variable complexe:; une méthode de transformation avec similitude directe des éléments infiniment petits et nous avons exposé les propriétés les phis élémentaires des transformations en nombre illimité que Ton peut ainsi obtenir. JNous nous proposons maintenant d'étudier, dans un cas assez étendu, la solution du problème suivant :
Étant données deux aires planes (A), (A,), déterminer la fonction 7j=/{z) qui permet d^effectuer une représentation conforme de Vunc des aires sur Vautre, de telle manière qu^à un point j pris dans l'intérieur de l'une quelconque des deux aires, corresponde un seul point pris dans l'intérieur de l'autre, et qu'aux points pris sur le contour de l'une des aires correspondent les points pris sur le contour de l'autre.
L'examen de cette belle question prise dans son énoncé le plus général se rattache à la solution des problèmes les plus importants de rAnalvsc et de la Physique mathématique. Dans Tarlicle 21 de (*) sa Dissertation inaugurale, Riemann a montré qu'il est toujours possible de la résoudre. La démonstration de Riemann s'appuie sur un postulatum auquel l'illustre géomètre a donné le
( ' ) KiEMATfx, Gesammelte nialhematische Werkc, p. 89.
nom de principe de Dirichlet, Dans différents travaux, et en particulier dans un article inséré aux Monatsberichte (*) de l'Académie de Berlin, M. Schwarz a établi le théorème de Riemann sans employer le principe de Dirichlet; mais la démonstration de l'éminent géomètre n'a pas encore été publiée dans tous ses détails.
On doit aussi à M. Schwarz (2) des recherches très étendues relatives au cas, très important pour la théorie des surfaces minima, où les aires planes dont il s'agit d'obtenir une représentation conforme sont limitées par des arcs de cercle ou des lignes droites. Nous nous proposons de faire connaître ici les principes de la méthode de M. Schwarz.
Si l'on peut représenter deux aires planes (A), (A') sur une troisième aire (A"), on pourra évidemment les rapporter Tune à l'autre avec similitude des éléments infiniment petits. Le problème de Riemann peut donc se ramener au suivant :
Représenter une aire quelconque (A) sur une aire déterminée (A."); par exemple, sur la sur/ace d'un cercle de rayon donné, ou sur la partie du plan qui se trouve au-dessus de l'axe des x*
Le problème ainsi posé n'est pas encore pleinement déterminé ; car, si l'on considère, par exemple, la région (K) du plan qui se trouve au-dessus de l'axe des .r, il est aisé de reconnaître qu'elle est applicable sur elle-même d'une infinité de manières, avec similitude des éléments infiniment petits. Désignons, en effet, par z la variable complexe et considérons la transformation définie par la formule
cz -+- a
(») H. -A. Schwarz, Ueber die Intégration der partiellen Differentialgleichung y-j -h -7—^ = o unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeits-Bedingungen
{Monatsberichte der Berliner Akademie, octobre 1870, p. 767).
(') H. -A. ScuwARz, Ueber einige Abbildungsau/gaben {Journal de Crelle, t. LXX, p. io5-i2o, 1869).
Ueber diejenigen Fàlle in welchen die Gaussische hyper geometrische Beihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt {Journal de Crelle, t. LXXV, p. 29a; 1872).
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OÙ a, 6, c, cl sont des constantes réelles. Soient Zq et Zo les variables imaginaires conjuguées de z et de Z, on aura
c Zq -h- a
et, par conséquent,
si le déterminant ad — bc est positif, la transformation, qui fait correspondre aux valeurs réelles de z des valeurs réelles de Z, fera aussi correspondre aux valeurs de z, dont la partie imaginaire est positive, des valeurs de Z jouissant de la même propriété; en d'autres termes, elle constituera une représentation conforme de la région (K) sur elle-même. On démontrera aisément, soit par l'Analyse, soit par la Géométrie, qu'il est toujours possible de trouver une transformation de ce genre faisant correspondre trois points donnés de Taxe des x à trois autres points également donnés du même axe, ou faisant correspondre un point donné quelconque dans l'intérieur de (K) à un autre point également donné dans rintérieur et, de plus, un point de l'axe des x à un autre point pris sur le même axe.
Si l'on admet, comme il est possible de le démontrer, que la transformation définie par la formule (i) est la plus générale de celles qui réalisent la représentation conforme de la région (K) sur elle-même, on voit que le problème de Riemann peut être ramené au suivant qui devient parfaitement déterminé :
Étant donnée une aire (A) à connexion simple, la représenter d'une manière conforme sur la partie supérieure (K) du plan, de telle manière qu^à trois points pris sur le contour de Paire (A) correspondent trois points donnés de l'axe des x.
Désignons par
la fonction de l'argument complexe qui donnera la solution du problème. Nous allons énumérer les conditions auxquelles elle est assujettie :
i** Elle doit être uniforme et continue pour toutes les valeurs
de 5 représentées par des points pris à l'intérieur de Taire (K); si Zo désigne Tune de ces valeurs, elle sera développable dans le voisinage de la valeur Zq, suivant les puissances entières et positives de :; — Zq.
2° La dérivée /'(^) ne peut s'annuler pour aucun point Zq compris dans rintérieur de Taire (K); car, si la dérivée s'annulait pour z = Zq^ il y aurait, dans le voisinage du point Zq, au moins deux points z pour lesquels la fonction Z aurait la même valeur, et, par conséquent, à un point de Taire (A) correspondraient plusieurs points de Taire (K), ce qui est contraire à Thypothèse.
3** La fonction Z ne doit pas cesser d'être continue pour les valeurs réelles de z^ qui sont représentées par des points de Taxe réel. Seulement, on ne suppose pas que, pour ces points, elle soit nécessairement développable suivant les puissances entières et positives de 5 — Zq] car elle n'est définie, dans leur voisinage, que pour les valeurs de z dont la partie imaginaire est positive.
4° Enfin :;, considérée comme fonction de Z, doit satisfaire aux mêmes conditions que Z considérée comme fonction de z ; c'està-dire qu'elle doit être, dans le voisinage du contour de Taire (A), une fonction uniforme et continue de Z, prenant des valeurs réelles quand le point Z vient se placer sur le contour.
Réciproquement, si une fonction Z satisfait à toutes ces conditions, on démontrera aisément qu'elle donne la solution du problème. Plus généralement si, dans une aire quelconque (A), à connexion simple, se trouve définie une fonction Z uniforme à Tinlérieur de cette aire et satisfaisant aux conditions que nous
venons d'énoncer, elle fournira une représenlation conforme de (A) sur une aire (A'), à connexion simple comme la première, mais qui pourra, dans certaines parties, recouvrir plus d'une fois le plan si la fonction Z prend plusieurs fois les mêmes valeurs à l'intérieur de (A) {\o\vfig, 7).
Après avoir indiqué les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction Z, nous allons exposer comment M. Schwarz a donné les moyens de déterminer cette fonction dans le cas où Taire (A) est limitée par des droites ou par des arcs de cercle.
130. Voici le principe analytique sur lequel repose la solution (*).
Considérons une fonction Z de ^ définie seulement pour la partie supérieure du plan et satisfaisant d'ailleurs à toutes les conditions énumérées dans le numéro précédent. Si la fonction est réelle pour toutes les valeurs réelles de z voisines d'une valeur réelle 5o, elle sera développable dans le voisinage de Zq en une série ordonnée suivant les puissances entières et positives de z© et les coefficients de cette série seront tous réels.
Considérons, en eflet {fig- 8), une aire (U) limitée par le con-
tour A^o^^D, comprise tout entière dans la partie supérieure du plan, et soit (U') l'aire symétrique de la première par rapport à l'axe des x, La fonction Z n'est connue, par hypothèse, que pour la partie supérieure du plan. Mais on peut la définir aussi pour la partie inférieure en convenant qu'à deux valeurs imaginaires con-
(*) Ce principe a élé énoncé et démontré par M. Schwarz dans un article déjà cité {Journal de Crelle, l. LXX, p. 107). Il a élé aussi employé par Ricmann dans le Mémoire sur les surfaces minima {Gesammelte WerkCy p. 397).
jiiguées de la variable, qui sont représentées par deux points places symétriquement par rapport à Oic, correspondent deux valeurs imaginaires conjuguées de la fonction. Ce prolongement analytique de la fonction laisse évidemment subsister la continuité puisque la fonction Z est, diaprés sa définition, réelle et continue pour les valeurs réelles de z,
La fonction étant ainsi définie dans l'intérieur des aires (U) et (U'), considérons les deux intégrales
\ r zdz \ r zdz
prises le long des contours ABDA, AGBA des deux aires. D'après le théorème de Cauchy, la première de ces intégrales est égale à /(s ) et la seconde est nulle lorsque le point Ç se trouve à l'intérieur de l'aire (U); si, au contraire, le point ^ se trouve à l'intérieur de (U'), le résultat est inverse; la première intégrale est nulle et l'autre est égale à /(Ç)(*). Donc, toutes les fois que le point Ç se trouve à l'intérieur de l'aire (U)-|- (U'), la somme des deux intégrales est égale ày(Ç). Mais, si l'on ajoute les deux intégrales, les parties relatives à la portion coinmune du contour AB, étant égales et contraires, se détruiront mutuellement, et il restera seulement l'intégrale
I r7.dz
'}. T. ij z — î
prise le long du contour ACBDA. Or on sait, et il est évident, que cette intégrale est développable en série dans le voisinage de tous les points à l'intérieur du contour et, en particulier, pour les valeurs réelles de Ç, qui sont représentées par les points de la droite AB.
On aura, en particulier, pour ÎJ = ^o
Z — Zo = a(3 — ^0)-+- ^(-2— •=0)*-+- c(j — Jo")'-^-.. ..
(*) Il y a ici une légère difficulté que nous nous conlcnterons de signaler el qu'il est d'ailleurs facile de faire disparaître, tenant à ce que l'on applique le théorème de Cauchy à une fonction qui n'est pas supposée développable en série pour les points du contour. On reconnaîtra aisément que le théorème est encore applicable toutes les fois que la fonction fi,z) est supposée continue dans le voisinage du contour de rair*\
• et comme à des valeurs réelles de z doivent correspondre des valeurs réelles de Z, les coefficients a, é, c seront tous réels. Si, de plus, il arrive, comme dans les exemples que nous allons traiter, que z considérée comme fonction de Z doive satisfaire aux mémos conditions que Z considérée comme fonction de ^, Téquation précédente, résolue par rapport à z — Zq, devra donner une série ordonnée par rapport aux puissances entières de Z — Zq et, par conséquent, le coefficient a sera toujours difierent de zéro.
131. Ce lemme préliminaire étant établi, considérons d'abord une aire (A) limitée par des lignes droites (L<), . . ., (L„). Soit Zo l'affixe d'un point situé sur une des lignes (L) et soit hrz Tangle de cette ligne avec l'axe réel. Considérons la fonction
Pour un point Z situé à l'intérieur du contour, elle aura les mêmes propriétés que la fonction Z. Si le point Z se trouve sur la ligne (L) dans le voisinage de Zq, elle sera réelle, et changera do signe quand Z passera par la valeur Zq. Il suit de là que Ton peut appliquer le lemme démontré au numéro précédent et poser
le symbole p{z — z^) désignant une série, ordonnée suivant les puissances positives et entières de :ï — Zq^ dont tous les coefficients seront réels, le premier d'entre eux étant difierent de zéro.
Étudions maintenant la fonction Z dans le voisinage de la valeur Zq qui correspond au point de rencontre de deux droites consécutives (La), {Lf^^^) {/ig- 9) faisant entre elles l'angle a::.
Considérons la fonction Zq — Z; son argument, qui est l'angle de la droite ZZq (/ig- 9) avec l'axe réel, varie entre les deux limites
quand le point Z se déplace dans l'intérieur de l'aire et se dirige de (La) vers (L^+i ). 11 suit de là que la fonction
[(Zo-Z)e-''r7u]â
sera réelle et positive sur le coté (L^), réelle et négative sur le cùlé
(Lj^+i ) et, d'ailleurs, elle aura les mêmes propriétés que la fonction Z à l'intérieur de l'aire (A). L'application du lemme précédent nous donnera donc
[(Zo- Z)e-'«/u]« = (z- Zo)p{z - z,),
p{z — ^o) ayant la même signification que précédemment. On peut encore écrire en élevant les deux membres de l'égalité à la puissance a
(4) Z — Zo = e'-^f'k^z — Zo)^piz — Zo),
Enfin, pour tous les points à l'intérieur du contour, la dérivée de Z n'étant jamais nulle, on aura
(5) Z — Zo= (z — Zo)P{z — Zo)y
P(z — -^o) désignant une série analogue à la série p{z — ^o)> mais dont les coefficients ne sont pas nécessairement réels.
Il nous reste à considérer le point du contour qui correspond à la valeur infinie de :;. Comme on peut toujours eflectuer la substitution
qui donne une représentation conforme de la portion supérieure du plan sur elle-même, ce cas se ramène aux précédents et l'on aura
si le point n^est pas un sommet du contour, et
si le point est un sommet où les deux côtes consécutifs se rencontrent sous Tangle aTî, mesuré toujours dans l'intérieur de (A).
132. Les développements précédents embrassent toutes les hypothèses possibles. Pour éliminer les constantes Zq et h qui changent de valeur quand on passe de l'un à l'autre, considérons avec M. Schwarz la fonction
(8) ^zlog^j = K(.).
On trouvera par un calcul facile :
1° Pour un point à l'intérieur de l'aire,
2» Pour un point pris sur un des côtés du contour,
3" Pour un sommet du contour correspondant à l'angle 7.T.
Pi(;5 — z^i), p^{z — :;o) désignant des séries de puissances et les séries px {z — -3o) ayant de plus leurs coefficients réels;
4" Enfin, pour le point correspondant à la valeur infinie de 5,
(12) V.{z)=---\ -^-1 pJ\\
si ce point n'est pas un sommet du contour.
Les trois dernières formules nous montrent que la fonction E(:;) est réelle pour toutes les valeurs réelles de z et qu'elle peul, par conséquent, être prolongée analvliquement d'après la méthode indiquée au n^ 130. D'ailleurs elle n'a, d'après les développements précédents, qu'un nombre limité de pôles, qui correspondent aux sommets du contour; et elle devient infiniment petite
pour z infiDÎment grand. D'après les théorèmes connus de la théorie des fonctions, elle sera donc une fraction rationnelle.
Soient a, 6, c, . . ., / les valeurs de z qui correspondent aux sommets du contour et soient air, pit, yir, . . . , Xir les angles formés en ces sommets, mesurés dans l'intérieur du polygone. On aura
(.3) E(--)=2j^ = rf.'"8-rf.'
avec la condition
qui n'est que l'expression analytique du théorème relatif à la somme des angles d'un polygone.
L'intégration de l'équation (i3) nous donne
Z = G f{z — a)«-« {z - b)^-^ ...{z — /)^-> dz -f- C,
C et CJ désignant deux constantes arbitraires réelles ou imaginaires. En déplaçant l'aire (A) sans changer ni sa forme ni sa grandeur, on peut ramener l'expression de Z à la forme
(14) Z = ^f{z — a)2t-ï(^ - i>)p-J . . .(5 — l)^-^ dz,
où H désigne une constante réelle.
Telle est la formule donnée par M. Schwarz ( * ) et par M. Christoffel (2).
Comme on peut prendre arbitrairement (n** 128) les valeurs de z qui correspondent à trois sommets du polygone, elle contient en réalité 2n — 3 constantes. On peut disposer de ces constantes de manière à obtenir la représentation conforme d'un polygone quelconque, mais ce résultat essentiel se déduit seulement du théorème général démontré par Riemann et M. Schwarz sur la représentation conforme des aires planes quelconques, et nous ne connaissons aucun travail développé où se trouve étudiée d'une manière générale la détermination des constantes a, é, r, ...,/, H lorsque le polygone est donné.
(') ScnwARz, Ueber einige Abbildungsau/gaben, p. ii4; i86'|, 1866. (») CiiRisTOFFEL, Stil p/'oblcnia délie température stazionarie e la rappresentazione di una data superficie {Annali di Matematica, t. I, p. 97; 1867).
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Dans le cas du triangle, dont la forme est déterminée par la valeur des angles, la solution est évidente. En faisant varier la constante H, on obtiendra tous les triangles semblables à un triangle donné et l'on pourra déterminer cette constante de manière à obtenir Tun quelconqne de ces triangles.
Si le polygone est un rectangle, on aura
Z deviendra une intégrale elliptique que l'on pourra supposer ramenée à la forme normale
Les côtés du rectangle seront
a=2HK, 6 = HK',
K et K' désignant les intégrales complètes qui entrent dans la formation des périodes; par conséquent, si l'on pose
q = e ^ =z e " , le module sera défini par l'équation
qui donnera ainsi, dans ce cas particulier, la solution complète du problème.
133. Passons maintenant à l'examen du cas où le contour est composé d'arcs de cercles; nous supposerons, pour plus de netteté, que deux cercles consécutifs ne soient jamais tangents.
Comme on peut toujours, au moyen de la transformation circulaire (n" 124) définie par la formule
„ aZi -+- 6 (i6) Z=-_-i -.,
transformer en une ligne droite un quelconque des cercles qui composent le contour, et même deux cercles consécutifs de ce
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contour, nous pourrons appliquer immédiatement les résultats obtenus au n® 131 et nous voyons que Ton pourra toujours choisir les constantes réelles ou imaginaires a, 6, c, d de telle manière que Z^ prenne la forme (3) sur un des côtés, et la forme (4) en un des sommets du contour. On aura donc pour Z les expressions suivantes :
i" En un point quelconque du contour,
(17) Z ^ <^i^ — ^o)pi^—^^)-^^,
2^ En un sommet où deux cercles consécutifs font Tangle air, mesuré dans Tintérieur de Taire,
(i8) rj^^a(z — Zo)^p(z —z,,)^b^
c{z — Zo)^p{z—'Zo)-i-d'
3° Au point du contour qui correspond à la valeur oo de z, (19) Z =
si le point n'est pas un des sommets du contour, el (20) z =
tA^)
si le point est un sommet où deux côtés consécutifs font Tangle air. 4° Enfin, pour un point à l'intérieur de Taire, on aura, conmie précédemment,
(21) Z — Zo={z — Zo)P(Z'—Zo).
134. Dans ces différentes, formules, a, 6, c, rf désignent des constantes réelles ou imaginaires, qui ont des valeurs différentes suivant les développements que Ton considère. Voici Tartifice ingénieux par lequel M. Schwarz a éliminé tout ce qui concerne ces constantes.
iBl LIVRE II. — CHAP. IV.
Soit, d'une manière générale,
cT -+- a
une relation entre deux fonctions Z et T d'une variable z. Si l'on élimine les constantes par la diflférentiation, on sera conduit à la relation
(zxy z' T :
( ZT)" Z" T* j = o, (ZT)" Z" T" 1
qui, développée, prend la forme élégante
. ^ d*/. d7.\ i/d. dzy d^ /. dT\ i/d. dry
^^") d7^V''^7rz)'--.[dz^''-7rz) =di^y''^d^)-z[d-z^^^d-z) '
où les variables sont séparées. Si l'on adopte une notation de M. Caylcy (*) et si l'on pose
î^.'i-âK?)-r:(#.'««S)'.
on aura donc
En nous servant des résultats précédents, nous allons étudier le développement de la fonction JZ, ^1 pour tous les points situés à l'intérieur ou sur le contour de l'aire (A) :
i" Pour un point quelconque du contour, il faut remplacer ï par le développement
(z — Zo)p(z — Zo)y
qui entre dans la formule (17). On trouve ainsi un résultat de la
forme
JZ, ;5J= h{z — Zo)-Jr k{z — >5o)*-+-
2"* Pour un sommet, la valeur de T est celle qui figure dans la formule (18),
(') Catlet, On the schwarzian derivative and the polyhedral f onctions {Cambridge philosophical Transactions, mars 1880).
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Uii calcul facile donne alors
3" Pour le point du contour correspondant à la valeur oo de :;, on trouve de même
si le point n'est pas un sommet et si Ton emploie la valeur de T correspondante au développement (19). Si, au contraire, le point
est un sommet, il faut mettre pour T la valeur —/>(- j > ce qui
donne
i„ , II — a' h k
Remarquons d'une manière générale que, pour tous ces développements, les coefficients sont tous réels. La fonction [Z, zj est donc réelle pour toutes les valeurs réelles de z; elle pourra être prolongée analytiquement d'après la méthode du n® 130 et sera, par suite, définie dans toute l'étendue du plan.
4° Enfin, pour un point à l'intérieur de (A), la dérivée -^- ne
sera jamais nulle et JZ, z\ sera, comme z, une fonction développable pour toutes les valeurs de z,
La fonction }Z, z\, ayant toutes les propriétés d'une fraction rationnelle pour les valeurs finies de z^ et devenant infiniment petite pour z infini, sera une fraction rationnelle. Soient ai, at, , , , , a» les valeurs de z qui correspondent aux sommets du contour, «iir, a^TT, ..., oL/iTz les angles correspondants formés par deux côtés consécutifs. Si Ton a, pour z = ai^
' ) «2 {Z — Oi)^ Z—Ui *
la fonction
V ' — «? V hj
— y ai
demeurant finie pour toutes les valeurs finies de z et devenant infiniment petite pour z infini, sera nécessairement égale à zéro;
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Ton aura, par conséquent,
Si le point du contour, qui correspond à la valeur, infinie de j, n'est pas un sommet, il faudra, nous Tavons vu, que le développement du second membre suivant les puissances de-> commence
au terme en — > ce qui donnera les égalités
auxquelles devront satisfaire les constantes /i/, a/.
Si, au contraire, le point du contour correspondant à la valeur ^ =00 est un sommet où Tangle de deux côtés consécutifs est ,3-,
le développement devra commencer par le terme — -^y ce qui donnera seulement les deux relations
133. La valeur de jZ, 5J étant obtenue, la suite des raisonnements nous conduit à considérer Téquation du troisième ordre
(-17) jZ, ;;j = F(^),
et à essaver de Tinté^^rer.
L'origine et les propriétés de cette équation simplifient beaucou|> la résolution de ce problème.
En effet, d'après le mode de formation de l'expression jZ, w|, la relation différentielle
est équii'alenle à la relation, en termes finis,
cLi -T- a
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et, par suite, la connaissance d^une seule solution particulière Z| de Féquation (27) entraînera celle de Tinlégrale générale, qui sera donnée par la formule précédente, où les constantes a, b, c, d pourront recevoir des valeurs quelconques. Cette propriété si remarquable de l'équation (27) la rapproche des équations linéaires et, effectivement, il est aisé de montrer que l'intégration de cette équation peut être ramenée à celle d'une équation linéaire du second ordre.
Considérons en effet une équation linéaire du second ordre
où pcl q sont des fonctions données de z^ et cherchons l'équation différentielle à laquelle satisfait le rapport
(.9) z = Ji
de deux intégrales particulières. On trouvera, par un calcul facile, (30) {z,^| = ag^-lp.-g.
L'équation ainsi obtenue est de même forme que la proposée (27). il suffira de choisir/? arbitrairement, de déterminer q par la relation
et l'intégration de l'équation (27) sera ramenée à celle de l'équation linéaire (28). Si l'on prenait, par exemple, /; = 0, l'équation linéaire se réduirait à la suivante :
(3a) g5^iF(5)e=o.
Au reste, on s'explique qu'une certaine indétermination puisse subsister relativement à l'équation linéaire, puisque le rapport de deux intégrales particulières ne change pas quand on les multiplie l'une et l'autre par une même fonction donnée, mais quelconque, de^.
L'équation (82), ai^si que toutes celles que Ton obtiendrait en
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prenant pour p la valeur suivante
jU z — ai
OÙ les constantes P/ sont des nombres réels quelconques, a tous ses coefficients et tous ses points singuliers réels; de plus, toutes ses intégrales sont régulières.
Réciproquement, si Ton considère a priori une équation linéaire quelconque du second ordre possédant toutes ces propriétés, on peut établir que le rapport de ses intégrales donne la représentation conforme sur la partie supérieure du plan d'une aire plus ou moins complexe limitée par des arcs de cercle.
Marquons en effet sur l'axe réel {Jig> lo) les points singuliers
Fig. 10.
rti, «2 t'/i-i, ctn de l'équation, et soit
le rapport de deux intégrales particulières quelconques qui, d'après les hypothèses relatives à l'équation, sont des fonctions uniformes de z dans l'aire (U) limitée par l'axe réel et par le demicercle wo-to' de rayon infini. Dans chacun des intervalles a^a^^ a^a^. . . . , ai_xaiy . . . , a„xa,, on pourra obtenir deux intégrales particulières qui seront réelles toutes les deux pour des valeurs réelles de z. Si Ton désigne, par exemple, par ti_\ le rapport de ces deux intégrales dans l'intervalle ai_i ai, on aura évidemment
g/-|-4- ^j.yti-x
ai_i , 3i_i • Yi_i , 0|-, désignant des constantes réelles ou imaginaires,
et comme la variable ti_i demeure réelle lorsque le point z décrit le segment ai_i a/, on voit que le point Z décrira un arc de cercle. Les arcs de cercles décrits par le point Z qui correspondent ainsi aux n intervalles forment un polygone fermé dans lequel les côtés consécutifs se coupent sous des angles dont la grandeur est quelconque; deux côtés consécutifs peuvent même être tangents quand les développements des intégrales dans le voisinage d'un point singulier contiennent des logarithmes. Mais Texamen de tous les cas, la définition précise de Taire dont on obtient ainsi la représentation conforme nous entraîneraient trop loin.
Nous nous contenterons de remarquer que l'équation (27) contient bien le nombre de constantes qui est nécessaire si Ton veut effectuer la représentation conforme d'un polygone quelconque composé d'arcs de cercle sur la partie supérieure du plan. En effet, la fonction F(z) dépend de 3/i constantes réelles liées par les trois équations (aS), et, comme d'ailleurs on peut prendre arbitrairement trois des quantités a/ (n° 128), il 'reste seulement 3/1 — 6 paramètres réels ; mais il faut leur ajouter six autres paramètres réels servant à former les trois constantes imaginaires qui figurent dans l'intégrale générale de l'équation (27). Le nombre 3/1 de constantes réelles ainsi obtenu est précisément égal à celui des paramètres arbitraires dont dépend un polygone formé de n arcs de cercle.
Il résulte d'une proposition générale, à laquelle M. Schwarz est parvenu parla méthode la plus élégante dans l'article déjà cité (* ), que l'on pourra toujours déterminer ces constantes de manière à obtenir effectivement la solution du problème proposé.
136. Proposons-nous, comme application, de déterminer la représentation conforme d'un triangle formé par trois arcs de cercle. Nous pouvons toujours supposer que les trois sommets de ce triangle correspondent aux valeurs o, i, oo de^. Soient Xir, [xir, vu les angles du triangle en ces trois sommets. Nous aurons ici
I — X* ai II — fx* at
(') Afonatsberichte, p. 768-784; 1870.
el de plus le développement suivant les puissances positives de -^
devra commencer par le terme Cette condition détermine
^1, ^2> et Ton trouve
Or, si Ton considère l'équation
qui définit la série hypergéométrique de Gauss, on reconnaît aisément, en appliquant la formule (3o), que le rapport de ses deux intégrales satisfait à l'équation (33) si Ton prend
(35) X«=(i_Y)'> lxî-(Y-a-?)*, v« = (a-?)«.
On pourra donc exprimer Z par le quotient de deux intégrales particulières de l'équation (34). Ces intégrales sont bien connues ; on peut déterminer les variations qu'elles éprouvent quand on suit un chemin quelconque du plan (*) et l'on vérifie qu'elles fournissent effectivement la représentation cherchée.
Parmi les quatre systèmes de valeurs de a, ^, y déterminés par les équations (35), choisissons le suivant, par exemple
L'équation différentielle (34) admet plusieurs solutions particulières, parmi lesquelles nous distinguerons les suivantes
/3-x ; Ôi = ^'-YF(«-+-i-ï, P-+-t-ï, 2-Y, -), '^ 03=F(a, ?, anhp^i-Y. i-^).
V 04=(i-^)Y-=c-pF(Y-a, Y-?, Y-+-'~a-P> i--^),
(•) IvuMMER, Ueber die hypergeometrische Reihe {Journal de Crelle, t. XY,
GocRSAT (E.), Sur l'équation dijférentielle linéaire qui admet pour intégrale la série hypergéométrique {Annales de l'École Normale, a« série, Supplément au t X; i88i).
OÙ le symbole F désigne la série hypergéoméiriquc de Gauss. Si Ton convient que les argumenls de z et de i — :; seront pris égaux à zéro quand la variable z sera réelle et comprise entre o et i, ces intégrales seront déterminées sans ambiguïté pour toute la région supérieure du plan, et les formules que Ton trouvera aux pages 20 et 21 du beau Mémoire de M. Goursat permettront d'en calculer la valeur pour chaque point de cette région. Elles satisfont d^ailleurs, dans toute la région considérée, aux deux équations (que l'on trouvera à la page 28 de ce Mémoire)
où Ton a
I ' = r(2-Y)lVY--a- ^) ^ Vh. ^ Y) ^(^ -^ ?J- Y)
Ces points étant admis, désignons par G une constante réelle ou imaginaire et posons
Quand z varie entre o et i, le rapport jp est réel, l'argument
de Z est constant et égal à celui de ^* Le point Z décrit donc un
segment de droite OA (/Ig» 11). Si au contraire le point :; passe, par la partie supérieure du plan, aux valeurs comprises entre o et — 00, 6| reste réelle, l'argument de O2 devient égal à'::(i — y) ou TcX. L'argument de Z augmente donc de izkf et, comme il demeure encore constant, le point Z décrit un segment OB ayant son origine en O et faisant avec OA l'angle )vT:.
Supposons maintenant que z passe, par la région supérieure du plan, aux valeurs comprises entre i et -h oc. L'intégrale O3 est réelle. Quant à l'intégrale 0», elle est imaginaire et, comme l'argument de I — z devient égal à — t:, celui de l'intégrale est
Si donc on pose
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la variable T sera réelle. En divisant membre à membre les deux équations (38), on aura
~ 'â^be-'V-'^T '
Si l'on change î en — i et si Ton désigne par Co, Z© les imaginaires conjuguées de C et de Z, on trouvera
(4l) ^'=7Ti--
II ne reste plus qu'à éliminer T entre les deux équations précédentes et l'on obtient Téquation
(a'6'GCoZZo-+-a^)(i — e»'>«)
-+- CZ{ba'e^'V-^— ab' ) -^ CoZo(a6'e»'>i^- ba') = o,
qui représente Tare de cercle passant par les points A, B et décrit
par le point Z quand z varie entre i et -h oo.
La puissance t^ de l'origine par rapport au cercle précédent a
pour expression
j _ ' ^^ ^ ~ G Gô ^7/
ou, en remplaçant «, 6, a', b' par leurs valeurs,
Le calcul de cette puissance f^ offre de l'intérêt; car, si elle est positive, il y aura un cercle décrit de l'origine comme centre et coupant à angle droit le côté AB, c'est-à-dire un cercle orthogonal aux trois côtés du triangle OAB. Si, au contraire, elle est négative, il n'y aura pas de cercle réel satisfaisant à ces conditions.
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Comme les arguments des fonctions F qui figurent dans la formule précédente sont tous supérieurs à — i, ces fonctions auront le même signe que les variables dont elles dépendent. On reconnaît ainsi que la puissance t^ sera négative, si Ton a
c'est-à-dire si les angles du triangle OAB satisfont à toutes les relations d'inégalité qui existent entre les angles d'un triangle sphérique. Au contraire, la puissance t^ sera positive si les inégalités précédentes ne sont pas toutes vérifiées. Ce résultat est bien conforme à celui que donne la Géométrie : pour qu'un triangle formé par trois arcs de cercle soit la projection stéréograpliique d'un triangle sphérique, il faut et il suffit, comme on sait, que le cercle orthogonal aux trois côtés du triangle soit imaginaire.
Si, au lieu de la variable Z définie par la formule (4o)î nous
avions choisi la suivante
«, fc, c, d désignant des constantes quelconques, nous aurions obtenu, au lieu du triangle OAB, un triangle ayant les mêmes angles, mais dont les côtés auraient été, en général, des arcs de cercle; car il se déduit du triangle OAB par une transformation circulaire quelconque.
Supposons que les angles )v, tji, v satisfassent aux relations d'inégalité (4-^) et prenons pour le module de C la valeur
/2 deviendra égal à — i et les trois côtés du triangle OAB seront orthogonaux au cercle de rayon i ayant Torigine pour centre. On sait que, dans ce cas, les trois côtés peuvent être considérés
comme la projection stéréograpliiqiie de trois arcs de grand cercle tracés sur la sphère de rayon i ayant Torigine pour centre. Si donc on représente, suivant la méthode de Riemann indiquée au n** 30, la variable Z par un point de cette sphère, les résultats précédents donnent la représentation conforme de Taire d'un triangle sphérique sur la partie supérieure du plan. Le sommet de ce triangle qui correspond à l'angle 'i.iz est placé au point le plus bas de la sphère et diamétralement opposé au pôle de la projection stéréographique.
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DU SYSTÈME ORTHOGONAL FORMÉ PAR LES LIGNES DE COURBURE
ÉquatioQ difTérentielIe des lignes de courbure. — Application à la surface j7«y»2f = C. — Formules d'Olinde Rodripues. — Keprésentation sphérique de Gauss. — Équation linéaire dont les caractéristiques sont les lignes de courbure. — Lignes de courbure des cyclides. — L'inversion conserve les lignes de courbure. — Théorème de Dupin relatif aux systèmes triples orthogonaux.
137. Les propriétés des systèmes orlhogODaux et isothermes ne dépendent que de la forme de Télément linéaire et se conservent quand on déforme la surface sans altération des longueurs des arcs. Il n'en est plus de même pour le système orthogonal qui est formé par les deux familles de lignes de -courbure. Mais ce système se distingue de tous les autres par une propriété essentielle; il est à la fois orthogonal et conjugué, il a un rôle extrêmement important dans l'examen d'un grand nombre de problèmes relatifs à la théorie des surfaces et, à tous ces points de vue, il mérite que nous en fassions dès à présent une étude assez détaillée.
Une ligne de courbure peut être, on le sait, définie par cette propriété que les normales à la surface en ses différents points forment une surface développable. L'arête de rebroussement de cette développable est évidemment une des développées de la ligne de courbure, le point de contact de chaque normale avec l'arête de rebroussement est le centre de courbure principal correspondant à la ligne de courbure considérée. Nous allons indiquer d'abord comment on obtient Téquation différentielle des lignes de courbure.
138. Soient x^ y, z les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque de la surface considérée, m, (^, w des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale en ce point. Les coordonnées X, Y, Z d'un point quelconque de la normale auront
pour expressions
uXy Y = y -t- çXj Z — Z -h W^^y
)w étant une arbitraire dont la variation donnera tous les points de la normale. Exprimons quUl existe un déplacement pour lequel ce point décrit une courbe tangente à la normale; nous aurons les équations
d(x-^-ul) rf(y-^vl) fi(z
ou, plus simplement, en retranchant cTk des trois rapports égaux,
dx -■- X du _ dy -\- X dv dz -{-\ dw u V ~~ w
L'élimination de \ nous donnera Téquation différentielle
dx du u dr dv V dz dw w
qui est celle des lignes de courbure. En la développant, on trouve ( 4 ) du{v dz — w dy)-\- dv{%v dx — u dz) -^ dw {u dy — v dx) = o.
Cette équation détermine les directions des deux lignes de courbure qui passent en chaque point de la surface; les formules (a) feront connaître la valeur de \ relative à chaque ligne de courbure, et le centre de courbure correspondant sera alors défini par les formules (i).
139. On est encore conduit à Téquation (4), si l'on emploie une autre méthode qui repose exclusivement sur Temploi des coordonnées de la normale. On sait que Pliicker a considéré la ligne droite comme un élément de l'espace et qu'il l'a définie, comme on le fait pour un point ou un plan, par des coordonnées. Nous allons indiquer le système de détermination qui conduit aux calculs les plus symétriques.
Soient
^ bz — c)' -*-«' — o, ( ex — a z -:-(/ — o
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les équations d'une ligne droite. On pourra joindre à ces équations la suivante
(5') ay — 6a?-+-c' = o,
pourvu que d soit déterminé par l'équation (6) aa' -h 66' H- ce' = G.
Les équations (5), (5') représentent les projections de la droite sur les trois plans coordonnés. Cette droite est parfaitement déterminée quand on connaît les six quantités a, a', 6, h\ c, d \ nous dirons que ces six quantités, qui doivent toujours satisfaire à la condition (6), sont les coordonnées homogènes de la ligne droite.
Supposons que ces six coordonnées soient des fonctions données d'un paramètre; la droite engendrera une surface réglée. Pour que cette surface soit développable, il faudra qu'il existe une courbe tangente à toutes les positions de la droite; en d'autres termes, il faudra que l'on puisse déterminer les coordonnées j:,^', z d'un point variable vérifiant les équations de la droite et satisfaisant aux conditions
dx dv dz a ^ b c
Si l'on différentie les équations (5) et (5') en tenant compte des relations précédentes, on trouvera que les coordonnées x^ y^ z doivent vérifier les trois équations
z dh — y de -+- da! = o, ( 7 ) i X de — zda '\' dh> = o,
)z au — X de — ( y da — X db -\- de' = o,
qui ne contiennent pas ûte, dy^ dz. Si on les ajoute après les avoir multipliées respectivement par rf«, dbj dc^ on obtient la condition
(8) da da' -f- db db' -r- de de' = o,
à laquelle doivent satisfaire les différentielles des coordonnées. On démontrera aisément que cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante; et, quand elle sera remplie, les formules (5) et (7) feront connaître, pour cliaque valeur de la variable indé-
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pendante, le point de contact de la génératrice avec Taréte de rebrou-ssement.
Dans le cas qui nous occupe les équations de la normale sont
Par conséquent, les six coordonnées de la normale sont i/, r, iv et les quantités u'y k'\ iv' définies par les égalités
vz — ivy -\- u' = o, (i)) \ wx — uz H- v' = o,
UJ' — VX -+- iv' = o.
La condition pour que la normale engendre une surface développahle sera donc exprimée par Téquation
( l(>) du du' -+■ dv dv' ■+■ dw dw' = o,
(pic Ton reconnaîtra facilement être équivalente à Téquation (4).
1 10. Proposons-nous, pour donner une application de la méthode précédente, de déterminer les lignes de courbure de la surface
^u) x"*y^zP = G,
où tn, Ht />, C* !>ont des constantes quelconques. LVquation différenliellc de lu surface sera
d.r dv dz
\vis lorniules (i) deviendront ici
. mX -. /lÀ _ />X \ .1 % i^r , Z = z — y
v\ \cs étpiations ^•j|^ nous donneront
./,, ( A •'■- ^ dy { À - ^* I tfz ( >. -^ ~ )
Si nou> sub>liluons les \aleurs de c/.r. </r, Jz dans IVqualion dilVerenlielle île la >uifaie, nous uurons IVqualion du second
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degré
«C^ yî sî
— AH- i^
qui fera conaaître les valeurs de)^ correspondantes aux deux lignes de courbure.
Au lieu de faire correspondre à chaque racine de cette équation la ligne de courbure dont la direction est définie par les formules (la), on peut considérer la ligne de courbure perpendiculaire. En désignant par dx^ dy^ dz les différentielles relatives à cette seconde ligne, on aura Péquation
(.4) -dx JJL_^^=,,
AH AH- =^ AH
qui, jointe à Téquation diflTérentielle de la surface, déterminerait les rapports de dx^ dy^ dz. Ainsi, pour obtenir les équations différentielles des deux familles de lignes de courbure, il suffira de remplacer successivement, dans Téquation (i4)) ^ par les deux racines de l'équation (i3).
Ce point étant admis, l'intégration est facile. Multiplions en effet Téquation (i4) par n et ajoutons-lui Téquation (i3) multipliée par dk. Nous obtiendrons ainsi une différentielle exacte
c?/nL^XH- -Jh-aiL^Xh--)h-/>L(Xh j=o,
et, en intégrant, naus aurons
<-) "■(*-sr(»-?)"(*-7)''
u désignant le paramètre de la ligne de courbure. Il faudra, pour obtenir les deux familles, remplacer successivement \ par les deux racines de Téquation (i3). Si Ton remarque maintenant que cette équation (i3) s'obtient en égalant à zéro la dérivée de Téquation (i5) par rapport à X, on sera conduit au théorème suivant :
Si, dans V équation (i 5), o/i considère u comme une constante et \ comme un paramètre variable, les enveloppes des sur/aces représentées par cette équation, correspondantes aux diverses
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valeurs de u, coupent la surface proposée suivant ses lignes de courbure.
On voit que ces lignes de courbure seront algébriques toutes les fois que la surface proposée le sera, c'est-à-dire toutes les fois que m, n, p seront commensurables. On reconnaîtra de plus, par un calcul facile, que la famille de surfaces représentée par l'équation (i i) dans laquelle on donne à G toutes les valeurs possibles, et les deux familles d'enveloppes dont ilest question dans l'énoncé précédent forment un système triple orthogonal (*).
Supposons, par exemple, que l'on prenne
L'équation (i i) prendra la forme
L'équation (i3) admettra pour racines
il en résultera, pour //, les deux valeurs suivantes
(17) y/î? = y/j:2 -+- j-î -i- yjz^ -+-7*,
(18) v^i?'= /-* -+- 07* — /i'H^'jK*.
Les surfaces représentées par ces deux dernières équations sont les lieux des points tels que la somme ou la différence de leurs
(») Dans son Mémoire sur les surf aces orthogonales, inséré en 1847 au Journal de Liouville {i'* série, t. XII, p. 246), M. J.-A. Serret, développant une remarque de M. Bouquet, a montré, le premier, que les surfaces représentées par l'équation (11) constituent une des familles d'un système triple orthogonal et il a indiqué les moyens de détermmer les deux autres familles qui complètent le système. Mais il n'a développé les calculs que dans les deux cas
/n — I, n — if /? = ', et /n = i, 71 = 1, p= — i.
La méthode suivie dans le texte est exposée, avec les généralisations qu'elle comporte, dans un Mémoire sur la Théorie des coordonnées curvilignes et des systèmes orthogonaux publié par l'auteur {Annales de l'École Normale supérieure, 2* série, t. VII, p. 227; 1878).
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distances à l'axe des x et k Taxe des^, c'est-à-dire à deux droites
rectangulaires qui se coupent, soit constante.
Si l'on prenait
les équations des trois familles prendraient la forme
ar^'z = G,
\ 3 /3/a* = (j-î H- ti)V« -+- w»5*)« — (07* -4- w»/' -I- (05*)*,
co désignant une racine cubique imaginaire de l'unité. Ce résultat est dû à M. Gayley.
141. Revenons à la théorie générale. Les formules (a) prennent une forme particulièrement remarquable si l'on suppose que w, (^, iv, au lieu d'être simplement proportionnels aux cosinus directeurs de la normale, soient égaux à ces cosinus que nous appellerons c, (/, c'^ Alors les formules (i) prendront la forme
(20) X = a7-f-cR, Y=7-Hc'R, Z=zh-c''R,
et définiront un point de la normale situé à la distance R du pied de cette normale ; cette distance R aura d'ailleurs un signe, elle devra être portée dans le sens défini par les cosinus c, c', c", si elle est positive, et en sens contraire si elle est négative. Les formules (2) nous donneront les suivantes :
dx-^î{dc dy-^H de' dz -^ R de"
Ajoutons les numérateurs et les dénominateurs après les avoir multipliés respectivement par c, &, c", nous trouverons, en tenant compte de l'équation évidente
c dx -^ c' dy -{- c' dz = o,
que la valeur commune de ces rapports est égale à zéro. On peut donc écrire les formules suivantes :
(21) '^ dx -^ R de = Oy dy -^ R de' = o, dz -{- R de" = o,
qui sont dues à Olinde Rodrigues et qui jouent un rôle essentiel
dans la théorie des lignes de courbure. R désigne le rayon de courbure principal correspondant à la ligne considérée, et les coordonnées du centre de courbure correspondant sont définies par les formules (20).
142. On obtient aussi les équations d'Olinde Rodrigues en faisant usage dkme notion très importante qui est due à Gauss, celle de la représentation sphérique. Envisageons une portion quelconque d^une surface donnée et attribuons un sens aux normales en tons les points de cette région, en nous attachant à satisfaire à la condition que les cosinus directeurs c, c', c" de la normale soient des fonctions continues des deux paramètres qui définissent le pied de cette normale. Construisons maintenant le point dont les coordonnées rectangulaires sont c, c', c" \ il appartient évidemment à la sphère de rayon i ayant pour centre l'origine des coordonnées, et l'on voit que nous établissons point par point une correspondance entre celte sphère et la surface donnée. A un point M de la surface correspondra un point m de la sphère, à une courbe de la surface une courbe de la sphère, à une région continue de la surface une région également continue de la sphère. Ce mode de correspondance a reçu le nom de représentation sphérique ou àUmage sphérique de la surface, etGauss en a fait usage, nous le verrons plus tard, pour établir et formuler une des propositions les plus importantes de la théorie qui nous occupe.
Si nous considérons un point quelconque M de la surface et son image sphérique m, il résulte de notre définition que le plan tangent à la surface au point M est parallèle au plan langent de la Sj^hère en m\ les normales aux deux surfaces sont parallèles, et, en ce qui regarde leurs sens, on voit qu'au sens positif de la normale à la surface correspond celui de la normale extérieure à la sphère.
Imaginons que le point M se déplace à partir de sa position initiale sur la surface et décrive un élément de courbe MM', le point m qui lui sert d'image se déplacera à partir de ni et décrira un élément de courbe mni , Cherchons la relation entre ces deux éléments correspondants.
II est évident d'abord que Tare mm' mesure en grandeur l'angle des normales en M et M' ou, ce qui est la même chose, l'angle
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infiniment petit des plans tangents à la surface en ces deux points. C'est là une première propriété très importante de la représentation sphérique : elle permet d'étudier géométriquement la variation du plan tangent.
D'autre part, la tangente mnJ de la sphère et la tangente MM' de la surface ont évidemment pour conjuguées des droites qui sont parallèles, puisque les plans tangents aux points correspondants des deux surfaces le sont toujours. Or, dans la sphère, la conjuguée d'une tangente est perpendiculaire à cette tangente. On peut donc énoncer la proposition suivante :
U angle des tangentes en m et en M aux deux courbes correspondantes mm' et MM' est complémentaire de l^ angle formé par la tangente à la surface avec sa conjuguée.
Ou autrement :
A une tangente MT de la surface ayant pour conjuguéeWÏ' correspond une tangente mt de la sphère perpendiculaire à
Mr.
Appliquons cette remarque générale aux cas particuliers les plus intéressants.
Supposons d'abord que MT soit une tangente asymptolique : elle coïncidera avec sa conjuguée Mï' et sera, par conséquent, perpendiculaire à son image sphérique. On aura donc l'équation différentielle des lignes asymptotiques en écrivant que les déplacements correspondants sur la surface et sur la sphère sont perpendiculaires. On est ainsi conduit à l'équation
dx de -^ dy de* H- dz dd* = o,
que l'on déduit, en effet, de la première des formules (24) [p. i38] en y faisaut ^ = i.
Prenons maintenant pour MT une tangente principale : MT sera perpendiculaire à MT' et, par conséquent, parallèle à mt\ et, réciproquement, si MT est parallèle à mt^ elle sera perpendiculaire à sa conjuguée. Ainsi, les tangentes principales sont caractérisées par la propriété d'être parallèles à leur représentation sphérique. En écrivant les conditions de parallélisme, nous retrouvons
les équations
dr _ dy _ dz
de "" de' ~ de'
qui sont celles d'Olînde Rodrigues, d'où l'on aurait éliminé le rayon de courbure R ( * ).
Nous aurons fréquemment l'occasion d'employer la représentation sphérique et nous nous contenterons, pour le moment, des remarques élémentaires qui précèdent. Avant de continuer l'étude générale des propriétés des lignes de courbure, nous indiquerons comment on peut former leur équation diffurentielle dans les cas très variés qui peuvent se présenter.
143. Supposons d'abord que la surface soit considérée comme lieu de points et que les coordonnées rectangulaires x^ y^ z soient des fonctions données de deux paramètres a, p. On pourrait employer l'équation (4); la méthode suivante conduit au résultat d'une manière plus symétrique.
Les équations de la normale au point (x, J*, z) seront
OU
dn 07. doL du *
en posant, pour abréger,
Exprimons que la normale engendre une surface développable, c'est-à-dire qu'il existe un déplacement pour lequel un point con-
(*) VoirJ. Bebtband, Traite de Calcul différentiel, pp. 665 et 697.
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venablement choisi (X, Y, Z) de celte droite satisfait aux équations
dx --. dy -, t)z ^
0% OOL OOL
Di fleren dons les équations ( 2 2 ), en tenan t compte des précéden tes ; nous aurons
OOL (JOL OX 01
LVlimination de X, Y, Z entre les formules (22) et (24) nous donnera Téquation différentielle des lignes de courbure sous la forme d^m déterminant
dx
ày
ày
dz
àz
dr
dr
jdx
jdx
et les formules (22) et (24) feront connaître le centre de courbure principal correspondant à chaque ligne de courbure.
Le résultat précédent peut être encore présenté sous la forme suivante. Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles de la forme
et exprimons qu'elle admet les quatre solutions particulières :r, y^ -3, r; nous aurons ainsi quatre équations qui détermineront les rapports mutuels de A, B, C, A', B'. L'équation linéaire pourra
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même s'écrire sous la forme d^ua déterminant
ae
ae
Jp«
dx
dx
dxO^
di^
dnO'^
tPr
Ox*
Ox f/3
II suffît de comparer cette équation au déterminant (aS) pour reconnaître que Téquation différentielle des lignes de courbure, ordonnée par rapport à rfa, rf^, pourra s'écrire
A, B, G étant les coefficients qui figurent dans l'équation (26). Nous pouvons donc énoncer cette première proposition :
Lorsqu*on aura obtenu^ par un procédé quelconque, Véqualion aux dérivées partielles de la forme {iC^) à laquelle satisfont à la Jois x^VjZ et x^ -\-y^ + ^^y l'équation différentielle des lignes de courbure sera donnée par la formule (27). En d'autres termes, les lignes de courbure seront les caractéristiques de cette équation aux dérivées partielles,
(^est la proposition déjà obtenue par une autre voie au n" 108.
lli. Nous rattacherons au résultat qui précède le théorème suivant :
Etant donnée V équation
iHiVi ~ ' Ox
co,
oii A, B, G sont des fonctions quelconques de a, ^, si Von en connaît cinq solutions particulières liées par une équation homogène du second degré à coefficients constants, on pourra
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obtenir une surface dont on saura déterminer les lignes de courbure.
Soient, en effet, 0|, 629 •••9^3 l^s cinq solutions satisfaisant à la relation homogène du second degré
?(e„ej,0s,0i,e5) = o.
On pourra, en effectuant sur ces solutions une substitution linéaire à coefficients constants, ramener la relation précédente à la forme
(•28) Oî -f. 62 -f- OJ — 26^05 = o.
Faisons dans l'équation en Q la substitution
0" satisfera à une équation linéaire comme 6, mais cette équation, devant admettre la solution o- r= 1 , sera de la forme
et ne contiendra plus le terme en o-. Elle admettra les solutions particulières
qui sont liées par la relation
Donc, en vertu de la proposition démontrée au numéro précédent, la surface lieu du point (^,^', z) admettra a et ^ pour paraftièlres de ses lignes de courbure.
145. Pour donner une application du théorème que nous venons d'établir, nous choisirons l'équation
(3o) a(û — pi)- h =0,
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qui admet la solution particulière
e = S^\/{p — a){pi — a),
quelles que soient les constantes A, a. Nous allons prendre pour ces constantes cinq systèmes de valeurs de la manière suivante :
Posons
/{u) = {u — ai)(u — at)..,(u—a^).
Les cinq solutions ô/ définies par la formule générale
satisferont à Tidcntité
Prenons
xi — 61, rj = Oj, X3 = 0,,
R désignant une constante quelconque*, les cinq solutions :r/ satisferont à ridenlité (28). Les formules (^^9) nous donneront ici
RO, RO, RO
0, •" %-r-i^, Ot-,-ie,
et définiront une surface rapportée au système de coordonnées curvilignes formé par les lignes de courbure. On peut d'ailleurs trouver Péquation de cette surface de la manière suivante ; Les équations (82) nous donnent
Oi 0, 0, 0, Os
"Tr ^ITrT
D'ailleurs les fonctions 0/ satisfont encore à Pidentilé
ai — h / = 1
en les remplaçant par les quantités qui leur sont proportionnelles,
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on obtient l'équation cherchée sous la forme X* y^ z^
(.33) { /^î>^.^2_|_^î__Rî\î /^î_uyî 4_22^_R2\Î
a^ — h du — h
On trouvera de même les équations qui déterminent chaque ligne de courbure. En effet, les radicaux ô/ contiennent d'une manière symétrique les trois quantités A, p, pi ; Téquation précédente devra donc être encore vérifiée quand on y remplacera h par p et par pi. Cette remarque nous conduit immédiatement à la proposition suivante :
Si, dans l'équation (33), on considère h comme un paramètre variable, les surfaces correspondantes à deux valeurs distinctes de h se couperont mutuellement suivant une ligne de courbure commune à ces surfaces.
Si Ton chasse les dénominateurs dans l'équation (33), on reconnaîtra que, le coefficient de A* étant nul, elle est du troisième degré seulement par rapport à A; par conséquent, si l'on donne à A toutes les valeurs possibles de manière à obtenir une famille de surfaces, il y aura trois surfaces de cette famille passant par chaque point de Tespace. Ces trois surfaces, devant se couper mutuellement suivant des lignes de courbure communes, seront nécessairement orthogonales. Ainsi Téquation (33) définit un système triple orthogonal, analogue à celui qui est formé par les surfaces du second degré, et composé de trois familles représentées par la même équation. Si Ton suppose, par exemple, ai, «2, «3, «4 réels et rangés par ordre de grandeur, les trois familles correspondront aux valeurs de A couiprises entre a^ et aj, entre a^ et ^3, entre a^ et «4.
Les surfaces représentées par l'équation (33) sont du quatrième ordre et admettent pour ligne double le cercle de l'infini; elles ont reçu le nom de cyclides.
146. Nous indiquerons maintenant une application d'une autre nature. On sait que Yinversion, ou transformation par rayons
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vecteurs réciproques, définie, dans le cas le plus simple, par des formules telles que les suivantes
(34) X = ^JÎ;^., V=,^^^., Z- ^''
fait correspondre une sphère ou un plan à une sphère ou à un plan, qu'elle conserve les angles, les rapports de similitude des éléments infiniment petits. Nous allons montrer qu'elle conserve aussi les lignes de courbure.
Considérons, en effet, une surface quelconque (S), et soient o, Pi les paramètres de ses lignes de courbure. Nous savons que x^ y^ z satisferont à une équation de la forme
et cette équation se distingue de toutes celles qui seraient relatives à d'autres systèmes conjugués par la propriété, déjà signalée, d'admettre aussi comme solution x'^ -f-J>^" -h ^^- Ces quatre solutions de l'équation (35) s'expriment, au moyen de X, Y, Z, de la manière suivante :
-V -T- Y* -^- Z2 ' \i^\i^Zi' X2 -^- Y* -t- Z* ' \2^Y2-hZ«
Si donc on effectue dans l'équation (35) la substitution
l'équation en o- admettra les solutions particulières
et sera, par conséquent, de la forme
( 36 ) -— — = Al -. -^ B, - .
D'ailleurs l'équation (35) admettait la solution évidente 6 = i et, par conséquent, Técpiatiou (36) admettra, en même temps que X, \, Z, la solution
ff = X2 -r- Yî ^ Z^.
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Il résulte de là que la surface Heu du point (X, Y, Z) aura p, pi pour paramètres de' ses lignes de courbure. Ce résultat est précisément celui qu'il s'agissait d'établir.
147. On démontre d'ordinaire la proposition précédente en la rattachant au théorème de Dupin, relatif aux lignes de courbure des surfaces qui font partie d'un système triple orthogonal. Nous donnerons, en terminant ce Chapitre, une démonstration nouvelle de ce théorème.
Soient
(40) p = f(x, y, z), pi =/i(^,r, -), pj=/î(^,r»-)
les équations de trois familles de surfaces se coupant mutuellement à angle droit. Si l'on résout ces équations par rapport à x, r, z^ les relations
Sdx dû
dz dz _ àp àfi = °' ^ , . . . , — — — — „, „, dz àz
dz dz
dpi dpf" '
dx dx dp dpi
dx dx
~ àp dpx
^ ày ày dp dpi
dx dx dp dpt
dx dx ^ dy dy ~ àp dpt dp dpi
dx dx
dpi dpt
dx dx "" àpi dpi
, ày dy "" dpi dpt
Sdx dx ^ dx ôx dy dy dpi dpt "" dpi dpi "^ dpi do*
où nous employons le signe S de Lamé pour indiquer une somme étendue aux trois coordonnées d'un même point, devront avoir lieu identiquement. Si nous difTérentions la première par rapport à P2, la deuxième par rapport à pi, la troisième par rapport à o, nous aurons
Sdx d^x Ç\ dx d^x
dp dpi dpi i5 dpi dp dpi ~ ^'
Sdx d^x r? dx d^x dp dpi dpi i5 dpi dpdpl
Sdx d^x n dx d^x
dpi dp dpi "^ ij dpf dpdpl "" ^
et, par suite,
dx d^x C\ dx d^x CS dx d^x
^^^^ \^dp dpx dpt ~ ï^dpl dp~dft ~" Jj5^
àpt dpdpi
D'après cela, on voit que l'on aura trois systèmes différents de D. - I. ,4
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solutions de réquatîon en //, r, tr
d.r àr ôz
o^ dp dp
si Ton prend, soit
soit
soit enfin
djr dy as
dpi dpi dpx
djT dy dz
o?t dp, ôpt
à?i Opt dpi dpi dpi dpi
Ces systèmes ne pouvant être linéairement indépendants, il faut que le dernier soit une combinaison linéaire des deux premiers, c'est-à-dire que x, j)', z soient des solutions particulières d'une équation de la forme
did d^ d^
Opidpi dpi dpt
Les variables pi, p^ définissent donc, sur la surface (p), un système conjugué, et comme, parla nature de la question, ce système rst orthogonal, il est nécessairement composé des lignes de courbure. On vérifie, d'ailleurs, aisément que Téquation linéaire (43) admet aussi la solution particulière
148. La démonstration précédente conduit à une nouvelle méthode de recherche des systèmes orthogonaux. Nous venons de voir que les coordonnées x, i', z et la somme x^ -hy^ -h ^^ satisfont à l'équation (43), et il est clair que ces solutions satisfont à deux autres équations semblables en p, p2 et pi , p. Nous allons montrer, réciproquement, que lorsque trois équations linéaires de la forme
di 0 <K) f)0
_ =r ffj h n — »
dpi dpt dpi dpt
~ nii -7- -+- /ij
dpi dp dp dpi
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admettent trois solutions particulières Xy y^ z en même temps que la somme de leurs carrés x^ -\-y^ -^ z^^ le système de coordonnées curvilignes défini par les expressions de x^ y, z en fonction de p, pi, p2 ^st nécessairement orthogonal.
Considérons, en effet, Tune des surfaces coordonnées (p); le système de coordonnées curvilignes (pi, Pq), déterminé sur cette surface par les deux autres familles, est formé des lignes de courbure de cette surface; car x]yj z, considérées comme des fonctions de pi, p2, satisfont, en même temps que x^ -\-y^ 4- ^*, à la première des équations précédentes. Les surfaces des trois familles, se coupant mutuellement suivant leurs lignes de courbure, seront nécessairement orthogonales.
149. Pour ne pas traiter ce sujet d^une manière incomplète, nous remarquerons qu'on peut obtenir aisément les coefficients m, n, ... quand on connaît l'expression de l'élément linéaire
ds^ = H« dp^ -f H J dp} -H HJ dpi
dans le système orthogonal. Si l'on différentie, en effet, par rapport à pi Téquation
on aura
âW c\àx â*x
„ dH _ Ç\ox â*x àpi ^ ïjdp dp dpi
et, en remplaçant par sa valeur déduite de la dernière équa-
tion (44),
On a donc
I dH
Si Ton substitue cette expression et les valeurs analogues de /?2, m, n, ... dans les équations (44)) on les obtient sous la
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àpi àpi '
àpiOp
ôpôp^ ~
')ll
àp
qui csl duc à Lame.
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CHAPITRE VI
LES COORDONNÉES PENTASPHÉRIQUES.
Du système de cinq sphères orthogonales. — Relation avec une substitution linéaire orthogonale à cinq variables. — Formules principales relatives aux distances et aux angles. — Emploi des coordonnées pentasphériques dans la théorie des lignes de courbure et dans celle des systèmes orthogonaux. — Inversion. = Étude du système de deux sphères. — Les six coordonnées de la sphère comparées à celles de la ligne droite. — La transformation de M. Sophus Lie.
150. Dans l'étude des systèmes conjugués nous avons vu que l^emploi des coordonnées homogènes et tangentielles met en évidence les propriétés projectives et dualistiques qui appartiennent à ces systèmes. Si Ton veut, de même, donner une exposition satisfaisante de la théorie analytique des lignes de courbure, on est conduit à introduire un système particulier de coordonnées auxquelles nous avons donné le nom de coordonnées pentasphériques. Nous nous proposons de définir, dans ce Chapitre, ce système de coordonnées et d^indiquer son rôle dans la théorie des lignes de courbure.
Considérons une sphère quelconque rapportée à des axes rectangulaires
K(x*-hj''-i- z^ ) -h '1 \ X -h 2hy -h- iC z -\- D = o.
Son rayon p sera donné par la formule
Ai-hB«-r-Cî— DK
La forme quadratique qui figure au numérateur joue un rôle fondamental dans la théorie de la sphère. Il est naturel de la ramener à une somme de carrés; et, dans ce but, nous écrivons l'équation de la sphère sous la forme
(i) i7Lx-^ià^y-\-2^z-ho- ■ ' — -hit "ïT ~ ^*
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Si Ton désigne par p le rayon et par Xq^ y^^ Zq les coordonnées du centre de cette sphère, on obtiendra les expressions suivantes de ces quantités
- _ -yR
> Vo
_-pR
0 H- iz
8 — iz
Si la sphère n^est pas réduite à un point, on pourra toujours supposer que l'on a
et l'expression du rayon prendra la forme simple
Cette formule donne au rayon un signe déterminé; nous reviendrons plus loin sur ce point.
Si Ton substitue dans le premier membre de Téquation (i) les coordonnées d'un point quelconque, ce premier membre aura pour valeur
S désignant la puissance du point par rapport à la sphère considérée. Remarquons une fois pour toutes que, si la sphère se réduisait à un plan, on aurait
et le premier membre de l'équation (i) deviendrait égal au double de la distance du point à ce plan.
Supposons maintenant que Ton considère, en même temps que la sphère représentée par l'équation (i), une autre sphère (S') représentée par l'équation semblable
Soient p' le rayon et x\^ ^J,, z'^ les coordonnées du centre de
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celle seconde sphère. Les formules (a) nous donnenl (6) . I _ aR^gat^ -^ ??' -4- -ff 4- Qo' -^ ee')
et, par suite, Téqualion
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux sphères se coupent à angle droit. Cette condition subsiste quand Tune ou Tautre des sphères se réduit à un plan; sa forme nous permettra de donner une théorie très simple du système de cinq sphères deux à deux orthogonales.
151. Considérons, en effet, cinq sphères (S|), (S2), ..., (S^) de rayons R|, • • ., R3 et écrivons leurs équations sous la forme
A 7.kX -4- 2 ^k-y -^ 2 YA-5 -¥■ Oji- ^ ^
^- iH '^—^ = o, j
Nous aurons d'abord, par hypothèse,
(9) 4 -^ ?l -+- ï* -H OÎ -^ 4 = Ir
et de plus, les sphères étant orthogonales,
(10) 7Lk y-k' -+- pA P*' -^ YA- Y A' -H 0 A- ^k' H" H 5^' = O.
Ces deux groupes de formules rattachent la théorie du système des sphères à celle d*une substitution linéaire orthogonale à cinq variables. Toute substitution de ce genre fournira un groupe de cinq sphères orthogonales et vice versa.
On sait que les relations (9) et (10) entraînent comme conséquence les suivantes
(11) af -h 3r| -+-... -f- aî =1
(12) ai?i-+-...-4-a»p8= o,
et toutes celles que l'on obtiendrait en remplaçant, d'une manière quelconque, a et ^ par a, p, y, 3, e«
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On déduit de cette remarque une première propriété, fondamentale dans la théorie qui nous occupe. Désignons par Sa la puissance d*un point quelconque par rapport à la sphère (Sa); le
premier membre de l'équation (8) sera k^- Si Ton élève cette
équation au carré et si Ton ajoute toutes les équations ainsi obtenues, on trouvera, en appliquant les formules (i i) et (12),
Ainsi il existe, entre les puissances d*un point quelconque par rapport aux cinq sphères, la relation homogène
Nous rappelons que, si une des sphères (S*) se réduit à un plan
(P;t), ~ doit être remplacé par 2p;t, Pa désignant la distance du
point (x, j', z) à ce plan.
Si l'on multiplie de même le premier membre de l'équation (8) par Ofi-\- /£a, on trouve
2(^^^ + '^A)|^=-îàR
Saou encore
en remarquant que, d'après la formule (4 ), on a
lo2. Nous pouvons maintenant définir le système de coordonnées que nous nous proposons d'étudier. Nous appellerons coordonnées pentasphériques d'un point les cinq quantités Xk
proportionnelles à tt^ et nous poserons (i5) ^* = ^|^.-
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Comme dous n'emploierons que des équations homogènes, le
facteur X n'aura aucune influence sur les résultats. On trouvera
d'ailleurs, en vertu de la formule (i3), (i6) a^ÎH-x|-h. . .-4-a?| = o.
Ainsi nos cinq coordonnées seront toujours, comme il fallait s'y attendre, liées par une relation homogène. Il est aisé de montrer qu'il n'y a pas entre elles d'autre relation et que cinq quantités satisfaisant à l'équation (i3) déterminent un point et un seul.
Remarquons en effet que les équations (i3) et (i4) contiennent toutes les relations possibles entre les quantités Sa; car, pour déterminer un point, trois de ces quantités peuvent être choisies arbitrairement. D'ailleurs, si l'on substitue dans ces relations l'expression de Sk en Xfcy la première se réduit à l'équation (i6) qui est vérifiée par hypothèse, la seconde devient
Ha
et fait connaître le facteur de proportionnalité X.
Au reste, on peut obtenir les expressions de x, ^, z en fonction des variables Xf^ ; il suffit de résoudre le système
/ actA-j^-hapA^-t- iYA- \ -^^^ ^Tï ^''' —R =ïû = T'
où l'on donne à A* les valeurs i, 'JI, . . ., 5. En ajoutant ces équations après les avoir multipliées soit par a^, soit par ^a? YAi 3a, Sa on trouve
2X37 =^7H:XA, X(ar« -4-^2-4-^»— R*)= R^oa^a,
(19) / lly —^^k'TA, X(a7»-4-7'«-|-5Î-f-Rî)=— tR^EAJ-^i.
Les deux dernières équations feront connaître, par soustraction,
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le facteur X sous la forme
(20) aXR---ï(5A.-i-££A)J'it,
(jui est équivalente à Téquation (17); les autres donneront jr, /, z et même x^ -\-y^ -i- z^ ( * ).
En même temps qu'un point M dont les coordonnées x, y, z et Xfi sont liées par les formules (18), considérons un autre point >r dont nous désignerons les coordonnées par les mêmes lettres accentuées od ^ y\ z' et x\. On trouvera sans difficulté
(21) ] _ _ ^^k^'k _ —'^.^XkX\. ^
i ' 2XX' " ' '
2i^ V£i Ra ^ R^
telle est la formule qui donne la distance de deux points. Si Ton tient compte des relations identiques entre les coordonnées, on peut lui donner la forme
S(XA. — xi-)»
MM
Zà Ra ^ ^k
(') Si Ton voulait se livrer à une élude plus détaillée, il faudrait signaler un ras d'exception. La formule (i3) montre que les cinq rayons satisfont à la relation
(jo)- \ — - ^ o :
si Ton cherche le point pour lequel on a
•^»" if/
«m trouvera qu'il est indéterminé et n'est assujetti qu'à une condition, celle d*élre
dans le plan de l'infîni.
D'autre part, un point du cercle de Tinfini a une infinité de coordonnées qui
sont déterminées par la formule
où h est quelconque et où les x^ satisfont, en même temps qu'à l'équation (16), à la relation
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Lorsque les deux points sont infiniment voisins, on obtient l'expression suivante de Télément linéaire :
(a3) ds^^ — *
11 est inutile d'-insister sur l'analogie que présentent ces deux formules avec celles qui se rapportent à la géométrie de Descartes.
153. Proposons-nous maintenant d'établir les relations d'orthogonalité dans le système des coordonnées xi.
Quand les coordonnées sont fonctions de deux variables p, p, les courbes (p), (pi) seront perpendiculaires si le coefficient de clpdpt est nul dans l'élément linéaire, c'est-à-dire, d'après la formule (aS), dans la somme
I,dxl, Cette condition se traduit par la relation
dp Op
toule semblable à celle que Ton obtient avec les coordonnées cartésiennes.
Étant données maintenant deux surfaces par les équations homogènes
cherchons la condition pour qu'elles se coupent à angle droit. Nous remarquerons d'abord les relations suivantes, qu'il est aisé de vérifier, entre les puissances d'un point par rapport aux cinq sphères orthogonales
()x ùy dy ôz ôz
D'après cela, remplaçons dans les équations homogènes des deux
surfaces les Xi par les quantités proportionnelles ^ et posons,
pour abréger,
^^' ^^ dx dx dy ôy dz dz On aura évidemment
c'esl-à-dire, en tenant compte des formules (aS),
Puisque les fonctions sont homogènes, on a et la condition d'orthogonalité prend la forme
OU, en introduisant les quantités xi,
^Kn do d*^
(.6) ('P''!') = 425^ri="-
Plus généralement le cosinus de Tangle V, sous lequel deux surfaces se coupent et qui est donné par la formule
COSV = L2_Li_
aura pour expression
^ do ô'}^
., ÂÊkdxk àxk
27 ) cos V =
\/ïm\/mi)'
154. Avant de continuer Tétude des coordonnées j?/, nous indiquerons leur rôle dans la théorie des lignes de courbure.
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CoDsidërons une surface quelconque et supposons que les coordonnées Xi d'un point quelconque de cette surface soient exprimées en fonction de deux variables indépendantes a, ^. Formons Téquation linéaire
à laquelle satisfont les cinq coordonnées. Nous allons montrer
que ses caractéristiques sont les lignes de courbure de la surface.
Si Ton pose, en effet,
0 = Xd,
). étant le facteur de proportionnalité qui figure dans les formules (i3) et qui est défini parréquation(i7), l'équation linéaire prendra la forme
d'où le terme en 7 a disparu, puisque X, étant une fonction linéaire des Xi^ est une solution particulière de Téquation (28). L'équation
en T, admettant les cinq solutions y- ou — qui sont des fonctions
linéairement indépendantes de x^-j-j'^H- 3', x, y^ Zy i, devra admettre comme solutions particulières les mêmes fonctions
Ce sera donc l'rquation considérée au n" 143 et dont les caractéristiques sont les lignes de courbure. Les caractéristiques do l'équation en a- étant les mêmes que celles de l'équation en 6, notre proposition est démontrée. On en déduit immédiatement la conséquence suivante, qui revient au fond au théorème du n** 114.
Si l'on connaît cinq solutions particulières .Ti , . . . , Xj d'une équation linéaire
liées par la relation
l,xî = o,
les quantités xi sont les coordonnées penta^phériques d'un
point d\ine surface pour laquelle ol et ^ sont tes paramètres des lignes de courbure.
De même le théorème relatif aux systèmes orthogonaux, donné au n® 148, recevra l'expression nouvelle qui suit :
Étant données trois équations linéaires
<)«e (je fW .
- — T- = m -7 V- n H/yô,
^ ^ àpàpt dpi 'dp ^
si l'on en connaît cinq solutions particulières xi satisfaisant à la condition
elles pourront être regardées comme tes coordonnées pentasphériques d'un point de l'espace, et p, pi, pa seront tes paramètres de trois familles de surfaces se coupant mutuellement à angle droit (*).
Considérons en particulier les trois équations
, f?«e (je (je
^ ^^ "^'Opâpt Opt dp
f)«e (je (je
qui admettent la solution commune
e = A/(a — p)(a — p,)(rt -- p,) ; si Ton pose
( Jj». ) /(«/) = ( M — «1 )( M - aj) . . . ( M — aj>,
(') G. Darbocx, Mémoire sur la Théorie des coordonnées curvilignes et des systèmes orthogonaux {Annales de l'École Normale, a' série, l. VII, p. 297;
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les cinq solutions définies par la formule générale
satisferont à Tidentité
I.xJ = o
Les formules (33) détermineront par conséquent un système triple orthogonal. Les surfaces qui le composent et qui ont reçu le nom de cyclides ne sont autres que les transformées par inversion de celles qui ont été définies au n" 14o; elles sont représentées par Téquation unique
où Ton remplacera X successivement par p, pi, po. Au reste, on vérifie immédiatement, en appliquant la condition d^orthogonalité (26), que deux surfaces correspondantes à deux valeurs différentes de )v se coupent mutuellement à angle droit. En se servant des formules (33), on trouvera la formule
f ^ j^^ d?, -+- j^^ rf,,,
qui permet d'obtenir Texpression de l'élément linéaire dans le système orthogonal considéré. La formule (^3) nous donnera
, (Pi-P.'(pi-P«)^., , (Pi — P)(p» — Pi),,., M ayant pour valeur
(' «A — ?)( «X- — pi )(^A: — p2 »
/ 1 M « V ' 4 /(«A — fi)(«x — pt
Si l'on fait, en particulier, p2 = const., on obtient l'élément linéaire d'une des cyclides qui composent le système sous la
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forme
On voit que les cyclides possèdent la propriété, que nous avons déjà reconnue aux surfaces du second degré (n® 121), d'être divisibles en carrés infiniment petits par leurs lignes de courbure. On pourra donc faire la carte d^une région quelconque tracée sur Tune de ces surfaces.
155. Dans la théorie des systèmes conjugués et des lignes asymptotiques, Temploi des coordonnées homogènes nous a permis de reconnaître immédiatement et sans calcul que les propriétés de ces systèmes et de ces lignes subsistent quand on soumet la surface à une transformation homographique ou à une transformation par polaires réciproques. I^s coordonnées homogènes d*un point quelconque ne changent pas, en effet, quand on effectue une transformation homographique quelconque, pourvu que Ton suppose cetle transformation effectuée sur le tétraèdre de référence en même temps que sur les points de Tcspace. Le système des coordonnées pcntasphériques jouit d'une propriété analogue par rapport à l'inversion. Voici comment on peut le démontrer.
Rappelons d'abord que la théorie du contact des sphères, celle des centres et des axes de similitude, ont conduit les géomètres à considérer le rayon d'une sphère comme une quantité susceptible de signe ; de sorte que, dans beaucoup de recherches, il y a le plus grand avantage à regarder comme distinctes deux sphères de même centre, mais dont les rayons sont égaux et de signes contraires. Nous allons voir, en particulier, que, si l'on soumet une sphère quelconque à une inversion, on peut déterminer rationnellement le rayon de la sphère transformée en fonction du rayon de la sphère proposée.
Soient, en effet,
les formules qui définissent l'inversion.
Par l'application de ces formules à la transformation d'une
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sphère (S), de centre jFq^Vo^o et de rayon R, définie par Téquation
(39) S = (x-xo)* + (V -7o)» -"r (5 - ;:o)' - r^ = o,
on obtient Tidentité
(io) S='^^"^-^^^^'^'''[(X~Xo)» + (Y~Yo)' + (Z-Zo)»-R«],
Xo, Yo, Zq étant donnés par les formules
,4.) <Yo=,. *'^-»
^0 -+-Jo-i--0-'** ^'<> ~ ^ï _^ vi-x_ ..î _ri '
On pourra prendre un signe arbitraire dans cette dernière formule; mais, si Ton convient de prendre constamment le même signe, par exemple le signe +, les formules (4 1) et la suivante
.rj H- r; H- ^5 — r«
détermineront non seulement la position de la sphère transformée, mais encore le signe de son rayon.
Dans celte hypothèse, la formule (4o) deviendra
ir y
S' désignant la puissance du point (X, Y, Z) par rapport à la sphère transformée, et Ton peut énoncer le résultat suivant : Si l'on clause la puissance S d^un point par rapport à une sphère
par le rayon r de cette sphère, et que l'on soumette la figure
S entière à une inversion, le quotient - se reproduira multiplié
par une quantité qui ne dépend pas de la sphère et ne contient que les coordonnées du point.
En particulier, les cinq quantités .^ se reproduisent toutes D. — I. lî
multipliées par le même nombre et, comme les coordonnées xi leur sont proportionnelles, on peut dire que ces coordonnées demeurent invariables, le facteur de proportionnalité étant seul changé, pourvu que Ton rapporte la nouvelle figure aux sphères orthogonales qui dérivent des sphères primitives par Tinversion considérée. On voit ainsi que toutes les propriétés établies pour une figure et indépendantes du choix des sphères coordonnées subsisteront nécessairement pour toutes les figures inverses de la figure considérée.
Cette proposition étant admise, le théorème du n** 154 montre immédiatement que Tinversion conservera les lignes de courbure de la surface.
156. Nous terminerons en indiquant les formules principales relalives à la sphère. L'équation (21) qui donne la distance de deux points nous permet d'écrire immédiatement Téquation d'une sphère dont le rayon est p et dont le centre a pour coordonnées ai, ..., as, sous la forme
Cette équation est linéaire par rapport aux coordonnées Xi- Réciproquement, toute équation de la forme
nn-Xk = o
représente une sphère ou un plan. Il suffit, pour le reconnaître, de remplacer les Xk par leurs expressions (18) en x, Vj z. Pour obtenir le centre et le rayon de cette sphère, il faudra identifier les équations (43) et (44)* On a ainsi les équations
ri
(45) »'^'"*'^^*^"^ Ri^S^ (A-= I, ..., 5),
où u désigne le facteur de proportionnalité.
Comme on peut multiplier les a^^ par un nombre quelconque, on peut remplacer le facteur ;jl par un nombre arbitrairement choisi^ nous ferons, par exemple,
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Multiplions Téquation (45) par ^ et ajoutons les équations
correspondantes aux diverses valeurs de l'indice h. En tenant compte de la relation
If
déjà signalée dans la note de la page 218, nous aurons
D'autre part, si nous ajoutons encore les équations (45) après avoir élevé leurs deux membres au carré, nous trouverons
Le rapprochement des deux formules précédentes nous donnera
V^S ml
Ra et, en portant cette valeur de p dans l'équation (45), nous aurons
(47) '^k = nik
a Rit
Telle est la formule qui fera connaître les coordonnées pentasphériques du centre.
Une sphère est complètement déterminée si l'on connaît les rapports des cinq quantités nik que, pour cette raison, on peut appeler les coordonnées homogènes de la sphère. Mais, dans toutes les questions où le signe du rayon entre en considération, il est nécessaire d'introduire une coordonnée nouvelle propre à faire connaître la valeur du radical qui figure dans l'expression du rayon. Nous poserons, en désignant par m^ cette sixième coordonnée,
(48) «ma =
y/fi,
afin que la relation entre les six coordonnées prenne la forme très symétrique
ml = o.
Deux sphères de même centre et de rayons égaux et de signes contraires auront les mêmes coordonnées mi, ..., m^; mais les coordonnées m^ seront égales et de signes contraires. On aura, d'après la formule (46 )i
'V ntk
Cela posé, considérons deux sphères (S), (S'), de coordonnées nifiy m'f^ respectivement, et soient d la distance de leurs centres, p, p' leurs rayons. Les formules (21) et (4?) nous permettent de calculer d et nous donnent
(5i) rf«_p«_p'i =
2 7, /wa/wa-
Si donc nous voulons calculer l'angle V des deux sphères, en le définissant d'une manière précise par la relation
(52) ^=p*-T-p'»— 2pp'cosV,
nous aurons, en appliquant les formules (5o), (5i),
(53 ) cosV = î ~-
et, par conséqueni.
niknik
( 5 i ) 2 sin*— =
2 ni^m^
Ces formules vont nous conduire à plusieurs conséquences et, en
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particulier, à la définition géométrique des coordonnées de la sphère.
Supposons que la sphère (S') se réduise à la sphère coordonnée (Sa), on aura
//tj = o, . . . , 'Wyt= I, • . . , ni^ = Oj et la formule (5o), où Ton fera p = R^, nous donnera
l'équation (53) deviendra donc
Va désignant l'angle de la sphère (S) avec la sphère (Sa).
Ainsi, les cinq coordonnées nit, ..., m^ d'une sphère quelconque sont proportionnelles aux cosinus des angles de cette sphère avec les sphères coordonnées. De plus, la relation entre les six coordonnées prendra la forme
^cos*Va= I»
tout à fait analogue à celle qui relie les angles d'un plan avec les irois plans coordonnés dans la Géométrie de Descartes. La formule (53) pourra s'écrire aussi sous la forme
(55) cosV = ^ cosVa cosV'x,
et son analogie avec celle qui donne le cosinus de l'angle de deux plans est également évidente.
La formule (54), si l'on tient compte de la relation identique entre les coordonnées, peut s'écrire
(56) 4sin»- = —
2 ( //lA — /ni- )«
Si l'on suppose que les deux sphères sont infiniment voisines
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leur angle dç sera donc fourni par la relation
(57) dvi= ^
Toutes les fois que deux sphères sont tangentes, elles se coupent sous Pangle zéro ou tt; mais, dans les théories où Ton tient compte du signe du rayon, il y a avantage à considérer comme tangentes seulement celles qui se coupent sous l'angle zéro. Ainsi entendue, la condition de contact s'exprime par la relation
(58) ^^(^mk — m'k)'^ ^ — i^^niknik = o.
Quand les deux sphères sont infiniment voisines, la distinction relative au signe du rayon disparaît et la condition de contact devient
(59) Vrf/nJ = o.
157. La forme de la condition de contact conduit à un rapprochement capital entre la géométrie des sphères et celle des lignes droites. Reprenons les équations de la ligne droite, écrites sous la forme déjà employée au n® 139
(<>o) <rx—pz-i-qir=o,
\ py — q^-^ ri = o.
Les six coordonnées homogènes de la ligne droite satisferont, nous l'avons \u, à l'équation identique
(6i) ppi -^ ÇÇi -+- f'ri = o,
et réciproquement (n° 139) six quantités satisfaisant à cette relation définiront toujours une ligne droite. L'équation (6i) est quadratique, comme la relation (49) entre les six coordonnées de la sphère, et l'on peut ramener ces relations l'une à l'autre en posant
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OU, ce qui est la même chose,
nii = > mj = — 9 m^ = >
'P\ — P 'Qi — 7 .''i— '^ mt = i- —i mL = i— -y 171^ = 1 •
Les formules (6a) ou (63), qui conduisent à l'identité
PPi
-+- qÇi -H rri = ^ /w|.,
font correspondre à toute droite une sphère et vice versa. De plus, si Ton considère deux sphères, de coordonnées m^, m'f^ respectivement, et les deux droites correspondantes, de coordonnées />, g, r, . . .; /?', q', z*', , . . , il résulte de l'identité précédente et de la forme linéaire des équations de correspondance l'identité plus générale
1 iP -p')(Pi —P\ ) 6
Le second membre de cette formule s'annule quand les deux sphères sont tangentes et seulement dans ce cas; le premier membre s'annule quand les deux droites considérées se coupent. On voit donc que la transformation définie par les formules (62) ou (63) fait correspondre à deux sphères tangentes deux droites qui se coupent et vice versa.
Au reste, on peut définir cette transformation sans passer par les coordonnées homogènes qui ont été l'objet de nos études dans ce Chapitre ; car, si l'on prend les équations d'une droite sous la forme
ix = az -4- jt>.
la condition pour que deux droites différentes se coupent s'exprime par la relation bien connue
•aVj.
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elle devient
Si donc on considère les formules (66) comme établissant une correspondance entre la droite arbitraire représentée par les équations (65), et la sphère dont le rayon serait R et dont le centre aurait pour coordonnées cartésiennes x, r, z, on voit que ces formules font correspondre à deux droites qui se coupent deux sphères qui se touchent, et réciproquement.
Cette transformation, qui établit une liaison entre les lignes droites et les sphères, c'est-à-dire entre les éléments les plus essentiels de l'espace, est une des plus belles découvertes de la Géométrie moderne; elle est duc à M. Sophus Lie qui, dans un Mémoire inséré au tome V des JMathemalische Annalen (*), Ta présentée avec ses plus importantes conséquences. Au nombre de ces conséquences, il faut surtout citer la suivante :
La transformation de M, Lie fait correspondre à V ensemble des droites tangentes à une surface (S) V ensemble des sphères tangentes à une autre surface (S'). A toutes les droites tangentes en un point M de (S) correspondent toutes les sphères tangentes en un point M' de (S'). Quand le point M décrit une ligne asymptotique de (S), le point W décrit une ligne de courbure de (S'). Par suite, ci toute surface dont on sait déterminer les lignes asymptotiques, on peut faire correspondre par la transformation de M. Lie une autre surface dont on connaîtra les lignes de courbure et vice versa.
( ' ) SoPHcs Lie, Ueber Complexe^ insbesondere Linien- und Kugel- Complexe, mit Anwendung auf die Théorie part ielier Differentialgleichungen {McUhematische Annalen, l. V, p. i45-256; 1871).
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Nous avons étudié ce ihéorème avec tous les détails nécessaires dans notre Cours de 1881-82, qui avait pour objet la théorie géométrique des équations aux dérivées partielles. Nous y serons conduit plus loin par une voie indirecte; mais, pour l'établir avec toute la largeur désirable, nous serions obligé de développer ici une théorie du contact qui nous éloignerait de notre objet et que nous réserverons pour une autre occasion.
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1X5 LIGSE5 DE COC&BCEE ES COORDOSSÉES TJLS^ESTIEUXS.
Cài OU la $«rfac« c«t dcfioie par son éqnatioa tançeaUelle. — Applicatioa i b ««riare 6^ quatrième classe, nonnale à toutes les positioBS cTiuie droite wTariable dont trois points décrÎTent trois plans recta n2«Ja ires. — Cas oà les coordonn<»s tanzentielles sont exprimée» en fonction de deax paramètres. — Piemiere solution da problème avant pour objet la détermination des sarlaces admettant une représentation sphériqne donnée ponr leurs li^es de covrbvre. — DéTeloppemenis sor on système particnlier de cûordonnécs tangentielles emploTc par M. O. B<>nnet dans l'étaJe des surfaces.
158. \oas allons passer maintenant à l'examen da cas dans lequel la sarface est définie par une propriété de ses plans tangents et nous supposerons d'abord que Ton connaisse l'équation homogène qui relie les coordonnées du plan tangent
les axes étant rectangulaires. Le point de contact du plan tangeot aura pour coordonnées
^ àf^ àf
0U OV OW
> :à> jr = — - . Y =
(ff ' (f/ df
dp dp dp
et les cosinus directeurs de la normale seront proportionnels à u. Vj a\ Pour obtenir l'équation différentielle des lignes de courbure, il suffira donc d'appliquer l'équation (4) du n® 138, ce qui donnera
fa'-L-'ld'l a du
op 0u ou ôp
1 op Ov
<H7 Op
j dp dw
dw dp
dw
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OU, SOUS une forme plus symétrique,
du
EL
dv
EL dw
ÛL dp
Il importe de remarquer, en vue des applications, que l'équation précédente conserve encore sa forme, alors même que l'équation (i) n'est pas homogène, pourvu que l'on suppose w, v^ w égaux aux cosinus directeurs de la normaliî et liés par l'équation
Pour le démontrer, supposons que l'équation (i) ne soit pas homogène. On peut toujours la rendre homogène et de degré zéro, par exemple en divisant «/, r, iv, p par la quantité
ou
du
dv
dv
dw
dw
dp
qui est égale à l'unité. Alors il faudra mettre, à la place de j-'' à"' ^ dans l'équation ( 3 ),
iL^^l'i, ^^^^, ^^^'JL du dh h dv dh h dw dh h
ce qui équivaut à ajouter aux deux premières colonnes du déterminant (3) les deux dernières multipliées par des coefficients convenablement choisis, et ne change pas la valeur du déterminant.
159. Considérons, par exemple, la surface de quatrième classe définie par l'équation
aw* -H bv'^ -h cw^ P = : '
OÙ «/, r, iv sont les cosinus directeurs de la normale; p désigne donc la distance de l'origine au plan tangent. En rendant, pour un instant, l'équation homogène et appliquant les formules (2), on trouvera, pour les coordonnées du point de contact du plan tan-
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gent, les valeurs
(5) x=:(p — a)Uy y — (p — b)v, z={p'^c)w
et. pour celles d^un point de la normale sitaé à la distance \ du pied de cette normale,
ifi) \=i(p-^\ — ci)u, Y = (/? -^ À — 6)t% Z = (/> -H X — c)w.
Les points où la normale coupe les trois plans coordonnés correspondent aux valeurs
dont les différences sont constantes. On a donc déjà cette élégante proposition :
Lorsque trois points d'une droite invariable décrivent trois plans rectangulaires et que, par conséquent, tous les autres points décrivent des ellipsoïdes, la droite demeure constamment normale à une famille de surfaces parallèles représentées par une équation de la forme
ofi k désigne la constante qui varie quand on pa^se d'une sur* face à la surface parallèle ( * ).
On peut d'ailleurs obtenir très aisément une construction par points de ces surfaces. Cherchons le pied de la perpendiculaire abaissée de Forigine des coordonnées sur la normale. La valeur X correspondante à ce point sera déterminée par Téquation
mX -4- t^Y -H wZ = o, qui donne, en appliquant les formules (G),
Soient P ce point, M le point où la normale coupe le plan des
( « ) G. Dabboux, 5m/* une nouvelle définition de la surface des ondes ( Comptes rendus, t. XCII, p. /|46; i88i).
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j'Z et qui correspond, nous l'avons vu, à la valeur X = a — p. Le milieu du segment PM correspond évidemment à* une valeur de "k qui est la demi-somme des valeurs précédentes et, par suite, égale
à -• Cette valeur étant constante, le milieu du segment décrira
une surface parallèle à la proposée. Ainsi, si l'on considère toutes les positions de la droite invariable mobile y le milieu du segment formé par le point où cette droite coupe Vun des plans coordonnés et par le pied de la perpendiculaire abaissée de C origine sur la droite décrit Vune des surfaces normales à la droite dans ses diverses positions ( * ).
Proposons-nous maintenant de déterminer les lignes de courbure. L'équation (3) prend ici la forme
du
a du
dv
bdv
dw
cdw
et son intégrale, que Ton trouvera aisément, est définie par l'équation
/|î jjî w\
OÙ p désigne la constante arbitraire. Ce résultat s'interprète comme il suit :
La représentation sphérique des deux familles de lignes de courbure de la surface est donnée par un système d'ellipses sphériques homofocales (^).
160. Supposons maintenant qu'étant donnée une surface quelconque, on connaisse les expressions des coordonnées tangentielles en fonction de deux paramètres a, ^. Les coordonnées du point de
(') Dans un article inséré au Bulletin des Sciences mathématiques (a* série, t. I\, p. iZ-j, i885)y M. Mannheim a retrouvé tous ces résultats par des considérations de pure Géométrie.
(^) Nous ne voulons pas insister sur celte étude particulière, et nous nous contenterons d'énoncer ici les deux propositions suivantes:
contact du plan tangent satisferont (n** 96) aux trois équations
ux -¥■ vy -^ wz -4- p '= o, au dv àw dp
(g) \ 07. "^ di âoL d%
du du âw dp __
Considérons l* ellipsoïde (E) défini par l'équation
x^ y* z* abc
La transformation homo graphique définie par les formules
\lma-\-n mv/â
sjmb 4-/1 my/h z Z
sjmc 4-/1 msfh
où m et n désignent deux constantes quelconques, fait correspondre aux normales de {E) celles de l'ellipsoïde (EJ ayant pour équation
ma 4- /i mb 4- /i /wc 4- n '
et si, laissant k* fixe, on fait croître m indéfiniment ^ l'ellipsoïde (E,) se tnuuforme en une sphère de très grand rayon, et ses normales deviennent les droites invariables dont trois points décrivent les plans de symétrie de (E). Ces droites dérivent des normales de (E) par la transformation homographique
\Ja >^b \'c
qui est comprise comme cas limite dans la première (a), et s'en déduit lorsqu'on y introduit les hypothèses faites sur m et sur n,
La surface étudiée dans le texte peut donc être considérée comme une surface parallèle à un ellipsoïde dont les axes ont grandi indéfiniment.
Si une surface quelconque Jouit de la propriété qu'il existe une trcrnsfor' mation homographique, transformant ses normales dans les normales d'une autre surface et conservant le plan de l'infini, les lignes de courbure de cette surface peuvent toujours être déterminées et admettent pour représentation sphérique un système d'ellipses homofocales.
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Un point situe sur la normale à la distance "k de son pied aura pour coordonnées
(10) Xr=J7-i-— -, Y=^-|--^-, Z = -3 4- -^ ,
h désignant le radical
(il) h = y/a* -H i^* -h w*.
Remplaçons, dans les équations (g), x, y^ z par leurs expressions tirées des formules (lo) ; les équations ainsi obtenues
aX -r- i>Y -}- wls -\- p = /iX,
^du ^àv jàw ^P _\ ^^^ (12) { ' Ô7. doi d% doL d%
Y au ^dv „ dw âp __ ^dh
définiront le point considéré de la normale. Pour trouver l'équation différentielle des lignes de courbure, nous écrirons encore qu'il existe un déplacement pour lequel le point correspondant à une valeur convenablement choisie de "k décrit une courbe tangente à la normale, c'est-à-dire pour lequel on a
(.3) ^^ = ^ = ^ = dfi,
dH étant introduit pour l'homogénéité.
Si l'on différentie dans cette hypothèse les formules (12), la première donnera
u d\ -\- V dY -\- w dL -\- \ du -^Y dv -^^ Z dw ■+■ dp = \ dh -\- h dk,
ou, en tenant compte des deux suivantes et des formules (ï3),
(i4) h^d^ = hdk, dX = hd^;
la différentiation des deux dernières formules (12) nous conduira alors aux deux équations
<)u ^ jàv r, jàw .dp ^ jdh
, ^^ . ox ooL aa doL da
V j^w ^ j^^ rw jàw .dp ^ .dh
,r 1 1\%T IX. —
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en connaît quatre solutions particulières u, v, (v, h^ liées par la relation
la surface enveloppe du plan
uX M- C'Y 4- wZ -i- 6 = 0,
où 0 désigne une solution quelconque de Inéquation (19), sera rapportée au système de coordonnées curvilignes (ol, ^) formé par ses lignes de courbure.
En effet, réquation linéaire de la forme (17), à laquelle satisferont alors les cinq quantités w, r, a% p, h relatives à cette surface, sera Téquation (19) et, par conséquent, a et p seront les paramètres des lig^nes de courbure.
Nous avons montré (n** 98) que, lorsqu'on a obtenu sur une surface un svstème conjugué quelconque, les coordonnées tangentielles u, r, iv, p, considérées comme fonctions des paramètres a et p des deux familles conjuguées, doivent satisfaire à une équation linéaire de la forme (19). L'équation linéaire relative au système conjugué formé par les lignes de courbure se distingue, on le voit, de toutes les autres par la propriété d'admettre en outre la solution
h = /w^-hi-'S-h «'2.
162. Les théorèmes précédents permettent de former, d'une manière très simple, l'équation aux dérivées partielles dont dépend la recherche des surfaces qui admettent pour représentation sphérique de leurs lignes de courbure deux familles de courbes orthogonales choisies arbitrairement sur la sphère de rayon 1 .
Soient en effet u, v^ iT% h les coordonnées homogènes d'un point de la sphère, qui seront liées par l'équation
ir--^v^-{- iV^ = 7*2,
et que nous supposerons exprimées en fonction des paramètres a, jï
des deux familles orthogonales. Un système orthogonal tracé sur
la sphère étant, par cela même, un système conjugué, u, c, (V, h
D.— I. iG
satisferont à une équation de la forme
équation qu'il sera facile d^obtenir d^une manière explicite, puisqu'on en connaît les quatre solutions particulières i/, r^ pc, li. Cela posé, le plan tangent de la surface, étant parallèle au plan tangent correspondant de la sphère, sera représenté par une équation de la forme
mX -7- rY — tvZ — p =z o,
où p devra satisfaire à la même équation linéaire que i/. r, iv, c*est-à-dire à l'équation (21). Il suffira donc, pour résoudre le problème, d'intégrer l'équation (21), et chaque solution particulière de cette équation donnera une solution particulière du problème posé. ^
Supposons, par exemple, que Ton se propose de déterminer les surfaces admettant pour représentation sphérique de leurs lignes de courbure un svstème d'ellipses sphériques homofocales: p, S| désignant les paramètres de ces ellipses, on aura ici
ya — b) a — c) \b — a){b — c) \c — aw^c — b)
L'équation à laquelle satisfont 1/, i\ iv sera la suivante
et il suffira d'intégrer cette équation pour obtenir la solution complète du problème proposé.
La surface étudiée au n® lo9 correspond à la solution
' — i* ri'
Nous aurons l'occasion de revenir sur le problème général dont nous venons d'indiquer une solution.
163. Au lieu de poursuivre ces applications particulières, nous allons montrer comment on détermine les ravons principaux et les lignes de courbure quand on adopte un svstème spécial de coor-
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données tangentielles qui a été, avec plusieurs autres systèmes très dignes d'intérêt, employé par M. O. Bonnet, dans le beau Mémoire sur l'emploi d'un nouveau système de variables dans l'étude 'des propriétés des surfaces courbes {Journal de Liouvillcy a* série, t. V, p. 1 53-206; 1860). Voici comment on est conduit à choisir les variables considérées par Téminent géomètre.
Lorsqu'on étudie la représentation sphériquc, il est naturel de rechercher la définition géométrique des courbes de la surface qui admettent pour représentation sphérique les différentes génératrices rectilignes de la sphère. Soit d Tune de ces génératrices coupant le cercle de Tinfini en un point [jl. La courbe qui lui correspond sur la surface sera évidemment le lieu des points de contact des plans tangents parallèles k d] en d'autres termes, ce sera la courbe de contact du cône de sommet [x circonscrit à la surface.
Ces courbes de contact des cônes circonscrits dont le sommet se trouve sur le cercle de Tinfini jouissent, relativement aux lignes de courbure, d'une propriété importante que nous allons signaler. D'abord il en passe deux par chaque point M de la surface ; car soient A et B les points où le plan tangent en M coupe le cercle de l'infini : les cônes circonscrits de sommets A et B toucheront la surface suivant deux courbes passant en M. Les deux tangentes à ces courbes de contact auront pour conjuguées les génératrices de ces deux cônes, c'est-à-dire les deux droites de longueur nulle du plan tangent, MA, MB. Or ces deux droites MA, MB sont placées symétriquement par rapport à deux tangentes perpendiculaires quelconques et, en particulier, par rapport aux directions des lignes de courbure. 11 en sera donc de même de leurs conjuguées qui sont les tangentes aux deux courbes de contact. De là le théorème suivant :
Les courbes de contact des cônes circonscrits ayant leurs sommets sur le cercle de l'infini déterminent sur la surface un système de coordonnées curvilignes admettant pour image sphérique le système des génératrices rectilignes de la sphère. Les tangentes aux deux courbes coordonnées qui passent en un point quelconque de la surface admettent pour bissectrices les directions des lignes de courbure.
|\ir consëquent, si l'on emploie le système de coordonnées que nous venons de définir, Téquation des lignes de courbure pourra oiro ramenée à la forme simple
A c?x« H- G c??» = o et ne contiendra plus le terme en doid^,
16i. Voici comment on vérifie cet important résultat. Désignons loujoiirs par c, c', d' les cosinus directeurs de la normale en un point M de la surface; c, c', c" seront les coordonnées du point m qui sert de représentation sphérique à M.
Les expressions de ces coordonnées en fonction des paramètres a, j3 des génératrices rectilignes de la sphère ont déjà été données (n" 13). Elles sont
Nous écrirons l'équation du plan tangent sous la forme
\ ex -\- c y -\- c z -i ^ = o
OU plus simplement
On aura donc ici
u = i — OL^, p = i(i4-aP), iï^ = a-i-p, /> = ç.
L'application des formules (9) nous donne d'abord les coordonnées du point de contact. On trouve ainsi
X — ly = l ^ ,
—" (aS) \ X -\- iy
p et g désignant les dérivées premières de Ç. En appelant de même r, 5, l les dérivées secondes, l'équalion (16) des lignes de courbure
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devient ici
(26) dpd% — dqd^ = r c?x» — ^ c?^* = o,
et les formules générales (12) et (i 5), qui font connaître le centre principal et le rayon de courbure correspondant, nous donnent
(27) aR = (5-+- /ï^)(a -p) -+-/>— ^,
I X-+-tY=— ap(5-f./]^)4-a/>-i-py — ^
X, Y, Z, R désignant les coordonnées du centre et le rayon de courbure. Dans toutes ces formules, on a pris pour -^ la valeur
1/-) en sorte que yjrt est mis à la place de
d% du
165. Les formules précédentes se prêtent à une foule d'applications intéressantes, tant à cause de leur simplicité que du choix des variables auxquelles elles se rapportent. On peut leur donner une autre forme qui offre quelques avantages dans certaines recherches.
Nous avons pris pour les cosinus directeurs de la normale les expressions (aS). Les variables a, ^ possèdent ce grand avantage de se transformer par la même substitution linéaire quand on effectue, soit un changement d'axes, soit un déplacement de la surface. Mais, dans certaines applications où il s'agit de surfaces réelles à déterminer, les variables complexes a et ^ offrent un inconvénient résultant de ce qu'elles ne sont pas imaginaires conjuguées. Nous avons vu que, pour tout point réel, a a pour conjuguée — Q- Nous changerons donc, dans les formules (a3), p en
— ô» ce qui donnera pour les cosinus directeurs les expressions suivantes, déjà employées au n® 31,
(*9) ^=rPTp' ^='r:r^' ^=-rp^'
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et nous prendrons pour réqiiation du plan tangent
5 sera maintenant une variable réelle et a, p des variables imagî- , naires conjuguées toutes les fois que la surface sera réelle, et qu'il s'agira de plans tangents réels.
Les coordonnées du point de contact du plan tangent auront maintenant pour expressions
(3.) )._.>=_ ËizLPiL^)_^,
LY*quation différentielle des lignes de courbure sera (32) dp d% — dq d'^ — rd%^—t d^^ — o,
comme dans le cas précédent.
Et enfin les formules faisant connaître le centre et le rayon de courbure deviendront
2R = \— pn — q^ -\- {\ -\- '3.^){s -\- >J7t),
X -r- tY = — y -t- a(5 -h /r
Sous cette forme on reconnaît immédiatement qu'elles fourniront pour X, Y, Z, R des expressions essentiellement réelles.
On passera d'ailleurs du premier système de formules au second en faisant la substitution très simple
Enfin on obtiendra également sans difficulté l'équation différentielle des lignes asymptotiques, qui est ici
(35) (i-Hap)(rc?a*-h25c?ac?p-+-<c?p*)-H2û?ac?P(5— /?a— yP) = o,
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et Texpression de l^élément linéaire
(36) ds^ = (- doi -:- dq)(z d^ -f- dp),
qui se présente ainsi décomposé en ses deux facteurs.
166. Il ne sera pas inutile d^examiner, en vue des applications ultérieures, ce que deviennent les coordonnées a, p, Ç quand on change les axes coordonnés ou, ce qui est la même chose, quand on déplace la surface. Considérons d'abord le système primitif dans lequel Téquation du plan tangent est
(i - a3)X -+- i(i -I- ap) Y -^- (a 4- p)Z -f- 5 = 0.
Quand on imprimera à la surface une translation de composantes A, (JL, V, il faudra, dans Téquation précédente, remplacer X, Y, Z par X — ).. Y — [jl, Z — v; la nouvelle valeur Ç' de $ sera donc
Imaginons maintenant que Ton fasse tourner la surface autour de l'origine des coordonnées. Si nous remarquons que, d'après leur définition, a et [i sont les coordonnées symétriques du point m qui, sur la sphère de rayon i, sert de représentation sphériquc au plan tangent, il résultera des propositions développées (Livre 1, Chap. III) que le? nouvelles valeurs ai, p^ des coordonnées a, ^ s'obtiendront par une même substitution linéaire effectuée sur a et sur p. On aura
Désignons par Ç| la nouvelle valeur de ç. La distapcc de l'origine au plan tangent n'ayant pas changé, on aura
Cl ^
ou, en remplaçant a, ^ par leurs valeurs (40) 5= U'nq-np)
La question proposée est donc complètement résolue, en ce qui concerne le premier système de coordonnées.
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167. Ed reprenant la même méthode pour le second, dans lequel le plan langent a pour équation
ou en passant du premier système au second par la substitution (34)) on verra qu'une translation (X, ^t, v) de la surface donne la nouvelle valeur de S
il) e, = î-X(ct + p)-t>(p--r)-v(ap-i).
Et de même une rotation autour de l'origine des coordonnées sera définie par tes formules
(4ï) (iî)
pt,-hq n
, _ \,(mq — np)
*ii Pu Si désignant les nouvelles coordonnées. Si la rotation est réelle, on pourra prendre (n° 29)
Fil), n„ désignant les imaginaires conjuguées de m et de n. Les équations précédentes donneront alors
Ces formules nous s minîma.
nt utiles dans la théorie des surfaces
CHAPITRE VIII
Applications des formules relatives aux lignes de courbure données dans le Chapitre précédent, — Transformation de M. Lie dans laquelle les lignes de courbure d'une surface correspondent aux lignes asymptoliques de la transformée. — Transformation par directions réciproques. — Relations entre les éléments correspondants dans cette transformation. — De l'inversion dans le système de coordonnées (a, p, Ç).
168. Nous aurons à faire différentes applications des systèmes de formules développés dans le Chapitre précédent. Dès à présent, nous allons étudier les suivantes, et, comme il s'agit de recherches générales, nous emploierons de préférence le premier système de formules étudié dans les n"* 164 et 166.
Remarquons d'abord que l'équation différentielle (26) [p. 245] des lignes de courbure est identique à l'équation différentielle des lignes asymptotiques donnée au n® 110. De là ce premier résultat :
A toute sur/ace dont on connaît les lignes asymptotiques on peut faire correspondre une surface dont on saura déterminer les lignes de courbure et vice versa (* ).
( * ) Le rapprochement des formules données aux n*>* 1 10 et 164 nous conduit au résultat suivant : Désignons par Xy y, z les coordonnées d'un point de la surface dont on connaît les lignes asymptotiques, et par p tl q les dérivées de z considérées comme fonction de Jc et de y; soient X, Y, Z, P, Q les quantités analogues relatives à la surface transformée dont les lignes de courbure correspondent aux lignes asymptotiques de la première. On aura
px
-h qy >
2 _ px-'-qy
q — X Lu théorie des transformations de contact permet d'ailleurs de déduire toutes
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Nous avons déjà signalé (n** lo7) celle belle proposilion due à M. Lie; nous nous contenterons de remarquer ici que dans l'équation (3o) [p. i^o] des lignes asymptotiques, a et p désignent des quantités réelles pour tout point réel de la surface, tandis que, dans celle des lignes de courbure, a et ^ sont des variables complexes, même pour un point réel; par conséquent la correspondance définie par la proposition précédente ne saurait exister entre les éléments réels de deux surfaces réelles.
169. Envisageons maintenant Téquation différentielle des lignes de courbure
<i) dpdt — dq d^ — rdx^—t d^* = o;
elle possède de nombreuses propriétés qui donnent toutes naissance à des théorèmes de Géométrie.
D^abord elle ne change pas de forme si Ton remplace $ par la nouvelle variable
A, B, G, D désignant des constantes quelconques.
Proposons-nous de définir géométriquement cette transformation.
On peut évidemment l'obtenir par la composition des deux
suivantes :
Ç' = 5 H- A(a -+-?)-+- Cap -+-D,
La première équivaut, on le reconnaît aisément, à une translation de l'origine des coordonnées; la seconde remplace la surface par une surface parallèle menée à la distance h de la première. On sait en effet que, sur deux surfaces parallèles, les lignes de courbure se correspondent. Ainsi la première propriété qui se présente à nous de Téquation différentielle des lignes de courbure
CCS formules des relations
\-^iY r.— c -xZ, ^(X — tV) vr Z — r,
qui contiennent seulement les coordonnées des points correspondants.
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n'est que la traduction analytique d'une proposition géométrique importante, mais très connue.
170. Le déplacement le plus général de la surface proposée se traduirait par une substitution linéaire quelconque effectuée sur a et sur ^. Cela nous conduit à la proposition générale suivante que l'on vérifiera sans difficulté :
L'équation différentielle (i) conserve encore sa forme si l'on substitue à a, p, Ç les variables a', P', Ç' définies par Vune ou Vautre des substitutions
(3) «=èï^' ?^-Sî|^;' ?' = n5(Ca'-HD)(C.P'-^D,), <<) »=Èf^' ^^cJSt^' r = HÇ(Cp'-^D)(C.a' + D.), ow A, A,, . . . , H désignent des constantes quelconques.
Par conséquent les formules (3) ou (4) font connaître une transformation de surfaces qui conserve les lignes de courbure. Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer que cette transformation, quand elle est réelle, peut toujours être obtenue par l'emploi combiné d'un déplacement, d'une transformation homothétique et de la suivante qui, au premier abord, pourrait paraître trop particulière.
k désignant une constante quelconque, prenons
f — a: ^ ^ i-hA
Ces formules font correspondre au plan (P) défini par l'équation un autre plan (P') ayant pour équation
Nous voyons déjà que deux plans correspondants se coupent dans un plan fixe, le plan des ar/.. Voici comment on achèvera de définir la transformation.
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Associons au plan (P) de la première figure le point m dont les coordonnées sont les cosinus directeurs de la normale au plan
I — a3 , . i-ha3 , a -h 3 c= f, c=i ^, c == ^•
Ce point se trouve sur la sphère de rayon i et, si le plan (P) enveloppe une surface (2), il est la représentation sphérique du point de contact de (P) et de (2).
Associons de même au plan (P')le point m' dont les coordonnées sont
a'— fi' ' * a'-^' ' a'-?''
et dont la relation à (P') est la même que celle de m à (P). Les formules (5) expriment, on le vérifie sans difficulté, que les points m, m' sont en ligne droite avec un point fixe situé à la distance A* sur Taxe des ;;. De là résulte la définition géométrique complète de la transformation.
Soient (S), (S') deux sur/aces correspondantes. Les plans tangents aux points correspondants se coupent dans un plan fixe (U). Les images sphériques des points correspondants sur la sphère de rayon i, placée d'une manière quelconque dans l'espace, sont inverses l'une de l'autre par rapport à un point fixe A, situé sur le diamètre de la sphère qui est perpendicula ire au p lan ( Il ) .
Cette proposition permet évidemment de construire les plans tangents de (S') quand on connaît ceux de (S). En ce qui concerne les points de contact, nous ajouterons la remarque suivante que l'on pourra vérifier, mais qui résultera aussi des propositions établies plus lo'in :
La droite qui joint les deux points de contact correspondants est parallèle à celle qui relie les images sphériques de ces deux points.
Les relations que nous venons d'indiquer entre les éléments correspondants sont évidemment réciproques et, par conséquent, la transformation est involutive. Cette propriété la rapproche de
rinversîon ; M. Laguerre, qui Ta étudiée d'une manière détaillée, lui a donné, pour cette raison, le nom de transformation par directions réciproques (*) que nous adopterons dans la suite. Mais la construction précédente donne lieu à une autre remarque essentielle; la transformation n'est pas univoque et elle fait, en général, correspondre à une surface (2) deux surfaces (S'), ou plutôt deux nappes différentes d'une môme surface. En effet, si Ton considère une région de la surface (S) pour laquelle le sens de la normale soit parfaitement défini, chaque point de cette région aura une représentation sphérique, complètement déterminée par le sens de la normale; et la construction indiquée plus haut fera connaître, sans ambiguïté, le plan, tangent de la surface correspondante; mais celle construction donnera évidemment des éléments différents si Ton change le sens de la normale en tous les points de (2). C'est ce que démontrent, du reste, les formules suivantes, équivalentes aux relations (5).
Soient
ux -^- vy -h ivz -\- p — o,
u'jr -h v'y -^ w' z -~- p' = o
les équations de deux plans correspondants; désignons, pour abréger, par h et par h' les radicaux
Si nous posons
// = ! — ap, i; = e(i -t- a 8), tr = a -r- p, /> = $, A = a — ji, //'=!- a' P', v' = iU-^7l^'), (v' = a' -+-?', />' = £', A' = a'-3'
les formules (5) nous donneront
u' = M, ir' -.- h' :- - —f ( «' /i),
La présence du radical h montre bien qu'à un plan donné
(V) Lagcerre, Sur la transformation par directions réciproques {Comptes rendus j t. XCII, p. 71 ; 1881).
correspondent deux plans différents, qu'il sera impossible de séparer analytiquement tant que la variable h ne sera pas un carré parfait.
171. Puisque la transformation précédente conserve les lignes de courbure, elle fera correspondre nécessairement une sphère à une sphère. On vérifie celte proposition de la manière suivante.
L'équation tangenticlle d'une sphère dont le rayon estR et dont le centre a pour coordonnées x^ y, z est
(7) ux -^ vy -^ Kvz -r- p =^ Kh,
h ayant la signification déjà donnée; car cette équation exprime que la distance du centre au plan tangent est constante. Pour obtenir la surface correspondante, effectuons la substitution définie par les formules (6). Nous obtiendrons l'équation
2 L I — a: iH- a- J
ou, en ordonnant et effaçant les accents,
Cette équation, de même forme que l'équation (7), représente une sphère dont le centre (x', y, z') et le rayon R' sont définis par les formules
,_ ,_i-{-k* 2kK
, ,,, ikz i-+-X:*r>
qui donnent aussi
el, par conséquent,
yi H-y î ^ ^'1 — R'i = ar* -\-y^ -h >5* — R»,
Il suit de là qu'à une sphère (S) de la première figure, représentée par l'équation ponctuelle
X«-h Y*-4- Z»— ?arX — aj' Y — 25 Z -h x^H- y» + z»— R* = o, correspond une sphère (S') de la seconde, ayant pour équation
Xl_^Y^4-Z^--2:rX~a7Y-2 r^^^^iy^^^^^
On voit que les deux sphères (S) et (S') coupent le plan des xv^ c'est-à-dire le plan (H) de la transformation, suivant un même cercle.
Appelons V, V les angles, définis par les formules
cosV — x^ y COS V = ^, )
l\ SX
que font les deux sphères avec le plan (II). Les formules (9) nous donnent entre ces angles la relation
1 -h cosV _ / I -i- ^'\* i — cosV I — cosV'~~\i — kj i-+-cosV'
que l'on peut ramener à la forme simple (10) tancr — tang — = j-«
Supposons que l'un des deux angles soit constant, il en sera de même de l'autre^ de là résulte un moyen nouveau de déterminer la surface (2') correspondante à une surface (2) : On construira les sphères (S) tangentes à (2) et coupant le plan (H) sous un angle constant ol. Par l'intersection de chaque sphère (S) et du plan (n) on Jera passer une sphère (S') coupant (II) sous un angle donné p. L* enveloppe des sphères (S') donnera la surface (S') correspondante à (S).
Une sphère de rayon nul doit être considérée comme coupant un plan ou une sphère quelconque sous un angle infini. La construction précédente contient donc la suivante comme cas particulier :
On construira les sphères (S) tangentes à (S) et coupant le
plan (II) sous un angle constant ol^ (*). Les sphères de rayon nul passant par l'intersection de chaque sphère (S) et du plan (II) décriront une sur/ace (S') correspondante à (S) avec conservation des lignes de courbure.
Bien antérieurement aux études récentes sur les transformations qui conservent les lignes de courbure, et à une époque où Ton ne connaissait, parmi ces transformations, que l'inversion et la dilatation par laquelle on passe d'une surface à la surface parallèle, M. O. Bonnet avait fait connaître une transformation qui est comprise dans la précédente et qui correspond au cas particulier où Tangle ai est droit (^).
Mais on peut, si l'on emploie les sphères, obtenir une construction géométrique encore plus simple de la transformation. Les formules (9) nous montrent en effet qu'une sphère coïncidera avec sa transformée, toutes les fois que l'on aura
ou
du
Daprès cela, si Von considère toutes les sphères (S) tangentes à une surface (S) <?/ coupant le plan (II) sous un angle con-
stant, de cosinus égal à j^ elles envelopperont, en même temps
que (2), la surface (S') homologue de (S) dans la transformation considérée {^).
(') Pour oblenir l'angle a,, il suffit de faire, dans la formule (10), tang — zr-hi.
On a ainsi
tang -1 1- -+-. I ~
( ») 0. Bonnet, Note sur un genre particulier de sur/aces réciproques {Comptes rendus, t. XLII, p. /|85; i8j6).
(*) Si la constante A- est plus petite que l'unité, les sphères (S) ne coupent pas le
plan (II); mais le rapport ^ est toujours constant. C'est dans cette hypothèse
qu'est tracée \di fig. 12.
172. La dernière proposition que nous venons d'énoncer permet de donner une définition géométrique simple de la transformation plus générale que l'on obtient si Ton soumet une figure et sa transformée à une même inversion. A toutes les sphères qui coupaient le plan (II) sous un angle constant, Tinvcrsion fait en effet correspondre des sphères ou des plans coupant une sphère fixe (S) sous un angle égal et constant. Ainsi :
Si l'on construit toutes les sphères tangentes à une sur/ace (A) et coupant une sphère fixe (S) sous un angle constant, elles envelopperont, en même temps que (A), une surface {S!) qui correspondra « (A) avec conservation des lignes de courbure.
Si la sphère (S) se réduit à un plan (II), on retrouve la transformation par directions réciproques.
Il ne sera pas inutile de démontrer la proposition précédente d'une manière tout à fait élémentaire. Nous examinerons en premier lieu le cas où l'angle constant est droit.
Considérons toutes les sphères (U), qui ont leur centre sur une surface (S) et qui coupent à angle droit une sphère (S) de rayon R. Le centre O de (S) ayant la puissance constante R^ par rapport à toutes les sphères (U), les axes radicaux de trois sphères quelconques (U), et par suite la corde de contact de chaque sphère avec son enveloppe, viendront passer par le point O. De là résulte la construction suivante de l'enveloppe :
Les deux points de contact de la sphère {\]) de centre M avec son enveloppe se trouvent à V intersection de cette sphère et de la perpendiculaire abaissée du centre O de (S) sur le plan tangent en M à la sur/ace lieu des centres (E).
Soient [x, [jl' ces deux points placés symétriquement par rapport au plan tangent de (S). On aura évidemment
O {JL. O |x' = R«,
R désignant le rayon de (S), et, par conséquent, les deux nappes de l'enveloppe seront inverses l'une de l'autre par rapport au point O.
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M. Moutard a donné le nom à! anallagmatiques ( * ) aux surfaces qui ne changent pas quand on les soumet à une inversion déterminée. Les deux nappes de l'enveloppe précédente constituent donc une surface qui est anallagmatique par rapport au pôle O, et, réciproquement, il serait aisé de le montrer, toute surface anallagmatique peut être obtenue par la génération précédente. D'ailleurs, comme les deux nappes de l'enveloppe sont inverses l'une de l'autre, les lignes de courbure tracées sur ces deux nappes se correspondent une à une.
Etudions maintenant le cas général où les sphères variables (U) coupent la sphère fixe (S) sous un angle constant qui n'est pas droit. Nous commencerons par établir le lemme suivant :
Si des sphères variables (U) coupent une sphère fixe (S) sous un angle constant, différent de zéro et de tZj on peut toujours, en ajoutant une constante à tous leurs rayons, les transformer en des sphères (U') qui coupent à angle droit une sphère fixe (S') concentrique à (S).
Soient, en effet, p et R les rayons des sphères (U) et (S); d la
distance de leurs centres ; a l'angle constant sous lequel elles se
coupent; on aura
d^=z pî -I- R2 — 2 p R cos a,
ou encore
d^ =(p — Rcosa)«-+- R»sin2a.
Par suite, si Ton ajoute la quantité constante — Rcosa au rayon p de (U), ce qui donnera une sphère concentrique (U'), celte sphère (U') coupera à angle droit la sphère fixe (S') concentrique à (S) et de rayon R sina.
Ce lemme étant établi, si nous envisageons toutes les sphères (U) qui dépendent de deux paramètres et coupent (S) sous un angle donné, elles envelopperont une surface à deux nappes (A),
(*) Moutard, Note sur la transformation par rayons vecteurs réciproques {Nouvelles Annales de Mathématiques, 2" série, t. III, p. 3o6; 1864 ).
Sur les surfaces anallagmatiques du quatrième ordre ( même Recueil, t. III, p. 536; 186.4 ).
Lignes de courbure d'une clause de surfaces du quatrième ordre {Comptes rendus, t. LIX, p. 243; 1864 ).
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(A'). Les sphères concenlriques (U'), qui coupent à angle droit la sphère (S'), envelopperont une surface à deux nappes (B), (B') respectivement parallèles à (A), (A'); et, comme les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes (B), (B'), qui sont inverses l'une de l'autre par rapport au centre commun des sphères fixes (S), (S'), il en sera de même en ce qui concerne les deux nappes (A) et (A'). La proposition que nous avions en vue se trouve ainsi établie dans toute sa généralité.
Soumettons la figure précédente à une inversion dont le pôle soit sur la sphère (S). Cette sphère se transformera en un plan (n); les deux nappes (A), (A') se transformeront en deux nappes ((j), (C), qui seront l'enveloppe commune d'une famille de sphères (Uî') transformées des sphères (U) et coupant par conséquent le plan (n) sous un angle constant. En d'autres termes, les nappes (C) et (C) se déduiront l'une de Tautre au moyen de la transfor mation par directions réciproques la plus générale. Or on peut passer de (C) à (C) en efiectuant les transformations suivantes : I" une inversion qui transforme (C) en (A); a" une dilatation qui transforme (A) en (B); 3® une inversion qui transforme (B) en (B'); 4° une dilatation qui transforme (B') en (A'); 5" une inversion finale qui transforme (A') en (C). Ce résultat est conforme à une proposition générale de M. Lie (*) d'après laquelle toutes les
(») Dans le Mémoire déjà cité, inséré au t. V des Alatliematische Annalen, M. Lie a fait connaître toutes les transformations de contact qui conservent les lignes de courbure; il a même signalé (p. i86) le cas particulier de la transformation par directions réciproques; mais cette transformation avait été déjà donnée dans différents travaux de M. Ribaucour. Voir, en particulier, Ribaccour, .\ote sur la déformation des surfaces {Comptes rendus, t. LXX, p. 332; 1870).
Sous une forme différente, elle a été l'objet des études de l'auteur publiées dans les Noies V et ÏX du Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, 1873.
Les transformations générales considérées par M. Lie dans son Mémoire peuvent être défmies d'une manière élégante si l'on emploie les six coordonnées de la sphère reliées par l'équation
mj = o
et définies au n" 15G. Il suffit, pour les obtenir, de faire correspondre à une sphère de coordonnées m^ la nouvelle sphère dont les coordonnées mJ- se déduisent des précédentes par une substitution linéaire orthogonale à coefficients constants.
transformations de contact qui conservent les lignes de courbure se ramènent à des inversions et à des dilatations.
173. Revenons aux résultats que nous avons obtenus relativement à deux sphères qui se correspondent dans la transformation par directions réciproques. Ils vont nous permettre de compléter les constructions précédentes et de faire connaître de nouvelles relations entre les éléments correspondants.
Fig. la.
Considérons dans la première figure une surface (S) et prenons pour plan du tableau ^g* 12) le plan mené par un point quelconque M de cette surface perpendiculaire à la fois au plan (II) de la transformation et au plan tangent en M à (S). Soit MC la trace de ce dernier plan ; si nous construisons la sphère (U ) tangente en M à (S) et coupant le plan (II) sous un angle constant dont le cosinus
soit -Ti nous savons qu'elle enveloppe, en même temps que (S),
la surface (S') qui correspond à (S). Soit M' le point de contact avec (S'); le plan tangent en M' à (S') et le plan tangent en M à (S) devant couper le plan (II) suivant la même droite, le point M' sera dans le plan du tableau et on l'obtiendra en menant du point C, où la droite MC rencontre le plan (II), la seconde tangente au cercle suivant lequel la sphère (U) coupe le plan du tableau. U suit de là que le cercle décrit du point C comme
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centre avec CM pour rayon passera par le point M' et coupera normalement les surfaces (S), (S') en M et en M'. Ainsi, si l'on construit tous les cercles normaux à la fois à (S) et au plan (n), la sur/ace (S') coupera tous ces cercles à angle droit.
D'ailleurs, comme les deux plans tangents CM, CM' se correspondent dans la transformation, on pourra leur appliquer la formule (lo) établie pour deux sphères correspondantes quelconques et, si l'on désigne par V, V les angles de ces deux plans avec le
plan (n), on aura
V Y I — ^ tang-tang- = ^-^.
Si Ton tient compte du sens des normales aux deux plans, on aura
et, par conséquent,
îvrcà
Â-4-1 MCS
tang = -, tang
Cette cquati(m qui définit le point M', quand on connaît le point M, exprime que le rapport anharmonique formé sur le cercle par les quatre points M', M, S, S' est constant et égal à
, _ • On obtient donc le théorème suivant, qui est dû à M. Ri-
baucour et qui est compris comme cas particulier dans une proposition générale sur laquelle nous aurons à revenir :
Etant donnée une surface (2), on construit tous les cercles normaux à la fois à la surface et à un plan fixe (II). Ces cercles sont normaux à une famille de surfaces (S') qui sont définies de la manière suivante : Pour chacune d'elles, le rapport anharmonique du point où elle coupe chaque cercle normal à (S) et des trois autres points où ce même cercle est coupé par (S) et par (II) est un nombre constant. Les surfaces (S') sont celles qui dérivent de (S) dans les différentes transformations par directions réciproques qui admettent le même plan (U).
On peut signaler encore d'autres relations géométriques. Si, du
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rentre P de la sphère qui enveloppe à la fois (S) et (2') on abaisse une perpendiculaire PR sur le plan (II), elle coupe le cercle en un |)oint Q qui décrit une surface normale au cercle, comme il est aisé de le démontrer. En effet, la tangente en Q et la ligne MM' coupant l'axe SS' en un même point H, on a, en vertu d'une proposition de Géométrie élémentaire,
.QCS ÎVÎCS^ M'GS
ou, on tenant compte de la formule donnée plus haut.
QCS , /A-i-i MCS tang-^ = ^,^-^tang^-;
lo rapport anharmonique des points Q, M, S, S' étant constant on \erlu do cotte équation, la surface décrite parle point Q est luon normale au cercle et elle correspond à {^) avec conser\'ation dos U:rnos do courbure. On a d'ailleurs
MV = MQ X MQ' = PR — RQ ou, on remarquant que MP, PR sont liés par l'équation (i i K
RQ = PR I I - X«;
on obtiendra donc la surface lieu du point Q, en réduisant dans le
rapport do y I — k^ à i les ordonnées perpendiculaires au plan (11^ do la ^urtaoo Hou du point P, De là le théorème solvant :
^/ /'on cùnsiJrrc /om/«c les sphères \ll) dont les centres décrù^nt une surùice ^S^ et qui coupent un plan \U ^ sous un
4Wi^le CK^nstiint. de cosimis efiil à j- elles enceloppent un^e sur-
M^v *) de7*jr niippes ,1! , i r ^ dont les lifnes de courhure correspondent point pttr point ti celJes de Iti surface «S"» obtenue en rt^di^ùi4%r,:^ d^rns le riipport de \ i — i^ à i. les ordonnées d^ >' pe'^per,dicuJ4a;res tiu pl^n U\
>K par ç v^jftj-Jo, U i^uTfacc .^S tsi du Sicrond dcCTÔ, co liéorême pcrmrîtra ào doK^imincr innnédialcmcnt Icj^ Lctcs de courbure
des deux nappes (S), (S'); elles correspondront, en effet, aux lignes de courbure de la surface (S') qui sera ici du second degré.
17t. Nous allons maintenant chercher ce que deviennent les formules relatives à la transformation par rayons vecteurs réciproques, quand on emploie le système de coordonnées (a, jâ, Ç).
Soient
les formules de la transformation. Au plan (12) wX -f- i^Y -}- wZ -^/? = o
correspondra la sphère
ux -^ vy -^-Kvz -\' y^(^*-+-^'-'-'S') = o.
Cherchons Téquation tangentielle de cette sphère, c'est-à-dire la condition pour que le plan
lui soit tangent^ l'application des méthodes élémentaires nous conduit à l'équation cherchée
2pp
~ -h uu' -+- Vi>' -h ww' zh ^U^-i- i^^-r- iV* /a'* H- v'^-r tv'* = o.
Introduisons les coordonnées Ç, a, ji à la place de u, Vy (P, p et Ç', a', P' à la place de u\ i^', w' , p\ L'équation précédente prendra la forme
En prenant successivement le signe H- et le signe -^y nous aurons les deux équations
qui réalisent, en quelque sorte, le dédoublement de l'inversion.
Ces formules se ramènent Tune à Taulre quand on échange a et ^ : et cet échange ne modifie en rien Féquation d*un plan dans le système (a, p, ^); nous pourrons donc nous borner à considérer une seule des deux équations. Nous choisirons la formule (i3).
Quand le plan défini par l'équation (12) enveloppe une surface ( S), Ç est une fonction donnée de a et de ^, et la sphère définie par l'équation (i3) en a', P', ^ enveloppe la surface (2') correspondante à (2). Pour avoir le point ou plutôt le plan de contact de cetle sphère avec son enveloppe, il faut appliquer les principes généraux de la théorie des enveloppes et joindre à Téquation (i3) ses deux dérivées par rapport à a et à ^, ^ étant considérée comme une fonction de a et de p. En appelant/? et q les dérivées premières de Ç, on trouve ainsi le système
qui détermine a', p', Ç' en fonction de a et de p.
Si Ton différentie maintenant la première équation (i5), en tenant compte des deux autres, on trouve
On aura donc, en désignant par />', q' les dérivées de Ç' par rapport à a', p',
Les formules (i5), (16) définissent toutes les relations entre les éléments correspondants des deux surfaces. Elles fournissent le tableau suivant :
d'où Ton déduit, par un calcul facile,
dp' d%' — dq' d'^'=— — {dpd^- dq rfp ).
Cette équation établit de nouveau que Tinversion conserve les lignes de courbure.
Il importe d'établir nettement ce qui distingue, au point de vue géométrique, les formules (i3) et (i4)« Quand on échange a et ^ l'équation du plan tangent ne change pas et, par conséquent, on a toujours la même surface ; mais le sens positif de chaque normale est évidemment changé. Cela résulte des expressions
I — aS , . I -4- aS ^ a -h a
des cosinus directeurs de la normale. Par conséquent, les formules (i3) ou (i4)i quî se déduisent l'une de l'autre par l'échange de a et de p, font bien correspondre à une surface (S) la même surface (S'); mais à un sens déterminé d'une normale à la surface (S) correspondront des sens opposés de la normale à la surface (2') suivant qu'on adoptera la formule (i3) ou (i4)- Pour caractériser au point de vue géométrique chacune de ces formules, il suffira donc de donner la relation entre les sens positifs des deux normales, qui correspond par exemple à la formule (i3). Pour cela considérons deux surfaces homologues (S), (S'), et deux points correspondants M, M', sur ces deux surfaces. A un point de (S) décrivant une courbe infiniment petite autour de M dans un sens déterminé correspondra un point de (S') tournant également dans un sens déterminé autour de M'; attribuons aux deux normales un sens tel que les deux courbes paraissent être parcourues en sens contraire autour de leurs normales respectives; on aura ainsi la correspondance entre le sens des normales, définie par la formule (i3) et par celles que nous en avons déduites.
Pour le démontrer, il suffit de considérer la sphère (S) de rayon R ayant pour centre l'origine des coordonnées et dont l'équation est
Les formules (17) nous donnent pour la sphère correspondante
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Les deux premières formules montrent que le sens positif de la normale se trouve changé et la proposition précédente se vérifie dans ce cas particulier. Cela sufGt; car, si Ton déforme progressivement la sphère (S) de manière à Tamener à coïncider avec une surface quelconque (S), la proposition établie pour la sphère (S) doit nécessairement se conserver, en vertu de la continuité, pour la surface (S).
CHAPITRE I
L'équation aux dérivées partielles de Lagrange. — Mémoire de Mcusaier sur la courbure des surfaces. — Premières recherches de Monge. — Méthode rigoureuse de Legcndre. — Détermination de quelques surfaces minima nouvelles, par M. Scherk. — La surface minima réglée, le théorème de M. Catalan. — Recherches générales sur la théorie par MM. O. Bonnet, Catalan et Bjoriing.
17o. Avant de continuer Fexposition des théories générales, nous allons faire une application étendue des méthodes et des résultats développés dans les deux Livres précédents. Nous avons choisi les surfaces minima dont l'étude présente un intérêt véritablement exceptionnel; car elle louche à la fois au Calcul des variations, à la Physique mathématique et à la Théorie moderne des fonctions.
Dans le célèbre Mémoire intitulé : Essai d'une nouvelle méthode pour déterminer les maxima et les minima des formules intégrales indéfinies, qui est inséré dans le t. II des Miscellanea Taurinensia, années 1760-61 (*), et qui contient les principes de son Calcul des variations, Lagrange, après avoir généralisé les résultats obtenus par Euler relativement aux intégrales simples, se propose de montrer, dans TAppendice I, que sa méthode s'applique aussi aux intégrales doubles; et il choisit comme exemple celle qui exprime l'aire d'une portion de surface rapportée à des coordonnées rectangulaires
j j dxdy^i-\-p^-^qK
(') Voir aussi Œuvres de Lagrange, t. ï, p. 335.
Il trouve ainsi que la surface minima passant par un contour donné doit satisfaire à Téquation
« Le problème se réduit donc, dit-il, à chercher/? et q par ces conditions que
p dx — q dy et ^ -^ ^
soient des différentielles exactes.
» Il est d'abord clair qu^on satisfera à ces conditions, en faisant p et y constantes, ce qui donnera un plan quelconque pour la surface cherchée ; mais ce ne sera là qu'un cas particulier, car la solution générale doit être telle que le périmètre de la surface puisse être choisi à volonté. »
Lagrange se contente des remarques précédentes; car le but unique de son admirable Mémoire était la formation des équations différentielles auxquelles doivent satisfaire les courbes et les surfaces qui donnent la solution des problèmes posés; et il termine l'Appendice consacré aux intégrales doubles en donnant l'équation aux dérivées partielles de la surface dont Taire est minimum parmi relies qui circonscrivent des solides égaux.
La théorie si simple et si féconde que Lagrange avait substituée aux méthodes d'Eulerne fut pas immédiatement acceptée par tous les géomètres. En 1 767, Borda fit imprimer, dans les Afémoires de r Académie des Sciences, un travail intitulé : Éclaircissement sur tes méthodes de trouver les courbes qui jouissent de quelque propriété de maximum ou de minimum, et il crut faire une œuvre utile en démontrant par une voie nouvelle, et sans rien lui ajouter, Ir résultat de Lagrange.
176. C'est dans un beau Mémoire de Meusnier (*) qu'est commencée, et de la manière la plus heureuse, l'étude de l'équation
(') Mémoire sur la courbure des sur/aces par M. Mecsnier, Lieutenant en premier, surnuméraire au corps royal du Génie, Correspondant de TAcadémie, lu les 1 4 et 21 février 1776 {Mémoires des Savants étrangers, t. X, p. 477; 1785).
aux dérivées partielles de Lagrange. Ce travail contient une théorie nouvelle de la courbure qui, à tous égards, aurait mérité d'être conservée à côté de celle d'Euler ; Meusnier, après avoir rappelé qu'Euler avait publié en 1761, dans le Recueil de TAcadémie de Berlin, le Mémoire qui contient les propositions devenues classiques sur la courbure des sections normales faites en un point donné d'une surface, ajoute que « l'on peut présenter la question sous un autre point de vue en la faisant dépendre d'une propriété intéressante, savoir qu'il existe une génération qui convient à tout élément de surface ».
La génération dont veut parler Meusnier, et qu'il développe avec précision dans le cours de son travail, est la suivante : on peut, en négligeant seulement les infiniment petits du troisième ordre, considérer tout élément de surface dans le voisinage d'un point donné, comme engendré par la rotation infiniment petite d'un petit arc de cercle autour d'un axe situé dans son plan et parallèle au plan tangent de cet élément. Il nous est aisé, aujourd'hui, de retrouver les propositions de Meusnier et de nous rendre compte de sa méthode. Si, en efi^et, on considère {^fig* i3) un point quelconque M de la surface et les centres de courbure principaux C, C relatifs à ce point, toute surface aura en M un contact du second ordre avec la proposée si elle admet en M les mêmes directions principales Mar, Mj', et si, de plus, elle a les mêmes centres principaux correspondants aux deux directions principales. Si donc on veut obtenir un tore ayant un contact du second ordre avec la sphère donnée, ce tore devra admettre comme cercle générateur, soit le cercle principal de centre C et de rayon CM décrit dans le plan CM a:, soit le cercle de centre C et de rayon CM décrit dans le plan C'Mj'. De plus, si l'on considère, par exemple, le premier cercle décrit dans le plan CM x, le second centre de courbure principal devra se trouver sur l'axe du tore. Cet axe sera donc assujetti à la double condition de passer par le point C et de se trouver dans le plan CMx. En raisonnant de même pour le second centre de courbure, on reconnaît qu'il y aura deux séries de tores osculateurs en M; tous les tores d'une même série auront un même cercle générateur, décrit dans l'un des plans principaux ayant pour centre le centre de courbure relatif à ce plan ; leurs axes, tous nécessairement situés dans ce plan, passeront par l'autre centre de
courbure. Le mode de génération considéré par Meusnier revient à substituer à la surface dans le voisinage du point M le tore osculateur particulier dont Taxe est parallèle au plan tangent; les axes des deux tores qu^il obtient ainsi sont les droites D et A que M. Mannlieim a retrouvées et introduites récemment avec succès dans la théorie de la courbure des surfaces. On s'explique aussi, par les remarques précédentes, comment Meusnier, en partant d'un point de vue tout à fait différent de celui d'Euler, est conduit néanmoins à considérer les mêmes éléments géométriques.
Fi g. i3.
ti,
fc^
Comme application de sa méthode générale, Meusnier détermine d'une manière très exacte la surface dont tous les points sont des ombilics et il cherche à établir parla Géométrie Téquation aux dérivées partielles des surfaces minima. Par des raisonnements, qui sont à la vérité peu satisfaisants, il est conduit à cette condition que la somme des rayons de courbure principaux doit être nulle en choque point de la surface. C'est donc dans le Mémoire de Meusnier qu'apparaît pour la première fois l'interprétation géométrique de Féquation de Lagrange.
Pour trouver des surfaces satisfaisant à cette équation
Meusnier remarque que, d'après un résultat déjà donné par Monge, l'équation
(a) q^r — 7.pqs -Jf p^ t — o
est celle des surfaces engendrées par une droite parallèle au plan
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des XV. En Tadjoignant à l'équation (i), ce qui donne (3) r-+-/ = o,
on aura, s'il en existe, les surfaces minima engendrées par une droite parallèle à un plan. L'intégration simultanée des équations (2) et (3) conduit ainsi l'auteur à l'hclicoïde gauche à plan directeur.
Enfin Meusnier détermine la surface minima de révolution, et il démontre qu'elle est engendrée par la rotation d'une chaînette autour de sa base. On voit que son travail a fait connaître, en même temps que l'interprétation géométrique de l'équation de Lagrange, deux surfaces minima qui sont, aujourd'hui encore, au nombre des plus intéressantes et des plus simples. La méthode par laquelle est obtenu l'hélicoïde est féconde et a été souvent appliquée à la recherche de solutions particulières des équations aux dérivées partielles.
177. C'est dans son Mémoire sur le calcul intégral des équations aux différences partielles [Mémoires de V Académie Royale des Sciences pour 1784, p. 118) que Monge s'est occupé pour la première fois des surfaces minima et de l'intégration de l'équalion aux dérivées partielles de Lagrange. Monge commence par intégrer exactement l'équation différentielle des caractéristiques, ce qui est le point essentiel; mais il commet ensuite quelques erreurs de raisonnement qui le conduisent à présenter la solution sous une forme inacceptable; car les coordonnées rectangulaires x^ y^ z sont exprimées en fonction de deux paramètres a, a' par des quadratures de la forme
011 M, N sont des fonctions de a et de a' ne satisfaisant pas à la condition d'intégrabilité.
Les erreurs commises par Monge pouvaient être facilement corrigées et, en effet, dans un beau Mémoire sur Vintégration de quelques équations aux dérivées partielles {Mémoires de V Académie des Sciences, 1787, p. 809), Legendre, après avoir signalé les objections que l'on doit adresser à la méthode
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primitive de Monge, ajoute ces quelques mots : Depuis « ses recherches l'ont conduit à la vraie intégrale qu'il a bien voulu me communiquer avec le procédé qu'il avait suivi ; mais ce procédé tenant à quelques principes métaphysiques dont les géomètres ne conviennent pas encore, j'ai été curieux de chercher la même intégrale par la voie ordinaire, et j'y ai été engagé par M. Monge luimême. On verra que j'y suis parvenu fort simplement par un changement de variables qui peut être utile dans d'autres occasions et que j'appliquerai même à des équations plus générales. )>
Les (( principes métaphysiques » dont il est question dans ce passage sont sans doute les idées de Monge sur la génération des surfaces par la méthode des enveloppes, idées qu'il a développées d'une manière systématique dans V Application de l'Analyse à la Géométrie. Nous avons peine aujourd'hui à les comprendre, sinon dans leur esprit, au moins dans leur enchaînement et dans leurs détails. Il ne faut donc pas s'étonner que le procédé nouveau de Monge, qui coïncide sans doute avec celui qu'il a fait connaître plus tard dans son Ouvrage, ait donné naissance à de sérieuses objections (*).
178. La méthode de Legendre est élégante et irréprochable. Elle consiste à remplacer les variables x, ^v, z par />, q et
s,=px — qy—z,
en considérant \r comme une fonction de p et de q\ ce qui revient, suivant une remarque de M. Chastes, à substituer à la surface sa polaire réciproque par rapport à un paraboloïde.
Legendre etTectue la transformation de variables d^une manière très élégante. Il substitue aux deux expressions de Lagrange
qdx — p dr p ilx — q dw >
Si nous aou5 rxrportons a une iadication donatc ea iS3j par Poisson dans utM* Note Uv< ov'»urte que nous citons plus loin ^p. -270]. ces objections auraient ete tormalee$ par LapUce et auraient donné naissance à de longues discussions entnr les deu\ £raad> iêoaiètres.
qui doivent être des différentielles exactes, les suivantes
X dp -T-y dq = dv,
^^( g ]-yd( , ^
et tout se réduit à écrire que l'expression
^^- d( ^ \ — — di ^ \
est une différentielle exacte. On a ainsi l'équation linéaire qui, jointe aux suivantes,
dv âv âv as?
suffit à déterminer complètement la surface.
L'équation (4) est de celles qu'il est possible d'intégrer par l'application des méthodes régulières ; on peut obtenir les équations en termes finis des caractéristiques etappliquer ensuite la méthode de Laplace. Mais Legendre abrège beaucoup les calculs en formant l'équation
à laquelle satisfont x^ y^ z considérées comme fonctions de p et de gr; on pourra lire l'exposition complète de cette méthode dans le grand Traité de Calcul différentiel et intégral de Lacroix, (2^ édition, t. II, p. 625).
Nous devons remarquer que Legendre, après avoir donné les formules dont il devait la connaissance à Monge, fait connaître de nouveHes formules entièrement débarrassées de tout signe d'intrgration, et qui auraient pu servir de base à une élude fructueuse des surfaces minima.
179. La méthode d'intégration donnée par Monge dans Y Application de U Analyse à la Géométrie n'est pas la seule que D.— r. 18
nous lui devions; le Traité de Lacroix en contient une autre qui repose sur une idée très ingénieuse et très féconde : elle consiste à transformer une équation aux dérivées partielles en considérant les trois coordonnées x^ y^ z comme des fonctions de deux paramètres a et b. L'équation des surfaces minima prend ainsi la forme
,., , I dx àx ày ày dz àz\/., à^x ^r à^Y ^ <^'^
f^bjy âaôb âadb'^ ôaObJ
\da db da db ' ôa dxY fàvY fàz\^^/ ^ô^T ^d^Y r^à^s\
X, Y, Z étant les cosinus directeurs de la normale déterminés par les équations
( \ î^ _i_ Y ^^ Z ^^ — ] ^ da àa da ~ ^
\ dx dy àz
et Monge remarque qu'on peut y satisfaire en prenant
/dxY /àrY /dz\i
/Ar\î /àr\t /àzY \ôb) ^[tb) -^{ùb) ="•
^^- dâôb ^ ôâ~db ^ ôcTôb ^ *^'
ce qui donne
X = A,-^ Bi,
y = As-^Bs,
A,, Ao, A3 étant des fonctions de a et B,, B2, B3 des fonctions de 6, assujetties à vérifier les conditions
( dBl -i- dBl -^ dBl = o.
Mais il est clair que cette méthode si élégante est encore sujette à des objections -, car, si Ton prend pour a et b les paramètres des
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lignes de longueur nulle, l'équation (6) donne simplement
^ ôadb da ôb âa ôb '
et non les trois équations (9).
180. La méthode de Legendre et celle d'Ampère donnée en i8'.>.o dans le XVIIP Cahier A\i Journal de V École Polytechnique ont été pendant longtemps les seules conduisant sans objection possible à l'intégrale dont la découverte constitue un des plus beaux titres de Monge à notre admiration.
Si on laisse de côté certaines surfaces imaginaires trouvées par Poisson (*), on n'a connu, depuis 1776 jusqu'en i83o, que les deux surfaces minima obtenues en premier lieu par Meusnîer. Pendant longtemps on n'a fait aucun usage de l'intégrale de Monge et, dans un article de deux pages qui n'était pas de nature à encourager les géomètres (2), Poisson déclarait en i832 que « malheureusement on ne saurait tirer aucun parti de cette intégrale qui se trouve compliquée de quantités imaginaires et exprimée par le système de trois équations entre deux variables auxiliaires et les coordonnées courantes de la surface ».
Deux ans après, en i834, paraissait dans le Journal de Crelle un travail de M. Scherk(^) qui ajoutait des résultats importants à la théorie des surfaces minima et contenait les premiers exemples de surfaces minima déduites de l'intégrale de Monge et de Legendre.
L'auteur rentre d'abord dans la voie ouverte par Meusnier; il décompose Téquation aux dérivées partielles de Lagrange en deux autres qui auront des solutions communes. C'est ainsi qu'en
(*) Poisson, Remarques sur une classe particulière d'équations aux différences partielles à trois variables {Correspondance de l'École Polytechnique,
t. Il, p. 4'o; i8i3).
(') Poisson, Note sur la surface dont l'aire est un minimum entre des limites données {Journal de CrellCj t. VIII, p. 36 1 ; 1882).
(') H. -F. ScHERK, Bemerkungen ûber die kleinste Flàche innerhalb gegebener Grenzen {Journal de Crellè, t. XIII, p. i85). Ce travail est la suite et le complcment d'un Mémoire couronné par la Société des Sciences de Leipzig et inséré dans le tome IV des Acta Societ, Jablonovianœ, p. 204-280.
ir^ LIVBE III. — CHAP. U
:^ Il p posant
il est conduit ^ la ior&ce •iéfinie par l'équadon
En prenant les coordomiéeâ âexni-polaires z. z, 4 et en sappO!§ant
'fs 'A
il obtient tous les hêlicoîdes qui sont des snrlaces minioia: lis sont déterminés par T équation
lia- i = 6 loîî V -* — <** — V 2* — ^* I — <* *rc tan^ " — a^ — e,
où a. 6. c âont trois constantes cpielconqnes « ' >. et ils comprennent comme cas particoliers à la tbis fal^rsséide et Thélicoîde à plan directear. qui correspondent respectivement aux hjupothèses a = o et é = o. L'auteur montre quelles ^laleurs on devra attrîbner au-x fonctions arbitraires qui entrent dans les formules de Monge pour retrouver les sur&ces précédentes. Mais de plus, et c'est là l'un des principaux mérites de son travail, il déduit par Tnnique emploi de ces formules des sortes nouvelles, assez compliquées mais réelles. A la fin de son étude, il se propose, mais âdn:^ v réussir complètement^ de déterminer toutes les surfaces minima engendrées par le mouvement d'une li^ne droite. Cette question, dont nous avons déjà donné une solution < n** Il u a été résolue pour la première fois par M. Catalan ^* ) qui a prouvé que
( * ) En applitjaant les m^tholes Ja n* 73 à ces h^IicoiJes oa truoTc que leur él4>meiit linéaire a pour expre^éioa
T<>nfi eeox pour I^^iaels la somme a* -i- 6* est la mène sont dooc applicables les OA4 SOT le^ a aires.
(* f C4TAL4!f, Sur tes sur/€tces régîtes domi l'aire est un miMimmm (Journal de /JouvilU, I" série, t. VII. p. loli ^^2). Voir aussi J.-A. Scmarr. .Xote'sur ^a nur/tuce re^l te don le* rayons de courbure principaux sont égaux et dirigés en sens contraire (JourncU de Liouville, t. \I, p. \hi', 1846 i.
la seule surface minîma réelle engendrée par le mouvement d'une ligne droite est ThéHcoïde à plan directeur. On peut la rattacher d'ailleurs à une proposition plus générale obtenue ultérieurement par MM. Beltrami et Dini ( * ) et d'après laquelle les seules surfaces réglées pour lesquelles il existe une relation entre les deux rayons de courbure sont des hélicoïdes.
181. Nous laisserons de côté différentes recherches que nous aurons l'occasion de signaler au cours de celte étude et nous passerons immédiatement à une courte Note de M. O. Bonnet insérée en i853 dans les Comptes rendus (^) et qui contient des résultats de la plus haute importance pour la théorie des surfaces minima. L'éminent géomètre y indique un système nouveau de formules relatives à la théorie générale des surfaces. On peut caractériser la méthode de M. O. Bonnet et en même temps rendre compte des avantages qu'elle présente, en remarquant que les variables employées pour la représentation analytique de la surface constituent un système de coordonnées tangentielles. Or les développements donnés dans le Livre précédent nous montrent que, si les coordonnées tangentielles jouent le même rôle que les coordonnées ponctuelles dans la théorie des systèmes conjugués et des lignes asymptotiques, elles donnent naissance à des calculs et à des propositions plus simples dans l'étude des questions relatives aux lignes de courbure. Les variables choisies par M. Bonnet sont les suivantes : Étant donnés une surface (S) et un point M de cette surface, le plan tangent est déterminé par sa représentation sphérique m sur la sphère de rayon i et par sa distance au centre de cette sphère; quant au point m de la sphère, il est déterminé par sa longitude ç et sa colatitude 6. L'équation du plan tangent s'écrit alors
(i3) X sinO coscp -h Y sinO sincp -h Z cosO -f- o = o
(') Beltrami, Risoluzione di un problema relativo alla teoria délie superficie gobbe {Annales de Tortolini, t. VII, p. io5; i865).
Dini (U.)» Sulle superficie gobbe nelle quali uno dei due raggi di curvatura principale è una funzione deW altro (même Volume, p. 2o5).
(») O. BoxNET, Note sur la théorie générale des surfaces {Comptes rendus, t. XXXVII, p. Ô29; i853).
mais Tau leur transforme cette équation en introduisant à la place de 0 et de f les variables isothermes
sine ■■•^' ?-^» 5i„Q
et elle prend alors la forme
(i4) \cosx -T-Y sinx-^Zisïniy = z.
Ce ne sont pas, on le voit, les variables que nous avons considérées au Chap. VII du Livre précédent; mais la suite des calculs amène le savant auteur à introduire ces variables, très voisines des précédentes, au moins dans certaines applications. On pourra consulter, en particulier, le Mémoire sur l^ emploi d^ un no u^^eau système de variables dans r étude des propriétés des surfaces courbes inséré en 1860 dans le t. V (2* série) du Journal de Liouville^ qui contient le développement complet et systématique de la méthode de M. Bonnet et l'on trouvera à la page i83 de ce beau travail l'équation des lignes de courbure ramenée à la forme
simple
rd%^—t rfp* = o.
Les recTierches de M. Bonnet, avant d'être développées dans le Mémoire que nous venons de citer, ont été indiquées d'une manière très nette dans la Note de i853 et dans trois autres Notes insérées aux Comptes rendus (*). Elles ont réalisé, on peut le dire, un progrès décisif dans la théorie des surfaces minima. Elles ont donné l'équation intégrale sous une forme qui a permis d'obtenir toutes les surfaces réelles et un nombre illimité de surfaces algébriques; elles ont fait connaître surtout un grand nombre de proprié tés géomé triques communes à tou tes ces surfaces ; elles ont enfin fourni la solution complète du problème suivant qui est fondamental : Déterminer la surface minima passant
(') O. Bonnet, Sur la détermination des fonctions arbitraires qui entrent duns rcqiiation intégrale des sur/aces minima {Comptes rendus, t. XL^ p. II 07: i855). — Observations sur les surfaces minima {Comptes rendus y t. XLl, p. 1057; iS55). — JVouvelles remarques sur les surfaces à aire minima, {Comptes rendus, l. XLII, p. SSa; i856).
par une courbe quelconque et admettant en chaque point de cette courbe un plan tangent donné. Nous compléterons d'ailleurs, dans notre exposition, ces indications rapides.
La méthode de M. O. Bonnet est directe et indépendante de l'intégrale de Monge. Dans un travail (*) publié par extraits dans les Comptes rendus en i855, M. Catalan a fait connaître différentes transformations de cette intégrale et de l'équation aux dérivées partielles, qui l'ont conduit, en particulier, à un système de formules entièrement débarrassées d'imaginaires. 11 a aussi indiqué les moyens d'obtenir un nombre illimité de surfaces algébriques.
182. Dans ces derniers temps, M. Lie a appelé l'attention des géomètres sur des recherches qui, malgré l'intérêt qu'elles présentent, étaient restées ignorées. En i844> E.-G. Bjorling, professeur à l'Université d'Upsal, a inséré dans .les Archives de Grunert (t. IV, p. 290) un Mémoire de vingt-cinq pages intitulé : In integrationem œquationis derivatarum partialium superficiei cujus in puncto unoquoque principales ambo radii curvedinis œquales sunt signoque contrario. Ce travail mérite une analyse détaillée. L'auteur y reprend d'abord la méthode de Legendre; mais, en choisissant des variables nouvelles, il est conduit à l'équation
<J'to
f^ad^ a«— p'
'dài
23 diii
a«— fi» d^
qui est plus simple que celle de Legendre et qu'il intègre par l'application régulière de la méthode de Laplace. Il obtient ensuite des expressions très simples des coordonnées x, y, z en fonction des deux variables a et p, et de deux fonctions arbitraires. Puis il indique comment on détermine ces fonctions arbitraires de telle manière que la surface passe par une courbe donnée et y admette en chaque point un plan tangent donné. La solution de ce dernier problème, que Bjorling a eu le mérite de poser et de résoudre le
(') Une rédaction développée des recherches de M. Catalan a paru en i858 dans le XXXVII* Cahier du Journal de l'École Polytechnique sous le litre suivant : Mémoire sur les surfaces dont les rayons de courbure en ctiaque point sont égaux et de signes contraires.
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premier sans en apprécier peut-être toute l'importance, est ramenée dans son Mémoire à la détermination d'une fonction dont la dérivée troisième est connue.
Bjôrling examine ensuite quelques autres problèmes qu'on peut rattacher au précédent, par exemple le suivant : Déterminer la surface minima qui coupe une surface donnée suivant une courbe telle qu^en chacun de ses points p et q soient des fonctionsdonnées à Va%^ance de x^ y^ z.
Le reste du Mémoire ne contient rien de nouveau.
183. Les importantes recherches de M. Weierstrass, publiées en 1866 (*), reposent sur l'emploi des formules de Monge, mises sous une forme extrêmement élégante, et qui paraît la plus commode dans les applications. M. Weierstrass a résolu, le premier, plusieurs questions essentielles : il a, en particulier, donné le moyen de trouver toutes les surfaces minima réelles et algébriques. Ses formules établissent de la manière la plus claire le lien qui existe entre la théorie des fonctions d'une variable imaginaire et celle des surfaces minima, puisqu'elles montrent qu'à toute fonction de l'argument imaginaire correspond une surface minima réelle. Mais, comme nous ferons connaître les recherches de cet illustre géomètre ainsi que les principaux travaux publiés depuis 1867, nous arrêterons ici cet exposé historique en signalant toutefois un Mémoire de M. Beltrami Suite propriété generali délie superficie d*area minima, inséré en 1868 dans le t. VII des Mémoires de l' Académie des Sciences de Bologne (2* série). Ce beau travail, sur lequel nous aurons à revenir, contient une Notice historique très étendue qui nous a permis, du moins nous l'espérons, de n'oublier aucun travail important publié sur notre sujet avant i86o. On consultera aussi avec le plus grand profit le Mémoire de M. Schwarz intitulé Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflâchen, inséré au tome LXXX du Journal de Crelle (p. 280, 1875).
( ' ) Weierstrass, Ueber die Flàchen deren mittlere Krûmmung ûberall gleich Null ist {Afonatsberichte der Berliner Akademie, pp. 612, 855; 1866). Ueber eine besondere Gattung von Minimalflâchen (même Recueil, p. 5ii ; 1867).
LES SURFACES MINIMA EN COORDONNÉES PONCTUELLES
Première condition à laquelle doit satisfaire la surface minima passant par un contour donné. — Intégration de l'équation aux dérivées partielles. — Formules de Monge. — Formules de Legendre ne contenant aucun signe d'intégration. — Double système de formules donné par M. Weierstrass. — Détermination de toutes les surfaces minima algébriques et réelles. — Relation entre la théorie moderne des fonctions et celle des surfaces minima.
184. Considérons une surface quelconque, ou plutôt une portion continue de surface (S) limitée par un contour, et proposonsnous de trouver la variation de Paire quand on passe à une surface infiniment voisine. Soient x^ y^ z les coordonnées d'un point de (S); c, c\ d' les cosinus directeurs de la normale en ce point. Nous prendrons pour coordonnées curvilignes a et p les paramètres des lignes de courbure de la surface. Alors, si Ton désigne par R, R' les deux rayons de courbure au point considéré, les formules d'Olinde Rodrigues nous donneront
dx _, de dy „ de' dz _, de"
---hR--=o, -^-hR— =0, — -f-R-— = o,
ou ou ou du du du
dx ^,dc dy de' dz ...de"
dv dv dv dv dv dv
On a d'ailleurs
/' de de de' de' de" de" \ du dv du dv du dv
dx dx dy dy dz dz __ f du dv du dv du dv ^
Nous poserons, pour abréger,
on aura évidemment
et Ton obtiendra pour Télénient linéaire de la surface (S) l'expression
Cela posé, considérons une surface (S') infiniment voisine de (S); la normale en un point M de (S) rencontre (S') en un point M'. Désignons par A la distance MM'; la surface (S') sera, évidemment, délinie si l'on donne "X en fonction de u et de i^, et les coordonnées X, Y, Z d'un point de (S') seront déterminées par les formules
X=ar-f-cX, Y =jr -^ c'\, Z = z -^ c'\,
qui donnent
' dX={X-ï{)^du-^iX-K)^dv -^cdk,
du ' Ov
(5) ( dY ^O — ^J — du^d- .K)^dv-^c'dl,
rfZ =(X - R)^- rfi^-^(X - R')^''^/!; -u c-rfX. ■ du ôv
On en déduit, pour l'élément linéaire de (S'), l'expression
(6) ds'i = (X — R)2e« du^ -f-(X — R' )«^« dv^ -h dX^
et, pour l'élément superficiel,
dvj^
eHX-R)»"^^»(X-R')*'
18»j. Supposons maintenant que l'on considère une portion de (S) limitée par un contour (C) et que l'on veuille comparer Taire de cette portion à celle d'une surface infiniment voisine (S') passant par le même contour. Alors X devra être une fonction infiniment petite s'annulant en tous les points de (C). L'aire de (2') sera représentée par l'intégrale double
-^-fM-i){-W - ^^.-^T^^wj-"'--
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étendue à toutes les valeurs de ?/, v correspondant aux points de (S) situés à l'intérieur de (G); et celte aire, développée suivant les puissances de la quantité infiniment petite qui entre en facteur dans X, pourra s'écrire
les termes négligés élanl du troisième ordre seulement. Si l'on fait X= o, on trouve l'aire de (S). L'accroissement de l'aire quand on nasse de (S) à (S') sera donc déterminé par la formule
au même ordre d'approximation que précédemment.
Il résulte immédiatement de là qu'il faut, pour qu'une surface soit minima, que la somme de ses rayons de courbure principaux soit nulle en chaque point. En effet, supposons qu'il en soit autrement et prenons pour X une expression de la forme
cp étant une fonction de w et de i' qui devra s'annuler en tous les points du contour (G) et m une constante infiniment petite. L'expression (9) de AS prendra la forme
AS = - mJ^jEG'^^f- -+- '^y du dv,
les termes négligés étant de l'ordre de m^. L'intégrale précédente n'est pas nulle, puisque tous ses éléments ont le même signe. Ou peut donc prendre m assez petit pour que les termes négligés, qui sont de l'ordre de m^, soient plus petits que le précédent et, par conséquent, pour que chaque élément de AS ait le signe de — m. En donnant à m le signe positif, on trouvera pour AS une valeur
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négative; on obtiendra donc une surface dont Taire sera plus petite que celle de (S).
Ainsi la première condition pour que l'aire de (S) soit la plus petite possible est que la somme des raj'ons de courbure principaux soit nulle en chaque point de la surface, ou, ce qui est la même chose, que l'indicatrice soit partout une hyperbole équilatère. L'usage a prévalu d'appeler sur/aces minima toutes celles qui satisfont à cette condition; mais la méthode que nous avons suivie montre bien que, si elle est nécessaire, elle ne sera pas toujours suffisante. Faisons en effet R'= — R dans la formule (9) ; Texpression de AS deviendra
•le^ 1"^
les termes négligés étant du troisième ordre par rapport à X; et il faudra que Tintégrale double qui figure dans le second membre de cette formule soit positive quand on y substituera une fonction quelconque, assujettie seulement à s'annuler en tous les points du contour de (S). Nous reviendrons plus loin sur cette condition supplémentaire et nous nous attacherons d'abord à la déterminalion des surfaces pour lesquelles la somme des rayons de courbure est égale à zéro.
186. Nous venons de voir que l'on peut les définir encore en remarquant que l'indicatrice est une hyperbole équilatère ou que les lignes asymptotiques se coupent à angle droit. Il y a avantage à énoncer la propriété caractéristique des surfaces minima sous la forme suivante : Les deux familles de lignes de longueur nulle tracées sur la surface doivent former un réseau conjugué. On sait en effet que Thyperbole équilatère est la seule conique admettant pour diamètres conjugués les deux droites de coefficients angulaires H- i et — i.
Ce point étant admis, prenons comme variables indépendantes a et p les paramètres de ces deux systèmes de lignes de longueur nulle. Puisqu'elles forment un réseau conjugué, les coordonnées rectangulaires x^ j-, z seront trois solutions particulières d'une
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équation de la forme
On aura donc
âoLd^ âOL <^fJ
d^x . âx ^dx
âoLâ^ da d^
d^z . dz ^dz
et de plus, par suite du choix particulier de a et de ^,
(la)
Les formules (i i) et (12) expriment évidemment toutes les conditions résultant, et de la définition de la surface, et du choix des coordonnées.
Or, si l'on différentie la première des équations (12) par nippon à P, la seconde par rapport à a, et que l'on remplace les dérivées secondes par leurs valeurs tirées des équations (11), on trouvera
(dx ôx ày dy ^^ ^^\ k — 5Ï 5p "^ 5i 5p "^ 5i 5p/ ^ ^'
/ dx dx ày dy àz dz\ _
V5S" dp "^ 5S ^ "^ 5i 5?y ^ ^'
Comme on ne peut avoir
dx dx dy dy dz dz _
sans quoi l'arc de toute courbe tracée sur la surface serait nul, il faut que A et B soient nuls; les équations (11) se réduiront aux suivantes
dont rinlégralion est immédiate et nous donne
Mais, pour que les équations (12) soient satisfaites, il faut que Ton ait
Les formules (i3) nous montrent que les surfaces ininima appartiennent à la grande classe des surfaces que nous avons déjà considérées (Liv. I, Ch. IX) et qui peuvent être engendrées de deux manières différentes par la translation d'une courbe. Nous reviendrons plus loin sur cette interprétation géométrique des formules (i3) et nous indiquerons tout le parti qu'en a tiré M. Lie.
187. Comme on peut, sans changer le système de coordonnées, substituer à a et à ^ des fonctions quelconques de ces variables, on pourra toujours supposer
On déduira alors des formules (i4)
/3(«) = Vi-/,Ma), ?3 (?) = *V' + ?;*(?),
et, si Ton supprime les indices, les formules (i3) prendront la forme
qui est due à Monge ( * ).
(•) Analyse appliquée à la Géométrie j p. an. La méthode par laquelle nous avons obtenu les équations finies de la surface minima laisse de côté, comme la plupart de celles qui ont été employées, le cas exceptionnel où les deux systèmes de lignes de longueur nulle sont confondus dans toute l'étendue de la surface. Alors, nous l'avons déjà vu (n« IIG), la surface sera une développable imaginaire
Legendre et Monge ont aussi développé une autre manière de résoudre les équations (i4)- Supposons que l'on ait obtenu six fonctions satisfaisant à ces équations et posons
ce qui donnera
Si Ton prend comme nouvelles variables ai et ^i, on pourra toujours donner à/,' (a), Çi(^) les formes suivantes
et les formules (i3) deviendront alors
y = «1/(5'.) -/(ïi) -^ ?■<?'(?■) - »(Pi).
Il y a encore des quadratures à effectuer. Voici comment Legendre les a fait disparaître. En intégrant par parties, on a
/v^mrî/'(a,)rfo..=/'(a,)/miî-^Lâ^+ fû^il^l.
Si donc on pose
/(aO=(i-f-aî)*F'(a,), et de même
les formules seront débarrassées de tout signe d'intégration. On
circonscrite au cercle de l'infini; elle doit être considérée comme une surface minima; car elle satisfait à l'équation du premier ordre
et, par suite, on le vérifiera aisément, à l'équation
(i -^q*)r — ipqs + ( i 4- />• ) ^ = o,
qui caractérise les surfaces minima.
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les trouvera dans le Mémoire de Legendre et dans le Traité de Lacroix (t. II, p. 627).
i88. Mais la solution la plus élégante des équations (i4) est celle qui a été indiquée par M. Enneper (* ) et complètement développée pour la première fois par M. Weierstrass dans les articles déjà cités [p. 280] des Monalsberichte.
Posons
la première des équations (i4) nous donnera
et par suite les rapports des trois dérivées /,', /j, /,' seront déterminés par les formules
u est évidemment une fonction de a. Nous pouvons par conséquent, en écartant le cas exceptionnel où u serait une constante, représenter la valeur commune des rapports précédents par
\ ^, H H Nous aurons alors
/i(2)= fud{u)du.
On trouverait de même, en posant
(') E!(.^EPCH (A.)» Analytisch-geometrische Untersuchungen {Zeitschrift fur Mathematik und Physik, t. IX, p. 107; 1864).
el en suivant une mélhode analogue pour ce qui concerne fi,
?3(?)= J Ui^i{Ui)dUi.
Les formules qui définissent la surface seront alors
ix = - I {i — u^) ^{u) du -^ - 1 {i — u\)^i(ui)duiy y = ^-j(i-^u^)^{u)du— ^-J(i'^u\)^i(ui)dui, \ ^= I u^{u)du -{- j Ui i^i{ui) dui.
Il suffira de remplacer J ( w) par la dérivée troisième d'une fonction/(w) de u, et de même ^i{Ui) parla dérivée troisième d'une fonction /i (ut ), pour obtenir les formules suivantes, débarrassées de toute quadrature,
i — Ui .„
/i"(wi)-^wi//(wi)— /l(Wl)i
('8) { ,-f-Mî
qui ont été données par M. Weierstrass.
189. Avant de poursuivre l'application des formules précédentes, nous remarquerons qu'elles laissent de côté le cas où l'une des quantités w, Ut définies par les formules (i5) ou (i6) ne pourrait être choisie comme variable indépendante et se réduirait à une constante. Supposons, par exemple, que u soit constante. On aura alors
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et, si l'on désigne par -9'(a) la valeur commune de ces rapports, il faudra substituer aux formules (17) les suivantes :
x= i-~^^0(a)-f- ^j{i—u\)^iiui)duu
0(a)-iy(i-4-£/J)^,ra,)6?ii„
MO(a) -f- I Ui^i(ui)dui.
Les courbes u^ = const. seront des droites parallèles allant rencontrer le cercle de l'infini. La surface correspondante sera donc un cylindre imaginaire ( ' ).
Si u et Ui étaient toutes les deux constantes, la surface, on le reconnaîtra aisément, se réduirait à un plan.
190. Après avoir signalé ce cas exceptionnel, revenons aux formules (17) et (18). Nous allons indiquer d'abord comment on en déduit toutes les surfaces algébriques.
Si les fonctions désignées par y"(w), /<(£/<) dans les formules (18) sont algébriques, la surface minima correspondante le sera aussi. Nous allons démontrer la proposition réciproque el prouver que la surface minima ne peut être algébrique que si les fonctions /(w),/i(W|) sont algébriques.
Les formules (17) nous donnent les relations
d.r .ÔY dx . dy — — i_i_ Y- i -j±-
Ou Ou dUi ôut
(.9) d^ =-"' Tz =-"'■
du du
dont les premiers membres peuvent être calculés, car ils se rapportent à des déplacements effectués suivant les lignes de longueur nulle de la surface; p ei q désignant les dérivées partielles de Zy les équations
{ dz=pdx-\-q dy,
\ dx'^ -f- dy^ -h dz'^ — o
(') Les surfaces de cette nature sont celles qui ont été signalées par Poisson dans le tome II de la Correspondance sur VÉcole Polytechnique. Voir p. a^S.
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déterminent deux systèmes différents de valeurs pour les différentielles dx^ dy^ dz. Soient
•N "N "> 'Si > ; ^t
ùx, q;', (iZ\ ù Xy oj'y o z
ces deux systèmes différents; u et u^ seront évidemment définis, soit par les formules
or — loy a X -^ 10 y
ÙZ û .4»
soit par les suivantes
ùx — lu y ox -^ lùy <22) ^ ' =—u, -—^ =—Uu
0 z ÙZ
et seront par conséquent, dans le cas qui nous occupe, des Ibnctions algébriques de x et de y. Réciproquement Xy y et, par suite, z seront des fonctions algébriques de u et d.e U\, Soit
l'expression de Tune quelconque des coordonnées*, on aura une relation algébrique
Il résulte de là, évidemment, que 'f(w) et ç<(wi) seront des fonctions algébriques; car si, dans l'équation précédente, on donne à /^i, par exemple, une valeur numérique quelconque, cpi(wi) prendra une valeur constante et il restera une équation algébrique déterminant ç(w).
En appliquant cette proposition aux trois coordonnées, nous voyons que les parties de leurs expressions qui ne dépendent que de u
sont des fonctions algébriques de u\ il en sera donc de même de la combinaison
a(i— a*) 4- pt(i4- M*) -f- 2YM = — ^f{u).
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Comme le raîsoanement s^applique également à la fonction /i(ui)^ la proposition de M. Weierstrass est complètement démontrée.
191. Recherchons maintenant à quelles conditions la surface représentée par les équations (17) ou (18) sera réelle. Considérons d'abord les formules (17); si Ton y prend pour ri(u)^ -'^i(w) des fonctions imaginaires conjuguées et si, de plus, les intégrales relatives à // et à Ui sont prises suivant des chemins imaginaires conjugués, les expressions des différentes coordonnées seront évidemment réelles; car, à chaque élément de l'intégrale relative à M, on pourra faire correspondre, dans chacune des trois formules, un élément imaginaire conjugué de l'autre intégrale. Nous allons montrer que ces conditions, qui sont suffîsantes, sont aussi nécessaires.
Reportons-nous en effet aux formules (ao) à (22). Pour tout point réel d'une nappe réelle, on pourra supposer que les deux systèmes de rapports ûjc, oy, Zz] o'Xy o'y, 0' z déCnis par les formules (20) se déduisent l'un de l'autre par le changement de i en — i. Par suite les valeurs de u et de Ui déduites de l'un ou l'autre des systèmes (21), (22) seront imaginaires conjuguées.
On déduit, d'autre part, des formules (17) les suivantes
dx .dy ^. . dx , dy ^ , .
du du oui dui '
Comme les premiers membres de ces relations sont imaginaires conjugués, il en sera de même des seconds. Les fonctions -^(w), .fi(wi) doivent donc être imaginaires conjuguées, ainsi que les arguments //, W|.
Il résulte de là que les nappes réelles de la surface minima seront représentées par les équations
(23) ; 7= S^j K\-^u>)^{u)du,
I z = ^f iuS{u)du^
le signe c)l, déjà employé (n° 126), indiquant que l'on prend seulement la partie réelle de la fonction. Les deux variables réelles
dont dépend la position du point sont alors la partie réelle et la partie imaginaire de Targument m.
En ce qui concerne la recherche des surfaces réelles, les formules (18) présentent une légère difficulté. Il est clair que, si Ton y substitue pour /(m), f\{u\) deux fonctions imaginaires conjuguées, la surface correspondante aura des nappes réelles que Ton obtiendra en donnant k u Qt k U\ des valeurs imaginaires conjuguées; mais la proposition réciproque n'est pas exacte. Pour que la surface minima soit réelle, il n'est pas nécessaire que /{u) et f\{u\) soient des fonctions imaginaires conjuguées. En effet, les expressions de x^ y^ z ne changent pas, on le vérifie aisément, si Ton y remplace f{u)i f\ (W|) respectivement par
/(;^)-l- A(i — w*)-+- Bi(i-+- w*)-+-2Ca =cp(w), /,(w,) — A(i — aî)-hBi(i-hMÎ) — 2Gmi=o,(mi),
A, B, C désignant des constantes quelconques. En admettant même que /(;^) et/i(M|) soient des fonctions imaginaires conjuguées, la même propriété ne saurait appartenir aux fonctions cp(a), C3| {u{) pour toutes les valeurs des constantes A, B, C. Mais on peut démontrer que, dans le cas où la surface minima est réelle, parmi toutes les déterminations possibles du système des deux fonctions y(w), f^ (mi ), il en existe^ toujours une infinité pour lesquelles les deux fonctions sont imaginaires conjuguées. En effet, les équations
lx = S{. [{i-ui)f{u)-riuf{u)-'if{u)], (24) lr = (Rî[(iH-a*)/-(a)-2u/(w)-i-2/(a)],
représentent évidemment une surface réelle; et pour toute fonction /(w) satisfaisant à l'équation
les différentielles des coordonnées déduites des formules (24) sont identiques à celles que l'on obtient au moyen des formules (aS); par conséquent les équations (aS) et (24) représentent deux nappes réelles que l'on pourra toujours faire coïncider par une simple translation imprimée à l'une d'elles. Ce point étant admis,
■ « fc^^ . -
* . h. linisxim
.^- «rtlln'TLr ~1 -.-ifU' ^Oi: -7^ -
■"^••^. •«^_ ji
--. ca&«usz^ jt. I. •_ ât
e- myr'^
l-ûCr- îr-
-.,- - ^— s..^. •^■*» ■ J^ ""lllîîîlt"
Lir- -T- .i>> : -_r. ' : -zr- iz^^-Ti;-^
*--: «il. '*-m>- ''.
-tï- rr*it-.
Ifl
i-jai. 1<
"i ^t'Ci t'ir
tuer d'autres formules semblables, où u et u^ soient remplacées par V et i^i et ^(w), S%{u\ ) par d'autres fonctions Ç(<^), Çi (^i ). Les paramètres u et Ml étant, comme v elv^^ ceux des lignes de longueur nulle de la surface, il faudra que \^ soit fonction de u et ç^ fonction de U\, ou bien que v soit fonction de u^ et ç^ fonction de u. La première hypothèse nous donnerait évidemment
La seconde se traduira par les équations
(1 -h u^)^{u) du = — (I -h v\) gx{vx)dvu
{i-\-u\)§x{u^ydui = -(i-\-v^)q{v)dv,
u§{u)du = Vigi(Çi)dvu
Ui ^i(ui)dui= pÇ(p)c?p,
qui donnent
Pl = j V = ,
u Ui
g,(..)=-,^^(-i), yo') = -^.^.(-;)-
Si Ton se borne aux surfaces réelles, on voit qu'à une même surface minima on peut faire correspondre les deux fonctions
^(«) et -i^.(-i)
qui sont différentes en général. Nous aurons à revenir sur ce point très important, pour l'étudier d'une manière détaillée.
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LES SURFACES MINIMA EN COORDONNÉES TANGENTIELLES
Formules relatives au plan tangent et à la normale. — Nouvelle méthode d'intégration de Tcquation aux dérivées partielles des surfaces minima. — Équation de ces surfaces en coordonnées tangentielles ordinaires. — Détermination des fonctions /(m), /,(",)» ^(m)> «-^iCw, ) quand la surface est donnée seulement par son équation en coordonnées tangentielles. — Lignes de courbure et lignes asymptotiques, théorème de M. Michael Roberts. — Transformation que subissent les fonctions /(m ),/,(«/,), ^{u), pT, (m,) quand on effectue un changement de coordonnées. — Détermination de toutes les surfaces minima qui sont des surfaces de révolution, des hélicoTdes ou des surfaces spirales.
193. Après avoir indiqué les formules qui définissent les points de la surface minima, nous allons étudier celles qui concernent le plan tangent et la normale.
Soient c, c', c" les cosinus directeurs de la normale. Ils seront définis par les équations
l ^ '^ "tl — 1 du du du *
(dx ,dy w^^ _
dux dux dui
Si l'on remplace les dérivées de œ, y^ z par leurs valeurs tirées des formules (17) [p. 289], on trouvera, en attribuant un sens déterminé à la normale,
, V U-r- Ui , .Ui — U , UUi — I
I H- UUi I -t- UUx 1 -h UUi
Si Ton écrit Téquation du plan tangent sous la forme
(3) (tt-f- wi)X -4- i("! — w)Y -^{uui — i)Z -h Ç = 0, on aura
En substituant à la place de or, 1', ;; leurs valeurs déduites des
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mêmes formules (17). on aura
(w— a)(i-4-aM,)^(a)<fa-^ / (Mi — a,)(i -^aiM,).fi(a,)rfai
les intégrales relatives à a et à ai devant être prises suivant les mêmes chemins que celles qui se rapportent k u et k Ui. Si, pour ne pas avoir de quadrature, on emploie les formules (18), on trouvera
(5) $ = 2w,/(w)-haw/,(ai) — (i-^aai)[/'(w)-+-/i(Mi)].
194. Les variables u, Mi, Ç constituent ce système particulier de coordonnées tangentiellçs que nous avons étudié au Chapitre VII du Livre précédent. Avant de continuer, nous montrerons que les formules érablies (n° 165), relativement à ce système de coordonnées, permettent de déterminer toutes les surfaces minima par une méthode qui revient, au fond, à celle de Legendre.
Reprenons, en effet, ces équations en y remplaçant a par u^ [î par Wi. D'après la première des formules (33) [p. 246] qui fait connaître les rayons de courbure de la surface, nous reconnaissons immédiatement que l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima sera
(6) Ç — pu — ^Wi -4-(l -r- MMi)5 = O,
p, gr, s désignant, suivant Tusage, les dérivées de Ç. Cette équation aux dérivées partielles s'intègre par les procédés réguliers et, en particulier, par la méthode de Laplace; mais on peut encore opérer comme il suit :
Prenons la dérivée seconde du premier membre par rapport à u et à w, ; nous trouverons
S sera donc la somme d'une fonction de u et d'une fonction de M|. D'ailleurs, en différentiant l'équation (6) par rapport à 2^ ou par rapport à W|, on obtient les deux équations
qui pernieltent de calculer r et t quand s est connue. On pourra donc trouver p et q par l'Intégration de deux différentielles à deux variables.
Ecrivons s sous la forme
(8) s =f(u)- u/'(u)-^/[(u,)- u,fl(u,);
nous aurons, en vertu des équations ( 7 ),
et, par conséquent,
p — J( r du -I- s du\ )
^- 2/,(ai)— Uxf\{Ux )-r- Uif{u) — (i-^ uui)/''{u).
q = J(s du -\- t dui )
= if{u)^uf'{u)-\- uf\{U^)^(\-i- UU^)fl{Ux),
Il est inutile d'ajouter aux valeurs de /> et de gr des constantes que Ton peut toujours supposer réunies k f{u) et/i(M<). Si l'on porte ces valeurs de p et de q^ jointes à celles de 5, dans Téquation (6), on retrouve précisément la valeur de Ç donnée par la formule (5).
195. L'équation (5) doit être regardée comme l'équation de la surface, écrite dans un système particulier de coordonnées tangentielles; mais, si l'on prend l'équation du plan tangent sous sa forme la plus générale,
UX-+-VY-+-WZ^-P = o,
on peut aussi obtenir la relation entre U, V, W, P, qui caractérise les surfaces minima.
En identifiant l'équation précédente avec la suivante
X ( w -f- Ml ) -h l Y ( Ml — M ) -r- Z ( UUi — 1 ) -+- Ç = O,
on trouve, en effet,
U _ V _ W p _ -b y/U» -h V» -f- VV=^
u -r- Ml l( M| — u) ~~ UUi — I ~ Ç ~ UUi -+- I
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et, par conséquent,
_ U -f-TV _ U— tV ^ _ aP
"-H^iTw' "»-ir=:w' «-HlTw'
H désignant le radical
Portons ces valeurs dans Téquation (5), nous trouverons
Si l'on suppose la surface réelle, les fonctions / et /i seront imaginaires conjuguées. Posons
F, et Fa étant la partie réelle et la partie imaginaire de /. On obtiendra, par un calcul facile, l'équation
(lO
dW LH(W-hH)J
d'où les imaginaires ont complètement disparu. On peut aussi employer la forme
(12) p = 2UF,-h2VF, -2(Uï-hV»-+-Wî)^-^' "^ w)'
qui a été donnée par M. Weierstrass (article cité, p. 025). Supposons, par exemple,
/*(a)=a»; on aura
_ 133 — 3UV« __V3^3Vus
^ <^wLh(H — W)«J (H-W)«^^ ^ • Pour/(w) = u"^, on aurait
P = '(H.!!w)tT[(U + vo»-+(U - VO"-'].
196. Nous présenterons encore une remarque sur Téquation en coordonnées tangentlelles des surfaces minima. Écrivons-la avec les variables m, Ui^ Ç; les formules (9) nous permettront sans difficulté d'obtenir les fonctions J(w), ^t{Ui) relatives à la surface. On aura
il suffira donc de calculer les dérivées secondes r et f et d'éliminer 5 au moyen de l'équation de la surface pour obtenir les équations qui donnent les deux fonctions <^(w), ^i(z/|). Considérons, par exemple, l'hélicoïde
Y z = arc tanc — >
dont l'équation en coordonnées tangentielles est
^ =arctangy;
si l'on remplace U, V, W, P par leurs expressions en fonction des variables //, W|, Ç, elle deviendra
t =(Maf — i) arc tangi = iL ( — •
On aura ici
_l(l-^MMl) _ — i(l-^UU\)
1 u* 'lui
et, par conséquent.
La détermination des fonctions /(w), /i(mi) correspondantes à une surface minima donnée peut aussi être obtenue, mais d'une manière moins simple.
La combinaison des formules (5) et ( 10) nous donne la relation nouvelle
7(i-+-Mi/,)- Ja = a/{M) -2i/Vi("i)
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Si Ton donne à Ui une valeur constante quelconque «i, le second membre devient égal à ^/(a) augmenté d'un polynôme du second degré en u. On aura donc
P désignant un polynôme du second degré en u. De même, on pourra prendre
Ecrivons P et P| de la manière suivante :
P(m)= A(i — a»)-f- Bi(i-4-a«)-^2Gw, P,(ai)= \\{i — ul)—Bii(i-hu^)^ 2 Cl Ml.
En substituant les expressions de/(u) et de/i (ut) dans l'expression de i donnée par la formule (5), on trouvera un résultat de la forme
0(w, Wi, a, ai) — 2( A -f- Ai)(w -f- Wi)
-h 2(B -h B,)l( Ui — u)-¥- 2(G -f- Ci)(uui — I ),
où le premier membre sera complètement connu. Cette identité permet évidemment de déterminer, autant qu'elles peuvent Tétre (n° 191), les constantes A, Ai, ... et par suite les fonctions /(f/), /i (//,). S'il s'agit d'une surface réelle, on pourra supposer a et rti imaginaires conjugués et prendre
A, = A, B, = B, Ci = G;
les valeurs de A, B, G seront alors réelles.
En appliquant celte méthode à l'hélicoïde, on obtiendra les expressions suivantes :
pour l'un des systèmes de valeurs de/(u) et de/i(f/|).
197. L'équation en coordonnées tangentielles obtenue pour les surfaces minima conduit à la détermination la plus simple des lignes de courbure et des lignes asymptotiques de ces surfaces.
Lorsqu'on emploie les variables w, W|, i, l'équation difTérentielle des lignes de courbure prend la forme (n** 163)
r du'^ — t du\ = o.
Remplaçons r, t par leurs valeurs (g) et nous aurons
^{u)du* — ^i{ui)du\ = o.
Les lignes de courbure s'obtiennent donc par des quadratures et ont pour équation
(i4) f \ ri {u) du dz f y ^ i{ui) dui= consi.
Si l'on écrit
cette équation déterminera le signe qu'il faut attribuer au radical pour chacune des lignes de courbure et les formules (33) [p. 246] nous donneront les coordonnées X, Y, Z du centre de courbure et le rayon principal R correspondant à la ligne de courbure considérée. On a ainsi
2R = (i-i- uui)*-\ ri{u).ii(ui).
rî//? —
X — tY = 37 — 17-4- Ml (1-4- UUt)\^(u)^i(Ui),
\ \ -\- i\ = X -^ iy -^ u {i -h Mai)v J(")^i(mi),
jc, y, z étant les coordonnées rectangulaires du point de la surface.
L'équation diflerentielle des lignes asymptotiques s'obtient également sans difficulté, soit avec les coordonnées ponctuelles, soit avec les coordonnées tangentielles. Si l'on emploie, par exemple, Téquation (35) que nous avons donnée [p. 246] relativement au système (m, Wi, Ç)
(i-h uui){r du^-^ is dudux-{- t du\) -h 2 dudux(X — P^ — 9^i) = o,
le coefficient de du du\ sera nul en vertu de l'équation aux dérivées partielles de la surface, et il restera
«f (m) du'^-{- ^1(1/1) du\ = o.
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On voit que les lignes asymptotiques se déterminent encore par des quadratures ( ' ).
On a pour leur équation en termes finis
(i6) J \^{u) du ±1 ij \^\{ux)dux = const.,
et les quadratures sont celles qui figurent déjà dans V équation des lignes de courbure.
Pour obtenir des surfaces minima algébriques dont les lignes de courbure et les lignes asymptotiques soient algébriques, il suffira donc de connaître deux fonctions algébriques /(^z), y\(Mi) telles que les quadratures suivantes
///'(TT) du, fyJJfîUV) du,
soient aussi algébriques.
Lorsque la surface est réelle, les équations des lignes de courbure peuvent s'écrire
^J \'S{u)du = const., S\.ij \/:f i^u)du = const., et celles des lignes asymptotiques
^J \ i^{u)du = consl., S\J y — i^{u) du = const.
198. Les formules relatives aux coordonnées tangenti elles permettent de résoudre simplement une question essentielle et de reconnaître comment se transforment les fonctions /(;/), /«(wi), ^{u), cf|(wi) quand on effectue un changement de coordonnées ou, ce qui est la même chose, quand on déplace la surface en conservant les axes.
Supposons d'abord que l'on soumette la surface à une translation dont les composantes soient \ [jl, v. L'équation du plan
(<) La détermination des lignes de courbure et des lignes asymptotiques est due à M. Michael Roberts qui Vz, donnée dans un Mémoire Sur la surface dont les rayons de courbure sont égaux, mais dirigés en sens opposés, inséré en 1846 au Journal de Liouville, t. XI, i" série, p. 3oo. Ce beau travail contient aussi d<.'s recherches sur l'aire de la surface ainsi que sur la surface minima réglée laplus générale.
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taogcnt
• M — ii| iX — i' Ui — M t Y — . uui — nZ — ; = '»
deviendra
;' avant pour valeur (n" 167 »
;' = ; — /.< a — £1] > — i'xi Ui — 1/1 — VI uui — I I.
On obtiendra cette nouvelle valeur de zf en substituant au!( fonctions /<' m), /i(W|) les suivantes
qui sont imaginaires conjuguées siy*(£/), /|(W|) le sont aussi. Les valeurs des fonctions 5(m), '*i(Wi) ne seront pas cliangées, comme cela était évident a /?/7ori.
Imaginons maintenant que Ton imprime à la surface une rotation quelconque autour de l'origine des coordonnées. Un point quelconque M de la surface viendra occuper une certaine position
yv. Soit
i V -^- Vi )\ l( i'i — i* ) Y — ' ^W'i — I -Z - - J' =: O
Téquation du plan tangent en M'. On aura (n" 167)
jfn^ - n niuVi — no
(iH) II — » Ui= ■ -,
ffio-- /iffV m — nvi
^ ^, mnto-^nnn
Si Ton désigne par ^(i^), ^i(^'i) les fonctions analogues ^f{u)r f\\u\)el relatives à Ja surface déplacée, Ç' aura pour expression
et l'on aura à déterminer ^(^'), gt (^'1) par la condition
]2Ui/(U) -- 7.ufx{Ux) — (ï -H WWi \f (u) -^/, ( «i )] ^ ^^-° ÎÎ-LT
' mniQ -f- nrio
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Pour déduire de cette équation les expressions des fonctions g{^')j fft{^i)i on pourrait appliquer la méthode générale du n°196; mais, avec quelque attention, on aperçoit la solution suivante
^(^)= -fi (mo-/ioi;)«,
où 0 désigne le déterminant de la substitution
et que Ton vérifiera aisément. Si Ton remplace u et Ut par leurs expressions en ç, i^t, on aura
199. La question que nous nous étions proposée est ainsi complètement résolue ; car, pour obtenir les résultats relatifs au déplacement le plus général, il suffira de considérer ce déplacement comme résultant d^une translation quelconque et d^une rotation autour de Torigine des coordonnées, et d'appliquer successivement les formules (17) et (20). Il nous reste seulement à examiner ce que deviennent les fonctions éf(i/), r!?i(wi) après le déplacement le plus général et, pour cela, il suilGlra de difTérentier trois fois par rapport à ç^ ou à ç^i les équations précédentes ( 20). On obtient ainsi, en désignant par G(^)? (ji(^i) les dérivées gf'^v), 5^7(^1 )» les équations suivantes
qui font connaître de la manière la plus simple la forme nouvelle des fonctions -^{u), ^i(Ui). Il est aisé d'en déduire quelques relations qui serviront de vérification à nos calculs.
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Si l'on lient compte de l'identité
1 H- UUi = ^^ — ; ,
on déduira des formules précédentes la relation
<jue nous aurions pu écrire a priori^ puisque chacun des deux membres doit représenter quatre fois le carré du rayon de courhure principal.
D'autre part, on a
fin 0 dui __ 0
par conséquent les formules (21) conduisent aux relations suivantes
( ff{u)du^=q{s>)ch\
rt l'on reconnaît ainsi que les équations différentielles (i 4) et (16) des lignes de courbure et des lignes asjmplotiques ne subissent aucun changement de forme lorsqu^on effectue la transformation.
200. Nous allons donner une application des résultats précédents en cherchant toutes les surfaces minlma qui sont en même temps des hélicoïdes ou des surfaces de révolution. Il suffira évidemment d'exprimer qu'il existe un déplacement hélicoïdal continu dans lequel la surface cherchée ne cesse pas de coïncider avec elle-même. Prenons pour axe des z l'axe de ce déplacement qui est aussi celui de l'hélicoïde. Si l'on fait tourner la surface d'un angle fini 0 autour de cet axe, les formules (18) prendront ici la forme très simple
qui convient à ce déplacement (n" 28) et l'on aura
m = e *, n = Oy mo= e *, /iq=o.
En substituant ces valeurs des constantes dans les formules (21), on trouvera
(23) (;(P)=.f(re-'0)e-«^, (Jtivi)^ 3i{vtei^)e*i^,
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et ces expressions de Ç(^), (/i(^i) ne seront pas changées si l'on imprime à la surface dans sa nouvelle position la translation parallèle à Taxe des z qui l'amène à coïncider avec sa position primitive. On devra donc avoir
par suite, «^(i'), -'^1(^1) devront satisfaire respectivement aux équations fonctionnelles
et cela, pour toutes les valeurs de 8.
Ces équations expriment que les produits i>^^{ç), i'J^i(i'i) demeurent invariables quand on y remplace ç, Ti respectivement par c^e"'®, Ç'te'^ et sont, par conséquent, constants. On pourra donc poser
a et a désignant deux constantes qui seront réelles si la surface est réelle.
Les hélicoïdes qui correspondent à ces valeurs de ^(u), J'i(wi) sont ceux qui ont été obtenus par M. Scherk et dont nous avons donné l'équation au n® 180. Nous les retrouverons plus loin. La surface minima de révolution, qui est l'alysséide déjà étudiée au n° 06, correspond à la valeur o de a; l'hélicoïde gauche à plan
Mm
directeur correspond (n** 196) à la valeur - de la môme constante.
201. Cherchons encore toutes les surfaces minima qui rentrent dans la classe des sur/aces spirales signalées au n® 89 et découvertes par M. Maurice Lévy. Ces surfaces, nous l'avons vu, jouissent de la propriété de reprendre leur position initiale si on les fait tourner d'un angle quelconque 0 autour de leur axe et si on les soumet ensuite à une transformation homothétique dont le pôle est sur cet axe et pour laquelle le rapport de similitude est c"^, a désignant une constante. Si l'on a pris pour axe des z l'axe de la surface, il faudra donc que la fonction (J{v) relative à la position nouvelle que prend cette surface, après la rotation d'angle
^,* \*M(w yn ^r^^^xui
fl := i -».
X t,*'PS0its
^. îMrt' 'Wne-^mient. ^. >
4^»ri nae ^tnasiaatMt^
Jl/ffx bUwn-* *fï W,t^:nr kr v>in «le ▼•trifier qa'â ces »?Tpr»îsâ»:.cL5 /|^^ irpf\^.ûot*\i, ^, c/^rre^p*>iwl une iorfice qui j*>aît ♦*ffet:tLveiiieat
</rf ftUon^^f tjpfnm^, il (allait *'▼ ^tU:uAtz. les hélîcoîJes du no-
CHAPITRE lY
Elément linéaire de la surface minima et de sa représentation sphérique. — La représentation sphérique réalise un tracé géographique de la surface minima sur la sphère. — Problème de Minding. — Tracé géographique sur le plan dans lequel les lignes de courbure sont représentées par les droites parallèles aux axes. — Théorème de Bour. — Recherche des surfaces minima à lignes de courbure planes. — Surface de M. O. Bonnet. — Surface de M. Enneper. — Formes diverses de l'élément linéaire. — Représentations planes de la surface indiquées par Riemann.
202. Les résultats obtenus dans les Chapitres précédents conduisent à un grand nombre de conséquences. Nous allons développer d'abord celles qui concernent les différentes représentations de la surface.
Les formules (17) [p. 289] nous donnent d'abord pour l'élément linéaire de la surface l'expression suivante
à laquelle nous joindrons celle qui détermine l'élément linéaire de la représentation sphérique
4 du dui
(2) ûfj« = rfc«-4- éfc'«4- de"* =
{i-\-uuiy
La comparaison de ces formules met en évidence une proposition du plus haut intérêt, due à M. O. Bonnet : La représentation sphérique de la surface minima réalise une représentation conforme, un tracé géographique de la surface sur la sphère.
Il est aisé de démontrer que cette propriété caractérise les surfaces minima : Toute surface autre que la sphère, pour laquelle Vangle de deux courbes est égal à celui de leurs représentations sphériques, est nécessairement une surface minima. Cela résulte immédiatement de la proposition énoncée
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au n" 142. Nous avons vu que, si Ton considère une courbe passant en un point M de la surface et y admettant une tan> gente MT, elle a pour représentation sphérique une courbe qui passe au point m, image de M, en y admettant pour tangente une droite perpendiculaire à la tangente conjuguée de MT. H suit de là que, si deux courbes issues du point M y admettent les deux tangentes MT, MT', l'angle de leurs représentations sphériques en m sera égal à celui des tangentes MU, MU' conjuguées de MT, MT'. L'indicatrice de la surface cherchée doit donc être une courbe telle que l'angle de deux quelconques de ses diamètres soit égal à celui des diamètres conjugués. Cette propriété n'appartient qu'au cercle et à l'hyperbole équilatère; la surface cherchée ne peut donc être qu'une sphère ou une surface minima.
Plus généralement, s'il existe sur une surface un système orthogonal admettant pour représentation sphérique un svstème orthogonal et ne se confondant pas avec celui qui est formé par les lignes de courbure, on arrivera à la même conclusion. Car l'hyperbole équilatère est la seule conique pour laquelle deux diamètres rectangulaires ne se confondant pas avec les axes puissent admettre comme conjugués deux diamètres rectangulaires.
203. Imaginons, d'après cela, qu'étant donné un système orthogonal (S) quelconque tracé sur la sphère de rayon i, on propose de trouver toutes les surfaces (S) telles que, si l'on effectue leur représentation sphérique sur la sphère précédente, les courbes de la surface qui correspondent à celles du système sphérique orthogonal (S) forment un système (S') également orthogonal. Le problème ainsi posé sera susceptible d'une double solution : ou bien le système (S') sera formé des lignes de courbure de la surface et alors la question sera ramenée à la suivante sur laquelle nous avons déjà donné quelques indications (n° 162) : Trouver les surfaces dont les lignes de courbure admettent pour image sphérique les courbes d^un système orthogonal donné; ou bien le système (S) ne sera pas formé des lignes de courbure et, dans ce cas, la surface devra être une surface minima qui sera d'ailleurs quelconque.
Les remarques précédentes expliquent certains résultats obtenus
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par Minding clans un travail (*) publié en i852. Ce savant géomètre commence par généraliser et étendre à une surface quelconque la notion des méridiens et des parallèles. Les méridiens sont les courbes pour lesquelles la normale à la surface est parallèle à un pjan vertical fixe; les parallèles sont les courbes pour lesquelles le plan tangent fait un angle constant avec le plan horizontal. En d^autres termes, dans la représentation sphérique de la surface, les méridiens et les parallèles de la surface, tels que nous venons de les définir, correspondent aux méridiens et aux parallèles de la sphère. Minding se propose de rechercher toutes les surfaces sur lesquelles les méridiens et les parallèles forment un système orthogonal, et il obtient deux classes bien distinctes de surfaces satisfaisant aux conditions posées. Les unes sont les surfaces-moulures déjà étudiées par Monge, les autres sont les surfaces minima. Ces résultats sont une conséquence directe des remarques qui précèdent; et nous pouvons ajouter que, sur toute surface minima, le réseau formé par les méridiens et les parallèles sera toujours isotherme, car il correspond à un système isotlierme de la [sphère. C'est ce que les formules (a) [p. agô] nous permettent d^ailleurs de vérifier. Les parallèles seront définis par
l'équation
c" = const. ou uui = consl.,
et les méridiens par l'équation
—, — const.
ou — = const.
Si donc on fait
Ui = pe-'«»>,
l'élément linéaire de la surface aura pour expression
Les courbes p = consl. sont les parallèles ; les courbes (o = const. les méridiens de la surface, et l'expression de l'élément linéaire
C) MiNDi.'iG, Ueber einige Grundformeln der Geodàsie {Journal de C relie, t. XLIV, p. 66; i8J2).
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montre bien que ces deux familles de courbes constituent un système isotherme.
En particulier, si Ton a
Télément linéaire deviendra
é/5« = A Al ( I -H p* ) p»"» [rfp» -4- p« ûfw* ] ;
la surface sera applicable sur une surface de révolution, les méridiens et les parallèles se correspondant respectivement sur les deux surfaces.
204. Nous allons maintenant faire connaître d'autres représentations conformes de la surface minima qui ont été indiquées par Riemann dans un Mémoire important sur lequel nous aurons à revenir (' ).
Faisons correspondre au point (w, m<) de la surface le point d'un plan dont les coordonnées rectangulaires a;«, jKi sont déterminées par les formules
Il résulte immédiatement des formules (22), établies au n® 199, que cette correspondance est indépendante de l'orientation de la surface. C'est ce que mettront d'ailleurs en évidence les propositions que nous allons obtenir.
L'élément linéaire de la surface, déterminé par la formule (i), prendra la forme
(0 ds^=^{i-^uUi)i\/g{u)gt{u,){dxl-\-dy\) = ï^{dx\-^dy\\
R désignant le rayon de courbure principal déterminé par la pre-
( « ) RiEMAxx, Ueber die Flàche vont kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung {Œuvres complètes, p. 283, et t. XIII des Mémoires de la Société Royale de Gœttingue, 1867).
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mière formule (i5) [p. 802]. L'élément linéaire dv de la représentation sphérique aura de même pour expression
(5) di^='^{dx\^dy\y
La première de ces deux formules démontre la propriété que nous avons annoncée. La représentation de la surface minima sur le plan constitue un tracé géographique de la surface, et, si nous nous reportons aux équations (i4) et (16) du Chapitre précédent [p. 3o2 et 3o3], nous reconnaissons immédiatement que, dans ce tracé géographique de la surface minima, les lignes de courbure sont représentées par les droites
art = const., yi^ consi,,
parallèles aux axes, et les lignes asymptotiques par les droites
a?! -4-^1 = const., Xx — j^i = const.,
parallèles aux bissectrices de ces axes.
Les formules (4) et (5) mettent encore en évidence une proposition intéressante, que l'on peut d'ailleurs rattacher à celles qui concernent le tracé géographique de la surface minima sur la sphère : Les lignes de courbure qui forment, sur la surface, un système isotherme, admettent pour représentation sphérique un système qui est aussi isotherme. Mais cette propriété, prise dans son énoncé le plus général, ne caractérise nullement les surfaces minima, elle appartient aussi, par exemple, aux surfaces de révolution et aux surfaces du second degré (n** 121).
2O0. On obtient d'autres propositions qui méritent d'être signalées en introduisant dans les formules les deux fonctions
( a = ar, -4- ivi , ( 3 = a?i — iji.
On aura alors
|t=/(a)=rA, ai = cp(P)=B,
2A'*' -XV--1'- ^g,,
Ti^
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A', B' désignant les dérivées des fonctions A et B; el les éléments linéaires ds et rfo- auront pour expressions nouvelles
^^) ^^'^ 4VB-— ' ^^^= (i^AB)« '
De là résulte le théorème suivant :
Si Von a mis, d'une manière quelconque^ Vêlement linéaire de la sphère sous la forme
l'élément linéaire
ds^ = ^doid^
sera celui d'une sur/ace minima pour laquelle cl-]^ p et ol — ^ seront les paramètres des lignes de courbure,
qui a été énoncé, pour la première fois, par Bour ( ' ) et qui résulte aussi des belles recherches de M. Weingarten, sur lesquelles nous aurons à revenir, pour les exposer dans tous leurs détails.
Introduisons dans les formules de M. Weierstrass les notations nouvelles définies par les équations (6) et (7); ces formules se changeront dans les suivantes
(|ui, sous cette forme, ont été données parEnneper en 1864, dans Tarticlc cité plus haut (2). Si on les rapproche du théorème de l^our, elles permettent de déterminer les surfaces minima admettant pour représentation sphérique de leurs lignes de courbure un système isotherme donné de la sphère. En effet, si ce système iso-
( ' ) B<)UR, Théorie de la déformation des sur/aces {Journal de V École Polytechnique^ \\\I\* Cahier, p. 1 18-119; 1862).
(^) Elles se trouvent aussi sous une fornac légèrement différente dans le Mémoire de Itiemann {Œuvres complètcSf p. 292).
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therme est donné de forme et de posilion, on connaîtra les fonctions A et B et les formules précédentes donneront la surface minima cherchée. Les surfaces homothétiques s^obtiendront en remplaçant a et ^ par ma et m^, m étant une constante.
206. Proposons-nous, par exemple, de trouver les surfaces minima admettant pour représentation sphérique les sj'Stèmcs isothermes composés de deux familles de cercles. Le plus général de ces systèmes, dans lequel les cercles de chaque famille passent par deux points distincts y correspond, avec un choix convenable des axes, aux valeurs suivantes de A et de B,
A = 1/ ,- lanj;-, B = 1/ 7 tangi-,
Il désignant une constante réelle inférieure à i. Les formules précédentes nous donneront alors
x= — r=zz=r[/i(« -h P)-+- sina-4- sin ^], 2 V I — /i*
(lo) {y= — [g — pH-A(sin« — sinp],
z = [cosa -4- cosp],
L'élément linéaire de la surface sera déterminé par la formule
ds^ = 7- ces -h h cos -^ — di ^3.
Si Ton pose
a = X -4- *fx,
X et [JL seront les paramètres des lignes de courbure. Multiplions
par ^'1 — A-; les expressions des coordonnées prendront la forme
suivante
j7 = AX H- sinX cosi[x,
(il) \y=^ — [ji -h AtsintfjLCOsX,
z = v^i — A* cos X cos [X iy
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et rélément linéaire aura pour valeur
(12) ds^ =[cos*jx-T- AcosX]'(rfX» -i- £/[!*).
Ces formules ont été données par M. O. Bonnet (*).
La surface précédente n'a pas encore été étudiée, croyons-nous. Parmi ses propriétés, nous signalerons les suivantes :
La section par le pian des xy se compose d'un nombre illîmité de chaînettes toutes égales, ayant leurs bases parallèles à Taxe des j'. Ces chaînettes sont des lignes de courbure planes de la surface. Par celte propriété d'avoir pour ligne de courbure une chaînette, qui suffirait, nous le verrons, à la déterminer, la surface se rapproche de l'alysséide qui correspond à l'hypothèse h = o. Mais le plan de la chaînette n'est pas un plan de symétrie de la surface et la coupe sous un angle constant, dont le cosinus est égal à h.
Les lignes de courbure u = const. sont des courbes analogues à la cvcloïde et dont on obtiendra la forme en projetant une cycloïde allongée sur un plan parallèle à la base de cette courbe. Ellles sont définies dans leur plan par deux, équations de la forme
a* = AX — a sinX,
y = \^a* — A* cos/, 011 X est le paramètre variable, et elles sont rectiCables.
207. Sur une surface quelconque, les lignes de courbure planes sont caractérisées, nous le verrons, par la propriété d'admettre comme représentation sphérique un petit cercle de la sphère. Pour obtenir toutes les surfaces minima a lignes de courbure planes dans les deux systèmes, il nous suffira donc de joindre à la surface précédente celle qui admet, pour représentation sphérique de ses lignes de courbure, le système particulier de cercles dans lequel les cercles de chaque famille sont tous tangents en un même point et ont pour projection stéréographique deux systèmes de droites rectangulaires (-'*. La surface correspondante.
{* Comptes rendus, t. \LI, p. 1057; iSS5.
• ' Il f^r^it ÎDUtile. 00 le «Icmoatrc »i$«inent, de rechercher les surfaces mioima à li£De5 Je courbure pUnes dans un seul srstènie. En effet, toute surface minima
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qui est comprise comme cas limite dans la précédente, présente les propriétés les plus intéressantes et mérite d'être étudiée d'une manière détaillée. Elle a été signalée par M. Enneper (•). Dans ce cas, il faudra faire
ou, ce qui est la même chose, remplacer dans les formules de M. Weierstrass J(a), ^i(wi) par une même constante. Prenons cette constante égale à 3. Nous aurons
(i3) x = Sl(3u — u^), 7 = ciili(3wH- w'), z = S{3u^, et si l'on pose
a et p seront les paramètres des lignes de courbure.
On a d'abord, en développant les expressions des coordonnées,
Ix = 3a-i-3a3« — a', ^ = 3?-4-3a«p-p3, ;; = 3 a» — 3 p2.
La surface est algébrique et unicursale. Dans le tracé géographique sur le plan, les sections planes sont représentées par des courbes du troisième degré qui n'ont aucun point commun et, par conséquent, la surface est du neuvième degré.
Les plans des lignes de courbure ont respectivement pour équations
( x-\- oiz — 3a — 2a3 = G,
admettant pour représentation sphérique de ses lignes de courbure un système orthogonal et isotherme, on serait conduit à rechercher sur la sphère un sj'stème isollicrmc dont une des familles seulement serait composée de cercles. Or, la proposition démontrée au n" 127, relativement aux systèmes isothermes plans dont une famille est composée de cercles, s'étend immédiatement, par une simple inversion^ aux systèmes sphériques; et elle nous permet de conclure qu'il n'existe pas sur la sphère de système isotherme dont une seule famille soit formée de cercles. Par suite, il n'existe pas de surface minima à lignes de courbure planes dans un seul système.
(') Enneper (A.), Analytisch-geometrische Untersuchungen {Zeitschrift fur Mathematik und Physik, t. IX, p. io8; i86/|).
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Nous verrons comment on peut les construire géométriquement. Il résulte d'ailleurs des formules (i4) que les lignes de courbure sont des courbes unicursales du troisième ordre ; et nous allons montrer qu'elles sont rectijiables.
En effet, le calcul de l'élément linéaire delà surface nous donne
ds^ = 9[i -+- a» -h ?«]«(€/a2 -f- d^^)y
ot si l'on fait, par exemple, ^ = const., on aura ot, en intégrant,
Laissant au lecteur le soin de démontrer que les lignes asymptoliques sont à la fois des hélices et des cubiques gauches rectiiiables, nous allons chercher ce que devient ici la génération que nous avons donnée au n° 105 pour toutes les surfaces à lignes de courbure planes.
L'équation du plan tangent au point de paramètres a, ^ prend ici la forme
(i6) aaa: — 237-f-(a«-4-P«— i)5-i-3p* — 33t«-f-p* — a^ = o.
Si, conformément aux méthodes du n° 101, on l'écrit de la manière suivante :
(.r — 4a)« -T-7* -^ (5 — 2a« -H i)« — (^ — 4p)2 — ar« — (z -f- 2^» — I)» =r o,
on voit qu'il est le plan radical des deux sphères de rayon nul
(X — 4a)' -f-y* -+-(-5 — aot' H-O* = o, ^* -^(7 - 4 ?)' -f-(- -^ 2?» - 1)« = o,
dont les centres décrivent deux paraboles qui sont focales l'une de l'autre. L'application du théorème du n° 105 nous donne donc la énération suivante de la surface de M. Enneper :
Considérons dans V espace deux paraboles qui sont focales l'une de l'autre. La surface est V enveloppe des plans élevés perpendiculairement sur les milieux des cordes qui joignent les points de Vune des courbes aux points de l'autre. Les plans normaux aux deux paraboles aux extrémités de Vune de ces cordes
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sont les plans des lignes de courbure gui passent par le point de contact de la sur/ace et du plan perpendiculaire sur li' milieu de la corde. La sur/ace (/ig. i4} est ainsi construite par
plans et par points.
Ij; ri^scau rectangulaire figuré sur la surface est composé des lignes de courbure ; les courbes en diagonale sont des lignes asy m pto tiques.
L'cquatioD du plaa taagenl nous montre d'ailleui-s que, dans le Iracé géographique de la surface, les courbes de contact des cônes circonscrits à la surface soat représentées par des courbes du quatrième ordre ayant, on le reconnaîtra aisément, lo points communs à l'infini. La classe de la surface sera donc égale à 4' — lo ou 6.
208. L'application du théorème de Bour conduit, pour l'élément linéaire des surfaces minima, à diverses formes que l'on rencontre
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daos les applIcalloDS el qii*il est bon de connailre. Noos allons le« «ignaler rapidemeol.
Prenons d'abord rélément lioéaire de la sphère sons la forme
Si Ton remplace x et y par des fonctions A et B de z et de i. on aora
Far suite, on tronvera, pour Félément linéaire de la snrCice mi-
nima, la forme
A ~ B ^ . ., 4AB
En substituant â 2 et â ^ les variables
*» - J iÂ ' ^' -J ÎB '
on aura
«17» ds'=i\i — Bi>*</zi €/3|.
(^tte forme a été obtenue par M. O. Bonnet et par Bour. Si Ton emploie la forme
pour l'élément linéaire de la sphère, on sera conduit de même à Texpresslon suivante de Télément linéaire de la surface minima
(18 ; ds*' = (i-^ A, B, ;* €/ai €/3i,
qui est due à M. Lie.
209. Nous terminerons ce Chapitre en signalant d^autres tracés géographiques de la surface sur lesquels BJemann et M. Beltrami ( <) ont appelé Tattention.
(') RiEMAXN (B.)> Ueber die Flache vom kleintten InhcUt bei gegebener Btgrenzung (Œuvres complètes f p. 283).
Bkltrami (E.)» Sulle propriété generali délie superficie d'area minima {Mémoires de l'Académie des Sciences de Bologne, 2* série, t. VU, 1868).
Ils reposent sur la propriété suivante : Les sections de toute surface minima par une série de plans parallèles constituent une famille de courbes isothermes de la surface.
Employons, par exemple, les formules de M. Weierstrass. Toute fonction linéaire des coordonnées x^ y^ z d'un point de la surface sera de la forme
ax -\-by -\- cz = *(w)-h *i(W|).
Par conséquent, les sections de la surface par les plans parallèles»
ax -\-by -^ cz =^ const.
constituent une des deux familles du système défîni par les équations
4>(m)-^4>i(wi)= const.,
4>( w) — 4>i ( Wj ) = const. ,
système qui est à la fois isotherme et orthogonal. Si Ton oriente la surface de manière que les plans sécants soient horizontaux, les trajectoires orthogonales deviennent les lignes de plus grande pente de la surface.
Il résulte des remarques développées au Chapitre II que Ton peut, si la surface est donnée, obtenir par des difflérentiations et des éliminations les fonctions ^(w), <><(£/<). On pourra donc toujours déterminer sans aucune quadrature les lignes de plus grande pente de toute surface minima donnée.
Si Ton fait correspondre au point (w, Wj) de la surface le point d'un plan dont les coordonnées rectangulaires x^^y^ sont données parles relations
on aura les tracés géographiques dont nous voulions parler, et pour lesquels une série de sections parallèles de la surface est représentée, sur la carte, par les droites parallèles à l'axe des y^ tandis que les droites parallèles à l'axe des x représentent les lignes de plus grande pente de la surface.
Il existe évidemment une infinité de tracés géographiques de ce genre, puisque l'on peut choisir arbitrairement la direction des sections parallèles.
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CHAPITRE V
Surfaces minima associées à une surface donnée. — Surface adjointe, formules qui la déterminent. — Formules de M. Schwarz. — Propositions directes et réciproques relatives à l'application et au tracé géographique des surfaces les unes sur les autres. — Proposition de M. Bonnet relative aux lignes de courbure et aux lignes asymptotiques de la surface adjointe. — Détermination de toutes les surfaces minima applicables sur une surface minima donnée. — Surfaces minima applicables sur une surface de révolution ou sur une surface spirale.
Considérons une surface minima définie par les formules
générales de Monge,
/ a: = A(0-+-A,(tX
(I) b' = B(0-Bt(T),
où les fonctions A, B, C; Aj, B,, d satisfont respectivement aux deux conditions
( dK^ -+- c?B« -+- rfC« = o, ^^^ I dK] -^ dB] -^ dC] = o.
L'élément linéaire de cette surface sera donné par la formule
ds^ = i{dX d\i -h-dEdhi-^dC rfC, ),
par conséquent, il aura la même expression pour toutes les surfaces minima définies par les formules
IX = c'«A(Oh- «-'« A,(t), 4î = e^«C(0H-e-'«C,(T),
OÙ a désigne une constante quelconque. Toutes ces surfaces sont évidemment applicables les unes sur les autres, et les points correspondants sur deux quelconques d'entre elles sont ceux qui sont déterminés par les mêmes valeurs de t et de t. On recon-
naîtra aisément qu'en ces points les plans tangents aux surfaces sont parallèles.
Nous dirons que les équations (3) définissent une famille de surfaces associées. Pour a = o, on retrouve la surface définie par les équations (i); pour a =: u, on obtient la symétrique de cette surface par rapport à l'origine des coordonnées.
Parmi les surfaces associées à une surface donnée, on doit distinguer particulièrement celle qui correspond à la valeur - de a. Elle est définie par les formules
ix, = i[K{t)-k,{z)l
(4) <7o = ^TB(/)-Bi(T)],
( io=4C(0-G,(T)].
Nous lui donnerons le nom de surface adjointe à la proposée. Elle a été découverte par M. O. Bonnet (*).' Ses relations avec la surface dont elle dérive jouent un rôle essentiel dans la théorie des surfaces minima.
Si, dans les formules (i), on remplace A(^) par A(^) — im^ A,(t) par Aj(T)-|-i/w, m désignant une constante, la surface primitive ne sera pas changée, mais la valeur de x^ sera augmentée de im. Gomme on peut opérer des changements analogues pour jo) ^o> on voit que la surface adjointe peut être déplacée parallèlement à elle-même et subir une translation quelconque. Si, d'ailleurs, on échange les termes relatifs k t et à t, cette surface sera remplacée par sa symétrique relativement à l'origine des coordonnées. Ainsi, la surface adjointe à une surface donnée n'est pas complètement définie de position*
Quand on emploie les formules de M. Weierstrass
(5) / 7 = i j ^'^^^^(u)du — ij l^^^^
Z= j U^{u)du -r- I Ui^i{U\)dUi,
(*) o. BoxNET, A^o/c sur la théorie générale des sur/aces {Comptes rendus, L. XXXVII, p. 52g-53a; i853).
les surfaces associées s'obtiennent en remplaçant ^{u), ^i{iii)y respectivement par J^(w)e'*, ^j {u^)e~^^ (*).
En particulier, la surface adjointe est définie par les équations
Xq = il ^(u)du — il -^i{ui)duiy
(6) U-o=- J'-=^S{u)du- J'-^^§^{u,)duu
Zo— i I u^{u)du — « / Mt^i(Mi)c?Ml,
qui se déduisent des formules (5) par la substitution de i ^{u) à rf (?/) et de — i^i (u^ ) à ^^{u^ ). A chaque nappe réelle d'une surface minima correspondra évidemment une nappe réelle de la surface adjointe. Si la surface proposée est algébrique, il en sera de même et des surfaces associées, et de la surface adjointe.
211. Quel que soit le système de détermination employé pour les valeurs de ;r, ^, 5, Xq, j^'q» ^o? '^s coordonnées X, Y, Z d'un point de la surface associée correspondante à une valeur quelconque de a s'expriment de la manière suivante :
IX = X cos a H- aro sin a, Y =^cosa-i-\^osina, Z = z cos OL -h Zq sin a.
En écrivant que le carré de l'élément linéaire de cette surface
dX^ -hdY^-^dZ^
est indépendant de a, on est conduit aux relations
( dx^ -f- df^ H- dz^ = dxl ■+- dyl -+- dzl^ \ dx dxo -¥- dy dy^ -f- dz dz^ = o,
qu'il est d'ailleurs aisé de vérifier. Ainsi, non seulement une surface minima et son adjointe sont applicables l'une sur l'autre et elles ont, comme deux surfaces associées quelconques, la propriété que leurs plans tangents aux points correspondants sont parallèles ;
(') Ce moyen si simple d'obtenir toute une famille de surfaces minima applicables sur une surface minima donnée est dû à M. Schwarz qui l'a donné dans l'article déjà cité [p. 280], Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflàchen p. 386.
mais, de plus, les tangentes à deux courbes correspondantes sont toujours perpendiculaires. Nous dirons alors que les éléments correspondants des deux surfaces sont orthogonaux.
212. Avant de continuer l'étude des surfaces associées, nous remarquerons que les formules (8) ont conduit M. Schwarz à un procédé très élégant de détermination de la surface adjointe (*). Nous avons déjà démontré que, si une surface minima est donnée par son équation, on peut obtenir par des diflférentiations et des éliminations, et sans aucune quadrature, les expressions des coordonnées en fonction des variables w, Wj. Ces expressions une fois obtenues
ar= «p(w)-4-oi(mi),
- = X(w)-+-Xi("i)>
on en déduira immédiatement celles qui conviennent à la surface adjointe et qui sont
Xo = «[<p(w) — ?l(Wl)],
Les formules données par M. Schwarz exigent, au contraire, remploi de trois quadratures, mais elles sont de la plus grande élégance et ont des applications très importantes. Nous allons les faire connaître.
Désignons maintenant par X, Y, Z les cosinus directeurs de la normale qui sont définis par les formules déjà données [p. 296]
(9) X^^^^tJh., Y='^'"-"\ Z="'^'-';
IH-MMi l-hUUi l-^UUi
X, y y z; jCo) J'oi ^0 désignant les coordonnées de deux points correspondants sur la surface minima donnée et sur la surface adjointe. On aura
i X dx -^ \ dy -\- Z dz =: o,
l X dxQ -^ Y dyo -+- Z dz^ = o.
(*) Schwarz, Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflàchen p. 387.
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Si l'on joint la dernière des équations précédentes à la seconde des formules (8), on pourra déterminer les rapports mutuels de dx^. dyoj dzo', ce qui donnera
dxo dyo dzQ
Zdy—\dz " Xdz — Zda; ~ Ydx — Xdf'
La somme des carrés des numérateurs est égale, en vertu des formules (8) et (lo), à la somme des carrés des dénominateurs. La valeur commune des rapports précédents est donc égale à di i . Mais, si Ton remplace dans l'un quelconque d'entre eux X, Y, Z, dxy . . ., dxo, . . . par leurs valeurs déduites des formules (5), (6) et (g), on obtient — i pour la valeur commune des trois rapports. On a donc
Idxo — \ dz — Z dy, dy^ = Z dx — X dz^ dzQ = Xdy — Y dx\
et Xq, yoj Zq seront déterminés par l'intégration de ces trois différentielles à deux variables indépendantes, que l'on peut toujours former quand on connaît Téquation de la surface.
Lagrange, nous l'avons vu (n° 173), avait déjà remarqué que l'expression
doit être une différentielle exacte.
213. Nous avons reconnu que deux surfaces associées sont applicables l'une sur l'autre, et que les plans tangents aux points correspondants sont parallèles. Réciproquement, si deux surf aces sont applicables Vune sur Vautre et si les plans tangents aux points correspondants sont parallèles y elles sont nécessairement deux surfaces minima associées. Pour établir cette proposition, nous emploierons le système de coordonnées tangentielles (a, p, Ç) du n® 16S, dans lequel l'expression de l'élément linéaire est
ds^= {z d^ -h dp)(z doL -i- dq).
Pour deux plans tangents parallèles, on peut toujours supposer que les coordonnées a et p ont la même valeur. Il faut donc re-
chercher si deux valeurs différentes Ç, ^^ de la fonclioii Ç peuvent donner la même valeur de l'élément linéaire, c'est-à-dire si l'on peut avoir
(12) {z d^ -\- dp){s d% -^ dq) = (zi rf^ H- dpi){zi doL-^dqx),
z et z^ ayant d'ailleurs les valeurs suivantes, indiquées au n° 16S,
L'équation (12) peut être vériûée de deux manières différentes. On peut avoir, soit
Izd'^ -\- dp — X (^1 d^ -+- cÇpi), zd%-^ dq = -r (zi aa -+- «^1), soit
1 z c?a -4- rfgr = =- (z, ûfp -h dpx ),
\ désignant, dans les deux systèmes de formules, une fonction inconnue. Le premier système donne les équations
Si donc la somme z-^-s n'est pas nulle, il faudra que X soit égal à di 1 . Alors la fonction
devra satisfaire aux trois équations
R = o, T = o, S — Pa — Qp-f-S(i-f-ap) =0,
que l'on résoudra facilement et qui donnent
A, B; C étant trois constantes quelconques.
On reconnaîtra aisément qu'en imprimant une translation convenable à l'une des deux surfaces, on peut annuler S et avoir^ par
conséquent,
Les deux surfaces proposées sont donc égales ou symétriques. Cette solution pouvait être prévue a priori. Mais, si Ton a
et, par conséquent,
les deux surfaces considérées sont des surfaces minima (n° 194). Revenons aux notations du Chapitre III et soient
{ --2Wi/(w) -+-2a/i(w,) — (I-+- wwi)f/(a)^/;(M,)]» { r-. 2aiç(w)H-2wcp,(wi) — (i-f-Ma,)[o'(w)-hcp'j(a,)]
les équations de nos deux surfaces. Si, dans les formules (i6), nous remplaçons les dérivées r, t, /'i, l^ par leurs valeurs, nous trouverons
Ces deux équations. montrent que \ est une constante. Si on la désigne par e'*, on passera de Tune des surfaces à Tautre en remplaçant cf(w), ^\{nx) par e'«^(a), e"'«.f,(w,). C'est la substitution que nous étudions dans ce Chapitre.
Le système (i5), que nous devons maintenant examiner, nous conduit aux équations
d'où Ton déduit, en particulier,
{z-\-sy—rt =z rxtx— {z^-r-s^y.
Cette équation exprime (n" 165) qu'aux points correspondants des deux surfaces le produit des rayons de courbure principaux prend des valeurs égales et de signe contraire pour les deux surfaces. D'après le théorème fondamental de Gauss que nous démontrerons, plus tard, il est impossible que les surfaces soient applicables Tune sur l'autre; et notre réciproque est ainsi complètement démontrée.
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214. Les méthodes précédentes se prêtent à l'examen d'une question qui, sous un énoncé différent, a été l'objet des savantes recherches de M. Mathet ( * ).
Nous avons vu (Liv. II, Ch. III) que, dans le plan, on peut imaginer une infinité de méthodes de transformation avec similitude des éléments infiniment petits, dans lesquelles, à tout élément linéaire passant par un point M correspond un élément passant par le point correspondant M' et faisant avec son homologue un angle qui ne dépend que de la position du point M et demeure constant quand le premier élément tourne autour de M. Peut-on transporter ces propriétés à l'espace? Est-il possible d'établir, entre deux surfaces différentes (S), (Sj), une correspondance point par point avec similitude des éléments infiniment petits, pour laquelle l'angle de deux éléments correspondants passant respectivement par deux points M, M' des deux surfaces ne dépende que de la position de M ou de M' et nullement de la direction de l'un des éléments? Telle est la question générale dont nous allons chercher la solution.
Soient x^ y, z\ x^y j'i, Zx les coordonnées de deux points correspondants sur les deux surfaces, qui seront six fonctions inconnues de deux paramètres. Les propriétés de la transformation se traduiront par les deux équations
( dx dxx-^dy dyi^dz dzi = X' ^dx^-^dy^-{- dz^ ^dxl-^dylt- dz\.
En tenant compte de la première, on peut remplacer la seconde par la suivante :
(17') dx dxi -f- dy dyx -\- dzdzi= [x^dx^ -+■ dy^ -+■ dz^ ),
qui est rationnelle; A et [x seront d'ailleurs des fonctions que l'énoncé de la question n'assujettit à aucune condition.
Prenons comme variables indépendantes les paramètres a, ^
(') Matiikt, Solution d'un problême de Géométrie {Journal de Liouville, a" série, t. VI!I, p. 3i3; i863). Étude sur un certain mode de génération des sur/aces d'étendue minimum (même tome, p. 3:^3).
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des lignes de longueur nulle de la surface (S). On aura
ia'-(S)'-(i)'l(ï)"-(i)--a-fy-
Les équations précédenles nous donneront les relations nouvelles
Les deux premières de ces relations déterminent très simplement les rapports de -t-^> -jp» -^- En tenant compte des équations (18), on trouve
et l'on aura de même
dxi ùyx dzx
()% âoL 01
ôx
dz
ÔXx
àvi
dz\
d3 ôx
dz
Si l'on désigne respectivement par 6 et ^^ les valeurs communes des rapports précédents, on pourra écrire
dx^ _f.dx dri ôx
et les équations analogues en y et z. En éliminant X\ on obtiendra l'équation
^ (^ïj- r>0 <^J^ dOj ôx _
^ "~ * ^ô^ô'^ ~^ ô^ ô'i^'ôi ô^ ~^'
à laquelle satisferont également j' et w. Par suite (n* 84), a et ^ seront les paramètres de deux familles conjuguées; et la surface
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(S), admettant pour lignes conjuguées ses lignes de longueur nulle, sera une surface minima. Il en sera évidemment de même de la surface (S|). De plus, les formules (20) et (21) montrent qu'aux points correspondants des deux surfaces, les lignes de longueur nulle correspondantes auront la même direction; et, par conséquent, les plans tangents aux deux surfaces seront parallèles.
Réciproquement, si Ton prend deux surfaces minima quelconques et si Ton établit la correspondance entre les points de ces surfaces par la condition que les plans tangents y soient parallèles, pour ces points correspondants les quantités u et Ux qui figurent dans les formules de M. Weierstrass auront les mêmes valeurs; et ces formules nous permettent de vérifier que toutes les relations (19) seront satisfaites. Ces deux surfaces donneront donc effectivement la solution générale du problème proposé.
Si deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre, la correspondance établie entre leurs points détermine évidemment un tracé géographique de l'une d'elles sur l'autre. La proposition que nous venons d'établir, jointe à celle que nous avons obtenue au n° 213, nous permet donc d'énoncer les résultats suivants :
Si deux surfaces sont applicables Vune sur Vautre de telle manière que les éléments correspondants fassent entre eux un angle constant y ce sont nécessairement deux surfaces minima associées et les plans tangents aux points correspondants sont parallèles.
Si deux surfaces sont applicables l^une sur l'autre avec orthogonalité des éléments correspondants y elles ne peuvent être que deux surfaces minima dont Vune est adjointe à Vautre.
21d. Nous ne quitterons pas ce sujet sans remarquer que les formules (7) donnent un nouvel exemple d'une surface se déformant d'une manière continue sans cesser d'être applicable sur elle-même. Lorsque a varie, chaque point de la surface décrit une ellipse ayant son centre à l'origine des coordonnées. Il y a ici une remarque essentielle à faire. Dans l'exemple du n° 77, une portion de la surface ne pouvait se déformer indéfiniment sans se plier ou se déchirer dès que l'on dépassait certaines positions
limites; dans l'exemple actuel, rien de pareil ne se produit et l'on peut continuer indéfiniment le mouvement de déformation d'une portion quelconque de surface jusqu'à ce que celle-ci revienne, lorsque a a crû de stc, à sa position primitive. Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer que cet exemple est le seul dans lequel une surface puisse se déformer de telle manière que ses différents points décrivent des coniques, et nous insisterons sur les propriétés géométriques suivantes, qui ont été signalées par M. O. Bonnet.
Nous avons vu que, si l'on considère la surface minima correspondante à un système de valeurs de ^(w), ^\{u\) et si Ton pose
les lignes de courbure sont définies par les équations
Xi — const. yx = const.
et les lignes asymptotiques par les équations
Xi -+-/i = const., Xi — yi = const.
Pour passer de la surface précédente à toute autre surface
associée, il faudra remplacer ^(w), /|(wi) par^(w)e'*, cf«(w«)e"'*
et les nouvelles valeurs x\^ y\ de X\y y\ seront définies par les
formules
qui donnent
i x\ = Xi cos — yi sin- »
Par suite les lignes de courbure de la surface associée seront définies par les équations
Xi COS ri sin- = const., x* sin — r Vi cos- = const.,
et les lignes asympto tiques par les équations
Xi CCS — Yi sm — = const.f
. aa — -jr aa — ir
Xi sin — ; h Vi CCS — ; — = const.
On voit que, sur la surface primitive, elles correspondent aux lignes qui coupent les lignes de paramètre x^ sous des angles -9
- -9 — h T • Si l'on considère en particulier la surface 4-24 '^
adjointe, on aura a= -, les lignes de courbure de cette surface
correspondront aux lignes asympto tiques de la proposée et vice versa.
Traitons, par exemple, le cas où Ton a
a M» iu
Les formules qui définissent la famille de surfaces associées sont les suivantes
'-Ta-")-^"u-4
Z = — — La Lmi-hC,
C désignant une constante quelconque. Posons et nous obtiendrons
X = -e-|*cos(v-ha) -f- -el*cos(v — a), 2 ^2
Y = -e-l*sin(v -t- a) -t- -el*8in(v — a), a 2
Z = [x cos a -h V sin a.
Pour a = o, on trouve Talysséide. Pour a = -, on obtient Thé licoïde gauche à plan directeur. Ces deux surfaces sont appli-
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cables l'une sur l'autre avec orthogonalité des éléments et les lignes de courbure de Tune correspondent aux asvmptotiques de l'autre. Les surfaces qui correspondent à une valeur quelconque de a sont les hélicoïdes déjà rencontrées aux n°* 7o et 180.
216. Après avoir obtenu une famille de surfaces minima applicables sur une surface minima donnée, proposons-nous de rechercher, d'une manière générale, toutes les surfaces minima applicables sur une surface minima donnée (I). Soit
c^5* = (i-i- uui)^ ^ (u) ^ i{Ui) du dui l'élément linéaire de cette surface et soit
ds^ = ii-i- vviY Ç{ v)(Ji(vi) dç dvi
l'élément linéaire d'une autre surface minima (S'). Pour qu'elles soient applicables l'une sur l'autre, il faudra que Ton puisse déterminer V, i^i en fonction de u et de Ut, de manière à satisfaire à Téquation
Cette égalité ne peut être vérifiée (n** 117) que si l'on a
ou
o et ^ désignant des fonctions à déterminer. En donnant un sens convenable aux normales des deux surfaces, on peut prendre
et l'équation à vérifier prendra la forme
(i-+-ç^)«g(ç)gi(^)cp'^' = (i + Mao«.f(M)^i(aO.
Égalons les logarithmes des deux membres et prenons la dérivée seconde par rapport kuetkUi. Nous aurons
ou encore
4 dv dvi _ ^ du dux
(l -+- i^i'i)» ~~ (l -h UUiY '
Celle égaillé exprime que les représenlalions sphériques de deux figures correspondanles sur les deux surfaces sont égales ou symé- Iriques (Livre I, Chap. III). Comme, par hypothèse, v est une fonction de w, ces représentations sont ici égales et, par conséquent, on pourra, en orientant convenablement la seconde surface, prendre
Il restera donc à satisfaire uniquement à Téquation et celte équation ne peut être vérifiée que si Ton a
Çl(Wl) = rfl(Ml)e-^*,
a étant une constante quelconque. Les seules surfaces minima applicables sur une surface donnée sont donc les surfaces associées à la surface proposée (* ).
217. Il nous reste maintenant à examiner une dernière question qui se rapproche de celles qui ont été étudiées dans ce Chapitre. Proposons-nous de déterminer toutes les surfaces minima applicables sur des surfaces de révolution. Comme une surface de révolution est applicable sur elle-même d'une infinité de manières, il suffira de rechercher les surfaces minima qui jouissent de la même propriété.
Reprenons les formules de M. Weierstrass et soient (w, «j), (i', Vi) les valeurs de u et de Wi, relatives à deux points de la surface. Nous chercherons s'il est possible de satisfaire à l'équation
(i H- awi)« rf (a) ^i{ui)du dui ={i-h v^iy §{v) §x{v\) dv dvu
en prenant pour v et v^ des fonctions de u et de e^^ qui devront même contenir un paramètre variable et se réduire, pour une va-
(*) La détermination de toutes les surfaces minima applicables sur une surface minima donnée est due à M. O. Bonnet. ( Voir, en particulier, le Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée inséré au XLII* Cahier du Journal de l'École Polytechnique, p. 8 et suiv., p. 73 et suiv. ; 1860, 1867).
leur de ce paramètre, aux suivantes
ç ne pouvant dépendre que de u ou de {/« sera, par suite, une
fonction de u et, en raisonnant comme dans le numéro précédent,
on trouvera encore •
du dui __ dv dv\
La solution la plus générale de cette équation est donnée par les
formules
mu -^ n maUt-^riQ
— /loWH-mo — nui -h m
et Téquation à vérifier deviendra
.7(î/).Îi(Mi)= rcT( .7i( — ^— !
Elle se décompose évidemment dans les suivantes :
1 (mo — «oM)^ \—noU-h mo/
[ * »^ (/;i — nux)^ \— nu-{- m/
où 0 désigne une quantité nécessairement constante, puisqu'elle ne dépend ni de w« en vertu de la première équation, ni de u en vertu de la seconde.
Les équations précédentes devront avoir lieu pour une infinité de systèmes de valeurs de m, n, mo, n© fonctions continues d'un paramètre et se réduisant, pour une valeur déterminée de ce paramètre, aux valeurs suivantes ; 1,0, 1,0. Différentions la première, par exemple, par rapport à ce paramètre. Nous aurons, en désignant par des lettres accentuées les dérivées par rapport à ce paramètre,
2{mmo-\- n/io)' H^'o — ^'0^)
mnio ■+■ nriQ /Wq — /IqU
^ Vjm'u-^ n'){mo — nou)--(mu ■+■ n)(m'Q — /ip a)"| _ ^ L (mo — nouy J - o.
Faisons dans cette équation
m = /Wq = 1? 71 = ^0 = o,
elle se réduira à la suivante
4/i'o u -^ i{m' — /n'o)-+- ïO' -+- ^—r- — [m'u ■— n' — uini^ — /ioa)] = o,
oii Ton devra regarder m©, m^, n', n^, 8' comme des constantes. On pourrait intégrer cette équation et déterminer ^(w); mais il est préférable de montrer que l'on peut toujours choisir les axes, de telle manière que les constantes m', m^', n\ n'^ prennent des valeurs très simples.
Reprenons les formules de substitution
mu -h n
m — nui
— /lo w -t- /Wo
Nous savons qu'elles définissent un déplacement à la surface de la sphère. Si, en particulier, nous prenons les valeurs de m, m^, /î, /lo très voisines de i, i, o, o, elles définiront un déplacement infiniment petit du point (w, u^) à partir de sa position initiale. Ainsi les formules
(dm-\-\)u-\- dn Ui(\ -h dmo)-^ dn^
— U driQ -+- ( I -h dniQ ) — Ui dn -\-{\ -\- dm )
représentent une rotation di autour d'un certain diamètre de la sphère. Si nous prenons ce diamètre pour axe des z, il faudra que
Ton ait
d^ . dj,
dn = drin = o, dm = i — > dmo = — i —
et, par conséquent,
.oc , .7.
Portant ces valeurs dans l'équation à laquelle doit satisfaire -^(w), nous trouverons
2ia ■+- lO -t- -7-^ — - 17, u = o
et, par suite,
u^'ju) ,
A* désignant une constante. En intégrant, on a
(27) J(M)=Ca*.
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On trouverait de même
( vf ) y^( Uit= Cl tt I .
Les surfaces qui correspondent à ces valeurs des fonctions ^(u », ^1 ^^i) jouissent bien de la propriété indiquée et sont, nous l'avons déjà vu (n^ 203)« applicables sur des surfaces de révolution. La méthode par laquelle nous les avons obtenues a été indiquée par M. Schwarz (•).
Nous signalerons une remarquable propriété dont elles jouissent. Remplaçons dans les formules de M. Weierstrass ^(w), -Tii'wi » parleurs valeurs précédentes où, pour plus de netteté, on aura mis m — a à la place de k, en sorte que Ton aura
SI Ton fait tourner la surface de Taugle a autour de Taxe des z^ les nouvelles valeurs de ^(u), -^1(^1) seront, d'après les formules (a3)dun'>200,
On voit que, lorsque m n'est pas nul, ces nouvelles valeurs conviennent à une des surfaces associées à la proposée. Le cas où m est nul correspond, nous le savons (n® 200), aux hélicoïdes. On est ainsi conduit au théorème suivant :
Si Von considère toutes les surfaces minima^ autres que les hélicoïdes, qui sont applicables sur des surfaces de révolution, elles sont superposables à leurs surfaces associées; si Von fait tourner la surface d'un angle quelconque autour de son axe, on obtient Vune des surfaces associées.
Par suite, pour obtenir toutes les applications de la surface sur elle-même, il suffira de la faire tourner d'un angle quelconque autour de son axe et de faire correspondre dans les deux positions les points où les plans tangents sont parallèles.
(») Schwarz, MUceUen aus dem Gebiete der Minimalflàchen, p. 296. Voir aussi BofR, Théorie de la déformation des sur/aces, p. 99.
LA SURFACE ADJOINTE DE M. 0. BONNET. 33g
Si Ton veut de même obtenir toutes les surfaces minima applicables sur une surface spirale, il faudra prendre (*)
(28) ^(w)=Ca'«+'«^ ^i(wi)=Ciaf-''';
l'application de la méthode précédente conduit, sans difficulté, à ce résultat, que nous nous contentons de signaler. Le lecteur démontrera sans difficulté que les surfaces obtenues sont semblables à celles qui leur sont associées.
(*) S. Lie, Beitràge zur Théorie der Minimaljlàchen {Mathematische Annalen, t. XV, p. 5o3; 1879).
LES FORMULES DE MONGE ET LEUR INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE
Recherches de M. Lie. — Génération de toute surface miniraa par la translation de deux courbes minima. — Étude de ce mode de génération, détermination nouvelle des surfaces algébriques et des surfaces réelles. — Surfaces minima doubles. — Détermination des surfaces doubles réelles. — Courbes minima qui sont identiques à leurs conjuguées. — Les surfaces minima dans le premier système de coordonnées tangentielles étudié au Livre II, Chap. VII. — Propriété géométrique <{ui distingue les surfaces doubles des surfaces simples. — Surfaces découvertes par Mobius et dans lesquelles on peut passer d'une face à l'autre par un chemin continu.
î218. Les Chapitres précédents contiennent l'exposition d'une série de résultats qui reposent sur la forme particulière donnée aux formules de Monge par M. Weierslrass. Dans des travaux récents (*), M. Sophus Lie est revenu aux équations de Monge; il en a donné l'interprétation géométrique la plus élégante et il a mis en évidence tout le parti que l'on peut en tirer dans l'étude et dans la théorie algébrique des surfaces minima. Nous allons développer, dans ce Chapitre, les principes de la méthode de M. Lie.
Reprenons les formules de Monge
i jr = A(Oh-A,(t), (i) v-B(0-f-B,(T),
où les fonctions A, . . . , A«, ... satisfont aux conditions
j dk* -^ rfB« H- dC^ = o, ^^^ ( dA\ -r- dB\ -r- dCl =o.
(') s. Lie, Beitràge zur Théorie der Minimaljîàchen : I, Projectivische Untersuchungen ûber algebraische Minimaljîàchen {Mathematische Annalen. t. XIV, p. 33 1 ; 1878). — //. Metrische Untersuchungen ilber algebraische Minimalflàchen, môme Recueil (t. XV, p. 465; 1879). Les recherches de M. Lie avaient déjà été publiées en partie dans les Archiv for MatJiematik og Naturvidenskab (t. II, p. 167 et 338, 1877; t. III, p. 166, 234 et 34o).
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Elles nous montrent immédiatement que les surfaces minima sont des cas particuliers des surfaces étudiées au n® 80 et qui peuvent être engendrées parla translation de deux courbes différentes; seulement ces courbes sont ici imaginaires et leurs tangentes vont rencontrer le cercle de l'infini. Nous obtenons ainsi la génération suivante des surfaces minima, qui sert de base aux travaux de M. Lie.
La surface minima la plus générale peut être engendrée de deux manières différentes par la translation d^une courbe imas[inaire dont les tan fientes vont rencontrer le cercle de Vinfini, le déplacement étant complètement défini par la condition qu^un point déterminé de la courbe décrive une autre courbe quelconque de même définition que la première.
219. Celle interprétation évidente des formules de Monge offre l'avantage de montrer immédiatement que la théorie des surfaces minima dérive de celle des courbes dont les tangentes vont rencontrer le cercle de l'infini et auxquelles nous donnerons, avec M. Lie, le nom de courbes minima. En se plaçant à ce point de vue, on peut retrouver facilement les différents systèmes de formules qui ne contiennent aucun signe de quadrature et délerminent les points d'une surface minima.
En effet, puisque les tangentes d'une courbe minima rencontrent le cercle de l'infini, la développable, enveloppe des plans osculateurs de celte courbe, devra contenir le cercle de l'infini.
Si l'on prend l'équalion d'un plan tangent à cette développable sous la forme
le point correspondant de la courbe minima sera déterminé par les formules suivantes
(3) \y =—/(«)-Har(3t)(i -+-«*),
([ui conduiraient aux équations de Legendre (n° 187).
Mais, le cercle de l'infini étant une courbe unicursale, on peut
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prendre Téquation da plan tangent à la développable sous la forme rationnelle
qui donne, pour un point de Tarête de rebroussement, les expressions suivantes des coordonnées :
j ^= "—^/'{u)^ ufiu) ~/(a),
Si Ton associe ce système au système analogue où Ton changera i en — £, on retrouvera les formules de M. Weierstrass. Les deux courbes minima qui interviennent dans ces formules sont les arêtes de rebroussement des deux développables, enveloppes des plans
!(l— a«)a7-f- t(l-4- W«)j'-4- 2M-5 -h 2/(m) =0, (i — u\)x— i(i-h u\)}r -+- 2UiZ -h a/i(w,) = o.
220. Revenons aux équations qui déterminent la surface minima sous leur forme la plus générale et au mode de génération employé par M. Lie. Si Ton veut éviter la considération d'une translation imaginaire, il suffira d'appliquer le théorème donné au n° 82; ce qui donnera la proposition suivante :
Soient les deux courbes minima (F), (r<) définies respectivement par les équations
Z = 2C(0, - = 2Gi(t).
Le milieu de la droite qui joint un point quelconque de l'une à un point quelconque de l'autre décrit la sur/ace minima la plus générale définie par les formules (i).
La surface demeurera la même si l'on substitue à (F), (F|) les
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deux courbes suivantes
z= 2C{t)-hly z = 2Ci(i:) — /,
où /«, A", / désignent trois constantes quelconques, c'est-à-dire si Ton imprime à la courbe (F) une translation déterminée quelconque, à la condition d'imprimer à(r«) la translation égale et contraire.
SoitMMi (Jfg* i5) une droite dont les extrémités s'appuient sur les courbes (T), (F,). Si le point M reste fixe, le milieu p de MM| décrira une courbe minima de la surface, homothétique à(ri), le rapport de similitude étant ^. Si, au contraire, le point M« reste fixe, le point p décrira une autre courbe minima homothétique à (F). Cette simple remarque, qui a déjà été présentée d'une ma-
Fig. i5.
nière générale au n° 82, suffit à montrer que, si l'on a obtenu deux générations différentes de la surface au moyen de deux courbes (F), (Fj) et de deux autres courbes (F'), (F'^), ces dernières ne sont autres que les précédentes déplacées parallèlement à elles-mêmes. Soient en effet MM|, M'M'^ deux droites appartenant aux deux modes différents et ayant leur milieu en un même point p de la surface. Si le point/? décrit une des courbes minima de la surface, l'un des points M, M« et l'un des points M', M'^ demeureront fixes. Supposons que ce soient les points M et M'. La droite MiM'j demeurera constamment égale et parallèle à M'M. Par conséquent, la courbe (F'^ ) se déduira de (F| ) par une translation constante et égale à M'M. Si le point p décrit maintenant l'autre courbe minima de la surface, M| et M', demeureront fixes et la ligne M'M demeurera constante en grandeur et en direction. On voit donc que, si l'on a obtenu un mode de génération de la
surface, on obtiendra tous les autres en imprimant aux deux courbes (F), (F,) deux translations égales et opposées.
Le résultat précédent joue un rôle essentiel dans les développements qui vont suivre. 11 permet en particulier de résoudre la question suivante :
Considérons un mode de génération de la surface, obtenu au moyen de deux courbes (F), (F,). Est-il possible que les différents points de la surface soient donnés de plusieurs manières par cette génération, c'est-à-dire soient les milieux de deux ou plusieurs segments appuyant leurs extrémités sur ces deux courbes?
S'il en est ainsi, soient MM,, M'M'^ {ftg- i5) deux droites donnant le même point/? de la surface. La trajectoire de l'un des points M', M',, du point M' par exemple, se déduit de la trajectoire (F) du point M par une translation constante MM'. Cela posé, si le point M' appartient à la courbe (F,), celte courbe devra dériver de (F) par une simple translation. Écartons ce cas intéressant qui sera soumis plus loin à une étude approfondie. Si, au contraire, le point M' appartient à la courbe (F), le point M', appartiendra à (F,) et les deux courbes (F), (F|) pourront être soumises à deux translations égales et contraires MM', M,M'j sans cesser de coïncider avec elles-mêmes. Elles seront deux courbes périodiques et, par conséquent, transcendantes, admettant la même période (*).
Réciproquement, toutes les fois que les courbes seront périodiques et admettront la même période, chaque point de la surface sera le milieu d'une infinité de segments; car soient Mq, Nq deux points pris respectivement sur les deux courbes. En appliquant dans les deux sens la translation à laquelle on peut soumettre les courbes, on en déduira deux séries de points en ligne droite
ijig- i6)
..., M_2, M_t, Mo, Ml, Mj, ...,
..., N_j, N-i, Nq, Nj, Nj, ...;
Les segments MoNo, M,N_,, M_,N,, . .. auront évidemment le
(') Nous doDneroDS ici, et dans la suite, le nom de périodiques aux courbes ou aux surfaces, nécessairement transcendantes, qui ne cessent pas de coïncider avec elles-mêmes quand on leur imprime une translation déterminée.
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même milieu et donneront le même point de la surface. La considération des cordes MqN.i, MoN_2 montre d'ailleurs que la surface minima sera périodique comme les courbes, et la translation/?/>i à laquelle on peut la soumettre sera la moitié de celle qui convient aux deux courbes.
Fig. i6.
M — l ^n Ml
N-« N-i Nu iNi
En dehors du cas que nous venons de signaler et de celui où la courbe (Fi) n'est autre que la courbe (F) déplacée parallèlemenl à elle-même, les points de la surface qui forment le lieu des milieux de deux segments différents ne pourront s'étendre sur une nappe et formeront tout au plus une ou plusieurs courbes qui seront des lignes multiples et, en général, des lignes doubles de la surface.
221. Après avoir étudié d'une manière générale la construction géométrique qui sert de base aux travaux de M. Lie, proposonsnous d'obtenir toutes les surfaces algébriques et toutes les surfaces réelles. La surface sera évidemment algébrique si les deux courbes (K),(K,), dont la translation peut engendrer la surface, sont elles-mêmes algébriques. Réciproquement, si la surface est algébrique, ces deux courbes doivent l'être aussi; car soient (A*), (A*') deux positions de l'une déciles. 11 existe une translation qui amène {k) en (A/). Appliquée à la surface, cette translation l'amène dans une position nouvelle où elle contiendra encore (A*'). La courbe (A"'), étant l'intersection complète ou une partie de Fintersection de deux surfaces algébriques, sera donc algébrique. Ainsi :
Pour obtenir toutes les surfaces algébriques, il faudra prendre pour les courbes (T), (F«), ou pour les courbes (K)^ (K,) dont la translation engendre la surface, deux lignes algébriques,
Proposons-nous maintenant d'obtenir toutes les surfaces
réelles; soient (M) une telle surface et p un quelconque de ses points réels; soient
les équations qui définissent Tune des deux courbes miniina de la surface passant parle point/?. La courbe conjuguée sera définie par les équations
où A', B', C désignent les fonctions conjuguées de A, B, C D'ailleurs elle se trouve évidemment sur la surface, passe par le point p cl y admet une tangente qui est imaginaire conjuguée de la tangente à la première courbe. Elle est donc la seconde courbe minima de la surface passant par le point/?. Ce point étant admis, désignons par Xo, ^Voî ^o les coordonnées du point /?^ les équations
:K = B(/)^-B'(T)-ro,
déterminent une surface minima qui contient les deux courbes précédentes et coïncide, par conséquent, avec la surface donnée
(M). Si Ton augmente A, A' de Î2, B, B' de ^y C, C de ^, on
peut les écrire sous la forme plus simple
A, A'; B, B'; C, C désignant encore des fonctions imaginaires conjuguées. Réciproquement, il est évident que les formules précédentes donneront toujours une surface réelle; car il suffit, pour obtenir des points réels, dV remplacer / et t par des imaginaires conjuguées. Ainsi :
Pour obtenir toutes les surjaces réelles, on associera à une courbe minima quelconque la courbe imaginaire conjuguée, qui est aussi minima. Le milieu de la droite qui joint un point quelconque de la première courbe au point imaginaire con-
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j ligué, nécessairement situé sur la seconde courbe, décrira une nappe réelle de la surface minima réelle la plus générale.
223. Les raisonnements précédents laissent toutefois de côté une question dont Texamen offre quelque intérêt. Pour que le milieu de la droite qui joint deux points soit réel, il n'est pas nécessaire que les deux points soient imaginaires conjugués. Ne serait-il pas possible d'obtenir des nappes réelles en joignant les points de la première courbe à des points de la seconde qui ne seraient pas imaginaires conjugués des premiers. Les résultats obtenus au n" 220 donnent la réponse à cette question.
En effet, soient M un point pris sur la première courbe (F), Nq un point pris sur la conjuguée (F') {Jig- 17), et soient Mo, N les
Fig. 17.
points imaginaires conjugués de M, N©, le premier se trouvant sur la seconde courbe et le second sur la première. Si le milieu de la droite MNq est réel, il coïncidera avec le milieu de NM© et, par conséquent, chaque point de la nappe réelle étant obtenu de deux manières différentes, il faudra, d'après les résultats du n" 220, que Tune des droites MM©, MN soit de grandeur et de direction constantes. Si cette propriété appartient à la droite MM©, la courbe (F') se déduira de (F) par une translation déterminée; nous avons déjà réservé (n** 220) cette hypothèse pour une discussion spéciale et nous pouvons admettre ici que la droite dont la grandeur et la direction sont invariables est le segment MN. Gomme la figure MNNoM© est un parallélogramme, la droite MN est égale et parallèle à sa conjuguée M^N© et elle est, par suite, de grandeur et de direction réelles. La courbe (F) sera donc une courbe périodique admettant une période réelle MN et il en sera de même de la courbe conjuguée (F'). La surface minima sera aussi périodique et pourra être soumise à la translation réelle
— sans cesser de coïacider avec elle-même. Quant au milieu p
de MNo, il se déduira du milieu /?' de MMo parla môme translation. Par suite, en joignant seulement les points imaginaires conjugués, M, Mo par exemple, sur les deux courbes, on n^aura pas toute la partie réelle de la surface, mais on obtiendra du moins une portion de la surface dont on peut faire dériver toutes les autres en la
soumettant à la translation ^-
224. Il nous reste à examiner l'hypothèse particulière, réservée dans les raisonnements qui précèdent, où les deux courbes (F), (r,) peuvent se ramener Tune à l'autre par une simple translation. Cette étude nous conduira à la notion importante et nouvelle des surfaces doubles, qui est due tout entière à M. Lie.
Nous avons vu que Ton peut, dans la génération de la surface, substituer aux deux courbes (F), (F,) deux autres courbes (F'), (F'j) qui s'en déduisent respectivement par deux translations égales et opposées. D'après cela, si nous désignons par(rf) la translation qui, dans le cas actuel, amène (F) à coïncider avec (F|), nous
- j et à (F|) la trans-
- j: nous obtiendrons ainsi une seule et même courbe
(D) qui remplacera à la fois (F) et (F,), en sorte que la surface proposée deviendra le lieu des milieux de toutes les cordes de cette courbe minima (D).
Réciproquement, si une surface admet la génération précédente au moyen de la courbe (D), il résulte de la proposition démontrée au n" 220 que Ton obtiendra tous les systèmes différents de courbes (F), (F< ) au moyen desquels on peut engendrer la surface en imprimant à la courbe (D) deux translations égales et opposées. Par suite, les courbes (F), (F|) relatives à tout système de génération de la surface pourront toujours se déduire l'une de l'autre par une simple translation.
Revenons à la génération de la surface au moyen de la courbe unique (D), elle permet de reconnaître que les deux courbes minima dont la translation engendre la surface sont identiques l'une à l'autre. Si l'on considère en effet une corde MM| de la
courbe (D), les deux courbes mînLina de la surface passant par le milieu de cette corde sont les homothétiques de (D), avec le
même rapport de similitude -> par rapport aux points M, M|.
Elles sont donc égales et peuvent être amenées à coïncider par
une translation égale à- MM<, imprimée à Tune d'elles. Nous
pouvons ajouter que les deux séries de courbes minima tracées sur la surface ne peuvent plus être distinguées l'une de Tautre et forment une seule famille composée de toutes les courbes que Von obtient en prenant les homothétiques de la courbe (D) par rapport à chacun de ses points. Ces courbes sont évidemment tangentes à la courbe (D), chacune au centre d'homothélie qui lui correspond, et elles admettent cette courbe pour enveloppe. Mais, comme il en passe deux par chaque point de la surface, qui est ainsi engendrée deux fois, M. Lie a donné le nom de surfaces doubles à toutes les surfaces minima que nous étudions ici et que Ton peut caractériser, comme on voit, en disant qu'elles sont le lieu des milieux des cordes d'une courbe minima (D). Si la courbe (D) est définie par les équations
la surface double correspondante le sera par le système
où ^ et T entrent symétriquement, en sorte que le même point de la surface correspond à deux systèmes différents de valeurs de / et de T se déduisant l'un de l'autre par l'échange de ces deux variables.
2î2o. La définition que nous avons adoptée permet de reconnaître qu'il existe des surfaces doubles réelles. Mais, pour faciliter cette recherche, nous commencerons par examiner s'il existe des surfaces doubles qui soient le lieu des milieux des cordes de deux courbes différentes (D), (D').
Nous pouvons appliquer ici les résultats du n® 220 en considérant (r) et (Ti) comme confondues avec (D), (H) et (F)
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comme confondues avec(D'). Il faudra que (D) puisse se déduire de (D') par deux translations égales et opposées et, par conséquent, que (D) soit une courbe périodique. Réciproquement, si la courbe (D) est périodique, soit {d) la translation à laquelle on peut la soumettre sans qu'elle cesse de coïncider avec elle-même. On reconnaîtra aisément qu'en lui imprimant une translation égale
- j, on obtient une nouvelle courbe (D') qui donne
la môme surface que la première.
Un raisonnement analogue montrera que, si un point quelconque de la surface correspond à deux cordes différentes de la courbe (D), cette courbe est nécessairement périodique.
En dehors du cas exceptionnel où (D) est périodique, on peut donc affirmer qu'à chaque surface minima double correspond une seule courbe (D) et que les points de la surface qui sont les milieux de deux cordes ne peuvent former une nappe et se distribuent tout au plus sur certaines lignes, nécessairement multiples, de la surface.
Ce point étant établi, proposons-nous de trouver toutes les surfaces doubles réelles. Soit (D) la courbe au moyen de laquelle on peut engendrer la surface; on reconnaît immédiatement, en changeant i en — «, que la surface peut aussi être engendrée au moyen de la courbe imaginaire conjuguée (D'). Donc :
Pour que la surface minima double soit réelle, il est nécessaire que la courbe ( D) coïncide avec sa conjuguée ou puisse, du moins, s^en déduire par une translation
Réciproquement, supposons que la condition énoncée soit remplie. Si la courbe coïncide avec sa conjuguée, elle contiendra, en même temps que le point imaginaire M, le point imaginaire conjugué Mo, et le milieu de la corde MM© décrira une nappe réelle.
Si, au contraire, la courbe (D) ne coïncide pas avec sa conjuguée (D'), mais peut s'en déduire par une translation, la surface double correspondante à la courbe (D) pourra, si elle est réelle, être engendrée aussi au moyen de la courbe (D'), et la remarque faite plus haut nous apprend qu'elle sera nécessairement transcendante et périodique. Nous sommes ainsi conduits au résultat suivant :
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Pour obtenir toutes les surfaces doubles réelles non périodiques et, en particulier^ toutes les sur/aces doubles algébriques, il suffit de déterminer toutes les courbes niiniina qui sont identiques à leur conjuguée (•).
226. On peut signaler d^abord une solution évidente du problème ainsi posé. Considérons la développable circonscrite à une surface réelle quelconque, transcendante ou algébrique, et au cercle imaginaire de l'infini. Cette développable sera, en général, indécomposable et, comme elle est définie par des équations réelles, son arête de rebroussement sera une courbe minima qui coïncidera avec sa conjuguée et donnera, par conséquent, naissance à une surface double réelle.
Soit
Téquation tangentielle homogène d'une surface réelle quelconque.
(*) On peut ajouter les remarques suivantes relatives au cas où la courbe (D) peut être amenée par une translation à coïncider avec sa conjuguée. Si la translation qui amène (D) en coïncidence avec (D') est réelle, la surface minima correspondante le sera aussi. Soient en effet, a, 6, c les quantités réelles qui sont les composantes de la translation. A un point M(j:, ^', z) de (D) correspond un point N de (D') dont les coordonnées sont
Le point N', imaginaire conjugué de ce point, se trouvera évidemment sur la courbe (D) conjuguée de (D') c^ il aura pour coordonnées
^o-+-«» r»-*-*» ^o-^Ct
x^f J'o' ^0 désignant les quantités conjuguées de x^y, z. Il suit de là que le milieu de la droite MN' qui est une corde de (D) sera réel et décrira une nappe réelle de la surface.
Si la translation qui amène (D) sur(D') est imaginaire, la surface ne sera pas nécessairement réelle. Considérons, par exemple, la courbe (D) définie par les
équations
a? = i cos t,
j' = « sin t,
Cette hélice peut être amenée à coïncider avec sa conjuguée par une translation T. — 3^1 parallèle à Faxe des z, La surface lieu des milieux de ses cordes n'est réelle que si la constante p est nulle.
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L'équation d'ua plan langent au cercle de Tinfini est
(8) (I — a').F H- £(i -h a»)/ -T- 1UZ -h 2$ = o.
Exprimons que ce plan est aussi tangent à la surface, nous aurons Téquation
(9) F[i — a«, t(i-f-Mî), 2Uj 2Ï] = o,
ou plus simplement, en tenant compte de rhomogénéilé,
le symbole <ï> désignant une fonction réelle quelconque. La valeur de i tirée de cette équation sera la fonction J{u) qui figure dans les formules (5). En changeant i en — /, on aura la fonction conjuguée/i (;/)etla surface minima correspondante sera pleinemeni déterminée.
Supposons, par exemple, que Ton considère la développablo circonscrite à la fois au cercle de Tinfini et h la parabole dont Téquation tangentielle est
U- -_ \VI
On aura ici
et, par conséquent,
En substituant ces valeurs dans les formules (18) [p. 289], on aurait les équations qui déterminent la surface.. C'est la plus simple des surfaces minima doubles; elle a été découverte par M. L. Henneberg (*). Nous la retrouverons plus loin.
227. On peut se placer à un autre point de vue dans la recherche des surfaces doubles et se demander, par exemple, à quelle con-
(•) IIen.neoerg (L. ), Ueber solche Minimaljlàchen welche eine vorgescliricbeiH' ebene Curve zur geoddtischen Linie haben. Zurich, 1875.
L'eber diejenige Minimal/lâche, welche die Ne il' se he Parabel zur gcodatischen Linie kat ( Vierteljahrschrift der Ziircher Naturf. Ces., t. XXI).
Bestimmung der niedrigsten Classenzahl der algebraischen Minimal /làchen {Annali di Matematica, 2* série, t. IX, p. 5'i; 1877).
dition doivent satisfaire, si la surface est double, les fonctions «f(^^), ^<(Mi) de M. Wcierslrass. Si nous considérons les deux courbes
Z= j U^{u)dUj \ '^ ~ / "l '^iC"! jû^"i»
dont la translation engendre la surface, il faut exprimer que l'une d'elles se déduit de l'autre par une simple translation, c'est-à-dire que l'on peut prendre pour u^ une fonction de u permettant de satisfaire aux relations
( I — u* ) rT( w ) rfw = ( I — mJ ) .Ti { wi ) dui , i{ I -r- ^^* ; rf ( w j du = — t( i -r- a} ) rf i ( Ui ) du^, u^(U}du = Ui rfil Wi) dui.
En divisant membre à membre, on trouve les deux égalités
1 — w* _ ' "^ "' _ '* I — wf ~ 1 -r- w{ "" i/i ' qui donnent
Ml =
Si l'on porte cette valeur de u^ dans Tune quelconque des équations précédentes, on obtient la relation
(12) cfi(Mi)M?=-M«J(u),
que l'on peut mettre aussi sous la forme
C'est la condition cherchée, et le raisonnement prouve bien qu'elle est suffisante.
Si Ton applique un raisonnement analogue au cas où les deux courbes sont détinies par leurs plans osculateurs
{l^ u^)x-h i{i-h u'*)}^-+-2.uz 4- 2/(m) =0, {l—u\)X — i{l-h U\)}r -^2UiZ-{-l/i(Ui) = O,
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on trouvera, en exprimant que ces deux plans coïncident, les relations
(.3) «. = -1, .E^^.Mjh),
U U Ui
Le problème de la recherche des surfaces doubles est ainsi complètement résolu.
228. Si l'on veut que la surface double soit réelle, il faudra que les deux fonctions/ et /i ou ^, ^< soient conjuguées. On est ainsi conduit à une équation fonctionnelle dont la solution est d'ailleurs très facile.
Posons en effet
et désignons par 0< ( w) la fonction conjuguée de 6(w). On devra avoir
Mêlions en évidence la partie réelle P(w) et la partie imaginaire «Q(w) de la fonction 0. Nous aurons
Cl, par conséquent,
les symboles p el g désignant des fonctions réelles, d'ailleurs quelconques. On déduit de là, pour 6 (m), l'expression
ou, plus simplement.
z^ désiguant une fonction imaginaire quelconque p{u) -^ '?(") ^^ cpi la fonction conjuguée de <p.
On trouverait de même pour ^(u) l'expression analogue
(i5) "«^(tt) = cp(it)-cpi(-i).
En s'appuyant sur les résultats précédents, on peut démontrer que le procédé indiqué au n^ 226 donne la courbe minima la plus générale coïncidant avec sa conjuguée. Prenons en effet l'équation du plan osculateur de cette courbe sous la forme
"^V"" m) ■^'^V'*"^ M-t-2;5-i-2cp(a)-f-2Çi ^— M =o,
où l'on a remplacé /(«) par sa valeur tirée de l'équation (i4)' En identifiant l'équation précédente avec celle d'un plan quelconque
on trouve
U -^ tV I U - iV
'1 VV "" u'
rvr^ = "' ^. = cp(u)-^cp,(_i)
et, par conséquent,
P /u — iV\ /U-^iV
{]L±JX\
Cette équation définit évidemment une surface réelle à laquelle sera circonscrite la développable, enveloppe des plans oscuTateurs de la courbe considérée.
229. Jusqu'ici nous avons employé les formules de M. Weierstrass, qui sont parfaitement appropriées à Tétude des surfaces réelles. Dans la théorie des surfaces doubles, où il s'agit de comparer les deux courbes minima dont la translation engendre la surface, il sera avantageux de représenter les deux courbes minima de la même manière et de les considérer respectivement comme les enveloppes des deux plans
(l — U^)X -^ ((l-^ U^)jr -h 2UZ H- lf{u) =0, (l — WÎ)J7 H- l(l 4- MÎ)j'-+- 2Mi5 -t- 2/i{Ui) = O.
Alors les deux plans seront parallèles si l'on a W| = u, et les deux courbes seront identiques si Ton a
Les formules qui définissent un point de la surface seront les suivantes (*)
x= \:Z^f\u)^ uf(u) -/(u)
i/î(Mi)-4- wi/;(tti) -Mu,).
(16) \ . I -+- «' -^, . ' rt, ^ • /•/ \
IH- W
\ z = ur{u)^fiu)-^u,/l(u,)-/i{ih),
et le plan tangent aura pour équation
(17) (1— uUi)X -f- i(n- uui)Y -f-(w-f-Mi)Z-t-; = o,
Ç ayant pour valeur
C'est l'équation de la surface écrite dans le système (a, p, S) qui a été défini et étudié aux n*** 164, 166. Elle se prête de la manière la plus simple à Télude des surfaces doubles. Dans ce cas, nous venons de le voir, on aura
et, par conséquent, $ sera une fonction symétrique de u et de Ut. Réciproquement, exprimons que Ç est une fonction symétrique de u et de Uf Nous devrons avoir
2/(w)-t-2/i(lti)-(M-I*,)[/'(w)-/;(M0]
= 2/(Mi)-+-2/i(a)-(tt-U|)[/i'(w)-/'(Wl)].
Posons
/(w)-/i(it) = 2e(w),
(') Ces formules sont, aux notations prés, celles qui ont été données par Bjôrling dans le Mémoire analysé plus haut [p. 279].
Téqnalion précédente ne contiendra plus que 0(w) et deviendra
26(w) — îiO(M,) — (m — M,)[e'(M)-+-0'(ai)] = 0.
La seule fonction satisfaisant à cette équation est un polynôme du second degré, mais il est inutile de la rechercher. Car, si l'on introduit la notation
/(a) - 0(a) =/i(a) -f- e(a) = cp(a), l'expression de Ç devient
$ = !Xo(M)-f-2cp(M,) — (a — m,)[o'(m) — <P'(m,)],
i?t nous trouvons l'équation tangentielle d'une surface double, qui correspond à la fonction cp(w). Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Si l'on emploie le système de coordonnées tangentielles dans lequel on écrit l'équation d'un plan sous la forme
(20) (,_ap)X-^i(i-f-ap)Y-f-(aH-p)ZH-^ = o,
l'équation tangentielle des surfaces minima sera
i'xx) J = .2/(a)-f.a/,0)-(a-P)[/'(a)-/;(p)].
La condition nécessaire et suffisante pour que la surface soit double est que $ soit une fonction symétrique de a et de ^.
230. Nous sommes ainsi conduits à étudier d'une manière générale la distinction que l'on doit établir entre les surfaces dont Téquation tangentielle est symétrique par rapport à a et à ^^ et celles dont l'équation n'est pas symétrique par rapport à ces variables.
Envisageons une surface algébrique quelconque, représentée par l'équation tangentielle indécomposable
si l'on y remplace U, V, W, P par leurs expressions en a, P, Ç, on aura l'équation
(ti3) F[i-ap, «(i-+-a?), an-?, Ç] = o,
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qui est symélriquc en a et p. Mais il peut arriver que, l'équatîon (22) étant indécomposable, il n'en soît pas de même de la précédente.
Supposons, en effet, que l'équation (22) se présente sous la forme
(2O /»(U,V,W,P)-(U«-t-V«-+-W»)cp«(U,V,W,P) = o, Téquation (28) deviendra
et se décomposera dans les deux suivantes
qui ne sont plus symétriques, mais qui se ramènent Tune à Tautre quand on échange a et p. Elles donnent, l'une et l'autre, tous les plans tangents de la surface, mais avec des sens opposés pour la normale.
Réciproquement, considérons une surface définie par l'équation
irréductible par rapport à Ç. Si cette équation n'est pas symétrique par rapport à a, p, on sera conduit, avec les variables U, V, W, P, à une équation tangentielle de la forme (24) qui permettra
d'exprimer le radical ^V'^ 4- V^ 4- W^ en fonction rationnelle de U, V, W, P ou, ce qui est la même chose, des coordonnées du point de contact.
Si, au contraire, l'équation (aS) est symétrique par rapport à a et à p, il sera impossible d'exprimer rationnellement le radical en fonction de U, V, W, P. Si Ton avait, en effet,
nous trouverions, en remplaçant U, V, W, P en fonction de a,
(a-p)cpt(a,?,0=±/i(a,p,0.
fi et (fi étant symétriques en a et p. Or il est impossible que cette équation soit vérifiée par les valeurs de Ç racines de l'équa-
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tîon irréductible proposée, à moins que ces racines n'annulent à la fois /< et ^|. Alors la valeur du radical donnée par Téquation
(26) se présenterait constamment sous la forme - et cette équation n'aurait aucun sens.
En appliquant ces remarques aux surfaces minima, nous obtenons la proposition suivante :
Pour qu*une surface minima soit simple, il faut et il suffit que son équation tangentielle puisse être ramenée à la forme (24); si elle est déterminée par une équation en coordonnées ponctuelles f{x, y j z) = o, il faut et il suffit que les deux déterminations du radical
soient des fonctions distinctes l'une de l'autre, c'est-à-dire que le radical soit un carré parfait.
Considérons, par exemple, l'alysséide qui est définie par Téquation
On a ici
= ±-i/ ix^-hiy^-T-^^e" —e ") =± ^ye'* -h e' ») •
I^'alysséide est donc une surface simple.
Nous pouvons maintenant compléter les remarques présentées au n° 192 sur la représentation d'une surface minima par les formules de M. Weierstrass. Bornons-nous, pour plus de netteté, aux surfaces réelles. Nous avons vu qu'à une même surface on peut faire correspondre deux fonctions différentes
.T(m) et
Les résultats obtenus au n" 227 nous montrent que ces deux fonctions ne seront pas distinctes, dans le cas des surfaces doubles, ou, plutôt, ce seront deux branches différentes d'une même fonction. Si, au contraire, la surface est simple, ces deux fonctions seront
irréductibles l'une à l'autre et nous aurons deux fonctions différentes d'une même variable imaginaire se rapportant à la même surface. Ces deux fonctions correspondront aux deux courbes minima distinctes dont la translation peut engendrer la surface.
231. C'est ici le lieu de présenter quelques remarques sur les surfaces dont Téquation tangentielle est delà forme
cp» — (U« -4- V» -r- \V»)'J^» = O.
Le radical y U^ -+- V^ -+- W^ étant une fonction rationnelle de U, V, W, P et, par conséquent, des coordonnées du point de contact, on voit qu'il est possible d'attribuer aux normales en tous les points de ces surfaces un sens bien déterminé. Si l'on prend, par exemple,
pour les cosinus directeurs de chaque normale, et si l'on décrit sur la surface un chemin quelconque pour revenir au point de départ, on y reviendra toujours avec les mêmes valeurs pour les cosinus directeurs. En d'autres termes, il sera possible de distinguer analytiqiiement deux côtés de la surface. C'est ce qui arrive, par exemple, dans le cas de la sphère ou dans celui de la surface de quatrième classe déjà considérée «au n° 1S9.
Supposons, au contraire, qu'il soit impossible d'obtenir pour
y/D^4- V^ 4- W^ une expression rationnelle en fonction des coordonnées, soit ponctuelles, soit tangentielles ; les cosinus directeurs de la normale,
changeront certainement de signe lorsqu'on suivra sur la surface un chemin réel ou imaginaire convenablement choisi. Seulement il y a lieu, dans ce cas encore, de faire une distinction très essentielle. Pour certaines surfaces telles que l'ellipsoïde, le paraboloïde, les hyperboloïdes, si l'on revient au point de départ après avoir parcouru un chemin réel quelconque, on retrouvera toujours le même sens pour la normale. En d'autres termes, si l^on imagine une petite sphère parcourant le chemin considéré,
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elle se trouvera, au retour, du même coté de la surface qu'au départ. Mobîus a remarqué le premier qu'il existe un grand nombre de surfaces telles que le sens de la normale se trouve changé quand on revient au point de départ après avoir parcouru un chemin réel convenablement choisi. Bornons-nous, pour plus de simplicité, à considérer les surfaces algébriques. Il faut évidemment, pour que la circonstance précédente se présente, que la surface ait des lignes multiples réelles.
Considérons, en effet, la surface parallèle à la proposée, obtenue en portant sur les normales des longueurs infiniment petites
égales à |jl. Tant que y/U^ 4- V^ -h W^ ne sera pas un carré parfait, les deux nappes dont se compose cette surface ne constitueront analytiquement qu'une seule surface et, si l'on considère les ileux points m, m', situés sur la normale en un point M de la surface donnée, il sera toujours possible de suivre sur la surface parallèle un chemin réel ou imaginaire qui conduise de m à m' . Mais, si ce chemin est entièrement réel, la fonction
qui, égalée à zéro, donne l'équation de la surface proposée, aura évidemment changé de signe quand on passera de /n à ml. Comme ce chemin est parallèle à une nappe de la surface, il faudra nécessairement qu'il en traverse au moins une autre et, par conséquent, que la surface proposée ait une ligne multiple ou, au moins, un point multiple.
Il est remarquable que la surface la plus simple possédant une ligne multiple jouisse de la propriété singulière que nous étudions ici. Cette surface est la surface réglée du troisième ordre dont nous indiquons ici la forme {fig» i8). Si l'on part du point m en suivant le chemin mkl\ksrm^ on reviendra au point de départ après avoir changé de côté (*).
(*) Cet exemple nous avait été indiqué par H. -S. Smith, professeur Savilien à Oxford, dont tous les géomètres déplorent la mort prématurée. Les différentes surfaces réglées du troisième ordre sont les transformées homographiques de celle qui est représentée par l'équation
zx* = y'.
La figure se rapporte à la surface dont Téquation est
x*{i — z) — zy*.
A. cet exemple si simple d'une surface réelle n'ayant pas de côté on peut en ajouter beaucoup d'autres très généraux.
Prenons, par exemple, une courbe fermée réelle (K) choisie de telle manière qu'elle admette seulement un nombre limité de couples de tangentes parallèles. Si l'on part d'un point quelconque A de cette courbe avec un sens déterminé pour la tangente, la loi de continuité déterminera le sens de cette droite pour tous les autres
Fig. 18.
points de la courbe. Par conséquent, si x^ r, z sont les coordonnées d'un point de la courbe, -^> -J-i ~ seront des fonctions
parfaitement déterminées en chaque point réel de la courbe. Soient maintenant M, M' deux points quelconques de la courbe et prenons le lieu des milieux de la corde MM'. La normale au point milieu de MM' aura pour cosinus directeurs
dy dz' dz d/ dz dx' dx dz' dx dy' dy dx' ds ds' ds ds' ds ds' ds ds' ds ds' ds ds'
A désignant la quantité
=tM
dx dv' dv dy' dz dz'
ds ds'
dv^dy_ ^dz_ dz^y ds ds' ' ds ds I
que nous prendrons, par exemple, avec le signe +. Faisons maintenant tourner la corde MM', de manière que M vienne en M' et M' en M, mais en évitant, ce qui est toujours possible, la coïncidence de M et de M' et aussi les positions de la corde en nombre limité, pour lesquelles les tangentes en M et en M' sont parallèles
Nous suivrons sur la surface lieu des milieux un chemin réel pour chaque point duquel le plan tangent sera bien déterminé et, quand nous reviendrons au point de départ, Téchange de M et de M' aura fait changer le signe des cosinus directeurs de la normale (*).
232. Considérons maintenant une surface minima double algébrique ou du moins non périodique, et soit
Inéquation du plan osculateur de la courbe minima au moyen de laquelle s'engendre la surface. Soient M, M| deux points de cette courbe. Le milieu m de la corde MM| décrira la surface considérée. Soient u et W| les valeurs du paramètre u relatives aux points M et M|. Les cosinus directeurs de la normale en m auront pour expressions
I — UUi . I -H UUi u -i- l/j
U — Wj U — Ui u — Ui
et ils ne seront réels (n° 15) que si l'on a
wi = 7»
u étant rimaginaire conjuguée de u. De plus, dans le cas qui nous occupe, où la surface n'est pas périodique, il faudra, pour que le point m de la surface soit réel, que Ton associe à la détermination /o(w) de /{u)f relative au point M, une détermination fo(Ui) de /{ui) complètement définie par cette condition que le point M| soit imaginaire conjugué de M. Ainsi, à chaque système de valeurs de u et de /(u) correspond un point réel de la surface et un seul.
Faisons maintenant varier u de telle manière qu'il devienne
( ' ) On rapprochera les remarques que nous avons présentées dans cet article de celles que Laguerre, notre regretté confrère et ami, a développées dans une suite de travaux intéressants sur la Géométrie de direction. ( Voir, en particulier, le Mémoire Sur la Géométrie de direction publié en 1880 dans le tome VIII du Bulletin de la Société mathématique de France, p. 19G, et différents articles insérés dans les Comptes rendus en i88i| i88a et i883. )
égal à Ui et choisissons, en outre, pour cette variable complexe, un chemin tel que la détermination primitive /o(tt) def(u) devienne égale à la détermination primitive /o(wi ) de f{ui ). Le point M de la courbe minima sera venu coïncider avec le point imaginaire conjugué M| et, par conséquent, le point Mj sera venu en M. On reviendra donc au même point m de la surface minima. D'ailleurs, dans le chemin réel que Ton aura suivi sur la surface, les cosinus directeurs de la normale auront varié d'une manière continue ; car
on n'a jamais
U = Ui,
c'est-à-dire
uu' -^i = o.
Quand on reviendra au point de départ, on aura échangé les valeurs de u et de W| ; les cosinus directeurs de la normale auront changé de signe, comme le montrent les expressions données plus haut de ces cosinus, et l'on se trouvera sur le côté opposé à celui d'où l'on était parti (*).
( ' ) ScniLLisG, Die Minimaljlàchen fiinfter Klasse mit dem Stereoscop'BHd ei(ies Modells derselben. GœUinguc, 1880.
Cet inlércssant travail conlicnl non seulement une démonstration de la proposition que nous venons d'établir, mais encore une élude très détaillée de la surface de M. Henneberg. M. Schilling en détermine l'ordre, la classe, les singularités principales et il montre qu'elle est le lieu des milieux de la courbe minima définie par les équations
Elle correspond à la valeur
de la fonction de M. Weierstrass. Cela nous conduit à signaler les surfaces doubles correspondantes à la valeur plus générale
où p désigne un nombre impair.
CHAPITRE VIL
Détermination de la classe et de Tordre de la surface minima algébrique engendrée par la translation de deux courbes minima données. — Application au cas particulier où la fonction /(^^) est rationnelle. — Détermination de la surface minima réelle, simple ou double, de la classe la moins élevée. — Points à l'infini des surfaces minima. — La section de la surface par le plan de l'infmi se compose exclusivement de droites simples ou multiples. — Points multiples à distance finie. — Surfaces minima à point conique.
233. Après avoir exposé, en suivant les méthodes de M. Lie, la solution des problèmes les plus élémentaires de la théorie, nous allons indiquer comment cet éminent géomètre a déterminé Tordre et la classe d'une surface minima algébrique, lorsqu'on suppose données les deux courbes minima dont la translation peut engendrer la surface.
La détermination de la classe repose sur le théorème suivant, qui est un cas particulier d'une proposition générale déjà énoncée au n° 84 et relative aux surfaces engendrées par la translation d'une courbe invariable.
La développable circonscrite à la surface en tous les points del une des courbes minima dont la translation engendre cette surface est un cylindre dont les génératrices vont rencontrer le cercle de V infini.
Soient (y) la courbe minima donnée, m un de ses points et (yi) la seconde courbe minima de la surface passant par le point m. La tangente en m à (yi ) est une des génératrices du cylindre circonscrit suivant (y).
Ce point étant rappelé, considérons le cône circonscrit à la surface ayant pour sommet un point quelconque [jl du cercle de l'infini; soit [jL/71 une génératrice du cône, tangente en m à la surface. 11 passe en m deux courbes minima de la surface (y), (yi) dont
l'une, que nous désignerons par (y« ), est tangente à [xm; et il résulte du théorème précédent que la développable circonscrite à la surface suivant (y) est un cylindre dont les génératrices sont parallèles à [Ji/n, c'est-à-dire un cône de sommet [jl. Donc :
Le cône circonscrit à la surface minima, ayant son sommet en un point quelconque du cercle de Vinjini, se décompose en cônes plus simples dont chacun est circonscrit à la surface suivant une coUrbe minima.
Ce point étant admis, commençons par considérer une surface simple et soit [jl un point du cercle de l'infini. Désignons par (K) et (K') les deux courbes difierentcs dont la translation peut engendrer la surface. Les génératrices du cône circonscrit suivant une des positions de (K') sont tangentes aux diverses positions de la courbe (K). Le nombre des cônes de sommet [x, circonscrits chacun suivant une des positions de (K'), sera donc égal au nombre des tangentes que l'on peut mener du point [jl à l'une des positions de la courbe (K). Ce nombre, que nous désignerons par M, est évidemment l'ordre de multiplicité du cercle de l'infini sur la développable formée par les tangentes de (K). Il y a donc M cônes de sommet [x circonscrits suii^ant une des positions de (K') et M' cônes de même sommet circonscrits suivant une des positions de (K), M et M' désignant les ordres de multiplicité du cercle de r infini sur les développât les formées par les tangentes aux deux courbes, La classe de la surface sera celle de cet ensemble de cônes.
Envisageons l'un des cônes circonscrits suivant une position de ' (K'), par exemple, et soit (rf)une droite quelconque passant par le sommet [jl de ce cône. Pour qu'un plan tangent à ce cône contienne la droite (rf), il est nécessaire et suffisant que la tangente à la courbe (K'), menée au point de contact de ce plan et de la surface minima, rencontre la droite (d) en un point situé à distance finie. La classe du cône est donc égale au nombre des tangentes de (K') qui viennent rencontrer la droite (d) à distance finie. Or ces tangentes forment une développable dont l'ordre, que nous désignerons par R', a reçu, comme on sait, le nom de rang de la courbe. Cette développable est déjà coupée par la droite (d) au point [x, qui est multiple d'ordre M'. Elle rencontrera
donc la droite (d) en R' — M' points à distance finie et, par suite, la classe du Cône considéré sera
On trouvera de même R — M, R étant le nombre analogue à R', pour la classe du cône circonscrit suivant une position de la courbe (K). La classe de la surface, c'est-à-dire celle de l'ensemble des cônes définis précédemment, sera donc
Tel est le nombre obtenu par M. Lie.
Dans le cas où la surface minima est double, il n'y a plus lieu
de distinguer deux séries de cônes circonscrits et la classe devient
égale à
IVHR — M),
les nombres R et M se rapportant à la courbe unique dont la translation engendrera deux fois la surface.
Si la surface est simple et réelle, les deux courbes dont la translation engendre la surface sont imaginaires conjuguées. On a évidemment
et la classe de la surface sera
On voit que toutes les surfaces minima réelles dont Tordre est premier ou impair sont nécessairement doubles.
Nous signalerons une relation d'inégalité à laquelle satisfont les nombres R et M relatifs à toute courbe minima. La développable formée par les tangentes à cette courbe est coupée par une droite située à l'infini en deux points au moins, qui sont situés sur le cercle de l'infini et sont multiples d'ordre M. On a donc
Il résulte de cette inégalité que, dans l'expression M(R — M) de la classe d'une surface double, le plus grand facteur ne peut être que R — M. Si la classe est un nombre premier /?, on aura nécessairement
ce qui donne
234. Passons maintenant à la détermination de Tordre de la surface, qui se fait d'ailleurs d'une manière moins précise. Nous couperons la surface par une droite (rf) assujettie à la seule condition de ne pas rencontrer la surface à l'infini. Supposons d'abord, pour plus de netteté, que cette droite ait été choisie pour axe des z. Ses points d'intersection avec la surface seront déterminés par
les deux équations
A('^ ) — Ai(t) — o,
Si l'on construit les deux courbes planes définies par les équations
(Y) :r = A(0, y^-li(t)
et
le problème sera ramené à la recherche de ceux de leurs points
communs qui sont à distance finie. Soient (K) et (R') les deux
courbes dont la translation engendre la surface. La courbe (y)
sera la projection de (K) sur le plan des xy,(^) sera la symétrique,
par rapport à Torigine, de la projection de (K') sur le même plan.
Les ordres de (y) et de (y') seront les mêmes, en général, que
ceux de (K) et de (K'). Si donc nous désignons ces ordres par m et
m'j le nombre des intersections cherchées, égal à l'ordre de la
surface, sera, en général,
mm'.
Toutefois, si les courbes (R) et (R') ont des points communs à l'infini, il en sera de même de leurs projections. Soit (o le nombre des points à l'infini que l'on déterminera par les méthodes connues ( ' ). Dans ce cas l'ordre de la surface sera
mm' — 0).
(*) Voir, en particulier, les diflférents travaux de M. Halphen insérés dans le Bulletin de la Société mathématique de France, le Journal de Liouville et la traduction française des Courbes planes de M. Salmoo.
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Enfin, si la surface est double, chaque point de la surface correspondra à deux systèmes de valeurs de t et de t, car les véritables paramètres de chaque point sont les fonctions symétriques ^ + t, t'z (n® 224). Le nombre précédent devra être réduit de moitié et Tordre aura pour expression
- ( mm — w).
Si Ton veut éviter le changement d'axes, qui consiste à prendre
pour axe des z la droite donnée, on écrira les équations de cette
droite sous la forme
X — mz -\- p,
y = nz-hq,
et Ton sera conduit à considérer le système
A(/)-+-A,(T) = //i[G(0-+-G,(T)]-u/,, B(0-+-Bi(-)= nli:{t)-\-Ci{'z)]-^q,
c'est-à-dire à déterminer le nombre des points d'intersection des deux courbes.
(a) x= k(t) — mC(t)-- p, y = B(t) — nC(t)^g
et
(3) X = mCi(T)- A,(-:), y = nCii-z) - Bi(':).
Les résultats précédents, relatifs à l'ordre et à la classe, peuvent être vérifiés dans chacun des exemples que nous avons étudiés. Considérons, par exemple, la surface d'Enneper. Les courbes (K) et (K.') sont ici des cubiques gauches définies par les équations
^' =ih e(3a H- M^),
On a
M'=M = i, R = R' = 4, m = /w'r^3, co = o.
La surface est simple, d'ailleurs; son ordre sera 9 et sa classe 6, comme nous l'avons déjà reconnu (n" 207).
235. M. Lie a fait une application détaillée des méthodes pré-
cédentes aux surfaces engcndn^es par des courbes minima dont les langentes forment une développable contenant une seule fois le cercle de Tinfini.
Si Ton prend Téquation du plan osculateur à la courbe minima sous la forme
( 4 ) (i — u^)x-^ i(i-h u^)f ^^uz -¥■ ^./( m) = o,
/{u), étant ici une fonction algébrique de w, sera déterminée par une équation de la forme
Le degré de cette équation par rapport à /(ii) donne évidemment Tordre de multiplicité du cercle de l'infini sur la développable dont la courbe minima est Taréte de rcbroussement. Dans le cas que nous voulons étudier, celte équation sera donc du premier degré et /{u) sera une fonction rationnelle de u. Les résultats obtenus au n" 198 en ce qui concerne la transformation des coordonnées nous montrent d'ailleurs que, si les axes sont quelconques, le degré du numérateur de/{u) sera supérieur de deux unités seulement à celui du dénominateur. On pourra donc poser
(5) /(f0^aa«-f-?/.-i-Y-+-yr ^'""'^ -^ , '^''"'^-' , +...-1- -^^-1,
les termes du second degré n'auront aucune influence sur le résultat et peuvent même être supprimés si l'on imprime à la courbe une translation convenablement choisie.
Si l'on substitue cette valeur de /(w) dans l'équation (4), on volt qu'il passera, par chaque point de l'espace, des plans tangents de la développable en nombre égal à
(6) C = I,mi-\- 2.
Ce nombre est la classe de la courbe : son expression ne nous est pas nécessaire, mais elle interviendra pour simplifier les formules.
Si l'on substitue les valeurs de /(w), /'(w), f"{u) dans les formules (5) [p. 342] qui donnent les coordonnées x^ y, z d'un point de la courbe, on reconnaît immédiatement que les termes en
u — ai )'«i^-» ( w — «1 ;"*»-^' '
figurent dans les expressions de x^y, z. La courbe est donc unicursale, et le degré du dénominateur commun de a:, j*, z sera
q étant le nombre des racines «|. Comme les numérateurs de x^ j\ z sont de degrés égaux ou inférieurs à celui du dénominateur commun, Tordre O de la courbe minima sera
Proposons-nous maintenant de déterminer le rang de la courbe, c'est-à-dire le nombre des génératrices de la développable qui rencontrent une droite donnée.
Une génératrice de la développable est définie par les deux, équations
( I — M* ) j: -h t( I -f- m' \y -h:tuz -h if( u ) -- o, — ux -f iuy -^ z -h /"'(m) =0.
Si Ton exprime qu'elle rencontre une droite donnée par les équations
Cx — \z = B\ AA' -h BB' -h ce = o, ky- Bx = C',
on est conduit à une équation de la forme
A[(i-M»)/(u)-H2M/(a)]-4-Bt[(i-+-w»)/'(w)-2w/(a)]
2C[m/(m)— /{w)]-+-A't(i-w')-B'(r4-a»)-4-2iC'a=o,
dont le degré donnera le rang cherché. Il suffit de se reporter à l'expression de f{u) pour reconnaître que ce degré est
Telles sont les formules qui font reconnaître les deux nombres dont dépendent l'ordre et la classe de la surface minima.
236. Proposons-nous, par exemple, de déterminei:, parmi les surfaces que nous étudions, celles qui ont la classe la plus faible.
Supposons d'abord qu'il s'agisse de surfaces simples. La classe sera égale à
2[Sm/-+- y H-i];
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q et m étant au moins égaux à i, il faut prendre
q — m = i ; on aura donc
fUi)— ^_ aM«H- 3w-f- Y-
C'est la valeur de/(u) qui correspond à la surface d'Enneper.
Si Ton veut obtenir les surfaces de huitième classe, il faudra
prendre
Cette équation admet Tunique solution
7=1, fUi— -2,
qui donne
-^ ^ ^ (a — a)- Il — a * *
L'ordre de la surface correspondante sera i6.
237. Proposons-nous maintenant de rechercher les surfaces doubles réelles les plus simples. L'équation à laquelle satisfait la fonction /(f/)(n« 227)
fin) ^^'(-\)
nous montre que, dans ce cas, à chaque infini ai correspondra un
infini ? de même degré de multiplicité, a\ désignant la conju-
guée de a/. Les nombres nii étant deux k deux égaux, la somme S//?i sera paire, ainsi que le nombre q, La classe
sera donc toujours un nombre impair et, comme on a évidemment
la classe sera au moins éirale à 5. La surface double réelle la plus simple correspond donc à Thypothcse
7=2, //Il = 7/12 = 1.
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On obtient ainsi, nous allons le reconnaître, la surface de M. Henneberg.
Au reste, on peut obtenir très simplement sous sa forme la plus générale la valeur de f{ii) qui correspond aux surfaces doubles réelles.
Nous avons vu, en effet, qu'à chaque infini a/ correspond un
infini :• Choisissons dans chaque groupe, d'une manière arbi-
traire, l'un des infinis a/, ^ el réunissons tous les termes qui
correspondent à ces infinis. Si nous désignons par y (w) l'ensemble de ces termes, la fonction
où Çi désigne la conjuguée de '^, satisfera encore à l'équation fonctionnelle qui caractérise les surfaces doubles
nu)_^'\ u) ^
Il I
mais, comme elle ne contient plus les infinis a/, elle ne pourra
pas contenir non plus les infinis 7 et se réduira, par conséquent,
à un polynôme du second degré que déterminera l'équation fonctionnelle précédente et qui sera de la forme
a(l — W*) H- 1^(1 -f- U^)-\- 2CUj
a, by c désignant trois constantes réelles. On pourra le faire disparaître, ï>i l'on veut, par une translation réelle et l'on aura, dans tous les cas, l'expression
/(a) =o(a)— w»«p, / — 1 j -+-a(i — M»)-M;6(i-f- m*)-i-2CW,
qui définira toutes les surfaces doubles réelles.
Dans le cas de la surface de M. Henneberg, on peut, en choisissant convenablement les axes, prendre
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a étant réel, et Ton aura
(9) /"(") ~ - -f-rtM'.
Si Ton applique à celte surface les méthodes indiquées plus haut pour la détermination de Tordre, on reconnaîtra sans difficulté que les courbes désignées au n" 233 par (y), (yO sont ici symétriques Tune de l'autre par rapport à Torigine et qu'elles sont de Tordre 6. Les points à Tinfini étant des points simples d'intersection, il restera 3o points d'intersection à distance finie et Tordre de la surface s Ta, par suite, égal à i5.
238. Considérons une courbe minima (K), pour laquelle on connaît les nombres R, M. Si on la transforme par inversion, on obtiendra une nouvelle courbe minima (K,); soient R| et M| les nombres relatifs à cette courbe.
Une droite (rf) rencontrant le cercle de Tinfini coupe la développable formée par les tangentes de (K) en R — M points. L'inversion transforme la droite (rf) en une droite (rf|) rencontrant également le cercle de Tinfini*, elle transforme la développable formée par les tangentes de (K) dans la développable formée par les tangentes de (R| ). On aura donc
D'autre part, considérons un cercle passant par le pôle de Tinversion ; il coupera la développable formée par les tangentes de (K) en 2R points; deux de ces points sont sur le cercle de Tinfini et comptent chacun pour M; enfin d'autres, en nombre que nous désignerons par Û, sont confondus avec le pôle. Le cercle coupera donc la développable en
points a distance finie et ne coïncidant pas avec le pôle.
Si Ton applique maintenant Tinvcrsion, le cercle se transforme en une droite quelconque et le nombre précédent devient le rang de la courbe (Ki ). On a donc
Ri= aR — 9JVI — 12.
La valeur de R| sera, dans tous les cas, positive et supérieure à
quatre, car il n'existe pas de courbe dont le rang soit inférieur à ce nombre; Û est nul si le pôle est quelconque, mais il devient égal à deux si ce pùle a été pris sur la courbe (K). On a donc, dans tous les cas,
ou
Cette inégalité met en évidence les résultats suivants, qui sont dus à M. Lie.
La classe d'une surface minima simple
M(R' — M'")-hM'(R — M)
est au moins égale à
c'est-à-dire au moins égale à 6. Parmi les surfaces simples, la surface d'Enneper est donc celle dont la classe est la plus faible. La classe d'une surface minima double
est toujours supt''ficure à 3 M, c'est-à-dire à 3.
Si l'on considère une cubique gauche qui soit une courbe minima, elle donne effectivement une surface double de troisième classe, mais cette surface est imaginaire. En effet, une courbe minima ne peut être identique à sa conjuguée que si elle est coupée par un plan réel quelconque, en des points imaginaires conjugués deux à deux. Elle doit donc être nécessairement d'ordre pair, si la surface double, lieu des milieux de ses cordes, est réelle.
Si l'on veut que la classe de la surface soit égale à 4) il faudra, R — M étant supérieur à 3, que l'on ait
Il existe effectivement une courbe minima répondant à la quesion. Mais nous avons déjà vu que, dans le cas où M rrz i , la surace double réelle la plus simple est celle de M. Henneberg.
Ainsi, il ny a pas de surface double réelle de classe infé- / ieurc à 5 .
239. Renvoyant, pour plus de détails, en ce qui concerne la déermination des surfaces minima de classe ou de degré donné, au
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Mémoire de M. Lie, nous terminerons ce Chapitre en étudiant les nappes infinies des surfaces mininia algébriques.
Dans un Mémoire inséré aux Mathematiscke Annalen (*) M. Geiser avait établi, par une méthode intéressante et féconde, que la section de toute surface mininia algébrique par le plan de rinlini ne peut se composer que de lignes droites et du cercle de rinfîni. M. Lie s'est servi du mode de génération qui Ta guidé dans ses belles études [)Our démontrer cette proposition et la rendre plus précise encore.
Considérons en effet la surface mininia comme le lieu des milieux des segments dont les extrémités M, M| décrivent respectivement deux courbes iiiinima (F), (1^). Tant que les points M, M| sont à distance finie, il en est de même du milieu du segment MMj. Si l'un des poinls. M, par exemple, s'éloigne seul à rinfini, le milieu du segment s'éloigne à l'infini et vient à la limite coïncider avec Mj. Supposons maintenant que les deux points M, M| s'éloignent simultanément à l'infini et viennent coïncider respectivement avec deux points m, m^ des deux courbes (r), (Fi), situés nécessairement sur le cercle de Tiufini. Si les points 7/2, m\ sont distincts, le milieu de mm^ sera indéterminé et pourra occuper toutes les positions sur la droite ninis (-). Nous obtenons ainsi ce premier résultat :
(') Geisf.r (C.-F. )> I^'otiz ùber die al gebraischen Minimumsjlàchen {MathematUche Annalen, t. III, p. W^o\ 1870).
(') Soient, en effet, x, y y z, /; x', v', z\ t' les coordonnées cartésiennes homogènes des deux points M, M,. Lorsqu'ils tendent vers leurs positions limites m, m,, ces coordonnées auront pour valeurs liniilcs x^, y^y 5^, o; a/^, y'^, z'^, o. Cela posé, les coordonnées homogènes du milieu de MM, ont pour expressions
\ = x/'-h tx\ \ = yt'-^ty\ Z= zV -htz\ T -2U'.
Faisons tendre / et /' vers zéro, de telle manière que Ton ait toujours
X désignant une constante. Les coordonnées de X, Y, Z, T divisées par t auront pour limites les valeurs suivantes :
qui contiennent l'arbitraire X et dédoisscnt un point quelconque de la droite mm^.
Toutes les droites obtenues en joignant un point à U infini de {Y) à un point de (Fi) situé aussi à U infini et distinct du premier appartiennent à la surface.
On reconnaît ainsi que, si les deux courbes (F), (F|) coupent le cercle de Finfini en des points distincts les uns des autres, la section de la surface par le plan de Finfini se composera exclusivement des droites qui joignent les points à Finfini de la première courbe aux points à Finfini de la seconde. Si m et m' désignent les ordres des deux courbes, ces droites seront au nombre de mm'. Comme, dans ce cas, Fordre de la surface est précisément égal à m/?i', il est évident que chacune des droites sera simple.
240. Il nous reste à examiner le cas où les deux courbes (F), (F|) ont des points communs à Finfini et où les deux extrémités du segment MM|, dont le milieu décrit la surface minima, viennent coïncider avec Fun de ces points.
Soit
(io) (i — a')^ -H i(i-+- a*)r -h 2«/-5 -4- 2/(m) = o
Féquation du plan osculaleur de la courbe (F). Enjoignant à cette équation ses deux premières dérivées par rapport à «/,
(i2) -.x-r-iy-^f''(u)-.o,
on aura les trois relations i|ui définissent, en fonction de w, les coordonnées d'un point de la courbe. Elles nous donnent
(i3) z-.iif{u)^f{u),
( X -h iy =— u^f'iu) -^ 'iu/'(u) — 2/(u), ou encore
1 X ^ iy — f^{u)du^
[ X -^ iy = ^ f u^ .' (u) du, en posant
r{u) = Hu).
Choisissons les axes de manière que le point m de (F) situé à
l'infini corresponde à Thypollièse u = o, et admettons que la courbe (F) soit algébrique ou, du moins, présente en ce point une singularité algébrique. Alors /{u) sera développable suivant les puissances croissantes de u et, si p et q désignent deux nombres entiers dont le second est positif, on pourra poser
Nous supposerons toujours qu'aucun des exposants ^ ne prend
Tune des valeurs o, i, 2. On peut toujours, en effet, supprimer les termes correspondants à ces trois valeurs particulières des exposants en ajoutant des constantes convenablement choisies à x, V, z^ comme le montre l'équation (10) du plan osculateur; et ces constantes pourront toujours disparaître dans les formules finales par une translation convenable des axes coordonnés.
En mettant à profit cette remarque, nous écrirons /(w) sous la forme
fi-,) A.^)-y .- —^ r -u '/ ,
Ad p_^ / /> -H A \ //>-f-X ^ V
qui donne
(16; rf(M) = l^XW '/
et, par conséquent,
X A-iy ——y ^ — u 'f
Telles sont les expressions des coordonnées d'un point de la courbe en fonction de u.
Pour que le point m, correspondant à la valeur o de u, soit
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rejeté à l'infini, il faudra que Tun au moins des termes qui figurent dans les expressions précédentes devienne infini pour u = o. On aura donc nécessairement
Mais il y a ici plusieurs cas à distinguer : 1° Si Ton a
f{u) et f'{u) deviendront nulles pour ii^^ o. La tangente en m à la courbe (F) sera définie parles deux équations (lo) et(i i), où Ton fera «/ = o et qui se réduiront aux suivantes
elle restera donc à distance finie; il en sera de même du plan osculateur qui est représenté par la première des deux équations précédentes.
2° Si l'on a
f'{ii) sera infinie, mais non/(u). Le plan osculateur en m, défini
par l'équation
X -h iy = o
sera encore à distance finie; mais la tangente en m sera rejelée à l'infini et coïncidera avec la tangente en ce point au cercle de l'infini.
3"* Enfin, si l'on a
le plan osculateur lui-même sera rejeté à l'infini ; quant à la tangente, elle sera la même que dans le cas précédent.
En résumé, la courbe (F) ne sera tangente en m au plan de l'infini que si l'on a
241. Si, comme on l'a fait au n^ 229, l'on adopte pour la courbe
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(Fi) un mode de représentation identique au précédent et si Ton pose
on obtiendra des expressions des coordonnées de chaque point de la courbe en fonction de Ui analogues aux formules (17) et Ton en déduira les expressions suivantes des coordonnées X, Y, Z d'un point de la surface en fonction de u et de w,
• X — i\ r-z Ç^ ( U) du -f- Ç^\ ( a, ) dui
z — f U^{u) du H- /' M, J, ( M, ) ^M,
X -Jr- i\ — — I U'.liu) du — / a,-»*, («^,} c^w
^■■i p -r- h ^mk />j -I- A,
Le plan tangent au point (;/, //,) sera représenté (n'' 229) par Téquation
(20) X H- lY — MM,(X — tY)-i- (m -h «/,)Z-i- $ = o
et le calcul de \ donnera [n** 229, formule (18)]
ci,M 'f r 1^ M__ 1
'n^y}h_'l[ r II ih "I
Il est à remarquer que l'on pourrait réduire à des polynômes les séries qui constituent les seconds membres des formules (19)
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et (21) en y supprîmanl tous les termes de degré positif, qui s'annulent et sont négligeables lorsque u et Ux deviennent infîniment petits.
242. Les formules précédentes élant établies, supposons d'abord qu'aucune des deux, courbes (F), (r^) ne soit tangente au plan de l'infini. On aura alors
Lorsque u et u^ tendront vers zéro, Z et X + iY auront zéro pour limite. Quant ùX — /Y, comme il présente plusieurs termes infinis, les uns contenant u^ les autres contenant U\^ il pourra prendre toutes les valeurs possibles. En égalant, eneffel, la valeur de X — i\ à une constante quelconque, on obtient une équation qui admet des solutions pour lesquelles u et U\ sont aussi petits qu'on le veut; car, si l'on y regarde u et Ui comme les coordonnées rectangulaires d'un poiut, cette équation de condition représente une courbe qui passe à l'origine des coordonnées.
Ainsi, dans le cas qui nous occupe, les points de la surface minima qui proviennent des points de (F) et de (F,) infiniment rapprochés de m ont pour lieu géométrique la droite
qui est tout entière à dislance finie. L'équation {0.0) du plan tangent se réduit à la suivante :
On voit qu'il est le môme pour tous les points de la droite (*).
(') Si l'on resliluc aux courbes (T), (TJ leur position la plus générale en leur imprimant des translations convenables, les résultats obtenus dans le texte donnent le théorème suivant, que Ton pourrait établir par la Géométrie :
Si les deux courbes (T), (T, ) ont en commun un point m du cercle de Vinfini et si aucune d'elles n'est tangente à ce cercle, les points de la sur/ace qui proviennent des portions des deux courbes infiniment voisines de m forment une droite située dans le plan des tangentes en m aux deux courbes et à égale distance de l'une et de l'autre. Le plan tangent en un point quelconque de cette droite est fixe; il contient à la fois la droite et la tangente en m au cercle de l'infini.
Supposons maintenant que Tune des courbes (F), (Fi) soit tangente en m au cercle de Finfîni, c'est-à-dire que Fune au moins
des fractions — > — soit inférieure à Funilé. Dans ce cas, les expres-
sions de Z et de X — iY contiennent, Fune et Fautre, des termes de degré négatif, et il arrivera généralement que Fune au moins de ces deux, quantités deviendra infinie quand u et u^ tendront vers zéro d'une manière quelconque.
Si une seule des fractions — > — est inférieure à Funité, la coor-
donnée Z deviendra certainement infînie quand u et U\ tendront
vers zéro. Si, au contraire, les deux fractions — > — sont Fune et
Fautre inférieures à Funité, X — i Y ne pourra demeurer finie que si les termes de degré le plus faible eu u et U\ sont du même ordre, c'est-à-dire si Fon a approximativement
P Pi
et, de même, Z ne pourra demeurer finie que si Fon a approximativement
Or ces deux équations ne peuvent être compatibles que si Fon a
P ^Pl^
et, même alors, comme elles sont de degrés difi'érents, 7.q — p et q — /?, par rapport à w, il y aura toujours des solutions de Fune qui ne conviendront pas à Fautre. On peut donc affirmer que, dans le cas où Fune au moins des deux courbes minima est tangente en m au cercle de Finfini, les points des courbes (F), (F,) infiniment voisins de m ne pourront donner de point de la sur-
R = El toujours des points de la sur/ace, situés à Vinfini, Il reste à
face à distance finie que si Von a -^ = ^ et auUls donneront
indiquer le lieu formé par ces derniers points. Or, si Ton se reporte à Téquation (20) du plan tangent écrite sous forme homogène
on voit que, u et Ui devenant nuls, la section de ce plan par le plan de Tinfini aura pour équations
Les points cherchés de la surface sont évidemment distribués sur cette droite, qui est la tangente en m au cercle de Tinfini. Réciproquement, chaque point de cette droite peut être obtenu pour des valeurs infiniment petites de u et de w^; car, à chacun
de ces points, correspond une valeur déterminée du rapport
^^ rT7 et Ton reconnaîtra, en répétant le raisonnement donné au
début de ce numéro, que ce rapport peut prendre toutes les valeurs possibles. Ainsi :
Toutes les fois que Vune des courbes (F), (Fi) est tangente en m au cercle de V infini, tous les points de la surjace situés à V infini et pros^enant des branches voisines du point m ont pour lieu géométrique la tangente en m au cercle de l'infini.
En réunissant les résultats précédents nous obtenons, par conséquent, la proposition suivante, qui est celle de M. Lie :
Lorsque les deux courbes (F), (F|) ont un point commun à r infini, les branches de ces deux courbes voisines de m ne peuvent donner de point à V infini de la surface que si Vune des courbes est tangente en m au cercle de V infini; dans ce cas, tous les points à l'infini de la surface ont pour lieu géométrique la tangente en m au cercle de l'infini,
213. Mais la méthode indiquée dans les numéros précédents nous permet aussi de résoudre une question nouvelle et, après avoir étudié la section de la surface par le plan de l'infini, de déterminer, quand ils existent, les points à distance finie de la surface qui peuvent provenir des points à l'infini situés sur les courbes (F), (F| ). Nous avons vu plus haut que cette circonstance ne peut se
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présenter que si Ton a
P ^ Pi,
Supposons cette condition remplie, et reprenons les formules déjà démontrées
X — i\ = J rT( u )du-^ j '^1 ( «1 ) dux ,
Z =Ju^(H)du -1- fiii 5i ( M| ) dui, qui donnent
(22) dZ — ud{\ — i Y ) — ( w i — it ) .'ri(ui)dui.
Pour résoudre la question proposée, nous couperons la surface par le plan
où a désigne une constante quelconque et nous chercherons s'il existe, dans ce plan, un point de la surface à distance finie provenant de valeurs infiniment petites de u et de W|.
Si nous substituons la valeur a de X — lY dans la première des formules (19), nous aurons une relation entre u et //, qui nous donnera pour u un certain nombre de déveloj)penienls en série suivant les puissances positives de //|, développements dont les coefficients pourront contenir a, à partir d'un certain rang. II faudra que Tune au moins de ces valeurs de w, portée dans les expressions de Z et de X-h«Y, donne des développements de ces quantités demeurant finis pour ;/, ::^ o et ne contenant, par conséquent, aucune puissance négative de W|. Si l'on se reporte à la formule (22) et si Ton y fait
X — ^* Y = a, fi( X — /Y ) = o, on en déduira
Tous les termes de Z étant, par hypothèse, de degré positif, -^—
ne contiendra que des termes de degré supérieur à — i et, si Ton
remarque que le degré de rT,(//, ) est — — 3, on est conduit à rinégalilé
a(îi'rc (U — Ui ) — - - — 3 > — i ,
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qui donne
(23) u — a| = Owj ^',
6 étant une fonction de Us qui s'annule pour U\ = o.
Portons la valeur de u tirée de Téquation précédente dans les expressions de Z et de X H- îY, On a
a 7 = WjV \i-+-ea, 7»; '^
6' étant, comme 0, une fonction qui s^annule pour Ui = o. On voit donc que, dans tous les termes de l'expression (19) de Z contenant u^ on pourra remplacer u par w,, en négligeant seulement des quantités qui s'annulent pour ii^ = o et peuvent être supprimées. On aura ainsi la valeur approchée
Z = / W,[efl(Ml)H-cT(Wl)] dUi,
et un raisonnement analogue donnera de même
Pour que Z reste finie, il faudra que tous les termes de degré négatif en u^ se détruisent mutuellement. Si donc on pose
<ï> et <Ï>| contenant tous les termes de degré inférieur à — 2, il
faudra que Ton ait
Telle est la condition cherchée. On reconnaîtra aisément qu'elle est suffisante et que la somme X -f- lY demeure aussi finie. En réunissant les résultats précédents, on obtient la proposition suivante :
Pour que les points à l^injini des deux courbes (F), (Fi) donnent des points de la surface situés à distance finie j il faut et il suffit que les ternies de degré inférieur à — 2 dajis les D.— I. 25
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f'jnclions ^ w . >, u soie ni deux à ânux tuavj- et de signes contraires. Si cette condition est remplie, les p^yints à distance finie ^ui proviennent des deux (/m ne /te s infinie* considérées de Y . Fi seront distribués sur une droite passant par le point du cercle de l'infini qui est commun à ces deux branches.
Pour lermioer rétude de celle qiieslion. iî taudrail rechercher l'ordre de mulliplicilé des différenles droilos de la surface siluëes soil à rinfini. soil à dislance tioie. qui provienoenl des branches infinies de • F • el de « F, •. Mais il suffira, pour obtenir ces ordres de mulliplicilé. d'appliquer les méthodes connue^.
211. Il nous resle à dire quelques mots des points multiples el d 'S lignes multiples des surfaces minima.
La surface minima la plus ;;énérale. avant été définie par M. Lie comme lieu géom^'lrique du milieu d'un segment dont les extrémités décrivent les courbes .F», «F, , a, sénéralement, une ligne double, lieu des points qui sont les milieux de deux segments, et des points triples, situés sur cette ligne double, qui sont les milieux de trois segments différents. Sans nous arrêter à l'étude des singularités de ce genre, qui sont en quelque sorte normales, nous dirons quelques mots des surfaces minima qui admettent des points coniques.
Pour que la surface minima ait un point conique O, il faut el il suffit que ce point O soit le milieu d'une infinité de segments, c'està-dire que les deux courbes tF), tF,^ soient s\ métriques l'une de Fautre par rapport au point O. Cette proposition montre immédiatement comment on engendrera les surfaces minima à point conique. II suffira de prendre pour la courbe <F|') la svmétrique de <T»par rapport à un point déterminé. Ln raisonnement géométrique très simple permet d'ailleurs de reconnaître que le cône des tangentes au point multiple est exclusivement formé des droites qui vont rencontrer le cercle de l'infini ('V
(* j Voir au sujet des points coniqui^s, rarliclc déji cili' do M. Gciser {MathematUche Annaien, l. III). Il peul arriver o\copti<iniicliciiiont, si la courbe (r)a dfs points doubles, que le p«'>int conique soil sur U ligne double de la surface; al'^n, au cône indiqué dans le texte viennent s'ajouter un uu plusieurs plans langeots.
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La théorie des surfaces minima à point conique se rattache immédiatement à celle des surfaces doubles. Nous avons vu au n" 210 comment on passe d'une surface minima à son adjointe. Les résultats analytiques déjà signalés peuvent s'interpréter comme il suit :
Etant donnée une surface minima y lieu des milieux des segments dont les extrémités s'appuient sur les deux courbes (F), (F^), soient (F'), (FJ les hoîno thé tiques de (F), (F,) respectivement, prises par rapport au même pôle O, avec des rapports d^homothétie respectivement égaux à -\- i et à — i, La surface adjointe est le lieu des milieux des segments dont les extrémités décrivent les courbes (F'), (Fj).
Par suite, si les deux courbes (F), (F,) sont symétriques l'une de l'autre par rapport au point O, les courbes (F'), (F'^) seront identiques et vice versa. On est ainsi conduit au théorème suivant :
Pour obtenir toutes les surfaces à point conique, il suffira de prendre les adjointes des surfaces doubles.
On voit ainsi qu'il y a des surfaces réelles à point conique et Ton sait comment on les obtiendra. Le lecteur déduira facilement de ce qui précède la construction suivante :
Pour obtenir V adjointe de la surface double lieu des milieux des cordes d'une courbe minima (D), on mènera par le point fixe O des parallèles à ces cordes, d^une longueur égale à la longueur de la corde multipliée par i. Les extrémités de ces parallèles décriront la surface cherchée, qui aura le point O pour point conique.
LES FORMULES DE M. SCHWARZ
Délerraination de la surface minima tangcnle à une développable donnée suivant une courbe donnée. — Application à ce problème des résultats généraux que la théorie des équations aux dérivées partielles doit à Cauchy. — Formules de M. Schwarz. — Leur démonstration par M. Lie. — Surfaces minima passant par une droite réelle; la droite est toujours un axe de symétrie de la surface. — Surface minima réglée, détermination nouvelle de cette surface. — Surface minima passant par une courbe plane. — Cas où cette courbe doit être une ligne de courbure ou une ligne géodésiquc. — Théorénjc de MM. Ilenncberg et Lie. — Surface minima admettant une conique pour ligne géodésiquc.
2io. Dans les Chapitres précédents, nous avons développé les propriétés les plus simples des surfaces minima. Il nous reste à indiquer comment on peut déterminer une surface minima satisfaisant à des conditions données. Nous examinerons en premier lieu le problème suivant : Déterminer la surface minima passant par un contour quelconque donné et admettant en chaque point de ce contour un plan tangent donné.
Nous ferons connaître d'abord ce que nous apprennent, sur la solution de ce problème, les propositions générales relatives à l'intégration par les séries des équations aux dérivées partielles. Ces propositions, que Ton doit à Cauchy (*), peuvent être appliquées à Téquation aux dérivées partielles
(i-r- q^)r — ipqs -h ( n- />2 ) / = o,
qui caractérise les surfaces minima. Elles permettent de dé-
(') Les recherches de Cauchy sur ce sujet sont exposées dans différentes Nofes insérées en i8'|*j aux tomes XIV et W des Comptes rendus. On pourra consulter aussi un 'travail beaucoup plus récent, publié en 1870 par M"» de Kowalewski sous le titre : Théorie der partiellen Diffcrenlialglcickungen {Journal de C relie, t. LXXX, p. i).
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montrer qu'il existe, en général, une de ces surfaces, et une seule, passant par une courbe donnée et admettant, en chaque point de cette courbe, un plan tangent donné qui passera nécessairement par la tangente à la courbe ; ce problème n'est impossible ou indéterminé que dans le cas où la courbe est une caractéristique de Téquation aux dérivées partielles, c'està-dire une courbe minima. Mais la solution que Ton obtient ainsi, en suivant les méthodes de Cauchy, exige que les coordonnées d'un point de la courbe, ainsi que les valeurs de p et de q en ce point, puissent être développées en séries entières ordonnées suivant les puissances d'un paramètre et puissent, par conséquent, être déterminées aussi bien pour les valeurs imaginaires que pour les valeurs réelles de ce paramètre. Elle cesserait d'être applicable si le contour se composait de portions de différentes courbes analytiques, ou si la loi de variation des plans tangents s'exprimait par des fonctions différentes en différentes parties de la courbe. Remarquons enfin que Texislence seule de la solution est démontrée, puisqu'on ne connaît pas la loi des séries au moyen desquelles l'intégrale est obtenue.
Il est facile de prévoir que, lorsqu'on aura obtenu, par un moyen quelconque, l'intégrale générale de l'équation aux dérivées partielles, la solution du problème posé par Cauchy deviendra relativement facile, puisqu'elle exigera seulement la détermination des deux fonctions arbitraires d'une seule variable contenues dans l'intégrale générale.
Comme nous l'avons déjà indiqué, le problème qui consiste à déterminer la surface minima passant par un contour donné et y admettant en chaque point un plan tangent donné a été résolu pour la première fois par Bjorling et M. O. Bonnet. Les méthodes suivies par ces deux géomètres exigent seulement l'emploi des quadratures. Nous allons faire connaître ici celle que l'on doit à M. Schwarz (*) et qui repose sur l'emploi des formules démontrées au n** 212.
246. Nous avons vu que, si x, i', z désignent les coordonnées
(') Miscellen^ etc., § V, p. 291.
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d^un point quelconque d'une surface minlma et X, Y, Z les cosinus directeurs de la normale en ce point, les coordonnées ^05 J'o-. ^0 du point correspondant de la surface adjointe seront déterminées par les formules
( I ) cItq — Y ciz — Z dji clyo —Tdx — \ dz^ dz^ —y^dy — Y dx^
où les seconds membres sont tous des différentielles exactes. Par suite, si Ton se reporte aux expressions (i), (4) [p. 822 et 323] de X, j', z\ ^oî J'o> ^Oî on voit que Ton aura
/ T — / Xo = T -^ ij( Zdy — \ dz) — ik{t), (2) • } —Ivo ^y -^ i f{\ dz — Z dx) = 'iB(t),
f z — izo = z -+- if( Y dx — \ dy) — 2C(0»
et de même
[ T -h Lxq = X — if{ 'Ldy — \ dz) =- 2 A i (x),
(3) y ^iy^^y—ij\\dz - Z ^J" ) r-. 2 B , ( T ),
' Z '\- îzq — ;: — i f{\ dx — X ^v ) = 2 Ci ( t ).
Soit (L) le contour donné ; quand on se déplace sur ce contour, x^ y y :ï ; X, y, Z deviennent des fonctions d\ine certaine variable X et les formules précédentes, où les intégrales de différentielles totales sont remplacées par des intégrales à une seule différentielle rfX, donnent les fonctions d'une seule variable A, B, C; A^, B|, C|, exprimées au moyen de X. Soient «l)().), i*iî()^), 3(X); 'îIm(^0^ 'iJî>4()v), 3|()x) les expressions ainsi obtenues. Si le contour (L) est réel et si les valeurs de x^y, >3; X, Y, Z sont fournies par des relations numériques ou des lois physiques qui ne permettent pas de déterminer ces variables pour des valeurs imaginaires de "k^ les fonctions el>, iil), 3, «A.|, \iî>4, S| seront incomplètement connues et les formules relatives à la surface
(4) <y = iii,(X)-f-iiiM(Xi),
permettront de déterminer seulement les points qui correspondent à des valeurs réelles de X et de ).|. Mais, si le contour (L) est une
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courbe analytique, réelle ou imaginaire, et si les fonctions X, Y, Z, qui doivent déjà satisfaire aux deux équations
sont aussi des fonctions analytiques de X, c'est-à-dire si x, y, z\ X, Y, Z ont une signification déterminée aussi bien pour les valeurs imaginaires que pour les valeurs réelles de X, il en sera de même évidemment des fonctions -l>, \ib, G; -l.|, iU>i, 3^ qui devront être regardées comme complètement connues et fourniront la détermination complète des deux courbes minima dont la translation engendre la surface. En remplaçant ces fonctions par leurs valeurs dans les formules précédentes, on aura pour les coordonnées x', )', z^ d'un point quelconque de la surface les valeurs suivantes
(Y./C -'Ldy),
Zl
- = \- ^Z {\dj'--\dx),
"^o^'iî ^4 désignant les valeurs de x, y, z pour À = X| ti X21 ynt z^ les valeurs des mêmes variables pour). = X^. On pourra donner à).| et à X2 des valeurs imaginaires quelconques; en sorte que les points obtenus dépendront, comme cela doit être, de quatre paramètres réels.
Si le contour (L) est réel et si l'on désigne par \q la valeur de \ correspondante à un point réel déterminé du contour, on pourra prendre
(7) ; iii,(X) = ^. ^ i / {\dz~Zdr),
^^^^ = ^^î/ (Y^-^-xt/J),
et la partie réelle de la "surface sera définîepar les équations
x' = Sl(iX) = S{\a:-^il^ (Zdj^ -\dz)\,
y = S{(2\Sl) = A\x-^i f {\dz^Zdx)L
z' = Sliie) =Sl\ z -hi f (\djc-\dj)U
où Ton devra donner à "k une valeur imaginaire quelconque.
Il résulte évidemment de la méthode précédente que la surface définie par les équations (6) ou (8) est la seule qui puisse satisfaire à toutes les conditions posées et il reste seulement à démontrer qu'elle satisfait efiectivemcnt à ces conditions. Or, si l'on remarque que, d'après leur définition même, les fonctions ''l>()^), ..., Xi (X), . . . vérifient les relations
dX^ -h rfUÎ>« -f- d2^ = o, X ^l, -f- Y ^\ft> -h Z rfC = o, dX] -h ûfilbî -+- rf^î = o, X d^K^i -+- Y d}ii>i -^ZdZx^- o,
on reconnaîtra aisément: i** que la surface obtenue est une surface minima; 'x^ qu'elle passe par le contour (L) et y admet en chaque point le plan tangent donné; elle fournit donc bien la solution unique du problème proposé.
En résumé, la méthode de M. Schvvarz repose sur les deux propositions suivantes :
Une surface minima est pleinement déterminée quand on donne une courbe analytique tracée sur cette sur/ace et la courbe correspondante tracée sur la surface adjointe,
Lorsqu^on connaît sur une surface minima une cour^be (L) et les plans tangents en chaque point de cette courbe, la courbe correspondante de la surface adjointe peut être déterminée par de simples quadr^atures,
247. Dans son Mémoire sur les surfaces minima (*), M. Lie a donné pour les formules de M. Schwarz une démonstration nouvelle
(•) Mathematische Annalen, t. XV, p. 467.
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que nous allons faire connaîire, parce qu'elle peut être généralisée et appliquée à d'autres questions analogues.
Reprenons les équations d'une surface minima sous la forme générale
où les fonctions A, B, C; A<, B,, C| satisfont aux relations
(9) ciA^ -\- rfB* -+- dC^ = o,
(10) ^A}-f-^Bî-+-^GJ = o.
Pour que la surface contienne la courbe donnée (L), il faudra que, X, y, z désignant les coordonnées d'un point quelconque de celte courbe qui sont des fonctions connues d'un paramètre X, on puisse déterminer pour f et t des fonctions de \ satisfaisant aux trois équations
(11) a: = A-4-A,, 7=:B-hB,, >5 = G-hCi.
D'autre part, si X, Y, Z désignent les cosinus directeurs de la normale à la surface au point considéré (j*, Yj z) de la courbe (L), il faudra exprimer que le plan tangent contient les tarigentes aux deux courbes minima de la surface qui passent par ce point, ce qui donnera les deux équations
(12) X ^A -^ Y ^B H- Z ^G =0, (i3) X^A,H- YrfB,-+-ZrfG, = o,
qui, jointes aux précédentes, expriment toutes les conditions du problème. Différentions les équations (11) en supposant que l'on se déplace sur la courbe (L); on aura
/ ^r — rfA -4- rfA|, (ï4) I dy = cm H-^/B,,
( dz = dC -hdCt,
En vertu de ces relations et de l'équation évidente
\dx-hY df-¥- Z dz = o,
qui exprime que le plan tangent contient la tangente à la courbe (L), et qui doit être vériGée par les valeurs données de X, Y, Z, les deux équations (12) et(i3) se ramèneront Tune à l'autre, et
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il restera seulement six équations distinctes (9), (10), (12) et (i4) qui permettront en général de déterminer les différentielles
CIJ\ % . » m j Cljt\.\ ^ • • • .
Déduisons en effet des équations (i4) les valeurs de </A|, clBi, rfC| et portons-les dans la relation (10), nous aurons
dx dX -hdydn-^- dz dC r:=
S désignant Tare de (L). Cette équation, jointe aux deux relations (9) et (12), dont Tune est du second degré, va nous donner les valeurs de dA, rfB, rfC.
A cet effet, prenons comme inconnue auxiliaire {*) \e déterminant
d.r dy dz ; dX dB dC
si on rélève au carré, en effectuant la multiplication des lignes entre elles et tenant compte des relations précédentes, on trouvera
ds*-
rf.v5
On a donc
^ A ^{\dz -Zdy)dX
\ ^ (Z e/.r — X dz)dB h (X dy — \dx) dC -^
ids^
et l'on est ainsi ramené au système des trois équations (12), (i5) et (16) qui sont toutes du premier degré. Le déterminant de ces équations étant égal à ds-^ elles pourront toujours être résolues tant que le contour (L), réel ou imaginaire, ne sera pas
(») Toutes les fois que l'on doit résoudre un système d'équations algébriquo-i dont la résolution peut se ramener à celle d'une équation du second degré à un r inconnue, il y a avantage à prendre comme inconnue auxiliaire le déterminant fonctionnel des équations par rapport aux inconnues; car ce déterminant, s'annulant dans le cas où les deux systèmes de solutions se réduisent à un seul, ne peut quetre égal à la valeur du radical qui doit figurer dans les formules défînitives et, par conséquent, son carré se calculera rationnellement.
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une courbe mininia. On obtient ainsi par un calcul facile les valeurs suivantes de r/A, t/B, rfC :
d\ = — ±i-{Ydz -Zdy),
(17) ) ^B = ^' Hz \Z rfr — X dz ), ' 11
dC = -^^ ±L i(X t/j - Y dx)\ d'où l'on déduit, à l'aide des formules (i4)i
(18) ' ^Bi= ^ qi icZ^j'-Xrfj),
rfCi = — qz - (X dV -- Y rfjT),
les signes se correspondant dans les deux systèmes. Prenons, par exemple, les signes inférieurs et supposons effectuées les quadratures qui donnent les expressions de A, B, C; A|, B,, C| en fonction de \. On peut toujours déterminer les constantes qui entrent dans ces quadratures de manière à satisfaire aux équations (11), et l'on retrouve ainsi les formules de M. Schwarz.
248. La méthode précédente peut être généralisée; elle s'appliquerait, par exemple, aux surfaces engendrées par la translation de deux courbes dont l'une satisferait à Téquation différentielle
Jdx dy\
\irz'7z)-''^
et l'autre à une équation de même forme
I dx dy\
Elle offre surtout l'avantage de bien mettre en évidence les cas d'exception; ils correspondent, nous allons le voir, à ceux qui sont indiqués par les théories générales de Cauchy.
Nos raisonnements supposent en effet que les trois équations (12), (i5) et (16) déterminent rfA, c/B, rfC, ce qui n'aura pas lieu
si leur déterminant est nul, c'est-à-dire si la courbe (L) est une courbe minima. Dans ce cas particulier, la méthode tombe en défaut, mais les résultats acquis nous permettent une discussion directe et élémentaire. Il faut, pour que le problème soit possible, que la développablc formée par les plans tangents en tous les points de (L) soit un cône ayant son sommet sur le cercle de Finfîni (n° 233). Si cette condition n'est pas remplie, le problème sera impossible; si elle l'est, le problème sera indéterminé, car on connaîtra l'une des courbes minima dont la translation peut engendrer la surface : ce sera ici la courbe (L); mais la seconde courbe minima sera assujettie à l'unique condition de couper la courbe (L), d'admettre au point commun une tangente donnée et pourra, d'ailleurs, être tracée arbitrairement. La solution du problème contiendra donc encore une fonction arbitraire, comme le montrerait aussi la discussion des équations (9), (10), (i i) et (12), dans ce cas spécial.
Les raisonnements supposent aussi que X, Y, Z sont les cosinus directeurs de la normale en un point de la courbe (L) et satisfont
à l'équation
Xs^-Y2-hZ«=i.
Si la dcveloppable formre par les plans tangents en tous les points de la courbe est circonscrite au cercle de l'infini, les formules n'ont aucun sens. Mais on obtient encore une solution du problème posé, fournie par la développablc elle-même qui doit être considérée (note du n" 187) comme une véritable surface minima. Cette solution est la seule que l'on puisse obtenir dans le cas où (L) n'est pas une courbe minima; mais, si l'on a à la fois
l'indétermination reparaît et l'on obtient encore une infinité de surfaces minima (*). Cette discussion ne présente aucune diffî-
(*) L'interprétation géométrique et la discussion du dernier cas que nous venons de signaler conduisent à une pnquiété générale des surfaces minima que nous nous contenterons d'énoncer.
Étant donnée une sur/ace minima quelconque, lieu des milieux des droites dont les extrémités s'appuient sur les deux courbes minima (T), (F,), l(t courbe de contact (C) de la développable circonscrite à cette surface et au
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culte, mais elle offre de Tintérêt au point de vue de la théorie générale des équations aux dérivées partielles.
249. Les formules de M. Schwarz conduisent à un grand nombre de propositions intéressantes que nous allons faire connaître successivement.
Cherchons d'abord les surfaces minima contenant une droite réelle donnée et admettant aux différents points de celte droite des plans tangents donnés. Si Ton prend la droite pour axe des z, les formules (6) deviendront ici
(»9) Jy=-.L \dz-\-- l Xdz,
X et Y satisfaisant à la relation
20) Xî-T-Yî=i.
On voit immédiatement que, si Ton échange Zt et ^2, z' ne change pas, x' et y changent de signe sans changer de valeur. Donc :
Toute droite réelle tracée sur une sur/ace minima est nécessairement un axe de symétrie de cette surface*
Cette proposition élégante, due à M. Schwarz, conduit à une
cercle de l'infini est aussi l'arête de rebroussement de cette developpable ; on l'obtient en prenant le milieu de tous les segments qui reunissent les points M, M, des courbes (T), (F,) où les tangentes à ces courbes sont parallcles. Tous les points de {C) sont des ombilics; cette ligne est une arête de rebroussement de la sur/ace minima, elle satisfait à la définition des lignes asymptotiques et aussi à celle des lignes de courbure.
Les deux courbes minima dont la translation engendre la sur/ace ne cessent pas, dans leur mouvement, d'être tangentes à la courbe ( C), en sorte que l'on pourrait définir la surface minima comme engendrée par la translation d'une courbe minima (K) qui, dans son mouvement, est assujettie à demeurer tangente à une autre courbe minima (C).
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démonstration très simple du théorème de M. Catalan : La seule surface minima réelle réglée est la surface de vis à filet carré. Considérons en efTel, si elle existe, la surface minima engendrée par le mouvement d*une droite réelle et soient (<^i), (â?2) deux positions de cette droite. La droite (rfa), symétrique de {d^) par rapport à (rfa)? appartient encore, d'après la proposition précédente, à la surface. En prenant de même la symétrique de (^2) par rapport à (û^a), et répétant indéfiniment cette opération, on obtiendra une série de droites
{d,), (di), {d,), (d,), ....
qui seront toutes sur la surface et qui appartiennent évidemment à tout hélicoïde gauche à plan directeur qui contient les deux premières (rf) et (rf<). Si nous considérons, en particulier, le plus simple de ces hélicoïdes, celui pour lequel il faut faire moins d'un demi-tour sur la surface pour passer de (di) à (^/o), on voit qu'il contiendra un nombre illimité de droites équidistantes de la surface minima. Si les deux droites (rf|) et (^2) se rapprochent sur la surface, les droites communes à l'hélicoïde et à la surface se rapprochent indéfiniment : la surface doit donc coïncider avec la position limite de rhélicoïde, ce qui dépiontre le théorème de
M. Catalan.
Nous allons exposer encore la démonstration que M. Schwarz a donnée du même théorème, parce qu'elle repose sur une idée ingénieuse et féconde. Lorsqu'une surface réglée contient une droite, les plans tangents en tous les points de cette droite ne sauraient être choisis arbitrairement et sont assujettis à la loi découverte par M. Cliasles. Si Ton prend la droite comme axe des z et si l'on choisit convenablement les autres axes coordonnés, les plans tangents de la surface doivent être les mêmes que ceux du paraboloïde défini par Téquation
où a désigne une constante. De là résultent, pour les cosinus directeurs de la normale en chaque point, les déterminations
v/-5* -h a* /s* -ha»
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et, sî Ton porte ces valeurs dans les formules (19), on obtiendra
la surface cherchée.
. En faisant, pour la commodité des calculs,
z — oLi sin/,
ce qui donne
X ttang^, \
cos t
on trouve
\ y — — (cos/i — COS^j), ^' = — ( sin t\ -h sin t^ )
et, par suite.
.r = a arc tan
Cette équation définit bien la surface de vis à filet carré.
2o0. Les formules (19) ne contiennent en définitive que deux quadratures distinctes
r = - / X dz. X — /Y dz.
et l'on a
dx'^ -i- dy'^ = — ^ ;
- sera donc Tare de la courbe décrite par un point dont les coordonnées seraient x et j\ Cela nous conduit à la proposition suivante. Prenons, dans le plan des xj^, une courbe quelconque (y). La surface minima la plus générale passant par Taxe des z sera déterminée par les formules
/ x' = i{xi — Xi),
(21) |/=-- l{yi—J'i)y
\ z' —- Si-T- Si,
^1, Vi ; j?2) y2 désignant les coordonnées de deux points difierents de la courbe, 5| et 52 étant les arcs de cette courbe comptés à partir d'une origine fixe et terminés en ces deux points. L'interprétation géométrique des formules est d'ailleurs évidente. Soient M et N
les deux points de la courbe; par V origine des cordonnees on mènera une droite parallèle à MN et égale à /MN, on élèvera à l'extrémité de cette droite une perpendiculaire égale à la somme des arcs de la courbe terminés en M e^ N ; le sommet de cette perpendiculaire décrira la surface minima.
On peut donner encore rinterprétation suivante : Les deux courbes minima définies par les équations
X — — IX
y - ^Xj
sont celles dont la translation peut engendrer la surface et elles sont placées symétriquement par rapport à Taxe des z.
Pour que la surface soit algébrique, il faudra que les deux courbes précédentes soient algébriques, c'est-à-dire que ^ et x soient des fonctions algébriques des. En d'autres termes, la courbe (y) devra être la développée d'une courbe algébrique, d'ailleurs quelconque.
251. Une autre application intéressante des formules de M. Schwarz peut être faite au cas où la courbe (L) par laquelle doit passer la surface est plane. Supposons, pour plus de netteté, que le plan de cette courbe soit réel et choisissons-le pour plan des xy; les formules générales (6) nous donneront ici
z' = - (\(ix — y
Introduisons l'angle ^ que fait, en un point de (L), le plan tangent à la surface avec le plan des xvy on aura
cfv ^tv
(25) X= — =^sin3, Y— -7— siii3 Z = cos3,
^ ^ ds ^' ds ' • *
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S étant Tare de la courbe, et les formules ('^4) prendront la forme
'1 if
(îf.)
Si Ton veut que la ligne (L) soit une ligne de courbure de la surface, les normales en tous les points de (L) devront envelopper une des développées de la courbe et l'angle p devra être constant. On aura alors
^1 — (vi cos 3 jr, — i*;, ros ?
, , r\ — ixx cos 3 y^ -^ ix^ cos 3 (27) / v' = îiJ î ÏT -^ -U ? L,
^, _ 1(^1 — 5,) sin^ z — •
Les deux courbes minima dont la translation engendre la surface* seront définies par les équations
x^ ±L iy^ cos 8 jTi ■ : tri cos 3 ^ Wisinp
Pour qu'elles soient algébriques, il faudra encore que (L) soit la développée d'une courbe algébrique; on a donc le théorème suivant, dû à M. Lie :
Pour que la surface minima admettant une ligne de courbure plane soit algébrique^ il faut et il suffit que cette ligne plane soit la développée d'une courbe algébrique.
Cette proposition générale explique pourquoi fts lignes de courbure planes de la surface d'Enneper sont des courbes rectifiables (no 207).
Si l'on suppose p = -, la courbe (L) devient une ligne géodesique de la surface. On retrouve donc le théorème suivant :
Pour que la surface minima admettant comme ligne géode- D.— I. 26
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sique une courbe plane soit algébrique, il faut et il suffit que cette ligne soit la développée d^une courbe algébrique^
qui est dû à M. Henncbcrg et qui a été le point de départ des travaux de M. Lie sur celte partie de la théorie.
Si, dans les formules (27), on fait p = - , on trouve
on est ainsi conduit à la construction suivante de la surface minima :
Soit MN une corde de la courbe (L). Elevons en son milieu une perpendiculaire égale au produit de i par la demi-différence des arcs de la courbe terminés en M et en N. Le sommet de cette perpendiculaire décrit la surface minima qui admet (L) ]fOur ligne géodésique.
Si Ton échange les points M et N, le signe de la perpendiculaire est changé; on a donc, dans tous les cas, ce théorème :
Si une surface minima admet une courbe plane comme ligne géodésique, le plan de cette courbe est nécessairement un plan de symétrie de la surface.
Ces propriétés de symétrie, que nous avons déjà rencontrées à propos de la ligne droite, ont leur véritable origine dans le fait, qui est mis en évidence par les formules de M. Schwarz, mais qui résulte aussi des théorèmes de Cauchy, qu'il existe une seule surface minima tangente à une développable donnée en tous les points d^une courbe donnée. Car, soit (M) une surface minima admettant la ligne géodésique plane (L) et coupant, par suite, à angle droit le plan de cette ligne; la surface (M') symétrique de (M) par rapport au plan de (L) admettra, en tous les points de cette courbe, les mêmes plans tangents que M et coïncidera par conséquent avec elle; (M) sera donc nécessairement symétrique par rapport au plan de la courbe (L). Ce raisonnement, que l'on pourrait appliquer au cas de la ligne droite, permet de reconnaître que, si (L) a un centre, ce point sera aussi un centre de la surface.
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ri que, si cette courbe a un axe, le plan normal au plan de (L) et passant par cet axe sera un nouveau plan de symétrie de la surface.
On peut donner encore la construction suivante de la surface (|ui admet (L) pour ligne géodésique : Sur le cylindre ayant (L) j)Our section droite traçons une courbe minima (v) et prenons la symétrique (yi) de cette courbe par rapport au plan de (L). La surface cherchée sera le lieu des milieux des segments dont les extrémités décrivent les courbes (y), (y<).
La surface minima admettant comme ligne géodésique nnc parabole a été étudiée dans les premiers Mémoires de M. Catalan. Si Ton prend les coordonnées d\in point de la parabole sous la forme
( j" = — 'xp sin^çp, ('3o) \ , .
( y = ipi sin^,
la partie réelle delà surface sera définie par les équations
!x = 'H ( — p sin*cp), 7=^ •R(!i/?isino),
Si Ton donne à cp une valeur réelle, on reconnaît que la section de la surface par le plan des xz est une cycloïde. Cette courbe, située dans le plan de symétrie passant par Taxe de la parabole, est aussi une ligne géodésique de la surface.
La surface minima admettant comme ligne géodésique une ellipse ou une hyperbole est nécessairement transcendante; mais elle admet, on le reconnaît aisément, une famille de lignes algébriques. Elle a été considérée par M. Schwarz (*).
Nous terminerons ici ces applications des formules de M. Schwarz. Comme Ta remarqué M. O. Bonnet, la solution du problème étudié dans ce Chapitre permet de déterminer une surface minima lorsqu'on connaît, soit une de ses lignes géodésiques,
( ' ) Schwarz^ Ueber diejenigen Minimaljlàchen, welche von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehullt werden {Journal de C relie, t. L\\\, pp. 3oi-3i4; 1875).
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soil une de ses lignes asymploliques, soit une ligne de courbure, soit enfin une de ses lignes d'ombre ou une de ses lignes de perspective; car toutes ces conditions font connaître, en même temps qu'une ligne tracée sur la surface, le plan tangent en chaque point de cette ligne.
ALGÉBRIQUE
Cas où la dévclo|)pabIc est un cylindre. — Le problème n'est possible que si la section droite est rectifiable. — Solution analytique du problème proposé. — Première solution géométrique. — Construction générale des surfaces minimu algébriques inscrites dans une développable algébrique. — Théorèmes relatifs à des cas particuliers donnés' par M. Lie. — Deuxième solution géométrique. — Génération nouvelle des surfaces minima due à M. P.ibaucour. — Le problème se ramène à la détermination d'une surface réglée dont la ligne de striction doit satisfaire à une condition donnée.
232. Les résultats que nous avons exposés dans le Chapitre précédent conduisent naturellement à Texamen d'une question dont la solution offrirait un grand intérêt pour la théorie des surfaces minima algébriques :
A. Déterminer toutes les surfaces minima algébriques contenant une courbe algébrique donnée;
ou plus généralement
B. Déterminer toutes les surfaces minima algébriques inscrites dans une surface algébrique donnée.
Aucun de ces problèmes n'a encore été abordé dans toute sa généralité; mais, dans son second Mémoire inséré au t. XV des Mathematische Annalen, M. Lie a soumis à une discussion approfondie le problème B, dans le cas où la surface algébrique donnée est une développable. Il résulte de ses belles recherches que le problème peut être complètement résolu si celte développable est un cône, et aussi dans le cas où, la développable étant quelconque, on connaît déjà une surface minima inscrite dans cette développable. Nous allons reprendre ici l'étude de cette
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question, et nous montrerons que l^on peut obtenir la solution complète du problème posé par M. Lie.
253. Commençons par considérer le cas où la développable (A) est un cvlindre. La proposition suivante, due à M. Henneberg, permet de reconnaître immédiatement que le problème posé n'est pas toujours possible :
Lorsqu'une surface minima est algébrique, la section droite de tout cylindre circonscrit à la surface est la désreloppée d'une courbe algébrique.
Soit en elFet (S) la surface minima donnée; la surface adjointe (Sq) sera aussi algébrique (n" 210), et Ton aura, entre les points correspondants (x, j^, z) et (Xq, j'o» ^o) des deux surfaces, les relations différentielles
( dx dTQ -4- df dy-Q -+- dz dz^ — o, *^ ( dx^'-^dy^-^dz^=dxl^dyl^dzl,
auxquelles il faut joindre les suivantes (n°212),
\dx -^ Y dy -h Z dz = o, XdxQ-hY dyo-i-Zdzo=Oy
exprimant qu'aux points correspondants des deux surfaces les plans tangents sont parallèles.
Considérons sur la première surface la courbe de contact du cylindre circonscrit parallèle à Taxe des -3, à laquelle correspondra la courbe de même définition sur (So)* On aura, en tous les points de cette courbe,
Z = o, ce qui donnera*
X dx -h \ dy = o,
X dxQ-^ YûÇ^'o = o, ou, en éliminant le rapport ^ »
( 2 ) dx dyQ — dy dxç, = o.
Si, entre les équations (i) et (2), Ton élimine successivemenr
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dxç^^ cIvq et dxj rfr, on sera conduit aux deux relations
(3 ) ^dx* -h dy^ = rf^o»
(4) ^dxl-\-dyl = dz,
qu'il serait aise d'obtenir par la Géométrie et qui démontrent \c. théorème de M. Henneberg; car la première, par exemple, exprime que l'arc de la section droite du cylindre circonscrit à (- ) est égal à z^.
Il résulte évidemment du théorème de M. Henneberg qu'une surface minima inscrite dans un cylindre ne pourra être algébrique que si la section droite de ce cylindre est la développée d'une courbe algébrique. Considérons un cylindre (C) pour lequel cette condition soit remplie et dont la section droite (S) sera placée dans le plan des xy\ proposons-nous de déterminer toutes les surfaces minima algébriques inscrites dans ce cylindre.
Désignons par j?, y les coordonnées d'un point quelconque de (S); le problème sera résolu si nous parvenons à déterminer les quantités déjà définies Xqj y^^ Zq^ z en fonction de x et de r. La formule (3) nous donne d'abord
S désignant l'arc de la section droite (S); les équations (i) et (2) nous permettent ensuite de déterminer dx^^ dyQ et nous donnent
(5) dx^ = -dx~, ^7o = — û(r^J;
z sera donc, au signe près, l'arc de la courbe décrite par le point (j?o, jKo)î ^^ l'interprétation géométrique des formules conduit sans difficulté à la construction suivante :
On associe, dans le plan des xy, à la courbe (S) une courbe (Sq), assujettie à l^ unique condition d'être la développée dUine courbe algébrique, et Von établit une correspondance entre les deux courbes par la condition que les tangentes aux points correspondants M, M^ soient parallèles. Si Von élève en M une perpendiculaire au plan de (S) égale et de signe contraire à l'arc de (Sq) terminé en Mq, V extrémité de cette perpendiculaire décrira sur le cylindre (C) la courbe de contact de la
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surface minima algébrique la plus générale (S) inscrite dans ce cylindre. Si Von élève de même en M^ une perpendiculaire égale à Varc de (S) terminé en M, V extrémité de cette perpendiculaire décrira la courbe de la surface (^q) adjointe à (S), qui correspond à la courbe de contact de (S) et de (C).
Nous savons d'ailleurs (n" 216) comment on peut déduire, sans aucune intégration, des expressions x^y, '«î«^o>»Xo> ^o l^s équations qui définissent la surface. Le problème est ainsi complètement résolu.
Si Ton suppose que le cylindre (C) se réduise à une droite, on retrouve comme cas particulier la construction, qui a été donnée au n° 250, des surfaces minima assujetties à contenir une droite donnée.
2oi. Passons maintenant à Télude du problème général et proposons-nous de déterminer toutes les surfaces minima algébrique.^ inscrites dans une développable algébrique donnée (A).
Si l'on écrit l'équation du plan sous la forme
{u~>r ai)X -h i(mi— a)Y -T- {uui — i)Z -i- Ç = o, on a, pour toute surface minima, en vertu de l'équation (5) [p. '>^()7]
(6) \ = 'lUif{u)-\-'kuf^{Ui)—{l-\-UU^)[f\u)-îrf[{ui)].
D'autre part, on définira la développable (A) de la manière la j)lus générale en supposant que, pour les plans tangents de celle développable, w, W|, Ç soient des fonctions algébriques données d'une variable auxiliaire t\ et, pour résoudre le problème, il faudra exprimer que Téqualion (6) est vérifiée identiquement quand on y remplace u^ w», ç par leurs expressions en fonction de /. Cette équation contient deux fonctions arbitraires f(u)^ /«('^i) avec leurs dérivées /'(fi), f[{u\)\ si l'on se donnait arbitrairement l'une de ces deux fonctions, l'équation de condition à laquelle on est conduit en substituant pour m, M|, Ç leurs expressions en fonction de t serait une véritable équation difl'érentielle qui n'admettrait pas nécessairement de solution algébrique; pour échapper à cette difficulté, nous introduirons la variable auxiliaire
(7) x./(«)t'-/.(«.)sr
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Si l'on dinrérenlie celte valeur dcX, on aura
xrn \ . rff .^du dui d\ .. .d^Ui ., .d*u
[/(«0+/.(«.)]^ -5^ = ^ -/(«)-5ïr -/.(«•^•5r« '
el, en substituant la valeur ainsi obtenue de la somme
dans Tëquation (G), on obtiendra la relation
du dui
On peut maintenant déduire des équations (^) et (8) les expressions dc/(a),/i (wi), ce qui donne les valeurs suivantes
^ du\ diC^ , ^ dk du
û /• / N \\ du dui . .d^uC\
>. é/if <fwî , ^ dX dut
de dt^ ^ ^^dt dt
0 désignant le dénominateur commun
du du} dux du^
i^ , .fd'^udux d^ut du\
Prenons pour "k une fonction algébrique quelconque de t. Si, dans la première équation (g), on exprime £/|, t, Ç en fonction de w, on aura/(w); si, dans la seconde, on exprime de même w, t, Ç en fonction de £/|, cette équation donnera /i (^/i).
Le problème est ainsi complètement résolu; pour que la surface soit réelle, il sera nécessaire et suffisant que la fonction X le soit, s'il est supposé toutefois que t soit un paramètre dont les valeurs réelles donnent les plans tangents réels de la développable (A).
La solution précédente serait illusoire si la fonction 6 était nulle identiquement : supposons que cette circonstance se présente
4lO LIVRE III. — CII.VP. IX.
et que Ton ail
du du} du\ du^ , [it*-u du\ du d'^U\\
^ z=^iu—, -ri — lUx —, ; f- ( I - uut ) { — r— — , , - . ^ ) = o.
dt dt^ ' dt dt^ ^ ^\dt^ dt dt dt* /
Cette relatioQ constitue une équation diflerentielle dont on obtient aisément l'intégrale générale, qui est
Aw -T- Bmi -1- C{uui — i) = o,
A, B, G désignant des constantes. Cette équation en termes finis exprime que le plan tangent est parallèle à une direction fixe; la développablc (A) sera donc un c^^lindre ; et, en eflct, une étude directe nous a montré que, dans ce cas, le problème n'est pas toujours possible : la surface minima inscrite ne peut être algébrique que si la section droite du cjlindre est la développée d'une courbe algébrique.
La méthode que nous avons suivie s'applique du reste à ce cas particulier; si l'on suppose que le cylindre soit parallèle à l'axe des^', il sera défini par les équations
Ui-Uj ^=^{u).
Si l'on prend ici t = u, on aura
et l'équation à résoudre prend la forme
4'(a)-4-(i-hM*)-T — '2ul — o.
Elle admet pour intégrale la suivante .
>^ _ r^{u)dii ^^.
il faudra donc, pour que X soit algébrique, qu'il en soit de même
de la quadrature
^{u) du
et l'on retrouve ainsi, par un calcul facile, la condition à la fois nécessaire et suffisante qui résulte du théorème de M. Henneberg.
2ao. La solution que nous venons d'exposer est purement ana-
SURFACES INSCRITES DANS UNE DÉVELOPPABLE. 4ll
lytique; la suivante offre Tavantage de conduire à une construction géométrique simple des surfaces minima algébriques inscrites dans la développable (A).
Soit (R) l'arête de rebroussement de celte développable : rapportons les points de l'espace, comme nous l'avons déjà lait (Liv. I, Ch. I), au trièdre mobile (T) formé par la tangente, la normale principale et la binormale à cette courbe. Les projections sur ces trois axes des déplacements infiniment petits d'un point, dont les coordonnées relatives à ces axes sont X, Y, Z, auront pour expressions (n'* 3 et i)
d\ -\- (is — - dsj
( lo ) < d\ -T- I— T- -^j (/s,
d?. ds.
Cela posé, le problème sera résolu si l'on trouve deux courbes algébriques (C), (Co), l'une (C) tracée sur la développable (A), l'autre (Cq) située dans l'espace, satisfaisant aux conditions suivantes : les éléments correspondants des deux courbes seront à la fois égaux et perpendiculaires; de plus, si M et Mo sont les points correspondants de ces deux courbes, le plan tangent en M à la développable (A) devra être parallèle h la tangente en Mq à (Cq ). En effet, si l'on considère la surface minima inscrite à (A) suivant la courbe (C), la courbe (C) aura pour conjuguée (Co) sur la surface adjointe, et, ces deux courbes (C), (Cq) étant algébriques, il en sera de même de la surface minima.
Soient jr, o, o les coordonnées de M par rapport au trièdre (ï ) et Xq, ^0» -^0 celles de Mq. Les projections du déplacement de M seront, d'après les formules rappelées plus haut,
(il) dr -h ds, j o ;
celles du déplacement de Mq seront de même
(l'Ji) dx,-^ds--^ds, djro-^{^-i-^\ds, dZo-'~ds.
En exprimant que la tangente en Mq est parallèle au plan des
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xy, on trouve cette première condition (i3) iho— ^ds= o.
Si Ton écrit ensuite que les deux déplacements sont à la fois égaux et perpendiculaires, on obtient les deux conditions nouvelles
<|ue l'on ramène facilement aux suivantes
l ' :(dx -i- ds) = dyo ~^ ( -^ -^- — ) ds,
i X ds , , Yods
[ -.-f. ■■■— = cfxo-h ds -'■ — — - ,
où les signes se correspondent. Il est aisé de voir que les équations (i3)et(i4) peuvent donner les valeurs de Vo, ^o» ^ en fonction de Xq\ car, si Ton différcntie la seconde des équations (i i) après l'avoir écrite sous la forme
on obtient, en tenant compte de la première, la relation nouvelle , -V Xq Zq d V l dx^ \"]
(jui, jointe à l'équation (i3) et à la seconde équation (i/î), nous donne les valeurs suivantes de )'o, z^^ x :
(i<i) .Jo^
ds
Ces formules donnent la solution complète du problème proposé. Si la développable (A) est algébrique, il suffira de prendre
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pour Xq une fonction algébrique du paramètre dont dépendent algébriquement les éléments de la développable; les fonctions ^oj^'o) ^ ^^> ps^r suite, la surface miniina correspondante seront également algébriques.
256. Les formules que nous venons d'obtenir s'interprèlcnl géométriquement de la manière suivante.
Construisons {Jig^ 19) le trièdrc (T) et soit PRQ le plan défini par Téquation
X — Jin, m
oS
Quand le trièdre (T) se déplace, ce plan enveloppe une développable (D); si Xq, y, z' désignent les coordonnées d'un de ses points, les projections du déplacement de ce point sur les trois axes seront, conformément aux formules (10),
(17) dxo-^ds(i-^\ dy-^f'^^^\ds, dz'—^ds.
Par conséquent, l'équation
dxo -+-rf*fi— — j=o,
qui définit les points du plan dont le déplacement est perpendicu laire à Oo:, c'est-à-dire parallèle au plan, représentera la généra-
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trice de contact du plan avec son enveloppe (D); la droile QS ainsi obtenue est évidemment parallèle à Oz et Ton déterminera son point de conctact S avec Tarête de rebroussement (S) de (D), en écrivant Téquation
c/y -f- l—->r^jds=^o,
par laquelle on exprime que le déplacement de ce point est aussi perpendiculaire à Oy, Les deux formules précédentes nous conduisent, pour les coordonnées du point S, aux expressions
p "" ds p
La comparaison de ces résultats avec la première des formules (iG) nous donne d'abord
(19) Zo~z'±.':.
D'après cela, si l'on porte sur SQ une longueur
le plan IIKT, mené par le point T parallèlement au plan des xj\ aura pour équation
et, si nous désignons par jr", r'^ Zq les coordonnées d'un quelconque de ses points, les projections du déplacement de ce point seront
(20) dx^^dsli^-^y dy-hf'^-^^^ds, dzo—^ds; par suite, l'équation
définira l'arête de contact NN' du plan avec la développable qu'il enveloppe, développable que nous désignerons par (Aq); et, si l'on joint à la précédente la relation
, . dy' x"
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ces deux formules (21), (22) dc^finiront le point de conlacl N de NN' avec l'arête de rebroussement de (Aq).
Le point Mo où la droite NN' coupe le plan PRQ a pour coordonnées oTo, J'oy ^01 il décrit donc la courbe cherchée (Co), tandis que la droite NN' engendre la développable (Aq). Si Ton remarque enfin que la dernière formule (16) peut se mettre sous la forme
on sera conduit à la construction suivante :
Ittant donnée la développable (A), on construit une courbe algébrique (S) dont les tangentes soient perpendiculaires aux plans tangents de (A) et dont les plans osculateurs soient y par suite, perpendiculaires aux génératrices de{^)\ sur une droite SQ tangente en S à (S), on porte la longueur
ST = - T
T désignant le rayon de torsion de i arête de rebroussement
(R) de (A) au point O oii cette courbe (R) est touchée par le
plan tangent de (A) perpendiculaire à SQ. Le plan mené par
le point T normalement à SQ enveloppe la développable (Ao)
et la touche suivant une droite NN', nécessairement parallèle à
la tangente de (R) en O. La projection Mo de Vun des points
S, T sur cette génératrice de {\o) décrit la courbe (Cq). Pour
obtenir la courbe (C), on portera sur la tangente de (R) en O
une longueur égale à
r-. TMo.
De cette construction générale on peut déduire toutes
celles qui sont relatives à des cas particuliers et qui ont été
données par M. Lie. Supposons d'abord que la développable (A)
soit un cône, son arête de rebroussement, réduite à un point, devra
être considérée comme homothétique à une courbe finie, le
rapport d'homothétic étant nul. Il faudra donc supposer dans la
construction précédente
Le point T se confondra donc avec le point S et le plan IIKT deviendra le plan normal en S à la courbe (S). Par suite, la ligne
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NN' sera Taxe du cercle osculatcur et le point M© le centre de courbure de (S). On est ainsi conduit à la construction suivante, qui est due à M. Lie ( * ) :
Pour obtenir la surface minima algébrique la plus générale inscrite dans un cône algébrique, on construira une courbe algébrique quelconque (S) dont les plans osculateurs soient perpendiculaires aux génératrices du cône, et l'on portera sur chacune des génératrices du cône, à partir du sommet, une longueur égale au rayon de courbure de (S) au point correspondant. U extrémité de cette longueur décrira sur le cône la courbe (C) de contact d' une surface minima algébrique, inscrite dans le cône; la surface adjointe de cette surface minima contiendra le lieu des centres de courbure de (S).
258. Nous indiquerons une autre application particulière relative au cas où la courbe (S), mentionnée au n** 256, se réduit à un point. S'il en est ainsi, les composantes (17) du déplacement du point S devront être toutes nulles, et Ton aura à ajouter aux équations (18) la suivante
r' dz' — '— ds = o,
qui nous donne
ds
, dz'
Comme on a d'ailleurs
d.Pn
l'expression (28) de a: prendra la forme
d( Z() — z' ) ds
a? = rîzT
OU, en tenant compte de l'équation (19),
dz ""^-'^dS
(' ) Mathematische Annalerif l. W, p. 4^8.
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Celle expression de x donne le curieux théorème suivant :
Etant donnée une courbe algébrique (R), si Von porte sur
les tangentes à cette courbe, à partir du point de contact, une
longueur égale à
dx
on obtiendra une courbe (C) suivant laquelle une sur/ace minima algébrique (M) sera inscrite à la développable formée par les tangentes de (R).
Remarquons une fois pour toutes que les propositions données dans ce Chapitre sont applicables aux courbes et aux développables transcendantes. Dans ce cas, au lieu de surfaces minima algébriques, les opérations indiquées nous donneront des surfaces minima que l'on pourra déterminer sans aucune intégration. C'esi ainsi que le théorème précédent nous conduit, si la courbe (R) est transcendante, à une surface minima dont on peut écrire les équations sans aucun signe de quadrature.
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier directement celte proposition par l'application des formules de M. Schwarz. On trouve ainsi pour déterminer la surface les formules suivantes
^,= .Jl[^+ a-. J + i-,(b J ^- " )]>
a, a', a"; 6, fc', b^ \ c, c', c" désignant respectivement les cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale et de la binormale en un point de la courbe considérée. Ces cosinus directeurs satisfont aux formules données par M. Serret [p. lo].
259. La proposition que nous venons d'établir dans le numéro précédent donne une solution particulière du problème général qui fait l'objet de ce Chapitre. On doit à M. Lie une construction élégante qui permet de le résoudre d'une manière complète lorsqu'on en connaît une seule solution particulière, obtenue d*ail- D. — I. 27
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leurs dune manière quelconque; nous allons montrer commenl les résultats précédents conduisent à la proposition de M. Lie.
Reportons-nous aux formules (i6) que nous écrirons sous la forme suivante
(ch d I
dx^ dt
en introduisant les angles de contingence et de torsion, dt^ dr^ ; et supposons que l'on ait déterminé la surface minima correspondante à une valeur particulière x\ de Xq, Si Ton veut obtenir la solution correspondante à la fonction algébrique la plus générale que nous mettrons sous la forme
Xq -T- J^g,
il faudra ajouter aux valeurs trouvées j^'^, s'y, x' dej^'o, Zq^ x des termes r^, z\^ x'' que Ton obtiendrait, par suite de la forme linéaire des équations (26), en remplaçant dans ces équations Xq par x\ et supprimant les termes ±:t, — p qui ne contiennent pas Xq, c'est-à-dire en faisant
ce qui revient à supposer que la développable (A) se réduit à un cône. En particulier, la quantité x" qu'il faudra ajouter à x sera la môme que si la développable (A) se réduisait à un cône; cette remarque, jointe à la construction déjà donnée (n° 2o7) pour le cas particulier du cône, nous conduit au théorème de M. Lie :
Si Von a obtenu une surf ace minima (M) inscrite dans la développable (A), on construira la courbe algébrique (C) la plus générale dont l&s tangentes sont perpendiculaires aux plans tangents de {^) et Von portera sur chaque génératrice rfe (A), à partir du point de contact de cette génératrice avec la surface (M), une longueur égale au rayon de courbure de la courbe {Q*) au point correspondant. U extrémité de cette longueur décrira la courbe de contact de la surface minima atgébrique la plus générale inscrite dans la développable (A).
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260. Aux deux solutions diflerenles que nous venons de donner successivement on peut ajouter la suivante, que nous allons développer, parce qu'elle repose sur une génération nouvelle des surfaces minima, obtenue dans un important Mémoire de M. Ribaucour (*).
Nous avons vu (n° 220) comment on obtient la surface minima la plus générale au moyen de deux courbes minima (F), (Ti); si M, M| sont deux points appartenant respectivement aux deux courbes, le milieu [jl du segment MM| {Jig» 20) décrit la surface minima et
Fig. 20.
le plan tangent en [jl est parallèle aux deux droites MT, M,ï,, tangentes en M et en Mi respectivement aux deux courbes (T), (r,). Soit (P) le plan osculateur en M à (F), nous désignerons par (i]) la développable qu'il enveloppe et dont (F) «st l'arête de rebroussement; nous désignerons de même par (P|) le plan osculateur en M, à (F,) et par (S,) la développable dont l'arête de rebroussement est (F|). Les deux plans (P), (P,) se coupent suivant une droite qui touche respectivement les deux développables en a et en a, ; je vais d'abord prouver que cette droite aa, est perpendiculaire au plan tangent en [x à la surface minima.
Il suffit, pour le reconnaître, de se rappeler la propriété caractéristique des plans tangents au cercle de l'infini : toute droite
(•) RiBAL'couR, Étude des élassoïdes ou surfaces à courbure moyenne nulle. Mémoire couronné par rAcadémie de Belgique dans la séance publique du 16 décembre 1880 {Mémoires couronnés et Mémoires des savants étrangers publiés par l* Académie royale de Belgique, iu-'i", t. \L1V; 1881).
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ff^Tp^niicTilkiz^ à CD Ici pliiii Ilî c^I ius^sx f<«r&ilrl<> et \'^ pA&ser pir 1<^ |«>:nl de cocl^ct «ia pijfcn avec Ir ciercle de rinâni. Il rësnlte de 1^ que li Uarecle ÎIT ?:iTùre dus le f-lin P le: scia perpeiMlicai«îre et §en. par ^che. perp^n-iicoiaire à la diXHte ZX|, «hoêe «ikiks ce pl^n. Pocr Ik mên^ercÎ5<*>n. xx, >era p«erpeo Jiculaire à M. T.: elle >era donc f-erpeodicaliire ki p!ui Uin^ciiL en a. qui e^t par^Irle à la toU â MT et « M. T..
Ge point étant ^taLli. dou§ remarqaeni'nf de p*Ii]< que le plan famrent en u. qui r?l parallèle aa\ deax dr^^îîe? MT, M,T«. est au«fî â de« distance? r,^le5 de Crf deux droites: il p«afsera donc nécessairement f*ar le miliea Z di se arment de dr^>îte ai..
En réunissant t'>as ces résultais, on oblici^l c\îdrinnient le mode de ^éoérïtîon suivant des surfaces micîma. qui a été donné par M. RiLaucour :
Si l'on considère drux d^freïofpabUf 1 . -, . circonscriies l'une et l'autre au cercle de l'infini, la sur/ace m in im a la p lus zên êral^ e%t l'en are lopf-e de < p li n s p'e rf'e n die u laires à to u tes les (an re/i tef c onun unes de ces de u x de* e l^^ff-' '' .V .* - •-* -.' < p la ns éian i menêi à i^ale distance des deux f'-idnis de entait Je ces tan-c en te s communes.
Celte dr^finîtion est moins simple el m^'ins complète que celle •le M. Lie. qui détermine à la t\>îs le point et le plan Lan^nt de la «Tjrijce minima: mais elle oîTre Ij^anta^e de ne l'aire intervenir 'jue les plans tangents, et elle assc*cie à la surface minima. lieu du ji'în! yL- la surface lieu du point z. à laquelle M. Rîkiucour a donné le nom de surface mc-yenne el dont il a fait connaître un srand niiiiLre de proptriétés remarqujMes.
Les droites iZ| d-^penJent évidemment de deux paramètres et r!!es engendrent ce que Ion app'.îîe un svslème de ravons rectiliiTies ou une con^rruence. Comme elles sont lan.:onle> à la fois aux deux développables 1 ,1.". il est clair que toutes les surfaces réi;!--es formées de ces droites »]ui contiendront, par exemple, lune d'elles zz, seront tangentes les uoes aux autres aux pK>int5 z el z,.
Les plans tangents communs en ces deux px>ints, étant ceux des •l-veîopfables A*. A, \ sont, par cela même, tangents au cercle
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de Vinfini. Or il est aisé d'établir, soit par l'Analyse, soit par la Géométrie, la proposition suivante :
Etant donnée une surface réglée^ si, par une de ses génératrices, on mène les deux plans tangents au cercle de l* infini, le segment formé par les deux points de contact de ces plans a pour milieu le point central de la génératrice; de plus il est égal au paramètre de distribution multiplié par 21 (*).
Il suit de là que la surface moyenne est le lieu des lignes de striction de toutes les surfaces réglées formées avec des droites de la congruence, et que le paramètre de distribution est le même pour toutes celles de ces surfaces qui contiennent une même droite de la congruence. M. Ribaucour, à qui sont dus ces résultats, les a obtenus par des méthodes qui en font moins bien connaître la véritable origine.
La génération précédente conduit à une solution très simple du problème que nous avons à résoudre. En effet, si l'on considère une développable (A) circonscrite à une surface minima, les droites aai perpendiculaires aux divers plans tangents de (A) formeront une surface réglée dont la ligne de striction devra être décrite par le point de la droite aa^ qui se trouve dans le plan tangent correspondant de (A). Nous sommes ainsi conduits à la proposition suivante :
Pour obtenir toutes les surfaces minima inscrites dans la
(') Si ron prend, en cflfel, la droite pour axe des Zy le plan central pour plan des xz et si Ton place l'origine au point central, la surface réglée a, en tous les points de la droite, les mêmes plans tangents que le paraboloïde défini par Téquation
où CL est le paramétre de distribution. Pour un plan tangent au cercle de l'infini, on doit avoir
On obtient donc pour z les deux valeurs
+ a«, —ai; d'où résulte immédiatement le théorème.
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(irs'ohpptjhlc ^AV on déterminera toutes les surfcœes réglées dont les génératrices sont normales aux plans de (A) ei qui ont pour ligne de striction la courbe engendrée par le poini de rencontre tle chacune de ces génératrices avec le plan correspondant de ^A^. l^s arêtes de rebroussement des deux dés'cloppahlcs cif^conscritcs à la surface réglée et au cercle de r in fini seront les deux courbes ■ F ». ^F, "• au moyen desquelles on peut engendrer bi surface mînima.
Pour dôlormînor les surfaces réclôes satisfaisant aa\ conditions que nous venons d'énoncer, reprenons les méthodes du n* S55 cl rrt|>|>orlons les points de Fespace au triêdre <T» relatif à Faréle de rehnnissemenl ^H^ de >A'.iLa droite qui engendre la surface réglée ehen^Kée aura pour équations, relativement à ce trièdre,
et le déplrtcemenl d\ui de ses points x,. i',. r, . dans un monvemenl in fini nie ni petit du trièdrt^ aura pour composantes
, , y \ *i$ j T. lis z- fis , Vj ds tlJT^ •» «Ta - % ,n ; — — : — — :; — - aj. — ^ •
Le plAU tans^enl en ce )H>int à la surface réglée aura donc pour équjition
V^uand c, xane. on obtient lr>pl«n> Ur:fcr.is en tous les points de la diN^ile: en particulier, pour r. = x, c^n ;rr»T3Te le plan
le plar c:ii:ral, 3e\ariî éirf :vr:x'r:l .-.L.ii.rf a- firt-cedenl, corres.pi>ï> ira j^ U \ i;x^i; : i^ r r *i .-^r.r ; -f ; .tr * : •;j •; 4 :i Mi
K ..^rriïïf a *.». .r: c^fr'.rj.. .{. .: - ,r; i.f.T.> *-: r..ir Sts r^ , la valeur Sr c J:':-.rn:..D:-: :uiT ,*:::f -.Ci-ii'.-r. :if\rx rcrf Tït'Jf; il fandra
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donc que Ton ait
dYx H — - = o ou
dyx dvx
(a6) xx — —^
ds dz
Celle formule si simple résoul complètement le problème proposé; on choisira arbitrairement^!, et elle donnera o^i.
Si Ton fait, en particulier, Xx =^'i = o, on retrouve la solution particulière, donnée au n** 258. On pourrait aussi prendre x^ = o, yx =:= A", A* désignant une constante quelconque, ce qui donnerait une solution particulière nouvelle, un peu plus générale que la précédente ; mais il est préférable de résoudre l'équation (26) par de simples constructions géométriques.
Pour cela, nous construirons, d'une manière quelconque, une surface réglée (K') dont les génératrices soient perpendiculaires aux plans tangents de (A), et nous mènerons le plan perpendiculaire à chacune des génératrices de (K.') en son point central. Les différents plans ainsi obtenus envelopperont une développable (A') pour laquelle on aura évidemment une solution du problème proposé, fournie par la surface réglée (K.'). Comme les angles de contingence et de torsion sont les mêmes pour les arêtes de rebroussement de (A) et de (A'), la solution fournie par (K!) relativement à (A') fera connaître les fonctions les plus générales Xx, y^ vérifiant Téquation (26). Il suffira donc, pour avoir la solutior générale du problème posé, de construire la surface (K) dont chaque génératrice a, par rapport au trièdre (T), relatif à un point de l'arête de rebroussement de (A), la même position que la génératrice correspondante de (K') par rapport au trièdre (T') dont les arêtes sont parallèles à celles de (T) et qui est relatif au point correspondant de l'arête de rebroussement de (A'). En d'autres termes, pour avoir la droite de (K), il faudra imprimer à la droite de (K') une translation égale à celle qui amènerait le trièdre (T') en coïncidence avec le trièdre (T).
CHAPITRE X
DÉTERMINATION DE LA SURFACE MINIMA PASSANT PAR UN CONTOUR DONNÉ COMPOSÉ DE LIGNES DROITES, OU DE PLANS QUE LA SURFACE DOIT COUPER NORMALEMENT.
Historique. — Indication des travaux de Riemann, de M. Weierstrass et de M. Schwarz. — Exposition générale de la méthode à suivre dans le cas où il n'y a pas de point de ramification. — Surface minima passant par deux droites, — coupant à angle droit deux plans donnés et contenant une droite donnée, — passant par trois droites dont l'une coupe les deux autres, — passant par les quatre côtés d'un quadrilatère gauche quelconque. — Introduction des points de ramification. — Propriétés géométriques relatives à ces points. — Solution générale du problème proposé.
261. Nous allons maintenant compléter Texposition des propriétés les plus simples des surfaces minima en indiquant les principaux résultats qu'ont obtenus les géomètres dans l'étude de la question suivante, posée par Lagrange, et qui a donné nais- , sance à toute la théorie.
Déterminer la surface minima, parfaitement continue ou assujettie à des discontinuités de nature connue, passant par un contour fermé.
On sait que Plateau a résolu ce problème par l'expérience en plongeant le contour donné, réalisé physiquement, dans une dissolution de liquide glycérique. L'Analj'se mathématique n'a pu, jusqu'ici, imaginer aucune méthode générale permettant de commencer l'étude de celle belle question. Toutefois, dans le cas, particulièrement intéressant, où le contour est formé de lignes droites, et dans celui où quelques-unes des portions de ce contour sont remplacées par des plans que la surface doit couper normalement, les propositions que nous avons fait connaître rela-
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tivemenl au*x diverses représentations conformes de la surface ont permis de préparer la solution du problème, et même de le résoudre d'une manière complète pour certaines formes simples du contour. Les principaux résultats acquis à la Science dans cet ordre de recherches sont dus à Riemann, à M. Weierstrass et à M. Schwarz.
262. Nous avons déjà cité plusieurs fois le Mémoire fondamental de Riemann, présenté, le 6 janvier 1867, par M. Hattendorf à la Société Royale de Goettingue et inséré dans le t. XIII des Mémoires de cette Société (*). Ce beau travail, qui figure dignement à côté des plus importantes productions de son illustre auteur, contient des applications très intéressantes des vues nouvelles et profondes que Riemann a apportées en Analyse. On peut le considérer comme composé de deux parties bien distinctes. Dans la première, Riemann étudie d'une manière générale les surfaces miiiima et il y fait connaître, en dehors des propositions que nous avons établies, une formule remarquable qui n'a pu trouver place dans notre théorie, et qui est relative à l'aire d'une portion limitée de la surface; il y emploie en particulier le système de coordonnées dont la première idée appartient à M. O. Bonnet (n'* 181); c'est-à-dire qu'il détermine un point de la sphère et le point correspondant de la surface minima par la valeur de la variable complexe qui est l'affixe de ce poiut (n*'* 80 etKH). Les transformations de coordonnées, dont Riemann fait usage à différentes reprises, mettent naturellement en évidence le fait si souvent signalé dans les pages qui précèdent : Toute transforma"
(') Dans une note placée au commencement du Mémoire {liicmann's gesammelte IVerke, p. 283), M. Hatlendorf nous apprend qu'il a dû rédiger cntièrcmcnl e Mémoire d'après un manus^crit de Riemann qui ne contenait absolument que les formules et les résultats. Ce manuscrit, qui est daté des années ifciGo et i8()i, a été envoyé à M. Hattendorf en avril 1866. On sait que Riemann est mort en Italie au mois de juillet suivant.
Dans un Travail présenté comme thèse en 1880 à la Faculté des Sciences, M. Niewenglowski a fait connaître en France les principaux résultats obtenus par Riemann. Voir le Mémoire : Exposition de la méthode de liiemann pour la détermination des sur/aces minima de contour donné, inséré aux Annales de l'École Normale, t. IX, 2* série, p. 227.
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tion des coordonnées, ou tout déplacement, s^ exprime par une substitution linéaire particulière effectuée sur la variable complexe, proposition dont Timportancc cl Tinlérêt n'ont été pleinement reconnus que depuis la publication des beaux, travaux de M. Klein relatifs à TintégratLon des équations linéaires du second ordre, à Ticosaùdre et à la résolution des équations algébriques.
La seconde Partie du Mémoire est presque entièrement consacrée à la détermination de la surface minima limitée par un polygone gauche dont tous les côtés sont rectilignes (*). Riemann n'exclut même pas le cas où le contour serait partiellement ouvert et où la surface devrait avoir des segments infinis, analogues à cette portion de riiélicoïde- gauche à plan directeur qui s'étend à l'infini entre deux génératrices rectilignes de la surface. Après avoir développé la solution générale du problème, solution qui exige la formation, toujours possible, d'une équation difTérentielle linéaire et la résolution d'un système d'équations transcendantes dont Tétude est laissée de coté, au moins dans le cas général, Riemann aborde les applications et examine successivement les contours suivants :
i^ Deux droites infinies qui ne sont pas dans le même plan.
Si l'on suppose que le secleur infini s'étendant entre les deux droites n'a pas de discontinuité ni de point de ramification, on trouve l'hélicoïde gauche à plan directeur.
2° Trois droites, dont deux se coupent, la troisième étant parallèle au plan des deux autres.
Sous les réserves précédentes, la solution, ici encore, est complète et les formules définitives sont obtenues.
3' Trois droites placées d^une manière quelconque dans V espace.
(') Iticinann y montre aussi que ron peut résoudre le problème de Plateau pour le cas où le contour est composé de deux cercles quelconques situés dans deux plans parallèles. Il suffit d'admettre que toutes les sections déterminées par des plans parallèles aux plans des deux cercles sont des cercles. La surface obtenue dépend des fonctions elliptiques.
Pour bien se représenter le problème résolu par Riemann, on peut imaginer un hexagone gauche. Si trois côtés non consécutifs de cet hexagone s'éloignent indéfiniment, les trois autres restant fixes, la surface minima qui était limitée par les six côtés de riiexagone tend vers une surface à trois secteurs infinis, dont on aperçoit aisément la forme générale. C'est cette surface que détermine Riemann.
4' Un quadrilatère gauche quelconque,
Riemann forme l'équation linéaire du second ordre dont dépend la solution du problème. Cette équation, que nous donnerons plus loin, a une forme très remarquable qui la rapproche de Téquation de Lamé. On n'a pu encore Tintégrer dans le cas le plus général; Riemann considère le cas particulier où les quatre côtés du quadrilatère sont aussi les arêtes d'un tétraèdre régulier, et il obtient alors la solution du problème par une méthode directe et très élégante, que les travaux déjà rappelés de M. Klein nous aident à comprendre dans tous ses détails.
5° Trois droites dont Vune rencontre les deux autres, en sorte que la surface a deux sommets et un secteur infini.
6" Deux polygones rectilignes non étoiles situés dans deux plans parallèles.
Ces deux derniers exemples ont été publiés pour la première fois dans les (ïluvres de Riemann (*),
263. Les résultats précédents demeurent, aujourd'hui encore, les plus complets et les plus généraux parmi ceux qui ont été publiés sur le problème qui nous occupe. Mais, quelques jours avant la présentation du Mémoire de Riemann à la Société de GiHtingue, le 20 décembre 1866, M. Weierstrass avait communiqué à l'Académie de Berlin, dans une Note de deux pages (^), le résumé de ses recherches sur le même sujet.
Les résultats annoncés par M. Weierstrass sont en parfait
(») /iiemann's gesammelte Werhe, p. 4*7 î» 'l^^.
(') Monatsbcrichle dcr K. P. Akademie, p. 853; 18G6.
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accord avec ceux de Riemann. Malheureusement cet illustre géomètre n'a pas Indiqué d'une manière détaillée, au moins dans un travail imprimé, la méthode qu'il a suivie et les cas particuliers qu'il a traités. Nous devons signaler toutefois, dans le court résumé qu'il a donné, une indication très précieuse résultant d'une forme remarquable, sur laquelle nous reviendrons plus loin, donnée aux équations qui déterminent la surface mtnima.
264. Les premières recherches de M. Schwarz ont été publiées avant les précédentes; mais elles sont relatives à un problème particulier. Dans une courte Note insérée en i865 aux Comptes rendus de l'Académie de Berlin (*), M. Schwarz se reporte à des études antérieures relatives à la représentation conforme de la surface d'un polyèdre sur la sphère, éludes qui ont été publiées dans le tome LXX du Journal de Crelle; et il annonce que la solution de ce problème de la représentation conforme pour les différents polyèdres réguliers permet de déterminer, par l'application d'un théorème de M. Weingartcn qui sera étudié dans la suite de cet Ouvrage, un certain nombre de surfaces minima sur lesquelles se trouvent une infinité de droites. Ces droites ne sont pas isolées les unes des autres; elles se rencontrent mutuellement de telle manière qu'un certain nombre d'entre elles puissent servir de limite à une portion de la surface, simplement connexe. C'est ainsi que la surface minima dérivée du cube, surface dont la détermination s'effectue au moyen des fonctions elliptiques de module — > contient une infinité de quadrilatères gauches
égaux ; chacun d'eux est formé avec quatre arêtes d'un tétraèdre régulier et permet de limiter une certaine portion de la surface. On a donc une solution, obtenue il est vrai d'une manière indirecte, du problème de Lagrange et de Plateau pour le contour formé par ce quadrilatère régulier.
Le second travail de M. Schwarz est un Mémoire beaucoup plus étendu, couronné en 1867 par l'Académie de Berlin et publié
(') n. ScuwARz, Ueber die Minimums-flciche deren liegrenzung als ein von vier Kanten eines regularen Tetraeders geùildetesj windschiefes Viereck gegeben ist {Monalsberic/Ue der K, P. AAademie, p. i'iq-ijS; i86j).
en 1871 sous le titre suivant : Bestimmung einer speciellen Minimaljlàche (*). L'auteur y aborde, cette fois par des méthodes directes, la détermination de la surface niinima passant par les quatre côtés d'un quadrilatère gauche, et il montre que l'on pourra donner la solution complète du problème dans le cas particulier où le quadrilatère gauche est assujetti à l'unique condition d'avoir un plan de symétrie, passant nécessairement par deux de ses sommets opposés. Il considère en particulier, comme Riemann dont le Mémoire était encore inédit à l'époque où M. Schwarz communiquait son travail à l'Académie de Berlin, le cas remarquable où les quatre côtés du quadrilatère gauche sont les arêtes d'un tétraèdre régulier; il retrouve alors la surface déjà définie dans sa Communication précédente; on l'obtient en faisant, dans les formules de M. Weierstrass (n** 191),
rf ( u ) =
Enfin, dans un Appendice qui termine le Mémoire, l'éminent géomètre fait connaître certaines surfaces minima, pour lesquelles la fonction ^{u) est l'inverse de la racine carrée d'un polynôme du huitième degré, et qui contiennent des droites avec lesquelles on peut former des polygones gauches d'une nature spéciale, limitant certaines portions de la surface. Supposons, par exemple, que, dans un parallélépipède rectangle, on supprime les six arêtes qui aboutissent à deux sommets opposés; il restera un hexagone gauche, par lequel on pourra faire passer une des surfaces définies par M. Schwarz; la portion de surface limitée par cet hexagone sera simplement connexe et ne contiendra aucun point singulier.
205. Un autre travail du même auteur, Fortgeselzte Untersuchangea iiber specielle Minimalflâchen, imprimé en 1872(2), contient l'étude détaillée et la solution complète d'un problème proposé en ces termes dès 18 16 par Gergonne (') :
(') Harrwitz und Gossiiiann ; in-4*, Berlin, 187 1.
(») Monatsbcrlchte der K. P. Akademie ; yAiw'iCT 1872.
(•) Annales de Gergonne, t. VII, p. 99.
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Couper un cube en deux parties de telle manière que la section vienne se terminer aux diagonales im^erses de deux faces opposées et que l'aire de cette section terminée à la surface du cube soit un minimum. Donner en outre V équation de la courbe sui^^ant laquelle la surface coupante coupe chacune des autres faces de ce cube.
Fig. 21.
On trouve à la page i {8 du lome VII des Annales de Gergonne un essai sur ce problème du à Tédénat, recteur de TAcadémie de Nîmes, Tun des rédacteurs les plus assidus de ce Journal ; mais la solution proposée est inexacte. Le calcul des variations permet, en effet, d'établir que la surface cherchée doit couper à angle droit deux des faces latérales du cube, cl Thélicoïde considéré par Tédénat ne satisfait pas à cette condition.
M. Schwarz reprend le problème de Gergonne, ou plutôt il se propose de déterminer toutes les surfaces minima, parmi lesquelles doit se trouver la surface cherchée, qui passent par les deux diagonales inverses de deux faces opposées et qui coupent à angle droit deux autres faces opposées du cube. Le résultat obtenu est parliculièrement intéressant : de même qu'il y a une infinîté d'hélicoïdes gauches à plan directeur passant par deux droites données, il y a aussi une infinité de surfaces satisfaisant aux conditions que nous venons d'énoncer. Il n'est pas difficile de choisir parmi toutes ces surfaces celle dont l'aire est réellement un minimum.
Dans ce même travail, M. Schvvarz fait aussi connaître une extension, très digne de remarque, des résultats de Riemann et de
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M. Wciersirass; il substitue au problème abordé par ces deux géomètres le suivant, qui est beaucoup plus général et se résout, comme nous le verrons, par l'emploi des mêmes principes :
On donne une chaîne continue fermée^ composée de segments rectilignes, ou de plans, ou de segments rectilignes et de plans; et Von propose de déterminer une surface minima, à connexion simple, ne contenant aucun point singulier dans son intérieur, limitée par les segments rectilignes et les plans de la chaîne et coupant ces derniers à angle droit.
Par exemple, si Ton considère {Jig- 22) [p. 437] doux tiges AB, AC réunies en A et appuyant leurs extrémités BetC contre une lame de verre, la surface que Ton obtient en plongeant le système entier dans le liquide glycérique s'appuie sur les tiges AB, AG et coupe normalement la lame de verre. Cette surface peut être étudiée et définie analytiquement par des méthodes toutes semblables à celles qui avaient été employées antérieurement dans le cas spécial des contours exclusivement composés de lignes droites.
Nous nous contenterons des indications précédentes et nous ferons maintenant connaître les principes sur lesquels reposent les recherches dont nous venons d'exposer les résultats, en négligeant les détails qui exigeraient beaucoup de développements et que l'on trouvera dans les Mémoires originaux.
266. Au Chapitre IV [p. Sog], nous avons signalé deux tracés géographiques différents de la surface minima. L'un d'eux est déterminé par la représentalion sphérique de la surface; si l'on adopte les coordonnées u, u^, si souvent employées dans les pages précédentes, la variable complexe u est l'afûxe d'un point réel de la sphère qui est l'image du point correspondant de la surface minima, et la représentation ainsi obtenue constitue, comme l'a montré M. O. Bonnet (n°202), un premier tracé géographique de la surface minima sur la sphère de rayon i. Si maintenant on introduit la variable complexe définie par l'équation
(i) ff = j^'x^{u)du,
et qu'on la représente sur le plan, on obtiendra un nouveau tracé
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géographique dans lequel, nous l'avons vu (n** 204), les lignes de courbure auront pour représentation des parallèles aux axes coordonnés, tandis que les lignes asymptotiques seront représentées par des parallèles aux bissectrices de ces axes.
La considération simultanée des deux représentations conformes précédentes joue un rôle capital dans les raisonnements qui vont suivre et conduit par une voie naturelle à la solution du problème proposé.
Si Ton découpe sur une surface minlma un segment limité (M), à connexion simple et ne contenant aucun point singulier dans son intérieur, l'intégrale o- sera, sous certaines conditions que nous indiquerons plus loin, une fonction uniforme a^^antune valeur finie et bien déterminée pour chaque point de (M). La représentation plane de cette portion de surface sera alors une aire plane, limitée, à connexion simple, qui pourra, dans certaines parties, se composer de plusieurs feuillets et qui se terminera à la courbe dont les points correspondent à ceux de la limite de (M). Or, si ron veut que (M) soit limitée par des droites ou par des plans qu^elle coupera normalement, les dijférentes portions du contour seront des lignes asymptotiques de la surface si elles sont des droites, ou des lignes de courbure si elles sont dans les plans que la surface doit couper normalement. Par conséquent, il leur correspondra, dans le tracé géographique plan, des parallèles aux axes coordonnés dans le second cas, et des parallèles aux bissectrices de ces axes dans le premier. Ainsi ce tracé géographique se composera d'une aire plane (S) limitée par des droites dont la direction au moins sera connue et qui se succéderont dans un ordre déterminé.
Éludions maintenant la représenlalion sphérique de (M). Elle se compose d'une aire (S), pouvant recouvrir plusieurs fois certaines parties de la sphère ; mais il résulte, comme nous le verroiïs, des hypothèses faites sur o- que cette aire (S) n'a aucun point de ramification dans son intérieur. Ici encore on peut déterminer la courbe hmite de (S). En effet, pour chaque portion de droite comprise dans le contour, la représentation sphérique sera un arc, plus ou moins étendu, du grand cercle dont le plan est perpendiculaire à cette droite. S'il y a, dans le contour considéré, des plans que la surface doit couper à angle droit, la courbe limite
de la surface située dans ce plan sera représentée sur la sphère par une portion du grand cercle dont le plan est parallèle au plan correspondant du contour. On voit donc que la représentation sphérique (S) du segment (M) sera limitée par des arcs de grands cercles dont la position sera connue et qui se succéderont dans un ordre parfaitement déterminé.
Les deux aires (S) et (S) constituent deux, représentations conformes de la surface (M). Si celle-ci était connue, il est clair que Ton pourrait obtenir une représentation directe et conforme de Taire sphérique (S) sur l'aire plane (S). Inversement, si l'on a pu déterminer directement ce tracé géographique de (S) sur (S), c'est-à-dire si l'on a exprimé o- en fonction de m, on aura
et, la fonction ^( a) étant ainsi connue pour toutes les valeurs de u qui correspondent aux diverses parties de (S), le segment (M) sera pleinement déterminé. Nous sommes donc ramenés à la solution du problème suivant :
Réaliser une représentation conforme d*une aire sphérique (S), limitée par des arcs de grands cercles, sur une aire plane (S), limitée par des droites.
Or, celte solution est contenue implicitement, au moins pour les cas les plus simples, dans les développements donnés au Chapitre IV du Livre II [p. 170]. On représentera les deux aires (S) et (S) sur la moitié supérieure du plan, ce qui donnera o- et u en fonction d'une variable t assujettie à la seule condition que sa partie imaginaire soit positive. Puis on portera ces valeurs de u et de 0- dans les formules de M. Weierstrass, où l'on aura remplacé ^ {m) par sa valeur tirée de la formule (2); ce qui donnera
I — m' (h^ 2 du
(3; \^ = '^J '-^dïl'
z = Afu
du
u et (7 étant des fonctions connues de la variable t.
D. — 1. aS
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267. Nous allons indiquer différents exemples auxquels on peul appliquer la méthode précédente.
Proposons-nous d'abord de déterminer la surface minima (M), nécessairement infinie, limitée par deux droites quelconques. Construisons, sur la sphère de rayon i, les deux grands cercles COCO', DOD'O' se coupant en O, O', dont les plans sont perpendiculaires à ces droites; et soit oliz l'angle COD de ces deux cercles, égal à celui des deux droites. La surface cherchée (M) aura pour représentation sphérique une aire limitée par ces deux cercles. Choisissons, par exemple, pour cette aire, le fuseau OCO'D, d'angle oltz. Si l'on prend pour axe des z le diamètre O'O et pour plan des yz le plan ODO', l'origine des coordonnées étant toujours au centre de la sphère, le point O correspondra à la valeur zéro de la variable u et le tracé géographique du fuseau OCO'D sur la partie supérieure du plan sera déterminé par la formule
car on voit immédiatement que, lorsque l'argument de t varie entre o et?:, celui de u varie entre o et oltz.
Mais, il importe de le remarquer, on peut imaginer une infinité d'aires sphériques ayant les mêmes limites que le fuseau précédent; si l'on fait tourner, en effet, le demi-cercle ODO', dans tel sens que Ton voudra, autour de 00', en continuant indéiiniment le mouvement, il viendra périodiquement coïncider avec Tune des moitiés du second cercle OCO'C, et la /i»ènie coïncidence se produira après que ODO' aura fait n — i demi-révolutions.
L'aire sphérique ainsi engendrée par le demi-cercle se composera de plusieurs feuillets superposés et pourra recouvrir la sphère autant de fois qu'on le voudra; il sera évidemment permis de la substituer au fuseau précédent et de la considérer comme la représentation sphérique de la surface cherchée. On reconnaît d'ailleurs aisément que l'on embrasse tous les casque nous venons d'énumérer en augmentant a, dans la formule (4), d'un nombre entier quelconque, positif ou négatif, ou, ce qui est la même chose, en convenant de désigner par oltz une quelconque des déterminations de l'angle des deux droites données.
Examinons maintenant le second tracé géographique, la repré-
sentalion plane (S) de (M). Si l'on suppose que les deux droites qui limitent (M) appartiennent à un même système de lignes asymptotiques, cette représentation se composera d'une bande du plan comprise entre deux parallèles à une même bissectrice des axes coordonnés. Cette bande peut être considérée comme un quadrilatère dont deux angles opposés seraient égaux à ic, les deux autres étant nuls. Par suite, en appliquant la formule donnée au n° 132 et en remarquant que les angles nuls correspondent aux valeurs o, co de t, on aura
<j = Cc^A Ty =Ce'^log/.
Lorsque la variable t varie de o à oo,jrargument de <t doit être égal à -r ou à — 7 * ^^ choix est indifférent, par suite de la pré-
sence du radical \^{u) dans l'expression de <t. Posons (5) <j = Gtf '*Iog/.
On aura alors
G -if, a = — e ♦ logii,
et, par suite, en prenant la dérivée par rapport à i/.
au OU
^ au
K désignant une constante réelle. Nous retrouvons la valeur de ^{u) qui caractérise un hélicoïde gauche à plan directeur (no 196),
Mais, si l'on veut déterminer la constante C, il vaudra mieux substituer les valeurs de o* et de £/ en fonction de t dans les formules (3). On aura ainsi
Qt
Si Ton remplace ^par pe'^/p et 0 désignant le module et l'argument
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de /, h variera entre o et ^ el Ton aura
Les deux droites, parallèles au plan des xv, qui limitent la surface 'Ml correspondent aux valeurs o et tz de h. On a donc, en désignant par A leur plus courte distance,
et les formules ^3) prennent ici la forme détiniti\e
^ r. /» — /-» dt ^ il
1 ^ r t^-^ t--^ Ht ^ A . ,
où tout est connu. H suffira de donner à a toutes les valeurs de l'angle pour obtenir tous les liélicoïdes qui contiennent les deux droites.
268. Dans Texeinplc précédent, il y a une certaine indétermination, relativement au moins à la représentation sphérique; et celte même indétermination, qui se présente, comme nous Tavons indiqué, dans les solutions si étudiées données par M. Schwarz pour certains proVjlèmes particuliers, se reproduirait évidemment dans les problèmes plus compliqués que nous avons à examiner. Voici comment on pourra opérer lorsqu'on voudra, négligeant tous les cas possibles, obtenir, par exemple, la surface réellement minimum, celle qui est réalisée par les expériences de Plateau.
Proposons-nous, par exemple, de déterminer la surface (M) qui est limitée par deux droites AB, AC et qui coupe normalement un plan ^Vxi{Jig. 22). Soit BC la courbe inconnue suivant laquelle la surface cherchée coupe le plan MN. L'expérience apprend que cette courbe, qui se réduit à une droite quand le plan BAC est perpendiculaire au plan MN, n'a pas d'inflexion et est placée, par rapport à la droite BC, du même côté que la projection de A sur le plan MN. Les normales en A, B, C à (M) sont connues de
direction; car la normale en A est perpendiciilaîre au plan ABC, et la normale en B, par exemple, doit se trouver dans le plan MN et être perpendiculaire à AB. D'ailleurs le sens de la normale en A détermine celui des normales en B, C et, généralement, en tout point de (M). On voit donc que la surface (M) aura pour représentation sphérique un triangle sphérique dont les sommets seront parfaitement déterminés.
Fif». 22.
Considérons maintenant la représentation plane. Les lignes AB, AC auront pour images des parallèles aux bissectrices des axes coordonnés, tandis que la ligne de courbure BC sera représentée par une parallèle à Tun des axes. Il faut donc admettre que cette représentation est donnée par la surface d'un triangle rectangle isoscèle abc dont l'hypoténuse est parallèle à l'un des axes coordonnés.
Soient Xtt, [xt:, vtî les angles du triangle sphérique qui sert de représentation à (M). En conservant toutes les notations du n® 136 et en supposant que les sommets \ |x, v correspondent aux valeurs o, I, 00 de ^, nous aurons, pour déterminer la représentation de ce triangle sur la moitié supérieure du plan, la formule
Gw=
a, p, Y étant déterminés par les formules
p-Hi-Y = i(n-X-(x-v),
et le module ^CCq de G ayanl pour valeur
r(a-hi-Y)r(?-hi-Y)
Quant à la représentation plane, on l'obtiendra en appliquant la formule (i4) du n° 132 [p. 179] au triangle rectangle isoscèle. En supposant que le sommet "k corresponde au point de rencontre A des deux droites et, par conséquent, au sommet a de Tangle droit du triangle rectangle, il faudra faire dans cette formule
ce qui donnera
K étant une ronstante réelle afin que l'hypoténuse du triangle soit dirigée parallèlement à l'un des axes coordonnés.
L'exemple précédent, qui a été traité pour la première fois, comme nous l'avons indiqué (n° 2Gi), par M. Schwarz, a été, dans ces derniers temps, étudié d'une manière approfondie dans un intéressant travail de M, Ncovius (*).
269. On peut traiter de la même manière le cas, considéré par Riemann, où le contour est formé (y?^. 23) par une droite AB qui en rencontre deux autres AC, BC. Ici encore la représentation sphérique du segment (M) sera un triangle sphérîque. La représentation sphérique du point A sera située sur le rayon perpendiculaire à AB et à AG, la représentation sphérique de B sera située sur le rayon perpendiculaire à AB et à BG' et enfin la représentation sphérique du point situé à l'infini, soit sur AG, soit sur BG', sera située sur le rayon perpendiculaire à ces deux droites. Nous adoptons ici l'hypothèse la plus simple relativement à ce secteur
(*) Neovics, Bestimmung zweier speciellen periodischen Minimalflâchen auf welchen unendlich viele gerade Linien und unendlich viele ebene geodàtische Linien liegen. Hcisingfors, i883.
infini; il faut concevoir le segment (M) connrae étant limité par une droite CC qui rencontre AC etBC et s'éloigne indéfiniment. Quant à la représentation plane, elle sera évidemment formée d'une droite ab^ correspondante à AB, parallèle à l'une des bissectrices des axes, et de deux droites «c, bd perpendiculaires à ab. On peut envisager cette figure comme un triangle dont l'un des sommets s'est éloigné indéfiniment. Si l'on suppose que les valeurs
Fig. 23.
o, I, 00 de ^ correspondent respectivement aux points rt, b et c, c', la formule, déjà rappelée, du n** 132 nous donnera ici
K étant une constante réelle. Cette formule, jointe à celles qui définissent la représentation sphérique, déterminera la surface cherchée.
270. Il nous reste à étudier le plus important et le plus difficile des problèmes auxquels peut encore s'appliquer la méthode élémentaire précédente. Supposons que le contour donné soit formé par un quadrilatère gauche quelconque, ABCD. On aperçoit ici encore d'une manière très nette la représentation sphérique de la surface. Elle est formée par un quadrilatère sphérique dont les sommets sont parfaitement déterminés, et elle est la même que celle du paraboloïde hyperbolique passant par les quatre côtés du quadrilatère gauche ('). On peut toujours supposer (n® 128) que
(*) On peut signaler à ce sujet un rapprochement très curieux donné par M. Schwarz dans une des notes du Mémoire déjà cité : Bestimmung einer speciellen
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les sommets consécutifs du quadrilatère correspondent aux valeurs
o, I , T5 > oc de ^, A: désignant une constante réelle plus petite que i .
D'après les méthodes développées aux n*** 134 et 13o, on obtiendra le tracé géographique sur la moitié supérieure du plan du quadrilatère sphérique qui est la représentation de (M) en posant
6i et 62 étant deux solutions particulières, convenablement choisies, dVne équation linéaire
dont les coefficients p et q doivent satisfaire à Tunique condition
j i/, f I ayant ici la valeur suivante
avec les relations
/il -h /ij-h A3 = o,
(i5) { i-a? ^ c-af , i-aj . . A
Dans ces formules, a^ir, a^Tt, agit, a^T: désignent les angles du quadrilatère qui correspondent respectivement aux sommets o, i,
Tjjoo; A«, A2, A3 sont des constantes arbitraires et inconnues
comme le module A-, assujetties uniquement à vérifier les relations (i5); il reste donc deux constantes arbitraires dont il faut fixer la valeur. Les théorèmes généraux établis par M. Schwarz
Minimal/lâche. Dans le cas ou le quadrilatère est régulier et a ses angles égaux à -^) la différence entre Taire du paraboloïdc et celle de la surface minima est
inférieure à ^ — de la valeur de l'une quelconque des aires; de plus, les deux surfaces sont tangentes Tune à l'autre au point central du quadrilatère.
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permettent d'affirmer (n° 135) qu'il sera toujours possible de déterminer ces constantes de manière à obtenir eflectivement, par le quotient de deux solutions particulières convenablement choisies de l'équation (l'-i), la représentation cherchée du quadrilatère sphérique sur la partie supérieure du plan.
La représentation plane (S) du segment cherché (M) est évidemment limitée par les côtés d'un rectangle; on aura donc (n« 132)
(i6) <i = /He* * f ^ ^^-
H désignant une constante réelle.
271. On voit que la surface serait complètement déterminée par des quadratures si l'on savait intégrer l'équation linéaire (12)* Parmi les formes différentes que peut recevoir cette équation, nous signalerons la suivante.
Adoptons pour la fonction p, qui peut être choisie arbitrairement, une expression de la forme
On démontre aisément que les termes en -> : rr» -7— :t
pourront disparaître de l'expression de q, 11 suffit, pour cela, que Cl, ^2, ^3 satisfassent aux équations
(e, - I)* = aj, {et - i)« = aj, (^3-1)' = a.]. Si l'on prend, par exemple,
, X «1-4-1 fltj-HI f« «1-+- 1
(•7) p = -^ + -nn-^'^Tû^,^
on aura
(18) < ^^^""'^ t^kU^i)
{t i)(Xï/ — 1) t t—i k^t
L'équalion (12) peut donc se ramener à la forme suivante :
(19) /(i_o(i-^"*0^ 4-(M/«-+-n^-hP)^ -+-(M'/-i-N')e = o,
qui a été Tobjct d*un grand nombre de recherches ; car elle est la plus simple de toutes les équations du second ordre, après l'équation de Gauss dont elle peut être considérée comme une généralisation (*). On n'a pu jusqu'ici l'intégrer que dans un petit nombre de cas particuliers; et même les résultats obtenus dans cette voie ne seraient pas toujours applicables à la question que nous avons à résoudre.
272. Si le quadrilatère gauche a un plan de symétrie passant par deux sommets opposés, la surface qui donne la solution du problème de Plateau devra nécessairement, si elle est unique comme il est naturel de l'admettre, avoir le même plan de symétrie que le quadrilatère et, [)ar conséquent, couper ce plan à angle droit. Par suite, si l'on se propose de déterminer seulement la portion de cette surface qui se trouve d'un côté déterminé de ce plan de symétrie, on sera ramené au problème que nous avons résolu précé-
(•) Si l'on prenait pour/? la valeur suivante
3/ o.^t — i) ^{kU — i)
on obtiendrait 1 équation nit^me donnée par Hieinann {Gesammelte Werke, p. 3o8). En substituant à ^ la \ariable u définie par Téquation
t - sn'a,
et qui ne diiïère de 9 que par un facteur constant, on donnera à cette équation la forme élégante
/ étant une constante arbitraire que l'on peut substituer à /i,. Dans un article inséré au t. XCIV (p. i6'p) des Comptes rendus, j'ai montré que cette équation peut être intégrée, par l'application des belles méthodes de M. Hermite, de la même manière que l'équation de Lamé, qu'elle comprend comme cas particulier,
toutes les fois que les nombres a, > a, > a. > a. sont entiers.
demment (n® 268). Telle est la méthode suivie par M. Schwarz dans les Mémoires que nous avons analysés.
273. Ici se terminent les applications que nous voulions donner de la méthode générale. Dans chaque cas particulier, nous avons obtenu les valeurs de t et de a en fonction de /; il suffira de porter ces valeurs dans la formule (3) et de donner à t toutes les valeurs dont la partie imaginaire est positive. Mais, pour compléter la théorie précédente, il nous reste à démontrer que la surface à laquelle on est ainsi conduit donne eflectivement la solution du problème proposé. Voici comment on peut établir ce résultat essentiel.
On reconnaîtra d'abord aisément que le segment de surface (M) n'a aucun point singulier dans son intérieur. Négligeons ce premier point, qui apparaîtra de la manière la plus claire dans une autre méthode que nous donnerons au Chapitre suivant, et qu'il est d'ailleurs très aisé de démontrer. Il suffira donc de prouver que la courbe limite du segment (M) se compose de droites et de courbes planes, et qu'elle peut être identifiée avec le contour donné a priori dans chaque cas particulier.
Pour le démontrer, nous donnerons à t les valeurs réelles, qui fournissent tous les points de la limite du segment, et nous supposerons d'abord que t varie seulement dans l'intervalle auquel doit correspondre une des droites {d) du contour.
D'après la détermination de o-, la portion considérée du contour, étant représentée sur le plan par une parallèle à Tune des bissectrices des axes, sera nécessairement une ligne asymptotique-, et, d'après la détermination de w, cette même portion du contour aura pour représentation sphérique un arc de grand cercle dont le plan sera perpendiculaire à la droite (r/). Or toute ligne asymptotique qui admet un grand cercle pour représentation sphérique est nécessairement une ligne droite : car les tangentes d'une ligne asymptotique sont perpendiculaires à celles de sa représentation sphérique; et, par conséquent, elles seront ici toutes perpendiculaires au plan du grand cercle. Ainsi cette portion du contour de la surface trouvée (M) sera une droite, parallèle à{d).
Considérons maintenant l'un des intervalles pour lesquels la
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p^^flîvfj 'J'j 'v^alour â'fli *« rom^-'.'rtr 4'un^ll^^t pl^n^ sîtaé^ dans un (/îsn P . D'aprr-i I4 détermination de t. celte p-rtion do contour aura fw^ar r*? présents lion plane une droite parallèle à l'iin des axe* f./Kyfdonné* et *era. par con arquent, une lirne de coorbure: d'après la \4lenr attribuée à f/. cette Urne de courbure aura ponr reff^^ent^ition *phérîque un arc du prànd cercle dont le plan est parallèle à P . Donc cette portion du contour de la sarface troovée sera bien une courbe plane située dans un plan que la surface coupera normalement et gui sera parallèle au plan • P .
On voit donc que. dans chaque cas particulier, la sarface minima obtenue sera limitée par une chaine composée de droites et de plan«. parallèles à ceux qui avaient été choisis a priori. Mais ici se présente une seconde question.
STi, \^% directions des droites et des plans qui composent le contour de la surface obtenue sont bien celles des droites et des plans de la chaîne donnée. Mais la solution ne contient plus qu'une constante arbitraire, celle qui entre en facteur dans 7 et qui est toujours réelle (R dans les premiers exemples, H dans le dernier •: et, par conséquent, elle ne peut donner que les surfaces limitées par un certain contour ou par tous les contours homothétiques. Or il est évident que deux chaînes, telles que celles considérées par M. Schwarz, ne sont pas nécessairement identiques ou homolhétiques dès qu'elles sont composées dVIéments parallèles. Supposons, pour fî\er les idées, que le contour ne se compose que de droites dont la direction soit connue. Le théorème des projections donnera seulement trois relations entre les longueurs des cotés. Si le nombre de ceux-ci est supérieur à 4» si Ton a par exemple un hexagone, il y aura une infinité d'hexagones non homothétiques dont les côtés seront parallèles.
On voit donc que les hypothèses faites précédemment sur la surface cherchée sont trop limitatives. Alors même qu'elles pourraient être maintenues dans tous les cas, elles ne donneraient la solution du problème que pour des contours spéciaux. Elles pourront être acceptées et donneront certainement une solution du problème quand la forme de la chaîne sera déterminée par la direction de ses éléments : c^est ce qui a lieu dans tous les exemples précédents; mais, dans le cas où la direction des éléments
ne suffit plus à déterminer les rapports de leurs longueurs, elles seront trop spéciales et ne pourront conduire à des solutions générales. 11 faut donc reprendre la solution du problème, examiner la signification des différentes hypothèses que nous avons faites et rechercher celles de ces hypothèses auxquelles il faut renoncer.
273. Nous avons admis que l'intégrale a o\x J\/i^{u)du est une fonction finie et uniforme dans toute l'étendue du segment (M) que Ton veut déterminer. Nous allons voir que, même en excluant le cas où la surface (M) aurait des points singuliers, il faut admettre qu'il peut exister des points particuliers du segment (M) qui seront des points critiques de cette intégrale; en sorte qu'elle cessera d'être uniforme.
Imaginons, par exemple, trois plans, désignés par les numéros d'ordre i, 2, 3, se coupant suivant une droite {d) et formant ainsi six angles dièdres que nous supposerons égaux entre eux, ayant,
par suite, pour valeur commune *-• Construisons un segment de
droite terminé aux plans 1 et 2. Si l'on prend le symétrique de ce segment par rapport au plan 2, puis les symétriques des deux segments obtenus par rapport aux deux plans 1 et 3, on formera un hexagone gauche doué d'une certaine régularité, admettant la droite (rf) pour axe de symétrie ternaire. La surface minimu limitée par les côtés de cet hexagone jouira évidemment de la même propriété; elle sera normale en un point [x à la droite (c/), qui sera aussi pour elle un axe de symétrie ternaire. Par suite, si l'on porte l'origine des coordonnées au point [jl en prenant la droite (rf) pour axe des -3, il sera impossible que le développement de z suivant les puissances de ^ et de ^ commence aux termes du second degré, aucune surface du second degré à courbures opposées n'ayant un axe de symétrie ternaire. Il n'est pas impossible, au contraire, que le développement de z commence aux termes du troisième degré. Le point [jl ne cessera pas d'être simple, mais l'équation différentielle des lignes de courbure et celle des lignes asymptotiques s'y présenteront sous une forme indéterminée.
276. Il faut donc considérer ces points pour lesquels l'équation
de la surface rapportée à des axes convenablement choisis prend la forme suivante
Oi(x^y) désignant un polynôme homogène de degré i, et n pouvant être supérieur à ?..
On verra facilement, en prenant les termes de degré moindre dans Téquation aux dérivées partielles des surfaces minima donnée au n° 176, que Ton doit avoir
En choisissant convenablement Taxe des x, on pourra donc prendre
a désignant une constante réelle. Posons (ai) ^-+-7* = î» x—yi=r^;
on aura
(lOÙis) Z= ^[{«-t.T,'»]-f-....
Les valeurs de u et de W| relatives à l'origine peuvent être supposées nulles. Pour reconnaître comment s'expriment u et S{u) dans le voisinage de ce point, on peut employer la méthode suivante.
L'une des lignes de longueur nulle passant par Torigine est représentée par les équations
(22) < T, = j 3{u)du,
I ^= / u^{u)du.
L'équation différentielle de cette ligne est d'ailleurs
el^ dr^ -h dz^ = o
OU, en remplaçant rfÇ, dr^ par leurs valeurs déduites des formules précédentes,
On tire de là, e désignant Tunité positive ou négative,
EM = — (aj"-» -+-. . .)"*-+- «TQ""* -^...,
ce qui donne pour u une valeur de la forme (23) M = aeT,"-* -+-. . .,
les termes négligés étant, par rapport à Ç, r^, de degré supérieur an — I. Si Ton porte cette valeur de u dans l'équation
on aura Téquation diflerentielle suivante
dfi
La valeur de \ qui satisfait à cette équation et s'annule pour Y, = o sera, comme on sait, de la forme
P(7|) désignant, suivant nos conventions, une série ordonnée suivant les puissances entières et positives de Tj et qui ne s'annule pas pour Tj = o. On déduit de là et de la formule (aS)
Pi(rj) ayant la même signification que P(/i). En résolvant par
rapport à Tj, on trouvera
Si l'on différentie maintenant cette équation, en remplaçant rfyj par sa valeur ^(w) du^ on aura
Telle esl la forme àe^{u) qui convient au point considéré; et il
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est aisé de démontrer que, réciproquement, toute valeur de cette forme donne un point simple pour lequel le développement de z a la forme (20).
Faisons en effet
les formules du n*' 191 qui définissent la surface deviendront ici
x = {n — i)Sl f (i — i'*«-*)P3(>)e/r,
(28) ^ y = (n — i)S\ f i(i-hv^^-'')Pz{i')dv,
Comme P3(^) contient un terme constant, les valeurs de x et de y sont du premier degré par rapport à i^ et à sa conjuguée ^*|. On peut toujours les résoudre par rapport à (^ et à (^1 et porter les valeurs obtenues dans z\ les premiers termes de z seront bien du degré n en x et en j\
277. Imaginons maintenant que l'on ait représenté la surface cherchée (M) sur la moitié supérieure du plan (*). Soit t la variable complexe représentée sur la moitié supérieure du plan el soit a la valeur de t relative au point considéré de (M). Les coordonnées J7 et j^ de ce point seront déveioppables suivant les puissances de / — a et de la quantité conjuguée /| — ai ; et elles contiendront nécessairement les premières puissances de ces deux quantités. D'ailleurs, comme la variable r qui figure dans les formules (28) est le paramètre d'une ligne de longueur nulle, elle
(') Étant donnée une portion de surface quclron(|uc (M) à connexion simple, peut-on la représenter sur la partie supérieure du plan? La proposition qui résulte d'une réponse affirmative à cette question n'a pas encore été établie; mais nous croyons, avec M. Klein, (jue les recLercUes récentes relatives au principe de Dirichlet pourraient, sans trop de longueurs, en fournir une démonstration ri- {çoureuse. Dans le cas des surfaces mininia, elle a été énoncée dans les articles si souvent cités de M. Weierstrass, et l'on pourrait la faire dériver de l'existence et des propriétés de la représentation spliéri(|ue de la surface. Pour abréger, nous ra<Imcltrons ici.
sera fonction soit de t, soit de l^. En échangeant, si cela est nécessaire, la partie inférieure et la partie supérieure du plan, on peut toujours supposer v fonction de t. Cela posé, il faudra que,
des deux intégrales
qui entrent dans les expressions de x et de j^ et qui sont dévcloppables suivant les puissances de t — a, l'une contienne la première puissance de cette quantité. Ce sera évidemment celle qui est du degré le moins élevé, et l'on pourra poser
r V^{v)dv = {t — a)?{t — a).
En intégrant par rapport à (^ et en résolvant, on déduira de celte équation la valeur suivante de v
OU, en remplaçant v par sa valeur en fonction de //,
(29) u =(/ — a)"-»Pj(^ — a).
Comme on connaît déjà l'expression (aj) de S{u) en w, on conclura de l'équation précédente
ou, en substituant,
(30) /gy=(i_a)«-«P5(<-a).
Telles sont les deux formules qui permettent de déterminer la forme de u et de o- dans le voisinage du point t = a. Il nous reste à indiquer les propriétés géométriques qui en résultent, et pour la représentation sphérique (S), et pour la représentation plane (2).
278. Désignons par a le point de (M) qui correspond à la valeur a de < et par et! sa représentation sur la sphère; soient u un point de la surface, très voisin de a, et |x' le point correspondant D. — I. 29
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delà sphère. Lorsque le point [x décrit un petit cercle autour de a, Targument de / — a augmente de 2-. D'après la formule (29) l'argument de u augmentera de 2(/i — 1)7: et, par conséquent, le point [jl' fera n — i tours autour de a'. On voit que le point a' sera un point de ramification, d'ordre n — !i, de la surface de Riemann qui forme la représentation sphérique de (M). Aussi, dans la suite, donnerons-nous aux points tels que a le nom de points de ramification d^ ordre n — 2 (*). Si le point a se trouve sur le contour de (M), le point [jl de la surface, situé dans l'intérieur de l'aire, ne pourra faire qu'un dcmi-lour autour de a, et cela quand on passera de la partie du contour qui précède a à celle qui le suit. Alors le point correspondant de la sphère fera seulement n — i demi-tours.
Supposons d'ahord n égal à 3 ou, plus généralement, n impair. Lorsque le point [jl parcourt celte portion du contour qui est voisine de a, le point [jl' parcourt un arc de grand cercle passant par le point correspondant a'. Si le point [x décrit à l'intérieur de (M) un demi-cercle, en passant de hi partie du contour qui précède a à celle qui le suit, le point jx' décrira un nombre entier de tours, et reviendra, par conséquent, sur la partie de l'arc de cercle qui précède a'. Il y aura donc un rebrousse ment dans le mouvement de |jl' sur l'arc de cercle. Si la portion considérée du contour de (M) est rcctiligne, cela signifie que la normale à la surface, après avoir tourné dans un sens bien déterminé et toujours le même autour de la droite, commencera à tourner eu sens contraire. Si cette partie du contour est une ligne de courbure plane, le mouvement de la tangente changera de sens et l'on passera par un point d'inilexion.
Supposons, au contraire, n pair; il y aura un s\m\ÀQ stationnement dans la rotation de la normale si le contour est rcctiligne, et un sommet de la courbe si le contour est une ligne de courbure plane.
279. Relativement à la représentation plane (S) définie par la
(*) lUemann s'est borné à considérer le cas où n = 3, en indiquant que les points les plus généraux peuvent être formés par la réunion de plusieurs de ces points particuliers.
fonction 7, on peut obtenir des conclusions tout aussi précises. Si n est impair et si le point a est dans l'intérieur de l'aire, on aura, d'après la formule (3o), un point critique t = a pour l'intégrale 0". Par conséquent, cette intégrale sera multiforme, et la représentation plane se composera d'une série de portions se reproduisant périodiquement. On voit ainsi que l'hypothèse d'une représentation plane parfaitement limitée ne saurait com^enir à tous les cas. Si le pointa est sur le contour de Taire, la fonction 0" cessera d'être multiforme, mais son argument augmentera de
Tzl 1 j lorsque t passera par la valeur a. Par conséquent, la
portion du contour de (M) sur laquelle se trouve le point a, au lieu d'être représentée par une seule droite, le sera par dcu\ segments perpendiculaires l'un à l'autre.
Supposons, au contraire, n pair. Si le point a est dans l'intérieur de l'aire, la représentation plane (S) admettra un point
de ramification d'ordre i. Si le point a est sur le contour, il
y aura simplement un stationnement ou un rebroussement sur la ligne droite parcourue par le point de (2).
280. 11 nous reste maintenant à examiner les modifications, d'ailleurs très simples, qu'il faudra faire subir à la méthode générale par laquelle nous avons déterminé les deux fonctions u et o-. Si l'on reprend la suite de raisonnements développée au Chapitre IV du Livre II, et si l'on tient compte des singularités qui résultent pour u et pour o- de la présence des points de ramification, on verra que chaque point de ramification d'ordre n — 2
introduira simplement dans (-n) le facteur
(ao étant la quantité conjuguée de a), s'il est situé dans l'intérieur de l'aire, ou le facteur
s'il est situé sur le contour et si, par conséquent, a est réel. D'ailleurs le degré total ^e f ^ j devra toujours être égal à — 4
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lorsque la valeur t = x> ne correspondra ni à un sommet, nî à un point de ramification.
Pour déterminer la fonction w, il faudra ajouter à l'expression de {w, ^j, donnée au n" 131, des termes tels que les suivants
1 I — (w — i)* h I I — (n — i)* An
si le point de ramification est dans l'intérieur de (M), et seulement la moitié de ces termes
I \ — (n — iy h
si le point se trouve sur le contour. Quant aux angles du polygone sphérique et aux valeurs de /?, on les déterminera dans chaque cas en se faisant une idée de la forme de la surface cherchée, c'està-dire en résolvant, pour éviter des tâtonnements, un problème plus ou moins difficile de géométrie de situation. On pourra étudier à ce point de vue l'exemple donné au n® 273 : si l'on veut déterminer la représentation sphérique de la surface, on peut hésiter entre deux hexagones; mais on reconnaît aisément, et de différentes manières, qu'il faut choisir celui qui fait deux fois le tour de la sphère.
Nous ne développerons pas davantage la méthode précédente (jui présente encore des lacunes et qu'il n'est nécessaire d'employer que pour un seul des exemples traités par Riemann, le troisième de ceux qui sont signalés au n" 262. Dans le Chapitre suivant, nous allons proposer une autre solution, qui se rapproche peut-être de celle de M. Weierstrass, et qui repose dans tous les cas sur de belles formules ducs à cet illustre géomètre.
CHAPITRE XI
Forme nouyellc, duc à xM. WciersLrass, sous laquelle on peut mettre les équations qui définissent une surface minima. — Formules relatives à une transformation de coordonnées ou à un déplacement de la surface. — Fquation linéaire du second ordre à laquelle satisfont les deux fonctions G et II. — Défmition d'une /amii/e de surfaces minima. — Application à la détermination de la surface mininiu passant par un contour donné. — P'ormation de Téquation linéaire correspondante à cette surface. — Indication des (jucstions qui resteront à résoudre après la formation de cette équation. — Propriétés géométriques de la famille de surfaces minima déHnic par cette équation.
Reprenons les équations du n
T = cj\^ I ( I — u-)^(u) du, (I) I J = -^il fi{i'r-u^)HiOdu.
Z = r'i{ I -211^ (il) du,
qui définissent une surface minima réelle, et supposons que Pou substitue à la variable indépendante u une fonction quelconque t de u. Si Ton veut étudier, par exemple, une portion limitée de la surface, à connexion simple, et si on la suppose représentée sur la partie supérieure du plan, t pourra être Taffixe du point du plan qui correspond au point de la surface; mais, pour le moment, nous supposerons que la nouvelle variable / ait été choisie d'une manière quelconque. Cela posé, si Ton introduit les notalions nouvelles
^^^ " = ""ïïI7/ rf{u)du = -^i\\\t)dt.
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les équations ' i • prendront la forme suivante
qui a été donnée par M. Weierstrass ■ • ».
Des formules 2^ qui ser\enlde détinition à H(/ i et à Gi / i. on déduit les suivantes
HG'_ Gir et
t \a t riiti . /7«î = n HG— GH^^f^
(V cl }V désignant les dérivées de G et de H par rapport à /. Par suite, la fonction ? définie dans le Chapitre précédent aura ici pour r'x pression
l'équation différentielle des lignes asvmptotiques (n® 197) deviendra
n'y) AiiUG'—GUfdti=o,
et celle des lignes de courbure sera, de même,
(-;) i\inG'-rAi')dr' = o.
Nous allons maintenant chercher comment se transforment, avec les notations nouvelles, les équations relatives à un déplacement de la surface ou ù un changement d'axes coordonnés.
28î2. Reprenons les formules, données aux n°* 198, 199,
(H) M = - -, ljiç)= .f{u) :
nia— HttV (.'Wo — /lo*';
(') Monatsbericlite der K, P, Akademie, p. G12 et suiv. ; 1866.
qui définissent le déplacement. On peut écrire la seconde sous la
Si Ton désigne par G|(^), ili{t) les valeurs nouvelles de G(^), H(^), c'est-à-dire les valeurs de ces fonctions relatives à la surface déplacée, on aura, d'après la définition même de ces quantités,
(10) p = _gL^, CJ(ç)di> = ^iU\{t)dt.
En portant ces valeurs dans la première équation (8) et dans l'équation (9), on trouvera
G(/) __ mGi(n— nHi(0 oHî(OH}(0
nî(0 =
[molU(t)-{~noGat)V ou, plus simplement,
G(0 = ^G,(/)-^ 11,(0, (II
iii(0 = ^.G,(0-^^°ni(0,
le radical ^ pouvant être pris, soit avec le signe +, soit avec le signe — . Ce double signe devait naturellement se présenter; car la forme (3) donnée aux équations qui définissent la surface n'est pas altérée si l'on change à la fois le signe de H et celui de G.
Gomme S désigne, dans les formules précédentes (n° 198), le déterminant
on voit que le déterminant de la substitution linéaire définie par les formules (11) est toujours égala l'unité. De là résulte le théorème suivant :
Un déplacement de la sur/ace minima, ou plutôt un déplacement de la courbe minima définie par les équations
(12) x = if{G^—\\^)dty y = J\G^^U^)dt, z = J\iGUdt,
se traduit par une substitution linéairCy au déterminant +1» effectuée sur G(^) et\\{t)^ H| et G< désignant les nouvelles valeurs de 1^ et de O y on a
ii(o=-^:g,(o+'-;;^h,(o;
si le déplacement est réel, m^ et fiq sont respectivement les imaginaires conjuguées de m et de n,
283. La proposition si simple que nous venons d'établir conduit immédiatement à une conséquence importante. Formons l'équation du second ordre
qui admet comme solutions particulières les deux fonctions G(/) et li{t); il résulte du théorème précédent que cette équation demeurera la même lorsqu'on déplacera la surface d'une manière quelconque dans Tespace. 11 est donc naturel de se proposer la question suivante :
Considérons une équation linéaire du second ordre donnée a prioriy et prenons pour G(^) et H(/) deux solutions particulières quelconques de cette équation. On aura ainsi une infinité de surfaces minima qui dépendront de quatre constantes arbitraires, pouvant être imaginaires. Nous dirons que ces surfaces forment une m^me famille. Peut-on passer d'une de ces surfaces à toute autre par un simple déplacement? Ou, s'il n'en est pas ainsi, quelles sont les relations géométriques entre les différentes surfaces de la même famille?
Pour répondre à cette question, il suffit de remarquer que Ton passe d'une des surfaces à toute autre de la même famille en effectuant sur G et H la substitution linéaire la plus générale. Or une telle substitution résulte toujours de la composition des deux suivantes
G = aG,, II = aHi
et
OÙ a et a désignent des quanlilés réelles, avec une substitution quelconque au déterminant + i.
La première de ces trois substitutions définit une transformation homolhétique à pôle et à module réel, suivie, si Ton veut, d'une translation. Elle aura donc pour effet de remplacer la surface minima par une surface liomothétiquc.
La seconde définit une transformation liomothétique à pôle réel et à module imaginaire; en sorte que les modules des deux transformations appliquées aux deux courbes minima dont la translation engendre la surface sont imaginaires conjugués. Si Ton se reporte au commencement du Chapitre V, on reconnaît immédiatement que les surfaces obtenues sont les surfaces associées à la surface primitive. On aura, en particulier, la surface adjointe si l'on prend
(i4) G, =/rG, n, = /7H.
Enfin la substitution au déterminant + i définit un déplacement qui est généralement imaginaire.
En réunissant les résultats précédents, nous obtenons la réponse suivante à la question proposée.
Toutes les surfaces réelles d'une même famille se déduisent de Tune d'elles par l'emploi des deux opérations suivantes : transformations homothétiques à pôle réel et à modules imaginaires conjugués, appliquées respectivement aux deux courbes minima dont la translation engendre la surface; déplacements imaginaires conjugués respectivement appliqués à ces deux courbes. La première de ces opérations donne les surfaces homothétiques des surfaces associées à la proposée. Quant à la seconde, elle n'a pas encore été étudiée avec tout le soin qu'elle paraît mériter. En général, l'étude des surfaces minima cjui correspondent à une môme équation linéaire du second ordre présenterait, au point de vue analytique aussi bien qu'au point de vue géométrique, un très grand intérêt.
28i. Nous venons de voir qu'un déplacement de la surface se traduit par une substitution linéaire, au déterminant -|- i , effectuée sur G et H; on reconnaît aisément que l'opération plus complexe par laquelle, après avoir déplacé la surface, on prend sa symétrique
par rapport à un plan, se traduit de même par la substitution, au déterminant — i ,
jn(/)^-^^G,(r)-^|H|(o,
où //?o, /io ^ont les conjuguées de ni et de /i quand la transformation est réelle.
Pour obtenir, en effet, par rapport à un plan donné (P), la symétrique (F| ') d'une figure (F) que l'on a déplacée d'abord d'une manière quelconque, on peut évidemment prendre la symétrique (F') de (F) par rapport à un plan particulier et soumettre ensuite (F') à un déplacement convenablement choisi. Or, si l'on effectue ici la transformation
la coordonnée :; de la surface change seule de signe; et cetle surface est remplacée par sa symétrique relativement au plan des xy. Si Ton applique ensuite à G2 et à H2 les transformations qui caractérisent un déplacement réel, on obtient effectivement la substitution, de déterminant — i, définie par les formules (i 5).
Nous aurons à employer dans la suite les formes canoniques, des substitutions linéaires (11) et (i5);on les obtient sans difficuhé de la manière suivante.
Nous avons déjà remarqué que, si l'on considère la rotation définie par la substitution linéaire
niv -h n u =
et si Ton prend pour axe des z Taxe de cette rotation, on doit faire
n = /to= o, m = e * , ruo — e *,
a désignant Tangle de la rotation. Si Ton introduit ces hypothèses dans les formules (11) et (i*)), on trouvera
G(/) = E^~'5"Gi(0, !!(/) = £c'« H,(/),
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pour la forme canonique de la substitution (i i), et
pour la forme canonique de la substitution (i5). Dans ces deux systèmes de formules, e désigne l'unité positive ou négative. Les dernières mettent en évidence le théorème suivant, auquel on parvient aussi par la Géométrie : Tout déplacement suivi d'une transformation par symétrie relative à un plan quelconque équivaut à une rotation d'angle fini autour d'une droite, suivie d'une transformation par symétrie relative à un plan perpendiculaire ù la droite.
28o. Nous allons appliquer les remarques précédentes à la résolution du problème étudié dans le Chapitre précédent, c'està-dire a la détermination du segment de surface mini ma (M) limité par la chaîne de plans et de droites qui a été déjà définie; mais nous présenterons d'abord la remarque suivante, qui simplifiera la solution.
Imaginons le segment de surface (N), adjoint à (M), et cherchons comment il sera limité. D'après les propriétés données au Chapitre V (n** 211), les plans tangents aux points correspondants des deux segments seront parallèles, et deux éléments correspondants seront toujours perpendiculaires. Il suit de là qu'à une droite (rf)limitant (M) correspondra nécessairement sur (N) une courbe ) dont les tangentes seront perpendiculaires à la droite. La courbe (C) sera donc située dans un plan(P) perpendiculaire à la droite*, et le plan tangent à (N) en chaque point de cette courbe sera nécessairement parallèle à la droite (d), c'est-à-dire perpendiculaire au plan (P). Ainsi, à chaque droite (r/), limite de (M), correspond une courbe plane (C), limite de (N); et cette courbe est située dans un plan que la surface doit couper normalement.
On démontrera tout aussi facilement qu'à chaque courbe plane, limite de (M), correspond une droite, limite de (N); et Ton peut énoncer la proposition suivante :
Le segment adjoint (N) est limité par une chaîne toute pa^
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reille à celle qui limite (M) ; deux éléments correspondants des deux chaînes sont toujours d^ espèce différente et sont perpendiculaires Vun à Vautre.
Cela pose, considérons la représentation conforme du segment (M) sur la partie supérieure du plan ; et prenons maintenant pour t la variable complexe qui réalise cette transformation, c'eslù-dire Taffixe du point de la partie supérieure du plan qui correspond au point de la surface; G(^) et H(^) seront alors des fonctions qu'il faudra déterminer, au moins pour toutes les valeurs de t dont la partie imaginaire est positive. Nous avons vu que, si l'on passe au segment adjoint (N), il faut les multiplier l'une et l'autre
par y/7.
Formons l'équation du second ordre
à laquelle satisfont G et H. Les coefficienls p et q sont des fonctions de t délerminées par les formules
'^ ^" GH'-^HG' ^ " GIl— IIG'"'
D'après les remarques précédentes, ces fonctions nouvelles ne changent pas lorsqu'on déplace la surface (M), ou lorsqu'on la remplace par son adjointe. Ces propriétés sont très importantes au point de vue de la question que nous avons à résoudre; elles permettent de substituer, avec de grands avantages, l'élude des fonctions/? et q à celle de G et de H; on pourra, en effet, dans Tétude de/? et de q^ orienter le contour donné de la manière qui sera le plus commode, ou encore substituer au segment (M) le segment adjoint (N ).
28G. Prenons d'abord un point à l'intérieur de (M), correspondant à une valeur imaginaire a de t. On peut choisir ce point pour origine et prendre pour axe des z la normale en ce point; les coordonnées .r, 7*, z d'un point voisin de la surface seront développables suivant les puissances de ^ — a et de la quantité conjuguée t^ — «I ; elles premières puissances de ces deux binômes
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devront apparaître clans l'un au moins de ces développements. Par suite, les Irois intégrales
f G^t)dt, f G(t)U{t)dt, f n^{t)dt
seront développables suivant les puissances entières de ^ — a^ et l'un des deux développements au moins devra contenir la première ))uissance de t — a. Comme la variable u doit être nulle ou infinie à l'origine, d'après la direction attribuée à Taxe des Zy il résulte de l'expression (2) de w que l'une des fonctions G(/), H(/) sera infiniment petite par rapport à Tautre. Soit, pour fixer les idées, H(^) celle dont le degré est le moins élevé. La dernière des trois intégrales précédentes sera celle qui aura le moindre degré et qui contiendra, par conséquent, la première puissance de l — a. On j)Ourra donc écrire
^{t)dt = {t — a)V{t — a)j
ou, en différentiant,
V ayant la signification que nous lui avons toujours donnée, c'està-dire représentant une série ordonnée suivant les puissances positives de / — a et ne s'annulant pas pour t-= a. Quant à G(^), il sera déterminé par la formule
d'où l'on déduira, par la diflerentiation et la substitution de la valeur de H,
n étant un nombre entier au moins égal à 2.
D'après ces développements, on voit que le point f = a est nécessairement un point ordinaire de l'équation linéaire toutes les fois que n est égal à 2. Si /i est égal ou supérieur à 3, ce sera au contraire un point à apparence singulière. Le point correspondant du segment (M) sera alors un de ceux auxquels nous
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avons donné (n" 278) le nom de points de ramification. En réunissant les deux cas, nous pouvons énoncer cette première proposition :
IJ équation linéaire n\nira que des points ordinaires ou des points à apparence singulière pour toutes les valeurs de t qui sont représentées par des points de la partie supérieure du plan.
Si, des expressions de G et de H, on déduit celles de p et de q^ on trouvera
les coeflîcients A, A, B, ... pouvaut être nuls. On aura de même, en substituant les valeurs de G et de II dans les équations
(2) et(5),
( 19a) u =(t-a)n-i V{t- a). ^.-^^y = {t- ay-^ V{t -a).
287. Examinons maintenant les points situés sur le contour de (M), et supposons d'abord que la portion du contour considérée soit une droite (rf). Choisissons les axes de telle manière que (d) soit parallèle à Taxe des r. Si l'on se déplace sur la droite, / prendra des valeurs réelles comprises entre les deux valeurs «a? û^A+i qui correspondent aux deux sommets du contour situés sur (rf), et les différentielles dx, dz devront être nulles. On sera ainsi conduit aux deux équations
(^li(G2 - IIî; = o, SXiGM = o,
ou, en désignant par G| et II| les imaginaires conjuguées de G cl
de H,
G« — H* = G2 — Hf,
GH = GiH,.
On déduit de là l'un des svstèmes
G = eGi, ( G= — Et'Hi,
II = aH„ 1 11= eiGi,
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OÙ € désigne l'unité, positive ou négative. Le second doit être écarté; car il conduirait à Téquation impossible
GG, -T-HHi = o,
et d'ailleurs il donnerait dy = o. 11 reste donc seulement le premier, d'où Ton conclut que les quantités
< 1 — -\iT. ( 1— e ) iT,
sont égales à leurs conjuguées et sont, par conséquent y réelles. Ainsi Téquation linéaire doit admettre, pour toutes les valeurs réelles de t comprises entre Ok et o/^^x , deux solutions particulières réelles.
La même conclusion a lieu lorsque la partie considérée du contour est une des courbes planes situées dans les plans que la surface doit couper normalement; car il suffit alors (n" 285), pour retrouver le cas précédent, de passer à la surface adjointe et de
remplacer G, H par Gy /, \\\-i. On est ainsi conduit à la règle suivante :
Si la portion considérée du contour est une droite, suppo^sons que l'axe des j' ait été choisi parallèle à cette droite; si elle est une courbe plane, supposons que l'axe des y soit perpendiculaire au plan de cette courbe ; et soient G(^), H(/) les solutions particulières relatives à cette position des axes coordonnés. Les intégrales
e *G(0. e MI(0
seront réelles sur toute la partie considérée du contour, n étant un nombre entier, qui sera pair si la portion du contour est rectiligne et impair si elle est simplement plane.
Il suit de là que, si Ton considère une chaîne composée de .v éléments et si Ton désigne par a», a^t . . ., fl', les valeurs de t relatives aux divers sommets de cette chaîne, l'équation linéaire admettra deux solutions particulières réelles pour chacun des intervalles («i^fa), (^2^3)1 •••? (^f-i^j)» («jooai), c'est-à-dire pour toutes les valeurs réelles de t. Donc les fonctions p et q de la variable t seront nécessairement réelles pour toutes les valeurs réelles de t.
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288. On peut déduire des résultats précédents d'autres conséquences en adoptant la méthode de prolongement analytique due à Riemann et à M. Scliwarz et développée au n" 130. Nous avons vu que, si une fonction est déterminée pour la partie supérieure du plan et si elle est réelle pour des valeurs réelles de t^ elle peut être définie pour la partie inférieure du plan par la convention que les valeurs de la fonction relatives à deux, valeurs imaginaires conjuguées de t soient elles-mêmes imaginaires conjuguées.
Appliquons cette méthode aux deux intégrales
(|ui ont été reconnues réelles; mais supposons que Ton passe de la partie supérieure à la partie inférieure du plan, seulement en franchissant la portion de Taxe réel qui est comprise entre les deux points afij «a+i ^^ qui correspond à la portion spécialement considérée du contour. Nous allons montrer que le prolongement analytique des deux intégrales donne un segment de surface minima (M)[) qui est précisément le symétrique de (M) par rapport à la droite ou au plan de la chaîne; de plus, deux points des deux segments placés symétriquement par rapport à l'élément de la chaîne correspondent à des valeurs imaginaires conjuguées de t. Pour plus de netteté, supposons que cet élément de la chaîne soit une droite; alors on pourra poser
ni T
g et h étant réelles pour des valeurs réelles de t et n élant en lier. Le segment de surface qui correspond aux valeurs /| de ^ représentées dans la partie inférieure du plan sera défini par les formules
j ^== Af{-iYi[g''{fi)-h^{t,)]dt,, Si Ton change i en — i dans les expressions soumises au signe
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rSl, ce qui ne change pas les parties réelles, on a
Ce sont les formules qui conviennent au segment (M), mais où Ton aurait changé le signe de x et de z. On obtient donc, comme nous Tavons annoncé, le segment symétrique de (M) par rapport à la droite considérée du contour.
Les intégrales ff{t)j li{t) de l'équation différentielle étant des fonctions linéaires connues des deux intégrales qui correspondent à une position déterminée, toujours la même, de (M) par rapport aux axes, on voit que ces deux intégrales peuvent être prolongées analytiquement ; mais il y aura autant de prolongements analytiques qu'il y a d'éléments au contour. Si l'on passe de la partie supérieure du plan à la partie inférieure en traversant le segment a^a<i de Taxe réel, on obtiendra un segment (MJ) symétrique dt* (M) par rapport au premier élément de la chaîne qui détermine le contour; si l'on traverse le segment ^2^3, on obtiendra le segment (MJ) symétrique de (M) par rapport au second élément de la chaîne, et ainsi de suites si l'on traverse enfin le dernier segment a^oo^t, on aura le segment (MJ) symétrique de (M) par rapport au 5'*^"® et dernier élément du contour. Dans tous ces segments, le point symétrique d'un même point de (M) correspond à une même valeur t^ de t, et cette valeur est imaginaire conjuguée de celle qui définit le point de (M).
On obtient ainsi s prolongements analytiques différents des fontions G(^), H(^); mais, comme ces prolongements donnent des segments tous symétriques de (M) et qui peuvent, par conséquent, se déduire les uns des autres, soit par des déplacements, soit par des déplacements suivis d'une transformation par symétrie relative à un plan, on doit conclure de la proposition du n** 282 que les divers systèmes de valeurs de G et de H ainsi définis s'obtiendront en combinant linéairement les va- D. — r. 3o
leurs de G et de H relatives à l'un quelconque d'entre eux (*). Par suite, l'équation linéaire (i6) demeurera la même pour tous ces segments, ou, ce qui est la même chose, les fonctions p et q ne peuvent être prolongées analytiquement que d'une seule manière. En d'autres termes, les /onctions p et q doivent être uniformes dans toute V étendue du plan. Elles sont réelles pour des valeurs réelles de /, et prennentdes valeurs imaginaires conjuguées lorsqu'on substitue à t des valeurs imaginaires conjuguées. Comme, d'après les propriétés du prolongement analytique (n° 130), les fonctions G et H ne cessent pas d'être développables en séries entières pour les différents points du contour qui ne sont pas des sommets, on voit qu'en dehors de ces sommets l'équation linéaire ne peut avoir que des points ordinaires, ou des points à apparence singulière-, et même, si Ton exclut l'hypothèse de points multiples de la surface situés sur le contour, une des intégrales particulières devra rester finie pour chacun de ces points.
En résumé, Véquation linéaire dont dépend la solution du problème doit avoir ses coefficients uniformes dans toute l'étendue du plan, et réels pour des valeurs réelles de t. Si l'on exclut les valeurs t = ak qui correspondent aux sommets du contour y elle ne peut avoir que des points à apparence singulière pour lesquels une des deux intégrales particulières demeure finie et différente de zéro.
(») S'il subsistait un doute sur ce point, on pourrait le lever de la manière suivante :
Nous avons vu que, pour chacun des intervalles (a^a^^,), il existe deux intégrales de l'équation linéaire qui sont réelles pour les valeurs réelles de t comprises dans l'intervalle et qui, par suite, prennent des valeurs imaginaires conjuguées pour des valeurs imaginaires conjuguées de t lorsqu'on les prolonge à travers l'intervalle (0404+,).
Il suit de là que l'on peut prolonger analytiquement deux intégrales quelconques de l'équation linéaire, et cela d'autant de manières qu'il y a d'intervalles diflférents. Chacun de ces prolongements donnera évideniment pour G(^,) et H(^ ), t^ étant imaginaire conjuguée de /,, des fonctions linéaires
des quantités G, et H, qui sont les imaginaires conjuguées de 0{t), H(/). P. suite, les différents systèmes de valeurs de G(/, ), H(^,) s'obtiendront en coi binant linéairement l'un quelconque d'entre eux.
Les points à apparence singulière pourront être réels; mais, s'ils sont imaginaires, ils seront placés symétriquement par rapport à Taxe réel.
289. Si le point correspondant à la valeur x de ^ n'est pas un des sommets de la chaîne qui limite le contour, il est aisé de reconnaître quelle sera la forme de /? et gr dans le domaine de Tinfini. Il suffit, pour cela, de faire la remarque suivante :
Soient t une variable quelconque et G{t), H(f) les deux fonctions qui déterminent la surface minima; si Ton substixue ù t une nouvelle variable t\ les nouvelles valeurs de G et de H seront
vs
D'après cela, si nous désignons par a une valeur réelle de / qui détermine un point ordinaire de l'équation différentielle, cette équation admettra deux solutions de la forme
si l'on effectue la substitution réelle
et si l'on applique la règle que nous venons d'énoncer, on trouvera les deux solutions
qui caractérisent le cas où le point t =z oc n'est ni un sommet du contour, ni un point à apparence singulière. En portant ces deux solutions dans les formules (17), on trouvera, pour les valeurs de p et de <7,
Il faut remarquer l'égalité des coefficients de -, dans p cl de -j dans q.
290. Il reste donc, pour terminer celte discussion, à examiner quelle est la forme des intégrales G, H et des coefficients/?, q dans le voisinage des valeurs t = ak qui correspondent aux sommets de la chaîne. On peut employer pour cela deux méthodes différentes. Voici la première :
Soit {Jig- ^î) ^ "" point compris dans la partie supérieure du plan, auquel correspond un point m de (M); soit /, le point svmétrique de / par rapport à Taxe réel. Si Ton passe de / à /, par
Fig. 04.
le chemin t%tx qui coupe Taxe entre «a eta^+i» on doit passer, sur la surface, du point m au point m^ qui estThomologue ou le symétrique de ni dans le segment (MJ). Si, au contraire, on suit le chemin /,3/, qui coupe Taxe réel entre a^-i et a*, on obtiendra le point ni-i symétrique de m dans le segment (MJ_,). 11 suit de là que le lacet /| ^^a/| effectuera sur les deux intégrales particulières relatives au segment (MJ_,) précisément la substitution linéaire par laquelle on passe de ce segment au suivant (Al^)*
Les deux formes canoniques de cette substitution ont été données au n** 284. Elles sont contenues dans les deux systèmes suivants
qui conviennent, le premier au cas où les deux éléments du contour qui se croisent au sommet a^ sont de même espèce, le second au cas où ces éléments sont d'espèce différente. On déduit immédiatement de là qu'il existe, pour le point critique Qk^ deux inté-
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grales G et H telles que les produits
pour le premier cas, et
pour le second, soient des fonctions uniformes dans le domaine du point aif.
Comme les quadratures
fG^dt, fGUdt, fW^dt,
qui entrent dans les équations par lesquelles se détermine la surface, ne peuvent devenir infinies ou indéterminées dans le voisinage de la valeur a^, il est inadmissible que les fonctions uniformes auxquelles nous sommes conduits admettent le point a^ comme point singulier essentiel. Ce point ne peut être qu'un pôle et, par suite, V équation linéaire devra admettre deux intégrales régulières à exposants réels. On voit même que la somme des exposants de ces deux intégrales sera un nombre entier ou la moitié d^un nombre impair, suivant que les éléments du contour qui se réunissent au sommet considéré sont de même espèce ou d'espèce différente.
!291. On peut encore établir tous ces résultats en utilisant les deux représentations conformes de (M). Supposons seulement que la portion de (M) infiniment voisine du sommet an ait une représentation sphérique (S) et une représentation plane (S) parfaitement définies. Alors, en suivant la marche indiquée aux n**' 131 et 133 et appliquée déjà dans le Chapitre précédent, on reconnaît qu'avec des axes convenablement choisis la valeur de w, dans le voisinage du point t = ak, est
oL/iTz étant l'angle dont il faut faire tourner l'un des côtés du contour dans la représentation sphérique (S) pour l'appliquer sur le suivant, en restant toujours dans la surface de Riemann qui sert de représentation sphérique à (M). De même, dans la représenta-
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tion plane 1 1; définie au Chapitre précédent, il faudra faire tourner
Fun des côtés du contour d^un angle n y pour l'appliquer sur le
suivant; n sera pair si les deux éléments consécutifs sont de même espèce, c'est-à-dire si les portions du contour qui se réunissent au sommet sont toutes deux des droites ou toutes deux des lignes de courbure planes; il sera impair dans le cas contraire. On aura donc
7 = it — an' P{ t — ai ..
Ces deux valeurs de tt et de t permettent de déterminer deux, intégrales particulières G(/ ) et H(/). On déduit en effet des formules ('i) et (5) les valeurs suivantes
dudt
de (i et de U. En y portant les développements en série obtenus pour 7 et pour w, on trouve les expressions
îP i
--ai).
— if
— Ol K
<[ui mettent en évidence la forme régulière de G et de H. II sera ])lus commode d'écrire par la suite
\ G = (t — ai.)^ ^V it-aj^L
I^ nouveau nombre entier /i^ se déterminera d'ailleurs comme l'ancien. Il sera pair si les deux côtés consécutifs du contour sont de même nature : nous dirons alors que le sommet considéré est de première espèce. Il sera impair si les deux côtés consécutifs sont de nature différente : nous dirons alors que le sommet est a'e seconde espèce.
Des expressions de G et de H, on déduit par les formules (17)
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celles de p et de q. On a ainsi
A, B, /lyt, A|, B|, ... étant des coefficients qui pourront elre nuls, mais sont évidemment réels.
292. Les formules précédentes dépendent de nombres entiers qu'il ne sera pas toujours facile de fixer a priori. Nous donnerons plus loin des relations auxquelles ils doivent satisfaire; mais il ne sera pas inutile de montrer comment on peut les déterminer immédiatement lorsqu'on a une idée nette et une vue générale de la surface cherchée.
D'abord a^^ sera déterminé sans anibiguïté si l'on aperçoit nettement la représentation sphérique de la surface.
En ce qui concerne /«a> remarquons d'abord que, si le sommet considéré est à distance finie, il faudra que les intégrales
/G«(/)rf/, f\\Ht)dt, fG(t)U(()df
demeurent finies pour < r= a/^ Cela donne la relation d'inégalité
- — ax-i-i^> o, 'À
qui devra toujours être vérifiée.
D'autre part, si l'on néglige les termes de degré supérieur, l'équation de la surface dans le voisinage du point a^^ est de la forme
A étant une constante quelconque réelle ou imaginaire. Par con séquent, lorsque la variable t décrira, dans la partie supérieure du plan, un demi-cercle infiniment petit autour du point «a, le point correspondant de la surface décrira un petit arc de cercle
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égal à
Cet angle est donc celui dont tourne le rayon vecteur qui joint le point de la surface au sommet infiniment voisin quand on passe d'un côté du contour au suivant. Il est évidemment connu si Ton a une idée générale de la forme de la surface; sa valeur sufGra à déterminer fiff.
î293. Les formes de G, II, p, q étant déterminées dans le voisinage de tous les points du plan, il est aisé maintenant d'obtenir les expressions générales de p et de q. Désignons par la lettre b les valeurs de / qui correspondent aux points à apparence singulière réels et par /i', U les valeurs correspondantes de l'exposant et du coeflficient h qui figurent dans les formules (19). Désignons de même par les lettres c, C\ les valeurs de t imaginaires conjuguées correspondantes aux différents points à apparence singulière qui sont deux à deux imaginaires conjugués, et soient de même /i'^, A'', A", les valeurs de l'entier n et de la constante h relatives à ces points. D'après les résultats établis plus haut et les formules (19)) (2-\ les deux fonctions
^^~~ Zàt — (ik ~~ 2d t — b ~ 2d \t — c '" t — cj'
demeureront finies et continues pour toutes les valeurs finies de t\ elles deviennent d'ailleurs nulles, d'après les formules (22), pour / = X. Ces deux fonctions seront donc nulles pour toutes les valeurs de /, et l'on pourra poser
«ay)
p "^làT:^, -^2à-rru -^2à\T-c- -^ T^J
11 faudra de plus, pour que les fonctions p cl q admettent la forme (22) dans le domaine de Tinfini, que les constantes satisfassent aux équations
Telles sont les relations qui déterminent, autant que possible, Téquation linéaire; il faudra leur ajouter encore, pour chacun des points à apparence singulière, Téquation de condition, d'une formation facile, par laquelle on exprime que l'intégrale générale n<» contient pas de logarithmes, dans le voisinage de ce point.
29-4. L'équation dilTérenlielle une fois formée, le problème esl loin d'être résolu. Il y a encore à examiner deux questions très essentielles. Reprenons ces segments (M^), (M!J), ...,(M") qui sont les symétriques de (M) par rapport aux divers éléments de la chaîne; et soient, par exemple, G(<|), n(/|) les valeurs des intégrales qui correspondent au premier segment. Pour passer de ces valeurs à celles qui correspondent au second segment, il faut suivre un lacet qui, partant du point ti, pénétrera dans la partie supérieure du plan en passant entre ai et ^Tj, puis reviendra au point de départ en passant entre ^2 et ^3. On reviendra alors au point /| et les nouvelles valeurs de G et de II seront des fonctions linéaires des anciennes. Or ces nouvelles valeurs, nous l'avons déjà remarqué, sont connues a priori. On les obtiendrait en eflcctuant sur les intégrales primitives la substitution, au déterminant 4- i ou — I suivant les cas, par laquelle on peut passer directement du segment (M,) au segment (M!j).
Comme ce raisonnement peut s'appliquer à tous les lacets décrits autour des dilTérents points critiques, nous sommes conduits à la conclusion suivante :
Il ne suffira pas de sas^oir former r équation différentielle; il faudra encore exprimer que deux intégrales convenablement choisies subissent des modifications parfaitement déterminées lorsqu'on suit un chemin quelconque ramenant au point de départ.
Ce problème est pose depuis la publication des recherches récentes sur les équations linéaires, el il n*a encore reçu de solution que pour certains cas particuliers.
Quoi qu'il en soit, supposons résolue cette première diflîculté. Une énumération de constantes que Ton trouvera dans le Mémoire de Riemann, et que nous omettrons ici, montre facilement que l'on pourra disposer de celles de ces constantes qui demeurent arbitraires pour identifier le contour obtenu avec celui qui est donné a priori, c'est-à-dire que Ton aura autant d'équations que d'inconnues. Mais le problème qui consisterait à résoudre ces équations, ou à démontrer au moins qu'elles sont possibles, n'a pas été traité d'une manière générale et n'a été examiné par Riemann que dans un cas particulier, qui sera étudié plus loin au n" 307. Tous les exemples complètement achevés donnés dans le Chapitre précédent appartiennent, comme nous l'avons remarqué, à la classe de ceux* pour lesquels la forme du contour est entièrement définie par la direction des éléments.
295. On peut éclaircir encore les remarques précédentes en supposant donnée a /?rio/*/ l'équation linéaire (i6), dans laquelle p et q auront les valeurs déterminées par les formules ('^p), et en étudiant la famille de surfaces minima (n*' 283) définie par cette équation. Pour chacune des surfaces de cette famille, il existe un segment (M) correspondant aux valeurs de / dont la partie réelle est positive, segment parfaitement continu et limité par un contour dont la représentation sphérique (S) est formée par des arcs de grand cercle ou de petit cercle, se coupant consécutivement sous des angles déterminés. Cette dernière propriété a été déjà donnée au n® 135 pour une équation linéaire plus générale et résulte uniquement de ce que l'équation admet deux solutions particulières réelles dans chacun des intervalles réels déterminés par les points singuliers. Considérons maintenant la représentation
plane (2) définie par la formule
dt
Les portions du contour qui devraient élre des droites ont ici pour représentation des droites (o), toutes parallèles ou perpendiculaires les unes aux autres; il en est de même pour les portions du contour de (M) qui devraient être des lignes de courbure planes; elles ont pour représentation plane des droites (S') qui font avec les précédentes (o) des angles égaux à un multiple impair de 7« Si donc on a choisi arbitrairement deux solutions par-
ticulières, G et H, de l'équation linéaire, on pourra toujours, en les multipliant par une même constante, ce qui ne change pas leur rapport et ne modifie pas, par conséquent, la représentation sphérique de la surface minima correspondante, donner à la constante G qui figure dans la formule (3i) un argument tel que les droites (5') deviennent, toutes, parallèles aux axes coordonnés, tandis que les droites (o) seront parallèles aux bissectrices des mêmes axes. Alors toutes les portions du contour qui devaient être des droites seront au moins des lignes asymptotiques; toutes celles qui devaient être des lignes de courbure situées dans des plans coupant normalement la surface seront au moins des lignes de courbure.
Gomme les lignes asymptotiques qui figurent dans le contour ont pour représentation sphérique des arcs de cercle, elles seront, on le reconnaît aisément, des hélices tracées sur un cylindre quelconque si l'arc de cercle appartient à un petit cercle, et des droites si Tare appartient à un grand cercle (*). De même, les lignes de
(') D'après une proposition énoncée au n*» 142, les tangentes d'une ligne asyniptotique sont perpendiculaires aux tangentes correspondantes de la représentation sphérique de celte ligne. Il suit de là que, si une ligne as3'mptotiquc admet pour image sphérique un petit cercle de la sphère, ses tangentes seront parallèles aux génératrices reclilignes du cùne circonscrit à la sphère suivant ce cercle, cl feront, par conséquent, un angle constant avec le diamètre perpendiculaire au plan du cercle. La ligne asymptolique sera donc une hélice tracée sur un cylindre, d'ail-
courbure qui (Igurent dans le coolour seroat des lignes planes situées dans des plans coupant obliquement la surface si elles ont pour représentation sphérique un arc de petit cercle, et des lignes situées dans un plan normal à la surface si Tare qui leur sert de représentation appartient à un grand cercle, .\insi :
Parmi les surjaces de la famille définie par V équation linéaire, il en existe une infinité (qui dépendent de quatre paramètres réels) pour lesquelles le segment (M) est limité par des lignes asympto tiques hélicoïdales et des lignes de courbure planes se succédant suivant le même ordre que les droites et les plans qui composent le contour donné a priori.
La première question proposée dans le numéro précédent s'interprète donc géométriquement de la manière suivante :
Peut-on choisir deux solutions particulières G et H de l'équation linéaire de telle manière que la représentation sphérique du contour (M) de la surface correspondante soit composée exclusivement d'arcs de grand cercle?
Considérons une surface quelconque de la famille, correspondante à deux intégrales particulières déteririinées Cet H', et pour laquelle la représentation sphérique du contour sera un polvgone (P) composé d'arcs de petit cercle, polygone (P) que l'on saura construire si l'on a intégré l'équation linéaire. Si Ton pose
" = -ïï' " ^-ïf'
on aura évidemment
mu -- /i Ha; M = — ,
pu - q
m^ Uj p, q étant des constantes arbitraires et inconnues. I«a question proposée revient évidemment à la suivante : Peut-on, par l'emploi d'une transformation de la forme précédente, substituer au polygone (P') un autre polygone (P), exclusivement composé d'arcs de grands cercles?
leurs quelconque. Réciproquement, si la ligne asymptotîque est une hélice, sa représentation sphérique, on le reconnaît aisément, sera un petit cercle de la sphère.
Or la formule (82) définît ce que nous avons appelé, au n° 124, une transformation circulaire ^ c'est-à-dire une transformation qui résulte d'un nombre pair d^inversions et dans laquelle, à un cercle, correspond un cercle. Pour qu'une telle transformation fasse correspondre au polygone (P) un polygone (P) exclusivement composé d'arcs de grand cercle, il faut et il suffit, comme on sait, que tous les petits cercles qui forment les côtés de (P') soient orthogonaux à un même cercle, qui sera nécessairement imaginaire. On aura ainsi autant de conditions à écrire qu'il y aura de côtés moins 3. Ces conditions seront nécessairement transcendantes; mais, d'après les recherches de M. Schwarz relatives au principe de Dirichlet, elles peuvent toujours être résolues et permettront de déterminer un nombre égal de constantes.
Cette première difficulté une fois levée, on obtiendra cfiectivement des surfaces minima limitées par des contours dont les éléments seront parallèles aux éléments correspondants du contour donné a priori; et il faudra disposer des constantes restées arbitraires pour rendre l'un de ces contours superposable au contour donné. Cette dernière question est celle dont l'étude générale n'a pas encore été entreprise.
On remarquera les caractères distinctifs de la méthode employée dans ce Chapitre. Les propriétés relatives aux deux représentations conformes de la surface n'y interviennent que d'une manière accessoire, et auraient même pu être complètement supprimées.
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CHAPITRE XII
Mclhodc inverse dans laquelle on prend comme point de départ certaines éqoations difTcrentielles linéaires dont on connaît l'intégrale générale. — Surfaces que Ton peut déduire de Téqnation à laquelle satisfait la série hypergéomé-
trique de Gauss. — Surfaces déduites de la forme An(/ — a)* adoptée pour G(/) et H(0- — Surface minima limitée par une ligne brisée plane et une droite parallèle au plan de la ligne brisée. — Problème de Gergonne. — Surfaces déduites de la forme All0*(^ — a) UH^it—b) adoptée pourG(/) et ll(^). — Surface minima limitée par deux polygones fermés situés dans des plans parallèles. — Remarque générale sur les moyens de multiplier le nombre des solutions du problème. — Surface passant par trois droites situées d'une manière quelconque dans Tespace.
296. Le problème proposé ne pouvant être complètement résolu (|uc dans le cas où l'équation linéaire formée au u? 293 est intégrable, ou, du moins, appartient a la classe de celles pour lesquelles on peut suivre la variation de deux intégrales dans toute Tétendue du plan, on est naturellement conduit à une marche inverse de celle qui a été suivie dans les deux Chapitres précédents. Il semble préférable d*étudier directement les équations du second ordre, en très petit nombre, auxquelles on a reconnu la propriété que nous venons de rappeler, c'est-à-dire dont on sait déterminer le groupe, et de chercher ensuite quels sont les contours pour lesquels elles peuvent donner la solution du problème proposé.
Au premier rang de ces équations, il faut placer celle à laquelle satisfait la série hjpergéométrique
Nous avons vu (n® 136) que, si a, jj, y sont réels, le rapport de deux solutions particulières donne la représentation sur la moitié supérieure du plan d'une aire plane ou sphérique, plus ou moins
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complexe, limitée par trois arcs de cercle. Dans le cas où les trois cercles limites sont orthogonaux à un cercle imaginaire, on peut, en choisissant convenablement deux solutions, obtenir la représentation plane d'une aire sphérique limitée par trois arcs de grand cercle. Ce cas est caractérisé (n° 136) par l'inégalité
à laquelle on peut donner la forme plus simple
(3) X sina:: sin^?: sinC*; — 7.)tz sin( y — S)t: < o.
Toutefois, l'équation à laquelle satisfait la série hypergéomé-
trique ne peut pas être employée sans préparation. Nous savons que,
pour l'équation linéaire dont dépend la solution du problème et
qui a été formée au n" 293, la somme des exposants des deux
intégrales régulières relatives à chaque point critique doit être
un nombre entier si le sommet correspondant est de première
espèce, et la moitié d'un nombre impair dans le cas contraire. Or
les exposants relatifs aux divers points singuliers de l'équation (i)
sont
Pour le point o o, i — y '»
Pour le point i o, y — ^ — ?»
Pour le point oo a, fJ,
et ne satisfont pas, par conséquent, à la condition que nous venons de rappeler.
Mais il suffira de substituer à la fonction 0, qui satisfait à l'équation (i), la fonction plus générale
qui est déterminée également par une équation du second ordre; et l'on reconnaîtra aisément qu'il est possible de déterminer m et v de manière à satisfaire, pour les trois points, à la condition indiquée. Car les trois équations auxquelles on est ainsi conduit
a-i-B— u— vH-2= ,
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sont toujours compatibles, pourvu que les nombres entiers /i, n\ n" vérifient la relation
qui détermine n^ lorsque n et n! sont connus.
Nous venons de multiplier 6 par des puissances de / et de i — /. On sait que, si ces puissances sont convenablement choisies, on peut trouver trois fonctions qui satisfont à une équation de même forme que l'équation (i), mais où a, ,3, v ont d'autres valeurs. L'une quelconque des quatre équations ainsi obtenues pourrait être choisie et conduirait toujours aux mêmes valeurs de O. Pour ces quatre équations, les quantités i — y* Y — * — ?? ^ — ? ont les mêmes valeurs absolues et ne diffèrent que par le signo; nous supposerons que Ton ait choisi celle pour laquelle les incj^alités suivantes
(Ti) « 7 - a- i > o.
sont vérifiées.
297. Conformément aux résultats du n" 136, on obtiendra Téquation de la surface minima, en prenant pour G et II les valeur» suivantes
\ II ^ — K/ 2 (1 — D * r(a, ?. 7. /),
(^ étant la constante dont la valeur est donnée par la formule (9) dun«268,
et K. désignant une constante arbitraire. Comme on a, d'après une formule connue,
(9) GH~HG^=^' ^- f« (!-/)« ,
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on déduira de là
= ^/II5 /^TlK^y'^^ '(i-o"^ 'dt.
On voit que, si la portion du contour relative aux valeurs de / comprises entre o et i est une droite, il faudra prendre pour K^ une valeur réelle; sinon, K^ devra être purement imaginaire.
298. La surface que nous venons de déterminer pourra avoir des formes très variées dans le voisinage des sommets du contour. Cherchons d^abord à quelles conditions l'un quelconque de ces sommets sera à distance finie.
Pour le sommet (o), le plus petit des exposants est ' ; pour
que l'intégrale j\\^[t)dt qui lui correspond soit finie, il faut el il suffit que Ton ait
JA
On trouvera de même pour le sommet (i) la condition
et pour le sommet (oo) la condition
après avoir posé
fi-hv — -2 — 23= — 1 — p; ce qui ramène les équations entre a, v, p, a, p, y à la forme
(II) \ ï-«-? = 7--'''
Nous allons d'abord examiner si les trois sommets peuvent être
à distance finie.
Les premiers membres des équations précédentes étant nécessairement positifs ainsi que a, v, p, on aura, dans le cas qui nous
occupe, les inégalités
n -f- n' Al>0, /i>o, — - — <2,
qui n^admettenl que les trois solutions suivantes
Dans les trois solutions, le contour a un seul sommet de première espèce. On peut supposer qu'il corresponde à la valeur oo de t^ et Ton voit ainsi que les deux derniers cas se ramènent au premier.
Les surfaces obtenues sont celles qui ont été étudiées aun° 268 et leurs surfaces adjointes qui sont limitées par une droite et par deux plans.
299. Si l'on veut que la surface ait un secteur inGni, il y aura une infinité de solutions. Il suffira, par exemple, de prendre pour les entiers n et n' des valeurs positives dont la somme soit supérieure à 3. Mais on peut, avec Riemann, ne considérer que les secteurs infinis ayant une forme particulière, et semblables à un hélicoïde ou à la portion de l'alysséide comprise entre deux plans méridiens. Alors il faudra que, comme cela a lieu dans l'hélicoïde à plan directeur, la somme des exposants des deux intégrales régulières relatives au point considéré soit égale à — i ou à i, suivant que la valeur correspondante de t est finie ou infinie. Si nous supposons que le secteur infini correspond à la valeur oc de /, nous trouverons, en exprimant la condition précédente,
ce qui donne
n -t- 7i'= 4- Prenons
nous aurons, d'après les formules (i i),
Si les deux autres sommets du contour doivent être à distance
finie, on aura nécessairement
fA>0, v>o.
On déduit de là et des équations précédentes
^>-T> 7<'-(ï-^~?) et, par suite,
Si l'on prend h=. — i, on obtient le système suivant
si Ton fait A = o, on trouve
I — Y = I — lA, (i4) { Y — a — p = i — V,
Il est inutile de considérer le cas où A = i , qui se ramène au premier par rechange de ^ et de i — /.
Pour le premier cas, correspondant aux formules (i3), les deux sommets à distance finie sont de seconde espèce. La chaîne se compose, soit d'un plan et de deux droites qui coupent le plan et ne se coupent pas, soit d'une droite et de deux plans qui coupent la droite.
Dans le second cas, qui correspond aux formules (i4) et a été considéré par Riemann (n®* 262 et 269), le contour est formé de trois droites dont l'une coupe les deux autres.
Dans l'un et l'autre cas, il y a une infinité de surfaces passant par un contour donné.
En donnant d'autres valeurs aux nombres entiers qui entrent dans les formules (ii), on trouverait d'autres cas dans lesquels le segment déterminé aura deux ou trois secteurs infinis. Mais deux seulement de ces secteurs pourront être hélicoïdaux.; car, si les trois l'étaient, la somme des exposants des six intégrales régulières relatives aux trois points critiques devrait être égale à — i , tandis
que sa valeur est i dans tous les cas. Nous retrouverons plus loin, et par d^autres méthodes, la surface passant par trois droites et pour laquelle les trois segments sont hélicoïdaux.
300. Nous allons maintenant nous donner a priori des valeurs de G{t) et H(^) qui permettront de résoudre le problème proposé dans un cas très étendu.
Prenons
( G(0 = AjJ(«-a)a,
( H(o=nJJ(<-a)^
rt et a, ^ désignant des constantes réelles, A, B des constantes quelconques. Nous supposerons que les exposants soient liés par les relations
par lesquelles on exprime simplement que la valeur oo attribuée à t n'est une valeur critique pour aucune des deux fonctions.
Les seuls points singuliers des intégrales G et H correspondent alors aux valeurs de t telles que a; et pour que, dans le voisinage de ces points singuliers, G et H soient de la forme (26) (n** 291 ), il faudra que Ton ait
l'entier n étant pair si le sommet correspondant du contour est de première espèce, et impair dans le cas contraire. Les relations (16) nous donnent alors
examinons maintenant quel est le contour de la surface obtenue. Le calcul de c nous donne
D'autre part, la valeur de z est déterminée, en chaque point du
contour, par Téquation
(20) ^ =cia2iABjJ(/-a)«.
Supposons que les constantes A, B aient été choisies de telle manière que le produit A^B^ soit réel. Il est évident que le produit
est, ou réel, ou purement imaginaire, dans chacun des intervalles réels séparés parles valeurs singulières. Soit (a^a^+i) un des intervalles pour lesquels ce produit est réel; alors, (-77) étant purement imaginaire, la portion correspondante du contour sera une ligne asymptotique ; d'autre part, ~ étant nulle d'après la formule (20), cette ligne asymptotique sera dans un plan parallèle au plan des xy : ces deux conditions ne peuvent être remplies que par une droite parallèle au plan des xy. Si, au contraire,
nous considérons un des intervalles pour lesquels AB 1 1 (^ — aY
est purement imaginaire, il suffira de passer à la surface adjointe et de répéter le raisonnement précédent; la portion du contour de la surface adjointe relative à l'intervalle considéré sera une droite parallèle au plan des xy. Donc (n° 285) la portion correspondante du contour de la surface proposée sera formée par une courbe plane située dans un plan parallèle à Taxe des z et que la surface coupera normalement.
On obtient donc une solution du problème proposé />ottr le cas oà le contour est formé par des droites, en nombre quelconque, parallèles à un plan fixe (P) et par des plans, également en nombre quelconque, perpendiculaires au mémeplan(P). Il serait aisé d'ailleurs de démontrer que cette solution est la plus générale, au moins si l'on suppose qu'à l'intérieur, ou sur le contour et en dehors des sommets du segment cherché, ne se trouve aucun point où le plan tangent soit parallèle au plan (P) (*).
(') Pour établir a priori la forme admise dans le texte, supposons que le plan (P) soit horizontal et ait été pris pour plan des xy. Alors, sur chaque partie
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Nous indiquerons les deux applications suivantes
Prenons d'abord tous les entiers n égaux à zéro, sauf deux auxquels nous attribuerons la valeur — 2, pour satisfaire à la relation (18); et supposons que les valeurs a de ^ correspondantes à ces deux derniers exposants soient o et 00 . Les valeurs de G et
du contour, la normale demeurera parallèle à un plan vertical fixe et, par conséquent, l'argument de u sera constant. Donc la fonction
d\o%u dt
sera réelle pour toutes les valeurs réelles de t. Cette fonction a des pôles qui correspondent aux divers sommets du contour; d'autre part, si le plan tangent ne devient horizontal en aucun point situé à l'intérieur du segment ou sur un côté du contour, clic ne devient infinie pour aucune valeur réelle ou imaginaire de t différente de celles qui correspondent aux sommets de ce contour. On a donc
d loga
dt et l'on déduit de là, en intégrant,
a = A'JJ(f-a)«'.
dz De môme, la fonction -^ étant nulle sur toutes les droites du contour, le produit GH demeurera réel quand on se déplacera sur chacune de ses droites. La considération de la surface adjointe montre que GH sera, au contraire, purement imaginaire sur chacune des lignes de courbure planes du contour. On déduit de
là, en considérant encore la fonction 5 , que GH sera de la forme
ai
GH = B'JJ(f-a)ï.
Les deux formules précédentes donnent bien les valeurs de G et de H admises dans le texte.
Si Ton veut faire intervenir des points où le plan tangent soit horizontal et situés soit à l'intérieur, soit sur le contour du segment, il suffira d'adjoindre à une des deux intégrales G, H des facteurs tels que
où h sera réel, et
où c et c, seront des quantités imaginaires conjuguées.
(le H prendront alors la forme suivante
H(0= B«-i-'»TT(<-a)-a.
Si le produit AB est réel et si les exposants a sont tous inférieurs en valeur absolue à - > tous les sommets correspondants aux
valeurs finies de t seront à distance finie, tandis qu'il y aura deux secteurs infinis correspondants aux valeurs o, oo de t. Nous déterminons ainsi le segment (M) de surface minima compris entre une ligne brisée plane composée d'un nombre quelconque de côtés et une droite qui est parallèle au plan de la ligne brisée.
On trouve
dt
Comme on a
^=(i)l/gtlAB— ='^R2lABl0g/.
log/ = logp-+- io,
p désignant le module et o l'argument de t qui demeure compris
entre o et ?:, on voit que z varie entre o et — 2AB7r. On devra donc
prendre
2 ABtt = — 0,
0 étant la distance de la droite au plan de la ligne brisée. Les constantes qui demeurent arbitraires se détermineront par la condition que les côtés de la ligne brisée aient des longueurs données. Cet exemple comprend comme cas particulier un de ceux qui ont été traités par Biemann ; il suffit de supposer que la ligne brisée se réduit aux deux côtés d'un angle pour retrouver le second des problèmes signalés au n° 262.
302. On peut traiter de la même manière le problème de Gergonne (n" 26o) et déterminer complètement la surface minima qui, passant par deux diagonales opposées d'un parallélépipède droit, coupe à angle droit deux faces latérales opposées de ce parallélépipède. Pour plus de simplicité, nous supposerons le parallélépipède rectangle {fig* 21).
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On peut toujours admettre que les sommets a, 6, c, d du contour correspondent à des valeurs de t que nous désignerons par
a étant plus petit que 6. De cette manière, les courbes planes bc et da du contour correspondront aux deux intervalles ( — a, -h ^r) et (6, 00 , — 6).
On doit poser ici
f G = A(6 -+- /)«.(a — /;«•(« — /)*»(^ — /)*s avec les conditions
(23) OLi^?i=^y Zni = --^,
les entiers ni étant impairs, puisque tous les sommets du contour sont de seconde espèce. D'ailleurs, comme tous les sommets sont à distance fînie, nous devons avoir
et, par conséquent, en ajoutant,
Les quantités ni doivent être supérieures à — ?. ; comme leur somme est — 4) on a nécessairement
et les conditions (28) se ramènent à la forme
Si Ton lient compte des inégalités (24)» on voit que a/ et ^i doivent être compris entre o et — -• Par suite, la différence a/ — p/
sera inférieure en valeur absolue à - •
Or (a/ — p/)ir mesure, au signe près, l'un des angles formés par les deux grands cercles qui servent de représentation sphérique aux deux portions du contour se coupant au sommet (1); si Ton
désigne par om l'angle de la diagonale ab avec le côté ad' du parallélépipède, ces deux cercles font entre eux les angles
«TT, (l — a)TT.
Comme (a/ — Pi)ir est inférieur à -> il faudra prendre
( 3t/ — p/ ) ~ ^ — ^tiT ;
celte équation, jointe à la formule (aS), donne les deux systèmes de valeurs
pour a/ et P/. On pourrait faire différentes combinaisons de ces deux systèmes; mais, pour obtenir celle qui correspond à la Jig, ai, nous remarquerons que Ton a ici
Or, si Ton se reporte à la figure, on voit qu'en prenant un sens déterminé pour la normale, on a
en a et en dy
M = oc ,
en 6 et en c;
il faut donc prendre
«!>?!, af<Pî» ajOa, a4>p4,
ce qui détermine complètement les exposants et donne
Si l'on suppose que le plan des xz ait été pris parallèle à la face ba'cd' du parallélépidède, u doit être réelle dans l'intervalle
( — a, -1-a); il faudra donc que |^ soit réel. On peut d'ailleurs
déterminer ce rapport par différents moyens.
Par exemple, on pourra exprimer que Taccroissement de x est le même en valeur absolue quand on passe du sommet b au sommet c, ou du sommet d au sommet a. En se reportant aux équations (3) [p. 434] qwi définissent la surface, on est ainsi conduit à l'équation
2 Ç (Gî— H»)rf« = 2 f (G2— II«)rf/,
Effectuons dans le second membre la substitution
ab
Un calcul facile donnera
.A /6\a t'Wit') „,^, . .B /a\a /' 0(0
r/M ^ .A [bYfWjt') .... . .B /aV
rrr— j
et l'équation prendra la forme
ou encore - f— — —^
Tous les éléments de l'intégrale étant positifs, il faudra que
l'on ait
On prendra donc, pour satisfaire à cette équation,
ai « 1
et les valeurs définitives de G(i), H(^) seront
M sera une constante réelle : on le reconnaît immédiatement en exprimant que -,- est nulle pour chaque point de la droite ab.
Le rapport j se déterminera par la condition que le parallélépipède à l'intérieur duquel se trouve le segment déterminé (M) soit semblable au parallélépipède donné. Dans le cas où la base est
carrée, il faudra faire a = - (M.
303. Nous venons de montrer, par l'étude de deux problèmes particuliers, le parti que l'on peut tirer de la forme générale des valeurs de G(^)etH(^), donnée au n° 300. En continuant l'application de la méthode synthétique qui a réussi dans les exemples précédents, nous allons étudier deux formes nouvelles des mêmes intégrales, qui dépendent des fonctions elliptiques et nous donneront une solution élégante de l'un des problèmes étudiés par Riemann.
(J{t) et 5(0 désignant les valeurs nouvelles des fonctions G et H, prenons
( Ç(0 = AjjH*(«-a)JJe-?(^-6), (3o)
(0=BjJlP'(<-a)JJe-P'(^-6).
(*) Si Ton cherche la valeur de la fonction J{u) de M. Wcierstrass relative à la surface que nous venons de déterminer, on est conduit à un résultat de la forme
Kf***
\/(6-aw«)(a-6u«)
Pour le cube, on a a = ^ et l'on retrouve la forme de éf (u) donnée par M. Schwarz dans le Mémoire que nous avons cité (n** 265).
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Dans ces formules, A et B désignent deux constantes quelconques; a, bj a, ^, a', ^' sont des constantes réelles, et le nombre des constantes a n^est pas nécessairement égal à celui des constantes 6; enfin les symboles H et 6 désignent les transcendantes de Jacobi, le module k étant supposé réel et plus petit que l'unité. En répétant les raisonnements indiqués dans les numéros précédents, nous reconnaissons immédiatement que, si Ton donne à t des valeurs réelles quelconques, le contour de la surface correspondant à ces valeurs réelles de t se composera de droites parallèles au plan des xy ou de courbes situées dans des plans coupant la surface à angle droit et parallèles à l'axe des z\ il suffira, pour cela, que le produit A^B^ soit réel et que les exposants satisfassent aux relations
où n désignera toujours un nombre entier. Mais ici se présente une circonstance tout à fait exceptionnelle : si Ton change t en t -I- I R', les formules bien connues
e(/-4-iK') = H(0« **" H(^-T-iK') = e(r)c ^^
montrent immédiatement que C^{t) et /j(/) ne changeront pas de forme pourvu que les exposants soient liés par les relations
(3i) 2a — Sp=o, 2a' — 2?' = o.
que nous supposerons vérifiées. Alors toutes les fonctions H se changeront en fonctions 6, et réciproquement; on aura
Par conséquent, si l'on a
et si la somme
2a(a-Ha') — 26(p-+-p')
est un multiple de K, il y aura sur la surface uq second contour tout semblable au premier, qui correspondra aux valeui*s de t dont la partie réelle est quelconque, mais dont la partie imaginaire est <K^ Par suite, la portion de la surface qui contient tous les points pour lesquels la partie imaginaire est comprise entre o et iK' formera une espèce de bande, limitée par deux contours distincts, de la nature de ceux que nous avons étudiés, c^est-à-dire formés soit de droites, soit de plans que la surface coupera normalement, les droites étant, toutes, parallèles au plan des xy et les plans tous parallèles à Taxe des z.
Pour nous borner au cas le plus simple et le plus intéressant, nous supposerons que les exposants soient liés par les relations
Alors, si le produit AB est réel et si les exposants a, ^ sont tous inférieurs en valeur absolue à \, la bande de surface déjà définie sera limitée par deux lignes brisées situées dans deux plans parallèles au plan des xy. Les sommets de Tun des contours correspondront aux valeurs
de ^ et à ces valeurs augmentées de multiples de 2K^ceux du second aux valeurs
bi -}- iK\ ^2 H- /K', . . .,
cl à ces valeurs augmentées également de multiples quelconques de 2K.
La valeur de Zj donnée parla dernière des formules (3) [p. 4^4], devient ici
(34) z = '^Af'iiAB dt = 2ABcRi7.
Si donc on pose
(35) -^.ADK'^ — 0,
le segment de surface sera tout entier compris entre le plan des xy et le plan
La périodicité des fonctions 6 et II entraîne d'ailleurs certaines
propriétés de la surface; si, dans les expressions de Ç et de 5» on change / en / -f- 2K, un calcul facile donne
Ces formules définissent un déplacement parallèle à Taxe des z. Si donc on considère seulement le segment (M) de la surface qui correspond aux valeurs de t représentées par des points à Tintérieur du parallélogramme (2K, îK!) des demi-périodes, ilsufBra, pour obtenir toutes les autres parties de la surface, de faire tourner le segment (M) d'angles égaux aux multiples de htzYol autour d*un axe convenablement choisi, parallèle à Taxe des z. Nous allons chercher la condition pour que le segment (M) forme une surface annulaire fermée, qui sera alors nécessairement limitée par deux polygones fermés, et dont chaque point correspondra ainsi à une infinité de valeurs de t qui seront égales, à des multiples près de 2k.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que les valeurs de Ç^(^)î c5^(^) soient périodiques, ce qui aura toujours lieu d'après les équations (36), si Ton a Tunique relation
(37) la = -\,
N désignant un nombre entier, La première des équations (3i) nous donne alors la relation
à laquelle devront satisfaire les exposants ^.
Considérons maintenant une section plane quelconque dont le plan soit parallèle au plan des xy. Elle correspond, d'après la formule (34)» '*^ ^^^ valeur de t
dont la partie imaginaire est constante. Pour que cette courbe soit fermée, il faudra, comme le montrent les formules qui déterminent la surface, que les deux intégrales
soient nulles toutes les deux. Il suffit d'intégrer le long d'un rectangle pour reconnaître que ces deux intégrales seront nulles pour toutes les valeurs de A, si elles le sont pour h = o.
En résumé, si les trois conditions suivantes sont vérifiées,
la surface minima déterminée sera un segment annulaire (M), à connexion double, compris entre deux plans parallèles dont la distance esto et limité par deux polygones fermés quelconques situés dans ces plans. Ces deux polygones, qui n'ont pas nécessairement le même nombre de côtés, seront, l'un et l'autre, de l'espèce N; c'est-à-dire qu'un point mobile ne pourra revenir au point de départ après les avoir entièrement parcourus qu'après avoir fait N tours complets. On reconnaît aisément que le nombre de constantes arbitraires contenu dans la solution est précisément égal à celui des arbitraires qui sont nécessaires pour la détermination complète du contour.
Cet exemple est le dernier de ceux qui ont été traités par Riemann (n** 262). On peut l'étudier d'une manière directe en suivant la méthode indiquée plus haut, dans la Note du n** 300 (*).
304. Nous développerons maintenant une remarque générale qui nous paraît de nature à faire mieux comprendre le caractère propre des solutions précédentes. Soit
l'équation linéaire dont deux solutions connues, G et H, doivent être substituées dans les formules qui déterminent la surface. Substituons à la fonction 0 la fonction plus générale 0|, liée à 0 par la relation
(40) 0, = v/K(^ + Se);
(') Riemann avait seulement indiqué que le problème pouvait être résolu; et les développements si intéressants donnés sur ce sujet dans les Œuvres complètes du grand géomètre (p. l{i% et suiv. ) sont l'œuvre de M. II. Weber.
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R et S étant des fonctions de t qui seront réelles pour les valeurs réelles de t, et que, pour plus de simplicité, nous supposerons uniformes dans toute Tétendue du plan. Substituons au segment (M) de surface minima déterminé par les deux solutions G et H le segment (M| ) qui serait défini par les nouvelles fonctions
(^1) G, = v/H(!g-^SG), H,=v/h(^» -4-SG,);
nous allons voir que ce segment (M|) et le segment (M) sont limités l'un et l'autre par des contours qui ne sont pas nécessairement, superposables, mais qui sont au moins de même espèce.
Soit, pour fixer les idées, (rf) une droite du contour de (M), qui correspond à un intervalle réel {ak-, «a+<) dans lequel varie /. Si l'on amène l'axe des y à être parallèle à la droite (cf), il faudra eflectuer sur G et H une certaine substitution linéaire dont la forme a été donnée au n® 282; il faudra aussi soumettre G« et H| à la même substitution linéaire, ou à une substitution dont les (|uatre coefficients auraient leur signe changé. Si donc on désigne par g^ A, ^1, /t| les nouvelles valeurs de G, H, G«, H|, il suit de la forme linéaire des relations (/[i) que l'on aura
£ désignant toujours l'unité positive ou négative.
Cela posé, donnons à ^ la valeur réelle, comprise entre a* et ^/A+i , qui convient à un point de la droite (rf) ; g et h seront toutes les deux réelles ou toutes les deux purement imaginaires (n°287). Puisque, par hypothèse, R et S sont des fonctions réelles pour toutes les valeurs réelles de t, gx et hx seront, comme g et A, toutes les deux réelles ou toutes les deux purement imaginaires. Par suite, la portion du contour de (M|) qui correspond à l'intervalle {ahi o,k^x ) sera aussi une droite (rf, ), parallèle à la droite (rf). La démonstration se ferait de la même manière si la portion considérée du contour de (M) était située dans un plan (P) normal à la surface : la portion correspondante du contour de (M|) serait dans un plan (P|) parallèle à (P) et normal à (M|); on le reconnaît d'ailleurs presque immédiatement en passant aux surfaces ad-
jointes de (M) et de (M|). La proposition que nous avions en vue est donc établie dans toute sa généralité.
Les fonctions R et S pourront s'annuler, avoir des pôles ou des points singuliers essentiels. Il en résultera, pour le segment (M|), des singularités, ou des points de ramification, ou des nappes infinies; certains sommets du contour pourront être rejetés à rinfini, ou ramenés à distance finie; il pourra y avoir des stationnements ou des rebrousscments sur certaines parties du contour. Nous n'insisterons pas sur toute cette discussion. Le point essentiel que nous avons voulu mettre en évidence, et qui est important pour la théorie générale des équations aux dérivées partielles, est le suivant : on peut trouver une infinité de surfaces minima, dépendant d'un nombre limité ou illimité d'arbitraires, qui contiendront toutes un contour de nature donnée; en sorte que la condition, pour une telle surface, de contenir un contour donné ne la détermine pour ainsi dire pas et ne permet pas, en particulier, de fixer la valeur ou la forme des fonctions arbitraires qui entrent dans son intégrale. Le problème est susceptible d'une solution précise et déterminée dans le cas seulement où Ton ajoute les conditions de continuité indiquées dans tous les exemples précédents.
305. M. J.-A. S erre t, dans un article inséré au t. XL des Comptes rendus (*), a montré qu'il existe une infinité de surfaces minima passant par deux droites, et que ces surfaces contiennent dans leur équation une fonction arbitraire. On obtiendra toutes ces surfaces en appliquant les remarques précédentes au problème particulier du n" 267. Les hélicoïdes obtenus dans cet article correspondent à des valeurs de II et de G qui sont de la forme suivante
G — t"\ II = <-!-'« ;
si on porte ces valeurs dans les formules (4o), on aura
Gt = Vn v/r(s - y), II, -- t-'n-X v/k(s - '-^\
(') J.-A. Serret, Sur la moindre surface comprise entre des lignes droites données, non situées dans le même plan {Comptes rendus, t. XL, p. 1078; i855).
La même question a aussi été traitée par M. O. Bonnet dans le Mémoire déjà cité Sur l'emploi d'un nouveau système de variables, etc. (voir Journal de Liouville, 2* série, t. V, p. a^O*
OU, plus simplement,
P Cl Q étant des fonctions réelles pour les valeurs réelles de /.
306. Supposons encore que, ^i, a^^ - » » , cis étant les valeurs de / relatives aux points singuliers, on prenne dans les formules (4o)
tous les nombres /u étant entiers et ayant leur somme nulle. On obtiendra la surface définie par les équations
(43) . '^v^'^/l ^(G2-^-II*)Rc/^
z z=A CiiGWlKdt,
Le segment de cette surface qui correspond aux valeurs de / dont la partie imaginaire est positive est limité par un contour dont tous les éléments sont parallèles à ceux du contour qui limite la surface primitive. Ce segment n'offre d'ailleurs aucune singularité; certains sommets seulement pourront être rejetés à rinfini; d'autres ramenés à distance finie.
Si Ton prenait pour 11 une fonction réelle quelconque, on introduirait nécessairement des singularités; mais elles pourraient ctre toutes à une distance finie du contour.
307. Nous appliquerons encore les remarques précédentes aux différenU's solutions du problème que nous avons obtenues au 11° 297 ])ar l'emploi de Téquation de Gauss. Nous avons vu que, si
Ton pose
•fi-' ^L~l
Y désigiianl une solution particulière de l'équation de Gauss, les deux valeurs (i et H de 0 déterminées par les formules (^) définissent une surface minima contenaut trois droites dont les angles
sont quelconques. Substituons à 0 la fonction
0, :=/(i-O1*(oJ^-hQ(/)0,
oùP(/)et Q(^) désignent des polynômes réels, de degrés m — i et m respectivement, n^ayant aucun facteur commun. Les deux valeurs G|, Hi de Oi, obtenues en substituant successivement G et H à 6, définiront une surface minima contenant trois droites et ne présentant, en dehors des sommets qui correspondent aux valeurs o, i, oc, que des points de ramification; car les intégrales Gi et H| sont partout finies et continues et elles ne s'annulent jamais simultanément en dehors de ces sommets. Etudions le cas le plus simple, celui où l'on a
(45) Oj := Ct{\—t)-^- -^fa/-r-^(l — /)]e,
les constantes r/, b^ c étant toutes réelles ou toutes puremeni imaginaires.
Alors les exposants des six intégrales régulières de l'équation en 0« sont (*)
Pour le point o — — > ■ h i - - y :
Pour le i)oinl i ._ .. , - . 1- y — a — p ;
Pour le point ac fi — - i, a — ' -- — i
Si donc on pose
p -f- a — •;►. — ( |JL -h V — 2 ) = — »
n, n\ /^" seront des nombres entiers, pairs ou impairs suivant que le sommet correspondant sera de première ou de seconde espèce,
(») Pour certaines relalions entre a, bj c, il est clair que quelques-uns de ces exposants pourraient s'élever. Par exemple, si la constante b est nulle, le premier exposant relatif au point o est augmenté d'une unité; et la somme des exposants
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et l'addilion des trois équations précédentes nous donnera
Si les deux premiers sommets sont à distance finie, les sommes
I et I des exposants pour ces deux points devront être
supérieures à — i. On aura donc
n ;- /i' > o et, par conséquent,
Le troisième sommet sera donc à Tinfini, et la surface aura un secteur infini, de forme plus ou moins compliquée. Nous laisserons de côlé l'examen de toutes ces hypothèses et nous remarquerons seulement que la surface peut avoir trois secteurs infinis logarithmiques; ce qui aura lieu si Ton prend
Les trois sommets sont alors de même espèce et l'on obtient une surface minima passant par trois droites dont aucune ne rencontre les deux autres. On a
|A-^ Y — i, vr^ — (y — a— ?),
et Ton détermine les valeurs de G< et de H^ qui font connaître la surface en substituant à la place de 9, dans la formule (45)» les deux valeurs de G et de H définies par les équations (7). Il faudra, dans ces équations, remplacer a et v par les valeurs précédentes et prendre pour la valeur de K- une constante réelle quelconque. Il est inutile en effet de conserver à R^ une valeur arbitraire puisqu'elle vient s'adjoindre comme facteur aux constantes a, 6, c, qui entrent dans l'expression de 9|. Si l'on prend, par exemple,
(46) Kî =
des six intégrales régulières, au lieu d'être égale à —1, devient égale à zéro. Nous laisserons de côté l'étude de ces cas exceptionnels qui conduiraient, si nous ne nous sommes pas trompé, à différentes surfaces parmi lesquelles se trouve celle qui a deux secteurs infinis hélicoïdaux et qui contient trois droites dont deux se coupent, l'ensemble de ces trois droites n'étant d'ailleurs assujetti à aucune autre condition.
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la formule (9) nous donnera
(47) GH -HG = , "' :
nous allons faire usage de cette relation.
Les fonctions G^ et H| que nous venons d'obtenir, et qui déterminent la surface, dépendent de six constantes arbitraires a, 6, c, a, p, y. Il est aisé de reconnaître que la forme du système formé par trois droites dépend également de six constantes : si Ton se donne, par exemple, les angles de ces droites et leurs plus courtes distances, on pourra d'abord construire le système formé par les deux premières; et, pour déterminer la troisième, il suffira de mener à deux cylindres de révolution ayant pour axes ces deux droites une tangente commune, parallèle à une droite donnée. Il semble donc que la surface déterminée dans la solution précédente pourra contenir trois droites quelconques : on peut mettre ce point essentiel hors de doute en employant la méthode suivante, qui a été donnée par Riemann.
308. Nous allons d'abord compléter les remarques générales présentées au n** 292, en les étendant au cas où un secteur hélicoïdal infini correspond aux valeurs de t infiniment voisines d'une valeur singulière, que nous supposerons, pour fixer les idées, égale à zéro. Alors les deux intégrales régulières G et H, considérées au n''291, auront la somme de leurs exposants égale à — 1; et l'on pourra poser
En substituant ces valeurs de G et de II dans l'expression de t, on aura
(49) (g)'=,,(HG'-Gir) = -^tf-^j.-H?<-^V.«H-...!;
comme (-jj) doit être purement imaginaire pour les valeurs
réelles de ^, on voit que le produit AB sera nécessairement réel. Les coordonnées x^ y^ z d'un point de la surface s'obtiennent
en substituant dans les formules (3) (n* 281) les valeurs précédentes de II et de G. On trouve un résultat de la forme
0, 0', V étant des séries qui s'annulent pour t=^o.
En réduisant les valeurs de x et de ^ à leurs termes principaux, on aura
ou encore
Lorsque le point variable / décrira, dan? la partie supérieure du plan, un demi-cercle infiniment petit autour de l'origine, jr et y seront très grands et l'argument de x -r- iy augmentera de /iTz. Comme on passe ainsi de l'une des droites du contour à la suivante, on voit que l'angle du secteur infini sera égal en valeur absolue à A?:.
D'autre part, la valeur de :;, réduite à son premier terme
ou au produit de AH par l'argument de t [)ris en signe contraire, variera entre o et — 2 ABt:. Si 0 désigne la plus courte distance des deux droites qui limitent le contour infini, on aura donc
(52) or^ — 2ABr.
Le développement de l'invariant [-tj] sera donc de la forme
et son premier terme s'exprimera complètement au moyen des éléments géométriques 0 et /i. Ce résultat, dû à Riemann, est très
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essentiel et nous allons en faire l'application. Remarquons seulement que, si le secteur infini correspond à une valeur infinie
de t^ il suffira de changer /en - dans la formule précédente, ce qui donnera
309. Appliquons à l'exemple que nous étudions ces remarques générales. Les angles des trois secteurs hélicoïdaux sont ici
Nous les désignerons par /-ît, miz, mz respectivement. D'autre part, on a généralement
et un calcul facile donne ici
\, B, C ajant les valeurs suivantes :
Si l'on remplace HG' — GII' par sa valeur déduite de la formule (47)» o^ ^
Pour / '-TZ o, on doit trouver, en développant suivant les puissances croissantes de t,
ni^
d(j\^_^ cal I 57/ " Tz T^
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«Jtfr^i^nant la plus courte distance des deux droites qui limitent le secteur.
On aura donc, en prenant le premier terme de ce d»:\eloppement dans la formule 5* .
La C'>nsid''- ration des deux autres points donnerait de même
o' et o' étant les plus courtes distances des droites qui corresp«>ndent aux secteurs i et x.
On peut donc considérer A. B, C comme connues, et il reste i* déduire des formules «'36 . les expressions de 6. a. c.
Ecrirons ces équations sous la forme
£. £*. -"désignant Tunité positive ou négative; Télimination de // et de 0 conduit à l'équation irrationnelle
qui déterminera o.
Si l'on chassait les radicaux, on trouverait une équation du quatrième ordre par rapport à c-. Nous discuterons cette équation seulement dans le cas où /. m, n sont inférieurs à i. c'està-dire où les trois secteurs hélicoïdaux ont des angles moindres que ?:. .Vlors si. par un point de l'espace, on mène des parallèles aux trois droites en attribuant à ces parallèles un sens convenable, /n, niT., nT. seront les suppléments des angles formés par ces trois parallèles.
It., niT,^ nr. étant les angles d'un triangle sphérique, on a les
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inégalités
Par suite, si, dans l'équation (60), on fait d'abord
et si Ton substitue à la place de c' les deux valeurs 00 eto, le premier membre sera certainement négatif pour c = qo; mais, pour c = o, il aura un signe qui dépendra entièrement de celui du facteur e. On peut donc choisir s de telle manière que les résultats des deux substitutions précédentes soient désignes contraires, ce qui met en évidence une première racine au moins de Téquation en c^.
Si Ton fait maintenant, soit
soit
on trouvera encore deux autres équations irrationnelles, qui auront chacune au moins une racine réelle; ce qui donne, en tout, trois racines réelles de l'équation en c^, convenant chacune à une forme connue de Téquation irrationnelle (60).
Pour séparer la quatrième racine, changeons c en c'i\ Téquation (60) prend alors la forme
Adoptons la combinaison suivante des signes
en supposant que j^ désigne la plus grande des quantités 7^» - 3
-T- Si nous substituons maintenant 00 et la valeur
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le résultat de la première substitution aura le signe de
c'est-à-dire le signe de s, d'après les inégalités (6i). La seconde substitution donnera un résultat
dont le signe est inconnu, mais ne dépend nullement de s. On pourra donc choisir le signe de s de telle manière que les résultats des deux substitutions soient de signes contraires, et Von aura ainsi mis en évidence la quatrième racine. En portant successivement les valeurs de c dans les formules (Sg), on déterminera les valeurs correspondantes de a et de 6, qui seront réelles si Ton prend pour c une des trois valeurs réelles, et purement imaginaires comme c si l'on emploie la dernière racine. On voit que l'on sera ainsi conduit à quatre surfaces différentes, pouvant toutes être acceptées.
Nous terminerons ici, avec le premier Volume de cet Ouvrage, la théorie des surfaces minima et l'étude du problème de Lagrajige et de Plateau. Ce problème, qui doit compter au nombre des plus intéressants que l'expérience ait jamais posés aux Géomètres, est aussi un de ceux dont les progrès sont le plus étroitement liés à ceux de l'Analyse moderne; le lecteur l'aura certainement remarqué en étudiant les développements, peut-être trop rapides, donnés dans les trois derniers Chapitres.
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ERRATA
Page 174, ligne 17, au lieu de z^ lire z — z^.
Page 190, dans la Iroisième cl la quatrième formule, échanger parloul a et a\ b et b\
Page 3S2, introduire le produit dudv dans le second membre de la formule qui donne </S cl vient après Tcquation (6).
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