Leçons sur la viscosité des liquides et des gaz (2)
Marcel Brillouin
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
PREFACE
I I,a viscosité des fluides est le plus simple de tous les phéiiokènes irréversibles; elle se maniFeste au sein d'un milieu hysiquement liomogi'-ne et dont la température peut ôtre uniprme, ce qui la distingue de la conductibilité thermique; elle ne pet en jeu que des actions niéciiniques, ce qui la disting:ue du légagement de chaleur par le courant électrique. On peut donc étudier à titre d'exemple de phénomène irréversible, à un point ! vue plus spécialement thermodynamique. On peut aussi, «rtîculièrenient quand il s'agit des gaz, prendre pour guide la Jbêorie moléculaire.
En fait, les phénomènes de frottement ont joué un rôle
bndamental dans le développement de la Thermodynamique;
bais la réciproque n'est pas aussi juste. Dans les mouvements
ints, les seuls qu'on sache analyser, ce sont les forces, petites
1 premier ordre comme les vitesses relatives, qui sont direc-
^ment mesurables et importantes, tandis que le travail converti
I chaleur, petit du second ordre, n'empêche pas les transfor-
■ations d'être pratiquement isothermes; tant dans la théorie
Ibe dans la pratique, ce sont les données purement dynamiques,
Stesses et forces, que fournit la première approximation, et
■ partir desquelles on estime le travail, et, s'il y a lieu, les varia-
Eons de température.
VI PREFACE
De toute façon, il faut commencer par l'étude de la viscosité telle qu'elle est, et pour elle-même; c'est ce que j'avais fait dans mes Leçons de 1898-1899 et 1 899-1900, comme suppléant de M. Mascart au Collège de France, qui, remaniées et mises au courant, forment la matière de ce Livre.
Dans ce premier Volume il n'est question que des liquides.
Comme toujours, c'est l'expérience qui fournit les notions fondamentales. Après les analyses un peu confuses de la Uenaissance, Newton soupçonne, dans la résistance des fluides au mouvement, des influences diverses, qui ne sont clairement discernées que par Coulomb.
Après les Mémoires de Coulomb, l'application des principes de la Dynamique est possible; les grandeurs qui caractérisent cette propriété comme distincte de l'inertie du fluide sont bien définies. A température constante, les fondements de l'étude physique de la viscosité sont établis; on peut écrire les équations du mouvement d'un fluide visqueux.
Il importe d'en effectuer l'intégration exacte ou approchée dans le plus grand nombre de cas possible, soit pour les applications, soit pour la construction d'appareils qui permettent l'étude de diverses influences : température, pression, concentration des dissolutions, composition chimique des liquides purs.
Telle est la matière des différents Chapitres du Livre L
Le Livre II débute par la description détaillée des mémorables expériences de Poiseuille, à la suite desquelles il est devenu certain que la proportionnalité de la résistance visqueuse à la vitesse de déformation est conforme à l'expérience dans un domaine très étendu. Viennent ensuite les expériences sur le mercure qui montrent que l'adhérence à la paroi est aussi complète pour les liquides qui ne mouillent pas que pour ceux qui mouillent. Après quoi un Chapitre est consacré aux expériences sur les liquides organiques purs et aux essais de relation entre la viscosité moléculaire et la constitution chimique; il se termine par les belles expériences de Warburg sur le gaz carbonique au point critique, et par quelques autres.
PREFACIÎ. VII
Enfin, dans un dernier Chapitre, on trouvera une description des expériences de Hagen, Reynolds et Couette sur le passage du régime lent ou de Poiseuille, au régime rapide ou hydraulique, et des circonstances qui influent sur la limite des deux régimes d'après O. Reynolds.
Le second Volume contiendra l'étude des gaz et des caractères généraux des théories moléculaires.
LIVRE III. - Gaz
Chap. I. — Premières recherches sur la viscosilé des gaz au moyen
du pendule et des disques oscillants.
Chap. II. — Disques oscillants. — Maxwell. — Kundt et Warburg.
Chap. III. — Ecoulement par un tube étroit à la température ambiante.
Chap. IV. — Ecoulement par un tube étroit. — A., températures
inférieures à ioo°. — B, lempérntures élevées. — C, vapeurs organiques. — D, très hautes températures.
I. — TBAVAnX ANTÉBrEUBS à CEUX DE COULOMB
1. La résistance de l'eau et de l'air avant Newton. — \vanl Gii-
filée, tous les savanls de la Renaissance qui s'occupaient de baliâtiijue
Gvaient remarqué la forme singulière de la trajectoire des projectiles,
■'abord recliligne, puis recourbée vers le bas pour devenir rapide-
uenl presque verticale; ils distinguaient ces trois parties, sans pres-
téntir les trois causes : vitesse initiale, pesanteur, ri^sistauce de l'air,
Pont elles rtWèlent l'existence.
, C'est Galilée qui comprit le premier que les lois de la chute des
Kirps deviendraient simples si l'un pouvait éviter l'influence de t'air,
rdonl l'élude ne devait venir {lu'en second lieu. \ ers la lin de son
Dialogue I (i638), l'un des interlocuteurs, Salviati (*), parlant de la résistance de Teau, ajoute : « l'air même, quoique très mobile, réduit la vitesse du corps qui tombe, même très lourd, comme nous pouvons nous en assurer par l'expérience suivante : du haut d'une tour très haute, tirons un coup d'arquebuse vers le bas; la balle pénétrera moins dans le sol que si nous déchargions l'arquebuse à 4 ou 6 brasses au-dessus du sol ; signe évident que la vitesse de la balle, lancée du haut de la tour, a constamment diminué dans sa descente à travers l'air. . . ».
L'expérience, que Galilée n'avait pas faite, a été exécutée par les Académiciens del Cimento (2), qui ont trouvé un résultat conforme aux prévisions de Galilée, en mesurant, au lieu de la pénétration de la balle dans le sol, le diamètre de l'empreinte laissée sur une plaque de tôle (3).
Dès i65o, Riccioli, étudiant la chute de sphères de substances différentes dans l'air d'une hauteur de 280 pieds, et aussi dans l'eau, avait reconnu que le ralentissement est d'autant plus marqué que le corps qui tombe a un moindre poids spécifique et que le milieu est plus dense.
Le premier énoncé d'une loi du mouvement retardé par la résistance de l'air a été donné par Mariotte à la fin de son Traité de la percussion et du choc des corps (3® édit., 1679). Après avoir établi, par des raisonnements acceptables, l'existence d'une vitesse limite proportionnelle à la racine carrée du poids du corps, en raison inverse du diamètre, pour des corps semblables tombant dans l'air (p. 99- 107), Mariotte aborde le problème beaucoup plus difficile du mouvement varié (p. 107). Bien qu'il ait reconnu que le poids soutenu par un jet d'eau est proportionnel au carré de la vitesse du jet (2® Partie, Prop. IX, 1^*^ conséq., p. 78) et employé cette loi pour la recherche de la vitesse limite, Mariotte suppose, sans donner aucune explication et presque sans s'en apercevoir, la résistance proportionnelle à la vitesse : « Suivant la doctrine de Galilée, la vitesse acquise à la fin de la deuxième seconde dans le vuide doit être double de celle qui est acquise à la fin de la première, etc. ; la résistance de l'air sera double à la fin de la deuxième seconde, mais elle ne sera que simple
(*) Œuvres de Galilée, édit. 1718, l. II, p. 637. Florence.
(^) Saggi Chap. XII, 1657-1667.
(^) A rapprocher de l'emploi des crushers de cuivre ou de plomb dans les études modernes de balistique.
p son commencemeaL el plie augiiieatera par degrés égaux h (p. lo8) I il en déduit, par un raisonnement assez peu satisfaisant, un mode } calcul des espaces parcourus jusqu'à la lin de la n'"'"' seconde, qui ut à l'emploi de la formule
hridemmffut fausse, car elle donne une vitesse juaximum, mais non pe vitesse limite, el, en outre, elle fait jouer un rôle particulier à la ■emière seconde.
Cette formule a été contrôlée par des expériences elFecluées dans ii le boïau vuide de l'escalier à vis de la cave de l'Observatoire de Paris », Hè la manière suivante (p. i i3-i i6) : L'observateur tient entre le louce el l'index la boule d'un pendule à i seconde, et entre le même ibouGe el le médius la boule qui doit tomber; toutes deux sont abunionnées simultanément en écartant les doigts; on compte les battements du pendule jusqu'à ce qu'on entende le choc contre le pavé, me la chute est de ifio pieds et demi, on retranche j de se- Onde ponr la propagation du son. Mariolle a employé des boules de Homb, de cire, de liège, de différents diamètres, el trouvé une conknlauce suffi.sanle des expériences avec la loi supposée. I Oanx toutes ces expériences la vitesse est grande, elle atteint près i So" par seconde à la fin de la chute |)our le plomb; le résultat ique doue de ne pas s'appliquer au mouvement beaucoup plus lent > pendules, qui, eus aussi, subissent une résistance qui diminue mmplitude de leurs oscillations, sans changer sensiblement la pétode, fort heureusement.
F 2. Newton. — Une quarantaine d'années plus tard, la question fut Eprise par Newton, qui y porta toute la clarté dont son merveilleux
a fourni tant d'exemples.
t La Section VI des Principes de Philosophie naturelle (') débute
F l'élude théorique du mouvement du pendule simple dans le vide,
l dans un milieu faiblement résistant, suivant des lois diverses ; dans
ifaaque cas, Newton calcule le chaugeiiienl de période et la perte
a'amplîlude (p. 373-284). Cela fait, il décrit ses expériences. Un
mdule formé d'un tîl de lu pieds et demi de longueur, auquel est
Upendue une sphère de bois d'environ 7 pouces de diamètre, oscille
(') PhitoifoplUa
>alis Princî/jia
a {lin.
pouces
Ui a
: 656 de
pouce
devant une règle divisée. Partant d'une amplitude déterminée «o? on compte le nombre d'oscillations n nécessaire pour que l'amplitude soit réduite à ^ «o* Voici l'une des séries citées (p. 286) :
n. d'où
Pour les grandes amplitudes initiales a< — «o est sensiblement proportionnel à aj, mais aux petites amplitudes la perte «i — «o est plus grande qu'il ne résulterait de là. La théorie précédemment développée permet à Newton de conclure que la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse quand la vitesse est grande, et de calculer complètement la loi de la résistance à toutes les vitesses. Voici les nombres que Newton tire de l'expérience citée plus haut :
Résistance _ 770,000091 6 V-h yfo, 001 0847V2 -h 0,0029558V*
Poids de la boule longueur du pendule
Plusieurs autres expériences conduisent à des résultats analogues. En particulier, la boule de bois subit une résistance dont le terme en V^ est 7^ fois celui de la boule de plomb, tandis que le rapport des carrés des diamètres est 11 -j-l; Newton, ayant été conduit par sa théorie à regarder la résistance due à l'inertie du fluide comme proportionnelle au carré des diamètres, admet que l'écart entre •- ^ et 1 1 [g provient de la résistance due au fil qui serait ainsi comparable au tiers de celle due à la boule de plomb, et il s'en assure en refaisant l'essai avec une très grosse boule de bois (19 pouces), de manière à réduire l'importance de la résistance du fil.
La théorie ayant indiqué que le terme en V- dans la résistance est proportionnel à la densité du fluide. Newton fait de nouvelles expériences, dans lesquelles la boule du pendule oscille dans une auge pleine d'eau ; il trouve (p. 289) que la résistance éprouvée dans l'eau est ^ fois celle due à l'air, et admet que, si le fil aussi avait été plongé dans l'eau, le rapport aurait été 800 ou 900, c'est-à-dire celui des densités de l'air et de l'eau, à peu de chose près; car, ajoute-t-il, « fluida tenaciora, pari densitate, procul dubio, magis résistant quam liquidiora, ut oleum, frigidum quam calidum, calidum quam aqua
ivialis, aqua quam spiiitus vini, etc. «; c'est seulement jjour les iiides qui coulent bien, qui conservent longtemps leur monvemenl, mine l'eaii, l'iiir, i'esprtl-de-vin, la térébenthine, l'huile rectîliée, rcure, les métaux fondus, que la proportionnalité de la résis-
nce à la densité est esucte ( p. 29 i-s^a ).
Ï-Dans ce passage. Newton caractérise cl
BCte de la densité, à laquelle, sans auc
ement une propriété disdoute, se rapportent les
cune considération tliéo-
vmes en V et V- dont il n'a justifié par aucui Bue l'introduction dans sa formule.
■ Dans ces expériences, peu exactes, car t'auge est trop étroite et Iule la petite boule subit une résistance proportionnelle à 'V' aux jsndes vitesses, cette résistance proportionnelle à la surface caractise ractîon d'un milieu extérieur à la boule; mais, si un milieu
Pélher du vide) pénétrait tous les corps, il exercerait une résistance fférente sur un ballon vide et sur un ballon plein. Newton fait l'ex-
Érience, ne trouve pas de différence certaine et conclut que la résiabice du vide est iié);ligeable.
iDans la Section suivante ( VII, p. 2y4 )i Newton étudie plus parli-
plièrement la chute des corps; il établit d'abord, par des raison-
^nients insuflïsanls, une formule complète de la résistance due à inertie du Uuide déplacé, et la loi de cluite du corps si cette résisince agit seule. Et il spécifie (p. 3i8) que, si la résistance observée t supérieure à la résistance calculée, l'excès est la résistance due à Jj^lasticilé du fluide, à sa lénacité, ou au frotlemenl de ses par- . Il termine par la description détaillée et le calcul numérique expériences sur la chute dans l'eau, faites au laboratoire, et sur la
pute à l'air libre, exécutées dans l'église Saint-Paul, de Londres, en
Dès 1699, .\mnntons avait montré par expérience que le frottement
( solides est indépendant de la vitesse et de la surface de contact,
I proportionnel à la pression. Daniel BernouUi, reprenant en i^Bo
■discussion numérique des expériences de Newton sur les pendules, pésile pas à admettre que la résistance supplémentaire, à ajouter à ■Je qui provient de l'inertie du lluîde, est constante « comme d'hawde (') n, c'esl-à-dire comme lui-même l'avait supposé dans La tième Partie de sa Dissertation sur le mouvement des solides dans K fluides ('■'), sans en donner des raisons satisfaisantes; la résistance
6 LIVRE I. — GENERALITES.
totale serait alors A.V^ + B. Mais comme cette formule représente mal les expériences de Newton, il paraît porté à suspecter la précision des expériences, plutôt que la légitimité de son propre aperçu hypothétique.
3. S'GraTesande (^). — Jusqu'ici la résistance due à l'inertie du fluide est prédominante; il n'en est déjà plus ainsi dans les expériences de S'Gravesande.
Pour traverser le fluide, le corps doit surmonter la cohésion, dit-il (Liber III, Pars IV : De corporibus motis in fluidis, Ch. XV : De resistentia quant paliuntur corpora per fiuida mota; t. I, p. 027). C'est quelque chose d'analogue à la production de cavités dans l'argile, et des expériences ont appris à S'Gravesande que la résistance est proportionnelle au volume refoulé (p. 233). Cette résistance doit donc être proportionnelle à la vitesse. La propriété spécifique est bien dégagée de l'influence de l'inertie, proportionnelle au carré de la vitesse, variable avec la forme de la proue à égalité de section.
Ces expériences eff'ectuées sous des vitesses relatives assez faibles, par une bonne méthode de pesées, sont bien représentées par la formule à deux termes aV^-f-èV, que S'Gravesande a tirée de ses considérations théoriques, comme on en peut juger par l'exemple suivant :
Vitesses
Résistances observées 5o i25 260 4oo
» calculées 4o 120 240 4^0
Cette loi est appliquée dans le Chapitre suivant au mouvement des pendules et contrôlée par les pertes d'amplitude dans l'air et dans l'eau (2).
(^) Première éHilion. 1719; quatrième édition, 1748.
(^) On pourra voir: Poggendorf, Histoire de la Physique, — Montucla, Histoire des Mathématiques, t. Il, p. 4^5-465; t. III, p. 667-678, 679-690, 737-742.
Les indications historiques de Coulomb (§2, Mém. 1801) sont fausses. Par suite d'une lecture trop rapide et incomplète des textes, il a confondu le terme constant de frottement, proposé par Bernoulli, avec les corrections de poussée du fluide, constantes aussi, de Newton et de S'Gravesande.
rtoo
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qu'à litre eila dyna-
\. Premier Mémoire (1781J I I ' ). Mesure de l'adhérence d'un liquide 1 solide. ^ Ce Mémoire célèbre est surtout consacré à l'élude de i torsion des lits fins en vue de la ronstruction de (iyn rès délicats. La mesure de l'adhérence n'y est traitée 1 l'exeinple, pour montrer la petitesse des fore nomètres peuvent mesurer avec exactitude.
Le Mémoire est partagé en deus sections.
Dans la première, Coulomb démontre que le moment des forces de
brsÎDn est proportionnel à l'ungle de torsion quand les amplitudes
(ont très faibles. 11 applique celle théorie et les résultats de Texpé-
pence à la construction d'une « Balance pour mesurer le frottement
pes fluides contre les solides » et annonce ses futures expériences
r les attractions et répulsions électriques ou magnétiques.
Dans la seconde section, Coulomb cherche « par l'i
K>mmenl la force élastique de torsion est modiHée dans 1
^cillations d et annonce qu'il se servira des résultats obtei
r les lois de la cohérence et de l'élasticité des
B tous les corps solides »
xpérience
s grandes us « pour
l'adhérence
Comme on place dans ce Mémoire. Et. si Coulomb choisit cet exemple poi illustrer la théorie de la torsion, c'est que la quantité qu'il se proposait de mesurer est extrêmement petite et que sa mes i toute autre méthode.
Précisons ce que Coulojnb enleiid par l'adhéi Olide.
Quand un coi'ps se meut dans un lluide, trois ■ lour résister au mouvement :
' L'entraînement du fluide par le corps en mouvemen lésisle par l'efl'et de son infitic.
n occupe qu une petite
3 précise échappe Lce du liquide au ises interviennent
de
a" \Jadkérence du liquide au solide
obile.
n le frotte-
hent du liquide contre le solide ;
3' La viscosité ou frottement interne du fluide, ce que Coulomb tfkpelait la cohérence du fluide, c'est-à-dire l'adhérence des particules Inides entre elles.
L (I) Mémoires relatifs à la P/iysigue, publiés , 86. - Hiitoire de f Académie, 17SI, p. .
La premii^re et la troisième cause dépendent de la vilesse, la seconde paraît en être indépendante et se Iraduit par le tenue eonstanld de la formule de Newton dans l'espression de la résistance. Si donC-J la vilessR tend vers zéro, l'adhérence subsiste à peu près seule; niaial la constante d, qui comprend aussi les frottements solides de l'appaH reil de mesure, est si faillie, avec le dispositif de Coulomb, <jai l'adhéreuce ne devient apprériiible qu'aux très petites vitesses.
L'appareil établi par Coulomb, pour la mesure de l'adbérence, estl représeiilé dans la ligure i. 11 se compose d'un cylindre A de i
ou de plomb très lourd, suspendu par un fil de cuivre à l'intérieur I d'un vase V trois fois plus large el rempli du lluîde à étudier. An 1 cylindre qui émerge partiellement est lise un index B qui se déplai au-dessus d'un cercle divisé C placé sur le vase.
On fait osciller le cylindre autour de son axe sans le déranger de I sa position verticale et l'on suit la maiche de l'index.
Dans une expérience que Coulomb rapporte tout au long, le cylindre était en plomb, pesait i""', et avait ly lignes de diamètre sur 36 lignes de hauteur.
Le cercle C avait 44 lignes de diamctrc. Après avoir rais le cylindri en mouvement, il attendit, avant de commencer les observations, qufl les oscillations n'eussent plus qu'une amplitude d'environ 3"5f s'aidanl alors d'une loupe, Cnulomli put compter i4 osclilalions avant^
bue le cylindre eill atteint l'immoLiiliUî complèie. Supposons que dans • nscillalions aussi lentes, les termes qtii dépeDdenl de la vitesse iJeviennent négligeables et que l'efiel de l'adhérence devienne prépondérant; s'il est bien constant, l'amplitude doit, diminuer d'une quantilé fixe à chaque oscillation. Conlomb remarquant qu'il faut i4 oscillations [tour amener à zéro une amplitude primitivement égale à 3° 55' »n conclut la diminution d'amplitude pour une oscillation : -^ de i"55', c'est-ù-dire évaluant les arcs en parties du rayon
iT('"£)^
■ î ^ tio/ 180 C
wC désignant la rcinstante de torsion du ili et R le moment de l'adhéjreace cliercht'e par rapport à l'axe de rotation.
La constante de torsion C du fil était déduite d'expériences de lorion sur un fil de nature identique, mais plus court, en admettant la Jproporlionnalité deCà l'inverse de la longueur. La formule (i) donnait donc R.
is R est le moment de l'adhérence relative à la surface immergée
{du cylindre; des dimensions du cylindre on conclut facilement la
waleur de la force d'adhérence par unité de surface ; c'est la valeur d
Eçlierchée. Coulomb trouve pour la valeur de rf exprimée en livres par
Vpied carré :
'ii
^Hi,
Isoh en dynes par centimètre carré : 1,94X10'', d'après M. Potier. Comme on le voit, le terme constant (/ est très petit et deviendra négligeable dès que les vitesses pnmdront une valeur un peu notable, e dans les expériences sur la viscosité.
En. tordant le lil de a ou .1 circonférences, Coulomb crut reconnaître augmentant, le frottement devient proportionnel à v et devient BDsuite, pour les grandes vitesses, proportionnel à c-, la grandeur du Krme constant d étant alors absolument négligeable devant celle du terme en i> ou en i"". Mais, Coulomb ne considérait pas ces expériences comme définitives, et il dit lui-même : 11 Ces expériences nemandent un travail exprès et à être faites dans dillVrenls fluides. »
o. Second Hémoire ( ' ). Expériences sur la cohérence des fiuïâeB. — Ce n'est qu'en iSni que Coulomb reprit ces recherches. Le tilre de son Mémoire est : Exférifnces destinées à déterminer la cohérence des Jluides et les lois de leur résistance dans les mouvements < très lenls.
Nous savons que la résistance opposée par un Huîde i> un solide qui ' se meut se compose de trois termes : le preuuer dû à l'inertie du i fluide, le second à l'adhérence, le troisième à la cohérence (viscosité). I
Ces trois causes interviennent à la fois, avec une plus ou moins- 1| grande importance relative, suivant les conditions de l'espérîence.
Ce que Coulomh a cherché à préciser, dans ce Mémoire, c'e l'effet de la viscosité, en lâchant de se placer dans des conditions | telles que l'inertie n'eût pas d'influence. Quant à l'adhérence propre- I ment dite, il savait déjà que son effet était à peu près négligeable; il I 3s nouvelles expériences (
une manière
s'en assura d'ailleurs directe.
Pour l'iiminerrinlluence de l'inertie, il l'allail choisir une forme de corps solide telle que la forme extérieure au fluide ne lût pas Coulomb a choisi un disque horizontal oscillant lentement dans son J plan autour de son axe vertical. De la sorte, le mouvement du disque n'exerce sur le fluide que des actions tangcntielles; si le fluide était parfait (sans viscosité), le disque devrait osciller indéfiniment (en supposant le fil de suspension d'une élasticité parfaite).
D'autre part, comme Coulomb le pensait déjà et comme les expé- , riences nouvelles le lui ont confirmé, la résistance est, en général,
dans le c termes
s lents, représentée pai
e formule à deux
^bv.
Pour étudier chacun de ces deux termes et connaître ai^sî leur impor- i tance relative, Coulomb observe qu'en donnant à c des valeurs suffisamment petites, le terme en v'^ devient négligeable devant le terme en v. Il est vrai que, dans ce cas, la résistance est elle-même très faible, il | faudra donc un moyen très délicat pour la mesurer.
Puis, en produisant des oscillations plus rapides, on peut arriver jti rendre prépondérant à son tour le terme en v^ et, même, à rendre le']
(I) Coulomb, Mémoires det'lnsiUut [Savants étrangers), t. lit, iSoi (an IX) ei Mémoiret relalif.i à la Physique, publiés par la Société française de Phjsiqoe, I p. 333.
tienne en i* relallvemenl négligeable ( une vitesse de o™. 2 par seconde
[suffit).
Ainsi Coulomb avail bien vu les conditions essenliellea â remplir :
1" Trouver nn mode de mesure exact des 1res petites forces ;
a" Donner à volonté des vitesses nssez petites pour n'obtenir que
Pie terme en c ou des vitesses asse^ grandes pour n'avoir que le terme
3" Ne pas changer la forme extérieure du tluide afin de bien savoir I ce qu'on étudie.
Son appareil lui a permis de remplir ces conditions,
G. Description de l'apparail et expëriencee. ^ A un fil métallique
I fin est suspendue une iif,'e cylindrique C en cuivre ayant 10'"'" à 12'""' I de diamètre; celte tige traverse un disque A (Jîg. 2) portant sur son
Kpourtour une graduation en 480 parties, mobile en face d'un index D Tfixe, et sur lequel on peut lire les déplacements angulaires du système ; ■ 'la tige plonge de 4"" ou 5'"" dans un vase plein d'eau, V, très large I (So'-'" de diamètre) et très haut (40"'" de hauteur). C'est au-dessous Ide la lige et contre elle que l'on applique le disque B que l'on vent [faire osciller.
nain, de manière à tordre le lil sans jandonne à lui-même. Le couple de I o oscillations, on lil l'amplitude sur
On fait tourner le disque à la m[ jjdécenlrer le système, puis on l'aba torsion le fait osciller; de j u eu 1 ne disque A.
L'amortissement provient de trois causes :
" Résistance éprouvée par ie disque B ; ( Relui que l'on veut mesurer;
' Résistance exercée par l'air sur le dii
;sL le terme principal, |ue .\ et sur la partie
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émergente de la tige C, augmentée de la résistance exercée par l'eau sur la portion immergée de la tige;
3® Frottement intérieur du fil de suspension, dont l'élasticité est imparfaite.
On calcule la correction due à ces deux dernières causes en retirant le disque B et en étudiant l'amortissement du système restant.
Mode de calcul d'après Coulomb. — Soient
I, le moment d'inertie du système oscillant;
6, l'angle dont le système est dévié, compté à partir de la position
d'équilibre ; /i, le coefficient de torsion du fil.
Coulomb suppose que la force résistante exercée sur un élément de surface du corps oscillant est de la forme
On a alors
la quantité entre crochets dans le deuxième membre représente le couple résistant dû au fluide.
[1 s'agit d'intégrer l'équation (i).
Dans une première approximation, négligeons les termes de résistance et écrivons
d'où
en posant
6 = 6o sinaiTTî; >
2 TT /n / ^^\
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Multiplions par i-r et intégrons; il vient
{1) i(JJ*=/i(es-ei)-2a^y v/(ea-e2)û?6-26y 1* (65-62)^6.
On peut tirer de là la valeur approchée de la perte relative d'amplitude au bout d'une oscillation.
Appelons 6| l'amplitude au bout de la première oscillation; la perte relative en question est
— — -r — — (il faut prendre la valeur absolue | ôj |, car 6, est négatif). Or, en faisant 6 = 0^ dans (2), on a
Remarquons maintenant que -r- est nul pour ^ = 0(6 =^^) et l'est
encore pour 6 = ô^ (une oscillation après).
D'autre part, la perte d'amplitude étant faible, 6i est très voisin de — 60 5 on peut donc remplacer 6< par — 60 dans les termes de résistance et écrire
o = /i(6§-.6f) — aal/^y "/ë^T^rfe - 26 y T "(65-62) ou bien
n(6J— 6f) = 2a4/j Ç V65-62rf6 4-26y Ç '(62-62)^6;
d'où, en effectuant les intégrations et en simplifiant
60— I 6, 1 Tia^ /n 46
- 1 61 1 __ Tza / n
60 'inv \ 3 1
ce qu'on peut écrire
en posant
ira /a 4 ^
-^/j.=m et 3-^ = ,,.
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Ainsi, quand la résistance est faible, les appro:ximations précédentes étant alors légitimes, on peut, dans l'expression de la perte relative d'amplitude, séparer deux termes, l'un constant, l'autre proportionnel à l'amplitude initiale Oq-
8. Cas où la résistance est proportionnelle à la vitesse seule. — Si les mouvements deviennent assez lents pour que dans l'expression de Ja résistance le terme dépendant du carré de la vitesse puisse être négligé devant l'autre, tous les termes contenant la constante b disparaissent dans le calcul précédent et la relation (3) devient (en prenant maintenant tous les 6 en valeur absolue) :
Oo
d'où
6ç désignant l'amplitude de la y'«™e oscillation. On peut donc écrire
Loff6o — Loff6<,
— ^-^ = — Log(i — m) = const.
Ainsi le quotient écrit dans le premier membre est constant quelque soit q (c'est le décrément logarithmique).
9. Première série d'expériences. — Coulomb employa un premier disque de fer blanc fixé à l'aide d'une vis sous la tige de cuivre; ce disque avait igo™" de diamètre. Le système oscillait très lentement (4 oscillations en 97 secondes).
Numéros d'ordre des expériences.
On voit que
LogOo — Loge^
Logôo— Log6^
est constant dans ces expériences et égal à 0,067 environ.
D'après les raisonnements du n*' 7 la résistance est donc proportionnelle à la vitesse.
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10. Autres séries d'expériences. Influence du diamètre du disque. — Coulomb compara des disques de différenU diamètres; il trouva encore, pour chacun d'eux, un décrément logarithmique constant, c'est-à-dire une résistance proportionnelle à la seule vitesse, dans le cas des mouvements lents.
Voici les résultats d'ensemble :
Valeur moyenne Durée
Nature du décrément de quatre
du disque. Diamètre. logarithmique. oscillations.
Fer-blanc 196 0,057 97
Fer-blanc 140 0,021 92
Fer-blanc 119 o,oi35 91
Sans mettre de disque o,oo58
Ces données nous permettent de calculer la valeur de m pour chaque disque. Voyons pour le premier.
La résistance av est la somme de deux parties a^ i> et «2^^? l'une due au disque seul, l'autre au système débarrassé du disque.
Appelons m, m^, mo les valeurs de m relatives au système muni du disque, au disque seul, au système sans disque, on a
mi= m — m^\
Log(i — m) = — 0,067 (avec le premier disque),
Log(i — ma) = — o,oo58; d'où
i— m = io-o,05T^
ou enfin
100,057_, "^ = IOO,057 =0,126,
IOO,0058 I
"" = 100,00»» =o,oi3;
d'où
/Wi = o, 1 13.
Pour les deux autres disques les valeurs de in^^ calculées de même,
sont :
Deuxième disque o,o34
Troisième disque 0,0(76
D'autre part, m est relié à a par la formule
m Tza
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Connaissant m, /i, I on tire a.
Cela posé, pour déterminer l'influence du diamètre, Coulomb procéda de la manière suivante :
Il calcula pour chaque disque les valeurs de mT, T étant la durée de 4 oscillations. Ce produit est égal à
.ni
4ml/- =4 ^
y ri ■ /^
et, par conséquent, proportionnel à a. 11 calcula ensuite les logarithmes
de ces nombres et prit leurs différences deux à deux. 11 obtint le
Tableau suivant :
LogmT. Différences.
Premier disque 1 70H97
Deuxième disque o,5o52 ' .
rv ' 'A' /fi 0,2602
Troisième disque 0,2430
11 calcula ensuite les logarithmes des diamètres et leurs difierences deux à deux :
Log diamètre. Différences.
Premier disque 2,2000
rv .. ,. ,. 0,1439
Deuxième disque 2,1401 ;.
troisième disque 2,0755
11 constata que ces difierences multipliées par 4 (^^^^^ô, 0,282) reproduisent sensiblement les différences des valeurs de Log/wT ; d'où la loi suivante :
Les coejficients a et, par suite, les résistances varient comme les quatrièmes puissances des diamètres,
11. Conclusion. Résistance proportionnelle à la vitesse. — De tout ce qui précède le résultat le plus important à retenir est que la résistance est proportionnelle à la vitesse quand les mouvements sont assez lents. Cette loi, rapprochée de la loi des diamètres, nous amène à conclure que : La résistance est la même par unité de surface et par unité de vitesse en chaque point d'un disque quelconque, dans le cas des mouvements lents,
12. Expériences avec deux tiges croisées. — Dans ces expériences, Coulomb remplaça le disque inférieur par deux tiges horizontales fixées en croix sous la tige-support verticale. 11 est clair que le mou-
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Wmenl dans ce cas modifie la forme eslérieiire du fluide, qui doit bnlourner les liges, et que des vitesses hin},'iilEiires du nif'ine ordre que s les expériences sur les disques donnent naissance à des vitesses m^aires beaucoup plus grandes; l"efl'el de l'inertie doit se faire fentir. Coulomb vit, eu ellet, appiirai'lre nettement un terme propor- |ioancl à c^, et Iroina, pour les dimensions employées,
/Il =0,039, P = o,oo[35.
1 répt^ta enlin les mêmes expériences avec une seule tige horizon- Ikle et retrouva les munies résultats qu'avec les deux liges croisées.
- Coidomb a emplojé la im'ahode frotteiueut de riiuile de quinquel
des disques de nièiue diamètre, la résistance
is riiuili
13. Expériences av nu disque oscillant po purée et trouva, poui ïj^ fois plus grande dans l'huile que dans l'eau (à ao'C). Ce rapport ■ail différent à une autre lejupérature.
Le coefllcienl m varie doue d'un liquide à l'autre. Quant au coefficient p, qui n'est pas négligeable dans le cas des I un trouve à peu près la même valeur pour l'huile et pour l'eau ■ni des densités peu difi'érenles. Ce résultai esl intéressant, car )nlre que le terme liu- {b est proportionnel k p) dans l'expression de la résistance dépend de l'inertie du fluide bien plus que de sa ^viscosité; il doit être proportionnel à la densité du fluide.
14. Influença de l'état de la surface. — La nature de la surface Ed'un disque oscillant n'a aucune influence sur la résistance du fluide. fclrf: décréinenl logarithmique s'est trouvé le même dans les trois expéliHeBCeii faites a\ec un disque en l'er-blanc, oscillant dans l'eau et dont 1)1(1 surface éUiit nue dans une première expérience, enduite de suif
dans une deuxième expérience, enduite de suif el saupoudrée de grès l-idans une troisième expérience. Les résistances observées mesurent
bien quelque chose qui est propre au fluide lui-ménje.
t.'). Influence de la pression.
les faces du disque oscilianl n'a a le frotteinenl liquide diflére cou point de vue.
C'est ce qu'a constaté Coulon à des profondeurs diverses (de i
La
exerce le fluide su r l'amortissement
> en immergeant le disque oscillant " à (io"") el même en faisant osciller
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l'appareil sous la cloche de la machine pneumatique : les pertes d'amplitude n'ont pas varié.
16. Résultats généraux de ces expériences. — L'amortissement des oscillations du disque, dont la rotation se fait sans déformation de la surface qui limite le liquide, exige que le disque subisse des actions tangentielles de la part du liquide; le liquide participe lui-même à ce mouvement de rotation alternative pure, comme on peut s'en assurer par l'observation des poussières en suspension; on voit ainsi que l'amplitude de ce mouvement diminue, et que le retard en phase augmente depuis le disque oscillant jusqu'aux parois fixes. Chaque couche de révolution subit donc un couple variable qui ne peut provenir que d'actions tangentielles internes au liquide.
De ces remarques purement qualitatives résultent déjà deux propriétés :
1° Entre un fluide {liquide ou gaz) et un solide {mouillé ou non) peuvent s^ exercer des actions tangentielles.
L'existence de ces actions, même au repos, lorsque le solide est mouillé, est une conséquence nécessaire de l'adhésion de la couche qui mouille, bien que dans la théorie de la capillarité on se contente de constater le fait sans l'analjser en détail.
Les expériences sur les disques graissés montrent que le fait est plus général, et que ces forces tangentielles existent même quand la surface n'est pas mouillée.
2° Dans V intérieur d^un fluide en mouvement peuvent s^exercer des actions tangentielles, liées aux glissements relatifs des parties contiguës du fluide.
Remarquons que l'expérience met en évidence ces actions tangentielles généralement petites, sans exclure la possibilité d'actions normales de même origine; mais celles-ci ne peuvent pas être mises en évidence d'une manière aussi directe, à cause de la pression générale hydrostatique qui les masque. Nous \ errons que leur existence est nécessaire.
Dans une portion de fluide qui se meut comme un solide, c'està-dire animée d'une translation et d'une rotation d'ensemble, sans déformation, l'observation vulgaire nous apprend qu'aucun frottement interne ne se produit, pas plus que dans un solide invariable. C'est donc aux vitesses de déformation que ces forces de viscosité sont liées, à l'exclusion des vitesses de translation et de rotation.
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3" Enfin les expériences quantitatives de Coulomb nous apprennent que, dans les mouvements lents, l'action totale est proportionnelle à la vitesse relative des parois. Nous en concluons que les actions élémentaires sont liées linéairement aux vitesses de déformation élém^en taire internes, et aux vitesses de glissement à la paroi.
Tels sont les faits d'observation que nous allons analyser dans le Chapitre suivant, pour leur donner leur forme mathématique générale, et en tirer, sans aucune hypothèse, la théorie de la viscosité applicable, à coup sûr, aux mouvements lents des fluides naturels.
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ÉQUATIONS DU MOUVEMENT LENT D'UN FLUIDE VISQUEUX
A. — ÉaUATIONS INTÉRIEURES.
17. Équations du mouvement d'un fluide* — Sans nous préoccuper des mouvements intérieurs analogues à la diffusion, dans lesquels les théories moléculaires trouvent l'explication de la viscosité des fluides, nous supposons, comme dans l'Hydrodynamique classique, qu'on puisse diviser arbitrairement le fluide en un nombre immense de très petits volumes élémentaires où le fluide soit homogène et continu et à l'intérieur desquels il n'y ait pas de mouvements relatifs, et nous traitons ces volumes comme infiniment petits.
Nous supposons, en outre, les mouvements assez lents pour que la loi élémentaire, relative aux forces de frottement, déduite des expériences de Coulomb soit applicable.
Soient w, i^, w les projections sur trois axes rectangulaires fixes de la vitesse d'un élément de volume de liquide dont le centre de gravité passe, au temps t, au point ^, y y z,
£/, (;, w sont des fonctions de x^ y, z, t.
Si l'on suit une masse liquide dans son mouvement, l'accélération
, 1 • / du dv dw , ,
de son centre de gravité 37' -y:» -jt » ^^ temps ^, est donnée, comme
on sait depuis Euler, par les équations établies dans tous les Traités de Mécanique :
du dt ~
du dt
du
dx
du du
dy dz
dv dt "
dv dt
dv
H- W-— dx
dv dv
dy dz
dw dt
dw du
dw
^ dx
dw dw dy dz
Représentons par X^., Y^;, Z^. les forces qu'exerce à travers l'unité
irface la partie du fluide située du côlc positif de la face, sur qui est du côté négatif.
Si l'on considère un petit élément de volume dx dy dz ayaut la e d'un parallélépipède dont les crilés soat parallèles aux axes de aÉoordoanées. les forces Xj, . . ., Z5 variables en :c, i ,3, t applitjuées taux faces du parallélépipède ont pour projection totale sur Ox :
tes équations du
lent d'un tlui<
dx dy dz .
e sans Irolteuiei
éy '^"dz)' r)i' du \
ùy
appelant X,., Y^, Z^ la force exléi lame (pesanteur, force électriqi La densité p varie, d'un poin pressiltle.
ixcès de la masse de liquide qui s'at^cumule dai XDoluine pendant l'unité de temps est
lité de V
ïeure appliquée à l'u lectromagnétique, etc.).
autre, lorsque le fluide est coiu-
. l'élément de
-ÏJj^(pu) + ~{pi') + ^(p^i-)^d.T dy ds di.
s'accumule ainsi est aussi égal à ~dx dy dzdi; d'où
^équation de continuité lia il
18. Relations entre les pressions s fiuide parfait, les composantes ilei réduisent à une pression uniforme
r diftérentes faces. — Uai
pressions X.^. ^j-, ..., î
Y;=Z,.= Xs=Z:,=
n'en est pas de même dans les lluides naturels. Les expéiences de Coulomb, sur les couples qui résistent à la rotation de lorpï de révolution, mettent hors de doute l'existence des forces [angentielles X^, Z^
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Avant de chercher comment ces forces dépendent des vitesses relatives, il convient d'établir quelques relations générales :
1" La production d'une accélération angulaire n'exige qu'un couple proportionnel au moment d'inertie, c^est-à-dire au volume de l'élément multiplié par le produit de deux des côtés; or, les forces X^r donnent, sur un parallélépipède dx d'} dz^ des couples moteurs
(Y- — Zy)dx dy dz^ {Z^ — X^) dx dy dz, (\y — \x)dx dy dz,
proportionnels aux volumes. Les couples moteurs et les couples d'inertie ne sont pas du même ordre d'homogénéité; pour des forces Yg, . . . finies par unité de surface et des accélérations angulaires finies, les couples moteurs seraient incomparablement plus grands que les couples d'inertie, à moins que l'on n'ait
Y^ — Zy= o, Zx — X-=o, Xy — Yj:=0.
Ces conditions sont donc nécessaires.
2" La connaissance des pressions exercées à travers trois faces formant un trièdre détermine les pressions sur une face quelconque.
Considérons, en particulier {Jig, 3), un trièdre tri rectangle,
C ^limin
M ABC, et coupons-le par une face hypoténuse ABC, dont la normale est définie par ses cosinus /, m, n avec les axes.
Soient X| Y|Z^ les projections sur les axes de la pression à travers une surface parallèle de l'hypoténuse, mais ayant son centre au sommet du trièdre; soient X< -h SX,, Y< -|- 5Y,, Z, -h oZ, les valeurs relatives à la face hypoténuse elle-même, et S l'étendue de cette face; les trois autres faces du trièdre sont les projections de la face hypoténuse, /S, /wS, /iS.
Les composantes suivant O^ des forces sur les quatre faces sont respectivement
— /SX.^, — /wSXy, — /iSX,, -+-S(X,-h8X,),
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et leur somme
S(Xi — /X.f — mXy — /1X3) -f- S 0X1
est la force motrice sur l'élément de volume limité par le tétraèdre. Celte force se compose d'un terme proportionnel à la surface S, apparent dans la formule, et d'un autre S5Xi proportionnel au volume; ce dernier terme est identique à celui qu'on a introduit dans l'équation du mouvement du parallélépipède, comme on s'en assure facilement en le développant. Reste le premier terme, qui, étant le seul de son degré d'homogénéité dans l'équation de translation, doit être nul séparément
Xi = /Xj-h mXy-i- /iXet de même
Z| = ITix H- mZiy H- /iZ-.
Ces conditions, données simultanément par Lamé et Cauchy, sont connues sous le nom à^ éq uations du tétraèdre,
19. Quadrique de référence. Plans principaux. — Au Tableau de
forces
X,ir, Ya:, Z.r, facc normale à a?,
^y» Yv, Zy, » ky,
les conditions précédentes permettent de substituer, en adoptant les notations de Lamé, le Tableau symétrique
i Ni, T3, T2, face normale à x^ (") j T3, Nî, T„ .) ^y,
où N désigne une composante normale et T une composante tangenlielle.
Les équations du tétraèdre deviennent
i X, = /Ni-h/wTg-H/iTj, i\\\) Y,= /T3-hmN2 4-/iT„
f Z,= /T,H-mT,H-/eN3,
dont la forme symétrique montre que la direction de la force X^ Y, Z^
est conjuguée de la face à laquelle elle est appliquée, dans la surface du deuxième degré centrée
(i) Ni$«-4- N27iî-4-N3Ç*H-aT,r,!; -4-2X2^1: -h 2X37)$ =±i.
Il y a donc toujours trois plans principaux rectangulaires sur lesquels l'action est purement normale.
Remarque, — Il peut d'ailleurs y avoir un cône d'action purement langentielle, le cône asymptote de la surface, lorsque celle-ci se compose de deux hyperboloïdes ; mais cela n'est pas inévitable; il peut n'y avoir aucune face sur laquelle l'action soit purement tangentielle. Au contraire, et (|uelle que soit la loi de viscosité adoptée, le trièdre trirectangle où les actions sont purement normales ne fait jamais défaut et, sur une face arbitraire, la composante normale ne peut êti'e nulle qu'exceptionnellement.
En outre, on a
/Xi-h m Y,-i- /iZ, = /«Ni-f-.. .-h 2/«/iTiH-. ..= —;,
en appelant /• le rayon vecteur de la quadrique (1) suivant la normale à la face.
La composante normale à la face est donc égale à l'inverse du carré du rayon vecteur de la quadrique (i).
Par conséquent, la force elle-même est égale à l'inverse du produit du rayon vecteur par la distance du centre au plan tangent parallèle à la face.
20. Vitesses relatives. Rotation élémentaire. — Il faut maintenant trouver les relations entre ces forces N, T et les dérivées locales de la vitesse.
Soient Uj t», iv les vitesses du fluide au point xyz^ à un certain instant t] les vitesses en un point voisin x -\- da ^ J>' + ûÇy, z -\- dz sont
du , du j du , u-^^— ax-\--T-ay-h—- dz, àx ày ^ dz
dv , dv , dç ,
V -^ —- dx -h -7— dy -h ^- dz, dx dy "^ dz
dw . dw , dw ,
w -+- -— dx H — -— dy H — -- dz.
dx dy " dz
nu MOLVEMENT LENT U'VS Kl.l
LLDE VISQti
Jeuxinine |jnîiil n jjoiir roi
„|>o<a„le,
rtu du
dx-h dy -\~ — àz,
ày -^ àz '
àp , <*!■ ,
»es forces de froltemenl, dëpendanl seulement des vitesses relatives pt étant des fonctions linéaires et homogènes de ce» vitesses, sont c fonctions linéaires et homof^ènes des neirf dérivées premières
Mais ces neuf dérivées (lendante, dans l'espressioi
:^iui d'ur Or le n
l'entrenl pas toutes, d'une manière indéde ces forces, tement d'ensemble du fluide, identique à
! influence sur les forces de frottement.
ment d'ensemble le plus général d'u
;st donné
"oj v„, w„ représentent une translation d'ensemble et, leurs dérivée '■*^ilt nulles, s'éliminent d'elles-mêmes. \, r,, X, représentent une rota
ta autour d'un axe passant par l'origine : ce sont les projections ih leur qui représente en grandeur, direction et sens, la vitesse anfju- "e de ce mouvement. Elles sont fonctions de t seulement. Un a, d"après ces formules :
Si donc on retranche des dérivées, dans les expressions (i), des '"distantes indiquées par les formules (a), ce qui revient à retrancher t étudié un mouvement d'ensemble, les forces de froi-
'«ineQi ne f
I malgré le changement des vitesses
relatives qui deviennent
Les forces de frottement ne dépendent que de six combinaisons linéaires indépendantes entre les neuf dérivées, puisque l'on peut introduire dans les expressions des vitesses relatives les trois constantes arbitraires ?, vi, ÎJ, sans changer le frottement interne.
Pour ces combinaisons, nous adopterons le choix de Stokes :
du dv àw dw dv du dw âv du âx' ây' dz' ây dz' dz dx dx dy
qu'on obtient en donnant à la rotation ^, */), !J les valeurs particulières
g _ I /()«> dv \ _ ^ ( ^^ dw\ r — ^ I ^^ ^^\
^~2V"^"~di/' '^~ IX^z^ dx}' ^~2\â5""^/'
qui ne laissent subsister dans (3) que les six combinaisons (4).
^, 'f\^ Ç est une rotation d'ensemble qu'on peut attribuer à l'élément de volume et qui s'ajoute à la déformation (4).
Les six composantes de la vitesse de déformation. — Pour
simplifier l'écriture dans ce qui va suivre, nous représenterons les dérivées par les notations suivantes :
Soienr, à l'instant ^, M et M' deux points voisins dans le fluide; x^ y, z les coordonnées du premier, x -h 8^, y -\- oy^ z -\-hz celles du second.
Leur distance S.v est donnée par
Au bout du temps clt^ les coordonnées des éléments de fluide qui se trouvaient en ces points sont devenues :
Pour M :
X -^ udt, y -\-v dl^ z -t- w dt'j
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Pour M' :
!x -\-^x -\- u dt -\- {ii'x Sa? + u'y hy -h u'^ oz) dt^ y -\-^y -\- V dt -\-{v'jc oa? -h p^ ^y -^^'z o>3 ) dt^ z -\-^z-^ wdt-\-{ w'x ^x -\- w'yhy -\- tv 3 ^z ) dt,
(8.ç)2 devient (85')î^:
( 8*')2 = \(i-^u'jc dt) ^x -h u'y ^y dt -h m; ^z dt]^ + [p;. ox û?< H-(i -h i>y dt) ^y -h v'z ^z dty -r-[w'j;^xdt-h w'y^ydt-^{i-^ w'z dt)^zy,
ou, en développant les carrés et en négligeant (dty :
(7) (os'y-= S(8:r)»(n- 2 ai dt)~\- i 2 §x ly dt{ u'y-\- p^.),
d'où
(8) {ls')'^ — {^s)^='ilsj(ls)dt ^idt['Zu'j,{lx)^-r-I.(u'y-^v'^)lxùy],
L'accroissement --rA^s) dt de 5^ est fonction linéaire et homogène des six quantités
".'fï ^y» ^i» vitesses de dilatation;
u'y-^v^y v'z-^ ^'yi wp^-Hw!, vitesses de glissement.
Si ces six quantités sont nulles, hs reste invariable.
Il est facile de reconnaître que, dans un petit parallélépipède parallèle aux axes de coordonnées, u^^ (^'^, tv'^ représentent les vitesses d'allongement des côtés; w'y-\- r^, w^4- «ï''^., ^^4- u'y sont les vitesses de changement des angles des arêtes.
Ces six quantités définissent donc la vitesse de déformation d'un élément de volume.
22. Directions principales. — Une petite sphère, tracée autour d'un point M au temps t^ devient, au bout d'un temps dt^ un ellipsoïde.
Dans l'équation (-j), changeons le signe de dt] 3^, O)*, oz se rapportent alors à l'état final, Ss' à l'état initial; pour une petite sphère décrite autour du point x^ y^ -z, 85' est constant, et ré(|uation (^), entre ô^, 5^, 02, est celle d'un ellipsoïde dont le centre est au point
Il y a donc un Irièdre trirectangle ayanl. pour sotniuel le point I qui reste trirectangle pendant la déformation et donne les trois axesJ de l'ellipsoïde. Dans la déformation rapportée à ces trois axes, leg^ glissementi correspondants sont nnis. La déformation est déBnie paf J la direction de ces axes, et la grandeur des dilatations linéaires cor-«
respt
□dantes,
quo
appi
;ile dilatatic
s principales.
On appelle ces axes directions principales. Elles changent d'nitl point à l'autre du lluide et, en un même point, varient avec le temps.
2:j. Relations entre les forces et les vitesses rapportées au trièdre ' principal. — Nous veuijns de trouver deux groupes de trois plans.i principaux rectangulaires, l'un par rapport auquel les vitesses de-fl déformation se groupent symétriquement, l'autre par rapport auqueU les forces élastiques se groupent symétriquement.
D'autre part, pour un liquide dont l'équilibre est rigoureusemeol défini par les lois de l'hydrostatique, rien n'indique que les forces dê^ viscosité dépendent d'autre chose que des vitesses de déformation.!
Dans ces conditions les éléments de symétrie des forces élastique et des vitesses de déformation ne peuvent pas différer. Les Ueu, trièdres de plans principaux coïncident.
Prenons-les pour trièdres de références. Le Tahleau îles forces et] celui des vilesses de déformation se réduisent à
en appelaul x, y, z les axes et u. v, w les compos par rapport à ces axes.
11 résulte des expériences de Coulomi) que. poi lents, les relations sont linéaires.
mouvements I
en appelant p la pression isotrope indépendante des vitesses i déformation, mais fonction de la densité.
Les neuf coefficients spécifiques a,, . . ., yj, qui ne dépendent pl«»"^ des vitesses de déformation, ne peuvent pas être tous différents.
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D'abord, il n'y a, dans un liquide, aucune différence spécifique entre les trois directions principales; on a donc, par permutation circulaire,
«1=^2=73, Pi=T2=as, Ïi=a2=p3;
de même, il n'y a aucune différence spécifique entre les deux directions tangentielles sur une même face principale; donc
pi = Yi-
En conséquence il ne reste que deux coefficients spécifiques distincts; mettant en évidence la vitesse de dilatation cubique
nous écrirons
Ni = Xe-h •ifJLui — /?,
N2= X6 -h 2[JLVy — /?, N3= Xe-+- 9.\XW'^ — p.
24. Relations générales. — Le théorème du tétraèdre permet de passer aux forces qui agissent sur une face quelconque x(tmn)
Xa: = / Ni , Ya: = m Ni, Z^; = /i N3 ;
d'où, pour la composante normale,
N = /Xx-h/nYx-H/iZ;r= /2Ni-i-/n2N2-hAi»N8,
et pour la projection sur une autre direction /'m'/i', qui peut être tangente à la face si l'on a //'+ mm' -{- nn'= o,
T= rX^-h /n'Y.^-h/i'Z.^.= //'N,-+- /n/n' N2 -h Ai/i'Ns.
D'où
Ni = Xe -h 2(jL(/»ui-+- /n^Vy-t- /i^Wz) —p,
Ts = 9, fx ( //' ui -h mm' Vy -h nn' w^) ,
T,= 2 {!(//'' ui-+- mm'Yy-h nnTw'^),
Or, les formules de passage d'un trièdre trirectangle xyz à un autre xyz caractérisé par les cosinus Z/n/i, V m' n! ^ l" m" n\ donnent
u =/ u-i-mv-+-/iw,
V = Z' u -h m' V -H Al' w,
(V = Tu -+- m" Y -t- /i" w ;
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et
dx du dj oz
A ^i'±^rn' - -h Al'-, dy àx^ 8y 8z
(^2 drjL àj dz
d'où les formules types
du j. , ^ , _ /
dy oz ^
De là résultent les expressions générales des forces pour un trièdre d'orientation arbitraire
i^T ^ ^ àu _ / dw dv \
N, = Xe + 2(.--/,, T.= ^(- + -j,
IV) ^N.= X6 + .,x--^, T.= ix(-+^j.
Tvr ^ A àw _, / dv du \
25. Influence de la compressibilité. — Il semble au premier abord que, pour les liquides incompressibles, on doive poser
= 0, et effacer les termes en 9.
Mais si ce raisonnement était légitime on pourrait aussi bien dire que, dans un liquide incompressible, p ne variant pas, la pression en chaque point doit rester constante. Ce serait une erreur physique et mathématique.
Au point de vue physique, les liquides sont compressibles, mais ils le sont très peu, c'est-à-dire qu'une variation très faible de la densité produit une variation énorme de la pression. Ainsi, si l'on pose
/'{p) est énorme.
Là où p intervient directement, c'est-à-dire comme coefficient de l'accélération dans les équations de translation, les variations relatives de p sont tout à fait négligeables.
Dans l'équation de conservation de la matière, qui définirait les variations de p en fonction des vitesses si les vitesses étaient connues
igoureuseineul, on néglige également ces variatioas parce que, dans pippljcation aux liquides usuels, on ne (ii:ut connaîlre la distribution ntesses avec une précision suffisante (de l'ordre du millionième) tour en déduire la variation relative de p, même à loopour loo près.
Mais, dans l'évaluation de la pression, on ne peut oublier que "(p) est énorme, et que les variations minimes de p entraînent des rariations finies de p. Ne pouvant rattacher les variations àe p k wHes de p, trop petites, on doit donc regaiderp comme une fonction de 37, Y, 5, (, indépendante des vitesses, et tirer p de l'intégration des équations à quatre fonctions o, v, iv, p de x, y, s, t.
Si l'on a besoin de connaitrc les variations de p, on les obtiendra en ilivisunl par/'(p)les variations Ae p.
f^lte marche dans les approximations successives peut même être I3 seule applicables certains mouvements tumultueux des gaz, quelque
iiipressibles qu'ils soient.
Oe
s le cas de la viscosité, du fait que la vitesse de dil;
'fflion cubique est extrêmement petite dans les liquides, nous n'avons aucune raison de conclure que la pression normale isotrope corres- /">iidanie soit aussi très petite (et à la limite, nulle). Nous devons "ïulement en conclure que la dilatation cubique est mal déterminée pi* f les vitesses, puisque 6 est incomparablement plus petit que chacun "Ks trois termes donl il est la somme; que par conséquent un a avec "le très grande approximation
**- Cju'il faut regaider le terme (),&) comme une fonction de j:, y, :, t 4* «^détermineront les équations dynamiques. Mais, sous cette forme, "^ Ite fonction ne se distingue plus en rien de la pression générale p, 'i^ns laquelle elle se fond.
Si l'on veut francbir la dernière élapR, et p-emonter de la pression
la dilatation culi
nque, 1 equ:
> équation complète qui donne la près
laquelle i n moyenne
J et nous ne savons actuellement rien sur l'ordre de grandeur relatif ^^Hks deux, termes; rien ne nous autorise encore à effacer le second. ^^^U)a point de vue mathématique on admet la rigueur de la relation
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qui constitue alors une liaison^ dont on doit tenir compte en formant les équations du mouvement; la force qui correspond à cette liaison est précisément la pression isotrope traitée comme fonction de x^ y, z, t.
La rigueur logique du raisonnement ne doit pas faire illusion au physicien, qui ne peut pas oublier que les liquides, ainsi traités comme incompressibles par les mathématiciens, sont pourtant dix fois plus compressibles que les solides, dont personne ne songe à négliger la compressibilité ! C'est que l'absence totale de rigidité des liquides permet des mouvements d'étendue finie sans changement de densité dont le rôle naturel est très important; les mouvements sonores dans lesquels la compressibilité du liquide intervient forment une classe séparée. En comprenant dans quel ordre les approximations doivent être obtenues, nous allons plus avant que par la méthode strictement mathématique.
Pour les gaz, Stokes a cru pouvoir admettre que la viscosité de compression est négligeable par rapporta la viscosité de déformation pure, ou que 3X -f- 2[jl est beaucoup plus petit que 2[jl; il a donc posé^ même pour les gaz,
3X -4- a(jL = o;
c'est à cela que correspond l'idée vulgaire qu'on se fait du frottement,, celle qu'on traduit inexactement en supposant qu*il se réduit à des forces tangentielles, mais dont l'expression correcte est la suivante : le frottement correspond aux glissements; aucun frottement ne prend naissance dans une dilatation isotrope, déformation qui n'est accompagnée d'aucun glissement.
26. Travail de la viscosité. — Fonction de dissipation. — Un parallélépipède élémentaire se déplace, tourne, et se déforme par suite du mouvement. Les centres des faces opposées, primitivement normales à j:, subissent des déplacements
u dt^ i> dt^ w dl et
u-^—dx\dt^ \v-\- — dx\dt^ lw^^dx]dt.
Le travail des forces
— Xa: dy dz, — ^xdy dz, — Z.^ dy dz
(\^ ^ i!^ rfj- j dj' d:. ( Y, -h ^ rfr\ dy dz. (z,, -4- — dT\ dy dz isL égal à
- VrT
- w\dxdy dzdt.
-\- des termes aégligeables d'ordre supérieur.
He même pour les autres faces.
l.e Iravail lulal ainsi oblenu ne se retrouve pas entièrement en travail contre les forces extérieures, ou en énergie cinétique ; ce qui reste,
après qu'on a évalué ce travail n c'est
au moyen des équations (I),
\ dx dy dz dt =^ Q dx dy dz dt ,
Zi-
G'eal, d'après le principe de TéqHivalence, la quantité de chaleur liée dans l'élément de volume. Remplaçons les Xj-, ..,, Zj, par leurs ^pressions (IV), il vient
|)reinier terme — pH est dil à la compression ( — 6)); le second et troisième représentent le travail de la viscosité, qui est perdu Ômme énergie proprement mécanique; leur ensemble a reçu de Ord RayleigK le nom de /onction de dissipation.
Celte expression nous permet de préciser le sens de l'opinion vul- !*>»■€, que le frottement est résistant. Il consomme toujours du travail ; * quantité de chaleur qu'il produit
t toujours positive ou nulle, jamais négative. Pour qu'il en soil ^Qsi, il faut évidemment que ij. soit positif, lorsque les glisse-
enta ne sont pas nuls; il faut aussi que 3)> + 2[i. soit positif ou nul, "»"sque la dilatation est isotrope. Ces conditions suffisent, car on y^ut alors mettre la fonction sous forme d'une somme de 6 carrés
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indépendants
On aperçoit ainsi, sous un autre point de vue, le caractère limite de l'hypothèse de Stokes; 3X 4- 2[J^ peut.à la rigueur être nul, jamais négatif.
La fonction <ï> est homogène et du deuxième degré ; on a
X.r = Ni = — /> -+- , f Xjr = Ts
et
24» = (IVi-h/?)M;p-h...-HT3(a'^.-hPi).
On a aussi identiquement, en désignant par U, V, W d'autres vitesses, et par W la fonction correspondante analogue à <ï>,
La fonction <ï> peut être également exprimée au moyen des pressions obliques, car on a
en posant 3N = N< -h Nj H- N.,.
Il vient alors
On peut donner à la fonction de dissipation une forme qui fait apparaître les conditions à la paroi
* = (X -i- •2(ji)e«-i- 4(10)*— 4fjL(p'^tv; — p^w^-i-. . .),
en posant
20)1= Wy — Vzi •••» u)*= (of-i- a)|-|- a>|.
Un groupement convenable des termes transforme cette expression en
4>=(X-+-2[jl)6«-h 4Htaj2
, fd /u^-^ç^-hw^ \ à / \ à / \1
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En intégranl pour loul le liquide, on obtient fi j •^dxdyd*= f f C {'t.^'i\i.)^-'dxdydz
jfcn désignant par w[l^ ni,n) la direction de La normale à l'élément tf S,
yers l'intérieur du fluide.
Les intégrales superficielles sont nulles sur toutes les parois où la ntesse est nulle. La seconde des intégrales superficielles est nulle sur «utes les parois où la rotation est nulle, et plus généralement où la
ipormale à la surface est dans le plan de la vitesse et de la rotation.
27. ÉqaatioDS générales du m ouTement interne. — Nous pouvons ViaÎDlenant écrire les équations générales du mouvement des fluides pu portant les expressions des N, T (n° ^), dans les équations (I) au n' 17 :
de dfl /ou du
dp ,. dS ,, / àf du
dp ,. df> , ., /dw àw
' ôy
dv \ *" dz j'
Pour les mouvements isothermes des gaz :
/(p.T) = Ap;
pour les mouvements adiabatiques des gaz :
/(p,T) = Bp"..
En général, il reste à définir les variations de température, en tenant compte des échanges par conductibilité, obéissant aux lois de Kourier, et des productions de chaleur par le frottement lui-même. Mais, dans les conditions auxquelles s'appliquent nos équations, c'està dire quand les déformations sont lentes, la quantité de chaleur créée
par viscosité, fonction du deuxième degré des vitesses de déformation, est très petite, comme la chaleur échangée par conductibilité si les coefficients de conductibilité et de viscosité sont du même ordre de grandeur; il est alors légitime de la négliger dans l'équation calorimétrique. Cette relation d'ordre de grandeur est celle à laquelle on est conduit quand on attribue aux deux phénomènes la même origine, la diffusion du fluide en lui-même; elle est d'accord avec l'expérience pour les gaz; mais il n'en est pas de même pour les liquides, à en juger par le Tableau suivant, qui contient presque toutes les déterminations de conductibilité thermique de liquides, au voisinage de lo", et les valeurs correspondantes de la viscosité, le tout en unités C. G. S. Degré centigrade :
Conductibilité. Viscosité.
Acide acétique 0,000472 o,oi5o
Alcool mélhylique ... . 49^ 0,0078
»' élhylique 4^3 o,oi5o
» amylique 3^8 o,o65i
Sulfure de carbone .. . 343 o,oo36
Chloroforme 288 0,0064
Ether 3o3 0,0026
Glycérine 687 21
Huile d'olive 0,000 3g5 o,3
Aucune corrélation n'apparaît entre les deux propriétés.
Dans ce Volume la température du fluide sera ordinairement supposée uniforme et invariable, soit que les variations soient naturellement négligeables, soit qu'on les rende telles par une disposition convenable de l'expérience.
28. Le mouvement permanent lent est déterminé. — Considérons les mouvements lents, tels que tous les produits ww^, ..., uw'^^ ... soient négligeables.
Soient w, r, w les composantes de la vitesse qui satisfont aux équations et aux conditions à la surface limite. Soient U, V, Wdes vitesses^ supplémentaires arbitraires, nulles à la surface limite.
La fonction de dissipation pour le mouvement total est
>(0 4_e)î-K(jL[2(a-+-U)i2-+-...-t-(4-+-Pi;-t-u;-+-v';^)2H-...],
ou, d'après les notations et les remarques du n° 26,
CHAP. II. — ÉQUATIONS DU MOUVEMENT LENT d'UN LIQUIDE VISQUEUX. 87
Cette dernière parenthèse est égale à
D'après les équations du mouvement lent, la seconde ligne est égale à
Supposons que les forces extérieures dérivent d'un potentiel uniforme 9? par unité de masse, comme la pesanteur,
cette seconde ligne peut s'écrire
Gela étant, formons la fonction de dissipation pour tout le volume occ lapé par le liquide, en nous rappelant que U, V, W sont supposés ûuls à la surface limite; il reste seulement
\ âx oy àz I
C>ans les mouvements lents, les variations de densité sont faibles et lécjuation de continuité se réduit à
le mouvement additionnel est soumis à la même restriction, et les
ternies ( U -p +. . . ) sont négligeables en facteur de ^.
Considérons un mouvement permanent et un mouvement additionnel qui conserve la permanence
^u ^ dv __ dw _ __
Ji '' ft ^ Ut ^ ^^ ~~ ^*
La fonction de dissipation se réduil à
F-hSF ^ 1 I f{f^-'V)dxdj'ds.
Or V est essenliellement positif. Donc, dans le mouvement modifié, | avec mêmes vitesses à la surface ei même distribution de densité, la i dissipation d'énergie est plus grande que dans le mouvement perma— I nent réel.
Cette proposition a été énoncée par HeJmhoItz (Abh., t. I, p. 2a3) pour les liquides.
Sous vitesses données à la surface, le mouvement permanent est { unique, puisqu' il correspond à laplus petite dissipation d'énergie.
Application. — 11 est quelquefois très difficile d'intégrei
léralement
les
En 11
idée g
:utie
I mouvement permanent; mais on peut pém
e de la dïstributioi
1 particulier on peut imaginer des distributions de vitesses continues, mais avec discontinuités des dérivées des vitesses, telles que la fonction 4' soit partout finie, qui représentent l'allure générale du mouvement, et satisfassent exactement à la distribution des vitesses le long de la paroi, et sur toute la surface limite du liquide.
La fonction de dissipation calculée au moyen de cette distribution imaginée des vitesses est toujours trop grande; elle donne une valeur approchée par excès du travail, et par conséquent des forces appli-
quées
X parties
nobilesde
irface lin
. Lorsque la distribution
a été imaginée judicieusement, l'excès peut n'être pas très grand; en verrons des exemples.
On peut utiliser pour le calcul l'expression transformée (26) mais en conservant les intégrales de surface le long de toutes les surfaces où les dérivées des vitesses imaginées sont discontinues.
â9. stabilité du mouTement permanent lent. — On a
(** _ d* àu'x '1^ ê , ,
et par la même transformation que plus haut
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Or, dans le mouvemeni lenl, on a
'^P+Z-Jt
^[('!ùp^p)it\ + (<S!^b)pt
Considérons seulement les mouvements variés dans lescjuels la vitesse de la surface limite du lluide reste la même que dans l'état ■permanent. On a alors
Supposons d'abord que le mouvement s'effectue sans variation de densité.
dx dy ds ;
le second membre est essentiellement négatif; l'énergie dissipée par seconde diminue constamment; elle tend donc sans alternatives vers sa valeur miniina. Le mouvement permanent lent est stable.
Cette propriété a été établie par Korteweg pour les liquides f /'A//. Mag., i883).
Dans le cas des gaz, si l'état variable est accompagné de perturbations de la densité, celle-ci est déterminée séparément par
o'i — i/i-t- ( 1 -+- 2 [i ) aO — p af = p — .
A Ap -H -
-r c,ir ^ r, ^i£ ^ .
qui comporte des oscillations amorties; le retour à l'état permanent ne se fait pas nécessairement sans alternatives; mais l'état permanent n'en est pas moins stable.
En effet, le potentiel des forces extérieures <£ contient une constante arbitraire, qu'on peut toujours prendre négative, assez grande
pour que 9 -{- b soit négatif clans tout le volume occupé par le fluide. L'équation (i) montre alors que
jJ^— f f f p^dxdydz— Ç f fp9Bdxdydz\
est constamment négatif. Les deux premiers termes représentent la chaleur dégagée dans tout le fluide, le troisième est l'accroissement d'énergie potentielle. La somme diminue constamment, et tend sans alternatives vers la valeur minima, correspondant au mouvement permanent; celui-ci est donc stable.
30. Propagation du son par ondes sphériques. — Appliquons immédiatement les équations générales à la propagation du son par ondes sphériques isotropes de faible amplitude. Soient P, po, T© la pression, la densité et la température d'équilibre; on a
et, par suite
et
en négligeant les termes du second ordre, avec
P ~ po ^ To
comme conséquence de la loi de Mariotte.
Enfin l'équation calorimétrique est exactement
dx* dy^ dz^
A— pe^-xe-2-+-jx[-2M:^2-h...4-(iv;.-ht'i)2-h...]^cpo^,
en appelant R la conductibilité, et c la chaleur spécifique sous volume constant.
Pour des ondes sphériques isotropes émanant de l'origine, la vitesse, purement radiale, ne dépend que de la distance r à l'origine, et de ^, ce qui permet de poser
do dcp 0*9 r / s-i
dx^ ày^ àz^ dr^ r dr
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et donne aux équations la forme
— â{p—P) ,. d d dcp
dp
KAT-PA^ + X(A<p)«+^[.(3y + ...-^4(^)V...] = opo§.
Si, dans cette dernière équation, nous négligeons la conductibilité et la viscosité, la compression est adiabatique
IL.— — = Y^- — (y rapport des deux chaleurs spécifiques
" po
Dérivant la première équation par rapport à ^ et éliminant ^ et p, au moyen de l'équation de continuité et de Féquation adiabatique, enfin intégrant par rapport à /', on trouve facilement
P Y X -H 9. (JL () ^* ? .
77 ^^ "^ P^ di^"^^ ~dF' et en multipliant par /•,
Une source périodique simple à l'origine donnera un mouvement
représenté par
e-^'' cos(nt — m/')
avec
— - ( Ç2 _ /Tjs ) r n.'it^m-^ n^ = o,
po Po
X-+-'2[Jl .^, „_ Py
^Ai(Ç'— m2) H ^-i^m = o;
po po *
d'où, en première approximation f — petit],
— i /«s = /i» ou — = 4 / — i ,
po /n V Po
et
'iPy^ X-I-2UL ^ X-|-2ULm' L r _^ i_ ^^ jj^j Ç _ »
po Po '-ipo ^
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L'inlensité du son varie comme le carré de l'amplitude, c'est-à-d comme — ^; aux distances supérieures à t;. l'extinction par vîscosîfl e"^'^ devient plus importante que l'affaiblissement par rajonaeS ment (— )■
Mettons des nombres; on a pour l'air à o", en C.G.S,,
en appelant L la longueur d'onde du son.
D'où
lit, pour un son moyen (L^ loo""),
Avec la relation de Stokes J, + 2 [i devient égal à -' 2 [*, et 5 deviez 1,5 fois plus grand.
Il ne semble pas que l'observation vulgaire, ou même les remarque! faites au cours d'observations scientifiques, permettent de dirf l'affaiblissement par viscosité joue un rAle important dans la propagation sphérique, et si le coefficient ), -^au est beaucoup plus grand ou beaucoup plus petit que ajj., puisque le domaine du rayonnement presque pur (loi — 1 est de plusieurs dizaines de kilomètres, pour lej sons moyens, moindre pour les sons très aigus.
En tous cas, ce n'est pas sur la combinaison de Stokes (3). -f- 3[*jl qu'on serait renseigné, mais sur la combinaison )>-]-2a qui seulq intervient dans la propagation libre du son.
Des expériences précises paraissent indispensables.
coroiTiDHB A u moi.
31. Conditions exprimant que la paroi est étanclie. — Si est étanche, ce que nous supposerons, la vitesse relative du li*
MOL'VEMK\T LENT d'L'S LIQUIDE VISQI'BIIX. 4^
He la paroi ne peut élre que tangentielle; la vitesse normale relative t nulle.
Soit (ionc en un point rie la paroi ; U, V, W les composantes de la Iritesse de celle-ci ; u, c, iv les coiTiposantes de la vitesse du liquide ; , fi, Y les cosinus directeurs de la normale. On a
I) iH. -i-Jîv-i-Y«' =«U + ^V-F-fW.
12. ConditionB relatives au frottement à la paroi. — Deux cas ivenl se présenter :
pREMiFR CAS. — Il y a adhérencf complète. C'esl évidemment le ias des liquides qui mouillent. Alors la vitesse du fluide est égale à [elle de la paroi et l'on a
Deuxième cas. — Il y a glissement partiel du liquide sur la
troi. — Alors, pour un liquide et une paroi donnés, nous admet- Klrons qu'il existe un frottement proportionnel â leur vitesse relative T«l ayant même direction.
Appelons t) cette vitesse relative en un point de la paroi. Prenons mte point pour origine des coordonnées, pour axe des x la direction fde la vitesse t), et des s la normale vers l'intérieur du liquide.
la force de frottement exercée en ce point par le solide sur le li- ■<|ui(le est dirigée en sens inverse de la vitesse relative tf) du liquide.
Sa valeur par unité de surface peut donc s'eiprimer par
a désignant par k une constante spécifique. Le travail de frottement, liperriciel, perdu comme travail et converti en chaleur, est, par unité
' surface et par seconde, ^o*.
r Considérons alors une lame très mince de liquide conlîguë à la paroi J d'étendue dS.
l-l-a force de frottement exercée sur la face externe de celle lame
-tVdS.
»— a force exercée sur la face interne de cette lame par le reste du '"Imaide est
T.rfS.
Toiiles les autres forces étant proporlionnelle)
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avoir séparément
ou
La vitesse relative normale ^ est nulle tout le long de la surface; on a donc
Cherchons à quelle distance de la paroi la vitesse relative tangentielle serait nulle; en supposant la variation de vitesse linéaire dans le voisinage de la paroi, on a
et l'équation (i) donne
d'où
dV)
-h Z-— , âz
dXD
= kV
La vitesse u deviendrait donc nulle à la profondeur — ^> située
dans la paroi si k est positif, c'est-à-dire si le frottement à la paroi est résistant, et dissipe réellement du travail sous forme de chaleur;
Donc : la vitesse le long de la paroi est la même que s'il y avait adhérence sur une paroi parallèle à la paroi donnée, et située à une
distance £ = t hors du liquide.
L'expérience permet-elle de mettre en évidence cette valeur ^ de la distance du plan d'adhérence à la paroi? Si l'on arrive à des valeurs de j plus petites que l'erreur qu'on peut commettre sur le repérage
précis de la position de la paroi, il est bien clair que cette valeur de Ç
est illusoire ; on n'aura pas à en tenir compte. C'est le cas de l'expérience des disques (Coulomb). Ce n'est guère que dans le cas de l'écoulement à travers des tubes capillaires qu'on peut obtenir une
valeur de j certainement supérieure aux erreurs d'expériences.
Les formules de transformation de coordonnées permettraient d'écrire l'équation de frottement superficiel pour une orientation quelconque de la paroi mobile; mais l'extrême petitesse de l'épaisseur
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arldilionnelle s dai erreur appréciable (l'une paroi fictive
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lous les cas connus permet de se borner sans cas plus simple de l'immolnliti' relative le long rallèle ii la paroi vraie à une profondeur - ^.
3;i. Limites d'adhéBion, — Telles sunl les seules suppositions précises faites jusqu'à présent au sujet des relations de contact entre le lit^uidr el le solide- Il y a pourtant une autre question importante qui se pose d'elle-m^me dans l'emploi des liuiles comme lubrëliants, oelle des conditions qui limitent l'adhésion du liquide au solide. En Korlogerie la réponse est simple, et ressort exclusivement de la capillarité {'); mais, dans la grosse mécanique, il en est tout autrement, el. l'on parle de lubréiiants qui ont du corps et des pressions /imites qui citassent le luhréfiant pour caractériser une propriété essentielle qui semble être distincte de la viscosité comme la ténacité ^st distincte de l'élasticité. Toutefois les indications des ingénieurs à <;« sujet restent si confuses que la propriété spécifique est encore t nrnnuue.
Il est certain t|uc le liquide peut cesser d'i^tre en contact avec la paroi, el s'en séparer en la laissant sèche, Lne goutte de mercure par eieinple peut rouler sur du verre: la séparation s'effectue alors nor- ■ iiitlenient. H n'est pas sûr qu'elle puisse glisser; pourtant il est peu nlilahle que le froltemenl sans glissement puisse croître sans Qîtes,
. défaut d'observations, quelles hjpolhèses provisoires peut-on e sujet?
I " 1.^ frottement avec adhérence est remplacé par le frottement Esc glissement au delà d'une certaine valeur fixe :
:tésiRnanl fa vitesse relative, tangente à la [la ■ Même loi, mais la limite /n est proportion fmaie de la pression :
assignant la vitesse relati
'i la composante
L'épaisseur additionnelle e (n" 32) n'est plus une constante; profondeur t à laquelle on peut imaginer une paroi fictive sans gli ment est alors égale à . ^"° ■> eslrémement grande au débul du glissement (»o petit) si /« n'est pas nul. Le glissement se produirait d'abord aux points où la variation -r- est la plus grande, c'est-à-dire aux courbures d'entrée et de sortie, et aux angles vifs de la paroi . Les
changements de régime seraient alors sous la dépendance étroite di orifices (L. II, Ch. IV).
Dans tous les cas, la pression normale est celle que donne 1' gration des équations du mouvement interne.
31. Surface libre. — Lorsqu'il y a une surface libre, on adi d'ordinaire avec Stokes que le frotLemenl est nul à la surface (i négligeant l'entraînement du gaz par adhérence) et que tes équations de viscosité sont valables jusqu'à la surface. Toutefois on oublie généralement de les écrire et d'en discuter l'inQuence.
Si l'axe des a: est normal à la surface, ces équations sont
— D-)-ie-(-2fi— =— D„,,
/du àv\
3o. Viscosité superflcielle. — A la suite d'observations d'ailleui discutables, sur les bulles de savon, Plateau a élé conduit à suppoi l'existence possible d'une viscosité beaucoup plus grande de la coud superficielle que de l'intérieur du liquide. Cette propriété peut êl une conséquence naturelle de l'existence des coucbes de passage qi révèle la tension superticielle.
Traduisons-la en formules, en supposant que les actions sont des fonctions linéaires de la vitesse de déformation de l'élément de surface ; si l'élément de surface dy dz fait partie de la surface libre, le*forces qui s'exercent sur les éléments dx dr, dx ds contiennent de& termes proportionnels aux longueurs des côtés dy, dz, auxquels le^ conditions d'isotropie autour de la normale ox imposent la fc
dx dx :
\ày
'ày'
' ày}'
, dv dw \
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Les composantes normales à la surface sont nulles, car leur couple ■lutour de oy et autour de os doit être nul séparément.
A ces forces correspond une conversion de travail mécanique en ctaleur proportionnelle à l'aire, définie par la fonction de dissipation siiperlicielle
Comme il n'y a prati(|ucment pas de terme d'inertie proportionnel
I lu surface, la variation de densité étant au-dessous de tout ce qu'on
po mesurer, l'effet de ces forces superficielles doit équilibrer les
I actions qui proviennent de la profondeur sur l'élément de surface
pfe dy :
dar ày da /
la surface est courbe,
îjuuiera le terme du i
^\dy^ àx)'^^ ''^^'^^ ày\à^'^ àz ) "^ ^' ^ ày-^ '^ âz' ) — "' /du dw\ . à_ / àv^ dw\ / d'à- à^\ _
tablei
nt plus compliquées qui
i précé-
Ces équations s P'emes (n" 34).
S'il y a une couche de passage ayant sa viscosité propre à Is sur- *Ce libre, a fortiori doit-il j en avoir une au contact d'un solide; "nais elle ne peut entrer en jeu que s'il j a glissement relatif; les équations à la surface d'un solide isotrope seraient alors
t désignant par o, f , vu, la vitesse relative du liquide par rapport à ^ paroi et prenant l'axe Oy suivant la vitesse c, positive, au centre ' l'élément de surface dx, dy, où l'on suppose w nui. La condition d'absence de glissement serait alors
de ,,, ,, à làv d<.v\ ,/dU- d'^\^,
^T.^O.,^^^^d^(d^^d^)'^^'(djr>^^)'-f'-
36. Rigidité du liquide. — Quant au corps du lubréfiant, il semble
i^HMi
que cette propriété doit se rattacher à la rigidité étudiée par Schwedoff (*), et ne pas appartenir aux vrais liquides.
La pression limite qui chasse le lubréfiant ne s'exerce jamais sur une couche épaisse; mais, dans le cas où les parois ont acquis le poli spéculaire, et où les surfaces sont bien parallèles, la couche peut devenir très mince, et c'est alors la question de la stabilité des couches très minces, immobiles ou en mouvement, qu'on doit se poser.
Mettons hors de cause la capillarité qui ne peut jouer aucun rôle quand il s'agit de la grosse mécanique, et de tourillons qui portent des centaines de kilogrammes. Le lubréfiant est soumis à deux actions rectangulaires : la pression qui tend à le chasser parallèlement à Taxe de rotation, à travers l'espace annulaire, et le couple de rotation qui le fait circuler autour du tourillon. Dans ce dernier mouvement, la déformation considérable et constamment croissante ne met en jeu d'une manière appréciable que la viscosité; mais, si le lubréfiant est une de ces huiles analogues aux solutions de gélatine, telles que l'huile d'olive, l'huile de ricin, il est capable de supporter des efforts sans se rompre, pourvu que la déformation correspondante reste petite; c'est ce qui arrive dans la direction de l'axe. Le même lubréfiant peut se comporter au même moment comme fluide dans le sens des grandes déformations, et comme rigide dans un sens perpendiculaire, si l'on a soin de limiter les efforts et les déformations dans ce sens.
Je reviendrai sur ce point dans le dernier Chapitre de ce Volume*
(*) Congrès de Physique, t. I, 1900, p. 478.
I. — ENTRAINEBIENT DU LiaUIDE PAR LE GLISSEUENT D'UN PLAN
37. Mouvement rectiligne. — Le problème le plus simple est celui du mouvement rectiligne de vitesse U d'un plan indéfini en tous sens (^ = o) avec diverses conditions au loin, également uniformes dans un plan z = h^ parallèle au plan mobile. ^
La vitesse u ne dépend alors que de la coordonnée z normale au
plan et du temps; -r— est nul; v el w sont nulles. Les équations sont alors rigoureusement
^ ^ dp d^u .du dp dp
Pour les liquides, nous pouvons supposer la pression p constante ou linéaire en x\ mais, pour les gaz, notre hypothèse a pour conséquence l'uniformité de la densité, et, par conséquent, de la pression. Traitons donc d'abord ce premier cas.
dp _ Il d^u __ du
^■^ di^^' p dz^ ~~ Tt'
L'équation en u est identique à l'équation de diffusion de la chaleur; les solutions fournies par Fourier etses successeurs s'y adaptent immédiatement.
Mouvement permanent — = o. — Liquide adhérent
dz'^
Résistance par unité de surfuce T.2= — [xa. — La vitesse varie linéai- B. 4
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reinent avec la distance au plan mobile ; comme on ne peut admettre qu'elle devienne infinie au loin, le seul mouvement que puisse prendre le liquide indéfiniment étendu, sous un plan indéfini, est le mouvement de translation avec la même vitesse que le plan, comme s'il faisait corps avec lui, et sans résistance (a = o).
La condition à distance infinie n'est pas disponible; on ne peut pas, en particulier, supposer le liquide immobile à l'infini lorsque le mouvement est permanent.
C'est d'ailleurs une circonstance dont on ne peut s'étonner, vu l'extension infinie du plan mobile et le temps infini nécessaire à l'établissement de l'état permanent.
La substitution de la condition de glissement à l'adhérence ne changerait rien; il faut toujours que a soit nul, donc le frottement nul, et nulle aussi la différence entre la vitesse du liquide et celle du plan au contact.
Couche d^ épaisseur h] fond immobile, — Adhérence :
Glissements avec coefficients /"c/i sur les deux plans
u=v — » Tj = — {X .
39. Mouvement varié, exponentiel amorti U = Ae-^^ — Adhérence :
u= e-ôM A
COS
Le liquide se subdivise en couches périodiques stationnaires sans
amortissement en profondeur, d'épaisseur ^l/-^ alternativement
progressives et régressives, dont la position dépend de la constante arbitraire B.
Dans ce nouveau mouvement, la singularité relative au liquide indéfini est nouvelle : la constante B reste complètement indéterminée en grandeur et en signe.
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S'il y a un pian fixe à profondeur h avec adhérence, on a
A cos hi/^ — hBsin/il/^ =o, d'où _
B = — Acolai
B peut donc prendre toutes les valeurs comprises entre dz oo.
B est nul lorsque l'épaisseur h comprend un nombre impair de quarts de longueurs d'onde
Le frottement est alors nul sur le plan mobile; mais, sur le plan fixe, il est égal à
e -^' v/fJLpO A sin ( A: -h - 1 TU,
entraînant ce plan dans le sens du mouvement du plan mobile, ou en sens opposé, suivant que k est pair ou impair.
B est infini lorsque l'épaisseur h comprend un nombre entier de <lemi-longueurs d'onde
Le frottement est alors infini sur le plan mobile et sur le pian fixe, in^is son signe est indéterminé.
Pour les épaisseurs intermédiaires, B est fini différent de zéro.
Sur le pian mobile, le frottement Be"^^y^[jLp9 est accélérateur si B est positif, retardateur dans le cas contraire. Sur le pian fixe,
ie frottement -h Ae~^^y/[xp9 isinAi/^ n'est jamais nui; il a une
valeur absolue minimum Ae~^^v/[Jip9; mais il est accélérateur lorsque le sinus est positif,
OU retardateur dans le cas contraire,
Les frottements accélérateurs sur le plan mobile, retardateurs sur le plan fixe, pour des épaisseurs d'ailleurs différentes, mais en nombre infini, sont tout l'opposé de ce qu'on appelle d'ordinaire des frottements.
L'origine de ces résultats d'apparence paradoxale est facile à trouver, dans ce fait que le mouvement exponentiel a eu une amplitude infinie à une époque infiniment reculée dans le passé, et que le taux d'amortissement spontané du mouvement initial peut différer, en plus ou en moins, du taux d'amortissement imposé par le mouvement du plan mobile, et cela inégalement aux diverses profondeurs : d'où toutes sortes de variétés de cheminement de l'énergie et des échanges avec les parois.
Pour chaque épaisseur A, en modifiant le liquide de manière à changer [jl, on passera périodiquement par les mêmes alternatives,
puisque tout dépend de Ai / — ; en particulier, un accroissement de
la viscosité peut donner naissance à un frottement accélérateur croissant; ou, inversement, une diminution de la viscosité peut produire un accroissement considérable de la résistance.
Ces phénomènes, aussi singuliers que certains, n'ont fait l'objet d'aucune étude expérimentale; mais il me paraît possible que certaines instabilités observées, et peut-être aussi la production du régime hydraulique doivent y être rattachées ; il faut remarquer en particulier l'indétermination du signe du frottement (accélérateur ou résistant) quand il devient infini, tel que la variation de viscosité due à la chaleur même que produit le frottement suffise à provoquer le changement de signe.
40. Mouvement exponentiel croissant U = Ae^^ — La solution est d'un caractère tout différent
w = e^M A Ch z Ta = e^t /h^ ( a Sh 2 i/^ -H B Gh ^ i/?^ \ , en désignant par Ch, Sh les cosinus et sinus hyperboliques.
cBAPiTRB m.
- H0UV£1IK>*T RBCTILIGNB A ITKE
Il j a une solution déLerminée B =: — A pour le pas où le liquide I en repus à dislance infinie du plan mobile du côté positif; le frolbetiient sur le plan mobile est toujours retardateur — - Ae^' v'i^?^' S'il y a un plan fixe à distance h avec adhérence, on a
B=— A Cl
'ha-
J est toujours de signe contraire à A, et d'autant plus grand que jrépaisseur h pst plus petite; le frottement sur le pian mobile, toujours retardateur Be^'v/pipS, est d'autant plus grand que l'épaisseur Lest moindre. Le frottement sur le plan fise toujours accélérateur
*»''V^.:S„(,yÇ)
b vane dans li
II. Honvement varié, périodique simple : U^AstriBf
sin(t-olL " '
In _T a une solution déterminée <f ^= o pour le cas où le liquide est Bn repos à distance Infinie du côté positif du plan mobile; le frotte- Lent sur le plan mobile T:, = — A ^j-t y/â sin (^ ' + 7) n'a pas la même phase que la vitesse; il est retardateur pendant - de la demi-période (deoà yjr) ^' accélérateur pendant le dernier quait (de - ^ à s j- Son action moyenne par période est retardatrice.
S'il y a un plan fixe à distance h avec adhérence, on a
i|( décroil {Jlg. 4) depuis — ( - + -/* 1 pour les petites valeurs de A,
^^m ({' décroil (
jusqu'à — 2tA pour les grandes valeurs de A; car les zéros de tangA sont les mêmes que ceux de sin2TA, à l'exception du premier (A = o) qui est remplacé par un infini (^fig^ o); les zéros du dénominateur
Fig. 4.
2xh
correspondent tous à des valeurs positives de cos2tA, décroissantes depuis -|-i pour le premier, (A = 0) jusqu'à o pour les grandes valeurs
de h\ c'est l'asymptote 2tA = - qui est reportée à l'origine par la
présence de l'exponentielle.
Fig. 5.
2xh
cp varie en même temps de — ( tA ] à o.
Posant •
Ç= i];-htA = cp — t/i,
l'équation peut encore s'écrire
langÇ^ —
tangTA
TghxA'
ÎT varie de à — tA.
La vitesse u est distribuée à chaque instant en couches alternatives
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de sens opposé, dont l'épaisseur est à peu près la même
A /'i [sin-cjK Ch(T/)cos(6<-l-Ç)-HcosTx Sh(Ty) sin(Ô^H-0]
v/Ch('2T/i) — cos('i'zh)
en comptant les distances y à partir du plan fixe :
A chaque époque t^ les couches de vitesse nulle, autres que le fond, occupent une position différente ; résultat évident de ce que le plan mobile devient un plan de vitesse nulle à toutes les demi-périodes; il y a donc dans son voisinage un plan de vitesse nulle qui est situé au delà du plan mobile pendant une demi-période, et qui rentre dans le liquide pendant la demi-période suivante.
Les autres plans de vitesse nulle éprouvent un balancement analogue, dont l'amplitude est d'autant moindre qu'ils sont plus près du fond.
Le frottement sur le plan fixe est
\/Ch{-2'zh)— cos(9.tA) et sur le plan mobile
T; = fi At v/ïsinÇ I sin /^e^ -^ !: -f- ^ WTgh(T/i) cos /^6^ H- ^ H- y^l
Ces frottements n'ont ni même amplitude, ni même phase, en général.
Sur le plan mobile, cette amplitude
. . , ^ / Gh jtzh
— 2uAt sinT/i 4 / -p^z ; -
y Lh{'izn) — cos'izn
€st toujours finie, mais elle change de signe périodiquement avec t/i,
^t la présence du facteur sin'zh suffit pour montrer qu'il peut arriver
flu Une augmentation de l'épaisseur h ou une diminution de la visco-
^'^^ [JL (dans t) augmente l'amplitude du frottement pour une période
Mise en train du mouvement
w = o dans le liquide indéfini {i = o),
M = A à la surface z = o (^<o).
La solution connue de Fourier est
La discontinuité à Torigine disparaît instantanément; le mouvement se fait sentir à toute profondeur mais très peu d'abord au loin ; toute la courbe de distribution de u est définie en fonction de la seule
variable — ~ > ce qui montre que la profondeur à laquelle on trouve
une vitesse déterminée croît comme la racine carrée du temps; la propagation se ralentit constamment à mesure que l'état devient plus uniforme.
Les phénomènes qui accompagnent cette mise en train, avec une profondeur illimitée ou limitée, ont fait l'objet d'études approfondies de Lord Kelvin et des télégraphistes en général, à propos de la propagation de l'électricité dans les câbles (*).
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débit total par unité de largeur y est
- C^ j \ dp ih^ I := / u dz = -=- :
ce débit est proportionnel à la chute de pression par unité de longueur, au cube de l'épaisseur 2 A, et en raison inverse delà viscosité. Avec glissements égaux aux deux parois
j, du
- du
h\àp^
i\i. fjàx
dp f'ih^ ih^
da: \ 3 [x /
le glissement se traduit par la présence d'un terme en A^, inversement proportionnel au coefficient de frottement à la paroi.
44. États lentement Tariables. — -~ peut être une fonction quel-
conque de t. Lorsque la variation de -p est lente en fonction du temps, on peut adopter approximativement la même solution
du
pourvu que le terme p-rr» tiré de là, soit négligeable par rapport
^ d£ • ^^^^ P \T^ ~"f)liî ïi^gligeable devant J ou, en prenant la plus grande valeur du premier terme (2 = 0), et adoptant une approximation du millième :
dt \dx)
dp dx
<io
pifh^-^'ili-h)
Cela donne une marge d'autant plus grande que la densité du "quide est moindre, que la viscosité est plus grande et que l'épaisseur z^ii est plus petite.
45. Variation exponentielle -^ =T3e-^^ sans glissement. — L'intégrale est
avec les conditions d'adhérence
u = e-^' ( -^ H- A C0S2I /£ — h B sin-si/^
pe
qui donnent, en général,
^ -Xcoshi/^ =t Bsin/tl/^ = o,
cos
et exceptionnellement B arbitraire lorsque
avec A = ih — ;-
pe
suivant la parité de A*. Ainsi il j a des valeurs de 0, en nombre infini pour chaque épaisseur ?. A, données par
qui laissent indéterminée Tamplitude B du terme impair en 5; en d'autres termes, l'état initial, uniforme en x, impair en :?, se résout en une infinité de mouvements simples, amortis, dont les taux d'amortissement 9| sont donnés par l'équation ci-dessus. Une circulation de ce genre se produit dans le niveau à bulle d'air.
En outre, il y a une infinité de valeurs de 6, données par
TZt(k-^-Y
fi — f^
qui annulent les cosinus, et rendent A infini (signe indéterminé), lorsque rs est fini. Il j a donc une infinité de valeurs de l'amortissement qui ne sont compatibles qu'avec une circulation très intense par couches alternatives inverses superposées.
Ici, comme dans certains exemples précédents, l'existence de [x sous un cosinus peut faire croître l'amplitude des mouvements, en même temps que la viscosité. Ces phénomènes peuvent se produire
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pendant l'établissement exponentiel de l'écoulement permanent lorsque le tube n'est pas très étroit.
16. Variation exponentielle croissante^ =me^^ sans glissement. — L'intégrale est
Gh U
sans aucune ambiguïté.
47. Variation périodique -p =TiTsinô^ sans glissement. — L'intégrale est
cos8# — -h A Ch(zz) cosx>5 -i-A'Sh(TÂ;)sinxz -+- B Sh(T.3) coszz -f- B' Ch(zz)s\niz
— A Sh(zz)sïn{zz) -^ X' Ch(xz) cosxz
— B Gh(T<3) sin(T^) -h- B' Sh(T:^) coszz 1
sine^
avec
^ -i-XCh(zh)cos(zh)-i- A'Sh(zh) sin{zh) = o,
pe
et
— A Sh(zh) sm{xh) -h A'Ch{zh) cos(tA) = o,
BSh(zh)cos{xh)-^-B'Ch(zh) s\n(zh) = o, — BChizh) sin(T/i)-hB'Sh(x/i)cos(TA) = o,
B et B' sont toujours nuls ; et Fon a
TÏI
A A' pO
Ch{zh)coszh Sh{zh)s'inzh cos^zh -h Sh'^(zh)
Si tA est grand, A et \! sont beaucoup plus petits que -r; mais les produits ACh(T5), A'Sh(T5) prennent auprès des plans fixes une valeur de même ordre que -^ • Les valeurs de A et A' sont alternativement positives et négatives, suivant les valeurs croissantes de tA.
11 n'y a pas d'indéterminations ni de valeurs infinies dans ce cas.
Les exemples qui précèdent suffisent à nous donner une idée de la
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variété des phénomènes possibles. Qualitativement, les résultats peuvent évidemment être appliqués à des mouvement réalisables, comme celui du liquide compris entre deux cylindres concentriques, ou même do Técoulement à travers un tube capillaire. L'influence de la loi de variation exponentielle ou périodique en fonction du temps est évidemment de même ordre, bien que la discussion complète se présente comme plus compliquée.
I. - PLANS ET CTUNDRES MOBILES
48. Problèmes étudiés. — C'est au même point de vue des applications qualitatives, et même quantitatives, comme corrections, que flous allons traiter quelques autres problèmes, où interviennent les l>orcis des plans mobiles.
Supposons encore la vitesse u indépendante de x^ mais fonction de j^ et ^, et les vitesses (^ et «^ nulles, p est alors indépendant de y et de z et linéaire en x] nous nous occuperons seulement des pro-
Wèrmes où -^ est nul. On a alors
ày
d^u\ du di
^^^s conditions sont applicables aux mouvements de cylindres quel- ^^iXques suivant leurs génératrices, parallèles à Oa?.
-^%^ouvemenls permanents, — La vitesse u satisfait à l'équation du P^t.^ntiel cylindrique
^"^^c la condition m = U, constante, sur tout le contour de la section ^^oiie de chaque cylindre; ce sont les conditions auxquelles est sou- '^^is le potentiel électrique autour de cylindres conducteurs quelconques; toutes les solutions de ce genre obtenues en électricité sont
applicables ici. La densité électrique -r— t-- a pour correspondante
^^1 la force tangentielle \i---f En sorte que la résistance tangentielle totale par unité de longueur est égale à — 4^1^M, en appelant M la
charge totale du cylindre; elle est reliée à toutes les vitesses de tous les cylindres, comme M aux potentiels, par une relation linéaire dont les coefficients sont égaux aux capacités C multipliées par — 4'^^^*- Quelques exemples utiles pour la suite seront seuls traités ici.
49. Méthode analytique. — On sait que l'intégrale générale de
cette équation est
u = partie réelle àe f{y -\- zi)j
f étant une fonction entièrement arbitraire qui peut contenir des constantes complexes a -h hi en nombre quelconque. Les courbes définies par
p = coeff. de i dans f{y-\- zi)
sont orthogonales aux courbes a, et l'on établit facilement que le long d'un élément d'arc s^ s -\- ds d'une courbe u = const., on a
--- ds = dv,
n étant la normale du côté des u croissants, et s l'arc croissant avec i^. Il arrive quelquefois que l'on ait intérêt, pour la simplicité des formules, à conserver une variable auxiliaire en évidence
M -h Pt = cp(a -h ^t), y -h zi = ^(oL-h ^i)^
et l'on a toujours
—' ds = dv, on
Le frottement dF par unité de longueur de la bande dont la largeur est ds est donc exprimé très simplement par
dF = ij.dv et, le long de la bande comprise entre Si et .v2î par
50. Cylindre circulaire de rayon a se mouvant suivant sa long^ueur
M = U -h A loff -•
— Même difficulté que pour le plan indéfini lorsque le liquide s'étend indéfiniment; le seul mouvement permanent qui laisse la vitesse finie
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au loin est T entraînement de tout le liquide avec la même vitesse U. Inutile de revenir sur ce sujet. La difficulté subsiste quelle que soit la forme du cylindre, même quand sa section est limitée, en particulier pour une lame plane de largeur finie. Elle disparaît dès qu'on précise la position des parois fixes; avec un cylindre immobile de rayon R, concentrique au cylindre a, on trouve ainsi
iQar —
1 «fil ilTLlU
avec une résistance totale par unité de longueur Ç — r- •
'«Kl)
51 . Cylindre dans le voisinage d un plan fixe indéfini, 3 = 0. — Soit Ri le rayon du cylindre, et s = =b D, y = o, deux points Oi , O2 symétriques par rapport au plan, que nous prenons pour origines de
Fig. 6.
coordonnées bipolaires r«, r-j. La distance A.G de Taxe du cylindre au plan est y/D^-j- Rf . L'intégrale est
^t le frottement total est par unité de longueur
52. Cylindre mobile et plan diamétral extérieur fixe. — Prenons pour origines 0< O2 de coordonnées bipolaires les arêtes de contact du cylindre et du plan, et appelons co^, cog les angles de M0<, MO2 avec un des plans, pris comme origine. La solution est
Elle donne en effet w = U sur 4a circonférence qui a O, O2 comme
diamètre, et w = o sur les deux demi-plans extérieurs et partout à l'infini. Le frottement par unité de longueur axiale sur l'élément de contour CO2, CO2 -f- diù2 est
dY = — ^ <af[log(tanga>2)].
Entre deux génératrices définies par les angles co^, o)!», qu'on peut prendre l'un très petit, l'autre très voisin de 90 ', le frottement total est
Mais on ne peut ni partir de o, ni aller jusqu'à -; l'intégrale devient
infinie.
Le frottement devient infini dans les angles, à cause de l'extrême proximité de la partie fixe et de la partie mobile ; on voit qu'il n'est * pas nécessaire pour cela que les parties fixe et mobile soient tangentes ; il suffit qu'elles aient une arête commune.
Dans une expérience, le jeu nécessaire à la liberté du mouvement supprimerait cette difficulté.
L'influence de ce jeu très petit pourrait être calculée au moyen de l'exemple suivant.
53. Plan mobile infini normal à un plan fixe limité {Jig. 8). — La solution est fournie par les coordonnées hyperboliques homofocales, de foyers^ = ±:/, z = o. Les lignes d'égale vitesse sont des.
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hyperboles de foyers F', F"; soit'/i l'angle de l'asymptote avec la ligne des foyers, la solution est
Fig. 8.
qui donne u = o dans le plan :; = o au delà du foyer (tj = o), et u = \J dans tout le plan y = o.
L'autre coordonnée d'un point quelconque du plan est l'angle a, tel que Th(a) soit égal au rapport du petit au grand axe de l'ellipse qui passe par ce point. En particulier, en un point M du plan mobile, d'ordonnée z (petit axe de l'ellipse), on a
a = - log "^ ■ ,
on tire facilement de là que, sur la bande comprise entre :; et ;; 4- dz^ le frottement est
dV = [X — doL^
ce qui fait, pour toute l'étendue comprise entre o et -f- //,
\'X — \k lo" -• —
rour de grandes valeurs de A, ceci se réduit à
^ log_
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54. Cylindre de rayon R, entre demi-plans diamétraux, avec un très petit jeu /. — Effectuons maintenant le raccord avec l'exemple 52, en prenant comme point de jonction celui où Tangle a la valeur très petite (Oj : on a exactement
tango.', = A, h étant compté sur le plan tangent.
TT
La portion du frottement provenant du quart de cylindre, de co^ à ->
est
r , = — ■ — lo"' — - •
le frottement qui provient de la partie voisine du plan diamétral, entre o et w^ ou o et A, est
Fo^- TT V^y^gTË^^-'-j-
Au total le quart de cylindre avec le léger jeu /donne, en négligéant ^T^> une résistance
et le cylindre tout entier par unité de longueur, quatre fois plus, soit
fi
Pour effectuer la jonction, on a supposé à la fois yj-^ négligeable
et -5- petit; mais il est difficile de préciser la limite de petitesse de —p-*
qui n'est définie que par la condition de coïncidence suffisante du cylindre et de son plan tangent.
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Admettant par exemple qu'on puisse pr.endre — ^ égala o,o33 sans
erreur du millième, ce qui paraît bien probable, la condition de con-
tact étant du deuxième ordre, il reste que ^^> ou -^r- -—-r sôit neerli-
geable devant log(^^-~); c'est ce qui arrive déjà pour y = o,osiR, qui donne
-F4RÎ = H^ '"'' log-^=5,3; l'approximation est de j^,
55. Deux plaques l'une fixe l'autre mobile dans le prolongement l'une de l'autre, avec un jeu 2/. — Les mêmes coordonnées hyperboliques que dans l'exemple 53 donnent
u = - — Fig. 10.
La coordonnée elliptique d'un point du plan mobile d'abscisse j^ {grand axe de Tellipse) est
a = - log ^ ^- f '^ .
€t le frottement sur une largeur j^j y -h dy du plan mobile, d'un seul côté 3 >• o, est
dY = ii — doL; -depuis le bord y =f^ a = o, jusqu'à une distance ^^, cela fait
'ITZ
Pour une valeur de y grande par rapport à /, cela devient sur les
deux faces
el peut aussi servir comme terme de correction pour l'influence d'un bord, avec un léger jeu, sans lequel le frottement du bord serait infini.
On ne peut d'ailleurs l'appliquer à une lame infiniment large; le logarithme rend encore le frottement infini.
56. Lame mobile prolongée par deux lames fixes. — De l'exemple précédent on peut tirer, pour une lame mobile de largeur 26, com-
Fig. II.
prise entre deux lames fixes indéfinies situées dans son prolongement, avec un faible jeu 2/, que le frottement sur les deux faces diflere certainement peu de la valeur
'^bH
obtenue en superposant les efl'ets des deux bords, sur toute la largeur de la plaque (j^ = 26 -+-/), ce qu'autorise le caractère linéaire des équations.
57. Plan mobile à bord libre, y^o^ à, une hauteur z = h, au-dessus d'un plan fixe indéfini, z = o. — L'intégrale est fournie par
hu
"ÏÏ"
TZv
— e ^ cos —
TZU
TT i*
h 1^- . TZU
- e ^ sin -f T- •
Sur une largeur dy de la lame mobile (u = U) le frottement est
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[JL dv^ avec
Tfci'
h hv h -..
La connaissance du frottement total [Jir depuis le bord r = o.
Fig. 12.
i? = o, jusqu'à une certaine distance, exige la résolution par rapport à t^ de l'équation transcendante qui donne (^ enj>^; on fait plus facilement le calcul en dressant une Table de valeurs correspondantes
négatives de -~ et de -jt , ou en traçant le graphique correspondant.
Tout près du bord, la relation est sensiblement parabolique
face externe
hiz
•^^-njï"'
= ±ui/:^
face interne
le frottement tout au bord, jusqu'à la petite distance — y^' est sur chaque face
Lorsque la lame mobile est très large, l'évaluation du frottement total se fait sans difficulté. Loin du bord en eflet (y <i o, r < o très grands), on a sur la face interne en première approximation
et dès que — y est un peu grand, le dernier terme devient négli-
£;eable (inférieur à 0,01 -> si — r>-3,6- ou sensiblement 1,2 A), et le frottement
est proportionnel à la largeur ( — y) augmentée de L = -
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Loin du bord, sur la face externe (v'^o très grand), on a sensiblement
U /h —T.y\ , _/ TT^^N
le logarithme devient infini mais croit néanmoins beaucoup moins vite que -^» qui intervient sur l'autre face. Très loin, lorsque le facteur — peut être remplacé par l'unité, l'effet du bord correspond
Tzy
encore à sa largeur ( — y) augmentée de L = -• Le frottement est
Le frottement total jusqu'à une distance y^ grande par rapport à A, est égal à F^ -+- F^.
58. Deux plans parallèles limités au môme niveau, ^ = o, l'un flxe^ l'autre mobile avec la vitesse U à la distance h. — T^a même solu—
tion convient, mais en écrivant maintenant - et - à la place de U etde h.
Fig. i3.
Frottement dû au bord, jusqu'à la distance — y, sur l'ensemble des deux faces du plan mobile
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lemenl à Faide d'une variable auxiliaire
y -+-'iz = - [tir — log[( a -H
lu = ^ log —
Kig
On a. en effet,
Lame mobile : ^^ = o,
«2 — 1 < o, j' -H j 3 = log ( I — a*) ( bord a = o ),
ITZ
Lames fixes :
y -h iz = - [ tTT — log (a* — I )],
y -\- iz= — [ilZ — lÎTZ — l<)g( «2 l)|,
u , a — I V -\- lu ^= — ioe
Sur la face supérieure de la lame mobile, le froltemeiil, depuis le '"^^ (jK=:o, a = o, r = o) jusqu'à une dislance y, esl
Lt P = LU — log
aveo
ou
a=Vi-e *
■-Orsque y est un [)eu g;rand, on a toute l'inllucnre du bord en pr^'n^m pour le frottement
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[^e frolternenl total est le même que si la (listrihution était uniforme jusqu'au bord, et si la lame a\ait une hande supplémentaire
L = i loi' 2 X - au delà du bord.
Ce problème a été traité par Maxwell, en i8()5, avec des indications de lord Kelvin, pour la correction de Tinlluence des bords des disques dans ses expériences sur la viscosité des gaz.
60." Autres exemples. — On lrou\era des détails bibliographiques a\ec un assez grand nombre d'autres applications dans le livre de J.-J. Thomson : Récent reseaiches in Electricity and Magnetisni, 1893, au Chapitre III, Conjugale functions.
On trouve ainsi que, lorsque la plaque mobile a une épaisseur 'le^ la distance des plaques fixes indéfinies étant toujours 2 A, la largeur de la bande supplémentaire qui équivaut à toute l'action du bord est (J.-J. Th., n"237, p. 218.. .)
/i , •>. // — e h — e , ei'ih — e)
L = — lo»; 1 loor — -1 .
Cette correclion complète est utile lors(|ue les deux lames fixes sont très rapprochées du disque mobile, comme dans les expériences de Kundt et W arburg.
61. Plateau de garde. — Deux demi-plateaux fixes, infiniment, minces, dans le prolongement l'un de l'autre {y <^ — J gV y^f-,
Fig. 1').
z •= A), avec une fente de largeur 2 /', au-dessus d'un plateau in( fini mobile (z =z 6).
La solution assez compliquée est donnée par
h r Jta ^ ,^ . . , a -h â t — a 1 y-t- f-3 = - X ;{a-f- 3o H- «TT— lojj; ^-r h
._- U , a H- âf -+- a
Ç -\- Ul = l\j -\ lOS ~ y
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OÙ a est une quantité auxiliaire déterminée par Féquation
ia . i -h a Tzf
lop^
Plan mobile, p = o, — a <C ol <^ a;
Bords des plans fixes, [3 = o, a = itz i ;
Plan fixe de gauche, ^ = o, — ce <ioL<i — i.
Plan fixe de droite, ^ = o, i << a << oc.
Le frottement sur l'un des plateaux fixes est le même que si la distrihution était uniforme, et si le plateau avait une bande supplémentaire de largeur
Pour une fente très étroite, cette expression devient
pour une fente très large par rapport à la distance A, l'expression de la largeur additionnelle devient
SA \ Ir-
Telle est la correction que nécessite la fente entre le plateau de mesure et le plateau de garde.
II. — L'EGOULEKENT DANS DES TUBES IMMOBILES
&i. Tube rectiligne de section uniforme. Distribution des pressions. — Nous supposons que la vitesse est partout parallèle à l'axe du tube et que le régime permanent est établi.
Prenons l'axe du tube comme axe des Xj l'axe Oy horizontal et l'axe Oz perpendiculaire à Oxy vers le haut.
Soit Y l'angle de l'axe Oa: au-dessous du plan horizontal.
Les équations de l'équilibre
— KxH-p/irsinY = o, définissent la pression hydrostatique />o.
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La vitesse en chaque point se réduit à la composante u puisqu'on la suppose parallèle à l'axe du tube.
Soit ;d +;Do la pression pendant le mouvement. En tenant compte des équations de l'équilibre, les équations générales du mouvement deviennent
Les deux dernières équations nous montrent que p est fonction de X seulement : la pression est uniforme dans toute section du tube.
L'équation de continuité
du àv dw
ôx Oy dz ~~
se réduit d'ailleurs, puisque v et (v sont nuls, à ^
du
Ox
La vitesse du fluide est constante en tous les points d'une m^me parallèle à l'axe.
La première équation du mouvement, la seule qui subsiste, devient d'après cela
(l) /?i=|lAM.
Or Am ne dépend pas de jf,et/? ne dépend que de x. On doit donc avoir
p'j. := const.,
ce qui signifie que la pression varie uniformément d'un bout à l'autre du tube.
Appelons / la longueur du tube et P la différence des pressions aux deux bouts ; on a
-P' =«• et l'équation (i) donne
Telle est l'équation qui détermine la distribution de vitesse dans la section droite du tube.
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63. Section circulaire. — \u est alors fonction de la seule distance à Taxe, /•. Transformons en coordonnées polaires dans le plan de la section droite; il vient
du _ \ r d dul dr ~ rydr drj
et, par suite,
l\ d / duX'] P
rldrY dr)\ ~ yil
d'où, successivement
d^u 1 du Aw = -r- -f- dr^ r
— ( A^\ ^ Pr dr\ dr ) ~ \i.l
du P o 4
dr -2 [il
du P A
dr i^il
u = — - — r^ -h A lofi r -h B.
Dans un tube circulaire plein de liquide, la vitesse est finie même joour r =t o ; A est donc nul ; d'où
Soit maintenant /< le rayon du tube s'il y a adhérence, ou, dans le cas contraire, le rayon du tube idéal plus grand sur lequel l'adhérence siurait lieu (w = o) ; on aura
Dans un tube annulaire, compris entre deux cylindres concentriques de rayons /(, et /i >> Tq, le long desquels il y a adhérence, A n'est pas nul, et l'on a
u=- — -,\—r^-\ ■ ^logr— ^ ^ ^ » 1
64. Tube circulaire. Calcul du débit. — Ce qu'on mesure faci- ^eiïient, ce n'est pas la distribution des valeurs de u dans une section "t* tube, c'est le débit total 1 correspondant à toute la section.
i-e débit à travers une couronne comprise entre deux cercles de ^^yoMxs /• et r H- dr est u . '2Tzr dr.
Le débit total I est donc
1=1 u.7.T:r.ar=— — j 1 (r\ — r^jrcir^
r-i étant le rayon véritable du tube^ dififérenl de l's s'il y a glissement à la paroi.
L'intégration donne
S'il n'y a pas de glissement à la paroi, on a
et alors I devient
d'où, les lois suivantes :
Le débit est proportionnel :
\'^ A la dijfférence des pressions aux deux bouts du tube. (Loi des pressions.)
2" A la quatrième puissance du diamètre. (Loi des diamètres.) 3° A r inverse de la longueur, (Loi des longueurs.)
Ces lois, découvertes ex[)érimentalement par Poiseuille (Livre 11^ Chap. I), portent son nom.
6e^. Cas où il y a glissement à la paroi. — Dans ce cas, posons To = Ti — £ et négligeons ( 7- ) " * * '
La loi des pressions et celle des longueurs sont conservées, mais la loi des diamètres se modifie. Un terme proportionnel au cube du diamètre apparaît.
Si même l'épaisseur e est comparable an diamètre, il faut déterminer le rayon auxiliaire r< en tenant compte de la courbure, ou
mieux déterminer la constante d'intégration B = - — y- r\ directement:
du , du
— JJL-— — -A:a ou e-T-=a (r = r%) or or
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donne
Ps P
rf = ri -^ iir^.
L'A formule, qu'on pouvait croire approchée, est donc rigoureuse.
Résistance du tube, — On peut écrire la formule du débit sous la forme
P- ^f^^ r _ fl>i
en représentant par A la quantité _ ^ ^^ — - — ^ qu'on appellera la résistance du tube.
66. Tube annulaire centré sans glissement. — La formule générale du débit donne
2[a/V 4 log/'i— logro 2
_^ /•? — /-g p-flogri— rglog/-o _ /j — rg 1 \ logr, — log/'o L -i 4 J/
^ît en simplifiant
Dans le cas limite où /i diffère très peu de ro? on peut simplifier la iormule, et la réduire à
8|Ji
, = ^(.j_,.)ii^_ii^^
La résistance du tube annulaire étroit est
-^(ri-rl) (/-i-z-o)^
Application. — L'introduction progressive d'une tige dans un tttbe, à mesure qu'un ressort se tend, est utilisée dans les lampes modérateurs pour régulariser le débit.
On peut obtenir une régularité parfaite par une proportion convenable. La tension du ressort donne une pression Pq -H P| ^ lorsque le ressort a subi une déformation x. La résistance du tube dont une
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partie de longueur reste libre, tandis qu'une autre de longueur x est modifiée, est
et le débit 1, défini par est constant si l'on a
c-Ro _ ^^1 Po"Pi/*
67. Section elliptique (*) (Mathieu, i863: Boussinesq, 1868). — Lorsque la section elliptique a pour demi-axes a, 6, l'intégrale de l'équation en £/, qui s'annule sur le contour, est
qui donne un débit
1=1 l u dx dy ■= - — ■ — —
d'où
T.ab\a^ b^
A égalité de section (izab = Tcrf), la résistance dépend très peu de l'inégalité des axes; posons, en effet,
ab = r\, - = i-f- a,
il vient
La résistance ne dépasse celle du tube circulaire que de 0,001 pour a = o,o5 et de 0,01 pour a = o,i4. On peut donc négliger l'influence de l'ellipticité tant qu'elle n'est pas très accentuée.
Dans ce même iMémoire, M. Boussinesq a donné la solution pour plusieurs autres formes de sections. Le problème mathématique est le même que celui de la rotation d'un liquide parfait dans un vase
(') Mathieu, Comptes rendus, t. LVII, i863, p. 32o. — Boussinesq, Journal de Liouville, t. XIII, 1868, p. 877.
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prismatique de même section, en remplaçant la vitesse longfitudinale u par le flux plan dans la section droite
t^(-p=f, -7-^= — (V, — =0)^ vitesse angulaire ] .
Il a aussi son analogue en électromagnétisme.
68. Applications. Rapidité d'emploi du niveau d'arpenteur. — 1. Deux flacons cylindriques sont réunis par un tube assez long et assez étroit pour que les lois de Poiseuille soient applicables à chaque instant. Etudier le mode d'établissement de l'équilibre hydrostatique : oscillations amorties, ou onde amortie sans oscillations.
II. Les deux flacons soni placés sur les deux plateaux d'une balance; ils communiquent par un siphon fixe long et étroit. Extinction des oscillations de la balance.
III. Les deux flacons sont fixes; le siphon qui les réunit est fixé au fl^au d'une balance. Comment les dénivellations dans les deux flacons ag'issent-elles sur la balance, suivant la position du siphon et des niveaux de l'eau par rapport à l'axe de suspension du fléau.
m. — TEAirSLATION DE LA SPHÈRE.
69. Translation rectiligne de la sphère ( ' ) . — Le mouvement dans tous les plans méridiens étant le même, posons
a=-r~, 1»=-—, ««'=1 — ^-W; dx oy ôz
les équations du mouvement lent deviennent
-ôï =''^
ôz
^ ) ^Toiles, Maiheni. Pkys. Papers, l. II, p. 10; t. III. p. b^.
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La dernière équation conduit à poser :
*= -— et W^—IW,
ôz
ce qui, porté dans les trois premières, donne
à âf
^ ^ dt dz
en désignant par /une fonction arbitraire de 5 et ^ seuls.
I^a dernière équation déterminera W et la précédente y>, en tenant compte des conditions aux limites.
En particulier, à très grande distance du corps mobile, la pression est indépendante du temps et uniforme, ainsi que la vitesse iv; les vitesses u^ v sont nulles.
(>2W d^W â^^^ ,„, „, - — — = o, ^; — — = «), — AW = w ; p = o.
dxdz ' dyàz ' Oz^ ' ^
Ces conditions sont satisfaites en prenant /"(z, ^) = o, ce que nous admettrons dans la suite.
La réaction éprouvée par la sphère est évidemment dirigée suivant O5; sur un élément de surface de la sphère dont la normale fait avec Os l'angle !^, la composante parallèle à O:; est
Z = — p cosÇ -h [1
en posant
et la réaction totale est
•^ — »/'y2_i_ -iTâ
A = .171 R2 f ZsiiiÇt/Ç.
70. Mouvement uniforme. — Donnons aux axes un mouvement de translation uniforme, ce qui ne change pas les équations du mouvement, et mettons l'origine des coordonnées au centre de la sphère. On satisfait à l'équation
A 1^' = o, en posant
CHAPITRE IV. — MOUVEMKNT RECTILIGNE A DKUX DIMENSIONS. 8l
et appelant r la distance au centre de la sphère. D'où
xz I ia b\ yz / ^a b'
hz
La vitesse uniforme au loin est égale à — W. Le long de la sphère, l'adhérence est complète; posons donc, pour r = R,
ou
La solution étant ainsi entièrement déterminée, cherchons la réaction éprouvée par la sphère. L'expression générale donne ici
ou
M =6irjJLRW.
Telle est l'expression de la réaction que le courant d'eau uniforme et constant, de vitesse W au loin, exerce sur la sphère de rajon R; c'est aussi la résistance que la sphère de rajon R éprouve à se mouvoir avec la vitesse constante W au sein du liquide immobile.
71. Applications. — i" Chute d'une goutte d'eau dans Vair sous son propre poids, — La vitesse limite qu'acquiert la goutte sphérique de densité 5 est
La goutte peut se déformer un peu, si elle est grosse. La composante normale de la force est en un point
AI 3 fxW et la composante tangentielle
rj, 3fxW .
celte dernière tire le liquide du pôle avant vers le pôle arrière, le long d'un méridien, et tend à produire dans la goutte une circulation avec retour au voisinage de Taxe, analogue à celle des vortex sphériques de Hill (M. Comme la viscosité de l'eau est grande, ce mouvement reste très lent dans la goutte.
La composante normale entre dans l'équation de la surface capillaire ; négligeons les mouvements internes de la goutte', sensiblement sphérique, l'équation capillaire est sensiblement
rj 3 |lW / I 1 \
en appelant 8 la densité et ^ la tension superficielle du liquide; G est l'angle de la normale avec la direction du mouvement; z la hauteur sous le centre, peu différente de RcosG; R le rayon moyen; R' et R" les deux rayons de courbure vrais, peu différents de R. La goutte s'allonge en poire, aplatie à l'avant, allongée à l'arrière.
2" Ascension d^une bulle gazeuse au sein (T un liquide. — Mêmes remarques. La circulation est beaucoup plus visible, à cause de la faible viscosité du gaz; la déformation est en poire, aplatie à l'arrière (en bas) et allongée à l'avant (en haut), parce qu'il faut changer le signe de la pression due à la tension superficielle.
La condition d'adhérence ne traduit ici que très imparfaitement la réalité, et le mouvement réel est beaucoup plus compliqué.
72. Sphère. Translation alternative. — Nous supposerons l'amplitude du mouvement de la sphère, très petite par rapport à son diamètre. Prenant toujours le centre de la sphère pour origine des coordonnées, on peut prendre
avec
d'où
(zp2 _ pe = o,
■.-"*[îrNB.»'(è-i?*P-)],
(*) Phil. Trans., 1894. — Lamb, Hydrody nanties, p. 264.
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et
-î:.-[î^-B*(»-U.,.)]_^,rA^B.„(Ç-i.i)]
dont on ne doit prendre que les parties réelles.
La vitesse à l'infini est nulle lorsqu'on choisit la racine ^, dont la partie réelle est négative.
A la surface de la sphère, r = R, la vitesse est
0, o, We^^
si A et B sont déterminés par
3 A 4- BePR(3 - 3pR-h ^îR*) = o, A H- BeP«(i — fjR -4- p2 Rî) _|.WR3 = o,
d'où l'on tire
^ = ? ^(3-3pR + p2Rt;,
^ 3W Re-PR
La formule générale fournit facilement l'expression de la résistance du fluide. La composante suivant l'axe des 5, le long du parallèle dont la dislance polaire est s, est
^ ^^ (3 — 3pR-+-p2R2)cos2ç]
d'où
dont il faut prendre seulement la partie réelle.
73. Discussion. — i" Mouvement amorti sans oscillation, 6 est réel et négatif,
... f,, *2irR/ pe,R2
A= — We-Ot' a — — - 4 — î— i
La résistance est proportionnelle à la vitesse actuelle.
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2® Mouvement périodique entretenu :
ft~ 400562^ i-f- '^^ ^ ^ ^
correspondant à la vitesse WcosÔa^*
La résistance n'a pas même phase que la vitesse. On peut dire qu'elle se compose d'une partie proportionnelle à la vitesse et d'une autre proportionnelle à l'accélération.
3" Mou{>ement périodique amorti :
l cosi^^Ôosin a) ( 4 -i- 4 M/ — cos - H- R2 ^^ cosa
-sin(^6osina)(4Rl/^sinJ-hR2P^sina
avec une vitesse We'^"*^****cos(^8o sina).
Mêmes remarques que ci-dessus.
Si l'amortissement est faible, a diffère peu de -? et l'on peut poser
sina = ï «» cosa= — s,
.a i / e £2\ a i / e e^X sin - = -— ( iH , cos - = - 1 -,
d'où, en première approximation.
Uos
,«,,[4.,Rl/|-.(,Rj/5.„.|.)]
avec une vitesse We~^^u^ cos (^80) •
Pendule. — Ces formules permettent d'écrire l'équation du mouvement d'un pendule pesant à boule sphérique oscillant à faible amplitude dans un liquide. Le déplacement z qui correspond à cetu
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vitesse est
z = -7— e^^ocosa cos(^6n sina — a).
Soient :
T la période d'oscillation libre dans le vide ;
M la masse de la sphère ;
m la masse du fluide déplacé;
l'équation du mouvement est
M —^Si-h±^{M-^m)z = o,
et, si l'on écrit la résistance sous la forme Si = — W(A, -\- 1^2)6^^, 9 est déterminé par
(I) M62-+-(Ai-+-iA2)6-^-^(M- m) = o,
et réciproquement, de l'observation de 9 cette équation permet de tirer Ai -+• /Ag :
A li/rû 4^-/ii/r .ces a
, A,=- Meocosa — ^(M — m)-^,
A »*û • 4'^^/mir ,sina
A2 = --MeoSina-h ^(M— m)-^ —
Des expressions développées de A^ et de A2, on déduit deux équations indépendantes du second degré en y/jji, faciles à résoudre, et qui fournissent un contrôle. Mais si l'on n'a déterminé que la période et non l'amortissement, bien que cela suffise à la rigueur, la résolution est pénible et sans précision.
Pour calculer 9 à l'avance, remplaçons-le par sa valeur ^-^> et Si par sa valeur développée, l'équation (i) devient
^' P . + 3^ R li' P2 ( 4 _ 4 p R + p 2 R 2 ) _^ 4i^ (M _ m ) = 0.
pop L
L'équation, étant du quatrième degré en |3, a quatre racines imaginaires conjuguées deux à deux; il y a donc deux périodes propres distinctes, douées chacune d'un amortissement particulier. On remarquera l'augmentation d'inertie — r— ^ ou — dans le coefficient de P'*, sigrnalée pour la première fois par Poisson.
CHAPITRE Y
MOUVExMKNTS DE ROTATION.
74-. Équations du problème. — Les expériences de rotation lente d'un corps de révolution ne mettent évidemment pas d'inégalité notable de pression enjeu; la densité et la pression peuvent être regardées comme les mêmes qu'au repos. Les équations du mouvement se réduisent donc à
— Aa— -7-, -Ap— ^--> — Atv — p dt p dt p
ôw
du àv âw âx oy dz
Prenant l'axe des z comme axe de révolution, et supposant q^ue le mouvement du fluide se fait suivant des parallèles, on peut poser
(II) w=— —L, ç=-L, (V = O, (»)=-— L,
oy ox r or
ce qui donne
(IJI) ^H-^=/(*,0,
f étant une fonction arbitraire de 5 et ^ seuls et^ une fonction de z, t ei r=^\/x'^-\- y-.
Le long de la paroi fixe de révolution la vitesse tangentielle, qui
est donnée par -p> est nulle.
Le long du corps de révolution en mouvement, avec la vitesse angulaire (o, dont la vitesse tangentielle est wr, on a
(IV) g=a.r.
Lorsqu'on aura intégré l'équation en ^ en tenant compte des con-
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ditions aux limites et de l'expression de ca en i, on en tirera facileinent le couple qu'exerce le liquide sur le solide.
75. Couple. — Considérons un élément de surface, dont la norinale fait l'angle y avec Os, et, puisque tout est symétrique autour de Taxe, prenons son plan méridien comme plan Oxz (x ^ r^ y = o). La composante parallèle à Ojk? qui seule intervient dans le couple, est
avec
dx dr r
ôx'^ r dr r dr \r dr ) ^
di
D'où, ici,
dy^ r dr r dr
\r dr)
^ ^ ^'' Tr\-r fr) ^''''^ ^ ^ àVTz''''^^-
L'élément de méridienne a pour longueur
dz dr
ds = —
siny cosy
La surface de la couronne, tout entière à la distance /*, sur laquelle une force tangentielle égale à Y produit son couple, est donc
,^ dz dr
aS = — 7.Tzr —. — = iTzr
siny cosY
Le couple correspondant sur la paroi est
(V) dC = -v..'^^r^-(- ^Pidz + ^.;T.r^^dr,
' dr \ r dr J ^ dr dz
'^ premier terme est le couple exercé sur l'anneau cylindrique de "auteur dz^ et le second sur l'anneau plan de largeur dr, qui sont '6î> projections de Tanneau réel.
i^our intégrer, on se rappellera que, le long du corps, z et r sont "^s par l'équation
M"i définit la méridienne; c'est une simple quadrature qu'il faut ell'ec-
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Des transformations simples donnent, en utilisant l'équation (III),
En général, le couple ne dépend pas uniquement de la vitesse angulaire.
Équation de la vitesse ang^aire. — Si l'on prend comme
r Or
inconnue la vitesse angulaire w = — p » l'équation à intégrer, en
coordonnées cylindriques, r, s, est
,,,, jji /d^o) 3 f^w d^o)\ _ dit)
et le couple élémentaire, subi par la paroi, a pour valeur
(V) dC=-h'îTzu.r^^(h,
ds étant un élément d'arc méridien, et n la normale à cet élément vers l'intérieur du liquide.
I. — ROTATION UNIFORME
77. Mouvement permanent. — Pour le mouvement permanent, l'équation est
C'est la même que celle qui détermine le potentiel newtonien
d'une matière distribuée dans l'espace avec la densité — -y— f{z).
En particulier, il y a toute une classe de problèmes pour lesquels la fonction f{z) se réduit à une constante dans toute l'étendue du fluide, tout en satisfaisant aux deux conditions
<L=a>i — et iL = coo —
le long des deux surfaces limites.
78. Cylindre circulaire. — Prenons /• et z comme coordonnées.
Ad; = —-f -{- - -l -h — f = const.
^ ôr- r or ôz^
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Cylindres indéfinis concentriques :
^ = ar^ -\- b\o^r -\- d^
r or r-
Solt lo la vitesse angulaire du cylindre intérieur, R; le cylindre extérieur R' étant fixe, il vient
ia = — w rcTT i^y b = (jù
et le couple par unité de hauteur est
G = -47rfxR3 ( -j^= + ,,r{x— — ^^ o).
Si R' est infini,
Le cylindre peut laisser le liquide éloigné en repos, quand il tourne uniformément, ce qu'il ne pouvait pas faire quand il glissait suivant sa longueur (n° 50).
79. Sphère. — Examinons le cas où la fonction 4 dépend uniquement de la distance du centre
on a alors
d'où
A^ = -—^ -h - -r^ = const..
La vitesse angulaire est
lay
•lax
'la -
Si la sphère mobile de rayon R, avec une vitesse angulaire (Oq, est
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entourée d'une sphère fixe concentrique de rayon R', on a
'^^ — — ^^T^, rr;^ 6 = — a)(
et, pour R' infini,
Le frottement sur la sphère mobile donne un couple
C = ÔTtfxô / ^— sin^6 rfcos6 -+- sin^6 cos6 û?sinG) = 87r|ji6.
80. Ellipsoïde de révolution, -r- Détaillons les indications succinctes données par Kirchhoff dans sa vingt-sixième Leçon de Mécanique.
Considérons un ellipsoïde de révolution
et les ellipsoïdes homofocaux
dont la coordonnée elliptique est u.
On sait que le potentiel newtonien (*) d'une matière homogène de densité i , qui remplit l'ellipsoïde (<?), est en un point quelconque de l'ellipsoïde e*
-, a* -f- X c* -h X «pnrTra^c / aÂ . — >
J H (a*-hX)v/c2-+-X
en appelant u la racine positive de l'équation e^
et l'on a
-7^= — '2 7ta2c/' I .
^'' J,, (a-^-HX)2v/c2-+-X
/— arclanfifl/— 1
( ' ) Tous les Traités de Mécanique, au Chapitre : Attraction, Potentiel; Appell, t. 111.
Si floue 011 [irciid
tçelLe vitesse angulaire saiisrait h l'équation aux di'rivées parlieltes, fpe réduit à ziîro à distance infinie, et à di,, sur l'ellipsoïde e.
Le couple se calcule siinplemenl, eu remarquant qne dans le mou~ Bvemenl permanent il est le même sur tous les ellipsoïdes homoiocaus, I p.trliculier à rintlui, là où l'ellipsoïde se réduit sensiblement KA une spiiôre.
\ ces très grandes distances, on a sensiblement
I ei, d'aprrs le résultat oitlenii pour la splir
c/Jï:
Espace compris entre deux ellipsoïdes homofocaiix ti =^ o et , le premier mobile avec la vitesse m,, l'autre au repos. — Comme le problème est un problème de inouvemeni relatif, il siiflit e chercher la relation entre (Uo et w,, qui est évidemment
■ -I- arc tang
VS
_ La valeur du couple reste la même; pour l'exprimer en u),, il suffit Ede résoudre l'équation précédente en b)„ et de porter dans C.
81. Diaques. — Disque animé d'un mouvemenl de rotation lanenl dans un liquide illimité. — Pour le disque de rayon a, ^Bans épaisseur, il l'aui annuler l' daus li-s expressions pw'cédcntes, ce
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qui les simplifie.
— - —- h arc tane - —
G = — '^ fjiawo.
Disque dans un vase, — En assimilant le vase à un ellipsoïde homofocal au disque, pour lequel on ait u = a, il faut prendre
toi wo =
—-^ h arc lanff —
irVa'-f-a i a
Si le vase est large et peu profond, l'expression de u montre que a est de même ordre de grandeur que le carré de la distance du disque au fond.
Si le vase est profond, mais de diamètre peu supérieur au disque, a est de même ordre que la différence des carrés des rayons.
82. Disque compris entre deux plans parallèles. — On n'a pas fait encore de calcul rigoureux; nous indiquerons le mode d'approximation adopté par Maxwell, qui convient très bien lorsque les plans sont très rapprochés du disque. Pour l'espace compris entre un disque indéfini (s = o) animé de la vitesse angulaire o) et un plan fixe parallèle (2 = — /i), on a
et
d^A = 2 7t(Jito /'"^ dr
sur la surface inférieure.
Pour un disque de rayon limité R très grand par rapport à A, le mouvement dans la partie centrale du disque sera le même, le frottement aussi. Si l'on pouvait admettre cette distribution jusqu'au bord, on aurait
pour chacune des faces du disque.
Mais au voisinage du bord, soit libre, soit proche de parois fixes, les surfaces d'égale vitesse angulaire se recourbent pour envelopper le disque; il en résulte un accroissement des glissements près du bord et, par suite, un accroissement de frottement.
Lorsque le disque a un f!;ran(l diamètre par rapporL à l'iîpaisseur A, I ]fi région iroulilëe ne s'étend êvidemmenl qu'à nue distaime coiiipatrable à A, c'esl-à-dire pelile par rapport au diamètre. Le trouble
alors le même caractère qu'auprès du bord rectiligne d'une lame pi^ane, animée d'un mouvement de translation tiiR le long de son F bord, la section méridienne de l'ensemble des parois servant à définir le problème de translation. Nous avons vu que dans ce cas l'auj^uieu- 1 latioa du frottement sur la lame plane équivaut à l'addition d'une irgeur L, que nous avons calcuice pour diiïércnts cas (n*" o7, o9, [ 60, 61) avec mouvement uniforme.
Pour le disque nous ajouterons au couple -c!!!r> le couple
I S,C=^ 2 7t[i;u)R''lj dû ù cette longueur supplémentaire, supposé appli-
I que au bord du disque. C'est du moins ce qu'a fait Maxwell, même
dans ses expériences où ce terme correclif a quelquefois dépassé le
[ dixième du terme principal.
8li. Discussion. — 11 y aurait évidemment beu, tout en conservant la distribution de vitesses définie par le bord rectHigne, d'en améliorer l'application aux dis(|ues. Sans entrer dans aucun détail, il est I évident que la correction laite par Maxwell est excessive : les eicès I <ie frottement relatifs à chaque couronne ont une valeur moindre [ parce que la longueur de la circonférence est plus petite que celle du I hard; leur bras de levier est moindre dans le m^me rapport; enlin (c'est avec la vitesse linéaire de la limite de la région centrale non f troublée, mal délinie mais plus petite que celte du bord, que doit se ■ Ëtîre le raccord. Pour toutes ces raisons il semble que le couple sup- Vplëmenlaire doive être réduit à
rfC
I pour cbaque couronne dy de rayon R. — j- {f est la fonction défini Idans le problème de mouvement rectiligne correspondant; y^ |au bord). On peut même montrer qu'il conviendrait mieux pour I I raccordement d'attribuer à cbaque zone (R — y) non pas l.i \ §ltesse de translation du bord wR, mais celle de la zone elle-mèui
0»-.i,j rail ainsi
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d'où
le premier terme de 82 C reproduisant seul la correction de Maxwell,
Sans pouvoir donner aucun résultat général, on peut penser que le rajon moyen auquel il faut appliquer le frottement supplémentaire est plus près de R — L que de R.
La correction serait ainsi
Lorsque la correction de Maxwell dépasse o, i , (4 L >► o, i R), il est
possible qu'elle soit elle-même en excès de plus des — de sa valeur.
Certainement excessive, elle peut laisser subsister sur C une erreur supérieure au centième.
On doit donc trouver après la correction de Maxwell une valeur trop faible de la viscosité; si on ne la faisait pas, on trouverait une valeur beaucoup trop forte.
84. Suite de la discus'sion. — Précisons la démonstration : l'équation à satisfaire par la vitesse angulaire est
ôr- r ôr dz"^
avec les mêmes conditions pour co le long de la méridienne des parois que pour la vitesse linéaire u dans les problèmes de translation du chapitre précédent. Près des bords, où r est grand, si co ne varie pas
trop vite dans le liquide, le second terme - -p peut être négligé en
première approximation. L'équation en w se réduit à l'équation en u
des problèmes de translation, el — ds k dv.
On a donc bien pour le couple élémentaire
dO* — iTzr^ -7- ds,
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■eyi\ donne pour le couple de oorrRClion l'expression désignée plus l^aiit par SaC
i le mouvement ainsi obtenu salisfail exactement aux condîbions aux parois, sans satisfaire rigoureusement à l'équation du mou-
iremenl du liquide, nous savons (n" 28) que, même en faisant exac- |t«ment la correction 3,0, le couple ainsi calculé serait évalué par
Bscés.
Lorsque le rayon n'est pas Ir^'S ftrand, on pourrait augmenter la
arécision en introduisant l'intégrale précédente dans le tei'rne — — .
ïlclierchanl un terme complémentaire w, donné pHr
s tout l'espace occupé par le liquide, avec w nul sur tout le conloui Bt à l'infini, et calculant ensuite le couple qu'il produit.
II. — ROTATION TABIABLE
^ia. Mouvement varié. — Lorsque tes mouvements sont suffisam- ■ïexii lents, et lorsque la distance normale des parois mobiles aux parois fixes est assez petite, on peut utiliser les intégrales relatives «u mouvement permanent pour la solution du mouvement varié. Car, ^tx posant
«^cjualion
unie première appruxiiuation l'intégrale de
pourvu que la longueur y Z^- soit très grande.
Tels sont les cylindres ou les sphères de rayons peu diH'érents, les aistjues entre plans parallèles avec ou sans anneaux de gurdc et, en particulier, les disques de Maxviell (n" 82).
L'espression du couple résistant en fonction de la vitesse est la ""éioe que dans l'étal permanent.
si on savait le faire; celle-ci ayant en facteur -^, le couple correspondant, qui a en facteur aw, ne dépendrait plus de pi, et serait proportionnel à la dérivée (Ôto) de la vitesse par rapport au temps, c'està-dire à l'accélération, ainsi qu'à la densité du fluide. Tous ces caractères sont ceux d'un accroissement apparent du moment d'inerlie indépendant de la nature du fluide (sauf la densité), de la période et de l'amortissement. Malheureusement, le calcul n'est praticable que pour le cylindre, la sphère et les ellipsoïdes.
Cylindre inâni. — Les équations
donnent
— -1 — = -^ <Ln
ôr^ r dr jji ^"
or IL \ à 1 '1 r
et la vitesse anerulaire additionnelle - -p- doit être nulle sur les
^ r Or
deux cylindres R, R', ce qui détermine 6, et rf; en particulier,
Mais la dérivée de la vitesse complémentaire n'est pas nulle sur ces deux cylindres, en sorte que le couple a la valeur totale
, \ R'2R2 rR*3R'2— R» R^R* , R'I . )
avec
Lorsque 8 est imaginaire, ce sont les parties réelles de (o et d qui se correspondent.
87. Sphères. Rotation périodique. — Prenons comme variai rayon émané du centre t; l'équation rigoureuse est
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d'où
eii posant
introduisons la fonction .(^J* + C) d'où
et la constante C ne joue aucun rôle; écrivons donc
et
O = - T- [ l> w = partie réelle ne ûe^^
Posons
e = 61 -4- i 02 = -^ (Tf - T^ ) -h e ^ Ti T,,
^^ Soient
a = A cosa 4- t Asina, 6 = B cos3 -4- t B sin p, '' vient
H' = — [Ae'^i^cos(02^-hT2t-ha)-hBe-'^r^cos(02^ — T2Î.-H P)]-hi(...),
en
^0,< i Ae'^i'- [wecos(e2^-^ 'tîv -H a-HT)) — cos(62^ -t- Tît -4- a)] i
^ ( — Be '^i'fvÊCos(e2^ — xgt-i- ,3-hrJ-+- cos(62^— T2t-H P)] ^
posant
TiH- eT2= se^S 61 -h 162= — £2e2Tn^
lomme cette vitesse ne dépend pas de la latitude, le calcul du ^^^-^ple sur une sphère de rayon R donne, comme dans le cas du ^^ o^vement permanent,
C= ijf m(^)^= ^JH^ X panie réelle de(3Îl=
C=^R3J — 3WH- ^^[ • Ae-^iR 008(62^ -t- X2 K 4- a -h 2T)) i ( K
-+-B€-'^iRcos(e2/ — T2R -h P-h2rJlf.
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On remonte facilement de w à Tangle de déviation o;
e^xt p i Ae*^»" f R£cos(64/-hT2R-4-a — T))— cos(62/-HX2R-i-a — 2r,)]j ^■^ R^ jIT* j— Be-'f.RfR£C0s(e2/ — TaR-h? — rj4-cos(e2? — T2R-+-P — 2r,)]('
et, si l'on prend pour origine du temps le moment du passage par l'équilibre (cp = o), on a
Ae'^i'^[RÊ cos(T2R-l-a — rj — co5(t2R -ha — 2 7))]
— Be-'^i'*[R£COs(T2R — p -h t)) -t- cos(t2R — ? -+- '2yj] = o.
88. Résistance et inertie. — On peut chercher la relation entre C et (O sur une même sphère en fonction du temps seul; en éliminant e^i^cosÔ2^ et ^^«^sinÔa^ entre C, to et -r-» on obtient une relation
linéaire entre ces trois quantités.
On pourrait aussi bien former une relation linéaire entre w, C
et -T-; mais aucune n'a une forme simple, parce que la dérivation par rapport à t augmente les phases de 2r, et multiplie par — •
Posons
A\= ke'^i^ [R£cos(t2R -h a -h rj — cos(t2R -t- a)]
— Be-'CiR [R£Cos(t:2R - p— rj -h cos(t2R — p)|,
Jl2 = — Ae*^!*^ [R£sin(x2R -h a -T- 7)) — sin(T2R -na)] — Be-'^«R[R£siii(T:2R — p — 7))-*- sin(T2R — P)],
nous aurons
R3to = c'Rie^i'cos62^-i-c'»\2^^»'sin62^
et, par un calcul facile,
et enfin
6/ • fi / «^aaSa-Hc-aiOi ^^. c'R, disi
I (0^^162 — c^20i)xl Ae'fi»'cos(T2R-|-a-i-2ïj)
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Le terme en to est une résistance proportionnelle à la vitesse; le
facteur de -t- est un accroissement de moment d'inertie. Tous deux ot
dépendent d'une manière très complexe des circonstances du mouvement.
89. Approximations. — Lorsque l'amortissement est faible, comme il arrive généralement dans les expériences de mesure, 2 7^ est peu
supérieur à -; on peut donc poser
IT, = - -h2Ç (61 <o)
et développer en Ç.
Lorsque l'amortissement est très voisin de l'amortissement critique, apériodique, 62 est au contraire très petit, et 271 est peu inférieur à Tc; on peut poser alors
2 Tj =71 — 2 Ç
et développer en Ç.
Une autre circonstance peut faciliter également les approximations dans deux cas extrêmes : lorsque la viscosité est grande, la densité petite, la période longue et l'amortissement faible, la longueur
t être beaucoup plus grande que R ; Re est petit, le couple est
presque proportionnel à la vitesse, à jjl, et au volume de la sphère. Si, au contraire, la viscosité est faible, la densité grande, la période
1res courte ou l'amortissement très rapide, la longueur - peut être
beaucoup plus petite que le rayon R, le couple dépend surtout du terme en e^; il dépend à la fois de la vitesse et de l'accélération dans des proportions comparables.
Supposons réunies, comme il arrivera souvent, les deux circonstances d'une viscosité faible telle que Re soit grand, et d'un amor-
tissement faible tel que r, — - = X soit petit. On a alors, en négligeant î^, ,
c'flî-+-^|= R*£2[A2e2TiRH-B2e-2Ti»^— 2ABcos(2':2R-t-a— {i)] dans l'expression des coefficients de C,
47r[jLv/2 r A«e2'^i>t— Bge-2T^iR-f-2AB sin(2T2 K -f- a — .S ) ^ "" 3 ^^^['•^ Aîe2^i»^-h Bîe-î'TiK— a AB 005(2x2 K -h a — ^ )
d(xi A^e^-^iR— B2e-2Ti»^— 2ABsin(2-:2K-ha— ^)
(i) peul
62 df Aîe2'fi»^-+-B«e-2T,R— 2ABcos(2T2R-ha
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et, si l'on adopte la même approximation dans le choix de l'origine du temps,
3 sin(2X2R ■+- a — ^)
— cos(aH- P)-h 2Cos^X2R H- a — y j cos ( Tg K — ^ -+- t ) j
on remarquera comment les deux termes dépendent de jjl : le premier
a en facteur ms ou sensiblement i/^-^ — > le second — ou {/— —
En outre, à cause du facteur t^R, le rapport des deux termes
varie périodiquement avec l/- lorsqu'on conserve la période et
l'amortissement, c'est-à-dire 8, et 82-
Si, malgré la petitesse de la viscosité, Rs est petit par suite de la petitesse de R et de la longueur de la période, l'amortissement étant
toujours petit / yj =: - j ; on obtient la forme très simple
l'augmentation d'inertie est indépendante de la viscosité à égalité de période (80).
90. Liquide indéfini extérieur à la sphère ('). — La vitesse angulaire et le couple doivent être nuls pour R infini, ce qui exige
On a alors, sur la sphère mobile,
fi / c?=— ^ -^Be-'r.R[Ç£sin(x2R— p-4-r^)-hsin(T2R— ^-h2T))]sine2/
avec
R£C0S(T2R — P H- ^i) H- cos(t2R — ^ -h tzrj = o,
(ï) Pour la théorie, voir: Lampe, Prog des Gymn. Daotzig, 1866. — Klemep^ <i. Wien Ber., t. LXXXIV (Abu II), 1882, p. i46.— Lampel, WienBer. (Abl. II), t. \K2LZ i886, p. J91. — KoNiG, Wied. Ann., t. XXXII, 1887, p. 198.
CHAHITRE V. — MOUVEMENTS DE ROTATION. ICI
et
/ [R2£2cos(t2R— p — •>iï))-h3Recos(T2R— P— rj)
Sttjjl ._ ) -h 3cos(t2R— P)] 00562/
^ ^ ~ï~^^ ''~^* ^'iH_[R2£2sin(T2R— P — 9.Tl)-h3R£Sin(X2R — fi — T))
' 3sin(-2R— P)Jsine2/.
C'est le cas des expériences de Konig et de Whetham.
91. Liquide intérieur à la sphère (*). — La vitesse angulaire doit i*est.er finie et le couple nul au centre de la sphère. Reprenons la forme exponentielle. L'intégrale
<lox:i.ne en développant
= TF I - ( « + ^ ) ( » - -y- j -^ ( ^ - ^ ) -7" "^ • • • J •
La condition est donc
a -h b = o ou
^t la vitesse angulaire au centre est la partie réelle de ax^e^^ ou
too= Ae^^e^i' 005(69/ -h a -H 3 tj ) ;
pï*€îs du centre, le couple se réduit à
Co = ^^^ A £3 A' C05( 62 / -h a -i- 3 Yl )
^^ s'annule au centre.
A la surface de la sphère le couple est
e'^i"f3co5(62/H-T2R -ha) — 3R£ 005(62^-^X2 R H- a -h tj)
Q ^^ ^AAO -^-R2£*C05(62^-hX2K-h-a-i-'2T))]
,— «-fi«[3cos(62^— T2R-+-a)-h3R£Cos(62^ — -:2K-l-a-f-r,)('
-+- R2£'^cos(62^ — XoR -ha-i-5iT))J
*> d'après le choix de l'origine du temps a, est donné par
igat = ^^ l'^L^^CQ^^'^g^ — T); — cos(x2 R — 2'/])] -He-'^»'^[R£ c<>5(X2 R-4-7))-i-co5(X2R-i- 'ir^ )] et. Il [ K £ sin(x2 R — tq) — sin (X2 R — 'ir^)\ — e -'^«'^ f H £ siii (X2 K -h r, ) -t- sin (xj R 4- 2 tj )|
^ ) Pour la théorie, voir Hklmholtz, Abh., t. I, p. 19G (1860).
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C'est le ïs des expériences d'Helmholtz et de Piotrowsky. S'il y a\ glissement à la paroi, cela ne changerait rien à l'expression du cou 'e; mais c'est sur une sphère de rayon R, = R H- ^ que
se produirait l'entraînement complet; c'est ce rayon R| qu'il faudrait mettre dans l'équation qui détermine a.
On voit combien ces relations sont compliquées, et quelle incertitude le calcul des expériences laissera planer sur la valeur de ^> qu'elles sont destinées à donner.
92. Intégrale générale en coordonnées cylindriques. — L'équation (111) (n° 74, / arbitraire)
ôr^ r dr dz^ \l dt J^'">'^ admet comme intégrales simples les fonctions
d;o = ( ao /•2 -f- 6o log r H- co ) e^'-^-s^, Ç* = — i
et
où toutes les constantes «o, èo? <^oî <^>o ^X? Ax peuvent être imaginaires, ainsi que 9, ÎJ, X, qui sont liées par les équations écrites en marge.
Jo(Ar) est la fonction de Bessel dont les premiers termes du développement en série sont
et qui, aux grandes valeurs de /a/*, se rapproche très vite de
J„(ar) = ^^'cos(^-Arj
lorsque la partie réelle de i\r est positive, et de
J„(Ar)=«Y^%os(^
-T- iXr I H-. . .
lorsque la partie réelle de / Ar est négative (Jordan, Analyse , t, p. 274).
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C'est celle qu'il convient de prendre pour l'intérieur d'un cylindre, atteignant l'axe, car elle reste finie à l'origine. >^
Jo(i'kr) est la fonction qui devient nulle à l'infini '' "^ .lais infinie a l origine,
Jo(i\r) = Jo(fXr) [log(tX/') — o, i idqS. . . |
-[(^T-(-O(^)'-(-^O(êï^e)'-]-
Pour de grandes valeurs de A/*, à partie réelle positive, elle se rapproche très vite de
/„ù-Xr)=-5^^sin(^-ar) el de
y„,a,-) = -^y/=^sin(| + A,-j
lorsque la partie réelle de iXr est négative. Jq convient à l'extérieur d un cylindre qui contient une source, car elle s'annule à l'infini, ^râce au choix de la constante o, 1 1 ig^ .... Il en existe des tables pour les valeurs réelles de i\r, ou imaginaires pures, ou de la forme (i — i)x. Ces dernières ont été calculées "* * occasion du problème de la distribution des courants à longue pé- ^^ocie dans les fils cylindriques, problème analytiquement semblable ^ ^^lui de l'entraînement d'un fluide visqueux intérieur au vase cylin- *"*<£ue par les oscillations tournantes du vase; la vitesse angulaire
^ ^^== - -p correspond à la densité de courant, multipliée par 27t; mais
^ Roupie ne correspond pas à la résistance électrique.
^— omme caractères généraux nous n'avons rien à apprendre de plus
\^*^^ par les mouvements des plans, et l'insuffisance des tables numé-
'^^^l'-^es ne permet pas d'application expérimentale simple (i^oir Gray
jVIathews, Treatise on Bessel functions and their applications
^^ ^^hysics, Chap. XI, XII, XIII) (Tables étendues à la fin).
"3. Cylindre indéfini. — Le cas le plus simple est celui du cylindre
itia^fini
_û Ç = o, X2 = — — , A = T du problème sphérique.
^ ) La inultiplicilé et la cunfusioa des iiolations pour la seconde intégrale
> -3', K. K, ...] et la variété de choix de celle-ci, m'ont décidé à adopter la nota- ^•^ /, pour celle qui s'annule à Tinlini. en devenant inlinie à l'origne.
L'intégrale
donne un couple par unité de hauteur,
C =-\- 'i'ïr{JLR2('2a> — T-^).
Deux cas limites sont simples :
1° Le rayon It est petit par rapport à la longueur- (n"89). On a alors sensiblement
Jo= I -r- =1— ^ - — ti— -
et
/o= J.)[log(e/-)— o,iiJ93 -+-tTi]-i- ^ — - H- « ^— -
- 4- -- — ^(lo-£/— 0,11593 -t-iri)J e^';
2° Le rayon R est très grand :
la partie réelle de t/* étant prise positive.
94. Distribution arbitraire le long d'une génératrice. — L'intégrale générale
tj^ = ar--\- b logr h- 2 (A,| sinX^^^ H- B,i cosX/^s) Jo( iy^n^')
-+■ 2 (A;, sinX„z -h B;^ cosX„3)/o('X„/')
peut satisfaire à telle distribution de vitesses angulaires que l'on veut, le long d'une génératrice.
Lorsque le liquide est contenu dans le cylindre, on doit prendre les Jo seuls.
Lorsque le liquide est extérieur au cylindre et s'étend à l'infini, on doit prendre les Jo seuls.
Lorsque les deux cylindres ont des rayons comparables, il faut conserver les deux fonctions.
Soit R' le rayon du cylindre immobile ; on doit avoir, quel qu soit ^,
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d'où
1 KnQCq .
On peut ensuite satisfaire à telle condition que l'on veut en 2, soit par une série de Fourier procédant suivant les multiples de 2 7t:/i, lorsque la hauteur totale /i du cylindre liquide est limitée, soit par une intégrale lorsque la hauteur est illimitée :
Par exemple, pour un cylindre d'épaisseur 2e prolongé par des cylindres immobiles^ on aurait
9^'î est donnée par
H[âJ„(ilr)'] B'rdJo(ilr)l asinXer R'»— RH
\emarque, — La détermination des coefficients A, B, qui con-
^^unent à un corps terminé par des surfaces autres que des plans
^-*^»:^maux à Taxe et des cylindres de révolution, est impraticable;
^^ ^ îs la voie inverse pourrait peut-être servir à choisir des formes de
^~*^*^ps réalisables mécaniquement avec assez de précision.
^ ^uoi qu'il en soit, c'est dans la théorie des disques que nous allons ^' <i>ir à faire usage de ces intégrales.
QS. Disques, mouvement varié. — La théorie de l'entraînement
" ^s fluides par les oscillations des disques est beaucoup plus difficile
^^lepar les sphères. On n'en connaît que des solutions approchées.
*^^ première tentative a été faite par O.-E. Meyer (*) à l'occasion de
( ' ) Ueber die Beibung der Flussigkeiten {Journal de Greffe, t. 59. i8fii, p. 2:^9, ^^ ^' 6-2, i863. p. 201).
ses expériences sur les gaz. Malgré de longs et difficiles calculs, l'approximation resta très grossière; une partie des calculs, relative à l'influence des bords, montre même qu'à cette époque M. Meyer ne se représentait pas correctement la nature de cette influence.
L'année suivante, Maxwell imagina une disposition de disques qui se prête mieux au calcul que celle de Meyer, et en fit la théorie avec une approximation à peu près suffisante (n" 82).
Après M. Meyer, plusieurs physiciens s'efl'orcèrent d'améliorer la théorie pour le disque unique ; aucun ne réussit à définir mathématiquement un mouvement continu du fluide et à donner autre chose que des indications très grossières et des explications insuffisantes. M. Grossmann, en 1882, par des considérations qui sont en grande partie fausses, ajoute au couple résistant de Meyer, proportionnel
à \/p[x, un couple résistant proportionnel à [ji et à la vitesse. Cette correction ramène les valeurs obtenues par les disques à 0,9 environ de celles que donne l'écoulement capillaire, au lieu de i,5 à 2 ; c'est le seul argument en sa faveur.
M. Konig, en 188";, a donné des raisons d'ajouter au couple résistant un couple d'inertie, et il en a donné une valeur approchée, que M. Meyer a confirmée par des considérations plus mathématiques; les nombres que ses anciennes expériences fournissent avec le nou — veau mode de calcul sont beaucoup plus réguliers, et peu difl'érents^ de ceux des autres expérimentateurs. Néanmoins c'est une théori^^ encore très insuffisante et peu précise.
Le point de départ de tous les travaux sur les disques est le même , il est utile de l'énoncer explicitement. Le frottement s^ exerçant sur ^ tout sur les faces planes, si V on connaissait Cintégrale exacte e^ coordonnées cylindriques, il suffirait pour le calcul du coup^^ d^ utiliser la partie de l* intégrale intérieure au cylindre qui a ^^ disque pour base. On peut donc concevoir la marche théorique suivante :
Chercher deux solutions pour l'intérieur du cylindre de rayon E^ satisfaisant aux conditions limites en 3, l'une au-dessus, l'autre au — dessous du disque, mais indéterminée le long du cylindre R; chercher une solution pour l'extérieur du cylindre R se raccordant avec les précédentes (et au besoin avec l'épaisseur du disque) le long du cylindre de rayon R, et satisfaisant aux conditions limites.
En fait, on prend une solution très particulière à l'intérieur du cylindre ; et l'on en définit très grossièrement le raccord avec une solution extérieure, elle-même tout à fait insuffisante.
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Bornons-nous au cas où l'extension du liquide autour du disque est indéfinie.
96. Intérieur du cylindre. — On prend simplement le premier terme '^oî <^|"i ^^ tenant compte des conditions limites en 3, du côté
positif,
I dào
- -7- = Wo, 5 = 0,
r or
r dr Conservant les notations employées pour la sphère
x = Ti-+-tT2 = Ç = £e^«S 6= ^ E2e21/= Bi + ^'62, tt > 2?) > ->
on a
^ = cpo-^ 7-2 e V. ' 2 ;
dont la partie réelle est
d^ =-|-9rt i-— r'^e^iit-x,z ^111(69/ — T2-3 -f- •xr,)
avec
cp = / wo </^ = Ço e^«' sin62 ^,
et
•> ^ une distance ^ quelconque
L = -2 UT: / /'^ - — (- dr.
J^ ôrùz
C = — '^0 — e^i'-'^i- sinCOj^ — To^ H- 3r)).
A la surface du disque (3 = 0),
P La phase diU'ère de celle de la vitesse
w = cpo - s^e^i' sin(B2^-f-2r^),
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et rinertie du fluide introduit l'augmentation de moment d'inertie dont nous avons déjà parlé.
97. Rôle du liquide extérieur. — Meyer, — Dans ses premiers Mémoires, M. Meyer se borne à cette approximation, en y ajoutant de très longues considérations pour tenir compte de l'épaisseur du disque, mais si peu justifiées mathématiquement qu'il vaut autant faire franchement l'hypothèse qui résume toutes les approximations partielles, à savoir que l'on doit augmenter le rayon de la moitié de l'épaisseur, pour ramener au cas du disque mince.
C'est avec cette valeur de C que M. Mej^er a calculé ses premières expériences et obtenu des nombres très irréguliers.
Grossmann, — M. Grossmann, préoccupé de l'influence du liquide extérieur, en a calculé le rôle d'une manière tout à fait arbitraire.
A l'intérieur du cylindre de rayon R le liquide a le mouvement défini par ^, et cela jusqu'à la surface r = R.
Remarquons que dans ce mouvement chaque couche plane tourne en entier comme une couche solide, il n'y a donc aucun frottement à travers les surfaces cylindriques, mais seulement à travers les surfaces planes.
M. Grossmann (*) suppose que, sans changer la distribution à l'intérieur du cylindre R, un frottement s'exerce sur sa paroi, et que ce frottement par unité de surface est, pour chaque couche, égal à celui que cette couche subit à travers ses faces planes pour /' := R, c'està-dire à
OZ
ce qui donne, pour le cylindre liquide entier, le couple
^F dz = 211 R3 jjLaj(3=o).
Il écrit ensuite que la somme des moments des quantités de mouvement du cylindre liquide (calculée avec la distribution par couches planes) est égale au moment du couple exercé par le disque augmenté du moment du couple latéral, et il en déduit le moment du
(^) Wied. Ann., t. XVI, 1882, p. 619.
■ le (lisijiTe.
c nos notalions.
ECe qu'il ajoure ainsi, c'est uue résistance prnjiortiniinelle à la viise et à [JL, tout a fait arbitraire en réalité.
I Kfinig. — Beaucoup mieux justifié est le point de vue (le . Kiinig{i) : celui-ci, ayant étudié espériinentalemenl les sphères S conslaté Finiporlance du terme d'inertie additionnelle, fil alors 'i raisonnement suivant. Le calcul de Meyer donne une première
bprosiination du mou\eiTienl com|irenant une résistance et une adtion d'inertie sur le disque; mais le disque et chaque couche plane uide doivent subir aussi un accroissement supplémentaire d'inertie revenant des réactions du liquide extérieur au cvlindre. M. Ki'inig e la valeur de cette réaction d'inertie d'un travail de M. Kleinent (") sur les cylindres indéfinis.
f "L'augmentation relaliyf est
RV/è- («-t)
tns le cas où {Re) est grand,
I Ea fait, les viscosités calculées au moven de cette formule avec des Tiodes ï très dilliTenles concordent suffisamment entre elles et |*c celles que donnent les oscillations des sphères et l'écoulement
|piUaire.
l Jl semble liien que ce soit la piirlie importante île l'action du Ii(|uide
ultérieur.
•8. Calcul de Meyer. — M. Meyer a bien défini le type approché ! mouvement du liquide auquel elle correspond : on obtient celte ne correction en découpant le liquide en tranches horizontales et sidérant dans chaque tranche le disque intérieur au cylindre B et Aneau extérieur {Jig- i6}. Pour chaque disque inlérieur, on prend [ume premit'Te approximation le mouvement d'ensemble à vitesse
1 W. A-, i. X.Wlt, ISS7, I [') Wha. Ber„ l. LXWtV
IIO
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angulaire uniforme, sous Tinfluence du frottement des faces planes et d'un froltement latéral (on traite donc Re comme petit) avec un facteur é*"- à déterminer. Pour cliaque anneau extérieur inlini, on
v///y/y//y/AK\\\\^\\\\\\\\\^
néglige l'inlluence mutuelle des faces planes, on adopte, avec le même facteur e^^, le tjpe de solution en
'2 . / ît
sin ( - — TA
Tvzr \ 4
qui convient aux grandes valeurs de Rs, en assurant la continuité de vitesse et de froltement le long du cylindre R. Chacune de ces deux solutions ne satisfait qu'approximalivement à l'équation aux dérivée
partielles, puisque, à l'extérieur, le terme en -^ est eflacé, et, à l'in
térieur, il est égal à JJ-'|» sans que ÎJ- soit égal à t^.
On détermine une valeur de Ç^ intermédiaire entre o et t^, q répartit l'inexactitude entre les deux solutions, de la manière su vante : on écrit l'équation d'oscillation de chaque disque liqui (/• <I R) pris en entier, sous l'inlluence des disques supérieur et in rieur et de l'anneau extérieur :
dt
Or, de
on tire facilement la valeur approximative
(g)^=a>tta„g(|-xRj,
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avec
lang( - — T, K - iz.R) = — — ^ '- — , ,
^ ^ cos2 / ^ _ T, R j Gh2T2 R -h sin2 ( 7 - -Cl H] Sh2x2 R
ce qui donne, quel que soil t^, pour les grandes valeurs de T2B., L'équation des moments devient
OU
La valeur de k ainsi obtenue
intervient directement dans l'expression du frottement du liquide sur ie disque solide, qui lui est proportionnel :
G = Ou-^^- Ti sinlÔî^-h 2r,)-h (t2-I- H- ) cos(62<-f- *2rJ L
'-e mouvement ainsi défini est un mouvement continu dans lequel *es forces sont continues, qui satisfait exactement aux conditions ^'iTiites et approximativement aux équations de la viscosité interne. '^ *A s'agissait d'un mouvement permanent, on pourrait affirmer que *^ dissipation réelle d'énergie est moindre et que la viscosité tirée de *** est excessive (n® 28); pour un mouvement varié, le signe ne peut ^^**e défini, mais l'erreur qui reste est probablement petite pour les '^^^^Uvements lents.
tin réalité, c'est en coordonnées elliptiques qu'il faudrait traiter le P^^^l^lème; mais l'intégrale serait alors pratiquement inutilisable, faute ^ tcibles, et d'ailleurs difficile, parce que les couches de vitesse angu- '^^^^ uniforme ne sont pas les ellipsoïdes liomofocaux.
^Q. Amortissement du corps oscillant. — Dans les oscillations
***ii Orties d'un corps de révolution quelconque plongé dans un Huide,
^ ï^^action du fluide entièrement déterminée par des équations li-
^^ires lorsque le mouvement est assez lent déjiend principalement
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de la vitesse actuelle du corps; toutefois l'inertie du fluide produit une difl'érence de phase qui ajoute un terme proportionnel à l'accélération.
A l'oscillation
cp = cpoe^i^sinegi (Qi<o)
du corps, correspond en général un couple (C >> o vers co >> o)
C = (Cl e^x^ sinôj^-h C^e^^^ cosOj^^cpo;
les constantes C| , Co dépendent encore de 9, et de 82? outre les dimensions géométriques du corps mobile et du vase; ce sont elles qui contiennent la viscosité et la densité du fluide. Le couple étant généralement résistant pendant la plus grande partie de l'oscillation, la constante C2 est ordinairement négative.
L'expérience consiste à déterminer 9, et O2, et la première étape de calcul à obtenir C^, Co, en fonction de 9<, 9o, du moment d'inertie du corps K et de la torsion A du fil de suspension, qui sont liés par l'équation
K -v^ = G — Acp.
Or on a
ot Çï = cpoe^>'[(f)î — ef)sine2i-h -26, 6200562^].
L'équation se décompose donc en deux :
On a
C2='2Kei62, c,=— K(0|-e5— ej),
en posant
S'il y a des viscosités accessoires qu'on doive éliminer, elles fournissent deux équations de même forme, avec des coefficients C, , C2 ; on a donc, dans une première expérience,
c; = -iKe', 0;, G', =- K(e;*- e? - 6',«),
et dans la seconde expérience avec les deux causes réunies
Gj-t- g; = -2x0162, G,H-G'i = - K(e|-6j-eî),
ui donne. pardillVrence, les terme* cjiie l'on chcrrtie
G, = aK( 0, II,— II', ly, ). C| =— K(0| — f)'/ - 0» -+■ ')',= ).
I Remarquons que, si le ci)ii[ile est fourni par lu ihêorie sous lu forme
^n terme propiirtiiiunel ù la vitesse — D, --^. eL d'un [n-oporlionnel
c, = - ri|ii,-T- \i,iiq — i}i].
l (l( et 9ï sont les valeurs réalisées dans l'expérient-e (C, ei C', dé-
idraieiil de D',, D!, eL de ^\, 6!, correspondaats).
I Ce que l'oljservation donne directemenl, c'est la durée d'une
filiation (coniplèle) T, et le rapport des élongalions s.iccessives
Edroiie et à gauche, à ime demi-période d'intervalle, o ■< i . et l'on a
II.H). Calcul d'une expérience. — On tire ainsi de l'expérience deux fiinclions de [t et de a ; on connaît généralement a par les mesures de pression et de densité; il y a donc une i^qualion de contrôle. La résolution par rapport à |j: peut être plus ou moins exacte, plus ou moins pénible, suivant l'exactitude de la théorie que l'on a faite du raouvemeui du Huide, et la complexicité des formules qui en résnlleal; mais, comme l'on est en présence d'une équation numérique, il n'y a pas de difliculté réelle; quelques tâtonnements donnent deux valeurs approchées de [i par défaut et jiar excès, entre lesquelles on peut facilement dresser deu\ tables : l'une de T, l'autre de a pour un petit nombre de valeurs de |j. intermédiaires permettant l'intcrpolalion à vue d'après les nombres observés. La prévision de la forme de 9, et lie H-. en fonction de ;j. est, au contraire, presque toujours inabordable algébriquement.
IUll. Périodicité de l'amortissement, — Résolvant eu Ô(, 9i, on iiiii,.„i
'"^(K-)-D,i' = K-,-D, " 4(hT-Di)»*
Deux cas extrêmes peuvent se produire suivant que le diamètre du
rwps.iscillanl f>t grand uu petit.
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Dans ce dernier cas, D2 est très petit et indépendant de la viscosité (sphère n" 84).
Mais dans le premier, D2, quoique petit, varie avec la viscosité
exactement comme D| ; 0| croît d'abord proportionnellement à ^/ik^ puis de plus en plus lentement; nous savons que les expressions exactes contiennent [i. sous les signes sin et cos; 9^ atteint donc d'abord un maximum pour une valeur finie de [Ji, puis décroît, passe pai un minimum {voir n"^ 39 et 89).
M. Konig a reconnu l'existence du premier maximum sur des valeurs approchées contenant un plus grand nombre de termes que les nôtres et a vérifié expérimentalement son 'existence. 11 ne s'est pas occupé des minimums et des maximums suivants, que son développement approché ne lui avait pas annoncés.
I. — EXPÉRIENCES DE POISEUIUE
102. Poiseuiile, ancien élève de l'Ecole Polytechnique, professeur ^^ Physique à la Faculté de Médecine de Paris, avait entrepris un ^'^^^emble de recherches sur le mouvement du san^ dans les vaisseaux ^^pillaires. Il commença par étudier à fond un cas beaucoup plus siiiipiç : celui du mouvement de Teau distillée dans des tubes de ^^-ï*re capillaires. C'est cette étude préliminaire |>ubliée par TxXcadé- *>^i€î des Sciences dans le Recueil des savants étran^ers^ pour 1842 "v^ il née i84(>)5 que nous allons résumer.
Ge» Mémoire de Poiseuiile, antérieur aux recherches théoriques de ^^ok.es (i85i), est excellent de tout point. Poiseuiile, formé à l'école ^ y^* Irlegnault, a très bien vu et su résoudre les difficultés de la ques- "^^^ïx ; les principales sont les suivantes :
• ** Mesure exacte du diamètre el de la répartition des sections tout ^ long; du tube;
^" Mesure exacte de la différence des pressions aux deux bouts, ^ W<érence qu'il faut rendre aussi parfaitement constante que possible.
"lOS. Mesures géométriques. Section du tube. — Poiseuiile a utilisé ^■^s diamètres compris entre o""", i4 et o'""',oi ; (îxceptionnellemeiit il ^ ^*tillsé un diamètre de o"'"',6.
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Mais, plus le tube est fin, plus la mesure du diamètre devient difficile avec la précision nécessaire ; car, le débit étant proportionnel à la quatrième puissance du diamètre, l'erreur relative commise sur la mesure du diamètre est multipliée par 4.
En fait, avec des tubes aussi fins que ceux de Poiseuille, les précautions les plus minutieuses ne fournissent pas le diamètre avec une erreur sensiblement moindre que y^, ce qui permet à peine d'atteindre le centième dans l'élude de la loi des diamètres. La mesure du diamètre est donc très délicate si l'on veut vérifier la loi avec une approximation qui ne soit pas trop grossière. Poiseuille a commencé par étudier chaque tube au point de vue de la régularité de la section d'un bout à l'auti^e du tube; il faisait, pour cela, glisser dans le tube, selon le procédé de Gay-Lussac, un index de mercure dont il mesurait les variations de longueur. Poiseuille a rejeté tout d'abord les tubes pour lesquels ces variations dépassaient j^; et, parmi les autres, il n'a conservé définitivement que ceux qui se montraient régulièrement coniques. 11 connaissait ainsi pour chaque tube conservé la variation du diamètre moyen.
Ce diamètre moyen était ensuite déterminé par des pesées de mercure, en supposant chaque section absolument circulaire. Le tube était rempli de mercure, complètement fermé à un bout, puis vidé dans une capsule tarée; cette opération était recommencée une dizaine de fois et le poids total du mercure était évalué à l'aide d'une balance Fortin, excellente pour le temps, mais ne donnant que le demi-milligramme; cette sensibilité, faible pour la précision à obtenir, rendait nécessaires les jaugeages répétés.
Poiseuille se demanda ensuite si les sections de ces tubes, qu'il supposait circulaires pour le calcul des diamètres d'après les pesées, l'étaient suffisamment en effet. Il traça, pour cela, à l'aide d'unechambre claire, les profils des sections terminales du tube examinéesau microscope. Dans les séries de recherches où Poiseuille fut amené à couper un même tube en plusieurs morceaux, il profita de cettecirconstance pour dessiner de même le profil des sections aux bouts^ de chaque morceau.
Il reconnut que les tubes, même les plus réguliers, n'ont pas unosection circulaire. On peut admettre avec Poiseuille qu'elle est ellip — tique et prendre pour rayon celui du cercle de même aire que l'el — lipse,, lorsque l'ellipticité n'atteint pas 0,1; la théorie faite ultérieurement par M. Boussinesq justifie cette supposition (n" 67).
Remaïque, — Pour l'examen de la section au microscope, on ren —
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|inlre une diflicullé à éclairer convenablement le bord du trou, Sa- I proposé un procédé qui réussit 1res bien. Il consiste à faire une «oupe mince du tube el aie noyer dans le baume de Canada. Les indices du verre et du baume sont très voisins; cependant ils sont assez dillérents el surtout la différence d'absorption est assez grande pour *{iie le trou se détacbe nettement en sombre sur fond brillant. D'ailleurs les indices sont assez voisins pour éliminer presque comjjilètemenl les réflexions au bord du trou. On obtient ainsi un profil fis net, dont la cbambre claire permet aisément le tracé sur le papier pladnilé. Un micromètre objectif fait connaître l'écbellc du dessin et
Il calcule sans peine l'aire de la section.
I Les deux méthodes (microscope et jaugeages au mercure) donnent s résultats qui concordent au ^.
[ 104. Mesure du débit.
Vune lunette.
1 Pour I
è recueillir dai pextrémité du
léthode est tr
- Lehibe
:alé bo
nlaleiiient à l'aide
létbode qui paraîtrait la plui
nple
rie débit la
e éprouvette graduée le liquide qui s'écoule de tube capillaire dans un temps donné. Mais cette !s défectueuse et Poiseuille y a renoncé parce que, le nuide s'écoulant goutte à goutte, la pression varie beaucoup et d'une lière discontinue quand cbaque goutte se forme et se détache, r obtenir une pression et un débit réguliers, il est indispensable £ noyer le tube dans un vase contenant te même liquide que celui [ni s'écoule afin que le liquide sortant du tube pénètre sans discontinuité dans le liquide qui l'entoure. C'est donc à l'entrée du tube l'apillaire qu'il faudra mesurer le débit. Voici comment Poiseuille a
iisposé l'appareil à cet effet.
^Le tube capillaire DE en expérience est soudé (^'^. i7)enDi'iun ibe beaucoup plus large, île manière que le tube capillaire soit netnient terminé, condition indispensable pour la mesure précise de sa iigueur.
Le tube large communique par un tube étroit recourbé CD, avec «i»ie ampoule BC eu verre, soufflée aussi régulièrement que possible, ^t surmontée d'un tube étroit ABde même diamètre intérieur que CD. parties étroites, à égale tre ces repères est jaugé
eux repères a, fi sont traei ule: le vol
ilance de Tampi
précision par des pesées.
i'L'ampoute et les tubes étant pleins de liquide une certaine pression. On vise le
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à Taide d'un microscope à réticule, mobile le long d'une règle verticale et l'on commence à compter les temps quand le niveau du liquide passe en a. J^'instant final est déterminé par le moment où
Fig. 17.
le liquide arrive au repère inférieur |ii que l'on vise de même au microscope. Le volume de liquide écoulé dans le temps considéié est celui qui est compris entre ces repères.
lOo. Évaluation de la pression à l'orifice d'entrée. — La quantité P qui figure dans l'expression du débit est l'excès de la pression à l'orifice d'entrée D du tube capillaire horizontal sur la pression à la sortie. Cette pression n'est pas constante pendant l'écoulement; sa valeur initiale et sa valeur finale diffèrent d'une colonne d'eau à peu près égale à la distance verticale ap, dont il faut déterminer une valeur moyenne conforme à la nature du phénomène.
Supposons qu'à un moment donné, le ménisque dans l'ampoule soit tangent au plan M; soit o la densité absolue de l'eau, h la hauteur verticale de ce plan M au-dessus de l'ouverture du tube capillaire DI^2.
La pression Pen 1) se compose de trois termes :
p est la pression au niveau M de l'air qui surmonte l'eau dans l'ampoule; «"Ap représente la pression hydrostatique de la colonne d'eau comprise entre M et D; enfin C est la correction capillaire qui provient de ce que, l'ampoule étant étroite, le liquide relevé près desbords donne sur toute la largeur de l'ampoule une forme concave au ménisque. De ces trois termes, le premier seul p reste constant pendant toute la durée de l'expérience.
1()6. Valeur moyenne de h. — h varie du commencement à la fin de l'expérience, de toute la hauteur a^S. Poiseuille prend pour valeu
moyenne â introduire dans l'expression du dëbiila mn^enne des dis-
verlicaies de D » k et à fi. Pour s'assurer que celle évaluation
Itnît correcte, Poiseiiille lit une expérience dirente. Il sonda ( /!•(. i S )
I Mibe horizontal large aii(|iiel alioiilil le Inlic iRpillaire un liibe
îrlical brge el long FG ; il mesura eiisu
^^couleinenlde i ' de liquide dans ce tu
Irentes, l'une élanl la moyenne des doux autres, i Voici les nombres qu'il o}>linl :
lups ncci/ssaire pour sbaule.irspeudif-
Ou voit, que la loi des ino.venncs est applicable. I Cela posé, supposons que Tainpoule soit régulièreinenl soufflée et ii'elle possède un plan liorizonlal de symétrie, les l'opères a el ^ fanl bien symétriques par rapport à ce plan.
I Considérons deux tranches d'égal volujne, symétriques par rapport ■Ce plan ('), La tranche supérieure s'écoule plus vile, et la Iranclie inp*ieure plus lentement qu'une tranche de même volume située dans le
e de Ih capill.-11'itë, les. ïnëg^temeiit cnui
:meiit luiitus c
i \et
t pas de m^nie
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plan de symétrie. La durée d'écoulement de cette dernière est alors, d'après ce qui précède, la moyenne des durées d'écoulement des deux autres tranches, et l'on peut prendre pour A, dans l'expression de la pression en D {fig^ 17), la distance verticale qui sépare ce point du plan de symétrie de l'ampoule.
Quant à la valeur de p, si elle n'est pas absolument constante, elle varie très peu pendant la durée de l'expérience. On en prendra la valeur moyenne.
107. Correction capillaire. — C varie pendant la durée de l'écoulement; maximum au repère a, cette quantité diminue ensuite jusqu'à un niveau très inférieur au plan de symétrie et voisin de l'orifice inférieur où elle est minimum sensiblement nulle. Elle augmente à partir de là jusqu'au repère j3 en repassant, en sens inverse, par les mêmes valeurs.
Il s'agit de déterminer la valeur moyenne à introduire dans la formule. L'évaluation théorique paraît difficile; Poiseuille l'a évitée par l'artifice suivant :
Il remplaça d'abord le tube capillaire DE, de la figure 29, par un tube plus large, afin que l'écoulement fût plus rapide, puis détermina la durée d'écoulement t du volume v compris entre les repères a et P; P, étant la pression mesurée, P« — C est la pression vraie sous laquelle se fait l'écoulement. Puis, détachant l'ampoule, il souda, au même tube d'écoulement, un tube cylindrique vertical, soigneusement gradué en dixièmes de centimètre cube et pour lequel la correctiorL capillaire, immédiatement connue par le diamètre, était égale à 2"*"'. Il détermina avec ce tube la durée d'écoulement d'un volume ^^' connu, sous une pression mesurée P, voisine de P|, la pression vraie étant P', — 2. En admettant la proportionnalité des durées d'écoulemeriLl:aux pressions, ce qui est sûrement légitime pour des pressions P^ et P', voisines, Poiseuille rirait la valeur de C.
Voici ses nombres :
Pression moyenne
d'écoulement Durée
Volume écoulé. en millimèircs d'eau. d'écoulenic
Ampoule v = '2i«n',io57 P, — C =647,485 — C 4'»i8%9.5
Tube cylindrique.. . v' = ?s^^ P'i — C' = 648,36 —•2 4"' 17'. 3
Valeur de C calculée d'après cette expérience. ... C = 3""", 2 d'eau
Pour la plus petite ampoule employée par Poiseuille (v = o*'"', 12 la correction C a atteint lo"*"' d'eau.
|t)n voit l'importance de cette coiTectionqui est une fraction notable i ta pression quand celle-ci esl faible. De plus, elle dépend de la
BnsioD superficielle. Pour le mercure, par exemple, elle serait encore
^ius considt^rable et de signe contraire.
108. Mesure de la pression extérieure {_/ig. 19). — Pour obtenir taie pression extérieure />, aussi cimstante que possible, Poiseuille Wail relié son ampoule à un réservoir M de verre ( /ig. 19), commu-
tiquant' par l'inlei Vmpression ou ui
s de 5
Le tube L partait de M laté
vite N
libre.
frtt inéuagée au fond de l'ampoule en forme de poire; les poussières ;y tonibaientet n'arrivaient pas au liquide de l'ampoule. La poire M communiquait avec un manomètre à meri les faibles pressions, avec un manomètre à eau, tous dei J^eti branches du manomètre à mercure étaient un peu étroites (6"""
Iy""" de diamètre), d'où résultait une faible erreur de capillarité qu'on luvait négliger, car les deux branches étaient à peu prés égales. La mesure de la pression nécessitait deux corrections : 1° Correction de pression gazeuse; elle provient de ce que l'atmo- )hère, sous pression, n'exerce pas la même pression au niveau de l'eaa IDS la branche ouverte du manomètre, et sur la surface de l'eau du «ipîentV(^'^'. 19) dans lequel est plongé le tube capillaire; cette cor-
rection, variable avec la pression moyenne, était voisine de i""* d'eau;
2" Correction provenant de ce que la pression dans l'ampoule ne s'exerçait pas au même niveau que dans la branche ouverte du manomètre : correction voisine de i'"",5 d'eau.
L'ensemble des deux corrections donne un total d'à peu près 3"™ d'eau, variable d'une expérience à l'autre.
109. Remplissage du tube. — Il faut employer de l'eau absolument pure et débarrassée de poussières. Poiseuille employait de l'eau distillée qu'il filtrait, sur des filtres Berzélius, de 10 à 20 fois; il s'arrêtait lorsqu'il n'y avait plus, dans le liquide, de poussières visibles à la loupe ; cette eau était ensuite placée dans un flacon bouché à l'émeri.
Pour efl'ectuer le remplissage du tube, on fixait à la poire une
Fig. 20.
pompe aspirante; en même temps, l'ampoule et le tube étaie inclinés de manière que rorifice de celui-ci se trouvât au milieu de masse d'eau distillée propre et filtrée contenue dans le flacon (Jig» 20
Ou proiliiisuil alors, à l'aide de la pompe, liquide p^ni'-lriiiit ilaus le liihe reiufilissait F:
; léHi-re LispiniLion; le
ule.
110. Température- — l.'iniliipncc rif U teinpératui-e .'sL nunsiclérahle. \ussi t'nllail-il nj)érer l'i température bien constante. Le bain d'eau dans leqnel était immergé et débonchail le tube capillaire a permis à Poiseiiille trobtenir une température voisine de lo" et constante à ~| lie drf;ré pi'ès.
II. — BËSnLTATS DE PDISEÏÏILLE
111. Loi des pressions. — l'our un tube donni', bi toi de proporinnuMliti'' des pressions ;ntx débits est exacre si le Inbe a une lontruetir
H.n'mple. — l n tLd>e, de o , i \ de dia
-ment a.is lou}-"<-ur-i suivantes :
l'our les trois premières lon{;iieurs, la loi des pressions est exacte ■■aire gS'"",^»! j el 774'"", Si o de mercure.
\ la pression de f,8""",4o4, la durée d"écouleuienl à travers le tube !-« r»"',! t a été de i''.55"'2i\ soit fii|Ui secondes.
Si l'on se sert de ees données pour calculer, d'après les pressions l«g autres expériences, les durées d'écoulement, eu admettant la loi l«s pressions comme exacte, el si l'on compare ces durées calculées Hix durées observées, on obtient le Tableau sutvaul :
L'écart maximum est de -r^; en prenant les moyennes, la concorcordance a Heu certainement au j^»
Mais les tubes plus courts ont donné des écarts plus grands, indiquant non des erreurs d'expériences, mais la fausseté de la loi.
Par exemple, à la pression 24""",66i la durée d'écoulement a été de 8646 secondes à travers le tube de i*^"^,575 (à peu près 100 diamètres).
En partant de là, pour calculer les autres durées, on a :
Durées
observées.
calculées
fii6
Poiseuille n'a pas réussi à mettre en évidence une loi coordonnant les résultats quand les longueurs deviennent assez petites pour que la loi de proportionnalité cesse d'être exacte. Il s'est borné à faire des remarques qualitatives sur les longueurs limites pour différents dia-
mètres; voici ses nombres :
Longueurs
Loi
rigueurs
auxquelles on est sûr
auxquelles la
loi
que la loi
Diamèlres.
est
encore exacte.
n'est plus exacte.
mm
mm
mm
' On voit que la longueur limite, si indécise que soit sa valeur, croît plus vite que le diamètre.
Poiseuille remarque que dans les artères étroites et courtes (2™" de longueur pour o"'"',o5 de diamètre) le mouvement des globules du sang suivi au microscope n'est plus régulier et rectiligne, comme il l'est dans les artères plus longues.
Nous verrons plus loin quelle est la véritable relation entre le débit et la pression lorsque le débit devient grand, et nous trouverons dans
s rf)servarions mêmes df^ Poiscuille les nombres r ■Ole de celle loi.
I là. Loi des longueurs. — Le^ expériences sur l'intliience de la pfession ont élé faites avec des tubes de diamètres variés. Sur chaque Bube, PoiseuiJle faisait plusieurs séries de mesures en le raccourcistant progressivement. Pour étudier l'influence de la longueur, il Btinit de rapprocher, pour un même tube, les détenu inutions faites i des pressions voisines, aux diverses longueurs. On ramène tous ces nombres à la même pression en appliquant la loi des pressions, .
Voici les nombres obtenus avec un tube de o'""',i4 environ de diaftnètre.
La première colonne indique les diverses longueurs; la deuxième, !es durées d'écoulement déduites des observations directes faites à des pressions voisines de ^^5'""' et toutes ramenées à la pression ^j^S"""; la troisième colonne indique lu durée d'écoulement déduite, au moyen (te la loi des longueurs, de la durée observée pour la longueur immédiâtemenl STinêrieiire.
voit que, pour les lubes assez longs, la loi des longueurs se L.v^rifie suffisamment. Pour les tubes courts, elle n'est pas plus exacte ■ que celle des pressions.
Si l'on a cdli'ulé chacun des nombres de la troisième colonne en I partant de chacun des nombres de la ligne précédente dans la deuxième liColonne, et non pas toujours du même, i:'est alin d'éliminer autant laue possible l'influence de la variation de la section d'un bout à I l'autre du tube. D'un tron(;on à l'autre, au contraire, la dilTérence est |i|ninimum.
On peut même tenir compte de cette variation de la section d'un
litrOQÇOtl du tube au suivant. Les tubes choisis en effet peuvent être
Considérés comme régulièrement coniques et l'on constate que les
pécaris des numbrfs du Tableau se manifestent dans le sens des varia-
lions progressives de la section. L'accord est bien plus grand si Ton se sert de la loi des quatrièmes puissances des diamètres pour corriger les petites variations de section. Voici un exemple (p. 5o5-5o8) :
Tube d'environ o""",o43 de diamètre.
Durée
calculée
corrigée et ramenée
comme
précédemment
Durée
uu diamètre
d'après
Longueurs.
observée.
du
tube précédent.
la loi
des longueurs.
cm
io,o3o
On voit que les écarts entre les deux dernières colonnes sont devenus très faibles et qu'ainsi cetle correction des diamètres est tout à fait efl'ecti\e.
La loi des longueurs es! ainsi exacte au ^Jô" P^ur toutes les longueurs auxquelles la loi des pressions est elle-même exacte.
Nous regarderons ces deux lois comme établies dans les mêmes limites de longueurs.
H3. Loi des diamètres. — Pour établir cette loi, i^oiseuille a rapproché les unes des autres les durées d'écoulement obtenues avec diflérents tubes pour des longueurs et des pressions sensiblement les mêmes; puis il a ramené tous ces résultats à la même longueur et à la même pression en supposant vraies la loi des pressions et celle des longueurs.
Le Tableau de nombres suivant est établi comme le précédent (p. 5i8 5 !()).
La première colonne indique les valeurs approchées des diamètres; la deuxième les volumes écoulés pendant 5oo secondes, tels qu'on les observe; la troisième indique les volumes écoulés pendant 5o«i secondes, ces volumes étant calculés pour chaque ligne d'après le nombre de la deuxième colonne contenu dans la ligne précédente, en supposant exacte la loi des diamètres.
La pression commune était ^-j""" de mercure et la longueur à laquelle on a tout ramené était : 23'"'".
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Volume écoulé peiulaiit 'mio secondes.
Calculé
en
adniellant la loi
Diamèlres
de la
quatrième puissance
moyens.
Observé.
du diamètre.
mm
mm'
mm>
o,oî4
i4ï ,5oo
0398 , 3oo
i55"5'ji,(»oo
xy>\:
I^es volumes sont bien proportionnels aux quatrièmes puissances (les diamètres. L'écart moyen n'atteint pas le j^ôô' ^^ *^^ peut pas espérer mieux à cause de l'influence considérable de la température. La concordance est donc excellente, au moins sous la pression choisie : --5.
D'après tout ce qui précède, on voit que les expériences de Poiseuille sont excellentes. Si l'on constate des écarts entre les lois théoriques et l'expérience à partir d'une certaine longueur, cela tient à une imperfection de la théorie.
Mi. Conclusion : Loi de Poiseuille. — Calcul du coefficient de viscosité [X de Teau distillée. — Les expériences de Poiseuille conduisent donc à la formule
où P désijçne la différence des pressions aux deux bouts du tube;
/, la lonj^ueur du tube ;
D, son diamètre;
K, une constante spécilique du liquide.
La loi qu'expriuHî celle formule est connue, à très juste titre, sous le nom de Loi de Poiseuille,
J^e coefficient K est relié très simplement au coeflici«»nt de frottement interne «jl.
On a en effet ( voir u" 6i) :
"" 8a/''" "" 8.a/* iG
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on a donc
Or la valeur numérique de K est connue dans chaque expérience de Poiseuille, puisque I, P, D, / sont connus. On peur donc calculer [JL. K et [JL ne dépendent plus ni du tube ni de la pression, mais seulement des propriétés du liquide.
115. Variation de la viscosité avec la température. — K dépend de la température et varie très rapidement avec elle.
Poiseuille a étudié cette influence entre o", 5 et 45°, de 5" en 5"" sur les tubes de tous les diamètres depuis o'"'",i4 jusqu'à o'""',029 ; à chaque température, il a retrouvé toutes les lois précédentes : lois des pressions, des longueurs et des diamètres. Il a ainsi calculé Kaux diverses températures; dans la formule. P représente des millimètres de mercure ; D et Z sont exprimés en millimètres ; le débit I est mesuré en milligrammes.
Voici le Tableau des résultats :
Température
On voit que l'augmentation de K est très rapide. En comparant entre eux les nombres de Poiseuille, on voit qu'il a atteint le millième dans la mesure de K; cela suppose qu'il mesurait les températures à moins de yy de degré puisque K varie d'environ 3',, de sa valeur par degré. Cela nous donne une idée de l'habileté avec laquelle Poiseuille a conduit ses mesures.
Poiseuille a relié ces résultats par une formule à deux termes (p. SS-i) :
K est ici rapporté au millimètre A'^eau à 10° pris comme unité de pression.
••D'où, en C.(^ S. :
l-i-o,<)'i'i(i7ii'i/ -')
ii|.|>eUiil = la (lensilV; variulile rie l'eau; O.-K. \UyPAn-inulc :
Itiijours pour représenter la même série d'espérienees de Puiseiiïlle. . La variation progressive de cunipleïité iiioiéciilaire que révèle momulie de densité, sans se traduire visibleTnent sur ht courbe de losilé, a'eo conserve pas moins son. influence et rend impossible pute représentation par une formule simple (voir Cliap. 111 ).
1 16. Travaux postérieurs à PoiBeuille. — L'eau a été étudiée, ac- -ement, par de uiunbreiis expérimentateurs depuis Poiseuille; mais bien peu de ces travaux seuiblent comparables à celui de Poiseuille, à l'exception de celui de Pribram et HandI et de celui de Tfaorpe et Rodger. Dans leur grand Mémoire dont nous parlerons ^lus loin, ces derniers ont étudié l'eau avec un soin particulier, dans ffîntervalle o"~8", sans parvenir à v découvrir la moindre anomalie
Leurs observalions comparées à celles de lous leurs prédécesseurs ml représentées sur la ligure ai. L'accord n'est qu'à peu près salant.
En prenant pour u. à o" la valeur |j.„=ioo, les oliservaticms des Bifl'érents auteurs sont comprises ;
et 73, .^
Slotte (') dans ses recberches sur les dis dir les chromâtes, a prtiposé la formule
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III. — PERTIIHBATIONS ADX EXTRÉMITÉS DU TÏÏBE CAPILLAIRE. GORRECTIOn DE FORCE VITE.
I 117. Exception apparente à la loi de Poiseuille. — Pniseuille inlrë que si la longueur du tuhe lonibe au-dessous d'iiue cerliniile, qui dépend du diamètre, sa loi ne s'applique plus. B théorie devient donc insuffisante.
, La théorie générale du mouvement des fluides visqueux d'où nous Stmines partis est correcte et, dans l'application que nous en avons jâle an cas des tubes capillaires, nous avons supposé seulement que 1 vitesse du liquide qui s'écoule est parallèle à l'axe du tuhe. Dans i^ute région du tuhe o\i cette hypothèse est légitime, l'intégration ionduit à la relation de Poiseuille entre le débit et la chute de preson par unité de longueur.
Soient :
^ la chute de pression entre deux sections t parallèle à l'axe;
Ba longueur de tube qu'elles cniuprenneat; |san diamètre et I le débit.
du tube où la vitesse est
tèttc loi élémentaire est certainement exacte pour toute section sufmment éloignée des bouts. Mais pour la vérifier par l'expérience K l'applique au tube entier. Dans ce cas, deux causes d'erreur appahissCnt :
I l" Au voisinage des bouts du tube les lignes de courant doivent fesser d'être parallèles à l'axe, car elles convergent vers l'entrée ilu pbe dans le réservoir d'où le liquide part et divergent à la sortie IBDS celni où elles aboutissent; et l'inlluence de ces changements de ilîreclîon doit se faire sentir sur une certaine longueur dans le tube.
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2° La quantité P qui figure dans la formule (i) désigne la chute de pression entre les deus sections terminales du tube; or i;e qu'on mesure c'est la diUerence des pressions qui régnent dans les deux réservoirs entre lesquels le tube est établi. Cette différence peut s'écarter notablemenl de P.
118. Nature du mouTement aux extrémités du tube capillaire. — Supposons les bouts du tube coupés bien perpendiculairement à l'aie. Comme le diamètre du trou est très petit par rapport à l'épaisseur de la paroi, on peut se représenter le tube comme un étroit canal, creusé dans une masse de verre illimitée, aboutissant perpendiculairement sur deux parois indéfinies baignées par les masses liquides des réservoirs d'entrée et de sortie {fig- aa).
Fig. îa.
Les lignes de courant ne sont pas distribuées de la même façon à l'entrée et à la sortie
A l'orifice d'entrée, elles lorment un flux convergent venant de toutes les directions dans un angle de 180" autour du trou; on peut admettre que ces lignes ont la forme régulière indiquée par la figure 36, si les mouvements sont assez lents, c'est-à-dire qu'il ne se produit pas de mouvements tourbillonnaires. Ce faisceau de lignes de courant doit s'étrangler en entrant dans le tube pour prendre presque— aussitôt la direction de l'axe.
A la sortie, le liquide qui a acquis tout le long du tube un mouve
ment bien rectiligne forme une sorte de jet qui ne s'évase que lente
ment. On peut s'en assurer en colorant légèrement l'eau du réservoi — d'entrée, celle du réservoir de sortie restant incolore; le jet est ator^ rendu visible. On constate qu'il s'élargit lentement et ne se mêlants au liquide ambiant qu'assez loin de l'ouverture. Ce (lui sortant e»cz^ traine très peu par viscosité le liquide qui l'entoure; celui qui haig^K^t
ciiapithk i — bait. i33
média te ment la paroi n'est pas entramé d'une façon sensible, kiîsque le jet subsiste sur une longueur notable après la sortie, on ■ut conclure (|ue les lignes de cnufant resLeat certainement pai'al-
à l'axe à l'intérieur du tube jusqu'à la sortie. rEn résumé, le parallélisme des vitesses à l'axe est réalisé tout le mg du tube sauf sur une certaine longueur à l'entrée; cette Innigeur est silrement faible, sans doute de l'ordre du diamètre. C'est jonc seulement dans des tubes très courts qu'il en faudra tenir compte; nous ne ferons pas le calcul de correction qui serait alors nécessaire, parce que l'incertitude sur la forme réelle de l'end)ouclmre le rend illusoire.
Dès que la longueur du tube est un peu grande par rapport au diamètre, cette correction devient négligealile et, dans la formule de Poiseuiile, la longueur mesurée du tube peut être inlmduile telle ijuelle sans erreur sensible.
Mais la seconde des causes d'erreur signalée plus liatil ( n" 112) prend une importance autrement grande quand le déliil n'est pas très petit, et nécessite une correction qui introduit un terme proportionnel au carré du débit. Occupons-nous en maintenant.
119. Correction de force vive. — Appelons l'i et Pj les pressions
li régnent dans- les sections lernilnalrs du tube respectivement à l'entrée et à la sortie; P', et P!, les pressions, déduites hydrostaliquement de celles qu'on mesure dans les deux, réservoirs au moyen de manomètres en relation a\ec les régions où le liquide est inmio-
1 difl'ércn.c inruimu,.- P, - P, = P e=l 1^. (piaulilé qu'il faudrait li'oduire dans lu formulL: de Poîseuille; on introduit à la place ^différence P', — P!, (mesurée) qui n'est pas égale à P; d'où la cause irreur qui nous occupe.
"1 est facile de voir que l'écart est acquis à l'entrée et qu'il n'est ^détruit â la sortie.
Dans les parties du vase éloignées de l'orifice, où règne la pres- 1 P',, le liquide est immobile. Dans le tube, un peu au delà de riSce, il a acquis la l'oi-ce vive qu'il conserve tout le long du tube; on considère un filet liquide qui se dirige vers l'entrée en se Irécisssnl, la vitesse s'accélère le long de ce filet; la pression doit, t suite, être plus grande du côté large que du côté étroit vers lequel liquide est chassé, La dilVérence P', — P, est précisément la chute I pression nécessaire pour faire acquérir au liquide la force vi
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qu'il a à l'entrée, en même temps que pour vaincre les frottements des filets liquides les uns sur les autres dans le réservoir d'entrée.
Un raisonnement du même genre devrait conduire, pour la sortie^ à la conclusion P2<[ P!, si le jet s'épanouissait et si la distribution des vitesses de sortie était symétrique de la distribution de l'entrée. Mais^ à la sortie, le mouvement est tout autre qu'à l'entrée ; le jet, d'abord régulier sur une certaine longueur, se résout plus loin en tourbillons qui s'éteignent au sein de la masse liquide du réservoir, par suite de la viscosité. La force vive du jet ne produit pas de chute (négative) de pression et de travail proprement dit; elle est tout entière absorbée dans les frottements des mouvements tourbillonnaires qui la transforment intégralement en chaleur.
La conservation du jet montre qu'à la sortie, la distribution des vitesses est encore la même que dans l'intérieur du tube; il en est donc de même de la distribution des pressions. Dans tout le vase, y compris le jet régulier, mais à l'exclusion de la région ou le jet se résout en tourbillons, règne la distribution hydrostatique; Pa et Pg sont égales.
Nous sommes en mesure maintenant d'écrire correctement l'équation complète du mouvement qui tient compte de la chute de pression dans le réservoir d'entrée.
Le régime permanent étant établi, nous allons éfcrire que, pendant un temps très petit dt^ la somme des travaux des forces motrices est égale à la somme des travaux des forces de frottement dans le réservoir d'entrée et dans le tube augmentée de la demi-force vive du liquide qui s'écoule pendant ce temps.
120. i" Travaux des forces motrices. — Dans le réservoir d'entrée, décrivons une sphère S ayant l'orifice du tube comme centre et un rayon assez grand pour que sa surface se trouve dans la région du réservoir d'entrée où la vitesse du liquide est sensiblement nulle et où la pression est celle qu'on mesure : P'^. Les filets liquides peuvent être considérés comme partant normalement de cette sphère. Pendant le temps dt^ une quantité de liquide idt pénètre dans cette sphère. Le travail de la pression P', pendant ce temps est
P', I dt,
car, si, à travers un élément rfS de cette sphère, le liquide entre ave ^ une vitesse normale i>, le travail de la pression est
P'i dSxi> dt.
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La somme des travaux pour toute la sphère est
P\dt fi>dS = P\{dt,
De même, le travail de la pression P2 à l'orifice de sortie est, dans
le même temps,
— P; I dt.
Le travail moteur total est donc
(P'i — Pi)Irf^
121. 2" Travail du frottement. — A l'entrée du tube, la distribution des vitesses est indépendante de leur valeur absolue lorsque le mouvement est assez lent pour que les équations soient linéaires ; la vitesse en un point est donc égale au produit d'une fonction des coordonnées' seules, par Je débit I. Le travail converti en chaleur, égal à la fonction de dissipation, dans chaque élément de volume, fonction homogène du deuxième degré des vitesses de déformation, est donc proportionnel au carré de L
Précisons l'influence des dimensions : pour des vases semblables, la distribution des vitesses est la même, c'est-à-dire qu'en appelant a une dimension linéaire caractéristique du vase, la section d'écoulement est proportionnelle à a^, et chacune des vitesses est définie par une équation telle que
et une quelconque des dérivées est telle que
du _ \ t)/i
ôx
La fonction de dissipation par unité de volume est
'a* \a a a j cl pour le volume entier, proportionnel à n^ ^
* ^tant une constante numérique définie pour chaque forme de vase.
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Lorsque l'évasement de l'orifice a une forme définie, on peut adopter pour a le rayon de l'orifice.
Pour un tube de résistance c'R, le calcul de la loi de Poiseuille équivaut au calcul de la dissipation de travail Al^, Le travail, converti en chaleur à l'orifice d'entrée et dans le tube pendant le temps dt^ est donc
La résistance c^ étant de la forme \xAs /, où ^, ne dépend que de la section du tube, mais non de sa longueur, on peut poser
et définir le rôle de l'orifice d'entrée par la longueur de tube X qui dissipe la même quantité de travail.
Pour un tube circulaire de rayon a
7ra* o
et ^ est comparable à l'unité.
Le calcul théorique de sera entièrement laissé de côté ici.
122. Équation de récoulement. — La force vive acquise pendant le temps dt est celle que possède un volume I dt de liquide à l'intérieur du tube. Pour des tubes de section semblable, elle est, par unité de volume, en un point xyz.
et, en moyenne,
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123. Calcul de la force vive. — Le calcul exact de V est facile quand on connaît la distribution des vitesses dans le tube.
Pour le tube circulaire, Hagenbach (*) en a indiqué le principe et Ta fait inexactement, en adoptant la distribution hypothétique de Hagen. Franz Neumann, dans ses Leçons de 1 858- 1869, publiées après sa mort en i883, l'a fait correctement pour la première fois. M. Couette Ta refait indépendamment en 1890.
Soit Ti le rayon du tube. Découpons la section en anneaux étroits concentriques; soit /• le rayon moyen de l'un d'eux et dr sa largeur; la vitesse u en tout point de cet anneau est (n" 63)
u =A(rf— r2).
La quantité de liquide qui le traverse dans le temps dt est
iTzr dr u dt, dont la force vive est
Tz r dr pu^ dt,
La force vive totale acquise pendant le temps dt par le liquide qui passe d'un vase dans l'autre est donc
Tdt = Tzpdt / u^rdr = 'Kpdf 1 A^r]— r^)^ r dr = —k^-j-dt.
Exprimons cette demi-force vive en fonction du débit (n" 64)
1 = 71— rt.
Çïiand il n'y a pas de glissement. On a
"X dt = -4-, \^dt.
Discussion. — Dans l'équation finale
^ogg. Ann., t. CIX.
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nous avons donc deux termes de correction :
r* L'un, X, à ajouter à la longueur du tube et qui corrige les frottements à l'entrée ; ce terme devient négligeable si / est suffisamment grand devant rt ;
2" L'autre terme est proportionnel à P. Négligeable quand le débit est très faible, il prend de l'importance quand le débit devient un peu grand.
Si donc, pour une même différence de pression P'^, on raccourcit de plus en plus le tube, le débit augmentant beaucoup, le terme en P intervient et la loi des pressions cesse d'être exacte.
De la formule (i) on tire a
^~ 87uI(/H-X) *
125. Comparaison avec les expériences de Poiseuille. — M. Couette a corrigé, par celte formule, les valeurs de [x tirées des expériences de Poiseuille pour lesquelles la loi des pressions cessait d'être exacte dès les plus faibles vitesses.
Ne^gligeons d'abord X.
Voici quelques-uns des nombres obtenus :
i«> Diamètre des tubes o""",i4
Longueur i*", 676
Pressions
^aieur de \l
en millimètres
en C.G.S.
de mercure à lO*.
Moyenne... 0,01329
2*' Même tube, raccourci. Longueur... o*^", 677
0,01 3 63 \ Pressions.
63 I vitesses croissantes
63 > encore faibles
64 \ moyenne : 0,01 364
„„ > grandes vitesses. ',„.„
Le coeffîrienl ^ esl devenu indëpendaDl de la vitesse pour un mi^me ube. Toiilefois la correclion parait un peu faible aux très grandes vitesses, probahleineni à cause de la proximité du régime hydraulique.
Le jx du premier tube esl difl'éreni de celui du second.
Calculons maintenant la vrais valeur de ul et la correction )., au taoyen des deux équations que fournissenl les valeurs moyennes aux Eiiibles vitesses
f qui Hiuinenl
[i = o,oi3oî
1 un peu inférieure à la
site adoptée par Poiseuille (o, oi-log) et
cmq
1 du tube
I2(t. Éliminatioa expérimentale des causes d'erreur. — l'renons [ deux tubes d'inégale longueur mais identiques en tout le reste. I Admettons que les phénomènes soient les mêmes aux extrémités de [ chaque tube quand le débit est le même pour les deux.
Soient A et H (/iff. a.^) deui sections du premier lube. A' et B'
dpux sections du second, chacune voisine d'une extrémilé, ta distance À d'une section à rexLrémité correspondante étant la même piiur les quaire.
Si y. est assez grand, on est sûr qu'entre A et B comme entre A' t:t B' les mouvements sont parallèles à l'axe et la loi de Poiseuille "|.plic.bl..
Appliquons-la donc à ces deux tronçons de tube.
Soient / el /' les longueurs totales des deux tubes, I' et F les
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chutes de pression respectives de A à B et de A' à B', quand le débit l est le même pour les deux tubes. On a
^^ 8fJL/-2X 8fx/'— 2X 8{JL /— /'
Mais, si l'on appelle P| et P2 les pressions mesurées dans les réservoirs extrêmes entre lesquels le premier tube est établi, et de même P'^ et Pg les quantités analogues pour le second tube, on a
puisque les phénomènes, aux extrémités, sont les mêmes pour les deux tubes.
La relation (1) devient donc
formule où il n'entre plus que des quantités effectivement données par l'expérience.
La formule (2), où est éliminée l'influence des bouts, nous montre que, tout en ne s'appliquant à aucun des deux tubes séparément, la loi de Poiseuille s'applique au quotient de la différence des pertes de charge par la différence des longueurs.
127. Expériences de M. Couette ('). — Cette méthode d'élimination a été mise en œuvre par M. Couette au moyen de l'appareil que représente la figure n^.
L'eau part d'un grand vase de Mario tte A, en relation avec un réservoir d'air comprimé ; elle traverse successivement un réservoir M, un premier tube T, un second réservoir N, le second tube T2 et un troisième réservoir P, puis s'écoule par l'orifice B, dans un flacon, qu'on pèse pour mesurer le débit.
Les réservoirs M, N, P, pleins d'eau, communiquent par des tubes de plomb également pleins d'eau avec les trois branches d'un manomètre de verre H dont la partie inférieure contient du mercure ; les dénivellations du mercure dans les trois branches mesurent les différences de pression entre ces réservoirs.
(*) Thèse (1890) et Journal de Physique, 1890, p. 4i4-
La viscosité déduite de ces espéri I que la vitesse n'est pas irop grandie.
resle bien cnnslante Lant
128. Dissolutions salines. — Coiseuille a publié dans les Comptes \ rendus de. V Académie des Sciences de 1842 à 1846, après son Méire fondamenlal sur l'eau pure, une série de iravaui sur les disso- I lutions.
La plupart des sels augmcnienL, par leur dissolution dans l'eau, la f \iscusite de ce liquide. La loi de variation est assez complexe.
Si, pour un sel donné, on trace une courbe en portant en abscisses
I la proportion centésimale de sel dissous, et en ordonnées la viscosité
[ de la dissolution (la viscosité de l'eau à 10" étant prise pour unité),
L on obtient une courbe qui change sensiblement d'allures d'un sel à
l'autre.
Pour le chlorure de jnanganèse MnCI^, par exemple {Jig. .i5), la variation est d'abord tente, puis la courbe monte très rapidement. Certains sels, comme, par exemple,
KBr, Kl, AïHtBr, AïHM, AzO'iVzH^
donnent des minima très nets, au moins à basse température.
La courbe (^^^-.aâ) est relative à l'azotate d'ammoniaque, qui, à 10", présente bien un minimum net.
Au contraire, aucun des sels de sodium étudiés ne présente cette particularité.
Il j a donc des sels dont les dissolutions aqueuses coulent plus facilement que Teau pure.
Fi?:. 25.
Fig. 26.
Des recherches étendues de Sprung (P. A.1876) ont confirmé ce résultat de Poiseuille : le minimum se produit à une température d'autant plus élevée que la concentration est moindre. A égale concentration, la viscosité varie en sens opposé au poids moléculaire de l'acide et à celui de la base.
Nous nous bornerons à ces brèves indications; les très nombreux travaux sur les solutions tirent surtout leur intérêt de la comparaison entre la viscosité et la conductibilité électrique. Nous renverrons le lecteur au Volume de la collection des Aide-Mémoire intitulé : Résistance électrique et fluidité^ par M. Gouré de Villemontée.
CHAPITRE II
EXPÉRIENCES &UK LK KHOriEMENT INTERIEUR DU MERCURE.
129. Intérêt de l'étude du mercure. Expériences de Poiseuillâ. — Le mercure ne moinlle pas le verre; des expériences faites avec ce liquide pourront, donf nous renseigner sur le glissemenl à la paroi.
Poiseuille avait fuit des expériences sur des dissolutions salines tans l'eau; elles avaient confirmé les résultats généraux fournis par Peau. La Commission de l'Académie, chaigée d'examiner ces travaux, proposa des expériences sur le mercure. Poiseuille les fit el obtint des résultats qui ne concordaient pas avec ceux qu'il avait obtenus pour l'eau; la loi des pressions semblait n'être plus exacte. Comme il employait l'appareil même qui lui avait servi pour l'eau, on pouvait admettre que la divergence tenait à la grande dillVrence entre les
chutes de
j début.
i lin de I
expi
s variations,
nui tiennent à la grande densité du mercure, ne peuvent devenir néglisables que sous de fortes pressions; mais alors c'est la loi simple ■ pressions qui cesse elle-même d'être exacte, sous t'influence des ^mes dus à la force vive. Ces expériences étaient à refaire.
- Warburg est !e premier qui ues sur la question; malheuet nécessitent des manipula-
I i30. ExpérienceB de 'Warburg('). - Et publié des expériences un peu étent Busement elles manquent de précision
ions trop délicates.
I L'appareil se compose de deux tubes larges, A el B, verticaux,
Courbés horizontalement au bas; deux tubes horizontaux aa', ^b' traversent les bouchons qui forment les deux tubes A et B; ils
lortent deux robinets de verre c et d. Enfin le tube capillaire C , par l'intermédiaire de bouchons de liège, les tubes aa', lib'
f <') Pogg- Ann . t, CXL, 1870, p. 3117.
Un vase D contenant du mercure est placé au-dessus du tube A et le robinet R permet de faire écouler une quantité convenable de ce mercure dans le tube A. Enfin, le tube B est muni également d'un ro-
Fig. 27.
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binet /• qui permet de faire écouler du mercure dans un vase taré V.
On commence par nettoyer soigneusement le mercure, on rempbt l'appareil et l'on règle au cathétomètre l'horizontalité du tube capillaire. Cela fait, on amène les niveaux du mercure dans A et B, à la hauteur de deux repères tracés sur ces tubes, dont la distance verticale représente la différence de pression H — H', sous laquelle doit se faire l'écoulement.
Les robinets c, R et /* étant fermés, on vise avec deux cathétomètres les ménisques dans A et B, puis on laisse les lunettes en place. On fait ensuite écouler un peu de mercure par le robinet r sans le recueillir, on referme ce robinet, puis on ouvre les robinets c et d\ du mercure passe de A en B à travers le tube capillaire ; on suit dans la lunette la marche du niveau dans B, et, quand ce niveau arrive à la hauteur du réticule, on met un chronomètre en marche; c'est
le commencement de l'expérience. On ouvre aussitôt partiellement
les robinets R et r, que l'on règle de manière que les niveaux dans A
et B se maintiennent constants. Quand on juge que l'expérience doitzi prendre fin, on ouvre largement le robinet r pendant un instant H <=
manière à faire un peu baisser le niveau dans B; on ferme alors com
plètement ce robinet et l'on remet l'œil à la lunette. On arrête 1^^* chronomètre au moment précis où le ménisque en B devient tangei au fil horizontal de la lunette.
L'expérience ayant été ainsi conduite, le mercure contenu dans le e V a exactement le môme poids que celui qui s'est écoulé à trai le lulie capillaire pendant le temps marqué par le citronoraètre. Deux peséca le déterminent, et l'on connaît ainsi le débit. De plus, la pression est pestée sensiblement constante pendant l'écouleiDeni; malgré l'absence d'indications à ce sujet dans le Mémoire de Warburg, il est possible que chaque niveau, dans A et B, ait été maintenu constant à y^de millimètre prés. La différence de pression H — H'
serait donc restée constante à i de moins à -^ près, la valeur de H ^ H' "': dans certaines expi
lillimètre i
est-à-dir
'ayant pas été prise inférieure inces, elle a même été de ao"".
Mesures absolues
Warburg ont porté sur 1; saire d'cclaircir, après les expériences de Poîseï
Quatre tubes furent essayés :
Résultats. — Les premiers ess i des pressions, point qu'il était
^Gi,
o,4o6ii o,3iiM5
Les tubes 1 et 2 ont donné pour la loi des pressions des écarts ' Bônsidérables; ils étaient sans doute trop courts, étant donnés leurs îam êtres.
I Les deux autres tubes ont obéi à la loi ; on conserva leurs résultats
que ceux d'autres tubes de dimensions comparables, l Warburg n'a d'ailleurs donné aucune indication sur le calibrage pes tubes qu'il employait, les cinq cbilTres signilicatifs des rayons sont donc illusoires.
La lot des quatrièmes puissances des diamètres a été trouvée exacte à la température de [7°; il n'y a donc pas de glissement notable, ^ Le coel'ficient de viscosité déduit de ces expériences est
^B Warburg signale une grosse
3 genre d'expériem
c'est raltéralion progressive du nftercure, soît seul, soit au contact du verre.
Le verre doit être récemment nettoyé (à l'aide de SO*H^, eau, alcool, air chaud) et le mercure récemment purifié et séché. Si le mer^ cure a séjourné quelques jours dans les vases, les expériences sont irrégulières.
132. Mesures relatives. — Loi des diamètres. — Absence de g^lissèment à la paroi. — Pour contrôler avec plus de précision l'adhérence à la paroi, Warburg a fait des mesures relatives, en comparant l'un à l'autre, sous le même débit, deux tubes capillaires de diamètres, différents, disposés l'un à la suite de l'autre {fig* 28).
Fig. 38.
Sur le tube large ftc, qui les relie, est adapté un manomètre à air libre DEF. Quand les deux niveaux dans A et B sont réglés de manière à rester constants, grâce aux robinets R et /•, on constate que le niveau M dans DE reste constant.
Le tube DE étant un peu étroit,5"*'", il faut ajouter au niveau M la correction capillaire : i""",8; soient alors H, H', H'' les hauteurs, du mercure dans A, DE, B au-dessus des tubes capillaires; L<, R< la^ longueur et le rayon du premier tube capillaire, ab\ La, Rj les mém^s quantités pour le second, cd. Si la loi des quatrièmes puissances d^s diamètres est exacte, on doit avoir :
II — H
i!:^=lil R^
Considérant H — H'' comme donné, Warburg compare la vaà_ -^ur
Bservée de'H" — H' à celle qii'oi g nombres :
Iciile d'après celle foriniile. Voici H'— Il
o.ilig? 87.,>
I Les écarts sont de l'ordre du centième; il esl permis de les imputer ' bx erreurs d'expériences, car toute erreur relative sur la mesure des| iamètres se trouve multipliée par 4- I La proportionnalité du débit à la quatrième puissance du diamètre \
!ut être considérée comme bien établie; par conséquent, les glissements à la paroi, s'il y en a, sont extrêmement faibles. Ce résultat J lattendu; car le mercure ne mouille pas le verre, et il était J fsez naturel de suppos^ qu'il pût glisser le long d'une paroi qu'il j e mouille pai-
133. Expériences de Stefan ('). — Des expériences antérieures à | ^es de Warburg avaient été faites à Vienne en iStia par Stefan, rec la collaboration de Ludwig.
J Stefan, étudiant les oscillalions d'une masse de mercure dans un pbe en U étroit, essaya de calculer l'amortissement et d'en déduire p coefficient de viscosité.
F Le phénomène était mal choisi. Si l'on considère, en effet, une lUtte de mercure qui se déplace dans un tube, un point (Jiff. ay) ! la masse de mercure située près de la paroi reste voisin d'elle iiidant le mouvement, jusqu'à ce que la surface limite arriére de la goutte arrive à son voisinage; il prend alors un déplacement normal à la paroi; en d'autres termes, il n'y a pas glissement de la goutte, il y a roulement. On s'en rend compte facilement en faisant courir une goutte de mercure dans un large lube de verre. Lorsque le mercure est terni et le lube Je verre bien propre, on voit les malproprelés courir sur la surface de la goutte, plus vite que celle-ci, el passer sur la surface de contact du mercure et du verre, à l'avant: lorsque ia guulte a avancé de toute sa longueur, les malpropretés non adhé-
tles au verre sont reprises par la surface iirrièrc et ramrnérs incesiment k l'aval de la j;oulle.
■ ) BïfH Ber.
Lorsque la goutte remplit toute la section du tube, supposé vertical, le mouvement est maximum suivant Taxe ; mais, comme il n'y a pas de surface libre réunissant l'avant à l'arrière de la goutte, chacun des ménisques a sa physionomie propre. Le ménisque avant reçoit cons-
Fig. 39.
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tamment du mercure propre venant de la profondeur; sa surface, constamment étendue par les bords, va s'appliquer contre le verre, et y entraîne toutes les malpropretés (en quantité finie) qui s'y trouvaient au début; elle se nettoie. Au contraire, la surface arrière qui se contracte constamment par les bords, ramasse en son centre toutes les malpropretés qui couvraient la surface et y ajoute toutes celles qui n'adhèrent pas suffisamment au tube.
134. Variation du coefficient de frottement du mercure avec la température. Expériences de S. Koch. — S. Koch (*) a opéré dans des limites de température très étendues.
L'appareil est tout entier en verre. Le tube capillaire ab est soudé à deux tubes larges A et B; sa longueur est de 4<^>'^'"» H est entouré par une étuve qui déborde de 3*^'" de chaque côté (Ji^' So); deux— écrans protègent les tubes manométriques A et B contre le rayonne — ment. Le tube B porte à sa partie supérieure deux étranglements a et p servant de repères et comprenant entre eux une partie cylin —
(') Wieci. Ann., t. \IV, kS8i, p. 1.
^iqiie large C dont le volume e^L reiiii qu'on doit faire éeouler au
i\ers du tube eapillaire; Ip> pRSsages du mercure ans repères a
ar([iienL le cominencemeiiL el la (in de chai(iic es|térience.
Pour fiorler le tube capillaire ;i loo", on faisait circuler dans l'étuve vapeur d'eau ; la température o" ou les températures inférieures |!hiieDt oblenues en immergeant le tube à une profondeur d'au moins " dans de la glace ou dans un mélange réfrigérant. Grâce à la disposition de l'étuve, la température est bien constante iBns tout le tube capillaire, car l'écoulement est très Icnl. Aux températures élevées, S. Koch emploie une étuve spéciale nplojée déjà par von Babo ( ' ). Une coupe de cette étuve est reprépntée figure 3 1 . Elle est formée de feuilles de ti.Me recourbées, supervisées, comprenant entre elles des espaces pour la circulation des ix, et ouvertes alternativemem en haut et en bas. L'ajipareil à ehaufr est entouré par les gaz de la combustion, mais protégé par deux \Û\es contre la tlamme directe de la rampe à gaz D, et même contre t rayonnement de la première l(Me. En \, B, C on voit la coupe : ^* d'un thermomètre à air; a" du tube capillaire; 3" d'un régulateur e température.
I La température masima à la(]uelle on ait opéré a été de 34o"; ou jbuvatt l'atteindre en une heure. Des températures supérieures ■ Soo" restaient constantes à moins de a" pendant 5 heures.
I t') Berl. Bfrichl.,
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Dans la comparaison des durées d'écoulement aux diverses températures, il y a une correction a faire. Les durées sont rapportées à la même masse de mercure, celle qui remplit le volume compris entre
les repères a et ^ à o"; mais ces masses n'occuperaient pas le même Fig. 3..
A, tbermomètre i air.
B, liibe capillaire.
C, résuiateur de pression.
D, bec de gaz.
volume aux diverses températures auxquelles on porte successivement l'étuve; or, dans la formule qui donne le débil, il faut toujours introduire le même volume d'écoulement, c'est-à-dire, au lieu de la masse Q précédente, introduire le volume — i i étant la densité du mercure à la température de l'écoulement, et ramener ainsi toutes les mesures au même volume.
133. Résultats. Formule de Eoch. — L'ensemble des mesures de Roch, faites sur les différents tubes entre les limites extrêmes: — 18" et S/jo", se résume bien à l'aide d'une formule à 4 termes ;
[i,= o,oir>969[i — o,ooî8926( + o,ia3.io-'(' — 1,44.10-'/']. Cette formule donne pour jx les nombres suivants :
Tcin]]é- Valeurs de (1
ratures. eu C. G. S.
3oo 0,00918
3io 0,00905
Les écarts entre les valeurs observées et les valeurs calculées à l'aider >de la formule ne dépassent généralement pas 1 pour loo.
En ronsidéranl le Tableau des nombres préccdeuls, on voit que la ^arialion de |ji esL 1res rapide au voisinage de o", et décroît quand la ■ Hinpérature s'élève. Elle est lente entre 3oo" et 3^0", plus de 5 fois }>lus lente qu'au voisinage de o".
C'est d'tiilleurs une règle générale pour les liquides : les variations ■*le [i. décroissent rapidement quand la température s'élève.
Soit T la température absolue, faisons le produit par liT; les nombres précédents nous donnent :
|iT.
tfi-h o Â,i7
aoo 4,8o
3oo 3,îa
Ce produit varie peu au voisinage de o" : [;. varie à peu près <:omme l'inverse de la température absolue.
136. Expériences da Schweidler. — Scliueidlcr(< ) a fait des expériences sur le mercure pur et sur divers amalgames à ao", 4o", 60°; i proposé la formule suivante :
Voici le Tableau des valeurs de 3 et fi :
rtlD-
Hgpa.
Hg à i,» pour looCd itl^i «lo i53
Hg à I pour looPb :(ii7 3(i) 191*.
Hg à o,ti pour 100 Zn iG3i) 't[>o '19
Hg B 0,5 pour 100 Cil o.ouiliio 3oa ai
L On voit la grande importance du terme en t^ ; la ciAirbure est très lononcée pour chacun de ces liquides. On voit aussi l'intUience des kiltières étrangères; une très faible proportion de métal étranger , Cu) abaisse le deuxième eoeflicient d'une quantité très notable, kredresse la courbe.
lOa peut alors se demander ce que signilîent les nombres relatifs B suppose parfaitement pur, dans les expériences de Koch
Wi>) fVien. Bcr.. t. ClII, 1893, p, %-i.
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comme dans celles de Schweidler. Recherchons, par exemple, à
quelle température on trouverait, pour — -j-y le coefficient de dilatation des gaz o,oo36'j :
Pour le mercure, ce serait à — lo environ
Pour les alliages avec Cd (-2,5 pour loo). -f- 9.0
Zn(j|yZn) — 35
» An y ■»pcL.n ) — ô^ »
» LiU iTri^rLiU ) — IIO »
Gu(jôôGu) —IIO
Les variations sont énormes et il suffit, pour les produire, de très faibles quantités de matières étrangères; comme pour la résistance électrique des métaux, la loi de la présence de matières étrangères produit, dans la variation avec la température, des perturbations considérables.
D'après les nombres de Schweidler, on voit qu'il n'y a pas moyen de comparer les coefficients de viscosité des diverses substances. Les courbes de variation avec la température ont, en effet, des allures tout à fait différentes et Ton ne sait, dans ces conditions, quelle température il faudrait choisir pour faire la comparaison.
137. Expériences de Bénard. — A l'occasion du cours, M. Bénard, alors préparateur au Collège de France (janvier 1899) a répété, pour le mercure, des expériences que Poiseuille avait faites sur l'eau distillée.
Calibrage des tubes, — Cette opération a été effectuée avec le plus grand soin. On a employé l'appareil ordinaire comportant deux microscopes à réticule; les glissières portaient un vernier au j^ de millimètre. Dans les tubes conservés, les plus grands écarts entre les racines carrées des sections extrêmes ont été moindres que j^^.
Les seules valeurs absolues adoptées pour la section moyenne ont été obtenues avec des pesées au mercure; il a fallu, pour les tubes fins, remplir dix ou quinze fois chaque tube pour obtenir quelques décigrammes. Le tube n'était pas rempli complètement; la distance des deux ménisques était lue à l'appareil de calibrage, et l'on additionnait les longueurs obtenues. Le microscope d'Amici employé pour l'observation des bouts du tube, ou plutôt des extrémités des parties détachées, n'a servi qu'à donner les valeurs relatives des axes des ellipses. Les valeurs absolues des diamètres prises au microscope ont concordé d'ailleurs d'une façon très satisfaisante avec celles qui résultaient de&pesées. L'ellipticité a été très faible en général.
- i:\rERiK\CRe s
La longueur des tubes a été mesurée à l'aide d'une règle de Gauibey (étalonnée ;ui pavillon de Breteuil) on d'un pied à coulisse (avec vernier hu yjf) pour les tubes pourts.
Pour le calcul des élémenîs du liibe.
fi;d(- de la inanii^re
suivante :
i" On a calculé, d'après les résultats fourni: valeur moyenne de la section et, par suite, la V'fzA, a el b étant les demi-axes de l'ellipse de la
a" Cette valeur de la section moyenne admise, le calibrage, la valeur des sections moyennes de chaque segment du lube occupé successivement par la goutte de mercure dans le calibrage, puis les diamètres moyens correspondants;
'i" La valeur moyenne de l'ellipticité des deux bonis déterminée directement a été admise pour celle du tube entier. On en a déduit pour chaque segment la valeur de — — -r-j qui joue le rôle de /' (voir le cahier d'eipériences).
t38. Montage des expériences. — L'appareil
ijig- 33 1; il est, comme on le voit, presque Poiseuille.
Rjcipiait i I
i par les pesées, la valeur moyenne de
n a calculé, d'après
est dessiné ci-dessous identique à celui de
Les deuï tubes à comparer dans une expérience sont tous les deux
(lUcés dans le même bain, ajustés chacun à un couple de deux (laçons.
Ve remplissage a lieu par aspiration. L'appareil est disposé dans le
a longtemps à l'avance, et pendant l'expérience on a pu maintenir
I 3a température constante à o", i près, ce qui est très suflisanl.
La même ampoule a servi pour les différentes expériences: quand l'écoulement était terminé pour un tube, on la démontait pour la
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reporter sur l'appareil portant un autre tube (elle était adaptée par de simples points de caoutchouc à vide).
On n'a pas cherché à maintenir la pression constante, mais à évaluer avec le plus de précision possible la pression initiale et la pression finale. Leur différence, due surtout à la descente du niveau dans l'ampoule et à sa légère élévation dans le tube large, a été d'environ gcm ^ gcm jg mercure (elle était un peu augmentée par les légères fuites du réservoir à air comprimé). Il faut donc opérer sous des pressions assez considérables pour que la méthode de Poiseuille, qui consiste à admettre que l'écoulement a eu lieu sous la pression moyenne, soit applicable. La vérification au -j-j—j de la loi des pressions, pour des pressions moyennes de ^ et i atmosphère, a justifié ce mode d'évaluation de la pression moyenne pour ces ordres de grandeur.
139. Marche et calcul d'une expérience. — Avec un même cathétomètre, on lit :
i" Le niveau du repère supérieur a H,
2" Le niveau du mercure dans le large tube B au moment où le mercure passe au repère supérieur a (commencement de l'expérience) Ni
3* Le niveau du repère inférieur ^ H/
4<* Le nive.nu dans B à la fîn de Técoulemenl (quand le
mercure passe en P) Nj
Comme on mesure le débit total fl dtj la pression moyenne cor-
respondante est — 1 P dt; il faut donc déterminer P en fonction du
temps.
Pour cela le manomètre à mercure est lu à intervalles réguliers si l'opération est longue.
La capillarité de l'ampoule à été étudiée directement. Pour cela,
Fig. 33.
fr\i
Dépression
on a déterminé, dans une expérience préliminaire, la variation de h dépression capillaire (/ig» 33) en fonction de la hauteur au-dessus di
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repère P; puis, pendant une expérience d'écoulement avec un tube particulier, on a déterminé la variation du niveau dans l'ampoule en fonction du temps, l'écoulement étant fait sous pression constante et, par conséquent, sous débit sensiblement uniforme. On a déduit de ces deux expériences la variation de la dépression capillaire en fonction du temps, sous débit uniforme {fig* 34).
Fig. 34.
Cette courbe, construite avec soin, a donné o*"*", 3i , comme dépression moyenne pour l'ampoule employée. On remarquera le peu d'influence des tubes étroits, à cause de leurs faibles diamètres, un peu inégaux, et la dissymétrie de la courbe, due au ménisque.
Cela posé, la pression initiale moyenne non corrigée de la dé-
Tubes.
Numéro du
lubo.
ha"
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pression capillaire est
Pj = pression initiale du manomètre -4- H.^ — Ni.
La pression finale Po est
V-i = pression finale du manomètre -4- H/ — Nj
La pression motrice moyenne peut donc être prise égale à
en tenant compte cette fois de la dépression capillaire.
La correction des bouts n'a pas toujours été négligeable; on a seulement fait la correction due à la perte de force vive; cette correction
diminue la pression efficace d'un terme -^— r (voir plus haut n° 118).
I. — Éléments des tubes choisis
Diamètre moyen
i/H/» moy. = i/— jt, . ^ , EUipllcIlé de* bouts ...
* ' V îC Ecarl Ecart *^ n . . in'b*
lO* Il
(S, section moyenne maximum maximum et moyenne ii* + b*
Longueur, d'après les pesées), des y/ôT». io*{^nb) moy. de»{/(tb) . pour les deux bouts. moyen.
cm cm
44^340 o,oi4o5 yj-j 0,0008897 j'jj Jg et ï*,; Moyenne : ,'j 0,0003879
44,343 0,019^.4 -,Jj 0,0014829 3'j 3>g et o » .L 0,001482g
21,945 0,01962 35« 0,0014866 g^ ^g et i^ » /j 0,0014866
IL — Loi des pressions.
Volume de l'ainpoule 4*"*>077
Distance des repères 4^"""» ^4
Correction capillaire moyenne. . . , o"™,3i
Pression Correction
-^ ^ de
initiale flnale moyenne force vive Pression
Débit par Vitesse sanH «ans avec en mm mutrice
seconde moyenne correction correction correction pi» pi* Durée
Température. en mm*. en ciii-sec. capillaire, capillaire, capillaire. Tt*r*' TZ*r*' d'écooleoM
j5 I \ o mm* mm mm s
161 '^'* 4,yo45 16,19 728,7 676,9 7o3,i 2,67 700,4 83i,4
Rapport des pressions Rapport des près- \ corrigées
sions moyennes 1 ^^ <*• !• R«pp«wi
non corrigées de ( ^ »9«^9 force vive, des durMi.
la force vivo / 1,9636 1,9639
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Débit par seconde en mm*.
Vitesse moyenne
Pression.
moyenne
avec correction capillaire.
Correction
de
force vive
en mm
Pression motrice
ir»/-*
T«mpcrature.
Initiale
sans
correction
capillaire.
Finale
sans
correction
capillaire.
Durée d'écoulement.
mm* 9»74'
cm 32,16
mm 10,52
4oo,6
Rapport des pres- »ions moyennes ' .
non corrigées de i î"^/" la force vive
yennes f :ées de | ve.... /
Rapport des pressions Rapport
motrices corrigées des
de la force vive. . . . durées.
La première série surtout (tube 4a) montre bien la nécessité et l'importance de la correction de force vive.
Les deux séries montrent que le rapport des pressions corrigées de la force vive est bien égal au rapport des durées : la loi des pressions s'applique. Comme précision, on atteint j^.
III. — Loi DES LONGUEURS
xMéme
ampoule.
Pression.
Correction de rwce vive
Pression
Débit par
en mm
motrice
seconde
Moyenne
Durée
Température.
en mm*.
Initiale.
Finale.
corrigée.
ir«H
d'écoulement.
mm* 5,i485
mm
Rapport des longueurs.. — ^——r = 2,0207; corrigé de la petite différence de diamètres. . 2,0167.
Les quatrièmes puissances des diamètres sont identiques à yjq^ près.
Le rapport des durées ramené, par la loi des pressions, à la même pression moyenne non corrigée 7^1,6 est 1,986.
Le rapport des durées ramené, par la loi des pressions, à la même pression motrice
corrigée de la force vive (P ttt)» 7^^wï ^^^ 2,0097.
Il est égal au rapport des durées (ramenées à la même pression motrice corrigée de la force vive) à j^ près.
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IV. — Loi des diamètres
Même
ampoule.
Correction
Presiilon
de force vive en mm
Pression
Température.
Débit en mm*.
Initiale.
Finale.
Moyenne corrifée.
Da d'écoai
mm* i,345o
mm 0.77
mm
Les longueurs sont identiques à tôoôô p^às j ,, 0/0
Le rapport des durées ramené, par la loi des pressions, à la même pression motrice (p— 1^)» 7^8,2, est 3,8i5.
Rapport des quatrièmes puissances des diamètres — ^ rg-^ = 3,822
L'écart n'atteint que j^, ce qui peut être considéré comme excellent, vu les précautions minutieuses qu'exigent les mesures absolues des diamètres.
Ce résultat nous permet de fixer une limite supérieure à l'épaisseur de glissement e. Si, en effet, l'égalité rigoureuse était obtenue en en tenant compte, on aurait
g77:^-j^^ = 3,8i5, avec ^^ = 3,822.
On en déduit, en millimètres,
a,/± _ JL\_Qc /_! ' \_ — 0,007
VD D7~° Vo,i964 o,i4o5/"~ 3,822 ' e =-ho""",oooi = ol*,î.
Comme on ne peut pas répondre que les jaugeages, même très soignés, déterminent le diamètre moyen avec une précision du dix-millième de millimètre, l'épaisseur de glissement tombe au-dessous des limites de précision qu'il est possible d'atteindre.
VISCOSITÉ DU MERCURE
Toutes les lois d'écoulement ayant été contrôlées dans ces expériences avec une précision au moins égale à celle des Mémoires anté-
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rieurs, tirons-en la valeur de la viscosité du mercure à la température des observations,
fjL = 0,01670 à i5*,7o;
ce résultat est sensiblement inférieur à celui que donne la formule de M. Koch pour la même température, 0,015988.
Il est facile de reconnaître que par l'emploi du même mercure pour les jaugeages et pour la définition de la pression, sa densité s'élimine du résultat final. Les expériences de Schweidler indiquant toutes que des traces d'impureté augmentent beaucoup la viscosité, peut-être faut-il conclure que le mercure employé par M. Bénard était plus pur que celui de M. Koch et surtout que la précision du calibrage de M. Koch était insuffisante.
l6o LIVRE II. — LES LIQUIDES.
INFLUENCE DE LA TEMPÉRATURE ET DE LA PRESSION
141. Premières recherches. Graham. Rellstab. Guérout. — Comment la viscosité des liquides dépend-elle de leur nature chimique? c'est ce qu'ont cherché de nombreux expérimentateurs, dont les principaux travaux seront résumés dans ce Chapitre. Dès 1861, Graham (*) tirait de l'observation des premiers alcools, éthers et acides gras celte conclusion que la viscosité, à 20", des corps d'un même groupe croît de l'un à l'autre comme le point d'ébuUition, ou encore comme le poids moléculaire.
Quelques années plus tard, Rellstab (') entreprit l'étude des mêmes corps entre o" et 5o", et reconnut que la viscosité de tous ces corps _^ diminue quand la température s'élève, dans une même série homologue, et que cette diminution est d'autant plus rapide que la tem- .
péralure est plus basse et la viscosité plus grande.
Cela, toutefois, n'empêche pas l'ordre de classement de se modifier t^^^ avec la température, soit que Ton considère la viscosité telle que^^^^^^ nous l'avons définie, soit que l'on compare avec Rellstab les produits^^^ v delà viscosité par le volume moléculaire ('). De là, une premièr^-:^^^ difficulté : à quelles températures convient-il de comparer les visco— <i> sites des diflerents corps?
Rellstab a essayé les températures auxquelles ces différents liquide ^^ _fç^ ont la même tension de vapeur, sans arrivera aucune relation précis ^=â ^.^ entre la viscosité et la constitution chimique.
(*) Philos. Trans. Londres, 1861, p. 873.
(') Ueber Transpiration honiologer Fliissigkeiten {In. Diss.). Bonn, 1868.
(') Remarqjions que ce produit ne peut pas être appelé viscosité moléculaire. La viscosité qu'on obtiendrait en prenant pour unité de volume ie volume nioléculaire au lieu d'un volume invariable et conservant des unités de temps et de force iQva-
riables serait ^ (volume moléculaire)^.
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Il en tira seiilemenL les remarques ^îuivanles : A la même temiralure les ëlhers isomires n'ont pas tuul à l'ait la même viscosité. addition de CH^O. de H^ ou de Oaugmentela viscosité. L'addition ^ C h (liniimie.
De nombreuses mesures de Guéroiit ( ' j, à 1 3 ' et à 1 5", montrèrent, [r leur désaccord avec celles de Rellstub, quelle incertitude planait leore sur les résultats bruts des expériences, et combien il était lématuré d'en tirer des conclusions générales.
t4^. Pribram et Handl. Appareila. — Ainsi Tétude était à peine tauchée, les résultats numériques douteux, les conclusions généles confuses, lorsque MM. Pribram et Hundl, professeurs a l'Univer- )é de Cïernowilz, commencèrent leurs rechercbes vers 1877. ils n'ont pas recherché une haute précision, mais un arrangement immode pour l'étude de nombreux liquides entre o" et 60" on 80°. i ont employé successivement trois appareils.
Dans le premier (1878) le tube capillaire de ao'^" de longueur et
",01 de diamètre est soudé entre deux tubes de verre de 3 7""" de
ngueur et o"",2 de diamètre, qui le prolongent. L'ensemble forme
i tube rectiligne, qui occupe l'axe d'un autre tube horizontal de 7°"
! diamètre, constamment parcouru par un courant d'eau chaude ou
lîde dont la température reste constante à o",! ou o", :^. Le liquide
Hudier occupe une partie seulement de la longueur du tube mixte,
forme, de part el d'autre du tube capillaire, deux ménisques
longés dans les tubes de a""" de diamètre. C'est par le passage d'un
I ces méni.sques, en regard de divisions marquées sur le tube à 4""'
s unes des autres, que l'on mesure le débit. Cette détermination
était évidemment peu sûre, à cause de la longue traînée de forme
insuflisamment déterminée, qui constitue la partie inférieure de
ehacun des ménisques.
La pression motrice est maintenue constamment égale à i'" d'eau,
isurée sur un manomètre en U; elle est obtenue en comprimant
l'air dans un flacon à trois tubulures par écoulement d'eau pru-
inant d'un autre flacon semblable qu'on monte ou descend d'après
lectures au manomètre.
On a évité tous les jaugeages en tarant l'appareil avec de l'eau tillée, d'après la viscosité due à l'oiscuîlle. \ïjt second appareil difl'ère du premier par la forme du tube résistant,
I Comptes rendus de l'Académie Ues Sciences, t. LXXXl, 1873; t. LXXXIII, 1876.
i62 Livre u. — les liquides.
qui a été recourbé en U au milieu du tube capillaire, de manière à obtenir des ménisques bien définis dans des tubes verticaux. Ce tube en U est maintenu par un bouchon dans le large tube vertical que parcourt le courant d'eau.
La pression de l'air est maintenue constante automatiquement ; pour cela, le flacon supérieur est un flacon de Mariotte; l'eau qui en coule arrive dans le flacon inférieur par un tube recourbé vers le haut, qui s'ouvre en haut de ce flacon, au fond duquel elle retombe goutte à goutte.
A cette pression constante de l'air, il faut ajouter la petite pression variable due à la dénivellation du liquide étudié pendant son écoulement. On a maintenu ces dénivellations assez petites pour pouvoir les négliger.
A la suite d'une rupture accidentelle du second appareil, un troisième, de dimensions un peu diff'érentes, mais de forme semblable, a servi à la plupart des déterminations finales de 1879-1880.
143. Résultats. — Dès la première année, les résultats suivants se dégagèrent nettement :
La substitution du chlore, du brome, de l'iode, et de AzO- à l'hydrogène augmente la viscosité; l'ordre dans lequel ces corps sont énumérés est l'ordre des viscosités croissantes.
Les différences sont considérables de quelque façon et à quelques températures que l'on fasse la comparaison.
Les isomères peuvent avoir des viscosités très difl'érentes : tels sont
le toluène chloré
G6H5,CH«C
Dans le second Mémoire, Pribram et Handl complètent le premier résultat, en montrant que l'accroissement de viscosité, divisé .par l'accroissement du poids moléculaire, est beaucoup plus grand (environ 10 fois) pour le radical AzO^ que pour le chlore.
L'influence du poids moléculaire, dans une série homologue, manifeste aux basses températures, s'atténue aux hautes températures.
La viscosité de l'alcool propylique normal est plus grande que celle de son isomère /50-propylique.
L'extension et l'amélioration des mesures a permis de résoudre la question relative à l'isomérie des éthers, laissée en suspens dans le deuxième Mémoire. Des Tableaux étendus montrent que la viscosité
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jpit avec la complexité du radical alcooliijuc. L'élher qui contient le ilicai normal (alcoolique nu acide) a toujours une viscosité plus ^nde que celui qui contient !e radical iso. II en est de même pour Ksque toutes les fonctioDs.
double liaison de l'atome de carbone diminue la viscosité.
|A io", la viscosité de l'atdéhjde ou de la cétone est 0,1 à o,a de Hle de l'alcoot dcmt elle provient; à Do", elle est j.
kDans chaque série homologue, la viscosité croîl prnpnrtionnelle- ^nt au poids moléculaire; le taux d'accroissement dépend de la
[institution de la molécule.
4. Importance de la TariaUon «a fonction de la température. Lotte. Orœtz. — L'ensemble de ces résultats monire une réf^ularilé ksez encuurageante ; mais il est évident que des résultais de quelque pécision ne peuvent être obtenus que par un choix, convenable des fempératures de comparaison. A ce propos, Pribram et HandI ont fait dès leur premier Mémoire une remarque que Grœtz a utilisée plus tard, c'est qu'il convient de prendre comme une des extrémités de l'échelle des températures correspondantes le point de fusion de tkaque substance.
' L'allure générale île la courbe de viscosité en fonction de la lempéconduil divers physiciens à essayer les formules du type ^Tperbolique ou exponentiel.
Slolte ( 'J a proposé une formule qui, ramenée par un l'acteur- con- R^nable aux unités C, G. S., est
bour la viscosité de feau ; elle concorde, à j^ près, avec les nouilires jde Sprung.
Des formules du même type ont paru convenir aux dissolutions de nrotoates {i88[) et de divers autres sels (t883). Toutefois Slotle a induit, quelques années plus tard, par des observations entre miles de température |tlus étendues, à proposer la formule
■vec des exposants n variant enti-e 1 ,6 et 1 ,9.
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Entre temps, Graetz ( * ), guidé par des vues théoriques sur la constitution des liquides, fut conduit à préciser la signification des constantes de la première formule de Slotte ; la viscosité propre aux liquides fait place à la rigidité des solides aux basses températures, on peut supposer que la viscosité devient infinie à la température de solidification, ce qui nous ramène à la remarque de Pribram et Handl; aux températures élevées, la viscosité des liquides fait place à celle des gaz, qui parait due à un mécanisme différent, car dans les gaz la viscosité et la conductibilité thermique croissent avec la température, tandis que, dans les liquides, ces deux propriétés marchent en sens inverse ; on peut donc supposer que la viscosité propre aux liquides s'annule au point critique. Graetz a donc proposé la formule
t ^fusion
et Ta appliquée au calcul de toutes les données numériques de Kellstab et de Pribram et Handl (-). Toutefois, pour obtenir une concordance satisfaisante, il faut remplacer la température de fusion par une température beaucoup plus basse. Sur les 60 corps étudiés par Pribram et Handl (entre o" et 5o" ou 60"), 54 satisfont alors bien à la formule en y mettant la température critique lorsqu'elle est connue, ou sa valeur calculée au moyen du point d'ébuUition par la règle rapprochée de Paulewsky (^), Pour les 6 alcools, la variation réelle est beaucoup plus rapide; cet isolement des alcools se reproduit d'ailleurs pour toutes leurs propriétés, et a conduit les chimistes à introduire la notion de molécules associées en nombre croissant à mesure que la température baisse.
Il y a donc dans cetle tentative de Grœtz une précieuse indication; si les températures constantes pouvaient être bien définies en dehor de toute considération de viscosité, la constante A serait la seul constante de viscosité, et c'est sur elle que devraient porter l-es comparaisons avec la constitution chimique des corps. Malheureusemen la formule n'est qu'assez grossièrement approchée et ne paraît satisfaisante que par suite de l'insuffisante étendue des variations de tempe
(1) IVied. Ann., t. XXXIV, 1888.
(^) On trouvera les valeurs observées de Rellstab, de Pribram et Handl, et les constanies de la formule de Graetz dans le Handbuch der Physik de Winckelmann^ ainsi que beaucoup de données sur les dissolutions.
(^) L'excès de la température critique sur la température d'ébuUition est à peu pré» le même pour tous les corps d'une série homologue.
I rature dans les mesures; el la température inférieure n'est pas la tem- ^rature de fusion. La constante A, qui est la viscosité à la température imoyenne ^('rH- '/)• d<?pend beaucoup, pour un même corps, des I tempéra lure s eilrémes le, 1/ choisies. Ainsi, les expériences de Poi- Bjeuille sont encore représentées à jj^ près par la formule
rtrès différente de celle que nous avons donnée plus haut, La tempé- [ rature critique de l'eau, 365", est comprise entre les deux valeurs essayées 3go" el 39^". D'autre part, les valeurs extrêmes de A pour les 54 corps de Pribram el Handt sont 7 et a5 ; aucune comparaison entre ces constantes ne peut être instructive si, comme pour l'eau, on peut faire varier leirr valeur de | sans cesser de représenter les expé-
14o. De Been. Stœl. Heydweiler. — Diverses autres formules ont I été proposées ; je me contenterai de les citer :
DeHeen, clans sa Théorie des liquides ('), trou expériences, poussées dans certains cas jusqu'à 170 ft«atées par la formule
que ses propres sont bien repré-
1 est presque li
> est égal à I : 2on.
Stœl (*) a proposé la fori
(2,65 à 2,85) po.
le plus simplt
' les corps étudiés, et où
1 la viscosité du chlorure de méthyle entre — a8" - 0,00897, uiais qui est en excès de plus en plus ' jusqu'à ia3"; la température critique
i représente hii + 100", avec 8 liarqué à partir st .43".
Quelques années plus lurd (') Hejdweiler a nionln'' que, pour des
-■^orps variés, la formule de Stœl est applicable entre 0,62 T^,,,. et
D,85 T„|^, mais que, en réalité, la courbe des logfj. en fonction des T
Iprésente, pour tous ces corps, un point d'inflexion dans celle région.
(') Théorie des liguidei, 1888, i" Partie, f (') Labor, de Leyde, 1891; — Phyi. Hev., (■) Wied. Ann., l. LV, 1895, tt l. LIX, 189
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La courbure près du point critique est particulièrement nette pour l'anhydride carbonique, étudié par Warburg et von Babo (voir n" 158 et suiv.).
Stœl avait aussi essayé une autre formule, moins bonne,
(5) fi
-'fy
OÙ p est la tension de vapeur saturante du corps. On peut, avec Heydweiler, la transformer sans l'améliorer, par l'emploi d'une formule approchée de Van der Waals, pour p^ et écrire
(6) |x = -jL.}ieio'»\
où l'indice c correspond à l'état critique et T désigne une température absolue.
Une transformation plus heureuse de Heydweiler consiste à appli-
quer la formule de Stœl aux viscosités moléculaires [xi^m, Vm désignant le volume moléculaire à la température T, sous pression de saturation ; on a ainsi
(7) fjt = A p;,3 g-ex^
qui convient bien aux températures supérieures à o,^ T„n
Chlorure de méthyle 0,00691
Eiher ordinaire 0,00714
Acétate d'éthyle o , 00668
Benzine 0,00714
.\ucune de ces formules ne représente assez exactement la loi physique pour être utilement employée à une comparaison physicochimique. Nous reviendrons sur cette question à la fin du volume, en nous plaçant au point de vue théorique. Thorpe et Rodger ont tourné la difficulté dans le très important Mémoire dont il nous reste à parler et ont réussi à rattacher la viscosité d'un grand nombre de corps à leur constitution chimique.
146. Mémoire de Thorpe et Rodger (i). — Dans ce travail considérable, Thorpe et Rodger ont étudié des corps purs.
(*) Thorpe et Rodger, Philos. Trans, Roy. Soc, London, Vol. CLXX.XV, Part. I
CHAPITRE 111. — VISCOSITÉ DES LIQUIDES PURS
Ils se sont attachés tout d'abord à réaliser les deux conditions suivantes :
r* Purifier minutieusement les corps employés;
2" Etendre considérablement les limites de température. Ils ont opéré, pour certains corps, de o" à 1 20" ; limites encore insuffisantes cependant, car il aurait fallu approcher davantage du point critique.
La viscosité des liquides étudiés a été mesurée par l'écoulement à travers un tube capillaire, en s'assurant de l'exactitude de la loi des pressions dans chaque expérience.
147. Description de l'appareil. — L'appareil, tout entier en verre, est symétrique (^fig* 35).
Le tube capillaire AB coupé net aux deux bouts est soudé près de
Kig. 35.
^on milieu à deux larges tubes horizontaux surmontés chacun d'un large tube vertical : D et E.
Ces tubes sont rétrécis à deux niveaux différents, où ils portent ^es repères horizontaux m,, ma, /Wj, in^ ; le volume compris entre nx^ ^t m<x et celui qui est compris entre m^ et m^ sont presque égaux; on les a soigneusement déterminés au préalable ; ce sont ces volumes ^u'on fait écouler à travers le tube capillaire; on note le temps que
le niveau du liquide, dans le tube gauche par exemple, met à passer d'un repère à l'autre.
Le tube capillaire AB a o""',o8 de rayon; son calibrage a été fait d'une façon complète.
La quanti iô totale de liquide que contient l'appareil est égale à celle qui peut remplir l'espace compris entre l'extrémité Ht du tube D et un repère A'2 tracé sur l'autre tube (E).
148. Remplissage. — Les liquides employés ont été préparés avec des soins minutieux pour assurer leur pureté chimique et éviter en même temps toute trace de poussière. Chaque liquide, distillé dans un appareil en verre entièrement soudé, était conservé dans un flacon bouché à l'émeri, dont le bouchon était recouvert d'un capuchon de verre. On a ainsi réussi à éliminer absolument toute trace de poussière.
Pour transvaser le liquide dans l'appareil, le bouchon rodé est remplacé par un bouchon à capuchon (Jig' 36) dont le tube plongeur
Fig. 36.
Trompe (vide)
Pompe (corapression)
effilé aj3y8 descend jusqu'au fond a du tube E. On fait le vide en F e-^ l'on comprime en G; le liquide pénètre dans l'appareil.
L'appareil étant rempli, on peut procéder aux expériences d'écou — lement et les renouveler indéfiniment avec le même liquide, en le faisant passer alternativement de la branche D dans la branche E et réciproquement; de la sorte, aucune cause de contamination n'esl à craindre.
Vingt-quatre expériences ont été faites sur chaque liquide à diverses températures.
Un très grand nombre de corps ont été étudiés : eau, brome, peroxyde d'azote 10 carbures d'hydrogène de la série grasse,
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6 iodiires. g bromures, lo clitorures de siibstilution, 4 composés sulfurés, l'aldëhyde élhjlique, 4 célones, 5 acides gras, 3 éltiers-oxjdes, } hydrocarbures benzéiiiques. 1 r alcools.
149. I>oi de variation de la viscosité avec la température. — r chacun des corps éludiiis, Thorpe et Rodger onl construit une Hirbe de variation de la viscosité avec la température, et ont comiré les courbes donuées par les corps d'une même famille. ILa discussion graphique a conduil à uu ensemble de résultats qua- ^Lifs, dont j'extrais les principaux.
l Dans les séries homologues, ta viscosité croit avec le poids moléculaire. f La substitution d'uo halogène à l'hydrogène accroît d'autant plus b viscosité que l'halogène est plus lourd. Ces substitutions successives tonnent des accroissements différents.
i L'inlluence de la constitution est très marquée ; composés iso- el <>rmal, dîchluréthanes, dibromures, benzine.
^ l.es alcools, les acides gras, l'eau sont exceptionnels ; ils contiennent probablement des associations moléculaires; leur viscosité varie très ■VI te avec la température.
Même pour les corps réguliers, la formule de Slotle ou celle de -jM'X'œlz sont insuffisantes pour les représenter. Une formule de la forme suivante :
jaru rendre compte suffisamment des résultats; il faut d'ailleurs * n sidérer celte formule comme purement empirique. Cependant S coefficients n el a ne sont pas très bien déterminés par les obser- »- tioDs de o" à 120".
Tableau des valeurs moyennes rie n pour vhnque groupe- Mi Carbure' gras 1 ,y
ti lodures i ,7
1 o Chlorures 1,7
5 Acides 1,9
t Célones < , 9
2 Anhydrides 1,7
4 Com|>oaris sulfurés 1.7
6 Hydrocarbure» aronialiques 1,7
Peroxyde d'aiote i , 7
Eau 1,1
Elber éihylique i,5
Brome 1,4
Moyenne r ,76
Les valeurs de - sont bien plus variables; pour les cinquante corps
à allure régulière - varie de o,oo35 à 0,0 1 3 (p. 577); par conséquent
a varie de 286" à 77". Pour les corps exceptionnels c'est bien autre chose; pour le triméthylcarbinol par exemple a est inférieur à 5".
loO. Discussion. — Un changement de valeur des constantes de la formule la transforme en
et donne les mêmes valeurs de ^ en [jl au centième près, si l'on a, dans toute l'étendue des expériences,
n oa
hn log ( ^ -^ a ) < 0,0 1 ;
en appelant t^ la température moyenne des expériences, ^0 — '^ les températures extrêmes, et en prenant
ÔA A
= — 8n log ( ^0 -H « ),
on annule le terme constant et le terme en ^ — t^ du développement; l'inégalité devient
- — \ r-' — ) |Sa|<o,oi, -ha \t^-^- aj
ce qui laisse une marge de variation assez étendue. Prenons, par exemple, d'après ce qui précède.
il vient
n = ^, tii-^ a-= 33o",
X = 3: DO
SA a — «273 c o / 7 \
avec une latitude étonnante
-r- So,3o.
De là résulte que les coefficients de la formule ne sont pas propres à montrer une influence simple de la constitution chimique, mais qu'on peut se donner a priori une condition, par exemple adopter le même exposant n^=\ pour un grand nombre de corps, avec des températures a très variables, ou bien la température comptée depuis la
qui donne t; ayant ^, on obtient |jl par
{t-^ay-
C'est ainsi qu'ont calculé Thorpe et Rodger. Mais on peut remarquer plus simplement que la formule donne
t -^ a D'où
Ce sont donc les valeurs de
que Thorpe et Rodger ont comparées en réalité, et entre lesquelles ils ont réussi à trouver des relations additives de constitution; c'est ce que les auteurs remarquent seulement vers la fin de leur Mémoire (p. 688), et ce qu'ils vérifient, sommairement, en constatant que la valeur moyenne du rapport des viscosités d'un même corps aux deux pentes — o,oooo323 et — 0,0000987 choisies, est très sensiblement
égale à
/o,oooo323\ "■+•* \ 0,0000987/
avec n = i ,76.
La constante a reste en dehors, et n'a joué de rôle que pour défi — nir les températures correspondantes.
152. Définitions. — Dans leur discussion très complète des résultats numériques, MM. Thorpe et Rodger ont introduit diverses quantités qu'il importe de définir :
i" La viscosité molf^ciiiaire. — Soit d la distance moyenne de deux molécules, l'aire moyenne d'une face du cube qui représente le volume moléculaire est d-] la viscosité rapportée à cette surface [t-d^ est la viscosité moléculaire.
2" Le travail moléculaire de la viscosité, — Lorsque le déplacement d'une couche par rapport à l'autre est d^ dans une structure
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Igulîère, loutes les molécules auraient avancé d'ua rang par rapport celles situées immédiatemeni au-dessous ; le produit de la viscosité moléculaire u ff ^ par ce déplacement d est jX'f' que les auteurs appellent travail moléculaire de la viscosité, admettant que cette quantité « a évidemment les dimensions d'un travail », ce qui est faux; l'est le produit d'un travail par un temps; car, pour avoir un iravaitn I faut multiplier par une vitesse de glissement, qui est l'inverse d'un temps.
, Le cube de la distance d s'obtient à un facteur constant près, — pnmbre de molécules contenues dans le poids moléculaire exprimé n gammes (H = a), — en faisant le quntieni du poids moléculaire M r la densité p.
Résultats
L'un
lUtre de ces
.ntités conduirait à
relations plus simples ou plus étendues que la seule viscosité, sans I y ait avantage marqué à employer l'une ou l'autre. En raison de a signification théorique plus sâre, je citerai les résultats relatifs â la I viscosité moléculaire » sous la pente — 0,000 o3a3 (p. 64Ô),
Viscosilès moléculaires des élément
Hydrogène CarboDe. .
Hydrosyl-oxjgéne : (C — Êiber-oxjgène : (C —
Carbonyl-oxyjjéne : (C =
Soufre ^ (C — S — C) â
Clilore ( monochlorures) Cl
Chlore ( bicblorurei) CI'
Brome ( moDobromures ) Br
Brome (bibro
Iode
Groupement isi Double liHison Chaîne fermée.
La viscosité moléculaire s'obtient en additionnant lires de ce Tableau pour chaque atome et chaque liai '■tudïé. On obtient ainsi, à moins de 2 , 3 pour 100 près'(
à I , I pour loo), les viscosités moléculaires de 48 composés. Trois autres, l'iodure de méthyle, l'acide formique, l'anhydride propionique, donnent des écarts supérieurs (4 à 6 pour 100). Restent neuf substances, dont l'eau, et divers chlorures de carbone, qui donnent
Fig. 37.
Abscisses: températures.
Ordonnées : viscosités (C. G. S.).
Triméthylcarbinol
Isomères.
des écarts considérables en relation évidente avec l'allure toute différente de leur courbe déjà révélée par la discussion graphique.
Un autre élément, dont il a été impossible de découvrir la relatioiM. précise avec la composition, c'est la température d'égale pente, nom moins importante que la viscosité elle-même.
Je me contenterai de citer quelques résultats (p. 646, 696).
Pente : — o,oooo323.
Température.
o lodure de méthyle 4'^, 9
lodure d'éthyle 61 , 5
lodure de propyle 83,6
lodure d'isopropyle 79î9
lodure d'isobutyle 97^6
lodure d'allyle 82
Viscosité moléculaire observée, calculée.
ioo3
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Viscosité moléculaire Température, observée, calculée.
Bromure d'éthyle si6,9 663 667
Bromure de propyle 54,7 774 777
Bromure d'isopropyle 5 1,6 760 766
Bromure d'isobutyle 76,4 877 876
Bromure d'allyle 5o, 8 784 789
Chlorure de propyle 26,4 658 661
Chlorure d'isopropyle 21,4 644 640
Chlorure d'isobutyle 5o,o 760 760
Chlorure d'allyle 20, 3 617 623
En résumé, la viscosité moléculaire, prise aux températures de même vitesse de variation de la viscosité avec la température, est sans nul doute une fonction de la composition centésimale et du mode de groupement des atomes dans la molécule.
La formule
est celle qui représente le mieux la viscosité des liquides dans un rand intervalle avec trois constantes seulement. Pour la plupart des corps, la représentation est presque aussi exacte -^n adoptant uniformément l'exposant n=^j= 1,75, ce qui réduit ^ 2 le nombre des constantes spécifiques.
Pour les alcools, on doit adopter un exposant voisin de 1, mais plus variable.
Il est encore impossible d'attribuer à ces formules une signification théorique.
154. Influence de la pression sur la viscosité. — Rontgen (^), Warburg et Sachs (-), Cohen (3), Haiiser (^) ont étudié l'influence de très fortes pressions entre des limites variées de température.
Les premières recherches sur ce sujet ont été faites de 1880 à 1884 par Rontgen à Giessen, par des moyens très simples. Le tube de verre capillaire ah soudé aux boules bgh {fig» 38) est contenu dans un piézomètre de verre A.B (genre Magnus) plongé dans une cuve à parois de glace, pleine d'eau. Le tout est dans une cave.
(») W, A,, 1884, t. XXII, p. 5io.
(») W, A,, 1884, t. XXII, p. 5i8.
(*) W, A,, 1892, t. XLV, p. 666.
.(^) Inaug, Di$s,f 1900.
Le piézomètre contient du mercure propre, au fond, et de l'eau distillée au-dessus. Le tube à boules est mastiqué à sa partie supérieure dans une monture de laiton à bayonnette, qu'on peut manœuvrer à l'aide de la tige auxiliaire C. Pour préparer l'expérience, on détache le tube, on le fait plonger dans le mercure, jusqu'à ce que
Fig. 38.
la boule inférieure et la moitié de la boule supérieure soient remplies de mercure ; on le relève alors et on le remet en place. On ferme le piézomètre et l'on donne la pression.
On suit la descente du mercure, on note le temps nécessaire à l'écoulement de g en h. Le tube h étant large, la pression dans le mercure suit la loi hydrostatique; toute la résistance est due à l'écoulement de l'eau par le tube capillaire ab,
La théorie de l'expérience est très simple si les variations relatives de résistance avec la pression sont beaucoup plus grandes que les variations relatives de volume des vases, et de densité des liquides. Si la quantité de mercure est la même dans toutes les expériences, et si le tube prend exactement la même position (ce qui exige que
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hltache à bayonnetle soit bien travaillée), )a pression motrice p est pie fonction déterminée i{'(y) du volume v occupé par l'eau dans les lOules, c'est-à-dire de la position du mercure. On a donc
p=\yv)
l étant la résislance du
c. D'où
en prenant pour origine des volumes l'étriinglement g, et pour origine du temps l'époque de passhige du mercure eu ce poinL. La durée d'écoulement t\ du volume i^', de la sphère est proportionnelle à la résistance du tube, et par conséquent, pi}ur un même tulie, à b viscosité [1 du liquide.
La durée d'écoulement a diminué de 0,004 environ pour a5 atmor chères, limite des pressions qu'a pu supporter longtemps sans rupture Llfi piézomètre de verre; tandis que les autres influences ne paraissent
s dépasser 0,001.
La viscosité de l'eau diminue donc quand la pression augmente.
Warburg et Sachs. — M. Warlmrg a examiné, avec l'aide
pe M. Sachs, l'éther el la benzine sous la température d'environ 20",
I moyen de l'appareil qu'il avait employé dans des recherches qui
ïTonl décrites plus loin (n" 158) sur l'anhydride carbonique, en le
Smpltiiant par l'emploi d'un manomètre métalliqur. La pression,
kercée par une pompe à glycérine, est transmise de la glycérine au
quîde par l'intermédiaire du mercure. Les joints de caoutchouc entre
■e et l'acier, qu'on ne pouvait plus employer avec l'éther et la
cnKine, ont été remplacés par des joints en liège imprégné à chaud
! gélatine bichromalée et exposés au soleil, pour rendre le liège
kiperméable et insoluble.
Tous les contrôles d'usage ont été faits au sujet de la légitimité de
remploi de la loi de Poiseuille; mais, malgré les précautions, et bien
ïue, pour la benzine, le changement de viscosité atteigne i4 pour 100
i5o atmosphères, M. Warburg n'attribue pus une grande pré-
l^âsion aux résultats, c'est-à-dire aux coefficients [3 de la formule
f =t'4' + P(p-pi»)l>
>ù ?(, désigne la densité sous la pression d'une almosphèrc, et a lu
lyS
densité du liquide comprimé, déduite du coefficient de compressibilité de Sajotschewskj pour l'éther et la benzine, au moyen des pressions observées.
Anhydride carbonique 2,5
Ether . 4,*^
Benzine 10,2
Eau — 3,8
T:Tcrit.
La deuxième colonne indique le rapport de la température absolue de l'observation à la température critique du corps.
Les trois premiers liquides sont normaux; ^ augmente à mesure qu'on s'éloigne de la température critique. L'eau à 20" est anomale, comme pour toutes ses propriétés.
Elle présente, d'ailleurs, de bien autres particularités : comprimée, puis ramenée à la pression atmosphérique, l'eau saturée d'hydrogène sulfuré a subi un changement permanent, sa viscosité a diminué. L'eau privée d'air, l'eau saturée d'acide carbonique ou d'ammoniaque peut être comprimée sans qu'aucun changement permanent de viscosité en résulte.
156. Cohen. — Cohen (Wurzbourg) a étudié, entre o" et 25'*, l'in-
Fig. 39.
fluence de pressions atteignant 600 atmosphères sur la viscosité de l'eau, des dissolutions de sel marin et de la térébenthine. La méthode
l celle de B.oiilg;ea;
ieace se fait dans le bloc d'à
! passage du mercure aus étrangle ment s a, a' est signalé électriquement grâce aux fils de platine, qui sortent du liouchon de fernieliire auquel loul l'appareil de verre est suspendu par une monture en nickel. L'appareil est rempli du liquide à étudier, e goutte de mercure restant en d; on l'introduit dans le liloc d'acier
chass la près:
I lempé
r le liquide, on. Tout le
ature avant
orrection qui peut
plein de mercure, qui rentre par d, et coi pendant qu'on visse le bouehon, et qu'on donni l*loc est entouré d'un biiin il'eau dont on lit ^ l après l'expérience.
Les effets secondaires de la pression qui exigent i ^ ont les suivants. J'indique les limites de l'erreur rela ^^ 31 résulter, d'après Cohen ;
i" Diminution du volume entre a cl a' ; g^ — o,ooi,i : a" Augmenliilion du ravon du tube capillaire {4" puissance); ^ ^+0,0020;
3" augmentation de densité des deux liquides, d'où augmentation C^e la pression motrice; £^4- o,ooo5;
4" Elévation de la température interne par la compression; ^s= <; — 0,0013;
5" Déplaneraent des (ils de platine : l'accord des mesures faites ' appareils différents montre qu'il ne se produit pas. le manomètre de Bourdon gradué de ao en 20 atmosphères suOit cément.
Il faut souder le platine loin de son extrémité ; autrement il peut ar qu'une petite goutte d'eau reste adhérente autour de la souaprès que le mercure a dépassé le niveau du pluiine, et que le itact reste irrégulier et incertain.
Les résultats généraux, que précisent les figures ci-joinies, sont les vants :
Jusqu'à goo atmosphères, à ^tS", il n'y a pas de minimum de la PÎscosité; mais relle-ri décroit moins vile que la pression; la perle de iscosité est beaucoup moins marquée à 23° qu'à 1°; peut-être trouveniit-on un accroissement de viscosité au delà de 40" (Jig- 4o)-
La diminution de viscosité obtenue par Cohen est beaucoup moindre ^Ue celle des précédents observateurs.
Pour les dissolutions concentrées de NaCi {Jtg. 4 ' 1 42, 4^) et de iH'CI, p auguienle presque proportionnellement à la pression; la pérature irdiue peu, l'influence de l'eau redevient prédominante is les solutions tHenducs.
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Pour la térébenthine l'accroissement de viscosité par la pression est rapide et linéaire, i6,3 pour loopar ioo"'°à lô^et 16,7 pour 100 à 7".
Fig. 40 (Eau).
aoo lOQo
Kig. 41 (NaCI).
Us
43 (NaCl).
Varia
Vif,
Kig
fifi
Fig
1 relatives de la viscosité pour
n ordonnées.
- Courbes i
- Courbes d'égak concentration : à a°; — à ii'>5.
- Températures en abscisses; pression 6oo"~; courbes d'égale coDcentration.
- Concentrations enabscisses; pression 6oo><'; courbes isothennet.
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157. Hanser. — Plus récemment, l'eau a élé soumise à une étude
minutieuse entre o ' et i oo", et j usqu'à 600 atmosphères par M. Hauser au laboratoire du Pr. Koch de Stutlgard. La iiiclliode est celle de
Cohen. La figure auxiliaire 44 montre les communications électriques avec les contacts C^, Ca des deux fils de platine E,, E2 {fig* 45)^qui indiquent le début et la fin de l'écoulement. La production, le main-
Fig. 45.
siSSS^S
tien et la mesure des températures voisines de loo** ont exigé des soins spéciaux. La figure 44 montre l'arrangement adopté. Le bain d'eau contenu dans une demi-barrique, que recouvre le cône H, est chauffé par la vapeur que fournit à travers des vannes de réglage une chaudière placée dans une salle voisine. La vapeur qui arrive par le tube circulaire GG est injectée dans le bain par un très grand nombre de petits trous. Une circulation continue est entretenue par les hélices u à travers les tubes ab. Des thermomètres sont plongés dans le bain à diverses hauteurs. On a reconnu par des essais préliminaires qu'il faut environ 2 5 minutes pour que la température intérieure devienne la même que celle du bain. La manière de remplir l'appareil d'eau filtrée et privée d'air est suffisamment indiquée par la figure 45; le tube libre du robinet 1) aboutit à une trompe. L'eau, après avoir traversé le filtre T, ne traverse ni bouchon, ni tube de caoutchouc jusqu'à l'appareil.
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Quant à la température du liquide contenu à l'intérieur du bloc, après divers essais infructueux, on l'a mesurée au moyen d'un thermomètre à mercure introduit dans une longue moufle d'acier R, vissée à fond dans le bouchon, à laquelle l'appareil en verre est fixé par les colliers K {fig^ 46). Enfin, pour que la position du tube d'écoule-
Fig. 46.
ment soit toujours la même par rapport au mercure, ce qui est indispensable pour que la pression motrice soit rigoureusement la même dans les expériences successives, il a fallu supprimer tout anneau de métal écrasable entre le bloc et le bouchon; le bouchon a été fait, comme le bloc Caillelet, en excellent acier, reposant sur le bloc par une petite surface tronconique rodée, et l'on a obtenu l'obturation parfaite au moyen d'un serrage très énergique.
Toutes les précautions paraissent avoir été prises, et les mesures effectuées avec précision.
Au-dessous de 32" la viscosité de l'eau diminue quand la pression augmente.
A 32 ' la viscosité est indépendante de la pression jusqu'à 4^0 sitmosphères.
Au-dessus de 32" la viscosité croit avec la pression ifig^ i'j).
La variation relative croit plus vite que la pression.
La compressihilité du mercure et l'extension du bloc d'acier sous 4oo atmosphères ont diminué la pression motrice de o,3 pour loo. Cette diminution résulte d'un abaissement du niveau du mercure dans
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le bloc, qu'on a réussi à mesurer directement par une expérience préliminaire; deux pointes d'acier reliées aux fils de cuivre qui tra-
Fig. I7.
-»■ 0,005' .Vartation relative de la viscosité due à la pression
Température
versent le bouchon plongent dans le mercure à de très petites profondeurs, inégales; par compression on supprime le contact du mercure successivement avec l'une et l'autre des deux pointes : un abaissement du niveau de o""",4o est produit par une pression de i^o-atmosphères.
158. Anhydride carbonique près du point critique. — Warburg, après avoir collaboré avec Rundt à l'étude de la viscosité des gaz sous des pressions très faibles, a publié en 1882, avec von Babo, un très important travail Sur la viscosité de Uanhydride carbonique au voisinage de la température critique ( ' ).
Warburg a adopté la méthode des tubes capillaires, qui paraît seule applicable dans ce cas. Pour définir l'état de l'acide carbonique il faut mesurer la température et la pression du gaz; pour définir la pression motrice, produite par la descente du mercure, il faut connaître aussi la densité de l'acide carbonique employé, dans les conditions mêmes de la mesure; enfin, le lluide du tube capillaire et du réservoir qui se remplit est soumis à une pression un peu différente de celle du fluide extérieur; il faut donc tirer de la courbe des densités en fonction de la pression la correction correspondante, tout à fait incertaine au point critique même, comme on sait. Il faut, en
outre, suivre l'écoulement du liquide, pour la mesure de viscosité; le tube capillaire et son réservoir jaugé sont donc enfermés dans une
éprouvette en verre épais qui permet de voir ce qui se passe. Tout l'appareil doit tenir la pression de 120*^"', jusqu'à une température de 4o" environ.
(') Wied, Ann., t. XVII, 1882, p. 390-427.
La réalisation de toutes ces conditions a exigé la constmction d'ui llppareil assez compliqué, eo partie en acier, en partie en verre, qu mérite une description d(5laillée {Jig. 48).
Le gaz carbrinique préparé avec les plus grands soins est coinprinn
jusqu'à liquéfarlion dans un solide récipieol qui en contient Soo^. On le fait passer pur distillation dans l'appareil refroidi à zéro, où il arrive par le tube de cuivre N et le robinet à pointeau ML; les autres robinets à pointeau II/( et 7,v étant fermés.
Le manomètre è azote TS indique quand il faut arrêter le remplissage en fermant le pointeau ML, et aussi quand il faut ouvrir les pointeaux H/* ou t-Z pour empêcher la pression de trop monter pen-
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dant le réchaiiffemeui de l'appareil. Ce manomètre est formé par un tube de verre S de 640"'" de long, de S'"" d'épaisseur et o""',5 de diamètre intérieur, terminé en T par un réservoir d'environ 3™' qui plonge dans le mercure du bloc d'acier O. Le tube étroit, calibré et divisé, est entouré d'un manchon avec bain d'eau; l'azote est bien sec et débarrassé d'acide carbonique. La pression se déduit du volume de l'azote supposé remplir exactement le réservoir T sous la pression atmosphérique; mais le transport du tube est assez délicat, de sorte que, sur trois séries, deux concordent bien et la troisième donne des pressions plus faibles de j^ environ; on corrige de la différence de niveau de mercure dans le tube et dans le réservoir, et de la dépression capillaire. Le pointeau V permet d'isoler complètement le manomètre.
Densité du gaz
{fig. 49) se fixe par ui
— L'appareil de mesure de la densité du gaz tube de caoutchouc à vide sur la tubuIureJ.
Un caoutchouc lixé à c est rattaché au vase mobile Q d'une pompe à mercure. Le pointeau Hp étant toujours fermé, on ouvre le robinet b à l'air libre, on remplit M de mercure jusqu'au trait supérieur m, en soulevant Q. On lit la pression au manomètre à azote. On ferme h, *. on entr'ouvre le pointeau Wp el l'on remplit M sous une pressiott— peu différente de l'atmosphère, en aba issant Q. Lorsque M est à peur près plein, on ferme le pointeau Wp et on lit la pression nouvelle au
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iDBnoinètre à azote. Pur la manœuvre du vase Q on amène le itierliictement au Irait inférieur m', et on lit dans le tube -■/ la letile diirérfnce de pression avec l'atmosphère. Celte pression, le Erolume jaugé, et la température font connaître la masse d'auide ear- ■onique ùm sorlie de tout l'appareil, pour une chute de presi^iou op BéLerminée au manonièlre à azote. Le volume total occupé par l'acide Carbonique dans l'appareil a été d'ailleurs jaugé en détail, par un nble d'opérations assez pénible; il est compris entre aS^'jOy et ,16 suivant ta hauteur du mercure dans te manomètre. Une seconde jauge de moindre volume a été employée aux basses pressions.
On a ainsi les éléuients d'un Tableau contenant, d'une part, les LBressions successives, de l'autre, les masses d'acide carbonique sors à chaque étape. A la tin de l'expérience, la inasse qui reste dans l'appareil, sous une pression voisine de 3o°"', est calculée d'après le ffolume et la température au moyen de la formule de Qausius qui, naiis ces limites, représente très bien les observations d' Andrews. L'addition de celle masse et de toutes les masses sorties jusqu'à une ipressioujO donne la masse contenue dans l'appareil sous cette presiûon, et, eu divisant |)ar le voluuie correspondant, hi densité de l'acide larbo nique.
J6(t. Tube à écoulement. — L'appareil de mesure de viscosité ^stoontenu dans l'éprouvette longue et épaisse B, occupée à sa partie inférieure par du mercure {Jig.âo). Le tube capillaire s'étend de e «n /; il est surmonté à sa partie supérieure par un tube plus large qui sert à le suspendre, et terminé par une boule percée de trous latéraux g; celle-ci est protégée par un capuchon uiélallique / également percé de trous latéraux; ces précautions ont pourbut d'éviter l'introduction de poussières dans le tube capillaire, A sa partie inférieure e, ce tube est soudé au long réservoir cylindrique tv/, terminé par un tube plus étroit i/d' qui reste toujours plein de mercure et autour
duquel le niveau di réservoir ed' . Trois ; repères; les volumes
mercure monte pei
ndai
qu
il descend dans le
es
extérieurs de plaline o, 1, a servent de ont été jauges avec précision ; toutes tes distances ont été mesurées à la machine k diviser; le diamètre du le capillaire a été déterminé par des pesées au mercure. Des lesures au cathélométre des hauteurs simultanées du mercure duns réservoir erf, et dans l'espace annulaire dd', font counaitre le rapport des sections. Une première enveloppe protège contre les acri-
dents dus aux ruptures, et un bain de 26 litres, chauffé par une cir-
Fig. 5o.
culation d'eau chaude, permet d'entretenir une température constante à moins d'un dixième de degré près. Des glaces laissent voir les mouvements du mercure dans l'éprouvette.
161. Marche d'une expérience. — La mise en train d'une expérience exige qu'on puisse faire monter le mercure dans le réservoir cPe ;
VISCOSITÉ I
■■c'esI à quoi l'on parvient au moyen du robinet à boisseau avec lii- ' mières latérales n, n' et lumière centrale F {fi^. 4^)- ^" général, les lumières/), n' sont en regard el toute la masse d'acide carbonique en communication; il en est ainsi pendant presque toute l'expérience de densité précédemment décrite ; in^is, vers la fin de celle expérience, on lourne la manette G, les lumières n, «'cessent d'être en regard, et la fin du remplissage de M se fait uniquement aux dépens de l'acide carbonique rentré dans le vase ed'^ dans lequel le mercure remonte, au delà du repère o; c'est alors qu'on ferme le pointeau H/j.
L'appareil est alors prêt pour une eipérience de viscosité. On attend quelques minutes, pour l'équilibre de température, et l'on i détourne la manette G; le rétablissement de la communication Lentre les deux masses d'acide carbonique par n, n' permet au merlure de descendre; on note au chronomètre à pointage le passage du niveau aux traits o, i , 3 ; ce qui fournit les données nécessaires pour ■alcul de la viscosité sous une certaine pression moyenne, à la température du bain.
Une nouvelle mesure de densité abaisse la pression moyenne et est
Wivie d'une nouvelle mesure de viscosité. Deux observateurs font
|)nsi aisément une quinzaine de déterminations entre lao*'"' et So"'"",
L'étanchéité des nombreux joints est assurée, pour les jonctions
cier, par l'interposition d'un mince disque de cuivre: pour les
oints des tubes de verre, parl'ernploi de tubes de caoutchouc (i), (()
Serrés entre des disques de laiton; pour les pointeaux, par un grais-
k la cire jaune; le robinet H/i qui doit s'ouvrir sans fuites a été
d'une bonne boite à étoupes K. Seul le robinet à boisseau a
Bonne lieu à des grippements assez fréquents, exigeant un démontage
Se l'appareil.
Trois tubes capillaires de diamètres dillerents : o'"',oio 3a4, ',007 aoa et o"", 00:5694, et de ()*"" à 7""' de longueur, ont servi à S'assurer qu'il n'y a pas de glissement notable le long des parois ; et Comme rien nî au point de vue théorique, ni au point de vue expérimental ne rend ce glissement probable, sous forte pression, on a admis qu'il est nul.
A égale densité et à égale température, la pression obtenue par Warburg est inférieure à celle d'Andrews d'environ 1"'"' aux densités moyennes et de 3°'"' ou i^"" (sur go""") aux densités voisines de o,y. C'est un accord suffisant, vu l'inlluence considérable des moindres résidus d'air non liquéfiable et la dilTérence des manomètres employés.
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162. Discussion. — Quelques indications numériques sont maintenant nécessaires pour savoir ce qu'on peut négliger dans la théorie de l'écoulement :
i" Le volume total occupé par le fluide ne varie que de ^',^j par le déplacement maximum du mercure dans le manomètre; on peut donc le regarder comme constant dans toute l'étendue des expériences.
2" La densité du fluide atteint 0,8 sous 110"^'"; il est donc indispensable d'en tenir compte dans l'évaluation de la pression motrice, qui n'est due qu'à l'excès de la densité du mercure sur celle du fluide.
3 Sous la densité o,5 et la pression de 77*'"', à 32" environ, c'està-dire près du point critique, la variation absolue de densité par atmosphère a atteint 0,17 dans les expériences de Warj)urg; c'est une variation absolue de 0,0022 par centimètre de mercure. La densité de part et d'autre du tube capillaire peut donc dill'érer de o,o33 au maximum lorsque l'écoulement se fait sous une difi<érence de pression de i5^"' de mercure; c'est une difi'érence relative de -^ environ dont il faudra tenir compte.
4" Le volume de fluide compris entre les repères o, 2 (Jig. 5o) n'atteint guère que 0,002 du volume total; le changement de densité de ce tout petit volume qui passe d« l'extérieur à l'intérieur n'a donc qu'un retentissement inappréciable sur la densité et la pression générales dans l'espace extérieur au tube /e^/d^,
5" La hauteur totale du liquide depuis le mercure du manomètre jusqu'au fond de l'éprouvette en d n'atteint pas 3o*^'"; la pression ne varie donc par suite du poids du fluide que de i*^"^ de mercure environ; la densité du fluide n'augmente donc du haut en bas de l'appareil que de 0,0022, soit j|^ au maximum. La variation due à la même cause est encore moindre dans le tube à frottement, où la hauteur est moindre.
Il suffit donc de tenir compte de la variation de densité sous l'action de la pression motrice, pour l'évaluation de la quantité qui passe. Mais, dans l'évaluation de la pression motrice, on peut calculer toutes les pressions hydrostatiquement, en attribuant au fluide une même densité constante dans tout l'appareil, p, celle qui correspond à la température du bain et à la pression P du manomètre.
163. Théorie de l'expérience. — Pression motrice. — La pression motrice est l'excès de la pression extérieure sur la pression intérieure, au même niveau. Soient :
z la hauteur du mercure intérieur;
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z' la hauteur du mercure extérieur au lube/r/rf', au-dessus d'un plan
de repère ; S la section intérieure; S' la section extérieure de Fespiice annulaire;
on a
on appelant yj et r/ les deux corrections capillaires interne et externe ;
< -1) ^dz = S' dz',
S Une série de lectures des z et z' correspondants a donné ^7 ou t,
^snviron o,43. La correction capillaire yj — V ^st extrêmement incer- "^aine; on a choisi le diamètre extérieur du tube dd' de manière à la m:*endre très petite. Des mesures directes comprises entre o*^™,oi ^2t o*^"", 3 ont donné en moyenne o*^", i4; il en résulte une incertitude ^i^omprise entre yô cl -j^ sur la ptession motrice, celle-ci variant de S*°* à i5*^"^ de mercure.
Des équations (i) et (2) nous tirons
< 3) ^ =a^-l-r^_Y)', J^ = a^, a = ^(pHg— pco>) (i -h <j).
Débit, — La masse Q qui a traversé le tube capillaire est <4> Q = p[Vo-S(^-^o)],
appelant Vo le volume compris entre l'orifice du tube e et le pre- ^^ier repère o, dont le niveau est Zq. On a donc
^ dt L\ a ) d? ^ a\dt
^ïà posant Vj = VyH- S^o — S
Soit R la résistance du tube pour une viscosité égale à i
^ti) R = — r,
Tir*
^n appelant / et /• la longueur et le rayon du tube capillaire. L'écoulement permanent, assez lent pour qu'on puisse négliger la correction
de force vive, obéit à la loi de Poiseullle, à la condition de prendre, pour le débit en volume, le quotient de la masse qui passe -y par sa densité moyenne dans le tube, p,„, et d'employer la viscosité moyenne :
nous avons vu que - /> t& ne dépasse pas -^ ; la densité ne diffère donc
de Om que de moins de 37*, les corrections du deuxième ordre, en fonction de la densité, sont donc cerlainement négligeables. Même conclusion pour ^Km ; mais la variation de [jl avec la pression a la même importance que celle de p, car l'expérience donne des valeurs
de - -p supérieures à 1 , lorsque la densité dépasse o,45; Warburg a
oublié d'en tenir compte.
Intégration. — Éliminons -~ entre (5) et (7), il vient
(8) ^(p-^p')=-R(,-.J,')(pË^V,p'^p'|;,)
dp dt
en posant
Cette équation en -^ et p s'intègre facilement, surtout si l'on se
rappelle que les termes en p', [x' ne sont que de petits termes de correction (*), ce qui permet d'écrire en développant
et en intégrant
<■•) '»'?-<"— >(l^'-^)-<'-'ps(-¥^)-
Cette formule équivaut numériquement à celle qu'a employée
(*) En particulier V, p' est égal à - pp\ en désignant par /? une pression de Tordre
de 2o«" de mercure; V.p' est donc une fraction ^-^ < — 7 du lerme principal — •
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Warburg pour le calcul de ses expériences, si Ton etï'ace le terme en [Ji' qu'il a oublié.
Lorsque la pression motrice tombe de pa k pi^ entre les deux marques o, i, l'équation (lo) donne a par la formule
Pi\ \o„Po \* p 2(X
165. Discussion. — La parenthèse diffère très peu de i; elle est sensiblement ésfale à ; j—, car — ^ et — — — diffèrent peu
de Pq.
Ledénominateur de Warburg, i -|- — i- sensiblement, est toujours
supérieur à i (maximum i,o3o à i,o45 suivant la température au
voisinaere de la densité o,5). Le dénominateur vrai i -+- — — f i — 4^ )
a une allure différente. On voit, en effet, directement sur la courbe
de Warburg {fig^ 5 1) que ^-7— varie depuis o, 2 environ pourp =: o, 20,
à I pour p = o, 5o, et jusqu'à 1,6 pour p = 0,80. Le dénominateur est donc à peine supérieur à i de moins de 0,01 pour les faibles densités, égal à i vers la densité critique, et à peine inférieur à i pour les fortes densités.
En un mot, la variation de viscosité compense presque exactement l'influence de la variation de densité: les valeurs de seconde approximation de Warburg, celles qu'il désigne par [ji, sont moins près de la vérité que celles de première approximation, qu'il désigne par a', données de la formule simple
a 1 '^^ log P^
^ Pi
166. Résultats. — En conséquence, ce sont les valeurs de première approximation de Warburg que je transcris, d'après son Tableau XI (p. 4*7)9 pour le gaz le plus pur (moins de 0,001 d'air); elles sont exprimées en C.G.S. La densité p est prise par rapport à l'eau. Les pressions P, tirées du Tableau XIV de Warburg, sont
mesurées en atmosphères.
Densité p. jx. P. jx. P.
o,8oo 678.10-6 107,3
0,780 575 88,5 581.10-* ïi4,6
0,660 496 80,7 5oo 101,6
o,3io 241 74,6 244 82,7
A ces températures, peu supérieures à la température critique, la viscosité est définie par la densité, et non par la pression; aux fortes densités, elle varie très peu avec la température. C'est le contraire de la viscosité des gaz peu denses, qui est indépendante de la densité, et pour l'anhydride carbonique, presque proportionnelle à la température absolue, ce qui produirait un accroissement de — environ entre 82'* et 4^^''? de même ordre que l'excès obtenu aux densités inférieures à o,3oo.
Al l'état liquide, à 25", i , Warburg a obtenu des résultats analogues (o,ooo5 d'air) :
fx 800.10-6 741 703 665 628
P io5 95 85 75 70
A diverses températures sous la pression de vapeur saturante (0,002 d'air) (*) :
fx 925. 10-* 852 784 yi'i 625 539
Ces viscosités ne sont guère que le -^ de celle de l'eau.
Tous ces résultats sont groupés dans les courbes isothermes ci-jointes, qui montrent bien l'influence prédominante de la densité, prise en abscisse, même à température largement variable, sous pres-
( ^) p est tiré des observations d'Andreef {Ann. de Liebig, t. CX, iSSg). — Peut-être cette différence d'origine des valeurs adoptées pour p explique-t-elie pourquoi le point 25" de ce tableau ne se place pas sur la courbe isotherme 26*.
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sion de vapeur saturante [points isolés (Jîg. 5i)]. En conséquence, dans tous les essais de coordination, c'est non la température, mais la densité qui est pour les liquides la variable indépendante naturelle et importante dont dépend la viscosité.
La position de la courbe de aS", i qui est à la fois au-dessous de celle de 3a" et de celle de 5°-i5'', sous la densité de o,85, montre qu'il y a un minimum de viscosité en fonction de la température entre 20" et 3o", sous celte densité.
Fig. 5i.
sh
ll.>
tfs
Abscisses p; ordonnées lo' |j,.
Peut-être pourrait-on étendre cette remarque de M. Warburg, et penser que la faible influence de la température dans ses expériences indique un minimum de viscosité sous toute densité au voisinage de la température critique.
CHAPITRE IV
LE RÉGIME DE POISEUILLE ET LE HÉGIME HYDRAULIUUE. PASSAGE D'UN RÉGLME A L'AUTRE.
167. Les deux régimes. — L'écoulement lenl d'un liquide par un tube capillaire obéit à la loi de Poiseuille; si l'écoulement est très lent, la chute de pression par unité de longueur s'obtient en prenant le rapport de la différence des pressions extrêmes à la longueur; si le débit est un peu rapide, il faut faire la correction de la force vive du jet émis par le tube capillaire; mais, dans les deux cas, le mouvement à l'intérieur du tube est le même, la distribution des vitesses est la même. Nous appellerons ce régime, régime de Poiseuille.
Tout le monde sait que ce n'est pas celui qu'on observe dans les tubes larges, les conduites d'eau, les canaux; la perte de charge par unité de longueur y est à peu près proportionnelle au carré du débit; c'est le régi'fne hydraulique.
Dans un même tube de verre, le passage d'un régime à l'autre n'a pas lieu brusquement, à partir d'une vitesse déterminée, mais il existe une période troublée où les deux régimes sont possibles et alternent avec une fréquence plus ou moins grande.
C'est ce passage d'un régime à l'autre que nous allons étudier.
I. — TRAVAUX DE HAftEN
168. Expériences de Hagen. — Hagen, physicien et ingénieur — allemand, ne semble pas avoir connu les travaux de Poiseuille. Il fit^ des recherches sur les lois de l'écoulement de l'eau ordinaire dan^ des tubes de diamètres assez notables et opéra dans d'assez large ;= limites de température (jusqu'à 80° C. ). Le Mémoire où Hagen ra porte ses recherches a été publié en i854 dans les Abhandlung^ de Berlin ; il contient beaucoup de bonnes observations mêlées à u théorie inexacte.
Hagen a étudié la variation du débit avec la température sous u
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courbes sont ascendantes, mais tournent leur concavité vers le bas et annoncent un maximum qui n'est, d'ailleurs, pas atteint dans les limites des observations. Les courbes qui correspondent à une pression plus forte (iS*^™ d'eau) présentent un maximum et annoncent un minimum.
Enfin les trois courbes supérieures correspondent à des pressions plus fortes encore (20*''"' à 25*'™'d'eau). Le maximum est très accusé et le minimum est très net, puis la montée de la courbe continue d'une façon à peu près rectiligne, mais moins rapide que la montée du début.
Gomme on le voit, à mesure que la pression augmente, le maximum et le minimum reculent vers les basses températures et se rapprochent l'un de l'autre en même temps que leur différence s'accuse davantage. Leur position dépend d'ailleurs du diamètre du tube.
Cela nous montre en passant que, si l'on veut étudier l'influence de la température sur la viscosité, il faut opérer sous des pressions très faibles ou très élevées, de 'manière à se placer dans une région bien définie de la courbe, en dehors de la région troublée du maximum et du minimum.
169. Cause du maximum et du minimum. — A quoi tiennent ce maximum et ce minimum? La description des phénomènes faite par Hagen lui-même, puis par Osborne Reynolds (i883), et enfin par Couette (1890), en fournit l'explication.
Avant le maximum, le débit est régulier, sans soubresauts ; l'observation de la veine la montre lisse et régulière ; Hagen la compare à une baguette de verre lisse.
Au voisinage du maximum et entre le maximum et le minimum, le jet devient trouble et jaillit par soubresauts violents et irréguliers. Hagen crut d'abord que ce phénomène tenait à un défaut dans le montage de l'expérience ; mais, en comparant un très grand nombre d'expériences, il vit qu'il s'agissait là d'un phénomène normal.
Après le maximum et le minimum, la veine est régulière, sans soubresauts, mais elle n'est plus lisse comme auparavant; la surface du jet est craquelée, comme couverte de toutes petites rides.
Les soubresauts qui se produisent entre le maximum et le minimum proviennent du passage très rapide et alternatif d'un régime à l'autre.
Il est alors facile de se rendre compte de l'allure des courbes quL représentent la variation du débit en fonction de la température.
Quand la pression est assez faible, le régime à la température^ ordinaire est celui de Poiseuille ; la vitesse est dirigée partout sui-^
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vant l'aïe du tube. C^uand la température croît, le coefficient de frottement diminuant, la force vive des mouvements de la veine cmîi; au déliui cet accroissemeni ne se traduit que par une augmenliition du débit : le mouvement devient plus rapide maïs reste rcctiligne: c'est encore le régime de Poiseuille. La température continuant dfl croître et l.i viscosité de diminuer, les mouvements irréguliers ne sont pas assez rapidement amortis pour que le mouvement reste sensiblement recliligne; des mouvements ondulatoires se Produisent dans le liquide, exagèrent les inégalités de vitesse el dis- Hpent proportionnellement plus d'énergie que le régime de Poiseuille, même débit; de là résulte l'existence d'un maximum dans la ÎQurbe des débits en fonction de la température.
La température continuant de croître, les ondulations prennent une nporiance croissante, d'abord, puis stalionnaire ; le régime se régue et le débit augmente de nouveau.
Ce qui se passe ainsi à pression (constante, quand on augmente ■ogressivement la température, est l'image de ce qui se passe à température constante quand on accruit progressivement la pression.
L'absence de mouvements ondulatoires dans le régime de Poiseuille, leur apparition dans la région troublée et leur permanence «dans le deuxième régime, peuvent être mis en évidence en mêlant au Liquide de petites poussières qui v restent en suspension. Elles se meugvent paraLlèlemeol à l'axe du tube avant le maximum, et suivent un rajel sinueux dans le deuxième régime.
170. Théorie de Hagen sur le changement de régime. — Hagen wst parti d'une idée inexacte mais intéressante. On sait que la distribution des vitesses à l'intérieur d'un tube, dans le régime de Poiseuille, ïsl donnée par la formule
[dans laquelle h désigne la hauteur équivalente à la pression motrice l^^valuée en colonne du liquide), sous laquelle se fait le mouvement, i la vitesse à la distance /' de l'axe, et R le rayon du tube. Hagen ^oyait que la vitesse en chaque point est proportionnelle à la distance I la paroi ; rectifions cette erreur et adoptons cependant le mode de niiomiement de Hagen tout en nous servant des résultats de Poipeuille.
Si l'on augmente A, u croît sans limite, D'autre part, si l'on pro-
duisait récoiilement sous la même pression motrice y non à travers un tube mais à travers un orifice percé en mince paroi, la vitesse u^ à la sortie serait
ux = yj%gh.
Comme le tube introduit des résistances, on doit certainement avoir
En particulier, si l'on appelle Wo la vitesse sur l'axe, on doit avoir Cela posé, d'après la loi de Poiseuille, on a
Pour une valeur donnée de /, u^ croissant proportionnellement à A,
et Uk proportionnellement à y/A seulement, w„, d'abord plus petit que i/|, lui devient égal pour une certaine valeur de A, et supérieur au delà; ce qui est absurde.
Nous savons maintenant comment on échappe à cette difficulté; nous avons vu en efTel que le jet se forme à la sortie du tube, aussi bien qu'à travers un trou en mince paroi, et que la formule exacte pour Wo n'est pas
mais
qui tient compte de c^tte force vive, et donne pour le débit I — mais non à la vérité pour la vitesse axiale 2ll7rR2 — une valeur toujours
inférieure à celle de l'orifice en mince paroi iiR^ sjigh^ sous la même charge. La difficulté n'existe donc pas pour nous.
Au lieu de s'apercevoir du rôle du jet à la sortie du tube capillaire, Hagen fit l'hypothèse, qui conserve quelque chose d'intéressant, que le paradoxe correspond à l'existence des deux régimes, et que le passage d'un régime à l'autre se fait au moment où les deux vitesses deviennent égales. La pression h qui correspond à cette valeur critique est donnée par l'équation
Ce (ii^hit sérail proporLionuel à / et indépendaiil de R. Tel serait le calcul correct.
ce n'est pas la loi obtenue par Hagen, car ce physicien a lit le calcul de I en partant de Tliypolbèse fausse indiquée plus tant, que la vitesse en un point du tube est pruportîonnelle à la e de ce point à la paroi. Dans ces conditions, le débit serait ■oportionnel à la vitesse U que possède le liquide sur l'axe du tube par conséquent, le débit critique serait proportionnel ù ^i iomme Ut- C'est la loi à laquelle aboutit Hag^en.
171. Gomparaisoa des expâriencea de Hagen avec sa théorie. — 3L>ans son expérience, sous pression constante, Ilagen décompose donc le phénomène théorique en deux phases : i" débit constauimeat «-roissant, en raison inverse de la viscosité, jusqu'à la valeur itR-y^a^çA;
débit constant quelle que soit la viscosité. Le débit critique serait
lonc un di'bit maxini
Hi
igen
uppose
le débit I
ibservé est précisément le débit critique ; mais, au lieu de le comparer i la valeur simple nR^y/a ^A, et de s'apercevoir de suite que le débit maximum est beaucoup plus petit, Hagen le compare à lu valeur fausse qu'il a calculée en fonction de la viscosité.
Hagen ayant déduit de ta première partie de ses eipériences la loi variation de jj. avec la température, calcula quelle devait être la tsition du miiximum de débit pour chaque pression quand on conourbe du débit en fonction de la température. 11 compara isuit« les positions calculées de ces maxima avec tes positions îndi- ,ées par tes graphiques qui re présentaient les observations directes. Hagen avoue que la concordance n'esl pas bonne, et î] suflil, pour convaincre qu'il a raison, de jeter les yeux sur ses nombres. II a utilisé trois tulies. Pour le premier ( ^ =^ .}:^o ) la concordance
est bonne (à i** près de o° à 35"). Pour le second (tt = 336), il faudrait ajouter i4" à toutes les températures calculées pour obtenir les températures observées des maxima. Pour le troisième (0 = 35ol,
les températures calculées sont encore trop faibles de lo". Contrairement à Hagen, mais sans citer de nombres, Franz Neumann affirme pourtant que la concordance des nombres calculés et observés est satisfaisante, et cette affirmation a été répétée depuis.
172. Comparaison des expériences de Hagen avec les vues d'O. Reynolds. — Nous connaissons maintenant la loi véritable du phénomène, d'après les expériences plus récentes d'Osborne ReynoLfts:
le débit limite est proportionnel à-!^; la longueur /n'intervient pas.
Si Ton relève sur les planches de Hagen le débit maximum pour les trois tubes à des températures comprises entre o" et 62", puis qu'on fasse pour chaque couple de tubes les rapports de ces débits maximum, chaque rapport correspondant à une température donnée, on trouve que ces rapports, pour deux tubes donnés, sont à peu près égaux. Si la loi de Hagen est vraie, cette valeur commune des rapports
doit être égale au quotient des valeurs de ^» On trouve qu'elle en est
très différente, mais qu'elle est à peu près égale au rapport inverse des diamètres. C'est donc la loi d'Osborne Reynolds qui est la vraie. Voici d'ailleurs les nombres :
I" Tubes A et B.
Rapport des diamètres "ô* • • ^^^9 Rapport des valeurs de '^« • i ,<>9 ; Rapports des débits -r • • • • o,56 o,58 0,59 o,63 0,70 0,76
2" Tubes B e« G.
Rapport des diamètres ' * * 0,68 ; Rapport des valeurs de -^- • o,435
Rî p Rapports des débits 7^ • • • 0,07 0,67 o,65 o,65 0,70 o,63
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Il n'y a donc pas le moindre doute ; la loi de Hagen esl absolument ['fausse el, cependant, ses expériences étaient suffisantes pour qu'un I pût entrevoir la loi véritable.
Malgré cela, le mémoire de Hagen reste important. Il contient I d'abord bien des remarques intéressantes ; en outre, c'est le premier I où soit faite bit^n nettement la distinction entre les deux régimes et où I le phénomène soit correctement décrit.
Il ne semble pas cependant que ce Mémoire ait beaucoup attiré I l'attention quand il parut. Les physiciens et les hydrauliciens ont f continué à s'ignorer les uns les autres, ou même à se contredire. 1 faut aller jusqu'à Osborne Reynolds {i883 ) pour trouver de nouvelles études expérinienlales sur la même question.
- EIPiBlEirCES DE COURS DESTINÉES k HOKTRER LES DEUX BiGIHES ET LE PASSAGE DE L'UN A L'AUTRE.
173. Expériences sur le mercure. — Un tube capillaire BC esl I adapté horizontalement à une éprouvette à pied A pleine de mercure F {Jig- 53). Il est bon que le tube se termine en entonnoir à l'entrée, ! sans quoi le régime de Poiseuille ne s'établit qu'avec peine.
Kig. 53.
L'éprouvelte étant pleine de mercure, on laisse l'écoulement se ' ■.produire par le tube capillaire. Au début, l'écoulement se faisant <Bous une forte pression, c'est le régime hydraulique qui s'établit : le ■et qui sort est régulier, mais la veine n'est pas lisse. A mesure que î mercure s'écoule la pression motrice diminue; à un certain moment, la période troublée commence; le régime de Poiseuille (veine lisse) commence à se montrer par inlermittences; chaque fois qu'il
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s'établit, le jet s'allonge, montrant que le débit augmente et que la résistance diminue; mais le régime hydraulique reprend bientôt, la veine se trouble tout d'un coup et en même temps le jet se courbe davantage et son amplitude diminue.
Le jet oscille ainsi par soubresauts, d'une amplitude à l'autre. Tout d'abord, les oscillations sont rares, c'est l'amplitude faible qui est le plus souvent réalisée; le régime hydraulique domine. Puis, la hauteur diminuant toujours, les oscillations deviennent plus fréquentes pour redevenir rares ensuite, l'amplitude forte étant maintenant plus souvent réalisée; le régime de Poiseuille domine. Enfin, au-dessous d'une certaine valeur de la pression motrice, le régime de Poiseuille subsiste seul, la veine est lisse et les oscillations ont disparu.
On a obtenu de très bons résultats (*) avec des tubes de i"*"* de diamètre dont les longueurs ont varié de 3o*^'" à 3'
cm
Premier tube, — Longueur So'^'" environ.
cm
H > i5 Régime hydraulique. Veine trouble. Jet régulier. 15*^™ > H > 6 Période des battements d'abord très faibles quand H est
voisin de i5*"", atteignant ensuite une amplitude énorme quand H diminue, puis le régime de Poiseuille domine avec retours rares à l'amplitude faible.
H < 6 Régime de Poiseuille établi. Veine lisse. Jet régulier.
L'amplitude des oscillations est d'autant plus grande que le tube est plus long.
Deuxième tube. — Longueur 18*="', 9.
rom
H > 56,7 Régime hydraulique régulier.
H = 56,7 Commencement des oscillations.
H = 48,8 Grandes oscillations continuelles entre Ic^ deux régimes. H = 3o,o Fin de la période troublée. Commencement du régime de
Poiseuille.
Troisième tube. — Longueur 35
grande
73,9 < H < 117. Oscillations d'énorme amplitude.
( ') Leçon du 4 février 1899.
Fin du r
: de Poiseuille domin s d'ampiilnde (retours
' quelques chutes au régime liydrau-
Comparaison ries deux débits limites des deux derniers tubi^s. — D'aprf's la loi d'Osborne Reynnlcls, ces débits limites devraient f être ëgauK, car les deui tubes ont même diamètre.
Rapport des pressions liiiiiies 2,4
Rapport des longueurs j,9
Rapport des débit» d'après la loi de Poiseullle >,9 >; — î = "1"
La loi de Rejnolds est sensiblemenl vérifiée. Le loi de Hagen donnerait 1,^.
17i, Expériences avec l'eau- — Première expérience, — Même appareil qu'avec le mercure, mais les tubes sont coupés droits. Les dimensions indiquées par Couette (Thèse) ont été adoptées ; /^ 18"". D = o"",iip.
On a obtenu les résultais suivants :
H < 75"° Régime hydraulique. Jet régulier. Veine trouble. P 35-< H < 7i™ Oscillations irréguliêres.
H < 3i"" Régim,; de Poiseullle, Veine lisse. Jet régulier.
La longueur du tube était un peu faible pour le diamètre, les batte- [ ments avaient une faible amplitude. Il aurait fallu pt^ndre une Ion- I gueur de 60'^'" environ et alors adapter le tube à un récipient plus haut f (au moins 1 "' de hauteur),
Peuxième expérience. — Si le tube est 1res court, la pression [ à laquelle le régime de Poiseullle peut s'établir est trop faible pour I (ju'il y ail un jet. On peut encore montrer l'oseillalion entre les deux I régimes dans ce cas au moyen des vibrations de la goutte au bout du Vtube.
Voici comment l'expérience est disposée :
On prend un tube ayant 1 "'™ de diamètre et .î'^'" ou 6'^'" de longueur, (on l'adaple à une éprouvetle tubulée remplie d'eau, ayant ao"" de K'hauteur. Pour réfiulariser l'écoulement lent el la formation des I gouttes, on pluee à cheval sur le tube et tout près de rexlrémité une ['bande de papier à filtrer.
Au début de l'expérience, quand l'éprouvette est encore pleine d'eau, la pression est suffisante pour que le liquide sorte en jet; mais bientôt, la hauteur d'eau diminuant, le jet se recourbe complètement pour donner au bout du tube une goutte qui vibre avec une période très petite entre deux positions extrêmes, où la goutte prend deux formes très différentes correspondant l'une au régime de Poiseuille, l'autre au régime hydraulique. Le liquide continue à s'écouler de cette goutte le long de la bande de papier. L'amplitude des vibrations décroît à mesure que la hauteur d'eau diminue dans l'éprouvette, leur fréquence restant très grande. Brusquement, pour une hauteur déterminée, la goutte garde une immobilité complète ; sa forme ainsi fixée correspond au régime de Poiseuille (').
Application. — Grâce à l'artifice du papier filtre, il est possible de faire des mesures de viscosité correctes avec un tube dont l'extrémité n'est pas immergée.
Il faut seulement mesurer la courbure de la goutte stable (par exemple en projetant son image agrandie sur un écran, ou par réflexion comme pour un miroir convexe) et faire la correction capillaire correspondante, minime dès que la goutte a un rayon supérieur à 2""" ou 3""».
Débits limites, — Deux autres expériences ont été faites avec deux autres tubes pour vérifier la loi d'Osborne Reynolds relative au débit limite.
La mesure des débits limites, faite grossièrement mais directement au voisinage du maximum, a donné :
Premier tube 7<^™', 3
Deuxième tube 7*^°»', 3
Comme les diamètres étaient égaux, la loi d'Osborne Reynolds est bien vérifiée.
D'ailleurs on avait :
Rapport des longueurs 2
Rapport des pressions limites i ,8
I 8 Rapport des débit limites -^— = 0,9
D'après Osborne Reynolds, il faut trouver. ... i D'après Hagen, on devrait trouver 1,9
(*) Leçon du 4 février 1899.
l7o. Étude de la variatioa de débit d' Ebressioii, à diverses températures. — (J iHagen(').
: Les limites de température doivent être suflisantes pour que le tube
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même tube, sous la mAme
périences
répété les
Pésente successivement les deui régimes réguliers nuhlée entre les deux. Ou a clinisi les dimensions s l»e capillaire ;
; la période i\antes pour le
Ce tube BC a été adapté horizoutaiement à un vase de Mariolte de manière à maintenir la pression bien constante (ao'-"' d'eau) ( /ig. 54).
6 loul, plongé dans une grande cuve remplie d'eau pour obtenirune température déterminée et bien constante. Le tube capillaire sort de
e à travers un boucbon.
' La pression de ao™ d'eau a été repérée chaque fois surle tube veriLcal du vase de Mariolte et maintenue constante, à o'°"',5 au moins. e tube était toujours enfoncé de lu même quantité dans le vase de Uriotte, de manière que son extrémité effilée fût toujours exactetent à la même hauteur au-dessus du fond du \ase. La constance de R position â o'"'",Ô près assurait la constance de la pression à j^ près ;ligeant la variation de densité de l'eau).
On recueillait dans une éprouvette graduée l'eau écoulée pendant 60 secondes. La température adoptée était celle de l'eau écoulée prise à l'instant même où on la recueillait.
Une seule courbe a été tracée entre 4° et 60° ; elle a la forme signalée par Hagen. La figure 55 la représente.
Fig. 55.
Intervalle où on a obser^ -vé des battements I la veine
02^ 6810 H 18 22 26 30 3(f 38 tô 46 50 54 58 62
De3rée centigrades
Les deux régimes et la période troublée y sont nettement visibles. Au début, régime de Poiseuille; les débits croissent rapidement avec la température. Les troubles commencent vers 22"; le débit maximum est atteint et la période des battements commence. Le débit décroît lentement, passe par un minimum vers /\o" et remonte lentement ; vers 5o", on a encore de faibles battements. A 5o", le régime hydraulique s'établit régulièrement; le débit croît lentement avec la température.
Le débit maximum a été de 270*^"'; le minimum de 254*^"*. Pour obtenir un écart plus grand avec le même tube, il aurait fallu opérer sous une pression plus élevée.
On remarquera que la courbe des débits en fonction de la température reste bien définie et régulière dans tout l'intervalle où les deux régimes alternent visiblement. Cela montre que la durée relative des deux régimes est une fonction bien définie de la viscosité sous chaque pression, et pour chaque tube; la période complète, comptée depuis l'établissement du régime de Poiseuille jusqu'à son premiei^ retour, est également bien définie à chaque température.
m. — TEATADX D'0SBOBN£ BETHOUIS.
176. Calcul approché du débit limite qui marque l'apparîtioti des LOuvemeuts ondulatoires. — Ba|i[ieloj]s les équiillons ^énérale^ ilu iiienl des liquides visqiieuxdans le cas où les \ilesses de déforbialion sont assez laildes pour que les (orées de frolteinenl soient des FfoDCtîuns linéaires des dérivées |ifeinicres de ces vitesses. On r.Un li(]uide pesant:
, pour
àp
fiu
'it^-î
La soliilion générale d _^-igoureuse des équations K'iimite. On ne sait la l'ai k^fltances particulières, pai
iroblème serait fournie par l'intégralinn tenant compte des données à la surface malheureusement qne dans des circon- :mple quand le mouvement est parallèle ft l'aie d'un tube cylindrique. On obtient alors le régime de Poiseuille ■ qui est le régime staliie pour les très faibles déliits. Mais le problème KVrai serait sensiblement différent ; le liquide s'étend bien au delà du llabe, en amont dans le vase qui le fournit, en aval dans le réservoir rqui le reçoit. C'est toute la masse du liquide qu'il conviendrait ^ d'étudier depuis la première surface libre Jusqu'à la seconde, en lenaot compte de la forme des parois.
Nous avons cherché à évaluer l'influence des orifices d'entrée et de sortie du tube (n"' 11^-118), seulement en supposant que le régime
tonte la
de Coiseuille est le régime stable longueur du tube ; mais nous n'avons pi de stabilité.
Or on ne sait pas, au point de vue simple de l'état permanent ( -~ = — = ^ = n i, les équations (i), □on linéaires, ont une solution unique, pour des conditions aux limites déterminées, ou si elles ont un nombre fini de solutions, d'inégale st^il»ililé.
ti. .4
laturel di pu examiner cette queslii
ithémuliqup, si, dans le c — = Il 11 les éqi
On ne sait donc pas si le régime hydraulique obéit aux équations (i), ou s'il exige des équations diflerentes; les théories hydrauliques ont toujours été développées en adoptant des relations non linéaires entre les forces de frottement et les vitesses de déformation; mais cela ne prouve rien : les cours d'eau réels, auxquels ces théories sont destinées, ont des parois très irrégulières, soit simplement rugueuses, soit tapissées de roseaux et d'herbes ; ce qu'on appelle un état permanent est seulement un état assez régulièrement troublé au voisinage des parois; on se contente de considérer des éléments de volume assez grands, et des éléments de temps assez longs pour que l'état moyen soit permanent. Comme on fait entrer dans les forces de frottement moyen tout ce qui provient des troubles nés à la paroi etpropagés vers l'intérieur, on est conduit, non seulement à des relations non linéaires, mais, pour l'intérieur du liquide, à des relations non spécifiques y en ce sens que les coefficients contiennent encore la position de l'élément par rapport à la paroi, et la nature de la paroi.
Rien ne permet de croire que les équations des hydrauliciens soient différentes de ce que donneraient les équations (i) (à viscosité linéaire) si l'on réussissait à analyser les troubles, périodiques ou non, qui naissent à la paroi, avec assez de précision pour former des valeurs théoriques des moyennes (*). Au contraire, la naissance du régime hydraulique dans les tubes de verre parfaitement lisses donne à penser que les équations (i) doivent suffire.
C'est à ce point de vue que s'est placé M. Osborne Reynolds au début d'un Mémoire expérimental important sur les causes du changement de régime {^),
Supposons que le caractère du mouvement dépende d'un seul paramètre de vitesse U, la vitesse moyenne le long du tube, et d'un seul paramètre linéaire c, le rayon du tube ; éliminons les pressions des équations i, par des dérivations croisées; il reste des termes de deux types ; ceux qui proviennent des frottements ont en facteur
/ (^) Indiquons seulement les Mémoires rie M. Boussinesq ( Théorie des eaux courantes, Sav, Etr,), de M. Maurice Levy ( Thèse) et de O. Reynolds {On the dynamical theory of incompressible viscous fluids and the détermination of the criterion, iSgS).
(2) Phil. Trans. B. Soc, of London, Vol. 174, i883, p. goS, et Scient, papers, t. II, p. 5i.
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et ceux qui proviennent des accélérations ont en facteur
L'importance relative des deux groupes de termes dépend du rapport
pcU
Pde ces deux coefficients.
La formation d'ondulations et le changement de régime doivent donc
se produire au voisinage d'une valeur déterminée
pcU
= const.
de ce rapport purement numérique.
Ce raisonnement toutefois prête à une objection; un tube est défini par deux paramètres linéaires, sa longueur et son diamètre; Reynolds ne s'occupe que de ce dernier. Si la longueur intervenait aussi, le critérium de stabilité prendrait la forme générale
pcV
i * I » — const.,
y étant une fonction à déterminer.
La règle de Hagen
pUcî
Hl/
= const.
en serait un cas particulier.
Toutefois, dans les tuyaux très longs, l'établissement du régime
hydraulique est indépendant de la longueur, et la fonction /(ji>
évidemment variable lorsque / diffère peu de c, devient certainement constante comme le suppose implicitement Reynolds pour les très
petites valeurs de y C'est d'ailleurs ce qu'ont montré ses expériences.
Plus tard (*) M. Reynolds a même réussi à montrer, d'après des considérations purement théoriques, d'ailleurs assez grossières, que sa constante critique est au moins égale à 517.
(*) Ph. Trans,, 1895, et Se. pap., t. II, p. 535.
177. Expériences d'Osborne Reynolds. Premier appareil. — L'appareil se compose d'un tube en verre AB, ayant l'^jSo de longueur, placé horizontalement à l'intérieur d'une cuve un peu plus longue (2™), à paroi de verre, pleine d'eau {^fig- 56).
Fig. 56.
Le tube est terminé à son extrémité amont par un pavillon P en bois verni, large à l'entrée, qui se raccorde sans discontinuité avec le tube. A l'autre extrémité, qui traverse la cuve en B, est adapté un tube d'acier recourbé verticalement, DR, terminé par un robinet R que commande un levier très long L. Le débit réglé par le jeu du robmet R est mesuré approximativement par l'abaissement d'un flotteur F qui entraîne une aiguille C devant un cadran divisé.
Un filet d'eau colorée par du permanganate de potassium s'écoule du flacon V par le tube fin abde dont l'extrémité effilée e débouche devant le pavillon P. Ce tube fin est interrompu en c et les deux morceaux sont reliés par un joint en caoutchouc qu'une pince peut serrer plus ou moins pour régler le jet coloré.
Quand le débit est très faible dans AB, le jet coloré se meut bien parallèlement à l'axe du tube, sans s'élargir, se rétrécir ni se mélanger (/^. 57).
Si le débit augmente, on voit le jet coloré, d'abord droit sur une certaine longueur, se brouiller brusquement à quelque distance de-
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l'entrée, et le liquide coloré se diffuser rapidement dans toute la partie du tube située en aval. En éclairant avec des étincelles électriques, on voit qu'à l'endroit où le jet cesse d'être régulier se
Fig. 57.
forment des tourbillons très déliés et l'on observe l'apparence de la figure 58.
Le point p où commencent les tourbillons est d'autant plus éloigné
Fig. 58.
de l'entrée P du tube que le mouvement est plus lent. Mais de toute façon, grâce à la présence du pavillon, la longueur ap de jet régulier est toujours assez grande.
A température constante, d'après les observations faites sur trois tubes de 25""", 12""", 5 et 6""* de diamètre, la loi limite paraît bien être
TT— = const., Uc
€ étant le diamètre.
Cependant Reynolds, dans ce groupe d'expériences, n'a pas fait varier la longueur des tubes. Rien ne prouve, à la rigueur, que la constante ne dépende pas de /.
Dans d'autres expériences où il a fait varier la température, Reynolds a trouvé que l'expression
Uc P
reste constante à ^ près au moins ( P représente le polynôme de Poiseuille : P= 1 -f- a^-h S^» = — ).
178t Deuxième appareil. — Les expériences qui précédent ne suffisent pas à établir incontestablement la constance du produit Uc relative au débit limite; car l'observation du régime par l'apparence
du jet coloré n'est pas assez précise. Aussi M. Osborne Reynolds a-t-il repris l'étude de cette loi avec un autre appareil ^fig* 09 ).
Un tube de plomb EE', où l'on étudie le débit, reçoit l'eau de la ville, par le tuyau BC muni d'un robinet A; la jonction est faite par le tuyau de caoutchouc CD. Entre le robinet A et ce tuyau de
Fig. 59.
CA
caoutchouc se détachent du tuyau BC deux tuyaux plus petits : l'un, P, est terminé par un tube de caoutchouc partiellement fermé par une pince r, de manière à régulariser le débit dans le tube EE'; l'autre tuyau, Q, est lié par le caoutchouc QU à un manomètre US à air comprimé qui indique par la constance de son niveau si le débit reste constant.
Le tube EE' a environ 6™ de long ; deux tubes plus étroits ont été soudés perpendiculairement sur lui, l'un G tout près de l'extrémité, l'autre F i™,5o en arrière; ils sont reliés à l'aide de caoutchoucs aux deux branches H et N d'un long tube en U qui contient en KLM du mercure ou du sulfure de carbone, tout le reste étant plein d'eau. La différence des niveaux K, M permet de calculer la chute de pression de Fà G si l'on connaît la densité du liquide en KLM. Le niveau K est pointé à l'aide d'un microscope, au ^ de millimètre.
Enfin, le débit est évalué de la manière suivante : le liquide qui sort du tube EE' par le robinet R est reçu dans un vase V où le jet est brisé par une toile métallique T. Ce vase est percé au fond d'une ouverture O pratiquée en mince paroi par où le liquide s'écoule. Le
I niveau auquel s'élève l'eau dans ce vase est d'aulant plus haut (gue I le débit daus le lube ££' esl plus g^aad; il se fSse bientiit à une hau- I leur délenoinée qui reste invariable si le diibû dans EE' est constant; il ce mometil, ce déi)il est égal à celui de l'orifice O, auquel la règle de Torricelli est applicable.
La différence mesurée des pressions en F et G permet de calculer I (connaissant la longueur FG) la dérivée -p de la pression. Afin que I les prises de pressions en F et G n'altèrent pas la nature du rauuvement dans le tube EE', les communications avec ce tube ont lieu pour ' chaque ajutage par un trou tin percé dans ia paroi et autour duquel ' le tube plus étroit est soudé.
179. A-vec cet appareil, Osborne Reynolds a cherché, en augmentant le débit progressivement, à déterminer exactement le moinenl où cesse le régime de Poiseuille et relui où l'autre régime est définitivement établi; en d'autres termes, il a cliercbé à fixer avec précision les limites de la période troublée.
Les expériences sur les jets colorés se prêtaient mal à des délenninations exactes, car les conditions étaient telles que le régime de Poiseuille se maintenait aussi longtemps que possible, même peutêtre pour des valeurs du débit où ce régime est devenu instable.
Dans les nouvelles expériences, Reynolds évite systématiquement des perturbations à l'entrée du tube; de la sorte, le régime de Poiseuille doit cesser de subsister seul dès que l'autre est possible; de même le régime hydraulique s'établit définitivement dés que celui de llPoi.seuille est devenu instable.
Reynolds a ainsi reconnu : t" que le régime de Poiseuille cesse I d'exister seul pour unecertaine vitesse moyenne maxima U; 2° qu'a- Iprès une période de trouble, le régime hydraulique est établi sans 1 retour pour une vitesse moyenne minima égale à 1, a.L environ.
180. Représentation graphique des résultats. ^ Reynolds consf truit une courbe pour chaque luhi-; il porte eu abscisses les valeurs
: moyenui
t. de • -^ et en ordonnées celles de 1
r p ti.r
\ du débit I par la section S.
Au début, quand le débit croît à partir de zéro, on obtient des
1 points en ligne droite (Reynolds en a déterminé une vingtaine); pendant chaque mesure, le manomètre reste absolument fise : c'est le ff'égime de Poiseuille régulier et ininterrompu. Huis commence la
période de trouble ; le manomètre tremble constamment, la pression moyenne restant d'ailleurs bien précise; on n'a plus affaire à un régime permanent proprement dit, il n'est permanent qu'en moyenne ; les points correspondants se placent alors sur une courbe qui se sépare tout à Tait de la droite initiale {fig» 60).
Fig. 60.
Le point B où cesse la loi de Poiseuille a toujours été trouvé très nettement, mais sa position dépend des perturbations à l'entrée.
Quand le régime hydraulique est bien constitué, les expériences sont bien représentées par une formule de la forme
Q OX \ S
C'est ce que montre un autre mode de représentation graphique où l'on adopte pour coordonnées
Abscisses,
^»«(-ji)
Ordonnées Log ^ •
On a en effet, d'après (1),
et la nouvelle courbe doit être une droite ; la portion qui représentait le régime de Poiseuille devait encore représenter une droite. C'est ce que les graphiques ont montré.
Ici la période relative au régime de Poiseuille est représentée par un segment de droite AB, incliné à 45" sur les axes ^fig- 61).
Le régime hydraulique est représenté par une autre droite CD qui part du point C; les deux extrémités B et C sont raccordées par un
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tronçon de courbe BC qui correspond à la période des battements. On voit que le point C où cesse le régime de Poiseuille est situé au delà du point E où les deux droites se rencontrent {fig' 6i).
Fig. 61.
' p ax
L'exposant n est indépendant du tube; car toutes les droites CD pour les tubes différents sont parallèles entre elles {fig> 63) et les
Fig. 6j.
1 di
graphiques relatifs à deux tubes différents peuvent être amenés en coïncidence par une translation convenable.
Reynolds a trouvé pour toutes ses expériences
n = i,72'>/jï.
nombre voisin de 1,7.5 qui est celui de Hagen,
IIM LIVRB II. — LES LIQUIDES.
Si l'on examine la figure 6i , on voit que de A en E le régime de Poiseiiille seul peut exister. A partir du point E, le régime hydraulique peut apparaître, mais le régime de Poiseuille peut continuer
Kig. 63.
l^ië-
3 jusqu'au point B; ces deux points sont plus ou moins rapprochés suivant les perturbations introduites à l'entrée.
Le seul point bien déterminé est donc le point E d'intersection des deux droites.
Enfin, en ce qui concerne la position extrême du point B, Reynolds a trouvé que, si la vitesse moyenne U est inférieure à 1900—1 le régime de Poiseuille peut encore subsister; si cette limite est dépassée, le régime de Poiseuille disparait forcément.
181. Expériences de Darcy. — Bien avant Reynolds, en 1837, Darcy ( ' ) avait étudié le régime hydraulique dans des tubes métalliques. Il a utilisé des diamètres allant jusqu'à 5o'''" el des vitesses moyennes allant jusqu'à ~'" par seconde.
11 avait trouvé la résistance hydraulique proportionnelle à U", oii ri a la valeur 1,92 plus grande que celle de Reynolds {1,72).
Le nombre 1,72 correspond en général aux tubes dont la paroi interne est parfaitement bsse (tubes de plomb neuf, tubes de verre, etc.); maïs, si le tube présente des aspérités ou des joints de distance en distance, des irrégularités se produisent à chaque instant dans le mouvement, et l'on trouve, pour /i, le nombre 1,9a très voisin de 2.
( ') Mémoires des savants étrangers, t. XV.
— LE HKGIME DE POISBUILLE ET LB REGIME HYDRAl'LIQVE. -iig
182. Expériences de M. Couette { ' ). — Rotation entre deux cylindres. — Les premières et les plus importantes expérieoces de M. Couette ont été faites au moyen d'un appareil tournant formé de deux cylindres concentriques de diamètres très peu différents (Jig- 64). L'un, extérieur, V, tourne autour de son aie, qui est verti-
Fig. 64-
SS
cal; il est mû par une machine Gramme; ses tours s'inscrivent électriquement sur un |cylindre enregistreur. Le second, un peu plus petit, £, de hauteur A, est suspendu à un lîl d'acier; sa surface est
(') Thé»e el Journal de Physiqut, 1890, t. IX, »• série, p. 4'4-
prolongée par des anneaux de garde g^ g' . Le pivot cf et un petit tube fixe, à travers lequel passe la partie inférieure du fil d'acier, empêchent les ballottements du cylindre s tout en lui laissant une grande mobilité autour de son axe; il j a en effet une assez grande difficulté à régler et conserver le centrage; cette position, que l'on reconnaît à ce qu'elle donne la plus petite valeur du coefficient (ji, est en effet peu stable.
Le liquide remplit l'espace annulaire et l'intérieur du cylindre s dont les joints avec les anneaux de garde ne peuvent être étanches; mais le liquide intérieur au cylindre s reste immobile et ne joue aucun rôle. C'est dans l'espace annulaire que le liquide est entraîné par la rotation du vase V. Pour mesurer le frottement exercé sur le cylindre 5, on l'équilibre par la torsion du fil ou par des poids, qui agissent au moyen de cordons et de poulies de renvoi sur la poulie horizontale de rayon /• liée à ce cylindre.
Des expériences préalables permettent de traduire en poids les mesures faites en angles de torsion.
Les dimensions principales de l'appareil sont
La théorie (n** 73) donne pour le couple C
C = ^'K\i.i»ih
Rî - RJ
Le rapport — doit être constant dans le régime lent; il change rapi-
dément lorsque le régime lent cède la place au régime hydraulique.
Le premier régime dure jusqu'à 55 tours par minute; au delà, — croît
très vite d'abord, puis à peu près proportionnellement à w ensuite. La ligne I {Jig\ 65) représente l'ensemble des expériences; la ligne II reproduit à une échelle quintuple la région où se manifeste la discontinuité. Les 19 expériences du premier groupe sont sur la droite
G 3or^ .
La dernière (27), avec la première du groupe suivant (R), marque clairement l'abscisse de la discontinuité. Dans cette région, l'aiguille liée au cylindre s éprouve fréquemment des sauts brusques qui la
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font sortir de l'arc divisé; le roupie varie parfois de Jjj à un J de sa valeuri (^tuaiid l'iiiguille reste fiie pendant i ou 2 minutes, on noie le résultat; les points luQsi obtenus sont disposés assez irrégulièrement, ils correspondent à un n^girae hydraulique peu suLle. Mais la sEabi]il<'^ reparait coiuplèteiiientaus vitesses supérieures à i z~ tours. Au del» (le celte liiuîte et jusqu'à 4^0 tours, on a
iorff
fo,.,.W,.
Avec riiuile au lieu d'eiiu. on n*a pu hitleindre le régime hydraulique.
Pour l'air, étudié avec le fil de torsion seul, c'est seulement à ^5o tours que s'est manifestée la discontinuité, et l'on a bien
comme Teiige la règle de Keynolds.
De même que sur la veine liquide, le changement de régime se reconnaît facilement au seul aspect de la surface libre dans l'espace annulaire; parfaitement calme et lisse dans les mouvements lents; calme et ridée dans les mouvements très rapides, cette surface est parcourue par des ondes subites et irréguliéres pour les vitesses interuiédiaires.
Les valeurs absolues des coefficients de viscosité de l'eau et de l'air tirées de ces expériences sont d'ailleurs d'accord avec celles que donne l'énoulemenl par les tubes capillaires.
183. Expériences de M. Couette sur tes tubes. — Ces n'sultats ont été confirmés par les expériences de M. Couette dont nous avons parlé plus haut (n" 120). Les e\përiences sur les tubes sont représentées par les courbes 111, IV de la figure 65. La viscosité calculée reste nettement constante, jusqu'au débit de a^^^ay pour les tubes de o'"'",5 et S"""',»!)! pour les tubes de o"'"',^; au delà, la viscosité calculée croît subitement: le régime de Poiseuille est devenu instable et ne tarde pas à céder la place au régime hydraulique, représenté par la droite inclinée.
M. Coueile a aussi étudié directement le changement de régime
par l'aspect de la veine liquide, à la sortie de tubes de difTérents diamètres et de difTérentes longueurs :
1® La longueur du tube est sans influence sur la production du régime hydraulique.
Fig. 65.
CHAPITRE IV. — LE RKGIME DE POISEUILLE ET LE RÉGIME HYDRAULIQUE
Voici quelques nombres :
Premier tube. — Rayon o*^"', 18.
Longueurs
Débits limites, I par minute
Les débits limites sont bien indépendants des longueurs. Voici maintenant pour la loi des diamètres :
Rayons R o,o5. 0,09.
I est bien proportionnel à R.
184. Conclusion. — L'écoulement d'un liquide à travers un tube peut donc s'effectuer sous deux régimes différents.
Lorsque le mouvement est assez lent et assez uniformément distribué dans l'espace pour que les termes d'accélération qui proviennent de la variation de section des tubes de flux et surtout des rotations élémentaires soient négligeables, le régime simple, défini par les équations d'Euler réduites aux termes linéaires, se produit spontanément et est stable.
Lorsque la rapidité du mouvement ne permet pas de négliger les termes d'accélération dus à la variation de section des tubes de flux et surtout aux rotations élémentaires, l'expérience montre que le mouvement précédent, même s'il est encore possible, cesse d'être stable; des ondulations prennent naissance, et l'on passe au régime hydraulique. Des considérations d'homogénéité ont conduit Osb. Reynolds à penser que le changement de régime s'effectue lorsque le nombre
?cU
dépasse une certaine valeur, que des aperçus théoriques ont fixée à environ 5oo, et qui, d'après l'expérience, paraît voisin de 2000 (C.G. S.). Laforme particulière de ce critérium de stabilité a été confirmée par les expériences de Reynolds, celles de Couette, et est d'accord avec les expériences antérieures de Hagen.
Dans cette formule
est la densité du fluide ;
[JL est la viscosité du fluide ;
c la plus petite dimension transversale au courant de paroi à paroi;
U la vitesse moyenne dans la section correspondante.
Quant à la théorie elle est à peine ébauchée.
Dans tout ce Chapitre, j'ai appelé ondulations et mouvements ondulatoires, ce qu'on décrit ordinairement comme tourbillons ou mouvements tourbillonnaires dans le régime hydraulique; voici pourquoi : au sens hydrodynamique du mot, le mouvement dans le régime de Poiseuille est essentiellement tourbillonnaire ; il n'y a pas de potentiel des vitesses; la rotation élémentaire, perpendiculaire au plan méridien, est nulle sur l'axe et croît régulièrement vers les parois; la distribution en est permanente. Mais cette distribution permanente et régulière ne représente pas ce que, dans le langage courant, on appelle des tourbillons: ce que les hydrauliciens nomment ainsi, c'est le mouvement giratoire rapide, à potentiel des vitesses, ou à peu près, qui entoure une cavité en entonnoir ou un véritable tourbillon central. Dans les larges canaux à parois rugueuses, ces mouvements giratoires prennent naissance aux parois, grandissent, se détachent et sont entraînés dans le courant général où ils s'éteignent, tandis que d'autres se reforment derrière eux. C'est vraisemblablement le régime mixte, dont le domaine serait d'autant plus étendu que la paroi est plus rugueuse, surtout lorsque les herbes et les roseaux qui la tapissent en font une paroi flexible. Dans les tubes de verre ou de métal à parois lisses et rigides, le second régime est de nouveau régulier et caractérisé par la forme striée à ondulations fixes de la veine liquide émergente. Les rotations élémentaires sont concentrées dans une couche plus voisine de la paroi que dans le régime de Poiseuille; en outre, leur distribution longitudinale, au lieu d'être uniforme, est devenue périodique, à longueur d'onde assez courte, dont les nœuds et les ventres sont fixes. En l'absence de théorie, il y aurait intérêt à étudier expérimentalement la loi de la longueur d'onde en fonction du débit, la distribution des vitessss suivant le rayon, et à en déterminer la stabilité, ainsi qu'à reconnaître les lois, certainement précises, d'alternance du régime de Poiseuille et du second régime et le mode de propagation d'un régime dans l'autre, soit longitudinal,, soit transversal.
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