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DISCOURS PRÉLIMINAIRE
Lf Cours (jiu- j’rntrcpiruds aujoiird’liiii a pour tliverscs (|ii(‘slioiis où l’oii (‘iii|)loie la lliôorii; (1rs siirlacrs. C’rsl la Gcoinôtrit* camsitlrrre au point de vue de la Physicpie inatliématiquc, une géométrie spéciale et nouvelle, (pie je vais essayer d(î délinir.
Il ne s’agit plus d’étudier les propriétés d’une ligne, ou d’une traj(^etüire, plane ou à doiiiiK* conrhure; ni cidles de la surface (pii limite nn corps, et des lignes tracées sur cette surface individuelle. Il faut considérei’ à la fois, dans l’espace, ou dans l’étendue à trois dimensions, soit une familK* de surfaces, réunies par une propriété commune, soit plusieurs famill(*s déroupant nn volume en polyèdres (Uirv' lignes.
Toutes les brandies des Matiiémati(]ues appli(pi(’a>s s’accordent pour réclaiiK'r cette nouvelle étude, cette extension de la Géométrie transceiKfante. Une revue rapide de c(‘s diverses brancli(,‘s mettra ce fait liors de doute.
Lorscpi’nn fluide est en ((piilibre, à cliaqiie point correspond une pression, (pii s’exerce normalement, et avec la même intensité, sur tous les éléanents-plans dont ce point fait partie. La méiiu' |>r(‘ssion appar-
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fient à tous les points d’une certaine surface, qu’on appelle surface de niveau, et qui jouit de la propriété d’étre partout normale à la résultante des forces extérieures, pesanteur, actions capillaires, ou autres. L’espace occupé par le fluide est le lieu géométrique d'une infinité de surfaces semblables, lesquelles composent une famille de surfaces de niveau. La science de l’Hydrostatique a pour objet de déterminer la foriiK' de ces surfaces, et la loi qui régit la variation de la pression, lorsqu’on passe d’une de ces surfaces à une autre.
D’après la loi de l’altraclion universelle, si, pour cbaque point de l’espace, ou compose la somme des masses de toutes les molécules matérielles de l’univers, respectivement divisées par leurs distances àce point, on obtient la fonction (pii a rei^'u le nom de potentiel, ef dont la dérivée partielle, suivant une direction quelconque, donne la composante, suivant celte même direction, de la résultante des attractions exercées sur le point considéré. Le potentiel a la même valeur pour tous les points d’une certaine surface, qu’on appelle ('iicore sui'face de niveau, et qui jouit pareillemeiit de la propriété d’étre jiartoul normale à la résultante des attractions, [/espace (*st le lieu géométrique d'une iiifiniléde surfaces de même nature, li'sfjiielles crnnposent une famille de surfaces d’égal potentiel, et dont la considération ('"claircit singulièrc'menl l’énoncé, et l;i solution d’un grand nombre de probléiiu's de la mecaniipie céleste.
Dans la tlu’orie analytique de la clialeur, lors de l’étal statique, la lempéialure est stationnaire en
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dia<|iu! jioiiil tlu corps solith- iiuiiiogcnc que l’on considère. Celle tempérai lire a la même valeur pour tons les points d’une certaine surface, cpi’on appelle surface isotlierme. Le volume du corps est le lieu géomé- Iriqiie d’une infinité de surfaces semlilables, lesquelles composent uni* famille de surfaces isotliermes, et dont la considération peut sinijilifier beaucoup la recbercbe qu’on a en vue. Par exianple, si le solide constitue une enveloppe, dont les deux parois sont eulrelenues à des températures fixes, connues et différentes, le problème à résoudix' consiste à trouver l’équation générale, et le paramétre tbermomélriqiie, île la famille de surfaces isothermes qui comprend les deux [larois, et la température varie, ilaiis l’intérieur du corps, proporlioiinellemenl au paramétre trouvé.
Si l’bydrostatique et la théorie du jiotentiel ont introduit les familles des surfaces de niveau, la théorie de la chaleur celles des surlaces isothermes, la théorie de la lumiéir celles des surfaces d’oudi^; c’est la théorie mathémaliipie de l’équilibre d’élasticité des corps solides, ipii a iulrodiiil la considération de trois familles conjuguées et orthogonales.
En effet : il résulte de celte ihé-orie ipi’eu chaque point d’un solide en éqiiililire d’élasticité, il existe toujours trois élémeni.s-plaus rectangulaires, ipie les forces é-lasliipies sollicitent normaleini'iil, tandis ipie tous les autres éléments, au même |>oinl, peuvent n’é[)rouver que. des tractions ou des pressions ohli- ((Lies. Si donc on considéré à la fois les trois élémenlsjilans sollicités normalement, i|ui correspondent à tous les phinlsdu solide, et dont les positions varient d’une
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iiianiÙTe continue, tons ces triples éléments pourront former, de proclie en |)roche, trois familles de surfaces orthogonales, composant ce qu'on appelle un système isostatiqiie, et qui jouissent de la jiropriété fondamentale {l’étre seules sollicitées normalement par les forces élastiques.
Dans tout système isostatique, chacune des trois familles de surfaces conjuguées a son paramétre, constant pour chaque surface, variable d’une surface à une autre. Ia?s trois paramétres forment évidemment un système de coordonnées, car en leur donnant des valeurs particulières, elles appartiennent à trois surfaces individuelles, qui se coupent orthogonalement en un point, lequel est complètement déterminé jiar ces valeure. De là est venue l’idée des coordonnées curvilignes, dont l’emploi est indispensable quand on veut traiter des corps de formes données, dans les diverses branches de la Physique mathématique.
En eff(!t : dans touft’s ces branches, il s’agit toujoni*s d’intégrer, ou <le déterminer, une ou plusieura fonctions qui doivent vérifier une on plnsieui-s équations aux différences partielles du second ordre, exprimant les lois |ihysiques qui régissent les fonctions dont il s’agit. Et, en outre, ces fonctions, on leurs intégrales générales, doivent vérifier d’autres équations aux différences partielles du premier ordre, pour tous les points appartenant à la surface qui limite le corps <pie l’on veut traiter.
Or, ce jirohléme de double intégration serait complètement inabordable, si l’on ne parvenait pas à rapporter les |)oints du corps, à un sy stème de coordon-
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nét!S ti-1 que la surface, ou les divers(“s parties qui la » composent, soient exprimées par une de ces coordonnées égalée à une constante. C’est ainsi qu’on a pu traiter : le prisme rectangle à l’aide des coordonnées rectilignes; le cylindre droit par les coordonnées polaires; la sphère à l’aide des coordonnées sphériques; l’ellipsoïde par les coordonnées elli[)tiques.
Dans la théorie de l’attraction, la lonction est le potentiel ; dans celle de la chaleur, c’est la température. L’équation générale aux différences partielles du second ordre, est la même pour les deux théories, quand on ne considère (jiie l’état statique. De là résidte que les paramétres des surfaces d’égal potentiel, et ceux des surfaces isothermes, ohéisseut aux mêmes conditions géométriques. C’est-à-dire que ces deux classes de surfaces se superposent complètement, ou n’en forment qu’une seule. Coïncidence remarquahle, qui rapproche les deux théories, à tel point, qu’en résolvant analytiquement certaine question particulière, chez l’ime, on a immédiatement la solution d’une question correspondante, chez l 'autres.
Ainsi, la théorie du potentiel se balance entre deux analogies : runc avec l’hydrostatique, qui lui a donné la délinition des surfaces de niveau ; l’autre avec la théorie de la chaleur, dont elle peut s’approprier toutes les familles de surfaces. La première analogie re|)ose sur une propriété mécanitpu- commune, la seconde sur l’identité des lormules analytiques; et cette deriiiére (rst certainement la plus utile, puis- (pi’il s’agit d’intégrations.
Dans la théorie matliéinalifjue de l’écpiihhre d’élas-
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licite des inliieiix solidi*.s, il y a trois iunctions, reprc*seiitâiil les projections du déj»lacenieiit inoléculain*, et trois équations aux difféi'ences partielles du second ordre, qui régissent simultanément ces trois fonctions.
Lt>s systénms isostalicju*^ correspondants ne paraissent assujettis à aucune autre condition essentielle, (jue celle de l’ortliogonalité des trois famill»‘s de surfaces cpii les composent. Mais, à chacune des trois fonctions, .correspond une certaine famille de surfaces d’égale, intensité. El ces nouvellc^s familles, ou leurs paraméirc's, sont régis par une équation aux différences partielles du cpiatnéme ordre, |)résentant cette identité, en quelque sorte composée, avec l’é- 4|uation unicpie cpii régit le potentiel et le paramétre lhermoméirique, qu’il suffit dédoubler l’ensemble des o[)érations différentielles donnant cette dernière, pour obtenir la première.
Nouvi'an rap|)rocbement ipii fait entrevoir l’avéïiement futur d’une science rationnelle unicpie, embrassant, par les mcmc's formules, les trois brancbc^s des malbématicpies applicpiéc'S, cpie je viens de définir, et, en outre, la tbéoi'ie des ondes soiiorc*set celle dt>s ondcis lumineuses, qui ne sont autres cpie la tbc^orie générale de l’élasticité dans l’état dynamicpie.
Ces considérations me parai.ssent établir, et même démontrer, rimportance, ou pbilc>l la necc'ssité d’une étude spéciale des familles de surfaces et des s\slénu*s oi’tbogonaux. C.etle étude constitue en qiiebpie sorte une nouvelle braiicbe de la Géométrie aiialv licpic* : apri's celb’ des ligues droites ou cciiirbes. aprc's celle (b‘s plans ou ib's surfaces iiidividiielb’S, vient ni'ces-
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sairt‘iiu‘111 i’étuclt* des volumes, ou di^ réleiidueà trois diiiK'Usioiis, découpée en éléments de formes divers<*s, suivant l’objet spécial que l’on se propose.
A ces diverses branches de la géométrie analytique, correspondent les diverses j)arties du Galcul intégral. L’intégration des équations différentielles ordinaires, ou des fonctions d’une seule variable, c’est l’étude classique des courbes planes, et à doubles courbures. L’intégration des équations aux différences partielles des fonctions de deux variables seulement, c’est l’étude des surfaces individuelles, ou l’analyse applique!' de Monge, complétée par des travaux nombreux, dt' Gauss, de Liouville, et d’autres géomètres. Enfin, Pintégration des équations aux différences partielles des fonctions de trois variables, correspoiul à l’étude, qui fera l’objet du cours actuel, (b's surfaci's réunies en familb's, des surfaces isotbermes, <les surfaces de niveau, d«'s surfaces d’ondes, des surfaces isostatiques * ou orthogonales.
C’est pourétendre les cas d’intégration des fonctions de plusieurs variables, ipii se pré-sentent eupbjsique mathématique, que cette dernière tliéorie a été iinaginée. Son but était donc pun'ment analytique. Aussi est-ce par l’analyse que les propriétés qui la composent ont été déi'ouvertes. Celles de ces propriétés qui peuvent s’énoncer dans le langage de la géométrie pure, ont ensuite été établies directement, avec plus ou moins de simplicité ou d’élégance. Mais ces procédés d’après coup n<‘ iloivent être considérés que comme de pures xérifications. L’in\<‘ntion ne leur appartient pas; ils la mascjuent ou la déguisent, à la
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niailièn' sléiàle dos anciens, el <les géoinélwes du XVII® siècle.
Toutefois, parmi les propriétés des systèmes ortliot;onaux, il en est une, ipii avait été découverte antérieurement par M. Cil. Dupin, i-t ([ni consiste en ce (jiie, deux des familles de surfaces conjuguées tracent, sur chaque surface de la troisième famille, toutes ses lignes de courbure. (Jette belle propriété, reconnue par un trait de génie, est sans doute la première et la [)lus importante. Toutes les autres en sont pour ainsi dire les consécpiences différentielles. Mais leur déduction e\ig<“ l'emploi de la métbode analytique ([ui les a signaléi’s. Et ce sont précisément ces conséquences seules, qui répondent directeimait aux (]U(‘stions de physique mathématique (|u’il fallait résoudre.
S il s’agissait d’une science où tout serait découvert, on pourrait substituer partout, sans inconvénient, sinon avcîc avantage, des vérifications géométriques aux démonstrations analytiqiii'S et primitivi^s. Mais il r<‘ste encore beaucoiq) à chercher, une multdiide de points à éclaircir, et même une nouvelle scienc(“ à édifier. (Jonservons donc avec soin la méthode d’invention, (pii, avant fait ses jireuves, est seule capable d’aborder h‘s dernières difficultés.
En effet, les familles de surfaces, considért-es i.solément ou [>ar association, éclaircissent incontestablement l’état stati(|ue, dans les diverses branches de la |)bysi([ue matbéniati([iie, tel (|ik‘ ré(|iiilihre des tem- [lératiires dans les corps solides, ou r(''(piilibre d’élasticité dans les milieux pondérabl(‘s. Mais, pour étu-
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ilici' avec succès, el (lèdiiir c()m|ilèleiiieiit l’étal (lyiianiiqiie, il iamlrnit considérer les vaiialiuns des surfaces conjuguées, leurs transformât ions successives, savoir comment se modifient les surfaces isolliermes, les surfaces isostatiques, d’un instant au suivant.
Nouvelle étudt;, (jui éclaircirait et compléterait ; la plupart des problèmes de la mécanique céleste; toute riiydrod\ namique ; la propagation des ondes à la surface «les liquid«‘s; celle des ondes souor«*s ou l’acoustique; celle des ondes lumineuses ou la tliéorie de la lumière; enfin les lois de réchauffement el du refroidissement des milieux pondérables.
C’est toute une quatrième branche de la gf-ométrie transcendante, à peine entrevue, à peine ébauclu'-e, qu’il faudra créer, avant que la plivsi«|ue mathématique, aujottrd’hui stationnaire, puisse faire des progrès nouveaux et définitifs, lit cette branche correspondra à l’intégration des équations aux différences |)artielles d«;s fonctions de «piatre variables, des coordonnées et du temps.
ün ne .saurait trop insister sur cetl«“ correspondance, entre deux branches, l'une de la haute g«'ométri(‘, l’autre de l’analyse infinitésimale. FJb's se |)roposent nu même but, «pi’elles atteignent en restant unies, i n travaillant constamment de conserve; mais, dont elles s’éloiguerai«'iit à jamais, en se s«'-parant, {K)ur s’occuper de recherches divergentes.
Quand on nullité sur l’Iiistoire des malhéuiatiqu«‘s appliquées, on est elfi'clivement conduit à attribuer leurs priuci|)ales décojiverles, leurs progrès les plus
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(l(Visifs, à l’association de l’analyse et de la géométrie. lit 11*8 travaux, que produit l’imqiloi exclusil de chacun «le ces instruiuents, apparaissent alors coiiiim* des pré|)arations, des perfectionnements, en attendant l’époque qui sera fécondée par letir réunion.
Puisqu’il s’agit ici d’un Cours de Physique mathématique, destiné à r«'pandre la connaissance de cette science, à faciliter les imuvadles recherches, à indiquer les progrès qu elle l'éclaine, je regarde comme un devoir, de respecter l’association créatrice de l’analyse et de la géométrie, lorsque j’«ixposerai la théorie des surfaces orthogonales; de n’avoir r*;cours à la géométrie seule, que pour énoncer, d’une manière claire et précise, les résidtats obtenus; de conserver, enfin, une mt'thode d’invention, qui est loin d’avoir dit son derni(‘r mot.
La Ceométrie pure a certainement la puissance «le faire d«*s découvertes sur son propre teri-ain, commt' le témoignent, si ahondamment, les travaux des Dupin, des Poncelet, des (ihasles, des Steiner, et de leui’s nomhnnix élèves. Admirons ces belles txscherches; cédons parfois à l’attrait qu’elles offrent, en nous essayant sur les mêmes sujets. Mais, si un grand nombre des résultats, ainsi obtenus, ont été utilisés dans les sciences d’application, gardons-nous cependant de croire à une omnipotence de la géométrie seide, qui n’existe pas, et que l’histoiiv de la science dément .
Trop éblouis par la simplicité, la lucidité, l’élégance «le certaines démonstrations pur«>ment géométriqu«*s, ne les substituons pas.partout, en mécanique.
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en pliysii|iit‘ inalliéinatiqiit*, aux niclliotlc's analyli<|ii(;s qui oui vorilabliMiieut signalé l(‘s théorèmes énoncés, et qui, bicMi pi-ésentées, sont aussi simples, aussi lucitles, aussi élégantes, et ont de plus le méritf* <h“ l’iiiveution.
Après avoir établi la nécessité d’introduire une nouvelle branche de la géométrie transcendante, et justifié l’emploi de la méthode analytique dans l’enseigiu'ment de cette science, il me reste à indiquer, succinctement, l’ordre des matières qui composeront le Cours actuel. Quelques détails préliminaires sont indispensabliîs pour tracer ce programme.
Dans tout .système orthogonal, outre les trois paramètres des surfaces conjuguées, qui sont les coordonnées cun ilignes, il y a lieu d’introduire trois autres quantités, ou coefficients, dont la considération est nécessaire, pour la complète définition du système. Isolons une des familles, deux de ses surfaces infiniment voisines, et la valeur du paramètre qui appartient à l’une d’elles. Généralement, ces deux surfaces ne sont pas partout également distantes, et l’épaisseur de la couche, qu’elles comprennent, varie d’un<> normale à une autre. Si donc on divise l’accroissement constant du paramétre, par cette é|>aisseiir, ce rapport sera variable, non-seulement d’une couche à une autre, mais aussi dans toute l’élendue d’niie même couche.
Je désigne ce rapport sous le nom de paramètre différentiel de la famille de surfaces considérée. Les paramétres différentiels des trois familles de surfaces conjuguées sont les quantités, ou les coefficients, qui
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|)arfiiulariscnt l*> svslème orlliogoiial. Ils sont, (mi gi'iicral, lonctioii des trois roordoiiiices curvilignes, lit, les formules de translorination, l<;s courbures des surfaces, s’expriment à l'aide de ces fonctions, et th* leurs premières dérivées.
Ixnsqu’une des familles conjuguées doit être d’une certaine classe, ou c|u’elle doit ol>éirà des conditions géométriques jiarticuliéres, ces conditions se traduisent analytiquement par une certaine relation entre les paramétres différentiels. Par exemple, si celle famille doit se composer lie surfaces isothermes, et qu’on ado])te le paramétre thermométricpie pour la coordonnée curv iligne (pii lui corn^spond, son paramétre différentiel, divisé par le produit des paramétres différentiels des deux autres familles, doit donner un rapport indépendant de la coordoiiné'e thermométrique, ou qui ne soit fonction cpie des deux autres coordonii(*es. 1^ forme même de cette relation, et des relations analogues qui caractériseraient des familles de surfaces de nature différente, fait bien voir qu’il s’agit ici d’une géométrie analytiipie tout autre que celle de Monge.
Les triais paramétres différentiels, dans tout système isostaticpie, sont loin d’être indépendants, tiar la condition de l’orthogonalité, traduite aualytiipiement, conduit à six équations aux différences parti«;ll(*s du stxond ordre, simultanées el non linéaires, que ces fonctions doivent vérifier.
Ces six écpiationsaux différences partielles forment, en (piehpie sorte, le |irincipe, ou la hase, de la tln'orie des surfaces orthogonales, ou dc's coordonnées cur-
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viligiies. Traduites géoniélriqueineiit, elles expriiiieiil les lois qui régissent les courbures des surfaces conjuguées, et leurs variations. Et c’est en les intégrant dans des cas particuliers, ou avec l'adjonction de conditions nouvelles ou simplifiantes, que l’on est parvenu à résoudre des questions importantes pour les Mathématiques appliquées.
Il me sera facile, maintenant, de définir la première partie du Cours, ou la partie théorique. Elle comprendra, ou établira : i° les formules qui servent à passer des coordonnées rectilignes à des coordonnées curvilignes ‘quelconques (1" et III® leçons); a® les expressions des courbures des surfaces conjuguées et <le leurs intersections, à l’aide des paramètres différentiels et de leurs premières dérivées ( II® et IV® leçons); 3° les équations aux différences partielles qui régissent les paramètresdifférentiels, et leur traduction géométrique, ou les lois des variations des courbures (V® leçon).
Pour donner un exemple de la marche à suivre, dans l’intégration des équations précédentes, lorequ’on se propose de déterminer un système orthogonal, satisfaisant à des conditions données, j’exposerai la méthode de recherche qui m’a réellement con- <luit aux coordonnées elliptiques (VI®, Vil®, et VIII® leçons).
Les applications commenceront par la transformation, en coordonnées curvilignes , des équations du mouvement d’un point matériel. Ce sujet, déjà traité dans une thèse remarquable, par M. le professeur Guiraudet, conduit à la généralisation de la théorie
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d**s motiv(“mL‘nls relalifs, due à Coriolis. L’emploi d«’S équations transformées, dans le cas d’un potentiel cylindrique, donne lien à des conséquences nouvelles sur le travail des forces (IX* et X* leçons).
Les poteiiti«‘ls cylindriques, linéaires et angulaires, formant une infînité de systèmes orthogonaux triplement isothermes, je donnerai la solution générale du problème de l’équilibre des températures dans tous CCS systèmes; et je considérerai, particulièrement, le système cylindrique hi-circulaire, et celui des lemuiscates (XI*, XII* et XllI' leçons).
.l’appliquerai les coordonnéescurvilignes, aux transformations, conique et cylindri(|ue, des systèmes orthogonaux, parrayonsxicteurs réciproques; lesquelles douueut la solution du problème des températures stationnaires pour les systèmes transformés, loi-squ’ou la connaît pour les systèmes primitifs (XIV* leçon).
I.a dernière partie du Cours sera consacrée à la théorie mathématique de l’élasticité. Elit* comprendra : 1 “ la transformation, eu coordonnéescurvilignes, des équations de cette théorie, la loi des surfaces isostaliques, et son application à la résistance des parois sphériques, cylindriques, ou planes (XV* et XVI' leçons); a” la solution complète du problème de l’équilibre trélaslicité des euveloppi's sphéri<pies, comme exemple de la marche à suivre, dans rintégration des écjuations générales (XVll*, XVII T et XIX* leçons); 3“ eiilin, l’examen des principes qui doivent servir de base à la théorie de l’élasticité (XX* leçon).
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DÉFINITION D'UNR 1
nON- DE -POINT.
.rappollcrai fonction-de-point, toute quantité qui a une valeur déterminée et particulière, en chaque point d’un e.space limité ou indéfini; laquelle valeur change d'un poiâtà un autre, (iette quantité , ou cette fonction-de-pHvint, sera évidemment exprimable à l’aide d’un système de coordonnées quelconques, rectilignes ou curvilignes.
J’admettrai que cette quantité varie d'une manière continue, lors même qu’elle n’aurait de valeurs assignables que pour des points disséminés , et non contigus , tels que nous imaginons que doivent être réunies les molécules matérielles des milieux pondérables. On conçoit, ch edet, que l’interpolation puisse déterminer une fonction, reprodui-
DigitiZ! : ijy G*
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saut pour churuii (k*s points mntrriels «'xistauls la valrur (|ui lui a|>parli<‘nt. Ce sera alors cette foiietion iiilerpolaire qui représentera la fonclion-de-point ; elle sera nécessaireinent coHliiiue , car elle liouncra aussi tics valeurs |M)ur les points {»éoin'élriqnes inicrniéiliaires. D’ailleurs, quand on l’introtluira dans les soinniatiniis de la plivsi(|iie mathématique , elle s’y trouvera loujoitrs aeeom|)agnée d’un faetetir analogue à la masse; ce qui écartera riiiiluence des points géomélri(|ites ,.poitr lesquels le facteur sera tuil. *
D’après la définition ([iii prétède, le |>oletitiel dans la mécanique céleste, la pression dans un fluide en repos, la température dans un solide en c^uilihre de chaleur, appartiennent à la classe des fonctions-de-point.
L’nc fonctioii-<lc-poiiit égalée à une consiante, peut représenter une famille de surfaces, dont celte t onslante est le paramètre. Ou, autrement, le paramètre de toute famille de surfaces est une fonetion-de-|)oint. Dans l’un on l’autre cas , chaque surface individuelle est le lieu géométrique des points de l’espace, pour lesrpiels la fonction a une même valeur. S’il s’agit du ]>otcntiel, ou <ie la pression d’un fluide, on a une famille de sut faces de. niveau-, s’il s’agit de l'a température, une famille de surfaces isothermes.
Line fonction de trois (tjordonnées et tlu temps t, donne à chaque instant une nouvelle famille de surfaces, ou une fonction -de-point nouvelle, que l’on peut étudier isolément en regardant l comme constat. t. Mais, une c^uation entre les coordonnées et le temps a une tout autre signification ; elle représente une famille de surfaces d’ondes, dont / est le paramètre; alors le temps lui-mème est une fonctionde-poinl, fixe et déterminée.
Au point de vue de la géométrie, une certaine fonctionde-jK)int particularise l’étendue à trois dimensions, comme une certaine surface, ou comme une certaine courbe, particularisent l’étendue h deux dimensions, ou à une seule
dimension. De même (|ue la surface, de même que' la courbe, la fonction-de-poinl ptmt être indiflëremmenl rapportée à une inliiiité de systèmes coordonnés didérents. Mais, en chaque point de la courbe, la direction de la tan-' gente, et la grandeur de la courbure simple ou double, en chaque point de la surface, l’orientation du plan tangent, les directions des lignes de courbure, et la grandeur de la courbure sphérique, sont complètement indépendantes du système de 'coordonnées , auquel la surface et la courbe sont rapportées. Ces divers éléments caractéristiques restent invariables , lorsqu’on passe rl’un svslème à un autre. A la fonction -de-point doivent correspondre des éléments, tout aussi caractéristiques, qui partagent la même indépendance; Il importe de découvrir quels .sont ces éléments, et ({uelle
est leur délinition naturelle.
FfmMUI.Kÿ OF.S (XKtRIMtN.NÈKS HEf.TlUGNES.
Une première élude, dans ce sens, exige l’emploi des formules qui servent à passer d’un système de coordonnées rectilignes et orthogonales à un autre. Ces formules, dont nous ferons usage plusieurs fois, sont toutes groupées dans la feuille A.
LF.CONS
Feuille /t.
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Le tableau (i) définit les neuf cosinus des angles que les nouveaux axes font avec les anciens. Les formules (2) et ( 3 ) donnent les anciennes coordonnées en fonction des nou- •velles, cl réciproquement. La relation ( 4 ) exprime que la distance du point à l’oli'cine doit rester la même. Sa vérification nécessaire, palets groupes (2) et ( 3 ), établit immédiatement, soit les wR^i^les (5 j et (6) , sÿt les formules inverses (7) et (8)< LeS-yaleurs (10) des (m, n, p), multipliées par un même coefficient K , vérifient les deux dernières éijuations du groupe (6), cl, d’après le théorème d’algèbre (g), K’ doit être égal à l’unité, ou K égal à ± i. Si l’on prend K = -)-i, on a les valeurs (10), d'où l'on déduit, à l’aide de l’élimination, les valeurs (ii) et (12).
§ lll-
INTRODUCTION DES A, ET DES i,.
Abordons uctuellement notre première étude. Une fonclion-de- point F étant suc’cessivemenl exprimée , à l’aide des deux systèmes de coordonné'es rectilignes et orthogonales, de la feuille A, les règles ordinaires du <'alcul différentiel établissent, facilement, que les prciirières dérivées partielles de F en z'), seront Hchjs à celles en [x,j, a),
comme les coordonnées mêmes {x\ y', z'), le sont aux {x, J, z). C’est-à-dire que, dans les groupes (2) cl ( 3 ), on peut substituer à chaque coordonnée, ancienne ou nouvelle, la dérivée de F par rapport à cette coordonnée. La même substitution peut donc être faite dans la formule (4), laquelle n’est qu’une conséquence des valeurs (2), en vertu des relations ( 5 ) et (6). On aura donc
D’après les mêmes règles de diflérenliatioti , pour oblinir
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rf’F f/'F rf’F
les dérivées secondes -7-7-1 -7-7-1 -rT"' i»* peulélever aucar- ’ dy'‘ az’’ .
ré les valeurs du groupe ( 5 ), puis, remplacer loin carré, rf’F ï/'F
Ici que .X'", x‘ , par ^-t;i ^-71 toul reclangle. Ici que ,/iF
par ^ ^ -1 et cela, sans changer les coelîicienls. De là rcsulle
(]ue, sf l’oii aA ilionne les trois dérivées oblenues, les relations (7) cl (8) donneront
dx” d f'’ fiz'^ dx‘ rfr’ dz‘
Ainsi toute Iduclion-de-poinljouil de la double propriété, que les expressions dillérenlielles
A/’ F >/»F ^/'Fi
\ dx^ rf) ’ Jz‘ ) ’
conservent les mêmes formes, et reprotluiseuL les mêmes valeurs numériques en chaque point, quel que soit le système de coordonnées réctilignes et orthogonales que Ton ait employé.
J’ai donné à ces deux <-xpressions les noms de paramètres rUffèrentieh tiu premier ordre, et du second ordre, de la Ibnction-de-point F. On jieut les désigner par les symboles .A, F et A,F. T/inlroduclion de ces dénominations, dans les diverses ijueslions de la physique mathématique, permet d’en simplifier et d’en généraliser les énoncés. De plus, l’emploi presque constant, dans ce genre de (|uestions, des paramètres dont il s’agit, conduit à la définition la plus complète et la plus naturelle de ces mêmes paramètres.
Kemarquons, ici, que toute fonction F, qui contient trois coordonnées parmi ses variables, peut être traitée
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comme une i’oiiction-de-poiiii. Alors les expressions A, F et Ajl"’, que l’on calcule en laissant eon^tanles les autres vanables , sont particilcs , eouinlic les dérivées (|ui les eom- [loseiit.
IV
I’U()l!LK.MI-; DKS C(X)RIM»NNKHS CURVIl.KJ.NliS r-,. ’
Ces jH'éliiniiiaires élaiil établis, voici le problème qui léra l’objet de nos premières leçoui. On conçoit que trois l'amilles de surfaces, repré.seulées par des équations de la
forme
1 f(jr, r,z) = p, '
peuvent se timcutiirer à angles droits, ou décottper l’espace en prisntes rectangles élémentaires. Il s’agit de démêler les lois (|ui régissent les fonctions f,, ou p,, lorsqu’il en est ainsi, et d’itiierpréler géométriquement ces lois., ' ■ Dans cette étude, nécessairement longue, sur uit sujet dotit l’exploration est récente, la clarté du latigage etitre souvent eu lutte avec sa concision. Je crois être parvenu .à lui eotiserver ces deux qualités e.s.setitielles, tout en évitant, le pitts possible, rintroduetioii de mots nouveaux, tout en augmentatit beaucoup les acceptions, soit d’itn ittui, soit même d’une lettre. C'est aitisi, parexemjile, (|iie j’emploie toujours p, p<jur désigner, séparément ou imlicctivement, soit les fouetions-de-point f,-, soit les paramètres des trois familles conjuguées, soit l(!urs surfaces individuelles, soit les coordotinées dites curvilip^nes ; et l’on reconnaîtra (|ue cette extension, en apparence démesurée, donnée à la siguilication d un même symbole, n’orcasionne cependant aucune confusion.
l.EÇOHS
NOTATIONS ET SIMPLIFICATIONS
Pour abréger le calcul et l’indication des formules, nous adoptons les notations suivantes :
La lettre u ou désigne une (juelconque des trois coordonnées rectilignes (x,y, z). Quand les cooidonnées courantes sont (X, Y, Z), U désigne l’une quelconque d’entre elles.
Avec l’indice / ou j, p, ou p, désigne l’une quelconque des trois fonctions (p, p,, p,).
La lettre placée devant une expression contenant u,
indique la somme de trois expressions semblables, dans lesquelles u est successiveuient remplacé par (x, y, z).
La lettre placée devant une expression contenant
l'indice i, représente la somme de trois expressions semblables, dans lesquelles l’indice / est successivement, supprimé, égal à 1, égal à 2.
Lorsque les deux lettres « et c existent dans une expression précédée du signe elles désignent deux coordonnées
quelconques (x, r , z) , mais dillérant l’une de l'autre.
Lorsque les deux Indices ielj existent dans une expression précédée du signe ^ » ils désignent deux quelconques
des indices (o, 1,2), mais différant run de l’autre.
l.e nombre placé à la suite d’une formule exprimée, soit
en u et v, soit en / et soit à l’aide du signe ^ ou
indique le nombre total des formules qu’elle remplace, ou qu’on en déduiiait , en donnntit successivement aux 11, v, aux i, 7 , toutes leurs valeurs.
sim I.ES COORDONNÉES CURVILICNËS , ETC. ÿ
Cet ensemble de notations a sans doute des avantages, en quelque sorte matériels , puisqu'il diminue considérablement le texte mathématique, et réduit les formules au niveau du format adopté. Mais son but réel est d'étendre, , à l’expression des formules, le principe mômcîde l’algèbre, de concentrer en une seule toutes les homologues , comme on exprime par les mêmes lettres les données ou les inconnues de problèmes identiques. Peu de temps suffira , d’ailleurs, pour se familiariser avec ce petit nombre d’abréviations, et l'on pourra s’étonner, ensuite, de la simplification qu’elles apportent dans le langage mathématique, de la symétrie qu’elles introduisent dans les calculs, de la clarté qu’elles donnent aux démonstrations, en rapprochant sur quelques lignes ce qui , autrement , eût exigé plusieurs pages.
RELATIONS DÉDUITES DE L’ORTIIPUONALITÉ
Revenons maintenant aux équations (a), qui doivent représenter les trois familles de surfaces orthogonales. La constance de cette orthogonalité établit, entre les dérivées
premières des fonctions-de-point p.-, plusieurs relations
primitives, qui comprennent, en réalité, toutes les lois qu’il s’agit de démêler.
Le plan tangent à la surface p, a pour équation ,
et, si l’on désigne par A, le paramètre diiTérentiel du premier ordre de la fonction p, , ou , si l’on pose
l.EiO.N.''
la nuMiiale à la MirCace fera , avec l<rs (x, > , 2), dos anglos dont los cosinus auront poui' oxprossion
h I du
Los normales aux trois surfaces orlliogonales |ic‘uvent èiro «onsidérées eotniuo étant parallèles aux coordonnées nouvelles (x',y\ z') de la feuille A. D’où résulte (pic les neuf cosinus (3), substitués aux (/«,, «,,/>,). doivent vérifier toutes les relations de cette feuille. C'est ainsi (jue les formules (5) et (6) (A) donnent, d abord les (2) ei-dossus, puis celles-ci
fiùi i’/Cy
(/ti du
et i|ue los formules inverses (y) et (8) (A) deiiennont
Parmi les relations (|ui précèdent, le groupe des trois é(|uations (4) est le seul distinct et essentiel . Les groujies (5) n’en sont que des ronsé(|uences; ils pourraient s’en déduire, de môme ipic , dans la feuille A, les formules inverses {7) et (8) pourraient se déduire de celles (5) et (6). J.,e groupe (2) ne l'ait ipie définir los fonctions composées /i, , dont Pintroduction peut être motivée sur un but de simplification.
VIL
DKFIMTION DKS A, OU DKS a,o..
Toutefois, quoi(|ue les h, puissent s’exprimer à l’aide des il impôt tede les considérer séparément comme trois
SLR 1.R.S COOKIIONKLES CLRVIUGNES, ET( .
fonclioiis spé< iales, suit des coordonnées rectilignes u, suit des coordonnées curvilignOs p,. Il y a même de l'avantage à les prendre pour trois fondions primitives, et à regarder alors le groupe ( 2 ) comme établissant trois nouvelles relations, imposées aux fonctions | > et qui s’ajoutent à celles du groupt; (4).
Une raison puissante milite pour rado|ition du dernier point de vue ; les paramètres dill’érenticls du premier ordre /i; , des fouctions-dc-point p^, ont une définition géométrique, d’une grande simplicité, qui manque aux fonctions
t’t l'on désigne par c/s, l’élément de la normale à la surface p, , et collectivement par du les trois projections de cet élément, on a identiquement
(ti)
du I
dsi /i, du.' ’ ^ ’
multipliant par du, faisant la sommation et observant (jue
g (<]«)» =dsl,
du
du — d p, ,
on obtient la relation fondamentale
(7) ds, = 3.
Celte relation donne A, = ^* On peut donc dire qu’en
tout point d’une surface p,, la fonction A, donne la limite du rapport, de F accroissement du paramétré p,, quand on marche vers la surface inflniment voisine, à F épaisseur ds, de la couche traversée. A joutons (|ue ce rapport varie géné-
LEÇONS
lalemeiu, noii-st'ult‘ineiil d'une surface à une autre, mais aussi sur toute Tétcndue d’une même surface.
THÉORÈMES POUR LES TRANSFORMATIONS
Siibstiluaiil la valeur (^) de r/.v,- dans (6), ou a l’uiie ou l’aulre des deux formules très-simples
du
it —
du
<[ui soûl d’une grande milité pour les transforma lions. F.ti voici d’ailleurs une conséquence générale.
Si l’on désigne par F une fonction-de-poiul, que l’on peut concevoir exprimée, soit par les coordonnées reclilignes J', z), soit par l(;s coordonnées curvilignes (p, p, , pi), il résulte de la seconde (8) le théorème
S dp, dF du du
— ‘ÈH—h' —
du dp, _ dp,
IX
CARACTÈRE DES FONCTIONS DES p,.
dp.
’ On doit regarder les a, les A,, les comme étant des fonctions en qucl<|ue sorte à double face, de même nature que F (y). Cela posé, par la première (8), l'identité connue
Jfi
dpi
if-
_ '^Pj dpi
établit directement le gioupe suivant .
( lo)
/// du
h] du dpi
yi
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latulis (ju’eii dilleren liant par rapport à it (x, ou j , on z). Tune des équations ( 4 ), une double application du théorème (9) conduit à
[..es relations (10) et (>i) sont fondamentales dans la
théorie des fonetious
• Remarquons ici qu’eti les su-
bordonnant aux paramètres diflfércntiels /i,-, nous n'avons pas voulu dire qu’il fût moins nécessaire d’étudier les fonctions dont il s’agit^ celte étude est au contraire fort importante , car ce sont les propriétés de ces fonctions qui signalent les priticipales conditions géométriques des systèmes orthogonaux. En outre, elles se présentent essentiellement dans plusieurs grandes applications, telles que la théorie de l’attraction et celle de l’étfuilibre des iluides ; car si l’une des trois familles conjuguées est une famille de
surfaces de niveau, les qui lui correspondent sont les
composantes de la force agissant sur l'unité de masse.
DÉRIVÉES DE CES FONCTIONS
Les dérivées, par rapport aux p, des fonctions
déduisent aisément des formules précédentes. D’abord la relation (10) étant développée, donne
du
dp
I du
/i! do
h] rfp,
2 dhid^, h] doj du
2 dhj d h] d p, Hït
et par une élimination faite à l'aide de la relation ( 1 1 ), on
ublieiit
LEÇONS
.llP*'
du I dhidfi h] dlijdfj dfj hid^j du d fi du' ’ ' >
formule dans la(]iiclle les indices f et / sont esseiitiellcinent diflérenls.
Ensuite, si l'on désigne encore par w l’une quelconque des coordonnées (x, y, z), et que l’on dilTérentie, par rapporté à cette variable te, l’étjuation (2), on aura, en suj)primanl le facteur commun 2,
S dfi du’ dh,
dTiHir-
tv restant le même dans les trois termes du premier membre. Or, le théorème (9) donne généralement
df.
I, //,' du du ’
et, si l’on prenil F égal à on aura, d’après ( i 3 ).
Ait
div
dn,
I dh.
h, du’ ’
ou bien, en remplaçant le par 11, cl développant le second membre ,
du I I iirii
d fl hi \df du ' df, du ' df
I idhidf ilLidf, dhi d f
, df,\
Et les formules ( 12) et (14) donneront tontes les premières
dérivées des- (—-‘V considérées eoinnu; des fonctions des \duj
coordonnées (s, p,, pt).
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XI
TlIKORÈMES SUR CES DÉRIVÉES.
Kiifiii, il faut déduin- du groupe (la), outre deux formules utiles dans les transformatioii.s, un lliéorème iiidis- |H-nsal)le dans la théorie actuelle, car il iceèle la propriété géométrique la plus caractéristique des systèmes orthogonaux.
Multipliant l’équation ( la) faisant la sommation
1 ^) on obtient, eu ayant égard aux relations (a) et ( 4 ) , ^
S tlpi (ht , tlhi
= A,-— boiu),
du dp, ftp,
formule que l'on déduirait de l'équation (a), en la différentiant direi-temeni par rap|)orl à p,.
Multipliant ré(|uation ( 1 2) par faisant la somma-
tion et ayant toujours égard aux ndations (2) et ( 4 ),
on a
.y ft Oj du
S d pj du /(’ dAj
du fl Pi hj fl Pi’
formule que l’on pourrait d’ailleurs établir d'une autre manière.
Knfin, niultipliantl'équalion ( 12) par l'indieeA étant différent, et de i, et de faisant la sommation et rap-
l6 LEÇOKS
pelant les relations (4), on a
rlu fipj
formule nouvelle et importante, où, nous le réjxitons, les trois indices (t, k) sont essentiellement dilTéi’ents, c’està-dire repro<luisent complètement, dans un ordre quelconque, le groupe (o, i, a).
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XII
PARAMÈTRRS DIFFÉRENTIELS i, f>,.
L’objet principal de cette leçon est c\e résoudre complètement la question posée au § IV, c’est-à-dire de reconnaitre les éléments caractéris|.iqucs , et indépendants des systèmes de coordonnées, qui g^fe^liennent aux fonctions.-de-point. Une première âgl|jv|a déjà rendu trèsprobable qUe ces éléments ne spjM^àutres que les deux paramètres dilTércntiels , définis à l’aide des coordonnées rectilignes. 11 s’agit de constater que ces paramètres ronserventTemème caractère et la même indépendance, quand les fonctions-(le-point sont exprimées en coordonnées curvilignes.
Il est d’abord nécessaire de cbercher quelles sont les expressions des paramètres différentiels du secoud ordre des coordonnées p, elles-mêmes. On y parvient en achevant la substitution, interrompue au § VI, des cosinus (3) aux (m,-, n,-, p.) de la feuille A. Les dernières formules (lo) , (il), (ta) de cette feuille, donnent alors neuf é((ualionfs nouvelles, parmi lesquelles se trouvent les deux
suivaiilcs :
LEÇont
€l P II
dx //, /i,
do,ilf, dçi,dfij\
dz dy dy dz I
j '^l> _ /rffi</p, df,dt~\ ' dy A, A, \<lx dz dz dx /
ï'igalant la dérivée en y de la première ( i8), à la dérivée ♦ en X de la seconde, pour exprimer l’inté;;rabililé de la Coni'tion 0 , on a d’abord
I df>, dp, dp, dp,\ h,t
\ dz dy dy dz I d-i
h / fOp, dp, dp, (P p, d’ p, d p, dp, d* p, \
II, II, \ dz dy dy dz dy’' dy’ dz dy dz dy )
{dp, dp,
' dx dz
dp, dp,\ h, h, dz dx J dx
h id'p,dp, dp, cPp, (P p,
li,h,\dx’ dz dx dzdx dz dx dx
I dp, dp,rPp,\
^lô-~"dzd^ ) '
ajoutant et retramdiant certains termes, faciles <à deviner, faisant une quadruple application du tbéorcme (9), et emplovani le symbole A, pour les paramètres düTérenliels du second ordre, on met l’équation précédente sous la forme
âtâ;
A, II
dp,
, dz
fi fin
, dz
pi H-
,dp, \
JE
df, i
dp.
aJ-
dz
' .dz '
dp.
Enfin, divisant par le produit hh,hx, introduisant les logarithmes népériens , et remplaçant z par u (car il est évident (|u’un auti-c couple de départ (18) conduirait au
même résultat, exprimé en y, ou en x), on a
d 'Lt , dlo> —
h] du /i‘ h] rfp, "^a;5î7 dj,
, , O , U lotr - — —
J_ ^ A,p, ' I i/pi ^ h, h,
h\ du h] h\ df, h'du rfp, ’
équation à six termes, d’où découlent plusieurs propriétés importantes.
Si l’on multiplie l’équation (19) par^, et qu’on fasse ensuite la sommation W, les relations (4) annulent quatre
If
des six termes, et il reste
d'ih
dp du du d p,
'il
du
or, parmi les neuf équations ( ii) , il en existe une qu’on peut mettre sous la forme
I du
dp.
1 du
h] dp, h\ dp,
et qui, multipliée par et sommée donnera
'du dp, ^ du dp, *
C’est-à-dire que la somme des deux quantités, trouvées égales, doit être nulle; charune d’elles l’est donc séparé-
iiioiil • cl l’un a
S 'il
du
rfp,
Ce i(ui résultait d’ailleurs du théorème (17). Celle pi'eniière opéialion ne donne doue qu’une nouvelle dcinonstraiion du même théorème.
XIII
VALEURS DES A,p, PAR CES A,.
lin ne considérant que les seconds termes des deux memhres de l’équation (19), on peut supprimer l'un et doubler l’autre, d'après la relation (20). Doublons celui du premier membre, en supprimant celui du second, innlliplions pai
'il^, el faisons la sommation il restera
.A,p, dlog/(î_‘ // a; rfp, ~ rfp, ’
d’après les formules (2), (4)) et (i 5 ) , ou plus simplement
d log yt
, A,p, ^ Âh,
Pareillement, si l’on double le deuxième terme du second membre de l’équation (19), en supprimant celui du premier, «pie l’on multiplie par et que l'on lasse la som-
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matiou on arrive à '
A) pi ” /i, h
Si le groupe de départ ( i 8 ) avait présenté isolément les 'dérivées de p, , et non celles de p, la môme suite d’of>érations aurait conduit linalement à
Les formules (21) donnent les paramètres différentiels
du second ordre des fonctions p,, à l’aide de ceux du premier ordre et de leurs dérivées. On peut les mettre sous la forme
‘Aj p = /l/l, A,
rfp
A,p,= AA, A,
Aip, = AA, A,
rfp.
LES A, ET 4, D’UNE FONCTION - DE - POINT
Soit maintenant une fonction-de-point F, exprimée à l’aide des coordonnées curvilignes (p, p, , p,), et cherchons romiiient ses paramèirOs différentiels s’expriment à l’aide, des mêmes coordonnées. Désignant toujours par u ruiir
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quelconque (les coordonnées rectilignes, on aura
fi¥ d¥ dpi
du ié dpi du ^
élevant au carré, faisant la sommation ^ > et rappelant les formules ( 2 ) et (4), il viendra
Différentiant une seconde fois ( 23 ) par rapport à u, on aura
dtt‘
JLà \d^] \du] dp,- du' I
d'V ..dp, dp d'¥ dpi
/ tP¥ dp, dp, d'¥ ..dp, dp d'¥ dpdp,\ \dp,dp, du. du dp,dp du du dp dp, du du j
et la sommation W de cette dernière valeur donnera
à l’aide des relations ( 2 ), (4)? d du symbole A,. Ou bien, développant le mettant / i/j, A, en facteur commun, remplaçant les fractions par leurs valeurs déduites des
^ nhi h-i
équations ( 22 ) , et réunissant les dérivées partielles de trois produits, on a définitivement
dp dp, dp, /
Ainsi lorsqu’une fonrtion-dc-poinl est rapportée à un
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système de coordonnées curvilignes, ses dc‘ux paramètres ditiërentiels s’expriment, dans le même système, à l’aide des paramètres différentiels du premier ordre, appartenant aux surfaces conjuguées.
L’équation (26) devant être fréquemment employée, dans la suite du cours, il importe de la simplifier par l’introduction du produit
( 27 ) O = hh, h, ,
ce ijui permet âtài’écrire de la manière suivante :
La même introduction conceplre les valeurs (aa) dans la formule
(29) a, ûj==o— — i.
€tfi
XV
CVRACTÈRE ET UTILITÉ UES à,.
J’insiste principalement sur l’équation (26) ou (28). F.lle donne une définition du paramètre différentiel du second ordre, beaucoup plus générale que celle du § III. Car si l’on rapportait successivement la fonction-depoint à tous les systèmes imaginables de surfbces orthogonales, la forme (26) serait toujours la même, et reproduirait une même valeur numérique pour chaque point.' Particulièrement, lorsque les familles conjuguées sont trois familles de plans parallèles, les /i,, ou les parainèlres différentiels du premier ordre, soni tous égaux à l’unité, cl
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l’équatloii (a8), $e réduisant alors à
du''
comprend la première définition.
Cette constance de forme et de valeur explique, en quel- • que sorte, comment il se fait que presque toutes les équations aux différences partielles , qui concentrent les lois des phénomènes physiques , peuvent s’exprimer à l'aide de certaines fonctions-dc-point et'de leurs paramètres différentiels du second ordre, sans qu’il soit nécessaire de spécifier le système de coordonnées que l’on adopte.
En effet : dans la théorie du potentiel , P, l’équation générale est
Dans la théorie analytique de la chaleur, la température. Y, est régie par l’équation
lors de l’état permanent, et par celle-ci
dt
lors du refroidissement. Dans la théorie mathématique de l’élasticité des solides homogènes non cristallisés, la dilatation cubique, 6, est régie par l'équation
lors de l’état statique , et par celle-ci
dt^
~ fl' A, (
lors des vibiations ; de plus, les projections du déj)laccment moléculaire, et les coin|X)santcs des forces élastiques.
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lors (le l’état d'équilibre, véiüiem toutes l'équation A, . 4, F = O.
En résumé, lorsqu’une classe de phénomènes physiques dépend des variations d’une certaine fonction-dc-point , c'est presque uniquement par son paramètre dillérentiel du second ordre que celte fonction intervient. Comme si ce paramètre était une dérivée naturelle, plus essentielle, plus simple, et en même temps plus complète, que toutes les dérivées partielles, choisies plus ou moins. arbitrairement, que l’on a l’habitude de considérer.
XVI
ÉQUATION DE LA CHALEUR PAR LES p,.
Il ne sera pas inutiln.de montrer ici ([ue l’on peut établir directement l’équation générale de la théorie de la chaleur, en coordonnées curvilignes quelconques. On obtient ainsi une démonstration nouvelle de la formule (a6), d'où l’on peut déduire ensuite les valeurs (aa).
La temprralure des dilférents points d’un solide homogène, non cristallisé, étant toujours désignée par V, on sait que le flux de chaleur <pji traverse, dans le temps d/, un él(hn(!nt-plan w, pris dans l’intérieur du corps , a pour expression
(J étant le coeflicienl de la conductibilité, d« l’accroissement de la normale à
Le corps étant rapporté au sy.iième des coordonnées p , , sou élément de volume, W, est un parai léli pi pède rectangle dont les côtés .sont les
U6' LEÇO»>
Si l’on désigne généralement par <ti,, ci>' , les faces de cet .élément, situées sur- les surfaces p, , p, + dp,, on peut regarder W. dont le volume s’exprime indifféremment par
comme recevant de la chaleur par les trois faces w, , et en perdant, au contraire, par les trois faces respectivement opi*osées 0 )'. .
Le flux qui entre par une face w, sera , d'après l’expression (3o),
ou bien
augmentant cette expression de sa dilTérentielle prise par rapport à p, , on aura le flux qui sort par o)' , et retranchant ce dernier flux du premier, il restera
dt>,
remplacaiil ti), d (5, pat rfp , valeur déduite
groupe (3i ) , el additionnant les trois excès semblables, siura
du
on
7 d^d P do,
O dfi
rfp,
|>our le gain total de chaleur que fait W pendant le temps d t.
C«; gain élèvera sa Icmpératurc de-j^dt, ci sera conséqurminriil égal .à celle élévalion , multipliée par le calo-
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lique spécifique C du corps, par la'densilél), el parle volume (3i ) de W , c’est-à-dire à
. dù doi dp, d\ • •
CD d t “ — •
Jpes deux expressions dilTéreiiles , de la -chaleur, donnera, en supprimant les facteurs commfïtns, multipliant par o, divisant par q, et
représentant par k la fraction — >
Enfin, l’égalilë^ môme quanti)
dt '
pour l’équation générale el]
Particulièrement , si les edSï^nnées étaient rectilignes, . ou si les surfaces Orthogonales étaienS^ois familles de plans
parallèles, les A, , et par suite cr, devenant tous ^aux à /al\ I. t, .
l’unité, l’équation (3à) prendrait Ja forme^
rfV ^ £V _ *
dt ^ du'
Or, l’accroissement de la température, en chaque point, est évidemment indépendant du système de coordonnées; les seconds membres des équations (32) et (33) doivent donc être identiquement égaux.
Ce qui établit directement la valeur, (28) ou (26), du paramètre différentiel du second ordre de \ , représentant d’ailleurs une fonction-de-point quelconque. Et si la fonction V, des p, , se réduit particulièrement à l’une des coordonnées curvilignes, cette valeur (28) donnera, inversement, la formule (29), ou les valeurs (22).
LECOISS
XVII
DÉNOM 1N.\T10N PROI>OSÉE l>OUR LES
En établissant, aussi complètement, les propriétés caractéristicjucs des paramètres différentiels ^ second ordre, la théorie mathématique de la chaleur se pi4É|Bltte comme l’origine naturelle de cet élément analytique, et peut réclamer le droit de lui assigner un nom. Puis<|uc, dans la dynamique, on appelle accélération , la limite du rapport de l’accroisment de la vitesse à celui du temps , ne peut-on pas appeler aussi, accélération calorifitfue^ augmentation, ou plus simplement augment, la limite du rapport de l'accroissement de la température à celui du temps?
Alors, supposant h égal à l’unité, il résultera de l’équation (33), que le paramètre ditTérenticI du second ordre d’une fonction-dc-point ne sera autre que son augment. C’est-à-dire que, si tous les jioints du solide, limité ou indéfini , que particularise cette fonclion-de-point, avaient fortuitement des températures égales aux diverses valeurs quelle leur assigne, le paramètre dont il s'agit assignerait l’échauHement de ces points au premier instant.
XVIII
CARAfTÈRE ET UTILITÉ DES A,.
Parlons maintenant du paramètre difl'érenticl du premici' oidre. La formule (^4) donne aussi une définition plus générale que celle du § III. Si ce paramètre n’existe pas es- .sentiellemcnt , comme celui du second ordre, dans les équations générales de la physique mathématique, néanmoins son rôle naturel est tout aussi important.
rfP
Eii elTet , on sait que la dérivée — du jMitcnticlP, donne la composante, snixani la direction fixe do toute roordonnée
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recliligne u , de la résullaiilc des atlraelioiis exercées sutriinité de masse; il suit de là que cette résultante ellemême, K, sera donnée parla j^'rmule
c'est-à-dire qu’elle ne sera autre que le paramètre différentiel du premier ordre du potentiel.
On sait aussi que la dérivée de la pression p dans un
Iluide en repos, est égale au produit Uô, de la densité» du Iluide, par la composante U, suivant l’axe des n, de résultante des forces extérieuix’s rapportée à l’unité de masse ; il suit de là que celle résultante elle-même, F, sera donnée par la formule ‘
c’est-à-dire qu'elle seraf égale au paramètre différentiel du premier ordre de la pression, divisé par la densité.
DÉNOMINATION PROPOSÉE TOUR LES A
Or, toute fonetion-de-point , F’, peut représenter, .soit un potentiel , soit la pression d’un fluide. Ou pourrait donc dire, inversement, que son paramètre différentiel du premier ordre. A, F, représente sa Jorce. En outre, les cosinus des angles de direction de celte force liclive, étant les
I dF Al F du ’
ces expressions , si souvent reproduites dans nos formules, auraient aussi leur représentation.
Je ne veux pas insister pour que l’on nomme force et augmenr d’une fonclion-de-point, ses paramètres différentiels du premier cl du second ordre ; quoique de telles dénominations pussent se justifier, tout aussi bien que celles de po-‘
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tentiel, do courhun; sphérique , et autres. J’ai seulement voulu montrer, par les considérations qui précèdent, toute l’importance des paramètres dont il s’agit; et surtout faire comprendre, que ces paramètres sont les véritables dérivées naturelles des fonctions-de-point; qu’ils les caractérisent et les distinguent, comme les plans tangents, les lignes et les rayons de courbure , caractérisent et distinguent les* surfaces; comme les tangentes, les plans et les cercles osculaleurs, les courbures doubles et simples, caractérisent et distinguent les lignes courbes.
FONCTIO.NS- DE -POINT DONT LES A, SONT NULS
Il convient d’étudier particulièrement les fonctions-depoint dont l’angnient, ou le paramètre différentiel .du second ordre, est nul, puisqu’elles se présentent si fréquemment dans les a})plications. La température stationnaire V, dans un milieu solide en équilibre de chaleur , est une de ces fonctions. Ru l’égalant à un paramètre , on a une famille de surfaces, que j’ai appelées isothernies.; la température étant la même dans toute l’étendue de c-hacunc d’elles.
Réciproquement, les surfaces d’une famille au paramètre / , supposées dans un milieu solide , seront isothermes, s’il peut arriver que la température stationnaire , V’, qui doit vérilier l’équation A, V = o, .soit simplement une fonction de À ; de telle sorte que sur chaque surface, où X est constant, V le soit pareillement. Ce qui impose des conditions nécessaires, tant à la fouclion-de-point X, qu’à la fonction V de X.
En clfet ; si V est une fonction I de X , dont R, f' sont les dérivées, on aura successivement
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La somniaiion ^ île la dernière énualion donne, (luisant les symboles A,,,
en intro-
et, puisque le premier membre doit être nul , lors de l’equilibre de température supposé, il faut que l’on puisse avoir
ou que la première fraction ne variequ avec X seul, coinnie la seconde.
ÿ XXI.
1>.\RA.M ETRES TllERMOMÉTRlQCES.
' Ain.si, pour que les surfaces ). soient isodicrnies, il faut, essentiellement, que le rapport du paramètre dilVérentiel du second ordre , au carré de celui du premier, reste eonstant sur chai|ue surface, ou qu’on puisse l’exprimer par une fonction de X seul. Quand il en est ainsi , on peut mettre.
ce rapport sous la forme — » if étant une fonction de X et o'
sa dérivée. Substituant cette valeur dans l’équation (34) , elle devient
et donne , par deux intégratiotis successives,
c etc'étanl des constantes arbitraires. Ce ipii donne la forme nécessaire de la fonction V de X. telle que son paiainètre didérenticl du second ordre .soit nul.
3 a LGÇ(>^S
[)e là résulte qu’en posant
T sera une fonction de X , telle que A, T = o , et qui , ne variant qu’avec X seul , peut aussi servir de-paramètre }>our représenter la famille des surfaces, reconnues isothermes à l’aide de l'opération (jui a donné la fonction <f. Afin de distinguer ce nouveau paramètre t de l’ancien X , on peut l’appeler thermométrique , puisque sa propriété caractéristique est de vérifier l’équation qui régit les températures stationnaires.
Dans la suite du cours, quand j’introduirai le paramètre thermométriquc d'une famille de surfaces reconnues isothermes, je supposerai que la constante c, dans la valeur (35), ait été choisie de telle sorte, que T soit un nombre, un simple rapport, sans aucune dimension géométrique; aGii qu’il puisse occasionnellement exprimer une température. Alors, son paramètre diÜércnticl du premier ordre sera nécessairement égal au quotient, d’un autre nombre ou rapport, divisé par une ligne; ainsi que cela résulte clairement de la -relation h — ^^-as
Faisant essai des dénominations d’augmentet de force, on pourrait dire comme conclusion : Lorsqu'une fonctioufle-point X est telle, que le rapport de son aagnient, au carré de sa force , ne varie qu'avec elle-même , il existe une fonction t de X dont l'augment est nul.
XXII
SIMPLinCATION RÉSULTANT DES A,o,= o.
Lorsqu’un système orthogonal comprend une famille de surfaces isothermes, on peut prendre pour la coordonnci' p qui lui correspond , son paramètre thermométritjue ; alors
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A, P = O, et d'apres la première (aa) ,
c’est-à-dire que le rapport ne varie pas avec p. Il en
résulte une simplification dans la formule (a6), car le premier terme du second membre, qui est
^ h ^ h, h, dp
devient, toute réduction faite,
Tp’
Et, si le système orthogonal est formé par trois familles de surfaces isothermes, adoptant leurs paramètres thermométriques pour coordonnées, on a définitivement
formule analogue à celle (a4), et tout aussi simple.
Les trois systèmes classiques de coordonnées rentrent dans ce dernier cas : chacun d’eux est formé par trois familles de surfaces isothermes; et quoique l’on ne prenne pas , pour toutes ces familles , leurs paramètres thermométriques, la triple simplifieatioin de la formule (36), toute masquée qu’elle soit, conserve son influence. C'est à elle que l’on doit, sans aucun doute, d’avoir pu traiter, depuis longtemps , dans les diverses branches de la physique mathématique, un petit nombre de corps , limités par des plans, des sphères, ou des cylindres droits. Là , quand on est obligé de se servir d’un système de coordonnées,
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pour lç(|iiel cotte triple slmpliiicalion it'est pas possible, un est imoiédiateinciit arrêté par des difficultés d'intégration', f|ui paraissent' insurmontables.
Lorsque l’une des. trois familles de surfaces, d'un système orthogonal, se compose de plans parallèles, au paramètre .pi = s, on a-
J.es doux, autres familles de surfaces sont cylindriques; ou bien, les fpnetions-de-point o et p, donnent un système de* courbes orthogonales sur le- plan des bases de ces cylindres ; leurs paramètres difl'érentiols du premier ordre h, h, sont indépendants de z, et ceux du second ordre sont donnés par les relations
diogi
rfp ’
dlog^
d'après les formules (ai). Or, ces relations conduisent, par (lifTérentiation, à l’équation
dù, dç, ’
d’où résulte la conséquence survante.
Si le premier terme de cette éc[uation (38) est nul, il en sera de même du second. Ou bien, si le rapport ne dépend que de p, le ra])porl ^^‘.ne dépendra que de p,. On eiilin, d’après le § XX, si la famille de cylindres, ou de
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tourbes, au paramètre p, est isollicrrae, telle au paramètre Pi le sera nécessairement : l'une ne peut pas l’ètre sans l’autre. Quand cette circonstance se présente, le système orthogonal', complété par la famille de plans parallèles, est triplement isotherme, et l’on peut l’appeler simplement système cylindrique isotherme , les deux épithètes concentrant toute la déhnition.
Comme on le verra, le nombre des. systèmes cylindriques isothermes est infini, et la triple simplification de la formule (36) leur est à tous applicable. Aussi, peut-on résoudre, dans la théorie analytique de la chaleur, une de scs principales questions, sur tous les prismes curvilignes re<'tangles, dont les faces latérales sont des eviindres isothermes. Et si l’on adopte essentiellement, pour variables, leurs paramètres thermométriques, la formule qui exprime numériquement la loi intégrale cherchée, est absolument la môme pour tous ces prismes, quels que soient les systèmes cylindriques isothermes que l’on considère. Cette formule possède, en quelque sorte, la même généralité ijuc l'étjualion qui exprime la loi différentielle. Concordance bien rare, sinon unique, dans les diverses branches de la physique mathématique.
Hors de lè, dans les systèmes orthogonaux non cylindriques, lorsque deux des trois familles de surfaces conjuguées sont isothermes, la troisième ne l’est pas nécessairement. Alors, la triple simplication de la formule (36) devenant beaucoup moins frétjuente, il faut recourir à d’autres 'procédés pour obtenir des formules intégrales, possédant une généralité analogue à celle qui vient d’être définie.
Quoi qu’il en soit, les considérations précédentes signalent clairement, et l’importance analytique des familles de surfaces isothermes ou des fonctions-de-point dont l’aug-
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ment est nul, et la nécessité d’adopter pour variables leurs paramètres ihermométriques. Tel est le but que nous nous sommes proposé dans les trois derniers paragraphes.
UGNES DE COURBURE DES SURFACES
Proposons-nous de déterminer les lignes et les rayons de courbure des surfaces orthogonales conjuguées. Considérons particulièrement une surface p; (r, y, z) étant les coordonnées d’un de ses points M, «') celles du point M',
situé sur la normale en M, et centre d'une des courbures dont le rayon est R, on aura
car les trois premières fractions sont égales entre elles, d’après les équations de la normale; et l’on obtient encore le même rapport, en additionnant les carrés des numérateurs de ces trois fractions, puis ceux de leurs dénominateurs, et divisant, l’une par l’autre, les racines carrées de ces deux
sommes; cc qui donne la fraction
Soit M, un point inliniment voisin de M , et situé .sur la
Oigitized by Coogle
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ligne (le courbure corresptondante au rayon R ; el soient (x + â,x, y-i- âijr, Z -h â^z) ses coordonnées. Les termes (a/, y, a', R) du groupe (i) ne devront pas changer, lorsqu’on y substituera les coordonnées de M, à celles de M. C'est-à-dire que l’on doit pouvoir regarder (x', z', R)
comme des constantes, quand on diilérentiera , en d, , les rapports égaux (i), ou mieux, les logarithmes de ces rapports , ce qui donnera
ou bien, égalant séparément chacun des trois premiers membres au quatrième , et ayant égard aux égalités ( i ), on aura le groupe suivant :
l ' d.r ~ h dx
j ' rt[r h dy
I i rfp _ rfp
' ' rfi ~ A dz
Par un procédé fréquemment ('mployé, on fcia disparaître les coeflicionts et en ajouiaiit lesérjuations (3),
(lù
fi 0
j dx.
dz
x-‘il
l dy '
fix
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respeclivcnicni nui lii pliées, par les fadeurs binômes
(|ue l’on peut égaler à une même quantité ). , multipliée par les difl'érentiellcs nouvelles ( d, x, dty, èjz), signalant, dans le voisinage de M , un autre point M, , qui sert en quelque sorte d’intermédiaire, et dont les coordonnées s6nt (x + â,x, j -h izy, z -h â,z).
Or les valeurs (4), deux fois additionnées, après les avoir respectivement multipliées, la première fois par
th , rfp, f/o,
-i- OiJ- -+--y- J,/ -t- J, 1 = 0, tlx tljr «1 .
à,x 3-,x iiX -y- à, Z 3,z = o.
La première de ees relations montre que le point Mt est situé sur le plan tangent à la surface p en M, la seconde que les deux directions MM,, MM,, sont perpendiculaires entre elles. Donc, si le point M, est situé sur une des deux lignes de courbure, le point M, se trouvera sur l'autre.
Si l’on additionne maintenant les étpiatious (3), respectivement multipliées parles facteurs (4) simplifiés', on aura
S,x.S,^-ht,j^.3,^ -t- 3i~^- = O-,
fix dr dz
relation qui exprime la condition, nécessaire et suffisante, pour (pie la direction correspondante .à une variation taiipeiitielle d, soit celle d’une ligne de courbure; la variation
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i,, pareillement tangcntielle, s’ojM’raiil dans une direction j>crpendiculaire à la première.
XXIV
THÉORÈME DE M. DÜPIN.
Faisons subir cette épreuve à la direction dp,, de la normale à la surface p, (pii passe en M, laquelle direction est nécessairement tangentielle, puisque les surfaces conjuguéiîs sont orthogonales. Si la variation â, correspond à la direction dp,, la variation 0, correspondra à la direction dp,, ou à celle de la normale à la surface p, qui passe en M. On prendra donc.
du
du
du
dp,
dp,,
S,a = — dp,=z ^ dp,, dp, ‘ n, du
d’après la première (8), § VIII; et le premier membre, de l'équation (5) à vérifier, deviendra
rfp, dùi ^ d pj du
Or, cette (piantité est identiquement nulle, d’après le théorème (17), § XI. La condition ( 5 ) est donc satisfaite.
Ainsi la direction de dp,, et par suite celle de dp,, sont . celles des deux lignes de courbure de la surface p en M. D’où résulte, enfin, le théorème important, dû à M. Dupin, que, dans tout système orthogonal les surfaces de deux des familles conjuguées, tracent, sur une surjace de la troisième jamillc, toutes ses lignes de courbure.
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XXV
EXPRESSION D’UN R.\YON DE œURBURE.
Procédons maintenant à la détermination du rayon de courbure R de la surface p, qui correspond à la ligne de courbure La nature actuelle de la variation â, donnera, outre la première ( 6 ), les valeurs suivantes :
0, n — — — aû, ,
«Pi
du > J
s,u = — dp, = -~de„
et la substitution de ces diverses valeurs concentrera le groupe (3) dans la formule
du i dh dp I h dp,
dp, h dp, du R ' A’ du
Or, il résulte du théorème ( la)^ § X, que
dp.
I dh dp
h dp, du
h dh, h dp, h, dp- ' h\ du '
l'identité nécessaire des deux valeurs ( 7 ) et ( 8 ) exige donc que
I h dh,
R h, dp'
et telle est la valeur de la courbure cherchée.
Si l’on désigne par le rayon de courbure de la surface /), qui correspond k la seconde direction fl p„ on aura, de la même manière,
I h dh,
tli h, dp
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L’équalion (21) du ^ Xlil, laquelle peut se mettre sous la forme
devient. j>ar la substitution des valeurs (y) et ( 10),
expression remarquable de la somme des deux courbures de la surface jO, ou de sa courbure sphérique, d’après Gauss.
C11.^NGEMENT DE PAR.\MÈTRE
Observotis ici que le paramèti'e p d'une famille de surfaces n’a rien d’essentiel, car il pourrait être remplacé par une quelconque de ses fonctions
puisque, si p reste constant sur chaque surface individuelle, il eu sera de même de t. Soit désigné par i) le paramètre différentiel du premier ordre de e, h étant toujours celui de p. L’élément fis de la normale à la surface p ou e, c’est-àdire l’épaisseur, au pa.int que l’on considère, de la couche comprise entre deux surfaces inlinimcht voisines, admettra la double expression
d'après la formule (7), §M 1 . De même, la courbure sphérique ( 1 1 ) de la surface p ou t, pourra s’expi irner des deux manières suivantes :•
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car celte courbure sphérique, aussi bien que l’épaisseur ds, sont des éléments géométriques, complètement indépendants du choix que l’on peut faire, parmi tous les paramètres également admissibles. Ainsi, quelle que soit la fonction f ( la), oii doit avoir identiquement
I i rf P
^ ^ I dj) A,i dA A, P
\di Y) dp A
La vériGcation analytique de ces identités est d'ailleurs facile. Si l’on désigne par f', f", les premières dérivées de f, l’équation (12) donne
(16) dt= P dp,
quelle que soit la variable indépendante; et," si cette variable est une coordonnée rectiligne «, on aura, par deux différentiations successives,
L’élévation au carré de la première (17), et la sommation conduisent à
or, rélimination de f' entre (i6) et ( 18), donne la première identité ( i 5 ).
La dérivée de >1 (18) par rapport à p, est
il = r^ + rA,
d P do
et si l'on divise cette é<|uation parf', en remplaçant aiidé-
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iiominatcur du premier membre f'dp par dt, il vient
dr, dh f" ^ ^ = +
D un autre rôté, la sommation ^ delà seconde (17), don ne
4 • A, £ = Ajp /i’,
Ci divisant celte i^juation par relie ( i8), membre à membre, on a
Or, l’élimination du rapport P entre (19) et (au), donne la seconde des identités ( i 5 ).
XXVII
HOMOGÉNÉITÉ DES h,.
Les doubles expressions (i 3 ) et (i 4 ) sont donc justifiées. Remarquons, en outre, que, si les deux familles de surfaces (î, et p, conservent leurs paramètres, tandis que l’on change en e celui p de la troisième famille, les de'rivées de r, et de /j, en p,, ou en p,, seront liées parles deux équations
dn J., d/l dn d/t
eio, dût dùi f/p,
puis(|uc, lors de ces dérivations, p restera Invariable dans la relation ( 18) -, et l’élimination de f', faite à l’aide de cette même relation, donnera
I dn I d/l I dn i d/t
n dp, /i dp, n dpi /i dp,
r>ii, plus généralement, â exprimant une variation langcnlicllc à la surface p ou e,
Sn _ S/i 7~T‘
Identités, qui, jointes à la première (i 5 ), permettent de vérifier l’homogénéité de nos équations aux différences partielles; et qui, de plus, expliquent la forme spéciale de ces mêmes équations.
C’est ainsi, par exemple, que l’expression ( 9) de la courbure 4-» conservera la même valeur, soit que l’on change 0 en puisque
ïj
dt do' ,
soit que l’on change p, en puisque
o>ïi ^ h^
(|uand la variation d est tangeiitielle à la surface p, ou e,.
C’est ici le lieu d'indiquer une propriété importante, dont jouit tout système cylindrique isotherme. Lorsqu’on le rapporte à ses paramètres thermométriques, on a
A) 0 Oy A}0| Oy
et lei relations (Sy) du § XXll expriment alors que le rapport A;/i, est constant. Soit a’ la valeur de ce rapport; si l’on change p et p, en
i=-p, f, r=np, , a
ces nouveaux paramètres, étant respectivement proportionnels aux anciens, seront encore thermométri(|ucs, car on aura
De plus, la formule (18) donnera
T, — — h, U, = oAi,
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fl le rapporl de ces deux valeurs scia Punilé, puisque h’,hi—a}. Donc, on peut toujours modifier, par des facteurs constants, les paramètres lhermoinétriques d’un système cylindrique isotherme, de telle sorte que les deux familles de cylindres aient le même paramètre différentiel du premier ordre.
SIGNE DUNE COURBURE
La simplicité des expressions (9) et ( 10), des courbures des surfaces orthogonales, invite à chercher leur démonstration directe, et en quelque sorte géométrique. On y parvient aisément^ maison rencontre une ambiguïté de signe, sur laquelle la géométrie pure resterait muette, et que l’analyse peut seule écarter.
Lorsque, dans une famille de surfaces, on mène une normale en un point de l’une d’elles, celle normale peut être considérée comme ayant, sa partie positive du côté où le paramètre de la famille augmente, sa partie négative du
côté où cc paramètre diminue. Cela posé, la courbtire
sera positive, ou négative, suivant que son centre sera situé sur la partie positive, ou sur la partie négative, de la normale. Tel est le principe qu’il s’agit d'établir.
En admettant d’abonl ce principe, on retrouve l’expression (9) de la manière suivante. Soient, au point M. les
si . y®
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aies MS, MS,, MS,, normaux aux surfaces onliosonales, et dirigés suivant les directions où leurs paramètres vont
en augmentant; C le centre de la courbure situé sur la
partie positive de la normale à la surface, laquelle normale est tangente à l’are s en M; M, mi point infiniment voisin
de M, et situe sur s,. L,’arc MM, appartiendra au cercle dont le centre est en C, et dont le rayon est R; sa grandeur aura pour expression
Au point N situé à la distance r/s de M, sur l'arc s, on
sur la normale MC, menons l’arc de cercle PNIN,, décrit de
C comme centre avec CN pour rayon, et menons NlP parallèle à M,C. Les triangles PMN, MCM,, sont semblables; d’où résulte la proportion
f/s _ PN
Si â indique K variation d'une quantité, lorsqu’on passe de M à N,. PN sera égal à — à.ds,, car ds, ayant diminué dans ce passage, sa v ariation est négative, et l’on doit conséquemment changer son signe, pour en faire l’éléinent, essentiellement positif, d'une proportion. On aura donc
Or, si l’on prend la variation d de l’éfjnalion (ai), ou mieux, des logarithmes de ses deux membres, rlp, restant invariable, on aura
3,dsi S/f, I f//i, ^
ds, A, A, dù
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d’où résulte définitivement
I I dh^ df h dhi
R h, df dt A I df ’
ou l’expression (9).
Supposons, maintenant, le cas où le centre C est situé sur la partie négative de I9 normale. Si l’on conservait le ravon R positif, la même' consirürlion, les mêmes lettres,
et la même similitude de triangles, conduiraient encore à la proportion
^ _ PN r" ~
mais ici la variation d. ds^ étant positive, on prendrai t_consétjueminent PiN = d.ds,, et on arriverait, en poursuivant le même procédé, à
I h dhi
au lieu de l'expression (9). Il fautdonc que, dans ce dernier cas, le rayon R soit regardé comme étant négatif. Ce qui justifie, et même nécessite, le principe posé.
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XXIX
NOTATIONS POUR LES œURBURES.
Continuons de désigner par J,5,, ,î,, les arcs normaux aux trois surfaces orthogonales qui passent au point iVI, comme dans les ligures précédentes. L’arc s est la courbe d’inter- i
section des deux surfaces p, et p,‘, l’arc celle des surfaces ^ p, et p; l’arc s, celle des surfaces p et p,. De là résulte que la coordonnée p varie seule sur s, p, sur i,, p, sur 5,. Les lignes de courbure de la surface p sont .v, et s, ; celles de la • surface p, sont fi et s ; enfin celles de la surface p, sont i et 5,. Les lettres R et .R désignaht déjà les deux rayons de courbure de la surface p, R) et^i peuvent désigner ceux de la surface p,, R» et ceux de la surface p,.
Mais, celle notation est en quelque sorte incomplète, car si elle indique, par l’indice, à quelle surface appartient le rayon R, ou A,-, elle n’indique pas celle des deux lignes de courbure de la surface, à laquelle correspond ce rayon.
Cette dernière indication étant souvent nécessaire, bous désignerons aussi les six rayons de courbure par la seule lettre r, avec l’indice i et l’accent j: l’indice i étant celui de la surface; l’accent j représentant l’indicedc l’arc, c’est-à-dire, n’existant pas si c’est s qui sert de ligne de courbure, étaht (') si c’est 5,, étant (") si c’est s,. La correspondance des deux notations est donnée par le tableau suivant :
(22) •! .Ri=r„
Rj— c, , ^ï= r, ,
On remarquera que l’indice i et l'accent j ne sont jamais, égaux; c’est-à-dire que r, r\, r' , ne se trouvent pas parmi . • les six rayons de courbure.
J’appellerai conjuguées en surface, deux courbures ayant
JO
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le niènic indice, telles
que
J'ap|M‘llerai conjuguées eu arc, deux rourbures ayant le même accent, telles que
Enfin, on peut appeler réciproques, deux eourlnires telles que rindice de l’une est éjjal à l’accent de l’autre, et réciproquement, comme
. ik k} {h 7^)'
Üd verra que ce luxe de notations, et de dénominations, éclaircit singulièrement l’énoncé des lois géométriques qui régissent les surfaces orthogonales; qu'il permet de simplifier les formuh's ou d’en diminuer le nombre ; et tpt’enfin, il peut servii- de guide, tout aussi bien que l’iiomogénéité, pour éviter ou signaler des erreurs.
EXPRESSIONS DES SIX COURBURES
On reconnaît facilement, d’après les expressions (9) et ( 10), et la méthode suivie pour établir la première, que les six courbures des surfaces orthogonales ont pour expression générale
I //, fifij ri) ~ h J rfp.
Leurs valeurs particulières sont d’ailleurs toutes comprises dans le tableau suivant, auquel nous aurons souvent re-
XXXI
COURBURES PARAMÉTRIQUES.
Les six courbures de ce tableau (24) sont les seules que puissent admettre les surfaces conjuguées. Mais la formule (23) en comprend réellement trois autres : en effet, lorsqu’on y fait l’accent j égal à l’indice /, elle donne
dh,
dh,
dp,
Lrt valeurs de r, r, , /■', qui résultent de ces expressions, sont des longueurs, ou des rayons assignables; car, puisque
^ = ^ > dhj étant de même espèce que /», , rjt’sera de même
espèce que «if,-, c’est-à-dire une ligne.
Ainsi ■— représente réellement une certaine courbure,
autre que les deux courbures définies de ta surface p, et on (K>urra toujours la calculer, aussi bien que ces deux courbures classiques. Analytiquement, ce qui distingue la courbure des deux courbures ^ ’ c'esl qu’elle dépend du
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paraïuèlir cliuisi : car, si l’on change p i“ii e = l(p), ou n’a j)as ~ égal à ^ XXVI) ; tandis que ^ restent invariables lors de ce changement (§XXMI). Profitant-de cette distinction caractéristique, nous désignerons,
sous le nom de courbure paramétrique.
La formule ( ii) établit alors le théorème suivant : En tout point d'une des surfaces représentées par une fonctionde.-point, le rapport des deux paramètres différentiels de cette fonction est égal à l 'excès de la courbure paramétrique sur la courbure sphérique.
D’où résulte ce premier corollaire ; Lorsque le paramètre . différentiel du second ordre est nul, la courbure paramétrique est égale à la courbure sphérique. Et ce second ; Lorsque la courbure paramétrique est nulle, on obtient le paramètre différentiel du second ordre, en prenant, avec un signe contraire, le produit du paramètre différentiel du premier ordre, par la courbure sphérique.
COURBURES DU SVSTÈ.ME SPHÉRIQUE
Alin d’éclaircir et de vérifier plusieurs des théorèmes établis dans cette leçon, considérons particulièrement le système des coordonnées sphériques. Les trois familles de surfaces conjuguées, sont ; i” les plans méridiens passant par l’axe polaire, et dont le paramètre est la longitude ou l’azimut <{<', 2 ° les cônes droits entourant l’axe, et dont le paramètre est la latitude q>-, 3° les sphères concentriques dont le paramètre est le rayon r. Posant donc
les ds, dont les valeurs sont connues, donnent les éija-
Comme rela était d’ailleurs évident, des si\ courbures trois sont milles, savoir: les deux courbures du pian méridien, et la courbure du cône de latitude qui correspond ii sa ligne de courbure rectiligne. Des trois courbures (jiii restent, celles de la sphère sont égales entre elles, et à celle d'un grand Cercle (ce que l’on savait) ; mais elles sont négatives (ce que l’on ne savait pas bien ), parce que leur centre commun est placé sur la partie négative de la normale à la sphère, c’est-à-dire du côte où le paramètre r diminue. Enfin, la courbure du cône de latitude, correspondante à sa ligne de courbure circulaire, et dont la valeur absolue était facilement assignable, csl positive , parce que son centre, situé sur l’axe polaire, est placé sur la partie positive de la normale au cône; c’est-à-dire sur la partie
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de cette normale, dirigée du côté où le paramètre & va en augmentant.
Les trois courbures paramélricpes sont nulles dans le système sphérique; car il résulte des valeurs (27), que h ne varie pas avec p ou i|/, ni h, avec p, ou ip, ni A, avec p, ou (Les courbures paramétriques étant pareillement nulles dans les deux autres systèmes idassiques de coordonnées, on comprend (|ue ces courbures aient pu rester inconnues; on verra, par les leçons qui vont suivre, que leur considération est utile dans la théorie générale des coordonnées curvilignes. ) Appliquant ici le second corollaire du § XXXI, on a immédialenient
, , . lanu O 7.
§ XXXllI.
SES CfXlKDONNÉES THERM0.MÉTR1QUES.
Le rapprochement des valeurs (ay) et (29) conduit aux rapports
A, f siii <f
cos<?’
d’où Ton conclut, d’après les règles du § XXJ, d'abord, que le système sphérique est (ormé par trois familles de surfaces isothermes; ensuite, que les paramètres thermométriques de ces familles sont
/ étant une longueur constante quelcon(|ue.
Lorsqu’on adopte ces coordonnées p, et p, ( 3 i), au lieu de p et r (26), leurs paramètres diflérentiels du premier
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ordi-c, que nous désignerons par h\^h,, ne sont plus les //,i h,{ay). f>'ailleurs, en diÜ'éreniiaiu les deux dernières (3i)’ ou a
lif, I .rfç
fiu cos f du
du 7>’
puis élevant au carré, faisant la soiniiiation > cxlrayaiit
la racine can-ée, c*t cela sur chacune de.s deux dérivées précédentes, on obtient
r cos Ÿ
Avct ces valeurs (3a), et celle (27) de h qui est conservée, la formule (36), § XXII, donne jvour l’expression siinpliliéedes A, , dans le système sphérique, celle-ci
„ I /rf'F rf>F\ l‘d^V ( 33) ■ A,F = -p- — “ ( -t- -j-TT ) H — ^ -T-f i
r'ros’ç \dp‘ “P,/ r' rfp;
où l’on doit considérer cos 9 comme une fonction de la coordonnée 0,, r comme une fonction de la coordonnée p^.
Ce dernier paramètre p, représente le potentiel dans la famille des surfaces de niveau, sphériques et concentriques. Par rélimiiiatiiiu de r, faite à l’aide de la dernière (3i), les valeurs (3a) deviennent
(3a bis)
I eus f
et leur substitution dans les formules (24) donne A', d/l /i,d/i'.
pour la valeur commune des deux courbures de la surface p,.
LI^ÇO^S
En résumé, lorsque le système sphérique est rapporté à ses coordonnées ihcrmométriques : i° les. paramètres diûérenliels du premier ordre des deux familles de surfaces, conjuguées à la sphère, pnt la même valeur, comme dans les systèmes cylindriques isothermes (§ XXVII) ; 2 ° de là résulte naturellement l’égalité des deux courbures de la troisième famille, lesquelles sont positives , puisque 'le potentiel p, augmente vers le centre d’attraction; 3" enfin, l’expression (33), de l'augmcnt d’une fonction-de-point, est évidemment la plus simple et la plus symétrique. Ces diverses propriétés sont méconnaissables avec les coordonnées géométriques (a6).
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REPRÉSENTATION DUNE COURBURE
Pour déniôler et énoncer les relations qui existent entre toutes les courbures appartenant, .soit aux surfaces /g, , soit aux arcs s, , soit à d'autres courbes passant par un même point M, il est souvent nécessaire de représenter chaque
courbure par une ligne, qui lui soit égale ou proportionnelle, dirigée de M vers le centre de cette courbure, ou sur son rayon même.
Cette représentation est. analogue à «'elle des forces en mécanique. D’ailleurs, on peut regarder une courbure comme étant, soit Faccéléralion normale correspondant au mouvement libre d’un point, dont la trajectoire passe en M, si sa vitesse est de i mètre par seconde; soit la composante normale de la force qui agit sur le point matériel, si la masse, ainsi que la vitesse, sont égales à l'unité. '
Traitant, dans le langage, cette; analogie comme une identité, nous parlerons des composantes ou des projections d’une courbure, de la résultante de plusieurs courbures. Quand on considèie la simplicité que ces dénominations
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iiilroduisenl daiiü les énoncés des luis, on s'étonne qu’elles soient fictives et non réelles.
XXXV
EXPRESSIONS NOUVELLES DES SIX œURBURES.
Les si\ courbures d(« surfaces orthogonales, que le groupe (24), § XXX, donne au moyen des paramètres différentiels h,, p<'uvent aussi s’exprimer à l’aide des fonctions
Eu effet, la formule (i 4 )î S suppression'de
l'indice, donne
iJn I frih <lf, (i/i rlp, tlh </p,\
^ dù h yrfp du dp, du dp, du /
I do, t d a, h, du ' A, dx ’
et faisant à chaque fois la sommation on a, d’après les relations (2) et ( 4 ) du ^ VI,
multipliant successivement cette équation par
(1 bis)
1 O dp, h, ^ du
dp
d p, du du dp
h, ^ h dp,
h, dh h dp.
En opérant de la même manière sur la formule (14), ^ X, prise avec / = 1. et ensuite avec / = 2, on coniplèle le tableau suivant ;
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I 1 O </pi (tu
r, /i, ^ du do
I dlP;
I I ^ dfi, du
1 r’ /Jt ^ du dp,
du
dp ’
du
du
dp.
dp
dp.
r, h, O du
du
dp
àit
dp
du
* du
dp, '
dp,
du
dp,
OÙ les six courbures {'éomctriques des surfaces orlhogonales sont ranges , de telle sorte que les courbures conjuguées en arc se trouvent sur la même ligne.
On retrouve encore iei les courbures paramétriques,
quand on somme l’équation (i) multipliée par ^ gé-
néralement, quand on somme la formule (i4)> multipliée par J ce qui donne
h ^ du dù d^ r
d 'ih
(3) < I ^dp, du dh, ^ I
• 1 A, du dp, dp, ~ r\
I O dp, du dh, I
h, du dp, dp, r\ '
valeurs que l’on obtient d’ailleurs directement, en dillérentiant la formule (a), ^ VI, par rapport à c,.
XXXVI
(.OURBl'RKS RÉSULTANTE.
Les deux groupes (a) et (3) conduisent à une consé-
quence remarquable, ou à une sorte de représenta lion des dérivées
dp,
Considérons, par exemple, les premières é<|uaiions de ci‘s groiijHîs ; les ^ étant des cosinus, les dcrivéï-s (4) seront
de l’espèce de grandeur des - ; on peut donc les considérer
comme étant les projections, sur les axes des u, d’une ligne
prise égale ou proportionnelle à une certaine courbure
La grandeur et la direction de cette ligne sont faciles à déterminer : en effet, le premier membre de l'équation (i)
étant, par hypothèse, la projection de - sur l’axe des u, on
(K-ut lui substituer puis, élevant au carré, faisant la
sommation et extrayant la racine, on a
A, fl
d’après les relations (a), (4)> S valeur géiiéiale
(a4), § XIV, des paramètres difl'érentiels du premier ordre.
La grandeur - de la ligne supposée étant ainsi connue, on
aura
cos 11 =
. dp
Jl
A, h dù ’
pour les cosinus des angles que sa direction lait avec les ii
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Cela posé, les équations formant la première ligne du groupe (2) expriment que les courbures - et ^ soiit respectivement égales aux projections de la ligne ou courbure -1 sur les normales aux surfaces p, et p,. Et, en projetant la
même courbure - sur la normale à la surface a, on aura,
d’après la première du groupe ( 3 ), la courbure paramétrique de cette surface.
On arriverait à des résultats analogues, en considérant • successivement les secondes et les troisièm«'S lignes, des groupes (2) et ( 3 ). Ainsi, les six courbures géométriques, et les trois courbures paramétriipies des surfaces orthogonales, Jb présentent comme étant les projections, sur les normales à ces surfaces, de trois courbures
que nous appellerons courbures résultantes, el qui sont p<irtées sur trois lignes, faisant avec les u des angles dont les cosinus sont
dlf!
hj du A, /<, d 0,'
chaque courbure, projetée ou résultante, élant portée sur la droite où se trouve son centre.
PLAN OSCUUTEUR DE L’ARC
Cherchons maintenant les plans osculateurs, et les courbures propres des arcs 5,, normaux aux surfaces orthogonales. Le plan osculaleur de l’arc .1, sur lequel la coordon-
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née curviligne p varie seule, ayant une équation de la forme ( 9 ) Sa.(U-«) = o,
les trois constantes A„ doivent vérifier, 1“ l’équation qu’on obtient, en faisant varier les u parrap|K>rt k p dans l'équation (9), sans changer les U, et qui, en observant que
du \ dp •
dp A’ du '
d’après la formule (8), § VII, s’écrit ainsi (.0) §A.J=o;
2° l’équation qu’on obtient, en diflérentiant (10), Ipujours par rapport à p, et qui est
O du
Car, ces deux équations expriment que le plan (9), qui passe en M, passe aussi par un second point et par un troisième SC suivant immédiatement sur l’arc s.
('.es constantes seront donc proportionnelles aux valeurs
\ ^dp, i dp,
'~r,h,du r,h,du'""‘ '
qui annulent le premier membre de la formule (10), d’après les relations (4)j § M, et le premier membre de (1 1), d’après les valeurs du groupe (2). Le plan osculateur de l’arc s a donc pour é(|ualion
I I dp, r, h, du
, Le plan normal au même arc n'est autre que le plan tan-
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gent à la surface p, et son éi|^iialion est
Les deux équations (la) et (i3) représenicnt la normale principale.
§ XXXVIll.
COURBURE PROPRE DU MÊME ARC
Maintenant, si les U appartiennent au centre de la courbure propre de l'arc s, on doit pouvoir diiréreutier l’équation (i3) par rapport à p, sans changer ces U, ce qui donne
eiq fin
d’après les formules (8), § VII, et (a), § VI. Les projections (U — u) du rayon de courbure de l’arc s, rayon que nous désignerons par P , seront donc données par les trois équations précédentes.
On satisfait aux équations (la) et (i3), en prenant, avec le même coelBcicnt A, les trois valeurs
I ' 2. 'i?' h, du
r, h, du j •
qui annulent le premier membre de (i3), d’après les relations (4)> § ^ Ij le premier membre de (i a), d’après les formules (a), (4)i § 'Ij et les premières du groupe (a). En substituant ces valeurs (i5) dans l’équation (i4)i on a, encore d’après les premières (a).
équation qui détermine le coeflicient A. Enfin, ces mêmes
valeurs (i5) donnent
LFÇOWS
d’après les relations (a), (4)» § M, <*t l’équation (i6).
Ainsi,* le coeflicient k est égal à p’, et l’équation (i6) peut s’écrire ainsi
c’est-à-dire que le carré de la courbure propre de l'arc s est égal à la somme des carrés des deux courbures des surfaces orthogonales, qui sont conjuguées en cet arc s. Puisque k est égal à p*, les valeurs (i5) donnent
P r, ht du r, X, du
pour les cosinus des angles que p fait avec les d’où l’on déduit aisément
/ O U — U i dp, P
\ ^ P h, du r,'
( ao) <
J O U — « 1 rfp, P
f ^ P /i, du r, ’
pour les cosinus des angles (jue p fait avec les normales aüx surfaces p, et p,, ou avec les rayons r, et r,.
Soient tracés, sur le plan tangent à la surface p en M, les centres C, et C, des courbures
- et -,
lesquels points se trouvent respectivement sur les tangentes orthogonales aux arcs s, et s,, à des distances MC, et MC, égales à r, et r, . On s’assure facilement que la perpendiculairc AIP, abaissM; de M sur l’hypoténuse C, C,, représente.
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en grandeur et en direction, le rayon de courbure p. En
clTet, soit MP = P, la figure donne P’ = PC-rë,,
développant et réduisant cette dernière relation, on a ô = r; r;-P’(r;-(-r;), équation que l’on peut écrire sous la forme
Donc P est égal à p (i8), et il a la même direction (ao), puisque
cos PMC, = î , r,
cos PMC: = - •
On peut donc dire que la courbure propre de l'arc s est
la résultante des deux courbures - • -> conjuguées en cet
arc; ou, inversement, que les deux courbures du système orthogonal , conjuguées en l'arc s, sont les composantes de la courbure propre de cet arc. On pouvait établir ccs divers théorèmes par des considérations, purement géomé.* triques ; mais les formules de leur démonstration analytique étaient nécessaires, car elles vont conduire à d’autres conséquences importantes.
(iü
I FCONS
XXXIX
rENTRKS DES C.OUUBL KES nfcSül.TANTES.
La ligne ou courbure résultanle § XXXVI, est située
clans le plan osculateur de l’arc s: car l'équailon (la) de ce plan est vérifiée par les valeurs
appartenant au point de cette ligne, situé à la distance q du point M qui est lui-même et sur la ligne et sur le plan.
On a, d’après la valeur (5), les groupes (i bis) et (.3), et l’équation ( 18 )
D’où il suit (jue, si l’on porte sur la tangente .n l’arc s, ou sur la normale à la surface p, une longueur MC égale à
on démontrera, comme plus haut, que la perpendiculaire MQ, abaissée de M sur l’hypoténuse PC, est égale au rayon q.
De plus, cette perpendiculaire a la direction de la ligne
-, laquelle direction n’est autre que celle de la normale au
plan représenté par l’équation (i 4 ), d’après les cosinus ( 6 ). En eflfet, ce plan (i4), normal au plan (ta) et passant en P,
va aussi passer par le point C, dont les coordonnées
I rfp I ,
Up/
vérifient son équation, d'après la première (3) ; il coiqie donc, perpendiculairement, le plan osculateur suivant la
ligne 1*C; et sa normale, ou la direction de -i n’est autre
que MQ. •
Ainsi, le point Q, déterminé par la construction précédente, est le centre de la courbure résultante -• Il faut re-
marquer que ce centre, toujours situé dans le plan osculateur de l’arc change de position, lorseju’on remplace le paramètre p par s = f (p), puisque la ligne MC n’a plus la
même grandeur ; ou, autrement, puisque la courbure -est
la résultante, de la courbure paramétrique, qui est changeante, et de la courbure propre de l’arc s , qui reste invariable.
RF.I.ATIONS DES COniBERES DES AUf'.S r .
Considérons à la fois les troiscourbnres des arcs s, ; soient Pi leurs rayons, on aura, par l’équation (|8) et scs homologues ,
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Désignons pai' m le cosinus de (p, ,/?>), angle compris entre Pi et Pt, par m, celui de (p,, p), par m, celui de p,), cl par (n, n,, n,) les sinus des mômes angles. L’angle-plan (Pi, Pt) est opposé à un angle dièdre droit, dans l’angle trièdre dont la troisième arête est la normale h la surface p, lieu des rayons r' et r"; on a donc, par une formule counue,
cos{p„ p,)=cos{p„ r')cos(/i„ r"),
ou la première des valeurs homologues
PiP
^—PP'
/Wj — — -, •
Dans le carré m', qui est le produit de deux fractions, on peut substituer, à l'une ou à l’autre de ces fractions, sa valeur prise au groupe ( sa) ; on a ainsi
et, par des réductions empruntées au même groupe (aa), on arrive aux doubles valeurs
yp\
py
qui, multipliées par divers facteurs., et rapprochées des
carres
tiplos
où les
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des m, ( 23 ), conduisent aisément aux égalités inul-
I ^ < = — '"î=^ n\ — m'=zT,
valeurs communes ^ et 9", sont les deux fraciioiis
\q"=PlPlPL.
COURBURES DES SURFACES PAR CELLES UES ARCS
Le produit de ces fractions (a6) donne évidemmenl^klui des carrés m’ ( a3 ) ; d’où
La somme des premiers memhrés des égalités multiples (a5) est (n’ — m] — m|), d'après la première (aa), et, puisque n’=i — m’, il vient
Les deux relations précédentes donneront, en fonction des cosinus m,, les deux produits distincts ^ et par les racines d'une équation du second degré, dont la com^iosition est facile. Enfin, le groupe (a5) donne à l’aide de ces racines.
pI
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Si donc, 011 coniiail les rayons de courbure p„ des trois arcs J;, <jui passent en un inèinc point M du système orthogonal, et les angles aux eosinus et sinus ni, et //„ que font entre elles leurs normales principales, les équations (29) détermineront les six courbures des surfaces conjuguées, au même point M.
Lorsque deux des trois normales principales feront entre elles un angle droit, le cosinus m, correspondant étant nul,
ou s'annulera,' d’après la relation (ay); par suite, une des six courbures des surfaces conjuguées sera nécessairement nulle, d’après les valeurs (26) ou (29).
Pour que les produits ^ et (26) soient égaux, il faut que les iri, vérifient l’équation
d’après les relations- (2;;) et (28).
XLII
APPl.It’.ATlON AU SYSTÈME SPHÉRIQUE.
Les formules établies dans cette leçon, et les théorèmes qu’on en déduit, conduiroutà des conséquences importantes, quand nous pourrons les appliquer à des systèmes orthogonaux complets, ou sans courbures nulles.Lesystèmesphéri«jue, qui est loin d’être dans ce cas, peut cependant fournir quelques vérifications, surtout lorsqu’il est exprimé par ses coordonnées thermoméiriqnes, qui .sont (§ XXXIII)
^ J cos O ‘ r
r étant la fonction -j œ et cos ® étant des fonctions de 0, .
;\v<;c CCS coordonnées, les h, ont les valeurs
/ros® / vosQ I
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Si l’on évalue les six courbures des surfaces conjuguées (a 4 ), § XXX, à l’aide de ces valeurs des h,, en observant
(jue^— = cos (f, et exprimant les résultats obtenus eu r et
9, on reproduit le tableau (a8), § XXXII, mais avec cette diÛërence, déjà signalée, que les deux dernières courbures s'y présentent positives, parce que le paramètre p, augmente quand on marche vers leur centre.
Les courbures paramétriques ne sont plus nullcs. Elles doivent être égales aux courbures sphériques des surfaces conjuguées, d'après le premier corollaire du § XXXI ; on trouve, en effet ,
M dA, tang ^ dh, 2
dp ’ dp, r * dp, r
Les formules (aa), § XL, donnent pour les courbures propres des arcs s, ,
d'où
P ^ r cos f
P rcosf^
d'où
d'où
ce qui devait être.
Les courbures résultantes -i- sont, en employant une 110’- 'h •
tatioii introduite dans le nouvel enseignement de la mécanique, .
dh I
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Le centre de courbure Qt est au milieu du rayon r, sur lapartie actuellement positive de la normale à la sphère. Le centre Q est celui du petit eercle parallèle à l’équateur. Et le centre Qi se confond avec Q, puisqu’on appliquant la construction du § XXXIX, le point P est le centre même du système sphérique, le point C celui de la courbure du cône de latitude, et que, conséquemment, l'hypoténuse PC. se confond avec l’axe polaire.
Ainsi, les deux courbures résultantes - et — sont égales
et ont le même centre. Mais, malgré cette superposition, chacune d’elles conserve sa propriété caractéristique. La
courbure résultante- = >relativeàlasurfacep, donne;
q rcosq ‘
par sa projection sur la normale à p, la courbure paramétrique ou sphérique du plan méridien , qui est nulle \ 2 ° par sa projection sur la normale à p,, la courbure du cône de latitude; 3° par sa projection sur la normale à pt, une première courbure de la sphère. La courbure résultante — = — î — > relative à la surface p,, donne: i° par sa q, rcosq ‘
projection sur la normale à p,, la courbure paramétrique ou sphérique du cône de latitude; 2 ® par sa projection sur le rayon, la seconde courbure de la sphère; 3® par sa projection sur la perpendiculaire au méridien, une de scs courbures nulles.
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EQUATIONS EN H, OU - PREMIER GROUPE
Lorsqu’on doit employer le système des coordonnées curvilignes p,, les paramètres différentiels du premier ordre /»; sont trois fonctions de ces coordonnées qu'il faut eonnaitre, soit pour calculer les courbures des surfaces conjuguées, soit pour exprimer les deux paramètres différentiels des fonctions-dc-point, qui se présentent dans la question que l’on traite. Or ces fonctions A,- vérifient six équations aux différences partielles qu’il importe d’établir. Car, CCS équations sont indispensables pour effectuer certaines transformations, et c’est par leur intégration qu’il faut procéder, pour obtenir le système de coordonnées qui doit remplir un but déterminé. On parvient aux éejuations dont il s'agit en exprimant les conditions d’intégrabilité des
trois cosinus j i des angles que la direction fixe de
l’axe des ii fait avec les normales aux trois surfaces; ces cosinus étant l'onsidérés coniine des foiiciions de (p, p,, p,].
Les formules (i 4 ) cl (12), § X. donnent pour les trois
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dérivées premières de la (onelion 'aleurs
I du 1 dh de i dh dp, i il/i tlp,
I de h dp du h dp, du h dp, du
Jl) < du I dh de h' dh, de,
I dp, h dp, du h] dp du *
du I <th dp dh, de,
\ dp, h dp, du h\ dp du
Ou mei facilement CCS équations sous la forme suivante :
di. dL d-
h du I dp, , h t dpj • fi
//I du 'dp, h, du ‘dp,
h du I dp, ^ h,
dp, h, du dp
de
dl
h du I dp^ ^ //,
dp^ du '
Cl si , pour simplifier, on pose généralemeiil
' h, du
l es équations (a) deviennent
dp ' H, dp, ’ H, dp.
IH — I
do, ' H dp dV _ , I
ÏÏ ~d e'
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En parlant des dérivées des fondions -j -, -~i on obtient ,
de la même manière, relies des cosinus U,, U,; ee ([ui donne en tout neuf équations ; trois d’entre elles ont trois iiTines, et la première (4) fait partie de ce groupe; les six autres n’ont que deux termes, cl sont comprises dans la formule générale
doj ‘ H, dfi '
où les indices /et y sont essentiellement différents.
Cela posé, différentiant la seconde des va leurs (4) par rapport à js,, et la troisième par rapport à p, , on aura deux valeurs de
rf'U
//p, rfp/
lesquelles doivent être égales, en vertu de rinlégrabililé de la fonction U. (ie qui donne d’abord
I rfH,
H rfs I f/n, r/i:,
d a-i U dù lia,
, 1 rfu.
— U ^ ^ 1 ÎÜL’ IH;
dft
Il dù dp,
et ensuite par la substitution des valeurs des dérivées
dV,
dp,
dp, '
J déduites de la formule (5),
, I d», ‘h dp dp,
^ d^ I ^/H, H| </p, H dù
H, dp. Il dp
Or, la direciioii fixe de la coordonnée rei lilignc u est arbi-
Iraire. Par exemple;, elle pourrait eUrc, ou parallèle au plan tangent de la surface o,, et alprs U, serait zéro, ou parallèle au plan tangent de la surface p,, ce qui annulerait Ui. En un mot, U, et U, ii’onl aucune relation nécessaire. L’équation (6) doit donc être satisfaite, quel que soit le rapport de ces deux cosinus. C’est-à-dire que les coefficients de U,, dans les deux membres, doivent être égaux, ainsi que ceux de U,; ces coefficients étant complé"temeut indépendants de la direction de u.
On a donc séparément les deux premières équations du groupe
-.J I f/H, ^ I rfH,
Il dp
1 rfH, 1 rfH,
~iT,
dp, H
dp'
dp,
H| dp, H rfp ’
Id-i ^
)< H, dp,
rfH, I
rfH
U, dp.
I d\\ I dH,
'Zp ïîT
dp, '
dp,
H, dp, H| dp, '
Id-l-lü
t rfH,
1 Hj dp.
dl\ 1
dll,
“h, dp.
1 rfll, 1 rfU
dp.
If,'
rlp
""H dp t/p,’
les quatre autres se déduiraient, de la même manière, de l’égalité des deux valeurs
de
rf’LT, dp, fi P
de
dp dp,
On reconnaît aisément que le développement des six équations (7) n’eu donne que trois qui soient distinctes, et (jue voici :
z/Ml _
dü, ^
1 </ll f/H,
dp, dp.
ïï;
dp, d p,
H, dp, dp, ’
rf’H,
dp, dp
ïH
dp, dp
H dp dp,'
rf’U.
dp dp.
dp dp,
H, dp, dp
ÉQUATIONS DU SECOND GROUPE
Mais, eu difTérentiant la seconde (4) par rapport à p, et la première par rapport à p, , on aura deux valeurs de
rf’U
lesquelles doivent être encore égales ; ce qui conduit à trois nouvelles équations que doivent vérifier les fonctions [f, ,
ou L’égalité indiquée donne d’abord
dl^
B dp I rfll, rfU,
' dp U dp dp
dH
” H, dp, I ^ "h, d^
dp. H, dp, dp, ’ dp, U, dp, dp,
^ ^ dV, L dp, dp.
Substituant, dans cette équation, aux dérivées
7 dp dp,
leurs valeurs déduites delà formule (5) , et à la valeur
rz p,
^ — _u — — — ui —
dp, ~~ dp, ^ H dp ’
homologue de la première (4), elle devient
I dB,
H dp
H| dp, )
rfH I
rfH,
dp
dp. /
dp, n
dp
I dB
\ H, dp.
^B,dJ^,
dp J
H, dp,
dp,
I rfH, I
H, dp. H, dp,‘
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Ici, les leniics en U, élaiit égaux de pari cl d’autre, se déiniisenl ; au second membre , le coefficienf total de U, est nul de lui-même, d’après une des équations du groupe (y). Divisant donc par U,, seul cosinus qui reste, on a la première des trois équations du groupe
1 I f/H J I rfH,
il, r/p, H t/o I rlH rfH,
f/p, f/p Hî </p: </p, ’
1 ,1 lli
H <lrt H, rfp, I '/H, ifH ^
r/p r/p, h’ dp, dp, ’
L lÜ! A
H, f/p, ^ H, dp, _ I f/Hi c/H, ^
7 ^' ~~dj, ■** îf rip"
les deux autres se déduiraient, de la même maniéré, de l’égalité des deux valeurs
, </’U, . rf’U.
dp, dp, dp, dp
Les six é(|ualions aux différences partielles (8) et (9) sont les seules, réell<;mcni distinctes, que doivent vérifier
les fonctions H,, on -•
S XLV
fiyUATlONS SHr.ONDAlRES.
Parmi tous les corollaires qui résultent de la combinaison des éfjualions (8) et (9), nous distinguerons les deux suivants, en raison de leur symétrie. On reconnaît aisément, à l’aide du groupe (7) , qui n’est autre que celui (8) mis sons une double forme, l’égalité des quatre expressions suivantes :
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I \H, flo, H dp I _
iip.
dH, i
rfH\
dp H,
dp,) _
dp,
dn,\
, dp. H,
f/H rfH, lin; </H ^ rfH,
J dp, dp dpi dp, dp, dp
~ Il H, H,
dp
Une coçibinaison loul aussi facile des trois c<juations du groupe (9) conduit à celle-ci :
I H, I rfH,H I </HH,
• i * H d p “il, dp, “F, ~dJT (11) ■ fip flp: fipi
I — 1 lîi' lÏÏ! ‘ lËî 'üî t d\\ dn,
H rfp dp ÏI| dp, dp, H, dp, dp.
VARIATIONS DES CÜURBL’RES
Toutes les équations aux difl'érences partielles, que nous venons d’établir , peuvent s’exprimer .i l’aide des arc.s
élémentaires ds, et des six rayons de courbure r^p , sans
mélange de paramètres d’aucune espèce. Elles indiquent alors les lois géométriques, essentielles et peu nombreuses, qui régissent les courbures des surfaces orlhogonalcs et leurs variations. On obtient les expressions dont il s’agit, en
remplaçant d’abord les /i, par les dans les valeurs des
arcs dsi (y), § VII, qui deviennent
(ta) Bdp=zds, n,dp,= ds,, H,dp,= ds,,
8o LE«;o«s
et dans celles <les eouibiircs (24)» § XXX , d’où le nouveau tableau ;
l ïi
_ _ IL
H, do, r\ '
I rfH _ H
H, dp, ~ r.
I rfH,_ H,
H ’7ïf~~P '
I dH _ H
H, dp, r, '
H, dp, ~ r\
Celte préparation faite, la prcmièreé-qualion du groupe (j?) devient successi veulent, à l’aide des valeurs (i3),*
dp.
et divisant par H, H,, remplaçant H, dp,, par ds,, on a la première des six relations suivantes ;
les cinq autres traduisent, de la même manière, le reste du groupe (7).
Toujours à l'aide des valeurs (i3) la troisième du
SM; l.ES COOKI)ON^ÿ.l;S ClnVILIONES, ETC.
^loupe (y) devient successivement
r“ fi P,
flo.
cl divisant encore par H, H», remplaçant H, dp, par ds,, H, c/p, par dsf , on a la première des trois relations
les deux autres traduisent, de la même manière, le reste du groupe (y) , pris dans un ordre inverse.
Rappelons maintenant les dénominations introduites au § XXIX; remarquons que le plan d'une courbure est relui du cercle osculateur; enfin, appelons variation d'une quantité suivant une certaine ligne, la limite du rapport de l’acrrois.sement de celte quantité à l’arc parcouru sur la ligne. Avec ces conventions on peut énoncer ainsi qu’il suit, et en quelque sorte géométriquement, tous les résultats qui précèdent.
Les six relations (i4) sont comprises dans cette première loi : La variation d’une courbure , suivant l’arc normal à son plan, est égale au produit de su conjuguée en arc, par son excès sur sa conjuguée en surface. Les trois relations (i5) sont comprises dans cette seconde loi ; Ix produit
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des deux courbures d'une meme surface , augmenté de la somme des carres de leurs conjuguées en arc , est égal à la somme des variations de ces deux dernières courbures , suivant leurs arcs réciproques.
§ XLVIl.
LOIS SLXONDAinES.
Ces (leux lois sont seules distinctes et lu'-ccssaires. Elles expriment coniplétemcnt les conditions g(‘ométriqucs, imposées aux variations des courbures par rorlliogonalité constante des trois familles de surfaces conjuguées. Les autres lois, que l’on pourrait déduire de la considération des infiniment petits, ne pourraient t:tre que des corollaires des deux précédentes, comme celles qui ne feraient qu’énoncer les relations déduites, par toutes les combinaisons imaginables, des groupes (i4) et (i 5 ).
Dans les rix-hercbes de cette nature, la méthode purement géométriijuc est sans contredit fort élé-gante, mais elle a le désavantage de laisser ignorer la liaison qui existe entre les différentes lois que l’oii découv re ainsi, de ne pouvoir assigner celles qui sont primitives et celles qui ne sont que secondaires, de n’indiquer aucune Hiiiitc où l'on doive s’arrêter. Tandis que la méthode analytique, moins attrayante, répond d’une manière précise à toutes ces questions.
• Les équations (lo) et (i i), déduites des groupes (7) et (9), peuvent aussi s’exprimer à l’aide des courbures et de leurs variations. Mais, au lieu de les transformer à l’aide des valeurs (i 3 ), il est plus simple de chercher directement leur traduction, par la combinaison correspondante des relations (i4) et (i 5 ).
On constate aisément, d’après le groupe (i 4 )) l égalité des quatre expressions suivantes :
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laquelle n’est autre quecelle indiquée par les équations (lo), et qui établit cette double loi ; Si l’on multiplie la somme des courbures de chaque surface par le produit de leurs conjuguées en arc, et qu’on retranche ensuite la variation de ce dernier produit suivant II arc normal à la surface, on aura trois différences, lesquelles sont égales entre elles Depl us : Si l’on forme le produit des trois premières courbures (îT' TT" S" M celui des trois secondes ( — . — . -LV
\R R' Ri/ \a a, A,y
§ XXIX, la somme des deux produits, ainsi obtenus, sera la valeur commune des différences précédentes. On remarquera que ce partage des six rajons de courbure en deux groupes (r'r* r,, et d' r, r\), est le seul pour lequel les trois rayons de chaque groupe sont orthogonaux, ou forment les trois côtés d’un parallélipipède rectangle.
Si l’on désigne la courbure sphérique de la surface pai'
on déduit, sans peine, de la combinaison des trois relations (i 5), l’égalité
la(|m'llc ii’fst aulro que celle indiquée par l'équalion (i i), ei qui établit cette loi : Si, tlu carré de la courbure sphérique de chaque surface coordonnée , on retranche la 'variation de cette courbure sphérique suivant l’arc normal à la surface, on aura trois différences , dont la somme sera égale à celle des trois produits qu'on obtient, en multipliant l'une par l'autre les deux courbures de chaque surface.
Plusieurs autres combinaisons, qui se présentent naturellement, surtout à rinspcction du groupe (i4)ï conduisent h d'autres luis secondaires, plus ou moins simples, que l’on énonc-eraii d’une manière analogue. Nous les passons sous silence, car leur source commune étant maintenant bien connue, les reproduirait imn\édiatcment s'il en était besoin.
§ KLVlll.
SYSTÈMES CYL1.NDRIQUES.
Pour r<-ndre encore plus précise l'interprctation des relations (i4) et (i5), appliquons-les aux systèmes orthogonaux, cylindriques et coniques, qui, quoicjue les plus simples, ont encore une grande généralité.
Dans les systèmes cylindriques orlliogonaux, une des familles, celle au |»aramèire p,, étant composée de plans parallèles, ses deux courbures sont milles partout ; on a donc
De plus l’arc î,, normal à ces surfaces planes, étant une ligne droite, dans toute sou étendue, les deux courbures conjuguées en cet arc sont pareillement milles; on a donc encore
Sun LFS COORDONSÉES C.V R V 1 1.ION ES, ETC.
Il ne reste plus que les deux courbures réciproques et — -
La première est la courbure du cylindre au paramètre p, et ■SOU arc est i, ; la seconde est la courbure du cylindre au paramètre pt, et son arc est s. Elles sont aussi les courbures propres de leurs arcs; ou, autrement, r, et r' sont respectivement les deux rayons de courbure des deux trajectoires planes et orthogonales 5 et s,.
Par la substitution des valeurs (19) et (20), le groupe (i 4 ) donne quatre identités, et les deux relations
lesquelles indiquent que les courbures <les arcs s, et s ne changent pas, quand on s’élève sur l’arète commune à deux cylindres p et p, ; ce qui est évident. Par la même substitution, le groupe (i 5 ) donne deux identités, et la relation
laquelle exprime cette loi : Lu somme des variations des deux courbures cylindriques suivant leurs arcs réciproques, est égale à la somme des carrés de ces courbures mt^mes.
Le système habituel des coordonnées jwlaires planes n’est qu’un système cylindrique particulier. Alors, la famille de cylindres au paramètre p, se composant de plans méridiens, sa courbure est nulle; on a donc encore
la famille au paramètre p se composant de cylindres droits concentriques, dont nous dé.signerons le rayon par y (■=. p), sa courbure est celle du cercle de rayon y, mais prise néga-
8(i I.EÇO.\b
livi-iuL-iii WMll); on a donc
Avec ces valeurs parliculières, l’équalion (ai), où l’on remplace ds par dy, se réduit à l'identitc
Ce qui complète une première vérification des groupes (i4) et (i5).
xux
SYSTÈMES CONIQUES
Dans les systèmes coniques orthogouaux, une des familles, celle au paramètre p,, étant composée de sphères concentriques, dont nous désignerons le rayon par y (= p,), ses deux courbures sont égales entre elles, et à celle d'un grand cercle de la sphère, mais prise négativemept; on a donc
De plus, l'arc s, normal aux sphères étant une ligne droite, dans toute son étendue, les deux courbures conjuguées en cet arc sont milles partout; d’où
la3)
Des deux courbures réciproques p, - , qui restent à définir,
la première est la courbure du cône au jiaraniètrc p, et son arc est ; la seconde est la courbure du cône au paramètre pi, et son arc est s.
SI U LKS OOORDO.NWEIÎS (.1 HV U lOtttS, HH..
Ici, le.s (leux courbures propres - el - des arcs s el i,, ou * ^ P P>
des irajecloii es sphériques orlhogonalcs, ne sont pas lepréseiilées par - et elles soûl données par les relations
d’après les formules (aa), § XL.
Par la subsliiution''dcs valeurs (aa) et (a3), les relations (i4) devieniA.'nt, en remplaçant r/5,-parr/^,
(iy
La deuxième el la troisième sont identiques. Les deux dernières disent, ce qui est, que la courbure d’une sphère est la même eu tous ses points. Par une intégration facile, la première et la quatrième expriment cette loi, que les rayons des courbures couiques r' et r, varient comme le rayon y, quand ou s’élève sur l’arète commune à deux cônes p et p, -, d’après les relations (a4), la même loi s’éteud aux rayons P et Pi ; celle loi est d’ailleurs évidente. Des trois relations (i5), les deux premières se réduisent à l’identité
la Iroisièiiie devient
LEÇOKS
(is
et exprime la loi qui régit les variations des courbures des eônes p, et p suivant leurs arcs réciproques.
Le système habituel des coordonnées spbéri(|ucs n’est qu’un système conique particulier. Alors, la famille de cônes, au paramètre p, devient celle des plans méridiens, dont la longitude est i{;( = p), et sa courbure étant nulle partout, on a
La famille au paramètre p, est celle des cônes de latitude If (= p,); sa courbure, qui est positive, a pour expression
I Uing <p ~ 7
Avec ces valeurs particulières, l’équation (aS), où l’on remplace ds, par 7 </®, et que l'on multiplie ensuite par •/*, se nyuit définitivement k l’identité
tang’f =
H tang e (It^
Ce qui complète une seconde vérification des groupes (l4) et (.5).
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Pour acbever, ici, la théorie générale des systèmes orthogonaux, établissons ses dernières formules. Toute coordonnée rectiligne u est une fonction des coordonnées curvilignes (p, p,, Pt)- Celle fonction vérifie plusieurs équations
Digilized by Goc^le
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aux didérc^nces parlielles, qu’il importe de coiiiiailre, car elles entrent comme parties essentielles dans diverses (picstions.
I>a seconde des formules (8), § Mil, donnant du dp,- du dpj
si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (ii), ^ IX, cette é<[uation devient
(rf) dj;ÿ.
ou bien, en la développant et réduisant.
{Pu
Hhi du I dh, du
^ doidfij hi dpj dfi h J dpi dpj
formule qui comprend les trois équations suivantes ;
</’a t dh, du I ilhjdu
t dh, du
dp, dp, h, dp, dp, h, dp, dp,
d’u I dh,du I dh du
dp, dp h, dp dp, hdù, dp d‘‘u I il h du I ,dh, du
dp dp, h dp, dp h, dp dp.
La première des équations (5), § \ J, peut se mettre sous la forme
et puisque l’on a, d’après le groupe (8), ^ VIll,
//, du ' dp,
la fonction ii doit vérilier I cquation aux tlillérenccs par-
DÉRIVÉES DES FONCTIONS
l.'é(iualion (29), diirércnliéc par rapjwrl à p, donne
or. il lésulle de la troisième et de la deuxième (28), que d/l —
i/pi /i, rf/i Hu
du h dp, dp
snbslituaul ces valeurs dans l’équation précédente, elle de- • vient divisible par la dérivée et prend la forme
du
^ , dh du J , dh du
' dp, dp, ’ dp, dp,
son dévcloppeineiil conduit à la première du groupe suivant :
Sl'K I KS COOIU><>SS^;i;S i ViKVII.lC.NES, ETC. yi
<1- n I tlh (lu /i| (Ht du h\ (lit du
do’ h f/fl do h’ f/pi f/p, II' dp, dp,
d’ii I <//(, du h^, (Ut, du /(’ rf/f, du
rfp^ h, dp, dp, h' dp, dp, U‘ dp dp
d’u I dh, du h’ dh, du h\ dit, du .
\ dp] h, dp, dp, l’\d? dp h] dp, dp,
les deux autres s'établissent de la même manière, en dilVérentiaiit l’équation (29) par rapport à p,, puis par rapport à p,.
Les groupes (a8) et (. 3 o) donnent, à l’aide des trois dérivées partielles du premier ordre de la fonction u, les six dérivées du second ordre de la même foni'tion. Ils donneraient successivement, par dillérentiation et élimination, les dérivées des ordres supérieurs, tontes exprimées à l’aide des trois premières, et cela, par des équations du premier degré, quoicjue l’équation de départ (29) ne soit pas linéaire; fait digne d’ètre remarqué.
Si l’on ajoute les trois équations ( 3 o), respectivement imiltipliées par (/<’, //’, //j), le résultat peut s’écrire sons la forme
mettant le produit hh, /<,, ou cj, en facteur commun, réunissant les dérivées partielles de trois produits, v'omme ou l’a fait au ^ XIV, pour obtenir successivement les foi mules (y.fî) et (28) d<' ce paragraphe, réipialion (3i) de-
(Jo)
vient (léliiiilivfiiient
i.i;»:oAS
dfi
on A, M = O. C(! qui devait être, puis<|ue raugmenl de toiile eoordonnée rectiligne est identiquement nul.
Particulièrement, si le système orthogonal est triplement isotherme, et rapporté à ses coordonnées thcrmoméiricjues, il suit du § XXII que les trois dérivées logarithmiques disjîaraissent de l'équation (3i), laquelle le réduit à
ou encore A,u = o, d’après la formule simplifiée (36) du même § XXII. Ou a ainsi une double vérification des formules (3o), le.stjuelles sont importantes dans la théorie des coordonnées curvilignes.
stn LES Lüonnopj>é»:s
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UKCHEHCHE D’UN SYSTÈME ORTHOGONAL.
Dès (|ue l’on se propose de irajler, dans les diverses branches de la physique inalhémalique, un corps de forme nouveUe, il faut procéder à la recherche d’un système de coordonnées, tel que la surface libre du corps, ou ses différentes parties pui.ssent être représentées par des valeurs constantes de ces coordonnées ; tel , en même temps , que l’on puisse intégrer les équations généritles transformées dans ce système, et déterminer les constantes arbitraires introduites ]>ar l’intégration, soit à l’aide de l’état initial, soit à l’aide des équations dites à la surface.
Or le système nouveau ne peut être obtenu que par l’inlégralion directe des équations aux dillérences partielles
(jui régissent les fonctions H, «u » en y adjoignant les
fl i
é<piations qui traduisent les conditions à remplir. Il importe donc d’indiquer comment peut s’elicetuer cette intégration. Je prendrai pour exemple la méthode qui m’a réellement conduit aux coordonnées elliptiques; coordonnées (juej’ai introduites synthétiquement dans les Leçons salles fonctions inverses.
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.Ma!i;iv tous iiiivs cll'oi l.s pour âlilîi'i , ajuès ia.iiMiüsilc île «'Cite piemièro mélliodc, une aulre luélhoile <io rec lierclie (jui pût l'oiiduirc plus ra|)ideinciil aux résultats trouvés, je ne suis jamais parvenu à donner à cette dernière rapparenee eoinplètc d’un procédé d’invention. Je saisis l’occasion, qui SC présente si nalurellcincnl, d’exposer la première et la véritable méthode. Cette exposition suppose que le problème soit h résoudre; elle introduit sueccssiveineni les idées prirdilives et toutes les idées subséquentes ; elle analyse les diflicultés qui s’offrent à chaque pas, imaginelés procédés d’intégration qui doivent les surmonter. C’est, en cpielquc sorte, un exemple de la marche que suit tout géomètre, pour atteindre lebut(|u’il s’est proposé.
§ IdlI.
nECllERCIlK DU SYSTÈME ELLIPSOIDAL.
Il faut chercher un système de coordonnées <]ui permette de traiter directement relli|)soïde, dans la théorie analytique de la chaleur; de résoudre d’abord la plus simple des questions générales de cette théorie, ou de détormincr la température stationnaire V de,4 points intérieurs d’un solide homogène, limité par un ellipsoïde à trois axes inégaux, entretenu à des hmpératures fixes et connues, cpii dillèrenl d’un point à l’autre de cette surface.
L’ellipsoïde proposé doit faire partie de l’une des familles de surfaces conjuguées c,, eu sorte que si X est la valeur du paramètre pt q'ii correspondra, on puisse prendre l’équation à la -surface sous la forme
La fonction V doit vérifier l’é<]uation A,V = oqui, étant exprimée en p,-, § XH , se réduit, par la snpjn-ession du
stii I F.s to()ui>(>NM^:Es etc. yi)
racteur coiiiuiun à
h d\ ^ //, d\ I //, d\ /i,h, dp ^ h,/i dp, h fl, dp, dp dp, dp.
Les seuls sy.stèmes orthogonaux employés ju.^<|n’ici , ei qui ont permis de vaincre toutes les diflicultés que présente l’intégration de réipiation ( 2 ), sont, .sans exception, composés de trois familles de surfaces isothermes, tâi sorte que la triple simpliric'ition définie au § XXII leur est applicable. Tout porte donc à penser qu’on n'atteindra le but proposé, que si les trois familles du système ellipsoïdal sont isothermes.
Alors, ces trois familles étant rapportées .à leurs paramètres thcrniüinétriques, on aura essentiellement, ^ XXII,
dp
dp.
e’esl-à-dire (jue si l’on pose
/ étant une longueur constante cl les Q, sans dimension gcomélrique, § XXI , Q sera indépendant de , 0 , Q, de p, , Qt lie (généralement Q, de pi). Si l'on remplace les h,
par les les relations (4) deviennent
LIV
CAS ne SYSTÈME SPIlEniQL'I»
Le sysitnne sphérique est un cas particulier qui devra jK)uvoir se déduire du système ellipsoïdal. Or il résulte du § XXXIII qu’en prenant les coordonnées thermométrique.s
1 é(]uation û, \ = o, correspondante au système sphérique, deviendra | en multipliant par --P*— le second membre,
maintenant nid , de l’équation (33), § XXXIIlV
COS^ (f .
Cette équation doit donc être comprise dans l’é*quatioii générale (ti). Déjà, puiscjuc r est fonction de p, seul, et cos œ de p,, le coeflicient du premier termede (y) ne contient pas p, celui du second pas p, , celui du troisième pas p,. Mais ces valeurs particulières de Q’ sont incomplètes, en ce sens qu’elles ne contienninit pas chacune les deux coordonnées que permet le cas général.
C’est précisément à cette circonstance qu'est due l’annulation de trois des six courbures du système sphérique. En effet, si l’on substitue, dans le groupe (i3), § XLM, aux dérivées des II, celles des valeurs (5), en observant que tout Q, est indépendant de p,. les six courbures s’expriment
I dQ, 1^
HQ, <yp ’ r"~ HQ, d^ ’
I rfQ I I dQ,
HiQrfp, ’ r, H.Q, rfp, ’
I rfQi I I dQ
H,Q,df>,’ r\ H,Q </p,‘
Et c'est parce que Qt ni Q, ne contiennent p ou tfi , que Q ne contient pas p, ou (f dans l’équation particulière (7), que
les couriures -î; 5 4~> sont nulles dans le système sphé-
rique.
LOI D'UN SV’STÈME TRIPLEMENT ISOTHERME
Or le système ellipsoïdal que l’on cherche ne saurait comprendre une famille de plans, lesquels ne pourraient tracer, sur l'ellipsoïde à trois axes inégaux X, ses lignes de courbures qui ne sont pas planes. De plus, si les arcs j, ^ intersections des surfaces p et p, , étaient rectilignes, ces deux familles conjuguées ne seraient autres que les surfaces développables formées par les normales k l’cllipsoïde X; et l’on s’assure, sans grande difficulté, que les surfaces de ces deux familles ne sont pas isothermes. Donc aucune des six courbures ne devra être nulle, et il faut, pour cela, que les coefficients Q,’ soient complets; c’est-àdire que Q contienne p, et p,, que Q, contienne fi, et p, que Q, contienne p et p,.
Cela posé, lorsqu’on substitue dans le groupe (10), § XLV, les valeurs particulières ( 5 ) des H,-, on est conduit à une propriété caractéristique de tous les systèmes orthogonaux triplement isothermes, d’où résulte une conséquence importante pour la recherche actuelle. Le premier
1)8 i.ixo?(s
monbie «le la <|uadniple égaillé (lo), ^ XL\ , peut être mis sous la forme
^/rflogHi ^/logH \
01 ’, avec les valeurs particulières (5), lli ne varie avec p ei H avec p, , que par leur facleur coininun Q.. [/expression préeédenle, qui devient alors
J / rflôgQ, dIogQA
\ d p df, j
dp, ’
est donc nulle, puisque Q, ne doit pas contenir p,. Ainsi les quatre membres du groupe dont il s’agit sont touségaiix à zéro; et il en est de même de ceux du groupe (i6), ^ XLVII, qui n’est que la traduction géométrique du premier.
D’où résultent, pour tout système orthogonal iripleinenl isoihernie, les deux lois suivantes : Si l'on niuhipUa la somme des deux courbures de chaque surjace , par le produit de leurs conjuguées en arc, on aura la variation de ce dernier produit suivant l'arc normal à la surface. De plus : Si Von forme le produit des trois premières courbures (§ XLVII), et celui des trois secondes courbures, la somme de ces deux produits est toujours nulle.
Cette seconde loi résulte de ce que le dernier membre du groupe (i6), §XLMI, est aussi égal .à zéro ; c’est-à-dire que l'on doit avoir, dans le cas actuel ,
Or, avec les valeurs (5), les six courbures ont les expressions (8); la vérilicalion nécessaire de la relation précé-
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dente exige donc que
,/Q, rfQ, dQ _
</p j/p, dp, dp dp, dp, ’
et tel est le théorème préliminaire (lo), qu’il importait d’établir. Passons aux intégrations.
§ LVl.
INTÉÜIIATION DU PllEllIEU GROUPE DES EQUATIONS E.N II,.
Les valeurs (5) doivent vérifier le premier groupe (8), § XLUl, des équations aux différences partielles qui régissent les fonctions H,. La première de ce groupe, qui est
d^n _J_ I riH rfH,
dp, dp. H, dp, dp,~^H,dp, dp,'
devient, par la substitution des valeurs (5) et la suppression du facteur /,
dp, dp, ' dp, dp, ’ dp, dp,
ou bien, en multipliant par 4QQiQn
dp, dp.
' dp, dp, ’ dp, dp.
On reconnaît facilement <pic cette é|uation (i3) est vérifiée par les valeurs
(i4) jQÎ = A!-A',
A ne contenant que p, A, que p , , A. que pt (généralement Ai que p,). En eflTet, la substitution de ces valeurs, ..dans
lou , LEÇORS
l’équation (i3), inti-oduira le facteur commun 4 A', At A',
• A, étant la première dérivée de A/) , et en le supprimant ün aura
relation identique par les valeurs (i 4 )* On reconnaîtra, de la même manière , que la seconde et la troisième é(|uatioii du groupe ( 8 ), § XLIII, sont identiquement vérifiées par les (5) , quand les QJ ont les valeurs (i4)*
La forme de ces valeurs (i4) est indiquée par la nécessité que l’équation particulière ( 7 ) puisse être comprise dans l’équation générale ( 6 ) ; ce qui arrivera, si A et A, disparaissent devant A< , si A disparait devant A,. Le théorème préliminaire ( 10 ), qui est reproduit par les valeurs (i 4 ) , explique la diversité des signes donnés aux A’ ; laquelle est d’ailleurs exigée parla vérifiration qui vient d’ètrc faite, ou par la nécessité que la relation (i5) soit une identité. Les Q’ (i4) devant être positifs, il faut que les inégalités
soient toujours satisfaites. Si l’on adopte A’ pour le plus grand des trois carrés, c’est toujours en vue du cas parti-
culier ( 7 ); A\ devant donner - , quand rellipsoidcA sc réduira à une sphère.
J’ai démontré, depuis, que les valeurs (i4) des Q’ sont les intégrales les plus générales du groupe des trois équations aux diflérences partielles [(i3) et ses homologues] quelles vérifient. Mais, sans connaître cette généralité, en regardant même ces intégrales (i 4 ) comme des intégrales particulières, l’article qui précède rend extrêmement probable que ce sont elles qui doivent recéler le système ellipsoïdal triplement isotherme, s'il existe réellement. On |>eul donc passer outre.
toi
SUR LES COOIlUOJiSiÉES Cl RVIUICMES, ETC.
Pour faciliter les calculs qui vont suivre , il est utile de réunir dans le groupe suivant
Q>A’-QÎA;-t.Q;A;=o,
quatre identités , dont la vérification est facile , à l'aide des valeurs (i 4 ) ; la première n’est autre que (i5).
S r.vii.
INTÉOnATlON DU SECOND GROUPE.
Les valeurs (5) sont encore régies par les trois équations aux différences partielles du second groupe ( 9 ), §XL1V. La première de ces équations , qui est
ji_ j I rfH,
“h, rfp, , H rfp , I rfH rfH.
■rfp, '‘h: rfp,
devient, en y remplaçant les H/ par les valeurs (5),
dSi.'îSi a Q
Q.Q rfp. Q.Q. dp q; £Q ^
rfp, rfp Q’Q; dp, dp.
Il s’agit de substituer, dans cette équation ( 19 ), les intégrales (14 )• En ne transformant d’abord que les dérivées des Q,, on a
qq;
dp.
AA
efl'cctuant ensuite les dernières différentiations et multi-
LE^'ONS
pliant par QQi , il vient
Q ] . . q;(q;-’Qm .. ...
- -- f A'’ ■+■ AA"1 — A’ A"
q,(A+AA) AA
îH'
Dans cette équaliou (21), qui doit être vérifiée, ainsi (]ue ses deux homologues, les Q, sont tous élevés à des puissances paires; de telle sorte, qu’en chassant les dénominateurs, substituant aux Q,’ leurs valeurs (i 5 ), et déveloj>pant, les trois i^ualions résultantes ne contiendront que des puissances paires des A,-, les A’’, et les produits A, A*. Quant aux coordonnées ihermométriques p,, aux véritables variables indépendantes, elles n’y figurent qu’implicitement par les dérivées A; , A”. Or il est évidentquc la vérification de semblables équations ne peut être obtenue qu’en exprimant les A’ ’ par des polynômes à puissances paires de A’ . On doit donc poser
et didérentiant , divisant par 2 A' facteur commun , puis multipliant par A,-, on aura
La substitution de rcs valeurs. (22) et ( 23 ) , dans les trois éijuations (21) développées, les réduira à ne contenir (|ue des puissances entières des A’; et l’indépendance relative, de ces trois fonctions de variables dillérentes, exigera l'annulaiion de tous les termes, à l'aidedes trois séries de coefiieients indi'tcrniincs {ni,, lu,
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§ LVllI.
FORME PROBABLE DES INTEGRALES
Au lieu (l'entreprendre une opération aussi prodigieusement longue, on peut, d’après certaines propriétés des fonctions A,- et Aî , assigner d’avance les valeurs probables des coelbcicnts (w,, //i, p, composer, en qucbjue sorte de toutes pièces, un groupe (aa) qui reproduise ces propriétés, et constater ensuite que le groupe ainsi obtenu vérifie les équations (21). Telle est la marebe que nous allons suivre.
D’après la symétrie complète des équations qu’ils doivent vérifier, les polynômes (22) doivent être composés d’un même nombre fini de termes; de plus, les coefficients de leurs termes correspondants doivent avoir les mêmes valeurs absolues, avec une diversité désignés qui soit en rapport avec celle des A,’ dans les Q,’ (i 4 )- 0 ‘b comme on va le voir, le nombre commun des termes ne saurait être inférieur à trois, et il peut n’être que trois.
Les inégalités (»6), exigées parla réalité des fonctions Q,, doivent subsister quelles que soient les valeurs complètement indépendantes des A’. Pour qu’il en soit ainsi , il faut*' qu'il existe entre A| et A| une certaine constante, infrancbissable pour A| quand il descend, pour AJ quand il monte; il faut qu’il existe pareillement entre AJ et A* une autre constante, nt'cessai rement plus petite que la première, qui soit infranchissable pour AJ quand il descend, pour A' quand il monte. De ces deux constantes, qui servent de limites, et en ([Uelque sorte de bornes, aux excursions de AJ, la première .peut être prise égale à l'unité, et A’ représentant la seconde, sera nécessairement moindre que i. En résumé, le groupe des inégalités (16) doit être complété de cette manière
(24) «>A;>i>Aj>r>A’>n.
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Cela posé, la fonction AJ étant nécessairement supérieure à A’ et inférieure à l’unité, le produit (AJ — A*) (i — AJ) devra rester essentiellement positif; et il sufBt de l’égaler à A’,’ pour que la fonction AJ soit analytiquement assujettie à i-ester entre si» deux limites ; puisque, en deçà et au delà , A', et par suite p, , seraient imaginaires. La fonction A* devant être toujours inférieure à A*, AJ toujours supérieur à l'unité, on aura le groupe suivant :
A"= (/>— A>) (i — A’) = A’— (i ■+■ A’)A'4- AS A',* = (AJ - A’) (I _ AJ) = - A' -f- (I + A’) AJ - AJ,
a',- = (aj-a>)(aJ-i) = a>_(h-a’)aj-ha;,
qui satisfait à toutes les conditions de limites, de réalité et de symétrie, imposées aux A - et aux AJ ’ . En opérant sur ce premier groupe , comme on l’a fait sur la Valeur générale (aa) pour obtenir l’équation (a3), on en déduit le suivant :
I Aa"= — (l -I- A’)A*-h 2AS (a6) jA,A'J=(i+A’)AJ-aA:,-
(a.A’, = -{i - t- A*) AJ-t-aA;.
VÉRIFICATION DU SECOND GROUPE
II . faut maintenant constater que les groupes conjugués (a5)et(a6) vérifientl’équation(ai). Remarquons d'abord que si l’on ajoute les valeurs (a5) respectivement multipliées par (Q’îQJjQJ)* on aura simplement, d’aprês les trois premières identités (17),
(27) Q*A'>-+-QJA’,'-hQ|A',’=Q>QJQ|.
Car les dernières valeurs (a5) des A'J, substituées dans le premier membre de (27), donneraient le meme résultat
Digilized by CoOgle
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(ju’eii ajoulant les premiers membres des trois premières inégalités (17) respectivement multipliés par [A, (• "1“ ^’) 5 "t” ï] )•
Si l’on substitue, dans le dernier terme du premier membre de {21), au facteur Qj À',’, sa valeur déduite de (27), ce dernier terme deviendra
Cette substitution faite, si l’on met A',’ en facteur commun, ainsi que A'*, le premier membre de (21) prendra la forme
‘ VQ’Qî Q’ Q] Q;
q; a, a: - QUA"
Ql
et il s’agit de constater que ce premier membre, ainsi transformé, est identiquement nul.
Les parenthèses des deux premières lignes se simplifient singulièrement. Considérons celle de la première : les deux premiers termes, réduits au même dénominateur et réunis, A’
donnent simplement d’après la seconde identité (17);
ajoutant le troisième terme, on a simplement ~ , d’après la
valeur (i4) de Q|; joignant encore la moitié du dernier
terme avec son signe, on a — d’après la seconde (17).
La première ligne se réduit donc à (q»a»-hq;a?)
Une suite d'opérations tout à fait semblables réduit la sc-
< oudc ligne à
Substituant la somme de ces deux valeurs, et remar- <juanl que Q’ étant égal à (A’ — A*), le groupe (a;")) donne
l’expression totale (a8), ni
ullipliée par Qj,
devient
(Q’A’ + q;a;)[a* + a;-(h-x»)] -t-(Q:A,A'-Q^AA") + Q;A;,
ou, mettant QJ eu facteur commun, ainsi que Q’, substituant aux produits A, A", AA", leurs valeurs ( 26 ), et réduisant,
q’(a’a;-a;)-^qma>a;-a-) + q;a;,
ou encore, puisque (A’ — A’), facteur des deux parentlièses, est égal à Q],
Qîi-QÎAÎ + Q'A’+QÎAH,
c’est-à-dire zéro, d’après la seconde identité (17).
LX
UÊSUMÉ ni:s deux lntèg hâtions.
L’équation ( 21 ) est donc vérifiée par les fonctions A, que définit le grou[)c (25). D’après la symétrie de ces fonctions qui correspond à relledes Q,’ (t4)j '1 même
des deux autres éipiations liomologucs ; d’ailleurs, leur vérification dii'cete s’obtient de la même manière, avec quelques did'érenecs de signes dans les opérations. Ainsi, en exprimant les O, (i4) par les A, (a5), les valeurs (5)
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correspondent* à un système orthogonal triplement isotherme, vérifient les six équations aux dilVérences partielles régissant les fonctions H,.
J’ai encore démontré, depuis, que les valeurs (i 4 ) desQ.-, exprimées par les A, (a 5 ), sont les intégrales les plus générales des trois équflilons qu’elles vérifient [ (19) et scs homologues], Mais ne fussent-elles aussi que des intégrales particulières, les considérations si précises qui conduisent à la formation directe du groupe (a 5 ), s’ajoutent à toutes les précédentes, pour rendre encore plus probable, que nous n’avons pas quitté la voie qui doit aboutir au système ellipsoïdal triplement isotherme.
Celle assurance était nécessaire, car la recherche entreprise est loin d’élro terminée. Une autre intégration est indispensable, pour reconnaitreel définir le système orthogonal que recèle le groupe (a 5 ). Il faut essentiellement exprimer ce système en coordonnées rectilignes, ou déterminer les fonctions u qui lui correspondent, à l’aide des quatre éi[uations aux dilférences partielles (28) et (29) du ^ L. Tel sera l’objet de la prttchaine leçon, dans laquelle nous prolongerons la série actuelle de numéros d’ordre, pour les équations cl leurs groupes, afin de faciliter les renvois.
Quant à la leçon actuelle, deux observations la résument en quelque sorte. 11 s’agissait de déterminer, sous certaines conditions, trois fonctions ff, de trois variables pj, régies par six é<[uation$ aux dillérenccs partielles, du second ordre, simultanées et non linéaires. Or, ce problème d’analyse, qui eût certes paru inabordable, étant considéré isolément, se trouve résolu sans grande difliculté, quand on ne le détache pasdcla question qui l’a posé,ctqui inditjueelhîmème la marche h suivre. Et celle méthode d’intégration, fju’oii peut appelei- naturelle, introduit essentiellement des fonctions A, inverses des variables indépendantes p, .
I ()8 LKÇOAS
Voilà un nouvel indice de ccttc loi, si souvent mauifcstéc (par la Géométrie appliquée de Monge, dans la Mécanique céleste, en Physique mathématique), que le problème de l'intégration des équations aux différences partielles, a autant de genres de solutions qu’il existe de sciences distinctes réclamant son intervention. Loi qui explique les difficultés qu’on rencontre, quand on essaye d’atteindre toutes ces solutions par une seule et même méthode. On pourrait même eu conclure l’impossibilité d’une telle généralisation.
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COURBURES DU SYSTÈME ELLIPSOIDAL
Avant de procéder à la dernière intégration, indiquée à ia fin de la leçon précédente, plusieurs préparations sont nécessaires. Les valeurs (a5) donnent les A' par des produits de radicaux; il convient d’exprimer ces radicaux séparément, en les considérant comme des fonctions des p, , en quelque sorte conjuguées des A, . Posant donc
(=9) j y/AÏ^’ = B„ >/7:rÂî=C„
( v'ÂÏ^> = B„ v'a;-i=C,, on déduit du groupe (a5) le suivant :
[a'=^=BC,
api
dp.
et les coordonnées ihermométriques, qui sont les véritables
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variables indépctulanlcs, s’expriment par des inlé{;rales, à l’aide des A,, de la manière suivante ;
Ce qui montre clairement que les (A,, B,, C, ) sont trois fonelions inverses de la coordonnée p,.
Les six courbures du système orthogonal actuel sont facilement assignables. Il suditde substituer, dans le groupe (8), les dérivées des Q,- (i4)j ®ti y remplaçant les A, par leurs valeurs (3o), ce qui donne
abc _i^ _ AB.C
hqI ’ r" “ hq; ’
Al Bi Ci 1 Al B| Cl
A]B, C, I AiBjC,
""Hror’ H'Q'
Ces six courbures reproduisent très-nettement la relation
source du théorème préliminaire (lo). [Les H,, ayant les valeurs (5), introduiront, aux dénominateurs des six courbures, la ligne /; ce qui était nécessaire, puisque les autres facteurs n’ont pas de dimension géométrique.] Le groupe (ila) est fécond eu conséquences ; pouè le moment, nous ne citerons que les suivantes.
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CHOIX DES COORDONNÉES RECTIUGNES
D’après les limites des intégrales (3i) : i”quand la coordonnée P est égale à zéro, la fonction inverse A est nulle;
alors les deux courbures p, p (3a) s’évanouissent; la
surface au paramètre p = o est donc plane ; 2 “ quand la coordonnée C| est égale à zéro, A, est égal à k, par suite la fonction inverse B, est nulle; alors les deux courbures
-ÿï - (3a) s’évanouissent ; la surface au paramètre p, = o
est donc plane; 3“ quand la coordonnée p, est égale à zéro, A, est égal à l’unité, par suite la fonction inverse C, est
nulle; alors les deux courbures-» 4- (3a) s'évanouisseut ;
la surface au paramètre p, = o est donc plane.
Les trois plans représentés par les équations
sont orthogonaux, comme étant trois surfaces individuelles, appartenant respectivement aux familles conjuguées. On peut (on doit même) les choisir pour les plans des coordonnées rectilignes u; ils seront alors représentés par les équations nouvelles et correspondantes
x=o, jr o, z=o.
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les h, par
se met sous la forme
d'n (/logH, du rfiogHirfw </p, rfp, rfp, rfp, </p, da.
Puisque les H, (5) ne contiennent les p, qu’implicitcment par les A,-, il peut en être de même de la fonction u. Alors, chaque dérivée en p, pourra être remplacée par celle en A, multipliée par A', . Faisant ce changement, et supprimant le facteur commun A' A',, l’équation précédente devient
d' U </logH, da i^Iog H, du
dA-idAt dAi dAi~^ «/Al «/A,
Les expressions (5) donnent immédiatement
</logQ Aî
«/A, ~ rfA,
rflogH, «/logQ Al
«/Al “ “rfÂr ~ ~ Q’*
En y substituant ces valeurs, et la multipliant par Q’ remplacé par sa valeur (i4)t l’éqùation (33) est déQnitivement
On intégrera cette équation linéaire aux différences partielles, et ses homologues, par le procédé général adopté en physique mathématique. Ce procédé consiste à composer la fonction intégrale d’une suite de termes simples, vérifiant tous et séparément les équations à intégrer; et quand il s'agit d’une fonction-de-point, chaque terme simple est le produit de quatre facteurs, le premier étant une constante arbitraire, les trois autres ne variant chacun qu’avec l’une des coordonnées .
On posera donc
(35) « = ^GFF,F.;
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G étant la constante arbitraire ; chaque facteur F, ne va-
riantqu’avec p,, et indiquant, ici, la sommed’un nombre
de termes semblables, qui peut être infini. Le terme simple de (35), substitué dans l'équation (34) qu’il doit vérifier, donnera
ou, par uue transformation facile, les deux premiers niein bres de l’égalité multiple
(F, étant la dérivée -de F, en A,). Si, au lieu de l’équation (33), on prenait successivement ses deux homologues, on trouverait que le troisième membre de (36) doit être égal, soit au premier, soit au second. Ainsi, l’égalité multiple (36) indique, à elle seule, que le terme simple vérifie les trois équations à intégrer.
Les trois premiers membres (36) ne pouvant contenir chacun qu’une des trois vaiiables p,-, différente de l’un à l’autre, leur valeur commune est nécessairement une constante e. Les é<|uations différentielles (36) peuvent se inettr»sous la forme
rfFi Ai il Ai
et, à un facteur constant près, leur intégration donne F, = v^±:(A,' — e), . . . , 3;
avec CCS valeurs, l’intégrale générale (3îf) devient
(37) ^ V^g(A>— e)(ÂJ — e)'A- — e)
ll.i l.K<,:Ol<iS
(••Il |>laiaiit la constiiiiU* aii>ilrain' ^ollS le railii al, aliii iK‘ jiouvoirliii (lonneruii si};iu; U'I, que co radii al soil loiijuurs réel ). Telle csl la ^ aleur f^énéralc de toute eooidoiinée reetiligne u, ex()riiin-e à l'aide des [taranièlres p, du système orlliogoiial acliiel. et vériliaiil le groupe (28), § !..
§ lAlV.
VAI.EUUS DES FONCTIONS
Oi' : i"Si II est la eoonlouuée x dcliiiie au § lAlI, lou.s les termes de » (dj) doivent s’auiiiiler pour 0= o ou pour A = o; il faut doue ipie la eoiistaiite <■ soit itulle pat tout • ce qui donne à la eoordoiiuée .r la forme
en remplaçant ^ \g par la ligne /, divisée par uu eoelli-
eient nuuiérit|ue m. 2“ Si 11 est la coordonnée j' définie au ^ I.XIl, tous les ternies de 11 (Sj) doivent s'annuler pour p, — o ou pour A, = A ; il faut dnncipie la constante e soil partout égale à A* : ce qui ilonne à la coordonnée 1 la forme
en remplaçant §V— n P^'' ligne /, ilivisée par un
coeflicient numérique it. 3 " Si 11 est la coordonnée z définie au § LXII. tous les termes de 11 (37) doivent s'annuler pour Aj — I ; il faut donc que la constante e soit partout égale à rtiiiité ; ce qui donne à la coordonnée z la foi tue
( 38 ") /i;=/CC,C,;
en remplaçant ^ y\g par la ligne/ divisée par un coenii-ieiit numérique p.
SliR LES COOIinONNÉES CI IIVILIIIRES, ETC.
VERIFICATION DE LA QUATRIEME ÉQUATRIN EN « PAR
Mais les nombres (m, n, />) doivent avoir des valeurs déterminées, car le système orthogonal actuel ne doit renfermer d’autre constante arbitrain; que la ligne /, et les axes rectilignes choisis ont des positions complètement assignées par ce système. Or, il existe une quatrième équation aux différences partielles, t|ue toute eoordotiuée rectiligne u, éonsiilérée comme fonction des p,, doit essentiellement vérifier. C’est Téquatioti (ag), § L. ([iii, en y remplaçant les
/i,- par et les H,’ par leurs valeurs ( ô), devient
/’Q’qîq;.
C’est donc la vérification indispensable de cette équation, assez compliquée, qui doit assigner les valeurs des nombres constants (ni, n, p), lorsi[u’on y substituera successivement .à «les valeurs trouvées des (x,y, s).
S’il s’agit de x, la valeur (i^8) transformera ainsi réquation ( 89 ),
[et l’on remarquera la disparition du laeteni’ cotnmun laquelle n’aurait pas lieu, si la ligne /des H, (5) étaitdillérentede celle des 11 (38)J.
Désignons respectivement par M,, M,, i\ les premtets-, membres des deux pretnièrcseldela quatrième identité ( 17 ). On voit, satis peine, qu’en substituant, dans le premier membre de (/jo), les dernières valeurs de A',’ (‘i5), il se réduira à
(4ij /’N -hA’A>ÏIM,-;t 4-
FONCTION INVERSE DOMINANTE
Mais, quand il s’agit dej et de z, leurs valeurs (38') et (38") transforment sucressivetnent l’équation (3p) de «es di'ux manières
et si l’on entreprend de déterminer les eonstantes n et/>, en substituant, dans ces éijuations, aux (B,’, B, ’, C’ , C * ) leurs valeurs en A’, on n’arrive au but qu’après des calculs beaucoup plus longs et plus pénibles que celui qui précédé. 'J’andis que si l’on adopte, pour fonctions inverses dominantes, au lieu des A,, les B, quand il s agit de 7 , les C, <|iiand il s’agit de z, on obtient les valeurs de n et dc/> aussi facilement «|ue celle de /n;
(_^etle circonstance s ajoute à beaucoup d autres, poui montrer «jiie, dans chaque groupe (A,, B,, G), les trois fonctions in verses ont la même importance ; qu' elles doivent ' être employées simultam'-ment, et surtout «|ue l’on doit pouvoir, suivant les cas, prendre l’une quelconque d’entre « lies pour la dominante. 11 suffit d’ailleurs de grouper un petit nombre de formules, pour que les propositions établies au point de vue des A,, le soient à celui des B. et a celui des C,.
sun LES r.ooRuoMNÉE.s crn\ ii.ii;>Es, etc.. i\y Si l’on introduit le complçinent de A’ à l'uiiité, en posant
les valeurs (29) donnent les relations
(45) a;-b; = x-, aî+c;=i, b)-hc) = x'>;
qui, permettant d’exprimer les A,% soit par les B’, soit parles C), transforment ainsi les Q) (i4)
(4«) q;=b) + b»=c)-i-cs
Ces nouvelles valeurs des vérifient les identités
\ — Q’qc; + Q;c;c>+Q)c*c; = q=q;q).
Dilférentiant les relations (43), remplaçant les A) patleurs valeurs (3o), et réduisant, on a
AB
A.Bi.
Knfin, si l’on élève au carré ces dérivées If et C) , et si, à faille des relations (4^), on substitue les C/ et les A,’ en IV dans les IV,’, les A,’ et les IV en dans les (i) ’, on nblient
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les deux groupes suivants :
'c',- = (n-c;)(x'--cî)= x'> + (, -hx'>)c’4-c;.
(|ui correspondent au groupe (a5) des A',’.
I.XVII
VKRIFICATION PAK > ET PAR i.
Maintenant, on voit lacilement qu’en substituant, dans le premier membre de la première (43)) dernières valeurs des B',’ (49)) '1 SC réduira à l’expression
homologue de (40) étant eneore le premier membre de
la première ( 17 ), mais M, celui de la première (47)> et N celui delà troisième. Or M, et M, sont nuis, tandis que IN est égal au produit des Q,’ ; ce produit devetiant donc facteur commun, la première (43) donnera simplement
ou la valeur de B(’, quand B, = o. On peut adopter « = -+- hfi', en assignant ainsi le côté des y positifs.
Pareillement, si l’on substitue, dans le premier membre de la seconde (43)i les dernières valeurs des C' * ( 5o), il se réduit à
X'>^ + C>C;Cn(i -I- X'>)M,-f-M.],
Mi restant toujours le même, mais VI, étant ici le preiniei
SI I! I.KS COOKUOSSIÉKS Cl KVII.IG.NKS, KIC. I |«J
mi'iiibre de la seconde ( 47 )) N celui de la qiialrièmc. Alors, M,, M, éiam nuis, JN égal à Q- y; Q’, la seconde (44) divisée par ce produit donne siuiplemeiU
ou la valeur de C’^’ quand C, — o. On peut adoplei p=-(-Â', ce ([ui assigne le côté des z positifs.
§ LXVllI.
KAMI1.LES l)U SYSTÈME ELLn>SOiDAL.
Ainsi, il n’y a plus ni indéterniinalioii, ni ambiguité. Les valeurs des trois coordonnées rectilignes, exprimées à l'aide des paramètres thermométriques p, du .système orthogonal actuel, .sont données par les formules
i i.r = /AA,A;, (53) I =
' rî = /cc,C:.
.Mais quelles sont les trois familles de surfaces conjuguées, de ce système triplement isotherme?
Si nos prévisions se réalisent, rellipsoïde ü doit faire partie de la famille au paramètre p,. Pour obtenir l’équation générale de cette famille, il faut éliminer, entre les équations (53), les fonctions inverses des deux autres paramètres P et Pt, en se servant des relations (45). Or les équations (53) donnent
FF
(p»A»A;-t-B»B;-i-,cc»c;),
et la parenthèse du second membre, en y substituant les valeurs des et des C,’ en Af déduites des (43), devient d'abord
LEVONS
là, le coefficient total du produit A’ A| est (Ar'’ — i A*), OU zéro, d’après (44) î coefficient total de la somme (A’-i- Aî) est ( — A*-)- A’), ou zéro; il ne reste donc que les termes indépendants des A’, qui, réunis, sont ( — A‘+A*), ou A’ (i — A’), ou enfin A* A'*, d’après (44)-
Substituant cette valeur définitive à la parenthèse du second membre de (54), cette équation, qui ne contient plus que p,, et qui représente conséquemment la famille de surfaces dont cette coordonnée est le paramètre, devient la première du grouj>e final
Les deux aulnes équations sont celles des deux autres familles, et s'obtiennent de la même manière, en éliminant successivement, entre les (53), les fonctions inverses des paramètres p, et p, puis celles des paramètres p, et p,.
Il est donc bien vrai que la famille au paramètre p, contient un ellipsoïde, puisque toutes ses surfaces sont des ellipsoïdes. De plus, les deux autres familles se composent d'hyperboloïdes à une napp<! et à deux nappes; en sorte que toutes les surfaces conjuguées sont du second ordre. L’étendue et la simplicité de ces résultats étaient imprévues. La réponse faite par l'analyse est plus ricke que la question posée; il en est toujours ainsi quand on la prend exclusivement pour guide.
Toile est, en réalité, la marche rationnelle qui m’a conduit aux coordonnées elliptiques. S’il s’agissait de résoudre un autre problème de inèine nature, de trou\er le systèm<‘ de coor données relatil h d’autres corps que l’i’llipsoïd»!. ou
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(léliui par des conditions Jillërentes, il faudrait sans doute reprendre la même marche ; déterminer des fonctions H, qui, satisfaisant aux nouvelles conditions, puissent vérifier les six équations aux diflércnces partielles, régissant ces premières fonctions; puis déterminer des fonctions u, vérifiant les quatre équations aux dilférences partielles (jui régissent- ces secondes fonctions, quand on j a substitué les valeurs trouvées des H,. C’est-à-dire, intégrer successivement neuf équations aux dillércnces partielles du second ordre, et une du premier; toutes simultanées et non linéaires. Problème qui parait inabordable dans son énoncé général, et qui peut cependant se résoudre sans de grandes difficultés, lors<jiron le traite particulièrement, et qu’on énumère, à chaque pas franchi, les propriétés analytiques et géométriques qu’il signale, afiti quelles puissent venir en aide pour franchir le suivant.
LXIX
DÉVEU)PPEMENTS DES (A,, B,, C,).
Lorsrju’une rer-hcrche de physique mathématique exige l’emjtloi du système ellipsoidal avec ses coordonnées therinométriqués. il n’est pas indispensable de connaitre toutes les propriétés des fonctions inverses (A,, H,, C,); même s’il s’agit du problème général énoncé au S Lni, et dont la solution est exposée dans les XVIII' et XIX' Leçons sur les fonctions inverses. Tout l’espace est occupé par les trois familles de surfaces conjuguées, avec des valeurs des paramètres comprises entre des limites telles, que la plupart de ( es propriétés ne s'y manifestent pas. Il suffit de, savoir quelles sont les limites, en quelque sorte géuniétri(|ues. des p,, et de pouvoir calculer approximativement les (A,, '
11,, C,) cpii correspondent aux saleiirs des paramètres comprises entre ces limites.
t'euillc B.
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La feuille K contient toutes les formules <}ui sont alors nécessaires. Dans le tableau 1, les p, sont exprimés par des intégrales, en A pour p, eu B, pour p,, en -C, pour p*; de telle sorte que la limite inférieure de chaque intégrale soit zéro; les trois fonctions inverses sont remplacées sous le signe somme par la même variable f, et ne figurent qu’aux limites supérieures des intégrales. Quand ces limites sont, A- pour A, A'pour B,, l'infini pourC,, les p, ont atteint leurs dernières valeurs représentées par CT,.
Ces dernières valeurs o, sont des nombres qui dépendent de la constante A’; la formule II donne le développement du nombres en A’; on l’obtient facilement à l’aide de l’intégrale définie elliptique, dans laquelle o se transforme, et qui est placée à la fin de la première ligne du tableau 1. Ou établit, par la transformation des intégrales définies o., que Q, = et, et (jue CT, = ct'; o' étant ce que devient o quand on y change A’ en A'*.
Les tableaux III, IV et V contiennent les premiers termes des développements que donne la série de Maclaurin, pour les neuf fonctions inverses (A,, B,, C, ).
Dans le système ellipsoïdal exprimé par ses coordonnées thermométriques, on peut n’admettre que les valeurs des paramètres p, comprises entre — et,- et -f- a,. Alors les six fonctions inverses (B, C; C,, A,; A,, B,) restent constamment positives, tandis que les trois autres (A, B,, Ci) prennent le signe de leurs variables'. D’après cela, il résulte du groupe (53) que x change de signe avec p par A, y avec p, par B,, Z avec p, par C,. A l’origine Odes cooidonnées, les p, sont nuis ainsi que les u.
Digiliznd l)y GoogI
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SA DÉFINITION GÈOMÉTRIOOE.
Le syslèmc ellipsoïdal élant tel, qu’aucune des six courbures n’est généralement nulle, pourra servir, mieux que celui des coordonnées spliérii{ues, h vérifier, et même à étendre, les lois qui régissent les surfaces orthogonales. La définition géométrique complète du nouveau système, in; peut donc que faciliter res applications.
Les relations (45), § LXM, expriment que les trois familles de surfaces du sceoud onlrc (55), § LXVIII, sont homofocalcs, c’est-.i-dire que leurs sections principales ont les mêmes foyers. Portant, de part et d’autre de l’origine O, sur l’axe des x, d’abord OF et OF' égales .à /, ensuite Ôfci Of' égales à A/; sur l’axe des O.f et Ôl' égales à A7; les
points F, F', f, f', .f, -T', sont les six foyers constants, tous situes dans le plan des xy .
L'ellipse dont les axes sont F' F, -T' .f, et (jui ’a con.séquemment pour foyers f, f', est appelée V ellipse focale , parce qu’elle concentre, dans sa propre définition, les six foyers constants du système. I.’liyp<'rbole, située dans le plan des.zx, d«nt les soiiiinets sont f et f', et les foyers F et
i.rço>.s
F', est ;ip|u;lée l'hy fierho/c oinhilicnie, [>arte (ju’elle Iracf, sur cliaque ellipsoïde de la troisième famille, les quatre points connus sous le nom à'omhilics.
La première et la dernière surface de chacune des trois familles jS, sont planes. Le plan des yz appartient entièrement à la premièi'e surface p. Le plan des zx est partagiL entre la dernière surface o, et la première surface p, par rhyperlxile ombilicale. Le plan des xy est parta;;é, entre la dernière surface p, et la première surface p, par l’ellipse focale. La sphère de rayon infini est, en totalité, la dernière surface p,.
On obtient une définition {géométrique claire, rapide et complète du système ellipsoidal, en se plaçant sur la pix'mière surface d'une des trois familles, qui se meut et se déforme, de manière à se superposer successivement surtoutes les autres surfaces de la même famille, jus(|u’.à la dernière; puis, en passant sur le même plan, et par l'intermédiaire. soit de rhvperhide ombilicale, soit de l'ellipse focale, à là première surface d’une autre famille, qui se meut et s<‘ déforme à •son tour.
La familled'hvperboloïdes .à deux napjies au paramètre p, commence par la surface o = o, ou par le plan des vz dans toute son étendue. Ce plan 'se dédouble dans le sens des .r, de manière à former deux nappes, qui s’éloignent et s’infléchissent en sens opposés; celle de droite prend les valeurs positives du paramètre p, celle de gauche les valeurs négatives. En continuant à s'éloigner et à s’infléchir, plus dans le sens des y ipie dans celui des z, les deux nappes mobiles, après avoir balayé tout l'espace, aboutissent aux parties intérieures de l'hyperbole ombilicale ; là, le paramètre p atteint ses valeurs limites ±n; en sorte que la dernière surface de la première famille est une |daqne hyperboli(|ui‘ à deux nappes.
La partie du plan des r.r, exiéricure à l'^iypei bole om-
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bilicale, Cornu; la plaque lis (U'i'bolique à une nappe, pre- . iiiière surface (le la seconde famille, où le paramètre p, est •/,éro. Celle plaque se dédouble dans le sens des y, de manière à former un hyperboloïde à une nappe, qui .s’ouvre et s’iidléchil de plus en plus; la partie (|iii s’ouvre en avant du plan des zx prend les valeurs jjositises du paramètre p,, celle t|ui .s ouvre en arrière les valeurs iiégaliv(*s. l..es .somin(;ls de l’ellip.se de gorge marchent de Cet f' vers F et de l'origine ü vei-s 5 et Quand cette ellipse se coiiloud avec l’ellipsé J’ôeale, la nappe mobile, qui a balayé tout l’espace en s'îiillécliissaul, .se conehe déliuilivemeiil sur le plan des xy, et forme la plaque indéfinie à vide elliptique, dernière surface de la seconde famille, où le paramètre c, atteint ses valeurs limites -t n'.
La partie du plan des xy, intérieure à l’ellipse focale, forme la plaque ellipiicpie, première surface de la troisième . famille, où le paramètre p, est zéro. Celte plaijue se dédouble dans le sens des z, de manière à former un ellipsoïde d abord irès-aplati, cl qui, en s'agrandissant et .se gonllani de plus, balaye encore tout l'espace, pour aboutir à la sphère de rayon inlini, dernière surface de la troisième famille, où le paramètre p, atteint ses Valeurs limites ± n : la partie supéricui'e au plan des .r> ayant pris les valeurs jvosilives de p,, la partie inférieure les valeurs négative.s.
SES LIMITES ET SES VARlfeTCS,
Le système ellipsoïdal, qui vient d'être défini géoniétriquemenl, est loin d’èire unique, comme le système cylin- <lrique des coordonnées polaires, on comme le système conique habituel des eooi données sphéi ique.s-, lesquels restent conslamnicnl et parioui les mêmes. Pour la même grandeur de la ligne /, il existe, en réalité, aitlant île sys-
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tèmcs ellipsoïdaux dillërciits et non su|)orposabIes, que de valeurs fractionnaires comprises entre zéro et l’unité, successivement assignées à la constante' Ar, ou au rapport des demi-distances focales O f et OF. De plus, à la même valeur de A, ou du rapport de Of à OF, correspondent une infinité de systèmes semblables, mais non superposables, <|ui diffèrent entre eux par la grandeur de la ligne / ou de la demi-distance focale OF.
Lors(|ue, l restant le même, on prend la limite At = o, ou qu’on annule la demi-distance focale Of, on a le système particulier des ellipsoïdes planétaires, dont les trois familles sont ; celle des plans méridiens .tu paramètre aziiiiutal P ; celle des hypcrboloïdes de révolution à une nappe, .au paramètre p, ; et celle des ellipsoïdes de révolution autour du petit axe de leur ellipse méridienne. L’hyperbole ombilicale se réduit à l’axe polaire des z; l’ellip se focale, au cercle lieu géométrique des foyers constants, des sections méridiennes des deux dernières familles.
Lorsque, / restant encore le même, on prend la seconde limite A = i, ou qu’on égale la demi-distance focale Of à OF, on a le système particulier des ellipsoïdes ovaires, dont les trois familles sont : celle des hypcrboloïdes de révolution à deux nappes, au paramètre p; celle des plans méridiens, au paramètre aziinutal p, ; et celle des ellipsoïdes de révolution autour du grand axe de leur ellipse méridienne. L’hyperbole ombilicale se réduit aux deux parties de l'axe polaire des x, situées eu deçà de F', et au delà de F. L’ellipse focale se réduit à la droite comprise entre les deux points F et F', seuls foyers constants des sections méridiennes delà première et de la troisième famille.
Pour tous les systèmes ellipsoïdaux semblables, correspondant à la même valeur de A-, et à des grandeurs dilfé-
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rentes de la ligne /, les cônes asym^notes des hypcrboloïdes homofocaux à deux nappes et à une nappe forment deux familles orthogonales de surfaces coniques du second ordre, lesquelles restent le^mêmes pour tous les systèmes semblables. A la limite de /= o, ces cônes s’associent avec la famille de sphères concentriques, pour composer un système orthogonal conique et triplement isotherme, tangtent vers l’infini à tous les systèmes ellipsoïdaux correspondant à la même valeur de k.
Les deux systèmes coniques, tangents vers l’infini aux systèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires, ne sont autres que le systèi^ conique habituel des coordonnées sphériques. Lequel semble se préscntei;. à la fin decetteénuniéralioii de tous les systèmes nouveaux, nés de la même recherche, comme potir.nous rappeler qu'au départ ses indicalioiu ont puissamment contribué à la faire réussir.
QQ
les six courbures des surfaces conjuguées, déj.à ex|)riinécs au § liXI, peuvent s’écrire ainsi :
/QJ’
Tq;’
/qT'
'Qr
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Les courbures des hypdrboloides à deux nappes soni positives, celles des hyj)erboloïdes à une nappe de signes contraires, celles des ellipsoïdes négatives, conformément à la règle du § XXVIII. «
Les courbures sphériques -des trois familles de surfaces,
lesquelles sont aussi leurs courbures paramétriques, deviennent alors
/ Q'QÎ
Les différences et les produits des deux courbures de chaque surface p, s’expriment plus simplement encore, car on a, en sc ra]>pelant la première identité (17),
LVI
r' / Q[Q;’ /'QÎQî’
Désignons par y, le rapport des (h;ux courbures de la surface p, , ou celui de leurs rayons, on aura
et la première identité (17), § LVI, donne aisément
Si donc on suppose que le rapport y soit connu, les deux autres rapports auront les valeurs
qui reproduisent la relation fondamentale, (9), § LV, sous la forme
Ktant déduites des deux dernières (6), et vérifiant la première, les deux seules équations (7) remplacent les quatrtf f6) et (8). Ainsi, il suflit de connaître le rapport y des deux courbures de l’hypcrboloïde à deux nappes, qui passe ‘ en M, pour en déduire immédiatement ceux y,, y,, des courbures de l’byperboloïde à une nappe .-i de rellipsoïdo, qui passent au même point.
LXXIII
SES EAMII,I.R^ SEl.ONnAIUKS ‘
Avant de passer aux courbures propres des ares s,, quelques préparations sont nécessaires. Soit posé, pour sibiplifier, . '
(9) ' I AjAj-t-A.’A’-H A’A;=tP,
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d’où l’on oonclul les autres sommes symétriques
(lO)
a' + a;h-a; = r’— 2P, A'-4-A' + A‘,= R>— 3PR-H 3n.
Si l’on prend, aux relations (45)i S l'-* H’
C’ en A’, on obtient les développements
I C’CjC; = — i + R — P + n.
Ajoutant au premier le produit du second par A’, se rappelant que (i— A’) égale A'% et remplaçant R par la somme des A,’ , on arrive aisément à
i ir’A’A:A;-t-B>B;B;-+-A>C>CîC; i =rX’*"[A*-l-(A;— A>)-|-(A’,— i)]. .
Ajoutant encore, au premier développement (ii), le produit du second par A*, on trouve
Si l’on divise ces deux équations ( 12 ) et (i3) par A’ A'*, les valeurs (53), § LXVIII, permettent de les écrire ainsi :
,R et P représentant ces valeurs symétriques. La première (i4) donne très-simplement, .î l’aide des nouvelles coordonnées, le carré de la distance à l’origine ü; cette expression se réduit à zéio, quand les trois paramètres p, sont mil.s; ce qui devait être. La seconde (t4) peut être considérée
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comme représentant une famille sccmidain; d'ellipsoïdes semblables, au paramètre p; c’est-à-dire que toute quantité, qui ne dépendra que de p, sera la môme pour tous les points de chacun des ellipsoïdes de celte famille.
§ LXXTV.
SES RELATIONS SYMÉTRIQUES
Par la substitution' des B/ et des C/, donnés en A] par les relations (45), § LXVI, ou a les développements
d’où l’on déduit, à l’aide des formules (lo), et de la première (9),
(R>— 3 PR -f- 3 n)— (1 -pX >) (R’— 2 P) -t- X'R = w.
w représentant cette nouvelle somme symétrique. D’après les valeurs (i) des G„ celte relation (16) peut se mettre sous la forme
{.6 bis) G’ q: q; - g; Qî Q» + g; 0» q) = « Les Q' exprimés en A,' donnent aisément
q;Q’ = -a:-2a;a=-pp, (q’q;= a;-p2A’a; — P.
tFou l'on lions par
déduit, eu multipliant respectivement 'ces relaies A?, ■*
A‘ = A>q;q;-P PA’ — an.
-A: = A;Q;Q=-PA|-P2n,
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Si l’uu addilioniic CCS trois valeurs (i8), resj>eciivoiiieni multipliées par les Q’, les identités (17), § LVI, donnent pour la somme
(19) Q=A*-Q;A;-(-Q;A;=Q=QXnR.
Additionnant de la même manière, ou avec les mêmes facteurs, les développements (i 5 ), on a, par les mêmes iden- ^ tités cl par la relation (19),
ou bien, en divisant par le produit des Q,’, et introduisant les G, (1)
d’après la première (14). Celle relation (21) exprime (juc la somme des G’ a la même valeur, pour tous les points également distants de l’origine O.
Si l’on ajoute à la première (17) la quatrième puissance de Q, qui est ,
la somme des seconds membres s’exprime symétriquement par l’une des sommes (10), et l’on a la première du groupe suivant
les deux autres s’obtiennent d'une manière analogue, et X
représente la valeur commune.
On constate facilement ([uc les quatre expressions symétriques, successivement introduites, -'R et ;x-(i4), w (16),
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^ (23), yériHent la relation
U -I- fl = ). ift-.
Cela posé, ajouUiules trois équations (22), respectivement multipliées par les G’, substituant, dans la somme, les valeurs "i[i6 et (21), puis remplaçant (XA — (>>)parp, d’après la relation qui précède, on aura définitivement
G'Q*-hG;Q: + G;Q; = fi =
conformément à la seconde (i4)- Cette relation (23) exprime que la somme des Q,‘ G’ a la même valeur, pour tous les points de chacun des ellipsoïdes semblables, au paramètre fl.
LXXV
œURBUntS PROPRES DE SES ARCS s,.
Maintenant, d'après les formules (22), § XL, la courbure propre de l’arc s, normal à l’hyperboloïde à deux nappes, et ligne de courbure de l’ellipsoïde, est donnée par ré({uation
.qui, en substituant au numérateur sa valeur déduite de la relation (23), devient la première du groupe
Pi q ' q : ’
la même transformation donnant successivement les deux, autres.
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Lorsque l’on additionne respectivement les lignes du groupe (24)5 3 'cc les carrés de celles du groupe ( 4 ), première case, et que l’on remplace les dénominateurs des seconds membres par
les ouïes
on obtient l’égalité multiple
D'où résulte, pour le système ellipsoïdal, cette double loi : Si l'on ajoute au carré de la différence des courbures de chaque surface, le carré île la courbure de l’arc normal , et qu’on divise la somme par la quatrième puissance de la 'variation du paramètre suivant cet arc, on aura trois quotients, lesquels seront égaux. De plus, leur valeur commune sera la même pour tous les points de chacun des ellipsoïdes semblables, au paramètre p.
§ LXXVl.
UKLATIONS ENTItE TOUl liS SES œUUBUUES.
Le groupe ( 24) peut servir à vérifier les formules et les lois établies aux § § XL et XLl. Pour simplifier cette vérification, désignons cIiaqueG,’ Q‘ par g, , et pétant la somme des trois g',, représentons par v celle de leurs produits deux à deux, c’est-à-dire posons
' ' +• B'-S + Ptt'—
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Les équations (24), résolues par rapport aux />,, donnent
Prenant au groupe (4)> seconde case, les pro<luits des courburesde chaque surface, les cosinus ni, (ad), § XL, des angles plans qui forment l’angle triédre des iioriualcs principales aux trois arcs 5,, auront pour carrés
(p — iîi)
si l’on représente par d’ le produit des trois facteurs positifs (p — gi)^ ou si l’on pose
Dans le développement du premier membre de celte relation posée (29), les termes en p* et en p’ se détruisent, d'après la valeur (ad) de p, et, d’après celle de v, ôn a simplement
(30) ' = pv — g’g.g’j.
Avec les valeurs (a8), le produit des iii’ est
pi) m’m, m, = — 5 '~~'
l38 . LECOKS
Cl rciiiar<|u:iiit <|ue l’on a iilcntiqucmciil
, —g>g--{t^—g) + g^g({^ — g<)-^ggt(i^—g^) ' = P — 3gg,g„
lu ^oluule des carres des mêmes cosinus est
d’où l’on conclut, d’après (3o) ci(3i),
(32) ( I — /«’— rn\ — m\y = ^m'‘ m\ m\.
Ainsi la relation (3o) du § XLI, existe pour le système ellipsoïdal ; d’où il suit <[ue les deux produits ‘Jf' et ‘f", du même paragrajdie, sont égaux entre eux, et que leur carré est (3i); cc. (|ui résultait d’ailleurs de la relation foudanientale (p), § LV. On a donc actuellement
Les sinus (jui correspondent au cosinus m,, s’expriment facilement à l’aide des g,. On a identiquement
d’où I on conclut, d’après la première ( 28),
(k — giHF — è’O
et multipliant, haut et bas, par (u — g), introduisant à', o'n a la première des valeurs du groupe qui suit, les deux
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aiilres s’obtenant de la même manière,
ff,)
Avec les valeurs (33), (a3) et (34), le groupe (ay) du § XLI se calcule rapideinent, car, par exemple, sa première cxjuation devient
et sa transl'ormation complète donne le nouveau groupe
(jue
CF
" éT +
vérifient d'ailleurs les valeurs (a4) et (a).
ÿ LXXVII.
DÉFINITION DE SES ÉLÉMENTS
La simplicité des lois et des relations qui pré<’èdent, donne, pour le système ellipsoïdal, une importance réelle aux trois quantités essentiellement positives GJ Q,‘ ou g^. Car, lorsqu’elles sont numériquement connues, pour nu point M, elles donnent imméxliatcment le paramètre p. de l’ellipsoide (i4) qui passe en ce point, les cosinus et sinus
LKrO^S
<li*s angles qu’y font entre elles les normales principales des arcs Sj, enfin par les équations ( 35 ), les rapports de toutes les courbures des surfaces conjuguées et de leurs arcs normaux. Si l’on rapproche les valeurs (i),des produits expriluaiit les (A', B',, C,), on peut déGnir ainsi ces quanti-
elle s SC réduisent à zéro, h l’origine O, comme l’indiquait d’ailleurs la relation (a 3 ).
S LXXVIII
SIS aiUIlBLIlhS 11KSULTA.NTES.
D’après la formule (21) <lu § XXXIX, la courbure résultante -> relative à la surface p. est actuellement donnée par l’équation
et substituant les valeurs ( 3 ) «;t (24), on a, pour b? système ellipsoïdal,
puisque Q- est égal à (Q’ — Qî)» d’après l'ideiuité si souvent employée; ou, remplaçant G par sa valeur (1),
oyo^ ’
et, d’après la valeur (q) du produit des deux courbures de la surface p, et la vabmr (t) de G, 011 a détiniliver — :î ’
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première du dernier groupe
les (leux autres résultant de substitutions homologues.
Ces valeurs ("iy) conduisent facilement à un nouvel énoncé de la double loi du § LXXV. Dans des recherches importantes, faites à l’aide du système ellipsoïdal, plusieurs géomètres ont choisi, j>our coordonnées, les pix'miers axes (/A, /A,, /A,) des surfaces conjuguées, cl non leurs paramètres ihermométriques. Alors les courbures paramétriques n'étant plus égales aux courbures sphéritjues, les courbures résultantes ont des valeurs plus compliquées, et dont l’iiiterprétalion géométrique n’esl pas sans diflieulté.
Terminons par quelques détails, relatifs aux courbures appartenant aux points situés, soit sur l’hyperbole ombilicale, soit sur l'ellipse focale. Leurs expicssioiis sont celles des deux tableaux ;
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Les titres rappellent les valeursJitniies, qu'il faut donner aux A,, pour déduire ces expressions des formules générales.
D’après le premier tableau ; i " sur l’hyperbole ombilicale, les deux courbures de chaque ellipsoïde traversé sont égales cl de même signe ; 2” les deux courbures conjuguées en l’arc hy])crbolique, sont égales entre elles,’ et à la courbure propre du même arc; 3 " les deux courbures i-éciprotiues, appartenant aux rebords infiniment courbes des plaques hyper- ’ boliques conjuguées, sont infinies, de signes contraires, et leur rapport est moins Vunitô.
D’après le second tableau; 1" sur l'ellipse focale, les deux courbures de chaque hyperboloùlc à deux nappes traversé sont égales et de même signe; 2" les deux courbures coirjuguées en l’arc elli[)tique, sont égales entre elles, et à la courbure du même arc; 3 ” les deux courbures réciprorjues, a|>partenant aux rebords infiniment courbes des plaques, .à vide ou plein elliptique, sont inlinies, île signes contraires, et leur rapport est moins /’unité.
Ainsi l’ellipse focale trace aussi des ombilics sur les liyperboloïdes de la première famille. On remarquera que la valeur commune des dimx rayons de courbure, aux ombilics d'un ellipsoïde, est égale au cube de son demi-axe moven, divisé par le produit de.s deux autres demi-axes.
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LXXIX
SES ÉQUATIONS EN (.(XMIDONNÉES CURVILIfiNKS.
Les éfjuations tlii mouviMnent d'un point matériel peuvent être exprimées en coordonnées curvilignes p,. Ciar, lorsque ce mobile traverse le svstème orthogonal fixe, le lieu M, qu’il occupe h une éporpe étant délini par les valeurs des paramètres p, des trois surfaces eonjugiiécs qui s’y coupent, ces valeurs sont trois fonctions du temps t, qu’il suffit de connaître pour en déduire la trajerioire. 11 s’agit d’étaLlir les éiiuations difléiamtielles qui doivent régir les fonctions
Soient, au point M, A la vitesse du mobile sur la liajecloirc, et (»', iq, e,) les projections de ectlc vitesse sur les normales aux surfaces conjuguées; n une coordonnée rectiligne quelconque, et (L, Ü, , 13,) les cosinus des angles que sa direction fait avec les mêmes normales. On aura
dsj
JL Ùl
ht
La coordonnée u est la fonction des trois paramètres p,.
LEÇONS
dont les six dérivées partielles du second oixlre sont données par les équations ( 3 o), § LI, et (28), § L. Ces é<juations peuvent se mettre sous la forme
,, du, jV U,,
f/prf.--, \r, r j
en exprimant les dérivées du premier ordre, de u par les U, (2), des /), par les courbures des surfaces ( 24), § XXX, et les courbures paramétriques (2Ô), § XXXI.
La fonction u ne contenant le letnps tjue par les p., sa première dérivée en t est
du ,lu dpi •
dt •2d dpi dt
La seconde dérivée, par rapport à la même variable, peut s’écrire ainsi :
If rf/’ dpf 7
~di
^ 2 /i, Ih ■ ■ l’j - 4 - II, Il
dp, dp.
dp, dp
d! u dp dp.
V,,' -H hh,
en remplaçant, Ics^par /«, t’,, les Et, lorsqu’on
y substitue les valeurs ( 3 ), et qu’on met les U/ en facteurs
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communs, elle donne délinilivenient
ETC
« I Pi rfa i>‘ /i>, i> \ ]
= • 4-f. T-îT^ T +-=■ - a-, U-+ -7 '
i r, r, e, \r, rj\
pour l’accéléralion du mouvement projeté sur la droite u.
Désignons par F la force, rapportée à rtinité <le niasse, qui sollicite le point matériel en M, par R, ses trois composantes suivant les normales auv surfaces cou|iiguécs. Alors, prenant pour unité la'masse du mobile, rac*céléralion j4) sera égale à la composante de F parallèle à- la ligne h, ou à la somme des projectiqiis des R, sur cette ligne. C'est-àdire que l'on aura nécc'ssairernent )
fil II
— =UR-t-U
il, -i- ü,R,.
Les expressions (4) et (5) doivent être identiques. Or, la direction de la ligne « est arbitraire, et peut être prise suecessivement parallèle aux trois normales; d’où l'on conclut aisément que les trois parentbèses du second membre de (4) doivent èire respeeli veinent égales aux R,. Ce qui donne cnGn
l h dt- r r r" /•,
_ 'LU
J A, dt* r^ r ' r" /•',
//, rft’ c, r. r", r"
pour les équations du niouveinenl d un point, rajiporté aux coordonnées curvilignes p,.
LFroS--
§ lAW.
MfrnionK dk décumposition du mouvf.mknt.
l.('s piTiniers membres des équations (6) sont, nétessaircmenl, les cx|)i'CSsions des eomposanles de raccéléralion totale, suivant les iiorniales aux surfaecs « onjoguces. Et, si l’on iinaftine une déeomposilion <lu inouvenicnl général en plusieurs autres niouvenients successifs, ou plutôt siinnltanés, les projcetions des accélérations de tous ces niouvenu'iils donnei'ont, par leurs somnics, les mèuies expressions. Lors(]uJon cherche un genre de décomposition, qui permette d’obtenir directement, <'tcn «juelque sortegéométriquemcnt, ces composantes <le l'accélération totale, on rencontre pres(|uc .immédiatement celui que jious allons définir.
I.e mobile étant en M à l’époipie /, soit M' sa position à l'époque t I.a /îg. i représente le prisme rectangu-
Kic. I.
mi..
lairc curviligne, véritable élément de volume du svstcmc*
orthogonal, dont l’are infiniment petit MAI' de la tiajectoirc est la diagonale. \j,i fig. 2 indique, sur les tangentes
auxaresx, passanten ,M. les centres V}'' des sixcourbures
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des surfaces ronjiiguées; centres (jne l'on suppose tous
Kii;. 5 .
placés sur les parties positives des normales correspondantes.
On décompose d'abord le inomement général, en trois autres niouvenicnis curvilignes, s’exécutant sur les ares r/j,ou sur les arêtes <[iii forment le sommet M du prisme curviligne de fi g. 1. Sur cliaqtie fis,, le mobile part de ,M
avec la vitesse initiale et arrive en m, à la (indu temps c/f.
En outre, tandis i|ue chaque fis, est ainsi parcouru, on imagine que cet arc même, ou sa tangente en M, tourne uniformément et simultanément autour de di'ux axes, menés par les centres qui se trouvent sur cette tangente
{fig. 2), jierpendii'ulairemciit au plan de chaque courbure. De telle sorte que celle des extrémités de l'arc eiitraitié qui était en M, arrive finalement en iVE.
Par exemplo, l’arc Mm, ou sa tangente MC'C", qui ])rendrait la position m,.V,, en ne tournnnt qu’anlour de l'axe mené par C', perpendiculain^ment au plan Mm,C/, et qui prendrait la position in. IV, en ne tournant qu'antour de l’axe mené par C", perpendiculairement au plan
aura, après le temps di, la positiod par ,
suite des deux rotations simultanées.
En résumé, à^;•haquc arc ds, corres])ondent trois moiivé- ’ ments composants : un rnouvemenl curviligne, uniformément accéléré, sur Cet arc même, et deux mouvements de rotation uniforme autour d’axes didérenls. Evaluons, maintenant, les projections sur les trois normales en INI, des accélérations de tons ces mouvements comp<)sant.s. ,
LXXXI
ÉVAI.ÜATION DIUKCTE DES AtT.El'.fcUAïloÿs R,. V 1/accélération du mouvement curviligne,'* qui s’exécute sur l’axe (supposé fixe, et où <^nsé([uemmen t la ('©ordonnée P varie seule, tandis que p, et p. restent. constants),
se compose de l’accélération tangcnticlle et de l’accé-
léralion normale — ■ La première est dirigée suivant la normale à la surface p-, .sa valeur s’obtient en difi’érentiant la vitesse V, ou ÿ- P^r rapport à /, dans p seulement ,
non dans p, ni dans p„ qui restent invariables; d’où réstihe, pour la somme R, le terme
rf(r) I (l'p I eili /clp\^ I f/’p c>>
^ dt h dl^ h’ dp \dt J h df’ r
la parenthèse, donnée à t', indique la restriction impo.séi^
A la différentiation. d,a seconde —, dirigée suivant la nor-
male principale de l’arc .ï,donned(îuxcomposanles suivant les normales aux surfaces p, et p,, dont sa direction est si'-p.-rt-ée
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parles angles aûxcosiiius- el - (XXXVIII); d’où résulte 1’^
le terme — pour R, , le terme - pour R,.
I-c n aiisport de l’arc f/, s, en'eetué par la rotation autour • de l’axe mené par C', peut se décomposer en une sinijde translation, uniforme ou sans aecéléralion , qui amènera l’arc (h^ parallèlement à lui-mèine, en /«i «i [fig. à), et en une rotation autour de m,. Cette rotation fera décrire à l’extrémité //,, dans le temps dt, un chemin n^N,, parallèle à m, .M, en sens contraire de la trauslaliou, et dont la valeur absolue, donnée par la similitude des deux triangles m,C'M, est
rf.t t'i i> .
ds, — =
jnultiuliant ce clieniiu i)ar —c on aura une accélération
* * dO
*1“' faire partie de la somme R). On trouve
de la même manière, que le transport de l’arc ds, clléctué par la rotation autour de l’axe mené par donne lieu à
une accélération — c qui doit faire particdclasommcRf.
En résumé, les mouvements composants exécutés sur et par l’arc c/j, donnent aux sommes R. les tei mes du tableau suivant, au-dessus des<|uels sc trouve la lettre p.
dt
dt
pt
2 VjV,
IJO
Les icrmes au-dessus desqueds se trouve la lettre p,, ou p,, seront donnés de la même manière, par les mouvements composants exécutés sur et par tls , , ou sur et par ds,. - Les sommes (8) sont id<‘ntiquement les mêmes que celles (G), déduites de l’analyse, en avant égard aux valeurs
essentielles (j) des Ainsi, le mode de décomposition
du mouvement général, qui conduit à <’es sommes (8), est complètement vérilié. Si les arcs tls, n’étaient pas infiniment petits, on conçoit que ces trois arcs, |)arcourus et transportés comme l’indique la décomposition actuelle, amèneraient leurs dernières extrémités m, dans trois positions voisines, mais difVérentcs, de M/. On doit conclure de la vérification qui précède, que ces écarts sont des infiiiiment petits du second ordre, et complètement négligeables quand les c/.?,- sont des infiniment jietitsdu premier ordre. De telle sorte que les vitesses absolues »'*, acquises aux extrémités des trois arcs transportés et parcourus, donneront, en grandeur et eu direction, les composantes de la vitesse totale V'du mobile eu M', suivant les normales aux trois nouvelles surfaces conjuguées, qui passent au nouveau point M' de la trajectoire.
^ lAXXIl.
AIM'UCATION AU SYSTÙME .SfUEHlgl i;.
Appliquoiis l(>s fotniules (8) au système habituel des coordonnées sphériques, lesquelles sont : la longitude ip, la latitude o et le rayon que nous désignerons par y. Un a donc
P — 'h Pi = ?T
les trois «omposantes e, , de la vitesse totale V, sont
tt-di itx • tl’i
!• =; 7 cos 7 —, r, = 7 -J. (•,= -!;
tU ' <lt dt
svii i.Ks coonnoiNNÉES crBvn.ir.i*F.s, etc. Oi
tes rayons di- rourhure des surfaces conjuguées (§ XXXII), oui pour expressions
tangy
SubstiluaiU ces valeurs dans les soiuuies (8), en observant la règle' pre.scri te par la formule (y), d’où résülte que, dans la dérivée de v par rapport à t, le facteur y cos (p reste constant, et que, dans celle de e,, le facteur y est invariable, on écrit iminédiutenient
y— cos y
(O) , «' = V^+7(;* jcos,s.nl, + 2-_^ . •
, f/’y /rfitXi ( da\-
Telles sont, en elVei, les valeurs que l’on obtient, eu partant des fonnulcs <lc transformation
■r =: y cos y cos , = y cosy sin ij/, Z = y sin y,
«.■vaillant les trois dérivées si.'condes
d^ Il
lïF'
ou les compo-
santes. (le l’accéléiation totale, suivant les trois axes rectilignes; puis additionnant, successivement, trois fois les valeurs de ces dérivées, respectivement multipliées par les cosinus, exprimés en o et (f.-, des angles ((ue lait avec les axes, soit la tangente au petit cercle parallèle à l’équateur,
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{umr oljteilir U, soit la laiigonle au luéiiillLii pour R,, soit le iviyon pour Rj. Calcul assez long, et luême pénible, par suite du défaut eoniplet de symétrie. •
§ LX.WIII
llÈTKHUUÈNl'lTf: DES ti DANS CE SVSTE.ME.
l.orsfju’on compare entre elles les sommes (y), on ne trouve de semblable (|ue le nombre des termes, et la présence de la dérivée seconde d’une des coordonnées dans les premiers; (|uaut aux deux dernieis termes, ils ne juésentent plus ([ue des dill’érences ; deux doubles rectangles de dérivées dans la première, deux carrés de dérivées dans la (roisiènie, un carré et un double rectangle dans la seconde ; en outre, ces deux termes ont le signe -t- dans la deuxième, le signe — dans la troisième, des signes contraires dans la première; et ces deux genres de dillérences ue .SC correspondent pas. Tout semble concourir pour empêcbér la mémoire de retenir les formules (y), malgré leur (jeu d’étendue.
Klles proviennent cependant du groupe général (8), dont la symétrie est si rcmarijuable. C’est donc ce groupe même (ju’il faut retenir, comme restant le guide le plus sûr (JOui' toutes les apjjlications. 11 peut rétablir la symétrie, même dans le système sj>liéri(|uc; car, l’annulation' de troisdes six courbures, et lessignes des trois autres, explitjuent toutes les anomalies ijui viennent d’être signalées; sacliaut que les sommes (8) coutiennenf chacune, outre la dérivée restreinte d’une des trois vitesses composantes, deux termes aux carrés de ces vitesses, et deux aux doubles rectangles, ou reconnait, à leurs traces, ces ex]>ressions générales et .symétritjues, dans les sommes (y), en a|)parcnce si dissemblables.
Cet e\eni()le se joint à beaucoup d’autres, (>our faire reconnaiiro un princip<- nue voici : Lorsqu'une théorie ma-
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Tlu-inaliquc, ou une si mplt; recherche analytique, se sit;iiale par rahsenee de toute symétrie dans ses calculs et dans ses formules, il doit exister une théorie plus générale, une recherche plus étendue, où la symétrie sera au contraire trèscomplète ; et il importe de chercher cette dernière, pour guider, éclaircir, simplifier même l’interprétation des résultats obtenus par la première.
LXXXIV
MKTIIODIÎ DE œR101.IS.
Pour ([u’on puisse apprécier, à sa juste valeur, et par comparaison, le mode de décomposition du mouvement tl’un point matériel, (]ui conduit à rétablissement direct des sommes (8), rappelons celui que Coriolis a inauguré dans sa théorie des mouvements relatifs, et dont le principe, ainsi que les applications, se résument paries propositions suivantes.
Lenune. Soient M le lieu occupé par un point matériel, sur sa trajectoire, à l’époque t \ M' celui qu’il octaipc h l’époque t -h c/t ; V la vitesse en M j f l'accélération totale, ou le quotient par dt de l.i‘ vitesse qu’il faudrait composer
Fig. 3.
avec V pour obtenir la vitesse V' en .M'. Si l’on porte sur la tangente en M une longueur AlxV égale .à V dt, la ligne iVM' (tjue Duhamel appelle si lumineusement dé^’intinn)^ donne la direction de l’accélération totale; et sa grandeur est égale à la moitié du produit de / par le carré du temps dl^
ou à j — <; •-■st-ù-dirc au clicmiit parconi'u |*ar uu poinl,
jH'iiclanl le loDips th, avec une vilessc iiiilialc nulle, cl une ac< éléi acion qoustaiite j. Mi\ .M' est le triangle indicateur lie rélémeni Mi\J' de la trajectoire, M.\ ou V r/r son côté
tangent, ]NM' ou /— sou côté ilêmant -, le premier est un
iiifiiiimem petit du premier ordre, avec dt \ le second un inliiiiment pelitdu second ordre, av»-c r/t*.
Problème. A une épotpie t, un point .M obéit à deux mou\cmeuls simultanés: l’iin, dit mouvement relatij ,
Fin-.i-
dont ;M .>4 est rélénient ; raulrc, dit mouvement d’entrainement, lecjuel se compose d'une translation suivant une traji-ctoirc dont Md/, est le premier élément, et d’une rotalion autour d un axe dont la direction est AM\. Un coiinait le triangle indicateur MA, d/, du mouvement relatif, celui MA, d/, de la trajectoire d’entrainement, la vitesse angulaire o) de la rotaiiou autour de \MX. il s’agit de détermiiu-r le 'triangle indicateur MA„d/„ du premier élément de la trajectoire absolue.
La vitesse absidue \ „ étant la lésullante de la vitesse lelalive et de la \ itesse d’entrainement V,, le coté tangent \l\„.ou \ „tlf, SOI a la diagonale du parallélogramme con-
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slriiil sur les deux rùlés laiigrnîs, iM-N^ <»• \ ou
Traiisjiorfanl ru d/',, cl [larallèlemeul à lui-
niùtne, le triangle iudiralr.ur du mouvement relatif; parallèle à aura la même grandeur S'^ âl'r ,
tU-
pai allèle à Nril/,., aura la même grandeur /,
Le jK)int M', apparliendrait à la Irajectoir»; aI)Solue, si le mouvement d’entraînement n’étaii qu’une Iraiislation ; rar, si l'on suppose que les deux mouvements soient sue- . cessifs, au lieu d’être simultanés, le mobile M sera d’abord entraîné en J/,, [mis s’élèrera en M'r- Quand la rotation existe, elle ])eut être considérée comme succédant à ees deux premiers mouvements, en ameuaut le mobile de d/’,. en d/„. ‘ •
Le chemin 31',. 3J„ est égal à multiplié par la distatice de 31',. à l’axe de rotation transporté \'3f,\\ ou par la projeetion du triangle indicateur 31, ^,.3/'^ sur une [lerpendiculairc à cet axr'. l.c côté déviant ^',31', ou
7r — étant iniinimcnt petit [>ar rapport au côte taugent
dLN , ou ^ r fit 1 cette [irojeclion se réduira à celle du dernier côté. Si donc on représente, pour simplifier, par AV la projection de la vitesse relative sur uiu; perpendiculaire à l’axe de fotation, le chemin d/r^l/aaura pour grandeur 'lUlt.W ,/lti
Le côté déviant nu /„ —•? sera donc le quatrième
côté du quadrilatère .A'. Ce (jue l’ont-xprime, en disant (|uc le chemin est le résultant des trois
chemins jN„iN’r, iV, d/l., 3I',3I„’ ou, en écrivant, d’après les valeurs de ces chemins.
Ut‘
•es.
ih-
r<ir\
Digilized by Googlc
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I) où I on coticlul, ou nuiitipliiinl le.s cjuatie côtes du «|uadn’Ialèrc par le niùine laclcur ce qui u’eii chauge pas * la forme esseiuiclle
; i o) y„ = res. (y,, yV, 2 wW,) ;
l ésultat (jue l’on énonce en disaut que raccéléraiion absolue est la résultante, de l’accélération d’eniraiüement, de 1 accélération relative, et d'une troisièijie accélération, (jui est égale au double du produit de la vitesse angulaire o), j»ar la projection AN,, de la vitesse relative V, sur une perpendiculaire à l’axe de rotation.
LX\XV
MOI'ViaiENT aRCUI.MUK VARIÉ.
La l'ormule (lo) conduit .à l’évaluation directe des somnii-s K,, pour les systèmes cylindriques et coniques des c(H)rdonnées polaires [ilanes et sphériques. Partant de la l'ormule fondamentale
dont nous avons déjà supposé la connaissance, on l'ap-, pli<pie, d'abord, à un mouvement circulaire varié; alors, ® étant l’angle que le rayon y, de grandeur constante, (|ui joint
lecentn- au mobile, fait avec un diamètre lixe, on a V = y^» et 1 accélération totale est
- § LXXXVl.
l.liS R, I.ORS DES aM)RDON.\KE.S 1>UI.MRI>.
Lor.s<ju’il s’agit d’une trajectoire plane rap]>ortée aux coordonnées jK)laircs o. et y actuellement variable, on dé-
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compose le mouTcmenl eu deux aiilfes : en un inouvemeiil relatif linéaire suivant le rayon y, et en un mouvement circulaire varié, (|uc l’on prend pour mouvement d’entraineniont. Alors, dans la formule (lo), il faudra prendre
Jr —
rf'V
dr'
(lal
y/=rés.[4r^-,(5)’].
a mW,
! — T, ‘Il'll-
dt dt
car, ici, la vitesse angulaire o) est la vitesse relative est
et, l’axe de rotation étant perpendiculaire au plan"de
la trajectoire, la projection W, de V, lui est égale.
Soient, maintenant, F et 0, les projections de l’accélération totale, sur le rayon y et sur sa perpendiculaire. Dans le groupe (la), /, appartiendra à F, ainsi qiu- la com-
jwsante normale de jf, prise négativement. La composante langenticlle de appartiendra à <l>, ainsi que l’accélération 2 wW„ prise positivement, comme l'indique la Jî^. 5. On aura donc
dr ' \ dt I •
dr
^.KÇO^>
iü8
«i lAXXVll.
I.I-S II, I.ORS Dl'ÿ ('.0<)m)()NNÈF.S SPIll'lBIQUFS
Lorsqu'il s’.'igit du mouveineiil d'un point rapporté aux onordomiéi'S spliériqiu's habituelles, ou décompose ce momrmeiit,eu un mouvement relatif qui s’exécute dans le plan méridien, et en un mouvement eireulaire varié autour de l'axe polaire. Alors, y étant le rayon, çp la latituile, et ^ la lonj^itude ; l'aecélération relative sera celle tlu moiivcmi'iit d’un point sur un plan, rapporté à des eoordonnées polaires (t3); d’oi'i
(i4) yV=.Tt's.
tia fiy
fie fie
L’accélération d’entrainement /, sera celle tl’un mouvement eiretilaire varié, d’angle i et de rayon y eos^ ( i i ) ; .
d’où
J, = ns.
Pour la troisième accélération u wAV , , o) est égal à U ,
est égal à la |)rojcction, sur la perpendiimlaire à l’axe j)0laire. de la vitesse relative \ laquelle a deux composantes, l'une 4-- suivant le rayon, l’autre V suivant la tan-
<lt • ' t/t
gente au méridien -, sera donc égal à la somme des projet lions de ces deux composantes, .sur le rayon du petit' cercle |)arallèlc à l'équateur; ce i|ul tjoiinc
t/!i rfy
a 01 W, = 7. ~ — Cl >s B . rft ih
flirta .
rit
— sm Brit
“ Soient, maintenant, T, <b, 4'', les projections de l'aceélération totale, sur le rayon, sur la tangente au méridien.
st.u LES f.o(>ni( 0 >>M-;i;s CLIlVll.lr.^ES, eu; ijy
et sur la perpcudiculairn à son plan. La preinière cuniposanie de yV (i4) apparli<'ndra à F, la seconde à d>. La première, composante dey, (i5) appartiendra à 'F ; la seconde, tfui est dirigée suivant le rayon ilu parallèle, et sers son centre, donnera deux coniposantes, rime suivant le rayon et égale à
pour F, l’autre suivant la tangente au méridien ol i-gale à
cos y Sin y
poui-d>. F.nfin l’aecélération (c6) appartient à 'F, avec ses signes. Réunissant les deux parties de eliaque saniine. on a
(<iyy . /rf>v ,
' f/’y flofhj I
,fb f/y
c’est-à-dire les .sommes (11,, R, , R) (;>), déduites du gronpigénéral ( 8 ). . .
§ FXXXVlll.
COMPARAISON ni:s DKUX MÉTHODES.
Les deux méthodes, successivement exposées, et rpii conduiscTit direelcment aux composantes (<)) ou ( 17 ) de l’accélération totale, 'dans le système sphérique, ont la nième clarté, et la même simplicité. Au fond, les deux modes de décomposition du mouvement rentrent ruu dans l’autre : il s'agit, de part et d'autre, de mouvements composants qui s’opèrent sur des trajectoires, entraiiiécs, et
iGo Lrço>s
touriiaiil autour «le «■rtaiiis axes. Seulement, la iit'-cessité d’adjoindre CCS rotations est plus nettement établie par la première méthode, (jiii, sous ce point de vue, éclam it la seeonile.
Mais, s’il s’agissait d'évaluer les soiiitnes R,- pour un système orlliogoual, autre et plus complet que le système spliéri([ue, les formules (8) les donneraient immédiatement; tandis que la seconde méthode exigerait une nouvelle recherche, à la suite de celles des LXXXV, LXXXM et LXXXVII, un nouvel échelon dans cette ascension graduelle, qui constitue son caractère principal.
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ÉQUATIONS DU MOUVEMENT; SECONDE EORME
Les équations du mouvement d’un point rapporté aux coordonnées curvilignes conduisent à diverses conséquences qui méritent d’être signalées, et qui feront l’objet de la leçon actuelle, que nous commencerons en prolongeant la série des numéros d’ordre, donnés aux formules peu nombreuses de la dernière séance.
Les sommes R„ ou les composantes de l’accélération totale, données primitivement par le groupe (6), peuvent s’écrire encore plus simplement qu’au groupe (8). Si l’on ajoute à la somme R, et qu’on en retranche l’expression
— I elle pourr.1 se mettre sous la forme
1 , rfArfp, d/tdp,\-1
\ h} dt' h^dt \dfdt df,dt j J’
en faisant passer, sous la parcnlhcsc, les trois lerracs né
galil's et réunis
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dans lesquels on substitue ensuite
, I rfp, aux <>, les -^-—1 A, (U
\ , A i tlli ,
aux — les — — —
r, A rfp,
Or la parenthèse, ainsi composée, n’est autre que la dérivée totale de ou de v» c’est-à-dire la dérivée prise,
en faisant varier le temps, non-seulement dans p, mais aussi dans p, et dans p,. Ce qui donne à B, et à scs deux homologues, la nouvelle forme
sans la parenthèse restrictive pour la différentiation.
Ces formules (19) sont certainement beaucoup plus faciles à retenir que celles (6) et (8). Elles donnent en outre un moyen, tout aussi rapide, de former les sommes R,, pour un système orthogonal dont on connaît les paramètres différentiels A,, et par suite les courbures des surfaces, ainsi que les courbures par.amétriques. Mais leur interprétation cinématique reste en suspens. Car on ne pourrait définir un mode de décomposition du mouvement général,
Sun LES COORDOnHÉES CURVILIGNES, ETC. l 63 qui les établirait directement, à l’aide des triangles indicateurs, et des accélérations composées.
Toutefois, on peut remarquer que, dansées sommes (19) de quatre termes seulement, les trois derniers termes de chacune, ou les neuf quantités
sont les composantes de trois accélérations -î-» dirigées vers
les centres Q, des courbures résultantes (§ XXXVI). Car,
l’accélération — faisant, avec les trois normales, les angles aux cosinus —1 donnera les composantes, à R,
- à R,, - à R. ; et ainsi des deux autres.
Cl r, '
Il ne resterait donc plus qu’à interpréter les premiers termes, ou à trouver ce que signifie la quantité
qui
n’est, ni l’accélération tangcntielle ^
fit
ni la' dérivée
totale ~ C’est cependant une certaine accélération du
mouvement projeté sur ds,. En attendant que sa signification soit trouvée, donnons-lui encore l’épithète de paramétrique, pour indiquer qu’elle dépend du choix du paramètre p„ comme la courbure Ajoutons que, pourrob-
si
tenir, il faut prendre la dérivée totale, par rapport au temps, du quotient de la vitesse composante e,, par le paraît.
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mètre difTércnlicI A,, dérivée que l'un multiplie ensuite par ce même paramètre difl'ércnticl.
Nous pourrons dire alors, que chaque composante R, de l’accélération totale, est égale à la somme des projections , sur sa direction, des trois accélérations''— •, plus
r accélération paramétrique du mouvement projeté sur l'arc dSi. On chercherait vainement un énonciT ayant la même généralité et la même concision, pour une des somnàes (8), avec sa dérivée restreinte, et ses deux accélérations composées. Ou peut en juger par l’extension qu’une seule accélération composée donne à l’énoncé de la formule fondamentale (lo).
TROISIEME FORME DE CES ÉQUATIONS
Ainsi, la forme (8) donnée aux équations (6), conduit à leur interprétation géométrique, et la forme (19) les présente avec une simplicité et une symétrie telles, que leur énoncé devient facile. Mais il faut avoir recours à une troisième forme, quand on se propose d’étudier analytitpiement les lois du mouvement.
r.a somme R (6) peut encore s'écrire ainsi
(ao)
r I rf’p I rfp I dh rfp dh dp, d/l dp, \ ~\ '
[_/j dt' h' dt \dp dt dp, dt dp, dt ) J
en réunissant, sous la parenthèse, le premier terme négatif aux moitiés des deux derniers, et transformant ces termes comme dans l’équation (18). Or, ici, la parenthèse est la
dérivée totale, par rapport à /, dc^^, ou de la vitesse
composante e, sans dénominateur. Ce qui donne à R et à
bun LES COOnOONNÉKS CURVILICMES, ETC.
ses homologues la troisième forme
ÉQUATION DES FORCES VIVES
Daus les valeurs (a) des t';, ou peut remplacer les rapports par les dSi ; d'où résultera
I vdt = ds, v^dt = ds„ p,dt = ds„
Or, si l’on ajoute les trois équations (ai), respectivement multipliées par celles (aa), membre à membre, et dans le même ordre, on obtient définitivement pour résultat
( a3 ) odv ■+■ V, dv, -t- V, dp, = R rfj -f- R, rft, -f- R, rfi i ;
car on reconnaît facilement la disparition de tous les termes aux courbures, additionnées avec le nouveau facteur, V dans la première (ai) , v, dans la seconde, t', dans la troisième.
Le premier membre de l'éipation (a3) est la moitié de l’accroissement du carré de la vitesse totale V, Au second membre, les R,- sont les projections, sur les trois normales, de l’accélération totale, ou du rapport de la force F à la masse p du mobile; les .ds; sont les projections, surfes mêmes normales, de l'élément de la trajectoire. On peut
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donc meure l'équation (aii) sous la i'oi inc
{7.3 bis) = F rfc cos(F, rfff)
de l'équation dite des forces vives, qui, exprimant une propriété inhérente au mouvement d’un point, ne doit conserver aucune trace du système particulier de coordonnées, dont on s’est servi pour l’établir. Exigence identique avec celle qui nous a fait représenter, par des symboles indépendants, les éléments caractéristiques d’une fonclion-depoint, ou ses paramètres différentiels.
XCII
TOTENTIEL ET FOIir.ES I) ATTKAtn'ION.
Pour donuer un exemple de l’emploi dis équations du mouvement d’un point rapporté à des coordonnées curvilignes, supposons que le paramètre p soit un potentiel, et que l’on connaisse les deux familles de surfaces, aux paramètres p, et pi, conjuguées à celle des surfaces de niveau, et qui complètent un système orthogonal. Supposons, en outre, que la force, rapportée à Tunité de masse, et qui agit sur le mobile, ne soit autre que la résultante des attractions ; ou, ce qui est la même chose, que cette force soit, en tout point de la trajectoire, perpendiculaire à la surface P qui passe en ce point, et égale à la valeur correspondante du paramètredi fférentiel du premier ordre h (§ XVIII) . Alors, les composantes R, ont les valeurs
Le second membre de l’équation (a3) se réduit au seul terme tids, ou tjp\ on a donc
( 25 ) odi’ V| f/v, - 4 - 1 >, (iv, = d f.
On peut regarder les vitesses composantes v, comme étant des fonctions des coordotinées, ne dépendant du temps /
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qu’implicitemcul, par les p,. Les dérivées premières de ces fuiictions sont régies par le groupe suivant :
d» di>, dv,
dv dvi dvi
_ -J- t», _ 4. P, _ O, “pi “pi “pi
dv dvf dvi
“fj “Pa «Pi
(kVluit de l’équation ( 25 ).
La dérivée de v, par rapport au temps, se développe ainsi
, . dv dv dv . dv ,
quand 011 remplace les par les A, ( 3). Substituant dans
la première (ai) • ^ cette valeur (27); a° aux cour-
bures leurs valeurs (24), § XXX; 3 “ à R le produit de h (24) par le premier membre de la première (a 6 ), lequel
est égal à l’unité; edaçant le terme ^ qui se trouve
dans les deux membres ; enfin, mettant t/, et t>, en facteurs communs, il vient
l , dv h dh, fl, dh , dv,\
y‘'di,-^r,Tp'’'-Td^,''-%)
( dv, h, dh h dh, , dv\
= ^’Vd.-^hTo,''-fr,Tr^-'‘'df,)'
mettant encore en fadeurs, hfi, au premier membre, hh, au second, cl changeant l’ordre des termes, on a
, , / \ dv 1 dh i dv, I dh, \
\ /) rfp, /i’ rfp, h, df h\ dp j
. ■' ‘ dp h\ dp ’ 7» dp, ^ h} dp, ' /'
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Or, on voit facilement que cette équation se réduit aux deux premiers membres de l’égalité multiple
rfp, dp _ dp dp, dp, dp, h,v, ~ hv
Et quand on opère de la même manière sur la seconde (21) (ou sur la troisième), en remplaçant R, (ou R,) par h, (ou ht), multiplié par le premier membre de la seconde (26) (ou de la troisième), lequel est nul, l’équation ainsi transformée exprime que le troisième membre ( 26) est égal au premier (ou au second).
Ainsi, le mouvement du point attiré est totalement représenté par le groupe (28), joint à l'équation (a5), dont les (26) ne sont que des conséquences. Ou bien, représentant par h la valeur commune des trois fractions (28), et intégrant l’équation (25), on aura
: khv.
dp, dp,
-7; -Tp,
= kh,v„
dp, dp \ •
\ e’-4- -f- l'J =p -H const.,
équations finales, d'une symétrie et d’une simplicité remarquables. On voit, par cet exemple, que l’introduction des coordonnées curvilignes, dans les questions de mécanique, ne compliquerait pas nécessairement leurs formules, et qu elle pourrait leur donner la symétrie qui souvent leur manque. .
Digilized by Goc^le
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TRAVAIL DE L’.ATTR ACTION
Laissant en suspens l'interprétation et l’usage du groupe (a8), bornons-nous à l'équation (a5), que l’on peut démontrer directement, ainsi qu’il suit.
Soient MM' l’élément de la trajectoire décrite, M appartenant à- la surface p, M' à la surface p-f-rfp; V la
vitesse du mobile; MIN = ds = l’épaisseur en M de la rouelle comprise entre les deux surfaces; MJ = A, l’accé-
quadrilatère RM'TJ est ihscriptiblc dans un cercle; on a donc successivement
ou enfui, l’équation (a5).
Intégrant la dernière équation du groupe précédent, et introduisant la masse p du point matériel, on a
uV’
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(Vo étaiil la vitesse initiale du mobile, et le paramètre de la surface initiale de niveau). C’est-.à-dire que l’accroissement de la puissance vive est égal à la masse attirée, multipliée par raccroissemenl du jKJtenlicl. De Là résulte qu’en ])rcnant la masse p égale à l’unité, le potentiel, ou le paramètre des surfaces de niveau, donne, par son accroissement, le travail de V attraction. Propriété qui justifîe l’expression de potentiel.
Comme ses composantes e,, la vitesse V peut être une fonction des coordonnées, et ne pas contenir le temps êxpli-
Or, puisque A, P = O, l’équation (3o) donne
C’est-à-dire que la puissance vive , exprimée comme il vient d’ètre dit, obéit à la même loi que la température , dans un solide à l'état permanent. Résultat tpii s’accorde singulièrement avec les nouvelles idées sur la puissance dynamique de la chaleur.
En résumé, dans la théorie de l’attraction, si la force, rapportée à l’unité de masse, est je paramètre dilTércntiel du premier ordre du potentiel, d’un autre côté, le potentiel , ou le paramètre des surfaces de niveau, exprime le travail de la force, quand elle agit sur un point matériel. Or, s'il existe dos surfaces orthogonales, conjuguées à celles de niveau, leurs paramètres p, et p, n’expriment-ils pas d’autres propriétés caractéristi(|ues du mouvement? A cette question, le cas particulier que nous allons traiter, parait réjiondre allirmativemcnt.
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XCIV
CAS DU l’OTKNTIEI. CYLLNDRIQUE.
Des droites matérielles, parallèles et indéfinies, exercent, sur un point mobile, des attractions variant en raison inverse de la simple distance à chaque droite. Le point se meut dans un plan perpendiculaire aux droites attractives, pris pour celui de xy. La composante parallèle aux X de l'attraction exercée, à la distance
r=\j(x — ay-h(jr — by,
sur le point aux coordonnées (x, j") et de masse fx, par la droite {x = a, y ■= b), avec l’intensité m, sera
ou
d . m log -
c étant une ligne constante.
. Le signe § désignant, ici, une somme de termes dont le nombre est égal à celui des droites attractives, soit posé
la constante c, et les (x, y) ayant les liièmes valeurs dans tous les termes; tandis que «i, et les (n, b) changent d’un terme à un autre. La résiülante de toutes les attractions, laquelle est dirigée dans le plan des xy, aura pour composantes, parallèles aux x et aux y.
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La l'oncllon p (i) ilc (x, jr) peut être appelée le potentiel cylindrique.
§ xcv.
SON SYSTÈME ORTHOGONAL.
L’équalioii (i) représente une famille de surfaces cylindriques, dont P est le paramètre. Si l’on compose la nouvelle somme ,
S m arc tang-^ = p„
on aura une seconde famille de cylindres au paramètre p,. Ces deux familles de surfaces se coupent urtiiogonalement. Ehi cUct, voit facilement quo
qui est égal à la dérivée aussi à ^
qui est égal à la dérivée j
dire que l'on a
1 J l’est
dpi
dr ~
dx
Or ces deux relations (3) donnent d'abord
^ ■ dx d.r dr dy ’
ri, étant mils, cette équation (4) exprime que les
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plans tangents aux cylindres p et p,, menés par une môme génératrice, font un angle dièdre droit.
Les mômes relations (3) donnent ensuite
ou bien /t, = h. C’est-à-dire que les paramètres ililTéreiiticls du premier ordre, des surfaces p, cl p, sont égaux en chaque point. Ainsi, ris et dsi étant les éléments noriiiaux aux surfaces p et p,, on aura
Enfin les relations (3) conduisent, par dillémilialion, aux équations
ou bien ( Atp = O, A,p, =o), puisque les dérivées en z n’existent pas. C’est-à-dire que les paramètres dilVérentiels du second ordre, des fonctions p et p,, sont niils dans tout l’pspace. Les deux familles de cylindres p et p, sont donc isothermes.
XCVI
MOÜVEMKNT QU'U. PRODUIT.
Les valeurs des deux composantes de la résultante F des attractions, font voir aisément que cette force F est normale aux surfaces de niveau, dont le potentiel cylindriijuc p est le paramètre, ef qu'elle a pour valeur
F = ftA.
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D’où résulte que le paramètre dilTércnliel du premier ordre, de la fonetiOH p, donne précisément l’accélération totale, lorsque le mobile passe au point considéré. Cela posé, on trouve directement les équations du mouvement du point attiré de la manière suivante.
Soient : MM' = </(T l’élément de (a trajectoire décrite,
le point M appartenant aux cylindres petp,, le point M' aux cylindres (p-\-dp) et (p, -H</pi); V = vitesse
du mobile; MN = ds — ’—i l’épaisseur .de la couebe comprise entre les cylindres p et (p -f- dp) ; ^M' = »
cellede la couche comprise entre lescylindres p, et(p,-t-</p,);
dV
MJ = A, l’accélération totale; MT = -^5 sa composante
tangentielle; JT = sa composante normale; R étant le
rayon de courbure de la trajectoire a.
Les deux triangles rectangles IN MM', TMJ , sont semblables. On a donc
MN _ NM' _ mF
Srr ~ Ix" ~ ItT
ou bien, en substituant à toutes ces lignes leurs valeurs
SUR I.ES COOHDOHNÉKS CURV ll.ICNFS , ETC.
u.-isigné<!»
[■ dp, '
) (Ig
\dl J
d’où l’on conclut, par la disparition du dénominateur commun h,
(5) do = — — rfff =: Vi/V = f/.— ,
* ut 2
et aussi, dd étant l’anf;le de contingence de la trajectoire,
(6) dp, ï= — do = V’ dO.
Telles sont les équations qui régissent le mouvement du point matériel, exécuté dans un plan perpendiculaire aux droites attractives, et que l’on déduirait analytiquement, en appliquant, au cas actuel, les formules générales du
§ xc.
TRAVAIL DUS COMPOSANTKS NORMALES
La relation (5) fait voir, comme au ^ XCIII, que le potentiel cylindrique p donne, par sou accrois.sement, le travail de ^attraction, ou, plus exactement, celui de la composante tangentielle. La relation ( 6 ), qui donne
( 7 ) • p,= = j'w’dS,
n’indique-t*elle pas que le paramètre p,, des cylindres perpendiculaires à ceux de niveau, donne, par son accroissement, un autre genre de travail, celui de la composante normale? La valeur de ce nouveau travail serait très-simplement définie par l’une ou par l’autre des deux intégrales ( 7 ).
LCÇOMS
§ XCVIIl.
NOUVELLES DÉFINITIONS
Cette demande, si naturellement amenée, mérite quelques réflexions. L’idée du travail des forces, créée ou rajeunie par Coriolis, et t|ui domine aujourd’hui presque exclusivement dans l’enseignement de la Mécanique, n’aurait pas atteint ccltchaule position, si elle ne recélait pas une idée mère, vraie et naturelle. Mais, pour tjue son règne soit durable, il faut déduire de l’idée mère toutes ses conséquences, et l'appliquer également sur toutes les parties de la science. Or, comme on va le voir, elle conduit d’abord h une définition de la masse, de beaucoup préférable à celle que l’on donne habituellement, et signale ensuite un nouveau genre de travail que l’on ne définit pas.
L’idée de travail est inséparable de celle d’une résistance vaincue. Lorsqu’une force fait décrire une trajectoire curviligne à un point matériel, son travail consiste à vaincre la résistance que ce point oppose aux modifications de son mouvement. C'est cette résistance qu’on appelle force d’inertie.
La composante tangentielle de la force, ou fx— , surmonte la résistance qm* le point oppose à l’accroissement de
sa vitesse. La composante normale de la force, ou fx-^i
surmonte la résistance que le point oppose au changement de direction de sou mouvement.
D’après cela, la force d’inertie a une composante tangen-
tiellc égale
dirigée en sens contraire de la vitesse.
et une composante normale égale à a —, dirigée du côté op-
po.sé au centre de courbure. On doit donc dire, avec Du-
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liamel, que la force centrifuge est la composante normale de la force d'inertie.
Dans le cas du mouvement rectiligne varié, la force d’inertie I se réduit A
(/ représentant, comme au § LXXXIV, l’accélération totale). D’où résulte que p, ou la masse, est la puissance ou le coejjicient de la résistance du point matériel. Définition qui a de l’analogie avec celle du coefficient d’élasticité.
Dans le cas du mouvement curviligne, la force totale surmonte deux résistances partielles, ou exécute deux travaux diflerents, l’un par sa composante tangentielle, l’antre par sa composante normale. Pourquoi ne définit-on que le premier et pas le second ? 11 y a là une véritable lacune, quelque chose d’incomplet, que la théorie du potentiel cylindrique signale bien clairement.
Lorsqu’on y réfléchit, on reconnaît qu’en introduisant dans la Dynamique le travail des composantes normales, on obtiendrait une ou plusieurs équations qui, jointes à celle des forces vives ou du travail des composantes tangentiellcs, comprendraient toutes les lois du mouvement. Ce (jui établirait une liaison générale entre toutes les parties du nouvel enseignement. Alors, le travail par rotation, si fréquemment employé dans la théorie des machines, ne serait plus qu’un ras particulier de la définition générale et complète du travail. Tandis qu’il reste tout à fait en dehors de la définition restreinte adoptée, puisque, comme première conséquence de celte dernière, le travail d’une force est nul, quand elle sollicite un mobile perpendiculairement à la direction de son mouvement. Corollaire qui est exact, quand la composante tangentielle garde, pour elle seule, le mot de travail; mais, qui devient absurde en ])résencc de
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Vidée du travail réellemeni exécuté par cliacune des deux composantes, normale et tangentielle.
Les paramètres actuels p et p, sont réellement deux potentiels distinets et conjugués : car ils donnent, l’un le travail de la composante tangentielle, l’autre celui de la composante normale, et l’identité de leurs rôles entraîne celle de leurs dénominations. On reproduit en quelque sorte leurs expressions earactéristi(jues'(i) et (a), en appelant p \c potentiel cylindrique linéaire , et p, \c potentiel cylindrique angulaire.
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I.F.ÜRS PARAMÈTRES THERMOMÉTRIOEES
D’après le § XCV les deux familles de rylindres représentées par les équ.qtions
( P' = S arc tang-^^ = p,
■sont orthogonales; leurs paramètres difTérenliels du premier ordre sont égaux (/», = A) ; ceux du second ordre sont nuis (Aj« = o, A,^ = o). Et, si l’on ajoute la famille de plans parallèles, définie parles équations
on complète un système cylindrique, triplement isotherme, sur lequel on peut résoudre, intégralement, une des questions de la théorie analytique de la chaleur, sans qu’il soit nécessaire de particulariser les potentiels (i), de limiter le nombre de leurs termes, ni d’assigner leurs constantes.
LEÇ0W
PHOBLKMK r)E I.EUltS TEMPÉRATlIltES STATIONNAIRES.
Un corps solide liomogênc esi liniiié latéralement, |>ar deux cylindres de la première famille (i), aux paramètres a', x", et par deux cylindres de la seconde famille, aux paramètres j5', (j"; il s’étend indéGniment dans le sens des s. Cliaquc génératrice de la surface latérale est entretenue, sur toute sa longueur, à une température Gxe et donnée, qui diflère d’une génératrice à une autre. Le solide est en é(|uilibre de chaleur, il s’agit de trouver la loi intégrale qui régit les températures stationnaires V, des points intérieurs.
Il est évident que V doit être indépendant de z, ou ne varier qu’avec a et j3. Or, une fouction-de-point V étant exprimée à l’aide des trois coordonnées tlicrmométriques («, [3, z), son paramètre diflérenliel du second ordre a la forme
(§XXII); l’équation générale A,V = o, se réduit donc, dans le cas actuel, à
da ’ ’ *
puisque la dérivée seconde en z est nulle partout.
Il s’agit de déterminer une fonction V de (a, j3) vériGaiit l’équation (a), qui se réduise successivement à deux fonctions données de |3, quand « = a', quand « = a", et à deux fonctions aussi données de a, quand (3 = (5', <{uand (3 = 3"; de telle sorte que les quatre équations à la sur-
face
jv^, =B'(«),
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soient satisfaites. (Les accents des indiquent ici
des fonctions ditlérentcs, et non des dérivées.) Dans les fonctions (3 ne varie qu’entre j3' et j3"; dans les fonctions Bl-' ), oc ne varie qu’entre «' et oc".
Le problème d'analyse qui vient d’étre énoncé, se résout ainsi qu’il suit. Ou prend d’abord pour la fonction V une série de la forme
V = §MFF,;
chaque terme vérifiant séparément l’équation ( 2 ), et étant le produit de trois facteurs, savoir : d’une constante indéterminée M, d’une fonction F de a seul, d’une fonction F’, de ^ seul. On imagine ensuite que la série totale V soit décomposée en quatre séries partielles, t liacune d’elles se réduisant à zéro sur trois des faces latérales, et reproduisant la fonction A^'t) ou B‘'>, correspondante à la quatrième de ces faces. 11 suffit alors de savoir comment doit se composer une quelconque de ces séries partielles, pour que l’on puisse en conclure les trois autres, et par suite la série totale.
SOLUTION PARTIELLE
Celle des séries partielles qui doit reproduire la fonction A'((j), résoudrait à elle seule le problème proposé, si les équations à la surface étaient particulièrement
jV,. = A'(P), V^. = o.
jv^,=o, V^.= o,
Or, si l’on convient de représenter par les symboles F,(«), £(f), les cosinus et sinus liyperbolic|ues de la variable e; c’est-à-dire, si l’on pose
LECÜ>S
on reconnait sans peine que la série pariîelle dont il s'agit, doit être de la forme
sinl«(p - fl')],
où n romplace, pour simplifier, la fraction
# JT
I étant un nombre entier quelconque, qui diflére d’un terme à un autre.
En efl’et, d'après les propriétés connues des fonctions C et sinus, chaque terme simple de (6) vérifie ré(|uation ( 2 ), et s’annule, pour j3 = f5' par sin 0 = 0 , pour (3 = (3" par sin i~ = O, pour a = a" par C(o) — o. Ainsi, la série (6) vérifie l’équation linéaire aux diflérences partielles (a), et satisfait aux trois dernières équations à la surface (4). Pour qu’elle satisfasse à la première, ou qu'elle reproduise la fonction A' (|3) lorsque a z= a', il faut que l'on ait identiquement
i = oc
quand |3 varie entre les deux limites infranchissables |3' et (3". Il ne s’agit plus alors que de déterminer la valeur que le facteur constant M doit avoir dans chaque terme du premier membre (8). A cet effet, on fait usage du théorème suivant.
Si i, i', sont des nombres entiers différents, et n, n', les deux fractions correspondantes, on a identiquement
(p) r sin /J (P — p').sinn'(P — fi')dpz=o:
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car, l’intégrale indéiinie de l’élément diiréreuticl du premier membre, laquelle est
(lo)
sin(fi'— «)(p— P') sin(/i'-f-/i)(p — P')
se réduit à zéro, à la limite (3 = ^', par sin o = o, et à la limite |3 = j3" par sin (/' rp i) tt = o. En outre, si n' = n, la seconde fraction (lo) s’annule encore aux deux limites, mais la première fraction, qui se requit à ^ (j3 — (3'}, ne s'annule qu’à la première limite, et devient j (P" — (3') à la seconde; ce qui donne, au lieu de ( 9 ), l’intégrale déünie
(|>) jr\io>„(p-p')rfp = lI:^.
Maintenant, le coefficient M du terme de la série ( 8 ) qui correspond à l’entier j, s’obtient, en multipliant l’identité ( 8 ) par le facteur sinn (j3 — (3'j ei^, et intégrant les deux membres, depuis (3 = |5', jusqu’à (3 = j3". Car, cette dernière opération fait disparaitre tous les autres termes, d’après le théorème { 9 ); et l’on a définitivement
sinn(p —
à l’aide de la valeur ( 11 ). On pourrait vérifier, par les méthodes exposées dans le cours A' Algèbre supérieure, ou par celles que l'on doit à M. Dirichlet, qu’avec la valeur générale (ta) du eocilicient M, la série périodique, qui compose le premier membre de l’équation ( 8 ), reproduit exactement les valeurs données au second, entre les limites (3' et (3" de la variable (3. D’où résulte, qu’avec cette même valeur (la), la série ( 6 ) donne la solution du problème proposé, quand les éijuations à la surface sont celles du groupe ( 4 )-
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SOLUTION COMPLÈTE
Il est facile de former la série totale V, qui résout le même problème dans le cas, plus complet, du groupe (3). Si, m représentant la nouvelle fraction
on désigne les quatre valeurs générales, du coellieicni M, parles lcltrcsX('t>, ou, si l’on pose
A(/)(P)sin^ (p-p')rfp=.U/),
f — r f BOJ(a)sinm(a — a') rfa = ilbO ),
a Ja'
l’accent {/) étant successivement (') et (") , la valeur générale de la fonction V cherchée, est
Zl C\n{a"-oi')] 'P P '
On constate aisément que cette série totale (i5) satisfait à toutes les conditions imposées ; cha(|ue terme vérifiant séparément l’équation aux différences partielles (a), qui est linéaire, la somme de tous les termes vérifie la même équation, quels que soient d'ailleurs les facteurs constants qui multiplient ces termes. En outre, les quatre équations à la surface (3) sont reproduites : car s’il s’agit, par exemple, de la dernière de ces équations, lorsqu’on fait,
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dans (i 5) (3 = fi", tous les icrines de la premièri; ligne s'annulent par sin/7r = i); h la seconde ligne, les termes aux intégrales al'./ disparaissent par ii(o) = o, et dans ceux aux intégrales ii!,”, qui restent seuls, la fonction ^ de chaque numérateur devient égale au dénominateur correspondant; on a donc définitivement, en réduisant,
CAS DES TEMPÉRATURES CONSTANTES
Considérons le cas particulier où chacune des quatre faces latérales est entretenue à une même température fixe dans toute son étendue, mais différente d’une face à une autre. Les AO), BO), sont alors des constantes, et sortent en dehors du signe d'intégration dans les formules (•4); or on trouve directement
I sin/i(6 — B') = -(i — cos<7t) ;
intégrale définie qui est nulle quand l’entier test pair, ou égal à a / ; et qui se réduit à
quand i est impair, ou égal à aA:-t- i. Ainsi les ..10) (i4), et de meme les \i!.0), sont mils pour les termes de la série totale (i5) où l’entier é est pair, et pour les termes où i est
iiupnir, ou a
jr 2 -t-
4 Bü)
TT 2 X + I
I) ajirès cela, n cl m représenlant mainlenaiit les deux IVactioiis
'* 7 / “ fl H ôi — /< t —
la roiiction V, dans le cas actuel où chaque face latérale a une même température fixe sur toute son étendue, sera donnée par la nouvelle série
A'£[ni^a" — a)]-+-A"C[/i(a — a')] sin n ( p — p‘ ) 2 ^ C[«(a" -a')7 ït+4
p)l-HB"C[m(p-p')] sinwfa— a') 2d P'IJ 7.k-i-l '
dans laquelle les sont des températures con-
stantes et données. Il suflira de se rappeler que la série classique
I sin (2^ -f- i)«
est égale à quand on donne à u des valeurs coniprisc>
entre /.éro et pour vérilier immcxliatcnicnt que la fonction N (i8) reproduit les ([uatre températures fixes de la surface latérale.
CIV
KQUATION DUN VOLUME CYLINDBIQUE.
l a lormiilc (i8), ainsi vio’ifiéc, conduit à un théorème
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d’analyse remarquable. Si les quatre leinpératures A»''), B('>, sont toutes égales entre elles, il est évident que la température stationnaire V, de tout point intérieur, doit être égale à l’unique température üxe de toute la surface; il faut donc que ré(}uation (i 8 ) soit une identité, quand on supprimera les cin<( facteurs A', A", 1?', B", V, devenus tous égaux. Si l’on remarque que les sinus et cosinus hyperboliques C et E vérifient les formules
aussi bien que les sinus et cosinus ordinaires, on mettra facilement l’ideutité dont il s'agit, sous la forme
V n 1 Êf ^
«"-t-a'XI
Cj n \çl
2 / J sin n ( P — P ' )
sin /w (a — a'
où m et n ont les valeurs générales ( 17 )-
A l’aide de formules empruntées à Legendre, on parvient à constater que la somme des deux premières séries
est constamment égale à quand on donne à a une valeur
quelconque, comprise entre a' et a.", à /3 une valeur quelcou({ue comprise entre fj' et |3". Mais les deux membres de ( 20 ) ne sont plus égaux quand a ou (5, ou « et /3 sortent de leurs limites, carie premier membre devient alors infini, par suite de la divergenee des deux séries ou de l’une d’elles.
Ainsi, l'équation (ao) est vérifiée par les coordonnées
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(a, (i) de tout point situe à l’intérieur du corps projKtsé, et non par celles d’un point extérieur. C’est donc, en réalité, l’équation du volume compris entre les quatre cylindres aux paramètres {«', /S', jS"). Cette équation embrasse
même tous les points situés sur la surface qui limite ce volume ; mais à l'exception de ceux qui appartiennent à deux faces.
En effet, pour « = «!>), ou pour j 3 = / 3 </') seulement, tous les termes de l’une des séries (20) s'annulent; et, dans la série qui reste, la fonction E de chaque numérateur devient égale au dénominateur correspondant; en sorte que le premier membre, se réduisant à une série (19), est identiquement égal au second. Tandis que, pour « = «'•'* et à la fois, les deux séries s’annulent, et l’équation {20) n’est plus vérifiée.
En un mot, l'équation {20) représente le volume cylinilrique du corps proposé, surface latérale comprise, mais moins les arêtes. Ou bien, en restant sur le plan d’une des sections droites du volume cylindrique, l’équation (20) représente la surface plane du rectangle curviligne compris entre les directrices («', et", ( 3 ', |S"), les côtés compris, mais moins les sommets.
CV
TEMPf;RATUWE DES CYLINDRES ISOTHERMES.
Ajoutons aux deux solutions. Tune générale, l’autre particulière, donnée par les séries (i 5 ) et (18), la solution, beaucoup plus simple, du problème relatif aux enveloppes limitées par des parois isothermes. Lorsque ces parois sont deux cylindres d’une même famille (i) aux paramètres a' et et", ou fi' cl j 3 ", entretenus, l’un à la température prise pour unité, l’autre à zéro, les icmjMiralures stationnaires \ des points intérieurs de remeloppe sont données par la
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ou
cjui vérifie l’équation générale AjV = o, et reproduit, en outre, les deux équations à la surfaee.
J/élat calorifique étant le même, pour toutes les sections jHjrpendiculaires aux arêtes du système eylindri(|ue, on peut restreindre l’énoncé des lois au plan d’une des sections, et considérer les équations (1) comme reprcscntaiit deux familles de courbes, orlliogonalcs et isothermes, toutes situées dans ce plan. La formule (ai) donne alors les températures des courbes d’une même famille, lorsque deux d’entre elles sont entretenues, l’une à zéro, l’autre à une température fixe prise pour unité. Les courbes de cette première famille, devenues efïectivcmcnt isothermes, sont coupées orthogonalement par celles de la seconde famille, qui figurent, en quelque sorte, des filets de chaleur- puisque la chaleur s'écoule, sur chacune d’elles, de la source chaude à la source froide, sans se détourner latéralement : le flux calorifique étant nul entre molécules qui ont même température. Ainsi lorsque les courbes a (i) deviennent effectivement isothermes, les courbes (3 sont des filets de rbaleur, et inversement.
CVI
CYLINDRES A BASE aRCULAIRE.
1 .ÆS trois solutions (i 5 ), (18), (21), et l’équation (20) représentant un volume, sont applicables à tous les systèmes de potentiels cylindriques, compris dans les équations primitives (1). Le plus simple de tous est le système des coordonnées polaires planes, dont les paramètres thermométriques sont
a = log
P =T arc tang -•>
log^,
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rqiialions <|ui coniUiisonl aux (oi mulcs de iransl'ormalioii X = rr^- cos p , y = ce“ sin p ,
cl à la valeur coiumune des paramètres différentiels du premi<'r ordre, la(|uellc est
Lorsqu’il s’agit d’une enveloppe indélinie, limitée par deux cylindres droits concentriques, aux paramètres a' et a", ou de rayons /' et r'', la paroi intérieure ayant la lempéraliire prise j)Our unité, ei la paroi extérieure étant à zéro, V s'exprime par la première fraction (21), ou par celle-ci
Lorsqu’il s’agit d’un solide indéfini, compris entre deux cylindres (a', a"), et deux plans méridiens (jî', jS"), c’est-à- <lire ayant pour section droite un secteur circulaire tron- «jué: si l’on connaît les températures fixes, données aux génératrices des faces latérales, la formule (i 5 ), ou (18), donnera la loi intégrale des températures stationnaires des points intérieurs; et l’équation (20) représentera le volume de ce corps cylindrique, ou simplement le secteur tronqué qui en forme la base.
Si l’on préfère employer la coordonnée r, au lien du paramètre thermométrique et, on prendra
/ ( 2 /• -t- I ) ir
m = — , ou m = — — ,
'“6 — ^ • et 1 on remplacera les C et les E des |iar des juiis-
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sauces des rayons : par exemple, dans la première série ( 20 ), au lieu du rapport de deux fonctions E, on aura l’expression
n rt
et l’exposant^» qui a pour valeur numérique la fraction
( 2 X' -t- I ) ir
sera entier, si l'angle (|3" — /3') est une partie ali<|uotc de l’angle droit, ou de
On remarquera que cet abandon de la coordonnée thermofnétrique «, pour lui substituer le rayon r, enlève sa forme générale à la valeur (i5), et fait disparaître toute symétrie entre les deux séries partielles de chacune des deux fonctions V (i5) et ( 18 ). S’il s’agissait d’établir les formules ainsi transformées, directement ou en partant du rayon r, le défaut de généralité, et le manque de symétrie, compliqueraient singulièrement la recherche île ces solutions spéciales.
§ CVIl.
GÉNÉRALITÉ DES CVUNDRES ISOTHERMES
Kous considérerons, dans les prochaines leçons, d’autres systèmes empruntés aux formules primitives (i), afin d’étudier de près tout ce qui concerne les signes elles limites des paramètres thermomélriques. Mais, avant d'entreprendre cette étude, il importe de faire bien compr.' ndre que les solutions, exposées dans cette leçon, embr? ..sent tous les
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syslèiiies di; cylindres conjiij;uéN, dont les paramètres (a, (i), indépendauls de r, vérifient les deux équations
ftp _ ^
dx dy '
dy
dr
desquelles résultent toutes les conditions essentielles à ces applications. Savoir : i° l'orthogonalité des deux familles de cylindres, par l’identité
da. dp du rfp _
dx dx dy dy ** ’
a” leur isolliermie, puisque la dillérentiatinn donne
dx^
d’ a rf’P
rf)’ ’ </.r’
dy’
3" enfin l’égalité des deux paramètres diflérenticls du premier ordre, car on a
Fn réalité, le groupe (i) est une forme donnée aux intégrales des équations aux dilférences partielles ( 22 ), mais ce n’est pas la seule. Avec deux fonctions déterminées (a^ (i) , vérifiant les équations (aa), on compose deux autres fonctions (P, Q), jouissant de la même propriété, <m posant
\P = log^<,
/Q = arctangï,
où est la valeui' commune des deux radicaux
SUR LES coordonnées CURVILIGNES, ETC. IgS
et ^ la valeur commune tics deux fractions
rfp (ht
dx dr
d.T . dy
En effet, outre les identités (a 5 ) et (26), les équations (aa), jointes à leurs corollaires (a 3 )^ établissent celles-ci
1 dt rf’P
rfp d't
f/prf’P dxd't
1 dx d.r’
dx dx'
^ dr dy' ' dy dy'
j da f/'p
rfp d't
da.d'^x
1 dy dr'
dy dr ’
dx dx^ fix d.r^
car, en substituant dans les numérateurs des premiers membres, à chaque dérivée première sa valeur déduite du groupe (aa), à chaque dérivée seconde sa valeur déduite du groupe (a 3 ), on obtient les seconds membres. Or, d’après les équations posées (a4), et les valeurs (a5) et (26), ces identités (27) peuvent s'écrire ainsi
MQ rfP 'dr~ t/.r'
donc les fonctions P et Q (24) vérifient les équations aux différences partielles (aa).
Ces équations linéaires seront conséquemment vériffées par les séries
I Q = ^ Ç arc tang ?,
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où les (>|(, J) (lilïèrenl, d’un terme à l’autre, par les (a, |5) qui les eornposent. Si les (« , p) sont empruntés au groupe (i), on aura, dans le groupe (ap), une seconde forme d'int^rales. On en déduirait une troisiènu' de la même manière.
I,a forme intégrale la plus concise est donnée par l’équation
(3o) fj 4 . a J- + J I ),
où F indique une fonction quelconque du binôme
car l’identité
(ar 4- V V— I ) ,
ilY , f/F
7 } ~ rfï’
exprimée à l’aide des fonctions réelles (a, ji), dcvicni
f/p lia j
rfa ; ria f/B ,
tly dy dje dx'
et reproduit essentiellement les relations (aa).
$ CVlll.
eVUNDRES HOMOFOCAÜX.
Par exemple, la forme (3o) conduit très-simplement ati système des cylindres homofocaux du second ordre, lorsqu’on pose
P -t- * ^ — I = arc sin
équation d'où l’on déduit : 1 “ à l’aide d’une extension trigonométrique connue, la relation inverse
X -t-/ V — ' = [E(a)sin P ■+■ t/— i •^(a)cosp
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2“ par séparation, les valeurs
x = cE(a)sinp, _X = cC(a)cosP;,
3 ° par 1 élimination successive de a et de les équations des cylindres conjugués
sin’p
cos' P
4° enfin, par l’introduction des axes 1 cE(a)z=^
csin P = V
d-où
( ccosp = — y’,
les mèmes'équations présentées sous la forme habituelle et caractéristique
\ ti * a’ — <•* *
On peut donc appliquer les solutions (i 5 ), (18), (20), (21), aux corps limités par des cylindres elliptiques et hyperboliques homofocaux, en se servant essentiellement des paramètres thermomélriques (a, ( 3 ), qu’expriment les intégrales
rf/i
En général, s’il suffit de constater la vérification des équations (22), pour en conclure que les cylindres con jugués sont
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oiilioj^uiiaux, ei que leurs paramètres ilinéreniiels du premier ordre sont égaux, réei|)roquemeiit, de celle égaillé el de celte orthogonalité reconnues, on peut conclure la vérification. *■
F.n edèl, les deux équations
ayant lien, par hypothèse, on peut les iiicllrc sons (orme
el, ajoutant à la première, la seconde multipliée par a — i , on a
/ tlh (ix
d’où l'on déduit, en extrayant la racine, soit l’t'quation (3i), puis le groupe (aa), soit cette équation, puis ce groupe avec a en place de (3 et réciproquement, ce qui ne change rien à la conclusion. La vérification ayant lieu, les équations ( a3) n’en sont que des conséquences.
Donc, quand ou a reconnu que deux familles de cylindres, aux paramètres a, (3, se coupent à angles droits, el (pie leurs paramètres dillérentiels du premier ordre sont (■gaux, on peut en conclure : que ces deux famill(;s sont isothermes, que a, (3, sont précisément leurs paramètres ihermoméiriques, cl qu’on peut leur appliquer les solutions générales, exposées dans cette leçon.
Par exemple : on a ]K>sé, dès l’.djord , les deux é([üa-
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lions (35), reprcseiilaiil lies L'iiipscs L'I tics livpoibules aux mêmes foyers F et F'. Ces deux familles sont urtliogoiiales, puisque, des deux courbes conjuguées qui se coupent au point M, l'une a }K>ur normale, el l’autre pour tangente, la bissectrice de l'angle FMF’'. Par des raisons de symétrie el d'homogénéité, on cherche des paramètres (a, fi), tels (|uc les deux axes de chaque courbe, qui ont même importance, aient des expressions homologues, sans subordination de l'iineà l'autre. Ce qui conduit : aux valeurs (34),
écrites inversi.-menti a” aux équations transformées (33) ; 3" culiii aux formules (3a), lesquelles donnent
ou bien /t, =/i. Kl l’on peut appliquer, au cas actuel, les trois conclusions de l’article précédent.
Les diverses formes, trouvées au ^ CVll, pour les intégrales générales des équations ( aa ) donnent des séries d’intégrales particulières, qui ne sont pas nécessairement distinctes. On pourrait même déniontrer que toutes ces formes rentrent dans celle qui passe par les imaginaires. Toutefois, nous adoptons exclusivement la forme primitive (i), qui, étant née de la considération des potentiels cylindriques, semble mieux a]>propriée que toute autre, à l’élude des phénomènes naturels. 11 y a même de fortes raisons de croire que cette forme recèle toute la théorie raalhématiqne des courants électriques. Quoi qu’il en soit, les potentiels cylindriques pourront donner lieu à des recherches imjiortanles; si l’o^i en juge par les travaux d’un jeune géomètre, M. Haton , qui a su tirer, di: ce sujet à peine inauguré, des généralisations très-r<'marc[uables, au point de vue de La géométiie.
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Quant à nous, qui n'avons d’autre but, dans les leçons actuelles, que de bien faire connaître un nouvel instrument, celui des* coordonnées curvilignes, nous devons nous borner aux questions de la théorie analytique de la chaleur, dont les solutions sont numériquement applicables k tous les systèmes cylindriques isothermes. Or, chacune de ces applications exige l’étude préalable des signes et des limites, ({u’il convient de donner aux paramètres thermométriques du système considéré, suivant la question que l’on traite. 11 importe donc d’indiquer comment peut être dirigée cette étude, en prenant pour exemples, ou pour cadres, les systèmes cylindriques isothermes les plus simples, après celui des coordonnées polaires. Tel sera l’objet des deux leçons qui vont suivre.
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SRS DEUX FAMILLES
Le système de potentiels cylindri(|ues et conjugués, dont les paramètres therraométriques sont
I , ■içr+TfTr (,) I ^ <^(x-c)‘+ jr^
I P = arc tang — — arc tang — —
est compris dans les valeurs générales (i), § XCIX. Chaque |K)tcnticl est alors réduit à deux tejmcs, dont les coeflicients sont égaux à l’unité, et de signes contraires. Lepremicr potentiel indique deux droites, Tune attractive, l'autre répulsive; l'origine des [x, y) est au milieu de la distance ac qui sépare ces deux droites.
Passant du logarithme, exprimé par la première (i), au nombre correspondant, et adoptant la notation des E, U, (5) § CI ; évaluant la tangente de l’angle j5, din'ércncc de deux angles dont les tangentes sont exprimées en (x, y) ; on arrive facilement aux éxjuations
l X» -H c’ = 7.CX
j COS 6
— c‘ = 2cr-r-—>
LEÇONS
qui définissent lrès-si|nplement les deux familles de cyliu' dres isothermes dont il s’agit.
Fie- I-
Soient, sur le pian des xy, C la trace de la droite attractive, C' celle de la droite répulsive, M un point quelconque. La première (2) représente le cercle, lieu géométrique des |K)ints M, tels que le rapport (e“) des rayons vecteurs, ou MC' ; MC, est constant. La seconde (2) représente im •segment capable construit sur CC', c’est-à-dire le cercle, lieu géométrique des points M tels que l’angle (( 3 ) des
rayons vecteurs, ou CMC', est constant. Les cylindres (2) sont donc tous à bases circulaires, mais excentriques.
On obtient sans peihe les valeurs des (x,y) t-n fonction des coordonnées tbermométriques (a, P). Retranchant la seconde (2) de la première, et supprimant le facteur commun 2C, on a
E ( a ) COS B
c (a) smp
ajoutant, au contraire, les équations (2), divisant par 2, et remplaçant le facteur c du second membre par sa valeur ( 3 ), il vient
E’fa) ,cos’P sin’P ’
OU bien, réduisant, à l’aide des relations homologues qui lient les sinus et cosinus, soit ordinaires, soit hyperboli-
'iUl
ques, puis extrayant la* racine carrée
i^(a) sinp
£ii6n, les deux éijuations (3) et (5), du premier degré en (x,jy), donnent par élimination
rC(a) •
E(a) — cos P ’ csin^
E(a) — cosp ’
jK>ur Jes formules de transformations cheÿ%(iéei- U en résulte que X s'annule et change de signe aWj^, y avec La suppression du double signe, lors de 14|niràction de la racine carrée, n’a fait qu’assigner le sens des xou desy.positifs.
Les paramètres a et (3 ayant été respectivement substitués à ceux P et p,, les équations (a), mises sous la forme
^smp/
icpréscntent les deux arcs ou lignes de courbure s, et s •lu système orlbogoual actuel, et donnent immédiatement, jiourles deux seules courbures qui ne soient pus nulles.
I sin^
Or, ici, les deux paramètres dill’ércntiels du premier ordre. et h, doivent être égaux (§ XCV) j les formules généra-
*i02 LE*;o>s
h*s (24), du ^ XXX, (iouneroiil dout- les dérivées
dh C ( a ) da. c dh sin P
et l'on rn déduira, par intégration,
y étant une constante absolue, qui reste à déterminer.
§ ex.
SES l'AK.VMÈTRES TllERMOMÉTKiyUES.
Le paramètre a (1) a pour valeurs extrêmes, l’inlini négatif sur la droite répulsive dont la trace est C', et l’infini positif sur la droite attractive dont la trace est C; il est égal à zéro sur le plan des jz, dont tous les points sont également distants de ces deux droites. Ainsi la famille dc.s cylindres a commence et finit par de simples droites; elle comprend un plan, qui la partage en deux suites, égales et symétriques, l’une, des cylindres dont le paramètre est négatif et qui entourent la droite répulsive, l’autre, des cylindres dont le paramètre est positif et qui entourent la droite altractive.
paramètre (3 (1) étend ses valeurs entre zéro et un.
. Fie- 3-
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Le cercle, représenté par la seconde étjua lion ( 7 ), comprend réellement les bases de deux cylindres, aux paramètres (3 et 1 ; + |3, puisqu'il se partage entre les segments capables , de ces deux angles. C’est-à-dire que toute surface cylindrique, définie par une valeur déterminée du paramètre /3, a pour limites infranchissables les deux droites actives dont les traces sont C' et C.
L'arc ou la ligne de courbure s,, qui corre.spoud à une valeur déterminée de at, comprend tout le cercle représenté parla première équation ( 7 ); et la coordonnée /3 y varie entre les deux limites o et atr. Mais l’arc s, qui correspond à une valeur déterminée de [3, ne comprend que l’un des segments capables représenté par la seconde ( 7 ); il a pour extrémités infranchissables les traces C' et C; et la coordonnée « y varie de — oc à -f- 00 . L’arc x, corresponilant à (3 = O ou à P = a 7 T, se compose des deux parties de l'axe des or, situées en deçà de C' et au delà de C. L'arc s, correspondant à p = tt, se réduit à la droite CC'.
Le paramètre p, n'entrant dans les équations (a) et ( 6 ), que par son sinus et son cosinus, s'il est augmenté ou diminué d'un multiple quelconque de a n, il définira toujours le même cylindre. D’après cela, ce paramètre peut être considéré comme ayant ses valeurs comprises entre — n et -(- n. Alors, la partie CC’ de l'axe des x correspond à P = ± it, et tout le reste à p = o. Les formules ( 6 ) conduisent d’ailleurs à la même conséquence ; car, considérant le côté des a positifs, si p est /.éro, on a‘
I V L(aj — I
d’après la relation (^’ = F,* — 1 ), tandis que si p est égal à -t- îr, ou à — 7:, 011 a
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(l’oi'i résulte clairciiieiit (juc x surpasse c tiaiis le premier eus, et qu'il lui est inférieur dans le secuud.
SOS PARAMÈTRE DIFFÉRENTIEL
Ainsi, le milieu O de la distance CC', ou l’origine des (x, j), a pour équations
Ot = O, P = if.
En ce point, l’arc s est rectiligne, cl sou élément (h se réduit à la valeur infiniment j>etite de x (6), qui est c — • On a donc, en O,
Autrement : il résulte des valeurs données aux constantes (}, dans le potentiel cylindrique linéaire <x (i), que l'altraclion et la répulsion, exercées par les droites C et C', sur l'unité de masse placée à l’unité de distance, ont une intensité égale à l’unité; or, ces deux forces variant en raison inverse de la simple distance, leur résultante, qui est partout égale .à A, et dirigée suivant la normale positive de la
surface a, sera évidemment - au milieu de CC'.
Ainsi, l'intégrale (8) doit se réduire .à (|uand a. est nul,
cl (3 égal à r. La constante y est donc nécessairement nulle, et l’on a généralement
(!ette valeur du paramétre dilVérentiel <lu pri'mier ordre, est <l’ailleurs celle qu’on ohliciii directement , en déduisant
lies formules ((i) les expressions
de cl faisant usage de ridcnlité
[E (a) cos ,9 — I V -t- («) sin’p = [E (a) — ros , 8 ]%
facile à établir.
Les coordonnées curvilignes (a, (i) étant siiflisaiii-
uient définies, appliquons à ce système, orthogonal et triplement isotherme, les solutions générales de la leçon précédente. Le caractère spécial, de cette application particulière, consiste dans les doubles valeurs données au paramètre thermométrique car, suivant la question que l’on traite, il faut regarder ce paramètre, comme restant positif entre zéro et 27:, ou comme variant entre — tt et
Par exemple, si l’on considère, sur un même cercle a, deux points M et M' situés, l’un au-dessus, l’autre au-dessous de l’axe centrai CC' (Jîg- i), et qu’il s’agisse de faire la sommation de certains éléments répartis sur l’un des deux
arcs M.\r ; on fera croître la coordonnée fï d’une manière f'ontinuc, de M en M' pour l’arc M AiM' qui coupe l’axe central entre C et C', de M' en M pour l’arc M' A'M qui coupe cet axe sur le prolongement de C'C; ce qui exige que (3 ait ses valeurs comprises, entre zéro et 2n dans le premier cas, entre — 7: et -f- tr dans le second. «
. • § exil.
SES propriétés GÉ0.MÉTR1QUKS.
Au point de vue restrictif <lii § CV, les propriétés des cercles (a, p), représentés par les équations (2) ou (7),
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ramènent, à la géométrie élémentaire, la détermination des courbes isothermes et des filets de chaleur, dans les divers cas embrassés par la formule (ai) du paragraphe cité. On a d'abord deux théorèmes généraux, qu’il suffira d’énoncer.
Théorème 1. Si d’un point quelconque. A, de la droite a = O, que nous appellerons axe radical, on mène des tangentes à tous les cercles a, toutes ces tangentes sont ^ales en grandeur, comme étant les rayons du cercle |3 dont le centre est en A [fig. i)-
Théorème II. Un cercle P coupe l’axe radical aux points- D et D'; pour déterminer le cercle a qui passe en un de ses points M, on mène les droites MD, D' M; les points A, A', où ces droites rencontrent l’axe central CC', assignent un diamètre AA' du cercle cherché; et le logarithme du rapport AC' ; AC donne son paramètre a [fig. i).
Viennent ensuite plusieurs problèmes, dont il suffira d’esquisser les solutions.
CXIII
TÜBK A PAROIS EXCENTRIQUES.
Problème I. Un tube cylindrique indéfini, à parois circulaires excentriijues , est entretenu inlérieuremenl à la température i, extérieurement à zéro. Il s’agit de déterminer les températures stationnaires de l’enveloppe, ses cylindres isothermes et ses filets de chaleur. — La section droite dn tube donne deux cercles isothermes x. La droite qui joint les centres de ces cercles est l’axe central.
Pour déterminer un point de l’axe radical, on mène une tangente NTJV' au cercle intérieur, laquelle coupe le cercle extérieur en N, N'; sur TN et sur TN' on construit deux triangles équilatéraux, et la droite SS', i]ui joint leurs troisièmes sommets, rencontre NN' au point A cherché. La
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^lerpeiidiculaire abaissée de A l'axe rentrai sera l'axe radical. Le cercle (3 décrit de A comme centre, avec AT
Fi(*. 3.
|)our rayon, coupera l’axe central aux points C et C. Ces points étant ainsi déterminés, si PP' est la distance minima des deux cercles, les logarithmes des deux rapports P' C' : P'C , P'C' : P'C, donneront les paramètres a! et a" des deux parois, intérieure et extérieure, du tube. On construira facilement le filet de chaleur et le cercle isotherme a, qui concourent en tout point, M, de l’enveloppe. Puis, le paramètre a étant numériquement évalué ( Théorème II ) , la formule
donnera la tcm|>érature stationnaire en M.
CAN.\UX DANS UN MILIEU SOUDE
Problème II. Une masse solide est limitée par un plan indéfini, entretenu a xéro, et traversée, parallèlement à te plan, par un canal cylindrique à base circulaire, entretenu à la température i . 11 s’agit de déterminer les températures stationnaires de cette masse solide, ses surfaces isothermes, et ses filets de chaleur. — La section faite, jierpcndiculaire-
2o8 leçons
inciii aux ai'èlcs du cyliii<|^, cou[>e la paroi plane suivant l’axe radical, et le canal, suivant un cercle a.
La perpendiculaire O’O, abaissée du centre CV de ce cercle sur l’axe radical, est l’axe central. Menant du point ü la tangente UT, le cercle décrit de O comme centre avec UT
pour rayon, a pour paramètres p = ± et coupe l’axe
central aux points C et C'. Ces points étant ainsi déterminés, si P'O est la distance minima du cercle à la droite, le logarithme du rapport P'C' ; P'C donne le paramètre a' do ce cercle. On construira facilement le filet de chaleur (i, et « le cercle isotherme a, qui concourent en tout point assigne, M, de la masse solide. Puis, le paramètre a étant numériquement évalué, la formule
donnerais température stationnaire en M.
Problème J II. Une masse solide indéfinie est traversée ptr deux canaux cylindriques, à bases circulaires,, et dont les axes sont parallèles. L’un de ces canaux est entretenu à zéro, l’autre à la température i. Il s’agit de déterminer les températures stationnaires de la masse solide, ses surfaces sothermes, et ses filets de chaleur. — La section faite per-
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pendiculaircment aux arêtes des deux cylindres, les coupe suivant deux cercles isothermes a, l’uti extérieur à l’autre.
Fi|;. à.
La droite qui joint les centres des deux cercles est l’axe central. Le milieu A d’une tangente, T' AT", commune aux deux cercles, est un point de Taxe radical. Le cercle P décrit de A comme centre, avec AT' — AT" pour rayon, coupe l'axe central aux points C et C' (C est intérieur au l'anal chaud). Ces points étant ainsi déterminés, si PP" est la distance minima des deux cercles, les logarithmes des rapports P'C' ; P' C, P"C' ; P"C, donnent les paramètres a' et — a" de ces cercles. On construit aisément le filet de chaleur |3 et le (tercle isotherme a, qui concourent en tou point désigné, M, de l’espace solide. Puis, la valeur numérique, positive ou négative, du paramètre a étant évaluée, la formule
donnera la température stationnaire en M. Par exemple, si les deux canaux ont le même rayon, et que le point M soit
pris sur l’axe radical, sa température sera -•
I.ECüXS
ilfux ^ciiéralricL'S ^ I uni; de eus |iurties Uhl ciilieleiiuc à T.éro, l’auire à la leiiipéraliire i. 11 s’agit de déterminer les lenipcratuies stationnaires du cylindre, scs surfaces isothermes, et ses filets de chaleur.
I.a section droite du cylindre coupe les génératriceslimites aux points C et C {Jig- 2 ), et la sut face totale suivant deux segments capables, l’un à zéro, dont le paramétre est un angle l’autre à la température i, dont le paramètre posilij est îi-l- On construit aisément le filet de chaleur or, et le segment capable isotherme j5, qui concourent en tout point désigné, M, du cylindre solide. Le paramètre positif^, compris entre p' et 7 ; (3\ a une va-
leur angulaire facilement assignable. Puis, la formule
TT
donne la température stationnaire en M. Par exemple, si = -) et que le point M soit pris sur l’axe central, sa température sera (3 étant alor.s égal à r..
Problème V. Un canal cylindri(|ue, à base circulaite, est percé dans une masse solide indéfinie; sa paroi est partagée en deux parties que limitent deux génératrices; l’une de ces parties est entretenue <à zéro, l’autre à la température I. Il .s’agit de déterminer les tempé-ratures de la masse solide, ses cylindres isothermes, et ses filets de chaleur.
La section droite du canal, coupe les génératrices-limites aux points C et C, , et la paroi suivant deux segments capables, l’un .à la lem|iérature 1 , dont le paramètre est un angle fi', l’autre à zéro, dont le paramètre négatif est fi" = — TT ji'. Oii construit aisément le filet de chaleur a, et le segment capable isotherme /S. qui concourent en tout ])oint désigné, IM, de la masse solide. Le pai amètre p, compris entre — t: fi' et valeur angulaire, positiie
OU négative, facilement assignable, puis la formule
TT
donne la température stationnaire en M. Par exemple, si ?’ = -» et que M soit pris sur l’axe central prolongé, sa température sera — ; (3 étant alors égal à zéro.
Problèmes VJ et VU. Une surface cylindrique indéfinie, ayant pour base discontinue le segment capable d’un angle /3' et la droite CC', limite une colonne pleine, ou
Fîr. 6.
forme la paroi d’un canal traversant une masse solide. La partie courbe, de la surface de la colonne, ou de la paroi du canal, est entretenue à la température i, la partie plane à zéro. Il s’agit de déterminer les températures stationnaires, de la colonne, ou de la masse solide qui entoure le canal.
Dans la colonne, le paramètre (5 est compris entre (3' et ff; la température est
Dans la masse solide entourant le canal, le paramètre des surfaces isothermes, croît de — ir à J3', et la formule
V — ” P ir-t- P'
exprime leurs températures stationnaires.
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§ CXVl.
l’IUSMES CURVIUGNES.
llcvcnoiis maintenanl au cas {général, où les icmpcralures fixes, cl données, dillêreiil d’une génératrice à une autrg, sur la surface du corps cylindrique. Pour plus de clarlé, transcrivons ici la série (i 5 ) du § ClI, qui résout la question dont il s’agit :
(io)V = /
q".(r-fn " ‘ '■
Lorsqu'on se propose d'applûjucr celte formule à un prisme indéfini, dont la base discontinue est comprise entre deux cercles a et deux segments capables /3 (i), il faut ' évaluer exactement les paramètres a' et a" de ces cercles, jS' cl jS" de ces segments capables, afin de com|)OScr les fractions
facteurs des arcs et des exposants, et les coefficient.s
J^, A</)(?)sin/»(p-p')rfp, 2 r *"
— ; I B(>)(a)sin/w (a — a')'/*,
facteurs des termes de la série totale.
Il faut se rappeler que la série (10) ni- reste convergente, ou ne donne les températures stationnaires, que pour les points dont les coordonnées a, j 3 , sont respectivement coin-
sin LES coonnosM^.ES cl'hviligives, etc.
ai3
prises, cnlrc a' el et", eiure ji' cl ji". D’où icsuilc que la formule (lo) n’est pas applicable, lorsque le corps cylin- (li'i(|ue comprend des points dont les coordonnées sortent de ces limites, ou n'appartiennent pas, chacune, à une génératrice située sur la surface discontinue.
Exemple /. Le prisme indéfini est un tube à parois circulaires excentriques-, sa base est comprise entre deux cercles a complets, l’un extérieur, dont le paramètre est a', l’autre intérieur doutlc paramètre est Les frac-
tions m et les coefficients \l!)0) n’existent pas. On peut
prendre = o, ji" =: 2 7t ; n se réduit à — > et l’on a
Ç A(.ti(p) sin — </p.
* Jo ^
Exemple JJ. La base du prisme est la moitié supérieure de la préccxlente, coupée par l’axe central (fig. 3). — On a
d’où n = et
.Mv) = - / AU)(p)sin»p</p.
Les w et les qui existent, ont les expressions (ii) et ( 12 ).
§ CXMI.
CYLINDRE BI-CANNELÉ. r ••
Exemple JJJ. La basc9du prisme indéfini est limitée : i" par deux arcs concaves appartenant à deux cercles a de
même rayon, ayant pour paramètres, l'un a' = ;
1 autre a" = -t- «o? 2 “ par deux arcs convexes appartenant a deux segments capables j3, géométriquement égaux et opposés, ayant pour paramètres, l’un |3' — l’autre
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|6" = ait — /3o. — On reconiiait facilement que tout point de 1’ aire plane, enveloppée par ces arcs, a sa coordonnée a.
Kig. 7.
comprise entre — «« et + «o> sa coordonnée /3 comprise entre p# et ait — Po- L* série (10) donne donc les températures stationnaires de tous les points du prisme solide dont cette aire est la base, quand les facteurs constants ont les valeurs
tir itt
771 nu — > n 1
fa, •
,»,(/) ^__L^ P’' ^AO)(p)sinn(p-p.)rfp,
= — I B(t ) (a) sin m { a 4- «t )
Exemple IV. La base du prisme n'est que la moitié qu’on obtient, en coupant la précédente par Taxe radical, et supprimant la partie située à gaucbe (fig. 7). — On a
pu) — — j ) (a) sin mar/a ;
P', P", n cl s’expriment comme dans l’exemple 111.
SL'n LES codiiDOMKÉrs r.i u\ ii.ir.NF.s, r.rc.
Exemple /' . La base il u pristno n’esl plus que ce qui reste, en coupant encore la précédente par l’axe central, et supprimant la partie inférieure {fig. 7 ). — On a
TT
a', a", met ilMi), s’exprimenl comme dans l'exemple IV.
§ ex Mil.
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Exempte VI. La surface libre du corps cylindrique a, pour section droite, le périmètriî discontinu , formé ; i" par deux arcs convexes appartenant à deux ceicles a, de même rayon, ayant pour paramètres, l’un a' = — a,, l’autre a" = -(- ao ; 2 “ par deux arcs convexes ajipartcnam à deux segments capables |3, péomélriqueincnt égaux et
Fie- «•
op{Misés, ayant pour paramètres, l’un /3' = — |3o, l’autre |3" = (3o. — On a doue, par la sommation sur les arcs a''’,
"=75’ ^ = r I A sin n (fl r ;
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m, et ont les mêmes expressions que dans l’exem-
ple 111. Mais, avec ces valeurs données anx constantes, la série (lo) ne reste eonvcrgente, ou ne donne les températures stationnaires, qne pour les points dont les deux coordonnées *, fi, sont respectivement comprises, entre — «o et -t- « 0 , entre — (3, et -|-/3o. Or les points extérieurs à la surface, qui vient d’être définie, jouissent tous de cette propriété, tandis que les points intérieurs en sont tous privés. Donc, dans le cas actuel, la série (lo) donne les températures d’une masse solide indéfinie, traversée par un canal cyliudrique’dont la paroi, ayant pour section droite le périmètre tracé, est soumise à des températures fixes et données [A(>>(|5), qui difierent d’une généra-
trice à une autre.
Si, dans les derniers exemples, les ({uatre parties de la surface discontinue du corps cylindrique sont entretenues, chacune à une température constante, mais différente d’une partie à une autre, les températures stationnaires sont alors données par la série (i8) § GUI, en y substituant les valeurs des m et n assignées dans ces divers exemples, mais avec l’entier / impair. Enfin si les^ quatre températures fixes sont égales entre elles, on reproduit l’équation (ao) § CIV, du volume cylindrique, ou simplement de sa base. Mais avec cette différence remarquable, que l'équation obtenue représente exclusivement la partie intérieure au périmètre tracé, dans les exemples II, III, IV, V, et au contraire toute la partie extérieure, dans l’exemple VI.
Sun LES COOnOOHKÉES CUnVII.lONES, ETC.
SYSTÈME CYLINDRIQUE DES LEMMSCATES
Syslômc cylindrique des leinniscates. — Étude des deux familles de courbes qui le constituent. — Températures stationnaires dans les cylindres et les prismes cunrilignes formés parce système.
§ cxix.
KAMnXE DES LEMMSCATES.
Lu système de potentiels cylindriques et conjugués, dont les paramètres thermométriques sont
a = log ■ ■ ■ — ■ ■
P = arc tang — 1- arc tang >
est. compris dans les valeurs générales (i),§XCIX. Chaque potentiel est alors réduit à deux termes, dont les coefficients sont égaux entre eux, et à l’unité. Le premier potentiel indique deux droites attractives. L’origine de est au milieu O de la distance ac qui sépare les traces C et C' de ces deux droites.
Par le passage du logaritlime au nombre, la première (i) se met sous la double forme
Par le passage de l are à la langente, la .seconde (i) devieni
:2uS
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Ces étjiiatiuns ( 2) et ( 3 ) représentent, soit les eylimlres dont i! -s’agit, soit les eourhes orthogonales et isothermes qui leur spr>eiil de hase.
L’équation (2) représeiilc le lieu géométrique du point M tel que le produit (c’ t*_a) des rayons veeleurs, ou MC. .MC', est constant; ee qui donne une faïuillcde leinniscales, dont il importe de bien préciser les formes diverses. D’après la seconde (2), on a
r = O, X = db c ,
cpiand le paramètre a atteint sa limite supérieure oc ; le cylindre se réduit alors aux deux seules droites attractives, et sa hase aux traces C et C/ de ees droites. A la limite inférieure — oc de a, l’équation (2) se réduit à
(caries x, étant infiniment grands, les termes en x’, y*, disparaissent devant ceux en x‘, x* y’, r*) ; le cylindre est alors à base circulaire, mais son rayon est infini. Lorsque a = o, l’équation (2) devient
et représente la lemniscate ordinaire, que nous appellerons radicale; en son point multiple, et de double inllexion, situé à l’origine O, les deux tangentes sont les bissectrices des angles des axes, puisque, si x et }' sont infiniment petits, on déduit de ( 4 ) le double rapport
StR LES COOnD0I(^ÉES CURVl LICNES , ETC. 2 11)
L’i^ualion difl’ércntielle de toutes les courbes {2), qui est
{x’ — <■’) (.rrfj: -i-ydr ) -4- 2 c^ydy = o,
donne, en annulant successivement r/x et fiy, savoir
dx=zo, (x’ = O, rfr = o, (x’-t-_r^ — r’)x=o.
D’où résulte <]ue tous les points des courbes a, où la tangente est parallèle aux sont sur l'axe desx; tandis que les points de ces courbes, où la tangente est parallèle auxx, sont situés, les uns sur l’axe des j, les autres sur le cercle dont CC' est le diamètre.
Or, l’équation (2) donne: 1° quand ■)= o, pour x* les deux valeurs
2 ” quaud x = o, jKmr ’ la seule valeur
qui puisse être positive; 3 ° et quand .r* -\~y' =c’, le couple
Pour toutes les valeurs de a, .r" est réel ; x' et y,, qui sont nuis pour la Icmniscate radicale, ne peuvent exister ensemble pour toute autre courbe : quand a est positif, c’est x'qui reste seul ; quand a est négatif, c'esty,. On peut donc dire que toutes les lemniscales (a) ont quatre sommets : ils sont tous .situés sur l’axe des x quand a est positif; deux sont sur l’axe des x et deux .sur l’axe des y quand a est tn'-gatif; et rpaiid a est nul , l’origine O compte pour deux.
Les quatre points, M,, aux coordonnées (.r,, ^1), n’exis-
aao
l.K'O.NS
leiil (|iiü |)Our les valeurs de a telles que e~” ne dépasse pas 2. A eetlc limite, où a est négatif et égal à — log 2, x, est nul, > , et y, sont égaux à c; les points M, se confondent, deux à (leux, avec les sommets situés sur l’axe des la courbe a, en qtiebjue sorte, de longues tangentes à ces deux soinmels, et nous l’appellerons la lenmiscate aux longs CO a tac/ s.
S cxx.
SES TROIS GROUPES
11 résulte de celte discussion, que les courbes représentées par l’i-quation (2), se partagent eu trois groupes, de formes ti ès-différenUts, et que l’on peut définir comme il suit.
Premier groupe. Lemniscates doubles. Le paramètre a est positif. Entre la lemniscate radicale, et le eoujde des }>oints C cl C' donné par a = -)- 00 , cba(|uc courbe se compose de deux parties égales et séparées, ayant la forme ovoïde, et entourant respectivement les points C cl C'
t)F,cxiÉ.ME GROUPE. Lcmiiiscatcs Jléchics. Le paramètre oc est négatif et surpasse — log 2. Entre la lemniscate aux longs contacts, et la lemniscate radicale, cba(|ue courbe a quatre points d’inflexion : puisque sa largeur, ou sa double ordonnée a deux maximums égaux, l’un entre O et C, l’autre entre O et C' ; tandis qu’eu O, ou sur l'axe des y, celte double ordonnée est un minimum.
Troisième groupe. Ixmaiscates simples. Le paramètre a est. négatif et inférieur à — log 2. Entre le cercle de rayon infini donné par a = — oc , et la lemniscate aux longs eonlacls, cbai|ue courbe ressemble à l'ellip.se qui a les mêmes sommets^ mais, eomine on s’en assure aisément, elle rentoure de toutes parts, étant plus gnnilée au milieu
sur. l.ES COORUON^ÉES CU II V I UCKF.S, KTC. S'il
lie elia(|ue i|iia(lranl, à la maniéri' île la t ourbe bvbriile Jile un anse de panier.
LEUR TRACÉ GRAPHIQUE
Le tableau, ei-après, contient les éléments nécessaires j»our tracer plusieurs des courltes (2), et au moins une de cbaque groupe. Les valeurs, inscrites sur une même verticale, appartiennent à la courbe désignée par la lettre qui la .surmonte. S est une lemniscate simple, celle dont le paramètre est « = — log ; ses deux demi-axes sont 2c et c y 2 - Lest la lemniscate aux longs contacts, dont le paramètre est a = — log 2 ; ses deux demi- axes sont c ^3 et c. F est
une lemniscate flécbie, celle au paramètre a = — log ^ ;
ses deux demi-axes sont - cet - c, son ordonnée inaxima 2 2
g c. R est la lemniscate radicale, ilont le paramètre est 3 t = o ; son demi grand axe est c y/2, son ordonnée maxima -î- c. D est une lemniscate double, celle au paramètre
« = lbg|‘, ses deux demi-axes sur CC sont ^approxi-
mativement f f \ et -î- c, son ordonnée maxima ^c. — Pour 3/2 8
mieux préciser les formes extrêmes des lemniscates doubles et fléchies, le tableau délinit deux autres courbes, avoisinant la radicale. F' est la lemniscate flécbie dont le
paramètre est a = — log y- : ses deux demi-axes sont c 1 / ~
( approximativement — c \ él-c, .son ordonnée maxima
-7- c. D' est la lemniscate double dont le paramètre est .
LKÇONS
a = log ses deux demi-axes, sur CC', sont exaclemeni
P c et P c, son ordonnée maxima c.
Pour tracer avci' une exactitude suffisante les sept courbes du tableau précédent ; on décrit le cercle dont CO est le diamètre, et le carré circonscrit dont les côtés sont parallèles aux axes; les diagonales du carré donnent les tangentes au point multiple de R ; le cercle décrit de O comme centre, avec la demi-diagonale pour rayon, détermine, sur l’axe des x les sommets de R, sur l’axe des y ceux de S; les parallèles à l’axe central, dont les ordotinées sont les assignés, coujH-nt le cercle GC', aux points des courbes F, F', R, ly, I), <[ui ont ces parallèles pour tangentes; les sommets se déterminent par les valeurs assignées aux x", et r, ou x'. 1a-
SUR LES COORDONSÉES Cl UVII.ICSES, ETC. Uaii
i^iilièrcmciit facili', quand on connaît les courbes (5, qu’elles doivent cou|>er orthogonalement.
CXXII
FA.Mll.LE DRS IIYPERBUI.ES.
L’éi[uation (3), seconde forme, rcjnésenic le lieu géométrique <lu point M, tel (]uc la somme (5 (i),ou MC A-+-ÎV1C'A,
Fi{». 2.
des angles que font, avec la ligne fixe C'CA. les deux ravons vecteurs, est constante; ce (|iii donne une famille
224 l-EÇONS
iriiyberbolos é(|iiilaièrcs, [>Hssanl loiiles par les points Cet C^, puisque l’éqiialion (3) est satisfaite par
quel que soit (3. Mais, comme on va le voir, chacune de ces hyperboles se divise en quatre parties, qui correspondent à dés valeurs très-différentes du paramètre Ne considérons d’abord que les j)oints du plan des bases, situés dans l'angle des X et des J' positifs.
Le lieu géométrique du point M, tel que la somme angulaire f3 soit nulle, est évidemment toute la partie de l’axe des X située à droite de C (les deux angles MCA, MC' A, étant îëro); comme -l’indique d’ailleurs la seconde (i), qui donne ^ = o, si j devient nul lorsque x est plus grand que c. Donc, la base du cylindre au paramètre |5 = o, se réduit à l'axe des X ( côté positif), moins la ligne UC.
Pour (jue la somme angulaire |3 soit égale à t:, il faut que l'angle MCA soit le supplément de l'angle MC' A; ce qui place le point M, ou sur le càlé positif de l’axe desj , ou sur la droite qui sépare les points C et C' (MCA étant alors égal à n, et MC'A à zéro). Donc "la base du cylindre au paramètre (5 = 7:, se compose de la partie CC' de l’axe des X, et de tout le côté positif de l’axe des jr.
Quand fi est égal à l’équation (3) se réduit à x’ — r’=c'
et représente l’hyperbole partit ulière, que nous appellerons maxùna, dont les asymptotes se confondent avec les tangentes au point multiple de la leinniscatc radicale. Mais, le
paramètre (3 = - n’appartient qu’à la demi-branche de cette
bypcibole, qui s'élève dans l'angle droit des x et y positifs, et sur laquelle la coordonnée a épuise toutes ses valeurs, depuis — - oc justpr.à + co .
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Celui des cylindres jS dont le paramètre est [3z= ,
doit être compris entre ceux qui correspondent à (3 =: o, et
à (3 = ^ ; il s’étend nécessairement vers l'infini, puisqu’il
doit y couper orthogonalcment le cylindre droit au paramètre a = — 00 ; là, ses coordonnées x et y sont infinies; l'équation (3), première forme, qui devient
exige que l'infini x surpasse l'infini ) , et donne pour leur rapport
Ainsi la base du cylindre dont le paramètre p est /, positif et moindre que fait partie delà branche d’hyperbole équi-
latèrc dont l’asymptote fait avec l’axe des x l’angle-, elle
vient de l’inflni où a — — oo , et se termine en C où a = -t- 00 , après avoir coupé toutes les Icmniscates.
Celui des cylindres (3 dont le paramètre est ji = n — /,
où 1 est moindre que doit être compris entre ceux qui
correspondent à /3=^, et à ^ = il s’étend nécessairement à l’infini; là, ses coordonnées x et y sont inGnies; l’équation (3), première forme, qui devient,
Î.KCOKS
<[U<* riiilini y suipasst: Pinlini x, H ilotiiu* j)t»ur l*‘ur rapport
Ainsi, la base du cylindre donl le paramèlre '(j esl r , — /,
/' étanl moindre (|ue ^5 fail partie de la branche d’bvper-
bole équilalèri’, dont l’asymptote fail avec l’axe des t l’an-
cle elle vient rie l’inliiii et s’arrête en V..
CXXIII
PARAMKTRl-: DF>s lIVPEUBOLr.S.
Kn répétant la même discussion, pour les points ilu plan des bases, situés dans les autres angles des axes rectilignes, on arrive aux conclusions suivant«-s : I,a coordonnée curviligne ^ a toutes scs valeurs comprises entre o et :
fi = O . représente la jtartic positive «le l’axe des x . moins CO ;
3 = 7:, la partie positive de l’axe des y, plus Cü, et plus OC’ ;
|3 = -iî:, la partie négative de l’axe des a', moins OC';
(3 = 3?:, la partie négative de l’axe des » , plus C'O, et plus (jiC;
f = 4::, la partie positive de l’axe des x, moins OC.
Si l’un mène, par l’origine O, les quaire droites, faisant, soit avec l’axe des x, soit avec l’axe des y, et de part et
d’autre, un angle moindie que «juc l’on trace ensuite
les deux hyperboles équilatères, passant en C et C', et dont ces droites sont les asymptotes; ces iiyj)erboles compreudiont chacune quatre parlies, dont les paiamètri’s (3 seront.
SUIl LES CüOni)ON.''IÉK.S Cl' H V 1 1.10 ES, KI'C. 'IIJ
(/, TT-f-i, ar-i-i', 3K-f-/) sur rime, (tt — /, in — i,
Si: — /, 4^ — 0 sur l’autre. Les (jiialre parties de l’hypiT-
,1 . , /7r3jr5n-'?n\
Dole maxitna ont pour paramétrés -, — , — , - — )•
On peut aussi prendre toutes les valeurs du paramètre entre — ar et atr, en conservant les valeurs précédemment assignées aux parties d’hypcrlioles situées au-dessus de l’axe des x, et retranchant des valeurs assignées à celles situées au-dessous. Lors du premier mode, les points de l’axe des x qui sont à gauche de ('/ ont la valeur unique !S = ar, ceux qui sont à droite admetlenl une double valeur, îT et 3~ entre C' et C, o et 4tt au delà de (i. Lors du second mode, les points du même axe des ,r situés à droite de C ont la valeur unique ^ = ceux situés # gauche admettent une double valeur, -t- r et — r entre C et C', atr et — 277 en deçà de C. Suivant les cas, on devra employer l’un ou l’autre de ces deux modes.
Par exemple, si l’on considère, sur une même Icmniscate, simple ou fléchie, deux ]>oints M et .Vl'situés, l’un au-dessus, l’autre au-dessous de l’axe CC', et (|u'il s’agisse de faire en une seule fois la sommation de certains éléments répartis sur l’un des deux arcs M.M' : on fera croître la coordonnée ^ d’une manière continue, de .M en .M' pour l’arc MA'iM' qui couj)c la partie négative de l’axe des x, de M' en M pour l’arc M' AM qui coupe la jiarlie positive du même axe; ce qui exige que ^ ail ses valeurs comprises, entre zrro et 4tt dans le premier cas, entre — 2 t: et 2 ~ dans le second.
i8 LEVONS
|>li(|UL-r (lireclcnient à vv système les suintions i;éncrales de iioiri- XI'' leçon. Cette application n'offrant rien de nouveau, tant que les corps cylindriques ont des bases, dont les jMjrimètres ne comprennent que des lemniscnles simples ou fléchies, il suffira de citer quelques exemples, où ces périmètres comprennent des arcs appartenant, soit à la lemniseate radicale, soit .à des lemniscates doubles.
Exemple I. Le corps cylindrique est un tube indéfini, dont la base est comprise entre la moitié de la lemniseate radicale, coupée en son point multiple, et l’un des o>oïdes d’une leniniscale double. Si la paroi extérieure est à /.éro,
Fig ,i.
et (|ue la paroi intérieure, au paramètre jxisitif a", soit eiilrelcnue à la température i, la formule
donne les tenijiératures stationnaires de ren\cloppe; ses cylindres isothcrmiîs ont pour bases les ovoïdes aux paramètres compris entre zéro et a"; les filets de chaleur sont les parties d’hyperboles aux paramètres |3 compris entre — 7t et -H n. Si les deux parois ont des températures fixes, différant d’une génératrice à une autre, la fonction V est donnée par la première série de la formule (i5), ^ Cil (les n’existant pas), on donne alors aux inlégrales définies des xS' * les limites — r ei
On remarquera que les parois sont ici les moitiés des rylindrcs isothermes ot = o, et a =a"- taudis que les formules employées ont l'-lé établies potir les cvlindres etitims
SI K i.KS i oonnoNM';Rs ti rvii io\ks. i tc. a 2 () M;iis, cil supposant d'aliuril le corps cvliiidriipic conipli’t, et soumettant ses deux moitiés aux mêmes sources raloriliqucs, la serliou faite ensuite par runiiiue itéuératrice dont la trace est le jmint multiple, et la suppression d'une moitié, ne sauraient troubler l’état lliermométriqiie de l’autre moitié, que l'on peut conséquemment traiter séparément.
§ c\xv.
noUBLI- Tl BE A PAROIS ONOIDES.
l'.xemplt: II . Le corps cylindrique est un double tube, dont la base est comprise, entre une lemniscalc fléchie, cl une lemniscatc double. Si la paroi extérieure, au paramè-
Pifî- i-
tre négatif a ' = — a' est à zéro, et que la double paroi intérieure. au paramètre positif a", soit entretenue à la température t, la formule
donne les températures stationnaires de l’enveloppe ; les cylindres isothermes ont pour bases, les lemuiscates fléchies, la lemniscate radicale, et les lemuiscates doubles, dont les paramètres a sont compris entre — a' et les filets de chaleur sont des parties d’hyperboles dont les paramètres embrassent toutes les valeurs de (}. Si les parois ont des températures fixes, différant d’une génératrice à une autre, la fonction V est encore donnée par la première série de la formule § CU; les limites des intégrales
Digitizo^i-y CvoOgk’
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CXXVI
PUISMES A BASES DISCONTINUES.
Exemple II J. La base du corps cylindrique ii'esl que le f[uarl de la précédente, cou|)ée par les droites CC' et sa perpendiculaire en ü. Il s’agit d’un prisme à base discontinue, ayant cinq faces latérales. On a (i' = o, P" = t: (sur les deux faces planes formant l’angle dièdre droit en O), a.' =. — a', a" positif. La fonction V sera donnw par la formule ( 1 5 ), § CII ; les limites des intégrales définies étant, O et 7t pour les A.O\ — a' et -+-a'' pour les ttSjO).
Si la base du corps cylindrique est la moitié de celle de l’exemple II, coupée seulement par la perpendiculaire en O h CC', il semble, au premier abord, que la formule citée est applicable, en prenant Çi' — — k, (3" = Mais, le
paramètre a ne variant, sur les faces planes et/3", qu’entre — a' et zéro, tandis que la masse solide comprend des points où retic coordonnée a des valeurs positives, on tombe dans rincompatibiliié signalée au § CXM, à moins <jue a" ne soit zéro, on que l’ovoide intérieur ne soit la moitié de la leniniscnle radicale.
Piu- â.
Exemple IV . Sur la base ilu double tube de l'exemple II, on mène par le point deux courbes (3, l’une audes.sus de (iC' et dont le paramètre est |3 = /», l'autre an"
Stu I.ES CO0lll>O.\>ÉES Cl nVU.I(;^ES, ETC. a3l • (li'ssüUs et syiuéli'iijue de la première; la base lolale est divisée par ees deux courbes iS, en deux parties, qu’il s’agit de traiter, cliacune séparément quand on supprime l’autre.
Kijj. r*.
La fonction V sera donnée par la formule (i5), ^ ClI, dans les deux cas. Mais, s'il s’agit de la partie située à gauche, les limites des intégrales pour les seront |S' = 6 et /3" = 4rr — et, s'il s’agit de la partie située à droite, ces limites seront (3'= — b, {i" = +/'. Quant aux limites des intégrales pour les ell&s seront a' = — a et a" positif, pour les deux parties.
On remarquera que le premier cas suppose essentiidleiiietit la eonuaissanre des températures Gxes, existant sur la moitié complète, et renfermée, du eylindre a", laquelle est vide. Si cette moitié était pleine et solide, l’autre moitiérestant vide et tronquée, la formule citée ne serait plus applicable, et celle dont il faudrait alors se servir, est à trouver.
§ CXXVIl.
l’.Ut.VMfcTKE DlKKKHK.NTIl-L DU SYSTÈME.
D’autres applications ilu système cylindrique des letnniscates, avec ses coordonnées tliermométri(|ues, exigeraient la connaissance de son double paramètre dilférentiel du premier ordre, que l’on détermine ainsi qu’il suit.
La première (a) et la seconde (3) donnent le couple
d'équations
LKÇO^S
retranchant la seconde de la première, observant que le premier membre de la dilTérence est ( 4 c*a:’ - 1 - 4 '^* J"* )> duisant, puis extrayant la racine carrée, on a
(9) 2x/ = c>e"“sinp,
sans double signe : car le produit xy doit avoir le même signe que sin ) 3 , d’après l’ensemble des valeurs du paramètre | 3 , et le sens adopté des x ety positifs. Avec la valeur (9) de 2.ry, la seconde ( 3 ) devient
(10) x’ — = c’ ( 1 -t- e — « cos P ) .
Les équations (9) et (to), élevées au carré, puis ajoutées, donnent, en extrayant la racine,
lorsqu’on pose, pour siinpliher,
(12) V I -t- cos 8 = À ;
quantité qui est nulle à l’origine O dont les coordonnées tliermométriques sont a = o, {3 = 7:, et qui se réduit ;i
a cos - sur la lemniscate radicale, a
(’ctle préparation faite, si l’on diflérentie les équations (9) et (10) par rapport au paramètre a, on a les valeurs
/ rfx
da) ~
\ ""ds. ’
r’e “ sin p, cos p.
StR LKS COORDOWNÊKS Ct R V lUC > ES, ETC-
qui, élevées au carré, puis ajoutées, donnent facilement
ou bien, substituant à la première parenthèse sa valeur (i i), à la seconde la valeur -J-)
ce qui donne détinitivement, pour le paramètre dillèrenticl cherché,
Ce paramètre différentiel est donc nul, avec À, à l’origine O. Ce qui devait être, puisque, pour le potentiel cylindrique partirulier a (i), h est la résultante de deux attractions, qui sont égales et directement opposées pour la molécule placée en O.
Le point, aux coordonnées x, y, étant situé sur le plan des bases, si r, r\ R, représentent respectivement ses distances aux points C, C', O, on aura, d’après (ii) et la première (i).
A — , c‘ c =z rr .
et la valeur (i4) prendra la forme caractéristique
c’est-à-dire que le paramètre différentiel est égal au double de la distance à l’origine O, divisé par le produit des distances aux points C et C’. D’où il suit que la résultante des deux attractions varie, proportionnellement à la dis-
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lance R sur une même leinniscatc. en raison invi'rse de r sur un même eerele au rapport roustant de r^siir un
iiieiue eerele au rapport eonstnni — •
§ CXXVIll.
AIRE DK LA LKMMSC.ATE RADICALE.
Si les coordonnées thermoniélriques, du système cylitidriqtie des lemniscales, sotil celles cpi'il faut employer, dans les questions delà théorie analviique de la chaleur, comme étant alors les plus naturelles et les plus simples, il n’en est plus de même lorsqu’on se propose d’étudier les propriétés ^'éométriques d’une courbe individuelle appartenant au même système ; là, «l’autres coordonnées sont évidemment préférables.
P,^r exemple, s’il s’agit d évaluer la surface de l’un des ovoïdes de la lemuiscate radicale (.|), on l’obtient rapidement à l’aide des coordonnées polaires, car les formules
.r = ccosif, ^ = rsiii^, transformant ainsi l’équation ( 4)
> • — f'- rus 2 »,
la surface elicrehée est
ros 2 ç f/i)( ;
c'est-à-dire qu’elle érpiivaut au carré construit sur la largeur c, et dont la diagonale donne le demi-axe de la courbe, l'andis (|u’avcc les «-oordonnées thermométriques a cl rélément di- surface étant
thth I =
SI II I.ES COomiONîlf.KS Cl KVIIJ^.^ES, ETC.
d après la relaliuii (i3), il faudra inlègrer col cloinoiil, do jS = O à (5 = 7t, de 3 = O .i a = t3C -, opération boauroup • jdus pénible quo la précédonto.
Toutefois l’idontilédes résultats oxigoaiitque l’on ait
I + f ^ 3. r — ^ ros P
voilà une intégrale définie double dont la \aleur, ijui est exacte, se trouve immédiatement posée. Cette évaluation synthétique d'intégrales définies simples ou doubles, se reproduisant pour tous les systèmes connus de surfaces isothermes, parait constituer un avantage inhérent à l’emploi des coordonnées curvilignes, et qu’il importait de signaler.
Les deux systèmes, étudiés dans cette leçon et la précédente, signalent plusieurs lois, qui régissent les limites et les signes des coordonnées therniométriques (i), ^ XCIX. En résumé, voici les conséquences princijiales de ces lois. Pour un système cylindri<|uc, isotherme et quelconque, toutes les valeurs du potentiel angulaire [3, sont comprises ; soit entre zéro et un certain multiple a/tf, de la circonférence 27:; soit entre — i~ et + ir^. Suivant la question que l’on traite, il faut adopter l’un ou l’autre de ces deux ilasscments.
S’il s’agit, par exemple, d’ajipliquer les séries (i5) et (i8) de la XI'' leçon, à un prisme rectangle, curviligne et indéfini, dont les faces appartiennent au système considéré, les sommations nécessaires pour évaluer les coellicients .1.0'), déterminent le classement essentiel. Alors les séries citées donnent les températures stationnaires, pour les seuls points dont les deux coordonnées^ 2 e/ ,3, aiiiiarliennent, chacune, à une des f;énéralrices de la surl'nce ; c’est-
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à-dire, ou les lenipéralures de-> sc-uls points intérieurs au prisme rertangle curviligne, ou exclusivement celles des points extéi’ieurs.
Pour établir ces propositions, nous avons choisi le système cylindrique bi-circulaire, et celui des lemniscates, comme étant ceux (jui s'offrent le plus naturellement aux a])plications. Or, ils sont aussi les plus simples parmi les nouveaux. Kn effet, sur la liste des systèmes orthogonaux formés par des lignes planes, le premier est celui des coordonnées rectilignes, qui comprend deux familles d(? droites parallèles; le second, celui des coordonnées polaires, ipii réunit une famille de droites divergentes, avec une famille de cercles concentriques; immédiatement après, vient le système détini dans la XII' leçon, lequel comprend deux familles de cercles; et le système étudié dans la leçon actuelle, est inséparable du précédent, dans la classe des |K)tenticls cylindriques. Il y a lieu de s’étonner que le troisième système n'ait ]>as été introduit plus tôt: puisqu’il suffisait de rapprocher les deux seuls lieux géométriques du Cours le plus élémentaire.
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UÜ4T0KZIÉME LEÇON.
SYSTÈMES ORTHOGONAUX TRANSFORMÉS
Siirfoc<>6 orthogonale» transformées. — Transformation conique p.nr rayon*i \ccteurs réciproques. — Application au problème des lompt^raturcs stationnaires. — Tr.insl’ormation cylindrique, — Application aux systèmes cylindriques isothermes
§ GXXIX.
NOÜVEU.E.S KOUMUI.RS.
Le système (le coordonnées curvilignes, délini jiar Ic^ é(|ualions
du § IV, peut l'èlre aussi par trois équations de la forme
(II) « -- 'T. (.0, pi, ?.)■ • • 3,
desquelles on pourrait déduire les évpalions (a) ellesmêmes, ou celles des surfaces orthogonales conjuguées, en isolant successivement les p, .i l’aide de l'élimlualion. 11 esl évident que les trois familles de surfaces, qui résultent de celte opération, dépendent des fonctions ou qu’elles changent avec ces fonctions, puisque le système résultant (a) change avec les fonctions f,.
Si l’on exprime les dérivées des e,- en //, par celles des u en 0,, .à l’aide des relations (8), § A 111, les formules (a) et (4)i S transforment ainsi :
S lllt itll _ il U, (t ri J
a 3 8 1 Ki^O.NS
les pr(‘inièrf->. iléliiiisscnt d’iino autre niunière les lonctioiis/i,, les secondes expriment encore rorlliogonalilé des surfaces conjuguées.
Ainsi, lorsqu’on est arrivé à des valeurs (b), donnant les U à l’aide des p,, si l’on constate tpie les relations (2) sont vérifiées, on doit conclure que les surfaces avant les p,- pour paramétres, et dont les équations (a ) s’obtiendraient par l’élimination, se coupent orthogonalcment. La formule (i) donne alors les fonctions //., desquelles on peut déduire les courbures, les paramètres différentiels du second ordi-e, tous les éléments géométriques et analytiques «lu système obtenu.
§ exxx.
TRANSFORMATION PAR RAYONS VECTEURS Rftf.IPROQUES.
On trouve un emploi remarquable de celte marche et de ces règles, lorsqu’on applique la transformation par rayons vecteurs réciproques, aux fonctious-dc-poinl et à leurs systèmes coordonnés, comme plusieurs géomètres l'ont fait aux surfaces et aux courbes.
Pour transformer, ou plutôt transposer, un point quelconque M ; sur le rayon vecteur R, qui mesure sa distance à l’origine O, on prend un point AI', tel que son rayon
vecteur R' soit égal ^ étant une longueur qui reste la
même pour toutes les transpositions. Alors, les rapports —1
des coordoiiiu^s ti de M' à celles u de M, seront égaux a
— 1 ou a — « il nu R R'
IV
Cela posé, supposons (|ue les u soient exprimt’s en o, par
Si:i\ l.KS COOKDONM^T.S ^•.lllVlUG^ES, ETC. ‘jik)
(Jc> v;ileiii\s tloiiiiét-s (l>), ipii drlinisM'iit un pti iiii(!r syslùmc (le suilaces. Ces valeurs élaiil subsliluéos clans ces seconds membres des i/(b'), où
ces mainlenanl exprimés eu p,, déliniront un second système de surfaces. 11 s’agit de reconnaiti-e à quellc's conditions ces noue elles surfaces seront orthogonales.
CXXXI
(iRTlKM’.ONALITf; DU SVSTfcMI' TUANSKOUMfi.
l.a foi mule (b'), dill'érentiéi' suceessivemeni par ra|>pnrl .à 0 ,, et .à pj, donne
I du' I du 2 « f/ R
c' dp, R’ dpi R‘ dp,
I du' I du 2 H dR
7’ Tïj ~ ~R> d^j ~~ ~R' dlj ’
et, remaix|uanl ipie, d’après l’équation (3), on a
(5) ^hc/« = Rc/R,
quelle que soit la variable indépendante par rapport à laquelle on dilTérentie, on reeonnait faeilement que la sommation ^ du produit des deux valeurs (4) conduit à
(■' d Pi d P j R’ dpi dpj ’
comme si les .seconds nienibres de- ces \aleurs se ré'duisaient .à leurs premiers termes. (Kn ell’et , le produit des deux derniers ternu“s de ces seemnds membres donnerait .à la
DEVONS
somme
dj, Il i'
et, d’après (5), les deux autres.parties, complétant le produit total, donneraient, réunies et sommées, la même quantité avec un signe contraire, )
Maintenant, pour que le second système, celui des li'(b'), soit orthogonal, il faut que
S du’ du'
(tf, a üj
on, d'après les relations (6), que
S du du dfi daj
C’est-à-dire qu’il faut, et qu’il suffit, que le premier système, celui des u (h), soit lui-mème orthogonal.
Ainsi tout système orthogonal, auquel on appliquera la ' transformation par rayons vecteurs réciprcMjues, donnera un .second système pareillement orthogonal. Et, dans cette transfoi'mation générale, chaque surface p,-, chaque an- s, ou chaque ligne de courbure, du premier système, donnera une surface p,-, un arc j. ou une ligne de courbure, du second.
D’après la marche suivie pour l’ohtcnir, il est évident que la relation (6) s’étend aux cas où les indices i et / sont égaux. Si donc on désigne par h\ les paramètres diflerentiels du premier ordre des p,, dans le système u! (b'), la relation (6), rapprochée de la formule (i) donnera
Si o' représente le pi'oduit des trois h \ , cunime ct celui
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des trois A,, on aura
Puis, en accentuant le symbole Ai pour désigner les para mètres difTérenticls du second ordre dans le système (b'), la formule (39) du §X 1 V donnera
, , P i c* ^Pi _ ^ ^ ^ 3
o’ “R* R» dpi a"‘ ■
RELATION ENTRE LES
Si ces valeurs (9) n’ofirent rien de remarquable, il en est autrement du' paramètre dilTérentiel du second ordre d'une fonction-de-point rapportée au nouveau système : la nature de la fonction R’, qui entre en dénominateur dans les valeurs (8), conduit à un théorème important, qui donne ce nouveau paramètre différentiel du second ordre par une formule très-simple.
Une fonction-de-point F étant exprimée dans le système u' (b'), son paramètre difTérenticl du second ordre aura pour expression
conformément à la valeur générale (a8) du § XJV. Substituant les valeurs (8), et posant
II) R
l'équation (10) prendra la forme suivante :
a’, F ^ X a dpi
c* a' émié d p,
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Maintenant, si l'on désigne par f le quotient de la fonction F par -^5 ou si l’on pose
l'équation (la), multipliée par c, se transforme ainsi
d i ^ dfv'A
A, f ^ * O rfp,
C* Cl' . .i* (i pf
et il s’agit de développer le second membre.
Remplaçant, momentanément, — par p, et p, par a,
on a
U d( J A I el l f rfi
A da , doL du
et, quand on dilTérentie de nouveau cette expression par rapport à «, il arrive, dans le.second membre, que la diflé-
rentiation du facteur appartenant au premier terme, X’
est détruite par celle du facteur. f, appartenant au second ; circonstance importante, d’où résulte
Restituant, dans ce développement, à pela leurs valeurs, faisant la sommation enfin ayant égard aux expressions générales des A, et des (A,)’ tlu ^ XIV, on met l’équa-
lion (i4) sous la forme
c rj y> w y A.
Or, la parenthèse du second membre est nulle d’clle-mème, d’après la nature de la fonction X, car on a
’ du ’ du’ ’
A,X = 3(A,À)’= laX.
Le second membre de l’équation (i5) se réduit donc à son premier terme-, remplaçant, au premier membre fy^ par cF (i3), au second yT par R (i i), et rappelant que
d’après les valeurs (7), on a simplement
où, d'après la relation posée (i3), la fonction f est liée à F par la proportion •
L’interprétalion de ce résultat exige quelques réflexions. Au point de vue purement analytique, F et f ne sont que deux fonctions des trois mêmes variables p,- ; mais, en les considérant comme des fonctions-de-point, ou comme assignant à chacpie pointla valeur d’une certaine quantité (§1), elles ont des origines essentiellement différentes. La première, F, a été introduite dans le système u' (b') 5 si donc
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on (lonno ilos valeurs |iarlirulières aux p,, dans son expression à l’aide (le res variables, le nombre resnilant assignera la (juantité F eorrespondante au point M', dont les coordonnées II' se d<iduirai(ml de la substitution de ces mêmes valeurs particulières dans les relations (b').
La seconde, f, devient une fonrtion-de-poinl, néressairement exprimée dans le système ii (b), quand on remplace, lors de la formation de l'équation (i5),
par
AJ
D'ailleurs, dans le second membre de cette équation (iT»), l’association des fonctions' f et X entraîne ruuilé de leur système, et X appartient essentiellement au primitif. Si donc on donne des valeurs particulières aux p,, dans l'expression de f à l’aide de ces variables, le nombre résultant assignera la quantité f correspondante au point M, dont les coordonnées U se déduiraient de la substitution d(‘ ces mêmes valeurs particulières dans les relations (b).
En un mot, considérées comme des fonctions-de-point, f appartient au système primitif, F au système transformé. Ainsi, de même que les équations originelles (b') donnent les coordonnées de M', à l’aide de celles de M, de même les é>quations (inalcs, (i3) et (i6), donnent Certaines quantités appartenant au point M', à l’aide d’autres quantités appartenant au )K)int !\1.
On conçoit, d’ailleurs, (jue toute fonction .7 des.p, pourrait être exprimée de deux manières différentes ; i" pâlies (/, en éliminant les paramètres à l'aide des liquations (b'), première expression d'où l’on déduirait
■À° pat les «, en éliminant les paramètres h l'aide des équa--
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lions (11), st'fonile expression d’où l’on déduirait
Si l'on suppose que ees deux modes soient respectivement appliqués aux deux membres de l’équation (i6), elle tlevicndra
(i 6 bis)
S ' d'F tlu''
du' '
en remplaçant f par sa valeui- (17). Or les u' sont donnés en fonctions des u par les relations posées (b'|; on peut donc vérifier l’équation (16 his), eu se servant des proettlés du calcul diiréreuliel, relatifs au cliangcment des variables indépendantes. Cette vérification bannit tout doute, et sa longueur inévitable fait ressortir tout l’avanlage de la méthode précédente, fondée sur l’emploi des eoOrdonnét*s curvilignes.
§ CXXXfll.
APPLIGMION AUX TE.MPÉRATUUHS SIWTIONNAIRKS.
L'importance de la formule (16) ne le cède pas .à sa simplicité. Pour faire comprendre, par un exemple, quelle est son utilité générale, prenons un des problèmes principaux de la théorie analytique de la chaleur; celui qui consiste à déterminer la température stationnaire, V, des points d’une enveloppe solide homogène, dont les deux parois sontTsouniiscs à des températures fixes et connues, dilTércntcs d’un |K>int à un autre de ces parois.
Supposons que ce problème d’intégration ait été résolu pour une première enveloppe, dont les parois sontdeux surfaces P du système orthogonal défini par les valeurs u (b) ; nous allons montrer, (|u'il résulte de la formule (16) que le même problème se trouvera résolu, pt»ur une seconde enve-
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loppc, dont les parois seraient deux des surfaces p, appartenant au système défini par les valeurs u' (b').
En effet, dans le cas de la première enveloppe, on avait à déterminer une fonction V, exprimée dans le système u (b), vérifiant l’équation
et qui, pour les valeurs p = a, p = ^, correspondantes aux deux parois, reproduisit leurs températures fixes, données par les équations, dites à la surface
^ ( '’p — fp(P' > P>) >
et tel est le problème d'analyse que nous supposons résolu.
Dans le cas de la seconde enveloppe, il faut déterminer une fonction V', exprimée dans le système «' (b'), vérifiant l’équation
et qui, pour les valeurs p = a, p = |3, correspondantes aux deux nouvelles parois (lesquelles sont les transformées par rayons vecteurs réciproques des anciennes), reproduise leurs températures fixes, données parles équations
'( v;,=f>(PM p.)-
Pour résoudr»! ce nouveau problème, posons
relation dans laquelle R = \/S ir est exprimé en p, à
SUR LES COOKDÜMKÉES CURVlLlG^ES, ETC.
l’aille des valeurs u (b) ; on aura, d’après la formule (i6),
la fonction W étant exprimée, comme R, dans le système primitif u (b) ; et puisque le premier membre de ( 23 ) doit être nul, d’après (20), il faudra que la fonction W vérifie l’équation
ct’que, pour les valeurs p = a, p =i3, correspondantes aux parois, redevenues les anciennes, elle donne
gFp(P') P»)
valeurs qui se déduisent des équations (21), d’après la relation ( 22) ; , désignant ce que devient la fonction R
des Pi, quand on y fait p = a, p = |3.
Actuellement, le problème de la détermination de W est le même que celui dont, par hypothèse, on possède la solution. On aura donc W en substituant, dans l’expression trouvée pour V,
cF,(p., p.) .
pO-
Et, la fonction W étant connue, la relation (22) donnera V'.
LEÇON
CXXXIV
RELATION DES Sf)LUT10NS.
En résumé, les fonctions-de-point W et V', qui expriment • les températures stationnaires, la première dans l’enveloppe primitive, la seconde dans l’enveloppe résultant de la transformation par rayons vecteurs réciproques, sont liées, pour deux points correspondants (M, M'), par la proportion
Si les parois de la seconde enveloppe sont les transformées des parois de la première, et Si les températures fixes et ' données, de part et d’autre, sur ces parois, sont liées par la même proportion (2^); ce qu’expriment les substitutions (26). (Il importe de remarquer que, dans cette correspondance, la paroi extérieure de la première envelopjn: a pour transformée la paroi intérieure de la seconde, et • réciproquement; ce qui résulte évidemment de la relation RR'=c’, base de la transformation.)
On voit clairement, par le résumé qui précède, comment la solution du second problème se trouve ramenée à celle du premier. Ainsi, lorsqu’on sera parvenu à résoudre le problème général, énoncé au § CXXXIII, pour une enveloppe solide, limitée par deux surfaces, appartenant à l’une des trois familles conjuguées d'un système orthogonal nouveau; on aura immédiatement la solution du même problème, jK)ur une infinité d’autres enveloppes, résultant de la première, transformée par rayons vecteurs réciproques ; soit en plaçant successivement l’origine O dans tontes Iw positions admissibles; soit en donnant à la longueur constante c toutes les grandeurs finies.
Quand on considère le très-|ictii nombre de corps que l'on savait traiter, >1 y a peu d'années, dans la théorie ana-
Digilized bv
si’ii LES coonnoNWÉES clevilignes, etc. a49 lytique de la chaleur, on est émerveillé de la puissance de généralisation du nouvel instrument, que nous venons d’indiquer. Gloire en soit rendue aux géomètres qui l’ont inauguré et cultivé. On peut voir d’autres détails relatifs à son emploi, dans plusieurs travaux importants de M. Thomson, et de M. Liouville, surtout dans les mémorables Lettres de ce dernier à M. Blanchet.
§ cxxxv.
TRANSFOR.MATION CYLINDRIQUE .
On arrive à des conséquences non moins remarquables que les précédentes, lorsqu’on applique à des systèmes orthogonaux de courbes planes, ou aux cylindres qui ont ces courbes pour bases, un autre mode de transformation par rayons vecteurs réciproques. Dans ce second mode, le rayon vecteur d’un point M est sa distance .à une droite constante, et non à un point fixe comme dans le premier. On peut indiquer la dilférence de ces deux transformations, en appelant l’une conique, et l'autre cylindrique. La distinction est analogue à celle qui se présente en mécanique, ipiand on considère le moment d’une force, soit par rapjK)rt à un point, soit par rapport à une droite.
Tout système de courbes planes orthogonales peut être représenté par des équations de la forme
dans lesquelles a et p sont les paramètres des deux faiiiillcs, et qui vérifient la relation
, . fl.T dx dy dy
exprimant rorihogunalité. Les paramètres difrérciitiels du premier ordre h et /i, de a cl (5, sont donnés j)ar les
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formules
Le paramètre difTérentiel du second ordre d’une fonction quelconque de (a, P), et qui est indépendante de la coordonnée rectiligne z, a pour expression
' aL—
"a, rfa . Trfp
puisque le paramètre différentiel du premier ordre A, de z est égal à l’unité.
Dans la transformation dont il s'agit, désignant encore par R et R' les nouveaux rayons vecteurs, de même direction, des deux points M et M', on établit entre eux la relation constante
(3a) RR' = c’,
et (x, y] étant les coordonnées de M, (x', y'J celles de M', on a
i R’ = xS R'" = x'’ -+-y’,
ce qui donne, pour les formules de la transformation.
Après la substitution des valeurs (a8), les relations (34) représentent, en (a, P), le système des courbes transfor-
mées. Eu suivant absolument la même marche qu’au § CXXXI, on constate : i" que les fonctions (a/, y') vérifient la relation
dx' dx' dy dy
Tl d^^ dZ d^
ce qui démontre l’orthogonalité des nouvelles courbes; a° que les paramètres différentiels du premier ordre, //, A', , du second système (34), sont liés à ceux, A, A,, du premier (28), par les proportions
CXXXVI. RAPPORT DES A
Or le paramètre différentiel du second ordre de la fonction ,T de (a, (3), pris relativement au système (34), ayant pour expression générale
'h'dg , dx
dp
deviendra, par la substitution des valeurs (36) des A', A',,
ou, plus siqiplemcnt, d’après (3i),
relation remarquable, analogue à celle (16) du § CXXXll, mais <jui en diffère, en ce qu’ici les A, et A, appartiennent à la même fonction. Cette relation (38), qui n’est autre
que eelle-ci
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{ 38 bis)
dx'^ dy'^ e* \ rf.r’ dy'‘ '
SC vél'itie par le calcul diflërcnliel ordinaire, à l’aide des équations (34), qui donnentles nouvelles variables (x^.y), en fonction des anciennes (x, y).
On déduit du rapprochement des relations (33), (36), (38), la suite de rapports égaux
AjJ A’ h\ ■ x'’ _)’■
De l.i résulte que les carrés des paramètres dilférentiels du premier ordre de la fonction 3, dans les deux systèmes, ou les expressions
seront encore dans le mcine rapjMjrt général. On a donc
Si la fonction 3 est telle que la seconde fraction ne varie qu’avec 3, il en sera de même de la première. C’est-à-dire, d’après le § XX, que si la famille des cylindres, au paramètre ■'», est isotherme dans le système primitir, la famille de ces cylindres transformés lésera pareillement. Ce théorème général comprend évidemment les théorèmes particuliers qui vont suivre, mais rimj)ortaiice de ces derniers exige leur démonstration directe et sjiéciale. ’
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CXXXVII
Ci\S DES CYLINDRES ISOTHERMES.
Si, dans le premier système, les paramètres (a, (3) vérifient le groupe d'équations aux diflTércnces partielles ( 22 ), § CV’II, ce premier système est isotherme, et de plus h, = It. Alors les proportions ([i6) donnent h\ = It', et puisque l’équation (35) est vérifiée, le second système est pareillement isotherme, d’après le théorènlfc établi au § CVIII. Ainsi le second mode de transformation par rayons vecteurs réciproques, appliqué à un système cylindrique orthogonal et isotherme, donne un second système cylindrique, qui est, non-seulement orthogonal, mais encore isotherme, tout comme le premier.
On arrive d’une autre manière à cette dernière conséquence, en partant de l’équation
qui représente, à elle seule, un système cylindrique, orthogonal, isotherme, et quelconque (^CVII). Car, eu y remplaçant X et par c’ — et c’ ^5 on a ■
et celte nouvelle équation représente le système cylindrique transformé. Or, son second membre donne identiquement
rfF
dx'
et la substitution du premier membre, dans cette identité,
rondull au gi'oupe
d’où l’on déduit l’orthogonalité et l’isothcrmie du nouveau système, ainsi que l’égalité de ses deux paramètres ditléreiitiels du premier ordre.
IDENTITÉ DES S0LUTK1NS
Mais, il y a plus : si l’on a résolu, sur une enveloppe cylindrique indéfinie, formée par le premier, système, les problèmes généraux de notre XI' leçon, les mêmes formules résoudront les mêmes problèmes, sur l’enveloppé rorrespondante formée par le second système. Et pela, sans aucune modification, ni dans les paramètres thermométriques employés, ni dans leurs limites, ni dans les fonctions soumises aux intégrations définies : Si les parois cylindriques dé la seconde enveloppe sont les transformées des parois de la première, et Si chaque température, fixe et donnée, est la même pour deux génératrices réciproques l’une de l’autre.
Ce qui résulte, évidemment, de ce que la température stationnaire, V, exprimée en (a, (B), aura, comme la fonction .T (38), son A', nul en même temps que son A, ; et de ce que les équations à la surfaep seront identiquement les mêmes dans les deux cas, puisque deux génératrices, réciproques l’uiie de l’autre, ont les mêmes coordonnées curvilignes («, (3).
Il importe encore de remarquer ici, que la paroi intérieure du système primitif, correspond à la paroi extérieure
LECOHS
da _ d^ dx' dy' ' •
dy' dx ' ’
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du système Iraiisrurnié , et réciproquement. S'il n'existe qu’uuc seule paroi cylindriqüc dans le premier système, il n’en existera qu’une dans le second; mais alors, l’unique formule, qui donnera les températures stationnaires des points intérieurs au premier cylindre, donnera au contraire celles des points extérieurs au second cylindre. C’està-dire qu’elle résoudra le problème posé, pour une colonne prismatique solide , dans le premier cas, et {x>ur un canal cylindrique traversant une ma.sse solide indéfinie, dans le second; ou, inversement.
Rn ré.sumé, les transformations, conique et cylindrique, par rayons vecteurs réciproques, donneront ^e infinité de systèmes orthogonaux secondaires, pour lesquels le problème de l’étjuilibrc des températures se trouvera résolu, s’il l’est pour le système primitif, qui leur transmettra sa solution. Là, cette transmission est essentielle et générale, tandis qu’elle ne se présente qu’cxccptibnnellemcnt, dans les systèmes obtenus par des transformations d’une autre nature.
Par exemple, si les trajectoires, ([ui servent de bases aux cylindres isothermes des leçons précédentes, tournent autour d’un axe situé dans leur plan , il en résulte une famille de plans méridiens, et deux familles orthogonales de surfaces de révolution. De cette manière, le svstème des coordonnées polaires conduit à celui des coordonnées sphériques; les courbes homofocales du § CVIII, engendrent les systèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires ; et ces systèmes transformés sont triplement isothermes, comme les
* primitifs. Mais, pour tout autre cas, les plans méridiens sont seuls isothermes.
Ainsi, le système bi-circulairc, donnera une famille de
• . tores, et une famille de sphères ayant un cercle commun,
s’il tourne' autourdc son axe r.idical; il engendrera une autre
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faïuillc de tores se pénétrant suivant deu\ mêmes ombilics, et une famille de sphères excentriques isolées, s’il tourne autour de son axe central -, mais, dans ces systèmes transformés, les surfaces de révolution ne seront pas isothermes. Et il en sera de même des tores, à section méridienne ovoïde, engendrés par la rotation des lemniscates. Forcés de nous limiter, nous avons supprimé l’étude de ces systèmes, inabordables pour les températures, bien qu’elle conduisit à des propriétés géométriques importantes, et qu’elle pût même venir en aide, pour une autre branche de la physique mathématique.
RAPPEL DES ÉQUATIONS DE L ÉLASTICITÉ
Les leçons qui vont .suivre ont pour objet principal, d’appliquer les coordonnées curvilignes, à la théorie mathématique de l’élasticité. Cette application est réellement la plus naturelle, car les lois qui régissent l’équilibre intérieur d’un corps solide, conduisent à la considération de trois familles de surfaces orthogonales; et tout porte à penser que l’on parviendra à exprimer les lois dont il s’agit, et toutes leurs conséquences pratiques, en employant exclusivement les courbures des surfaces conjuguées, celles de leurs arcs normaux, et les variations suivant ces arcs mêmes; de telle sorte que la représentation géométrique accompagnera constamment l’expression analytique.
Les formules de la théorie de l'élasticité, exprimées en coordonnées rectilignes, sont aujourd'hui presque aussi connues que celles de notre première feuille A ; il suffira donc de les rappeler, succinctement, en indiquant leurs origines, leurs liaisons, et les théorèmes qui en découlent. Ces formules sont toutes groupées par la feuille C.
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Dan s la Jfsi'ripliuii rapide ijui va suivre, rasU'ris((ue (*), place à la lin d'une proposition, simplement énoncée, indique la nécessité de développer cette pro|K)sition. Afin d<; ne pas retarder l’objet principal ci-dessus défini , nous avons réuni tous les développements réclamés par le signe précédent, pour les exposer, avec les détails nécessaires, dans notre XX' et dernière leçon.
La première case du tableau I de la feuille C, contient lés équations générales de l’équilibre d’élasticité d’un milieu solide homogène, dont la densité est S ; (Xo, Y», Zo) sont les composantes, parallèles aux axes rectilignes des (x, y, r), de la résultante des forces extérieures, rapportée à l’unité de masse; les fonctions-de-point (N,, T,) sont les composantes des forces élastiques, rapportées à l’unité de surface, qui sont exercées, en un même point Î\I, sur trois élémentsplans perpendiculaires aux coordonnées; les X, sont les composantes normales, lesT^ les composantes tangentielles. Ces équations sont déduites de l’équilibre du parallélipipède élémentaire; des six relations nécessaires pour établir cet équilibre, celles, dites des moments, expriment la dualité de chaque T,, et les trois autres donnent les équations posées.
DES C0MI*0SANTES RÉCIPROQUES
La seconde case du tableau I, donne les valeurs des composantes (X, Y, Z) delà force élasti(|ue, rapportée à l’iinité de surface, qui s’exerce sur un élément-])lan o, dont la normale fait avec les axes des angles aux cosinus [m, n, p). Ces valeurs sont déduites de l’équilibre du tétraèdre élémentaire, ayant ttxtis faces perpendiculaires aux coordonnées, et la quatrième parallèle à cr. Elles établissent ce premier théorème : Si E et F/ représentent, resjvectivement, les forces élastiques exercées en M, sur deux éléments-
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plans CT et n', dont les normales sont L et \J , la composante ou la projection de E sur L', est égale à la projection de E' sur L.
Les composantes, soit (N,-, T,), soit (X, Y, Z), relatives à un élément-plan, coupant en M le milieu solide, sont celles de la force élastique exercée, par la partie_ (du milieu coupé) la plus éloignée de l’origine O des coordonnées, sur la partie qui en est la plus voisine; les composantes de la force élastique que la seconde partie exerce sur la première, ont les mêmes valeurs absolues, mais avec des signes contraires. La force élastique, exercée sur un élément-plan, et faisant un angle e avec la normale à cet élément, s’appelle traction si £ est aigu, pression si cet angle est obtus, ybree tangentielle ou de glissement s’il est droit.
§ CXLl.
DE L ellipsoïde D’ELASTICITE
Le tableau II définit les cosinus (w,, t;,, />,) des angles que de nouveaux axes rectilignes z') font avec les
anciens, et les composantes (iV, , 1’',) des forces élastiques exercées sur les éléments-plans perpendiculaires aux nouvelles coordonnées. Le tableau III donne les valeurs des (N', , T,), en fonction des (N,, T,) et des cosinus (m., p,);
l'est, ici, l’un quelcom|ue des trois indices (i, 2 , 3), /et A sont les deux autres. Ces valeurs se déduisent du groupe I, seconde case, ou du premier théorème énoncé. Elles établissent les propositions suivantes.
Si, sur la direction de la force élastique E, qui sollicite en M chaque élément- plan, on prend une longueur proportionnelle à E, les extrémités de toutes les lignes ainsi prises, sont situées sur la surface d'un ellipsoïde f, dont le centre est eu M . Soit (fésignée; par T, une surface du second ordre, concentri(|ue à rdlipsoide piécédent, ayant .ses axes dans
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les mêmes directions, et de grandeurs proportionnelles aux racines carrées de ceux de pour connaître l’élémentplan O, sur lequel s’exerce la force élastique représentée par un diamètre D de l’ellipsoïde i’, il suffira de mener un plan tangent à la surface 7 au point où D la rencontre, et ts sera parallèle à ce plan tangent.
Lorsque les forces élastiques, qui s’exercent en M, sont toutes, ou des tractions, ou des pressions, la surface a est un second ellipsoïde. Lorsque ces forces élastiques sont, des tractions pour une partie des éléments-plans passant en M, des pressions pour les autres, la surface a se compose de deux hypcrboloïdes conjugués, l’un à une nappe, l’autre ■à deux nappes, ayant un même cône assymptote; alors, les diamètres de l’ellipsoïde i', qui sont couchés sur ce cône, représentent des forces tangenlielles ou de glissement.
De ces propositions résulte le corollaire suivant : En chaque point IM d’un solide homogène, en équilibre d’élasticité, il existe toujours trois éléments-plans, perpendiculaires entre eux, qui sont sollicités normalement, ou pour lesquels les composantes tangentielles sont nulles. Les forces élastiques norinalQs à ces éléments, déterminent les axes de l’ellipsoïde i', et sont appelées principales . Le tableau IV reproduit l’équation du 3 ' degré, qui donne, par ses racines A, les forces élastiques principales en M, quand les six fonctioiis-<le-point (]N„ T,) sont connues. Suivant que les trois racines ont toutes le même signe (-t- pour les tractions, — pour les pressions), ou ont des signes contraires, la surface 7 est un ellipsoïde, ou le couple de deux hyperboloïdes conjugués. Lorsque les trois forces élastic|ues principales en M sont numériquement évaluées, on obtient facilement les. équations dv!s éléments-plans qu’elles sollicitent.
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CXLII
FOKC.es ÉI..\STIQUES par les DEPLACEMENTS.
Le tableau V donne les expressions {jénérales, delà dilatation cubique 6, et des fonctions-de-point (N,, T,), à l'aide des premières dérivées de trois autres fonctions-de-point (u, i», iv), lesquelles sont les projections, sur les axcs.ioordonnés, du déplacement total, supposé très-petit, qu'a subi le point M, lorsque le milieu solide est parvenu à l’état d’équilibre d’élasticité, sous l’action des forces extérieures, qui lui sont appliquées; les (J, u, if) représentent, pour simplifier, les sommes de deux dérivées réciproques des (m, u, tv). Lors de l’homogénéité la plus générale, et (|uaiid on évite toute hypothèse préconçue ('*), sur la nature et la loi des actions moléculaires, les coefficients constants (A,, 6,,..., .iC,, des (J\,, T,), lesquels sont au nombre
de trente-six, n’ont, théoriquement, aucune relation nécessaire (■*’).
Mais, on démontre que ces trente-six coefficients n’en comprennent que quinze qui soient distincts, lorsiju’on pose, à priori, ce principe, ou plutôt cette hypijthèse multiple (*), qu’entre deux molécules ('•' ) \I et M' très-voisines, et dépla,cées, il existe une action mutuelle ('*'), dirigée suivant la droite qui les joint (*), et égale à leur écartement, multiplié par une fonction de la distance qui les sépare (*) ; cette fonction-facteur étant variable avec la direction de M.M', mais restant la même pour deux directions opposées l’une à l’autre ('*'). Quand on ne suppose pas que cette fonction-facteur ait la luènic valcui- pour deux directions opposées, les trente-six coellieients se réduisent à vingt et un.
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CXLIII
LOIS DE L ÉLASTIOTÉ œNSTANTE.
• Les deux premières cases du tableau VI, donnent les expressions particulières des (N., T,), pour un milieu solide homogène, cl d’élasticité constante dans toute direction, avec deux coeiSrients seulement (X, p) ; coefficients qui, théoriquement, restent indépendants, quand on bannittoute hypothèse ('*') ; mais, qui sont nécessairement égaux l’un à l’autre, si l’on adopte complètement le principe ci-dessus énoncé, en regardant alors la fonction-facteur comme étant la même pour toutes les directions.
Avec ces valeurs particulières des (N., T, ), les équations générales du tableau I deviennent celles de la troisième case du tableau actuel VI, ou bien, celles du tableau VII, si l’on représente, pour simplifier, par (U, V, W) les diflérences des dérivées réciproques dont les (^, rj, ij/) sont les sommes. Lorsque les composantes (X,, Yo, Zo) des forces extérieures sont les dérivées d’un potentiel P, tel que A, P = O, la forme VII des équations de l’équilibre d’élasticité constante, donne A|6 = o, pour la loi qui régit la dilatation cubique 6. La forme VI conduit alors à l’équation A,.A, <)> =r O pour la loi qui régit les projections Ju, t', tv)du déplacement moléculaire, et par suite toutes les composantes T*-''] des forces élastiques.
Les formules de la feuille C, ne se rapportent qu'à l’équilibre d’élasticité des milieux solides homogènes. Mais, ou peut en déduire celles qui concernent les vibrations intérieures des mêmes milieux, en remplaçant les (Xo, Y», Zo) par
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comme l'indique le principe de d’Alembert. Inversement, dans les transformations qui vont suivre, nous partirons des formules complétées par cette addition ; aiin que les équations transformées puissent s’appliquer aux deux cas. Pour les ramener à celui de l’équilibre, il suffira d’annuler les dérivées prises par rapport au temps.
CXLIV
TRANSFORMATION EN COORDONNÉF-S p,.
Pour exprimer, en coordonnées curvilignes, les équations de l’élasticité d’un milieu solide homogène, considérons trois éléments-plans orthogonaux o, , respectivement tangents aux trois surfaces conjuguées p,, qui se coupent en un même point M. Soient : A,- les composantes normales des forces élastiques qui sollicitent ces éléments; G, leurs composantes tangentielles, lesquelles sont égales deux à deux, d’après le théorème du § CXL; F,- les composantes suivant les normales rls^ aux surfaces p,, de la résultante des forces extérieures, toujours rapportée à l’unité de masse; R, les projections, sur les mêmes normales, du déplacement trèspetit de M.
Ces douze fonctions-ile-point sont exprimées en p, ; il s’agit d’établir les équations qui les régissent. Supposant ces fonctions connues, on évalue, à l'aide des cosinus des angles que les z) font avec les normales les fonc-
tions-de-point, de mêmes définitions, relatives aux coordonnées rectilignes, savoir : par les sommes des composantes des F, pour les (X,, Yo, Z„); par les sommes des projections des R, jK)ur les («, e, le) ; enfin par les formules III de. la feuille C’, convenablement transformées. Ces opérations sont facilitées par les correspondances du double
tableau suivant :
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I fio
1 dp
1 fiù
h dx
Il d y
h TIz
I dp,
I dp,
II, dx
Ai dy
II, dz
i_dp^
1 dp.
I dp.
II, dr
h, dz
Les fonclious-de-point, relatives au système des axes reetiligiies, étant ainsi déterminées, leur substitution dans les formules principales de la feuille C, conduit au but proposé. La première équation générale de cette feuille qui est
dans le cas des vibrations, se transforme ainsi qu’il suit. Ou a d’abord les valeurs
h dx II, dx ' A, dx ”
pour composer la parenthèse' qui mulli|ilie la densité d. Rnsuite, pour transformer les trois premiers termes 'de l’équation (2), la loi (le formation indiquée par les Ÿor-
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mules LU, feuille C, donne
rf.r I ‘ f>'‘ dx dx A, A, ’
11 ' T ‘h ù:. ^ (‘Lh th ^‘iîi 'lh \ _£_
’ djr d.r fi* dj' dy dæ y ’’
— { r ~ 'Lt ^ ^ ( th 'if} ^‘!h ^ _i_
dz ( * dz tlx A* \rfz dx iiz dx ) h^ht '
en II’ écrivant, pour chacune de ces valeurs, que deux des six termes qui la composent, et qui forment trois couples homologues et symétriques, faciles à reproduire par des changements d’indices.
§ GXLV.
TERMES AUX COMPOSANTES NORMALES
Dans la somme des dérivations à elfectuer, et qui sont indt(|uées par des facteurs symholi(|ues en regard des valeurs (4)> les termes en A, donnent, étant réunis,
d’après la définition des A,, et le théorème du ^ VIII, on l’identité
^ ^ rfp, rf.f ^
dx dx dy ity dz dz ' dpi
Cette expression (5), étant développée, prend une autre forme, à l’aide des valeurs
il)
I ( dh dp dh dp,
A \iVp di dp, dx
IF
dh <tp'.\
7^,dFj'
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(léduiles des formules (i4) § X, ( 21 ) § XIII. Elle devient
succcssnemeiit
dà dlot,
A/M dp dh rfp. rf/, rfpA rff ^ hj,,
h \rfp dx dp, dx dp, dx ) dx\‘ dp dp )'
A dh dp, A dh dp, j dA
<1 log
h, h, I dp
di'
h dp, dx h dp, dx \dp dp
et enfin, par une transformation facile de la dernière parenthèse, on a la première des trois expressions
^ ^ ^1^3 fio A dh d^^ A dh d^^
* do dx h dox dx h d^t dx '
^ ^ h-xh f/p, A, f/pi A, dhx do
dpx dx A, rfpi dx A, rfp dx
aJLi
hh, dp. A, dh, dp A, dh, dp.
hh, -
dp, dx h, dp dx h, dp, dx ''
les deux autres se déduiraient, de la même manière, des termes en A, et en A,, que eomprenneiil les valeurs (4) complétées.
TERMES AUX COMPOS.\XTES TANGE.NT1ELLES
Uans la sommation indiquée, les termes en S, donneront, étant réunis.
dî^-L
dr A, A, (/pj C ' f/p, ^ tix A| Ai
1 dlfi-i-
I ,, dx A, A, do, ?
Aip, 1
>ù hjr,
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par l’introduction des A,, et une double application du théorème ou de l'identité (6). A l’aide des valeurs
A,p, = AA, A,
4,0, = AA, A
rfp,
dA
AA, df, '
(22) (lu § XIII, et de la formule (ii) § IX, qui donne l’identité
(ix dx
l’expression (9), étant développée, peut se mettre sous la forme
dA.\
dx ' ' \ h, h r/p, II, /il do, j
■ (/j- ; \AA, rfp' A, A, rfp, / ’
qui donne définitivement la première des trois expressions
ÉQUATIONS GÉNÉRALES TRANSFORMÉES
Par la somme des six expressions (8) et (lo), substituée à celle de ses trois premiers termes, et par les valeurs (3) introduites dans la parenthèse qui multiplie J, l’équation- (a), où l’on pourra mettre les ^ en facteurs communs, prendra la forme
rfp,
dz
dans laquelle les coefficients P,, ou les parenthèses qu’ils remplacent, ne conservent aucune trace des coordonnées rectilignes. On peut conclure de là (ce qui est d'ailleurs évident, d’après la marche suivie, et les formules employées) que, si l’on transforme successivement, et de la même manière, la seconde, puis la troisième, des équations générales I, feuille C, première case, on obtiendra les deux équations
(i 1 bisy
pÿ+p,ÿ+p.ÿ=„,
dy dy dy
pÿ+P,ÿ + p.ÿ.'=o,
dz dz dz
où les parenthèses P; seront identiquement les mêmes que dans la première (i i).
Si l'on ajoute les équations (ii) et (ii bis), respectivement multipliées par les dérivées qui y multiplient, soit P, soit P,, soit P,, les relations fondamentales (4) isoleroiitsuccessivementces trois parenthèses, lesquelles devront êtrenulles. Ce <|u’indiquait d’ailleurs la seule équation (ii), par suite de l’indétermination complète de toute coordonnée
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rectiligne x. Ou aura donc dé(initivemenl
Et telles seront les écpiations cherchées.
La réunion des seuls termes contenant le facteur^*
dx
dans les expressions ( 8 ), (lo), et les valeurs (,î), donne, pour la première (12),
h, h. A, f/A, A, dh-,
r/p, rfp,
OU bien, en développant les dérivées, et multipliant par /i,
/ A, Ah '"a, AhA . / A, Ah h, rfAA .
\ ^ A rfp, A, rfp, ) ' \ A rfp, A, rfp, / '
Enfin, introduisant, comme au § XLVI, les arcs et les courbures, •
1 A, Ahy
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un obtient la première du groupe suivant :
dA dp, dP, 1'
dr )
di^, dA, dp 1'
dP, dP dA. /„
dT ^ dT ^ ^ \ ’
Aj — A Aj — A| / 2 - 4 - I \
les deux autres traduisant, de la même maniéi'e, la seconde, et la troisième (12).
§ CXLVllI.
SURFACES ISOSTATIOÜES.
Mises sous eetle forme (i 5 ), en quelque sorte géométrique, les équations de l’élasticité d’un solide homogène, et quelconque, conduisent à des lois trèt générales, et d'une grande simplicité, que l’analyse eût difficilement découvertes, en continuant à n’employer que les coordonnées rectilignes. Coiksidérons le cas de réquilibi*e. En chaque point du solide il existe toujours trois éléments-plans rectangulaires, que les forces élastiques sollicitent normalement, et qui jouissent seuls de cette propriété, si l’ellipsoïde d’élasticité a scs trois axes inégaux.
Supposons qu’il en soit ainsi dans toute l'étendue du eorps, et qu'en passant d’un point à un autre très-voisin.
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l’ellipsoïde d’élasticité, toujours à trois axes inégaux, n’éprouve que de légères variations dans les grandeurs et les directions de ses axes; écartant ainsi les cas dans lesquels cet ellipsoïde serait de révolution, et ceux où il éprouverait des changements discontinus, c’est-à-dire brusques et considérables.
Alors, si, partant d un point du solide, on passe, sur un des éléments-plans principaux qui s’y trouvent pressés ou tirés normalement, à tout autre point infiniment voisin du premier ; que de ce nouveau point on se dirige vers un troisième, situé sur le plan principal, primitif mais légèrement dévié, qui correspond au second point, et ainsi de suite ; on peut tracer de cette manière une surface continue divisant le corps en deux parties, qui n’exercent l’une sur l’autre que des pressions ou des tractions normales.
De là résulte que, si l’on considère à la fois tous les éléments-plans sollicités normalement, qui correspondent à tous les points du solide, et dont les positions varient d’une manière continue; tous ces triples-éléments forment trois familles de surfaces orthogonales, que j’ai appelées ùostatiques, et qui jouissent de la propriété d’ôtre seules sollicitées normalement par les forces élastiques.
On conçoit que tout système orthogonal, quel qu’il soit puisse devenir occasionnellement isostatique, quand celles de ses surfaces qui forment les parois du solide sont soumises à des efforts normaux; et qu’il suffit, pour cela, que les signes et les intensités des efibrts extérieurs varient suivant une loi convenable, d'un point à l’autre de ces parois. La propriété d’être isostatiijne, est donc d’une tout autre nature que la propriété d’être isotherme, qui n’appartient qu’à certaines familles de surfaces. Mais la véritable propriété fondamentale de tout système isostatique est la réunion indispensable de trois familles de surfaces, et leur orthogonalité nécessaire. C’est de cette propriété, si nette-
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nifiit caruciérisoc, (ju’esl venue l’idée des coordonnées curvilignes.
CXLIX
LÜl D UN SVSTfcME ISOSTATIQUE.
Lorsqu’un système isoslatique e\isle dans un corps solide liomogène en équilibre d’élasticité, si l’on prend pour coordonnées <mrv ilignes p,, les paramètres des trois familles de surfaces ([ui le constituent, les eom|H>saiites tangentielles G, sont nullcs partout. Les composantes normales A, existent seules; devenues les forces élastiques principales, elles donnent, en chaque ]>oint, les directions et les grandeurs des axes de rdlipsoïdc d’clastieité-, et les équations générales (i5), simplifiées, expriment la loi de leurs variations suivant les normales aux surfaces conjuguées.
. Les équations (i5) étant linéaires, on peut faire abstraction des F,, quand on n’étudie que les cfl'ets uniquement dus aux efforts exercés sur la surface du corps. De plus, puisqu’il s’agit d'un état d’équilibre, les dérivées des If,- par rapport au temps n’exislcnt pas. F,n les annulant, ainsi que les G,, et supprimant les F,, on réduit le groupe (i5) au suivant :
Les forces élastiques principales A,, étant dirigées suivant les tangentes aux arcs, ou aux lignes de courbure 5,, le.s trois équations (i6) expriment cette unique loi : Dans tout système effectivement isostatique, chacune des trois forces élastiques principales éprouve, suivant sa direction meme.
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une Variation qui est égale à la somme de ses excès sur les deux autres, respectivement multipliés par les courbures correspondantes de la surface quelle sollicite.
Donc, lorsqu’on se propose de rendre cffeciivement isostatique, un système orthogonal, connu dans toutes ses parties, il suffit de se donner les intensités des trois forces élastiques principales, en un seul jxtint M; car la loi (i6) en déduira celles des six points voisins, situés de part et d’autre sur les arcs rfs, -, et, de proche en proche, celles de tous les points du solide.
En résumé, la loi, tradtiitc si simplement par l’ellipsoïde d'élasticité, donne les forces élastiques exercées en un seul point, à l'aide de trois d'entre elles; puis la loi, non moins simple,, qu’expriment les équations (i6), donne les forces élastiques exercées en tous les autres points. Cette dernière loi était donc nécessaire; car, sans elle, le phénomène de l’équilibre d’élasticité restait incomplètement défini.
Pour qu’un système orthogonal quelconque soit isostatique, il faut, et il suffit, que chacune de ses surfaces soit sollicitée normalement par la force élastique correspondante, qui peut avoir des intensités très-différentes, aux différents points de cette surface; les trois familles conjuguées sont alors analogues à celles des surfaces de niveau, dans la théorie du potentiel. Pour que les surfaces d'une même famille fussent en même temps isodynamiques, c’est-, à-dire telles, que la force normale sollicitante pût avoir la même intensité sur chaque surface, il faudrait que le système orthogonal vérifi.ît certaines conditions géométriques, et il ne serait plus quelconque. De là résulte une nouvelle classe de surfaces, qui comprend évidemment la famille des sphères concentriques. On reconnaît, à l’aide des équations (i6), que les familles des ellipsoïdes planétaires et ovaires en font aussi partie.
Ainsi, lorsqu’une enveloppe solide contient un fluide à
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haute pression, et supporte extérieurement )a pression atmosphéri(jue, si les deux parois sont des ellipsoïdes de révolution homofocaux, tous les ellipsoïdes intérieurs de la inêmc famille sont, à la fois, isostatiques et isodynamiques. Chacun d’eux est sollicité normalement par une pression constante; la seconde force élastique, prineipale, dirigée tangenticllement à l’ellipse méridienne, est une traction, pareillement constante; mais la troisième, qui est perpendiculaire au méridien, change de grandeur avec la latitude, et même de signe si l’ellipsoïde est planétaire : alors, vers les pôles c’est une traction, dont le maximum est égal à la tension même de l’arc elliptique; pour une latitude moyenne, cette force est nulle, puis elle devient une pression; de telle sorte qu’une fissure méridienne, s’ouvrirait au pôle, et se resserrerait à l’équateur. II suffit d’énoncer ces l'ésultats, dont la vérification est facile, pour faire comprendre l'imporiance des é-quations (i6).
Digilized by Gocigle
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CAS DK 1,’KI.ASTICITK CO.NSTANTK.
Los é<iualioiis génér.iles de la leçon précédenle soin ajiplicablesà tout corps solide homogène, de quelque m.inière que l’claslicité varie d’une direction à une autre autour d’un même point. Il s’agit, dans la leçon actuelle, d’établir, en coordonnées curvilignes, les équations particulières relatives au cas où l'élasticité se manifeste constamment de la même manière, dans toute direction, ou quelle que soit l’orientation du corps. I.es (A,-, C,) doivent alors s’exprimer à l'aide des deux constantes (X, fi) de la feuille 6’, et des dérivées en p, des R,. On obtient ces expressions ainsi tju’il suit.
Considérons les normales aux trois surfaces conjuuées p, qui se coupent en M, comme formant- un .système 'axes rectilignes des (a/, j/, z') sur lesquels le déplacement de M ait pour projertions (ii', v^, tt^), les cosinus des angles que ces nouvelles projections font avec les anciennes
(«, i', iv), ou que les nouveaux axes font avec les anciens, étant indiqués par le tableau
Alors, les (A,-, G,) ne sont autres que les composantes des forces élastiques qui s’exercent sur trois éléments-plans, respectivement per()endiculaires aux coordonnées rectilignes (x',y, s'), et conformément aux formules des deux j)remières cases VI, feuille C, on aura
du' dv' du-'
dr' (/>-' dz’ ’
. ■ du'
' dx
, . dv'
du''
Aw — 2tA ■ ï f7Z
, . rfi'' rffv'X
/ f/tv' rf«' \ ,
> i d"' dv'\
1) un .autre côté, les axes des (.c', y', z') st; confondant avec les normales aux surfaces p, qui passent en M, les
SI n i,F.s coonnoMMÊKs cun\ ilignf.s, ktc. 2^9 («', w') n’y seront autres que les R.-, et les cosinus
(/M,, n., p,) auront les valeurs correspondantes, inscrites au nouveau tableau
Cela pose, une fonction-de-point exprimée en (x, y, z), peut l’être successivement en *'), et en (f>, p,, p,}.
A la première transformation correspond, d’après le tableau (i), la nouyelle dérivée
(i.i (i.i fi.i dfi
1^’ = 7ü"'-^hP'‘^1TzP'
qui devient, en substituant à (w, n, p) les valeurs prises au tableau (3),
_ t ^ rfp ^ ,lp\
dr' h \ dx dx dr dy dz dz J '
1 (lù h (tr
1 dii
Tl Th
1 f/p h dz
1 »/p, /»! dx
Â; dy
1 dp, h, dz
1 dp,
J, lu
1 f/s, A, dy
1 ilj^ A, dz
Il V (P
ou bien, par suite de la seconde transformation, et d’après le théorème du § VllI, la première du groupe
‘ dj’
df,
dS , d.-i
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que l’on complète aisément. Ces formules (4) résultent, d’ailleurs, de ce que, au point M, les (rfo/, dy , dz!) sont respectivement égaux aux (c£t, ds^, ds,).
CLI
TRANSFOR.M.MION DES FORCES F.LASTIQUES.
Le tableau (i) donne les relations
1 u' = mu + v' = m,K -h
«/ = nij M 4- /7j t» <v;
d’où l’on peut déduire les dérivées qui composent les valeurs (a), mais en observant que, lors de ces dérivations, les (m,, n,, p,) doivent rester essentiellement constants. En se servant du lemme (4), et en substituant, après les difl'érentiatioDS, aux (m., n,, p,), les valeurs prises dans le tableau (3), les relations (5) conduisent aux valeurs
qu’il faut exprimer maintenant en fonction des R, et de leurs dérivées en p,-.
Le tableau (3) donne
dv
il +
du»
dp
dx
dp
dp
dz
] dv'
du
di>
dùi
dw
dp.
dp.
dx
dp.
dy
dp,
dz ’
du
di
dw
dp.
dp,
dp.
dy
dp.
dz ’
df, (I.
1 dt> d. j dy do (
dz df I
— ^ h dy
R f/p /i dz
/(, dx'
Ri do, h, dy
JL’ ’lll
/;, itx ' R, do.
R, dp, R, f/or
A, dz A, eJz
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De ces valeurs, on doit prendre les dérivées en p, et en faire la somme, après les avoir respectivement multipliées par
( ^» ^ V afin d’obtenir —, (6). Dans le cours de cette
dx dy di j dif ' '
opération, qu’indiquent les facteurs symboliques en rcganl ^ des (7), on fait usage du théorème (9) § VDI, des relations ( 4 ) § VI, et des valeurs
h df' h rfp,’
déduites des formules du § XI; ce qui donne pour résultat
dit’ ,, h „ dh ht dh h, dh
dx dp dp h dp, n a p.
Et, par la réduction des deux premiers termes, puis par l’introduction des ds^ et des rayons de courbure, on a la première des doubles- valeurs qui suivent
dx
dx.
si / = O , si i =z \ , si 1 = 2,
du r ‘^8- H R R| Rj
dx' dp ' h dpt ' h d p, ds r, r, ’
— R dht h dht _ ^/R, R, R
dy' 'dp, ' h, dp^ h, dp ds, r, r' ’
da/ rfR, h dh, h, dh, rfR, R R,
dt' ’ dp, h' dp ' h, dp, ds, r" /■* ’
les deux autres résultant d’opérations semblables.
La dilatation cubique 0 (2), qui est la somme de ces va-
a8a i.EçoMS •
leurs (8), peut sc mellre ?ous la double forme
les — désignant les eourbures sphériques des surfaces p,.
Par la substitution des valeurs (8) et (9), les composantes normales A, (a), se trouveront exprimées à l’aide des fonctions-tle-point R, et de leurs dérivées en p,.
b>n se servant du Icmine (4T» observant la constance des (fn„ J),) dans les diflérentiations, et prenant, à la fin, leurs valeurs au tableau ( 3 ), on déduit des relations ( 5 ) l'expression suivante
i • i h, l du dp df dp
^ du' dv J h \dp, d.r~^ dp, dr
) dy' dx’ I h /fin 4 ^, dv dp,
\ l /(, \rfp dx dp dr
div dp dp, dz J du' dp,\ dp dz j
pour la somme 'I' de deux dérivées réciproques, qui, multipliée par la constante p, doit donner 5 , (a). On transforme chacune des parenthèses (10), en opérant sur les valeurs (7) comme on l’a fait pour obtenir la première (8); on fait encore usage du théorème (9) § Mil, des relations ( 4 ) § VI, et des formules du § XI ; on obtient pour résultat
, rfR h,
dp, Il
dh ,rfR, h rf/i,
d7,^^’‘iû^h,irp^'
Et, par le groupement deux à deux des quatre tenues, puis par l’introduction des ds, et des rayons de courbure, ou a la
si:r les coordonnées clrvilignes, etc.
troisième ties doubles-valeurs
/i. dR,A.
h, dRjA,
_dK,
rfR,
/i, ds,
A, dp,
~ ds.
ds.
h rfR.A,
A, rfRA
dR
A, dp
A dp.
ds
ds^
/i, dRA
A dR.A,
_ rfR
dR, 1 , ___
A dp,
A, dp
ds,
ds
les deux autres résultant d’opérations semblable^/ Par la substitution de ces valeurs (ii), les composantes tangentielles, Ç, (a), sc trouveront exprimées à l’aide des fonctions-<le-poiut R, et de leurs dérivées en p,.
LEURS DOUBLES EXPRESSIONS
En résumé, quand il s’agit d’un milieu solide, homogène et d’élasticité constante, les composantes (A,, P,) des forces élastiques qui s’exercent, en un point M, sur les plans tangents aux surfaces orthogonales p„ peuvent s’exprimer de deux manières diilérentes , à l’aide des deux constantes Ç/., p), et des projections, sur les normales aux surfaces, du déplacement très-petit de M. **
Les premières expressions sont analytiques. Elles eiu- * ploient les dérivées en p, des R,, et celles des paramètres différentiels /i,. Elles peuvent seules servir à former les équations à la surfaci?, lorsqu’on se propose d’intégrer les équations de l'élasticité pour un corps solide de forme donnée, connais.sant les efforts qui le sollicitent extérieurement , comme on le verra par l'exemple complètement traité dans les pi ocltaines leçons. (à>s expressions peuvent-se mettre sous les formes suivantes, ijui .sont symétriques, cl
faciles à relenir :
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r rf R /i ' / t» 1 i> 1 T, i\ 1
rrfR,/i, I /rf/i,„. f/A, i M
rrfR.A, i/dh,, dh, , d/l, ,\\
f/R/i rfR,/i, f/R, A]
I fdra^, da ^ . da ^ , \
— ( “7" R^'' -y- Ri^i -H y- Rj/ia 1 1
cj \//p «p, fip, y
-'■yy
\ df
th, '
a est le pnxluit /j/(, /i,, et la forme intercalaire donnée à 0 reproduit facilement la première (g).
1-es secondes expressions sont géométriques. Elles emploient les variations des R, suivant les arcs ds,, et les six • courbures des surfaces conjuguées, comme les équations générales (i5) et (i6) des §§ CXLVII et CXLVIII. Elles peuvent seules servir à énoncer, d’une manière simple, les lois générales et particulières du phénomène de l’élasticité ; ce qui permettra d’introduire, dans les applications, toute la lucidité analyti(|ue, entrevue et définie au commencement de la leçon précédente, et vers laquelle les diverses branches de la physique mathématique semblent converger aujourd'hui. On ohiienl ces nomclles expressions avec les
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secondes valeurs (8), (y) cl (i i) ; ce qui donne le nouveau 1 ,'roupe
/rfR
^ Al = -t- î.
1 ds,
Ri\
; «/R rfR,
(iK,
I (b (is,
H serait facile de résumer ces valeurs par deux énoncés, l’un pour les composantes normales, raulrc pour les composantes tangcntiellcs, en se servant des dénominations, introduites au § XXIX, de courbures conjuguées en arc, et de Courbures réciproques.
CLIII
THA.NSF0II.MAT1ÜN DKS fttjL'ATlONS.
En substituant les expressions (i a) des (A,-, t,) dans les ét|uations générales de la dernière leçon f(i3) ou (i4)’ § CXLMI, et ses homologues], on obtiendrait celles qui régissent l’élasticité constante, exprimées en coordonnées curvilignes. Mais, de longues opérations seraient ensuite nécessaires, pour disposer les «'■quations obtenues, sous une forme telle que l’on puisse aborder leur intégration. Il sera plus simple de transformer directement en coordonnées p,
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les équations VII île la feuille C, qui ex|>i'inicul les méini’s Itris en coordonnées rectilignes. Ces équations sont
I !d\ rfw\ .rfe /
’ /rfW i/u\ ,i/9 /„ rf=<-\ ,
d\\ ,rf9 !
— j = (> -(- Sp) - + (z. -
rfU
rf>
les fonetions-(le-point (U, V . VV ) avant pour expression
dv f/ie
^=5Sr-7?7’
dw du ^ dx dz ' du i/r ' ^Ty~Tx
Les valeurs ( j'), qui expriment les («, i’, le) par les H. peuvent se mettre sous la forme
dx dx dx
dz , do, i/o,
dy dy dy
dû do, dp,
iv = a—i- + b - + c -p- ' dz dz dz
en posant, dans un but de simplification,
d’où résulte que les eocfficieiiLs («, b, c) sont fonction des coonlonnécs p,.
Ces valeurs (i6) donnent pour VV (i5), ou |Hiur
/ du df\ ..
( da rfp dy
' / da dp
\ dp d.r
I lib dp \dp dy
I db du ' du d.r
idc dp
■^[TpTn
( de dp dp dx
da dp^ da dp,\ dp
dp, dy dp, dy J dx
I lia dp, da dp,\ dp
da, dx dp, dx J dy
db dp, ^ db dp,\ dp, da, dy do, dy j dx
db dp, db dp,'\ dp,
dp, dx dp, dx j dy
de dp, de dp,\ dp,
dp, dy dp, dy j dx
de dp, de dp,\ dp,
dp, dx dp, elx j dy
les dérivées secondes des p, disparaissant dans la diflérence dont il s’agit. Ou reconnaît aisément, à l’inspection de ce long développement, la disparition de six des dix-huit termes, et la réunion des douze autres dans les trois ]>rodiiits
(dj.
dp.
dp, dp,
\dx
dy
dy dx
dp,/
d a, do
\ tix
dy
dy dx
dp,)'
dp,
dp dp.
db\
\tu:
dy dx
/ V'fpi
~Tp ) ■
Or, parmi les relations, qui existent entre les neuf’ cosinus du tableau (1), se trouvent les trois suivantes
m,n , — n, m, — bp, m,n — n,m =: bp, , uin, — nm, =bp,,
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X étaiil, ou — I, ou + I, tel en un mol que A’ = i. Les correspondances des tableaux (1) et ( 3 ) donnent donc
rfp, dp, dp, dp, ^ A| A, dp
dx dy dy dx h dz
dp, dp dp, dp ^h,h dp,
d.r dy dy dx ~ h, dz
dp dp, ^ ^P*
dx dy dy dx h, tlz
Ces dernières valeurs étant substituées dans l’expression (18), la fonclion-de-point W sera la dernière des trois expressions
U = - V. 4^ ni' —
dûs
do dp, ^dp,
dy dr dy
da
Ih'
dz
en posant, toujours dans un but de simplification,
l db
de
dp.
'de
da
^dp
dp.
' da
db
k dp,
dp
Les deux premières (19) résulteraient d’opérations semblables, faites en parlant successivement de U et de V (i 5 ).
On transformera, absolument de la même manière, les dillérences de dérivées réciproques, qui, multipliées par p, forment les premiers membres des équations (i4)î en parlant des valeurs (19) au lieu des (16), des cnelficients (ao)
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au lieu des (17); ce qui donnera
rfV
dVf
‘il
rfp,
dp,
dz
dy
dx
dx
dx
rfW
dp,
dp.
dx
dz
dy
dy ’
dp,
djr
dx
dz
dz
dz ’
les coeflScicnts ‘P,, composés en (X, Db, r) comme ces derniers le sont en (n, A, c), étant
^ .h, h, I d K!, rf r \
dr d_^\
dù da-yj
dfK,
d Oy dù J
En substituant, dans ces coedirients P,, aux (.V, iib, r), leurs valeurs (20), A’, ou l’unité, deviendra facteur eonimun, et le résultat sera le même que si l’on avait supposé partout A = -(- 1 . On pourra donc, dans les calculs qui vont suivre, prendre pour les P., les valeurs (22) écrites sans le facteur A, en définissant les (tl., irt>, r), qui les composent, par les valeurs (20) pareillement écrites sans le facteur A.
hh,
ÉQUATIONS TRANSFORMÉES
La première des valeurs (21), jointe à celles de X,, cl // ( 3 ), § CXLIV, et au développement
tLx dù dx r/p, dr r/p; r/.r
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tlonticra, à la |iri‘iiiièri' (i4)> I'* f'O'iiir
„ i/p „ doi „ '/Pî P-/ + P, .■ + Pi-7- =o; dx dx dx
ces derniers coedicients P,, qui ne conservent aucune trace des coordonnées rectilignes (pas même le facteur A avec sa gênante ainbiguïlé), étant
dt'
r V f/o n 'Z’ RA
J.e simple changeineni de x en > , ou en c, donnera la forme correspondante de la seconde, ou de la troisième (i 4 )* El, des trois transformées, ou même de la première ( a 3 ) seule, on conclura, comme au § CXLV II, que les P, doivent être nuis.
On aura donc les équations cherchées, en égalant à zéro les coefficients P, (24). Ce qui donne, en substituant les ‘£, (23), et multipliant par des facteurs tels que leurs parenthèses soient isolées
i/tl!.
dV
/(,/(, du h, h,
dt’ ) fi
dr
h, dO I
dr j jl
d ltî>
rfp,
df
AA, r/p, AA|
dr ' fi
les fonctions-de-poiut (.v, ti!>, f) se déduisant des R, par
les relations
UÂ
dp,
AjA’”"
1 jR
dp ~
ÂÂ,*'’
ETC
ayi
que donnent les (20) et les (17). Telles sont les équations de l’élasticité constante, exprimées en coordonnées curvilif^nes, et disposées sous la forme même qui se prêle le mieux aux intégrations.
^ Cl.V.
1,01 DK I..\ DIl.ATAÏlON r.UBiyUE.
La dilatation cubique, ou la fonction 0 , a pour expression
AA
df dp, do, J
OU la première (9). Lorsque les F, sont les dérivées, suivant les normales aux surfaces p,, ou les axes (x', y\ z'), § CL, d’un potentiel -f, tel que A,.'f = o, on a, d’après le lemme (4),
dff
dp''
dS
Alors, si l’on ajoute les équations (a 5 ), après les avoir
LEÇONS
«lidcreiiliées, la |)i'cinièrc en s, la seconde en o,, la troisièiiK* én Pt, les premiers membres donnant zéro, on pourra, en multipliant par p.hh, h,, mettre le résultat sous la forme
d’après rexpression générale des A,, et la valeur (27), car les termes en F, (28) disparaissent par A,^=o.
§ CFVI.
APPLICATION DKS SURFACES ISOSTATIQÜES.
Toutes les é(|iiatlbns de la théorie ma iliéiua tique de l'élasticité étant obtenues en coordonnées curvilignes, il iiintorte d’en fiiire quelques applications, soit particulières, soit générales, j)our donner une idée de leur utilité. Les équations (16), § CXLIX, qui expriment la loi d’un système isoslatique, résolvent facilement plusieurs questions jtosées par les praticiens, et donnent des formules suibsainment approchées, réductibles en nombres, qui sont, à la fois, plus exactes et plus simples que les formules empiriques dont on se sert habituellement. Citons quelques exemples.
§ CLVll.
RESISTANCE D UNE PAROI SPHERlgUE.
Problème 1 . Une enveloppe sphérique, en métal', doit être soumise intérieurement .à la pression P, d’un gaz comprimé, ou d une vapeur à haute tension, tandis que la paroi extérieure supportera la pression atmosphérique p, (juelle épaisseur e convient-il de donner à l’enveloppe pour qu’elle n’éprouve aucune altéiation permanente? — Dans ces circonstances les s|)hères concentriques sont isostatiques ; prenons-les pour les surlaces p du système général, etrappro-
SLR LES r,OOr.nUîiNÉF.S CllnVILI(;NES, etc.
lIioils ici la première érpiatioii (i(i), § CXLJX
rfA _ A — A, A — A, ds r' r“
Kii un püliil M de la paroi intérieure de ravoii II, on peut substituer à la variation ^ le rapjxirt des dillérences
finies » car e est toujours très-petit relativement à R;
on a, alors,
AA=P
et les deux autres forces élastiques principales (A,, A,) sont égales à une même traction T. Avec ees valeurs, l’équation (3o) devient
- = — Ti— »
et drmne, pour calculer l’épaisseur de l'enveloppe sphérique, la formule
en prenant T égal à la traction-limite, qui ne saurait être dépassée sans faire craindre l'altération du métal employé. Les nombres (P, p, T) doivent être rapportés à la même ^ unité de surface, au centimètre carré ou au millimètre carré.
Problème 11. L’enveloppe sphérique sera soumise, extérieurement à la haute pression P, intérieurement à celle /> de l’atmosphère, quelle doit être l’épaisseur e' dans cette nouvelle eirconstance;’ — La solution s’obtient comme celle • lu problème précédent; le rayon R' est celui de la paroi extérieure sur laquelle on prend le point M; la variation
294 LEÇOaS
de A a la même valeur, mais avec un signe contraire ; les forces élastiques (A,, Aj) sont actuellement égales à une meme pression — C; l’équation (3o) devient
et donne, pour calculer l'épaisseur c', la formule
en prenant C égal à la compression-limite ne saurait être dépassée sans altérer le métal employé; (C, P, p) doivent être rapportés à la même unité de surface.
§ CLVIll.
RtelSTANCE DUNE PAROI CYUINDRK^UE.
Problème IJI. Line enveloppe métallique, dont les parois indéGiiies sont deux cylindres à bases circulaires concentriques, supportera extérieurement la pression atmosphérique p, et sera soumise intérieurement à une haute pression P, quelle épaisseur e faut-il donner à l’enveloppe pour que la limite de l’élasticité ne soit nulle part dépassée ? — Dans ces circonstances les cylindres concentriques sont • isostatiques; si on les prend pour les surfaces p du système général, l’i-quation (3o) étant rapportée à un point M de la paroi intérieure de rayon R, la variation de A sera la même qu’au problème I ; l’arc .f, étant le cercle de rayon R, l’arc s, la génératrice du cylindre, on a
A| et Aj sont detix tractions dillércntes, cl si l’on désigne
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la première par T, l’équaiion (3o) devient
et donne, pour calculer l'épaisseur e de l’enveloppe cylin-^ drique, la formule
K ~ tTp’
en prenant T égal à la traction-limite. On voit (|ue celte épaisseur doit être double de celle (3i) de l’enveloppe sphérique de même rayon, et soumise aux mêmes pressions.
Problème Jf . L’enveloppe cylindritjuc sera soumise, extérieurement à la haute pression P, intérieurement à celle P de l’atmosphère, quelle doit être l’épaisseur dans celte nouvelle circonstance? — En modifiant la solution précédente, comme ori a modifié la solution du premier problème p>our obtenir celle du second, on arrive à la formule
et l'épaisseur e', pour le cvlindre, est encore double de l'épaisseur correspondante (32), pour la sphère.
RÉSISTANCE D UNE PARUl PLANE.
Problème V. On se propose de fermer l’enveloppe cvlindriquc, par des fonds-plats de même métal, quelle épaisseur E faut-il donner à ces parois planes? — Celte question est encore loin de pouvoir être abordée par la théorie mathématique de l’élasticité, mais en faisant usage d’un procédé approximatif très-sim pie, on arrive à un résultat, qui doit peu s’éloigner de la solution rigoureuse.
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La formule (3i) du problème I, relatif à la sphère, peut être envisagée sous un second point de vue. Si on la résout par rapport à T, elle donne la traction, éprouvée par toute ligne tracée sur la paroi intérieure de l’enveloppe sphérique, quand son épaisseur est c. En un mot, dans le premier cas, celui du problème I, on se donne T pour en conclure e, tandis que, dans le cas actuel, ou se donne e pour en conclure T.
Cela posé, considérons une paroi plane, d’épaisseur E, qui ferme le cylindre de rayon intérieur R, soumis intérieurement à la pression P, extérieurement à celle p\ et soient AA' = aR le diamètre de ce cylindre, O le centre de sa base, OB = E l’épaisseur du fond-plat. Soit pris sur BO un point C, et désignons BC par e. Par le cercle de diamètre AA', et par le point C faisons passer une sphère, puis par le point B une seconde sphère concentrique à la j>remière.
Si rcnveloppc partielle limitée par ces deux sphères, formait seule le fond du cylindre, la traction à sa paroi intérieure serait donnée par la formule
dans laquelle JV exprimerait le rayon de la sphère intérieure. Or si l’on achève le grand cercle dont l’arc ACA'
fait partie, un aura AO =CO(a^‘R. — CO), et CO peut être négligé devant a A, ce qui donne
R' = ( K — e I . a .R , «i’où .R = — — ; ;
subslituani cette valeur de dans (35), il vient
J ïTp'
Celle équalion (36) donnera la Iraelion T à la paroi inlérieure de l’enveloppe sphérique, d’épaisseur e, découpée dans le fond pial d'épaisseur conslanie E. Celle traclion varie avec ï; elle esl évidenimcul infinie aux deux limiies € = O, e = E ; donc il doit exister une valeur finie de cette variable, pour laquelleT sera un minimum. Or cette valeur correspond, inversement, au maximum du produit (E — e) e, de deux facteurs dont la somme est la constante E ; celle
valeur est donc e = - » et la substitution dans (36) donne
équation d'où l'on pourra déduire la traclion T correspondante à cette épaisseur
Maintenant si l'on prend T égal à la traction-limite, l’équation ( 37 ) donnera l'épaisseur E que devra avoir le fondplat, pour que la limite d’élasticité ne soit pas dépassée dans l’enveloppe sphérique d’épais.seur moitié que l’on y découperait, ni trcs-prohablement dans ce fond-plat luimême, auquel on laissera toute sa matière. L’équation ( 87 ) permet de comparer E à l'épaisseur e (33) de la paroi cylindrique. Si le cylindre proposé était dans les circonstances du problème IV, on trouverait, de la même manière, pour l'épaisseur E' de la paroi plane, comparée à celle e (34) de la paroi cylindrique.
Exemple. Le cylindre a un mètre de diamètre ou o'",5 de rayon (R ou R') ; on a trouvé que son épaisseur (c ou <■')
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<loil être de un centimètre, ou o™,oi; on i-oiiclura de la relation (37) ou (38) que, si l’on veut fermer ce cylindre par un fond-plat, il faudra donner à ce fond sept centimètres d’é{>aisseur. Ce qui montre bien tout le désavantage tics parois planes.
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DIX-SEPTIËME LEÇON.
ENVELOPPE SPHràlQUE. — MÉTHODE D’INTEGRATION.
Pn»blem(‘ (jciiern) de l'u{|uiUbre d’elasticilé des eiivelojtpes sphériques. — Kqu:ilb»ns de l'élaslicite consUirite en coordonnées sphériques. — Méthode d'iiUéf*ration par ^roupen suceessifs
CLX
KgUILIBRIi DES ENVEUJPPES SPIlÉKigUES.
Le seul exemple <|ue I on puisse tlomier aujourd'liui, de la inarehe à suivre, lors(|u’on se propose d’ialéi^rer complètement les équations (' 25 ),§ GLIV, poui' un corps de forme définie, est celui (jui concerne ré([uilibre intérieur d’une envelopjM? sphérique, homof^èùe et d’élasticité constante, dont les parois sont soumises à des pressions ou à des tractions connues, difl'érant d’un point l’autre de ces parois. Tel est le problème qu’il s’agit de résoudre. Il faut d’abord traduire en coordonnées sphériques, toutes les équations qui se rapportent à l’équilibre d’éUsiieilé-, opération que les formules transformées de la leçon précédente, rendent très-facile.
Le rayon des sphères concentriques étant r, la latitude (p, la longitude t|<, posons ici
et désignons, pour simplifier, eos el sin'p par les lettres e el a. Les valeurs aeluelles, des ares des pai-amèlre»
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cliireiLMitifls h,, et des six courbures, seront
ds = dr, ds, = rd y, ds, = hd-}^,
h ziz I , /(, = — , A, — ,
r rc
r" r r' ne’ r, “ n, r'.
Employons maintenant les lettres (U, V', W) pour représenter les projections du déplacement très-petit de M, sur le rayon, sur la tangente au méridien et sur la perpendiculaire à son plan ; ou bien posons
Enfin désignons par (Ro, d>o, Ÿo) les composantes, suivant les mêmes directions, de la résultante des forces extérieures, rapportées à lunité de masse; c’est-à-dire posons encore
Par la substitution de ces diverses valeurs, les expressions (i3), § CLII, des composantes (A., P,) deviennent
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<-t celles ( 9 ), ^ eu, lie la dilatation cubique Û, peuvent s'écrire ainsi ;
I idr'cX] dcr\ drV, \
r’c \ rfr rfi|' /
dU L' I dV a V I dW
dr r r d!f c r rc di|>
Puisqu'il s'agit d'une question d'équilibre, les dérivées par rapjwrt au temps n’existent pas. Alors l’équation (ay), ^ CLV, qui régit la fonction 0, est simplement = o, et si, pour simplifier les équations suivantes, on pose
on aura pareillement -f = n, ou bien, par l’expression générale des At, §XIV, écrite avec les A, (a), et après la suppression d'un facteur commun,
dr’
dr
I do
dr
\_ ^ c- dij»’
ou encore, en prenant, avec Laplacc, sin ÿ ou a pour paramètre des cônes de latitude, c’est-à-dire remplaçant ^ par
c , et c’ par (i — a*),
Il X '
dr’
dr
dr da I — a’
Knfin, de tout ce qui précède, il résulte que les équa-
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lions (a’j), du § CLIV, devieiineiii
rfllS,
dV
df
“ dr
rfr
di
rfr ■
dA,
dtf
dr
t'I que les fonclions-de-point (-V., it!,, r) doivent se déduire des (IJ, V, W), par les relations
dr\
dreW
dre \V
dV
.. . - — f- vil.
dr
dr\ I
dr f
§ CIAI.
^\>UAT10NS A 1.A SÜRPACR.
Al)ordons luaintenanl la question posée, en eomniençant par l'-lablir les éijualions dites à la surfaee. Imaginons un milieu solide indéfini, en équilibre d’élasticité, et dans le- «jucl sont tracées deux sphères <oncenlriques ayant les mêmes rayons, r, et r„, (|ue les parois, extérieure et intérieure, de l'enveloppe ilont il s’agit. Ce milieu comprendra trois parties : la première, D, intérieure à la sphère de rayon r^, la seconde, F,, comprise entre les deux sphères, la troisième. G, extérieure à la sphère de rayon r, . Si, d’abord, on veut supprimer, la partie G sans troubler l'étal d'éipiilibre des deux autres parties, il l'audra appliquer, sur chaque élément plan de la sphère de rayon , des
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ell’oils (|ui i'ciu|ilai:eiii lus l'ouipüsauti's (A, G,, G,), des forces élasti<|iie$ que G, extérieur, exerce sur E, intérieur. Si, ensuite, on veut supprimer la partie D sans troubler l’état d'équilibre de la partie E, il faudra appliquer, sur chaque élément-plan de la sphère de rayon Tq, des efforts qui remplacent les composantes ( — A, — G,, — G,)jdes forces élastiques que D, intérieur, exerce sur E, extérieur. Cela fait, la partie E nstantc sera absolument dans le môme état d’équilibre d’élasticité que l’enveloppe sphérique proposée, SI les (A, G,, G,), sont précisément égales aux composantes correspondantes (-JT,,, 311.,, G,) des eflorts appli- (jués sur la paroi extérieure, et si les ( — A, — G,, — G,)„ sont précisément égales aux coinjKtsantes correspondantes ( — Jt-o, — 31L„, — Go) des efforts appliqués sur la paroi intérieure.
On a deviné, sans qu’il fût nécessaire de le dire d’avance, (]ue les (A, G,, G,) étant les composantes (a) des forces élasti(|ues exercées sur tout élément-plan perpendiculaire au ravon, les indices i,o, donnés aux parenthèses qui les groupent, indiquent (]u’elles les prennent avec r=r, , r= Co', f]ue (X.,, 3tl,, G,) sont les fonctiot)s connues de (ij), ip) »|ui représentent respt^ctivement les composantes des efforts extemes, suivant le ravon. suivant la tangente au méridien et suivant la.perpendirulaire à son plan; qu'enfin ( — X>o, — 3ll„, — Go) sont les fonctions connues de (ç, t|i) (jui représentent les composantes des efforts internes, suivant li-s directions de meme définition; toutes ces comjiosantes étant rapportétrs à l’unité de surface. [Dans les nouveaux groupes (X-, , 3K,, G,), la lettre G, , ou le symbole des composantes tangenti elles, désignera particulièrement celle qui est parallèle au plan de l’équateur.]
En résumé , les équations a la surface , qui sont au nombre <le six , seront définitivement données par les
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formules
écrites deux fois, l'une avec l’indice i seul, l’autre avec l’indice zéro.
ABSTRACTION DES FORCES EXTÉRIEURES
Si l'on substitue dans les équations (lo) les valeurs (ii) et (6) des (A, i(!>, r) et 6, on aura les trois équations aux difl’érenccs partielles du second ordre, linéaires et simultanées, que doivent vérifier les trois fonctions (U, V’, W) des variables (r, ç, i|/). 11 faudra ensuite intégrer généralement ces trois équations, et déterminer les arbitraires introduites, de telle sorte que les fonctions obtenues vérifient les six équations ( 12 }, quand on y substituer^ r,, Co, à la variable r. Tel est effectivement le problème d’analyse qu’il faut résoudre.
Les intégrales générales des (U, W) doivent comprendre deux groupes de parties distincts, l'un que nous désignerons par (Uo, V,, W,), destiné à faire disparaître, lors de la vérification, les termes en (R«, *t>o, 'Fo) dans les trois équations aux diRcrenccs partielles, l’autre, que l’on peut appeler le complément intégral, et ejui vérifiera ces mêmes équations, abstraction laite de leurs termes connus.
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Nous supposerons d’abord que les lennes en (R„, 4 >o, Ÿo) n' existent pas; comme s’il s’agissait d’étudier les effets uniquement dus aux efforts appliqués sur les deux parois. Les (U, V, W) ne se composeront plus, alors, que du second groupe, ou du complément intégral. Et, quand la question posée sera ainsi résolue, nous indiquerons la modification que devra subir la solution trouvée, lorsqu’on introduira certaines valeurs, les plus ordinaires, des composantes (Ro, 4 >o, 'E„), et le groupe coi'respondant (Uo. Vo,
§ CLXIll.
INTÈtJHATlON l'AK (.lltOUl'ES SÜC.CEis.'^IKS.
Pour obtenir les intégrales générales (L , \ , AA ) correspondantes au cas où les (R», 4 >«, 'P,) n'existent pas, il n’est pas indispensable d’effécluer complètement la subslitulion indiquée, ou de former, dès l'abord, les trois éijuations aux diffiéreuccs partielles qu’il s’agit d'intégrer. On peut, en quelque sorte, décomposer l’intégration totale en trois parties. ou plutôt en troi.s phases : i” intégrer la fonction ou 6 (7), qui est régie par l'équation (8) ou (9); 2” substituer ensuite, cette première intégrale dans les é^juations (10), et intégrer les fonctions ('A-, i)!,, r) ; 3 " cnün substituer ces secondes intégrales dans les relations (u), et intégrer définitivement les fonctions (L, A', VA'). Telle est la marche que nous allons suivre.
CLXIV
KORMATION l)i;S TROIS ORDURES.
Des trois groupes qu’il s’agit d'intégrer successivement, le premier (8) ou (9) se réduit à une seide équation. I.e .second (lo) doit être coin (ilélé; car, les tentiesen (n„, fI»o. '+"0)
LKCONS
n’cxislaiil pas, si l’on ajoiile les liois éijuations (lo) après les avoir dilléreiiliécs, la première en la seconde en la troisième eu [p, on aura zéro pour premier membre, et le second membre sera pareillement nul, puisque la fonction iî, supposée connue, vérifie l’équation ( 8 ); ce qui donne une identité: le groupe (lo) ne comprend donc que deux équations qui soient distinctes, et serait conséquemment insuffisant, pour déterminer, à lui seul, les trois fonctions (,i., tl!>, r).
Mais, si l’on fait subir au groupe (i t) la même sommation, après les mêmes dillérentiations, on aura encore zéni pour premier membre, et le second membre devra être pareillement nul ; ce qui exige que les fonctions (-t, iCj, r)
* vérifient la dernière des quatre équations
eïvu . ili
tir ^
tlV ri X tlÂ
tir tl fi
rfilS, 1 c/j
tltj tir c ti-lf' tir’’ X I I c/r
tir r c/^ c’ (/'^ ’
outre les trois premières, qui ne soin autres que les (lo) sans les (R,, d>„, Ÿ»),
Le troisième groupe (il) a pareillement besoin d’être complété : car, en opérant de nouveau, sur lui, la dernière sommation indiquée, on aura une identité, puisque les fonctions (. 1 ., il!>, r), maintenant supposées connues, vérifient la dernière (i3); ce groupe (ii) ne comprend donc que deux équations (|ui soient distinctes, et serait consé- (juemment insuffisant pour déterminer, à lui seul, les trois fonctions (U, N , M ). Mais la fonction 0 ( 7 ) étant mainte-
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nanl supposée connue, par .f, la première (6) donnera
dr'V I dcr\ I drcW
dr c do c‘ d'if
pour une quatrième équation que les (U, V, W) devront vérifier.
FONCTION DU PREMIER GROUPE
Ainsi le.s trois groupes, à traiter successivement, sont : i“ l'équation (8) ou (9); 2" les quatre équations (i3); 3 ” les équations (1.1) et (> 4 )- Occupons-nous du premier. L’équation aux dÜTérences partielles (9), et ses diverses intégrales sont trop connues, pour qu’il soit nécessaire d’entrer ici dans de longs développements; il suffira de définir, succinctement, les éléments qui doivent composer la fonction .T, et de préciser la forme qu’il convient de donner à son intégrale générale, dans la (|uestion actuelle.
La fonction 3 doit se comjKJscr d’une somme indéfinie de termes simples, qui vérifient séparément l’équation (9) ; chaque terme simple est le produit RQP de trois facteurs, qui ne varient chacun qu’avec l’une des coordonnées, savoir : R avec r, Q avec P avec ou a ; ce produit, substitué à -^dans l'équation {9), donne
dr‘
dr
R dr
<nx
rf’Q
Q I _oc’ ~
et la vérification nécessaire de cette équation exige ; i” (jue le facteur R satisfasse à l'équation différentielle
.rfR
dr
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où n est un nomlirc eiiiicr (|iielcoii<|uc, et qui admot les deux inléi^rales particulières
îi" que le laeteur Q satisfasse .à l’équation dilVérentiellc
où / est uti nombre entier, et qui admet les devix intégrales |)arliculières
(iq)
= cos l ,
= siu ;
3" (|ue le facteur P vérifie l’équation dill’éreiilielle
ti[\ — a’ ! — ' r/a
ti a
di'iluite (le (i5) à l’aide des (i6) et (i8); / et n étant les deux nombres entiers, inirodiiits dans le terme simple par les facteurs U' et (,).
Cette équation dill'érentielle ( 20 ) est vérifiée par l’intégrale particulière
seule admissible dans la (|uestioii actuelle, qui exige en outre que l’entier / ne surpasse |>as l’entier n : car, la fonction -f ne doit pas contenir de termes à |missatices négatives de 3t, lesquels la rendraient infinie pour a = u, ou sur
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le plan de l’équateur qui comprend des points appartenant à l’enveloppe sphéri<|ue propoM'e; n et I étant entiers, et n — l positif, la série, qui forme la pareiitlièse (ai), se termine au terme en a', ou en x", suivant que n — / est impair ou pair.
Les deux intégrales partieulléres (i j) de H sont admissibles ; car l’enveloppe sphérique ne s’étendant, ni jusqu’au centre, ni ju.squ’à l’infini, les valeurs l’infini et zéro de r n’appartiennent à aucun de ses points. Les deux intégrales particulières (iq) de Q, qui ne deviennent infinies pour aucune valeur réelle de i, sont pareillement admissibles.
Avec les éléments ainsi définis, l'intégrale générale, de notre fonction-de-point peut se mettre sous la forme
OÙ ^ et ^ représentent, pour simplifier, les deux facteurs en
t ç = A cos /r(( -t- C sin /i}i ,
' Ç = B cos -H Dsm /i|/.
Chaque terme est particularisé parla finiction P ( 21 ), ou par le couple de valeurs des entiers / et n ; (A, 11, C, D) sont des constantes arbitraires, diflérant d’un tenue h un autre. 11 doit y avoir autant de t<-rmcs que de couples (/, n)
admissibles. Le signe ^ accuse donc une double série, il
remplace l’niie ou l’autre des deux indications
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qiii < urn'S|iüii(ieiil à deux modes de grouppemeiit diirérenls.
§ CLXVI,
KOUMES IIE I.A SÉRIE INTÉGRALE
Dans le premier mode, on réunit tous les termes de 'T (22) dans lesquels n a la même valeur, pour en former un ftroupc partiel; la série totale eomprend aulajit de groupes distincts qu’il existe de valeurs de n depuis zéro jus(|u’à l’infiui, et chaque groupe partiel autant de termes que de valeurs de l depuis zéro justju’à c’est-à-dire n -+■ i termes renfermant J\n -f- a eonslantes arbitraires.
Dans le second mode, on réunit tous les termes de (22) dans lesquels / a la même valeur, pour en former un groupe partiel ; la série totale comprend autant de groupes distincts (ju’il existe de valeurs de l depuis zéro justju’à l'inlini, et chaque groupe partiel autant de termes que de valeurs de n depuis l jusqu’à l'inlini, c’est-à-dire une infinité de termes et de constantes arbitraires.
Le premier mode de groiijiemeul rappelle les fonctions \ „ de Laplace, et est exclusivement employé dans la Mécanique céleste. En physique mathématique, et notamment dans la question qui nous occupe, il faut essentiellement adopter le second mode, quand il s’agit de déterminer isolément les constantes arbitraires. Il y a indilTérence lorsque ces constantes sont connues, et que la fonction -f (22) n’a pins rien d’indéterminé; on choisit alors le groupement de ses termes ijui convient le mieux aux conséquences qu’on en veut déduire, ou aux applications qu’on en veut faire.
§ CLXVll.
INTEtiRATlIIN DI’ SECOND GlUtl l'E.
La fonction .7 étant intégrée, passons au second grou|ic (i!i). l.cs intégrales générales des fonctions (-t-, atL, f) coni-
si:r i.es ^uORI)(l^^ÉES ci nvlI.l<;^^;s, etc. liii prciulront chacune deux parties; les prciiiièics parties, (juc l’on peut apftelcr esscnticlle.s, et que uous désigiieroii.s par r.) étant destitiées à faire disparaître, lors de la vérification, les seconds membres, maintenant supposes connus, des équations aux ditlérences partielles linéaires (i3); les secondes, ou le coinpléinent intégral, (]ue nous désignerons jtar tib', l"'), devant vérifier les mêmes
éijuations, lorsque tous les seconds membres sont iéro.
l.es (-A/, tlb', r'), devant annuler les premiers membres des trois premières (i3), ne seront autri’s que les dérivéï's d’une même fonction -.T' des variables (r, ®, t|j), on peut donc poser
tir ’
tl’^
dX
Or, ces valeurs, étant substituées dans la dernière (i3), reproduisent, en l’équation (8) ou (y); donc la seconde fonction introduite, X ^ doit être de même forme (pie ( 52 ), et on peut l’écrire ainsi
et ^ représentant, pour simplifier, les facteurs eu i|<
t Ç' = A' cos/i}> -I- C' sin /■} ,
( î'= B'ens/-} + D'sin
(A', B', C', D') étant de nouvelles constantes arbitraires, dillérant d’un terme à l’autre de la double série ( 26 ).
Avec le complément intégral (A.', rib', r'), ou peut ne prendre pour if-v, r,) que les vabfurs strictement essetitielles, et les plus sinqilcs jiossible. f)r, il se trouve que peut être nul, et que la vérification des iMptalions (i3 ) com-
l.lUHIft.s
[ on prend
les (I, étant ceux de la série ^{22). En ellét, ces valeurs donnent d’abord ^en se rappelant, ici elconstamment,
da f/9 ) *
et puisque est ici nul, la seconde et la troisième (i 3 ) sont vérifiées.
Ensuite, les facteurs ^ et ^ satisfaisant à l’équation (18), et le facteur P à l’équation (20), on a identiquement
1 — /•£ 1= nr
d-Y •’ dY ”
f/c’ -T— de' ——
= jp>
et les dérivées, en tp de tHi,, en f de 1',, pouvant alors se mettre sous la forme
f/il!', _ ^ I .•
nr* j
[7 >)ej
StR LES COtJRDONKÉES CIRVILIGMES, ETC.
Oïl .1, pour leur ilifTércnce
lti'« O
il (i^ 1^
P = rr“ — <
(ir
ce qui vitrifie la première (i 3 ). Enliii, la quatrième «lu même groupe, qui se réduit à
^ (le itj.
c’ «/ ij/ «/*
puisque .V. est ici nul, est évidemment vériGée par les valeurs (a8) de iii), et I’,.
En résumé, les intégrales générales des fonctions Ui>, 1') du second groupe, sont
( 29 ) • Db = «b, -H tib',
les Db,, r,) ayant les valeurs •( 28), déduites de l’an- «■ienne fonction .f (22), et les ( ^^', iib', r') les valtuirs ( 25 ), dérivées de la nouvelle fonction -f' (26).
IM
(ir\ 1
(1er V
1 (IreW
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Les iiiléf^rales générales des fonctions (li, V, ) se composeronl chacune de trois parties; les premières parties, (jui peuvent être désignées par \V,), étant desti-
nées à faire disparaître, lors de la vérification, les termes des seconds membres des équations (3o) provenant de la fonction primitive,»'; les sci'ondcs parties, qui peuvent être «lésignées par (II', W'), étant destinées à faire dispa-
raître les termes provenant de la seconde fonction -T'; enfin les troisièmes parties, ou le coniplément intégral, que nous désignerons par (l’", V", W"), devant vérifier les équations (3o), lorsque tous les seconds membres sont zéro.
Les (Ij", ;’V", reW"), <|ui doivent annuler les premiers membres des trois premières (3o), ne seront autres que les dérivées d’une même fonction des variables (r, ç, i|<). On peut donc poser
di-
~ ~dT'
di"
7ÂjT
/rW"
or, CCS valeurs, annulant le premier membre de la dernière (3o), reproduisent, i‘n -î", l’équation ( 8 ); donc la troisième fonction, -T", doit être de même forme, que ( 22 ), que f ( 2 b'), et l’on peut l’écrire ainsi
4 " et représentant, pour simplifier, les facteurs en
i E" r= A" cos 7'i L" sin /il ,
' ( r B" cos/ij- -h D"sinfil,
(A", B", C", D") étant encore d’autres constantes arbitraires, différant d’un terme à l’autre de la double série (3a).
i,cs (U'. r\', rc W'), devant strictement vérifier les éipiatious (3o), lorsque les ( l. U!., f) des trois premières sont rem|)lacés |»ar les (-V', vil.', f') ou par les dérivées de , et
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que la (jiialrième a zéro pour second membre, sont absolument dans le même cas, relativement à la fonction -î', <]ue (.V.,, i)b„ r,) l’étaient, pour le groupe (i3), relativement à la fonction -t ; on peut donc poser
dif ri-i-t
/!/•’ ] dot
en changeant simplement les facteurs (£, Ç) des (a 8 ) en (ç^ ^)'i et le grou|H- (.3o), réduit à ne contenir d’autres termes (|uc ceux provenant de .î', sera vérifié par les va» leurs (34), puisque le groupe (i3) complet est vérifié par celles ( 28 ).
Les (U,, V,, W,), qui restent à composer, doivent strictement vérifier le groupe (3o), réduit k ne contenir d’autres termes que ceux provenant de .f ; c’est-à-dire avec les Hb,, r,) mis au lieu des (A, Hb, r) dans les trois premières équations, et avec le second membre conservé de la quatrième. On conçoit qn’cn considérant un seul terme de ^ ( 22 ), et les transformations qu’il subit pour entrer aux seconds membres des (3o), on puisse assigner la forme des termes correspondants des (U,, r\„ irVu',) qui, différentiés comme l’indiquent les premiers membres, feront disparailre, lors delà vérification, les transformées de ce terme uni(|uc. La forme de ces termes correspondants étant reconnue, leurs coeflicieuts sc déduiront facilement dn rôle? même qu’ils doivent remplir. (Cet emploi de la méthode, si connue, dite des coefficients indéterminés, ne rencontrant ici aucune difficulté, et n’olfrant rien de nouveau, on jieut poser synthéti(|nement les résultats, puis vérifier (|u’ils atteigiu’ut le luit proposé.) On arrive ainsi an\ exprt's.sion.s
suivanlcs :
I.EÇO^S
les caefficieiits (y, |S, ^') ayant les valeurs
9 «(a« + 3 ) ’ ^ 2fl(an — i) ’
(7/ H- I )e -I- 2« g, ne — ia
dans lesquelles le.s conslantcs e et a représentent, pour simplifier, les sommes
f « = X -H 2 pt 1
Coiistaloiis la vérité de ees expressions.
On a d'abord identiquement, par les dernières (35),
drVf e/reW,
(/ rj( (/y ’
et, puis(|ue ,V,, qui remplace .1., est nul, la première (3o) est vérifiée. Ensuite, les coefficients (36) conduisent aux deux identités
d’où résulte que le? (35) donnent les valeurs réduites
tire W,
‘! 1 \ ri^ )
Sj \ tl'\ 77 + 1
ri*»
tir
^- \ 17 -H 1 ftr** '
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:ii;
lusfjucllus sont ri'S[ifclivcmuiil ûgalus à cvi!>, ut à ^ I',, d’après
les ( 28 ); ce qui véritic la seconde ul la troisième (3o) avec r,) au lien de (itb, r). F.nlin, les coefTn ients (36) donnant les identités
"("+ ')? — (" -+- 3)7 — I _ " — r _ li
el ré<|uation différentielle ( 20 ) donnant la relation
on déduit des (35) la valeur réduite
t/r'lj, )tcr\, dr d a
I drr W,
c’est- à-dire n
.T; la dernière (3o) est donc vérifiée.
§ CLXIX.
INTfctiUAI.KS DfiKIMTIVES.
l’.n résumé, les intégrales générales des fonctions (L, \’, VV) .sont
L' = U. -I- IJ' ■+■ U
' AV — W,-(- W'-i- W",
les (L,, \,, VV,) ayant les valeuns (35) déduites de la première fonction -T ( 2 a), les (l ', V', \V") celles données par les ( 34 ) déduites de la seconde fonction .7^ ( 26 ), et les ( IJ", V", VN ") celles données par les (3i) dérivées de la troisième fonction -7" (3a).
LEÇONS
11 y a lieu île jienser que la inéllioile d’intégration, exposée dans cette leçon, et qui, comme ou le verra, conduit au but jnoposé pour les coordonnées sphériques, serait encore celle qu’il faudrait employer, |)our tout autre système de coordonnées. Car, les trois groupes à traiter successivement, sont aussi nettement dessinés, dans le ras général de la leçon précédente, et même dans le cas de la feuille C, que dans celui qui nous occupe.
Sun LES coonnoN^É^:s cunviLicNF.s, etc.
DIX-HÜITIÈME LEÇON.
ENVELOPPE SPHÉRIQUE. — MÉTHODE D'ÉLIMINATION
Suit« du problèmo de l’equilihre d'élasticité des enveloppes sphériques. — Formes essentielles des irilé|;rales f;eiierales et dos équations à la surface. — Isolement des coeriicients par deux éliminations successives.
§ CLW.
' FOUMK DES INTECUALES GÉNEHAI.ES.
Lus intégrales générales, établies dans la leçnn précédente. contiennent trois séries quadruples de constantes arbitraires, introduites par les trois fonctions ,fW. l.es valeurs de toutes ces constantes doivent être nécessairement déterminées par la seule condition, que les intégrales obtenues vérifient les six équations à la surface, quand la variable /• devient successivement c, et r„. Cette détermination, qui fera l’objet de la leçon actuelle, montrera clairement, (|u’il est essentiel de pouvoir disposer d'une fonction jK)ur chaque roupie d’équations à la surface, et que les trois fonctions, successivement intrnduitc's par notre méthode d'intégration, étaient les seules (]ui pussent résoudre le problème posé.
Partant des équations (38) du dernier paragraphe, rapprochant les groupes partiels indiqués, réunissant les termes qui ont la iiièine fonction P ou sa dérivée, substituant
;iaO LEÇONS
lcs^[fO', Pl iiiftlanl les (cos/i|/, sin/(j/)eii fadeurs
eonimuiis, on pourra é<-rire les inlégrales généraU-s des (U, V, VV) et 0, sous la forme suivante :
U = ^ (G cos/^^< (j sin P,
V = ^ ( n cos /rj/ -4- /) sin /\J/ ) c ^
cos/ ij( — H' sin /•]/) — !.
W — ^ cos l']f — Hsin/^{() —
+ ^ ( H' cos /i}i -+- ,*)' sin /A) r — , k. 7 rfa
9 = ^ ~ ^ /ij/ + - A sin / i}i) P ;
n remplaçant la somme (X 4- api), et les coefficients étant les polynômes en r, à quatre et à deux termes, donnés par le tableau
G = //A"/-*-' — vAc" Ç = nC f"-' - yCrn = A" r"-' — {t A
l" J" '-Ul _ O
5 = C'V- ’ - flCc-' 4-
II
Il -f I iir C'r-
Il -t- I nr^'
OÙ les constantes (y, ■/, 0, fi') ont les “valeurs (3fi) du
suit LES COORDONNÉES CI'RVILIGNES, ETC. ^21
§ CLXVllI. l.a forme des iniéi^rales (i), si naturellement amende par la méthode que nous avons suivie, conduit directement .à la solution cherchée.
§ CLXXl.
EXPREi«lüNS DES FORCES ÉLASTIQUES.
Il s’agit d’introduire les valeurs (i) dans les équations à la surface. Désignons actuellement les (A, G,, 5,), qui représentent les comjKJsantes des forces élastiques exercées sur tout élément-plan perpendiculaire au rayon, par les nouvelles lettres (rX., 3IL, G), leurs expressions (5), § (XX, s’écriront ainsi
WN
Si 1 on y substitue les valeurs (i), en se rappelant toujours
que — = c et en posant, pour simplifier,
_ dG — R H- 2fx — n ar
)u fii{
:K, -i-.tl-+-2p
dîi
tir
Tt-Jfl . l.EÇOKS
ces expressions (3) se mettent (lélinitivemenl sous la forme ;K, = ^ ( K LOS 4- ;)f sin /^}.) P,
3R = ^ ( L cos t-lf 4- e sin /i|( ) c
— ^ (■C'eos/j'— L'sin/'!')
F = ^ {.(^cos /'j< — L sin /'}*) —
Q (L'^ns/^{/4-•C's'"/'}')c
qui reproduit celle (i) des (U, 3 , A\ ).
En vue des applications, et de ])lusieurs conséquenecs importantes, il convient de donner ici le dévcloppemetitdes coefTicienls (4). D’ailleurs, (juand on passe des intégrales (i) aux expressions (5), il est nécessaire de savoir où se placent les douze constantes B'/’,
introduites par les termes simples des trois fonctions primitives rfly), pour déterminer délinitivement les valeurs de ces constantes, et assigner 1<! rôle qui a])particnt à chacune d’elles, dans la solution générale.
Si l’on complète les gronp«»s (3j) et (36), § CLXVIII, par rintroduclion d’une nonvelle somme ù, et d^ quatre nouvelles constantes [y''*, en posant
, *4-fi=:f, *4-2it = a, 3'A4-2fi=è,
1 „ n(ri — i)e — b ^ (n 4- i)(» 4- 2 )c — b
(G) ^ ^ a{in + Z) ' ^ ~ n( 2 « — i)
° a(2//4-3)(/»4-ij! < n(2z/ — >)"'
les rapports à la constante p, des six coefficients (4), s’é-
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criM'iit coiiiiiie il suil :
— z= 2n (n — l) C” r ’-' — •i"Cr‘‘
— = 2 (n — <) A" r"“’ — P" Ar"
^pH -1 ^ 1
fj « H- I /!/-'”■- ’
ft, « -f- I H r"'*"’
Ainsi, le.s quatre premiers eoefficients (4) sont des polynômes semblables, contenant quatre termes ; les deux derniers sont des binômes semblables ; et les exposants de r, dans le second groupe, ne sc trouvent pas dans le premier.
CLXXII
FOBMBS DES EQUATIONS A LA SURFACE.
Maintenant, pour déduire des expressions (5) les équations à la surface, il suffit d’y donner suceessivenient à la variable r les valeurs r, et r,, dos rayons appartenant aux parois, intérieure et extérieure, de l’enveloppe sphérique,
el (le les respei liveiucnl aux six funcliuiis données
de (ç, (]/), désignées, au § CLXI, par (Oî-o» 31^<u ^o) el (3î>,, dH.,, C, ) ; les trois premières fonctions étant les composantes des cU'orts appliqués sur la ]>aroi intérieure, prises avec un signe contraiix;, et les trois dernières les composantes des crt’orls appliqués sur la paroi extérieure, prises a\ec leur signe. Ce qui donne
' ^ (K, cos /iJ* + S'f* ^1) P = dîi,»
(L, cos/(J( ■+■ sin
(8) ( — ^ (.(^'.cos/ij- — L, sin/^]/)-^ = 0n.,,
I — l.,sin/4.)î^
-f ^ (L' cos/'Ji ■+■ ' sin/il)c ^ = f,,
(•quations qu’il faut écrire deux fois, l’une avec l'indice / = O, l’autre avec l’indice i = i ; ces indices ('•tant donnés aux coefficients, pour rappeler (|ue, dans les polvnôtncs qu’ils représentent, r est remplacé par r») par r, .
Kn ne considérant, dans les séries ( 8 ), que les termes qui correspondent à la même fonction P, ou au même couple (/, «), on voit qu’ils contiennent douze coefficients, maintenant constants, (K,, A l'aide du tableau ( 7 ),
ces douze coefficients s’exprimeront liniiairemenl en fonction des douze constantes [A 0 >, lî'd, C'/', introduites
par lt!s termes au même facteur P des trois séries f)e là résulte, inversement, que si l’on obtient, d'abord, les valeurs des douze cocflicienls, on en conclura, ensuite, celles des douze coiislanles, à l’aide de douze équations du premier degré, coniprenanl deux groupes à quatre inconnues, el deux autres groupes à deux inconnues seulement.
SUR LES COORDONHÉES CURVILIGNES, ETC. 3a5
Le problème proposé sera ilonc résolu, si l’on parvient à déterminer les valeurs, que doivent avoir les deux séries sextuples de eoeffirients (K,, Of, pour rendre identiques les six ét|uations ( 8 ). Or, on atteint <-e but, en employant successivement deux procédés d'élimination, l’un fondé sur des lois connues des fonctions sinus et cosinus, l’autre sur une double propriété de la fonction P.
Comme on l’a vu aux CLXV et CLX\ 1, la série double
indiquée par le signe ^ admet deux modes de groupement dill'érents. De ces deux modes , c’est le second qu’il faut adopter ici. Remplaçant donc ^ par l’indication suivante :
/=ao
/rrô
les équations ( 8 ) prendront la forme
les séries totales ayant les limites l du premier sigma ( 9 ) ; les séries partielles, que multiplient cos/ip et siu /i|/, ayant tes limites n du second sigma ( 9 ).
LEÇO^.S
§ CLXXllI.
ISOLEMENT DES SÉRIES PARTIELLES
Pour appliquer le premier procédé d'élimination, il faut rappeler les théorèmes qui lui servent de base, et qui, tout élémentaires qu’il.s soient devenus , n’en sont pas moins importants. Si /est un nombre entier, les deux intégrales définies
sin l'if d'if ,
sont nulles, la seconde toujours, la premièré pourvu que / ne soit pas zéro, auquel cas sa valeur est 211. De ce premier théorème, on déduit le suivant : / et /' étant deux nombres entiers, les deux intégrales définies
cos / ^ cos /' \|/ d'^ ,
sin /i]/ sin
ont la valeur zéro, quand / et /' sont dill'érents, et la valeur tr, quand ces deux nombres sont égaux, tandis que l'intégrale définie
COS lif sin l' -^dif
est nulle dans les deux cas.
Des deux théorèmes précédents l ésullece coiollairc, que les deux intégrales définies
Sin’/\|;(/i|;,
qui sont égales entre elles, et à r., quand l’entier / n’est pas zéro, SC sép.arcnt brusquement à cette limite, puisque la
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première devient a;:, et (|iie la seconde s’évanonit. Pour éviter les distinctions eiiconibranles, qui résnileni de cette anomalie, nous représenterons les deux intégrales définies qui précèdent par le symbole W/, en nous rapjK'lant qu’il faudra le remplacer, lors des évaluations numériques, ]iar 37: ou 7T, suivant que / sera ou ne sera pas zéro; la seconde intégrale ayant disparu d’clle-mèine dans le prejiiier cas.
D’après ees propositions diverses, on isolera, dans les équations (lo), les séries partielles qui correspondent à une même valeur de /, en ninltipliant successivement ces équations par les facteurs cos sin et intégrant (K; fp = O à 'P = 2K. Ce qui donnera
K, P=:— / COS
V oc, P = — I ,lt„ sin /i|- f/-> ; <■>/ Jo
^ ^ rfa ^ e •»lJo
3H, sin Ai I t cos l^fi dp-,
ici, tontes les séries des premiers membies, dans lesquelles / est fixe et constant, .s'étendent de « = / à tt. — co ; et les intégrales des sei'ouds membres, qui sont définies eu p, ne contiennent plus d’autre variable ([ne or.
CLXX
l’ROPRIKTfeS DE LA FONCTION P(a).
Pour appliquer le seeond procédé d’élimination, il faut établir les propriétés de la fonction P (|ui lui servent de base. Soient P et P' deux valeurs de <'ctte fonction, qui correspondent à la même valeur de l, et à deux entiers différents n Cl elles vérifici-ont les deux équations différentielles [(ao) § CLXV]
, rfP
(la
PP'
(la
(|ui donnent, par l’élimination de /’,
dr’ ( P P-i- )
[«'(/,'+i)-//(«H-i)]pp'= — — ‘hl.
aa
Si l’on intègre cette dernière éc)ualion, multipliée par cia, entre les limites — i et -F- 1 de la variable a, on a
Or, P et P' ainsi (jue leurs dérivées n’étant infinies pour aucune valeur de a, la parenthèse du second membre s’évanouit aux deux limites par le facteur c* = i — a’; le premier nienibia' doit donc être nul. I)’(»ù résulte c|uc l'on a
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lu'cessairemenl
PP'rfï= O,
lorsque les entiers n et n' sont différents.
Quand n' = n, le premier membre (i 3 ) s’évanouit par son premier fauteur, et laisse indéterminée l’inlégrale définie
laquelle ne saurait être nulle, puisque tous ses éléments sont essentiellement positifs. Mous désignerons cette intégrale par le symbole pour indiquer qu’elle dépend à
la fois des deux entiers f et n. On sait que sa valeur générale est
[Leçons sur les fonctions inverses, p. 246)-
Au théorème (i 4 )) qui est très-connu, il faut en joindre un second, qui l’est moins. L’intégration par partie donne
dV df ^ rfa
d(Xy
d’où l’on déduit, en substituant à la dérivée qui se trouve sous la seconde int^rale, sa valeur donnée par la première équation (12)
33 o LEçons
ou bien, parla iranspcvsitioii d'un lermc
/ r , fPPP' ,
y* PPV/a.
Si r on prend les trois intégrales (i6) entre les limites — i et -f-i de a, le terme détache s’annulant à ces deux limites par le facteur c’, on a
(ix
dv
PP'dx.
Le premier membre (17), partage nécessairement les propriétés du second. C’est-à-dire que, d’après le théorème (i 4 )» on a identiquement.
quand P et P, ayant le même /, diflèrent par n et et que, d’après la valeur (i 5 ).
Xy '■ (s)'- *£
PP^ ■
— — d X — n (ri +1) a'i"\
lorsque les deux fonctions sont égales, ou si n' — n. Ce second théorème, (18) et (19), était indispensable pour achever la solution.
CLXXV
ISOLEMENT l)K„S PREMIEUS OOEEITCIENTS.
Le premier théorème (i 4 ) est seul nécessaire pour déterminer les coefficients K,, tX,- , dans les deux premières équations (t i). Car il suffit de multiplier l’une ou l’autre de ces équations par le facteurP fia, P étant la fonction même que multiplie le coefficient dont on veut obtenir la valetir, puis
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d’iulégrer entre li‘S limites — i et +i tic a; ce qui fera disparaître tous les autres termes, d'après (i4) ^ on a ainsi
P Xi cos /^jl rfij/ t/a
ïîi
PXisin
Telles sont les valeurs générales, que doivent avoir les coefficients qui composent les séries du premier membre delà première équation (8), pour que ce premier membre reproduise identiquement les fonctions données X,.
§ CLXXVl.
DÉVEI.OPPEMENTS SIMULTANÉ.
Les quatre dernières équations ( 1 1 ) forment deux coiqties semblables à celui-ci
C aa
les seconds membres étant des fonctions connues de «; les séries des premiers membres ayant le même / constant, et les mêmes limites pour «, tjue les séries du groujte (t 1). 11 s’agit d’isoler les coefficients E, C, dans ces équations (21).
Si l’on accentue la fonction P des secondes séries 5 si l’on ajoute ensuite les deux équations, multipliées, la première
par le facteur c — da., la seconde par P étant la fonc-
tion même qu’emploient les termes ayant le coefficient F.
LEÇONS
dont ou veuloblonir la valeur; cnfîn, si on intègre la somme obtenue entre les limites — i et -t-i de a : il ne restera, dans la première série de celte somme, que le seul coeflicient choisi, tous les autres ayant disparu, d’après le théorème (i8) ; et l’on aura
/P' rfP
rfp' /p\ rfa c )
rfa.
OU bien, l’élément de l’intégrale, que multiplie chaque coeflicieiit i’ de la série qui reste, se réduisant à Id (PP^), plus simplement
Or, la série (aa) aux cociïlcicnts C disparait dans tous les cas : i“ par le facteur / s’il <-sl nul ; a° et si / n’est pas zéro, par le facteur c' de P [(ai ) § CLXV J, qui s’évanouit aux deux limites. On a donc définitivement
/? ( rt -f- I ) CT‘‘
car le coefficient C s'obtiendrait de la même manière, en intervertissant les deux facteurs, lors de la sommation.
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Avec les coefiieients (i 3 ), les équ.H ions (21) dounent les développements simultanés de deux fonetions connues de a, dans le système déiiui par une valeur Cxe de /, c’est-à-dire exclusivement composé avec les fonetions P où ce nombre est le même. En adoptant successivement toutes les valeurs de /, on aurait autant de développements simultanés diflérents, d’un même couple de fonctions. Mais, pour le système eorrespondani à /= O, la simultanéité cesse, leséquatioiA (21) et les coefficients ( 23 ) 'ne donnent plus qu'un seul genre de développement distinct, qui est
le coefficient E ayant pour expression
On arriverait directement à eette valeur ( 25 ), en établissant d’abord ce théorème particulier, (jue les fonctions P où l est zéro, dounent
(juaiid P et P sont dilVérents, et
i/P rfP' ,
lorsque P= P, ou n'= n. Résultats qui se déduisent d’ailleurs des formules générales (18) et (ly), en annulant /.
ISOLEMENT DES DERNIERS OJEFFICIENTS
Si l’on remplace, dans les formules (a3), f et y par les seconds membres de la troisième et de la (juatrième équation (il), puis R et C par L, et ( — on aura
r-^' /' rip /p_ . \ •
J J ^ cos/4< sin /i|i j
n (rt H- i) cT^^**',c.v
C; sinV-Ji 31 l, cos/'|(^ rfij*
n(« -I- 1 ) cr'y . w/
et, si l’on remplace, dans les mêmes formules, f et J\ par les seconds membres des deux dernières équations (ii), puis E et V par et L', , il viendra
/ rfP . /P \
I I ( c V- sin /Ji H F.- cos /J, I rfi (/a
J-, Jo V /
J J • — F,cos/i}< -F OILi sin /i{i j
«(n -t- l) ci)"*, ta/
Telles sont les valeurs générales, que doivent avoir les coefGcients des séries qui composent les premiers membres des deux -dernières équations (8), pour que ces premiers membres reproduisent identiquement les fonctions données OIL;, F,.
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§ CLXXVllI.
TKRMES INDÊPENU.VNTS DE LA LO.VJITl'DE.
Toulcs les parties des doubles séries, où des développements simultanés (8), sont maintenant connues ; car, les valeurs générales (20), (28) et (29} permettent de calculer isolément chacun des coefûcients, quelqne part qu’il se trouve, quand on connaît les deux entiers / et n qui particularisent le terme multiplié par ce coefficient. Il peut être utile de signaler, particulièrement, les termes pour lesquels l’eutier l est zéro, et qui dominent, le plus souvent, dans les applications; on a alors
w* = 2?r, cr
et les expressions générales ( 20), (28) et (29) donnent
Tiiz
^ /; jf
> J-x Jo
On arrive d’une autre mauièro à ces valeurs (3i), en
LECOHS
auliulaiil l dans le i;ioupc partiel (i i) : il devient alors
yK,p=-!- / x.e/'i-,
, dp
et les coefGeients aux lettres majuscules doivent ôtre zéro, tandis que ceux aux lettres moulées s’obtiennent directement, en s’appuyant sur les théorèmes (i4) et (26).
§ CLxxix:.
COM'.I.ÜSIONS ET PKfiMSiÜNS.
Les difficultés principales étant levées, on peut regarder la question posée comme étant résolue; puisque toutes les constantes, introduites par l'intégration, peuvent se déterminer à l'aide des coefficients, maintenant connus; ainsi qu’il est dit au § CLXXII. Toutefois, plusieurs de ces constantes restent et doivent rester indéterminées, comme nous l’expliquerons dans la prochaine leçon, qui indiquera, en outre, les modifications à faire subir aux formules trouvées, lorsqu’on introduit les composantes (Rj, <bo, Ÿo) d'une ou de plusieurs forces extérieures.
La solution générale du problème de l'équilibre intérieur d’une enveloppe sphérique, soumise à des efforts qui diffèrent d’un point à l’autre de ses parois, est le premier exemple d’un corps de dimensions finies dans tous les sens, complètement traité par la théorie mathématique de l’élasticité. Si le système des coordonnées sphériques ouvre
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encore la marche, clans ce nouveau gemre de questions, cela tient, sans doute, à la faculté qu'il possède, de développer simultanément deux fonctions de sa coordonnée a, à l'aide des fonctions P. •
Il y a tout lieu de penser, qu’on ne réussira, dans la même voie, avec un autre système orthogonal , qu’en lui découvrant, d'abord, la faculté analogue, de développer simultanément deux ou trois fonctions, de une ou de deux de scs coordonnées. Car la simultanéité dans les développements des fonctions données, parait être nécessitée, et par la simultanéité des équations aux différences partielles à intégrer, et par la présence simultanée des fonctions intégrées dans les équations à la surface.
, Delà leçon actuelle résulte une extension de méthode, qui mérite d’ètrc signalée. Quand il s'agit de trouver la loi int^rale du refroidissement d’un corps de forme donnée-, on sait que le problème d’analyse consiste, à intégrer l'éejuation générale par une somme de termes simples, vérifiant tous séparément cette équation, satisfaisant en outre aux conditions de la surface, et qui sont multipliés par des coefficients, d’abord inconnus, ejue l’on détermine ensuite de telle sorte que la série totale reproduise l’état initial. Cette détermination s’opère invariablement de la même manière, à l’aide d'un théorème général qui permet d’isoler successivement tous les coefficii-nls de la série. Il ii’y a de particulier au corps proposé, que la forme et les propriétés des termes simples qui lui correspondent. C’est uniquement dans leur recherche que gît toute la difficulté.
Chaque terme simple résout, à lui seul, la question posée, si l’état initial, ou la fonction à introduire, lui est égale ou proportionnelle. Si la fonction donnée est une somme linéaire d’un nombre fini de termes simples, ils interviennent seuls dans la solution. Enfin, si cette fonction n’est pas ainsi réductible, tous les termes simples concourent pour
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résoudr»! le problème. En un mot, ils s’accordenl toujours pour achever le travail : là, c’est un seul ou plusieurs qui s’en chargent; ici, tous ensemble; et chacun d’cu\ trouve, ? dans son c<Tenicient, la fraction qui lui est dévolue.
Cette marche, cette réduction à une seule difliculté particulière au corps proposé, ce concours toujours efficace des termes simples, se retrouvent : dans la question de l'équilibre des températures ; dans la théorie du jmtentiel ou de l’attracl ion des sphéroïdes; dans la théorie mathématique de l'élasticité lors des vibrations, et aussi, lors de l'équilibre intérieur d’un corps solide, comme leconstate, enfin , le cas actuel des enveloppes sphériques. Ce n’est donc plus, là, une simple analogie, c’est une véi-i table loi, qui embrasse toutes les branches de la physique mathématûjuc.
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KÜU.ATIONS DE CO-NDITrON.
La solution généinle, exposée dans la leçon précédente, rencontre, dès les prcniiers pas de son application, une sorte de point d'aiT-èl, une objeclioii, qui fait douter d’abord de sa réalité, mais qui, étant soigneusement analysée, conduit, au contraire, à Tune des meilleures vérifications que le géomètre puisse désirer.
Dans toutes les séries qui expriment, soit les fonctions (U, V, W), soit les composantes des forces élastiques, on peut ne considérer que les seuls termes qui dépendent d’une même fonction P, ou d’un ntème couple des entiers (/, n). A ces termes, qui contiimnent douze constantes [A<-", B<>>, C<>>, D'»j, correspondent douze coefficients (K,, 3 t,,...), que l’on déduit des expressions générales, (20) § CLXXV, (28) et (29) § CLXXVII, en y substituant le couple choisi (/, n). Avec ces coefficients, et la valeur actuelle de n, le tableau (7) § CLXXI, dans lequel on fait successivement / == r=r,, procure le moyen de déter-
miner les douze constantes, par deux groupes de quatre équations du picmicr degré, et deux antres de deux équa-
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lions si'ulcinoiil, <|ui clomient
\ (C", C, D", D) .'n (;K., DC„ -C,)’
I (A', B') en (i;., i;,),
(C', D') en (1^,,
Si, dans ces groupes, le nombre des constantes à évaluer esl toujours égal au nombre des équations, il n’y aura, ni indétermination pour les ineonnucs, ni relations nécessaires entre les données. C’est ce qui arrivera tant que l’entier n no sera pas l’unité; mais, pour cette valeur particulière, il y a exception.
En ell'et, on voit, à l’inspection du tableau (7) § CLXXl, que tous les premiers termes des équations à former ont pour facteur (n — i). Ces termes disparais.sent donc quand n — i. Alors les constantes (A", C", A', C') restent indéterminées, et les cüirlTicients correspondants (K,, JX',-,...), qui l omposcnl les seconds membres des douïte équations, doivent vérifier certaines relations. 11 importe de chercher ce qu’expriment ces relations nécessaires, ou ces conditions imposées aux données de la question, c’est-à-dire aux eflorts appliqués sur les parois de l’enveloppe sphérique.
Le tableau (7) ^ CLXXl, aidé des valeurs générales (6) qui le précèdent, donne pour le système des douze équations, correspondant au cas de n = i , le groupe suivant
h 1 2 „„ fie — b K,
g fi K + J B H ; — B = — ,
DO r, or;
b ti „„ O — c „ L,
loo r, ar;
nr] U
\oa r, ar; ^
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qu’il (’aul écrire ileux fois, l'une avec l’inilico / = o, l'autre avec l’indice /= i. Si l’on ajoute à la première des équations ( 2 ) le double de la seconde, à la troisième le double d<- la quatrième, on a, en remarquant (]ue les sommes de la première ligne (6) ^ CI.XXl donneni — hz=(t,
( 3aB = r’(K, -(- 2 L,),
I 3pD = r’(3f,-|-2.C,).
Dans ces é(piations (3), ainsi (]ue dans les deux dernières du groupe ( 2 ), les premiers membres ne changent pas quand on fait 1 = 0 , puis / = i, et les seconds membres doivent partager la même propriété. Ce ([ui donne
r;(K, - 1 - aL.) — /-JjK,, 4- aL.) = o, r; (3f , -H ,)-/•; ( .‘X-.-l- 2 .) = o ,
<■; lA — eiL'. = 0 ,
pour les relations qui doivent exisler entre les coefllcicnls
(K.., si « = 1.
§ CLXXXl.
(.OEFFICIKNTS CORHESl'ONDANTS.
Or, quand n est l’unilé, l'eniiei- / peut être l’unité, ou zéro. Le groupe (4) doit donc être vérifie, séparément, par les valeurs des coefficients (K,-, 3f,,...) qui appartiennent au couple (I = i, n = i), et par celles qui appartiennent au couple (/=o, /r=i). 11 faut d’abord elierclier quelles sont ces valeurs.
Au couple (/= I, « = i) correspond la fonction P=c,
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tl’après l'cxpiTssion générale (21) § (XXV , 011 a donc
Désignons, pour simplifier, cosij/ et sin par c' cl 5', et, pour plus de symétrie, sin^ par s au lieu de a. En outre, remarquant que dtlidx, ou cd^pdf, est l’élément de surface de la sphère dont le rayon est l'unité, remplaçons, par ff, cet élément précédé du double signe de l'intégration totale, en posant
X -*-l ^ ST
c’est-à-dire indiquons, par rr, une sommation faite sur toute la surface de la sphère de rayon i . A l'aide de ces conventions, on peut écrire ainsi
K, = ^ »(<•<?' Jî,,), L, = ^<j(— JC on.,— /'F,);
] Of.= ^c(cj',TÎ,,), i-,(-«MrL.-!-c'F,);
. ! 4 * ^ Ht '
1 L| = 5— (t(— ,tc' F#-+- .ï'on.,),
les résultats qu’on obtient, en substituant les valeurs ( 5 ) , dans les formules générales (20) § CLXXV, (28) et (29)
§ CEXXMI.
Au couple (/ = «, J/ = I ) corresjxnid la fonction
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P = a = s, d’après l’expression eilée; on a donc
et, à l'aide des eonventions précédenles, on peut écrire ainsi
— iT'’ ^
les résultats que l'on oblienl, en subsliluanl les valeurs ( 8 ) dans les formules pariieulières (3i) ^CLXXN III.
§ CIAXXII.
SIX UELATIÜXS SONT NÉCliSSAlKES.
Partant de l’iileiitité éiablie ((>), posons encore
c’est-à-dire indi(|uoii$, par ^ » nue somiifation faite sur
toute la surface de la splière de rayon r,. D’après cela, si l'on substitue successivement les deux gioujxis (j) et ( 9 ), dans les deux preuiièies relations ( 4 ) on aura, en suppri-
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mant le facteur commun
j ^ (X, rc' — an., ic' — F, t'}
( 0î.,cf' — Dn.,.«e' — F,s') — O ,
§ (x,«'-an,x.*'-HG,c')
— g (.X,,J-t-3IL.c) = o;
car la seconde (4) est identique jK)ur le groupe (9),
Ensuite, si l'on substitue successivement les mêmes groupes, dans les deux dernières relations (4), il vient
( § (— PiriJc' -t- 3R.,r,f')
(— F,r,sc' -+- OU.,r,s') = o,
^ (— — 3TL, r,c')
— ^ (— G.r.îî'— OR.r.c') = O,
car la quatrième (4) est identique pour le groupe (9)
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LEUR INTERPRÉTATION
Ainsi les condi lions imposées aux données de la question, ou aux efforts appliqués sur les deux parois de l’enveloppe sphérique, consistent, totalement, dans la vérification nécessaire des six équations (ii) et (ta). Que signifient ces équations? La figure ci-jointe répond complètement à cette question. Le point O est le centre du système sphérique.
OZ l’axe polaire, OX et ÜY sont les rayons de l’équateur pour les longitudes o et ^ ; M est un point quelconque de
l’espace, MJÎ. le prolongement du rayon Ui\l, MtRt la tangente au méridien, MG la tangente au petit cercle parallèle à l'équateur; et ces trois axes, en M, forment avec les premiers, en O, des angles dont les cosinus sont indiqués par'le tableau
I.KÇOR
ox
OV
oz
Maintcnaiil, si l’on so rappelle que ( OC-,, 3 H-,, G,) el ( — .;X-o, — OU-o» — ^o)i représentent les comjK>santes des efTorts, exercés sur les parois, extérieure et intérieure, de l’enveloppe sphérique, et rapportés à l'unité de surface; composantes qui sont respectivement dirigées suivant les lignes <le même définition que celles en M de la figure précédente; à rinspection seule du tableau (i 3 ), on reconnaît, dans les premiers membres des trois relations (ii), les sommes des jirojections, sur les trois axes en O, de toutes les forces appliquées sur les parois; puis on devine, et l’on vérifie, que les premiers membres d«!s trois relations (12), sont les sommes des nioinents des mêmes forces, par rapport aux mêmes axes.
En effet, la théorie des moments, si bien exposée dans le nouvel enseignement de la mécanique, donne, pour les moments des trois composantes (-K’, ;)H, 6 ) par rap|K)rt au centre O : 1“ pour zéro ; 2" pour OR., OR;- porté sur son axe représentatif O OR,., qui est parallèle à MG et dirigé en sens contraire; 3 ” pour G, Gr porté sur son axe représentatif UG,., qui est parallèle à .MOR et dirigé dans le même sens. Alors le tableau (i 3 ) (à l’aide de sa dernière ligne), donne immcdiaU-nient les sommes des projections de ces moments, ainsi représentés, sur les axes en O, ou les 1110-
Mjî, M;)R MG
ce'
— sv'
CS
— Si'
0 G /- —OR r
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meiils de la résiillaiile par rapport à l es axes. El l’iiilerprélalioii des secondes relations (12) devient aussi facile que celle des premières (n). ,
J. es sommes qui composent les premiers membres des six équations Ci i) et (12) sont donc toutes reconnues. Et, puisqu’il faut que toutes ces sommes soient nullcs , on en eouclul que les forces données doivent être telles, qu’elles se fassent éi[uilibrc, sur l’enveloppe sphérique considérée comme un solide invariable. Les groupes ( 4 ), ou (11) et (12), n’expriment pas autre chose.
Cette nécessité résultait d’ailleurs des équations mêmes de l’élasticité, qui, étant déduites de l’équilibre d’un parallélipipède cl d’un tétraèdre élémentaires, considérés comme étant invariables, expriment conséquemment le même équilibre pour un corps de dimensions finies, formé par la réunion de pareils éléments. Les conditions indiquées existaient donc réellement dans la question posée. On les avait oubliées au départ, et la solution trouvée donne un témoignage irrécusable de sa réalité, en réparant elle-niènie cette omission.
SIX CONSTANTES INDÉTERMINÉES
Mais, il faut encore explicjuer rindélcrniination des constantes (A", A', C'), qui correspondent aux deux
couples {1 = 1, n = i) et ( / — o, n = i). Si elles disparaissent dans les développements des forces élastiques { JC>, .Xc, F), il n’en est pas de même dans ceux des déplacements (L), V, W), car au tableau { 2 ) § CLXX, qui donne les coefficients généraux de ces derniers développements, les constantes (A", C", A', C') ne sont plus accompagnées du facteur (« — 1). Ainsi, les (L, \ , W ) contiennent des
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termes dont les constantes restent indéterminées, et qui subsisteront, lors çième que les jiarois de l’enveloppe sphérique ne seront soumises à aucun eflort, et que, eonséquemmenl, tous les autres termes, toutes les autres constantes, disparaîtront. Supposons donc que les expressions des (U, W) soient réduites à ces seuls termes, si eomplétement indépendants des forces données, et cherchons leur signification.
A l’aide des valeurs ( 5 ) et ( 8 ) de la fonction P et de sa dérivée, appartenant aux deux couples (/, n) conservés, les formules générales (i) et (a) du § CLXX, donnent pour ces expressions réduites
I U = A' s -t- A", cc’ -4- CT, o',
, ) V = A” c — A’sc' — C”, w' -t- - a', rj ' C,rc’,
< "W — - a! cr — a". -t- C! c' a’ rsc' C rst' .
Les indices i et o donnés aux constantes indiquent qu'elles correspondent respectivement aux deux couples (/= i , «= i) et (/ = O, n = i). Quatre constantes ont l’indice i, mais deux seulement ont l’indice zéro ; les (C', C',) n’existant pas, car dans les séries (i) § CLXX, les termes, où / est zéro, n’ont pas de coeflicients aux lettres majuscules
Puisque les six constantes des expressions (i 4 ) sont indéterminées, on peut considérer chacune d’elles isolément, comme si les cinq autres étaient nulles. Alors, la figure (p. 345), et le tableau (i 3 ), conduisent facilement à leur interprétation. Les (C, V, W) étant respectivement les projections du déplacement très-petit de .M , sur les axes (M Jt, iMf ), les constantes (A',, C.', A” ) ex|)rimeni
respectivement de simjdes translations parallèles aux axes
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(üX, ÜY, OZ), Cl les coiistantcs (A',, C', , A',) de simples rotations autour des mêmes axes; et ces six mouvements partiels peuvent se composer en un seul mouvement hélicoïdal, qu’expriment les six constantes réunies.
Or, il est évident qu'un pareil mouvement élémentaire de l’enveloppe sphérique, tel que ses points matériels côuservent leurs positions relatives, ne peut faii'e naître aucune force intérieure, ni troubler l’équilibre d'élasticité, qui s'établit sous l'action des eiforts appli(|ués sur les parois. Telle est la véritable cause de l'indétermination des six constantes du groupe (i4)> quand on n’introduit pas d’autres données que les équations à la surface. Les valeurs de ces constantes pourront se déduire de conditions toutes différentes, telles, par exemple, que la fixité de certains points du solide.
INTRODUCTION DES FORCES EXTERIEURES
11 s’agit maintenant de reconnaître l’inlluence des forces extérieures, dont les composantes sont (R», ‘l*o , Ÿo), sur l’équilibre d’élasticité de l’enveloppe sphérique, et d’indiquer les modifications que l’introduction de ces forces apjKirtedans la solution générale. Il faut remonter jusqu’aux équations aux différences partielles, qui sont, dans le cas de l’équilihre, et en mettant a au lieu de (X -t- au.) :
dr
■ — df
«c— -t-fx
_ iï\
tL dr /
f' dr
d'if dr
\ dr drf
-t- r’cR, ^ = ü ,
-h rc^tê = Oy
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les folirtioiis (0, il!), r) s’i'xpriinani en (U, V, AV) par
les relations suivanles :
H tJr
Tl!) =
I dc\ rc do
I ld\
dc\i\
rc \rf41
dy }'
drVi
I rfU
~Tr
c dSf '
drV\
Ut
~dr J ’
valeurs (Uo, V’„,
essentielles pour faire disparaître, lors de la vérification, les termes en (Ifo, 'i'o) des équations (t5), exifje que l’on coiniaisse ces termes eux-mèmes. Lorsqu’ils sont donnés en (r, y, i^), ou cherche d’abord la’forme que doivent avoir les (U», V„, Wo) pour atteindre le but qui leur est assigné, puis on emploie la méthode des coefficients indéterminés. C’est ainsi que l’on a résolu les cas suivants ;
Premier cas. — La force extérieure a une direction et une intensité constante, telle que la pesanteur. — Dirigeant l’axe polaire du système des cordonnées sphériques parallèlement à la direction de cette force extérieure, et en sens inverse, on a
(17) R,z= — gj, ■!>. = — gc, 'f. = o;
puis, posant, pour simplifier,
loX
on trouve les expressions strictement essentielles (ig) L,= /c'j, V, =r — 3/.c=c, \V,= o;
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lcsc|iicllcs, élaiil subslilucos dans lo groupe (i 6 ), donnent
valeurs qui annulent les premiers membres des ikjualions (i5) écrits avec les ( 17 ).
Second cas. — La force extérieure e.st une attraction, dirigée vers le centre du système sphérique, et proportionnelle à la distance à ce centre. — Si l’on représente par g l'intensité de la force (toujours rapportée à l’unité de masse), pour la distance r, , on a
(ao) R„ = — <!■, = 0, T, = 0,
et l’on trouve les expressions strictement essentielles
(ai) = V, = o, W, = o,
I Ort r,
lesquelles, étant substituées dans le groupe ( 16 ), donnent . A'O r’
9 = — — 1 ,1, = O , II!, = o , r = O ; a a r,
valeurs qui vérifient les équations (t 5), écrites avec les (ao).
Troisième cas, — L’enveloppe sphérique tournant au- • tour de l’axe polaire, avec une vitesse angulaire constante w, on considère l’équilibre relatif qui résulte de rintroduction de la force centrifuge. — On a
(aa) K, = u'/r“, ■t», == — w’cci-, 't, =ro,
et, posant, pour simplifier
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ou trouve les expressions stricieinenl essentielles
lesquelles, étant substituées dans le groupe (16), donnent 0 = r^c\ et = o, 'iU> = o, r = o;
2fl
valeurs qui vérifient les équations (i5), écrites a\ee les (aa).
NOUVEAUX COEFFICIENTS
Lorsque les fonctions (Lo, V„, W,), qui correspondent à des valeurs données des (Ro, 4>o, Ÿo), sont déterminées, il faut les joindre au groupe (i) § CLXX. On doit substitucr ensuilc les (U, V, W), complétés par cette addition, dans les expressions, (3) § CLXXI, des composantes (X, OIU, C ) de la force élastique qui s’exerce sur tout élément-plan perpendiculaire au rayon ; de telle sorte que, si l’on pose,
.r dt»
dr J
= on.c>,
ces valeurs, qui seront complètement connues en (/', œ, <p), viendront s’ajouter aux séries, à coefficients indéterminés, du groupe (5), ^(JLXXI. Alors, quand on écrira les équa-
lions à ia surface (8) § (XXXll, il sufBra d'y substituer aux (X,, G,) les diiférfnces
(26) [on, - ok'*’ j, [g,_g'*>J,
dans lesquelles les [x^*\ 0n‘ \ G,- ’] représentent ce que deviennent les fonctions connues (aâ) lorsqu’on y fait r = r,. Et la même substitution faite dans les expressions (20) § CLXXV, (28) et (29) § CEXXVII, donnera les valeurs définitives des coefficients.
Si les (X, , X.,-, G,) sont nuis, les coeflicients (K,, X,,...) ne s’annuleront pas tous pour cela, car les seconds termes des différences (26) subsisteront encore sous les intégrales définies qui les composent. Aux coefficients existants correspondront des constantes que l’on
déterminera; et à l’aide de ces constantes les expressions complètes des (U, V, W), donneront les véritables projections des déplacements moléculaire» de l’eiTveloppe sphérique, dqs à la seule introduction de la force extérieure ; projections qui pourront différer beaucoup des (Uo, V», W») primitifs.
Si, les (X„ X,, G,) n’étant pas nuis, on fait la substitution (26) dans les équations de condition (it) et (12), ces équations, convenablement transformées, expriment alors que les efforts appliqués sur les parois doivent faire équilibre à la résultante des forces extérieures sollicitant la masse, par exemple au poids de l’enveloppe, dans les deux premiers cas du ^ CLXXXV. Lors du troisième cas, la résultante des forces centrifuges étant nulle, les efforts sur les parois doivent s’étjuilibrer entre eux.
CLXXX,V1I
CARACTtRE DE 14 SOLUTION GÉNÉRALE.
La solulioii (lu problème de l'équilibre d'élasticité d’iiiie enveloppe sphérique étant complétée, dans toutes ses parties essentielles, terminons par quelques réflexions, sur le caractère et la généralité de celle solution.
Des trois composantes ( 1t>, DE, F) de la force élastique exercée sur un élément-plan perpendiculaire au rayon, X, est la com|iosante normale, (DE, F) sont les composantes tangentielles. On voit, d’après cela, que les eoeffieients (K;, DC,). (î0)§( ILXXV, dépendent uniquement des composantes normales des ellorts appliqués sur les parois, et que ceux (L,, r,, L', ,4^,) ne dépendent (jue des composantes tangentielles. 11 résulte, alors, des relations indiquées par le tableau (i), que les constantes accentuées (') ne dépendent <]ue des composantes tangentielles des ellorts exercés, mais que toutes les autres dépendent à la fois, des composantes normales, et des composantes tangentielles. •
C’est ainsi que la moindre modifieation apportée, dans la direction ou l'intensité de la force appliquée en un point des parois, se transmettra, parles eoeffieients aux constantes, et par les constantes à un terme quelconque des séries, qui expriment les déplacements relatifs de tous les points de l’envelopjÆ sphérique. Cette solidarité, (|ui définit si bien le phénomène de l’élasticité, forme aussi le caractère principal de la solution trouvée, et explique même sa forme néees-saire.
CAS D UNE SPHÈRE PLEINE
Quand la paroi intérieure n’existe pas, ou (|uand il s’agit de l’étiuilibre d’élasticité d’une sphère solide, dont la
Sun LES COORDONNtES CUnvILIGNES,' ETC. 355 surface, de rayon r,, est soumise à des eflbrts, ditrérant d’un point à un autre de cette surface, la solution générale se simplifie par la disparition nécessaire de tous les termes contenant des puissances négatives du rayon r : car la valeur r = o appartient alors à l’un des points du solide, et doit donner des valeurs finies, pour les forces élastiques qui correspondent à ce point.
Les termes des trois séries S introduites dans les intégrales , ne doivent donc plus contenir, chacun , que les constantes [A*'*), C'/*]. Les équations à la surface se réduisent à trois, l'indice tétant exclusivement l’unité. Les expressions générales des coefficients restent les mêmes, mais, pour chaque couple des entiers (/, n), il n’y a plus que les six coefficients dont l’indice est i, et les six constantes correspondantes sont déterminées, par deux groupes de deux équations, et par deux équations à une seule inconnue, lesquelles donnent
(A"; A) en (K,, L.),
(C", C) en (3C,, t-),
A' en L'. ,
C' en . .
],es équations de condition (ii) et (ta) sont réduites aux
sommations ^ < et expriment que les eflbrts exercés sur
la surface de la sphère doivent, ou s’équilibrer entre eux, ou faire équilibre à la résultante des forces extérieures sollicitant la masse, suivant que ces dernières forces sont, ou supprimées, ou introduites.
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CLXXXIX
a\S D'UNE CAVITÉ SPHÉRIQUE.
Quand la paroi extérieure n' existe pas, ou quand il s’agit de ré(iuilibre intérieur d’un milieu indéGiii, d'élasticité constante, entourant une cavité sphérique, dont la paroi, de rayon r,,, est soumise à des eli’orts, qui diffèrent d’un point à un autre de cette paroi ; la solution générale se simplifie par la disparition nécessaire de tous les termes contenant des puissances positives du ravon r : car la valeur r = 00 , appartient alors à des points du milieu, et ne doit pas donner des valeurs infinies, pour les forces élastiques qui correspondent à ces points.
Les termes des trois séries (>), introduites dans les intégrales, ne doivent donc plus contenir, chacun, que les constantes Les équations à la surface se réduisent
à trois, l’indice / étant exclusivement zéro. Les expressions générales des coefficients restent toujours les mêmes, mais, pour chaque couple des entiers (/, n), il n'y a plus que les six coefficients dont l’indice est zéro, et les six constantes correspondantes sont déterminées, par deux groupes de deux équations, etpardeuxé({uations à une seule incotinue, lesquelles donnent
/ (B", B) en'{K., L.),
] (D". ül) (3C.. -t.).
B' en L', ,
D' en jf', .
Les efforts exercés sur la paroi.de la cavité sphérique n’onl pas de relations nécessaires; car les éi]uations de condition (il) et (l'i) se rapportent au groupe de constantes qui a dû disparaitre, et le groupe restant n’indique aucune indétermination.
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On remarquera, eu rapprochant la solution générale des deux solutions particulières qui précèdent, que, si les efToiis (X,, Orw,, P,) exercés sur la surface delà sphère pleine, de rayon r^, et ceux ( — Xj, — ^oi — Go) exercés sur la paroi de la cavité sphérique, de rayon r,, sont les memes que ceux respectivement exercés sur les parois, intérieure et extérieure, de rayons r, et r^, de l’enveloppe sphérique; les deux groupes des coeflicients (K,, DC,,...), qu’ils soient séparés ou réunis, conserveront exactement les mêmes va leurs numéri(|ucs.
Mais, il ne s’ensuit pas que les séries qui expriment les forces élastiques et les déplacements du cas général, soient les sommes des séries correspondantes des deux ras particuliers : car, pour chaque couple des entiers (/, «), les douze constantes, réunies dans le tableau (i), seront trèsdilférentes de celles données, séparément, par les tableaux { ay ) et (28) ; quoiqu’elles soient toutes déterminées à l’aide des mêmes cocfGcients (K,-, Df, ■,...).
Pour compléter l’examen de la solution générale, il faudrait étudier successivement les termes les plus influents, ou ceux qui correspondent aux moindres valeurs des entiers (l, «), et faire ressortir les propriétés caractéristiques, et distinctes, de ces différents termes, desquels chacun {vouerait exister seul, si les fonctions introduites oti les efforts extérieurs se prêtaient à cet isolement. On devrait, aussi, considéi'er particulièrement le cas des enveloppes sphériques minces, ou dont l’épaisseur (/•, — r,) est une trèspetite fraction du rayon r,, ce i|ui permettrait de simplifier considérablement les séries finales. Enfin on pourrait citer un grand nombre d’applications Sj éciales et importantes. Mais nous passerons tout cela sous silence. Une digression
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irop étendue, sur une question particulière de la théorie mathématique de l’élasticité, pourrait donner quelque apparence de raison, à ceux qui ne veulent voir, dans la grande généralité de cette théorie, qu’une complication inextricable, et qui préfèrent et prônent des procédés hybrides, mianalytiques et mi-empiriques, ne servant qu'à masquer les abords de la véritable science.
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REVUE DE SES ÉQUATIONS
L’objet principal de cette dernière leçon e.st de donner les développemeiils réclamés par les astérisques des pages 263 et 264, de discuter les principes qui ont servi de ba se a la théorie mathématique de l’élasticité, et ceux qu’il convient d’adopter aujourd’hui, pour bannir toute incertitude sur les conséquences de cette théorie. Il s’agit, au fond, de constater que toutes les cquatrons de la feuille C, peuvent être établies sans faire aueune hypothèse sur la nature et les lois des actions moléculaires. C’est c»; qui a lieu, évidemment, pour les quatre premiers tableaux, où les relations des (N,-, T,), et leurs variations nécessaires, sont uniquement déduites des théorèmes généraux de la mécanique rationnelle. Il en est encon? de même des valeurs (M,, T,) du tableau V, prises avec tous leurs coedicients indépendants; car, en ne considérant que des déplaremcnts («, r», %v) très- ]>ctils, on établit facilement que tels sont les premiers termes des fonctions (N,, T,) dévelo[>|)ées, ceux (|ui doivent être les plus sensibles.
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EXAMEN DE L’ANCJEN PRINaPE.
Il reste doue à examiner, par rapport aux deux derniers tableaux de la feuille C, si la définition particulière de l’élasticité constante, et surtout l’énorme réduction qui en résulte de tous les coefficients à deux seulement, sont bien exemptes de toute hypothèse, ou si elles ne présupposent pas une loi, pour les actions mutuelles de molécules voisines et inégalement déplacées. Sous ce point de vue, les deux lemmes dont je me suis servi, dans les Leçons sur V Élasticité, pour en conclure la définition dont il s’agit, n’y sont pas présentés d'une manière complètement satisfaisante. Leur démonstration a besoin d’ètre reprise, pour en effacer tout vestige des anciennes idées. Mais avant d’entreprendre cette rectification, il importe de passer en revue les diverses parties du principe énoncé page a6.3, et sur lequel on s’appuie, pour réduire les trente-six coefficients des (N,-, T,-) du tableau V, à quinze seulement.
DOUTE RELATIF AUX MOLÉCULES
D’abord, qu’est-ce : une molécule ? L’analvse mathéraa- * tique ne peut aborder le phénomène de l’élasticité d’un corps solide homogène, chimiquement simple ou composé, qu’en considérant ce corps comme formé de particules similaires, jouissant toutes des mêmes propriétés, et conservant la nature propre du solide lui-mème. De là résulte la nécessité d’admettre que chacune de ci« dernières particules occujKî seule nn volume déterminé, nécessairement polyédrique, dilatable et compressible entre certaines limites, <pii ne saurait être divisé sans dénaturer le milieu, et dans
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lequel peuvent exister des mouvements très-variés. Si c'est là ce qu’on entend par une molécule^ il faut bien se garder de l'assimiler à cet être métaphysique, qu’on appelle point matériel, et qu’on dépouille de toute dimension géométrique, pour n’avoir pas à considérer les effets et les causes de ses mouvements internes.
DOUTE SUR LES ACTIONS MUTUELLES
Que veut dire cette expression, action mutuelle de deux molécules? Pour répondre d’une manière précise à cette question, il faut remonter jusqu’aux principes mêmes de la dynamique. D’après l’un d’eux, il n’y a pas de cause étrangère, pas de force à chercher, lorsque le mouvement d’un point est rectiligne et uniforme. Oui, s’il s’agit d’un point matériel. Mais, si ce point est le centre de gravité d’une molécule isolée, il faut, en outre, d’après le théorème fondamental de M. Poinsol, <|ue la molécule tourne autour de ce centre, de telle sorte que l’ellipsoïde central roule sur un même plan tangent. Si la rotation ne satisfait pas à cette condition essentielle, il existe une cause étrangère qui modifie ce mouvement. De là résulte que deux molé- « ules doivent agir l'une sur l'autre de deux manières : en modifiant la translation de leurs centres de gravité, eu altérant la rotation autour de ces centres.
DOUTE SUR LA FONCTION-FACTEUR
Si telle est, en réalité, l'action imitiielle de deux molécules, on arri>e à celte consequeuee, que, dans une même
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(Hrection, pour une même distance, pour un même écartement, le travail ou la puissance vive de l’action totale peut se partager très-diversement entre les deux actions partielles : dans tel eoneours de circonstances ambiantes, se porter en totalité sur la translation, dans tel autre, sur la rotation. C’est-à-dire que la fonction-facteur introduite, jMiut changer indépendamment des variables qu’on lui donne.
§ cxcv.
DOUTE SUR LA DIRECTION DES FORCES
D’un autre côté, l’éther conliné dans les volumes particulaires doit influer sur l’élasticité : on n’en saurait douter, quand on se rappelle l’intensité des phénomènes physiques qu'il peut occasionner. Or, le calcul, en supprimant cet agent, ne fait pas autre chose que substituer, à toutes les actions de l’éther d’une particule, une seule action émanant de son centre de gravité. Alors, est-il bien certain que cette force unique doive avoir la direction qu’on lui assigne, pour remplir Gdèleinent son rôle de résultante, entre particules aussi rapprochées qu'elles le sont dans un milieu solide, et surtout dans ce qu’on appelle la sphère d’activité des actions moléculaires?
Enfin, quand on attribue à la fonction-facteur, la propriété d’avoir la même valeur pour deux directions opposées l’une à l’autre, on admet exclusivement une distribution particulaire, qui ne s’accordt; pas avei’ plusieurs faits, tels que, la cristallisation télraédiicpie, l'électrisation par la chalctir de certains cristaux, etc.
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SEULES ÉQUATIONS CERTAINES
On le volt, chaqne partie du principe dont il s’agit, chaque mot de son énoncé, donne lieu à un doute, déguise une hypothèse, ou présuppose une loi. La théorie mathématique de l’élasticité ne peut donc faire usage de ce principe, sans cesser d’èlre rigoureuse et certaine. Pour être sûr de rester d’accord avec les faits, elle doit se restreindre ; i “ aux équations générales déduites, avec Mavier, des théorèmes fondamentaux de la mécanique rationnelle; aux relations qui existent entre les forces élastiques autour d'un point, si bien définies par la loi de réciprocité, ou par l’ellipsoïde d’élasticité, et qui résultent de l’équilibre du tétraèdre élémentaire, imaginé par Cauchy; 3° aux (N,, T.) exprimés linéairement par les dérivées premières des déplacements, avec leurs coefficients indépendants, sous la forme essentielle établie par Poisson.
Ainsi les belles recherches ultérieures de ces géomètres, partant de lois préconçues, sortent du champ des applicatiens actuelles. Mais, elles ont admirablement préparé, et rendront faciles les applications futures, lorsque de nouveaux faits, et leur étude approfondie, auront conduit aux lois réelles des actions moléculaires.
CXCVI I
PRINCIPE DE L’fil.ASTlCITE CONSTANTE.
Revenons mainicnani au cas particulier <le l'élaslicité constante, ou aux deux Icniines qui servent de ba.se h sa déGnition, On considère un milieu solide, d’une homogé-
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néité, et d’une élasticité, telles : i" que par le centre de gravité O de chaque molécule, on puisse mener trois plans rectangulaires (partout de mêmes directions), divisant le milieu en parties symétriques; c’est-à-dire qu’à chaque molécule pondérable, existant dans l’un des huit angles trièdres formés, correspondent sept molécules symétriquement plaeées dans les autres; a” qu’un élément de volume o>, dont üfait partie, éprouvant une première action élastique, de la part de toutes les molécules contenues dans un premier angle trièdre A, et dont les déplacements relatifs suivent une loi donnée, si, dans un second angle trièdre A', les déplacements sont symétriquement les mêmes, la seconde action élastique exercée par A' sur w aura la même intensité que celle exercée par A, et une direction symétrique de la première.
On admet, de plus, que si les déplacements relatifs dans A' sont symétriquement les mêmes que dans A, mais de sens opposés, l’action dè A' sur i»), aura encore la même intensité que celle de A, et une direction symétrique, mais de sens contraire. Tel est le seul principe qui soit nécessaire. On peut d’ailleurs le regarder comme évident, en s’appuyant sur le mode d'approximation adopté ; car, en limitant les développements des forces élastiques aux premières puissances des dérivées premières des déplacements, ces forces élastiques changent de signes, en conservant les mêmes valeurs absolues, quand les déplacements relatifs «hangent de sens.
I.EMMK DE L.à TRACTKJN SIMPLE
Cela posé, adiqttons le point O pour origine, cl scs trois jdans de symétrie pour ceux des coordonnées rectilignes. Le
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premier leinme consisie en (;e (|ue, si la loi des déplacements est
• ( I ) « = O, (' = O, u>—ez,
et indique une simple traction parallèle aux z, la force élastique exercée, en un {Joint M de OX, sur un élémentplan U, perpendiculaire aux x, sera normale à cet élément. Prenant pour oo le cylindre de base dont les génératrices sont dirigées vers O, la force élastique cherchée est la résultante des actions exercées sur u par les quatre angles trièdres situés à droitede V3^. Les déplacements relatifs donnés par la loi(i) sont sjmétriqtiement les mêmes dans les quatre angles trièdres. Alors, les quatre actions partielles auront la même intensité, et des directions symétriques. Leur résultante sera donc dirigée suivant l’axe des x. C’est ce qu'il fallait démontrer.
LEMME DE LA TORSION SIMPLE
Le second lemme consiste en ce que, si la loi des déplacements est
( 2 ) U — — ozjr, D = az.r , w = o ,
et indi({ue une simple torsion autour de OZ, la force élastique exercée, en M, sur sera nulle, et celle exercée, au même point M, sur l’élément-plan o, perpendiculaire aux Z, sera tangentielle et parallèle aux y. Considérant le même élément de volume cylindrique u de base o, que dans le lemme précédent, la force élastique exercée sur u, sera la résultante des actions exercées sur u> par les quatre angles trièdres situés à droite de o,, et désignés par la
tableau suivant
vu d’un i>oint pris sur le prolongement de OM. Or, il résulte de la loi (a) que les déplacements relatifs seront symétri- (juement les mêmes dans les quatre angles trièdres, (px’ils auront un même premier sens pour le couple (A, A',), et un même second sens pour le couple (A,, A'), mais symétriquement opposé au premier. Les deux actions de (A, A\) sur w donneront une première résultante suivant la bissectrice OX, et les deux actions de (A,, A') tine seconde résultante suivant la même bissectrice, de môme intensité que la première, mais de sens opposé. La résultante totale sera donc nulle.
Prenons maintenant pour ro le cylindre de base o. dont les génératrices sont dirigées vers les z négatifs, la force élastique exercée sur o. sera la résultante des actions exercées sur (i) par les quatre angles trièdres désignés par le nouveau tableau
vu d’un point pris sur la perpendiculaire élevée en INI sur a.. Les déplacements relatifs dans A' sont respectivement les mêmes que ceux dans A, mais symétriquement de sens opposés-, on en conclut que la résultante des actions de ces deux angles trièdres sera dirigée suivant une bissectrice parallèle aux y. On arrive à la même conclusion pour la résultante des actions du couple (Ao, A',). Donc la résultante totale sera la somme de ces deux résultantes partielles, et dirigée, comme elles, parallèlement auxj'.
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CONCLUSIUNS.
Avec ces nouvelles démonstrations, substituées h celles des XM et XVII des Leçons sur l'Élasticité, rétablissement des formules iuscrites aux deux derniers tableaux de la feuille C, et qui se rapportent à l’élaslieilé constante, est complètement dégagé de toute hypothèse, de toute idée préconçue. Et tel est précisément le but que nous nous étions proposé.
Il résulte des leçons précédentes, que, si l'idée des coordonnées curvilignes est venue de la théorie mathématique de l'élasticité, c'est aussi dans cette théorie, que le nouvel instrument conduit aux lois les plus complètes, et rcncoii- \ ^ tre le plus grand nombre d’applications.. Comme on l’a vu, les équations aux dillérences partielles de l’élasticité, transformées à l’aide des divers paramètres du système orthogonal, se présentent sous la forme qui se prête le mieux aux intégrations. Eàt outre, étant exprimées par les courbures des surfaces conjuguées et les variations suivautlesarcs d’intersection , elles donnent elles-mêmes leur interprétation géométritpic, ou les lois ditlérenticlles du phénomène étudié. Il semble, d’après cela, que cette théorie, et cet instrument, fassent deux parties d’un même tout, et tpie l’une ne paisse plus être considérée sans l'autre; sorte de fusion naturelle, qui justifie l'étendue que nous avons donnée à cette dernière partie du (iours.
Si quelque personne trouvait étrange et singulier, que l’on ait pu fonder un Cours de Mathématiques, sur la seule idée des systèmes de coordonnées, nous lui ferions remarquer, que ce sont précisément ces systèmes qui caractérisent
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les phases ou les étapes de la science. Sans l’invention des coordonnées rectilignes, l’algèbre en serait peut-être encore au point où Diophante et scs commentateurs l’ont laissée, et nous n’aurions, ni le Calcul infinitésimal, ni la Mécanique analytique. Sans l’introduction des coordonnées sphériques, la Mécanique céleste était absolument impossible. Sans les coordonnées elliptiques, d'illustres géomètres n’auraient pu résoudre plusieurs questions importantes de cette théorie, qui restaient en suspens; et le règne de ce troisième genre de coordonnées spéciales ne fait que commencer. Mais quand il aura transformé et complété toutes les solutions de la Mécanique céleste, il faudra s’occuper sérieusement de la Physique mathématique, ou de la Mécanique terrestre. Alors viendra nécessairement le règne des coordonnées curvilignes quelconques, ({ui jx)urront seules aborder les nouvelles questions dans toute leur généralité. Oui, cette époque définitive arrivera, mais bien tard ; ceux qui, les premiers, ont signalé ces nouveaux instruments, n’existeront plus et seroht complètement oubliés; à moins que quelque géomètre archéologue ne ressuscite leurs noms. Eh! qu'importe, d’ailleurs, si la science a marché!
LlBRiVlRlE DE MALLET-BACHELIER,
Quai des Gi'ands-Aiiguslins, 55.
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