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LEÇONS
PREFACE
La géométrie analytique, créée par Descartes dans un ouvrage paru en 1637, repose sur l'emploi de méthodes qui permettent de donner une forme algébrique aux problèmes de géométrie. Ces méthodes consistent à faire correspondre à chaque point du, plan un système de deux nombres, appelés coordonnées du point ; une équation entre ces coordonnées représente une courbe ; les points communs à deux courbes s'obtiennent en résolvant leurs équations.
Tout problème de géométrie se trouve ainsi ramené à une question de calcul : inversement, tout fait analytique peut être interprété géométriquement. Ainsi le problème des tangentes conduit à la notion de la dérivée, ou fournit une représentation géométrique de cette notion ; l'idée d'invariant algébrique ou différentiel conduit à la découverte de propriétés péomél.i'iqiies, laissées invariables par certaines transformations.
Mais le système de coordonnées cartésiennes dans le plan ou dans l'espace est loin d'être le seul qui
permette de représenter géométriquement les faits algébriques et analytiques. On peut en effet développer Fidée de Descartes sous un autre point de vue. en définissant., par un système de nombres, non plus un point du plan ou de l'espace, mais un être géométrique quelconque, ligne droite ou courbe, surface plane ou courbe. Ces nombres qui sont, par exemple, les coefficients figurant dans les équations cartésiennes de l'élément géométrique considéré, s'appellent encore, par extension, les coordonnées de l'élément. Ainsi une droite dans un plan est définie par deux nombres qui sont ordinairement les inverses des segments qu'elle détache sur les axes ; un plan dans l'espace est défini par trois nombres analogues ; un cerele dans le plan est défini par trois coordonnées qui sont les coordonnées cartésiennes du centre et la puissance de l'origine par rapport au cercle ; une droite dans l'espace est définie par quatre nombres.... etc.
Une équation entre trois variables a, h, c représente alors, soit une surface lieu de points, si a, b, c sont regardées comme les coordonnées cartésiennes d'un point de l'espace, soit une surface enveloppe de plans, si a, b, c sont regardées comme les coordonnées d'un plan, soit un système de cercles dans un plan- fixe, si les variables sont regardées comme les coordonnées d'un cercle...., etc ; de môme, une équation entre quatre variables peut être interprétée comme représentant une surface dans l'espace à quatre dimensions, ou un système de droites dans l'espace à trois dimensions... etc.
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En résume, on peut interpréter géométriquement, d'une infinité de manières, les faits algébriques et analytiques relatifs à des équations contenant un nombre quelconque de variables. Les interprétations les plus intéressantes sont évidemment les plus simples.
Pour la géométrie plane, il existe deux systèmes ('gaiement simples : celui qui consiste à prendre comme élément géométrique le point défini par deux coordonnées, et celui qui consiste à prendre comme élément la droite définie également par deux coordonnées.
Le développement du premier point de vue fait l'objet de la géométrie ponctuelle ; celui du second fait l'objet de la géométrie tangentielle. Les propriétés algébriques des systèmes d'équations à deux variables donnent alors, suivant, la façon dont on les interprète, des propriétés des ensembles de points ou des propriétés des ensembles de droites. Les deux séries de théorèmes que Ton obtient de cette manière ne sont donc que la traduction géométrique des mêmes fails algébriques; et l'on passe d'un théorème de l'une des séries au théorème correspondant ou corrélatif de l'autre, en y remplaçant les points par desdroites et réciproquement.
Nous sommes ainsi amenés à un autre point de vue, d'après lequel le passage de la géométrie ponctuelle à la géométrie tangentielle peut être regardé comme un mode particulier de transformation des ligures, faisant correspondre des droites aux points et inversement.
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Le fait que tout théorème peut être transformé ainsi a reçu de Ciiasles le nom de Principe de dualité I 1 '.
Voici, sur l'origine et le développement de ces idées, quelques renseignements historiques empruntés en majeure partie à V Aperçu historique de Ciiasles.
De Beaune semble avoir eu le premier l'idée de définir certaines courbes à l'aide des propriétés de leurs tangentes ; par une question de cette nature posée à Descartes, il donna naissance à la Méthode inverse des tangentes, dont Descartes jeta les fondements en regardant un point d'une courbe comme l'intersection de deux tangentes infiniment voisines,
La théorie des développées, due à Huyoens, fournit ensuite des exemples particulièrement importants de courbes regardées comme enveloppées par des droites.
Mais on peut dire qu'EuLER, en considérant une courbe quelconque comme enveloppe d'une droite de la forme
x cos x -+- y sin % = o(a), donna le premier exemple d'une courbe définie dans un système de coordonnées taiigeritielles ; ce système, dans lequel les éléments de longueur et les rayons de courbure de la courbe et de ses développées successives ont des expressions particulièrement simples, se trouve indiqué à la page 58 de ce volume.
Les coordonnées de la droite sous la forme actuellement employée ont été introduites à peu près à la môme époque, par Ciiasles {Aperçu historique. 1837. et
',}) Mémoire de yëomëtrie, sur deux principes gënèrauca de la
science, la dualité et l'homographie, présenté i\ l'Académie (If Bruxelles fin
Mémoire de Géométrie, 1829) et par Plucker (Journal de Crelle, Lomé V, 1820).
Quant aux méthodes de tranformation qui ont conduit au principe de dualité, elles ont d'abord été employées sur la sphère. D'après un théorème dû à Skellius, vers 1630. toute figure aphérique possède une figure supplémentaire, de telle nature qu'à chaque point de la première corresponde un arc de grand cercle de la deuxième et inversement.
En '1085, La TIire, dans son Traité des Coniques i indiqua les propriétés réciproques des points et droites qu'on nomme actuellement pôles et polaires par rapport à une conique. Ces propriétés ont été étendues par Monge aux surfaces du second ordre, et c'est de l'époque de Monge seulement que datent l'importance et les usages do cette théorie des pôles et polaires (*)■
Une des premières et des plus célèbres applications l'ut celle qui permit à Briakchon de déduire, du théorème de Pascal sur six points d'une conique, une propriété correspondante de six tangentes (1800).
Le principe de dualité dans sa généralité a d'abord été énoncé par Poïs'cei.et (Annales de MaUiématir/ues, tome VIII, 1817-1818), qui fa déduit de la théorie des pôles et polaires ; ce principe a été ensuite établi, indépendamment des coniques, par Gergonne, par Mobius (Barycentrischer Calcul, 1827) et par Ghasles.
L'ouvrage de M. Papelicr a pour objet le développement de la géométrie Langentielle depuis les pre-
(1) Aperçu historique, p. 124,
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raiers éléments jusqu'à la théorie des coniques et des courbes algébriques. L'auteur s'est efforcé de suivre pas à pas les méthodes employées dans la géométrie ponctuelle, de sorte que le lecteur, déjà familiarisé avec cette dernière, n'aura aucun effort nouveau à faire ; il n'aura qu'à transposer les méthodes et les théorèmes qu'il connaît, en remplaçant les points par des droites et réciproquement.
Quant aux commençants, ils suivront avec autant de facilité cette manière de présenter les faits que la manière ordinaire.
Cet ouvrage, écrit avec clarté et rigueur, renferme des développements sur certaines questions qu'on ne traite pas habituellement en coordonnées tangentielles : telles sont, la discussion de la forme d'une courbe dans le voisinage d'une tangente ou d'une asymptote, à l'aide du polygone de Newton, la classification des coniques, l'étude géométrique du contact de deux coniques, les invariants simultanés de deux coniques. De nombreux exercices sont traités dans le texte ou proposés au lecteur avec des indications sur leur solution.
Le livre de M. Papelier est appelé à rendre de grands services, en familiarisant l'esprit des élèves avec une autre face de la géométrie analytique, et en les mettant à même de tirer de chaque résultat de calcul deux théorèmes corrélatifs.
P. Appell.
LEÇONS
COORDONNÉES TANGENTIELLES
GÉOMÉTRIE PLANE
CHAPITRE PREMIER LE POINT ET LA DROITE
I. L'équation d'une droite en coordonnées reclilignes homogènes peut s'écrire
wa; + vy -+- wz — ;
elle renferme trois coefficients, u,v,w; mais comme la droite no change pas quand ces coefficients varient proportionnellement, on peut dire que l'équation do la droite contient deux paramètres; elle sera par suite déterminée si l'on connaît deux relations entre les trois coefficients.
Ces relations s'obtiennent dans la plupart des cas on assujettissant la droite à certaines conditions géométriques.
Exemples. I. Ecrivons que la droite passe par un point de coordonnées a et S; on a
ua~\-vb-\- w = 0.
II. Assujettissons la droite à être à une dislance donnée d d'un point qui a pour coordonnées a ot b; il vient
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III. On sait que pour qui: la droite soit tangente à une conique qui a pour équation
Aai' + 2Ba;j/ H- Cy 3 -+- 2Djc -+- 2Ei/ il faut qu'on ait
ce qui peut s'écrire, en développant,
au- -i- 2/jhu i- eu- -— -Iduir -h levw -+- fw 1 = 0,
les quantités o, 4, e, etc. désignant les coefficients des lettres correspondantes, A, B, C, etc. dans le développement du discriminant
On peut remarquer que les relations obtenues sont
huinogènes par rapport à u, u, w. Nous allons démonlrrr qu'il en est toujours ainsi , c'est à-dire que toute relation qui est la traduction niioJ.ijti.qui: d'une condition géométrique, est nécessairement hontoijène en u, v, w.
En effet, la droite ne change pas si on remplace dans sou équation u, v. n< respectivement par lu, Iv, ho, À désignant mi nombre quelconque ; par conséquent, comme la droite satisfail à la condition géométrique quelle que soit la forme sous laquelle on écrit son équation, toule solution w, u, u de la relation correspondante entraîne la solution lu, Au, ha quel que soit l; la relation considérée est donc homogène.
3. Une droite sera donc bien déterminée analytiquement par deux relations homogènes entre ses coefficients. Si ces doux
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LE POIST ET LA IH101TE <t
relations sont, algébriques, entières, de degrés m et p, le nombre de solutions sera mp, d'après le théorème de lieront.
4. Si maintenant on donne une seuîe relation, toujours homogène en u, v, w,
fl«, », «1 = 0, (1)
il y aura une infinité de droites dontles coefficients vérifleronl l'équation (1); nous démontrerons plus tard qu'en général toutes ces droites sont tangentes à une même courbe.
On dira que l'équation (t) est l'équation tangentielle de la courbe, et pour éviter toute confusion la relation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'un point pour que ce point soit sur la courbe sera appelée l'équation ponctuelle de la courbe.
De même nous dirons que les coefficients u, v, w de l'équation d'une droite sont les coordonnées tangentieiles de cette droite, tandis que les coordonnées d'un point seront appelées coordonnées ponctuelles.
Ainsi, par exemple, l'axe des x a pour coordonnées tangentielles 0, 1, 0, puisque son équation est
les coordonnées de l'axe des y seront I, 0, 0; celles de la droite de l'infini, 0,0,1, etc.
Nous remarquerons aussi qu'étant donnée une droite, ses coordonnées langentielles sont déterminées à un facteur constant près.
Nous allons maintenant examiner le cas où. la relation (1) est du premier degré en m, v, tr,
5. Équation tlu Point. TmUiKKME. — Toute équation homogène et du premier degré par rapport à u, w, w représente un point. Sort, l'équation
On voit immédiate nient que toutes les droites dont les coordonnées satisfont à cette équation passent par le point qui a pour coordonnées homogènes a, o, c.
Hosted by
-i COORDONNÉES TANUEXTIELLES. — GÉOMÉTRIE PLANE
L'équation (2) sera dite l'équation tangentivlle du point.
Il est à peine utile de faire observer que, réciproquement, tout point peut être représenté par une équation du premier degré ; autrement dit, en écrivant qu'une droite passe par un point, on a une relation du premier degré entre les coeltieienls de la droite.
On peut donc dire que L'équation langentielle d'un point est la condition à laquelle doivent satisfait-". 1rs coordonnées d'une droite pour que relie droite passe par le point,
de même que L'équation ponctuelle d'une droite est la condition à laquelle dotvent satisfaire tes coordonnées d'un point pour que ce point soit sur la droite.
Exemples. — L'origine des coordonnées a pour équation w - ; un point sur l'axe des x, ayant pour abscisse a, sera représenté par l'équation
ua-hw = 0.
6. Le point représenté par l'équation (2) n'est à distance finie que si le coefficient de w, c, est différent de zéro; les coordonnées absolues de ce point sont - et -•
Si c = 0, on voit que toutes les droites dont les coordonnées satisfont à l'équation (2) sont parallèles h la droite qui joint l'origine au point de coordonnées a et b ; on peut donc dire que toutes ces droites passent par le point à l'infini dont les coordonnées homogènes sont a, b, 0.
Ainsi, u = est l'équation du point à l'infini dans la direction de O.r: v = est celle du pointa l'infini dans la direction de Oy.
7. Exercice. — Trouver les équations des points à l'infini dans les directions perpendiculaires aux axes de coordonnées, ces axes faisant l'angle 0.
L'équation de la perpendiculaire à Ox menée par le point
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se 4- y cos = 0,
on voit que les paramètres directeurs (') de cette direction sont cos et —t ; par conséquent en exprimant qu'une droite yui^o par le point à l'infini de coordonnées homogènes cos 0, — i, 0,
On trouve de mémo que l'équation du point à l'infini sur la perpendiculaire à Oy est
o- Reconnaître si une droite variable passe par un point lise. — Dans un grand nombre de cas on peut simplement résoudre la question en se donnant les coordonnées de la droite «, v, w, puis écrivant les conditions auxquelles est assujettie cette droite. On arrive alors à une relation entre u, v, iv et certaines quantités constantes, et il suffit de constater que la relation obtenue est du premier degré en w, », w.
Voici une application très simple de cette méthode ù un problème bien connu.
9. Exercice. — Les trois sommets d'un trianyle décrivent trois droites concourantes et deux cotés passent par deux points fixes. Démontrer que le troisième coté passe par un point fixe en ligne droite avec les deux premiers.
Prenons pour axes deux des droites données ; soit y = mx y l'équation de la troisième et (sc\ y'), [x", y")
les coordonnées des points fixes I' et ij.
Désignons par
vx -+- vy + in = l'équation de la droite AB ; les droites AC et BC ont respectivement pour équations
il! Un appelle paramèlrcï directeurs d'une direction les Cl point quelconque situe jur la. parallèle ;i cette direction il
gine.
Ainsi le; iiaramiliïjs directeurs de 11 droite
uz+ vy + w = a
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Je forme l'équation de la droite joignant l'origine au point de rencontre de ces deux droites, ce qui donne
* («»' + t-y' + „) = * (««■ + rjT + 10) ,
et j'écris que cette droite a pour coefficient angulaire m. On a
(Lctte relation étnnt du premier degré en w, v, m, exprime que
la droite passe par un point fixe. On voit de plus que ce point est situé sur la droite l'Q, car lo^ coordonnées de cette droite annulent ux' -h vif -+- '■'" et w" + ry" -+- !■■ ; elles véritient donc l'équation qui précède.
10. Équation du point u'inlet'sectioo de doux droites. - Soient $,{it„ d, u\) et Ai(wi, w?, «';) les deux droites données ; d'après la définition de l'équation du point, il nous faut trouver la condition pour qu'une droite quelconque (w, v, v] prisse par le point de rencontre de ij et i 2 . On sait que celte condition peut s'écrire
c'est l'équation cherchée.
En la développant, on obtient
u{h\H\ — !('!»,) + o(«'i«j — «ifr.) + ÎP(«,Bi — l'iWs) — 0,
et nous voyons que les coordonnées homogènes du point de rencontre des deux droites sont v,?r-> — "\v>, u\u a — u,w i: u,Vi — v,Ui. Ce point est à l'infini si «it> 2 — »[W 2 — 0; on retrouve ainsi la condition de parallélisme de deux droites.
i\. De l'équation (3) on peut déduire comme il suit les coordonnées d'une droite quelconque passant par l'intersection de A, et de A?. Le déterminant étant nul, il existe entre les élé-
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monts des colonnes une même relation linéaire et homogène, soit
Aw-t-Bu, + Cw s = 0,
Ao-r-BPi-t-Ct>, = 0,
Aw -\-Bwi-t-CiVi — 0.
Le coefficient A n'est pas nul, car s'il était nul, u lt v,, w,
seraient proportionnels à w i; t> s , ti'j, et les deux, droites a, et
ij coïncideraient.
Nous pouvons donc résoudre les relations précédentes par rapport à », », «', et l'on a
En faisant varier À et p. de toutes les façons possibles, on obtient les coordonnées de toutes les droites passant par l'intersection des deux droites données.
Ce résultat est d'ailleurs une conséquence immédiate d'une propriété établie en géométrie analytique. Ou sait que l'équation générait; des droites passant par l'intersection des deux droites qui ont pour équations
P, = UiX-t-Vty + w, = 0,
P 2 — UiX -t- v?y -f- ici = est
ÂP, + f*P, = 0,
el, d'après la définition, les coordonnées de la droite représentée par cetteéquation sont J.m, + ijm 2 , X», 4-,^Bî, Xï/^ + nit-j.
Exercice. — Etant donné un système de valeurs de X el
de n, reconnaître sî la droite correspondante qui a pour coordonnées À^i -F- nVi, ^"i -t- ^î, Itt'i -t- jiT; es! .i'f/'i^c rfan* l'angle aigu ou dans l'angle obtus des deux droites Ai et i s .
Soit A un point quelconque du plan; par ce point je mène une perpendiculaire à la droite à, ; celte perpendiculaire rencontre a, au point Bi et A s au point B?. 11 est clair que si les
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deux points Bi et B a sont de part et d'autre du point A, ce point est dans l'angle aigu des deux droites Ai et a,; si, au contraire, les deux points Bi et J5 3 sont d'un mùmc côté du point A, ce point esl dans l'angle obtus formé par A, et Ai- Nous nous appuierons sur cctle propriété pour résoudre la question.
Soient a/, y' les coordonnées du point A; l'équation de la perpendiculaire menée par ce point à la droite a, est, 8 désignant l'angle des axes,
«i — V t COS <i l!| — M, COS
et les coordonnées d'un point quelconque de cette perpendiculaire ont pour expression
x = af+ P {u,-Vi CosO), !/ = .'/ + ?(».-«. eus 0), p étant proportionnel au segment qui a pour origine te point A et pourextrémité le point (*, y).
On aura les valeurs de p, pi et p a , relatives aux points B, et B 5 , en écrivant que les expressions (4) de x et de y satisfont aux équations des droites A, et i 2 . On trouve ainsi _ »,3:' + «,?/ + «.■)
wî H- yj — âUiii, cos
U t Ui -i- U,B, (tl,Uï -1- M,!)!) COS
L'expression Ui s -+- », a — 2u,o, cos G étant toujours positive, le produit ?,p 2 aura le signe de E = («!*'+ v l if-i-wi){VrB'-ht>,y'-i-w l }[u i u x +v 1 v l — (w, u 2 -+-Mîii,) cos û].
Si cette expression est positive, p, et p 2 sont de même signe, les deux points B, et B, sont d'un même côté du point A, ce point est donc dans l'angle obtus des droites A, et Aj. Si, au contraire, l'expression E est négative, le point A est dans l'angle aigu.
Supposons maintenant que le point A soit situé sur la
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droite a qui passe par l'intersection de ±, et de a* et qui a pour coordonnées Xvi — H- n«j, X»i + [.i»i, lu; -+- y.uh; on aura
(Xu, + nu,>/ -S- (Xu, + au,);/ -h (Î.W, -H i*«,'j) = 0, d'où l'on tire
ce qui montre que le produit
(u^ -h »ji/ -H »J(u*ï' + » s i/' -+-it'i) a le signe de — J.ja. Alors l'expression E aura le signe de
— i^[«i«î + t>i»3— (w,ti 2 h- !/,u,) cos U], et la réponse à la question proposée est la suivante :
Si X(*[uiUs + e,u s — (mi»2 + «a»i) cos 0] > 0, la droite A traverse l'angle aigu des deux droites & t , ii ;
Si X[*[«i«i-t-wiOj — («(Os -+■ Mj«i) cos 0] <; 0, la droite a traverse l'angle obtus.
Nous remarquerons que dans tout ce qui précède nous avons supposé
I!|» 2 -f-DiD 2 — (Wi«2 + Ws«l) COS 9 ;£ 0,
ce qui revient à supposer que les deux droites ne sont pas perpendiculaires.
La droite A ne change pas quand >. et y. varient de telle manière que le rapport - reste le même. La position de la droite ne dépend donc que de la valeur de ce rapport. Les considérations qui précèdent prouvent que si le rapport varie en conservant un signe constant la droite A se déplace dans le même angle, et si ce rapport change de signe la droite A passe dans l'autre angle.
13. Nous obtenons ainsi une interprétation géométrique du signe du rapport -; ou peut également chercher une interprétation de la valeur absolue de ce rapport.
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Xous allons démontrer que la valeur absolue de ce rapport est proportionnelle au rapport des sinus des angles qne fait la droite A avec les droites A. et i„
Soit S le point de rencontre de a, et a, ; d'un point A (x\ y') pris sur i abaissons les perpendiculaires APi et AP (
sur Ai et a,.
On a
AP S
= SA sin AS-ij ,
AP, = ("j x ' + "i?/' + "'') Sin ^ ± ^«| -i- v~i — ^UiU, cos Û
AP, = ( w ^ f + *-•??/ -t-"'0 sin n rfc v'î'l + vî — t'i-iVi cos U d'où l'on tire
AP, _ _^ u,x' ^-v,y' -\- ^ 't /)4 -i-»s — -"ï"2 cosf) AP, " ~~ m,;c' -1- f;t/' -h «-, V u\-±-v\ — Sw^cosO ' mais comme le point A est sur la droite a, on a
tequence
AP 3 IV u\ -+- vf — a«,y L cos (I '
Pour simplifier l'écriture, posons
-2«|!J| cos - 21^ cos on voit que
VÎît^ ■' — '-
désignant la valeur absolue de - , et par suile ! À I 1 sin aSa,
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LE POIST ET LA DROITE 1 t
Le second membre de cette relation ne présente aucune ambiguïté, car l'angle aSA, par exemple a deux valeurs supplémentaires qui ont même sinus.
14. Considérons maintenant une seconde droite A' passant par l'intersection de A] c( de a ; et ayant pour coordonnées À'«i -+- fi'«i, l'»j -+- |a'p s et XV) -:- [*' «•„ On aura comme plus haut
1 >.' I 1 sin a'SAj | / l ~" Â ' sin a'Sa, ; en divisant membre à membre les deux dernières égalités, on obtient
! À I 1 ).' 1 _ sin aSa 3 _ sin a'SA, I >± | ' | ;•-' | sin aSa, " sin a'Sa, Or le second membre est égal en valeur absolue à l'un des rapports anharmoniques du faisceau des quatre droites ii, A», A, a'. D'au1re part ce rapport anharmoniquo est positif si les deux droites a et a' sont dans le même angle des deux droites A, et A, et négatif dans le cas contraire. Mais dans le premier cas - et -^7 sont de même signe, dans le deuxième cas de signe contraire; on aura donc, en désignant par (aa'a,A;) le rapport anharmonique en grandeur et en signe,
(AA'iiii) = - : ~
Dans le cas particulier où — = , , les droites a et a'
sont conjuguées harmoniques par rapport à A, et a,.
Droite passant par deux points. — Soient
les équations des deux points donnés : les coordonnées de la droite qui joint ces deux points s'obtiendront en résolvant les
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deux équations par rapport à u, v, w; on obtient ainsi u = \{bc'—cb'), v = /.{ca—ac'), to = \{ab' — ba'),
en supposant que les équations soient distinctes, c'est-à-dire
représentent deux points différents, Quelle que soit ta valeur de X, ces solutions ne définissent
qu'une seule droite.
16. Condition pour que trois points soient en ligne droite. — Soient
au -h bv + cw = 0,
a'u-i-6Fv+tfa = 0,
les équations des Irois poinls donnés; pour que ces points soient en ligne droite, il faut qu'il existe un système de valeurs de w, v, w non toutes nulles satisfaisant aux trois équations précédentes ; la condition cherchée est donc
17. Équation générale îles points situés sur une droite. — Supposons que la droite soit dé unie par deux de ses points A et A', ayant respectivement pour équations P = au +bv +cw = 0,
1"= fl'd + i'in-c'iii = 0.
Nous allons démontrer que l'équation générale des poinls situés sur cette droite est
aP + ^P'= 0, (5)
À et [i désignant des nombres quelconques.
Remarquons en premier lieu que quels que soient À et ij, l'équation (S) représente un point situé sur la droite AA'. En effet, les coordonnées de celle droite annulant P et P', annulent XP + fiP', et par suite vérifient l'équation (S),
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En second lieu, il faut établir qu'on peut disposer de X et de y. en sorte que l'équation représente un point arbitrairement choisi sur la droite AA'.
Soit M un point quelconque de cette droite ; menons par le point M une droite ayant pour coordonnées u„ v,, u\, et déterminons À cl n en sorte que l'équation (S) soit satisfaite par ces coordonnées; on aura
xPi+nP,' = o,
P, et P, désignant respectivement ce que deviennent P et P'
quand on y remplace u, », te par »,, »,, «',. On déduit de cette
relation
>, = Pf, ll =—p u
et en transportant dans l'équation ^3), on a
Pi'P— P,P' = 0,
équation qui représente un point situé sur la droite AA' et sur
la droite «,, v„ w,. Ce point est donc le point M, etlapropo-
sition est établie.
18. A l'aide des considérai ion- qui précèdent, on peut obtenir d'une autre manière la condition pour que trois points soient en ligne droite.
Désignons par
P — au -f- I/o -+- civ — 0,
P" = a'u -+- b"o -+■ c"iv =
les équations des trois points A, A', A",
Si le point A" est sur la droite AA', son équation peut
s'écrire
).P-huP' = 0;
cette équation représentant le même point que l'équation P" = 0, leurs coeflicients devront être proportionnels et on
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14 COORDONNÉES TANOENTIEf.l.ES. IIL'OMLITRIE PLANE
Réciproquement, s'il existe trois nombres X, jj., >j tels que celte identité ait lieu, les trois points A, A', A" sont en ligne droite. On tire en effet de cette identité
— vF= XPH-jtP', ce qui prouve que le point A" est sur la droite A.V.
On peut donc dire que la condition nécessaire et su fftsanle pour que les trois points soient en ligne droite, est qu'il existe trois nombres À, ;a, -. différents de zéro en sorte qu'on ait l'identité Xl J -i-, u P'-MP" = 0.
En développant cette identité, c'est-à-dire en écrivant que les coefficients de u, v, tu sont nuls, on a la + tf -+_ . la " = 0, Xé-Hfiô' + vi' = 0, Xc+;«' + ^" = !
d'où l'on déduit qui! le déterminant considéré au numéro lli est nul.
19. Exercice. — On donne deu® droites, trois points A, A', A™ sur l'une de ces droites et trois points 13, 15', B* sur l'autre. Les droites A'B" et A"B' se coupent au point C, A"B et AD" au point C, Alt' et A'I! au point C". Démontrer que tes points C, C, C" sont rn liijne droite.
Prenons la droite AA'A" pour axe des a> et la droite BB'B" pour axe des y; désignons par c, a, o" eL b, b', b" les abscisses et ordonnées de eus six points.
La droite A'B'' a pour coordonnées
pour coordonnées donc s'écrire (10)
' F cu -1 ' ;lL ' " et — 1, L'équation du point C peut
en développant,
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On a de même pour les équations des points G' et C,
Ajoutons membre a membre ces trois équations ; on voit que P + P' + P* = 0, donc les trois points sont en ligne droite.
Sijjne du premiev membre île l'équation d'un point. — Le
premier membre au + 60 +cw de l'équation d'un point s'annule pour les coordonnées d'une droite qui passe par ce point, mais il prend une valeur différente de zéro quand on y remplace u, v, w par les coordonnées d'une droite ne passant pas par le point. Nous nous proposons d'étudier le signe de cette valeur quand la droite se déplace dans le plan.
Une droite étant tracée, ses coordonnées ne sont déterminées; qu'à un facteur prés, de sorle quête signe de au~\- bv-\-ac ne dépend pas de la position de la droite dans le plan, puisiju'en multipliant les coordonnées par un nombre convenable, l'expression considérée peut prendre le signe que l'on veut, la droite restant la même. En conséquence, pour qu'à une position de la droite on puisse faire correspondre sans ambiguïté un signe déterminé pour au~\-bv-\-cw, il est nécessaire de fixer à l'avance le signe d'une des coordonnées
Menons par le point considéré A (supposé à distance finie) une parallèle à Oy, et soient A;/, la portion de cette parallèle dirigée vers les y positifs et \y[ la portion dirigée vers les y négatifs.
Soit maintenant une droite quelconque i ayant pour coordonnées u, v, v; elle rencontre la droite y,y\ en un point B qui a pour ordonnée
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16 COORDONNÉES TASGEXTIELLIÏK. GÉOMÉTRIE FLANE
prenons la différence des ordonnées des points B et A ; on ; b au-hcir h au -+- bv -h cw
Dès lors, suivant que l'ordonnée do point B esi supérieure ouinférieurc ùcelle du point A, le produit (au-r- bv-hcw)cv sera négatif ou positif.
On est donc conduit à la conclusion suivante :
En supposant v^O, l'expression au -+- bv + cw a même signe que cv si la droite («, v, w) remontre la parallèle à Ou menée par le point A en un point situé sur la demi-droite Ayî ; cetie expression a le signe de —eu si la droite (u, v, w) rencontre la pamllikstn' la demi-droite Aï/,.
Dans le cas où v = 0, c'est-à-dire oïl la droite est parallèle à 0>/, on mènera par le point A une parallèle à Ox et on aura des conclusions analogues.
21. Itisseclrlces d'un angle. — Soient deux droites, A, f«i,t>,, M'i) et ûî (w», w s , w-,). Les équations des bissectrices des angles formés par ces droites sont [u,x-r-v,y -t- !(•,) sin (u,_x-+-v s u-h "'i> sin <l
v ' ( q -!-'-■; --«i 1 -"! eiïs'i \ ! <i.j — ui — ±t-V: eus 'i l'oson?
= v/«3-t-u; — 2((,u, eus , pj — \/u| — u|: — iu-.v-, ces ô;
voit que les coordonnées de ces deux droites seront
En donnant à ; le signe de u,Uï + »ii>s — (uif) -I- w.t'i) cos 0, on aura la bissectrice de l'angle aigu (12) ; à l'autre valeur de t correspondra la bissectrice de l'angle obtus,
22. Bissectrices des angles d'un triangle. — Soit le triangle ABC ; désignons par
P, =a 1 s-n> iS + w i = 0, 1>, = u i »-Hi> 3 t/4-Ws = !
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les équations des côtés BC, CA et AB.
Les bissectrices des angles formés par les droites AB et AG ont pour coordonnées
en adoptant les mûmes notations que dans le numéro précédfnl.
11 nous faut maintenant déterminer la valeur do t qui correspond à la bissectrice de l'angle A du triangle.
Pour cela, menons par le point A une parallèle AD au côté BG; les coordonnées de cette droite seront de la forme Xh 3 + |jui 3 , àu 2 + ;j,wj, hi'i -t- i-Wa, avec la condition
On peut prendre
X = U&, — u,e 3 , ij. = uiiî s — u s vi.
Or la bissectrice de l'angle A du triangle et la droite AD soni dans des angles différents par rapport aux droites AB et AC. En vertu d'une remarque faite à la fin du numéro 12, celte bissectrice s'obtiendra en donnant à ;, dans les expressions qui précèdent, le signe de . c "est-à-dire de
On aura de même les bissectrices des autres angles du triangle.
On peut établir sans peine que ces trois bissectrices concourent en un même point.
Les équations de ces bissectrices peuvent s'écrire
P 2 Pa „
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î, -J et ;" étant égaux à ± 1 et ayant respectivement 1 signe de
de telle sorte que
Multiplions respectivement ics équations des bissectrices par 1, — ;, ;;' et ajoutons, on a une identité ; donc les trois droites passent par un même point,
23. Kqiiaiion di? l'ensemble de deux points. — Si le premier membre d'une équation homogène de degré n par rapport à m, v, w se décompose en un produit de n facteurs linéaires, l'équation représente n points dont les équations s'obtiennent en égalant à zéro les facteurs linéaires.
Par exemple, si l'équation ne renferme que u et ir, lo premier membre sera dévoloppable en un produit de facteurs binômes tels que ua -\- wc, et par suite l'équation représentera un certain nombre de points situés sur Oa\
De même toute équation qui ne renferme que v et w représente un ensemble de points situés sur Qy.
Nous allons considérer une équation du deuxième degré,
et supposer que le premier membre est décomposablc en un produit de deux facteurs, c'est-à-dire que I a b" V I
| b' b a" \ On a alors une identité de la forme
l'équation représente les doux points qui ont respectivement pour coordonnées homogènes y., fi, -• et %', 'fi', "'■
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On déduit do cette identité
2*= ?-;' + -/?'- 26' = -fa' ■+ %■{', 26' = »p' H- p*'. S ^
Si a" 5e 0, les deux points sont à distance finie.
24. Si tous les mineurs du discriminant A ne sont pas nuls, /"(«, u, -w) est décomposable en un produit de deux fae- Ictirs distincts,
f(u, v, w)==P.Q, en posant
P = ,„ 4- v p -+- wi , Q = uJ + v? -h »-,'■
En prenant les dérivées partielles, on a
fi= ïQ + a'P,
/ï = fQ + p-P,
ce qui montre que les trois équations
ont un seul système de solutions ; ce sont les coordonnées de la droite qui passe par les points P et Q,
Si au contraire tous les mineurs de A sont nuls, f[u, v, w) est carré parfait, l'équation ((i; représente un point double, les dérivées partielles fi, f', f,{. sont proportionnelles , et en les égalant à zéro, on a un système d'équations vérifiées par une droite quelconque passant par le point double.
25. Dans ce qui suivra, nous désignerons selon l'usage par A, A', A", B, B', B" les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement de a; on aura alors
A =a'a"— 6', B = b'b" — ab,
A' = an — //*, B' = b"b — a'b',
A" = aa! — l/\ B" = hb' — a'b".
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On sait que l'on a également les formules
A'A"~B 2 = aA,
B'B" — AB = &A
AA'— B" 2 =a v A,
BB' — A"B" = b\.
Si A est nul, comme nous le supposons ici, les trois nombres A, A', A" sont de mémo signe.
Supposons maintenant que les deux points soient à distance finie, c'est-à-dire n"^l), et proposons-nous de déterminer dans quel cas ils sont réels.
On peut écrire
flii,t>,w) = ~ {a"w+bv+b'uf— (*"-y it ) 1 - Hm i- t - B ' B > + ay MB|
«*/■(«, u, w) = (a"w -\-bv-t- b'iif -+- AV — 2B"«u + AvK
Les deux nombres A et A' ne peuvent être nuls en même temps, car la relation
AA' — W 1 = a" A = entraînerait B" = Û ; f{u, v, w) serait alors carré parfait et les deux points seraient confondus.
Supposons A' =z= ; on aura
a°f{u,v,w) = (a'HH-iiH-ô'uJM-— , (A'u— B"u) a .
On voit alors que si A' < 0, /(w, u, w) est décomposable en un produit de deux facteurs réels, l'équation représente deux points réels.
Si A'> 0, elle représente deux points imaginaires.
Supposons maintenant a" — ; on peut écrire
f{u,9,w) = au 1 + a / u 3 + 2è"t(y + 2^(iuH-/Ai), et comme on a
A = — a/> 3 — a'6" ■+- %bb'b" = 0, on voit que èv-\-/>'u divise au* -h a'v' 2 -\- ié"uv, car en remplaçant dans cette dernière expression ;i par b et v par — b', on obtient
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Si donc b et b' ne sont pas nuls en même temps, l'équation représente deux points réels dont l'un est à l'infini.
Enfin si b = b' = 0, l'équation se réduit à au* + aV -+- 2ô*wu = ; elle représente deux points à l'infini, réels, imaginaires ou confondus, selon que aa' — b"' 2 ou A" est négatif, positif ou nul !l) .
Il résulte de laque si l'un des trois nombres de même signe, A, A', A", est différent de zéro, l'équation représente deux points distincts, réels si ce nombre est négatif et imaginaires dans le cas contraire.
Si les trois nombres A, A', A" sont nuls, tous les mineurs du discriminant sont nuls et l'équation représente un point double.
En résumé :
A -+- A' H- A" < 0; l'équation représente deux points réels; A -H A' -f- A" > ; — — deux points imaginaires ;
A + A'+A* = 0; — — un point double.
26. Cherchons maintenant l'équation de la droite qui joint ces deux points.
Cette équation peut s'écrire
*tW-tf) + y(v'-*f) + *[*?-&) - ».
Pour pouvoir exprimer les coefficients en fonction de
a, a', ..., multiplions le premier membre par jS-;' — yp' et remarquons que
(PT'-TP? = W + tfY- +PPV = 4(ô a -a'a") = — IA,
W - ïFXï* - «t'J = *n>P' -+- P=0 - (fr + tWCt»' + «rt
= 4(aT — W) = — 4B",
(Pt'-yW-M = 2??iP'+«'.'')-(?i'+';fW+ fV)
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L'équation de la droite peut donc s'écrire
Ax-hK'y +B': = 0.
En multipliant de même le premier membre de l'équation de la droite par f%' — a-f, puis par ap~ fia', on obtient successivement pour équation de la même droite B"x + k'y 4- C; = 0, B'x + Bi/-hA"; = 0.
Les premiers membres de ces équations sont les demi-dérivéea partielles do la fonction
y{x, y, s) = Aar a -i- A'y' -i- A"; 2 -+- 2D>/; -H 2B'sa; + 2B"ïj/, qui est ce qu'on appelle la forme adjointe de f(u, v, w).
Comme ces trois dérivées son! proportionnelles, celte forme est carré parfait (i; ', et en égalant sa racine à zéro on obtient l'équation de la droite qui joint les deux points.
Si donc on désigne par «', v\ w' les coordonnées de cette droite, on aura l'identité
d'où l'on déduit
u" = XA, v' 1 = U', w* = /A",
«W = XB, «.V = XB', uV = ÀB".
27. On peut obtenir ce résultat par un autre procédé plus simple.
Désignons par P et Q les deux points représentés par
l'équation (G) ; joignons ces deux points à un point quelconque M (a-, y, ;) du plan; les coordonnées des droites MP et MQ satisferont aux deux équations
/K », ») = U, uz-t-vy-\-icz — 0.
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Ces équations admettent en général deux systèmes de solutions ; si l'on écrit que ces deux systèmes sont les mêmes, on aura la condition pour que le point M soit sur la droiie PQ, c'est-à-dire l'équation de cette droite.
De la deuxième équation, tirons la valeur de te en supposant ; ^0, et transportons dans la première ; on obtient, en ordonnant par rapport à u :
u s (o: s — Hb'zx -+- a"x*) -+- 2uti(fiV — bzx — b'yz -+- a"xy)
-H^;o': 2 ~2/,i / :+«"y i ) = 0, et pour que cette équation admette une racine double, il faut qu'on ait {az 1 - ïb'zx -H aVXo's 1 - 2/ '.'/ : + a 'Yl
— (l/z 1 — bzx — b'yz -h a"xy) % — ; développons, supprimons le facteur = 3 qui n'est pas nul ; il reste [a ' a " - 6 V + (a'a - b»)y* + (aa> - b»*)z> + %b'b" - ab)yz
b"b — a'b')zx + %(bb'—a"b")xy = ou
Ax- -+- Ay ■+■ AV + 2Byz -t- 2B';^ + 2B"xy = 0.
Le premier membre est carré parfait eu vertu des formules du numéro 23 ; sa racine donne le premier membre de l'équation de la droite PQ.
28. Pôle d'une droite par rapport à un système de deux points. — Soient P et Q les deux points donnés et A la droite. Cette droite rencontre PO en un point H, et le conjugué harmonique de H par rapport à P et. Q est par définition le pôle de la droite A par rapport aux points P et Q.
Connaissant l'équation
de l'ensemble des points P et Q, et les coordonnées w„, u , «■„ de la droite a, nous allons former l'équation du pôle de cette droite.
Considérons pour cela une droite quelconque D, de coor-
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données m, v, te, qui rencontre a on un point M ; toute droite passant par le point M s. des coordonnées de la forme Xw -h [»«„, Au -H nu , '-"' 4- [!«.'„, cl les valeurs de X et de n correspondant aux droites MP et MQ seront racines de l'équation
ou XY(«, c, te) -h MvfL^if % + Vf;,) + ff(u tt , v a , w B ) = 0.
Pour que !a droite D passe par le pôle de la droite A, il faut que MP et MQ soient conjuguées harmoniques par rapport à D et A, c'est-à-dire que les valeurs de - tirées de l'équation précédente soient égales et de signe contraire. On aura donc pour l'équation du pûle,
et par conséquent les coordonnées homfigi'iies de ce pôle sont
A,, /ï. et /■;„.
29. Dans le cas où les deux facteurs de f[u, v, w) sont mis en évidence, si par exemple
/'(», », >«) = PQ, P et Q désignant des fonctions linéaires et homogènes de u, v, it\ on verra sans peine que l'équation du pôle de la droite A est
P et Q désignant ce que deviennent P et Q quand on y remplace w, v, je respectivement par «„, v„, ir a .
30. Propriété du U'ian(|le. — Soit un triangle ABC; désignons
par A', B', C les pôles d'une- droite A par rapport aux roupies tir points (B, C), (C, A), (A, B) ; les droites AA', BB', CC eoncowenf en
v.n même point II. Si A", 11'', C" dèsii/nent le* points rie n-nciiiitrn (le a ai-ec les côtés BC, CA, AB, les droites B'C, C'A', A'It' passent res- /■■■r!-'.-.', „■■■)!/ fia-e les points A", R' ; , C". Enfin, soient Ai, Bi, Ci fc.î
points de rencontre des droites BB'eiCC, CC ef AA", AA" et BB"; (es droites AA], BB, e< CC] passent par le point II.
les équations des sommets A, Ti, C du triangle, et « 0I coordonnées de la droite a.
L'équation du point A' est
par conséquent le point qui a pour équatio
est situé sur la droite AA', et connue son équation est symétrique par rapport à P, Q, B, ce point est aussi situé sur les droites BB' et CC ; c'est ie point H.
Les équations des points B' et C sont
1 les retranchant, i
équation d'un point situé s il en résulte que H'C pass>
r O'C et aussi sur RÛ et sur la droite A ; par le point A".
L'équation Lvriérale îles points situés sur AA" est alors
ft
de même l'équation générale des points situés sur 1ÎU" est
il en résulte que l'équation du point Ci, intersection des droites AA" et BB", est
et l'on voit immédiatement que point II, puisque tous ies points de cette
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/Il
en y faisant X = ~ , on obtient l'équation du point IL
On dit que la droite A est la polaire du point II par rapport ou triangle ; les résultats qui précèdent donnent un moyen très simple de construire le point H connaissant la droite A,
EXERCICES ET NOTES
1. TrmiifjH'-S lioniolnij iijui's. — >■';' deux triangles ont leurs sommets sur irai:: drodes Concoarantes, les côté* correspondants si' coupe.nl en trois point* en ligne droite., cl réciproquement, si les côtés de deux triangles se. coupent en 'rois points en ligne, droite, respondants sont deux à deux air trois droites Ci
Soient S = 0, A = 0, B — 0, C = les équations des points S.
Les points A', iî', C auront pour équations
A'=S+oA = 0, B'=S + &B — 0, C = S + cC = 0,
puisque ces points sont respectivement sur les droites SA, SB, SC.
Les points a. fi, y ont alors respectivement pour équations 6B — cC = 0, cC— «A — 0.
aA — &B = ; ils sont en ligne droite.
Établir la réciproque par un procédé analogue,
2. Si les n sommet* d'un polygone décrivent des droites concoitrttntes cl si n — I côtés passent par n — 1 points fixes, le n," côté passe par un point fixe, ainsi que les diagonales,
3. On considère toutes les eanigaes /Vissant pv.tr deux, points et tangentes à deux droites. Démontrer que la. corde de* contacts passe par un point fixe.
Prenons pour a\es les deux droites, k , y a et xi, iji désignant les i'.i)'inliii]]ii'-i.'s des deuN points.
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L'équation générale des coniques sera
îilzij + {me -+- vu + w'f — 0.
Ecrivons qu'elle passe par les deux points et éliminons À ; on
équation qui représente deux points, conjugués liarmonnjues ji;ir rapport aux deux points donnés.
Lit corde des contacts passe par l'un ou l'autre de ces points.
A. Ekmt donné un quadrilatère, on dé' 'erraine les pôles d'une droite par rapport au.e (rois systèmes de pointa, extrémités des trois diaiprnales ; démontrer que cea pôles sont m liijne droite. Cas ail la droite est ù l'infini.
5. Etant donnée une, équation du deuxième degré, f[u, v, it) = 0, qui représente deux- points, déterminer la distance de ces deux points.
En conservant les notations des numéro* 2'! fil suivants, [e carré
de cette distance est
Déduire do là la condition de réalité des deux points.
S. Trouver l'équation du cercle admettait! pour diamètre la droite joî'jV'iiit les deux points représentés par l'èiju.ntion f{u, v, icj — 0.
7. Étant donnée l'équation de deux points, fiu, v, ?<■) = 0, interpréter la condition f{u, v, w) > 0.
B. Soit ABCD un quadrilatère et A une droite quelconque , soit a le j,ôte de A par rapport aux points A et 11, £ le pôle de. cette même droite par rapport au..-: points {', et 11 ,■ wnons la droite 5'; ; faisans une construction analoyue sur les côtés opposés AC, BD et sur les diagonales AI), BC .' les trois droites obtenues passent par le même point.
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31. Considérons maintenant une équation homogène, algébrique ou transcendante, entre les coordonnées v, v, w d'une droite,
Nous allons montrer nue toutes les droites dont les coordonnées satisfont à cette équation sont en général tangentes à une certaine courbe que nous chercherons à déterminer.
Le problème revient h chercher l'enveloppe de la droite qui a pour équation
„+ vy + VX t = Q (~>)
quand ses coeflicienls satisfont à l'équation (1).
Comme nous l'avons déjà dit, l'équation de la droite ne renferme que deux paramètres indépendants, lesquels sont liés par une relation ; nous sommes dans un cas particulier de la théorie générali] îles enveloppes. Il est bon de mettre en évidence les deux paramètres.
Remarquons pour cela que la droite dont on cherche le point limite") ne peut à la fois passer par l'origine et être parallèle aux deux axes ; nous pouvons donc supposer que l'un
(1) C'est-à-dire le poinl où la droite touche son enveloppe, ou encore la
portion lirniti.' du point do rencontre de celle droite avec la droilu infiniment voisine.
UL.NÉlt ALITÉS SUR LES CÛL'IUSES
il;? coefficients m, u, w esL différent de zéro, par exemple ni ^ ; ce codlicientpeut alors être considéré comme constant, il ne reste plus que les deux paramètres ucU; on peut appliquer la méthode générale, le point limite est déterminé par l'équation (2) et l'équation suivante :
qui peut aussi s'écrire
fi r. uf, + vn -«•/;; fi
ou
Si l'on supposait w jt 0, il est clair qu'on obtiendrait les mêmes équations (3). On voit donc que dans tous les cas et quelle que soit la droite considérée dont les coordonnées satisfont à (1), le point limite de cette droite est déterminé par les équations (2) et (3).
On aura l'équation de l'enveloppe en éliminant m, v, w entre les équations (2) et (3).
Il est en effet inutile de se servir de l'équation (1), puisqu'elle se déduit des équations (3; en tenant compte de la relation (2).
On obtiendra ainsi une équation homogène en x,y,z, qui sera l'équation d'une courbe, et toutes les droites dont les coordonnées satisfont à l'équation (1) seront tangentes à cette courbe.
Réciproquement, étant donnée l'équation d'une courbe
i sait que les coordonnées des tangentes à cette courbe saéquation homogène en w, y, iv. On obtient cette i/, z entre les équations
tisl'oiit a
condition en éliminant
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33. Ainsi, à eùté do l'équation d'une courbe, c'est-à-dire de la relation à laquelle satisfont les coordonnées de tous les points de cette courbe, vient se placer une nouvelle équation, non moins importante, entre les coordonnées des tangentes à cette courbe.
Nous appellerons celte dernière équation Yéquation tangentïelle de la courbe , et, pour éviter toute confusion, nous qualifierons de ponctuelle l'équation entre coordonnées de points que l'on considère au début de la géométrie analytique.
En résumé, Yih/uation taiigenticlle d'une courbe est la relation que doivent vérifier les coordonnées d'une droite pour que celte droite soit tangente à la courbe, de même que l'équation ponctuelle est la relation que doivent vérifier les coordonnées d'un point pour que ce point soit sur la courbe.
On déduit ces équations l'une de l'autre à l'aide des calculs indiqués plus haut; on en constatera sans peine l'analogie complète.
On voit ainsi qu'une courbe est aussi bien déterminée par son équation iangentielle que par son équation ponctuelle.
34. Classe d'une courbe. — Supposons que l'équation tangenticllc d'une courbe soit algébrique, il en sera de même de son équation ponctuelle ; on dit alors que la courbe est algébrique.
Mous allons montrer que l'équation Iangentielle a toujours le même degré, quels que soient les axes de coordonnées auxquels on rapporte la courbe.
Nous établirons dans ce but les formules très importantes de Irausformaliou de coordonnées qui nous seront 1res utiles dans la suite.
Soit use + vy-\-w =
l'équation d'une droite D rapportée à deux axes de coordonnées aOy faisant l'angle 0.
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Considérons un deuxième système d'axes, x'O'y', dôlinis [>arb>s coordonnées p, </ de l'origine 0' et par les angles i et p que fait Ox avec les directions OV et Q'y'.
L'équation do la droite D dans ce nouveau système sera de la forme
Nous nous proposons do calculer u, o et iv en fonction de u\ »' et >■■'.
Entre les coordonnées x, y, et x', y' d'un même point, on ii les formules connues
__ x' sin (0 — a) -+- y' sin (0 — p)
de telle sorte que l'éqoatîon de la droite D par rapport au ■ vslème x'O'y' sera
— '— . ' — ^— x'+ ■ — ■ y'-i-up-*-VÇ-{-lV = 0.
sin') smO ■' ' '
Mais comme nous écrivons aussi l'équation de cette droite sous la forme
«v + uy+w^o,
on aura
u sin (fl — a) + t. 1 sin a. . (
sinO ~~ " '
wp-HWJ + W — ).!(.'',
étant un nombre arbitraire, différent de zéro. lin résolvant par rapport à u, n, u\ on obtient
Hosted by
u' sin 8 — v' sin a sin (p — a)
— u' sin (0 — fl) -4- w' sin (fl — a)
sin (3 — a) " — /JsinE+fjsinffl— S} , | psîn»— gsiii(1 — al
L sm(a-«) Bin(p-a) J" I
Telles sont les formules générale-- do la transformation de coordonnées.
Si
est l'équation tangentielle d'une courbe C par rapport aux axes xOy, on aura l'équation de celte mémo courbe par rapport aux axes a'O'y' en remplaçant u, u, w par leurs valeurs (4) en fonction de u', v', ir'.
Comme m, », w sont des fonctions linéaires et homogènes de m', v\ «v, le premier membre de l'équation de la courbe conservera le même degré.
C'est ce nombre qu'on appelle la classe de la courbe.
Le nombre X disparait dans la substitution.
Si les nouveaux axes sont parallèles aux premiers et ont le même sens, les formules (4) deviennent
„. = X{—pu> — qv' + «/). J
Enfin, on peut aussi définir les directions OV et 0';/' en donnant les coordonnées de leurs points directeurs ; c'est-àdire les coordonnées des points situés à l'unité de distanee de l'origine sur les parallèles à ces directions menées par ce même point 0. Si x, S et *', 3' désignent les coordonnées de ces points directeurs, on a les formules de transformation
y = Sx' 4- p'y' -+- q ;
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on en déduit les formules
W = Ma H- Dp, 1
d'où l'on peut tirer «, u, îc en fonction de u', u', «A
35. in c/nsse d'une courbe est égal: nu nombre de tangentes qu'on peut mener à la courbe pur un point quelconque du plan.
Si' #oi î/o- -o désignent les coordonnées du point, les tangentes issues de ce point à la courbe seront déterminées par les équations
f{u, v, iv) = 0,
ux e + wj a -h wz a - 0,
et le nombre de solutions est égal au degré de la fonction
rt«, «, »)•
36. On sait qu'en général par un point on peut mener m(m — i) tangentes à une courbe de degré m ; il en résulte
que la classe de cette courbe est en général m{m — 1) ; mais ce nombre peut se réduire si la courbe présente des points multiples.
Comme les équations tangentielle et ponctuelle d'une courbe se déduisent l'une de l'autre par des calculs entièrement analogues, le degré d'une courbe de classe m est en général m(m. — 1); mais il peut se réduire, comme nous le verrons plus loin, si la courbe présente des tangentes multiples.
37. ISous allons maintenant appliquer ces considérations générales a quelques cas particuliers.
Nous avons vu au numéro 23 que si l'on suppose
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l'équation
f(u,v,w) = at?+JiP-htrw* + &vw+Wwi+Wm = (7)
représente deux points.
Supposons maintenant a jt ; l'équation représente alors une courbe de deuxième classe dont nous allons chercher l'équation ponctuelle.
Les relations
a n iï
■ntre lesquelles on doit éliminer u, u, w, peuvent s'écrire
au-hfZv + b'io — Xx = 0, '■
b"u -+- a'v-\-bw — /.?/ = 0, I
b'u + bv-+a'w~\z = 0, i
ux + vy + m =0. J
Le résultat de l'élimination est
équation qui est du deuxième degré ; donc les courbes de deuxième classe sont du deuxième degré.
En développant le déterminant qui figure dans le premier membre, on obtient un résultat tort remarquable, qu'on peut d'ailleurs faire apparaître plus simplement en dirigeant l'élimination d'une manière différente.
Résolvons les trois premières équations du système (8) par l'apport à u, v, w en appliquant la règle de Cramer, et en désignant comme nous l'avons déjà fait par A, A', A", B, B', B" les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement du déterminant a.
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On obtient
iw = X(B'aJ + By+A's);
il ne reste plus alors qu'à transporter ces valeurs de m, v, m dans la dernicro équation du système (8), ce qui donne
? (ar, j/, z) = Aa' -+- A'y* -H A"; 2 + 2Bys + âB'za? + 2B"xi/ = ; (9)
on a ainsi l'équation ponctuelle de la conique. On vérifiera aisément que
si l'on désigne par i' le discriminant de la fonction o(i, y,z), | A B" B' I
on en conclut que \' ^£ 0, et par suite que l'équation (9) représente une véritable conique.
38. Réciproquement, si l'on donne l'équation ponctuelle d'une conique, l'équation (0), par exemple, on aura l'équation langentielle par un calcul identique ; on obtiendra l'équation
A B" IV u
(1) On le démon tri! fin faisant le produit fl>!» iltins déterminants i et i' ; on obtient un déterminant de même ordre dont tous les éléments sont nuls, sauf ceux i!t !;■ <l Ui goniile in-intrij.iule qui sont <-j;;iuï;i a. On a alors 4A'= i.-, d'où &' = A*.
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qui peut s'écrire, développée, en changeant le signe du premier membre,
a, a', a", ,3, S', 3" désignant les coefficients de A, A', A", B, B', B* dans le développement du déterminant a'.
Mais cette équation n'est autre que l'équation (7), puisqu'on a vu au numéro 2ô' que l'on avait
« = A'A" — B 2 = ai, 3 = B'B' — AB = «a ,
En résumé, pour déduire les équations langentielle et ponctuelle d'une conique l'une de l'autre, il suffit de remplacer dans l'une des équations les coefficients par les mineurs correspondants du discriminant et les coordonnées de droites par des coordonnées de points, ou inversement.
39. Nous avons vu, aux numéros 23 et suivants, que si A — 0, l'équation (") représente deux points, et que la
i'olICli'.Hl
■>[x, y, z) — Aœ ! -h \'i"~\- A."z i -i-2'Byz + S.B'zx -+- Wx>j
est carré parfait.
On peut donc dire que l'équation ponctuelle représente une droite double, qui est la droite joignant les deux points.
Si, de plus, tous les mineurs de a sont nuls, o[x, y, :) est identiquement nul.
On verrait de la même manière qu'étant donnée l'équation ponctuelle de l'ensemble de deux droites, le premier membre de l'équation tangentielle correspondante est carré parfait, de telle sorte que cette équation représente un point double, qui est le point de rencontre des deux droites.
Si les deux droites sont confondues, le premier membre de l'équation tangentielle est identiquement nul.
40. U est utile de pouvoir écrire immédiatement l'équation tangentielle d'une conique dont l'équation ponctuelle est simple, sans être obligé de recourir aux formules générales.
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On établira sans difficulté les résultats contenus dans le tableau suivant :
ÉQUATIONS TASCENTIELLES
'f-^al + , s 7 = o
-*px
xy — a<
41. Les équations qui figurent dans ce tableau sont des cas particuliers d'équations plus générales dont on trouvera les équations tangenlielles en appliquant ht méthode indiquée au numéro 32. On pourra ainsi dresser le nouveau tableau qui suit :
ÉQUATIONS PONCTUELLES
ÉQUATIONS TANGENTIELLES
A*'"4-Bv'"4-C;'" =
On peut même supposer dans ces dernières équations que les exposants p, q, m soient fractionnaires et négatifs ; on pourra par exemple déduire la seconde de lu première en changeant q en — q.
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Si dans la dernière équation, on fait m — -, on a l'équation ponctuelle de la développée d'une conique à centre ; par exemple, dans le cas de l'ellipse, celte équation s'écrit
aV + iV — ^ = 0;
on en déduit que l'équation tangentielle de cette courbe est
Il est à peine utile de faire observer que l'on peut permuler les colonnes des tableaux précédents (sans permuter les titres) cil échangeant les variables a;, ;/, z et w, y, v.
C'est ainsi par exemple que si l'équation fangentielle d'une courbe est
Au , " + Bv'" + Cu"" = 0,
son équation ponctuelle est
42. Enfin, il est bon de remarquer que dans bien des cas, on peut éviter l'application des méthodes générales pour obtenir l'équation tangentielle d'une courbe dont on connaît l'équation ponctuelle, ou inversement.
Si l'on veut par exemple l'équation tangentielle de la courbe dont l'équation ponctuelle est
A*. !/. =) = oon peut écrire que la droite
«, + »»-*- «5 = est tangente à cette courbe en éliminant l'une des variables x, y ou s entre ces deux équations et en écrivant que l'équation oblenue admet une racine double par rapport à l'une des deux variables qui restent.
Cherchons par exemple l'équation tangentielle de la cis-
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soïde de Diocîès, dont l'équation ponctuelle est
{x*-hy<>)x— ay*z - 0.
Eliminons ; entre cette équation et
ux -h vy -+- «'3 = 0, ce qui revient à former l'équation de l'ensemble des droites joignant l'origine aux points d'intersection de la courbe et delà droite ; on obtient
i<;(x* -]~y 2 )x -{- ay\ux-\-vij) = 0, ce qui peut s'écrire, en ordonnant par rapport à x,
et pour que cette équation admette une racine double, il faut «ju'o
4(awH-w) s 4-27aVM! = 0.
On aura de même l'équation ponctuelle d'une courbe, connaissant son équation langentielle, en éliminant une des variables u, t>, w entre les équations
ux -+- vy -+- tvz = 0, et écrivant que l'équation qui en résulte a une racine double.
43. Point da contact d'une tangente. — Considérons maintenant une courbe délinie par son équation tangenliell'.'
AU, V, W
U, V, W désignant les coordonnées courantes; soient u } v, ir les coordonnées d'une tangente D à cette courbe, satisfaisant à la relation
fl«, », w) =
Nous nous proposons de déterminer le point de contact de' cette tangente. Pour cela imaginons une tangente voisine II
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qui rencontre D en un point M; quand D' se rapproche de D, le point M a une position limite qui est le point de contact de la tangente D,
Les coordonnées de co point résultent immédiatement de la théorie développée au numéro 31 ; elles sont données par les formules (3).
je _ y _z _
fi n n-
on en conclut que l'équation de ce point de contact est U/ï-i-V/ï-i-W/i = 0.
Elle a, comme on le voit, la plus grande analogie avec l'équation de la tangente en un point, d'une courbe déterminée par son équation ponctuelle.
Noirs allons d'ailleurs compléter celte analogie en établissant l'équation du point de contact par un procédé entièrement semblable à celui qu'on emploie pour obtenir l'équation de la tangente.
44. A cet effet, il sera commode de n'avoir que deux coordonnées ; on peut supposer, comme nous l'avons déjà vu, que la tangente D ne passe pas par l'origine, il en sera de même de la tangente voisine D' ; on pourra alors supposer w = w' = 1, et l'équation du point de rencontre M des deux droites D et D' peut s'écrire
•m encore
Quand D' se rapproche de D,
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dérivée de o pur rapporta a, car on peut, considérer o comme une i'oncl.ion de u délinie pur l'équation de lu courbe. L'équation du point de contact sera donc
Comme l'on a
on en deduif
fi
et l'équation devient
et eu introduisant la troisième variable, on obtient
45. Dans tout ce qui précède nous avons supposé que les coordonnées de la tangente I) n'annulaient pas les (rois dérivées partielles fù, fv,f,[: 1! en est toujours ainsi dans le cas où la courbe est une véritable conique.
Si l'on a
la dérivée v'„ a deux valeurs qui sont racines de l'équation
il en résulte que la droite D louche la courbe en deux points dont on a aisément les équations.
On dit alors que la droite D est une tangente double, ef il est facile de généraliser le raisonnement.
Dans le cas où le premier membre de l'équation, /Tu, », v), est algébrique et entier, on peut faire la discussion d'une manière plus simple, et obtenir l'équation de l'ensemble des points de contact d'une tangente multiple.
46. DéJliiitions. — On dit qu'une droite D est tangente simple à une courbe, quand par tout point de cette droite on ne peut mener à la courbe qu'une seule tangente confondue avec la droite D.
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Il n'y aura exceplion que pour lit point do contact, par lequel on pourra mener au moins deux tangentes à la courbe confondues avec la droite D.
On dit qu'une droite D est tangente multiple d'ordre p a une courbe, quand par tout point de cette droite on peut mener à lii courbe p tangentes confondues avec 3a droite D.
Il y a, en général, p points situés sur cette droite par chacun desquels on peut mener plus de p tangentes à la courbe confondues avec la droite D : ce sont les p points de contact de la tangente.
Nous allons montrer comment on peut analytiquement reconnaître l'ordre de multiplicité d'une tangente et déterminer ses points de contact.
Soit /"(U, V, W) =
l'équation supposée algébrique, entière eL de degré m, d'une courbe.
Désignons par w, v, ir les coordonnées d'une tangente D a. cette courbe ; on aura la relation
Prenons sur cette tangente un point A que nous déterminerons par l'intersection de la droite D cl d'une droite quelconque D' ayant pour coordonnées u', v', te' ; nous allons chercher les coordonnées des tangentes issues du point A à la courbe.
Une droite quelconque passant par le point A aura pour coordonnées Xw-f-pw', Xuh- pu', ho ■+■ ■{*!</ ; elle sera tangente à la courbe si l'on a
f(lu -+- (*«', Î.U -+- [«', ÀH.< -+- fittO = 0,
ou, en développant par la formule de Taylor, cl en remarquai)! que le coefficient de V" est nul,
).--'.«ia7';+..-/;+«'AI)+^^{»7 , ;+»'/.'+«'7;!,+'"=u. !io)
en désignant selon l'usage par (u'fû-+- v'fé ■+■ ""'/'''■) * l'expression obtenue en formant la puissance k de «'/"„ -+- v'fi -+- w'f,',
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et en y remplaçant le produit de k dérivées partielles du premier ordre par une dérivée partielle du k' ordre. Ainsi
(mn-nur («+?+* = *)
se remplace par / a -.
Parmi les tangentes issues du point A, il y en aura autant de confondues avec la droite D que l'équation (10) aura de racines nulles en ji,
Supposons d'abord que fi, f{. el /',',. ne soient pas nulles en même temps ; alors quelles que soient les valeurs de u', v\ «''. c'est-à-dire quel que soil le point A, l'équation n'admet qu'une seule racine nulle; la tangente est simple.
Le point de contact sera déterminé en écrivant que l'équation (10) a deux racines nulles, c'est-à-dire
wu+v/f:.+w'f:,:=(i; (u)
ou a ainsi la condition pour que la droile y', v', »■' passe par le point de contact; on peut donc dire que l'équation du point de contact est
47. 11 peut arriver que le coefficient de p 2 dans l'équation (10)
soi! nul pour loutes les valeurs de u\ v', ir' satisfaisant à (11).
Dans ce cas, par le point de contact on pourra mener trois tangent*!!! confondues avec la tangente D; nous démontrerons que la courbe présente en ce point un point de rebrous sèment.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que la forme quadratique en
ou
o'w'f," a . + 2ro't
, + S.iV/'
soi
t divisible par
u'fi.
,e discriminar
it de cette forme e.
il alors
nul
et l'on a
AI
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Réciproquement, si cette condition est remplie, je dis que le coefficient de -^ est divisible par le coefficient de ;i. Considérons pour cela l'équation
-, (u, v, w ) = v%. -+- v*fr 4- wy,:< + avw/s. + awu/;:,,
-H2UV/:, = 0.
qui représente une conique en général.
Cette conique est tangente ù la droite [) puisque l'on a
de plus, l'équation du point de contact de cette droite et de la conique s'écrit, comme il est aisé do le voir,
U T ; -f V ? ; -+- W?/ = 2(»t — i)( B/ï 4- v/',: + w/a = . Cette conique est donc tangente it la courbe au point, de contact de la droite D.
Supposons maintenant que la relation (12) soit satisfaite, la conique se réduit à deux points et l'un de ces points est le point do contact de la droite D ; il en résulte que ç(l", V, W) est divisible par C/Ï + V/ÏH- W/ï..
On voit ainsi que les tangentes aux points de rebroussement satisfont à l'équation (12).
Il peut aussi arriver que le coefficient de u divise les coeflieients de ;i :i , [.t 1 , . . .; dans ce cas, par le point de contact de !a tangente D on pourra mener quatre, cinq, . . . tangentes à la courbe confondues avec la droite D.
Mais, il no faut pas l'oublier, par un point quelconque do la droile D, autre que le point de contact, on ne peu! mener qu'une seule tangente confondue avec la droite D,
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l'équation (10) a trois racine? milles, c'est-à-dire que
Cette équation exprime que la droite («', v', w') passe par deux points dont l'équation est
On peut d'ailleurs remarquer a priori que cette équation représente deux points. Car si elle représentait une véritable conique, par tout point de la droite D on pourrait mener deux tangentes à celte conique, les coordonnées «', »', ir' de Tune de ces tangentes annuleraient lo coofïicienl de - t i-, et par suite par tout point de la droite on pourrait mener a la courbe Irois tangentes confondues avec la droite D, ce qui est impossible si toutes les dérivées partielles du second ordre de la fonction ne sont, pas nulles.
On peut donc dire que les points de contact sont déterminés par l'équation
(D/Ï + V/î -+- Wft). = o.
49. Si, maintenant, les dérivées partielles du second ordre de la fonction f[u, v, w) sont nulles pour les coordonnées de la droite D, cette tangente sera multiple d'ordre trois, etc. . . ; on continuera aisément le raisonnement, et on sera conduit au résultat suivant:
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une tangente soit multiple d'ordre p est que les coordonnées de cette tangente
(Ij tl est aisé de voir que le disciimmant du premier meii (m - i)ft = uf; u + <, -+- «■/•/„. = 0,
(m - i ;/;:. = »/■;„ + »/;;„ h- wf* t = o ;
ces trais équations admettant îles solutions non toutes nulles tau déterminant est nul.
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aiinu'eut toutes /es dérivées partielles d'ordre p — 1 de la fonction f(u, t>, w). W
L'équation de l'ensemble des p points de conlact sera
(rfi + v/;-rW/,:.], = o;
le premier membre est décomposable en un produit de p
fadeurs linéaires.
50. Principe Uc dualité. — Les considérations qui précèdent vont nous permettre maintenant de bien faire comprendre en quoi consiste le principe de dualité.
Dès le premier chapitre, on reconnaît à. chaque instant
l'analogie complète qui existe entre l'équation ponctuelle d'une di'oite et l'équation tangentielle d'un point, entre l'équation générale dos droites passant par un point et l'équation générale des points situés sur une droite, . . . etc.
Plus loin, nous avons vu qu'une courbe est représentée aussi bien par son équation tangentielle que par son équation ponctuelle, les calculs qui conduisent de l'une de ces équations à l'autre étant semblables dans les deux cas. L'équation du point de contact d'une tangente (u,, u„ «>,) à la courbe
a même forme que l'équation de la tangente au point (x,, y u î,'; à la courbe
On constate la même analogie en ce qui concerne les conditions pour qu'une droite soit tangente multiple d'ordre déterminé à la courbe (C) et pour qu'un point soit point multiple du même ordre de la courbe 1'.
D'une manière générale, imaginons une propriété quelconque relative à une figure plane composée de points, de droites, de courbes quelconques ; cette propriété s'exprime par une ou
(i) Si cette condition est remplie, la fonction f(u, v, w) et toutes les
ili'vivi'es piii-iiellus d'oulre inférieur à p — i sont égale m eut nulles pour h:~ co'jrdonnûes de la tangente.
plusieurs relations entre des coordonnées de points (a-, y, s) et des coordonnées de droites {«, v, w).
Changeons la signification de ces quanti té s dans ces mêmes relations, c'est-à-dire supposons que les lettres x, y, z représentent des coordonnées de droites, cl que les lettres w, u, w représentent des coordonnées de points ; aux équations ainsi modiliées correspondra une nouvelle propriété qui se rapportera à une nouvelle figure, et l'on dira que cette propriété est corrélative de la première.
A l'aide de cette simple remarque, nous obtenons un moyen lie doubler en quelque sorte chaque théorème de la géométrie plane, cl le principe qui permet ce dédoublement est ce qu'on appelle le principe de dualité.
51. Il est à peine utile de faire observer que la première propriété se déduit de la seconde par le même procédé ; c'est pourquoi l'on peut dire que les deux propriétés sont corrélatives l'une de l'autre, ainsi que les deux ligures auxquelles se rapportent ces propriétés.
D'après cela, à un point ayant pour coordonnées «, b, c, appartenant à l'une des ligures correspond dans l'autre figure une droite qui a pour coordonnées a, b, c, c'est-à-dire pour équation ax ~\- by + cz = 0, et réciproquement.
A une courbe (r) ayant pour équation ponctuelle
et appartenant à la première figure, correspond dans la seconde une courbe (C) ayant pour équation tangentielle
A», », ») = o ; (Cl
aux points de la courbe (1") correspondent les tangentes de la courbe (G).
Le degré d'une courbe est égal à la classe de la courbe correspondante.
52. A des points eu ligna droits correspondent des droites passant par 'tn même point.
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Considérons en efl'et l'équation d'une droife
x, y, z désignant les coordonnées d'un point variable de cotte droite, et a, b, r. les; coordonnées fixes de la droite. Changeons la signification de ces coordonnées, l'équation précédente exprimera que toutes les droites qui ont pour coordonnées x, y, z passent par le point fixe (a, b, c).
Nous voyons en même temps que la droite sur laquelle sont les points correspond au point par lequel passent les droites correspondantes.
En particulier, au point de rencontre de deux droites correspond la droite qui joint les deux points correspondants.
Observons aussi qu'à la droite de l'infini correspond l'origine des coordonnées, qu'à des points à l'infini correspondent des droiles passant pur l'origine et qu'à des droites parallèles correspondent des points en ligne droite avec l'origine.
53. Applications. — Soient M et M' deux points voisins de la courbe (r), T et T" les tangentes correspondantes de la courbe (C) ; ces deux tangentes se coupent en un point H qui correspond à la droite MM'.
Supposons que le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la droite MM' a pour limite la tangente en M à la courbe (r) ; mais alors la droile T' se rapproche indéfiniment de la droite T, et le point H a pour limite le point de contact de la droile T, et comme le point H correspond toujours à la droite MM', il en résulte que le point de contact de la tangente T correspond à la tangente au point M.
Dès lors l'équation de la tangente au point M(x,, y,, z,} étant
l'équation du point de contact de la tangente T (qui a pour coordonnées u, — x t , u, = t/,, v, = z,) sera
Supposons maintenant que la courbe (r) soit du deu
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xième degré; il en sera de mràu: de la courbe (C). Si x,, t/ 1( ;, désignent les coordonnées d'un point A quelconque non situé sur la courbe (r), l'équation (Ij représente la corde des conlacts des larigciitcs menées à la conique par le point A ; il en résulte immédiatement que l'équation (2) est l'équation du point de rencontre des tangentes menées à la courbe (C) aux points d'intersection par la droite (u u v„ iv,}. Far une méthode semblable, on voit que l'équation
« + < + «'A) a -4/K ». «'YK "i, «i} = est l'équation de l'ensemble des points de rencontre de la courbe (C) et de la droite («„ o„ u\).
Ces exemples montrent suffisamment combien le principe de dualité est utile pour étudier les propriétés des courbes définies par leurs équations tangent ielles.
Voici encore une autre remarque fort importante dans la transformation des propriétés métriques des figures.
55. Le rapport anharmonique de quatre points m ligne droite est égal a>t rapport anharmonique des quatre droites eoneourantes qui leur correspondent.
Soient x h y-,, s, (i = 1, 2, 3, 4) les coordonnées des quatre points supposés en ligne droite ; leur rapport anharmonique est égal au rapport anharmonique des droites qui joignent ces points à l'origine, c'est-à-dire à
Les droites correspondant aux quatre points ont pour équations
nt leur rapport anharmonique ne change pas si on substitue à ces droites des parallèles menées par l'origine ; les coefficients angulaires de ces droites étant -) le rapport an-
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harmonique sera
yi "*" g» . Wj g? ou V^ — x,y, _ y& 3 — x,y 3 .
il est égal au précédent et le théorème est démontré.
56. En particulier, si quatre points en ligue droite forment une division harmonique, le faisceau des quatre droites correspondantes est harmonique.
Supposons, comme application, que l'équation
fl*. y, =) = o
représente une conique ; on sait que la relation
*iO.-*-yifl. + tin. = a
exprime que les deux points A, [x u y„ z,) et A a (x 2 , yi, z 3 ) sont conjugués par rapport à la conique, c'est-à-dire que la droite A ( Aî rencontre la conique en deux points conjugués harmoniques par rapport à Ai et k%.
Considérons la courbe correspondante,
/'(«, », «0 = 0; la condition
«i/i + ei/i + 11^ = exprimera que par le point de rencontre des deux droites 4 j (»i, v it tv,) et Aj (i^, »j, M.*ï) on peut mener à lacourbe deux tangentes conjuguées harmoniques par rapport à ces deux droites ; par analogie on dira que les deux droites A, et i s sont conjuguées par rapport à la conique.
58. On peut remarquer que celle transformation est un cas particulier de la transformation par polaires réciproques ; il suffit de prendre comme conique directrice la conique imaginaire
x- + y*-hz 2 ~ 0.
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En effet, la polaire d'un point (x, y, z) par rapport à celte conique a pour équation
Xx^r Y'j + Zz = 0, et par conséquent les coordonnées de cette polaire sont égales aux coordonnées de son pôle.
Dans le cas où les axes de coordonnées sont rectangulaires, cotte conique directrice est un cercle imaginaire dont le carré du rayon est égal à — i ; la polaire d'un point A est perpendiculaire à la droite OA, rencontre cette droite en un point B situé par rapport au point du côté opposé au point A, et le produil des longueurs OA et OB est égal à 1.
Il résulte de là que, si deux droites font un certain angle, les deux points correspondants sont vus de l'origine des coordonnées sous un angle égal ou supplémentaire.
Dans tout ce qui suivra, nous ne ferons pas usage du principe de dualité, nous établirons directement les propriétés des équations langentielles, laissant au lecteur le soin de les obtenir à l'aide du principe, quand la transformation sera simple.
EXERCICES ET NOTES
1. Pour trouver l'équation tangentielle de l'enveloppe d'une droite, une méthode très simple consiste à se donner l'équation de cette droite, uœ-t- vy-i- w = 0, et à écrire les conditions auxquelles est assujettie celle droite. Dans certains cas, on obtient iniiiiLiliatonient une relation entre u, v, w qui est l'équation cherchée ; dans d'autres cas, on peut avoir à éliminer certains paramètres avant d'obtenir l'équation de l'enveloppe.
2. On donne un cercle et une corde AB, on joint le point A à un
poial _\l qii.clcdnciue du cercle, on mène enmito MC faisant avec Ali le même angle que MA, mais en sens inverse. Trouver l'enveloppe de MC.
Prenons pour origine le point A, pour axes AB et une perpendi-
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culaire. L'équation du cercle est
œ'+ï 2 - 2t.x — apy = 0.
Soit «» + vy + w = l'équation de MC ; je forme l'équation des droites joignant l'origine aux points de rencontre de MC et du cercle,
w(^ + ^) -+- 3{*s -i- ?y)(t^ + a/) = 0, et j'écris que l'une de ces droites a pour coefficient angulaire celui de MC changé de signe ; on obtient ainsi
W (U* + t.*) + 4wi)( a U -+- r u) = 0,
équation taiiL'cnLielk d'une cmirbe de troisième classe, ayant 1 roi s points de rebrousse m en t.
Dans le cas particulier où A6 est un diamètre, l'enveloppe est une hypocycloïde à trois rebruussements.
3. On donne un triangle ABC, on le coupe par une transversale
qui détermine sur les côtés Ou leurs prolongements -û; serments tels que le produit de trois d'entre eu.r. mm consécutifs s-.Ue constant. Enveloppe de la transversale.
En prenant deux côtés du triangle pour ases, on a pour équation tangentielle de l'enveloppe
v>(ua + w)(u6 -+- w) = K s uv{ua + vb\ représentant une courbe de troisième classe tangente aux côtés du triangle.
4. Enveloppe di.:s us[/m;,lijU:s des lii/pcrhole' puisant par quatre points.
On forme l'équation p-néralt! ponctuelle de ces coniques et on écrit que la droite utc + vy + w — rencontre ces coniques en
deux points à l'infini,
5 . Par un point fixe pris sur la circonférence d'un cercle, on mène deux cordes 0A, OB dont le produit est constant; trouver l'enveloppe de la droite AB.
6. Un triangle est inscrit dc.ns iu>e circonférence ; on sait que les pieds des perpendicnku.res ''baissées d'an point quelconque À de la circonférence sur les trots côtés du trin.nglc sont en liijne drù'te. Tro-tver l'enveloppe de cette droite qu .nd le point A se déplace sur la circonférence.
On prend deux côtés du triangle pour axes, on forme les équations des droites perpendiculaires aux axes au* points où ces axes
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sont rencontré- par la droite ux -4- vy -+- w = 0, et on écril que !c point de rencontre de ces perpendiculaires est sur If. 1 cercle circonscrit. On trouve que l'enveloppe a pour équation tangentielle u,(t,i + c a _ g Me cos fi;, __ „„£„(„ C os S — 6) + v[t> cos B — «)] = 0.
7. On donne, un point sur une circonférence, et. l'on demande l'enrelopiie de cordes AU, telles qt'.e le triangle OAB ait une mrfo.ee donne". Mtvximi'.Vii de. eette surface ; que devient /.'cnvc-op/i-: d.o.iis ce cas particulier '!
S. Équation tangentielle de la courbe y = e 1 .
9. II est en général difficile île construire une courbe représentée par son équation tangentielle.
Dans le cas particulier où l'on peu! résoudre l'équation par rapport à l'une des variables u, v, w, les coordonnées du point de contact d'une tangente
■ /£' y fi,'
peuvent s'exprimer alors en fonction de deux variables seulement ou mieux du quotient de ces deux variables ; on peut alors aisément construire la courbe. En voici un exemple simple :
On trouve que l'enveloppe d'une droite qui coupe un folium de Descartes [x 3 -+- y 3 — Zaccy = 01 et l'une des tangentes au point double (l'axe Ox) en quatre points conjugués harmoniques est f{u, v, m) - 2ahivw — 2a»u* — w 3 = Q;
:l par suite
3ah
fi W (»i-4«W)
_ fi _ 3aWu
~fi !!u(« 1 u'-»'] ,
V fi 2l aV~ W »]
Posons — = ( ; il vient
Il sulïil. alors de faire varier .
: de
dx —(fi-^Èii'-'r
dy 3am» ■+■ 2a?\
dt ~ 2[a' — ï>} 2 '
dt ~ 2{a« — t s ) s
On a trois point- de rebroussement, correspondant aux racir
l'équation
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t» + 2a» = ; n seul de ces points est réel.
On pouvait d'ailleurs trouver ces points de rebrousse m ont en résolvant les équations
f(v, », w) — 3a'ww — 2a 3 u* — iu J = «t
H= f"u f~> f™ = S4»*(»»H-2a'«» + a*Mww) = 0.
10. Étant donnée une. série de rom-bes vueiables dont l'équation 'unjjei'ïi.iellii renferme un paramétre )., f{u, v, w, 1) = 0, on ohlienl l'équiiliùri l.anienlielle. de l'enveloppe (le ces courbes en éliminant X entre les équations
f[u, v, w, 1) = 0, fl«,.,»,l) = 0.
11. On donne un triangle ABC, en joint le sommet A à un point S pris sur le côté opposé. Soit M fe milieu- de AN, oh jii<;«e ïi?.î drnilcs RM !?( CM çui rencontrent respectivement AC ei AB ère P et Q. Enveloppe de, la droite PQ quand- X (/«crit £a droite RC,
12. La condition nécessaire et suffisante pour que la droite de l'infini soif lan trente multiple d'ordre ;> d'une courbe nJiiélirii'iue est qu'en ordonnant l'équation langenlielle par rapport aux puissnne.es de w, le plus haut exposant de cette variable soit égal à >n—p, m désignant la classe de la courbe.
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Par exemple, si la droite de l'infini est tangente multiple d'ordre m — 1, l'équation s'écrit
?,„(», «) + »?«-,(*, *) = 0, les fonctions o étant homogènes et de degré indiqué par l'indice,
Etant donnée une courbe du quatrième degré ayant trois
points doubles à tangentes inflexionneUes, par un point de cette courbe on peut lui mener quatre tangentes antres que celle dont le point il,; c>nt"fl corneille acec le point considéré. Déoiontrer que le* quatre point:: de contact sont en ligne droite, La courbe donnée a pour équation langenlielle
Ak 5 + Bu 5 + Cte 5 — et pour équation ponctuelle [41:
Soi! !■%, 3, •') un point de cetlc courbe ; on aura
et les tangentes issues de ce point vérifient les équations
A»* + Be»+Cu> î = 0, (S)
Le point de contact d'une de ces langonics a pour coordonnées — , — , — ; il s'agit donc de démontrer qu'il existe des nombres
fixes m, n, p tels que les solutions des équations (2) et {3) vérifient la relation
Posons
A« 3 = a, Bu» — 6,
ClO» -
Les équatii
>ns (2), (3) et ( 1) peuvent s'éi
Tire
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en éliminant a', b\ c' entre ces équations, on a
le point de contât I dfi 1 ll tangente i:oïMCriU;r.ii1 avec le point a, 3, y. On aura donc
ce qui montre qui; les points rie contact sont sur la droite
14. Une tangente à la dàceloiipie d'une eUip-ui nuit. -outre la courba en quatre points autres que, le, pviitt de. contact. Démontrer que les tangentes en cm quatre points sont concourantes.
Ce théorème se déduit du précédent on permutant les variables te, y, î et it, v, ic, puisque l'équation ponctuelle de la développée d'une ellipse est de la forme
Aa^H-lV+C:» = 0.
I,es deux tliéorèmes «ont corrélatifs.
15. Par un point P, situé sur la circonférence inscrite à une
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hyiiov-irloide à quatre rebrous^emenu, menons quatre tangentes PA, PB, PC, PD à cette courbe.
i" La partie de l'une des tangentes, PD par exemple, comprise entre le» ti.miii:nti:s à lligpocgclo'ale en ses points de ) , clir»u*.sijr,i.ent, ••il ('■>■'.>'.■'■ <■)! )' ci;, f.'i'ifj; javrti'es < : i; ■■'/■■>.<.
2° Les «iffres tangentes PA, PD, PC rencontrent te cercle en trois points A, B, C j Ht swil te' sommet* d'un triangle èqitilat èral .
3° Si le cercle rencontre la tiingcn.tr en l'un des peints de rebroussement en E, cl la p'iraHète à cette tangent:' men: : e par P en F, l'arc EF est triple de l'un des arcs EA, EB, EC.
On peut envisager rhypoeycloideà quatre rebruussements comme l'enveloppe d'une droite de longueur constante dont les extrémilés décrivent deux droites rectangulaires,
I, 'équation tangentielle de celte courbe est
et le cercle inscrit a pour équation
16. Hayon de courlmre. — Pj oposons-nous de déterminer le rayon de courbure en un point d'une courbe définie pur son équation taille n Liclle.
Nous supposerons ic = 1, et l'équation de la courbe détinira u et v comme fonctions d'un même paramétre.
Considérons une tangente,
iMî + ui/H-1 = ; le point de contact satisfait à l'équation
tsdu -\-ijlv = ; n en déduit
D'autre part l'angle de contingence deux tangentes infiniment voisines,
(u-Hd»)as + (e-l-rf»)j/ + l
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est déterminé par la relation
en négligeant les iiilinimoiii petits (Tordre supérieur; par suite le rayon de courbure est
(h _ (ditcPv — di-d*u)(u--\- v 1 ) 1
■ e — [iidv — vditj'- 1
17. En écrivant l'équation d'une droite sous la forme x cos a + y sin a — p = 0, on jieui. prendre pour roorilonii/::'* tangouivllas polaire.-: de la droite les quantités a et p.
L'équation tangentielle d'une courbe sera de la forme
Pour obtenir les coordonnées du point de contact d'une tangente, on résout les deux équations
x cos a-j- i/ sin a — p = 0,
celte dernière étant obtenue en di Itère n liant la première par rapport à «, et p' désignant la dérivée de p.
On en tire
x = p cos a—/ sin a,
(y =/Jsin a-f-p' cos a,
J = -(p+^) S ina,
ig = [p + p-J cos a, et par suite, en faisant la somme des carrés,
i- désignant l'arc et ; le rayon de courbure. L'équation du point peut s'écrire
p = A cos «-!- B sin a ;
e (ionique en geneia
p = A cos a-f-B sin ï± v ; 'C cus^ ï.'"t-~'l> sin â eos ; — 1- siïi- s- Les épicycloides ont une équation l.ingcntielle de forme très simple.
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On sail qu'une épicydoide est la courbe engendrée par un point de la circonférence d'un cercle mobile roulant sur un cercle fixe.
Considérons un cercle de rayon r roulant sur une circonférence fixe de rayon R. Soit A la position initiale de l'un des points de la circonférence mobile ; lorsque celte circonférence sera venue, dans son mouvement, loucher la circonférence fixe en A', le point A sera venu en M, de telle sorte que les deux arcs A A' et A'M soient égaux.
Désignons par ? l'angle AOA' ; l'angle A'C'M est alors égal à y-, et les coordonnées du point M
Ro\
r)co B? -rcos^ + ~I^
On en déduit
j l'on tir
■de telle sorte que l'équation de la tangente peut s'écrire
- Y ces ( <? + T
X sin If
On voit aisément qu'elle passe par le point K, connu.
['osons o -+■ gi = « + -^ ;
l'équation devient
X cos
Il t
..-(R+sn^^-^+ij. (-:
résulte que l'équation langenlielle polaire de l'épicydoïde
Si le cercle mobile est tangent intérieurement au cercle lixe, b
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lien du point M estime hvpocycloïde don! l'équ;ition tan^entielle se déduit de la précédente on changeant r en — r, ce qui donne
Ces équations sont de la forme
p= z A sin («* + &), et on voit aisément que quels que soient A, a, b, cette équation représente une hypnt-ydoïde si a > 1, une épicycloïde si a < 1 ; seulement, si 6 est quelconque, l'axe des x ne passe pas par un point de rcbroussemcnt de la courbe.
On aurait pu obtenir plus rapidement l'équation langenlielle (i) en abaissant Oïl perpendiculaire sur la tangente KM, et en calculant cette longueur en l'onction de l'angle HO#.
On a
OH = OK sinOKH,
18. Chercher les i-'juati.ons tri.>><i-jivieH<>.s polaire* de la cardioïde, des hijjionjclnides à frais et quatre, vehrcuïsenumts et de la ci/clo'idc.
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CHAPITRE III POSITION D'UNE COURBE PAR RAPPORT A SES TANGENTES
59. Pour étudier la position d'une courbe par rapport à l'une de ses tangentes, on peut transporter l'origine des coot données en un point de cette droite, ce qui revient à supposer que cette tangente passe par l'origine,
Soit f(v, v, w) - <?>, v) + ir ?u , .,{«, v) + »»?.,_,(«, ») + ■•■ = l'équation de la courbe supposée de classe m, les fonctions e étant homogènes et de degré indiqué par l'indice.
Les coordonnées des tangentes menées par l'origine vérifient les équalions
La fonction o„,(u, v) est décomposable en un produit de m facteurs linéaires de la forme au + $v, et à tout facteur de ce genre correspond une tangente à la courbe passant par l'origine ; les paramètres directeurs de cette tangente sont 3 et fi, et ses coordonnées sont — fî, *, 0.
On peut reconnaître très aisément l'ordre de multiplicité de cette tangente.
On a en effet
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Pour que la tangente soit simple, il faut que fù, /','., f,! ne soient pas nulles en môme temps pour les coordonnées de cette tangente. Comme w est nul, il suffit de considérer les premiers termes o^(u, o), o^[w, v), ?„_,(«, v) des trois dérivées.
Si le facteur wa-i-up est facteur simple de o,„{u, v), les deux dérivées o,;, et tp,', ne sont pas nulles en même temps, la tangente est simple.
Si le facteur wz+ufl est facteur multiple de o m , la tangente ne sera simple que si o„,_i{u, v) n'est pas divisible par ce facteur.
f. 'équation du point de contact sera
D ? i(«, .) ■+■ V,i(», i>) + \V,(,, f) = (I, où l'on remplace u par — p et v par ï.
60. Supposons d'abord que le point de contact soit à distance finie, c'est-à-dire que le coefficient de W soit différent do zéro. On pourra alors transporter l'origine en ce point (formule [5"| du numéro 3 i) ; nous pouvons supposer que ce calcul a été préalablement fait ; alors, parmi les tangentes issues de l'origine à la courbe, il y en a au moins deux qui sont confondues avec la tangente considérée; par conséquent ?„,(«, v) doit admettre aumoins deux fois le facteur m-l-op W.
Nous allons étudier la position d'une tangente infiniment voisine de la droite D, et pour cela il sera commode de ne conserver que deux coordonnées.
Supposons que la droite D ne soit pas confondue avec 0)/,
c'est-à-dire » 96 0. On pourra supposer que v conserve une
valeur constante, nous poserons v = — 1, de telle sorte que
u désignera le coefficient angulaire et tr l'ordonnée h l'origine.
H Posons — = W[
.'équation du point do e
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L'équation peut alors s'écrire
tym[u)-htoty„^ i {u) + ic i ty m ^u)+ = 0,
et, d'aprùs l'hypothèse qui précède, ù m [u) est divisible par (u — Mi) 2 , ce qui donne
+.(«) = j(u>-»,i' !(«WO.
Quand tv cstiniinimentpotit, l'équation est vérifiée par deux valeurs infiniment petites de h — ni ; on a aisément leurs parties principales en appliquant la méthode de Puiseux :
On ne peut donner à w que des valeurs du signe de
Si on suppose — y' ' > 0, nous donnerons à w des valeurs négatives et on aura pour u — u y des valeurs positives et négatives, ce qui revient à dire que les tangentes voisines auront des ordonnées à l'origine négatives et leurs coefficients angulaires, l'un supérieur, l'autre inférieur à w,.
Déterminons maintenant les points
de contact de ces tangentes. Nous allons établir que tout point de contact d'une tangente inliniment voisine est toujours au-dessus de la droite D si w est négatif, et au-dessous si w est positif.
Remarquons d'abord que u — u, est toujours, par rapport à w, d'ordre infinitésimal inférieur à l'unité.
Car si on cherche les coordonnées du point de rencontre de la droite D et de la tangente voisine, c'est-à-dire si on résout les deux équations
y — w.as = ,
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GÉOMÉTRIE PLANE
et comme x et y ont pour limite zéro, il faut que iv soit d'ordre infinitésimal supérieur à u — «,.
On aura donc pour une tangente voisine
u — «, = AW(l4- E ), î étant un infiniment petit et p < 1.
Or l'équation du point de contact de cette tangente voisine peut s'écrire
les coordonnées de ce poir.
fW
t donc
r.n négligeant les i
rient petits d'ordre supérieur, on a
«,',. — pA/t"'-' ; par suite
Cette expression est de signe contraire à «:, puisque p est plus petit que 1 ; c'est le résultat que nous avions annoncé et qui nous servira dans toute la discussion.
Alors dans le cas particulier qui nous occupe, où l'on a
r supposant
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on aura les deux tangentes infiniment voisines de la droite D, AB et AC, et les points de contact seront situés au-dessus de la droite D.
Ou obtient ainsi la position de la courbe par rapport à la
langenti:.
62. Il peut arriver maintenant que | m (") contienne plus de deux fois le facteur (w — w,). Supposons par exemple que
On trouvera aisément pour les tangentes infiniment voisines
w — «i sera de signe contraire à ?f, et on aura la forme de courbe cicontre ; l'origine est un point de rebrou s sèment, et parmi les tangentes issues de ce pointa la courbe, il y en a trois confondues avec la droite 1).
Pins généralement, si
l'origine p tangentes confondues avec la
on peut mont
droite D ; on aura pour les tangentes voisines
Si p est pair, la courbe présentera la môme forme que dans la figure du numéro (il ; si p est impair, on aura un point de rebrou 9 sèment comme dans la figure précédente.
Nous avons ainsi la position de la courbe par rapport à une
tangenle simple dans tous les cas possibles, quand le point de contact i.'st h distance finie.
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63. Considérons, comme exercice, la cissoide qui a pour équation
la rident ici le (42)
4(<!M + ic) J + 2-la*vho = 0, En ordonnant par rapport aux puissances croissantes de ir, l'équation peut s'écrire
a s u» + ahv Vj v°- + 3« 2 J + 3«!^» -J- w' = 0.
I}uand to tend vers zéro, trois valeurs de m tendent vers zéro, l'axe Qx est une tangente simple et compte pour trois parmi les tangentes issues de l'origine: on aura pour les tangentes infiniment voisines, eu faisant v = — 1,
64. Supposons maintenant que le point de contact soit à l'infini; il faut pour cela que <(«, v) et <?'„,(", t>) ne soient pas nuls en mémo temps et que ?„,_,(«, v) soit nul.
Ceci revient à dire que u — u, est facteur simple de tydv) et divise 4\b— i(w).
Posons
W«) = («-«i)ff(»). 9("0^O.
<>h ,,in,i )'■'■(() •• i- ' ■
avec la condition ^m-ifui) — 0.
Supposons d'abord ^m-sfui) ^ 0;
dans ce cas u — u, est infiniment petit du deuxième ordre,
et sa partie principale est donnée par la règle de Puiscux,
ce qui montre que u — w, a un signe constant. Pour la détermination du point de contact, on se reportera au numéro fil.
Quand le point de contact de la tangente D est à l'infini,
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u — u, est d'ordre infinitésimal supérieure te, alors p est plus grand que 1 et Ton voit que y a — u^ a le signe de w. On aura alors sans peine la forme de la courbe.
Supposons parexemple — ~ — - >0;
-«i sera négatif quoi que soit w, et on aura la forme de courbe représentée par la figure ci-con-
65. Il peut arriver que le coefficient de !C 2 soit nul pour :«i. Si le coeflîcientde »; 3 est différent de zéro, u — «, i infiniment petit du troisième ordre, et on aura
et en supposant ""', T > °. on ob-
tiendra ladisposition ci-contre.
C'est le point de rebroussement il l'infini.
D'une manière générale, si on suppose
i infiniment petit d'ordre p; on aura
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Si p est pair, on aura laforme indiquée sur l' avant-dernière figure. Si p est impair, on se reportera h la dernière figure.
66. Considérons, comme exemple, l'équation Uuigcntielle de l'hyperbole rapportée à ses axes,
en y faisant v = — 1, on a
„s w î _ fti _ w s - o, ce qui donne les deux asymptotes passant par l'origine qui pour coefficients angulaires ± — ■ De l'équation on tire
et, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur.
posilif pour les ce qui donne la position de la ami'ln; repiésenlru par la figure ci-contre.
67. Supposons maintenant que la tangente D soit une tangente double; f,'„ fi et f,', doivent Otre nulles pour les coordonnées de cette droite. En se reportant aux expressions de ces dérivées données au numéro 59, on voit que ç'jw, v), ç'„(", «) et »m_i(w, i>) doivent être nuls, ce qui exige que o m («, o) soit divisible par (aa-f-op}' et <? m _,(u, v) par us-t-up. On a aussi
fi. = 2 ? „j(«,") + 0«'?—»«. ») + -
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et ces six dérivées ne doivent pas être nulles en même temps. L'équation de l'ensemble des points de contact est
-+-2VW ? ^ ( («,«}+2W i < ?n ,^(«,«)=0.
Supposons que l'un des points de contact soit a distance Unie ; on pourra alors y transporter l'origine, et les coefficients de U 2 , UV, V 2 dans cette dernière équation seront nuls; par conséquent o„,(h, v) admettra trois fois le facteur m-t- v$.
En reprenant les notations du numéro 00, l'équation pourra s'écrire
pour séparer les irois valeurs inlioimenl petites de u — u u nous construirons le polygone de K Newton en supposant d'abord
| | | ?(«,) ^ 0, 9i (uJ jà 0, •%,_*(>,) jt 0. \ Deux cotés sont à considérer.
-^ Nous poserons d'abord
et, en remplaçant dans l'équation, on aura pour déterminer ;,
ff(«.)s , -l-ffi(a.) = 0; "ii obtient ainsi
w ne peut avoir qu'un signe déterminé, on retrouve alors la forme représentée par lu figure du numéro 01. Pour l'autre côté du polygone on posera u — h, — zw\ mais alors, u — «, et ic étant inliniment petits de même ordre, le point limite d'intersection de cette droite et de la tangente I) a une position dilférente de l'origine ; nous obtenons le deuxième point de contact, qu'on peut étudier directement en transportant l'origine en ce point.
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Il peut arriver que y m (u, v) admette plus de trois fois le facteur Wï + uji; nous aurons à l'origine un point de re-
Iiroiissirninnl si l'exposant du facteur est pair, et un poinl. sans particularité géométrique si l'exposant est impair, comme on l'a vu aux numéros 61 et 62.
En résumé, dans le cas où les deux points de contact sont réels, distincts et à distance finie, on peut obtenir les figures suivantes :
68. Considérons comme exemple la courbe enveloppe d'une droite de longueur constante dont les extrémités décrivent deux droites rectangulaires. L'équation fangenlielle de cette courbe est
On voit que l'axe des œ ast tangente double, et que les deux points de contact ont pour abscisse? ± a.
Transportons l'origine en l'un de ces points, celui qui a pour abscisse a par exemple; l'équation devient
A¥-( W -ffl,] ! (« I +.»)=0 ou — a»w* + 2amc[tt- -H v') — io s (w a -+■ » s ) = 0,
ou en faisant r> = — i et changeant les signes,
ahS - 2auw{u* + i) + «,«{«> + 1) = 0.
Quand w tend vers zéro, quatre valeurs de u sonl infiiiinieiit [leliles ; donc par l'origine on peut mener quatre tangentes confondues avec l'axe 0*.
Pour séparer les valeurs infiniment petites de w, je construis le pulvLvine de Newton, dont le premier côté me donne trois valeurs
de u d'ordre — ; e
])OSil0l
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On voit que M a sans cesse le signe île w, ce qui donne la forme ci-conlre.
T 69. Si i rv_ 2 i'>(i) était nul, le deuxième
i point de contact serait à l'infini ; on l'étu-
dierait comme plus haut(numéros 64 et 63).
Si g^u,) est nul, ^ m _ 2 (M,) étant différent de zéro, = m _,(«, «) contient deux fois le facteur ua+op, l'équation de l'ensemble des points de contact se réduit à
l'origine. Nous allons étudier la
ces points sont confondus position de la courbe.
L'équation pourra s'écrire
> - «,)'j(») + »{« - »,)',),(.<) + »'*_,(«) + - = 0, ffi(u) n'ayant plus la môme signification que plus haut. En supposant d'abord g[u s ) différent de zéro, on a un seul cùté dans le polygone de Newton .
m — m, est infiniment petit d'ordre
i posai
: est déterminé par l'équation
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On voit ainsi que u — t signe constant quel que soit i Si on suppose
u — «, sera positif, et on aura la forme indiquée par la figure; l'origine est un point d'inflexion.
70. Supposons maintenant g(u,) = et £,(«,) ^0; l'équation s'écrit
1 et ; sera déterminé par l'équation
Posons 2 ! = ï; l'équation devient
Si cette équation a ses racines imaginaires, les tangentes voisines de la droite D sont imaginaires, il en est de même des points de contact.
Si cette équation a ses racines réelles et distinctes, soient t, et /,, les valeurs infiniment petites de u— ti, seront données par
et l'on a les ligures ci-dessus selon les signes de t, et de t<
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71. S'il arrive que l'équation du second degré en t ail ses racines égales, il faut pousser plus loin la séparation des valeurs infiniment petites de w — Hj.
Posons u = w, + ; l'équation prend alors la forme
fi'tf («, H- 6) -H w6 s (?,(ui -+- 9) -+ w^,„^{u, -+- 8) H =0.
qu'on peut écrire
ou enenre
?(wi)(8'— ■») , +« , A 8 ) + « rt, / , it 8 î+» ,8 A( B ï+» , At 6 )+- = o»
A 9 )i A( 6 )- /à( fl )< AC) représentant des polynômes entiers en 6 ayant un terme indépendant, et a désignant la racine double de l'équation en (.
Supposons a>0; on ne pourra donner à w que des valeurs positives, et pour éviter les exposants fractionnaires nous poserons
sera, alors du premier ordre par rapport à w' ; en désignant par zio' sa partie principale, on aura, après avoir divisé par h/*,
équation de la forme
(* _ rf»)i + ÎHJ '[A3* -h Ba' -4- C] + w"0 (s) -+- - ■ = 0.
Si l'on suppose
M - A^ + BV' + C^O,
les valeurs de ; se séparent immédiatement :
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Si — > 0, on ne pourra donner à iv' que des valeurs négatives dans la première expression, et des valeurs positives dans la deuxième, de sorle que a' étant positif, les deux valeurs réelles de seront négatives, et w est toujours positif. On aura donc la forme de courbe représentée par la figure ci-contre ; on dît que l'origine est un point de rehaussement de seconde
Pour continuer la discussion, il fau- /7 drait examiner le cas où M =0, puis
' ensuite supposer que le premier terme de
l'équation écrite au début du numéro 70,
contient plus de quatre fois le facteur u — m,, et ainsi de suite.
On étudiera de la même manière le cas de la tangente triple, quadruple, etc.; la méthode est toujours la même; elle consiste à développer u — w, en série ordonnée par rapport aux puissances croissantes de w.
A titre d'exemple, supposons que Taxe des y soit lan
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gente double, c'est-à-dire que et <?„_,(«, v) par ».
Cherchons la condition pour que les deux points de contact soient à l'infini ; il faut pour cela que l'équation de l'ensemble de ces points (67) se réduise à
Il en résulte que ?«(«, v) et ?„,_,(«, ») seront divisibles par if, ?m_s(«,f) par v.
En faisant alors u = 1 dans l'équation de la courbe, elle s'écrit
vtgW + wv^W + w'vgtfr + w^lv)-*-- = 0.
g[v), pi(o), jjs(î>), ■!•('«) désignant des polynômes entiers en v ayant un terme indépendant.
Quand w tend vers zéro, deux valeurs de v sont infiniment petites, et leurs valeurs principales sont données par
~ v si»)
On ne peut donner à «■ que des valeurs de signe contraire à
Supposons ■—- > 0, w reçoit des valeurs négatives, et en remarquant que w est l'abscisse changée de signe du point de renconlre de la tangente avec Ox, et que v est l'inverse changé de signe du coellicient angulaire, on a aisément la position des tangentes infiniment voisines, et celle de leurs points de contact. La figure obtenue représente le point d'inflexion à l'infini.
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Tangentes par un point extérieur. — Soient
/ï... .', «•) = l'équation tangenUelle d'une.' courbe C, et a, £ les coordonnées d'un point A.
Les coordonnées des tangentes menées à la courbe par le point satisfont, comme nous l'avons déjà vu, aux deux équations
Le nombre de ces tangentes est égal h la classe de la courbe.
En éliminant v entre ces deux équations, on a une équation homogène en u et «,
/■[«, »,-(«. + «P)] = 0, qui détermine les directions de ces tangentes.
En y Taisant .* = m, r = — 1, on aura l'équation aux coefficients angulaires de ces tangentes.
On peut d'ailleurs obtenir cette équation plus rapidement en écrivant qu'une droite quelconque passant par le point A.
est tangente.
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75. Appliquons ce résultat au cas où la courbe est de deuxième classe,
f\u, v, te) — «w 2 H- aV + aW -\-2bvw-h'2,b'wu-h26"uv = 0; on aura pour l'équation aux coefficients angulaires des tangentes issues du point (s, 6)
aw ' +( ,' + 1 l"(p_ ma )2_ 2ô(p-ma)+24'm(P — met) — 2i*m = ou
m«(aV— at'u-a — 2m(a"ap— 2èi— 2ô'B+6*)-i-a"S J — 269+a'=0. Si l'équation représente une ellipse rapportée à ses axes,
ou une parabole rapportée à son axe et à sa tangente au sommet ,
f(u, b,w) = pu'- 2w< = 0,
les coefficients angulaires des tangentes menées par le point A seront donnés respectivement par les équations
p — 2m(p — ma) = 0.
76. On peut par le même procédé obtenir l'équation de l'ensemble de ces tangentes. Soit (as, y) un point d'une de ces Lin pentes ; comme elle passe parle point (', (J), son équation
et tout revient à écrire que cette droile est tangente, c'est-àdire que ses coordonnées satisfont à l'équation tangentielle de la courbe.
Il suffit de remplacer dans l'équation aux coefficients angulaires m par : , ce qui donne
Hosted by
78 COORDONNÉES TANGE.YNELLE5. GEOMETRIE PLANE
ou, en chassant le dénominateur x — a,
77. Proposons-nous maintenant do déterminer l'équation tangentielle de l'ensemble des points de contact des tangentes issues du point A à la courbe C.
Soient «', v\ w les coordonnées d'une de ces tangentes; on a
Au', •, «o - o,
Écrivons qu'une droite (w, », w) passe par le point de contact de cette tangente ; on aura
«/:-+»/;■ + »ft' = 0.
En éliminant «', »', »" cotre ces trois équations, on aura l'équation cherchée.
L'élimination se fait aisément dans le cas où la combe est de deuxième classe ; car la dernière équation peut s'écrire
On a alors deux équations du premier degré en «', «', w' dont les solutions sont données par
en substituant dans la première, on obtient
On a ainsi une équation du deuxième degré en u, v, ic qui
représente les deux points de contact.
78. Remarque. — - En écrivant que dans cette équation le coefficient, de w 1 est nul, on a une relation entre a et fi exprimant que, parmi les tangentes issues du point A, l'une a son point de contact à l'infini; on peut donc dire que cette relation est l'équation de l'ensemble des asymptotes de la courbe considérer.
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On a de môme l'équation de l'ensemble des asymptotes d'une courbe quelconque de classe h, en formant l'équation des points de contact des tangentes issues d'un point, et annulant le coefficient de w" dans cette équation.
79. Tangentes parallèles à une direction donnée. — Soit m le coefficient angulaire de la direction donnée. Les coordonnées des tangentes parallèles à cette direction seront données par les équations
Si l'on veut les ordonnées à l'origine de ces tangentes, on écrira que la droite
est tangente, ce qui donne
équation en X qui détermine les ordonnées à l'origine.
En y remplaçant À par y — mx, on aura l'équation de l'ensemble de ces tangente-.
Les équations bien connues
y =: ma; ± i/a'm'-i- />',
relatives à l'ellipse et à la parabole, sont, des cas particuliers de cette équation.
On obtiendra de la même manière que plus haut
l'équation de l'ensemble dos points de contact ; il suffira d'éliminer u', v', w' entre les équations
ufc + vf/, +- <rfï, = 0.
Dans le cas où la courbe est de deuxième classe, la dernière s'écrit
u'f^v'U^w'fL^Q.
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et le résultat de l'élimination peut s'écrire
f(mfi, -fi, A'-«/3ï = o.
81. Remarque. — En annulant le coefficient de w s , on aura l'équation aux coefficients angulaires des directions asymp-
lotique*.
82. La recherche des tangentes parallèles à une direction donnée se déduit sans difficulté de la recherche des tangentes menées par un point (a, p). I) suffit de supposer que le point s'éloiene à l'infini dans la direction donnée; à cet effet on remplace a et jî par - et -, on chasse le dénominateur Y et on fait ensuite y — °- Dans l'équation qui en résulte i, p désignent les paramètres directeurs de la direction. Si m est son coefficient angulaire, il suffit de remplacer a par 1 et
83. Intersection d'une courbe et d'une droite. — Considérons une courbe C ayant pour équation tangentielle
j\u. v, m) = et une droite D ayant pour coordonnées u , «„, «y
Nous nous proposons de déterminer l'équation tangentielle des points de rencontre de la courbe et de la droite.
Il nous faut pour cela chercher la condition pour qu'une droite A(u, v, w) passe par l'un de ces points ; ce qui revient à écrire que le point de rencontre M des deux droites D et a est sur la courbe, ou encore que par ce point on peut mener deux tangentes confondues à la courbe.
Une droite quelconque passant par le point M a pour coordonnées ).« + ;«„, X» + (M» , Xw-hhw ; cette droite sera tangente à la courbe si Ton a
et il faut écrire que cette équation a une racine double en - . Dans le cas où la courbe est de seconde classe, l'équation
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qui précède est du second degré ; elle peut s'écrire ctpour qu'elle ait ses racines égales*, on doit avoir
<«/;+•/;+ «'.fii- -•»«», », »)/(»„ »., «',! = o.
On a ainsi l'équation des points de: rencontre de la droite et de la courbe.
On peut dire aussi que cette relation exprime que les deux droites (w„, v v , «?„) et (a, v, w) se coupent sur la conique.
84. Cherchons la condition pour que les deux points de rencontre de la droite (w , u„, ir ) et de la conique soient
réels.
f(u, v, w) = au*-\-a'vi + a"ici-h$ôvw-\-2l>'wu + 2b"uv —0 l'équation de la conique ; l'équation de l'ensemble des points de rencontre de cotte courbe et de la droite (u„, c , «.'„) peut s'écrire
(ufr + vf^-i-wf^-AfXu, v, w)f(u , o„ w.) = 0. Cette équation représentera deux points réels si l'on a (25)
;/;,'— s«vk, „„, »,)][/i;-Ji7K. »„, ».)]
On voit que /"(« u , t' c , w,) est en facteur, et la condition
devient
ou, en divisant par u=,
i désignant le discriminant de la fonction /(m, u, w).
Nous obtenons ainsi la signification géométrique du signe
du premier membre do l'équation tangculielle d'une conique.
Si /■(«„, v„, w„) est nul, la droite (w , v„ , w ) est tangente à la conique.
Si /"(«(,, c , '«■„) est de signe contraire à i, cette droite rencontre la conique en deux points réels.
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Enfin, si /"(« , i> , ji:„) a le signe de a, la droite rencontre la conique en deux points imaginaires.
85. Si la droite donnée est à l'infini, c'est-à-dire si "o = v n~ °> l'équation aux points de rencontre représentera les points à l'infini de la courbe, elle sera homogène en u et v, elle détermine les directions asymptotiqnes. En y faisant w = m ot u = — 1, on aura l'équation aux coefficients angulaires de ces directions.
Examinons seulement le cas où f(u, v, w) est du deuxième degré. Supposons
f(u, v, w) = au" + oV -f-aV H- 2J»h,- + «fiou -H 26*ire = 0; l'équation des points de rencontre avec la droite k„, v , «■„
(*Ji + 'fl+vJ&-m<>, »,»)««.,»„ m.) = 0;
faisons u = t'„ = et «'„ = 1; il vient
ou
ou, en développant,
(f J — aa")« a +2«u(*6' — a"i") + (£- — o'a>' = 0, ou encore, en introduisant les mineurs du discriminant, AV — 2B*uo-t-Au' = 0;
l'équation aux coefficients angulaires des directions asymptotiqnes sera donc
A'm s -I-2B"«-HA = 0,
qui se déduit immédiatement de l'équation ponctuelle.
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u, v, w satisfont à l'équation (1), et j'écris que son point de contact est sur la droite D ; on a ainsi
«./■.' ■+••.« +».fi = 0- (2)
Cette équation, jointe à (1), détermine les coordonnées des tangentes cherchées.
Si l'on suppose que la courbe soit algébrique et de classe m, l'équation (1) sera du m" degré, l'équation (2) de degré m — 1 ; nous aurons m'jn — 1) solutions ; le degré de la courbe est donc m(m — 1).
Cette conclusion est en défaut si la courbe admet des tangentes multiples, car les coordonnées de ces tangentes annulant /"{«, », w), fi, /',', /',', vérifient les équations (1) et (2) quels que soient u , u c , iv c .
On peut établir qu'une tangente double dont les points de conlacl son! distincts compte pour deux solutions; si les deux points de contact sont, confondus, c'est-à-dire si la tangente est d'inflexion, elle compte pour trois.
II en résulte que le degré de la courbe est inférieur à m(m — 1) si la courbe a des tangentes multiples ; si l'on désigne par t le nombre des tangentes doubles, par î le nombre des tangentes d'inflexion, et si l'on suppose que la courbe n'a pas de tangentes multiples d'ordre supérieur, le degré sera égal à
87. Si la droite donnée est à l'infini, les équations (1) et (2) se réduisent à
ft = 0;
elles déterminent les coordonnées des asymptotes.
88. Dans le cas particulier où la courbe est de deuxième classe, l'équation (2) peut s'écrire
Si l'on y considère w, v, «; comme des coordonnées cou-
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railles, elle représente un point, par lequel passent les tangentes menées il la conique aux points de rencontre avec la droite D ; ce point est donc le pôle de la droite D ; ses coordonnées sont fl , fi , f,',, .
Ainsi nous obtenons un résultat important. Si une droite D(m , u„, w„) est tangente à une conique d'équation
les coordonnées du point de contact sont fi , /',' et ('[,- ,
Si la droite n'est pas tangente, ces quantités sont les coordonnées homogènes du pôle de cette droite, l'équation de ce pôle pouvant s'écrire indifféremment
"A. + 'P. + <°iï. = °
OU
89. Normales et Développées-— Soit [«', c', w') une tangente à la courbe qui a pour équation
On aura
le point de contact a pour coordonnées f^, (!■', f!,,' ; la normale en ce point étant perpendiculaire ad a tangente, ses coordonnées ii, v, iv satisferont aux deux équations
ufc + *& + »&■ = 0-
wu' + »t/ — (uv'-\-vu') cos 6 = 0, désignant l'angle des axes.
En éliminant «', v\ w' entre ces trois équations, on aura une relation entre u, », te, que vérifieront les coordonnées de toutes les normales ; ce sera l'équation tangentielle de l'enveloppe des normales, c'est-à-dire de la développée.
On a donc ainsi une méthode pour obtenir l'équation tangenlielle de la développée d'une courbe, connaissant l'éqnnlïmi tangentielle de cette courbe.
L'élimination est fort simple dans le cas où la courbe est de
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deuxième classe, car les deux dernières équations sont du premier degré ; on peut alors les résoudre par rapport à u'.
Ces équations s'écrivent
u'(u — v cos 0} ■+- v'{v — u cos 8) — ; on en déduit
v — u cos — (w — ïicose) {v — wcosO}/"u — (m — v cosB)/"f
{v— ucose)/;'„ —(u—ucosO)/;; (u— wcosfi)/;— (u— acosfl)/"i
En transportant ces valeurs de u', u', «;' dans la relation
/1V, »', ,:') = 0, on a
f[(v — w cos 0)/;, — (« — s cos 0)/,:., {u — v cos B)f'
— (v — u cos 0} fi] = 0.
Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, l'équation se simplifie et devient
fivfL, -«A- «/?-»#) = 0.
Mais il est important d'observer que ces considérations ne s'appliquent qu'aux courbes dv. deuxième classe.
90. L'équation trouvée est du quatrième degré, par suite la développée est de quatrième classe; il y a cependant exception dans le cas où la conique est une parabole.
Nous verrons plus tard que dans ce cas le coefficient de wdans la fonction /"(«, », w) est nul, de telle sorte que le premier membre de l'équation de la développée est divisible par f,Ô. Si on égale ce facteur à zéro, on a l'équation d'un point à l'intini dans la direction de l'axe; ce résultat pouvait se voir a priori, car on sait que si une conique a centre se déforme de façon a avoir pour limite une parabole, panni les quatre normales qu'on peut mener d'un point à cette conique, l'une
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de ces normales a pour limite une parallèle à l'axe de la parabole. Il en résulte que les parallèles à l'axe d'une parabole peuvent fi Ire considérées comme des normales singulières, l'enveloppe de ces droites étant le point ii l'infini dans la direction de l'axe.
En supprimant alors le facteur f' w , il restera une équation du troisième degré en u, », w, qui sera l'équation tangentielle de la développée. Cette courbe est donc dans ce cas de troisième classe.
Applications. — Considérons l'équation
qui représente une ellipse rapportée à ses axes. Pour avoir l'équation tangentielle de la développée, je calcule
et je remplace dans l'équation de la conique :
m par vf,',-, c'est-à-dire par — 2iste ;
v par —!(/■„', c'est-à-dire par 4- 2uw ; ic par vfi — vf£, c'est-à-dire par 2{6* — «*)«». L'équation de la développée est donc
qu'on peut écrire
Si l'on a
f[u, v, w) = pi> a — Zuw = 0,
c'est-à-dire si la conique esl une parabole rapportée à son axe et à sa lancenle au sommet, on formera l'équation de la développée par la méthode indiquée ; le premier membre sera divisible par m, et en supprimant ce facteur, on obtient
j>w= + 2n s (pw + w>) = 0.
92. Connaissant l'équation tangentielle de la développée d'une courbe, on peut résoudre dillèrentes questions relatives aux normales de cette courbe, en opérant comme nous l'avons l'ait sur les tangentes au début de ce chapitre.
Soit
,(«, », ,<•) = l'équation de la développée d'une courbe.
Hosted by
TAMJEXÏES ET NORMALES 8"
Les coordonnées des normales issues d'un point », p satisferont aux deux équations
L'équation aux coefficients angulaires de ces normales sera
f[ l'équation de j'ensumble de ces normales s'en déduira en
y — a remplaçant m par ; on obtiendra
tfv-P, -(*-«), P*-« y] = o.
De même, l'équation
?(>«,- 1, >.} = donne les ordonnées à l'origine des normales qui ont pour coefficient angulaire m, et
est l'équation de l'ensemble de ees normales. On obtient ainsi pour l'ellipse et la parabole
EXERC1CES ET NOTES
Étant donnée la courbe us™ — y!' = 0, « d'un point de. la
courbe on lui mène de>.'.x ttinyrntus, la droite qui joint 1rs pointu de contact est tangente à la courbe.
On prend deux points arbitraires sur la courbe, ou détermine le
point ilt: concours ibis tangentes, et en écrivant que ce point est sur la courbe, on obtient la même condition qu'en écrivant que la droite joignant les points de contact est t. ingénie à la courbe.
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Voiiver l'équation au.:; coefficients' d'un point à une cissoïde, et l'èqm is points de contact.
es des tangentes ercle passant par
3. Etant donnée la courbe 4œ :( — 21y- = 0, trouver le lieu d'tu point tel que, pai-milrsiiingeiitrs issue-; de ce. point à la courbe, il y e;
ait de'.uc parallèles à dr.ua: tiiauu'-tre.s conjugués de la conique
4. Le lieu des commets des angles droits déclasse n est en général de degré n{n — 1).
5. Courbes parallèles. — Sur la normale en un point quelconque M d'une courbe C, on porte une longueur constante JiP ; le lieu du point P est une courbe Ci. Démontrer que les tangentes à ces deux courbes o.u.c points correspondants M et P sont parallèles ; c'est -pour cette raison que les courbes C et Ci sont appelées courbes jiora.lléies.
Déduire l'équation tanaenifllc. d- Ci '.!•' l'équation tangentiells
On peut établir géométriquement que le-* tangentes aux deux
Ciiui-Jies
ts correspondants sont parallèles. (J. Bertk*> Calcul différentiel, p. 12).
Soient M, M' deux points voisins de la courbe C ; prenons sur les normales en ces points les points P et P' tels que MP = M'P'. 11 s'agit de montrer que lorsque M' se rapproche indéiiniment de M, l'angle MPP' a pour limite un
•le dro M'K et P'K' perpendiculaires s KK' = M'P' cos o,
MP ; c
o désignant l'angle des deux normales ; donc
MP — KK' = MP(l — coso), et coin me MM', PP', ? sont infiniment petits du premier ordre, MP — KK' ou MK— PK' est infiniment petit dn deuxième ordre.
Dr MK = MM' cos M'MK.
5TMK a pour limite un droit, donc MK est infiniment petit du deuxième ordre ; il en est alors de même de PK'.
Ma: s
PK' = PP'
s P'PK'.
Comme PP' est du premier ordre, il faut que P'PK' .
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Analjtiquement, soient 2;, y les coordonnées du point M, a, p les cosinus directeurs de la normale ; les coordonnées X, Y du point P seront déterminées par
l désignant la longueur M!'.
On en déduit
<1X = dx + Ma,
dX = dij + ld?.
MulLipiiinis respectivement eus équations p.ir a et ''■, puis ajoutons :
ïrfX + prfY = xdx + pdy + l(adx+?dp).
Or, on a ^ -+- ? 2 = 1 ; on en déduit ccia + pd$ = 0.
D'autre part, on a aussi aiœ ■+■ 'id : j = 0, puisque la normale est
perpendiculaire à la tangente ; on en déduit
ïdX+^Y = 0,
, , , ,. dX dij
cest-a-dne -^ =: y
Soit alors fiu, v,w)= l'équation de la courbe C ; à toule tangente, »t+ti/ + ir = 0, de cette courbe correspond une tangente, ux + vy -\- te' = 0, de la courlie C L , telle que la distance de ces deux tangentes soit égale à l ; on a donc
les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires.
On en déduit la valeurde w, et l'on voit que l'équation tangei tîelle de la courbe Ci est, après avoir supprimé l'accent de w.
Si la courbe G est une ellipse,
la courbe parallèle sera
ah? + ¥
„^}Ju'-i-v î Y =
OU [o?u- + ¥v i ~ «•■
r- + v ! ]] a = ifte^f
Trottrev l'enveloppe, d'une di-ni/r. de. Innijne.ur
C'esl une courbe du sixième degré, de quatrième cloldeà quatre rebrousscmerils.
Trouver la développée de cette courbe.
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7. Trouver l'équation tuiujeniielle. de la développée de la cissoïde
de Dioelès.
S. Podiiires. — On appelle podaire d'une courbe par rapport a un
point, le lieu des projections du point sur les tangentes à la courbe.
Trouver l'équation do la podaire d'une courbe définie par son
équation tonyenticHe.
On appelle podaire négative d'une courbe par rapport à un point une seconde courbe qui a pour podaire la première.
Etant donnée l'équation ponctuelle d'une courbe, déterminer l'équation t.nro'iC.rdieile de su podaire néi/ativt:. Examiner ••n po.rtiriu.ier le cas oit la courbe donnée e*l. une. droite nu mie. conique.
9. La différentielle de l'arc d'une podaire, i/tr, est donnée par la formule
du = oyi.ds,
du désignant, la di/iere.,uel/e de l'arc de la courbe, le point par i- ■apport a.'.'.qu.el on prend la podaire et M le point correspondaiiA de la courbe donnée,
10. Construire la podaire de l'origine ■ ■elutivemeut à la courbe qui
a pour équation ponctuelle x* -h//- 1 — a i = 0.
H. D'un point on peut mener 2;)i — p normales à. la courbe ym __ tnaaUf z= [m > p).
Dén-.onlrer qur. les pied-: des normales son', situés sur une conique indépendante de la râleur de a.
12. On donne doux droites Ox, Oy et une conique ; on mène une tangente earioble à la conique, qui rencontre Ox en A et Oy en li. On mène par A et Ë des parallèles à Oy et à Ox qui se coupent au point M. Teouxi'V le lieu t/éomc-'ri.qu.c de e<: point.
On trouve une courbe du quatrième degré ; déterminer ses asymptotes.
13. Nous avons obtenu au numéro 83 la condition qui exprime que deux droites {«, v, ic) et (w u , o , io ) se coupent sur la conique
fin, r, w ) = a«* + «'c*+... = 0.
Celte condition est
(u,f'-r-v,f; + ,c r;,..y-if[u, «, »!/-(«, , *>„, < = o. (ij
On peut mettre cette condition sous une autre forme remarqua-
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tile en partant de l'équation ponctuelle de la conique T («M»,*) = A«» + AV + .-. = 0.
.Nous écrirons pour cela que la polaire du point de rencontre {*, y, s) des deux droites par rapport à la conique passe par ce point,
c'est à-dire qu'on a l'identité
x ? i + y?;+ z ? ; = a), («x + uy + «a) + 2>/(» x + v,\ + «gy,
ce qui donne, en égalant les coefficients de X, Y, Z, Aœ + B"y -H B'a — lu — ).'«„ = 0, B"^ + A'jr + Bj — >.u — l'o, - 0, B'» + By + A'i — ).»— À'w = 0,
uvec les relations
Ces cinq équations doivent avoir des solutions non toutes m x, y, z, X, À' ; pour qu'il en soit ainsi, il faut qu'on ait A B" B' m 1
v 10 e w„ telle est la condition pour que les deux droites se coupent sur la
11 est aisé de déduire amdU.iquement la condition (1) de la condition (2).
Multiplions les éléments des trois premières colonnes du déterminant respectivement par ^ fâ, 5 fi, 5 fin et ajoutons ces produits aux éléments de la quatrième colonne, après avoir multiplié ces derniers par — A.
rs éléments de la quatrième colonne sont alors sèment que
i{Af«'+B , /ï + B'/'»') = i«.
i{B7y + A'/;: + B/Vi = Af,
3(B'/ï + B^+AVJ)= 4-e.
De mémo, multiplions les éléments des trois premières colonnes respectivement par -fy, -f,'- n , T> f,l^ et ajoutons ces produits aux éléments de la cinquième colonne multipliés par — a.
Les trois pre nuls, car on voi
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marque que le déterminant a été multiplié par A : , ( B" B'
ir
iD = i/t». », »)«».. ».. ».) - (».« + "/; + »./•.')' ;
les conditions (1 ) et. (2) sont donc les mêmes.
Corrélativement, la condition pour que les deu\ points (x, y, ;), («oi 1/»t *u) soient situés sur une tangente à la conique, ou encore l'équation de l'ensemble des tangentes issues du point {»„, y , s ) à
cette conique pont s'écrire indifféremment
4?(aî, !/, 5)o;a7 , j/ , ; ) — (x 0? ; -+. y Q ol -+- *„?;,)» _
Va
ce
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CHAPITRE V CLASSIFICATION DES COURBES DE DEUXIÈME CLASSE
93. L'équation générale des courbes de deuxième classe est f(u, v, w) = tm a -ha'v'-ï-a"w 3 +'2.bvw->r2è'wu-i-Zb"uv = 0. (1) Nous rappellerons ici les notations et les formules fort importantes écrites déjà au numéro 25 ;
A = a'a" — b", B = b'b" — ab,
A"= aa' — b"\ B"= bb' — a"b",
A' A" — B a = a\ B'B" — AB = 4a,
AA' — Ti" 1 = o"A, DB' — A"B" = 6"a.
a désigne le discriminant de la fonction f[u, v, w); on a I a b" b' I 4 = b" a' b ; | 6' A a" I et les grandes lettres A, A', A", B, B', B" représentent les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement de A.
C'est, ainsi qu'on peut écrire
i = Aa -+- B"b" + B'b', i = B"6" -t- A'a' 4- B6, A = B'fr' -+■ B6 h- A" a",
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en développant le déterminant par rapport aux éléments des lignes ou des colonnes.
Rappelons encore que l'équation ponctuelle de la conique
•f{x, y, z) = Ax> ■+- A'if -+- A'V ■+■ 2Byz + Wzx + 2B"xy = 0, et que l'on a
«• -t- fflj
h" il'
Si a = 0, o{x, y, s) est le carré d'une fonction linéaire qui, égalée .i zéro, représente la droite qui joint les deux peints dont l'équation (1) est l'équation tangenlielle.
94. Nous avons déjà étudié le cas où a = (23 et suivants) ; nous nous bornerons maintenant au cas où i ;é Û.
Une première classification est donnée immédiatement par la considération des points à l'infini.
Nous avons vu (88) que l'équation des points à l'infini de la conique représentée par l'équation (1) est AV — 2B"ut) -+- Au 3 = 0.
Le discriminant du premier membre est |AA' — B" s ou n"a-
Si a" A > 0, les points à l'infini sont imaginaires ; la conique est du genre ellipse.
Si a'A < 0, les points à l'infini sont réels et distincts ; la conique est du genre hyperbole.
Enfin, si a"\ — 0, c'est-à-dire si a" = (puisque nous supposons a^O), les points à l'infini sont confondus ; la conique est du genre parabole.
Dans ce dernier cas, d'ailleurs, l'équation (1) est satisfaite par les coordonnées de la droite de l'infini u = 0, v = ; on en conclut que la courbe est tangente à cette droite.
Premier cas. a" ^é
La conique est du genre ellipse ou hyperbole. On peut écrire
a"f[u, v, w) = (a"w + Vu + *»)" + AV + Ao' — 2B'W 1" Supposons que l'un des coeilicients A ou A' soit différent
de zéro, par exemple A' ^t 0.
On pourra écrire
a"f[u, v, w) = tf> w+ tFu+toY+j;(A!u-Wv)*~^ *+A*
f { u, v, w) = JLrA'{o"«'+A'«-r- *«)'-+-(*'«— B"«)* + a"AB*l
Faisons maintenant la transformation de coordonnées indiquée par les formules suivantes ;
Cela revient à prendre pour nouvelle origine 0' le point qui a pour coordonnées — — et — - , pour direction de l'axe des x' une parallèle à la droite qui joint l'origine au point de coor-
(II Nous plaçons au dénomîuatuur de l'expression de u' la quantité
t 'A''-:- 11" — JA'li ' i'iis 'J, :Uin 4110 li; jiuitil qui n f 1 1 ■ n 1 coni-Jonm'es
— ■ et - — - sait li l'unité de dls-
v'A : tr J — :'VJ; ,.;.,- ij , v ■ il ■ - iA'ir cusU
tance de l'origine, cuti tonné ment ;uin fomniles (fi; il 1 1 numéro 34.
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données . -- et
v/A'^-i-B"* — 2A'JT cos 9 ^A'^-t-B"'— ÎA'B" cos <i l'axe des y' restant parallèle à Oy.
L'équation de la courbe devient alors
(A' 2 + B" 2 — 2A'B" cos 0)u" -t- fl'io's + AV*w' s = 0. On reconnaît là l'équation tangentielle d'une conique donj l'équation ponctuelle est (40)
A'- + B M — 2A'B" cos (l a"i Ma"
Si a"4 > 0, la conique est du genre ellipse. Cette ellipse est réelle si A' < 0, imaginaire dans le cas contraire.
Remarquons que dans ce cas A el A' sont de même signe et qu'on peut s'adresser à l'une ou à l'autre de ces quantités pour distinguer la réalité de la courbe.
Si a" a < 0, la courbe est une hyperbole.
Il est utile d'observer que, cette courbe élant rapportée à son centre, les coordonnées de ce centre sont par rapport aux
premiers axes — et — Tl .
2° Supposons maintenant A = A' — 0; B" doit être différent de zéro puisque
AA' — B" a = a"i^0.
Nous pouvons écrire
Faisons alors la transformation de coordonnées
l'équation devient
a"hc" — B"(i H- cos 0)u'» + B"(i — cos G) a'* = 0.
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et l'équation ponctuelle de coite courbe est
B"(l + cosO) B"(i — C08 6) a"*
Elle représente visiblement une hyperbole rapportée ù deux diamètres conjugués.
Remarquons que dans ce cas a" a est négatif, puisque celte quantité se réduit à — B" 2 .
Il en résulte que les conclusions de la première partie du premier cas sont générales pour ce cas, c'est-à-dire :
a"i > 0, ellipse réelle ou imaginaire, selon que les deux quantités de même signe A ou A' sont négatives ou positives ;
a" A < 0, hyperbole.
Deuxième cas. a
Nous diviserons encore ce cas en deux parties.
1° Les deux coefficients a et a! ne sont pas nuls en même temps, par exemple a ^ 0.
Commençons la décomposition on carrés en ordonnant le premier membre par rapport aux puissances de u; on aura
af(u, v, W] =(au+b"v-hb'wy-ï~(aa!—t>**y~-Wb"—ab)vio—b'*W\
cl en supposant b' ^£ 0,
Remplaçons les deux premiers termes par un produit de deux facteurs, et remarquons que le coefficient de e* peut s'écrire
a(ab*-i-a'&* — *bb'b")
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Faisons la transformation de coordonnées :
l'équation prend la forme
B^ + toW = 0, qui représente une parabole dont l'équation ponctuelle est (40)
si/'* + 2a;' = ; on voit ainsi que lu direction asymploliquc qui est OV a pour paramètres directeurs b' et 6.
Si b' =0, on a
de sorte que ni u ni b ne peuvent être nuls.
On écrira alors
f{u, », w) = nu* + î>(2ô"u-+-a'»+2ÔM>)' Nous ferons la transformation de coordonnées :
l'équation devient
au'* -4- 26w>V = ;
elle représente une parabole dont l'équation ponctuelle est (40)
la direction asymplotique est O'y', c'est-à-dire 0;i/, puisque les nouveaux axes sont parallèles aux premiers.
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On peut donc dire que cette direction a pour paramètre directeurs b' et b.
2° Supposons maintenant a = a' = 0.
On a
!^ = ïbb'b" ;
aucun des trois nombres b, b' ou b" ne peut être nul. On aura
f(u, », w) = 26ott' + 2i'w« + 26"uo.
On peut écrire
Faisons la transformation :
b'u -+- hv
JW
L'équation prend la forme
i/ J 4-2««V = 0; elle représente une parabole qui a pour équation ponctuelle
ay' 3 -+- 2^ = ; la direction asymptotique a encore pour paramètres directeurs b' et b.
V.n définitive, on voit que si
l'équation (1) représente une parabole dont la direction asymptotique a pour param rires directeurs b' et b.
98. On peut résumer la discussion dans le tableau suivant, les résultats relatifs au cas où i est nui se déduisant des considérations présenlûes au numéro 25.
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(À ou A' <0 Ellipse réelle.
1 a"\ > \ \ [A ou A > Ellipse ima^inaii'i' .
f a"i < Hyperbole .
U" = Parabole.
A ou A'<0 2 points réels à distance Unie.
I A ou A' > 2 points imaginaires à dis-
a" ^0 tance iinic.
A — A' — 2 points confondus à distance
finie.
(> ou b' z£ 2 points réels dont l'un à l'in-
■ A" <0 2 points réels
,, „ 1 A" > 2 pninls iiiiaiji Liaux :- - o — ■ .
i a 1 infini .
f A" = ii points confondus à \ \ l'infini,
Exemples numériques
1° Considérons l'équation
Comme le coefficient de to a n'est pas nui, on voit tout de suite que la conique est une ellipse ou une hyperbole, on se réduit à deux points à distance iiriie. Un pourrait, pour distinguer ces différents cas, former l'expression de a ; mais il sera préférable d'opérer directement, car de la discussion résultera sans peine la position de la courbe dans le plan.
L'équation peut s'écrire, en décomposant en carrés, (ic -H «)" + «* — 2wn — « 2 = U (« + .)i+(«-.)»-2 B » = 0.
Supposons les axes de coordonnées rectangulaires, et faisons la transformation :
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l'équation devient
et l'équation ponctuelle correspondante est
On reconnaît l'équation d'une lnperbole équilatère rapportée i lieux diamètre* conjugués.
Pour la construire, remarquons que le centre a pour équation
ses coordonnées sont donc et i, c'est le point ()'. La direction 0'»
a pour point directeur le point I ■=» — "T^l et 1 axe des y est
parallèle A 0;/. Il esl alors aisé do construire la courbe. Les asymptotes sont les bissectrices de OV etOy ; la courbe rencontre Oy aux points dont les ordonnées par rapport aux nouveaux axes sont ±/2, les tangentes en ces points Étant parallèles à OV.
(In peut remarquer que l'équation étant satisfaite pour « = 0, le = 0, la courbe est tangente à Ox au point qui a pour équa-
c'est-à-dire pour coordonnées — i et 0.
2" Cimstrurru la r.ourb» qui a pour èquat'u u 3 — 4ni> + 4t> 2 — 2uio ■+■ i
Comme le coefficient de w- est nul, l'équation représente i parabole ou un système de deux points dont l'un est à l'infini. Décomposons en carrés; l'équation s'écrit
10 Y — w 3 — Zvw —
mplacer par un produit et
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l'équation devient
(lu — v\Zu — :
s lu (runsformation de
— 4i°) + 9u 3 iq ni ii]i m 1 es :
iSous supposon- les a*es primitifs Je coordonnées rectangulaires. Le point 0' a pour coordonnées — - et -• l'axe OV a pour paramètres directeurs 2 et — I, O'i/ est parallèle à Oy. 1, 'équation transformée delà courbe s'écrit
9u' 2 — Wic'ya"— 0.
L'équation ponctuelle est
!/ 2 #- !'«' = o ; elle représente une panihole aisée à construire. On peut remarquer en outre que l'origine est située sur ia courbe, attendu que les tangentes issues de ce point à la courLe, ayant leurs directions détermi-
= (w — 2d) 2 = 0, sont confondues. La tangente à l'origine a pour paramètres directeurs I et — 2.
Lu
représentait une parabole, puisque
l>le des termes du second degré en u et v.
3° Reconnaîtra la nature de ta conique dont l'êq\
»(3«- v) = 0, t immédiatement que l'équation v ne divise jias l'ensem-
■ l.avijiyiiiicltp
M 2 _j_ Ad 2 -i- (la — 4)^2 — 2X»u> -+- 4wio — 3«w = 0.
■.! le-i iUi]'i;i-c.nk:s voleurs du purami'.i.re '■,
Ta plus commode dans les questions de ce genre de se repor-
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1er au tableau du n" 98 qui résume la discussion; nous allons calculer A et A ou A'.
On a d'abord À = ^ (4X 3 — 13X S - 8X + 36) ; le second membre s'annule pour 1 = 3 ; on peut écrire A- I(X-2)(4XS — o'À — 18),
on a a "* = % i" A — 2 ) a ( X + 2 ' (4)l? ~ 5X ~~ 18) *
Le trinôme 4À a — HX — 18 a ses racines réelles et de signes con traires ; nous les désignerons par À' et X". Enfin il faut aussi connaître le signe de A ou de A' ; nous considérerons ici A' qui est plu* simple que A,
Les valeurs remarquables de X, rangées par ordre de grandeur sont
>n déduit ii
i média tem en t le tableau qui .' Nature de 1
> Parabole.
— i Ellipse réelle.
2 points réels à distance linit
— \ Iljperbole,
— - — > 2 points réels dont l'un est à
— ¥ 2 points imaginaires h distance finie
-+- [ Ellipse imaginaire.
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100. Les tangentes menées à la conique par l'origine sont déterminées par les équations
Si ad — b" 1 > 0, ces tangentes sont imaginaires ; si ad — ô"î <; o, ces tangentes sont réelles et leurs coefficients angulaires sont racines de l'équation
arn 1 — Wm -+- d = 0.
Enfin, si ad — b'" = 0, au 1 -+- a'vr -t- Wuo est carré parfait, les deux tangentes sont confondues, la courbe passe par l'origine.
Ainsi l'équation tangentielle générale des coniques passant par l'origine et admettant en ce point une tangente de coefficient angulaire m est
(u + vm y- + a 'V 4- Uvw 4- Zb'wu = 0.
Ce résultat peut s'obtenir imméiiiatemcnt en observant que d'après le principe de dualité (30 et suivants), à une parabole correspond une conique passant par l'origine.
Conditions pour que l'équation générale du second
degré en «, v, u> représente un cercle.
Pour avoir l'équation tangentielle d'un cercle, nous écrirons qu'une droite, ux + vy + w — 0, est à une distance constante d'un point donné.
On a ainsi
(«* + ^ + ».') s sin*0 = Ri w ! -t-î) 2 — 2wi) eos 6 '
net J3 désignant les coordonnées du centre, R le rayon et l'angle des axes.
Cette équation peut aussi s'écrire
(g+tg + wrin'a _ 2j(j; cos = _
Pour que l'équation /■(w, v, w) = au- -+- a'v- -+
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représente un cercle, il faul et il suffit qu'on puisse déterminer les nombres a, p, R et X, en sorte qu'on ait l'iilenlilé
flu, v,w) = \ [ {m + " ? ^ W)S Bm * 6 -(«» + B> - 8UP COS 6)]
ou
(wa + w? -H ro)'sin a
/"(w,u, w) + X(« 3 -i-i;- — 2w!)CosO) = X
On déduit de là que la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (1) représente un cercle est qu'il existe un nombre X en sorte que /"(m, v, w) -+- *(« 2 -H t> 3 — %uv cos 6} soit le carré d'une fonction linéaire.
Remarquons d'abord que a" doit être différent de ?.éro, sans quoi l'expression qui précède, devant être carré parfait, ne pourrait renfermer la variable w ; on devrait avoir b = b'— 0; /*(«, v, tv) se réduirait a une fonction homogène de u et de v et l'équation représenterait deux points à l'infini.
Le coefficient do w 2 n'étant pas nul, pour que l'expression /"(m, », w) -+-)> (w 2 -+- î> s — 2«!> cos 0) soit carré parfait, il faut et il suffit que les mineurs de son discriminant qui contiennent a" soient nuls.
On aura
a'(b° — À cos 0) — bb' = 0.
Ces trois équations doivent donner pour >. la même valeur : on aura donc
Dans le cas où les axes sont rectangulaires, ces conditions
s'écrivent
Ces résultats pouvaient s'obtenir i de l'équation ponctuelle.
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Supposons ces conditions remplies, et proposons-nous de déterminerles coordonnées du centre et le rayon du cerCle représenté par l'équation (i).
On a l'identité
/"(«, v,io)-h\{u> + v 3 — 2uv ces 0) = ~ ( a "w+b'u-t-bv)!,
>. étant égal à l'un des nombres — ~ ou -■
On aura donc
de telle sorte que l'équation du cercle s'écrit
-s « + -,-, w-r-w) sin !
Va" h" / A sin s
«-— u- — 2ue cos (i a" !
Il en résulte que les coordonnées du centre sont — et -,,
ot que ie rayon R est donné par
_ A sin 2
On voit ainsi que le cercle n'es! réel que si A est négatif.
102 \ -|'i- I — |»i *!■•■■■ | . i-|.|-;. 1.1. ni- lij|- t|...|. -.|in-
latére, il faut que les directions asymptoliques soient rectangulaires.
Or nous avons vu (85) que l'équation aux coefficients angulaires des asymptotes était
Pour que ces directions soient perpendiculaires, il faut qu'on ait
A + A' — 2B" cos 0=1),
D désignant l'angle des axes.
Si les axes sont rectangulaires, la condition devient A + A' = 0.
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EXERCICES ET NOTES
1. Déterminer la nature des eoniijites représentées pur les èqtiaii 3 — v 1 -+- 3w a — 2mw = 0,
( M _ )2 - z-ew = o,
,(3 _j- ÎC 2 _ vw — Z\BU _|_ uv = 0.
2. Discuter la nature des coniques représentées par l'équation
M s + 2u s +(l s - 1>- 2 — 2Xpic + 2mm? — 3iw» = 0. jwarod Ze paramètre X «crie.
3. Discuter la nature des coniques représentées par l'ëq nation
î( M 2 _ v i _]_ pic2 _ as;,™, _ a MO = n, lorsque le point (a, P) se déplace dans le plan.
4. On donne un. cercle, u.ne droite et un point A; par te pois! A, o» mène une droite quelconque qui rencontre la droite i) au point B. Trouver l'enveloppe de la droite, qui joint le point B au pôle de la droite Ali par rapport au cercle.
Cette enveloppe est une conique ; discuter la nature de celte conique eu supposant que le point A si: déplace, dans le plan, le cercle et la droite D restant fuies.
Soient œ 1 -H y 1 — R 3 = 0, y — m = G
(es équations du cercle et de la droite, et a, p les coordonnées du point A.
Soit tue -+- vy + w = l'équation d'une des droites dont on cherche l'enveloppe ; elle rencontre fa droite D au point
B [y = wi] m — ■ ) ; je forme l'équation de la droite AD,
et j'écris que son pôle est sur la droite ux-\-vy + w = 0,
On trouve ainsi pour équation tangcntielle de l'enveloppe. Ra( m - p)»> + Il W + M + (R 2 + mp)«w + m«»w -t- R ! awe = 0.
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Pour discuter cette conique, je forme
A = ï( )M -p)r aS (R S _ m l 1) _(R a .
Remarquons que
es! il;uis les autres r
i on considère s et ? comme coordonnées courantes, l 'équation
^(R5_ m s)_(R 2 _ wl p)a = représente l'ensemble des tangentes menées au cercle aux points de rencontre avec la droite D.
En supposant que cette droite rencontre le cercle en des points u réels, on voit aisément que si le point A est dans les régions du plan couvertes de hachures, l'enveloppe est une ellipse, car a\ est positif; au contraire si le point A . l'enveloppe est une hyperbole.
On peut remarquer que les ellipse* sont toujours réelles, puisque
le mineur A par exemple est égal à R s m£ -■ — '- ou à
— '-, quantité négative.
L'enveloppe est une parabole si ji = 0, c'est-à-dire si le point A est sur le diamètre du cercle parallèle à la droite D.
Enfin si le point A est sur les autres droites de la ligure, l'équation représente deux points.
On examinera d'une manière semblable le cas où la droite D ne rencontre pas le cercle.
Tous ces résultats peuvent d'ailleurs s'obtenir aisément par de simples considérations géométriques.
5. Trouver l'enveloppe d'une droite s' appui/ mit sur deux droites données et ayant son milieu sur une autre droite donnée,
6. On donne une ellipse et un point A ; par ce point, on mène une droite quelconque, du pôle M de cette droite par rapport à l'ellipse on abaisse une perpcndi.culai.re sur cette même, droite ; trouver l'enveloppe de cette perpendauihiire.
Soit ux + vy -+- w = réqualion d'une des droites 4 dont on cherche l'enveloppe; du point A (a, |i) j'abaisse une perpendiculaire
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sur celte droite et j'écris que le pôle de la perpendiculaire est sur la droite a. On obtient ainsi l'équation tangcntielle de l'enveloppe,
qui représente une parabole tangente aux axes de l'ellipse, et qui reste la même pour toutes les coniques homofocales.
7. Enveloppe du la droite qui joint les projections d'un point quelconque d'une parabole sur l'are et In tangente au sommet.
8. Enveloppe d'une droite qui joint les point.': homologues de deux divisions homograplrlqucs. Discv.'.er la nature de la conique obtenue.
9. Enveloppe d'une corde d'une conique vue d'un point fixe sorts
un angle, droit. Vu* oh le point est su,- la conique.
10. L'une des asymptotes d'une conique circonscrite à un triangle passe par un point fixe ; trouver l'enveloppe de l'autre asymptote.
Soit OAB le triangle ; prenons OA et 011 pour a\es et soient œ a ,y a les coordonnées il u point fixe.
L'une des asymptotes aura pour équation y — y B — m(a> — afc) = 0; soit MK + DI/ + io = l'équation de l'autre asymptote ; l'équation de la conique s'écrit
[</-!/„- ■» [m - *«)](«■ + vy -+- w) + k = 0.
Écrivons que cette conique passe p;ii' les sommets du triangle donné ; on a trois équations entre lesquelles on éliminera aisément m et k. On trouve pour équation tangcntielle de l'enveloppe
>(« — <*o) + «01» (* - Vu) -H to] — x„y a uv = 0. Discale] 1 la nature de cette conique et la construire.
il. Trouver l'enveloppe d'une droite telle que le produit de ses
distances à deux points lices soit constant.
12. Trouver l'enveloppe d'une droit-; telle que. la somme des carrés '.le ses tlis'auces ù. deux points finis soit couslante.
13.. On donne deux droites 0./;, Oi/ et un point A. Un cercle quelconque passant par et A coupe les droites en I! et G. Enveloppe de la droite 1Î0.
Soit ux-r-vy-\-io = l'équation de la droite BC. Le cercle
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passant pai- les points 0, R, C a pour équation
« a + y' ! -+■ 2xi/ cos + — - te H y = ;
j'écris que ce cercle passe pur le point K (as„, i/ u ) ; un a l'équation tangeiUielle de l'enveloppe,
%l -+- a^ni/o cos ° + !*o H- jr *o + - Vo = ° .
qui représente une parabole taiiL'etile ;iux deux droites.
14. Dechaque point d'unis droit.!: on abaisse, des paye n dieu /aires sur deux autres droites : e--,, celoppe dr la. droite qui joint leurs deux
15. On donne une conique, tangente. !< deux droites Ox et i)y. Une tangente quelconque à celle, conique, rencontre ces droites en Â et li. Lieu du quatrième sommet du parallélogramme construit sur OA
16. On donne un cercle et an point h . Par a; -point on mène un: sécante ABC; fin joint le point I! nu point, (j' diamétralement oppost à C. Enveloppe de la droite B.C.
17. Étant données deux, lan genti.-y. à une conique, on leur ment des parallèles par les dijl'éri'.ni.s pointu de In corde de contact; trouver l'enveloppe de la diagonale du parai. leh, gramme ainsi formé gui est opposée au. point de. concours de?, tangentes. Cas où la coniqui es 1 , une parabole.
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103. Droites conjuguées. — On dit que deux droites sont conjuguées par rapport à une conique lorsqu'elles divisent harmoniquement lestangenlcs menées à ' a conique par leur point de rencontre.
Soit la conique représentée par l'équation f(u, v, w) — au*+a'v*+a"w*+2bvw-\-%b'wu-t-%b°uv = 0. (I;
Considérons deux droites ayant pour coordonnées «„, t> 01 n\ et i*i, v u «'s, et proposons-nous <ie trouver la condition pour que ces deux droites soient conjuguées par rapport à la conique.
Une droite quelconque passant par l'intersection de ces deux droites a pour coordonnées ï.Uq+ pw„ \v u -+- pv, ot Xwo + jHOj ; les valeurs de \ et de ji correspondant aux tangentes issues de ce point à la conique seront déterminées par l'équation
f(Xu -+- fiu, , ï.î!„-t- [*»!, >.«'„ + i«e,) = : ou, en développant, >Y(W wJ + Xrfw/^-t- v l fi t + w t f! at )+ [*V(«i, Bi,«i) = 0.
Pour que ces deux tangentes soient conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites données, il faut que les deux valeurs de — déterminées par l'équation qui précède
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soient égales et de signe contraire (14) ; on doit donc avoir
ou
Cette relation développée s'écrit
104. Pôle d'une droite. ~ Théorème. — Les droites conjuguées d'une même droite A passent par un point fixe qu'on appelle le pôle de ta droite .
Soient v , v a , w„ les coordonnées de la droite a, et u, », w celles d'une droite conjuguée. On a la condition
<.,+ »«, + »ft, = 0, (-2)
ce qui montre que la droite («, u, »') passe par un point iixe qui a pour coordonnées fù , fl , fir ■ Ce point est le pùlc de la droite a et l'équation (2) est l'équation de ce pùle.
D'après ce qu'on a montré plus haut (88), ce point est l'intersection des tangentes menées à la conique aux points où la droite a coupe cette conique.
105. Pour que ce point existe, il faut que les trois dérivées i,.. ...,. m (..... i,.'ll< - -i. iii-in- i-iiii'-
Si l'on a
Jfi, = ■<. + ** + *'». = 0,
i/» t = éfut + bvt + ifw, = 0,
le déterminant du système de ces trois équations est nul cl l'équation (1) représente alors un système de deux points; les valeurs de w„, v , tv qui annulent les trois dérivées sont précisément les coordonnées de la droite qui joint ces deux
points.
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On voit donc que si l'équation [i) représente une véritable conique, une droite quelconque du plan admet un pôle bien déterminé.
Il en est de même dans le cas où l'équation représente un système de deux points, sauf le cas où la droite se confond avec la droite joignant les deux points.
Ce résultat est d'ailleurs conforme à la délinition du pôle d'une droite par rapport à un système de deux points (28).
106. Proposons-nous maintenant de chercher si deux droites distinctes peuvent avoir le mémo pùle par rapport à une même conique.
u , v , Hi et m,, y,, »>, désignant les coordonnées de ces droites, on doit avoir, pour qu'elles aient le même pèle,
rj, _n._ (K _ ,
n.+ir,, = o, ft, + i/;;, = o.
Or les premiers membres de ces équations peuvent s'obtenir en remplaçant dans les fonctions fû, /",', f' m les variables », v, w respectivement par v a -hlu,, u + X«,, w a -+- lu; .
On doit donc avoir pour une valeur déterminée de \ fl(u a -+- Xu, , v -+- lv, , w, + Xw,) = 0, f!.(u, -+- Xu, , v a + lv, , «?„ -+- /.«■■,) = 0,
A("o -+- iu i > % -+- l "' • h-'o + Xw, i) = o ;
cela nous montre que l'équation doit représenter un système de deux points et que la droite qui joint ces deux points a pour coordonnées tz + Xui, u + X« t , w -+- he t ; cette droite doit donc passer par le point de rencontre des deux droites données.
Donc pour que deux droites aient le même pùle par rapport
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ii une conique, il faut que cotte conique se réduise à deux points et que les deux droites se coupent sur la droite joignant les deux points.
107. Polaire d'un point. — On appelle polaire d'un point la droite qui a co point pour pille.
Soit le point (37 , j/ , s„) ; si u , «„, w t désignent les coordonnées de la polaire do ce point, on aura
Tout rcvienL à résoudre co système par rapport h u , o a , «'„. PiiEMiKii cas, — Supposons qu'on ait I a b" h' | A = b" a' b I =£ 0, I 1/ b a" I c'est-à-dire que l'équation (1) représente une véritable conique. On peut alors résoudre le système (3) d'après la règle de Cramer ; on aura
iu„ = l(kx a -\-R"u a -i-B'z ), au = i.(B% + A';/, 4- B:,).
i/^= X(B'x o 4-By o -i-A"z ), qu'on peut écrire, en désignant pur
? (x, y, z) = kx* -+- A'y> + AV -1- 2iî)/Z+ 2B'ra:+ 2B"iy = l'équation ponctuelle de laconique.
l'équation de la polaire sera donc
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aw,J -+- i/o,; +;o! = 0,
résultat qu'on établi l en géométrie analytique.
Rappelons que deux points sont conjugues quand la droite qui les joint rencontre la conique en deux points conjugués harmoniques par rapport a ces deux points ; chacun d'eux est alors situé sur la polaire de l'autre, et la relation qui lie les coordonnées &„, y„., z a cl x„ y u z s de ces deux points est
ou
,\t„x, + A';/,;/, -1- A*V -+-%,!. + V/0 + B'ts,*, +Vi)
Deuxième cas. — Supposons A = 0, et l'un au moins de ses mineurs différent de zéro, soit par exemple i 1 )
A" = aa' ~ b" 2 ~£ 0.
I. 'équation représeule Jeux points distincts
On peut alors résoudre les deux premières équations du système {'.)) par rapport à u„ et v a , et, en transportant ces valeurs dans la troisième équation, on obtient
I a li" b'v. a - hx„ 1
! b" a' bw„ — h h = 0.
I reste
\ b' b Le coefficient de À peut s'écrire
B'*, + Byo + A"î„ ou i»; t ; égalé à zéro, il exprime la condition pour que le point (jc ,t/ , ; )
(t) Un peut toujours supposer qui; lu mineur ilill'éœnl. de zéro soit l'un des mineurs appelés principal», A, A' on A", car si ees trois mineurs
ûlaient unis ninsi que i, les trois autrus mineurs sctviieul aussi nuls d'iipres 1rs iiiiniiilos ilu ii° !J;i.
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soit sur la droite D joignant les deux points représentés par l'équation (!].
Nous aurons donc deux cas à distinguer :
t" Le. point (x a , i/ , s a ) n'est pai sur la droite D. Le système (3) est équivalent au système
~fi — Xœ„ = 0,
| &' 6 = I Le coefficient de à étant différent de zéro, pour que la troisième équation .soit satisfaite, il faut qu'on ait
X = 0; les deux premières équritions se réduisent alors à
fi t = 0, ft t = 0;
elles déterminent la droite D.
L'n conséquence, tous les points en dehors de la droite D ont pour polaire cette droite.
2° Le point {x„, y a , ;„) est sur la droite D.
i,e coefficient de >, est nul et le système [3) se réduit aux deu\ équations
les coordonnées de la polaire satisfont à l'équation
Si l'on y considère u tt u , wj u comme coordonnées courantes, cette équation représente un point situé sur la droite D, et toute droite passant par ce point est polaire do point \x a , y,„ ; ). Ce point et le point donné divisent hamioniqucmcrit les deux points représentés pur l'équation il).
Troisième cas. Supposons A = 0, et tous ses mineurs nuls. Dans ce cas f(n, v, 10J est carré parfait, et l'équation (1) représente un point douLle.
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L'un des coefficients a, a' ou a" est différent de zéro; supposons
On peut tirer v„ de la première équation du système Cli, et en remplaçant dans les deux autres, observant que tous les mineurs de à sont nuls, on obtient le système suivant, équivalent au système (3) :
*(*X — ay ) = 0, [
'El — h _ fj .
elles expriment que le [joint dorme cnincide avec le point double, car f{u, v,v>) étant carré parfait, sa racine est proportionnelle à une dérivée partielle, f„, puisque n^O.
1° Stipposons gué la point [xo, y a , s p ) ne coïncide pas avec le point double.
Pour que les deux dernières équations du sjstème (S) soient satisfaites, il faut que >. soit nul.
La première équation devient alors
f%=0; elle exprime que la polaire passe par le point double.
3° Supposons que le -point (x a , y a , s ) coïncide avec le point double.
Les deux dernières équations du système (5) sont satisfaites quel que soit >> ; la polaire est donc déterminée par l'équation
et comme 1 est arbitraire, une droite quelconque peut satisfaire à cette équation ; la polaire du point double est donc entièrement indéterminée.
108. Tous ces résultats peuvent être résumés do la manière suivante :
1° Si l'équation (1) représente une véritable conique, une droite quelconque a un pôle bien déterminé et un point quelconque a une polaire également, bien déterminée.
2" Si l'équation fl) représente deux points distincts A et B,
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Lou le droite autre que la droite Ait a un pôle situé sur lit droite AB; le pâle de ia droite AB est un point ((ueleonque du plan. Tout point en dehors de la droite AB a pour polaire la droite Ali, et tout point situé sur la droite AB a une infinité de polaires assujetties simplement à passer par le conjugué harmonique du point donné par rapport à A et B.
3" Si l'équation (I) représente un point double, toute droite ne passant pas par le point double a pour pôle ce point double, el toute droite passant par le point double a pour pùle un point quelconque du plan.
Tout point autre que le point double a pour polaire une droite quek'orifjiie passant par le point double, el. le point double a pour polaire une droite quelconque du plan.
109. Théorème. — Si par deux points d'une droite, on mène, des tanj/cutes à une conique, te point de concours des dioijornih:.-. du. nuad.rih -itère formé par ces tangentes est le pùle de la droite.
Menons les tangentes par les points AetB; on obtient le quadrilatère CDE1-' dont le point de concours des diagonales est le point I; je dis que I est le pôle de AU.
D'après les propriétés harmoniques du quadrilatère complet ABCDEF, DFest divisée harmoniquement par les points I et H, le faisceau A.HFID est harmonique ; on en conclut que AI et AH sont conjuguées par rapport à la conique et que Al passe par le pôle de AB. Pour une raison analogue, lil passe par le pôle de AB; ce pôle est donc le point I, le théorème est démontré. Si on applique le théorème aux points C et F, on voit que CE a pour pôle le point H ; de même DF a pour pôle le point K.
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jugué par rapport à uni! conique lorsque chacun do ses eûtes a pour polo le sommet oppose.
Jl existe une inlinilé de triangles conjugués par rapport à une conique.
En effet, par un point arbitraire A menons deux droites conjuguées quelconques, traçons la polaire du point A qui rencontre ces droites en B et C ; le triangle ABC est conjugué par rapport à la conique.
Dans cette construction, le point A est arbitraire, ainsi que l'une dos droites AB ou AC; les éléments d'un triangle conjugué dépendent donc de trois paramètres arbitraires
Le théorème précédent (109) peut s'énoncer de la manière suivante :
Les diagonales d\m. quadrilatère couijilrj, circonscrit à une conique forment un triangle conjugué par rapport à cette
Remarquons que si un triangle est conjugué par rapport a une conique, deux sommets quelconques et deux cotés quelconques sont conjugués par rapport à la conique.
Coniques conjuguées par rapport à un triangle
On dit qu'une conique est conjuguée par rapport à un triangle lorsque le triangle est conjugué par rapport à la conique. Nous allons chercher l'équation tangenticlle des coniques conjuguées par rapport à un triangle.
u Nous supposerons d'abord que Ton
prenne pour axes de coordonnées deux côtés OA et OU du triangle.
Désignons par y l'abscisse du point A et par j3 l'ordonnée du point B.
Soit
/(«, o, w) == au , ^-a'v a + a"v> î + 2/>vw-hWwu-h%b"uv =
l'équation générale des coniques.
Ecrivons que le pôle de Ox est le point. Ti. L'équation du pôle de 0;r est
Hosted by
En écrivant que Oy a pour pôle le point A, on obtient de
même
Ces conditions sont suffisantes, car si elles sont remplies AB aura pour pèle le point 0.
L'équation de la conique s'écrit alors, en remplaçant a et a 1 par leurs valeurs tirées des relations précédentes,
b'zu- -+- bf.v 1 -h a'tc*- -h Ibvio -+- Ib'uw — ou encore
On peut dire que l'équation générale de ces coniques est A(t«-i-tt>) a -i-B(wp-i-!«) a +Ctt) s = 0. A, B et G désignant des nombres arbitraires.
Supposons maintenant que le triangle soit rapporté à des axes quelconques xOy; soient x u y, ; %ï, }h > x ^ y-i 1° K coordonnées des sommets A, B et C de ce triangle.
Si nous prenons pour nouveaux axes de coordonnées AB et AC, l' équation générale des coniques conjuguées par rapport au triangle, s'écrit
A{ W '« -+- w'T- + B(«'p + w') 3 -+- Oir- = 0, x et p désignant les longueurs AB et AC,
Pour revenir aux premiers axes, nous uLiliserons les formules de transformation établies au numéro 34. Remarquons que les coordonnées du point directeur de AB
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sont — et — — ; pour la direction AC, ces quanta — X, Vi — - Vi ti tés sont ■ ' - ' , " - v ■
On aura donc les formulas
u , = ufo — g,) %,— y,!
, _ u{x 3 — x,) wf?/ a — 1/1)
Réduisons les doux premières équations au même dénominateur et ajoutons à chacune d'elles la troisième équation membre à membre ; on a
u'P h- «/ = usti h- vy 3 -+- !c,
L'équation de la conique devient donc
A(«a!î+oj/, + w} 3 + B(uaîj + u*/ a -+- wJ'-l-Cftia;, -H oy, + wf = ;
elle est de la forme
iJiiix i + vy,+w) 3 +}. i (ux i +vy î -^w) 3 + \ s (ux 3 -{-vy 3 -i-w) i = 0,
ou, en désignant par P,, P», Pu les premiers membres des équations des sommets du triangle donné, on voit que l'équation
générale langent ielle des coniques conjuguées par rapport à ce triangle est
>.,PÏ-r-ï 3 P|+Mi = 0.
112. Théorème. — Si deux triangles sont am-jui/ttës par rapport à une conique, leur:: .•i.r soiianai-i sont aur Vite r unique al leurs côtés sont tangents à une, r.ùuique.
Soient x : , y, (i — 1, 2, 3, 4, 3, 6) les coordonnées des six sommets des triangles.
L'équation langentielle d'une conique cnnjufuiéo par rapport au
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triangle qui a pour sommets les trois premiers points est
tielle ■ ■ les tr<
deux é
l'équation tangentielle d'une conique conjuguée par rapport .
triangle formé pur 1rs trois iinl.i'f.'s points est
écrivons que les deux équations représentent la n obtient une identité de la forme
On en déduit
2ii#^ = o, 2^ = °. 2 1 " 3 " 1 " = °' 2^=0, 2^=°' 2^"= '
On a six équations homogènes à six inconnues, ;j,, jj 3 ,..., ja ( ; le déterminant du système doit être nul ; on a donc
Biyi *»,vi «aïs «*s* «Wb ^ 6 y« s<î yï y! y! y! y«
ce qui prouve Lien que les six points sont sur une conique.
En transformant cette propriété par pohin;* réciproques, on a la seconde partie du théorème.
113. TriKOKiïME iiÉciPROQUE. — Si deux- triangles sont inscrits dans une conique, il existe, une amiqv.e. eoiijuijuèe pin- rapport à ces deux Vriciiijli'i.
Si le déterminant précédent est nul, il existera une relation linéaire et homogène enire les éléments de ses lignes ; on aura donc la suite d'égalités
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d'où i'on déduit, l'identité
2rt«» + w + »)'-o.
ce (jui montre que les équations lan^enti elles
représentent la même conique, qui est conjuguée par rapport aux deux triangles.
Corrélativement, si deux triangles sont circonscrits à une même conique, il existe une conique conjuguée par rapport aux deux triangles.
EXERCICES ET NOTES
1. Triangles polaires récip roques. - On dit que deux triangle? sont polaires réciproques par rapport à une conique lorsque les sommets de l'un sont les pôles des côtés de l'autre. La réciproque est
Théorème. — Les droites qui joù/nent les sommets correspondants de deux triangles polaires réciproques prissent par un même point.
Soit f{u, v, w) = l'équation tangentielle de la conique ; et soient
B = bx+b'y + b'z — 0.
les équations des côtés BG, CA, Ali d'un triangle ABC ; nous allons démontrer que si l'on mène par les sommets les droites conju-
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l- il ë o s îles rôles opposés, les [rois droites obtenues snnl. concourantes.
Une droite quelconque passant par le point A a pour équation p-h Xy = ; pour qu'elle soit l'onjusuée du celé lit', ou doit avoir
(6 _(. le) f; t + (&' ■+■ \c')ft + (&" + *0 ft" — 0, d'où l'on tire, en posant pour simplifier l'écriture,
6/ï H- Vfk + B"/* = «ft + «'fi' + tTfr = («»).
i2*i "(oc)'
- dlili'iiiii
donc la droite
P(ac)--,(«6) = 0.
Les deux autres droites auront pour équations Y [fl«)-«(6o)= 0, a ( C 6)~p(ca) = 0.
ne idenlilé ; donc les trois droites sont
cipe de dualité, on obtient le théorème
En additionnant o concourantes.
Fn transformant p; suivant :
Les points d'intersection des côtés correspondants de deux triangles polaires réciproques sont en litjne droite.
D'ailleurs, l'un de ces deu\ théorèmes résulte du l'autre, d'après les propriétés de deux triangles homolodqnes ; on peut donc dire que deux triangles polaires réciproques Mint II oui illogiques.
2. Démontrer que, réciproquement f deux triant/les honiologigices sont polaires réciproques par rapport à ane conique.
3. Etant donnés deux triangle:-: ABC-, Ail>:('.|, par les points A ? B,C on mène les droites respectivement conjuguées de I'ÎiCi, CjAj, AiBj. Si ces droites passent par un même point, les droites passant par Ai, Bi, Ci et respcctcci'mc.nt ccmjutjuces de, KC, CA, Alï, se coupent aussi en un mi-mc point.
Prenant les mêmes notations que dans l'exercice 1, les trois premières droites auront pour équations
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ut pour que ces droites soient coiu'ouraiiles, il faut qu'on ail
[ca,)(aii,)[bc,) = ((>f'i'ycb,){aci) ; celle relation élant symétrique par rapport aux deux triangles, le théorème est démontré. (')
Si la conique se compose des doux points cycliques, deux droite.s n>:]jii!ïiLi':c-s quelconques sont perpendiculaires ; on a alors ['énoncé suivant :
Si deux triangle* sont tels que les pxpendi-uluires abaissées des sommets ii-: l'un sur les côtés de l'autre soient, concourantes, internement les perpendiculaires abaissées des sommât.* dit deuxième sur le* cotes du premier srmt aussi concourantes.
A. Les polaires des milieux des cotes d'un triangle par rapport à toute conique inscrite déterminent un iruuujle. dont l'aire est égale à celle, du triangle donne.
5 . Par un point quelconque du plan, on peut mener une infinité de
cnip/es de droites conjuguées, qui constituent deux faisceaux en inr.olution . 'froncer les points du plan pour lesquels deux droites eonjv. iju.ee. s qiiclconqu.es sont perpendiculaires. Ces points sont les foyers.
S. Si par deux points I! et G conjugues par rapport à fine conique, on mène ileu.c droites oui. se, coupant en un point u de la courbe, lu. corde be que ces deux, droites interceptent sur la conique passe par le pôle A de liC. Théorème corrélatif ,
7. L'équation générale des coniques ayant pour centre le point
\x, y), et. pour (liamèlres conjugués deux droites de coefficients angu-
(IM + vy + «)! + X( M + tmi)' + ,*{,.., -+. m 'jl = 0. Ces deux diamètres forment en effet avec la droite de l'infini un triangle conjugué par rapport à la conique
(1) Cette démonstration et relie qui précède sont dues ii SI. Dahboux.
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114. Centre. — On appelle centre d'une conique un poinl tel que toule droite pnssanl par ce point rencontre la courbe en deux points symétriques par rapport à ce point.
11 résulte immédiatement de cette définition que le centre est le pôle de la droite de l'infini, et que, réciproquement, si le pôle de la droile de l'infini esl à distance finie, ce point est un centre.
f{u, v, w) = au*-ha'v 3 -ha"w t +1bvm+2b'wu-i-2ù"uv = Q (1)
l'équation tan^euiielle de laconique.
L'équation du pôle d'une droite quelconque (u„, t> , ir„) est
ou encore
Si la droite est à l'infini, u et u c sont nuls, et l'équation
devinnl
Peemiek cas. a" ^t 0. La conique est une ellipse ou une hyperbole.
Le pôle est à distance finie. La courbe a donc un centre, qui
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a pour coordonnées -77 et — , ou, si l'on vcuL, pour coordonnées homogènes />', h et a".
Danslecas particulier où i est nul, l'équation (1) représente deux points, le centre est le milieu de ces deux points.
Deuxième cas. a" = 0. La conique est une parabole
Le pùle de la droite do l'infini est à l'infini, ce qu'on pouvait prévoir, puisque la courbe est tangente à cette droite. La parabole n'a donc pas de centre.
Le point où la courbe louche la droite de l'infini a pour coordonnées homogènes //, b et ; la direction as ymp lu tique a donc pour paramèlrcs directeurs b' et h.
H5. 1! résulte de là que l'équation générale des coniques qui ont pour centre le point (w, y) est
au 3 -+- a'v 1 -h Wuv + 2xuw -+- 2yvw -+- io a = 0. (S)
116. Théorème ne Newton. — Le liait ife maures des coniques tançantes iï quatre droit/:!: eut une droit" qui pusse, pur les milieu,': des diagonales du- qi'adrU.at'':.ra fo-nnè par las quatre droites.
Soient «,-, m, wj [i=l,2, 3, 4) les coordonnées des quatre droites.
L'équation d'une conique ayant pour centre le point (x, yi est l'équation (2) ; la conique étant tangente aux quatre droites données, on aura les relations
ij + a'v\ -+- 25*u, «i + SxttiWi ■+- 2t/r>iiDj -h
au^ + a'v\ -h Wu^t + 2x>!.pa.] -+- 2i/v- ! ii: i -+- ■
au$ -+- a'v\ -+- %b"u-,V;t -j- 2COU3IG3 -H 21/v-jW.i -+-
au 3 -+- a'vl -h 2b"ittVi ■+■ 2&tnv>i 4- S;/0(W+ -+-
En éliminant a, a', b" entre ces quatre équations,
on aur
lion du lieu.
On obtient ainsi
u\ v\ îfjPj 2«i*iWi -+- 2y«iM>i + u>\
u\ d| «.i'i 'ixuur-i -\ 'iilv i w l -\~xa\
!*j i 1 ^ "aï;: 2.r«aM; :( ■+■ 2i/5iiCj + w|
»* «î «^ 2»K«ie 4 + %>jv,v:,. -+■ ic\
équation qui représente u
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Deux sommets opposés du quadrilatère peuvent être considérés
comme formant une conique I argenté aux quatre droites; il en résulte que le milieu de ces deux points fera partie du lieu.
On voit ainsi que le lieu est la droite qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère formé par les quatre droites.
117. Exercice. — Lintt (1rs centres /('•■■< /ii/iinrhulef '!'jtnlato) m en conjuguées par rapport à un triangle.
Prenons deu\ cotés du triangle pour axes de coordonnées ; soient 3 l'abscisse du point A et 3 l'ordonnée du point B.
L'équation générale des coniques conjuguées par rapport au triangle OAB est (1H; A(Ma + „)» + B(rE + wf + Orf = développant, +- C)w' + 2Aa«u! H- 2B3™ = 0. (3}
■x et y désignant les coordonnées du centre.
Nous obtenons alors
axv? -+- pi/» 3 + 2xuv; + 2yvw + ic 3 — 0, qui est l'équation de la conique conjuguée par rapport au triangle AOB et ayant pour centre le point [*, y).
Écrivons que cette conique est une hyperbole équilatére ; nous aurons l'équation du lieu.
On doit avoir
A + A' — 2IÎ" cos 8 =
a ' a " — b* + d'à — È'* — 2 (66' — n"b") cos = 0. Il vient dans le cas particulier considéré
?y — y* + aœ — o: 3 — 2xy cos 8 = a: a + y 2 -t- 2xy cos B — ta — $y = 0, équation du cercle circonscrit au triangle 0A13.
118. l'our que l'équation générale (Sj représente une parabole, il
[/équation L , énéiiilc(l'js}inralioli. , iri)|]juguées par rapport au triangle OAB sera donc
\u(tta -+- Sic) + im (ijp -+- 2io) = 0.
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119. Diamètres. — Le lieu des milieux dos cordes parallèles à une direction fixe) dans une conique est une droite qu'on appelle diamètre conjugué de la direction donnée.
Ce lieu peutêtre en eil'ef considéré comme la polaire du point à l'infini dans la direction des cordes.
Soient a, p les paramètres directeurs de cette direction ; le point à l'infini dans cottes direction a pour coordonnées homogènes a, j3, 0. Si u, v, w sont les coordonnées de sa polaire], fL fl et f!„ sont respectivement proportionnels à a, fi et 0.
On a donc
Ces deux équations déterminent le diamètre conjugué delà direction a, p.
120. Les diamètres étant les polaires des points situés sur la droite de l'infini, doivent passer par le pôle de cette droite ; c'est ce que montre d'ailleurs la condition f', j: = 0.
11 en résulte que dans l'ellipse et l'hyperbole les diamètres passent par le centre, tandis que dans la parabole, ils sont parallèles à la direction asymptoiiquo.
121. Les relations (4) déterminent un diamètre tel que nous l'avons défini, seulement dans le cas où le point de coordonnées t, p, n'est pas situé sur la conique.
Dans le cas contraire, si ce point est siiué sur laconique, les équations (4} déterminent les coordonnées de la tangente en ce point, c'est-à-dire d'une asymptote si la conique est une hyperbole, de la droite de l'infini si la conique est une parabole.
122. Diamètres conjugués. — On dit que deux diamètres sont conjugués dans une: conique à centre lorsque chacun d'eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à
l'autre.
Hosted by
130 COORDONNÉES TAKGENT1ELLES. -
Chacun de ces diamètres passe par le pôle de l'autre ; on peut donc les considérer comme deux droites conjuguées passant par le centre.
La relation qui lie les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués s'obtient en écrivant que les deux droites
sont conjuguées par rapport à la conique.
On trouve ainsi la relation connue
k'mm 1 -+- B"(m -+- m") -+- A = 0, qu'on pouvait déduire de l'équation ponctuelle de la conique.
123. Prenons comme axes de coordonnées deux diamètres conjugués quelconques, et cherchons l'équation tangenlirlli.' de la conique par rapport à ces axes. Les deux axes et la droite de l'infini sont les côtés d'un triangle conjugué par rapport à la conique. Les équations des sommets du triangle; étant
l'équation de laconique sera de la forme (111) Am» -t- Bu» -1- Cw E = 0.
124. Axes. — On appelle axe dans une conique un diamètre perpendiculaire aux cordes qu'il divise en deux parties égales.
U résulte de cette définition qu'on peut considérer un axe comme une droite dont le pôle est à l'infini dans la direction perpendiculaire à cette droite.
Soit ux -+- vij -h to =
l'équation d'un axe ; la direction perpendiculaire a pour paramètres directeurs m — ucosG et v — mcosO; le pôle de cette droite a pour coordonnées /„', fi, f,{. ; pour que ce point soit à l'infini dans la direction qui a pour j
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w — v cos 0, et v — u cos 9 il faut qu'on ait
u — v cos v — mcosO' |
fi = o. S
Ces équations ilélenninenl les coordonnées des axes ; la première est du second degré, la seconde du premier ; il existe donc deux axes en général.
Pour discuter les solutions de ces équatio
introduire une nouvelle inconnue S et écrire
î peut
/ï = 2S(«-t.cofi8),
fi = 2S(u — u cos 0), ce qui donne, en développant et en écrivant de nouveau la seconde des équations [$).
[a— S)m-(4*-t-S cos 0)v + b'to = 0, \ ;è"+Scos b)u-i-(a! — S]m-Éw = 0, i (6)
ïa + fo+« = 0. J
Les équations (fi) sont homogènes en v, v, w ; pour qu'elles admettent des solutions non toutes nulles, il faut que le déterminant du système soit nul. On doit donc avoir
a — S i"-hScos'J h
" -+- S cos a' — S b
Pour développer cette équation, on peu! décomposer le déterminant en une somme de quatre déterminants :
a If V
a S cos t
— S ScosO
S cos
Scosft —S
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de telle sorte que l'équation peut s'écrire
F(S) = a"& sin 3 8 — S(A -t- M — 2B" cos 6) -+- 1 = 0.
Si dans les équations (6) on remplace S par une racine de cette équation, cos équations admettront un système de solutions en w, », w qui seront les coordonnées d'un axe.
126. Pour que les racines de l'équation en S soient réelles, il faut qu'on ait
(A -h A' — 2B" cos 0) a — Aa"& sin 2 » > , et comme
a"i = AA' — B" 1 , la condition devient
(A + A'— 2B" cos tif — 4(AA' — B" s ) sin 2 > 0.
Ordonnons par rapport à B" ; on a
4B" J — 4B"(A + A') cos 6 + (A+ A') ; — 4AA' sin 2 6 > ou
[2B" — (A -+- A') cos B] s -+- (A — A') 3 sin s > 0.
Cette condition est toujours remplie ; l'équation en S ii donc toujours ses racines réelles.
Pour que ses racines soient égales, on doit avoir
2B" — (A + A') cos — 0,
On reconnaît les conditions pour que la conique soit un cercle.
127. C'est également dans ce seul cas que les équations (6] peuvent avoir leurs coefficients proportionnels et par suite
admettre une infinité de solutions en u, v, te. En effet, pour que l'on ait
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1 faut que
ŒM'liE, IJIAUKÏ'IMIB ET AXES
a — S 6" + S cos G //
cos
S est alors racine double de l'équation.
On peut donc dire que si la cou/que n'est pas un cercle, l'équation en S a ses racines réelles et distinctes, et qu'à toute racine de cette équation correspond un seul système de valeurs de u, v, ta donné par les équations (6).
est alors aisé de discuter
Premier cas. a" jt 0. La conique est une ellipse ou une hijfiçriiol.e.
L'équation en S a deux racines S, et S»; à chaque racine correspond un axe.
Je vais démontrer que ces deux axes sont perpendiculaires; soient, en effet, «„ t',, u.\ et u?, ti a , w 2 les coordonnées des uxes correspondant aux deux racines Si et S,. On a
/; = 2S,(«, - », cos 6), Il - SSife - b, cos G),
/',-, = SSitBi — u, cos G), fi t = 2B,fa — u, cos fi),
fi, = o, /■/,, = 0.
Multiplions les trois équations de gauche respectivement par «î, Bj, it'î, puis ajoutons; multiplions de même les trois équations de droite respectivement par u u v„ u\, puis ajoutons; on a «s/ï, + *>/>', + ÎOî/ï, = aSifUjWj -+- 11,1)2 — (WjDj h- «,«,) cos 01, «i/^ + ei/r, + «ift, = 2S,[ «.u. -h Oi« s — (u,* + y,»î) cos G]. Retranchons, en remarquant que les premiers membres sont égaux; il vient
= 2(S, — S,)[«iw a ■+- v,v 2 — {u lV , -+- »,«,) cos G],
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et comme S, — S 2 n'es! pas nul, on doit avoir
"i«3 -I- f i"î — (U)tia H- «il)[) cos — 0.
ce qui montre que les deux axes sont perpendiculaires.
lit en même temps on a aussi, d'après les équations précédentes,
«.A + b.A'. + wX, = 0;
par suite les axes sont deux droites conjuguées; ce sont deux diamètres conjugués rectangulaires.
Deuxième cas. a" =. 0. La conique, est une parabole. L'équation en S s'abaisse au premier degré, elle admet une seule racine.
' — -2B° cos 8 qu'on peut encore écrire, puisque a' — 0,
"4-26Ô' cos
Portons cette valeur de S dans la première des équations (fi). remplaçons A par sa valeur — ab 2 — a' b'* -+- 2W b" ; on
obtient.
«[o(6"-h26ô' cos 0) — a'b^ + Ibb'b"}
-^-v{b"(b 2 +- b") ^ (ab' + a'b'") cosli; H-6'wj(6 s + ô' , +266'cob0j = 0.
Cette équation, jointe à
/;;, = 2(b'u+bv) = Q,
détermine les coordonnées de l'axe de la parabole. De cette seconde équation, on tire
et en remplaçant dans la première on obtient
^ _ b"{b' a — 6 2 ) — bb'(a — a') + (o'i' s — ab*) cos 6 S -+- i' J -H 2W cos
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L'équation de l'axe peut donc s'écrire
g(g _ g) - 6g(g _q') .+■ (tt'i" - y) cos a
*»-*» + 6 . + 6'» + 266' cos 6 =0 '
129. On peut obtenir colle équation plus rapidement en considérant l'axe comme le diamètre conjugué de la direction perpendiculaire à la direction asymplotique.
Cette direction asymplotique ayant pour paramètres directeurs b 1 et b, la direction perpendiculaire aura pour paramètres b-A-b' cos S et — [b' -+- b cos 0). Les coordonnées de son diamètre conjugué seront déterminées par
b -+- b' cos 8 — {b' -+- b cos H) ' fi = 0.
Ces équations se déduisent aussitôt des équations (5) en l'omplinvaiil dans les dénominateurs u et v respectivement par les valeurs b et — b' que l'on déduit de la seconde équation ([„ = 0.
En résolvant ce système, on obtient pour w la valeur écrite plus haut.
130. Dans le cas où les axes de coordonnées sont rectangulaires, les formules (3) se simplifient et deviennent
a = fj, r. = o.
L'équation en S s'écrit
fl'S'-S(A + A')+ i = 0.
Dans le cas de la parabole, les coordonnées de l'axe vérifient les équations
et l'équation de cet axe est
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131. Exercice. — - Trouves l' enveloppe des <ixes des coniques qui louchent deux droites fises en des points donnés.
Prenons pour axes de coordonnées les deux droites données ; soit ï l'abscisse du point A et p l'ordonnée du point B.
Nous allons chercher l'équaiion lamienlicllo iicnérale des coniques tangentes en A et SI aux droites Oa; et Ou,
II faut d'abord écrire que le pôle de Ox est le point A.
L'équation du pôle de Oie est
I fi = Vu + a'v + bw = 0.
On doit donc avoir
De même pour que la conique soit tangente à Oy un point B, il faut qu'on ait
Tirons b et b' de ces relations et remplaçons dan? l'équation de la conique ; il vient
u'on peut mettre sous lu forme
/>, „, ») = ïfl
{fl + aU w -+- pw + Xic» = 0,
étant une variable.
Les coordonnées des axes
sont déterminées par leséquati
fi
S V — U COS
ft = o,
id) ._ p(aw + W ).
On aura l'équation de l'enveloppe en éliminant 1 entre ces deux équations. Mais lu première ne renfennunl pus le paramètre >. est précisément l'équation de l'enveloppe.
On peut l'écrire
a {Pw + «,)(»— mcosB) — ?(a«-H«)(M — i>cose) = 0,
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a p(„B — »I) + mib(P + «C01B) — «W>(« + P COSfl) = 0.
I, 'enveloppe est. une parabole dont l'axe a pour paramètres directeurs ? -+- o- cos 9 et — fa -+- ? cos 6) ; cet axe est donc perpendiculaire à la droite qui joint le point au milieu I de Ali.
On voit en outre que les coordonnées des tangentes issues du point à cette parabole satisfont à la relation
m« — v? — 0, c'est-à-dire que ces tangentes sont les liissectrices des a.\es de coordonnées. Le point est donc sur la directrice, qui se trouve être ainsi la droite 01, puisque cotte droite est perpendiculaire à l'axe,
132. Tangentes au\ soin mets. — Les tangentes aux sommets, c'est-à-dire aux points où les axes rencontrent la conique, sont parallèles aux axes.
On aura ies directions des axes en éliminant w entre les équations (b) ; on obtient
JE" — A' cos B)w s — mi>(A — A') — (B* — A cos 6)^ = 0. Les coordonnées des tangentes aux sommets devront vérifier celle équation ; elles vérifieront aussi l'équation de la conique
On peut donc dire que ces deux équations déterminent les tangentes aux sommets.
On aura les sommets eux-mêmes en prenant les points de contact de ces tangentes.
133. Les calculs sont, beaucoup plus simples dans le cas de la parabole.
La direction perpendiculaire à l'axe a, comme nous l'avons vu, pourpatamèlres directeurs i--t-i'cos9 et — (&'-+- éeos 1). Les coordonnées de la tangente au sommet satisferont aux deux équations
m(ô -h é'cos 0) — u(fi' + * cos 0) = 0,
Supposons, pour simplifier, les axes de coordonnées rectan-
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giilaires ; la première: ûqualion devient
bu— Vv=0;
on en tire
et en remplaçant dans la seconde il vient
a{4* + 6") et l'équation de la tangente au sommet est
*«+*- â(FTÔ =°-
Le sommet s'obtient, soit en prenant le point de contact de cette droite, soit en prenant l'intersection de l'axe et de la tangente au sommet.
EXERCICES ET NOTES
1. L'équation gtjnijraie Uui:;('i:lit;lle des coniques qui ont poi ;entre le point (#, y) est
Dans certains problèmes, on peut partir de cette équation poui obtenir le lieu des centres d'une conique variable.
2. Lieu des centres des htjper.'roli-s tiqiiUuthres i triaiujU.
Prenons deux cotés du triangle pour axes. OA = a, OB — r L'équation de la courbe est
26* HP -+- &cwu> -<r 2s">«> + ie ! = 0, avec la condition
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Pour que la conique soit une hyperbole équilatére, il faut qu'on
— %t — y 3 — 2 eus [xy — b") = 0.
éliminant b" entre ces équations, on a l'équation du lieu,
x* ■+- g"- + 2a;?/ cos tx 2g | [ _ Q x'fi cos « p
qui représente le cercle conjugué pur rapport au triangle.
3. Lieu des centres des coniques tau y en tes en un point donné à une droite donnée, ciinnaisstait v.i,e droite et sort pôle. Le lieu est une droite,
4 Lieu des centres des coniques tangentes à deux droites et passant par deux points.
I,e lieu est une conique passant pur le point d'intersection des deux droites, parle milieu de la dislance qui sépare les deux points, par le milieu de la partie interceptée par les droiles données sur la droite qui joint les deux points.
5. Soit xÙg -un angle fixe circonscrit à une conique, et AB une tangente telle que la partie Al! comprise entre les eûtes de l'angle ait une longueur minimum. Démontrer que les points A et B sont
•h.i ■/lidtstt'iti : s iln centre,
La conique étant tangente aux deux uses a pour équation
2XWB + %XUW> -f- Sj/mo H- w 1 — 0.
Soit - + | — 1 =0 l'équation de la tangente AB ; on aura SX — 2paj — 2%g-\-ap =
ÂB ! = «* + 3* — 8ap cos 8.
DilTéren lions- ce* deux équations ; on aura
— Zxdï — 2yda -H ad$ -J- pda = 0, adx-r-%d$ — (xd'fi + $da) COS 9 = 0.
En éliminant det et d[J on trouve
% — a cos 1 ï-3c qui montre que le centre est sur la droite perpendiculaire à AB me-
6. Un triangle ABC est circonscrit dune conique, 'es points de
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contact '.'tant a, ii, <-.. Démontrer q"<: la droite qui joint le. sommet A ni', point d oh le diamètre: Oa rencontre la carde de contact bc /Hisse par le milieu du côté BC.
7. Une hyperbole, est tuai/ente aux u.xes d'une ellipse et les asymptoi.es de l'iii/perl/oh; son.' la, nie, îles à l'ellipse ; d'énanirer que le centre de l'hyperbole est sur l'un des diamètres conjni/ués èijaax de l'ellipse.
aHfl + Pv* — w' = 0, (!)
a),!(u -+- 2a;uio -+- Syrie + io s — (2)
étant les équations de l'ellipse et de l'hvperbole ; les asymptotes ik: l'hyperbole sont déterminées par les équations (2) et (3)
ux + v IJ + w = 0. (3]
!l faut écrira qui; 1rs solutions du système [il) ci (:S; vérifient l'équation (i). Pour cela, éliminons w entre (2) et (31 puis entre (1) et (3) ; on a les équations
(uœ-r-vyf — 2am« = 0,
et pour que ces deux équations aient mêmes racines, il faut qu'on
re qui démontre le tliéoivnie.
8. On mène une tangente commune à deux coniques concentriques et on joint les -points de contact au. centre : denioiileer que ces droites et les cordes communes qui passent par le cuire forment un faisceau lournioniqi'f: .
Étant, donnée l'équation tani/eu'iel/e d'une ellipse
fi., .,«4 = 0,
'rou.cer l'équation de l'ensemble da's d.iu métrés conjugués égaux.
10. On considère des coniques ayant un centra fixe et tn.tiijC'tttes à une droite donné'- eu un point donné, 'l'rou.cee le lieu îles po/cs à une droite fixe et l'enveloppe des polaires d'un point fixe.
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H. On a vu, dans la recherche des axes d'une conique définie par l'équation tangentielle fin, v, ic) — 0, que les coordonnées de ces droites satisfont à l'équation
Celte équation représente une parabole en\eloppe des droites qui sont perpendiculaires aux droites qui joignent leurs pôles à l'origine.
Les axes de la conique ? onlr.il or* les tangentes menées du centre à cette parabole.
12. Enveloppe di-s uzes des pimboles inscrites dans tin triangle recl'illy /.■■?■.
L'enveloppe est une courbe Je troisième classe dont l'équation tangentielle est
les aires de coordonnées étant les côtés île l'angle droit du triangle, ï, p désignant les longueurs de ces cotés.
13. Enveloppe des tivunenles a'.'.o: sommets des paraboles dans un triangle.
Prenons pour axes deux ci'lés du triangle, OA = i et OB L'équation générale des parabole* tangentes aux trois côtés est
2bvw + S&'ww + 2b"uv = 0,
La tangente au sommet satisfait à l'équation de la courte, et en outre elle est perpendiculaire à l'axe, c'est-à-dire à la droite qui a pour coefficient angulaire — ■ On aura donc la condition
b\u — v cose) = b'{v — u cose).
En éliminant b, />', b" entre tes trois équations, on aura l'équation tangentielle de l'enveloppe ; on trouve
On trouve la même courbe que dans l'exercice 6 du Chapitre 11. On sait en effet que le lieu de- foyers des paraboles inscritesdans un triangle est le cercle circonscrit, et que les projection* du foyer sur les tangentes sont sur la tangente an sommet.
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Lieu, des centres des /iit/ie///o!es i:qu.i/iiti:res louchant deux -.s données en deu;e points q in sont en- lit/ne droite avec un point
■t enveloppe des asi/iiif,tot<:s des liyperbules
16. Enveloppe des axes e,t des asyni/)!ôtcs des hyperboles èqtri/cl'eres circonscrites à tin triangle.
On forme l'équalion ponctuelle de ces courbes; pour avoir !a première enveloppe, on écrit que la droite ux ■+■ vy -+- 10 = coïncide nvec If. 1 diainètn.' conjugué de la < 1 î j.- ih c~ t ïon peqH.'iidiculaii'e , pour avoir la deuxième, on écrit que cette droite rencontre les coniques en deux points à l'infini.
Ces deux enveloppes pont des hypocycloides à trois rebrousse-
lïK'IllS
RÉDUCTION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ
134. Etant donnée l'équation tangentielle d'une conique rapportée à des axes quelconques srOy ïaisant l'angle 9, nous nous proposons de trouver l'équation tangentielle de cette même conique rapportée à ses axes si cette conique est une ellipse ou une hyperbole, à son axe et à sa tangente au sommet si la conique est une parabole.
Premier cas. a" ^tO.
La conique est une ellipse ou une hyperbole.
Dans ce cas la conique admet deux axes dont les coordonnées satisfont aux équations
u — v cos v — u cos 8
Ces coordonnées sont déterminées à un facteur constant près ; nous pouvons nous donner a priori une relation entre ces quantités ; nous les assujettirons à la condition w 1 -+- u 1 — 2uu eos = 1, Nous désignerons par
U^X -+- OïV -+■ W} =
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les équations des deux axes avec les relations
u; -t-u? — 2WjB. cos B = 1,
UÎ-HOÏ — 2Mal)i COS 6 = 1.
Nous prenons ces droites pour nouveaux axes de coordonnées, la première pour axe des y' et la deuxième pour axe des x .
Nous désignons par x, y et x\ y' les coordonnées d'un même point par rapport aux deux systèmes d'axes.
Les coordonnées a/ et y' d'un point sont égales, au signe près, aux distances de ce point aux deux axes de la conique. Nous aurons donc, en choisissant convenablement les direc- ■tions positives OV et O'y',
x' = (m, a: -+- v$ -+- io,) sin 0, y' = (u^x -+- im/ m- iv 2 ) sin f J, en tenant compte des relations (1).
Soit alors
u'af -+- n'y' -+- w' =
l'équation d'une droite par rapport aux axes x'Q'y'.
Cette même droite aura pour équation par rapport au premier système,
u[u,x + v,y -h w t ) + v'fax+vfl -+- »,) + ^ = ou
xiu.n' -+- «,o') -+- y («,«' -i- »,»') -+- w t w' -f- w a w' -+- ^-g = :
Si donc w, v, m désignent les coordonnées de cette droite dans le premier système d'axes, on aura, à un facteur constant près,
U = Ui«'+« a «'i
iv = w, u' -+- w 2 v' -H - — - sin fl
L'équation de la conique devient alors
ffuiu' + vtv', OiU' + o,»', ie,u' -+- jojo' H- -^— ) =0. ' \ sin 0/
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On peut l'écrire
/'(U,t/-t- M s t/, V t u' -t-Pj»', (l.'id' ■
SECOND DEGRÉ
' sin G '
On peut alors développer les deux premiers termes ; il vient
Or, «i, o„ w, et «s, t) s , «'. étant les coordonnées des axes, les coefficients do u'v\ u'm' et v'w' sont nuls. De plus, nous avons vu (125) que
t\ = 2S,(u, — u, cosO), ft t = SSiju, - «t cos 0), A, - 0, S, désignant une racine de l'équation
F(S) = 4 — S(A + A' — 2B"cosO)-4-«"S 2 sin 2 = 0. En multipliant les trois équations précédentes respectivement par u„ v„ m„ et ajoutant, on a
Mi/ï t + »i/ï 1 H-«'ift = 2S,(m^ -+■ »> — 2u,Ci cos 0) ou
On aurait de même
/"(«s, Ci, Blj) = S 3 , et l'équation réduite est
S.u'i -f- S a c' s -h -£— w" = 0, sin J 6
S] et S s désignant les doux racines du l'équation en S qu'on
peut aussi écrire
a —S b"~\- S cos fi (y'
Ô*-I-Scos0 a' — S fi =0
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On en déduit immédiatement l'équation ponctuelle de la conique :
x' a y'- siu-
135. On peut, en partant de cette équation, retrouver les conditions pour que l'équation donnée représente une ellipse ou une hyperbole.
Pour que l'équation réduite représente une ellipse, il faut que S, etSj soient de même signe, c'est-à-dire que le produit des racines de l'équation en S soit positif.
On a ainsi
Pour que l'ellipse soit réelle, il faut que les doux racines soient de signe contraire à a". Or la somme des racines est (À-t-A' — 211" cos 0} a' sin s G '
on devra donc avoir
A + A' — 2B" cos <U.
Or, il est aisé de voir que le premier membre de cette inégalité a le signe des deux quantités A et A' ; il nous suffît de démontrer que l'on a
| A -+- A' | > | 2B" cos | ou
(A + A'J 2 — 4li" 2 cos- 0> t) ou encore
A 2 -H 2AA'{1 — 2 cos* 9) + A'» -+- 4(AA' — B"*) cos 2 > 0. Or le trinôme A J -+- 2AA' (1—2 cos- 6) -h A' 2 est toujours positif, ainsi que le coefficient de cos' 0.
On en conclut que l'ellipse est réelle si A ou A' est négatif, et imaginaire dans le cas contraire.
La conique sera une hyperbole si S, et $ 2 sont de signes contraires, c'est à-dire si
Tous ces résultats son! contenus dans le lableau qui termine le numéro 98.
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Si sin 3 fl
Les carrés dos demi-longueurs des axassent
Si sin s et — ■
Si p désigne la demi-longueur d'un axe et S la racine correspondante de l'équation en S, on aura a _ S sin' 8
d'où
sin s On aura l'équation aux demi-longueurs des axes en remplaçant S par cette valeur dans l'équation en S. On obtient a" s f + «"(A -i- M — 2B* cos 0)p a -+- A sin 3 G = 0.
Deuxième cas. a
La coniqi.ii: ••.f-l lut"- pimi/ioli?.
L'équation en S admel une seule racine. -7 :r— -1
1 A + A' — 2B cosO
et à cette racine correspond un axe que nous prendrons pour axe des a/, en écrivant son équation sous la forme
up + w + vH = 0, avec la condition
tâ+v'i — Iu.Oï cos = 1.
Pour axe des y' nous prendrons la tangente au sommet, el
nous écrirons son équation
IV
avec la condition
u] -V- v\ — - ^u,v, cos A = i .
L'équation de la conique devient alors comme précédemin-i.i
»Y("i- »i- «à + vVfafi + vJi, + <) + *>'VK »». «,)
siu 0'
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U3, v-2, w 2 étant les coordonnées de l'axe, on a
fl,{u 2 , s,, w s ) = et
fin* *, «*) = S, = A + A .-2B'co S 8' Comme Uj, »i, w t sont les coordonnées de la tangente au sommet, on aura
/'(«,, B,, Wi) =
et
M^ + O^. + WsA - 0, puisque le point de contact de cette tangente est situé sur l'axe.
L'équation réduite est donc
ou
», et fi seront déterminés (i.'13) par les équations
b' -+- /< cos /> -i- // cos i) et
u\ -\-v\ — 2«,Ui cos = 1.
On en déduit sans peine
Remarquons aussi que
A -h A' — 2B" cos 1 = — (ô 2 + b' 1 -+- 2ÔÔ' cos 0). puisque a" — 0; par suite
ô 2 + 6's_l_2iô' cos g
[, 'équation réduite peut dune s'écrire
m'' sin' ± 2wV(i 2 + O'i-hïbù' cos 6)' = U.
RÉDUCTION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ I
Si p désigne le paranuMiv, l'équation s'écrit
ot, l'on a
I 4 I sin- H p =
[i' + ft" -+-2S6' cos n) a
,a| désignai) L la valeur' absolue de à.
138. Applications numériques. — 1" Soit à trouver l'équation réduite de rhyperhok équilalèrft déjà étudiée au numéro 99. Son équation, rapportée à des axes rectangulaires, est
M a +tc 3 H _ 2m ,„ 2uv = 0.
On a
l'équation en S est donc
— 2 + S 2 -0; par conséquent l'équation réduite est,
ffl«" -»")+«■'■ = o.
Son équation ponctuelle est
rfl — y-l+^ï -o.
2° Considérons maintenant la parabole qui a pour équation
ifi — 4îHJ + 4t;2 — 2uio H- OtO — .
Calculons son paramètre, en supposant droit l'angle des a\cs, 4= « »+V = ± S
139. Dans les problèmes où ligurent des coniques de grandeur constante, il faut se servir de l'équation aux longueurs des axes ou de l'expression du paramètre.
Si l'on veut écrire par exemple qu'une ellipse a pour derni- 1 «rigueurs d'axes ^ et p, on écrira que l'équation en pa"p f - + a"(A + A' — 2B" cos 0)?- + i sin a 6 = a pour racines a a et p s , c'est-à-dire que
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A -4- A' — 2B" cos
140. Problème. — Une ellipse de grandeur cde son centre ; trouver le lieu, du pôle d'un a droite fixe et l'enveloppe de In polaire d'un point fixe.
Prenons deux axes rectangulaires passant par le centre de l'ellipse, l'axe dos y étant parallèle à la droite fixe.
I 'équation de la droite fixe; appelons a et p les demi-axes de l'ellipse.
L'équation de cette courbe sera
on peut en effet supposer qu'on a [in'aliiblement divisé le premier membre do l'équation par a" ; de pins le centre étant à l'origine, les coordonnées de ce point sont nulles.
Écrivons que les demi-longueurs des axes sont égales à i et ? ; on
Les coordonnées du pôle d'une droite (m, v, io) sont _ £ _ au + Ve fi
nous aurons les coordonnées du pôle de la droite lixe donnée, en
fnisant dansc.es formules
On obtient
En éliminant
l'équation du lici
On obtient san
a, a' et b" entre les équation;
s difficulté
* (2) et (3), «i
p»(*> + y") — px(a? + p*) -+- «*p* - o, équation d'un cercle qui a son centre sur Qx.
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Cherchons maintenant l'enveloppe dos polaires d'un point pur rapport à la même ellipse.
Prenons deux axes rectangulaires passant, par le centre de l'ellipse, l'axe des œ contenant le point lise, dont nous désignerons l'abscisse par d.
Si u, v, w sont le* coordonnées de lu polaire de ce point, on aura
En Éliminant a, a' et b" entre les équations (2) et (4), on aura l'équation tangentielle île l'enveloppe cherchée.
On trouve
«sp»( M > -+- *■] +- <Pw* -+- rf(«s + P)uw = 0.
On voit que l'enveloppe est une hyperbole (a"i < 0) symétrique par rapport à Qx, puisque l'équation ne change pas quand on change v en — v.
Le centre a pour abscisse — — — ; on a aisément les sommets en cherchant les laneentes parallèles à O'iy c'est-à-dire en écrivant que x— ^ — est tangente; on trouve ainsi que les sommets ont pour abscisses — et y< ce qu'on pouvait voir a priori.
Enfin, on peut remarquer que les tangentes issues de l'origine satisfont à l'équation
elles ont pour coefticients angulaires ± t : l'origine est donc
Deuxième méthode de réduction. — Invariants
Nous allons démontrer qu'étant donnée l'équation d'une conique
il existe certaines fonctions des coefficients et de l'angle des axes qui conservent la même valeur quand on fait une transformation de coordonnées quelconque ; ces fonctions s'appellent des invariants.
Dans les formules de transformation (4) établies au numéro 34, nous avons introduit un facteur a arbitraire; il esl clair que les invariants dépendent de ce nombre ; nous le
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choisirons de manière que les racines de l'équation en S soient des invariants.
Il importe pour cela que l'on ait
u* -i- u 3 — 2wî) cos = w' 2 + îi' s — 2uV cos »',
u, v, w et u', v', w' désignant les coordonnées d'une même droite dans les deux systèmes, et 0' les angles xO>j et x'Q'y'.
Egalons les distances du point 0' à cette même droite, calculées par rapport ans deux systèmes d'axes; on aura, au signe près,
-' sin <(
{up -+- Vf/ -j
v' cos 0' v'" 2 -+- v 3 — luv cos (l cos 0' M s -!_u 5 — 2w« cos ')
Pour que les numérateurs soient égaux, il faut que les dénominateurs le soient, c'est-à-dire que
w" sin 2 0' = (up -+- vq -+- w) 2 sin 2 U.
Mais nous avons la formule
lw' — up-\-vq+W.
On doit donc avoir
' sin 6'
on peut prendre le signe H-, et les formules de transformation deviennent, en remarquant que jî — * = G' ;
psina— £8in^B-a}
sin
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l,e module do la stifoslitiitiou est alors
sin
in(O-p)
sin a
sin
sin (0 — a)
sin 2
~ sin 2
sin (l
Cefa posé, remplaçons dans le premier membre de l'équation de la conique f(u, v, m), u, », m par les valeurs cidessus ; f(u, », W) devient une nouvelle forme quadratique
Si A, désigne son discriminant, on sait que
ou en remplaçant \i pai
valeur,
On voit ainsi que l'expression - iist un invariant lel
sin* U que nous l'avons déûni.
Démontrons maintenant que les racines de l'équation en S sont des invariants.
En tenant compte des formules de transformation, on a
Donc, on a, quel que soit S, /"(m, », w) — S(w s -h »' — 2wu cos 0) = /-,(,/, b', m/)
— S(w' 3 + »' a — 2«V cos 0'), ce qui revient à dire que le second membre se déduit du premier par la transformation indiquée: plus haut.
Si l'on désigne par F(S) et F,(S) les discriminants des formes quadratiques qui figurent dans les deux membres, on aura, quel que soit S,
Or F(S) et F^S) sont les premiers membres des équations
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en S relatives aux deux équations
rt«, .,») = <>.
A(«', »■,»') = 0; il on résulte que les équations en S ont mêmes racines. L'identité précédente peut d'ailleurs s'écrire
a, — (A, 4- Ai — 2B; cosO')S + a t S ! sin 3 H'
^ ^li [A — (A + A' — 2JÏ" cos »)S -h «"S 5 sin s
On en déduit
A, -t- Ai — 2B; cos 0' _ A + A 1 sin 1 0' s
sin a 1 ~~ 3in a e" On voit ainsi que les fonctions
i a -h A' — 2B"eos '
sin 1 (J sin 1 sin 2
sont des invariants.
Nous démontrerons plus loin qu'il n'en existe pas d'autres, c'est-à-dire que tout invariant est une fonction de ces trois quantités.
142. On peut déduire très simplement de ces considérations l'équation lanp'entielle réduite d'une conique.
Premier cas. a"=£0.
La conique eut une ellipse ou une hyperbole.
L'équation de la conique rapportée à. ses axes aura (123) la forme
a,w' s + «îb' 1 H- «Jw'* =0,
l'angle 0' des nouveaux axes de coordonnées étant '-•
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En appliquant les formules (5), on a
A + A' — 2B" cos f
i déduit de là
A -H A' — 2IÎ" cos') "• + <*' = 5 ^î 5
On voit ainsi que a, et a', sont racines de f'équatior a"S 3 sin" - (A -+■ A' — 2B" cos fl)S + i = 0, c'est-à-dire de l'équation en S, et que
sïu s L'équation réduite sera donc
143. Nous pouvons maintenant établir que tout invariant est une fonction des trois invariants trouvés plus haut, à savoir,
a A -h A' — 2D" cos a'
sin* 6 sin 4, . sin a '
En eflet, s'il existait un quatrième invariant H, on aurait la relation
H, désignant cet invariant formé avec les coefficients de la forme réduite.
En éliminant a,, a' t , a't entre les équations (6) et (7), on aurait une relation entre les coefficients a, a\ a", b, b', b", ce
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qui est manifestement impossible, puique ces coefficients peuvent être choisis artnlrairemenl..
II faut donc que la relation (7) soit conséquence des relations (6), c'est-à-dire que II soit fonction des trois premiers invariants,
144. On peut même par ce procédé trouver l'équation de la conique rapportée à deux diamètres conjugués faisant l'angle 0'.
Cette équation a toujours la forme simple
et l'on a
sin
"' O 1 sin' il '
:is ,;
Deuxième cas
La conique est une parabole.
On peut avoir a priori la forme de l'équation de la parabole rapportée à un diamètre et à la tangente à l'extrémité. La courbe passant par l'origine et ayant pour tangente O'j/,
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l'ensemble dos Lcrmcs du deuxième degré en iï et v' se réduit à a{î)' a ; de plus la direction OV étant la direction asymptotique, on a fi, = 0, de telle sorte que l'équation est aW 1 + 2éiuV = 0.
Si les axes sont rectangulaires, la parabole est rapportée à son axe et à sa tangente au sommet.
Écrivons les formules (5), qui sont au nombre de deux, puisque a" = a" = U ;
si u 1 U
,„ A H- A' — 2B'cos sin 1 8
on en tire
A + A' — 2B" cos
cos '
-(A-!- A' — 2B" cos 0]
i + Ihb 1
es 'J
sin a
i.'squatio
n réduite est alors
-+- 6'" -l- ± sin 2
bb' cos , ,
* + %bb' cos
ou
Ao'» sin 2
(fis + lt* -+■ Ibb' cos 0) 1 Le paramètre p a donc pour expression I i I sin 2
(i"+i' a + 2M' cos 0) a On pourrait aussi, d'uni.' façon analogue, obtenir l'équation de la parabole rapportée à un diamètre quelconque et à la tangente à l'extrémité de ce diamètre, en se donnant l'angle il' de ces deux droites.
146. Exercice. — Trouccr l''. :, jn".tion d'iu-v, hi/pcrlicilv rapportée, à ses asymptotes.
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Soit f{u, v, w>) = au 2 ■+■ «'»» + a"w 2 -+- 2&tno + 8&W -+- 2&"mp = l'équation d'une hyperbole rapportée à deux axes faisant l'angle 6.
Nous dous proposons de trouver l'équation de r.etle courbe rapportée à ses as; mp tôles.
Le centre étant à l'origine, on aura
Do plus les tangentes issues do l'origine étant les deux axes, les ternies du second degré en i/ et o se réduiront à i'/juV, de telle sorte que l'équation de la courbe sera
Les relations entre invariants peuvent alors s'écrire, en désignant
par 6' l'angle des asvmpkdes.
la'\b'[ eos ')' A + A'-
De ces formules on peut tirer a\, b\ et 0'.
En divisant les deux premières successivement par la dernière,
— K sin' '
in 2 e'
2b", cor a'
— ZV,"
sin' 0'
si II'' '
en
éliminant
6", il vient
4Ae
° sin a
nos
HJ*
en
déduit aisé
iment a* et
EXERCICES ET NOTES
i. On peut obtenir les longueurs des axes d'une conique représentée par son équation tan^entiellc, en revenant à l'équation ponctuelle, et en transformant les résultats connus.
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Sr.it
f(u, », m) = au 2 -+- «V + <*"te 3 -\- 2boto + 26'wu + ib'uv l'équation d'une conique à centre, [.'équation ponctuelle de celte conique est
<f[as, y, ï] = Aœ3 + AV-f-A*i» + 2Bjfï + aB'«+ 2B"asj/ = 0, et l'on sait que les demi- longueurs des axes sont racines de l'équation
dY-hWdps + ÏÏ* sin 3 — 0,
où l'on désigne par D le discriminant de la fonction w[a;, ;/, s) et où l'on pose
rf = A' A* — B\ E = A -i- A' — 21Î" cos (l.
Or on a D = A*, d = «°i;
en remplaçant, on ohlienl l'équation trouvée au numéro 136, a "Y 4. Ea'p' H- A sin 2 = 0.
On peut faire un calcul analogue pour la parabole.
2. Lieu du centre d'une ellipse de grandeur conviante tangente « une droite donnée en un point donné.
Prenons ie point pour origine et la droite pour ;ixe des m ; l'équation delà courbe sera
ï.u 2 -+- 2xuio ■+- 2yvw -+- vfl — ; écrivons que ses axes sont égaux à a et b; on a
a 2 -+■ b- = as 3 + y 3 — A, a-È 2 = — Xî/ 1 ;
éliminant ), entre cos doux équations, on a l'équation du lieu.
3. Enveloppe de l'axe- d'une parabole de paramétre, donné tangente '). deux droites rectangulaires .
4. Lieu des centres des coniques inscrites dan; un triangle et dont
la somme des carrés des axes es/ constante [Stkiner).
Le lieu est un cercle qui a pour centre le point de concours des hauteurs du triangle, et qui se réduit, au cercle conjugué si la somme donnée est nulle, c'est-à-dire si les coniques sont des hyperboles
équilalrres. (Voir ex. 2, p. 138).
5. Parmi toutes /es eoniqi'.es inscrites dans un rectangle donné, il y en a deuœ qui passent par un point donné A.
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Etudier la nature de ces coniques et trouver lu lieu du point A pour lequel le-; deux ellipses qui. y passent ont la même aire ou
dus aires qui sont dans un rapport donné.
6 . Trouver Vèqaatym ta.agentie/ie il une ellipse ilonnée rapportée à dau.x la.iajp.iifes au..- extrémités des a,-:. a-ires aanjuguès èqa.ax.
7 . On considère des hyperboles asymptotes à une droite, tangentes à- une autre droite et telle* que le rectangle construit sur les axes ait une aire constante. Trouver l'enveloppe de la deuxième asymptote et l'enveloppe desaxes.
Prenons l'asymptote pour axe des w, la tangente pour axe îles y ; l'équation tangcnticllc des hyperboles est
Soit 4A 2 l'aire du rectangle construit sur les axes ; on a
ce qui montre que b" est constant et a deux valeurs égales et de signes contraires. Le seul paramètre variable est b'. Les asymptotes satisfont aux équations
qui représente une hyperbole rapportée à ses i
Les axes sont déterminés par les équations
V —- M COS
en éliminant b', on a l'équation Eanjientidle de l'enveloppe des a\es, ijui représente une courbe de troisième classe.
8. Une ellipse, de grandeur donnée tourne autour de son centre. Bans chacune de ses positions, on lui mène des tangentes aux points où elle est coupée par deux droites perpendiculaires jixex, menées par ce centre. Trouver le liait th-s points de rencontra, de ces tangentes.
Trouver aussi l'enveloppe des cordes de contact ainsi déterminées dans l'ellipse.
9 . L'équation d'une ellipse ayant pour centre le point (as, y), pour
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axes des riroiles ai: coi'f'f Lt?i -:n t> angulaires m el — — • el pour longueurs d'axes 2a et 2p, est
10. Une ellipse a son centre sur /'ne hyperbole donnée et touche les asymptotes de cette hyperbole ; démontrer que la corde des contacts, correspondant au maximum 'le l'aire île l'ellipse, est tangente à une hyperbole semblable à l'hyperbole donnée.
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147. On appelle foyer d'une conique un point tel que les tangentes issues do ce point à ia conique soient parallèles aux droites isotropes, ou, ce qui revient au même, passent parles points cycliques du plan.
Si la conique n'est pas tangente à la droite de l'infini, si c'est une ellipse ou une hyperbole, on pourra par chacun des points cycliques mener deux tangentes à cette conique; ces quatre tangentes se couperont en quatre points qui seront des foyers. Les deux points cycliques étant imaginaires conjugués, les tangentes issues (ie l'un de ces points sont imaginaires conjuguées respectivement des tangentes issues de l'autre ; les deux tangentes imaginaires conjuguées se couperont en un point réel.
Il en résulte qu'une conique à centre admet deux foyers réels et deux foyers imaginaires conjugués.
Si la conique est tangente à la droite de l'infini, si c'est une parabole, par chaque point cyclique on ne peut mener qu'une tangente, ces deux tangentes déterminent un seul foyer.
Donc (a parabole admet un seul foyer réel.
Nous allons maintenant déterminer les coordonnées de ces points.
Soit f(u, v, w) - au- ■+■ a'v 1 ■+- a"w* -4- Ibvu- H- 1b' mi -t- Wuv = l'équation langenlielle de la conique.
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Cherchons l'équation aux coefficients angulaires des tangentes issues d'un point (x, y) à cette conique. Nous écrirons pour cela que la droite
rst tangente; on a
am > -î-a'-\-a\ij~- mx)* — 2b{y — mx) + %b'm(u — mx)~2b"m = et, en ordonnant par rapport à m,
mïid'x* — 20'tf+a) — 2m(a"a:j/— bx— b'y-i-b")-ha"y i —^bij-i-a' = 0. Le point (#, ;/) sera foyer si cette équation a mêmes racines que l'équation
m' -h 2m cos 0+1=0, c'est-à-dire si l'on a
a"xy — bx — b'y+b" „ , ,
Ces équations déterminent les coordonnées des foyers.
Pour discuter aisément, supposons les axes de coordonnées rectangulaires; l'équation aux coefficients angulaires des tangentes issues du point (x, y) doit avoir mêmes racines que
l'équation
on obtient alors les conditions
a"xy — bx — b'ij -h b'' = 0. \
Premier cas. a" ~L
La conique est une ellipse ou une hyperbole.
Les équations (2) représentent deux hyperboles équilatères ayant toutes deux pour centre le point de coordonnées — et —„■, c'est-à-dire le centre de la conique donnée.
Les asymptotes de l'une sont bissectrices des asymptotes de l'autre; elles se coupent doue seulement en deux points réels, symétriques par rapport au centre.
Ces hyperboles sont appelées hyperboles focales.
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On peut calculer les coordonnées des foyers ; on effet, les équations des hyperboles focales peuvent s'écrire
Nous voyons que ces deux courbes ne peuvent se réduire en même temps à un système de deux droites, car pour qu'il' en soil ainsi, il faudrait que
la conique donnée serait alors un cercle; ce cercle passe par les points cycliques, et les tangentes en ces points se coupent au centre, qui peut être considéré comme un foyer singulier.
Pour résoudre les deux équations ci-dessus, posons
les équations deviennent
et
par
i, en
suite
extrayant 1<
v'fA-A')*
i racine,
aa
Supposoi axes; son équal
îs que la conique soit une ellipse rapportée a
ion sera
f[u, v, w) = aV- -+- &>»■ — M» — 0.
L'équation au point [x, y) esl
x coeflicients angulaires des tangentes issues
m *( a * _ «îj + 2mxy + fi* — y* = .
Le point [x, y) s(
Ta foyer si l'on a
x* — y? — [aï — &') = 0,
On obtient ain
<ey = 0.
si les dem foyers réels
et les deux foyer
s imaginaires
Deuxième tas. a
La conique est une. parabole.
Les équations (i) qui déterminent les foyers deviennent — 2Ô'^-4-26;/-t-a — a! = 0, 1 — bx ~ à'y ■+- ¥ = 0; \
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elles sont du premier degré ; la parabole n'a donc qu'un foyer, comme nous l'avons déjà vu.
Le déterminant du système est 2(ù' 3 -\- b 2 ); il n'est jamais nul, car b et b' ne sont pas nuls en même temps. En résolvant, on a
_ ia — a>)V + U6r X ~ 2(^ + 6") _ (a — g<)b~<2b'// V ~ 2(6 2 -+- b")
ce sont les coordonnées du foyer.
151. Les équations (3) représentent deux droiles rectangulaires passant par le foyer. L'une d'elles a pour coefficient, angulaire — -, i et nous savons quo l'axe a pour coefficient
par les équations (3) font avec les axes de coordonnées les mêmes angles en sens inverse que l'axe de la courbe et la tangente au sommet.
152. Un pourrait déduire de là l'équation de l'aie, en prenant une ilroile quelconque passant par l'intersection des droites (3;
— 2b'a; + 2by-\-a — a' + t. {—bx — b'y+V) = 0,
et en déterminant i en sorte que cette droite ail pour coefficient
et l'équation de l'axe devient
comme on l'a déjà Irouvé a
153. Si la tuurbe est rapportée à son ave et à sa langi'nle a met, son équation est
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? peine que les coordonnées du foye
154. Les équations qui déterminent les foyers d'une conique renferment linéairement les coefficients de l'équation tangentielle de cette cooiiiue. Par conséquent, dans la recherche de lieux, géométriques de foyers, il y aura souvent avantage à définir la conique variable par son équation fangentielle, surtout quand les conditions imposées ;i celte conique s'exprimeront simplement à l'aide des coefficients do celle équation ; par exemple, si la conique est assujettie h être tangente à de? droites, les points de contact étant fixes ou variables; à avoir son centre en un point donné; etc.
155. Applications. — 1° Lieu des foyers 'les coniques tangentes
Nous prendrons pour axes les droites passant par le centre du
[t-iniSlélosn-imiine ut parallèles aux cotés; les équations do ces côtés
seront
Écrivons que ces droites sont tangentes à la conique
f[u, v, 10) = au 1 + a'v* -h a"io s -+- 2bvv> -+- a&'iow + 2b"uv = ;
il vient
a -+- aV — 26'a = , a -j- o'a» + 26'a = 0,
e que ces coniques oui pour centre l'origine, et
llemplaçons dans l'équation a et a' par leurs valeurs — «"a 2 et — «"{«•** +pM — ic s ] + 2&"kt> = 0;
a a l'équation généra
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dérées,
a'u 2 -+- p*»* — w" + 2>,wu = 0.
Pour avoir les foyers de cette conique, on peut, soit écrire les t'rjiiii lions (!) du numéro 141, soit former directement réijuril.icii aux coefficients angulaires des tangentes issues du point {ai, y), et écrire que ces tangentes sont parallèles aux droites isotropes. On trouve ainsi que les deux équations
a i m s + jjî _ [ y — mx f - 2lm - 0, m' + SmcosQ + 1 — doivent avoir mêmes racines, ce qui donne
En éliminant a entre ces deux équations, on aura l'équation du lieu. Cette élimination est Imite faite: on a «> — y* = a" — P 3 , qui représente l'hyperbole équilatère circonscrite au parallélogramme.
2" Lieu du foyer d'une jia-rnbole de i/randeur constante qui se déplace en restant tant/ unie à demi; droites rectangulaires. Prenons les droites données pour axes. Soit
f(«, e, v>) = aw a + aV + 2^iuH-26'wM-h2fr"«p = l'équation de la parabole : pour qu'elle soit tangente aux axes, il faut qu'on ait
Écrivons que le paramétre est égal à p; on a (137) 2bb'b°
et le foyer est déterminé par les équations
On aura le lieu du foyer en éliminant b, b' et b" entre ces trois Des deux dernières on tire
nplaçons dans la première, qui peut s'écrire
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h, b', b" par des quantité* proponiunnelles ; on a
OU
pHx 1 -h t/*) — 4œV.
a? y* ~ p*' équation d'une Kretccurce aisée à construire.
156. Directrices. — On appelle directrice relative à un foyer la polaire de ce foyer, ce qui revient à dire que la directrice est une droite telle que les tangentes menées à la conique aux points de rencontre avec cette droite soient parallèles aux droites isotropes.
Proposons-nous de déterminer anah tiquenicnl les coordonnées des directrices.
Soient (m, «, w) une directrice et (u„, v a , w ) une tangente dont le point de contact est sur la directrice ; on a ««,,■>,, «.) = 0,
en Éliminant w a entre ces deux équations, nous aurons
équation qui détermine les coordonnées w et o des languies aux points de renconlre de la courbe et de la directrice.
Tout revient à écrire que cette équation a mêmes racines que l'équation
K-+- V l — 2t Vo cos = 0.
L'équation précédente, développée, s'écrit
™jA'.' + <•'#'.' + «>,/: + »,/■;)■ - H'ji !«/: + «M
— %b'u,f:,{u,f'. -+- »,/■;) + 2*x»ofi'' = »■
On aura donc
Ces équations déterminent les coordonnées des directrices.
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Elles peuvent s'obtenir plus rapidement en remplaçant dans
les équations ;'tï qui donnent les foyers, x et y par jj et -r? i puisque toute directrice est polaire d'un foyer.
157. Cherchons l'équation de la directrice de la parabole, les axes de coordonnées élan! rectangulaires.
On aura pour déterminer les coordonnées de cette droite les équations
- 1b' fi -+- 26A -t- (a - d)f' u = 0,
— ft/L—f/: +**/! = o;
en remplaçant les dérivées par leurs valeurs développées, on obtient
En résolvant ces équations et en supprimant le facteur i, on obtient
W 26 —(a -h a ') L'équation de la directrice est donc
158. Théorème hé Steiser. — Si cm triangle est circonscrit à une parabole, In point de concours des hauteurs est sur la dirntrîce.
Prenons pour axes uncôté AB du triangle et la hauteur issue du sommet opposé C.
Soient i et ?, les (abscisses des points A et B, y l'ordonnée du point C ; les droites AC et CB ont pour équations
L'équation d'une parabole inscrite dans le friande AI1C sera de la forme
au 3 + «V + $b™ -I- 2b'wu + 2b"uo = 0,
avec les conditions
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a* Y p + Py~-°- Multiplions les deux dernières respectivement par 7 et £, puis l't'l [^ridions membre à membre ; on obtient
ce qui prouve que la directrice qui a pour équation
\<à~-~<; parle point iti, - j, c'est-à-dire par le point de eoncoui's
des Iiauteur.i du triangle Alli!.
Oïl trouverait sans difficulté à l'aide des mêmes équations- que le lieu des foyers est le cercle circonscrit ;m triangle ABC.
159. On peut trouver par un procédé plus rapide l'équation de la directrice de la parabole, en considérant cette droite comme le lieu des points d'où l'on peut mener deux tangentes rectangulaires à la courbe.
On sait que ce lieu est un cercle, appelé cerck wthoptique. truand la conique est à centre, et la directrice quand la conique est une parabole.
l'équation langentielle de la conique.
L'équation aux coet'ficienls angulaires des tangentes menées par le point (a;, y) à la conique est (147) m'(tfx 3 — "2.b'x+a) — 2m (a"xy— lix— l/y-i-b")+a°y a — 2ii/-Hi' = .
Pour que ces tangentes soient perpendiculaires, il faul qu'on ait
«V— ît'x+a+a"!/' — 26;/-f-a'-l~2(a"a;i/ — bx — b'y-\-b°) cos = ou a"(x 3 -i-2xy cos 6 -t-y*) — 2x(b' -h b cos 0) — 2y(i -t- 1/ cos 0)
équation d'un cercle, si a" -£ 0.
Dans le cas où a" = 0, cette équation représente une droite, qui est la directrice de la parabole,
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lx(f/ + b cos Q)H-2i/(6-i-(/co8 0) — {a-)-a' + 26"cos 0} = 0.
Si les axes de coordonnées soûl perpendiculaires, l 'équation du cercle orthoptique est
«" (a; 3 -+- ?/ a ) — 2*'jî — 2% -+- a -4- a' = 0, et celle de la directrice
Wx-\-1by — (a-i-a') = 0.
Nous n'insisterons pas ici sur les propriétés connues
des foyers el des directrices dans les coniques, propriétés qui s'établissent pour la plupart à l'aide des formes réduites.
Nous terminerons ce chapitre en cherchant l'équation tangenlielle d'une conique qui a pour foyer le point (ï. $), pour directrice la droite
et pour excentricité <;, les axes de coordonnées élan!, supposés rectangulaires.
L'équation ponctuelle de cette conique est
( ._. y+ (y- ff - gfig+M+a£ = e.
Nous nous appuierons sur ce que les projections du foyer
sur les tangenf.es sont situées sur un cercle bitangent à la conique, la corde des contacts étant l'axe perpendiculaire à la directrice. L'équation do ce cercle est
fa ^ gy+(y -^"(»o'H-v^.)',^(^)-^-P);' =
ou
(ul -+- vl)[{x — *y + [y - pf - e*{u B x + v y + w )*
Soit une tangente quelconque à laconique ux -+- vy -+- w = ; les coordonnées de la projection du foyer sur celte tangente
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en écrivant que ce point est sur Je cercle, on a l'équation demandée.
On trouve ainsi
f"ii+^j'«^J^<_ „>!"„ -, , ,. .„ ','»+«'i-.- f;f»Ho+yi.- 1 ,' ,1»
ou, en chassant le dénominateur u 2 -hv 2 et divisant par
(u u a-M>„p > -Ht' ; ! (w î +t! B )— (usH-u!3-Hf>) s (wj{+t>3] ( M a+yp+Mj)(u a+!) 3-(-W )(uw (| +j!y o )=O (4)
ou encore
;f«B - W,)l- (BW - K.'« )] s + [(«B - ««„)?- («Ho - uw )y
Si le foyer es! a. l'origine, celte équation devient ( Vw<i - WVq )* -h ( WU( _ w^)" — («i+°i)w J =
161. Ces résultats peuvent s'obtenir à l'aide du principe de dualité (;iO et suivants).
Les points cycliques correspondent ans droites isotropes passant par l'origine, de telle sorte qu'à un cercle correspond une conique avant pour foyer le point 0; de plus, au centre du cercle, pôle de
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la droite de l'infini, correspondra l;i polaire du foyer, c'est-à-dire directrice.
1, 'équation d'un cercle peut s'écrire
^ _ as )î + (y _&î)s_ !(«*>=(}; la courue correspondante aura donc pour équation langenlielle (« — aw) 2 + (v— bto) 3 — R s w 2 = 0.
Si «„ v„ iu désignent les coordonnées de la directrice, on au en vertu de la dernière remarque,
de telle sorte que l'équation générale de* coniques avant pour foy l'origine et pour directrice la droite («„ v„ io ) est
D'autre part, un sait que l'excentricité est ép'de au quotient de distance de l'origine au centre du cercle par le rayon ; donc
et l'équation précédante s'écrit
Si l'on suppose maintenant que le foyer n'est plus a l'origine, mais a pour coordonnées a et p, on transportera l'origine des coordonnées au point (—a, — P) ; il suffira de rein]ilacer dans l'équation précédente 10 par ua + np+w et w„ par w a + Pi34-ie n , si l'on veut que la directrice ait encore pour équation
dans le nouveau svstème d'aves.
On obtient alors l'équation trouvée plus haut, [(u „ _ OMo)a _ {tW| ._ „„, i^ + [( MV( , _ 0l( „)s. _ (MMo _ Mt0| ,)- 5
162. Dans lu cas de la parabole, on a e = i, et l'équation (4) du numéro 160 devient
!«■ + 1> ! )( v + r,p -+- »,) - s(i» + »p -+■ »)(«», -+■ wj = o.
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FOYEHS ET DlliCCÏlil' i:H
EXERCICES ET NOTES
i. On considère toutes les paraboles conjuguées par rapporta un triangle : dé,,iontrer que le foyer est sur le- cercle des neuf points et que la directrice pusse pur le centre du cercle circonscrit.
Prenons pour axes deux côtés du triangle ; l'équation générale des paraboles est (118}
m[mœ + 2w>) -+• i*t>(vp -+- Sic) — 0.
I.e foyer est déterminé par les équalions
-!„ + . = ïï£U! = _, w +„l>.
V.n éliminant ;i, on u 1 'équation du corde des neuf points. L'équation de la directrice est (159)
2x{ I + n cos fi) -t- 2y{fx ■+■ cos 6) — [a -t- u$ = 2(as + y cos 6) - -x + (i[2(« cos + y) - p] = ; elle passe par le point de rencontre des perpendiculaires menées au* milieux des cotés OA et OB.
2. La condition nécessaire et sa/fisunte poire qu'un point soit foyer, est que deux droites conjuguées que/couques passant par ce point soient rectangulaires.
3. Enveloppe de lu directrice d'uiw ellipse dont on donne un foyer, l'excentricité et un point.
L'équation ponctuelle de l'ellipse sera
en prenant le fover à l'origine. Ecrivons que eclte ellipse passe par le point donné [a, 0); on a
équation qui représenta un cercle avant pour centre le point donné et pour rayon — ■
4. On donne une parabole I 1 et une de ses tangentes t dont le point de contact est A. Par les différents- points de t on élève des
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gerpcndici.daïrcs aux tangentes à, [' menées par ces points, autres que t. Ces tangentes enveloppent une seeon.tle parabole P', tangente à t '•n lui point- Fi. Les paraJtotes V et ['' ont meute fotjcr ; l.cu'is axes sont, perpendiculaires, la directrice de 1' pas.se pur B, ta. diei'Ctrice île I'' passe par A.
5. Lieu des foyers ries co?tipues tunijentes à deux droites données en des points donnés. Se.pa.rer sur le lieu, trouvé les foyers des ellipses et des hyperboles.
6. D'an point jiW.; sur une strophriidr: droite, on mène les deux tangentes à la courbe, autres que. la tangente au point ronsidèré. Démontrer que la corde des contacts enr.cloppe. une parabole ayant uu-one axe et même sommet que la strophoule, et son foyer symétrique du point double par rapport à ce sornmet.
7. On donne deux a.xes rectangulaires Or,. ()y et unpoint A sur Ose; on. ronsidèré les para.ti.ili's 'unacutes à. Ot.t à l'origine et passant pur le point A ; ait 'le, nantie l'en rcloppe. des. axes et des directrices .
L'équation générale tics paraboles tangentes à 0;/ h l'origine esl v 3 -f- 2bvw + 26'tuw — 0.
L'équation de.; point; de rencontre de cette courbe avec Ox est
(v + 6w) a — (u 2 -f- ibme -\- 26'icw) = ou
w(bho — 2b'tt) — 0,
ce qui donne l'origine et le point d'ab.-;cisse — tt! "f '•" Jrii donc,
en désignant par a l'abscisse du point A,
et par suite l'équation générale dp; paraboles seni u 2 + Zbvw — bHwu = 0.
11 est alors facile de voir que les a*es enveloppent une hypocydoïde à trois rebroussements et. que le; directrices enveloppent une
[tiii-iibolG.
8. Lieu des foyers d'une ellipse de grandeur constante qui se déplace en demeurant tangente, à. deux droites perpendiculaires.
9. Lieu des foyers des paraboles tour liant deux droites données et
dont la directrice passe par un point donné.
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tP. Z&li/wàes $//'>ri)it:>s àn< paraboles touchant deux droites perjjcit'lii-i'leirnx, et dont le foyer ilècrit un cercle quia, cet: deux droites pour diamètre.':, est une liypocycl,,u/c à q".a ! re ïchyuiissew.nls.
L'équation des paraboles est
2bvto ■+- 86'wm -h S6°mo = , avec la condition
nous pourrons prendre
Les coordonnées de 1;l tangenlc au sommet satisfont aux équa-
2bvw -\-2b'wu-\-2b"uv = 0,
bu — b'v = ;
on en déduit aisément les coordonnées du point de contact, et l'on
il. Si taie droite, fixe rencontre, une sirie de, coniques ayant même foyer et même directrice, les tangentes à ees coniques aux points où elles rencontrent la droite fixe enveloppent une critique qui a même foyer i/'-e les proposées, et qui louche û la fois leur directrice et la droite ji.r.e. Cas oà la droite est à l'infini.
12. Si on coupe iMie.r, tant/entes ii lu parabole par une perpendiculaire à l'axe, et qu'aux points Tj et (.! on elle les rencontre on élève des perpendiculaires à ees tangentes, la droite AU qui joint le point de concours D de ees perpendiculaires au point de concours A des tangentes passe par le foyer.
Lieu des foyers des coniques tangentes à deux côtés d'un
triangle et aux hauteurs correspondantes.
14. Lieu des foyers d-:.i parabole': dont les directrices passent par un point fixe et qui touchent deiur, droites données.
Le lieu est un cercle circonscrit au triangle qui a pour côtés les deux droites et pour point de concours des hauteurs le point donné,
15. Si d'un point P pris sur une normale fixe à une conique on mène les trois autres normales, les trois côtés du triangle formé par les pieds enveloppent une parabole tangente aux axes de la conique,
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et dont i.i.: foyer est la projection du centre sur la tangente, au point diamétralement opposé ou pied du la normale fixe.
Soit -j + t; — 1 =0 l'équation de la conique donnée. Désignons par usa -+- vy ■+■ w — une des droites dont on cherche l'enveloppe; les normales aux points de rencontre de celte droite se coupent en un point par lequel on peut mener deus autres normales, et la droite qui joint leurs deux pieds a pour pôle le point
» 2 b 2 . — — ) a et (S désignant les coordonnées du pôle de la
droite uco -+- vy -+- w = 0, en vertu des formules bien connues de ■loacliimslhal. Or le pôle de cette droite ayant pour coordonnées
et — — , les coordonnées do pèle de la deuxième droite
seront — et — ■ Il suffit alors d'écrire que ce pôle est sur la tangente au pied (a-j, iji) do la normale lixe, ce qui donne
b^vw -t- o'yiwtt — o ! 6*»« — 0,
équation laiigenlielle d'une parabole tangente aux deux axes. Le
foyer est déterminé par les deux équations
b-xx, -+■ ahjy, ■+■ a^b 1 := 0,
ce qui démontre le lliéoivir.c.
16. Lieu des foyers des eoniques ayant même directrice et loue deux droites.
17. Kurelojipe des droites coupant, deux cercles suivant de' ce,
18. Enveloppe de la directrice d'une, conique ayant un foyer passant par un point et touchant une droite.
19. Une parabole étant inscrite dons un angle donné, si la diret des diamètres est donnée, le lieu des foyers est, une droite.
20. Lieu des sommets des paraboles qui., homofocales à une parabole donnée, sont tangentes à deux normales rectangulaires à cette courbe.
Le lieu est un cercle prissanl parle foyer fixe, et l'autre extrémité
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du diamètre passant par ce point est le symétrique du sommet de la parabole domine relativement à son foyer,
21. On donne trois conique* iujn.nl un foyer F commun. Démontrer que l'envelopepe des dro'des telles que leurs pôles par rapport à ces trois coniques snient en lù/m: droite, est irne conique ayant un de ses foyers en F.
22. On donne un point et une droite, et l'on considère les coniques ij"i ont le point pijur centre et la droite pour directrice. Dcn'Oiitier qu'il. e.riste deux de ces coniques tanae.nles à une droite quideorque du pistil, et trouer comment doit ivre placée la droite pour que tes ilc.c coniques qui ,'<<<' sont irmaert/c-.- soient réelles.
Prenons le centre à l'origine, et soit œ — a — l'équation de la directrice. Ihi trouve aisément que l'équation générale des coniques est
En écrivant que celle conique est. tangente à une droite quelconque (u, v, 10), on a une équation du deuxième degré par rapport à \ qui détermine deux coniques.
Ecrivons que l'équation en X a ses racines réelles; on a
représente une parabole P ayant pour foyer l'origine, pour axe Oy
ot pour tangente rm
■5 = 0; par suite cette parabole passe par le point A (a, 0).
L'équation «(u 3 -HJ ! )-r-a»ui= représente également une parabole symétrique de la première par rapport à 0».
Nous avons obtenu au numéro 84 l'interprétation géométrique du signe du premier membre de l'équation tangentielle d'une conique. Remarquons ici que les discriminants des premiers memlies paraboles sont égaux; il en résulte que la
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condition (1) exprime que la droite («, v, w) rencontre les deux paraboles toutes deux en des points réels ou toutes deux on des points imaginaires. Mais on voit sans peine (analytiquement et géométriquement) qu'une droite no peut rencontrer à la fois les deux paraboles en des points imaginaires.
11 en résulte que pour qu'il existe deux coniques réelles tangentes à une droite du plan, il faut que cette droite rencontre les deux paraboles en des points réels.
23. Lieu des foyer* des paraboles qui fauchent deux droites données et dont l'axe -pause par un point donné.
24. Foyers dans les courbes quelconques. — On appelle foyer d'une courbe quelconque un point tel que parmi les tangentes issues de ce point à la courbe, il j en ait deux passant par les points cycliques.
Si la courbe est de classe n, par chaque point cyclique on peut lui mener n tangentes; les tangentes issues de l'un des points rencontrent en n s points les tangentes issues de l'autre ; la courbe a donc n % foyers, dont n seulement sont réels. Cette conclusion n'est exacte que si la droite de l'infini n'est pas tangente à la courbe ; dans ce cas le nombre des foyers se réduit.
Si la courbe passe par les points cycliques, c'est-à-dire est circulaire, le point de rencontre îles tangentes aux points cycliques est ce qu'on appelle un foyer singulier.
On détermine aisément les foyers d'une courbe définie par sou êqualion tangenlielle f(u, e, w) = 0. On cherche l'équation aux coefficients angulaires des tangentes issues d'un point (œ, y), c'esià-dire
f(m, -i, v -mx) = 0, et on écrit que cette équation admet les racines ±i (les axes de coordonnées étant rectangulaires).
Tout foyer d'une courbe est foyer de sa développée
26. Démontrer que l'équation tangentielle, générale, des courbes de n- classe ad malin nt /in m- fiii/er.i les n points
i>i = 0, tu' = étant le< équations des points ci/ cliques et ? une fonction de degré » — 2 par rapport à u. v, w.
(Salhon, Courbes planes.}
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27. Le lieu d'un point tel que les tangentes minutes de ee point à une courbe de classe n fassent arec, une droite fixe des angles dont ta. somme soit cons.ia, ite, est. une courbe de degré n qui pause par tes
foyers de la courbe donnée,
28. Détcroûner Je foyer singulier de lu eissoide de ])/ocli:s.
29. Si l'on donne 2m — 1 tant/entes d'une courbe de classe n, et
si la droite de l'infini est tangente multiple d'ordre B — I, le lieu des foyers est un cercle.
L'équation langcnlielle des courbes [mur lesquelles la droite de l'infini est tangente multiple d'ordre n — i est
tf«,»)-|-w<fr_i(«, •) = <>, les fonctions <? étant homogènes et de degté indiqué par l'indice (Chapitre 11. Exercice 12).
L'équation renferme 2n -+- 1 coefficients; écrivons que cette courbe est tangente à 2» — 1 droites ; il ne restera plus que deux coi'iik'irni- variables, c'est-a-dire un seul paramètre linéaire. On peut donc supposer que les coefficients de l'équation précédente sont fonctions linéaires d'un paramètre.
11 est alors aisé de trouver le lieu du foyer.
Appliquer à la parabole et aux courbes de troisième classe pour lesquelles la droite de l'infini est tangente double.
30. Une parabole dont le foyer est 1 est. tangente aux deux côtés d'un u.v.gle droit y\.):r, ; on élève au point une perpendiculaire à la droite 01'' ; cette perpendiculaire rencontre la tangente au sou, met de lu parabole en u.u. point F, On. demande de faire voir : 1° que lu droite l'T' est tangente en F à lu courbe décrite par ce point, lorsque la paru'/o/e glisse sur son plan en res'u.nt tangente aux côtés de l'angle droit yOx ; 2° que lu tangente V'C à la Courbe décrite par le point F' rencontre la droite 01'' en un point C tel que 01-' = 40C.
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Considérons doux coniques ayant pour équations tan
f[u, v, w) — au* ■+■ aV -+- orV -4- 2bvw -h Ib'wu -h Wuv — U, /»(«, v, w) = aiM ï -t-a;o' + aÎ!P , + 2é i »w + 24iH)«-+-2iï«o = 0. Les coordonnées des tangentes communes aux deux coniques sont les solutions communes it ces deux équations ; ces Lan yen (es seront donc déterminées en résolvant le système formé par les équations langentiellcs des deux coniques,
Supposons que l'axe des y ne soit pas tangent à l'une des coniques, les coefficients a et a, ne sont pas nuls; ordonnons les équations précédentes par rapport à u; elles peuvent s'écrire
u s -t-Pw + Q = 0, « i + Pi«4-Qi = 0, en posant, pour simplifier récriture,
_ 2(fe-g-t-y«i) _ 2(5> + ^
Éliminons u entre les équations (1} ; on obtient
Rfo, w) =(Q 1 _Q)»_(P 1 _PXPQ, — QPi) = 0. (2)
COMMUNES A DEUX CONIQUES
Celte équation est homogène et du quatrième degré par rapport à v et w; pour toute solution [v„, w„) de celte équation, les équations (1) ont une racine commune w . L'ensemble de valeurs w , !!„, w a constitue alors un système de solutions communes aux équations tangenlielles îles deux coniques ; par suite la droite
est tangente à la fois aux deux coniques.
K(v, w) est décomposable en un produit de quatre facteurs linéaires ; soit m -+- «f l'un d'eux ; à ce facteur correspond la solution
de l'équation (2), et pour avoir la valeur do w correspondante, deux cas sont à examiner.
1° Supposons que ces valeurs v e et w mises à la place de u et de w dans P et P[ n'annulent pas P, — I'; on sait alors que les deux équations (i) ont une seule racine commune, qui est donnée par
Qi-0 "° ' 1', — P '
en remplaçant dans le second membre v et ■«.■ par v et »„.
Dans ce cas, au facteur ua-t-wjl du résultant R(o, w) correspond une seule tangente commune aux deux coniques.
2 1 Si au contraire les valeurs v a et v: a annulent P,— P, elles annulent aussi Qi — Q d'après l'équation (2); si on remplace alors ti et w par c„ et w c dans les équations (i), ces équations sont identiques, elles admettent deux racines communes w et «'„; par suite les deux coniques ont deux tangentes communes,
et ces deux tangentes se coupent sur Taxe des y.
Dans ce cas, au facteur du résultant correspondent deux tangentes communes se coupant sur l'axe des y.
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164. Il est important de remarquer que dans celte dernière hypothèse le facteur sv ■+- pu) est facteur double de R(w, v>).
En effet, puisque les valeurs v = p et w — — y. annulent i\ — P et Q t — Q, ces fonctions sont divisibles par
au-j- pic, et l'on peut écrire
Qi-Q==ç(-o-t-pw], p étant une constante et g une fonction linéaire. Ou en déduit
POi-UPi = (Pî-Qpï(«» +?«■') et aussi
R(ti, w;) = (MH-pwHî'-ptPï-Qp)].
ce qui démontre la proposition.
La réciproque n'est pas vraie, il peut arriver qu'un facteur double de K(», «.') ne divise pas P, — P,
165. Dans la pratique, pour résoudre l'équation (2), on opère comme s'il n'y avait qu'une seule inconnue. On commence par supprimer le facteur iv, s'il existe, puis ou résout l'équaliou par rapport à — ; c'est une équation à une seule inconnue qui peut admettre des racines réelles ou des racines imaginaires conjuguées deux â deux. Si l'on a, par exemple, la solution — — A, on pourra prendre pour valeurs de v et de w), v = h et u> = l.
Si h est imaginaire, la tangente correspondante est imaginaire; si k est réel, il faut encore pour que la tangente soit, réelle que la valeur correspondante de w soit réelle; cela arrivera toujours si le système (e = ft, w = 1) n'annule pas P, — P ; mais si ce système annule P, — P, on a deux valeurs de w correspondantes, racines d'une équation du second degré, et ces deux valeurs ne sont pas toujours réelles.
Dans tout ce qui suivra, nous appellerons racines de l'équation (2) les valeurs de — ; dans le cas où R(u, w) admel-
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trait le facteur w, il faudrait aussi considérer comme racine nielle la valeur w = 0. v étant arbitraire.
166. Discussion. - Premier cas. — L'équation (2) a quatre racines simples.
D'après ce que nous avons vu plus haut (164), aucune de ces racines ne peut annuler Pi — P; à chaque racine de l'équation (2) correspond une seule valeur de u.
Les deux équations (1) ont donc quatre systèmes distincts de solutions communes, les deux coniques admettent quatre tangentes communes différentes.
Pour qu'une tangente commune soit réelle, il faut et il suffit que la racine correspondante de l'équation (2) soit réelle. puisqu'il cette racine ne correspond qu'une valeur de u; il résulte de là que les deux coniques admettront : ou Lien quatre tangentes communes réelles, ou bien deux réelles et deux imaginaires conjuguées, ou bien quatre tangentes imaginaires conjuguées deux à deux.
167. Deuxième cas. — L'équation (2) a une racine double et deux racines sïmp/es.
Aux deux racines simples correspondent deux tangentes communes réelles ou imaginaires conjuguées. Quant à la racine double, il peut se présenter deux cas selon que cette racine annule ou non P, — P.
1° Si la racine double n'annule pas P, — P, à cette racine correspond une seule valeur de u, et par suite une seule tangente commune.
On dit quelquefois que cette tangente est double; cela revient à la considérer comme réunion de deux tangentes communes; nous pouvons d'ailleurs justifier celte manière de voir, en démontrant que cette tangente touche les deux coniques au même point.
En effet, puisque l'équation (2) a une racine double, celte racine satisfait aux équations
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Kn adjoignant à cette racine la valeur
on a les coordonnées de la tangente commune.
Nous allons démontrer que ces coordonnées satisfont aux équations
Considérons d'abord la première égalité,
on peut l'écrire
2»-t-P _ P f « ■+ Q' âu-t-P," Pi'« + 0;' les accents désignant des dérivées par rapport à v. En chassant les dénominateurs, on a
2u*<P[ - P') + Kp(Qt'— ff) -+- PPJ - P,P'J -+- PQl - P,Q' = ou, en remplaçant u par sa valeur — -^ — i
Q, - Q)*(P,'-P') -(Q, - Q)(P, - P)[2(Q{ - Q') + PP| - P, P
+ (PQi' — PiQ'KPi — P) a = 0. (3)
D'autre part, on a
R{v,v>)= (Q,_Q)'_(P 1 _P)(PQ 1 -QP i )=0, R;(», v) = 2(Q,_Q)(Q;_Q')_(P 1 _F)(PQ i — QP,)
- (p, - p)(pq; + q,? - qp; - p,q') = o.
Multiplions R£(», te) par P,— P, et ajoutons au produit le premier membre de la relation (3), que nous désignerons par H ; on obtient H-H(Pi — P)R,'(t» t w) = 2(Q 1 -Q)»(P,'-P')
-(P,'— P')(PQ,-QP,)CP I — P)-(Qi-Q)(Pi — P)(PP|-P,P')
-(p,-p) 3 (p'q,-qp;)-
Les deux derniers termes du second membre peuvent se
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transformer aisément en l'expression suivante :
-(P 1 -P)(P 1 '-P')(PQ ] -QP 1 ), do telle sorte que
= 2{P| - P')[(Q, - Q)* - (P, - P)(PQ, - QP,)] ou
H + (P. — P)Ri(v, w) = 2(P; — P')R(u, w).
On voit donc que si R(», w) et R„'0, w) sont nuls, il en est de même de H, et par suite la relation (3) est vérifiée. On établira de même la relation
en remarquant que la racine double du résultant annule aussi BU», w).
Dans ce cas, les deux coniques sont tangentes et admettent deux tangen tes communes réelles ou imaginaires.
2° Si la racine double annule P, — P, à cette racine correspondent deux valeurs de u données par l'une des équations (1) ; on auradonedeux tangentes communes se coupant sur l'axe des y, ces deux tangentes pouvant être réelles ou imaginaires conjuguées. Dans ce cas, les deux coniques admettent quatre tangentes communes distinctes réelles ou imaginaires.
11 peut arriver que les deux valeurs de w soient égales ; on a alors
ce qui montre que le point de contact de la tangente unique
correspondante est sur l'axe des y ; par conséquent les deux coniques sont tangentes.
Troisième cas. — L'équation (2) a deux racines doubles
A chaque racine double correspond : ou bien une tangente double touchant les deux coniques au même point, ou bien deux tangentes se coupant sur l'axe Oy.
Les deux coniques pourront donc être : ou bien bitaugentes. les tangentes aux points de contact constituant deux tangentes
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communes doubles, ou simplement tangentes et admeitre deux tangentes simples, ou enlîn pourront avoir quatre tangentes communes distinctes se coupant deux à deux sur Oy.
Si les deux racines doubles sont imaginaires conjuguées, les deux coniques seront bilangentes, les points de contact étant imaginaires.
169. Quatrième cas. — L'équation (2) a une racine triple et une racine simple.
Ces deux racines sont toujours réelles. A la racine simple correspond une tangente commune ; quant à la racine triple, deux cas sont a distinguer.
1° Si cette racine n'annule pas P, — P, à cette racine ne correspond qu'une tangente, on dit que c'est une tangente triple, les deux coniques sont tangentes comme dans le cas précédent ; seulement la tangente commune est la réunion de trois langentes. On dit que les deux coniques ont un contact du deuxième ordre, et nous verrons plus tard que les courbes se traversent.
2" Si la racine triple annule P, — P, à cette racine correspondent deux valeurs de u et par suite deux tangentes ; Tune d'elles doit compter pour deux, et par suite les deux coniques seront tangentes au même point à l'une de ces droites, comme on peut d'ailleurs le démontrer analytiquement de la manière suivante.
Égalons à zéro la dérivée seconde de RÇu, w) par rapport à, w; on obtient, en remarquant que pour la racine Iriple on a
(Qi - Q') 2 - (P', — P')(PQi - QP./ = o. (4;
Or pour que le point de contact soit le même, on doit avoir 2«H-P P'u + Q' 2u + p, p; w -h q; ' et comme P = Pj, cette condition s'écrit
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Tout revient a démontrer que cette quantité est racine de l'équation
u s + Pu-)-Q=0, c'est-à-dire que l'on a
(01 -QT- PCQ'i - Q')(P; - P'j -+- Q(P' f - p? = 0;
ce n'est pas autre chose que la relation [41, où l'on remplace Pi par P et Qi par Q.
Cela nous montre en môme temps que les deux valeurs de u sont toujours réelles.
Enfin il peut arriver que ces deux valeurs de u soient égales ; dans ce cas les deux coniques ont un contact du deuxième ordre.
170. Cinquième cas. — L'équation (2) a -une racine quadruple. 1° Si cette racine n'annule pas Pi — P, les deux coniques
admettent une tangente commune, dite tangente quadruple, ou réunion de quatre tangentes communes ; cette tangente touche les deux coniques au même point. On dit que les deux courbes ont en ce point un contact du troisième ordre.
2° Si cette racine annule Pj — P, à cette racine correspondent deux valeurs de u ; on a par suite deux tangentes communes, ef Usera aisé de vérilierque l'une de ces tangentes touchera les deux coniques au même point et que le contact sera du second ordre, ou bien que les deux coniques seront bitangentes.
Si les deux valeurs de « sont égaies, il y aura contact du troisième ordre.
171. Il résulte de celle discussion que deux coniques ont toujours quatre tangentes communes réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues.
Si deux tangentes sont, confondues, il y a contact ordinaire; si trois tangentes sonl confondues, il y a contact du deuxième
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ordre ; enlin si lus quatre tangentes sont confondues, le contact est du troisième ordre.
Il est elair que l'une de ces tangentes communes peut avoir son point de contact à l'infini, c'est-à-dire être asymptote ; îl peut aussi arriver que la droite de l'infini soit tangente commune, ce qui a lieu dans le cas de deux paraboles.
Enfin à une tangente imaginaire correspond toujours une tangente imaginaire conjuguée.
172. 11 ne sera pas sans intérêt d'étudier maintenant les différents ordres de contact au point de vue géométrique.
Considérons d'abord deux coniques tangentes, le point de contact étant à distance finie ; nous prendrons ce point peur origine et la tangente commune pour axe des a,-.
Pour que l'équation
au* -+- a'v 1 + a"i« 2 -+- 2bvv> + 26'icm -H 2b"uv = nuiivsenli' une omique tangente à Oz, il faut que a' = ; en outre l'équation du point de contact étant
i f,. — b"u -+- bw = 0, pour que ce point de contact soit à l'origine, it faut que b" = 0. On voit alors que a ne peut être nul.
Nous pourrons donc érrire le- équations îles deux coniques
t; ! + Zb'um H- Zbmo -h a"io s = , «a + 2b[uw + 2b,vw + a'iw 1 = .
En éliminant u, on obtient l'équation [2(6i-&)r + (aï-a>]' W '
— 4(fti — t/)[2(b'b, — bbi)v + (b'ai — a"b[)w]w i = 0; elle admet la racine double w = 0.
Pour que le contact soit du second ordre, il faut que io = soit racine triple ; on doit avoir b — b, — 0.
Enfin pour que le contact soit du troisième ordre, il faut que io = soit racine quadruple, ce qui exige
b — b, = 0, (b', — b')[b'b t — bb[) = ,
ce qui donne
b — b t =0 et b' — b't = 0.
Nous allons étudier maintenant la position des deux courbes aux de l'origine.
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Noua opérerons comme nous l'avons vu aux numéros 59 et suivants.
Nous poserons v = — I etnous développerons n en série ordonnée suivant les puissances croissantes de <<■. Pour le l'aire aisément. nous pouvons résoudre l'équation de la tonique par rapport à u ; on a
et par suite, en développant en série le coefficient de V '^ha-.,
; désignant zh 1 .
On aura de même pour la deuxième conique
Dans l'équation (3) on ne peut donner à î» que des valeurs du signe de S, et dans l'équation (6) 10 ne peut être que du signe de &,. PnLMJKii cas. b=£b,. Contact iJti premier ordre. Tout d'abord si b et 6j sont de signes contraires, tu reçoit des valeurs de .signes contraires dans les relations (5) et (6) ; il en résulte que les deux courbes sont situées de pari et d'autre de [)x.
Supposons maintenant b et b v de même signe, et positifs pour fixer les idées ; w ne pourra rerevoir que des valeurs positives ; chacune des équations (5) et (6) détermine pour w deux valeurs infiniment petites de signes contraires ; nous comparerons les valeurs positives et les valeurs négatives.
En retranchant les équations (S) et
u — u, — z<fix>[4ïb — v^] + (6| — 6')«
le premier membre a le signe de \ s i±b — ^ib;)i. Supposons b > &i et prenons ; = -+- 1 ; u
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linsi que les deux e traversent pas.
En retranchant les équatio Supposons b > ; w> rec
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tif ; au contraire pour s — — 1 , m — !fi change do signe et devit'nl. négatif; ce qui montre que « est toujours supérieur à *e t en valeur absolue.
On voit ; courbes ne ;
Deuxième cas. b=b t . b'^tb;.
Contact du ."«ao-nd ordre.
(5) et (6) on obtient
ra des valeurs positives; on voit que u — u t aura un signe constant, celai de b\ — b'. Supposons encore b[ — l>'> 0.
Si t est positif, t» et «j sont positifs et l'on a «>!<,; si s est négatif, wetwi seront négatifs, mais u sera plus petit que « t en valeur absolue. On voit ainsi que les courbes se traversent et sont toujours d'un même côlé de O.r.
TnoisiÉME c.is. b = b On a celte fois
Conta
>rdre.
u — u, change do signe avec e ; donc en supposant b > 0, u esl toujours supérieur à k, en valeur absolue ; les deux courbes ne se traversent pas et sont toujours d'un même côté de 0#.
173. Supposons maintenant que le point de contact soit à l'infini, c'est-à-dire que les deux- coniques aient une asymptote commune; si nous la prenons pour ave 0», les équations des coniques s'écri-
En éliminant u on obtient — 4[[&î — b")v + (b[ — 6>][{«Î6"
hf«y- n"6i )"•]«■- =0.
Cette équation admet la racine double w = 0.
Pour que le contact soit du deuxième ordre, il faut que le coeffi-
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tient de P a w s soi! nul, ce qui donne la condition - (bï-b")(a" i V — a 'bl) = 0.
Si ii\ — b" — o, à la racine 10 — correspondent deux valeurs de u inégales, et par conséquent il n'y a pas contact du second ordre.
On doit dune avoir
On voit en cfl'ct aisément que a et <•'[ ne peuvent être nuls. Pour que le conlacL soit du troisième ordre, il faut que le coeflicient de ew'-eoit nul, ce qui donne
et, comme plus haut,
Nous allons poser encore v = — I, et développer en série par rapport aux puissances croissantes de m. Nous n'auron qu'une seule valeur de u infiniment petite en même temps que «
En résolvant l'équation delà conique par rapport à u, il vient
u = b" — b'v> ± Jb'"- — 21 et la valeur de a, inliniment petite a
m remarquant que h" ne peut être nul.
Développons en série le coefiii'ienl de b" ; on obtient
epour la deuxième courbe
Ces développements permettront de déterminer la position de chaque courbe par rapport à l'asymptote, comme on l'a vu au numéro 64,
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Pour avoir la position relative des deux courbes, retranchor équations précédentes; nous avons
\2b" 2b"J ~ r \2&" s 2&TV -:Zjfc~- Contact du premier ordre.
u — Mj a nn signe constant quel
que soit le, Supposons d'abord —
: de signes contraires, par ex-
emple -pr > toujours positif et m, toujours négatif.
Il en résulte que w, ^ et la différ
Il est alors facile île construire la courbe
Supposons
maintenant
F ol Si ,ie
même signe,
positifs par c>
:emple, et de
b" Ij]
u — ; «i sont
positifs.
-i- =£ -j- Contact dit di
rdre.
(In voit alors que dans la différence u — u,, le coefficient de io 3 est nul, mais celui de w 3 est différent de zéro.
w et «i sont de même signe, supposons-les positifs ; quant à la différence
Ile change désigne avec te, ce qui permet de construire la
l'i.iurlie.
Le produit des carrés des longuei signe près, (136), A S '" ■
Si l'équation de la conique est
Hosted by
mtact du deua
vrdre sur
construits s m
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Contact du t
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11 en résulte que si deux hyperboles ont mu: asymptote commune et un contact du deuxième ordre, le produit des longueurs L'éoinétriques dos axes est le même pour les deux courbes, et la réciproque est vraie.
On petit donc énoncer le théorème suivant ;
La condition nécessaire et suffisante pour qui; deux hi/perboles qui
cette asymptote est que les rectangles
même aire dans les deux courbas.
u — î'i est in li ni [lient petit du quatrième ordre et a un signe conslant quel que soit m ; de plus « et », ont le munie signe, on a donc
lîi même l'orme de courbe que dans In seconde hypothèse du premier
Mais on peut remarquer que les deux coniques ont même centre, et que les rectangles construits sur les axes ont même aire.
(In a donc le théorème suivant :
La condition nécessaire, et suffisante pour qa.e deux li.yperholes qui ont une asymptote, commune- aient un contact, ilu troisième ordre est qu'elles aient menu- centre, et que tes rect".nijtes construits sur les axes dans les deux, courbes aient même aire.
174. Pour terminer celte discussion, nous allons considérer deux coniques tangentes à la droite de l'infini au même point, c'est-àdire deux paraboles ayant leurs a\es parallèles, et nous chercherons la condition pour que ces courbes aient à l'infini un contact du deuxième ou troisième ordre.
Nous prendrons l'axe des a; parallèle à la direction commune des axes, et comme cette direction a pour paramètres directeurs b' et b,
Les équations des deu\ paraboles peuvent alors s'écrire u a -+- Wttv + aô'wto + «V = 0, f(a + 2&;«D-t-2&iuw -i-tt',»» — 0.
En éliminant m on obtient [ a \— a y^-i[^-by+{b\-b')w][{a[b°-a%)v-{-{a , ,b , -a , b' l }iD}^=Q. Cette équation admet deux fois la racine v = ; à cette racine correspond la valeur u = 0, ce qui donne comme tangente double la droite de l'infini.
Pour que le contact -oit du deuxième ordre, il faut que le coefficient de te 2 » 3 soit nul, c'est-à-dire qu'on ait (&; — b'){a\b' — a'b\) = 0;
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b\ — b' ne peul èfre nul, sans quoi à la racine a — correspondraient deux valeurs de u différentes.
On devra doue avoir
Pour que le contact soit du troisième ordre, il faudra que le coefficient de wv' J soit nul, ce qui donne
On pourrait également étudier la posilion relative des branches infinies en faisant w= — \, et en développant u en série ordonnée par rapport aux puissances de v.
On a ^^_
u = — {b"v — V) ± t /b"---;b'lZv + lt>-> — a')v*.
Si m désigne le coefficient angulaire de la droite va + vjr—l ~0, )n a m = '-> et le développement précédent peut s
s est l'inverse de ['ordonnée y l'origine.
On aura de même peur la deuxième parabole
et en faisant la différence,
Considérons la formule (7) ; elle nous permet de déterminer 1 position des brandies infinies (Je la première courbe.
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En effet, en supposant — — , > 0, on voit que m a le signe de
i! pour les valeurs de v suffisamment petites; on voit ainsi que la parafjole tourne sa concavité vers les x positifs ; ce serait le contraire s
Était
négafif.
Pour avoir la position relative des branches de courbes, nous distinguerons plusieurs cas comme pré ceci emment.
■p ^ -rr' Contact du premier ordre.
mt de signes contraires, les deux parabole
lonr
■ni
:s en des sens différents.
sont de même signe, négatifs par exemple, les deux paraboles tournent leurs concavités vers les x positifs, et m — mi a le signe de v, si
donc («s branches de courbe cî-
■ Cont
du
deuxième ordre.
Les deux courbes tournent toujours leurs VJ ^^ concavités dans le même sens, on voil de / ^-— plus que m — m, a un signe constant quel
71 que soit v.
— - - ■ — -j- Les branches infinies des deux courbes s'en-
Lrecroisent.
~^___ On peut remarquer aussi que les para-
""--. mètres des paraboles sont égaux.
Nous avons vu et» effet que le paramètre d'une parabole est donné par la formule (137} I A | sin*
■- 2W> cos l]) a
e devient pour la pro
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Comme y — -p > les paramètres îles deux paraboles sont égaux.
On peut énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux paraboles aient rtn contact du. second ordre >' l'infini, est que ces deux paraboles aient leurs accès parai te les. leur concocitc dans te même sens et leurs paramètres égaux.
Troisième cas. 77 = T ) - —, — —'■ Contact dit troisième ordre, b' o\ a' a\
Les deux paraboles ont toujours leur concavité dans le même sens, elles sont égales et ont même axe. La disposition relative des brandie* inlinies est la même que dans la seconde hypothèse du premier cas. On peut énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire .>.' suffisante pour que deux paraboles aient un contact du troisième ardre à l'infini, est qu'elles soient èqa/e.s, qu'elles nient -même, axe et qu'elles tournent leur concavité dans le même sens.
CHAPITRE XI
CONIQUES INSCRITES DANS LE QUADRILATERE DES TANGENTES COMMUNES A DEUX CONIQUES
175. Théorème. — // existe une seule conique, tangente à cinq droites dont quatre ne tunt pas concourantes.
Désignons par m,, v,, w : . (i = 1, 2, 3, A, 3) les coordonnées des cinq droites.
L'équation d'une conique tangente à ces cinq droites sera
au* -+- aV -+- a"w* -+- Uvw -+- Zb'wu -t- îb"uv = 0.
et pour déterminer les coefficients, nous aurons les relations suivantes, obtenues en écrivant que l'équation est vérifiée par les coordonnées des cinq droites :
au\ -i- a'»f -h a"w\ -
um,
- IbViWi + 2i'Mi a w.
UjUj
-ilie-.W:
2éo t w,
-hSb'w^U
_ + Ww : u.
a.ul->-a'v}.-'-a"w? -
Nous avons là cinq équations linéaires et homogènes à six inconnues, a, a', a", 6, b', b".
Supposons que l'un des déterminants à cinq lignes et cinq colonnes formés avec les coefficients des équations soit difi'é-
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rent de zéro, par exemple
On peut alors résoudre les équations par rapport aux cinq premières inconnues en fonction de la sixième ; on aura des expressions de la l'orme
a, a', ... fi' (Haut fondions des quantités k,-, v it tt\. L'équation de la conique pourra alors s'écrire
**(««' -+- aV -1- iV -+• %$vîv -+■ %$'wu -+- 2uu) — 0, et, quel que soit b\ celle équation représente une seule conique. Le théorème est ainsi démontré dans cette hypothèse. L'équation de cette conique peul se mettre sous forme de déterminant :
•i} v 2 w* vw wu uv
U% «J tv\ ViW, WiUy U,!),
'4 v>\ w\ v,w 2 «!,«] WjUj ■4 «' tu- v 3 w a i« 3 u s u 3 u a
Supposons maintenant que tous les déterminants h cinq lignes et cinq colonnes qu'on peut déduire du tableau des coefficients soient nuis, et qu'un déterminant à quatre lignes et à quatre colonnes soit durèrent de zéro, par exemple
Hosted by
On pourra alors résoudre les quatre premières équations par rapport â a, a', a" et b, en fonction de b' et de b", d'après la règle do Cramer, ce qui donnera des expressions de la
ï, a,, ... j3j étant fonctions des quantités données «,-, «,■, w,-.
Ces valeurs, transportées dans la cinquième équation, la véi'i fieront, quels que soient // et b".
Les expressions précédentes consf.il lieront donc la solution générale des équations données; en transportant ces valeurs dans l'équation de la conique, on obtient 6'(aw2 -[- a'u s -|- »V -|- 2pu;o + c ivni)
+ &»(.,«■ + «y + »; w »- l -sp i tto + ïu») = 0, et cette équation, où b' et b" sont arbitraires, représente une inlinité de coniques.
Je vais démontrer que dans ce cas, sur les cinq droites données, quatre sont concourantes.
Il résulte des hypothèses que toutes les solutions dos quatre premières équations (1) vérifient la cinquième; autrement dit, que toutes les coniques tangentes aux quatre premières droites sont tangentes à la cinquième. Supposons que ces quatre premières droites forment un quadrilatère ABCi), et considérons la conique formée par les points A et C; cette conique est tangente aux quatre premières droites; la cinquième droite devant être tangente à cotte conique devra passer par l'un des points A ou C, parle point A par exemple; on verrait de même que cotte cinquième droite doit passer par l'un dos points B ou D, par le point B par exemple; cette droite devrait donc coïncider avec la droite AB, ce qui est impossible parce que nous supposons les cinq droites données distinctes; il faut donc que le point B coïncide avec le point A, c'est-à-dire que la droite (2) passe par l'intersection de (1) et dn {4) et
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alors la droite (,'ij passera par ce même point, et lions voyons que quatre lies droites données seront concourantes.
176. Si sur les cinq droites, trois ne sont pas concourantes, la conique tangcnle à ces cinq droites est une véritable conique qui ne peut se réduire à deux points.
Si trois des droites sont concourantes, la conique tangente aux cinq droiles se compose de deux points, dont l'un est le point de rencontre dos trois droites, et l'autre le point d'intersection des deux autres droites,
Entin si quatre des droites données sont concourantes, ce point do rencontre et un point quelconque de la cinquième droite forment une conique tangente aux cinq droiles.
Nous verrons plus loin une démonstration analytique de ces résultats (233).
177. Théorème. — Il existe nue seule conique tangente à quatre droites, le point de contact sur l'une d'elles étant donné.
Prenons le point de contact donné pour origine et la tangente correspondante pour axe dos x; l'équation de la conique peut s'écrire
<iu 2 ■+- aV + îbvw ■+■ ttfwu = 0.
Soient
iW + ïiy+1 =0 (i = i, % 3)
les équations des trois autres tangentes qu'on suppose ne pas passer par l'origine. On aura les équations
2#w, -+- 2ÔWi -t- a" -+- au\ = 0,
2è'w s -+- 2bv t -+- a" -+- aw| — 0,
2i'ii:i+ 2bv,-h a" -+- au* = 0.
Si l'on suppose les trois droites non concourantes, le déterminant
Ms
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est différent de zéro; on peut résoudre les équations par rapport à b\ b cl a" en fonction île a, et on obtient une seule conique répondant à la question,
178. Théorème. — // existe une seule conique tangente à trois limiter:, les points de contact de deux d'entre elles étant donnés.
Prenons ces deux dernière? tangentes pour axes, ei désignons par i cl S l'abscisse et l'ordonnée des points de corilaet.
L'équation générale des conique? tangentes à ces droites aux points donnés est (131)
ap«y+ aww-H pEW-t- Xhj* = 0.
En écrivant que cette conique est tangente à une autre droite, on détermine une seule valeur pour X.
179. Théorème. — Il existe une seule conique ayant avec une conique donnée en un point donné un contact du deuxième ordre, et tangente à deux droites.
Prenons lo point de contact pour origine et la tangente pour axe dos x.
u' 1 -+- a'w 3 -+- *2bvw 4- Wwu =
a conique donnée.
La conique cherchée aura pour équation
w s + a"w s ■+- SÔijjmj -+- 2ô',ww = 0, et pour que le contact soit du deuxième ordre, on doit avoir è, = b (172).
En outre, les coefficients a\ et b\ seront déterminés en écrivant que la conique est tangente à deux autres droites. On démontrera de la même manière le théorème suivant
180. Théorème. — // existe une seule conique ayant avec une conique donnée en un point donné un contact du troisième ordre, et tangente à une autre droite.
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181. Tons ces tttéoivmes subsistent quels que soient les tangentes et les points do contact, à distance finie ou infinie.
Ainsi, il existe une seule parabole tangente à quatre droites, une seule hyperbole asymptote à deux droites et tangente à une troisième droite ; une seule parabole tangente à trois droites, la direction de l'axe étant donnée, etc.
182. Equation générale des coniques inscrite* dans le quadrilatère circonscrit à deux coniques.
Soient deux coniques ayant pour équations fin, v, w) = au s 4-aVH-a*w a + 26tiM> + 26'îom-26*«u = 0, f t (u, v, w) = a l u'- r -a' 1 v*-+-a" i iv* + '2b,vw-i-'2b' i wu-i-%bïuv = 0;
supposons qu'elles admettent quatre tangentes communes distinctes; je dis que l' équation générale des coniques tangentes à ces quatre droites est
En effet, quel que soit ,u, cette équation est vérifiée parles coordonnées des quatre tangentes communes, puisque ces coordonnées annulent f{u, u, w) et f,(u, v, w).
Tout revient à démontrer qu'on peut déterminer n en sorte que cette équation représente une conique (C) quelconque iangenle aux quatre droites.
Soient « , u„, w les coordonnées d'une tangente quelconque à la conique (C); écrivons que l'équation (2) est vérifiée par ces nombres ; on a
l'équation (21 devient
elle représente une conique ayant cinq tangentes communes avec îa conique (C) ; elle se confond avec cette conique ; il en résulte qu'on a pu disposer de |i en sorte que l'équa-
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tion (2) représente la conique (C). Le théorème est démontré 1 ' 1 '.
183. Si les deux coniques données sont tangentes en un point A, l'équation (2) est l'équation générale des coniques tangentes aux deux coniques au point A, et tangentes aussi aux deux autres tangenl.es communes que ces deux coniques admettent.
En effet, quel que soit p, l'équation (2) représente une conique qui remplit ces conditions ; si par exemple w , v„, n\ sont les coordonnées de la tangente au point A, on aura
et
on en déduit sans peine
et
fi+rfl., n+tfi-, f.
ce qui montre que (2) représente une conique tangente au point A aux deux coniques.
Ensuite on peut disposer de \\ en sorte que l'équation (2J représente une conique quelconque (C) satisfaisant aux conditions précédentes. Il suffit comme plus haut de déterminer ,u en sorte que l'équation (2) soit vérifiée par les coordonnées d'une tangente à la conique (C). Cette équation représentera alors une conique tangente à laconique (C), et ayant avec celle-ci trois autres tangentes communes; ces deux coniques coïncident (177).
Si les deux coniques données sont bi tangentes, l'cqua
;1) L'un se m bit des roniqiivs roiireseutiji.'S i«ir I i[u'on appelle un faisceau btngentiel.
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lion (2) est l'équation générale des coniques bitangentes à ces deux coniques. Pour le prouver, on raisonne comme au
numéro précédent.
185- Si les deux coniques ont un contact du deuxième ordre en un point A, l'équation (2) est l'équation générale des coniques ayant au point A un contact du second ordre avec chacune des coniques données, et tangentes en outre à la tangente commune aux deux coniques.
Prenons le point A pour origine et la tangente en ce point pour axe des x\ les équations des deux coniques s'écrivent (172)
f{u, v, w) = m 3 -+- 26o«i + 'ib'wu -s- a"w % = 0,
/i(w, v, w) = m* -+- $àwv -+- 26£i«u -+- a",w 3 = 0. et l'équation (2) devient u a {l -+- p) -+- 26(1 + v)vw -+- 2(6' -+■ jj-'A) wu ■+■ («"+ K)w' =
cette équation représente, quel que soit n, une conique ayant à l'origine un contact du deuxième ordre avec les deux coniques données.
Cette conique est aussi tangente à la tangente commune aux coniques données,
Le raisonnement s'achève comme dans les cas précédents en s'appuyant sur le théorème du numéro 179.
La démonstration esl. légèrement modifiée si le point A est it l'infini.
186. Si les deux coniques ont un contact du troisième ordre en un point A, l'équation (2) est l'équation générale des coniques ayant au point A un contact du troisième ordre avec les coniques données.
187. TiiéOrém):. — Le lieu des pôles des coniques inscrites dans un quad)
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Considérons deux coniques inscrites dans In quadrilatère, et ayant pour équations tangcntielles
ft*, v, «) = 0, Mu, v, «,) = 0.
I.'éq nation générale des coniques inscrites dans ce quadrilatère sera
Le pôle d'une droite fixe (u , »„, w„) par rapport à l'une de ces coniques aura pour coordonnées
fi t + rtf v ff, + f/ï v ft, + n/ï«, ;
ce point décrit la droite qui a pour équation
Si la droite donnée est à l'infini, nous avons le théorème de Newton (116).
188. Exercice. — ■ Etant donnés un cercla qui a pour centre le point et une parabole \\ on considère toute.*; le:; coniques C inscrite* dans le quadrilatère formé pur les tangente-; communes au cercle et à la parabole P. Trouver V enveloppe des polaires A du point par rapport aux coniques C ; Tcnrelcppe dus tangentes X aux coniques C, telles que 1rs normale* au.r points de contact jiassent par le point (J, et l'enveloppe des axes des coniques C.
{Concours général, ISS!).]
Prenons deux axes rectangulaires passant par le point 0, Ox étant, parallèle à l'axe de la parabole. Les équations taugenlielles du cercle et de la parabole seront respectivement
r-ib'u
L'équation générale des coniques C sera alors f{u, ii, w) - X[R>(«* -4- fl a ) — w'J + a« 2 -+- «V + S&'tou + Wuv = I
Soient m, v, w les coordonnées de la polaire A du point p; rapport à l'une des coniques C. L'équation du pôle est
et pour que ce pôle soit à l'origine, il faut qu'un ait %fl = XR*» ■+- au -+- b"e + b'w = 0,
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tsn éliminant a, on n l'équation I an senti elle de l'enveloppe,
l [ufi - ./y) = &>* - «■) + (a 1 - h]m - &'«» = 0. [a]
Cette enveloppe est une parabole dont l'axe est parallèle à Oy.
Soient maintenant m, », m les coordonnées d'une tangente T; on aura
en outre la droite qui joint le point au point de contact a pour coefficient angulaire yri pour qu'elle soit perpendiculaire à T, il faut que
<irl-
KliminanL ). entre (p; et (y), on aura l'équation de l'enveloppe. Celte élimination est toute faite, puisque l'équa.lion (y) ne renferme plus \. L'équation ;-<) est donc l'équation de l'enveloppe des droiies T. Or cette équation est la même que l'équation (a), Il en résulte que les droites A et T ont pour enveloppe la même parabole.
Nous n'avons pas utilisé la condition (?) qui exprimait que la droite T était tangente à la conique G. Il résulte de là que l'équation (=0 est l'équation de l'enveloppe des droites a qui sont perpendiculaires aux droites joignant le point (I â leurs pûles.
Les axes des coniques (', jouissi:nt des propriétés des droites a, et par suite sont tangentes à la parabole fa).
En conséquence, les trois séries de droites considérées ont la même enveloppe : c'est la parabole
&>« - v't) + {a 1 — a)u» — Vvw — 0, qui a son axe parallèle i\ Oy ; les langt'iiles menées à cette parabole par le point seul rer.ldiigulaires ; donc la directrice de cette parabole est la droite Oœ.
On vérifiera sons peine que le foyer de cette parabole est sur la droite qui joint le point (I au foyer F de la parabole P, k une distance du point F égale à OF.
Tous ces résultats peuvent se démontrer géométriquement (Voir Nouvelles Annales :ic M<<Ut'':;nat.i'ii<e.s, W série, tome IX, p, 33),
189. Supposons maintenant, que l'une des coniques se compose de deux points P et Q ayant pour équations
P = -ut + pu + -;w = 0.
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c'est-à-dire que l'on ai!
/■,(«, v,to) = P.Q; l'équation
/■(«, v, w) + ^PQ - (3)
est l'équation générale des coniques tangentes aux tangcin1.es issues des points P et Q à la conique (C) qui a pour équation
Si le point P est situé sur la conique, les tangentes issues de ce point sont confondues ; l'équation (3) est alors l'équation générale des coniques tangentes à la conique donnée au point P et tangentes aussi aux tangentes issues du point Q à cette mémo conique.
On peut d'ailleurs vérifier analytiquement ce résultat en prenant le point P à l'origine, la tangente en ce point à la conique étant l'axe des x.
L'équation de cette conique sera
au* -+- a"w a + 2bvw -\- 2b' wu — 0, et l'équation (3} s'écrit
au 2 -+■ a."w" + %bvm + 26'mih 4- f«f (<*'» + P' y + ï'" ; ) = ° ! elle représente bien une conique tangente à l'origine à l'axe des a;.
190. Exercice. — On donne v.w eltipae ]■] ut unpomt P situa dans son plan. Trouver le lien du point M tel que les tangentes menée!' dit point P et du point M à l'ellipse F. forment un quadrilatère circonscriptible à un cercle.
Soient a-a 1 h- bH- — io s —
l'équation tangenlielle de 1'dlips.e E, a, [ï les coordonne: es du point P et a>, y les coordonnées d'un point M du lieu. L'équation générale des coniques litncjontes aux tanpentes issues des poinfs P et M à l'ellipse est
\[a*u? + bV — m') ■+■ {us 4- ep + w){wti + vy + 10) = 0.
Écrivons que l'équation représente un cercle; on a (101]
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,,-fe^
= (» , + py)(l-X)-
{«-t-.HP + lO „
Éliminant î. entre ces deux équations, ou aura l'équation du lieu. La première peut s'écrire
XU- x )c * ■+■ (1 - XX» - Py) = f " + *'' ~ ' S + y '' -
De la deuxième on lire
) - fr-«fa-P) , S(ay + pa;)
et on remplaçant dans la première, on obtient
oV - «»){k« - p s ) = [« V - pi] - p{rf - »*]][«! - rf+yi - p« |.
Cette équation est homogène et du deuxième degré en œ a — a 2
et !/ s — P ! ; elk 1 représente dimx «iniques dont les équations s'écrivent
i/ a — PJ _ m ■'/' — B j _ ^^
mi et m, étant les racines de l'équation
On voit aisément que ce sont les deux coniques homofocales à i'ellipse E qui passent par le point P.
191 , Coniques liomo locales. — Si les points P et Q sont
les points cycliques du plan, l'équation (3) est l'équation générale des coniques homofocales à la conique (C) d'après la définition même (les foyers.
Si les axes sont obliques el font l'angle 0, on sait que les points cycliques sont à l'infini dans les directions dont les coefficients angulaires satisfont à l'équation m B + 2m cos 6 + 1 = 0.
Pour qu'une droite uar-t- vy-+-w — passe par l'un de ces points, il faut que son coefficient angulaire - -- satisfasse à. cette équation, c'est-à-dire que l'on ait
„*.+.„> _2uu cosO = 0;
toile est l'équation de l'ensemble des points cycliques.
Il en résulte que l'équation générait! des coniques homofocales à la conique (C) es!
f{u, v, w) + v.[u i --rv i — Zuv cos 8) = 0.
Si les ases de coordonnées sont rectangulaires, cette équation devient
f(u, v,w) + p(u*-hv*) = 0,
Supposons que la conique soit une ellipse rapportée à ses axes, c'est-à-dire que
f{u, v, w) se a-u- + 6 2 t> a — w ! ; l'équation des coniques homoioealos est
a'u 3 -+- bW — w 1 ■+■ fJL(«" + u 3 ) = ou
et l'équation ponctuelle correspondante est résultat connu.
192. On peut considérer des coniques lioniofocales comme inscrites dans un quadrilatère dont doux sommets opposés sont les points cycliques.
Par conséquent le lieu des pôles d'une droite iixe par rapport à des coniques homofocales est une droite (187) qui a pour équation
fi. f; >',
t Ton vérifie aisément que cette droite est perpendiculaire < i droite donnée.
193. Coniques Mlangenles it une conique donnée. — Supposons que dans l'équation (3) du numéro 189 les deux points
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P et Q soient confondus ; cette équation devient
f{u,v,w) -+-hP» = 0. (4)
Nous allons démontrer que cette équation est l'équation générale des coniques bitangentes à la conique (C), les points de contact étant ceux des tangentes menées par le point P à cette conique.
Tout d'abord on voit que l'équation (4) est satisfaite par les valeurs de u, v, w qui annulent à la fois f[u, v, w) et P, c'est-à-dire par les coordonnées des tangentes menées du point P à cette conique. Je dis de plus que ces tangentes communes ont mêmes points de contact dans ces deux coniques; en effet. posons
o(u,„,w) = fln «,»)+,*•,
P = «m -t- po-H iw ; on aura
?'. = fi H- ifPf,
et si on remplace dans ces identités u, v, w parles coordonnées des tangentes menées par le point P, on a
ce qui montre que ces tangentes touchent les deux coniques aux mêmes points.
On verra ensuite aisément qu'on peut déterminer p, en sorte que l'équation (-1) ceprésenle une conique quelconque bitangente à (C), la corde des contacts étant, la polaire du point P ; on en conclut que (4) est bien l'équation générale cherchée.
194. Considérons maintenant un quadrilatère défini par les équations de ses sommets,
A et C étant opposés ainsi que B et D. On démontrera atsé-
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ment que- l'équation générale des coniques inscrites dans ce
quadrilatère est
AC-t-jxBD = 0.
Si l'on suppose, comme dans l'exercice du numéro 133, que le
quadrilatère soit un parallélogramme ayant
son centre à l'origine et -jes cotés parallèles
y, aux a\es do coordonnées, les sommets au-
D / A ront pour équations
A = u. + *P + io = 1 C = — ** — »p + w = 0,
B = ui. — v?-hv> = 0, D = — « a +t.a + w = 0;
l'équation générale îles conique* inscrites sera donc
(„=,-,- »j + „)(-„._„ il + «, ) + ,i(«i_,p + »X-""+»W-«) = ll
i'i> pci = ruil
a _ (MI + ,p« + ,, [„i _ „, _ „p)p = o,
Cette équation peut être considérée comme l'équation générale des coniques tangentes - dnx tangentes menées à l'ellipse
par les points qui ont pour équations
c'est-à-dire les points à l'infini dans les directions O* et Oy.
195. Si le point B est. sur la droite AC, on démontrera aisément quo l'équation
AC -+- u.BD =
est l'équation générale des coniques tangentes aux droites AD, CD et a la droite AC au point B.
Considérons par exemple un Iriangle rectangle AOB dont nous
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prenons les cotés pour axes de coordonnées ; désignonspar a l'abscisse du point A, par b l'ordonnée du point B, et du point abaissons OC perpendiculaire sur AB.
Cherchons l"t:!]uaïion Lvnûrale des coniques tangentes aux trois côlés du triangle AOB et touchant le côté AB au point C.
Les équations des points (), A, D, C sont respectivement
l'équation ffénéi'.tlo des coniques considérées sera
[ua ■+- w){vb + w) -4- \itc[ab 3 u +- aïbo -f- {a? -\-b*)w) = 0.
Enfin si l'on a trois points
l'équation générale dos fioriifjups tangentes en A et B aux droites CA et CB sera
AB + p.C ? = O.
Si on suppose que le point C soit à l'origine, A sur Ox et B sur Oy, l'équation s'écrit
[m + wK*P + wH-P« , =0 a?uv -H puw + aww + Xio 1 — 0, comme on l'a vu au numéro 131.
197. On peut déduim de là. réquatiou générale des paraboles dont on connaît un diamètre et la tangente à l'extrémité.
Si on désigne par #„, i/ les coordonnées de l'extrémité du diamètre, par a, ? les paramètres directeurs du diamètre et par a', p'
ceux de la tangenle, l'équation générale cherchée est
[«* + •* + »X«' + M) + !*(««' + *?')' = ; on peut en effet considérer la parabole comme tangente à la droite de l'infini, le point de contact étant dan* la direction du diamètre.
Si les directions (a, S) et [a', fs') sont perpendiculaires, le point (#oi V«) est ' e sommet de la courbe.
198. Exercice. — Lieu des foyer.-: des hyperbole* ayant une asymptote donnée et tangentes en un point donné à une droite perpendiculaire à l'asymptote.
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Prenons l'asymptote pour axe des y, la tangente pour axe des x. ci. désignons par '> l'abscisse du point de contact.
Les hyperboles considérées sont tangentes au\ droites Ox et Oy, la corde des contacts étant la parallèle à ()y menée par le point A.
Les équations du point et du point A sont
io = 0, ua + w = 0\
celle du point à l'infini dans la direction On est
nous avons ainsi lus équations des points de contact et du point de rencontre des tan génies ; l'équation générale des hyperboles sera
Les foyers seront déterminés par les équations
En éliminant. ), entre ces deuv équations, on aura l'équation du lieu. On trouve ainsi
xl*?-+-y>)-a(a?-y*) = 0, équation d'une slrophoïde droite.
199. Revenons à l'équation (3) du numéro 1H9 et supposons que le point P soit situé sur la conique (G) ; nous avons vu que cetlc équation est l'équation générale des coniques langentes ii la conique donnée au point P et tangentes aussi aux tangentes issues du point Q à la même conique.
Supposons de plus que le point Q soit sur la tangente au point P à la conique (C) ; dans ce cas l'une des tangentes issues du point Q coïncide avec la tangente en P ; il en résulte alors que l'équation
f(u, „,„■) + ^PQ = est l'équation générale des coniques ayant au point P un contact du deuxième ordre avec la conique donnée, et langentes à la tangente issue du point Q à la même conique.
200. Enfin, si le point Q coïncide avec ie point P, l'équation
fin, v, w) + p.P* = û
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est l'équation générale deï coniques ayant au point P un contact du troisième ordre avec la conique (C), en supposant toujours que le point P soit sur la conique.
EXERCICES ET NOTES
1. On donne deux paraboles ayant pour foyer le -point fixe et titîur ares tes deux droite* rectangulaires O.t et \)y. Trouver l'équation de la tangente comaimie à ces deux courbes.
Trouver le lieu décrit par te m, Heu des points ,le contact quand la tangente commune passe par un point fixe.
On a aisément les coordonnées <le l;i tangente commune en résolvant les équations tangentielles
pf *e s -f* t> s ) — 2uw = 0, q[& + f) — *no = des deux courbes. Le lieu demandé a pour équation
Znyi^ + y*) — [ay* — 303^» — 3(KB«y+M = 0, a, P désignant les coordonnées du point fi\e,
2. Lieu des foyers '.tes coniques inscrites dans un quadrilatère
3. D'un point P du plan d'une, ellipse, on mène les quatre normales, et l'on considère le quadrilatère formé, par les tatu/entes uu.r points d'incidence. Sur quelle courbe doit être, situé le point P pour que le. quadrilatère soit crreoiiseriptible. à un cercle'.'
Soit a 3 u s + 6-u 3 — w 2 = l'équation de l'ellipse ; on aura une relation entre les coordonnées ti, v, w d'une tangente en un point d'incidence, en écrivant que la droite qui joint le point l'(tc, y) au
point de contact I — — . - — -1 est perpendiculaire à cette
tangente ; on obtient ainsi
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il suffit alors d'écrire que l'équation
n'w 2 -H bH^ — w 2 -+- \{c % uv — uwy + Bioa) :=
représente un cercle; on élimine A et on a l'équation du lieu,
4. Lorsqu'une conique est hitoogenle à une conique donnée et tangente à deux droites, le pôle, de la carde des contacts décrit deux droites formant faisceau har,, ionique avec le.' deux droites données.
5. Lieu des pieds des normales menées d'un point à une parabole de grondeur constante tannen'e à dettr, droite-: recta ngtU'.t ires.
Soit M(», y) un point du lieu; on mène par M une perpendiculaire à MO ; on for nie l'équation taiïgcntielk de la parabole fanante aux deux axes et à la perpendiculaire au point M, et il suffit d'écrire que le paramètre de cette < oiirbe est donné.
On trouve pour équation du lieu
teVO"* -*- P') — ?*(*' — «V + .!/*) 3 = 0-
6. L'équation taneenlielle générale des conique? passant par deux points a, ?, y et a', p', -f est
x, y, s désignant les coordonnées du point de rencontre des tangentes aux deux poinls donnés.
7. Lieu des foyers des parubo/rs tangentes à une d.roi'e et admettant une corde commune parallèle.
Prendre pour axes la tangente cl la perpendiculaire au milieu de lu corde; se donner comme paramètres variables les coordonnées du pôle de la corde.
8. Le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère est une cubique circulaire pnss'iiit nue son. foyer singulier. Réciproquement, toute cubique circulaire passant par son foyer singulier peut être définie de celle manière.
[G. Humbeut, Nouvelles Annales, 3' série, tome Xll, p. 124Ï.
9. Si une parabole c i hltan/jeittr. ii une hyperbole équilatère, sa
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directrice est perpendiculaire ou milieu de In droite qui joint le rentre de Vh.ypçrhole nu pôle de. In corde des contacts. En effet, si la parabole a pour équation
.( M a _ „î) _ w i + (W -h vy> H- «)■ = 0, sa directrice a pour équation
2aMj' + %yy' — a' 1 — y' 1 = 0.
10. Lorsque des coniques sont inscrites dans un quadrilatère, il existe deux points d'o'u l'on voit 'es coniques sous un angle droit.
Ce théorème résulte immédiatement de ce que l'équation du cercle orthoptique contient linéairement les coefficients de l'équation tan genti elle. Si ces coefficients sont fonctions du premier degré d'un paramètre, les cercles orihopliqu.es passent par deux points
On en conclut que les cercles décrits sur les trois diagonales d'un quadrilatère connue diamètre on! même axe radical,
11. Si quatre coniques sont inscrites dans un quadrilatère, les pôles d'une droite quelconque ont un rapport nn/iar,, tonique constant. (Chasleb, sections coniques.)
12. La somme d>:s '.-iinlcs que font avec un a,xe fixe les tangentes coiiiiiiuiir.i à de'.:.:: courbes nl-r-trriq •'■-.. ne cli'inge pus quand on remplace ces courbes par des courbes iiomofocales.
Soient
fiu,v,w) = 0, v[u,v,w) =
les équations des doux courbes; cherchons la somme V des angles de leurs tangentes communes avec On.
Éliminons w entre les deux équations; on a un résultant R(m, v) — A W» + ?, ai»'-' v -{-■■■ A,„î)"< = 0; en posant = t, on a l'équation aux coefficients angulaires ;
ou en déduit
_ Al -A s + A,--
Cg V _ Ao — A. + A* '
ou si l'on pose R(l, i) = M + Ni,
Or pour calculer R(l, i. il suffit d'éliminer m entre les équations
f({, i, w) = et ta(l, i, w) = ; par conséquent V ne change
ÉQUÀTIOXS (ÏÉ>
fÊJtALES DE
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Ce théorème est dû à M. G. Humbert.
La démonstration qui précède a été donnée par M. E. Ronia. (Kounelles Annales, 3 e série, tome IX, p. 123).
13. Lieu des foyers des [laraheiles l><t:t.n<jeiaes A ><n cercle el passant par im point fiicu,
14. Etant donnée-': les équations tnniienlielles de trois coniques, f=d, f — 0, ty = 0, ayant trois taïu/enies eoinontnes, l'équation générale des coniques tf.noentes à ces trois droites est
*f+r"? +T> = <>■ En déduire Vèqualion ijcnèvnh:. des n.;yu>ji>es tangentes à trois des tangentes communes à de».:?, coniques données.
Soient /"=0, o = les équations langenli elles des deux coniques, et P = 0, Q = les équations de deux point" situés sur une tangente commune T. Les équations des deux coniques pourront s'écrire
/■=AP + BQ = 0,
? = A i P-hB,Q= : 0,
et l'équation
<V = ABi- RA, =
représentera une conique tangente aux tangentes communes aux coniques données, excepté à l;i tangente T.
L'équation générale demandée sera
^_l_po + - f (AB, — BA,) = 0.
Appliquons cela à la recherche de l'équation générale des coniques tangentes aux trois languies communes à deux paraboles, 11 faut exclure la droite de l'infini. Ou écrira
2èîu) =
(», v, m) — «(anH-
rio + ftft
2*iicj =
etr
équation générale se
-Pî + tH"*+^<' +
+ &ÏM + 26]icj
(«iB+iî
-f- 26ic)
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220 COORDO.WÉES TAKGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE PLANE
15. Quand d'au:- angles sont circonscrit:; à une conique, les quatre eûtes et les deux cordes de contact sont tangents à, une même conique.
L'équation de cette conique est
lt«i/'^ + <>i/% + wif« i IA'«.».w)
- Wi t -+- vf[. c + KfyWi, -+- ■/!, + M/U,] - o,
«o. v , W(i et Mi, iîi, v>i désignant les coordonnées des cordas de contact.
16. L'équation i/ënér/t/e des paraboles ayant pouf foyer le point (s, P) est
Â, Li e'iant fes paramètres directeurs de l'axe.
17. Pour qu'il existe une conique passant par- deux points C et D, et tangente aux tangentes i^ues de deux points A et li h une conique S, il faut et il suffit qu'il existe une. conique passant par A et B, et tangente aux tangent.cn issues de C et D à la. conique S.
Si l'on suppose que les points C et D soient les points cycliques, on a l'exercice résolu au numéro 100.
Proposition corrélative. On peut en déduire la propriété suivante :
l'enveio/ipe <les axes radicaux de deux cercles dont l'un est fixe, et l'autre, cariable, reste tangent, à deux droites fixes, se, compose t'es iteu.c paraboles, qui passent par les point i communs au c-'rcle f.xe et 't.ti.x deux droites fixes.
18. Etant données deux coniqu.es /'omofucuJes, trouver le lieu des sommets des angles droits AMA' dont les côtés MA et MA' touchent rcs/iectifemeut les deux courbes
Les deux autres langeâtes Miî et MB' menées de M aux deux coniques se coupent aussi à angle droit.
Les droites qui joignent deux h deux, les points de contact des tangentes MA et MA' ou MO et MIC enveloppent une conique iiomofocale aux proposées.
19. Soient A, B et C, D deux couples de sommets opposés d'un quadrilatère circonscrit à un cercle : trouver le lieu du, point de rencontre des tangentes communes aux coniques agent pour foyers A et 15 et aux coniqn.es ayant pour foyers C et D.
[Reçue de Mat/tématiqucs spéciales, [orne I, p. 310).
20. Une parabole de grandeur confiante se déplace en restant tangente n deux droite:; perpendiculaires ; trouver le lieu de l'extrémité du diamètre qui passe -par le point de rencontre des deux d.roi'es.
Soit x, y un point du lieu; l'équation générale des paraboles ttiiiii-entûs aux deux axes, et dont ce point est. l'extrémité du diamètre passant par l'origine est
ta ■+■ vy -H to)(«/;-H vy) — (tac — vyf = ; il suffit alors d'écrire que le paramètre est constant.
21. Lieu du centre d'une iniperiiule équilatère de grandeur confiante bitangente à une parabole.
22. Etant dor.nèes des coniques larme focales, par un foyer Y on mène une droite fixe. ; les tangentes au;,; points de rencontre de cette droite avec les coniques enveloppe ut une parallèle, qui a pour foyer le deuxième foyer F et pour directrice In décile fixe. La portion de ch.ii.que, tangente comprise entre la conique correspondante et la parabole est vue du foyer Y sous un angle droit,
23. Trouver l'enveloppe des polaires d'un point fixe par rapport à des coniques homofocales.
1, 'équation eenérale des conique* étant
la polaire du point %, jî sera déterminée par
(" a + Xl» _ [g + \)v _ -w
En éliminant >, on obtient l'équation de l'enveloppe,
qui représente une parabole tangente aux deux axes.
24. On considère des coniques li.omofocal.es, et l'on demande l'enveloppe des normales telles que les tangentes aux points d'incidence passent par un point fine.
Cette enveloppe est la même que la précédente ; expliquer pourquoi a priori.
25. On a vu (ex. 23; que l'enveloppe des polaires d'un point fixe par rapport à des coniques Itumu focales est une parabole. Quelle
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courbe doit décrire le. point fixe pour que le. point Je cor* tact de. l'axe de la parabole avec son enveloppe coïncide constamment, avec le foyer:' La parabole a pour équation
Son foyer est déterminé par les équations
'(.x -4- ay - ,
on en tire
D'autre part, on trouve aisément que l'axe de la parabole a pour équation
Considérons a et ? comme fonctions d'une variable; cherchons l'intersection de l'axe avec la droite infiniment voisine et écrivons que ce point coïncide avec le foyer. Il sera plus simple de poser
a = o cos 10, p = p sîn co
et de considérer ', comme l'onction inconnue de u>. L'équation de l'axe s'écrit
ç,x cos (o -+- py sin <o — c- cos 2(ii =
En diiïéren liant, on a l'ordonnée du point de contact de l'axe et de son enveloppe,
y= — ^-[sinoj(2cOS 2 (» + l)p + p' COS <o COS Soi].
Écrivons que celle quantité est égale à l'ordonnée du foyer
_=£ÎL
sin »>cos(o + p' cos 2w = 0,
L,a = i L cos â<o +- LA, Celte équation représente une lemniscate de Bernoulli.
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EQUATIONS UliNKHÀl.KS DE CUMULES Zzi
26. Une hyperbole équi/atcre honiofocule à une ellipse intercepte tur les eûtes d'un angle droit circonscrit à l'ellipse deux cordes
27. Si l'on consitlrre de* foiiiques homo focales, le lieu des points de contact des tant/entes menées par -un point P pris sur l'un des
axas est un cercle. Les cercles qui. correspondent à deux points pris respect irement sur chacun des axes se coupent orlhogonalement.
28. On considère les coniques tangentes à deux, droites rectangulaires OA et OB en deux points variables et à une droite AB en
un point ('.. On demande le lieu des foyers de ces coniques. Construire le lieu dans le eus particulier ai; le point C est au milieu de A B et "xa.rnitwr ce que devient ce Heu lorsque (', étant ait >n>li:'u de AU, ou a OA = OB.
29. Former l'équation générale des coniques pour lesquelles une droite AB donnée en longueur et en position est un diamètre, et qui sont tangentes à une droite CD.
Séparer les points de cor-tact de cette droite qui correspondent à des ellipses de ceux qui correspondent à des hyperboles.
Trouver le lieu des extrémités du diamètre conjugué de celui qui passe par le point de contact.
Prend™ pour axes AB et une parallèle ù CD menée par le milieu Je AB ; l'équation générale des coniques ayant AC pour diamètre
(ua -h w)!aa — v;)-\- \u + vmf = 0, m étant le coefficient angulaire des tangentes aux points A ut B.
30. Etant donnés deux points A et B sur une circonférence, on demande le lieu, des fat/ers des paraboles tangentes en A et l"S aux cordes MA et MIS, lorsque le pain! M décrit le cercle.
31. Une ellipse et une pantbole oui un foyer commun, et le second foyer de l'ellipse se trouve sur la directrice de la parabole; démontrer que le triangle ayant pour sommets le foyer commun et les points de contact d'une tangente commune est rectangle.
En prenant pour origine le foyer commun et pour axe Oa; l'axe focal de l'ellipse, on voit aisément que les équations des deu\ courbes sont
Hosted by
6S(«! -|_ „!) _ 2 CMt0 — ^2 = 0, ( I )
et les tangentes coin m unes vérifient l'équation
(6> + 2c*}« + 21**1) + cio = 0; (2)
en écrivant que les droites joignant l'origine aux points de contact
d'une tangente sont rectangulaire*, on a une condition que l'on
peut obtenir en combinant (1) et (2).
32. Soient A, B, C, D quatre points quelconques d'un plan, ha, Ub, De les perpendiculaires abaissées de [), respectivement, sut- les droites LÏC. C'A, Alt. B'éniontver <p.<e les trois paraboles u'janl pour
foyers les points A, B, C et pour tangentes aux sommets les droites Du, T>b, De, sont inscrites à un même triangle.
Soient {x u j/i], (#j, m), (x-i, i/j), (x, y) les coordonnées des points A, B, C, D. La directrice de la parabole qui a pour foyer A est perpendiculaire à BC et passe par le point {2x -~ X[, 2y' — y,) symétrique de A par rapport à D.
L'équation de la directrice est donc
(a, _j_ Xi — 2x){x^ — x s ) -h [y + y t — 2j/')(i/ s — y») = 0.
Or on a vu, au numéro 162, que l'équation de la parabole qui a pour lover le point (a, $) et pour directrice la droite [u a , u , io„) est
; ttû « -h v.p + «7 )(K 3 + e») - Ki« + C p -h ^)(«« + m,) = D. L'équation de la première parabole peut donc s'écrire («s -h »>)[(*, — *!,)(», — *'J + fy s — j/jjfy, — y')]
— [ua, ■+■ vy % -f- w)[m[ic 2 ■- as*) + u(yi — y t )] — 0.
On obtient les deux autres en taisant de* pcnnulct fions circulaires des indices 1, 2 et 3.
En ajoutant les équations des trois paraboles, on a une identité ; on en conclut que ces trois courbes sont inscrites au même triangle.
33- On donne un triangle ABC, un point D sur le côté RC et un
point Y dam- te plan. On considère, les deux conique* inscrites dans les triangles ABD, A('U et ayant pour foyer commun le point ¥. Le segment qui joint les points de contact d.- la laïu/ente AD est vu. du point Y sous un angle dont lu grandeur est indépendante du point D.
34. On donne un triangle et un point. On considère trois paraboles
ayant le point pour foyer cl tangentes ii deux cotes du triangle. Si
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l'on mène à la première de ces paraboles la tangente qui coupe per~
pe.ndu-ultureme.nl !,: troisième, c'U.é dit triangle, et de marne pour les deux autres, les trais droites qu'on obtient ainsi seront tangentes à une même parabole homofocule avec, les trois autres.
35. Etant données deux paraboles de munie, sommet et dont les axes sont perpendiculaires :
{" Trouvei- le lieu des points tels qu'une tant/ente menée à une parabole et une taïujenie. menée à l'autre soient perpendiculaires ;
2° Trouver les points pour lesquels les quatre tangentes sont perpendiculaires deux: à deus:;
3° Trouver l'équation de la tangente conrmune réelle aux deux purabol.es ;
4° Trouver le lieu de la projection du sommet commun sur cette tangente commune, quand le. point dont les projections sur les axes sont les foyers, décrit une circonférence ayant son contre au som-
36. Étant données deux droites rectangulaires (te, Oy et une ci>confère.nce louchant ces deux droites, démontrer que le foyer d'une parabole louchant iesluju.es Ox, Oy et lu circonférence donnée décrit une civ.-.oufèrenc.e lanijente à Ox et Oy.
Démontrer que ta corde de. con'act de la purabole avec l'angle xQy enveloppe rené hyperbole- équ.iia/ere. ayant pour foyer le point 0.
37. Une conique est inscrite dans un parallélogramme ABCD. La ttinuen.te menée en un point M de lu. courbe, rencontre, les cotés ]>C CD rcspeit.ive.me.nl. en \{, Q ; la parallèle à £0 par M coupe Al! en L, et la parallèle ù. CD par M coupe AI.) en X ÏSèmonlvr que les triangles LMQ et NMK sont èquicalen<s.
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OMBILICS ET DROITES QUI ONT MÊME PÔLE PAR RAPPORT A DEUX CONIQUES
201. On appelle ombilic relatif à. ilnix coniques on point de rencontre de deux tangentes communes.
Comme, en général, deux coniques admettent quatre tangentes communes, les six sommofs du quadrilatère forme pur ces tangentes seront des ombilics. Deux sommets opposés de ce quadrilatère constituent ce que nous appellerons deux ombilics correspondants ou un couple d'ombilics ; il en résulte qu'un couple d'ombilics peut être considéré comme une conique singulière inscrite dans le quadrilatère des tangentes communes.
Cette remarque va nous permettre de déterminer analytiquement les ombilics.
Soient, en effet, /*(«, v, w) = au : + aV-t- a'ufl -+- 2bmv -f- 2*'»:» ■+- 21/uv = 0, [C) fjjt, o,!e) = aiu s +fl',» ï -i-a 1 îi) a 4-26it)ît'+2i{wtt+24ï«o= : (C,)
les équations des deux coniques.
L'équation générale des coniques tangentes aux langentes communes à (C) et à (C,) est
fi«,v,w) + \fcu,v,n) = Q, (1)
et cette équation représentera doux ombilics correspondants
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si le discriminant du premier membre est nul, c'est-à-diw
l_ U\ b + U, a"-±-la"t
Celte équation est du troisième degré par rapport à à chaque racine de cette équation correspond un couple d'ombilics, on voit bien que les deux coniques admettent en général six ombilics qui seront déterminés si l'on peut résoudre l'équation (2).
Connaissant les ombilics, on en déduit aisément les tangentes communes ; la recherche de ces tangentes est donc ramenée à la résolution d'une équation du troisième degré, au Heu de l'équation du quatrième degré que nous avons discutée dans le chapitre X.
Mais la considération des ombilics et l'étude de l'équation (2) présentent un intérêt [dus puissant que celui qui s allache h la simplification toute théorique du calcul des coordonnées des tangentes communes.
Nous allons montrer en ellct dans ce qui va suivre que de la nature des racines de l'équation (2) on peut déduire la nature des tangentes communes aux deux coniques.
Auparavant il est utile de rappeler qu'étant donnée une équation du second degré
= («, v, «•) = dont le discriminant du premier membre est nul, cette équation représente deux points distincts si tous les mineurs du discriminantno sont pas nuls.
Les coordonnées de la droite qui joint ces deux points vérifient les équations
lesquelles n'admettent qu'un seul système de solutions.
En outre l'équation ponctuelle correspondante représente une droite double, qui est précisément la droite joignant les deux points.
228 cooudoniSées tangf.xtielles. — eÉouÉ'nw: it.aak
Si maintenant tons les mineurs du discriminant de la fonclion o[u, y, w) sont nuls, l'équation d(u, o, w) = représente deux points confondus ou un point double, et les équations
ont leurs premiers membres proportionnels et son! vérifiées par les coordonnées d'une droite quelconque passant par le point double.
202. Désignons par A- B , k{. K, B-„, Bi, B'i les coefficients
de a-\-la,, a'-\- ),a\ , . . . , b"-\~'/-b", dans le développement du déterminant à()>); on aura les formules (93'
(o+xai)A(X) = ma;:— b;, (A+xft.ji^) = b:.b;-a,b„ ,
la'+k'Jill) = K\;~ K', (é' + X*i)*(ï) = BÏBx— A1B-1, • (3) ;a" + X«;)i().) - AiAi—BÏ», {b" -+- X6' t )a(X) = B^Bi— AJb;. J
Ces équations nous montrent que si une racine X' de l'équation (2) annule tous les mineurs de i(X), les seconds membres des équations (3) seront divisibles par (), — À'} 2 , et comme ).' ne peut annuler toutes les quantités a-h\a u s' + lflu . . . , car alors les coniques coïncideraient, on en conclut que À' est au moins racine double de l'équation (2).
La réciproque n'est pas vraie ; toute racine multiple de l'équation (2) n'annule pas nécessairement les mineurs du déterminant A(>.).
203. Il résulte do ce qui précède qu'à foute racine simple de l'équation (2) correspond un couple d'ombilics distincts.
A toute racine multiple correspond soit un couple d'ombilics distincts, soit un ombilic double,
204. On retrouve la même équation (2) quand on cherche les droites qui ont même pôle par rapport aux deux coniques (C) et (CJ.
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OMBILICS 229
En effet, pour qu'âne droite («, v, w) ait même pèle par rapport aux coniques (C) et (G,), il faut et il suffît que les équations
représentent le même point, c'est-à-dire que Ton ait
n- /ïr /■;..'
ou, en désignant par — X la valeur commune de ees rapports,
fi + Vî. = o, 1
fi + y;„=o. !
Pour que ces équations admettent des solutions en u, t>, kj, il faut que le déterminant i(X) soit nul.
Si une racine À' n'annule pas tous los mineurs, les équa- Lions (4) ont un seul système de solutions ; elles déterminent une seule droite ayant même pôle, c'est la droite qui joint les ombilics correspondant à la racine X'.
Si au contraire la racine V annule tous les mineurs de .i(À), les équations (4) ont leurs coefficients proportionnels ; elles déterminent une infinité de droites passant par l'ombilic double relatif à la racine X', et toutes ces droites ont même pôle par rapport aux deux coniques.
205. Théorème. — Les droites doubles ■■'> relatives à deux racines différentes de l'équation (% sont conjuguées par rapport à toutes les conique-; du faiseeau il!.
Soient, en effet, u,, «,, w, et u 2 , w 2l io } les coordonnées de ces droites, et X,, X 2 les racines correspondantes ; on a
{11 11 est naturel d'appeler droite double lit droite joignant deux ombilics rorn.'spond.inls, puisque lu premier membre de l'équation ponctuelle correspondante est carré parfait, ['tic. droite ayunl mMiie pôle dans les deux
coniques sera donc une droite double et ir
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COOBDOSXÉES TA>
■ GEXTIELLES. GÉOMÉTB
IE PL
<?«i 'du,
àf ,_, <V.
d U2 h 'dw, ~
c)c, ' <lu,
iY +ii iVi
Multiplions les trois premières équations de gauche par « 2 . u-,, Wj respectivement et ajoutons-les membre à membre ; opérons de même sur les trois équations de droite après les avoir multipliées par u u w,, w, ; on obtient
II H- Î. S K = 0, en posant, pour simplifier récriture,
dui dvi 0w 3
K = „ ÎÛ+vÊlL + ^Èfl.
' Oui ' àv } ' dti'i
On déduit de là
puisque À, est différent de À,.
On a alors, quel que soit X,
H -+- >.K = 0, ce qui montre que les deux droites sont conjuguées par rapport à, la conique
/'(«, v, w) + Vi(«. ». w) = °-
Cette conclusion subsiste si à l'une des racines, À, par exemple, correspond un ombilic double ; dans ce cas une droite quelconque passant par ce point est conjuguée de la droite joignant les ombilics relatifs à À L > par rapport à. toutes les coniques du faisceau.
206. Théokiï.ue. — Les couples d'ombilics relatifs à deux racines différentes de l'équation (2) n'ont pas du point commun.
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osihilics 231
Je dis qu'on ne peut avoir
/■-t-V.sPQ,
P, Q, R désignant des fonctions linéaires.
De ces relations on tircrail
flli-»i]sP(l 1 Q-J,H) 1
les deux coniques se composeraient alors chacune do deux systèmes de points, et ces deux systèmes auraient un point commun. Dans ce cas le premier membre de l'équation (1) se réduirait à un produit de deux facteurs, quel que soit \, et l'équation (2) serait identiquement satisfaite.
Le théorème subsiste si à l'une des racines, X, par exemple, correspond un ombilic double P ; aucun des deux ombilics relatifs à X 3 ne peut coïncider avec le point P,
207. Théorème. — Atoute racine simple de l'équation (2) correspondant deux omh'dixs distincts et. la droite qui les joint n'est tangente à aucune conique du faisceau (1).
Si à une racine multiple correspondent d-vu.i: ombilics distincts, la droite qui les joint est tiuiaente au mnme point, à toutes les coniques du faisceau (I).
On sait que la dérivée d'un déterminant dont les éléments sont l'onctiuns d'une variable est. égale à une somme de déterminants qu'on déduit du déterminant donné en remplaçant successivement dans cliaque colonne les éléments par leurs dérivées.
On a alors
lui 6"-HÀ6; O'-i-U'A 'a-i-la, If, b'+\b[\ \a-+-\a, 6"-hXô; V,[ ./,;=£; a'-t-la[ b-h\b, U- ô"-f-U; a; b-t-U, H- ô"-h1A; o'+Xa', b\ \b'i 6-1-X6, o"-HXaïl I64-16J 6, a'+Xoïl \l/-h'/Jj', b+ï.b t <| qu'on peut écrire
V(X) = a 1 A J ,-ha' l M,-\-a" i K-\-2b ! a i -\-2l/ l Bl.-^2b" l Bl
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232 COORDONNÉES TANGENTIELLES . — GÉOMÉTRIE PLASE
En différentiant de même les trois déterminants dont la somme constitue à'(X), on a
- \»(X) = A, (a -+- Xfl,j • h A,V -i- la[) -+- A'[(a" + la';)
H- 2B,(i + Xi,) h- 3B;(i' + X (&',+ 2Bj(i" h- X**), où A,, Ai, ...,B',' désignent les mineurs du discriminant de la forme /■, («, w, w).
Cela posé, soient u,, u,, «', les coordonnées do la droite joignant les ombilics relatifs àla racine X, de l'équation (2); on a, fi étant un nombre différent de zéro (26),
ut = (iA v vf = jjiAi,, wj = nAÎ,,
y,«J, — [J.B, , )«,«( — .iB!. , W,î), = [lli£ ;
on en déduit Comme on a aussi
on en déduit
/',«„ »,, »,) = — |iiiA'(X,),
et par suite, on a, quel que soit X,
fn u »„ W.J + XAK tii, «V) = pfX — li)i'(Xi). En conséquence, si X, est racine simple, a'{X,) n'est pas
nul ; il en est de même du premier membre de cette dernière
relation; par suite, la droite {u i , v,,w,) n'est tangente à aucune
conique du faisceau M.
Si au contraire À, est racine multiple, a'(X,) est nul et la
droite it,, v,, w, est tangente à toutes les coniques du fais- Le point de contact est le même pour toutes les coniques
puisque la droite a même pôle par rapport à ces coniques.
Supposons que la racine Xi soit racine triple; on aura
[') Cette démonstration «st due a II. Koexias.
Nous nous sommes d'ailleurs servi dniis )'cïpftsil.ion de cette théorie d'un excellent mémoire publié par M. Iîiewknglowski dans la Revue de Mathématiques Spéciales, l-ome I, page 2S5.
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alors
c'est-à-dire, en vertu de l'expression précédente,
A l !a-+ï,a l )->rA' l {a' + l i ii[)-\-y,{a"+\ l a" l } + ..- = 0. Désignons par x. y, z et x 1 , y', z' les coordonnées des deux ombilics : on aura
/>, v, w) + ViK ». ») = (M+m/ + 'MF+»?/' + i'':'! ;
on en tire
a -+- lŒiX = ica^, «'-HÏ^i = ;/!/', a' + ljï^ = ;;',
2(4+X 1 i i )=yz'4-ïj', ï(J'-)-i i 6' i )=*x'- hic*, 2(fi"+À j 6 , ;)^^»/+t/^, et la condition précédente devient
A l xa/+A[yy'+A",zz'+B l {yz'+zy')+B' i (zx'+xz')-i-W l {xtj'-i-yx')=(i ; elle exprime que les deux ombilics sont conjugués par rapport à la conique (Ci).
Or la droite qui joint ces deux points P et Q est tangente au même point M à toutes les coniques du faisceau, en particulier à la conique (C,) ; donc l'un des points P ou Q se confond avec le point M.
Dans le cas où f\u, v, w) -+■ X,/",{u, v, w) est carré parfait, à la racine X, correspond un point double {x, y, z); la relation qui précède s'écrit
À,a; s -H A,'j/ S + A;'; 3 4- 2B,i/s + 2B',3ar+ ^\xy = ; ce point double est situé sur la conique (C,).
Avant de passer à la discussion de l'équation (2), il nous reste à établir les théorèmes suivants au sujet de la réalité des ombilics.
209. Théorème. — A une racine réelle de ('équation en X currespundanl ou deux ombilics réels, ou deux ombilics hd/tgiuaires conjugués.
Nous supposons bien entendu réels les coefficients des équations des deux coniques,
Comme X est réel, f(u, v, w)-\- X/i(u, «, w) est décompo-
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sable en une somme algébrique de deux carrés à coefficienls réels. Si ces deux carrés sont ulfecfés de coellicionts de signes contraires. >./'-+- j\ se décompose en un produit de deux lacteurs à coefficients réels. Si cesdeux carrés sonl all'ectés de coefficients de même si-ne, f-\-1,f t se décompose en un produit de deux facteurs dont les coeflicienis sont imaginaires conjugués ; les deux, ombilics correspondant à ces fadeurs sont également imaginaires conjugués, mais la droite qui les joint est réelle. On peut donc dire qu'à une racine réelle de l'équation en >. correspond une droite réelle ayant même pôle par rapport aux deux coniques.
210. Théokkjië. — ■ A une racine imaginaire de l'équation en '/• correspondent deux omhilïcs imaginaires non conjugués, cl. lu droite qui les joint est imaginaire.
Soit a -i- jSi la racine imaginaire ; si l'équation
représentait deux points réels ou imaginaires conjugués, ou aurait
/'+ (* + ?'Vi = (7 + «KP 1 + E Q S )> (' =± *)
P et Q étant des fonctions linéaires à coeflicienis réels. On en déduirait
et l'on voit aisément que f cA j\ auraient leurs coeflicienis proportionnels.
On aura donc
f+(«-«-pi)/'. = (p+w+«y)
^+{.-p,y 1 = (p-iQXP'-iQ').
On voit de plus que la droite qui joint les ombilics P-MQ = et P'-t- i'Q' = est imaginaire, car si elle était réelle ses coordonnées annuleraient P, Q, P', Q'; elle coïnciderait avec la droite joignant les ombilics imaginaires conju-
Hosted by
OMBILICS 235
gués, ce qui est impossible en vertu du théorème 207, puisque la racine a -+- pi est simple.
Donc à une racine imaginaire de l'équation en ). correspond
une droite imaginaire ayant même polo par rapport aux deux
conique?,
Discussion de L'équation en À
Premier cas. — L'équation en À a ses trois racines distinctes
Soient )-„ Xj, ), 3 les trois racines ; on a
/+ V. = l J iQ., f + Wi = p=Q*. f-*- Wi = P»Q«-
Les six points Pi, Q,, P s , etc. sont différents et la droite qui joint deux ombilics correspondants, tels que I 1 ! et Q, par exemple, ne contient aucun des quatre autres ombilics (207).
Les quatre droites, P t P 8 , PiCh, Q,[\ QjQ s forment alors un quadrilatère dont les côtés sont les quatre tangentes communes aux deux coniques; les points P s ei Q s sont les autres sommets de ce quadrilatère.
Donc quand l'équation (1) a ses racines distinctes, les deux coniques ont quatre tangentes communes différentes.
Les trois droites PfQj, PiQj, V^Q;, constituent un triangle conjugué commun par rapport à toutes les coniques du faisceau.
En ce qui concerne la réalité, on peut l'aire les hypothèses suivantes :
1° Supposons les trois racines Ai, '•*, ^a réelles.
Si les quatre points I'i, Qi, P 3 , Qî sont réels, les quatre tangentes communes sont réelles; il en est alors de même des deux autres points Pj et Q 3 ; le triangle conjugué commun est réel, ses côtés sont les diagonales du quadrilatère des tangentes communes.
On voit en même temps que si deux couples d'ombilics sont réels, le troisième couple est également réel,
Si les quatre points P : , Q„ P 2 , Q, sont imaginaires conjugués deux à deux, les quatre tangentes communes sont imaginaires; en effet la droite l'J'^par exemple ne peut être réelle
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puisqu'elle rencontre en un point imaginaire \\ la droite réelle P,Q,.
Mais les deux points Pi et Q s sont réels, car le point P 3 par exemple est l'intersection des tangentes P,P> et Q,Qo qui sont imaginaires conjuguées; il en est de même pour Qj.
Le triangle conjugué commun est toujours réel.
2° Supposons >., et À a imaginaires conjuguées et ?. 3 réelle. Les points P^ et Qi sont imaginaires non conjugués, mais ils son! respectivement imaginaires conjugués de l\ et Q,. Les droites I'iPî et Q,Q S sont alors réelles et les droites P,Q S et P a Q, imaginaires conjuguées, puisqu'elles rencontrent en des points imaginaires les droites réelles P,P-, et Q[Q 2 ; P, et Q s sont réels.
Dans ce cas les deux coniques admettent deux tangentes réelles et deux tangentes imaginaires conjuguées.
Le triangle conjugué commun a un côté réel et les deux antres celés imaginaires conjugués.
On peut donc résumer de la manière suivante les résultats de celte première partie :
Quand l'équation en X a trois racines réelles et distinctes, les deux coniques ont quatre tangentes communes réelles ou quatre tangenles communes imaginaires conjuguées deux à deux, et le triangle conjugue commun est réel '•'K
Quand l'équation en X a une racine réelle et deux racines imaginaires conjuguées, les deux coniques ont deux tangenles communes réelles eldeux tangentes communes imaginaires riuijugi.iées. Le triangle conjugué commun a un côté réel et deux cotés imaginaires conjugués.
Deuxième cas. — L'équation en X a une racine double
n'annulant pas tous les mineurs de XI.) et mie racine simple.
Soit X, la racine double et X a la racine simple; à chacune (le ces racines correspond un couple d'ombilics dislincts.
(Ij Puni (inu les qiiiitn.- tangentes (■(munîmes soient réelles, il faudra qu'il lieux racines \m moins de l'eqiiiiMoii en À eoiTes|.H.miluiit des couples d'ouihilics réels, c'est-à-dire qu'au moins deux racines rendent négatif Av. ou \-, 123).
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On a
/■+x,/- 1 =p i Q„ f+ y; = P»ft-
La droite P l Q, est tangente à toutes les coniques du faisceau au même point ; par conséquent l'ensemble des deux points P, et Qj constituant une conique du faisceau, on voit que l'un de ces points, P, par exemple, sera situé sur PiQ,.
Les deux coniques sont alors tangentes au point P s et admettent pour tangentes communes les droites PiQ» et. Q.Q..
Les deux droites P,Qj et ï>,Q, étant réelles, leur point de rencontre P s est réel ; il en est de même de Q,. Par suite, a la racine simple X 2 correspond toujours un couple réel.
Si à la racine double correspond un couple réel, les deux tangentes P,Q S et Q^Q, sont réelles, tandis que si le couple relatif à la racine double se compose de deux points imaginaires conjugués, les deux tangentes P,Q a et Q,Q^ sont imaginaires conjuguées.
On voit donc que dans ce cas les deux coniques sont tangentes en un point, réel et admettent deux autres tangentes communes réelles ou imaginaires conjuguées.
213. Troisième cas. — L'équation en ), a une racine double annulant lou-i les mineurs de i(ï.) et une racine simple.
)., désignant la racine double et >., la racine simple, on aura
la droite P S Q> ne peut passer par le point P,, puisque cette droite ne peut être tangente à aucune conique du faisceau. Do ces équations on tire
[X, — X i )/ , = * I PT-i i P 1 Q I1
On voit ainsi que les deux coniques sont tangentes aux points P; et Q a aux droites P,P a et P,Q 5 . (196) Le point P, est toujours réel, les points P 2 et Q s peuvent
être réels ou imaginaires conjugués.
Dans ce cas les droites qui ont même pôle par rapport aux
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deux coniques se composent do la droite PîQ 2 et de toutes les droites passant par le point P,.
Quatrième cas. — L'équation en 1 a une racine triple
n'annulant pus tous ks mineurs de i(>,).
Soit 1, cette racine: on a
/■+>,/', = P.Oi.
Nous avons vu que, dans cette hypothèse (208), les deux coniques sont tangentes au point P, à la droite P,Q,, et elles admettent une seconde tangente commune passant par le point Q,.
Elles ont au point Pi un contact du deuxième ordre, puisqu'on a l'identité
/•eh-V'. + P.Q, et que le point P, est sur la conique (C) (199).
La droile P,Q, est la seule droite qui a même pôle par rapport aux deux coniques.
215. Cinquième cas. — L'équation en À a une racine triple annulant toux les mineurs,
'/., désignant cette racine, on a
et nous avons vu (208) que le point P, était sur la conique (C,). Il en résulte (200) que les coniques ont au point P, un contact du troisième ordre, puisqu'on peut écrire fs-V.-M'ï.
Toute droite passant par le point P, a même pôle par rapport aux deux coniques.
216. Terminons cette discussion en cherchant dans quel cas le premier membre de l'équation en À est identiquement nul.
En décomposant i(>.) en une somme de déterminants, on obtient sans difficulté
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i et i, désignant les discriminants des fonctions f[u, v. «■) et f,(u, v, w), et en posant
6 = Aa, -+- A'«, H- A.V t + 2H*, -+- Wb[ + 2Ii"iï,
e, = A,a + Aia'H-Aîo"-î-2B i 6 + 2Bi6'H-2BÏ4''.
Pour que i(i) soit identiquement nul, il faut qu'on ait
Les conditions i — 0, i, = expriment que les deux coniques se composent de deux systèmes de points P, Q et P„ Q,.
On voit aisément W que la condition 6=0 exprime que la droite PQ est tangente à la conique (Ci), c'est-à-dire passe par l'un des points P„ Q L . De même la condition h, ^0 exprime que la droite P,Q, passe par l'un des points
Ces deux conditions seront réalisées simultanément si l'un des points 1', Q coïncide avec l'un des points P,, Qi ou si la droits PQ coïncide avec la droite PiQ,.
Tels sont les seuls cas où l'équation en X est indéterminée.
217. Les racines de l'équation en À sont liées d'une façon 1res simple aux racines de l'équation du troisième degré qu'on obtient quand on cherche les sécantes communes aux deux coniques.
L'équation eu '/, peut en effet s'écrire
A -H lô -+- X 2 e, -t- î, 3 i, = 0, en posant
e = Aa, + A'ai H- AX + 2B6, -f-2B'6' t + 2BX-
B, = A 1 a+A' l a'-+-Afa"-H2B 1 fi + 2Biô'H-2BÎ4".
D'autre part les équations ponctuelles des deux coniques
<f(x, y, s) ~ Aa; a -l-A'i/ î + AV-i-2Bt/; + 2B / ^ + -IB'.iy = », o,(x, y, z) = A.iX i + A.' l y s -t-\" l : s +îB l ys + 2B' i zx + 2B«xy = 0,
jl) Car si », v. »■ dO^ignevil lus uuoi'iloiinées de l:i droite V\f, »', r a , etc. sont proportionnels à A, A', etc.
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el l'équation du troisième degré exprimant que
ïto y, z) + (i?i(iB, y,z) = o
représente deux droites est
A 4- fiAj B" 4- -aB; B' -1- uBi
B" 4- j-ib; a' -+■ nA; b 4- i»B, = o .
B' + ,^B; B + hBi A*+(iA!
Désignons par S eL Si les discriminants des fonctions <f(je, y, z) et <?,(x, y, z) ; par a, a', . . . «i, «i . . . les coefficients de A, A',... A,, A', . . . dans le développement de S et de S, ; l'équation précédente pourra s'écrire 8 + ^ + ^0,4-^ = 0,
9 = aA 1 4-a'Ai4- «"A", 4- 2JJB, + 2ï.'B', 4- 2p"B, , 0, = a,A 4- «'.A' 4- «fA" 4- 2p,B -t- 2P',B' H- 2PÎB". Or on sait que
de plus
3 = A'A" — W = ai,
jï = B'B"— AB = 6A,
On aura donc
o — aô,, e, = A t e,
et par suite l'équation en ,u s'écrira
A 3 4- [iAB, 4- [ i ï A i e4-[J. a Aj = 0.
Si 1 on remplace dans celle équation <i par -— ■ - > on obtient l'équation en À; par conséquent les racines des deux équations sont liées par la relation
\tt = —■
Il résulte de là que les valeurs de \i sont réelles ou imaginaires en même temps que les valeurs de 1.
On voit ainsi que les tangentes communes et les points communs seront tous quatre de même nature.
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11 y a quatre cas possibles : quairc poinls réels et quatre lan génies: celles, quai rc poinls imaginaires cl quatre tangentes réelles, quatre points réels et quatre tangentes imaginaires, enfin quatre poinls imaginaires et quatre langenl.es imaginaires.
Si deux, tangentes seulement sont réelles, les deux coniques n'auront que deux points réels.
218. Plaçons-nous dans le premier cas et supposons que les deux coniques aient quatre tangentes communes réelles et quatre points de rencontre réels.
Nous avons démontré qu'il existait alors trois droites ayant même pôle par rapport aux deux coniques et que ces droites étaient les diagonales du quadrilatère formé, par les tangentes ; de plus ces droites farinent un triangle conjugué commun doiil les sommets sont les seuls points qui ont même polaire par rapport aux deux Coniques,
On déduit de là, à l'aide du principe de dualité, ou l'on peut établir directement, que si deux coniques ont quatre points communs, il existe trois puintsapntmême polaire et que ces points sont les centres des couples de sécantes communes.
En conséquence, les diagonales du quadrilatère des tangentes communes forment un triangle dont les sommets coïncident avec les centres de sécantes communes: ce qui revient à dire que toute droite qui joint deux ombilics corres-
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pondants contient deux centres de couples de sécanles com-
219. Applications. — Considérons, le* équations Ungentielles de deux cercles,
Rè( m s + e ») _ [au -+- bv + »)• - 0,
En retranchant ces équations multipliées respectivement par R w et H', on obtient l'équation d'un système d'ombilics,
Ces deu\ ombilics sont sur la ligne des centres et la divisent harm uniquement ; ce sont les centres de similitude. L'équation de l'un de ces points peut s'écrire
(BR' + E a'R)a + (6R' + E 6'R) v + (R' + E R} w = 0. (s - ± 1) I.bs coordonnées de ces points sont donc
aR' + ^a'R MT+sS'R
R' + rfl et R' + sR
On peut discuter d'ailleurs la réalité des quatre tangentes communes, et pour simplifier le calcul nous prendrons pour origine le centre du cercle qui a le plus grand rayon et pour axe des x la ligne des centres.
Les équations des cercles peuvent alors s'écrire r(«,f,«) = R s (M» + ««)-^ = 1 ? («, », «,) = R'V + »») - («a + »)i = 0, en supposant R ^ R' et a > 0.
On a )/(», «, ») + ç(«, t., io) = pJV + R'» - «>> -1- [ï,R 2 -1- R'*)«i
_(). + i) M s_ 2(IWW = 0i et l'équation en ). peut s'écrire
iJÀ) = — {XR' + R' s }/'(x) = 0,
fp.) = p.R 2 +R' ; — a*)[\+\)+a 3 = tfR 2 -l-).(R a -r-R' 2 — «»)-+- R'».
L'équation en /, admet la racine réelle — -^, à laquelle correspondent les centres de similitude, ondiilies qui sont toujours réels.
Pour que l'équation fÇi*)= ait ses racines réelles, il faut qu'on ait
(R -1- fi' H- a)[R + R' — a){R — R' -H a)(R — II' - a) > 0,
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qui se réduit par suile îles hypothèses à
(R -+- R' — a)(R — R' — a) > ; cette condition exprime que le* deux cercles ne *ont pas sécants.
11 en résulte déjà que si deux cercles se coupent, ils n'admettent que deux tangentes communes réelles.
Supposons maintenant que l'équation /'(à) = ait ses racines réelles et cherchons la condition pour que les quatre tangentes communes soient réelles.
II faut pour cela que les deux racines de f{>.} rendent négatif le mineur
A* = — (î.R'-r-R'iJO.+ i).
11 est aisé de comparer les nombres — 1 et — -57 au * ra " cines V et "/." de /'().). On reconnaît que — 1 est inférieur à ces deux racines ; de plus — - R -y est inférieur ou supérieur aux deux racines selon que a 1 est supérieur ou inférieur à R 2 — R' 1 , Si les doux cercles sont extérieurs, on a a >R + R' tt*>R> — R'« ; Aj, csl négatif pour t, = V et pour >, = à" ; les quatre tangentes sont réelles.
Si les deux cercles sont intérieurs,
a < il - II' et a<R+R';
donc „2<R^_ R 'j .
A-„ est positif et les quatre limantes sont imaginaires.
220. L'équation L'énérale des coniques ayant deux foyers donnés [a, b) et [a\ b') est
X( au + bv-h »)[«'« + b'v + w) -+■ « a 4- •■ = 0. On peut en eiîet considérer ces coniques comme inscrites dans le quadrilatère dont les deux foyers et les points cycliques constituent deux couples de sommets opposés.
Cela étant, considérons deux coniques ayant un foyer commun ; leurs équations peuvent s'écrire
a(aw + &t> + io)(a'u + &'u + w} + M' -l-t!« = 0, p (nM + bv + wXo*w + b"v + w ) + «i + «■ = ; en retranchant membre à membre, on obtient l'équation d'un couple d'ombilics,
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qui se compose du foyer commun et d'un point situé sur la droite joignant les deux autres foyers.
221. Par un procédé analogue on peut obtenir les foyers dune conique représentée par l'équation
11 suflit d'écrire que l'équation
f(u, v, w) — S (m 2 + v 1 — 2nv cos (!) — représente deux points ; ces deux points seront des foyers. Pour cela, il faut que S soit racine de l'équation (t2oJ a"S* sin a — (A ■+ A' — 2B" cos 0) S + 4 = 0. A chaque racine de cette équation correspondent deux foyers ; d'autre part les coordonnées de la droite qui les joint annulent les dérivées partielles
f u — 2S(w — v cos 0), fi — 2S(t> — m cos 8), fi,;
cette droite est donc axe de la conique (123).
222 Considérons maintenant deux coniques tangentes à l'origine à l'axe des x. Leurs équations sont
f = m 5 + 2bmc -f- 2b'w>.( -+- a°w 3 = 0,
On en déduit /4-Vt = i^(l+\)+t[b+\b l )vw+2(b'+\b[)v>iH-(a''+Xa" 1 )w i = 0,
et l'équation en 1 esl
A la racine double — — correspondent deux ombilics situés suc l'axe Qœ ; à la racine simple correspondent l'origine et un autre point.
Pour que ces deux coniques aient à l'origine un contact du deuxième ordre, il faut que l'équation en 1 ait une racine triple, c'est-à-dire qu'on ait
Le couple d'ombilics correspondant a alors pour équation
Pour que le contact soit du troisième ordre, il faut que ces deux points soient confondus à l'origine, c'est-à-dire qu'on ait b\ — &'.
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Nous retrouvons ainsi fort simplement les conditions obtenuesau numéro 112.
On établirait de la même manière les conditions pour que deux
Cliniques asymptotes à Oj; aient à l'infini un contact du deuxième ou du troisième ordre.
223. Nous terminerons ces cas particuliers en considérant deux paraboles dont les axes sont parallèles à Oœ et ayant pour équations
f = m» 4- aV + 26'mw + Vfuo = 0, f, = u*-\-a! i & + 2l\uw + %b t w> = 0.
On aura
f-hlf, — u\i+\)-j-(a'+\a' l )v»+2(b' -h^uw +2(b"+\b^uv = 0, et l'équation en ^ est
A la racine double — -r, correspondent deux points à l'infini, ce qui pouvait se prévoir, puisque les deux courbes sont lu ri irrites à la droite de l'infini au même point.
A la racine simple ; correspondent le point à l'infini sur Qœ
et un autre point à distance finie.
Pour que les deux paraboles aient a l'infini un contact du deuxième ordre, il faut que l'équation en >, ait une racine triple, c'est-à-dire qu'on ait
Le couple d'ombilics correspondant e:
et pour que le contact soit du troisième ordre, il faut que ce* deux points soient confondus, c'est-à-dire qu'on ait
224. Exercice. — On donne une conique, un point sur celle c,oniip.i'i ut ■'''".'■ t'Oitsidir,'!; ■•!' carcla vo.riabt? tangent à /■■( noniqne nu point 0. On il-enifni'le la liait dan points da concours des tamjimtes communes au cercle et à la conique.
Prenons pour axes des œ et des y la tangente et la normale au point à la conique donnée ; l'équation de cette conique est
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D'autre part, en désignant par m l'ordounéu du centre du c( son équation s'écrit
( , w+te )._ M y + ^ =
L'équation générale des coniques inscrites dans le quadrilatère des tangentes communes est
;i+W)M s -t-2(& — \m)vw-\-ib'u>u-\-[a" — X)w s = 0, et l'équation en à correspondante peut s'éerire
A(X) = — (1 + \m?){b — Xm) s = 0.
A la racine simple ^ correspondent l'origine et le point
dont on cherche le lieu; l'équation de ce point est donc
Ses coordonnées sont
et en éliminant — entre ces deux équations, on a l'équation du
lieu,
(6'y — btt>)* = x{îb'a — a'ri),
qui représente une conique normale à l'origine à la conique donnée. On a aisément l'équation tangontielle du lieu en écrivant que l'équation
a ses racines égales en —, ce qui donne
qui peut s'écrire
m* -H 2bvw -+- 2b'uw -+- a"w a — (w 2 -+- o 2 ) = 0, et sous cette forme on reconnaît que la conique trouvée est hornofocale à la conique donnée.
Remarquons aussi que cet exercice est un cas particulier de l'exercice résolu au numéro 190. Le point P est dans ce cas sur la conique, et des deux coniques hoinofocak's trouvées, l'une coïncide avec la conique donnée.
Hosted by
EXERCICES ET NOTES
1. Nous avons vu que pour déterminer les ombilics relatifs à deux coniques définies par les équations tangentielles
on écrit que le discriminant de f-h\fi est nul ; on obtient une équation
4(1) = 0, et en transportant une des racines dans f-h~f.fi, cette expression se décompose en un produit de deiiN facteurs linéaires qui, égalés à zéro, déterminent deux ombilics.
Si l'on veut trouver le lieu géométrique des ombilics relatifs à deux coniques dont l'une au moins est variable, on peut obtenir les coordonnées des deux point- représentés par l'équation
f+y, = o, même sans résoudre l'équation en \; il suffit de décomposer en carrés f + ~xfi et de négliger le troisième carré qui est nul. On élimine alors les paramètres variables et ). entre les équations qui déterminent les coordonnées des ombilics et l'équation A (X) — 0.
Les calculs sont souvent laborieux et cette méthode n'est pas à employer dans le cas général; elle n'est réellement avantageuse que lorsqu'on peut résoudre l'équation en y„ ou lorsqu'on connaît à l'avance un ombilic, quand on sait par exemple que les deux coniques sont tangentes, etc. Nous en donnerons d'ailleurs bientôt quelques exemples.
Dans le cas général il est préférable d'opérer de la manière sui-
Soit (», y) un point do lieu ; j'écris que les tangentes issues de ce point aux deux coniques sont les mêmes, c'est-à-dire que les deux systèmes
a«-M>y + w = 0, ux + vij-h w = 0,
fin, «, w) = /■.(«,., wj =
ont mêmes solutions, ou, en éliminant w entre ces équations, on écrit que les deux équations
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ont mêmes racines en u et ». On obtient deux relations entre lesquelles on élimine les paramètres,
2. Lieu des point* de concours des lanyenles communes à une ellipse fixe et à un cercle do,\t le centre est fixa et le, rayon variable. Suieni.
les équations des deux courbes, p étant variable.
En opérant comme on l'a dit plus haut, on considère ies équations
aïu' + tfv*— [we + vyf = 0, [«(« - <*) + v(y - y )]= - p>= + «■} = 0, et on écrit qu'elles ont mêmes racines, ce qui donne
>— **¥ -p* (y—iio? — ?* (* — **)[<> - y„>
On élimine aisément p-, et on trouve comme lieu une slropholde dont le point double est le point x,, y„.
3. Lieu des points île concnuru des tart-jentes communes à une ellipse lire e'. à une ellipse de tjrandeur c.amtan'.a qui tourne autour de son centre supposé fixe.
I.e; équ.ition* des deux courbe* peu vont s'écrire
a'*{u cos ?-i-p sin of-hb'\u sin o—v cos o) 3 — (<mi; -|-«i/o+' ) s =0, a', b' désignant les demi-axes, x if y„ les cordonnées du contre ; o est la variable.
On peut appliquer la morne méthode.
4. Lieu des points de concours des tangentes communes à une ellip-e :\r,e et <>, Imite': les h/p'.rtio'ci é'jitU-itères oui passent par les foyers (réels et iotay inaires) de l'ellipse.
5. Si î'on connaît un ombilic relatif à doux coniques, il est aisé
d'en déduire l'ombilic correspondant, c'est-à-dire le point qui, joint ii l'ombilic, connu, constitue une conique fipp.irteninl. an faisceau tangentiel déterminé par les deux coniques.
Soient, on effet, a, jî, ■; les coordonnées d'un ombilic; les équations des deux coniques pourront, s'écrire
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f( u , v, u) h- (im -+- u? 4- »y)tfu + t>y + im) = 0,
fl M , t>, w) -I- (i« + »? + wr )(i«' -s- flj,' -)- «]'] = 0, en désignant par /"(», «, id) =0 une conique quelconque tangente aux deii\ tangentes communes issues du point a, ji, y. En retranchant [es deux équations, on a
(« te + «p + w T )[«{*-«') + *(y— y'j +*(* — •')] = 0, et l'ombilic correspondant au point (a, p, y) a pour coordonnées
Comme ce point est sur la droite qui joint ies points (a, y, s) et [œ', y', s'), on a le théorème suivant :
Si trois coniques ont un ombilic commun, les ombilics correspondants et relatifs aux coniques prises deux à deux sont en ligne droite.
6. Démontrer que si deu.c coniques de grandeur /ire ont v.n foyer comïu?in [ ; , et si l'une tourne autour de ce foyer dans son jilan. le lieu des points de concours îles bviiijent.es communes <'< ces dei.'.s: coniques est un, cerc.li:. Si les deux coniques sont telles que. dans une de leurs positions, les tangentes cuinmuncs soient parallèles, elles le seront dans toutes; oion'.rer que !■>. condition- '.<•■ jiuru/lèlisrne d.c ces tangentes communes est t'ègaH'.è des axes non focaux.
Le point F est un ombilic commun ; on aura aisément l'ombilic correspondant.
Soit
l'équation de la conique (ixe ; en transportant l'origine au fover i—c, 0) l'équation devient
6 S (« 2 ■+- »») — gciiio — w- = 0.
Si l'on désigne par 9 l'angle des axes focaux des deux coniques et
par a', 1/, c' les éléments de la conique qui se déplace, on trouve
aisément que l'équation de celle conique esl
6' 2 (w a + t> 2 ) — 2c'(w cos e + « sin B)io — i<j 3 = 0. Eliminons u'-hv- ; il vient
w[2u(Ms' cos 9 — V>e) -h 36Ve sin 9 -H (& s - *'*)«] = 0, nous obtenons ainsi les coordonnées d'un point du lieu — 2'W cos — h'*c) _ SfrV sin Q\
il est aisé d'achever,
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Lieu du sommet d'une parabole tangente et confoeale à une
ellipse ; enveloppe île la ilinxtrire et île in tnnyç.nle au sommet.
Pour écrire que la parabole est tangente à l'ellipse, on écrit que l'ombilic correspondant au foyer est sur l'ellipse.
8. Lieu des centres des cercles tauyents à une ellipse et admettant avec celle eliips-' d,-ax- (a,, //entes cocnôiurtes parallèles.
Soit ah,'- -+- &H> a — w* = l'équation de l'ellipse; x, y désignant les coordonnées d'un point du lieu, on considère l'équation
À^ 1 "' -+- (>■»' — ie B ) + [uas-h »y + iv)* - R s (u> 4- » 2 ) = 0, et on écrit que celle équation représente deux point* dont l'un est à l'infini et l'autre sur l'ellipse.
9. Etant donné un parai 'lé/oy ranime OAI'B, on considère deux parabole.!! variables, l'une tangente en A à AC et ayant pour diaaiètre OA, l'autre tunyente en B à BC et ayant pour diamètre OB ; on suppose en outre que ces de».': parallèles sont lanycnies en un peint M ; In tangente cornu, mie en ce point rencontre, la seconde taagen'.e commune en an point I'.
Démontrer que la tangente en M passe par un point fixe et trouver les lieux yeoinririqti.es des points M et 1\ Prenons pour axes OA et OB et posons OA = a, OB = b. Les équations des deu* paraboles sont
f=pv* + u{ua+w) = 0,
• ? = qu> + v{vb + u>) = 0; on on déduit
f-HÎL? = uHa + \q) -)- v*!p -h\b) + uw + \vw = 0: en écrivant que le discriminant est nul, on a
->?[a -h'/.q)-i-p -h'>à = 0, et pour toute racine de cette équation on a
ou encore, en tenant compte de l'équation en ï,,
f-h\tf = (i*+ !»)[«(« + i3) — n{a-ht,q)-hw] = 0;
cette éi|ii;iliiin représente Lin point à l'infini et un point;') distance finie qui a pour coordonnées
x =a+ig, y = —\[a + \q). (1)
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Pour que les paraboles soient tangentes, il faut que l'équation en x ait une racine double.
Si on remplace )- par cette racine double dans les relations (1), on a les coordonnées du point P ; au contraire en y remplaçant 1 par la racine simple, on a les coordonnées du point M.
La racine double ). s.iti^fait à l'équation dérivée Tf.'q + 2a) -H b = ;
on en tire q = - ± - ■ et, en remplaçant dans (1), on a les
coordonnées du point P :
îlii éliminant À, ou a le lieu du point P.
La somme des racines de l'équation en î. est , donc la racine simple est égale à — 2). ; les coordonnées du point M
sont alors
x = — 2*s, y = — 2<rt - 4XY
ou, en remplaçant, q par sa valeur — — ■
. = jr y= 3 (M)
En éliminant X on aura le lieu du point M.
La tangente en M est la droite MP ; on vérifiera aisément qu'elle passe par le centre de gravité du triangle ABC.
10. D'un 'point M situa dans le plan d'une conique on mène à celle-ci les deux tani/entes MA et Mli, put* par le point M on trace une droite quelconque Ml'. Ait.* points A et lî on construit les coniques ivpTiit un contact du trois'hne ordre aoec la. proposée et tangentes à MC.
Démontrer que ces coniques touclient MC ira oièine point C, et que si l'on faisait tourner l'une d'elles de manière, à la rabattre autour de MC du côté de la première, les coniques obtenues auraient en ce point tin contact du troisième ordre.
11. Une conique variable a un contact du deuxième ordre avec une hyperbole équilaière et a. un foyer fixe au. centre de cette hyperbole; démontrer que le:, laoyeutei continuées aux deux courbes se coupent sur une lemnheate.
12. En un 'point M d'une conique, on construit la parabole ayant
un contart du deuxième ordre et l'on prend le sifuiéj.rique P du foyer de cette parabole par rapport, à la. ta.)) ij ente en M ; démontrer que le point 11 et tort sipuétiique par rapport à P sont réciproques par rapport au cercle orthoptique.
Prenons pour axes la. tangente et la normale au point M ; l'équation île la conique sera
1 .'('■; juaii on générale des coniques ayant à l'origine un contact du deuxième ordre avec celte conique est (199)
et par conséquent l : équntion générale ile = paraboles pourra s'écrire
ait 2 -+- 2bvw + Sam m = ; on verra aisément que la polaire de l'origine par rapport au cercle orthoptique passe parle point P.
13. Lieu des foyers et eaceloppe des axes des paraboles ayant en un point itounè un contact du deuxième ordre ace:: une conique donnée.
14. On considère toutes les eo'niqaes a.yant. un contact du troisième ordre eu un point donné avec une conique donné': ; trou.ee.r le lieu <lnn centres, des foyers et ïeneeloppe des axes.
On prendra pour axes la tangente et la normale à la conique lise au point donné.
L'équation de cette conique sera
et l'équation générale des coniques variables sera
15. Deux ellipses égales sont tangentes à la même droite au même poui'. jix.e, l'une par l'extrémité du. grand, axe, Fa>aee par l'extrémité du petit axe. Les deux demi-axes a et b sont liés par la relation ab = constante. On demande le lieu des milieux des tangentes rom-
16. l'étant données deux canaque:: tangentes en un 'point 0, mène une tangente commune. OU. ainsi (que les tangentes extérieures AA', ÊB', qui se coupent en M. Cela posé, o; de démontrer que :
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1° La droite P1 J ', qui joint les -points 1' et P' diamétralement opposés itu point rf«f!.î /es (fi'!!,' 1 eoniqv.es, pusse par le point M.
2° Les droites AB, A'Ii' gui joignent les points de. contact de chaque conique arec les tangentes communes e:etéri.enres l se coupent en un ■point ]{ qui est situé su.'.- la tangente comoiune OU.
5° Les tangentes menées aux deux coniques par le point R touchent les courbes en des points qui sont situes su.r la droite MO.
On fera voir que, généralement, le point \\ ne partage cette propriété aaec aucun, autre, point, et on déterminera lu condition qu.t doit être remplie pour qu'il existe une ligne telle, que les tangentes menées par i Iw.fjuc point de ectte ligne ans- deux eoniqu.es donnent quatre points de contact en ligne droite.
17. Lieu des centres des ellipses dont les axes ont une direction
donnée et qui oui, en un point donne, un contact du second ordre avec un cercle, donné.
Considère pour équations
s trois droites formant un triangle et ayant
Y = a 3 x -t- fhy -+- c^z = 0.
Z = aja- -4- % -h C;,z = 0,
r ec la condition
Xouh allons démontrer que l'équation d'une courbe quelconque peut s'exprimer en égalant à zéro une fonction homogène de X, Y et Z.
En effet, désignons par A,, A a , A 9 , Bi, . . . C s les coefiieients des petites lettres correspondantes dans le développement du déterminant D ; des équations (1) on tire
bx = A,X-t-A,Y + A s Z, \
D;, = B,X + B.Y + BjZ, ( (2)
D; = C,X +CT + C^. ] Dès lors si l'équation d'une courbe est f[x,y,z) = 0.
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en remplaçant dans celle équation x,ij,z par leurs valeurs;:!'.,
l'équation devient
/'(A,X + A 2 YH-A 3 Z, B t X+B s Y-l-B 3 Z, CX-t-CY-i-C^Z) =0.
Réciproquement, toute équation de la forme <p(X, Y, Z) =-peut s'exprimer en fonction de x, y, z en remplaçant X, Y, Z par leurs valeurs (1); on obtient
f{a,x~^fi,y -t-c,s, aix + bzy-v- c ± z, «jt + ifl + c,!) = 0.
Toutes ces substitutions étant linéaires, les équations transformées conservent le même degré.
Ainsi l'équation d'une droite pourra s'écrire *X -i- pY -h f£ = ; l'équation d'une conique,
*X 2 -+- z'Y 1 + *"Z* -+- 23YZ -+- 2p'ZX+ 2p°XY = 0, X, Y, Z désignant toujours des fonctions linéaires de x, y, z qui, égalées à zéro, représentent trois droites formant triangle.
226. Supposons que dans les relations (1) on remplace a\ y, z par les coordonnées homogènes d'un point M du plan; X, Y, Z prennent alors des valeurs déterminées qu'on appelle les coordonnées trilatères du point M.
On voit ainsi que tout point du plan a des coordonnées trilatères délinies à un facteur constant près.
Réciproquement, étant données les coordonnées trilatères d'un point, les formules (2) déterminent à un facteur près les coordonnées homogènes de ce point.
11 résulte de là qu'un point est bien défini par ses coordonnées trilatères, et les considérations précédentes montrent que toute relation entre les coordonnées trilatères d'un point est la condition pour que ce point soit sur une courbe.
Le triangle dont les Cotés sont représentés par les équations (1) est appelé le triangle de référence.
Étant donnée maintenant l'équation d'une droite
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J56 COOmio^ées TAXOE.vriEi.i.F.s. — fiÉo.ïiji'ntiE plaxe on pourra l'écrire en introduisant les coordonnées trilatéres, u(A 1 X+A a TH-A a Z)+o(B t X+B î Y+B J Z)+w(C,X4-C a Y-HC 3 Z) = ou
UX + VY+WZ— 0, en posanl
AU = A.u + BiB + CiW, \
AV = A s w + B,b + Cw, [ (3)
AW= A,« + B S B + C s ii', J A étant un nombre arbitraire.
On en déduit
/,y = 6 i u+ô 2 VH-6 a 'W, ( (4)
/,'«; = C] U + C 2 V-+- fjW. )
Nous dirons que les nombres U, V, W sont les coordonnées tangentielles trilatéres de la droite.
Les formules (3) et (4) penne tient de déduire les coordonnées trilatéres des coordonnées homogènes et inversement,
En raisonnant comme nous l'avons fait plus haut, on voit que l'équation tangenliolle d'une courbe,
pourra s écrire
/{fliU+^V + a,W, ô.U-f-AiV-h^'W, Cl U + c,V-i-c s W) = 0,
et, réciproquement, toute équation de la forme
? (U, V, W) = sera l'équation tan gen fi elle d'une courbe, puisqu'elle pourra
s'écrire
? (AiM+B,«4-C,M), Aati-i-BîW + CïW, A,« + B,o + C,w) = 0. Les degrés des équations transformées ne sont pas altérés; il en résulte par exemple que
aU + pV4-yW = est l'équation d'un point, ce point ayant d'ailleurs pour coordonnées trilatères s, fi, y.
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De môme l'équation
a U B +«'V J H-<x'W i - r -2pVW-H2§'WU4-2p 1 'UV = est l'équation tangentielle d'une conique.
En résumé, on voit que les coordonnées trilatères d'un point sont des fonctions linéaires et homogènes dos coordonnées homogènes de ce point, et toute équation homogène de degré m entre les coordonnées trilatères d'un point représente une courbe de degré m.
De même, les coordonnées trilatères d'une droite sont des fonctions linéaires et homogènes des coordonnées homogènes de cette droite, et toute équation homogène de degré m entre les coordonnées trilatères d'une droite représente une courbe de classe m.
228. Gomme nous l'avons vu plus haut, l'équation du point est
Étant données les équations de deux points, p = I U+3V + -/W = 0.
P' = x'U-t-p'V-r-fW = 0,
l'équation générale des points situés sur la droite qui joint ces deux points est
),P +Ii p' ^0;
cela résulte de la démons Ira Lion donnée au numéro 17, attendu qu'on peut considérer P et P' comme fonctions linéaires de
Nous désignerons par AlîC le triangle de référence; les sommets A, U, C ont respectivement pour équations U = 0, V=0, W = 0;
les points du côté BC ont pour équation générale XV + [*W = ; XW+fiU = 0; AU + fiV = 0.
ceux du côté CA, et ceux du côté Ali,
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En raisonnant comme au numéro 10, on démontrera que l'équation du point de rencontre M des deux droites Ai et a a qui ont pour coordonnées trilatêres U,, \,, W, et U 2 , V,, "W s ,
«t par suite les coordonnées d'une droite quelconque passant parle point M sont
U = 1U, +i*Uî,
V =\V, h-jjiVs,
Le
W - XW, + jjW,.
même signiiication qu'aux numéros 12
rapport et 13.
Si, en effet, u„ v„ w, et u», « s , ta 9 désignent les coordonnées homogènes des droites A, et a ? , on a, à un facteur constant près,
Ui :
V, = AsU, •
- CjHI,,
U 2 = A,u 2 -*- B^j -+- Cit's,
V a = Ai«j -h BïDî H- C,Wî,
A B Wj h- B 3 u 2 -h Cjîi's ;
Wj
on eu déduit
U = A,(Xu, ■+■ ;iw 2 ) -h B,(X», + |io s ) -h C^Xie, + p.«i s ),
V = A s (XWi + pu*) -H B,(1bi + n«j) -i- Cï(XWi -+- |Mt'i),
W — A,(X«, ■+■ jw a ) -+- B 3 (Xw, -h i«i s ) -+- CyXœ, -+- (iM'j).
Ces équations monlrent que la droite qui a pour coordonnées
trilatêres U, V, W apour coordonnées homogènes Xu t -t-pu t ,
Xoi + jAUs, XtUi -+- fjiK'î ; par conséquent cette droite t'ait avec i s
et i, des angles dont le rapport des sinus est proportionnel à
IrJ m
Quand - conserve un sîsïik; constant, lu. droite a se meut dans un angle df-tenniné des deux droites A, et X, maïs dès que - change de signe, la droite a change d'angle (12).
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Enfin, étant données deux droites a et a' passant par le point M et ayant pour coordonnées XU, + nUj ),Vi-h[iY 3 , ÀW.+ nWs et l'Ut + i/U,, X'V 1 + ( ji'V a , A'Wt + fiTVa, l'un
des rapports anliarmuniquos dos quatre droites A, A', A,,
, À V . „ X 1' A, est - : -, et si 1 on a - = ;. les droite* a .■[ a sont
conjuguées h;ii , iiiuiii(.|Uf;s desdroil.es A, et A,.
Considérons par exemple deux droites passant par le sommet A du triangle de référence ; leurs coordonnées seront
0, V, W et 0, V W ; elles seront conjuguées harmoniques
V V par rapport aux côtés A M et AC si les deux rapports — et — ;
sont égaux et de signes contraires.
Application. — Soit un triangle ABC et un point D; les
droit::-: L1D et Cl) reueoya, ■eut respectie-ement AC et AB en E et F ; la. droite Y.V coupe BC au point G, Xous nous proposons de démontrer que les droite:! AD et AC sont c<mji><jut;i'> harmo,>iqi<es par rapport aux droites AB et AC.
Prenons te triangle ABC pour InaiiL'Ie de référence, et soit ail + pV H- 7 W = A l'équation du point D.
Le point B ayant pour équation V — 0, on voit que
al! + y\V = est l'équation d'un point situé à la fois sur BD et sur AC ; c'est donc l'équation du point E, De même kU + &V = es!, l'équation du point F.
En retranchant ces deux équipions, on obtient
pV — -;W = 0, qui représente lcpoir.t G.
Il en résulte que les coordonnées de la droite AG vérifient les équations
Comme celles de la droite AD satisfont aux équations U = 0, pV + -[W = 0,
le théorème est démontré.
Tout ce que nous avons dit au sujet de l'équation do
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l'ensemble de deux pointa (numéros 23-2!)) subsiste inté.gralement, excepté toutefois ce qui a rapport aux points à l'infini.
On obtient les même* résultats eu ce qui concerne le pôle d'une droite par rapport à deux points. On peut même reconnaître que l'exercice du numéro 30 est résolu à l'aide de coordonnées trilatères puisque P, Q, R désignent les premiers membres d'équations de points, c'est-à-dire des fonctions linéaires et homogènes de u, v, ?v.
231. Étant donnée l'équation langontieile dune courbe f(V, V, W) = 0, son équation ponctuelle en coordonnée en éliminant U, V, W et >. entre les éqt fi—l\ = 0,
ft — VA = 0, UX + VY-t-WZ = 0.
Si l'équation est du deuxième degré, si l'on a f{U, V, W) = «U ! -i-a'V^«"W 2 +26VW-i-2è'WU+26''UV = 0. l'équation ponctuelle s'écrira
AX* + A'Y 2 -+- A"Z S -+- 2I1VZH î supposant, bien entendu.
Tout ce qui a rapport aux tangentes, aux p'jints de contact,
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aux pèles et polaires dans les coniques, à l'intersecîion de deux coniques, en un mot à toutes les propriétés descriptives des figures se traite de la même manière en coordonnées homogènes et en coordonnées trilatères.
232 Coniques inscrites dans le ii-iunglo de référence. —
En écrivant que l'équation
aU 2 -i-a'V 2 + ( 1 "W i +2/A'W+2i'\VU + 2i"UV = est satisfaite par les coordonnées des cotés du triangle, on obtient
il en résulte que l'équation générale cherchée peut s'écrire 2ÔVW + 26 r WU-+-26°UV = 0.
L'équation du point de contact d'une tangente U„, V , W c sera
4(VW„ ■+- WVJ + 4'(WU, + U\V ) + Ô*(TJV D -+■ VU D ) = 0. Parexemplelepointdecontact A' ducoté BC (V = W D = 0) aura pour équation
i'W+i'V = ou
Il en résulte que les coordonnées de la droite AA' vérifient l'équation
ti h b et la symétrie du premier membre montre que les coordonnées des droites BB' et CC satisfont également à celte équation.
II en résulte que les droites joignant les sommets aux points de contact des eûtes opposés sont concourantes, et que le point de rencontre a pour coordonnées trilatères ~ , — ot
Connue U, V, W représentent les premiers membres des
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équations des sommets du triangle ABC, si l'on suppose que Ton prenne pour axes de coordonnées les droites CA et CIï, et que l'on désigne par a et x p les longueurs CA et CB, on aura
W = te, et l'équation générale des coniques inscrites s'écrira
26u>(»P -i- w) ■+- 26'w(iw + te) + 24"(w* -+- w}{v$ -t- te) = 0.
233. Il est aisé, à l'aide de celte équation, d'établir qu'il exist(! une conique et une seule tangente à cinq droites dont quatre ne sont pas concourantes, et démontrer qu'on aune véritable conique si trois des droites données ne passent pas par un même point.
Prenons en effet trois des tangentes pour côtés du triangle de référence, et désignons par (U,, V„, W ) et (Ui, Vi, W,) les coordonnées des deux autres tangentes. L'équation de la conique cherchée sera de la forme
iVW-+- i'WU + Ô'UV = 0, et l'on aura pour déterminer />, b\ b" les équations ÔV D "W„ -+- ô'W U -+- 6"U V„ = 0, ftViW, -+- ô'W,U, -+■ i"U,V, = 0.
Supposons d'abord que ces deux dernières droites ne passent pas par un sommet du triangle; les relations précédentes peuvent s'écrire
b b' t>" n 7- + ït + TTT=0.
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\v w, w^vj 1
\W„U, DjW,,
et si les deux droites ne se coupent pas sur un coté du triangle, les trois nombres li, b\ h" ne sont pas nuls, le discriminant du premier membre de l'équation de la conique n'est pas nul, et l'équation représente une véritable conique.
Si la droite (U , V , W„), par exemple, passe par le point A, U„ est nul ; on trouve alors b = 0, la conique se réduit à deux points, dont le point A.
234. Etant donnée l'équation tangentielle des coniques inscrites à un triangle,
2iVW-r-26'WU-|-2è*UV = 0, l'équation ponctuelle correspondante sera
6 s X , -4-6 , *ï» + 4* , Z l — 24'4'YZ — 2WZX— 2WXY = 0, qu'on peut mettre sous la forme
i/ôX ± yfFY ± /F2 = 0, équation [toricluelle bien connue des coniques inscrites dans le triangle de référence.
Par un calcul tout semblable on verrait que les coniques circoiiscriles au triangle de référence ont pour équation ponctuelle générale
26YZ -t- 2è'ZX H- 26'XY =
et pour équation tangentielle générale
^U a 4-i'»V î -!-6"W i — Sfi'i'VW — 26WU — 2WDV =
ou _
i/5Û± JFV ± i/¥\Ç =0.
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235. Coniques conjuguées par rapport au tri angle de réfè rence. — Soit
^'(U,Y,W) = oU î + a'Vï+a"W»+ 2SVW-f-2é r WU-r-26"UV = l' équation d'une conique.
Le pôle d'une droite (!,'„, V„, W„) a pour équation Co/Ï + Y oA + w oA = 0.
Il en résulte que le pôle de la droite BC a pour équation
-/l = aV -+- i"V -h // W = ;
pour que ce pôle soit le point A, il faut que cette équation se réduise à U = 0, c'est-à-dire qu'on ait b< = h" = 0.
De môme en écrivant que le pôle de CA est le point B, on obtiendra la nouvelle condition
6 = 0, et alors on constatera, aisément que le point C est le pôle de AB.
Les conditions nécessaires et sullisautes pour que l'équation donnée représente une conique conjuguée par rapport au triangle de référence sont donc
b = b' = b" = ; l'équation cherchée est alors
aU»-i-fl'V a + a''W a = 0.
Nous avons obtenu ceile équation au numéro 111.
236. Coniques circonscrites et Inscrites H un quadrilatère- —
Soit le quadrilatère PQRS ; prenons comme triangle de référence ABC le triangle qui a pour sommets le point de concours des diagonales et les points de rencontre (les côtés opposé-.
Nous commencerons par chercher les équations des côtés et des sommets.
Étant donné le triangle ABC.
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on construira le quadrilatère en se donnant deux droites quelconques BP et BS conjuguées harmoniques par rapport à BA et BC, puis deux droites quelconques GR et CS conjuguées harmoniques par rapporta CA et CB ; on voit alors que les droites PR et QS se coupent au point A, car lorsque deux faisceaux harmoniques ont un rayon homologue commun, les trois autres couples de rayons homologues se coupent en des points en ligne droite.
fcoicnl
SP
les équations des quatre eûtes.
tiemarquons que l'équation
peut représenter une droite quelconque passant parle point B; cela revient ii multiplier par un facteur convenable les équations des côtés du triangle de référence.
En retranchant les équations de PQ et de QR on a
qui représente la droite AQ, et l'on voit également que celte droite passe par le point S en retranchant les équations de RS et de SP.
Les équations des diagonales QS et PR sont donc
Y — Z = 0, (QS
Y + Z = 0. (PR; On déduit de là immédiatement les coordonnées des sommets et leurs équations.
Par exemple les coordonnées du point P satisfont aux équations
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on prenant X = 1, on trouve Y — 1 et Z = — 1; par
suite l'équation de ce point est
Les équations des sommets seront
U + V-W^O, (PJ
U-V + W = 0, fil)
L'équation générale des coniques circonscrites au quadrilatère sera alors
X* — z 2 -+- X pti - Y*) = ou
X'(H-l) — XY> — Z* = 0,
équation qu'on peut mettre sous la forme plus symétrique
oX'-t-a'Y 1 -+-«"Z a = 0, avec la condition
L'équation tangentielle correspondante peut s'écrire
avec la condition
Nous voyons ainsi que les coniques circonscrites à un quadrilatère sont conjuguées par rapport au triangle qui a pour sommets le poinl de concours des diagonales et tc< jioinls de rencontre des côtés opposés.
Cherchons maintenant l'équation générale des coniques inscrites ; nous formerons d'abord l'équation tangentielle, qui peut s'écrire
PR-!->.QS = 0, P, ft, Q, S étant les premiers membres des équations des sommets du quadrilatère.
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On obiient donc (U + V — W)(U — V-h W) -h X (U —V — W)(TJ + V-t-\V) =
ou
IF(1 + X) — V*(i + 1) — W 2 {1 + X) — 2VW (X — i) = ou, on divisant par \ + 1,
IP — V ! — W s H- 2i-iVW = 0.
On voit ainsi qu'il n'existe qu'une seule conique du faisceau conjuguée par rapport au triangle ABC; elle a pour équation
Us - V a - W ! = 0,
elle touche chaque cùté du <[ua<li-ilatôi'c aux points où ces côtés sont rencontrés par les droites AB et AC.
L'équation ponctuelle correspondante est
(1 — ti 2 )X 2 — V— Z s — 2|jlYZ = 0.
237. Supposons main tenant qu'on prenne pour triangle de référence le triangle formé pur B les trois diagonales. Nous com-
mencerons par chercher les équations tangentielles des sommets. Etant donné le triangle ABC, on détermine le quadrilatère en se donnant arbitrairement deux points P et R conjugués harmoniques par rapport à A et C et deux points Q et S conjugués harmoniques par rapport à A et B.
On obtiendra ainsi pour les équations des différents sommets
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Il en résulte que les équations des points H et K sont
V — W = 0. (Kj Cherchons maintenant les équations des eûtes. Les coordonnées dû la droite PQ satisfont aux équations des points P et Q ; on aura donc
l'équation de cette droite sera
En opérant de la même manière on obtient les équations suivantes pour les quatre côtés du quadrilatère :
X + Y — Z = 0. (SP
L'équation générale tangentielle des coniques inscrites sera
ou
U'(l-hX) — ÀV=— Ws = 0,
équation qu'on peut mettre sous la forme
( ,IPH-«'V*+fl"W* =0, avec la condition
L'équation ponctuelle correspondante peut s'écrire
avec la condition
Nous voyons ainsi que les coniques i
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(ère sont conjuguées par rapport au triangle formé par les trois diagonales.
L'équation ponctuelle générale des coniques circonscrites sera
X* — (Y — Z}' + 3l [X* — (Y+Z)'] = X ! (i + X) — Y*(l+X) — Z'(l + X) — 2YZ (>. — !) = ou, en divisant par 1 + 1,
X 1 — Y J — 7P- + 2[^YZ
Il existe une soûle conique du faisceau conjuguée par rapport au triangle ABC; elle a pour équation
X 2 - Y' — 7J = ; elle est tangente aux droites CQ, CS, BU, BP. L'équation tangentielle des mêmes coniques est
(1 — (**) V- — V 2 - W» — 2f*VW = 0.
On voit qu'il existe une grande analogie entre les équations de ce numéro et celles du numéro précédent; on déduit les secondes des premières en échangeant les coordonnées de droites en coordonnées de points et inversement.
On pouvait prévoir celte analogie en se fondant sur le principe de dualité, car si on transforme la première figure, au quadrilatère correspond un autre quadrilatère, et au triangle qui a pour sommets le point de concours de deux diagonales et les points de rencontre des côtés opposés correspond le triangle dont les côtés sont les diagonales du nouveau quadrilatère.
238. Théorème de Heïse. — Toute conique qui divise harmonique-
ment deux, diagonales d'un quadrilatère divise harmoniquemeni lu troisième- diu.jor.ulu.
Prenons pour triangle de référence le triangle des trois diagonales, riqioi'tons-nous à ia figure du numéro précédent et adoptons les mêmes notations.
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Soit
AX S + A'Y S + A7J -1- 2BYZ + 2B'ZX + 2B"XY l'équation d'une conique.
Pour que deux points (X, Y, Z) et (X', Y', Z'J soient conjugués par rapport à cette conique, il faut qu'on ait AXX'+A'YY'+A*ZZ'+B(YZ'+ZY')+B'CZX'+XZ')+B'(XY'+YX')=0.
Les points P et R ayant respectivement pour coordonnées 1,0, 1 et 1,0, — 1 seront conjugués par rapport à la conique si l'on a
On voit de même que pour que lus points 0_ et S, Il et K soient conjugués par rapport à la conique, il faut qu'on ait A — A' = 0, A' — A" = 0.
Celte dernière relation étant conséquence des deux précédentes, le théorème est démontré.
En supposant que X, Y, Z représentent des coordonnées de droites el en se reportant aux notations du numéro 236, ou, ce qui revient au même, en transformant par le principe de dualité, on obtient le nouvel énoncé qui suit :
Toute conique conjuguée par rapport aux côtés opposés d'un quadrilatère est conjuguée par rapport aux diagonales.
239. TilÉORKME. — A tmtle rrol-'e du pln.il correspond une droite conjuguée pur rapport à toutes les coniques inscrites dan* un quadrilatère. Si l'uni: des droites tourne autour d'un point, la s enceloppe itii'j coni.q:<c. inscrite, dans le. triangle conjugue, c toutes les coniques du système.
Prenons pour triangle de référence le triangle formé par les diagonales du quadrilatère ; l'équation tariL-enlielle des coniques inscrites est (237)
atP-l-a'V a -l-<AV* = 0, avec la condition
Le pôle d'une droite (D , V , \V„) a pour équation aH]„ -+- a'VV, + a"WW„ = ; cette équation est satisfaite par les valeurs =y-> ^-t ^- ; on voit ainsi que les deux droites (U , V , W„) et (rj-> y ^-1 sont conjuguées par rapport à toutes les coniques du faisceau.
Si la première pa*se par un point, fixe, c'est-à-dire si l'on a
aU + ?V„ + -,W U = 0,
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les coordonnées de la seconde vérifieront l'équation
aVW + pWU + -,-uv = 0, équation qui représente une conique inscrite au triangle d.e l'él'érence ■
En transformant par le principe de dualité, on peut énoncer le théorème suivant :
A tout ■point du plan corrcsj/ond- ".n point cotijni/itti par rapport à (ou tas les coniques circonscrites il un quudrilatère. M l'un Je- points décrit une droite, le second décrit une conique circonscrite au triangle conjugué commun à toutes les coniques du faisceau.
240. Propriétés métriques. — Ces quelques exemples montrent combien l'emploi des coordonnées trilatères peut être utile dans l'étude des propriétés descriptives des ligures.
Mais dès qu'on aborde lesprupriétés métriques, les formules se compliquent et l'emploi de ces coordonnées exige des calculs souvent laborieux.
Nous allons d'ailleurs le reconnaître dans ce qui suit cri nous bornant aux propriétés les plus élémentaires.
Mais auparavant il est nécessaire de donner un sens plus précis aux coefficients a,, a 3 , ... des formules (1).
Nous poserons, selon l'usage,
cos
sin
ps,
cos
sin
■ qz,
cos
sin
x, y, z désignant les coordonnées homogènes d'un point par rapport à des axes rectangulaires dont l'origine est à l'intérieur du triangle de référence.
Nous désignerons par A, B, C et a, b, c les angles et les eûtes du triangle; on sait que l'on a
V _ [I = 7T _A, X — v = r.— B, u-X = jt — C.
Le déterminant D des coefficients de x, y, z peut s'écrire
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COS X sin ''■■ p D= cos fi sin n q — p sin A-t- g sin B-l-r sin C = — j
cos v sin v r S ni K désignant la surface du triangle do référence et le rayon du cercle circonscrit.
Des équations (5) on lire Ox = (çsinv— rsin^)Xn-(rsinX— ^sinv]Y-t-(psîn;i— <jsin).)Z, Di/ = (î'cosfi— jcos^)X+(pcosv— rcosX)Y+(çcos>— pcosjj)Z, ' Ds = X sin A -+- Y sin B -+- Z sin C.
Les formules (3) et (4) du numéro 227 deviennent AU — (y sin v— r sin fi) « -+- (r cos (i — ^ cos v)ti+w sin A, J AV = (rsin*— psinv)w+(pcosv — rcos X)u -+- w sin B, [ (7) ÂW= (p sin [* — 5sin)>)w+(9cosï.— pcos f*)u-bîfl sinC; J ku — — U COS X — Y COS [i — W cos V, \ ftti — _ U sin X — V sin n — W sin v, ( (8)
ta^pU-t-çV-t-rW. J
Si l'on représente par a, p, v les distances du point [ai, y, s) aux cùtés BC, CA., AB du triangle de référence, ces dislances élant affectées du signe -+- si ce point se trouve par rapport au côté correspondant du même côté que le sommet opposé et du signe — dans le cas contraire, les formules (5) peuvent s'écrire
X = », Y = As, Z = Tf«,
et l'on sait qu'on a la relation
aï-hbfï-f-c-r= 2S, i sin A-i- p sin B + f sin C =. — ■
Les quantités k, jJ, ■/ sont appelées quelquefois les coordonnas irUatèrea absolues du point considéré, et dans certaines questions il est utile de les introduire.
Étant données les coordonnées trilalèrcs d'un point (X, Y, Z) définies à un facteur constant près, on peut obtenir les coordonnées absolues de ce point, a, fi, -,•.
Hosted by
CltOKDOSNiïEt
On a en effet les relations
a déterminé par l'une des équations
- (aX -+- bY -+- c/j = 2ft
connaissants, on en déduit a, |î, 7 en fonction de X. Y, '/..
On voit aussi que les coordonnées Irîlalères absolues *, [3, 7 d'un point et les coordonnées rectangulaires a-, y de ce mèn:e point sont liées par les relations
x cos ')• — y sin X + /), J
3 = — x cos .j.— 1/ sin -i-h ?, ? {■'!
241. Droticdo riiifiai. — Par rapport aux axes Or et 0;/ la droite de l'inlini a pour équation
en se reportant aux formules (6), on voit qu'en coordonnée! Irilatères celte équation s'écrira
Xsin A -H Y sinB4-Z sin G = ou
Par conséquent l'équation générale des droites parallèles :■ la droite
IX-r-VY-h \VZ = est
UX + VY + WZ -;-/.; a. si ; ( A -;- Y sin B --Z sin G; = 0.
;:t la condition pour que les deux droites CX+VY-hWZ = 0,
rx+VY+wz = o
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soient parallèles peut s'écrire
sin A sin B sii
242. Points cycliques. — Les coordonnées des points cycliques sont, dans le système xO'j,
les coordonnées trilatéres de ces points seront alors, en posant
cos e + î sin = e",
les signes se correspondant.
On peut encore écrire
On pourra donc prendre pour coordonnées de ces points
L'équalion de l'ensemble do ces points pourra s'écrire (Ue a -+- Ve'> 4- W^fUe-" 01 -+- Ve^ -+- \V<r<') =
(Ucos*-f-"V cosiM-W
c'est-à-dire
U» -h V 3 -+- W a — 2VW cos A — 2WU
(U sin X-t-V sin ih-W sin »)« = 0, -2UVcosC =0.
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— Soient les deux droites
WZ -
Remplaçons X, Y, 7. par leurs valeurs (5) en fonction de x y, s; les équations deviennent
VX+V y + WX =0,
u'x + v'y H- w'z = 0, en posant
— u = U cos X + V ces |* + W cos v,
— v = U sinl + V sin [i + W sin v,
— «' — U' cos À + V cos |ji -+- W cos v,
— i/ = U' sin X -h V sin n 4- W sin v.
L'angle fi des deux droites sera donné par la formule
(g0 = — 7 " . 1 ' ...., et en remplaçant m, », u,' »' parleurs valeurs, on obtient
sin A
sinB
sin C
"UU'+VV / +WW'-(VW'+WV')cosA-(WU'+UW')cosB-(UV'+\*U')oobC '
En égalant le numérateur à zéro, on retrouve la condition de parallélisme des deux droites, et en annulant le dénominateur, on a la condition
W + VV -+- WW— (VW + WV'i cos A — (WU' -1- VW) cos B — (UV'h-VL")cosC= U, qui exprime que les deux droites sont perpendiculaires.
On peut déduire cette relation de l'équation de l'ensemble des points cycliques en écrivant que les deux droites sont conjuguée* par rapport à ces points.
Propriétés métriques des coniques. — Pour reconnaître
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le genre d'une conique représentée par l'équation /•{U,'V,W)=aU i '+fl'V i +a , 'Wi+2fiVW+24'WU4-2i*UV=0, (10) il faut déterminer les points de rencontre de cette courbe avec la droite de l'infini, et étudier leur réalité.
En raisonnant comme au numéro 8i, il est aisé de voir que les points de rencontre de celte conique avec la droite (U,, V„ Wj) sont réels ou imaginaires selon que l'expression V(Ui, V,, Wi) est négative ou positive, i désignant toujours le déterminant
Gomme l'équation de la droite de l'infini est X sin A + Y sin B 4- Z sin C = 0,
nous aurons à considérer l'expression /"(sin A, sin B, sin C), qu'il sera commode de représenter par une seule lettre, F par exemple.
Nous poserons donc F = a sin 1 A -+- a' sin 3 B -1- a" sin 1 G -+- 26 sin B sin C
-1-26' sin C sin A + 26" sin A sin B.
En conséquence, si :
aF > 0, la conique est une ellipse ; iF < 0, la conique est une hyperbole ; F = 0, la conique est une parabole,
245. Si F 7^0, laconique a un centre, pôle de la droite do l'infini, qui a pour équation
sin A/' [ :-rsinB/ - v-!-sinC/; =
Les coordonnées de ce point sont alors
£{a, b, c), /;(a, b, c), ftfa, b, c).
Dans le cas de la parabole, l'équation qui précède représente un point h l'infini dans la direction de l'axe.
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246. Axes. — La détermination desdiamètres n'offre aucune difficulté.
Pour avoir les coordonnées des axes, nous remarquerons qu'un axe peut être considéré comme une droite ayant même pille par rapport à la conique et par rapport aux points cycliques.
Les coordonnées (U, Y, W) des sncs vérifieront les équations
U — V cos G — W eos B — U cos C -+- V— \V eos A
= fi - «
— U cosB — Vcos A+W " ou
(a — <i)U-h(6° + 5Cos CjV -+- (A' -t- <j cos B)W = 0,
(// -+- <r cos C)U -4- («' — *)V -+- (6 -h i cos A)W = 0, (fi' -h s cos B)UH- (6 + s cos A) V -+- (a" - t)W = 0. Pour que ces équations aient des solutions non toutes nulles en U, V, W, il faut qu'on ait
a — <r li -+- 7 cos C // + t co
t- ^ cos C a' — s b -+- a co 1
- ^ cos B 6 -f- 1 cos A a" — ■.
Le premier membre peut se décomposer en une somme de six déterminants.
Le coefficient de tr s est nul puisque les angles A, B, C sont les angles d'un triangle ; l'équation peut s'écrire
A — Et -h IV = 0, en posant
E — A+A' + A" — 2B cos A — 2B' cos B — -2B" cos C. A chaque racine de l'équation en s correspond un axe ; la discussion ne présente pas de difficulté ; cetfe équation a toujours ses racines réelles, el quand elles sonl égales, l'équation représente un cercle.
On voit donc que pour que l'équation (10) représente un cercle, il faut qu'on ait
4iF — E 1 = 0.
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Dans le cas de la parabole, l'équation en a est du premier degré, la courbe admet un axe unique.
Longueurs des axes. — Désignons par
l'équalion de la conique par rapport aux axes rectangulaires O.r et Oy dont l'origine, avons-nous dit, esl à l'intérieur du triangle de rél'érence.
On peut supposer que /'(U, V, W) se déduit de /",(«, s, to) à l'aide de la transformation (K), en supposant k .—. 1 ; on voit aisément qu'en faisant la même substitution, m 2 -(-u 8 devient
(js+V'n-W* — 2VW cosA — 2WU cos B — 2UV cos C,
de telle sorte que, quel que soil le nombre j, l'expression
se transforme en l'expression /'(U, V, W)
__ ;u» -t- V a -+- W — 2VW cos A — 2WU cos B — SUVcosC).
Si l'on désigne par Ai(n) et \(i) les discriminants de ces formes et par n le module de la transformation, on aura, quel que soit s,
Or, on a vu (125; que
A,(«r) = at«* — a(A, 4- Ai) + i„
iîI d'après l'analyse du numéro précédent,
4(,) = F««— Eo+A.
D'autre part le module de la substitution est (240) — ; on
aura donc
F , a _E a n-A = |- i [a> s -T(A 1 +Ai)+.i 1 ];
on en tire
ll a
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Cela posé, les longueurs des demi-axes de la conique sont données par l'équation (130;
aî s p* H- flï(A, 4- Al)p a -t- Ai =0;
en remplaçant les coefficients par les valeurs qui précèdent on obtient
R'JFy + It 2 S 2 FE?2 + S'a = 0.
La conique sera un cercle si
K-— 4aF = 0, et une hyperbole équilatère si
Dans le cas où la conique est une parabole, son paramètre est donné par la relation
P -(A.+ Ai)-' li donne en coordonnées trilatères S'»'
248. — Foyers.- Comme au numéro 2'21, on aura les coordonnées des foyers en écrivant que l'équation
AU, v, W)
-oJU'+Y'h-W*— 2WcosA— 2WUcosB— 2UVcosC)=0 (11) représente deux points. Il suffit pour cela d'annuler le discriminant du premier membre, et on obtient l'équation en a du numéro précédent,
A chaque racine de cette équation correspondent deux loyers déterminés par l'équation (11).
On voit ainsi que les foyers sont situés sur les axes puisque
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les coordonnées do ces droites annulent les dérivées partielles du premier membre de l'équation (11) quand on y remplace o par une racine de l'équation en =.
249. Nous terminerons ces eonsidéralions en cherchant le lieu des sommets des angles droils circonscrits à la conique représentée par l'équation (10).
Les coordonnées des langenles issues d'un point X, Y, 7. à cette conî<[ue vérifient les équations
UX-t-VY+WZ = 0, fIX, V, W) = 0.
En éliminant \V entre ces deux équations, on a une équation homogène du second degré eu U et V qui peut s'écrire
L -2(aZ* __ -207.X ■+■ a"X 2 ) -H 2UV(6°Z 3 — V YZ - b'/X -+- a"XY)
+ y*(a>Z* — 2AYZ+a"Y ! ) = t), et en désignant par U. V, W et U', V, W les racines de l'équation précédente, et remarquant que l'équation en U et Y admet pour racines - et —, , on en déduil
UU' UV-j-VU'
a'yj _ 2bY£ -h a"Y* ~ —%i{"iï — VX'L — àZX -+- a"XY;
~~ <ï/:- — 2ft'zx + «"x-'
En éliminant successivement U et V on obtiendrait
vv _ v\v -+- wv
a"X î - 2/i'ZX + oZ s "~ — 2 [bX* — b"ZX — b'XY -h aYZ) Yv'W f ~a'X s — Sô'XY + flY*'
aY s_ jtfXY-t-o'X»
a"Y 2 — ibYZ-^a'ï 1 ; droites soienl perpendiculaires, on
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doit avoir
UTJ' -+■ VV+ WW" — (VW + WV) cos A — (WL" -+- VW) cos B
— (uv+ vu')c° s c = t>;
on remplaçant Ut)', VV, olc. par les dénominateurs des rapports précédents, on obtient le Heu cherche-. On trouve l'équation
[a'-\-a"-+ Zb cos A)X 2 -f-(a"-i-"-t-2ô' cos B)Y il +!û+fï'+2//cos C)/ 1 +2YZ(a cos A— b—// cos C-// cos B) 4-2ZX(a'cosB— h'— 4* cos A— /;cosC) +2XY(a" cos C— U— h cos B— 6' cos A) - 0.
On peut reconnaître que cette équation représente un cercle
en l'écrivant sous la forme
/■cos A (/-hi+ïV/cosB a-i-a'+S'/'cosC,,
^(YZsinA-fZXsûiB-t-XYsinC} = 0. (12)
(XainA+YsinB+ZsinC)( -"— . , » ■„ ■ , ■■
v V sniA smB smC
sjnAsinBsiiiC
Or on sait que le cercle circonscrit au triangle do référence a pour équation
YZsïn A-hZX siu B4-XY sin C = (J; on en conclut que l'équafiun (1-2} représente un cercle, et l'axe radical de ce cercle et du cercle circonscrit au triangle de référence est
a'+a"+2écosA,. n°+a+2//cosB„ <H-a'l--2//cosC„ „ ,,„,
8 i„A X + SÏÏB V+ — ÏÏÏÏC Z =°' (13;
Dans le cas où la conique est une parabole, l'équation (12} représente deux droites dont l'une est la droite de l'infini ; la seconde, représentée par l'équation (13), est la directrice.
250. Si la parabole est. inscrite dans le triangle de référence, le? coefficients a, a', a" sent nuls et l'équation de la directrice s'écrit fcX cotg A -J- S'Y cotg B + b"7, cotg C = 0.
On a aussi la relation F = 2& sin B sin C -f- 20' sin C sin A -t- 2b" sin A sin B =
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Cette condition exprime que la directrice passe par le point qui a
pour coordonnées
A' côTT côTc' c ' est - à " (iire P ar ,e P oint ' les hauteurs.
EXERCICES ET NOTES
1 Distance d'un point à une droite.
Soit la droite L'X + VV + \VZ =
et le point (X,, Y,, Z,),
L'équation de cette droite s'écrit en coordonnées rectangulaire? homogènes (U(* cos 1 + j/ sin l— pi) 4-V(* cos (t + i/ sin p — qz)
+ \Y(as cos v + ;/ sin v — rs) = l), et par suite, en désignant par x,, iji, jj les coordonnées homogènes du point >,, tfi, s, étant liés à Xi, Yi, Z] par lus formules 3}], la dislance du point à la droite est
r..f,i-os>. ij^si iû /^i:- \':.' , ,ros;j-- yisin;! -v^i-W ...: ; o.'S v i-;/,sinv-)-;,)
±i ', ^l]cosX+Vco3F^\VcosV)H-,Usin'X+V9În[i.+Wsmï) 4
" l"X, +VYi + \V/i
± în/U s + V ï + \V*— ^W~côs~A"^TwïJ~cos B — âfcV cos C' l'.ri introduisant les coordonnées absolues s { , 'i l} -,-, du point, on
± ^l>+ y + W — 2VW cos A — a\VU cosB — 2UV cos C
2. 11 résulte de ce qui précède que l'équation tangenticlle d'un cercle de rayon K et dont les coordonnées du centre sont a, $, •( est
[U. + Vp + WT) 1
— R*(U* + V s +W a — aVWcos A — SWUcob B — 2UV cos C) = 0.
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3. Distance de deux points. — Soient a,, p l( 71 et ^, $ t , -^ les
bourdon né es ti"il;ilr''i'(;s absolues des deux points ; an, y\ et se it i/j leurs coordonnées rectangulaires.
La dislance d des deux points est donnée parla relation
d*=(x, — « s ) a +fi/]— ys)*.
Or l'équation
(* — *'j î +{if-î/V = (I)
est l'équation des droites isoli'opes passant par le point a;', y'.
De même, en coordonnées l ri 1; itères, si Ton pose ,,([", V, W) s L 1 * + V* + W a — 2VW cos A - 2WU cos B — 2UV cos C, l'équation des droites isotropes passant par le point i', ?', y' sera
SiPY'-ï?'. 7«'-«ï'. «?'-p>') = 0.
Si dans cette équation on remplace i, 3, y en fonction de as, y, >n aura l'équation (i).
Kn tenant compte des formules de transformation (9) on pourra écrire
a '> ?'i *f' étaul. aussi remplacés en fonction de ,'c', y' ; [i est un coefficient indépendant de œ et de y.
(le les deux membres étant symétriques par rapport ù as, y et
x' , y', il en résulte aussi que ;.. est indépendant de a;' et ;/'. Un pourra donc écrire
d' ; = j 9 {'^y,—iA, Ti«.-«iT». «i^-P.M- À étant indépendant des coordonnées des deux points.
Nous déterminerons ;i en appliquant, celte formule à deux points particuliers, les sommets B et C du triangle de référence, dont la distance est a.
et par suite la distance cherchée est
Angle des asy m ploies d'uni
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nU, V, W) = aU 1 + rfV'+- =0,
les équations d'une même conique en coordonnées Irilatères et en coordonnées homogènes. Si <t désigne l'angle des asymjitotes.
ts " a,+a; ~ a, + a; "
ou, en tenant compte des formules du même numéro,
Si la conique était deliriie par sou équation ponctuelle AX=-hA'Y^+... =0, son équation langonl.ielle pourrait s'écrire
(A'A" — B2)U a + (A"A — B Fi )V 2 + --- = 0, et en appliquant la formule précédente, on aurait
en posant
* = (A'A" — B s ) sin^ A + (A"A — B' s ) sin 3 B+--, E = A + A' + A" — 2Bcos A — 2B' cos B - 2Ù" cos C, En particulier, ce résultat nous donne l'angle de deux droites définies par une équation ponctuelle quadratique.
Compare/ avec le résultat de M. Rw.in.rn, Exercices du géométrie analytique, première partie, p. 134.
5. On pourra essayer de résoudre à l'aide des coordonnées trilatéres les evercic.es déjà proposés ou résolusclans !e= chapitres précédents, notamment en ce qui concerne les coniques inscrites dans un triangle ou conjuguées par rapport à un triangle,
6. On considère '.en conique.': inscrites à un triangle et telles que/es vorrxahs a".v points de cun'act soient coii'.'O'trnrites. Trouver la lieu de leur point de concourt.
On trouve pour équation du lieu, en prenant le triangle donné pour triangle de référence.
X(Y a — Z*)(co5 B cos C - cos A) 4- Y(Z a — X s )(cos C cos A — cos B,
-I- Z(X- — Y'Xcos A cos B — cos C) = 0, qui représente une cubique passant par les sommets du triangle,
COOtlUOX.NliES ï'ItlLATEKES 2»u
pal' les contres des cercles inscrits et tx-iiisci-iLs, par le point de 1:011cotirs îles hauteurs, et fjui ;i poiir asymptotes les purpendiciilaiiTS aux côtés du triangle passant par le centre du cercle circonscrit.
On donne un trianyle ABC et tin point P daJis son plan
1° Trouver le lieu. des contras t'as ioniques S inscrites ./arts (ê triangle ARC et qui sont vu:s du point ï 1 sous an angle donné <>i.
2° Discuter ce lieu en supposant que le point P se déplace dans le plan du triangle.
3° Démontrer que, si l'angle donné <o esï r(rO('(, toutes les coniques S .so»( atfïïi rircj souj mi «H</Ze droit d'un. a.utrepÂiit P'. 21/onfre)' r/i'C dannca cas, si h: point P se 'biplace, la droite PP' passe par un point fixe I et que le produit 1P X 1P' ast constant,
(Agrégation des Sciences mathématiques, 1&90.)
Voir une remarquable solution de M. Maluskj dans la Revue de Math.ématiques spéciales, tome I, p. 8.
8. On donne une conique inscrite dans an triangle ACC, et un point {.). Les droites OA, OB, OC rencontrent les cotes du trin.nijlc en A', B', C, qai constituent les sont,, têts d'un nouveau, triant/le A'B'C. Par chacun fies sommets de ce triangle on mène des tant/entes à !<i conique qui rencontrent les cotés opposés en trois points. i)é-
On pourra prendre pour triangle de référence le triangle ABC ou le triangle A'B'C.
9. Une conique étant inscrite à un triangle, si l'on désigne par P le produit de ses demi-axes et par i, '-, •• les dis'unces dit centre de la conique aux d'évités qui joigne, il les ;,!<heux dr* ■■étés du triangle,
P* = 4Rsj3y.
Prenons le triangle pour triangle de référence; l'équation Uuigentiiille de la conique sera
f(V, V, W) - 36VW + 2&'WU + 2ft*UV - I), et le carré du produit des demi-axes sera
F = 26 sin B sin C + 2b' sin C sïn A + 26' sin & sin B.
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D'autre part los coordonnées du centre de la conique sont if sin B + fe' sin C, b" sin A + b sin C , 6' sinA + 6 sln B;
on en déduit les r.oiii'de>nuéo- absolues en les multipliant jinr le iar-
Or l'équation de la droite qui joint les milieux do Al! et de AC
on en conclut que la distance du centre a cette droite est, toute réductions faites Ex. I), au signe prés,
_ SW&" _ S'A i _ P^ *3Y— aF i R t — 4F :l R s - 41l' el le théorème est démontré.
10. Lieu des pôles d'une droit': pur rapport aux coniques inscrites dans un triangle et p,assonl par un point donné.
Cas où la droite est à l'infini.
Si Ton prend le triangle pour triangle de référence, l'équation générale des coniques est
a&vw + aôTVU + s&*uv = o,
et pour écrire que cette conique passe p;ir le point donné ta, fi, ■>;;. on écrit que son équation ponctuelle est vériliée par les coordonnées de ce point, ce qui donne
ftSa 5 + 6'^ s -+- h° s f - ïb'b"'y : — 26*671 — 266'a£ = 0.
il. Il existe une infinité de coniques conjuguées par rapport ô un trianyle et tangentes à '<ne droite. Démontrer que toutes ces coniques sont tangentes à quatre droites fixes.
L'équation générale des coniques conjuguées par rapport au
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triangle do référence est
aV + a'V 1 ■+- «."W = 0.
Si on écrit que celle conique louche la droite <u„, w , w ), on a
équation qui Mpi'ime aussi que la conique touche les Irois droilcs Théorème corrélatif.
12. On considère tics coniques inscrites dans un triangle ABC <■•' (iifes (i'«n point fixe sons un cingle droit. Bnceloppe d<:s côtés du triangle polaire de ABC.
13. On donne un triangle, ADC, une droite A et une conique tangente à cette droite. Par le point % oh la droite A rencontre le cote lit; on incite une tim<jente à ta conique qui rencontre en A' et en k" les tangentes issues du point A à cette même conique. Opérant i!e même pour les (leur, autres cotés, on obtient sic points A', A", I", li", C, C". Démontrer que ces six points sont sur une l'unique circonscrite au triangle ABC.
Soit AU, V,W)= «U a +c'V s -K... =0
l'équation de la conique, ABC étant le triangle de référence, ef n«, v„ w t les coordonnées de la droite A, avec la condition
la seconde l.aiiuï'nte issue du point a à la conique a pour coordonna nées «„ — — % v i>, w a , et la conique passant par les dnq poinl-
A, B, C, A', A" a pour équation ponctuelle
,z. +a -v.- 2ra -(^ +S [(„.-§)x + ,.v + ^.] = ».
Celle équation peut encore s'écrire, en tenant compte de (h,
awoYZ + a'c^X + afio.XY = 0, et comme cette équation est symétrique, le théorème est démontré
14. Soient s, S', o" les distances du centre d'une conique à trois tangentes, et p, a', p" les distances de ce centre aux points de con-
15. On donna un triangle ABC, une conique et un point sur cette coniqiie. Les droites 0A, 0B, OC coupent la conique respective'
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ment aux points A', [", C. l 'le plus, le côté RC rencontra wila conique ai' x points A". A'"; la côté AC aux points H", L'."' et le côté AU ■ i.ii.c points C'', (/". Démontrer que les ti-iooi/tas A'A"A", U'B''B"', C'C'C" .-vjjiï cF'iv(iiiït'i , i'i'.ï à une même conique.
16. Par les sommets A, B, C d'un triangle que, on mène <\ la courbe des tangentes qi>.
apposés en A', B', C ; /es milieux de AA', BB', CC sou
On peut prendre pour triangle île référence le triangle • :i laconique aux points A, B, C.
17. .Noos avons défini d'une manière purem ■•cordon nées trilaléros d'un point par les formule
Y — a s x -hhy + t
7,= thx-t-biy + e nous en avons déduit, les coordonnées l.i'ilaléres L, V, W d'une droite définies comme coefficients de X, Y, 'L dans l'équation de celte droite, et nous avons montré que ces coordonnées l T , V, \V étaient
liées aux coordonna
, c, ic de la droite par li
VV = A 3 in- D,o + C :i w.
, B,, désignant les coefficients de ir,,
;nt du déterminant
lin peut interpréter géométriquement ce de points et de droites.
Soient a-, y, z les coordonnées homogène; de coordonnées éianl. supposés l'eclangulaii
llésignons par />,, p ± . p : , les distances de
■ nouvelles coordonnée?
d'un point M, les axe:
; trois côtés liC, CA, Ai! du triangle de référence ABC, ces distances étant précédées du signe 4- ou du signe —, selon que le point M est situé
dans la légion positive ou négative du côté correspondant. On peut
d'ailleurs supposer que les équations de ces cotés sont écrites de telle
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manière que tout point de l'intérieur du triangle soit dans la régi ou positive des (rois eûtes.
Nous dirons que les nombres pu p.,, p v , sont les coordonnées trilatères absolues du point M.
On aura les formules
Kï+b?
fljû! + b-m -+- Ca=
Ia\-+-b\
et les relations (1) peuvent s'écrire
pX =pn/<if + 6f.
? Y = jWo| + t|.
s désignant un nombre arbitraire.
On voit ainsi que les coordonnées trilalères. du point M sont proportionnelles ans produits des coordonnées absolues de ce point par des nombres ikes.
De même, étant donnée une droite a, ayant pour coordonnées h'.iiuoiïèrîi's '.(. c, !'.-, désignons par ç t , q.<, q : . les distances des points A, lî, Cà cette droite, ces distances 6t;mt précédée- d'un signe déterminé par la convention suivante :
Deux distances ont le même signe ou des signes diiférents selon queles deux points correspondants sont d'un même côté ou non de lu droite.
Mous dirons que les nombres q,, q«, q 3 sont les coordonnées trilalères ukir.b.tes ele la droite A.
Comme les coordonnées homogènes des sommets 'A, lï, G du Irlande de référence sont respectivement (Ai, Hi, C,), (A,, B;, C 2 ), (A,, B s , C»), on aura
A,!f-t-B,p + C,ic
elles formules (3) peuvent s'écrire
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tU = SiCi,
*V = ÎI C I)
jW = ?3 C 3 , a étant un nombre arbitraire.
On voit ainsi que 1rs coordonnées tril, itères d'une droite sont proportionnelles aux produits (les coordonnées absolues du celle droite par des nombres fixes.
Inversement, on peut définir d'une manière purement géométrique les coordonnées (rilalères d'un point et d'une droite, indépendamment de tout autre .système de coordonnées.
Soit un triangle ABC ; désignons par pi, p 2 , ps 'es distances d'un point M du plan aux côtés BC, CA, AB, ces distances étant précédées, du signe -! ou du signe — selon que le point M est, par rapport au côté correspondant, dans la même région que le somme I opposé ; nous appellerons coordonnées liïlatères du point M les nombres X, Y, Z définis par les relations pX = k lPl , sY = A jP s, pZ = ft 3 Ps, Ai, k- 2 , h?, étant des nombres fixes et arbitrairement choisis, p ayant une valeur quelconque.
Si l'on se donne des valeurs de X, Y, Z, il n'existe qu'un seul point correspondant.
De même, étant donnée une droite, désignons par g,, q 2 , q, les distances (affectées désigne, comme on l'a vu plus haut) des sommets du triangle ABC à cette droite ; nous appellerons coordonnées Irilatères de la droite, les quantités L , V, W, définies par les rela-
<rU= hq u *V = h m ,
sW = fiscal
/ii, h t , h 3 étant des nombres iixes et ;ir!>i Irai renient choisis, a ayant une valeur quelconque.
Si l'on se donne des valeurs de V, V, W, il n'existe qu'une seule droite correspondante.
Étant ainsi en possession des coordonnées de points et de droites, il importe de chercher la relation qui doit exister entre les coordonnées d'un point et celles d'une droite pour que le point soit sur la droite ; autrement dit, il faut chercher l'équation ponctuelle de la droite et l'équation tanjientielle du point.
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En tenant compte des valeurs précédemment cul culées de p ir pi, Psi, îii ?a, îa et en désignant par se, y, s, u, v, w les coordonnées homogènes du point et de la droite, les relations qui précèdent peu
vent s'écrire
aœ + bi + -Xv^f+Tï
TIC
AiU + fi.U + C.iC^T'-^p, A S ff + B 3 1> -+- C 3 M> — <r -j — •
On voit aisément que 2 (oi*+l>« + Cf*)(A,-w + BiiJ4-C,w) = D(K* + wy+w*); il en résulte la relation
? * L hk, ftjft, Ma J '
et par conséquent, la condition pour que le point soit sur la droite
/,,k l /(jfi; A a &:.
Mais si l'on veut que l'équation de la droite ait la forme simple
UX + VY+WZ = 0,
qui ne change pas quand on permute les coordonnées de droites et
de points, il faut choisir les nombres fti, fts, k s , h it 1^, h s de telle
manière que l'on ait
h,k, ' — ' hifd ~' Ma Dans les applications que nous avons faites des coordonnées trilatères, nous nous sommes donné les nombres lu, ft s , ?ï.i ; nous avons
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i résulte alors pour les nombres h t , /h, h., les valeurs
Quand on étudie lys propriétés métriques des ligures, oti détermine les coefficients des équations ik's côtés du t natale de référence de façon qu'on ait
<l ai + b* — v'^F+^l — M -+- H = ' ;
on a alors
ft, = ft, = ft, = 1.
et
Bin A ~~ sin B — sin c'
Les coordonnées trilatères du point son! proportionnelles aux
coordonnées absolues, et les coordonnées trilatères de la droite sont
proportionnelles aux produits des coordonnées absolues par les
sinus des angles du triangle.
Rien n'empêcherait de choisir d'abord les nombres h t , h lt h 3 , de supposer par exemple
h, — h t — lr. = I ,
afin que les coordonnées trilatères de la droite soient proportionnelles aux coordonnées absolues q„ î°, ffi.
On devrait alors choisir k u k.>, A a de telle manière que l'on ait
11 est clair que dans cette hypothèse, les formules relatives aux propriétés métriques des ligures ne seraient plus les mêmes.
Il eût été peut-être plus logique, dans une étude des coordonnées langentielles, d'adopter cette manière de voir ; nous avons préféré
la première pour ne pas modifier les formules relatives aux coordonnées ponctuelles qui sont, souvent employées.
18. De même que les coordonnées trilatères absolues d'un point vérifient la relation
api -+- bpû ■+■ epi = 2S,
les coordonnées trilatères absolues d'une droite vérifient une relation plus compliquée qu'on peut obtenir de la manière suivante :
Désignons par A', li', C les projections des sommets du triangle de référence sur la droite a ; on aura entre les longueurs B'C, C'A',
A'Il' une relation de la forme
i:ot)iiDMNM : ;]:s tjulatères a»o
B'C'±C'A'=hA'B' = 0, ce qui peut s'écrire
*/a s ~ (ja — slj 5 ± ^b 2 — {?:, — 2i) 3 ± A* — («' — îs} s = °- 0) Pour rendre cette reluliou ralioimclle, nous nous appuierons sur ia formule connue * 4 -+- P + ? - 2(PV + Y*»' + a ^ 2 ) =
- (« + P + Y){~ « + P + ï)(« - ? + ï)(« + P -T)- (X En prenant dans la formule (I) les radicaux avec les quatre combinaisons de signes possibles, et faisant le produit des expressions obtenues, on a d'après la formule (2)
[a» - (j, - 23 )=]i + [b 2 - (s* - 9OV + [c* - (2i - s,) 3 }'
- 2[[b* - (? 9 - sO l ][e a -(?i-î.) a ]-H[e i -(Si -3») s ][a a - («■ - 3s) 3 ]
+ :a 3 - (si - qtfW - (fi - îi) 2 ]] = o- (3; Les termes du quatrième degré en g n g,, g s peuvent s'écrire
i.3s — ïj)' + (9a — îi) 1 + (Si — S*) 4
— 2[(ï* - 9ii 2 (?t ~ 3i) 3 + (î- - 9»} s (îs — 3:) J + fa, — ? B )*(g 3 - ?i) 3 ], expression qui se déduit du premier membre de [2] en posant
z = q,~q: h ? — ïj— ïi, Y = ?i — ?s J
comme on a a -+- p + y = 0,
il en résulte que le deuxième membre est nul, il en est de même de cette expression.
La relation (3) peut alors s'écrire 2(?a — $*)W + c 2 — a ! j 4- i(g a — s ,)*(<!* 4- a 3 — b a ;
+ 2(?i — îij 2 (a 3 +h 2 — c ! j+a*+b i +c 4 — 2(h i c î +c-a--Ha'b 3 , — du encore, en remarquant que
a 1 + b 4 + c* — 2(h a c" 4- c 2 a ! 4- a 2 b 2 ) = — 16S 3 . d'après la formule (2),
a s îî + b-ql 4- c 3 g 2 — q-.q?.'.h- + c a — a 2 ) — q 3 q,{c 2 4- a 2 — b 2 ,
— îiîsfa* 4- b 2 — c ! ) = 4S S ou encore
a-'j'i-th-ql+c-ql — '2hc'j ± q. l cùsA~- ! icaq^2 l cosB — 2Ahq t q û vo^C--i5 2 - l
c'est la relation cherchée.
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251. Etant données les équations do doux coniques en coordonnées rectilignes ou trilatères
f(u, v, w) = au i + a'v 1 ^-a"w i -{-2f>viv-h'2l>'ivu-i- , 2b"uv = 0, (G) /!(«, v, w) = a.rf-HfllBM-aîttM-aéiWO+ai'.wo+aiîuo = 0, (G,) l'équation générale des coniques inscrites dans le quadrilatère Q des tangentes communes est
f + lf, = 0.
Donnons à \ deux valeurs égales et de signes [contraires H et — \i; on obtient deux coniques
f+ vfx = 0, (C)
et il est aisé de montrer que les pôles d'une droite quelconque
par rapport aux quatre coniques C, C h C, 0, [pôles situés eu
ligne droite (187)] sont quatre points conjugués harmoniques.
Soient en elfe)
P. = tf/ï s + »/i % + »// % =
les équations des pôles de la droite (« , « , *<■„) par rapport aux coniques C et C,.
Les pôles de cette môme droite par rapport aux deux autres
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coniques auront pour équations
P -h HP, = 0,
P — fJLPj = 0,
et l'on voit que ces deux points divisant harmonique-mont les points P et P ( .
En particulier les points de contact de ces coniques avec un câté du quadrilatère Q forment une division harmonique,
On dit dans ce cas que les coniques C et Ci sont conjuguées harmoniques par rapport aux coniques C et Ci, et l'on voit sans peine que, réciproquement, les coniques C et Ci sont conjuguées harmoniques pur rapport à C et C',.
En outre, il est a peine utile de faire ohserverque cette propriété est indépendante du triangle de référence ou des axes de coordonnées.
252. Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que quatre coniques soient conjuguées harmoniques est que les tangentes menées à deux des coniques conjuguées par un point commun aux deux autres coniques forment un faisceau harmonique.
Prenons pour origine un point commun aux deux coniques G et Ci, et pour axes les tangentes en ce point à ces deux coniques ; leurs équations pourront alors s'écrire
f= !I a -^26ra.•+2*Vu + a 1 'w , = 0, /', = v"- -f- 2ft,tw + 2ù' t wu -+- a",w % — 0. Considérons maintenant deux coniques inscrites dans le quadrilatère des tangentes communes à C et à C,,
f+yi = o, (C)
f+ H/1 = 0- (Ci)
Les tangentes menées de l'origine à ces deux coniques sont déterminées parles équations
u 1 -+- jiv- = ;
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et l'on voit aisément que pour que ces droites formant un faisceau harmonique, il faut et il suffit que
c'est-à-dire que les coniques C et C, soient conjuguées harmoniques par rapport à C et à C,. Le théorème est démontré.
Revenons à l'équation générale
des coniques inscrites dans le quadrilatère Q des tangente communes aux coniques C et C, ,
f[u,v, w) = aiï-^a'v'-^d'uP + tbvw-ï-lb'wu + WuQ = 0, (G) f,[u, v, w) = a l u i +-a' l v t +aïw*-h%b 1 vw+%biwit-h2b" l uv = 0. (C,)
L'équation ponctuelle de la conique qui a pour équation tangenliellc l'équation (I) est
-la, b"+U", //-hW, x hUl a'-i-Xa; i + X£, y +■ At>[ b -+- Xi, a* + Xa{ z v y 2
ou, en développant.
yp,(*, y, «) + X»(*, y, i) + F(«, y, où nous posons
F(aî, y, s) = Aa; s 4-A'j/' + AV + 2B(/ï-H2B'
Fi[x,y,z) = A,^ ï -i-A i ')/ a + A';s s -HâB 1 )/:-H2
*(», y, z) = {a'ai-j-a"a[ — 2bb i )x i '-\-(a"a 1 +
+ (ao' t + a' lit — 2é°6ï) z 3 -+- 2(i'ôï + i"i; -
+ 2(i'*i-l-Mî— a'i' t — 6'a;)za: + 2(fi6i4-6'
Les équations
F (or, y, a) = 0, P,(a;, y, z) =
sont les équations ponctuelles des coniques C et C,. Nous allons étudier la conique S qui a pour équation
M;4-2Bïtf>/.
aï-2i'*l)V s
[i a — ba,)yz
— a'bi—b'a^xy.
Hosted by
PKUl'lMlVl'ÉS DE DEUX ET DE TROIS CONIQUES 297
Les équations (1) et (2) sont les équations tangentielle et ponctuelle d'une même conique; on peut donc considérer l'éq nation (~2) comme exprimant la condition pour que le point (x, y, z) soit situé sur la conique (I); en d'autres termes, si l'on résout l'équation (2) par rapporta \, et si l'on transporte les racines dans l'équation .;!}, on obtient les équations des coniques du faisceau (1) qui passent par le point {x, y, s).
Il en résulte que l'équation
* (*, y, «) = o est le lieu des points par lesquels passent deux coniques du faisceau (1) conjuguées harmoniques par rapport aux coniques Cet Ci ou, d'après le théorème précédent. i L ij2}, celte conique S est le lieu des points tels que les tangentes issues de ces points aux coniques C et Ci forment un faisceau harmonique.
Il est aisé de voir que cette conique est conjuguée par rapport au triangle conjugué commun aux coniques C et C,.
En effet, si l'on prend ce triangle pour triangle de référence, les équations de C et de C : peuvent s'écrire au 3 -i-a'v 3 -+- a"w 3 — 0, diU ! -+- a[v 3 -+- alw 2 — 0, et la conique S a pour équation ponctuelle
(d'aj-t- a"al)x 2 + [a"a t -+■ aa'^y 3 -t-taaH-a'ai)^ = 0, et par suite, pour équation tangentielle
Les points de contact des tangentes communes aux deux coniques C et Ci sont visiblement des points du lieu; il en résulte le théorème suivant :
Les huit points de contact des tangente* amiir/anes à deux coniques sont sur une conique.
254. Si l'on suppose que la conique Ci se réduise à deux ), la conique S est le lieu du point M tel que les
A3t. 3i i on aupposu quo la. co points A et B, la conique S est !■
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f angoules issues de ce point à la conique C soient conjuguées harmoniques par rapport à MA et MB.
Si en particulier les points A et B sont les points cycliques, la conique ï se réduit au cercle, lieu des sommets des angles droits circonscrits à la conique C.
On retrouve ainsi fort simplement l'équation obtenue au numéro 249 en supposant que fi(it, u, m;) = w s h- V e +w s — 2ow cos A — 2ww cos B — 2w«cos C.
255. En écrivant que l'équation (2) a ses racines égales, on obtient l'équation
FF
qui représente l'enveloppe des coniques inscrites dans le quadrilatère Q, c'est-à-dire les côtés de ce quadrilatère Q luimême.
Nous obtenons ainsi l'équation de l'ensemble des quatre tangentes communes aux coniques C et Ci.
256. Corré/atheme)it,d\Mi\.dutinùosl(.'S équations ponctuelles de deux coniques,
F = Ax* 4- A')/ 3 -+- AV -+- 2Bj/ï + ZB'zx ■+- ï&xy - 0, F! = A l x>-\-\' l y l '-i-A' 1 z i + l 2.B i y3-h%B l 1 zx-h'ZBïvy = 0, l'enveloppe des droites qui rencontrent ces coniques en quatre points conjugués harmoniques est une conique qui a pour équation tangenticlle
? (w, i!, w) = (A'AÏ + A'Ai — 2BB,)u a -t-(A''A i +AA,— 2B'B/)» J + ( AA,' -+- A'A, — SB'BïK -r- 2(B'SÎ -H B"B( — AB, — Bk^vw -+- 2(B"B, -+- BB, — A'Bl — B'A,>« -1-2(BB 1 'h-B'B i — A'BJ — B"AÎ)«» = 0. (3)
Cette conique est conjuguée par rapport au triangle conjugué commun aux deux coniques et elle touche les huit tangentes menées aux deux coniques en leurs points communs, d'où l'on déduit le théorème suivant :
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Les huit tangentes à deux coniques en leurs joints d'intersection sont tangentes à une même conique.
Dans le cas particulier où les coniques données sont des cercles, elfes ont comme points communs les points cycliques, les tangente.-; passent par les centres; il en résulte que la conique (3) est tangente aux droites isotropes issues îles L'entres dus cercles, c'est-à-dire a pour foyers ces centres.
On peut le voir analytiquement en prenant pour axes la droite joignant les centres elune perpendiculaire au milieu ; les équations des cercles sont
aP + y*— lax + aï — R" = 0,
a? -t- y 1 + %ax -+- a* — R' 3 = 0, et la conique enveloppe a pour équation tangentielle
(2aa — R3_ R 'j) wS - i -( 4a s_Rî_ R'I)«' + 9miS = 0, conique qui a pour foyers les points (± a, 0).
En désignant par d la distance des centres, l'équation précédente peut s'écrire
[d* — 2(R i + R' 2 )]!i i + afd* — (R s + R' a )]e a -l-4ic a = 0.. On reconnaît que l'enveloppe n'est réelle que si
Si <P <R i -|-R' i , l'enveloppe est une ellipse ; Si d 2 > R 2 -\-H' 2 , l'enveloppe est une hyperbole; enfin dans le cas où d 2 = R J + FI'-, c'est-à-dire si les deux cercles sont orthogonaux, l'enveloppe se réduit aux deux centres, résultat qui est d'ailleurs fort connu.
Enfin si l'on désigne par
f(u,v, i«) = (A'A'-B>»+- = 0, f.{w,n,w) = {À' i ÀÎ-BÏ)ii'-l-- =0 les équations timgeniielk's cl lis deux coniques, l'équation
est l'équation iangMitidk: des qualre points de rencontre de ces deux courbes.
Coniques liai-moniquement inseriles et circonscrites
Soient deux coniques déterminées, l'une par son équation
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poncluelle et l'autre par son équation tangen licite,
f[x, y, z) = ax* -h a' ■f-+-a"z 2 -h Wyz -h 2b'zx -h %b"xij = 0, (S)
d(u, B, w) = aU a -ha'l)*+aV+2pUM; + 2P'M)W + 2P*«U =0; (C)
posons
et cherchons à interpréter géométriquement la condition
Cette interprétation est immédiate dans les cas particuliers suivants :
1" Si la conique C se compose de deux, points, la condition (■{; exprime que ces deux points sont conjugués par rapport à S.
En particulier, si ces deux points sont les points cycliques, la condition exprime que la conique S est une hyperbole
Si ces deux points sont confondus, la condition exprime que ce point double est situé sur la conique S.
2" Si laconique S se compose de deux droites, la condition :4; exprime que ces deux droites son! conjuguées par rapport à laconique C.
Si ces deux droites sont confondues, la condition exprime que cette droite double est tangente à la conique C.
258. ,,! Si la condition (4) est remplie, nous dirons que la conique S est liarmoniquement circonscrite à C, et que la conique C est liarmoniquement inscrite à S.
On verra plus loin les raisons de cette dénomination.
Théorème. — Dam un faisceau pondue! de amïques il en existe m général une seule qui soit karmoniquement circonscrite à une '.■inique donnée ; s'il y en a deu.r, toutes le sont.
Si l'on suppose en effet que les coefficients de f\x, y, z) soient fonctions linéaires d'un paramètre X. l'équation (4) est
(i) Les consiiii'iïiitions pivseiitri-s au\ muri''iMs JijS, 2;;9 Kl li'ii) sont etii- [inmtôiîs aux ortiiiïrences laites pai M. DAKiwas à lïrole normale.
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du premier degré en À et admet en gémirai une seule solution, à moins qu'elle ne soit identiquement satisfaite.
Théorème corrélatif. — Dans un faisceau tangentiel de coniques, il en existe en général une seule gui. soit Imrvioniqucmcnt inscrite à une conique donnée ; s'il y en a deux, toutes le sont.
La démonstration est immédiate.
259. Voici quelques conséquences fort simples de ces théorème 5.
1° Supposons que la conique S soit harmoniquement circonsciïto à G ; soient HK et MN deux cordes de S conjuguées par rapport à C ; toutes les conique:- passant par les quatre points H, K, M, X seront harmoniquement circonscrites à C, puisque dans ce faisceau de coniques la conique S et l'ensemble des droites HK et MN jouissent de cette propriété. Il en résulte que les couples de droites HM, KN et HX, KM seront conjugués par rapport à C.
Supposons, comme cas particulier, que la conique G se réduise aux points cycliques : S est alors une hyperbole cquilatère, HK et MN sont perpendiculaires ; il en résulte que HM est perpendiculaire h KN, HN a KM ; ce qui démontre une propriété bien connue de l'hyperbole équilatère.
2° Soient maintenant deux couples de points A, A' et B, B' conjugues par rapport à une conique S ; ces ensembles de
| • "ir-lji'i- i.i .1. il", ■ . ..t. pi. • I. .uni ■■ni.|ii m ni. . ,
S ; il en sera de même de toutes les coniques inscrites dans le quadrilatère ABA'B', en particulier les deux points de rencontre des droites AB, A'B' et AB',. A'B seront conjuguas par rapport à la conique S.
Nous obtenons ainsi une démonstration du théorème de Hesse déjà établi au numéro 238.
260. Théorème. — La condition néeessa ire et suffisante pour que
S soit harmoniquemeni. circonscrite à C est qu'il existe une infinité de /riari'ilcs inscrits dans S et conjugués -par rapport à C. 1" La condition est nécessaire. Supposons que S soit har-
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moniquement circonscrite à C. Soit P un point quelconque de la conique S ; prenons sa polaire par rapport à G, et désignons par Q et R les points do rencontre de celte polaire et de la conique S. Je dis que le triangle PQR est conjugue par rapport à C. En effet, par le point P menons une droite quelconque PP', qui rencontre la conique S au point P'. Le faisceau ponctuel des coniques qui passent par les quatre points P, Q, R, P' contient deux coniques, la conique S et l'ensemble des deux droites QR et PP', qui sont h arm uniquement circonscrites à C ; donc toutes les coniques de ce faisceau le sont également, en particulier l'ensemble de droites Pli et QP' ; ces deux droites sont donc conjuguées par rapport à C, et comme le point P' est un point arbitraire de la conique S, il en résulte que le point Q est le pôle de la droite PR par rapport à la conique C, et le triangle PQR est conjugué par rapport à cette conique.
2° La condition est suffisante. Soit PQR un triangle conjugué quelconque par rapport à G ; je dis que toute conique S circonscrite à ce triangle est harmoniquement circonscrite à G. En effet, prenons un point arbitraire P' sur la conique S ; le faisceau ponctuel des coniques qui passent, par tes quatre points P, Q, R, P' contient deux coniques, les ensembles de droites PP', QR et QP', PR, qui sont harmoniqueinenl circonscrites à C ; il en résulte que toutes les coniques du faisceau, et en particulier la conique S, sont harmoniquement circonscrites à G.
On voit ainsi qu'une conique liamioniqueincnt circonscrite à une conique donnée est cireonscriteaune infinité de triangles conjugués par rapport à cette seconde conique.
Corrélativement, on peut énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que C soit harmoniquement inscrite à S est qu'il existe une infinité de triangles
circonscrits à C ut conjugués par rapport à S.
Ce qui revient à dire que C est inscrit à une infinité de
triangles conjugués par rapport à S.
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Application. Théorème (Faure). — Les cercles i
Mi.!- triangles conjugués par rapport à une conique coupent ort'u.iganalement la carde or'.lio,-, tir/ni?.
Soient
S = ffl* ■+- y* — 1*x — 1%y +y = Q,
les ^nations d'un cercle et d'une ellipse ; pour que le cercle soit harmonique ment circonscrit, à l'ellipse, il faut qu'on ait
a* +&* — -; = 0, ce qui montre que la puissance du centre de l'ellipse par rapport au cercle est égale à a'+ 6 S , carré du rayon du cercle orthoptique ; le théorème est démontré.
Si cette condition est remplie, l'ellipse est harmoniquement inscrite au cercle ; il en résulte le théorème suivant :
Une conique étant inscrite à un trianyle, la puissance de son centre par rapport au cercle conjugué du triuni/leest égale à a fl +6 2 .
Théorème dc Stelner. — Le lieu des centres des coniques
inwrites à an triani/'e pour les'/ucl/e-i la somme n'es carras îles axes est constante ast un cercle ayant pour centre le point de concours des hauteurs dit triangle,
D'après ce qui précède, les centres de ces coniques ont même puissance par rapport au corde conjugué au triangle qui a pour centre le point de concours des hauteurs. Il en résulte que le lieu est un cercle concentrique au cercle conjugué.
C'est le cercle conjugué lui-même qu[ constitue le lieu dans ie cas où la somme des canes des axes est nulle, c'est-à-dire si les coniques sont des hyperboles équilatères.
263. Le cercle orthoplique il 'mie conique a pour limite la directrice si cette conique se transforme en une parabole ; les théorèmes du numéro 261 peuvent alors s'énoncer :
Les cercles circonscrits an.;; triangles conjugués par 'rapport à une parabole ont leurs centres sur la directrice.
Les cercles conjugués par rapport a.u:r, triangles circonscrits à Une parabole ont leurs centres sur la directrice, autreaient dit, le point de concours des hauteurs d'un triangle circonscrit à une parabole est sur la directrice.
264. Soit PQR un triante conjugué par rapport à une conique S, j'inscris une conique quelconque C dans le triangle PQIi ; il existe
alors un triangle inscrit dans S et conjugué par rapport à C.
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Supposons que Q et R soient les points cycliques. S est une hyperbole équilalère de centre P, G est une parabole de foyer P ; il en résulte que le foyer d'une parabole conjuguée par rapport à un triangle coïncide avec le centre d'une hyperbole équilatère circonscrite à ce triangle.
On en conclut que le lieu des foyers des paraboles conjuguées pur rapport à un triangle coïncide avec le lieu des centres des hyperbole* équilatères circonscrites au même triangle ; ce lieu commun est le cercle des neuf points.
265. A l'aide des considération? précédentes, on peut établir simplement, le théorème du numéro (12, à savoir que si les triangles
"bc et a'b'c' sont conjugués par rapport à une même conique S, leurs six sommets sont sur une conique.
En effet, soit C la conique qui passe par les points a, b, c, o', b' ; cette conique est barmoniquement circonscrite à S, donc la polaire de a' par rapport à S rencontre la conique G au point b' et en un autre point c{ tel que le triangle a'b'c', soit conjugué par rapport à S. Il en résulte que c', coïncide avec c'.
266. Réseaux tannent iels. — Étant données les équations tangentielles de trois coniques
/-,(«, v, w) = 0, f 2 [u, v, 10) = 0, ftfw, v, w) = 0, on appelle réseau langentiel relatif : ,t ces trois coniques l'ensemble des coniques définies par l'équation
Vi-t-V.-i-V. = o, (-•■)
où li, a s , >> 3 désignent des nombres arbitraires.
Si l'on se donne une relation linéaire et homogène entre les nombres X,, \ s , X 3 , de la forme
a,}., -+- « S A S + a^ — 0, l'équation (5) ne renferme plus que deux paramètres linéaires; elle représente un faisceau tangentiel de coniques, et l'on dit que le faisceau appartient au réseau.
Parmi toutes les coniques représentées par l'équation (5), il en existe uneinrinilé qui sont réduites à deux points ; nous allons démontrer que les droites joignant ces deux points, (droites qu'on appelle les droites doubles du réseau} enveloppent une courbe de troisième classe appelée la Cayleyenne du
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réseau (du nom du géomètre anglais, M. Caïley, qui en a étudié le premier les propriétés).
Les coordonnées d'une telle droite vérifient les équations
1 àv
En éliminant X„ À 2 , l, entre ces trois équations, on obtient
0J\ dfr df,
au au du
àfi àfi dft
dv dv dv
*!i d l± Éh
dw ai, qui est l'équation langentielle de la Cayleyenne.
267. Cette courbe est aussi l'enveloppe des droites dont les pôles par rapport à toutes les coniques du réseau sont en ligne droite.
Considérons d'abord les trois coniques
les pôles d'une droite (m, < ques ont pour équations
w) par rapport à ces trois coni-
Ov dw
OV dit!
Ou àv dw
et pour que ces points soient en ligne droite il faut que i'équa-
Pa =
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tion (6) soit vérifiée, c'est-à-dire que la droite considérée soit tangente à la Cayleyenne.
Si cette condition est remplie, le point qui a pour équation M», -t- X a P s + X 3 P 3 = 0, c'est-à-dire le pôle de la même droite par rapport à une conique quelconque du réseau sera en ligne droite avec les points
268. Revenons à l'exercice résolu au numéro 188, et dans l'équation f(u, v, w) = considérons 1 et K* comme variables ; celle équation représente un réseau tangentiel défini par les coniques
qui représente une parabole,
et f-, = m" + î- 2 = 0, f 3 =: w 3 = 0,
qui représentent respec Li veinent les points cycliques et l'origine envisagée comme point double.
La Cayleyenne de ce réseau a pour équation
w[b"(u 3 — v")+(a' — a)uv — b'vw] = ; elle se décompose en un point, l'origine, ce qu'on pouvait prévoir, et une parabole P que nous avons étudiée. Celle parabole est donc l'enveloppe des droites dont les pôles par rapport aux coniques du réseau sont en ligne droite.
Or le pôle d'une droite par rapport au point double estee point lui-même; par rapport aux points cycliques, copule esta) 'infini dans la direction perpendiculaire à la droite ; il en résulte que la parabole I' est l'enveloppe des droites qui sont perpendiculaires aux droites joigiiiint l'origine à leurs pèles par rapport à une conique quelconque du réseau.
On peut également montrer que les droites dont on demande l'enveloppe dans l'exercice 188 sont des droites doubles du même réseau (').
Menons du point les tangentes OA et OB à une conique quelconque du réseau. L'ensemble des deux- points A el lî constitue une conique du réseau, donc la droite AB est tangente à la Cayleyenne.
Soit maintenant une tangente T à une conique quelconque du
('} Voir Nouvelles Annales, 3° série, tome VIII, p. 331, un excellent article île .>!. MxnciiAXii sur ce sujet, auquel nous avons emprunté quelques unes des remarques qui suivent.
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réseau, qui soit perpendiculaire à la droite joignant le point à son point de contact A. Le cercle de centre el de rayon OA appartient au réseau, il est tangent à la conique ; ce cercle et la conique admettent donc deux autres tangentes communes rencontrant ladroi Ici en deux points II et H' dont l'ensemble constitue une conique du réseau ; donc la tangente T est tangente à la Cayleyenne.
Enfin, les deux foyers (situés sur un même axe) d'une conique quelconque du réseau constituent une conique du réseau ; donc la droite joignant ces deux points, c'est-à-dire l'axe de la conique, est tangente à la Cayleyenne.
269. Théorème ÎCa.tSLEs). — Deux faUwnut: «iijiartenantàunmême réseau ont toajniir.ï uni: conique commune.
Soit, en effet, le réseau défini par l'équation
deux faisceaux appartenant à ce réseau aeroot déterminés par les deux équations
Oili + a,l, -H a 3 l 3 — 0,
&,Xi + fijlj -+- 5 B l a = 0,
qui déterminent toujours un système de valeurs pour X], X a , ï, 3 .
270. Considérons comme exemple le réseau défini par les trois coniques suivantes :
1° Un point double ;
2° Les points cycliques I et J ;
3" Une conique quelconque C.
Ce réseau est le même que celui que nous avons étudié au numéro 268, à celle différence près que la parabole est remplacée par une conique quelconque.
Fn combinant ces coniques deux à deux on a les trois faisceaux suivants :
I" Les cercles de centre O ;
2° Les coniques homofocales à C ;
3° Les coniques tangentes à C aux points de eontacl. G et G' des tangentes issues du point 0.
Il résulte alors du théorème précédent qu'élanl donné un faisceau quelconque appartenant au réseau, ce faisceau contiendra une conique luisant partie des trois faisceaux cités plus haut.
En particulier, étant donnée une conique homolocale à C, soit C,, et une conique tangente à C aux points G et G', soit C s , il existera
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un cercle de centre inscrit dans le quadrilatère des laneentcs communes à Ci et à (V
Supposons que la conique Ci se réduise aux foyers F et F' de la conique C et que la conique C 3 se réduise aux poinls G et G' ; les droites FG, FG', F'G, F'G' seront tangentes à un même cercle de centreO; on en déduit la relation
Étant donné un réseau tangenliel
V> + '^f, + hf, = (5)
défini par les coniques f t = 0, fe = 0, f 3 = 0, on 'peut définir ce réseau par trois coniques quelconques appartenant à ce réseau, à condition que ces trois coniques ne fassent pas partie d'un même faisceau Inngenliel.
En effet, soient les trois coniques du réseau o, S= a,/ 1 ! + *sf t ■+■ a/s = 0.
pour que ces trois coniques n'appartiennent pas à un même faisceau, il faut qu'on ait
1* Ta
Si cotte condition esl remplie, on pourra tirer f,, f\, f a des équations précédentes et on aura
f, = aii=i -h a 3 tf>2 -+- d 3 ç 3 ,
f, = c^ t +Cl?s + C3(f , 3] et en remplaçant dans l'équation (5), on aura pour équation p;é-
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nérale des coniques du réseau
l'if, -4- Pi°* ■+- V-tf, = 0.
272. Il n'existe pas en général de conique réduite à un point double parmi les coniques d'un réseau, car en écrivant que le premier membre de l'équation (5) est carré parfait, on a trois relations homogènes par rapport à ).,, À,, X s qui, en général, n'ont pas de solution.
Four qu'il existe un point double faisant partie du réseau (5), il faut et il suflit qu'on ait une identité de la forme
P désignant une fonction linéaire.
Cette condition exprime que l'une des trois coniques est bilangente à une conique du faisceau déterminé par les deux autres, et que le polo de la corde des contacts est le point double P.
Si cette condition est remplie, la même propriété subsistera pour trois coniques quelconques du réseau, n'appartenant pas à un même faisceau,
car d'après ce que nous avons vu au numéro 271, l'identité précédente pourra s'écrire
fttfi -»-**?■ H- *i9i=P\ et le pùle de la corde des contacts sera le même.
Application. — Considérons un réseau défini par deu
coniques l>i!.;i [lentes fa = 0, fa = et par les points l'yL'Iiquej fa = 0. Ce réseau a un point double P, pôle de la corde des contacts.
On peut, pourdéfinir le réseau, rem placer les deux coniques fa elfa par deux coniques ?, et o a homofocales respective, rient à fa et fa. Il existera alors une conique )>i tangente à fa, c'est-à-dire un cercle inscrit dans le quadrilatère-îles tangentes communes à o, et o 3l et dont le centre sera le point P.
Supposons que l'on prenne pourconiques ?i et <p s les foyers des coniques fa et fa ; en joignant les foyers de fa aux foyers de fa
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on aura un quadrilatère eirconserintible à un cercle ayant pour centre le point P.
On peut donc, énonce:- le théorème suivant :
Si deux coniques sont bitarujcnles, les foyers de l'une joints aux foyers de l'autre déterminent q/'.aire, droites tanyent.es à un Cercle ayant pour centre le point de rencontre des t ntyentes communes.
Si laconique fo se réduit à deux points situés sur la conique /i, on retrouve le théorème établi au numéro 270.
274. Réseaux ponctuels. — Étant données les équations ponctuelles de trois coniques
fi[x, y, z) = , tp s (tf, y, z) = , o 3 (a;, y, z) = ,
l'ensemble des coniques définies par l'équation
où [i,, i*2, H* désignent des nombres arbitraires, constitue ce qu'on appelle un réseau ponctuel de coniques.
Parmi toutes les coniques du réseau, il en existe une infinité qui sont réduites à deux droites, les points de rencontre de ces droites Mes points doubles du réseau) sont situés sur une courbe du troisième degré qu'on appelle la ffessienne du réseau et qui a pour équation
Cette courbe est aussi le lieu des points dont les polaires par rapport à toutes les coniques du réseau sont concourantes.
275. Réseaux conjugués- — La relation linéaire et homogène la plus générale entre les coefficients de l'équation tangentielle d'une conique C exprime que celle conique est harmoniquement inscrite à une autre conique.
Si on assujettit cette conique C à être barmoniquemenl ins-
àt»
àx
dx
Ta
iy
~âz
ÔI
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crite à trois coniques données ayant pour équations ponctuelles
ïtfar, y, z) = 0, ^{x, y, z) = 0, rfa. V> *) = 0, on aura trois relations linéaires cl homogènes entre les coefficients de l'équation tangentielle de la conique C, et par suite ces coefficients seront fonctions linéaires et homogènes de trois paramètres ; il en résulte que l'équation générale tangentielle des coniques C sera de la forme
toutes ces coniques font donc partie d'un réseau tangentiel, et elles sont harmonique ment inscrites ii toutes les coniques du réseau ponctuel
On dit que les deux réseau* sont conjugués '■■''. Une conique quelconque du réseau (5) est harmoniquement inscrite à une conique quelconque du réseau (7), et une conique quelconque du réseau (7) est harmoniquement circonscrite à une conique quelconque du réseau (5).
276. Soit une conique du réseau (o) réduite à deux points À et B ; la droite AB est tangente à la Cayleyenno du réseau, et les deu\ points A et B sont conjugués harmoniques par rapport aux coniques du réseau (7) ; il en résulte que ladroite AB rencontre les coniques de ce réseau en des points en involution.
On en conclut que l'enveloppe des droites rencontrant trois coniques données en des points en involution est une courbe de troisième classe, oui est la Caylei/emie du réseau iangentiel conjugué du réseau pou: tuai défini par lex Croix coniques données.
Soit une conique du réseau (7) réduite à deux droites
(1) A. Clbbscu. Leçons sur la Géométrie, traduction Besoist, lome II, P. 230.
M. Picquet emploie lVxprossion de contraeariants.
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D et D'. Ces deux droites sont des sécantes communes à deux coniques C, et d du réseau ; en leur adjoignant une conique quelconque C a du même réseau, ces trois coniques C (1 C„ C ;i suffisent il définir le réseau. Dans ces conditions, la droite D rencontre ces trois coniques en des points en involution ; par conséquent la droite D, comme la droite D', est tangente à la Cayleyenne du réseau (5).
Il en résulte que la Cayleyenne d'un réseau tangent tel est l'encdoppe des couples de droites qui font, parla 1 , du. retenu ponctuel conjugué.
278. Corrélativement . le lieu des points tels que les tangentes issues de ces points à trois eonii/u.es données soient en inrolutimi est une courbe du troisième degré gui. est la Iles-sienne du réseau -ponctuel conjugué du. -réseau tnngenliel défini parles trois coniques données.
La Hessienne d'un réseau ponctuel est le lieu des couples de points qui font partie du réseau tangentiel conjugué. '■'■
EXERCICES ET NOTES
1. On considère deuj; Iriun-pcs inscrits à -une rnême conique et on leur circonscrit d-eno: conique-: hiUmgeni.es ; eni-.eloppe de leur corde de contact.
Si les deux coniques circonscrite; sont homothetiqu.es, leur corde commune fiasse per un p/iin'- fixe.
Les deu.t triangles donnés sont conjugués par rapport à une même conique C, à laquelle sont harmoniquciiient circonscrites les coniques considérées Ci et Ci, et par suite toutes les coniques passant par les points communs a ces dernière* ; en particulier les cordes communes correspondantes (les coniques Ci et C s sont des droites conjuguées à la courbe C. Par suite, si une de ces cordes
;i) Consulter sur ce sujet le chapitre vu du Traite de Géométrie Analyiiipie, de M. H. Picquet. Nous avons d'iiilleurs emprunté â cet excellent ouvrage quelques-nus des eicicices qui suivent.
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est double, ce qui a lieu pour deux coniques bitangentes, elle est à elle-même sa droite conjuguée ; elfe est donc tangente à la conique G qui constitue l'enveloppe demandée.
Si les coniques Ci et Cs sont homothétiques, la corde commune h dislance finie passe par le pôle de la droite de l'infini, c'est-à-dire par le centre de la conique C.
2 . Le lieu des centra des cercles /le riijjon donne, Itai-moniquement inscrits à '.eue conique donnée, est ime. conique concentrique; et liomo* tliètigue à la conique donnée.
3. Lorsqu'une hyperbole èqiii/e.lcec est hanaoniquement circonscrite à un cercle ou inveseuteni, celle des dei.ee courbes qui est harmonique.meni circonscrite p-'S>;e parle centre de. l'autre.
i. Le lieu des centres des cercles de reijoii donné harrnoniqucriic.nt inscrit* à '.me parabole est une parabole de même paramètre,
5. Étant données les équations ponctuelles de trois coniques, o, = Ai^ + A l y + AÏ3 î -H2B i !/3 + 2B' i ^4-2Bïic.tf —0,
<pa — A 2 ic ï +A^' + =1),
ç> 3 = Asie* -+- = 0,
on peut mettre sous une forme remarquable l'éqiuiliun Un^cntielle de lii Cayleyenne du réseau tansreiiliel conjugué du réseau ponctuel déiiui par ces trois coniques, c'est-à-dire l'enveloppe des droite* coupant ces trois coniques en des points en involution,
La droite ux 4- vy -+- ici — sera tangente a la Gayleyenne si, jointe à une autre droite, elle t'ait partie du réseau
I'idenlilé
|i 3 o 3 = (ira + vy + wîj(m'ic
(*iAj -j- fijAs -i- fi 3 A 3 — au
HiAi + fisAj +-[ijA a — ut
[iiAÎ -+- H- 3 A^ -+- y. s A; — -une
2|»,B' i -i-2n s B 3 — wu' — «w
-1- 2[/ £ B; + 2fi 3 Bâ — un' — n«
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314 coordo:<;nées tàngentielues. ■ Ln éliminant in, m, Ps, m', «', w', i
GÉOMÉTRIE PLA
sdï ses 2B;; »
On verrait de la même manière que le lieu des points
peut mener des tangentes en involution aux trois coniqm
fi = a,w s + u' 1 u ! -4-ciJio , -l-2&iBMH-26;io(( + %b\un
c'est-à-dire la llessiennc du réseau conjugué, csl Os o-, œ
6. Un réseau tarujential renferme eu général quatre cercles dont
la eeutr-is fo,A les .lommcU d'un t.ri"»/jlo cl le point de concours de ses hauteur.*:.
deux point.-:
les coupe
7 . Lorsque trois hyperboles èquilate toute droite perpendiculaire à la cord sis: points en involution.
8. Considérons un réseau ponctuel défini par trois coniques ayant deux points communs lt et C. En prenant pour triangle de référence le triangle ABC, A étant un point quelconque, les équations des coniques s'écrivent
+- 2b&s - -H 2&sJ/- -
+- Zb\asy — 0, -H %b\xy = 0, +- ZbZxy = 0.
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Pour déterminer le réseau tangentiel conjugué, écrivons que la conique
est harmoniquermuit inscrit*: par rapport aux trois premières ; on a
ai% -+- 26[p -H 2&;?' -H 2&;a" ~ 0,
flïï + 2Ôa3 + 26;p' + 26^° = 0; résolvons ces équations par rapport à $, ?', ?" ; on a des solutions
l, À', X" étant fonctions des coefficients des trois coniques données. L'équation (I) devient alors
lu s _(. a ' 2 + „v ■+■ 2i(Xow + X'w« + X"wv) = 0, a, a', a" étant arbitraires, on peut donc considérer cette équation comme représentant ie réseau tangentiel relatif aux Irois coniques
de la forme
a a pour équation
elle se compose de trois points; deux d'entre eus sont les deux points B et C, le troisième esl.le point par lequel passent les cordes communes qui dans deux coniques quelconques du réseau ponctuel joignent les deux points de rencontre autres que B et C.
Soit O ce point ; on voit que le point O estlepôlede la droite ESC par rapport a toutes les coniques du réseau tangentiel.
11 résuite de là que les cordes qui divisent en involution les coniques du réseau ponctuel passent par le point O.
Dans le cas particulier de l'exercice 7, ce point est à l'infini dans la direction perpendiculaire à la corde commune.
On peut reconnailre aisément que, dans le cas général, la fies, sienne se compose de la droite liC e( d'une conique.
s que les deux points B et C de l'exercice précédent
soient les points cycliques ; les trois coniques données sont alors
des cercles, et l'on sait que la Hessienne se compose de la droite de
l'infini et du cercle orthogonal.
La Cayleycnne du réseau conjusué se réduit aux points cycliques
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fil. au centre i-adicnl des trois cercles, qui est le centre commun de? coniques du reseau tangcntiel.
10. Le lieu des centre* de.-; coniques d'un réseau tangentiel dont la
somme drs enrrè.s des arcs rst constante est an r.r'relc '.'aiwenteume f". cercle du. réseau j>onct"e! conjugu.--. Cas oii la sorntne des ca.'rrès des
axes est nulle.
Note sur riiypocyuloïdo A trois rebroussements. — Dans
un grand nombre d'exercices résolus et proposés nous avons souvent rencontré comme enveloppe d'une droite variable l'hypocycloide à trois rebroussements.
Je me propose, dans cette note, de montrer comment on peut reconnaître celte courbe d'après son équation tangenlielle, et comment on peut en déterminer les éléments.
Si l'on prend comme axes de coordonnées deux diamètres perpendiculaires du cercle fixe, Taxe 0# passant par l'un des points de l'ebroussement, l'équation de la tangente en un point de la courbe peut s'écrire
. ? = _ ft 3?_„.
on le voit aisément en faisant r = ^ dans l'équation de la
tangente à l'épi cyrloïdc obtenue page 39.
En conséquence, pour qu'une droite
soit tangente à la courbe, il faut qu'on puisse sorte qu'on ait les égalités
En éliminant % on obtient l'équation
ou reconnaît sous cette l'orme que la courbe est de troisième classe. qu'elle est bitangente à la droite de l'infini (Ex. 12, p. 54), les points de contact avant pour équation
c'est-à-dire étant les points cycliques.
Nous allons démontrer que, réciproquement, toute courbe de
troisième classe qui touche la droite de l'infini <»'.:- points cycliques est une hypocycloide à trois rebroussements.
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L'équation tangenticlle générale des courbes de troisième clause touchant la droite de l'infini aux points cycliques est
li désignant l'angle des axes de coordonnées, et o(«, v) représentant
un polynôme homogène du troisième degré en u et c, par exemple
o(h, v) = ««' + S«% -+- eue" -f- dv>.
Pour établir notre proposition, nous transporterons d'abord l'origine des coordonnées en un point [p, q) choisi do telle manière que lus tangentes issues de ce point à la courbe fassent deux à deux des angles égaux à ^-' c'est-à-dire qu'ùlk'B puissent coïncider avec les diap.males d'un hexagone régulier. Ensuite nous ferons tourner les axes de façon que l'axe des x se confonde avec l'une de ces tangentes, et nous verrons que l'équation de la courbe aura la même l'on ne que l'équation (1).
En transportant l'origine des coordonnées au point (p, q), l'équation [2) devient
[w — up — vq){u< + e* — 2«o cos 8) -+- <f (m, t>) = ; les r.oo ['don nées dos lan^entes à l'origine vérifient l'équation
et leurs coefficients angulaires sont donnés par
— [pm — q)[m» + 2m cos 8 + <)+<? (m, — 1) — 0. (3)
Cherchons maintenant l'équation aux coefficients angulaires de
trois droites, telles que l'axe (te fasse avec elles respectivement des
Si m désigne le coefficient angulaire de la première, on aura
introduisant le symbole il »i(cos B-t-jsm 9) + i \
i pour les deux autres droite-
Gomme les cubes des trois seconds membres sontégaux à
voit que les cocfticienls auL'iihiro.s dos trois droiles vérifient l'équation
e «"( me -* + J) s -(*» e <«-M) 3 = 0.
L'équation (3) devant avoir mêmes racines que cette dernière équation, on aura l'identité — (pm — 9 )(m»-|-2mcos 8 + !) + ?(»>, —1)
= h [e 6ta (me-« + l) a — (me" + 1 j a j.
En écrivant que les coeftir.it-nis des mêmes puissances de m sont égaux, on déterminerait p, q, a et h; mais on peut calculer a sans déterminer p et q, il suffit de remplacer dans l'identité m successivement par les deux nombres — e"> et — e -1 ' 6 , qui annulent m 2 + 2m cos + 1 ; on obtient
<?(- «-", - i ) = fc^*»(l - <r»t)» .
On déduit de là sans peine, après quelques réductions faciles, et
en se souvenant que ?(w, v) est homogène et du troisième degré,
1 — i tg 3a a-hbe i0 + ce"" 3 ' 6 — ^u :i ''' _ 6 sin Q + csin 28-)-<isin 30 ° — a -+■ b cos 6 + c cos 26 -t- d cos 30 L'identité qui précède devient alors, en remplaçant A et e"** par ces valeurs, — {pm - j)(ms + 2m COS 6 + 1) 4- <?(»!, - 1)
le second membre pouvant s'écrire, développé,
. g [i» s [a(4 sin s 8 — 3} — 26 cos 6 — c] + 3»» s {d — 6 — 2a cos 8]
-t- im{c — a-\- 2d cos B") + &-4- 2c cos 6 -I- d(3 — 4 sin a 6)] . En égalant les coefficients de m-' et les termes indépendants, on obtient les valeurs de p et de q,
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1 4 sin* 6
Nous obtenons ainsi le centre de l'b\po<:vcloUlo et les directions des tangentes aux point* de rebroussement.
En tenant compte de ce> hvnisformatit.ui?, l'éijiiatior] langentielle de la courbe peut s'écrire
«(«î + e* — 2mu cosh} + h[ e ^'[i/c-'" — v) s — [u#* — vf] = 0. Prenons maintenant pour axe des œ' une droite 0*' telle que ((te, (te') = a, et pour ase des y' une perpendiculaire à 0œ', telle que
Les formules de transformation île coordonnées >unt les formules [4) de la page 32, où l'on fait £=a-f--^ et ~k = 1 ; on a
u = u' cos (6 — et) -+- u' sin (0 — a),
Un voit aisément en faisant la substitution dans l'équation que « 5 + v l — 2m? cos 6 se transforme en (u' a -f- o' 1 ) sin s f> ; d'autre part, on trouve
we'"« — v — — sin Se !l (— iV -+- u') ;
Le radical est égal au module de l'expression <f(t, e'»); soit A ce module, on aura
A = ^H-kcos[JT-ceo7:>'JT~'cii7 :n/-i >~siîï b-i-cs.in ïm-,/ s'iTi :\V.- . et l'équation de la courbe s'écri t
»'!"" + »"] ± nïîn< 3 " v *-»"i = -
En comparant avec l'équation (1), on voit que cette équation rqiivsurilo nro.: Iiypocydolde a trois rebroussements, dont le rayon R du cercle fixe est donné par
En résumé, on voit que l'équation
w ht- -h v' — 2iic cos 8) -|- au 3 ■+■ bitH H
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représente une hypocydoïde à trois rebmusseinents : son centre a pour coordonnées
le rayon du cercle fise est égal à
, ..' ... f /:'«+?; c»s s -| ■■.■h-; -^ + ,;,- fl> :iij ■+:/; çiïïTr+TTiFïï^STn^ifT 7 ,
et Taxe des a; fait avec les tangentes de rebrousseinent les angles a définis par la relation
_ ft sin + c sin 20 + <f sin 30
[ S ■*''■ — a + È cos e + c cos ;?B -M cos 36 '
Dans le cas où les axes de coordonnées sont rectangulaires, on a
_ 3a-|-c _ 3fi+&
A titre d'exemple, reportons-nous aux exercices du Chapitre II, p. oi, et considérons d'abord l'exercice 2. On trouve la courbe qui a pour équation langonticlle
„(■.• + „>) + ta» <„ + ?«j = 0.
Cette courbe est une hypocycloïde ;i trois rebroussements, quels que soient a et ? (et non pas seulement dans le cas où la corde AB est un diamètre, comme nous l'avons dit à tort).
Le centre de cette courbe est le point l'a. S;, c'est-à-dire le centre du cercle considéré dans l'exercice, le rayon II est égal à 3 ^s^+pi c'est-à-dire à trois t'ois le rayon du cercle donné.
On voit également l'exercice G': que la droite de Sinison enveloppe une liypoeyeloïdc à trois rebrousse ineuts; en appliqua ni le^l'oni iules qui procèdent, on verra que le centre de la courbe coïncide avec le centre du cercle des neuf points et que le rayon R. est le triple du rayon de ce cercle.
Ce résultat est dû à Stelser (Journal de Crelle, tome 53).
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