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PRÉFACE
La géométrie analytique, créée par Dksgartes dans un ouvrage paru en 1637, repose sur l'emploi de méthodes qui permettent de donner une forme algébrique aux problèmes de géométrie. Ces méthodes consistent à faire correspondre à chaque point du plan un système de deux nombres, appelés coordonnées du point ; une équation entre ces coordonnées représente une courbe ; les points communs à deux courbes s'obtiennent en résolvant leurs équations.
Tout problème de géométrie se trouve ainsi ramené à une question de calcul; inversement, .tout fait analytique peut être interprété géométriquement. Ainsi le problème des tangentes conduit à la notion de la dérivée, ou fournit une représentation géométrique de cette notion ; l'idée d'invariant algébrique ou différentiel conduit à la découverte de propriétés géométriques, laissées invariables par certaines transformations.
Mais le système de coordonnées cartésiennes dans le plan ou dans l'espace est loin d'être le seul qui
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permette de représenter géométriquement les faits algébriques et analytiques. On peut en effet développer ridée de Desgartes sous un autre point de vue, en définissant, par un système de nombres, non plus un point du plan ou de l'espace , mais un être géométrique quelconque, ligne droite ou courbe, surface plane ou courbe. Ces nombres qui sont, par exemple, les coefficients figurant dans les équations cartésiennes de l'élément géométrique considéré, s'appellent encore, par extension, les coordonnées de l'élément. Ainsi une droite dans un plan est définie par deux nombres qui sont ordinairement les inverses des segments qu'elle détache sur les axes ; un plan dans l'espace est défini par trois nombres analogues ; un cercle dans le plan est défini par trois coordonnées qui sont les coordonnées cartésiennes du centre et la puissance de l'origine par rapport au cercle ; une droite dans l'espace est définie par quatre nombres,... etc.
Une équation entre trois variables a, h, c représente alors, soit une surface lieu de points, si a, b, c sont regardées comme les coordonnées cartésiennes d'un point de l'espace, soit une surface enveloppe de plans, si a, b, c sont regardées comme les coordonnées d'un plan, soit un système de cercles dans un plan fixe, si les variables sont regardées comme les coordonnées d'un cercle...., etc ; de même, une équation entre quatre variables peut être interprétée comme représentant une surface dans l'espace à quatre dimensions, ou un système de droites dans l'espace à trois dimensions... etc.
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En résumé, on peut interpréter géométriquement, d'une infinité de manières, les faits algébriques et analytiques relatifs à des équations contenant un nombre quelconque de variables. Les interprétations les plus intéressantes sont évidemment les plus simples.
Pour la géométrie plane, il existe deux systèmes également simples : celui qui consiste à prendre comme élément géométrique le point défini par deux coordonnées y et celui qui consiste à prendre comme élément la droite définie également par deux coordoniiées .
Le développement du premier point de vue fait Tobjetde la géométrie ponctuelle ; celui du second fait l'objet de la géométrie tangentielle. Les propriétés algébriques des systèmes d'équations à deux variables donnent alors, suivant la façon dont on les interprète, des propriétés des ensembles de points ou des propriétés des ensembles de droites. Les deux séries de théorèmes que l'on obtient de cette manière ne sont donc que la traduction géométrique des mêmes faits algébriques; et l'on passe d*un théorème de l'une des séries au théorème correspondant ou corrélatif de l'autre, en y remplaçant les points par des droites et réciproquement.
Nous sommes ainsi amenés à un autre point de vue, d'après lequel le passage de la géométrie ponctuelle à la géométrie tangentielle peut être regardé comme un mode particulier de transformation des figures, faisant correspondre des droites aux points et inversement.
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Le fait que tout théorème peut être transformé ainsi a reçu de Chasles le nom de Principe de dualité ^'^).
Voici, sur l'origine et le développement de ces idées, quelques renseignements historiques empruntés en majeure partie à V Aperçu historique de Chasles.
De Beaune semble avoir eu le premier Tidée de définir certaines courbes à Taide des propriétés de leurs tangentes ; par une question de cette nature posée à Desgartes, il donna naissance à la Méthode inverse des tangentes^ dont Desgartes jeta les fondements en regardant un point d'une courbe comme l'intersection de deux tangentes infiniment voisines.
La théorie des développées, due à Huygens, fournit ensuite des exemples particulièrement importants de courbes regardées comme enveloppées par des droites.
Mais on peut dire qu'EuLER, en considérant une courbe quelconque comme enveloppe d'une droite de la forme
jrcos a + ysin a = <p(a),
donna le premier exemple d'une courbe définie dans un système de coordonnées tangentielles ; ce système, dans lequel les éléments de longueur et les rayons de courbure de la courbe et de ses développées successives ont des expressions particulièrement simples, se trouve indiqué à la page 58 de ce volume.
Les coordonnées de la droite sous la forme actuellement employée ont été introduites à peu près à la même époque, par Chasles [Aperçu historique, 1837, et
(l) Mémoire de géométrie^ sur deux principes généraux de la science^ la dualité et V homographie, présenté à l'Académie de Bruxelles en
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Mémoire de Géométrie, 18^29) et parPLUCKER {Journal de Crelie, tome N, 1829).
Quant aux méthodes de tranformation qui ont conduit au principe de dualité, elles ont d'abord été employées sur la sphère. D'après un théorème dû à Snellius, vers 1630, toute figure sphérique possède une figure supplémentaire, de telle nature qu'à chaque point de la première corresponde un arc de grand cercle de la deuxième et inversement.
En 1685, La Hire, dans son Traité des Coniques^ indiqua les propriétés réciproques des points et droites qu'on nomme actuellement paies et polaires par rapport à une conique. Ces propriétés ont été étendues par MoNGE aux surfaces du second ordre, et c'est de l'époque de Monge seulement que datent l'importance et les usages de cette théorie des pôles et polaires (^)-
Une des premières et des plus célèbres applications fut celle qui permit à Brianghon de déduire, du théorème de Pascal sur six points d'une conique, une propriété correspondante de six tangentes (1806).
Le principe de dualité dans sa généralité a d'abord été énoncé par Poncelet {A?males de Mathématiques^ tome VIII, 1817-1818), qui l'a déduit de la théorie des pôles et polaires ; ce principe a été ensuite établi, indépendamment des coniques, par Gergonne, par MoBius [Barycentrischer Calcul^ 1827) et par Chasles.
L'ouvrage de M. Papelier a pour objet le développement de la géométrie tangentielle depuis les pre-
(1) Aperçu historH^e, p. 124.
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miers éléments jusqu'à la théorie des coniques et des courbes algébriques. L'auteur s'est efforcé de suivre pas à pas les méthodes employées dans la géométrie ponctuelle, de sorte que le lecteur, déjà familiarisé avec cette dernière, n'aura aucun effort nouveau à faire ; il n'aura qu'à transposer les méthodes et les théorèmes qu'il connaît, en remplaçant les points par des droites et réciproquement.
Quant aux commençants, ils suivront avec autant de facilité cette manière de présenter les faits que la manière ordinaire.
Cet ouvrage, écrit avec clarté et rigueur, renferme des développements sur certaines questions qu'on ne traite pas habituellement en coordonnées tangentielles : telles sont, la discussion de la forme d'une courbe dans le voisinage d'une tangente ou d'une asymptote, à l'aide du polygone de Newton, la classification des coniques, l'étude géométrique du contact d^ deux coniques, les invariants simultanés de deux coniques. De nombreux exercices sont traités dans le texte ou proposés au lecteur avec des indications sur leur solution.
Le livre de M. Papelier est appelé à rendre de grands services, en familiarisant l'esprit des élèves avec une autre face de la géométrie analytique, et en les mettant à même de tirer de chaque résultat de calcul deux tl:iéorèmes corrélatifs.
P. Appell.
Paris, le 4 mars 1894.
CHAPITRE PREMIER LE POINT ET LA DROITE
I. L'équation d'une droite en coordonnées rectilignes homogènes peut s'écrire
ux-^vy -^wz = ;
elle renferme trois coefficients, u^ v,w; mais comme la droite ne change pas quand ces coefficients varient proportionnellement, on peut dire que l'équation de la droite contient deux paramètres; elle sera par suite déterminée si l'on connaît deux relations entre les trois coefficients.
Ces relations s'obtiennent dans la plupart des cas en assujettissant la droite à certaines conditions géométriques.
Exemples. I. Écrivons que la droite passe par un point de coordonnées aei b] on a
ua-hvb-i- IV = 0.
II. Assujettissons la droite à être à une distance donnée d d'un point qui a pour coordonnées a eib; il vient
ua -\- vb -i- w
OU
{ua -h v6 4- wY — d^{u^ 4- »») = 0.
III. On sait que pour que la droite soit tangente à une conique qui a pour équation
il faut qu'on ait
ce qui peut s'écrire, en développant,
au^ -h ^buv -h cv^ -H 2duw H- 2et'ti; -h fw^ = 0,
les quantités a, 6, c, etc. désignant les coefficients des lettres correspondantes, A, B, C, etc. dans le développement du discriminant
2. On peut remarquer que les relations obtenues sont homogènes par rapport à w, u, w. Nous allons démontrer qu'il en est toujours ainsi , c'est à-dire que toute relation qui est la traduction analytique d'une condition géométrique, est nécessairement homogène en m, u, w.
En effet, la droite ne change pas si on remplace dans son équation w, t?, îv respectivement par Xm, Xu, Iw, X désignant un nombre quelconque ; par conséquent, comme la droite satisfait à la condition géométrique quelle que soit la forme sous laquelle on écrit son équation, toute solution w, v, w de la relation correspondante entraine la solution Xu, Xu, hv quel que soit X ; la relation considérée est donc homogène.
3. Une droite sera donc bien déterminée analytiquement par deux relations homogènes entre ses coefficients. Si ces deux
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relations sont algébriques, entières, de degrés m et p, le nombre de solutions sera mp, d'après le théorème de Bezout.
Si maintenant on donne une seule relation, toujours
homogène en m, u, w,
il y aura une infinité de droites dont les coefficients vérifieront Téquation (1); nous démontrerons plus tard qu'en général toutes ces droites sont tangentes à une même courbe.
On dira que Téquation (1) est l'équation tangentielle de la courbe, et pour éviter toute confusion la relation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'un point pour que ce point soit sur la courbe sera appelée l équation ponctuelle de la courbe.
De même nous dirons que les coefficients m, r, w de l'équation d'une droite sont les coordonnées tangentielles de cette droite, tandis que les coordonnées d'un point seront appelées coordonnées ponctuelles.
Ainsi, par exemple, Taxe des x a pour coordonnées tangentielles 0, 1,0, puisque son équation est
y = 0; les coordonnées de l'axe des rj seront 1, 0, 0; celles de la droite de l'inflni, 0, 0, i, etc.
Nous remarquerons aussi qu'étant donnée une droite, ses coordonnées tangentielles sont déterminées à un facteur constant près.
Nous allons maintenant examiner le cas où la relation (1) est du premier degré en w, r, w.
ÉquaiioQ du Point. Théorème. — Toute équation homogène
et du premier degré par rapport à m, î;, îv représente un point.
Soit l'équation
au-hàv-i- cw = 0. (2)
On voit immédiatement que toutes les droites dont les coordonnées satisfont à cette équation passent par le point qui a pour coordonnées homogènes a, ^, c.
L'équation (2) sera dite Véqualion tangentielle du point.
Il est à peine utile de faire observer que, réciproquement, tout point peut être représenté par une équation du premier degré ; autrement dit, en écrivant qu'une droite passe par un point, on a une relation du premier degré entre les coefficients de la droite.
On peut donc dire que Véqnation tangentielle d'un point est la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'une droite pour que cette droite passe par le points
de même que L'équation ponctuelle d'une droite est la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'un point pour que ce point soit sur la droite.
Exemples. -— L'origine des coordonnées a pour équation
un point sur Taxe des ar, ayant pour abscisse a, sera représenté par l'équation
ua -+- IV = 0.
6. Le point représenté par Téquation (2) n'est à distance finie que si le coefficient de w^ c, est différent de zéro ; les coordonnées absolues de ce point sont - et -•
ce
Si c = 0, on voit que toutes les droites dont les coordonnées satisfont à l'équation (2) sont parallèles à la droite qui joint l'origine au point de coordonnées a et 6 ; on peut donc dire que toutes ces droites passent par le point à l'infini dont les coordonnées homogènes sont a, ô, 0.
Ainsi, ti = est l'équation du point à l'infini dans la direction de Oo?; v := est celle du point à l'infini dans la direction de Oy.
7. Exercice. — Trouver les équations des points à Vin fini dans les directions perpendiculaires aux axes de coordonnées, ces axes faisant V angle 0.
L'équation de la perpendiculaire à Ox menée par le point
étant
so -\- y cos 6 = 0,
on voit que les paramètres directeurs (^) de cette direction sont cos et — 1 ; par conséquent en exprimant qu'une droite passe par le point à l'infini de coordonnées homogènes cos 6, —1,0, on aura
M cos 6 — V = 0.
On trouve de même que Téqualion du point à l'infini sur la perpendiculaire à Oy est
u — 1? cos 8 = 0.
8. Reconnaître si une droite variable passe par un point fixe. — Dans un grand nombre de cas on peut simplement résoudre la question en se donnant les coordonnées 'de la droite m, v, m;, puis écrivant les conditions auxquelles est assujettie cette droite. On arrive alors à une relation entre u, V, IV et certaines quantités constantes, et il suffit de constater que la relation obtenue est du premier degré en w, r, w.
Voici une application très simple de cette méthode à un problème bien connu.
9. Exercice. — Les trois sommets d'un triangle décrivent trois droites concourantes et deux côtés passent par deux points fixes, 2>é?montrer que le troisième côté passe par un point fixe en ligne droite avec les deux premiers .
Prenons pour axes deux des droites données ; soit y = m^ l'équation de la troisième et {x\ y'), (a;", y") les coordonnées des points fixes P et Q.
Désignons par
t<a? -f- t?y -h M> = l'équation de la droite AB ; les droites AC et BG ont respectivement pour équations
(i) On appelle paramètres directeurs d'une direction les coordonnées d'un point quelconque situé sur la parallèle à cette direction menée par Forigine.
Ainsi les paramètres directeurs de la droite ux-h vy -h ic = sont, à un facteur constant près, v et — u.
vif ■
nx -\-vy
ux -f- Vl/ -f- 10
ucd' -\- vy" -f- 10
Je forme Téquation de la droite joignant l'origine au point de rencontre de ces deux droites, ce qui donne
^ [ux' H- vy' + lo) = -7 [ux" -t- vy" 4- w?) , y X
et j*écris que cette droite a pour coefficient angulaire m. On a ainsi
mx"{ux' + vy' -h lo) — y'iux" -\- vy" -{- w) = .
Cette relation étant du premier degré en m, r, ic, exprime que la droite passe par un point fixe. On voit de plus que ce point est situé sur la droite PQ, car les coordonnées de cette droite annulent ux' -hvy' -hio et ux" 4- vy" + ic ; elles vérifient donc Téquation qui précède.
Équatioa du point d^inlersection de deux droites
Soient Ai(wi, Uj, Wi) et A2(i/2, uo, iCi) les deux droites données ; d'après la définition de Téquation du point, il nous faut trouver la condition pour qu'une droite quelconque (w, v, iv) passe par le point de rencontre de A, et A,. On sait que cette condition peut s'écrire
c'est réquation cherchée.
En la développant, on obtient
u {viiV2 — îViVi) H- v{u\Ui — yiW2) •
et nous voyons que les coordonnées homogènes du point de rencontre des deux droites sont ViW.2 — WiV^^ iL\U2^uiio^, W1U2 — v^Ui. Ce point est à l'infini si U1V2 — «1^2 = 0;. on retrouve ainsi la condition de parallélisme de deux droites.
11. De l'équation (3) on peut déduire comme il suit les coordonnées d'une droite quelconque passant par l'intersection de Al et de A2. Le déterminant étant nul, il existe entre les élé-
• iv{u^V2 — riWî) = 0,
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ments des colonnes une même relation linéaire et homogène,
soit
ku H- Bmi -h Cm2 = 0,
At?-1-Bi?i-+-Cu2 = 0,
Am; H- BM7i H- Cw2 = 0.
Le coefOcient A n'est pas nul, car s'il était nul, Wj, »i, Wi seraient proportionnels à Uj, t?2, ^'2, et les deux droites A, et A2 coïncideraient.
Nous pouvons donc résoudre les relations précédentes par rapport à w, r, n\ et Ton a
Il ^ Xtl, -h |lMî,
w = hvi H- [iWi.
En faisant varier X et [x de toutes les façons possibles, on obtient les coordonnées de toutes les droites passant par Tintersection des deux droites données.
Ce résultat est d'ailleurs une conséquence immédiate d'une propriété établie en géométrie analytique. On sait que l'équation générale des droites passant par Tintersection des deux droites qui ont pour équations
Pi r= UiX -\- Viy H- Wi = 0,
Pj = UiX -f- Viy -h Wî = est
XPi-hfiPj^O,
et, d'après la définition, les coordonnées de la droite représentée par cette équation sont Xtii -h i^wj, Xr, -t- |jtt?,, Xwi -h hlus.
12. Exercice. — Etant donné un système de valeurs de X et de fx, reconnaître si la droite correspondante qui a pour coordonnées Xwi -+- fxi/2, Xoi -f- 1X172, Xtt'i 4- HL«^'2 €st située dans f angle aigu ou dans l'angle obtus des deux droites Ai et Aj.
Soit A un point quelconque du plan ; par ce point je mène une perpendiculaire à la droite A, ; cette perpendiculaire rencontre Al au point Bi et A^ au point B2. Il est clair que si les
deux points Bi et Bj sont de part et d'autre du point A, ce point est dans Tangle aigu des deux droites ai et Aj-, si, au contraire, les deux points Bi et Ba sont d'un même coté du point A, ce point est dans Tangle obtus formé par Ai et as- Nous nous appuierons sur cette propriété pour résoudre la question.
Soient a?', y' les coordonnées du point A ; Téquation de la perpendiculaire menée par ce point à la droite Aj est, 6 désignant Tangle des axes,
Ui — Vi cos Q ~~ «1 — îij cos ô '
et les coordonnées d'un point quelconque de cette perpendiculaire ont pour expression
X = x' -h p(m, — Vi cos 6), y = 2/'-t-p(i?i — wi cos 6),
p étant proportionnel au segment qui a pour origine le point A et pour extrémité le point {x, y).
On aura les valeurs de p, Pi et pj, relatives aux points Bi et Bj, en écrivant que les expressions (4) de a? et de y satisfont aux équations des droites A, et Aj. On trouve ainsi
w? -h Vï — ^UiVi cos 6
UiUi -f- t;iV2 — {uiVi -f- Wst?i) cos ô
L'expression Wi^ -+- Vi* — 2miUi cos 6 étant toujours positive, le produit pip2 aura le signe de
E={uix'-hViy'-hWi)(ViX'-hViy'-^Wi)[uiU2-hViV2—{UiVi-hU2Vi) cos 6].
Si cette expression est positive, pi et pa sont de même signe, les deux points Bi et B2 sont d'un même côté du point A, ce point est donc dans l'angle obtus des droites Ai et As. Si, au contraire, l'expression E est négative, le point A est dans l'angle aigu.
Supposons maintenant que le point A soit situé sur la
droite A qui passe par rinlerseclion de ai et de Aa et qui a pour coordonnées Xwi -f- jjlwj, ÀUj 4- jjluj, Xwt -t- [lw2 ; on aura
d'où Ton tire
ce qui montre que le produit
a le signe de — Xfx. Alors l'expression E aura le signe de
— X|Jl[MiWj -+- Wi^s — (U1V2 -h t/jVi) cos 6j,
et la réponse à la question proposée est la suivante :
Si X|ji[wiW2 -I- V1V2 — (i/i»2 H- W2V1) cos 6] > 0, la droite A traverse Tangle aigu des deux droites Aj, Aî ;
Si X|ji[MiW2-hWirî — {W1W2 -4- W2«?i) cos 6] < 0, la droite A traverse l'angle obtus.
Nous remarquerons que dans tout ce qui précède nous avons supposé
U1U2 •+- ViV2 — {UiVi H- UiVi) cos 6 :;zf: 0,
ce qui revient à supposer que les deux droites ne sont pas perpendiculaires.
L'a droite A ne change pas quand X et |ji varient de telle
manière que le rapport - reste le même. La position de la
droite ne dépend donc que de la valeur de ce rapport. Les
considérations qui précèdent prouvent que si le rapport -
varie en conservant un signe constant la droite A se déplace dans le même angle, et si ce rapport change de signe la droite A passe dans l'autre angle.
13. Nous obtenons ainsi une interprétation géométrique du signe du rapport - ; on peut également chercher une interprétation de la valeur absolue de ce rapport.
Nous allons démontrer que la valeur absolue de ce rapport est proportionnelle au rapport des sinus des angles que fait la droite A avec les droites A^ et Ai.
Soit S le point de rencontre de Ai et A2 ; d'un point A (x', y') pris sur A abaissons les perpendiculaires APi et AP2 sur Al et A2.
On a
d'où
Or
AP, = SA sin ASA, , AP2 = SA sin ASA2 ,
APi sin ASA,
APi =
AP
APi
désignant la valeur absolue de - , et par suite
1 sin aSa2 I* sinASAi'
Le second membre de cette relation ne présente aucune ambiguïté, car Tangle aSa, par exemple a deux valeurs supplémentaires qui ont même sinus.
14. Considérons maintenant une seconde droite A' passant par rintersection de Aj et de Ag et ayant pour coordonnées Vui -H fx'wa, X'^i -h fi'ua et l'ii\ H- i>!îV2-
On aura comme plus haut
1 sin a'SA2 le ' sin a'Sai '
en divisant membre à membre les deux dernières égalités, on
obtient
sin aSa2 sin a'SAj
sin aSAi ' sin a'SAi
Or le second membre est égal en valeur absolue à Tun des rapports anharmoniques du faisceau des quatre droites A,, Aï, A, A'. D'autre part ce rapport anharmonique est positif si les deux droites A et A' sont dans le même angle des deux droites Ai et Ag et négatif dans le cas contraire. Mais dans le
premier cas - et — - sont de môme signe, dans le deuxième
cas de signe contraire; on aura donc, en désignant par (AA'AjAg) le rapport anharmonique en grandeur et en signe,
AA'A^Aj = - : -• IX. Il
X X' Dans le cas particulier où - = , ^ les droites a et A'
sont conjuguées harmoniques par rapport à Aj et A2.
Droite passant par deux points. — Soient
au -h ^u -h civ = 0,
a'u-{-à'v-hc'iu =
les équ?Ltions des deux points donnés ; les coordonnées de la droite qui joint ces deux points s'obtiendront en résolvant les
deux équations par rapport h u, v^ w\ on obtient ainsi
u = \{b(/ — cA'), V = lica' — ac')y w = l{ab' — ba'),
en supposant que les équations soient distinctes, c'est-k-dire représentent deux points différents.
Quelle que soit la valeur de X, ces solutions ne définissent qu'une seule droite.
16. Conditiou pour que trois points soient en ligne droite. —
Soient
au -h ^u H- CM? = 0,
au -h b'v + (^w = 0,
a''a~^b''V'\-crw =
les équations des trois points donnés; pour que ces points soient en ligne droite, il faut qu'il existe un système de valeurs de u, v, w non toutes nulles satisfaisant aux trois équations précédentes ; la condition cherchée est donc
Équation générale des points situés sur une droite
Supposons que la droite soit délinie par deux de ses points A et A', ayant respectivement pour équations
P = au H- 6u 4- cm; =0,
Nous allons démontrer que l'équation générale des points situés sur cette droite est
XP -+- fxP' = 0, (5)
X et |i désignant des nombres quelconques.
Remarquons en premier lieu que quels que soient X et jx, l'équation (5) représente un point situé sur la droite AA'. En effet, les coordonnées de cette droite annulant P et P', annulent XP -h fxP', et par suite vérifient l'équation (5).
En second lieu, il faut établir qu'on peut disposer de X et de fx en sorte que Téquation représente un point arbitrairement choisi sur la droite AA'.
Soit M un point quelconque de cette droite ; menons par le point M une droite ayant pour coordonnées Wi, r,, u'i, et déterminons X et Ht en sorte que Téquation (5) soit satisfaite par ces coordonnées ; on aura
Pi et Pj désignant respectivement ce que deviennent P et P'
quand on y remplace w, v, w par t/i, v,, tVi. On déduit de cette
relation
X = P/, fx=-P„
et en transportant dans l'équation [b), on a
P/P— PiP'^0,
équation qui représente un point situé sur la droite AA' et sur la droite «j, u,, Wi. Ce point est donc le point M, etla proposition est établie.
18. A Taide des considérations qui précèdent, on peut obtenir
d'une autre manière la condition pour que trois points soient
en ligne droite.
Désignons par
P = au "h bv -{- cw = 0,
P' r= a'u-\-b'v-hc'w = 0,
les équations des trois points A, A', A".
Si le point A' est sur la droite AA', son équation peut
s'écrire
ÀP-4-fxF = 0;
cette équation représentant le même point que l'équation P" = 0, leurs coefficients devront être proportionnels et on aura
XP -h fxF = — vF ou
XP-}-fxP'-f-vP'' = 0.
Réciproquement, s'il existe trois nombres X, ji, v tels que cette identité ait lieu, les trois points A, A', A' sont en ligne droite. On tire en effet de cette identité
— vF^XP + fiiP',
ce qui prouve que le point A" est sur la droite AA'.
On peut donc dire que la condition nécessaire et su ffisante pour que les trois points soient en ligne droite, est qu'il existe trois nombres X, jjl, v différents de zéro en sorte qu'on ait Pidentité
XP-h|JLP' + vP* = 0.
En développant cette identité, c'est-à-dire en écrivant que les coefficients de w, t\ w sont nuls, on a Xa + [xa' H- va* = 0, Ib-^^b' + ^b" = 0, Xc-i-jJLc' + vc" = 0,
d'où l'on déduit que le déterminant considéré au numéro 16 est nul.
19. Exercice. — On donne deux droites, trois points A, A', A" sur l'une de ces droites et trois points By B', B" sur Vautre. Les droites A'B" et A^B' se coupent au point G, A''B et AB" au point C, AB' et A'B au point G". Démontrer que les points G, G', G" sont en ligne droite.
Prenons la droite AA'A" pour axe des x et la droite BB'B" pour axe des y ; désignons par a, a', a" et b, b\ b" les abscisses et ordonnées de ces six points.
* ^ et —1; A"B' a
La droite A'B" a pour coordonnées -;» t;?
pour coordonnées —' t7 et —1. L'équation du point G peut
donc s'écrire (10)
OU, en développant,
On a de même pour Jes équations des points C et C",
Ajoutons membre à membre ces trois équations ; on voit que P + P'-f-P^^O, donc les trois points sont en ligne droite.
Signe du premier membre de réquatlon d'un point. — Le
premier membre au-\-bv-hciv de Téquation d'un point s'annule pour les coordonnées d'une droite qui passe par ce point, mais il prend une valeur différente de zéro quand on y remplace w, u, tv par les coordonnées d'une droite ne passant pas par le point. Nous nous proposons d'étudier le signe de cette valeur quand la droite se déplace dans le plan.
Une droite étant tracée, ses coordonnées ne sont déterminées qu'à un facteur près, de sorte que le signe de au-^-bv-\-cw ne dépend pas de la position de la droite dans le plan, puisqu'en multipliant les coordonnées par un nombre convenable, l'expression considérée peut prendre le signe que Ton veut, la droife restant la même. En conséquence, pour qu'à une position de la droite on puisse faire correspondre sans ambiguïté un signe déterminé pour au-hbv-^cw, il est nécessaire de fixer à l'avance le signe d'une des coordonnées w, u, w.
Menons par le point considéré A (supposé à distance finie) une parallèle à Oy, et soient Aî/i la portion de cette parallèle dirigée vers les y positifs et ky[ la portion dirigée vers les y négatifs.
Soit maintenant une droite quelconque A ayant pour coordonnées w, V, IV ; elle rencontre la droite yiy[ en un point B qui a pour ordonnée
au -+- cw I/o = —7^;
prenons la différence des ordonnées des points B et A ; on a b au-\- av h au -+- 6u -+- cw
c cv c cv
Dès lors, suivant que l'ordonnée du point B est supérieure ou inférieure à celle du point A, le produit {au -+- bv'{'Cw)cv sera négatif ou positif.
On est donc conduit à la conclusion suivante :
En supposant v^O, V ex pression au-{-bv + cw a même signe que cv si la droite (u, v, w) rencontre la parallèle à Oy menée par le point A en un point situé sur la demi-droite ky\ ; cette expression a le signe de — cv si la droite {u, u, iv) rencontre la parallèle sur la demi-droite At/i.
Dans le cas où u = 0, c'est-à-dire où la droite est parallèle à Oy, on mènera par le point A une parallèle à Ox et on aura des conclusions analogues.
21. Bissectrices d'un angle. — Soient deux droites, ^i(wi, V,, w'i) et A2 (w2ï 1^2' ^2). Les équations des bissectrices des angles formés par ces droites sont
(wiar-hUiî/H-ît'j) sinô {uiX+viy -\-iv 2)^1x1^
sju\ H-rJ — 2miVi cosô )Ju\ -h t?J — Sm^Vî cos ô Posons
= 0. (e = it 1)
p, = sju\ -H v\ — tUiV^ cos 6 , P2 — >Ju\ -h u| — 2m2î?2 COS 6;
on voit que les coordonnées de ces deux droites seront
pi p2 pi P2 pi p2
En donnant à e le signe de u^u^ + v^v^ — [uiV^-^u^Vi) cos 6, on aura la bissectrice de l'angle aigu (12) ; à l'autre valeur de E correspondra la bissectrice de l'angle obtus.
22. Bissectrices des angles d'un triangle. — Soit le triangle ABC ; désignons par
P^ r= UiX -h «1?/ -^ IV ^ = 0,
P2 = U2X H- v^y 4- uh = 0, P3 = u^x-hv^y-hw^ =
.!lî.
Wi u\
les équations des côtés BC, CA et AB.
Les bissectrices des angles formés par les droites AB et AC ont pour coordonnées
en adoptant les mêmes notations que dans le numéro précédent.
11 nous faut maintenant déterminer la valeur de e qui correspond à la bissectrice de Tangle A du triangle.
Pour cela, menons par le point A une parallèle AD au côté BC; les coordonnées de cette droite seront de la forme Xmj 4- 1JLM3, lv2 -+- [102, y^Wi -h |JL26'3, avec la condition
X»/2 -h {XM3 _ Xua H- IJ1O3
ou
X[w,i;2 — «2^1] = ^[«'sUi — W1V3].
On peut prendre
X = U^O^ Mit's, jJL = W1V2 — W2U1.
Or la bissectrice de Tangle A du triangle et la droite AD sont dans des angles différents par rapport aux droites AB et AC. En vertu d'une remarque faite à la fin du numéro 12, cette bissectrice s'obtiendra en donnant à e, dans les expressions qui précèdent, le signe de ♦ c'est-à-dire de
Ml «2 — WîVi
On aura de même les bissectrices des autres angles du triangle.
On peut établir sans peine que ces trois bissectrices concourent en un même point.
Les équations de ces bissectrices peuvent s'écrire
he— = 0,
Pî P3
Pî pi
COORDONNÉES. — Il 2
Pi ?2
£, e' et e" étant égaux à ifc 1 et ayant respectivement le signe de
W1U3 U-sVi U2V1 lliV2 ^ W3U2 — W2U3
, et î
W1U2 M2U1 W2U3 «3^2 U-iVi Wit's
de telle sorte que
eeV' = — 1.
Multiplions respectivement les équations des bissectrices par 1, — £, zt' et ajoutons, on a une identité; donc les trois droites passent par un môme point.
23. Équation de l'ensemble de deux points. — Si le premier membre d'une équation homogène de degré n par rapport à w, r, w se décompose en un produit de n facteurs linéaires, l'équation représente n points dont les équations s'obtiennent en égalant à zéro les facteurs linéaires.
Par exemple, si l'équation ne renferme que u et i(\ le premier membre sera développable en un produit de facteurs binômes tels que ua -h îvc^ et par suite l'équation représentera un certain nombre de points situés sur Ox.
De môme toute équation qui ne renferme que v et iv représente un ensemble de points situés sur Oij.
Nous allons considérer une équation du deuxième degré,
f{u, V, w) = au^-\- av^-h a!'w^ 4- "Ibvw H- Wwu -h Wuv = 0, (6)
et supposer que le premier membre est décomposable en un produit de deux facteurs, c'est-à-dire que
On a alors une identité de la forme
f[u, u, w) = [u% -+- u? + 26'y) [ut! h- v^' -h w-{) ; l'équation représente les deux points qui ont respectivement pour coordonnées homogènes a, p, y et a', p', 7'.
On déduit de cette identité a = aa', a' = p?', a" = r(\
26 = py -^- ïP', 26' = ya' -^ ay', 20" = ocp' + px'. ^ ^^^ Si a'' ;z^ 0, les deux points sonl à distance finie.
24. Si tous les mineurs du discriminant A ne sont pas nuls, /*(w, V, w) est décomposable en un produit de deux facteurs distincts,
/(w, V, ?i;) = P.Q, en posant
p = wa -4- «p H- i^Y » Q = Mx' + up' -h w^'.
En prenant les dérivées partielles, on a
^^ = aQ 4- a'P,
A^ = ïQ + yT,
ce qui montre que les trois équations
ont un seul système de solutions ; ce sont les coordonnées de la droite qui passe par les points F et Q.
Si au contraire tous les mineurs de A sont nuls, /*(u, v, w) est carré parfait, l'équation (6) représente un point double, les dérivées partielles /*„, /*v, fw sont proportionnelles , et en les égalant à zëro, on a un système d'équations vérifiées par une droite quelconque passant par le point double.
25. Dans ce qui suivra, nous désignerons selon l'usage par A, A', A", B, B', B" les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement de A ; on aura alors
A =aV— 6^ B =b'b'''-ab,
A" = aa' — b"', B" = bb' — aV.
On sait que ron a également les formules
A'A'' — B2 = aA, B'B" - AB = ÔA,
A A' — B"' = a\ BB' — A^'B" = b'^.
Si A est nul, comme nous le supposons ici, les trois nombres A, A', A'' sont de même signe.
Supposons maintenant que les deux points soient à distance finie, c'est-à-dire a"z;6 0j et proposons-nous de déterminer dans quel cas ils sont réels.
On peut écrire
a7(w, u, w) = {a'w 4- 6u -h b'uY h- A'm^ — 2B"wu -h Av^.
Les deux nombres A et A' ne peuvent être nuls en même temps, car la relation
AA' — 8"^ = a''A =
entraînerait B" = ; /*(i/, t?, w) serait alors carré parfait et les deux points seraient confondus.
Supposons A' :;zf: ; on aura
a''f{u,v,w) = [d'w-^bv-^b'uf-^^,{Pi!u—S'vY.
On voit alors que si A' < 0, /*(w, y, w) est décomposable en un produit de deux facteurs réels, l'équation représente deux points réels.
Si A' > 0, elle représente deux points imaginaires.
Supposons maintenant a" = ; on peut écrire
/•(m, V, w) = au» -h aV -h ^b'uv + 2w{bv -+- b'u),
et comme on a
A = — aô^ — a'b'^ 4- "ibb'b" = 0,
on voit que bv-^-b'u divise au^ + a'v^-^- Wuv^ car en remplaçant dans cette dernière expression u par b ei v par — b\ on obtient
ab^ 4- a'b'^ — ^bb'b" = — A == .
Si donc b et b' ne sont pas nuls en même temps, Téquation représente deux points réels dont Tun est à Tinfini. Enfin si ô = 6' = 0, Téquation se réduit à
elle représente deux points à Tinfini, réels, imaginaires ou confondus, selon que aa! — b"^ ou A'' est négatif, positif ou nul (*>.
Il résulte de là que si l'un des trois nombres de même signe, A, A', A", est différent de zéro, l'équation représente deux points distincts, réels si ce nombre est négatif et imaginaires dans le cas contraire.
Si les trois nombres A, A', A'' sont nuls, tous les mineurs du discriminant sont nuls et l'équation représente un point double.
En résumé :
A -h A' -h A" < ; l'équation représente deux points réels ; A-i-A'-hA''>0; — — deux points imaginaires ;
A -4- A' -4- A" = ; — — un point double.
26. Cherchons maintenant l'équation de la droite qui joint ces deux points.
Cette équation peut s'écrire
Pour pouvoir exprimer les coefficients en fonction de a, a', ..., multiplions le premier membre par Py' — yp' et remarquons que
(Pï'~yPO^ = (Pï'-^ïP?~4ppVï = 4(ô^-aV) = ~4A,
= 4(aV— 66') = — 4B%
(Py'~yP'X«P'-P^') = 2pP\ïa'4- aYO-(?ï' + ÏP')(«?'+ P»0 = 4(a'6' — 6"6) = — 4B'.
(1) On trouvera le tableau résumant cette discussion au numéro 98.
L'équation de la droite peut donc s'écrire
Aa? -h B"?/ -h B'3 = 0.
En multipliant de même le premier membre de Téquation de la droite par ^a' — af, puis par «p' — pa', on obtient successivement pour équation de la même droite
B^ar + A'tz + Bz = 0,
B'ar H- By -h A'z = 0.
Les premiers membres de ces équations sont les demi-dérivées partielles de la fonction
cp(ir, y, z) = kx^ H- Xy -+- A"z2 + 2Byz + 2B'zx -+- ^B'xy,
qui est ce qu'on appelle la forme adjointe de f{u, v, w).
Comme ces trois dérivées sont proportionnelles, cette forme est carré parfait ^*\ et en égalant sa racine à zéro on obtient l'équation de la droite qui joint les deux points.
Si donc on désigne par u', v\ w' les coordonnées de cette droite, on aura l'identité
Xcp(ir, y, z) ^ {u'x-i- v'y -h iv'zy, d'où l'on déduit
u'^ = XA, v'^ = XA', w'' = XA%
vW = XB, w'u' = IB\ Miv' = XB^
27. On peut obtenir ce résultat par un autre procédé plus simple.
Désignons par P et Q les deux points représentés par l'équation (6) ; joignons ces deux points à un point quelconque M (a-, 2/» 2) du plan; les coordonnées des droites MP et MQ satisferont aux deux équations
/•(w, u, w) = 0, ux -^- vy "{- wz = 0.
(1) Cela résulte aussi de ce que les mineurs du discriminant de cette forme sont nuls, d'après les formules du numéro 25 où Ton suppose A = 0.
Ces équations admettent en général deux systèmes de solutions ; si l'on écrit que ces deux systèmes sont les mômes, on aura la condition pour que le point M soit sur la droite PQ, c'est-à-dire Téqualion de cette droite.
De la deuxième équation, tirons la valeur de w en supposant 2^0, et transportons dans la première ; on obtient, en ordonnant par rapport à w,
u^az^ — 2b'zx H- a V) -h ^uv{b''z^ — àzx -— b'yz -+- aTxy)
+ î;2(a'3« — 2%3 -h aTy^) = 0,
et pour que cette équation admette une racine double, il faut qu'on ait
{az^ — 26'2x -+-aV)(a'z« — 2%5 h- a^)
— (yz^ — bzx — b'yz -h a'xt/)^ = ;
développons, supprimons le facteur z^ qui n'est pas nul ; il reste
(aV — b^^)x' H- {a'a — b'^)y^ + {aa' — b''')z' 4- ^{b'b" — ab)tjz
+ 2(6"ô — a'b']zx + 2(ô6'— a''ô'')xy = ou
Ax^ H- A'j/2 -H A's^-f- 2B2/Z -h 2B'zx-h SB^a^y = 0.
Le premier membre est carré parfait en vertu des formules du numéro 25 ; sa racine donne le premier membre de l'équation de la droite PQ.
28, Pôle d*une droite par rapport à un système de deux points. — Soient P et Q les deux points donnés et A la droite. Cette droite rencontre PQ en un point H, et le conjugué harmonique de H par rapport à P et Q est par définition le pôle de la droite A par rapport aux points P et Q.
Connaissant l'équation
de l'ensemble des points P et Q, et les coordonnées i/o, t?(„ Wq de la droite A, nous allons former l'équation du pôle de cette droite.
Considérons pour cela une droite quelconque D, de coor-
données w, u, ii\ qui rencontre A en un point M ; toute
droite passant par le point M a des coordonnées de la forme
\u 4- |jlWq, \v 4- \».v^, Iw -+- ^%'o, et le^ valeurs de X et de jjl
correspondant aux droites MP et MQ seront racines de Té-
quation
fi^Xu -h [aWq, )vi? + iiVq, liv -h ijlWq) = ou
Pour que la droite D passe par le pôle de la droite A, il faut que MP et MQ soient conjuguées harmoniques par rapport à
D et A, c'est-à-dire que les valeurs de - tirées de Téquation
précédente soient égales et de signe contraire. On aura donc pour l'équation du pule,
et par conséquent les coordonnées homogènes de ce pôle sont
/Mol /vo ^^ /w'o*
29. Dans le cas où les deux facteurs de /*(«, y, w) sont mis en évidence, si par exemple
f[u, V, IV) = PQ,
P et Q désignant des fonctions linéaires et homogènes de M, v, IV, on verra sans peine que l'équation du pôle de la droite a est
P ^^=^' Pq et Qo désignant ce que deviennent P et Q quand on y remplace w, v, w respectivement par Wq, Vq, Wq,
30. Propriété du triangle. — Soit un triangle ABC; désignons par A', B', C les pôles dhine droite A par rapport aux couples de points (B, G), (C, A), (A, B) ; les droites AA', BB', GC concourent en un même point H. Si M'j B", G" désignent les points de rencontre de A avec les côtés BG^ CA^ AB, les droites B'G', C'A', A'B' passent respectivement par les points A% B", G". Enfin, soient Ai, Bi, Ci les points de rencontre des droites BB* et CC", GG" et kk", kk" et BB"; les droites kki, BBi et GGi passent par le point H.-
Soient
P=zO, Q = 0, R =
les équations des sommets A, B, C du triangle, et Uq, Vq, Wq les coordonnées de la droite A.
L'équation du point A' est
par conséquent le point qui a pour équation
est situé sur la droite AA', et comme son équation est symétrique par rapport à P, Q, R, ce point est aussi situé sur les droites BB' et ce ; c'est le point H.
Les équations des points B' et C sont R
en les retranchant, on obtient
«« Ro ~ '
équation d'un point situé sur B'C et aussi sur BC et sur la droite A ; il en résulte que B'C passe par le point A".
L'équation générale des points
situés sur AA' est alors XP
de môme l'équation générale des points situés sur BB'' est
hQ-h^-
Rn
il en résulte que Téquation du point Cl, intersection des droites AA" et BB^ est
Po ^ Uo Ko " ^
et Ton voit immédiatement que la droite CCi passe par le point H^ puisque tous les points de cette droite ont pour équation
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XR +
en y faisant X = r— , on obtient Téquation du point H.
On dit que la droite A est la polaire du point H par rapport au triangle ; les résultats qui précèdent donnent un moyen très simple de construire le point H connaissant la droite A, ou inversement.
EXERCICES ET NOTES
i. Triangles homologiques. — Si deux triangles ont leurs sommets sur trois droites concourantes ^ les côtés correspondants se coupent en trois points en ligne droite, et réciproquement, si les côtés de deux triangles se coupent en trois points en ligne droite, les sommets correspondants sont deux à deux sur trois droites concourantes.
Soient S = 0, A = 0, B = 0, C = les équations des points S, A, B, C.
Les points A', B', C auront pour équations A'=S-haA = 0, 'B'=S + &B = 0,
C' = S + cG = 0, puisque ces points sont respectivement sur les droites SA, SB, SG.
Les points a, p, y ont alors respectivement pour équations &B — cC = 0, cC— aA = 0,
aA — bB = 0; ils sont en ligne droite.
Établir la réciproque par un procédé analogue.
2. Si les n sommets d'un polygone décrivent des droites concourantes et si n — i côtés passent par n — 1 points fixes, le n« côté passe par un point fixe, ainsi que les diagonales,
3. On considère toutes les coniques passant par deux points et tangentes à deux droites. Démontrer que la corde des contacts passe par un point fixe.
Prenons pour axes les deux droites, ajo» î/o ^t a?i, t/i désignant les coordonnées des deux points.
L'équation générale des coniques sera
2lxy + {ux -hvy-h w)^ = 0.
Ecrivons qu'elle passe par les deux points et éliminons X ; on
trouve
(uxq -h vyQ -4- wY _ {uxi •+■ vyi -t- w)^
équation qui représente deux points, conjugués harmoniques par rapport aux deux points donnés.
La corde des contacts passe par Tun ou l'autre de ces points.
4. Étant donné un quadrilatèrCy on détermine les pôles d'une droite par rapport aux trois systèmes de points y extrémités des trois diagonales ; démontrer que ces pôles sont en ligne droite. Cas où la droite est à Vinfini,
5. Étant donnée une équation du deuxième degré, f{u, v, w) = 0, qui représente deux points j déterminer la distance de ces deux points.
En conservant les notations des numéros 23 et suivants, [e carré de cette distance est
qu'on peut mettre sous la forme
, A 4- A' — 28" cos 6 a"^
Déduire de là la condition de réalité des deux points.
6. Trouver Véquation du cercle admettant pour diamètre la droite joignant les deux points représentés par Véquation f{u, v^ ic) := 0.
7. Étant donnée Véquation de deux points j f{u, i?, lo) = 0, interpréter la condition f{u, i?, ic) > 0.
8. Soit ABCD un quadrilatère et A une droite quelconque, soit ol le pôle de A par rapport aux points A et B, p le pôle de cette même droite par rapport aux points C et D ; menons la droite aL*^ ; faisons une construction analogue sur les côtés opposés AG, BD et sur les diagonales AD, BG .* les trois droites obtenues passent par le même point.
GÉNÉRALITÉS SUR LES COURBES ET PRINCIPE DE DUALITÉ
31 . Considérons maintenant une équation homogène, algébrique ou transcendante, entre les coordonnées w, u, to d'une droite,
Nous allons montrer que toutes les droites dont les coordonnées satisfont à cette équation sont en général tangentes à une certaine courbe que nous chercherons à déterminer.
Le problème revient à chercher l'enveloppe de la droite
qui a pour équation
ux -\- vy -h wz = (2)
quand ses coefficients satisfont à l'équation (1).
Comme nous l'avons déjà dit, l'équation de la droite ne renferme que deux paramètres indépendants, lesquels sont liés par une relation ; nous sommes dans un cas particulier de la théorie générale des enveloppes. Il est bon de mettre en évidence les deux paramètres.
Remarquons pour cela que la droite dont on cherche le point limite ^*^ ne peut à la fois passer par l'origine et être parallèle aux deux axes ; nous pouvons donc supposer que l'un
(1) C'est-à-dire le point où la droite touche son enveloppe, ou encore la position limite du point de rencontre de cette droite avec la droite infiniment voisine.
des coefficients w, v, w est différent de zéro, par exemple w z^()\ ce coefficient peut alors être considéré comme constant, il ne reste plus que les deux paramètres m et v ; on peut appliquer la méthode générale, le point limite est déterminé par Téquation (2) et Téqualion suivante :
ou
'écrire
ux-i-vy _ uf'u -+- Vf;,
— WZ
-wa
X _ y a fi
Si Ton supposait w ^é 0, il est clair qu'on obtiendrait les mêmes équations (3). On voit donc que dans tous les cas et quelle que soit la droite considérée dont les coordonnées satisfont à (i), le point limite de cette droite est déterminé par les équations (2) et (3).
On aura Téquation de Tenveloppe en éliminant w, u, iv entre les équations (2) et (3).
Il est en effet inutile de se servir de l'équation (1), puisqu'elle se déduit des équations (3) en tenant compte de la relation (2).
Ou obtiendra ainsi une équation homogène en ar, j/,z, qui sera l'équation d'une courbe, et toutes les droites dont les coordonnées satisfont à l'équation (i) seront tangentes à cette courbe-
Réciproquement^ étant donnée l'équation d'une courbe
cp(ar, y, z) = 0,
on sait que les coordonnées des tangentes à cette courbe satisfont aune équation homogène en w, u, w. On obtient cette condition en éliminant ar, y, z entre les équations
et
wa? H- vî/ -I- îcz = 0.
33. Ainsi, à côté de réquation d'une courbe, c'est-k-dire de la relation à laquelle satisfont les coordonnées de tous les points de cette courbe, vient se placer une nouvelle équation, non moins importante, entre les coordonnées des tangentes à cette courbe.
Nous appellerons cette dernière équation Véquation tangentielle de la courbe , et, pour éviter toute confusion, nous qualifierons de ponctuelle l'équation entre coordonnées de points que Ton considère au début de la géométrie analytique.
En résumé, Véquation tangentielle d'une courbe est la relation que doivent vérifier les coordonnées d'une droite pour que cette droite soit tangente à la courbe, de même que réquation ponctuelle est la relation que doivent vérifier les coordonnées d'un point pour que ce point soit sur la courbe.
On déduit ces équations l'une de l'autre à l'aide des calculs indiqués plus haut ; on en constatera sans peine l'analogie complète.
On voit ainsi qu'une courbe est aussi bien déterminée par son équation tangentielle que par son équation ponctuelle.
34. Classe d'une courbe. — Supposons que l'équation tangentielle d'une courbe soit algébrique, il en sera de même de son équation ponctuelle ; on dit alors que la courbe est algébrique.
Nous allons montrer que l'équation tangentielle a toujours le même degré, quels que soient les axes de coordonnées auxquels on rapporte la courbe.
Nous établirons dans ce but les formules très importantes de transformation de coordonnées qui nous seront très utiles dans la suite.
Soit vx -\-vy + iv =
l'équation d'une droite D rapportée à deux axes de coordonnées xOy faisant l'angle G.
Considérons un deuxième système d'axes, x'0'y\ définis parles coordonnées p, q de Torigine 0' et par les angles a et p que fait Ox avec les directions O'x et 0'y\
L'équation de la droite D dans ce nouveau système sera de
la forme
u'x' -+- vy-}- «'' = 0.
Nous nous proposons de calculer w, v et //' en fonction de u\ V et ic\
Entre les coordonnées ar, y, et a', y' d'un même point, on a les formules connues
x' sin (0 — a) -h y' sin (0 — 3)
sm '
x' sin a H- Xi' sin 3
'•' = — iûTi — -^?'
de telle sorte que l'équation de la droite D par rapport au système x'O'yf sera
[a?'sin(8— a)-^v'sin(0— S) n rj?'sina-f-v'sin S n sm 'J L smO ^J
ou
wsin(6 — a)-hrsina , «sinfO — 3)-i-î;sin3 ,
^^ — r-7 a/H ^ — r^-- ij'-hup+vg^iv = 0.
sm6 smO j r ^
Mais comme nous écrivons aussi l'équation de cette droite
sous la forme
u'aZ-hv'y'-^w' = 0,
on aura
u sin (6 — ol)-\-v sin a
sin
w sin (ô — ^)-+-î; sin p
=--lv',
sin vp-^-vq-hw = hv\
X étant un nombre arbitraire, différent de zéro. En résolvant par rapport à m, v, il\ on obtient
u' sin p — v' sin a
sin(p — a)
— u' sin (e — p) -h v' sin (8 — a)
sm(p — a)
. F— »sinp-h^sin(e~p) , psinx— û'sin(e-a) , 1 L sm(p — a) sin(p — a) J
Telles sont les formules générales de la transformation de
coordonnées.
Si
est Téquation tangentielle d'une courbe C par rapport aux axes xOy, on aura Téquation de cette même courbe par rapport aux axes a?'Oy en remplaçant w, v, iv par leurs valeurs (4) en fonction de w\ v\ lo'.
Comme w, «, w sont des fonctions linéaires et homogènes de w', v\ w\ le premier membre de Téquation de la courbe conservera le même degré.
C'est ce nombre qu'on appelle la classe de la courbe. '
Le nombre 1 disparait dans la substitution.
Si les nouveaux axes sont parallèles aux premiers et ont le même sens, les formules (4) deviennent
Enfin, on peut aussi définir les directions OV et Oy en donnant les coordonnées de leurs points directeurs ; c'est-àdire les coordonnées des points situés à l'unité de distance de l'origine sur les parallèles à ces directions menées par ce même point 0. Si a, p et a', p' désignent les coordonnées de ces points directeurs, on a les formules de transformation
X = ax' + (x!y' -^p, y= pa:'H-pYH-9;
on en déduit les formules
Iv' = uol' 4- vp\ i (6)
Iw' = up + vq-hw, y d'où l'on peut tirer w, r, te en fonction de w', v\ w'.
35. La classe d'une courbe est égale au nombre de tangentes qu'on peut mener à la courbe par un point quelconque du plan.
Si a?o, î/o, 2q désignent les coordonnées du point, les tangentes issues de ce point à la courbe seront déterminées par
les équations
wa?o -h vy^ -f- îvZq = 0,
et le nombre de solutions est égal au degré de la fonction flu, V, w).
36. On sait qu'en général par un point on peut mener wî(m — 1) tangentes à une courbe de degré w; il en résulte que la classe de cette courbe est en général m{m — i) ; mais ce nombre peut se réduire si la courbe présente des points multiples.
Comme les équations tangentielle et ponctuelle d'une courbe se déduisent l'une de l'autre par des calculs entièrement analogues, le degré d'une courbe de classe m est en général m {m — i); mais il peut se réduire, comme nous le verrons plus loin, si la courbe présente des tangentes multiples.
37. Nous allons maintenant appliquer ces considérations générales à quelques cas particuliers.
Nous avons vu au numéro 23 que si l'on suppose
COORDONNEES.
réquation
f[u,v,iv) = au^ -^-a'v^ -{- a'w^ -h2bvw+Wwu+^b''uv = (7)
représente deux points.
Supposons maintenant a 7^ ; Téquation représente alors une courbe de deuxième classe dont nous allons chercher réquation ponctuelle.
Les relations
/u fv fw
ux-\-vy -h wz = 0, entre lesquelles on doit éliminer w, v, it\ peuvent s'écrire
au -h b"v -+- Vio — Xa? = 0,
' hTu H- dv H- hw — Xy = 0,
h'u 4- 6u -h ol'w — Xz =r 0,
ux-\' vy-{-icz = 0.
Le résultat de l'élimination est
<^quation qui est du deuxième degré ; donc les courbes de deuxième classe sont du deuxième degré.
En développant le déterminant qui figure dans le premier membre, on obtient un résultat fort remarquable, qu'on peut d'ailleurs faire apparaître plus simplement en dirigeant l'élimination d'une manière difTérente.
Résolvons les trois premières équations du système (8) par rapport à u, v, w en appliquant la règle de Cramer, et en désignant comme nous l'avons déjà fait par A, A', A", B, B', B" les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement du déterminant A.
On obtient
^u = 'k{kx-\- B*î/ + B'z),
sv = l{B''x-i-X'y-hBz),
^w = X (B'x H- Bj/ + A"z) ;
il ne reste plus alors qu'à transporter ces valeurs de w, v, w dans la dernière équation du système (8), ce qui donne
o(x, y, z) = Aa?2 h- xy-hM'z^-^^Byz-^-^B'zx -h 2B"xî/ = ; (9)
on a ainsii l'équation ponctuelle de la conique. On vérifiera aisément que
X y z si Ton désigne par A' le discriminant de la fonction o(a?, î/,2),
B' B A" on sait que ^*^
on en conclut que a' ^ 0, et par suite que l'équation (9) représente une yéri table conique.
38. Réciproquement, si Ton donne l'équation ponctuelle d'une conique, l'équation (9), par exemple, on aura l'équation tangentielle par un calcul identique ; on obtiendra l'équation
B' B A" IV
u V IV
(1) On le démontre en faisant le produit des deux déterminants A et a' ; on obtient un déterminant de même ordre dont tous les éléments sont nuls, sauf ceux de la diagonale principale qui sont égaux à A- On a alors AA' = A?, d'où A' = A^
qui peut s'écrire, développée, en changeant le signe du premier membre,
a, a, a", p, P', p" désignant les coefficients de A, A', k\ B, B', B*' dans le développement du déterminant A'.
Mais cette équation n'est autre que Téquation (7), puisqu'on a vu au numéro 25 que Ton avait
a== A'A" — B2 = aA, p = B'B" — AB = 6a ,
En résumé, pour déduire les équations tangentielle et ponctuelle d'une conique l'une de l'autre, il suffît de remplacer dans l'une des équations les coefficients par les mineurs correspondants du discriminant et les coordonnées de droites par des coordonnées de points, ou inversement.
39. Nous avons vu, aux numéros 23 et suivants, que si A = 0, l'équation (7) représente deux points, et que la fonction
o(x, y, z) = Jix^ -h k'y^ -h A^z^ h- 2Byz -\- ^Wzx -h ^B'xrj
est carré parfait.
On peut donc dire que l'équation ponctuelle représente une droite double, qui est la droite joignant les deux points.
Si, de plus, tous les mineurs de a sont nuls, cp(a?, y, z) est identiquement nul.
On verrait de la même manière qu'étant donnée l'équation ponctuelle de l'ensemble de deux droites, le premier membre de l'équation tangentielle correspondante est carré parfait, de telle sorte que cette équation représente un point double, qui est le point de rencontre des deux droites.
Si les deux droites sont confondues, le premier membre de l'équation tangentielle est identiquement nul.
40. Il est utile de pouvoir écrire immédiatement l'équation tangentielle d'une conique dont l'équation ponctuelle est simple, sans être obligé de recourir aux formules générales.
On établira sans difficulté les résultats contenus dans le tableau suivant :
ÉQUATIONS PONCTUELLES
ÉQUATIONS TANGENTIELLES
ax" H- a'j/2 -h a"z^ =
aàu^ -f. ^2^2 _ îi;2 =
pt;2 — 2wi(? =
2a^uv ^iv^ =
41. Les équations qui figurent dans ce tableau sont des cas particuliers d'équations plus générales dont on trouvera les équations tangentielles en appliquant la méthode indiquée au numéro 32. On pourra ainsi dresser le nouveau tableau qui suit :
EQUATIONS PONCTUELLES
x^-hay9 = {p>g)
XPy9 -\-a =
Ax"^H-B2/"' + C2"^=
EQUATIONS TANGENTIELLES
M^V^H-^ — r^ic^^ =
,,ni-l „wi— 1
On peut même supposer dans ces dernières équations que les exposants p, g, m soient fractionnaires et négatifs ; on pourra par exemple déduire la seconde de la première en changeant g en — 9.
Si dans la dernière équation, on fait m = - , on a Téqua-
tion ponctuelle de la développée d'une conique à centre ; par exemple, dans le cas de Tellipse, cette équation s'écrit
a^x^-i-b^rf — c^ = 0;
on en déduit que Téquation tangentielle de cette courbe est
Il est à peine utile de faire observer que Ton peut permuter les colonnes des tableaux précédents (sans permuter les titres) icn échangeant les variables a?, y, z et w, u, w.
C'est ainsi par exemple que si l'équation tangentielle d'une courbe est
son équation ponctuelle est
^m-i yin-i
42. Enfin, il est bon de remarquer que dans bien des cas, on peut éviter l'application des méthodes générales pour obtenir l'équation tangentielle dune courbe dont on connaît l'équation ponctuelle, ou inversement.
Si Ton veut par exemple Téquation tangentielle de la courbe dont l'équation ponctuelle est
A^7 2/, «) = 0, on peut écrire que la droite
ux -+- v]i -h icz =
est tangente à cette courbe en éliminant l'une des variables 0?, î/ ou z entre ces deux équations et en écrivant que l'équation obtenue admet une racine double par rapport à Tune des deux variables qui restent.
Cherchons par exemple l'équation tangentielle de la cis-
soïde de Dioclès, dont Téquation ponctuelle est
{x^ -h y^)x — ayh = 0. Eliminons z entre cette équation et
vx-i-vy-h ÎVZ r= 0, ce qui revient à former l'équation de Tensemble des droites joignant Torigine aux points d'intersection de la courbe et de la droite ; on obtient
w{x^-hy^)X'^ay^{ux+vy) = 0, ce qui peut s'écrire, en ordonnant par rapport à a?,
,/, au\ _ av .
■a?t/2 IH H-?/3 ._ == 0;
et pour que cette équation admette une racine double, il faut qu'on ait
ou
A[au-hîof-h21aH^w = 0.
On aura de même l'équation ponctuelle d'une courbe, connaissant son équation tangentielle, en éliminant une des variables m, r, w entre les équations
/•(w, r, îo) = 0,
wa? H- vî/ -f- loz = 0,
et écrivant que l'équation qui en résulte a une racine double.
43. Point de contact d'une tangente. — Considérons maintenant une courbe définie par son équation tangentielle
Au,v,W) = o,
U, V, w désignant les coordonnées courantes; soient w, u, z^
les coordonnées d'une tangente D à cette courbe, satisfaisant.
à la relation
Nous nous proposons de déterminer le point de contact de cette tangente. Pour cela imaginons une tangente voisine D
qui rencontre D en un point M ; quand D' se rapproche de D, le point M a une position limite qui est le point de jontact de la tangente D.
Les coordonnées de ce point résultent immédiatement de la théorie développée au numéro 31 ; elles sont données par les formules (3),
lu /v I w
on en conclut que Téquation de ce point de contact est
Elle a, comme on le voit, la plus grande analogie avec Téquation de la tangente en un point d*une courbe déterminée par son équation ponctuelle.
Nous allons d'ailleurs compléter cette analogie en établissant l'équation du point de contact par un procédé entièrement semblable à celui qu'on emploie pour obtenir l'équation de la tangente.
44. A cet effet, il sera commode de n'avoir que deux coordonnées ; on peut supposer, comme nous l'avons déjà vu, que la tangente D ne passe pas par l'origine, il en sera de même de la tangente voisine D' ; on pourra alors supposer w = w' = i^ et l'équation du point de rencontre M des deux droites D et D' peut s'écrire
ou
ou encore
nno-nH n' co rî
ïTvnr
rkP.Vio Ho n
a pour limite la
dérivée de v par rapport à w, car on peut considérer o comme une fonction de u défmie par l'équation de la courbe. L'équation du point de contact sera donc
U — w Comme Ton a
/•(u, V, 1) = 0, on en déduit
fu
et réquation devient
(U-ti)/-^-f-(V-t;)/'J = 0, et en introduisant la troisième variable, on obtient
45. Dans tout ce qui précède nous avons supposé que les coordonnées de la tangente D n'annulaient pas les trois dérivées partielles /*^ /ï, f^. Il en est toujours ainsi dans le cas où la courbe est une véritable conique.
Si Ton a
la dérivée vi a deux valeurs qui sont racines de l'équation
il en résulte que la droite D touche la courbe en deux points dont on a aiéément les équations.
On dit alors que la droite D est une tangente double, et il est facile de généraliser le raisonnement.
Dans le cas où le premier membre de l'équation, f{u, w, w), est algébrique et entier, on peut faire la discussion d'une manière plus simple, et obtenir l'équation de l'ensemble des points de contact d'une tangente multiple.
46. Définitions. — On dit qu'une droite D est tangente simple à une courbe, quand par tout point de cette droite on ne peut mener à la courbe qu'une seule tangente confondue avec la droite D.
Il n'y aura exception que pour le point de contact, par lequel on pourra mener au moins deux tangentes à la courbe confondues avec la droite D.
On dit qu'une droite D est tangente multiple d'ordre p à une courbe, quand par tout point de cette droite on peut mener à la courbe p tangentes confondues avec la droite D.
Il y a, en général, p points situés sur cette droite par chacun desquels on peut mener plus de p tangentes à la courbe confondues avec la droite D : ce sont les p points de contact de la tangente.
Nous allons montrer comment on peut analytiquement reconnaître Tordre de multiplicité d'une tangente et déterminer ses points de contact.
Soit /"(U, V, W) =
Téquation supposée algébrique, entière et de degré m, d'une courbe.
Désignons par w, v, tv les coordonnées d'une tangente D à cette courbe ; on aura la relation
/■(w, V, îc) = 0.
Prenons sur cette tangente un point A que nous déterminerons par l'intersection de la droite D et d'une droite quelconque D' ayant pour coordonnées u\ v\ w' ; nous allons chercher les coordonnées des tangentes issues du point A à la courbe.
Une droite quelconque passant par le point A aura pour coordonnées \u -+- |jlu', Iv -h [iv\ hv -t- [iiv' ; elle sera tangente à la courbe si l'on a
fCku H- fJLw', Iv -+- jJLt;', liv -h iMv') = 0,
ou, en développant par la formule de Taylor, et en remarquant que le coefficient de X"' est nul,
en désignant selon l'usage par {ii'fu H- v'fv 4- ^''fw)k Texpression obtenue en formant la puissance A: de u'fu -H v'f,', h- w'f!i^
et en y remplaçant le produit de k dérivées partielles du premier ordre par une dérivée partielle du k" ordre. Ainsi
se remplace par f , ^ ^*
Parmi les tangentes issues du point A, il y en aura autant de confondues avec la droite D que Téquation (10) aura de racines nulles en jx.
Supposons d'abord que fû, fi^ et /;'. ne soient pas nulles en même temps ; alors quelles que soient les valeurs de u\ v\ w\ c'est-à-dire quel que soit le point A, Téquation n'admet qu'une seule racine nulle; la tangente est simple.
Le point de contact sera déterminé en écrivant que l'équation (10) a deux racines nulles, c'est-à-dire
uri + v'fi^iv'f;, = 0: (11)
on a ainsi la condition pour que la droite u\ v\ xv' passe par le
point de contact; on peut donc dire que l'équation du point de
contact est
UA-t-V/'Z+WAr. = 0.
47. Il peut arriver que le coefficient de [^^ dans l'équation (10) soit nul pour toutes les valeurs de u\ v\ w' satisfaisant à (11).
Dans ce cas, par le point de contact on pourra mener trois tangentes confondues avec la tangente D; nous démontrerons que la courbe présente en ce point un point de rebroussement.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que la forme quadratique en u', v\ w
ou
soit divisible par u'fù -\- v'fl: -h lo'fl,,.
Le discriminant de cette forme est alors nul et l'on a
fu* fuv futv fru f V* ftw
ICU fliV /H'
Réciproquement, si cette condition est remplie, je dis que le coefficient de [i^ est divisible par le coefficient de ii. Considérons pour cela l'équation
a, (U, V, W) = J]%* 4- Vy:* 4- W%* + 2YWf:^ -h SWU/'^a
qui représente une conique en général.
Cette conique est tangente à la droite D puisque Ton a
<p(m, V, w) = [ufi-\-vfl'^icf^\ = m{m — i)f{u, v, iv) =0;
de plus, l'équation du point de contact de cette droite et de la conique s'écrit, comme il est aisé de le voir,
Cette conique est donc tangente à la courbe au point de contact de la droite D.
Supposons maintenant que la relation (12) soit satisfaite, la conique se réduit à deux points et l'un de ces points est le point de contact de la droite D ; il en résulte que cp(U, V, W) est divisible par U/'i -h V^' + W/'^.
On voit ainsi que les tangentes aux points de rebroussement satisfont à l'équation (12).
11 peut aussi arriver que le coefficient de [i divise les coefficients de [x^, HL*, . . .; dans ce cas, par le point de contact de la tangente D on pourra mener quatre, cinq, . . . tangentes à la courbe confondues avec la droite D.
Mais, il ne faut pas l'oublier, par un point quelconque de la droite D, autre que le point de contact, on ne peut mener qu'wne seule tangente conf9ndue avec la droite D.
Supposons en second lieu que l'on ait f — f — f
ju — /u — i w — ^ »
l'équation (10) admet alors deux racines nulles en jjl, quel que soit le point A choisi sur la droite D ; cette droite est tangente double.
Pour déterminer les points de contact, il suffît d'écrire que
l'équation (10) a trois racines nulles, c'est-à-dire que
Cette équation exprime que la droite {u\ v\ lo') passe par deux points dont Téquation est
(u/*j + v/'j+wAa = o
On peut d'ailleurs remarquer a priori que cette équation représente deux points. Car si elle représentait une véritable conique, par tout point de la droite D on pourrait mener deux tangentes à cette conique, les coordonnées u\ v\ iv' de Tune de ces tangentes annuleraient le coefficient de |jl-, et par suite par tout point de la droite on pourrait mener à la courbe trois tangentes confondues avec la droite D, ce qui est impossible si toutes les dérivées partielles du second ordre de la fonction ne sont pas nulles.
On peut donc dire que les points de contact sont déterminés par Téquation
49. Si, maintenant, les dérivées partielles du second ordre de la fonction /*(u, u, w) sont nulles pour les coordonnées de la droite D, cette tangente sera multiple d'ordre trois^ etc. . . ; on continuera aisément le raisonnement, et on sera conduit au résultat suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une tangente soit multiple d'ordre p est que les coordonnées de cette tangente
(1) Il est aisé de voir que le discriminant du premier membre est nul^ car on a
{m - 1}/-^ = W/-J, 4- v/;; 4- ii%\, = 0, (m - i)fi = <„ 4- <. 4- wf,r^ = 0,
ces trois équations admettant des solutions non toutes nulles en w, t?, tr, leur déterminant est nul.
annulent toutes les dérivées partielles d'ordre p — 1 de la fonction f{u, «, w). ^^^
L'équation de Vensemble des p points de contact sera
le premier membre est décomposable en un produit de p facteurs linéaires.
50. Principe de dualité. — Les considérations qui précèdent vont nous permettre maintenant de bien faire comprendre en quoi consiste le principe de dualité.
Dès le premier chapitre, on reconnaît à chaque instant l'analogie complète qui existe entre l'équation ponctuelle d'une droite et Téquation tangentielle d'un point, entre l'équation générale des droites passant par un point et l'équation générale des points situés sur une droite, . . . etc.
Plus loin, nous avons vu qu'une courbe est représentée aussi bien par son équation tangentielle que par son équation ponctuelle, les calculs qui conduisent de l'une de ces équations à l'autre étant semblables dans les deux cas. L'équation du point de contact d'une tangente (wi, Ui, Wi) h la courbe
a même forme que l'équation de la tangente au point (a:i, yi, Zi)
à la courbe
On constate là même analogie en ce qui concerne les conditions pour qu'une droite soit tangente multiple d'ordre déterminé à la courbe (C) et pour qu'un point soit point multiple du même ordre de la courbe r.
D'une manière générale, imaginons une propriété quelconque relative à une figure plane composée de points, de droites, de <îourbes quelconques ; cette propriété s'exprime par une ou
(1) Si cette condition est remplie, la fonction /"(w, i?, w) et toutes les dérivées partielles d'ordre inférieur à p — 1 sont également nulles pour les coordonnées de la tangente.
plusieurs relations entre des coordonnées de points (a?, y, z) et des coordonnées de droites (w, u, w).
Changeons la signification de ces quantités dans ces mêmes relations, c'est-à-dire supposons que les lettres ar, ?/, z représentent des coordonnées de droites, et que les lettres w, u, w représentent des coordonnées de points ; aux équations ainsi modifiées correspondra une nouvelle propriété qui §e rapportera h une nouvelle figure, et Ton dira que cette propriété est corrélative de la première.
A Faide de cette simple remarque, nous obtenons un moyen de doubler en quelque sorte chaque théorème de la géométrie plane, et le principe qui permet ce dédoublement est ce qu'on appelle le principe de dualité,
51. Il est à peine utile de faire observer que la première propriété se déduit de la seconde par le même procédé ; c'est pourquoi Ton peut dire que les deux propriétés sont corrélatives Tune de l'autre, ainsi que les deux figures auxquelles se rapportent ces propriétés.
D'après cela, à un point ayant pour coordonnées a, b, c, appartenant à Tune des figures correspond dans l'autre figure une droite qui a pour coordonnées a, b, c, c'est-à-dire pour équation ax ~+- by -i- cz = 0, et réciproquement.
A une courbe, (r) ayant pour équation ponctuelle
et appartenant à la première figure, correspond dans la seconde une courbe (C) ayant pour équation tangentielle
aux points de la courbe (r) correspondent les tangentes de la courbe (G).
Le degré d'une courbe est égal à la classe de la courbe correspondante.
52. A des points en ligne droite correspondent des droites passant par un même point.
Considérons en effet Téquation d'une droite ax-h by-^cz = 0, x^ y, z désignant les coordonnées d'un point variable de cette droite, et a, 6, c les coordonnées fixes de la droite. Changeons la signification de ces coordonnées, l'équation précédente exprimera que toutes les droites qui ont pour coordonnées a?, y, z passent par le point fixe (a, b, c).
Nous voyons en même temps que la droite sur laquelle sont les points correspond au point par lequel passent les droites correspondantes.
En particulier, au point de rencontre de deux droites correspond la droite qui joint les deux points correspondants.
Observons aussi qu'à la droite de l'infini correspond l'origine des coordonnées, qu'à des points à l'infini correspondent des droites passant par l'origine et qu'à des droites parallèles correspondent des points en ligne droite avec l'origine.
53. Applications. — Soient M et M' deux points voisins de la courbe (r), T et T' les tangentes correspondantes de la courbe (C) ; ces deux tangentes se coupent en un point H qui correspond à la droite MM'.
Supposons que le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la droite MM' a pour limite la tangente en M à la courbe (r) ; mais alors la droite T' se rapproche indéfiniment de la droite T, et' le point H a pour limite le point de contact de la droite T, et comme le point H correspond toujours à la droite MM', il en résulte que le point de contact de la tangente T correspond à la tangente au point M.
Dès lors l'équation de la tangente au point M(xi, yj, Zj) étant
l'équation du point de contact de la tangente T (qui a pour coordonnées Wi = a:,, v^=z y^^ w^ = Zj) sera
Supposons maintenant que la courbe (r) soit du deu
xième degré; il en sera de même de la courbe (C). Si Xi, ?/i, Zi désignent les coordonnées d'un point A quelconque non situé sur la courbe (r), Téquation (Ij représente la corde des contacts des tangentes menées à la conique par le point A ; il en résulte immédiatement que l'équation (2) est Téquation du point de rencontre des tangentes menées à la courbe (C) aux points d'intersection par la droite (wj, Vi, Wi).
Par une méthode semblable, on voit que l'équation
^st l'équation de l'ensemble des points de rencontre de la courbe (C) et de la droite (wj, Uj, w^).
Ces exemples montrent suffisamment combien le principe de dualité est utile pour étudier les propriétés des courbes définies par leurs équations tangentielles.
Voici encore une autre remarque fort importante dans la transformation des propriétés métriques des figures.
55. Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite est égal au rapport anharmonique des quatre droites concourantes qui leur correspondent.
Soient a?,, j/,-, z-, [i = 1, 2, 3, 4) les coordonnées des quatre points supposés en ligne droite ; leur rapport anharmonique est égal au rapport anharmonique des droites qui joignent ces points à Torigine, c'est-à-dire à
Xi Xa
OU
î/iXa — x^y^
y^x^ — Xiy^
Xi X^
Xa x^
Vi^^—oOiV,
yi^,-x,y,
Les droites correspondant aux quatre points ont pour
équations
xxi-hyyi-hzzi = 0,
et leur rapport anharmonique ne change pas si on substitue à ^es droites des parallèles menées par l'origine ; les coefii-
cients angulaires de ces droites étant > le rapport an-
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harmonique sera Xi x^ x% x^
il est égal au précédent et le théorème est démontré,
56. En particulier, si quatre points en ligne droite forment une division harmonique, le faisceau des quatre droites correspondantes est harmonique.
Supposons, comme application, que Téquation
représente une conique ; on sait que la relation
^lA + yi/ï. + Vi.-^O
exprime que les deux points A, (arj, yj, Zj) et A2 (0:2, 2/î, Zj) sont conjugués par rapport à la conique, c'est-à-dire que la droite A1A2 rencontre la conique en deux points conjugués harmoniques par rapport à Ai et Aj.
Considérons la courbe correspondante,
/•(a, u, w;) = 0; la condition
exprimera que par le point de rencontre des deux droites ^1 (wi, Vj, it\) et A2 (î^2, i?2, Wi) on peut mener à la courbe deux tangentes conjuguées harmoniques par rapport à ces deux droites ; par analogie on dira que les deux droites A^ et Ag sont conjuguées par rapport à la conique.
58. On peut remarquer que cette transformation est un cas particulier de la transformation par polaires réciproques ; il suffit de prendre comme conique directrice la conique imaginaire
En effet, la polaire d'un point (a?, y, z) par rapport à cetteconique a pour équation
Xa? -h Yî/ -f- Zz = 0,
et par conséquent les coordonnées de cette polaire sont égalesaux coordonnées de son pôle.
Dans le cas où les axes de coordonnées sont rectangulaires, cette conique directrice est un cercle imaginaire dont le carré du rayon est égal à — 1 ; la polaire d'un point A est perpendiculaire à la droite OA, rencontre cette droite en un point B situé par rapport au point du côté opposé au point A, et le produit des longueurs OA et OB est égal à 1.
Il résulte de là que, si deux droites font un certain angle, les deux points correspondants sont vus de l'origine des coordonnées sous un angle égal ou supplémentaire.
Dans tout ce qui suivra, nous ne ferons pas usage du principe de dualité, nous établirons directement les propriétés des équations tangentielles, laissant au lecteur le soin de les obtenir à l'aide du principe, quand la transformation sera simple.
EXERCICES ET NOTES
1. Pour trouver Féquation tangentielle de Tenveloppe d'une droite, une méthode très simple consiste à se donner l'équation de cette droite, ux-^-vy-^ w =z 0, et à écrire les conditions auxquelles est assujettie cette droite. Dans certains cas, on obtient immédiatement une relation entre w, v, w qui est l'équation cherchée ; dans d'autres cas, on peut avoir à éliminer certains paramètres avant d'obtenir l'équation de l'enveloppe.
2. On donne un cercle et une corde AB, on joint le point A à un point M qt4slconque du cercle, on mène ensuite MC faisant avec AB le même angle que MA, mais en sens inverse. Trouver Venveloppe de MC.
Prenons pour origine le point A, pour axes AB et une perpendi-
culaire. L'équation du cercle est
a?* -h y'^ — 2aa? — 2Py = 0.
Soit Ma? -f- ry 4-wj = Téquation de MC ; je forme l'équation des droites joignant Torigine aux points de rencontre de MG et du cercle,
xo{x^ -f- y2) ^ 2(aa; -f- ^y)[ux -f- vy) =z 0,
et j'écris que Tune de ces droites a pour coefficient angulaire celui de MC changé de signe ; on obtient ainsi
w(u^ ■+■ i?2) -h 4wt?(ai? 4- Ptt) = 0,
équation tangentielle d'une courbe de troisième classe, ayant trois points de rebroussement.
Dans le cas particulier où AB est un diamètre, l'enveloppe est une hypocycloïde à trois rebroussements.
3. On donne un triangle ABC, on le coupe par une transversale qui détermine sur les côtés ou leurs prolongements six segments tels que le produit de trois d'entre eux non consécutifs soit constant. Enveloppe de la transversale.
En prenant deux côtés du triangle pour axes, on a pour équation tangentielle de l'enveloppe
v)[ua + w)[vb -f- lo) = k^uv[ua + vh)^ représentant une courbe de troisième classe tangente aux côtés du triangle.
4. Enveloppe des asymptotes des hyperboles passant par quatre points.
On forme l'équation générale ponctuelle de ces coniques et on écrit que la droite ux'\-vy + w =. rencontre ces coniques en deux points à l'infini.
5 . Par un point fixe pris sur la circonférence d'un cercle, on mène deux cordes OA, OB dont le produit est constant; trouver l'enveloppe de la droite AB.
6. Un triangle est inscrit dans une circonférence ; on sait que les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point quelconque A de la circonférence sur les trois côtés du triangle sont en ligne droite. Trouver l'enveloppe de cette droite quand le point A se déplace sur la circonférence.
On prend deux côtés du triangle pour axes, on forme les équations des droites perpendiculaires aux axes aux points oii ces axes
sont rencontrés par la droite wn? -h ry -f- w? = 0, et on écrit que le point de rencontre de ces perpendiculaires est sur le cercle circonscrit. On trouve que Tenveloppe a pour équation tangentielle
w{u'^ 4-^2 — 2uv cos 6) — uv[u{a cos 6 — ô) -f- v{b cos 6 — a)] = 0.
7. On donne un point sur une circonférence , et l'on demande V enveloppe des cordes AB, telles que le triangle OAB ait une surface donnée. Maximum de cette surface; que devient Venveloppe dans ce cas particulier ?
Équation tangentielle de la courbe y = e
9. Il est en général difficile de construire une courbe représentée par son équation tangentielle.
Dans le cas particulier où l'on peut résoudre Téquation par rapport à Tune des variables m, v, to, les coordonnées du point de contact d'une tangente
Iw fw
peuvent s'exprimer alors en fonction de deux variables seulement ou mieux du quotient de ces deux variables ; on peut alors aisément construire la courbe. En voici un exemple simple :
On trouve que Tenveloppe d'une droite qui coupe un folium de Descartes (x^ -hy^ — ^axy = 0) et Tune des tangentes au point double (l'axe Ox) en quatre points conjugués harmoniques est f{Uy 1?, v>) = Zà^uvw — 2a^u^ — - lo^ = ;
on en tire
da^uw et par suite
_ fi _ to(M?8 — 4a3ti3) __ fi __ :ia^w^u
^ " fto "" 2u{a^u^ — w'^}' ^ ^ fw'" 2[a^u^ — w^} '
Posons — = < ; il vient u
_ f(<3 — 4a3) 2aH^
^ — 2(a3 — ta) '
Il suffît alors de faire varier t de
dx __ —{t^-h2a^)^ dt "" 2(a3 — ^3)2 '
On a trois points de rebroussement, correspondant aux racines de l'équation
If — ■
à H-oo;
dy ^
ZaH(t^-^2a^)
dt -
«3 + 2a3 = ; un seul de ces points est réel.
On pouvait d'ailleurs trouver ces points de rebroussement en résolvant les équations
fuw
fl'
fvw
fwu
fwv
= 54a*(î^3 4_ 2a3w3 -h a^wt?!/?) = 0.
10. Étant donnée une série de courbes variables dont Téquation tangentielle renferme un paramètre X, /"(m, r, to, X) = 0, on obtient l'équation tangentielle de Tenveloppe de ces courbes en élirai- •nant X entre les équations
11. On donne un triangle ABC, on joint le sommet A à un point N pris sur le côté opposé. Soit M le milieu de AN, on mène les droites BM et CM qui rencontrent respectivement AG et AB en P ^t Q. Enveloppe de la droite PQ quand N décrit la droite BC.
12. La condition nécessaire et suffisante pour que la droite de rinfini soit tangente multiple d'ordre p d'une courbe algébrique est qu'en ordonnant l'équation tangentielle par rapport aux puissances de to, le plus haut exposant de cette variable soit égal à m — p, m désignant la classe de la courbe.
Par exemple, si la droite de rinfini est tangente multiple d'ordre m — 1, Téquation s'écrit
Om{Uj V) -h W^m-i{Uj v) = 0,
les fonctions o étant homogènes et de degré indiqué par Tindice.
13. Étant donnée une courbe du quatrième degré ayant trois points doubles à tangentes inflexionnelles, par un point de cette courbe on peut lui mener quatre tangentes autres que celle dont le point de contact coïncide avec le point considéré. Démontrer que les quatre points de contact sont en ligne droite,
La courbe donnée a pour équation tangentielle
Auâ-h Bt?»-|-Cto3 = et pour équation ponctuelle (41)
Soit (a, p, y) ^^ point de cette courbe ; on aura
et les tangentes issues de ce point vérifient les équations a s 2
AM8-hBo3-+-Cw?3 = 0, (2)
Ma 4- cp 4- lOY = 0. (3)
Le point de contact d*une de ces tangentes a pour coordonnées
-j » —, ~ » '^ s'agit donc de démontrer qu'il existe des nombres
HZ ^3 1^3
fixes m, n, p tels que les solutions des équations (2) et (3) vérifient la relation
Posons
Aaâ = a, Bv^ = b, Cm?» = c,
uat, = a\ rp = b', w^ = c'.
^Les équations (2), (3) et (l) peuvent s'écrire a -f- & + c = 0, a'-hb'-hc' = 0, az 53 c3 _
OU
a'-hb'-hc' = 0,
en éliminant o', &', c' entre ces équations, on a
abc a' b' c' =0
fâ" (I)" 0)" (f-I)(î-î)(5-^)(5+M)=»-
On ne peut avoir t? = -77' car on aurait aussi a b c
le point de contact de la tangente coïnciderait avec le point a, p, y.
On aura donc
OU
ou
ce qui montre que les points de contact sont sur la droite
14, Une tangente à la développée d'une ellipse rencontre la courbe en quatre points autres que le point de contact. Démontrer que les tangentes en ces quatre points sont concourantes.
Ce théorème se déduit du précédent en permutant les variables a?, 2/, z et te, r, 10, puisque Téquation ponctuelle de la développée d'une ellipse est de la forme
Les deux théorèmes sont corrélatifs.
15. Par un point P, situé sur la circonférence inscrite à une
hypocycloïde à quatre rebroussements, menons quatre tangentes PA, PB, PC, PD à cette courbe.
1° La partie de Vune des tangentes, PD par exemple^ comprise entre les tangentes à Vhypocycloïde en ses points de rebroussement est divisée en P en deux parties égales,
2° Les autres tangentes PA, PB, PC rencontrent le cercle en trois points A, B, C qui sont les sommets d'un triangle équilatéral.
3° Si le cercle rencontre la tangente en Vun des points de rebroussement en E, et la parallèle à cette tangente menée par P en F, Varc EF est triple de Vun des arcs EA, EB, EC.
On peut envisager l'hypocycloïde à quatre rebroussements comme l'enveloppe d'une droite de longueur constante dont les extrémités décrivent deux droites rectangulaires..
L'équation tangentielle de cette courbe est
io2(w2 + u2) __ a'^u^v^ =-0, et le cercle inscrit a pour équation
16, Rayon de courbure. — Proposons-nous de déterminer le rayon de courbure en un point d une courbe définie par son équation tangentielle.
Nous supposerons lo = i, et Téquation de la courbe définira i« et t? comme fonctions d'un m.ême paramètre.
Considérons une tangente,
uœ -\- vy -\- i •=. Ç) ) '
le point de contact satisfait à l'équation
xdu H- ydv = ; on en déduit
— dv du
udv — vdu udv — vdu
d'où
(udv — vdu)'^ ^ \udv — vduY
v{dudH — dvd^u) , — uidud^v — dvdhi) dx = \ J--J— > dy = <"
On en déduit
(dudH — dvdhi) ^/û^-hv'^
^ -^ [udv — vduy
D'autre part l'angle de contingence e, c'est-à-dire l'angle de dçux tangentes infiniment voisines,
t(x -4- vy H- i zn: 0, [u-{'du)x->r[v + dv)y -+- î rz 0,
est déterminé par la relation
udv — vdu
"" w* -f- r^ en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur ; par suite le rayon de courbure est
__ ^ _ {dud^v — dvd^u){u^-h' v^ ^ e "" {udv — vduy
17, En écrivant l'équation d'une droite sous la forme X cos a 4- y sin a — p = 0, on peut prendre pour coordonnées tangentielles polaires de la droite les quantités a et p.
L'équation tangentielle d'une courbe sera de la forme
Pour obtenir les coordonnées du point de contact d'une tangente, on résout les deux équations
07 cos a H- y sin a — jj = 0, — 07 sin a H- y cos a — p' = 0, cette dernière étant obtenue en diiférentiant la première par rapport à a, et p' désignant la dérivée de p.
On en tire ^ ^ ^f
X =1 p cos a — p' sin a, p- i' - - ^^
y = p s\n oL-^p' cos a, '* ' yr d'où
— =—{p -j^p") sin a,
^ = (pH-/)cosa, et par suite, en faisant la somme des carrés,
s désignant l'arc et p le rayon de courbure.
L'équation du point peut s'écrire
jî = A cos a + B sin a ; celle du cercle,
p = A cos a 4- B sin a + G ;
d'une conique en général,
p = A cos a H- B sin a di v^C cos'' a -h 2D sin a cos a -|- E sin^ a .
Les épicycloïdes ont une équation tangentielle de forme très simple .
On sait qu*une épicycloïde est la courbe engendrée par un point de la circonférence d'un cercle mobile roulant sur un cercle fixe.
Considérons un cercle de rayon r roulant sur une circonférence axe de rayon R. Soit A la position initiale de Tun des points de la
circonférence mobile ; lorsque cette circonférence sera venue, dans son mouvement, toucher la circonférence fixe en A', le point A sera venu en M^ de telle sorte que les deux arcs A A' et A'M soient égaux.
Désignons par ? Tangle AOA' ; Tangle A'C'M est alors égal à
ç- , et les coordonnées du point M
sont
(R H- r) cos çp — r cos (?-+- — )»
y = (R -h r) sin ç — r sin On en déduit
g=(R + r)[-8in? + 8in(? + 52j],
| = (R+.)[cos<p-co8(? + 52)], d'où Ton tire
de telle sorte que Téqualion de la tangente peut s'écrire
X sin (<p + 55) - Y cos (cp+l^) -(R4-2r) sin |2 = o.
On voit aisément qu'elle passe par le point K, résultat bien connu.
Posons ^ "^ 2r "^ "^ "^ T '
l'équation devient
Xcosa + Ysina-(R-h2r)sin^-5_ ^a-|-|.). (I)
11 en résulte que l'équation tangentielle polaire de l'épicycloïde
€St
p=(R + 2r)sin^^{a + |)- Si le cercle mobile est tangent intérieurement au cercle fixe, le
lieu du point M est une hypocycloïde dont Téquation tangentielle se déduit de la précédente en changeant r en — r, ce qui donne
p = (R-o.)sin^^(a + |).
Ces équations sont de la forme
p = A sin [a%-\- &), et on voit aisément que quels que soient A, a, ô, cette équation représente une hypocycloïde si a > 1 , une épicycloïde si a < 4 ; seulement, si h est quelconque, Taxe des x ne passe pas par un point de rebroussement de la courbe.
On aurait pu obtenir plus rapidement l'équation tangentielle (1) en abaissant OH perpendiculaire sur la tangente KM, et en calculant cette longueur en fonction de l'angle HOa?.
On a
OH = OK sin OKH,
p = (R + 2r) sin 5^,
et l'on voit aisément que
18. Chercher les équations tangentielles polaires de la cardioïde^ des hypocycloides à trois et quatre rebrous s ements et de la cycloïde.
CHAPITRE m POSITION D'UNE COURBE PAR RAPPORT A SES TANGENTES
59. Pour étudier la position d'une courbe par rapport à Tune de ses tangentes, on peut transporter l'origine des coordonnées en un point de cette droite, ce qui revient à supposer que cette tangente passe par l'origine.
Soit
Téquation de la courbe supposée de classe m, les fonctions o étant homogènes et de degré indiqué par Tindice.
Les coordonnées des tangentes menées par Torigine vérifient les équations
La fonction q>,„(w, v) est décomposable en un produit de m facteurs linéaires de la forme au -t- py, et à tout facteur de ce genre correspond une tangente à la courbe passant par l'origine ; les paramètres directeurs de cette tangente sont a et p, et ses coordonnées sont — p, a, 0.
On peut reconnaître très aisément l'ordre de multiplicité de cette tangente.
On a en effet
fw = ?m-l(w, u)-f-2«t"fm-2(w, u) H
Pour que la tangente soit simple, il faut que fi, f'r, fi, ne soient pas nulles en même temps pour les coordonnées de cette tangente. Comme w est nul, il suffit de considérer les premiers termes ^^[u, v), cp4(M, r), <pm-i(w, v) des trois dérivées.
Si le facteur wa-f-up est facteur simple de cp^(w, v), les deux dérivées «p^ et ^In ne sont pas nulles en même temps, la
tangente est simple.
Si le facteur ux-\-v^ est facteur multiple de «p^, la tangente ne sera simple que si «?m-i(w, v) n'est pas divisible par ce facteur.
L'équation du point de contact sera
U(p„',(w, v) -+- V9,;»(w, v) -+- ^^m-i{u, v) = 0, où Ton remplace u par — p et v par a.
60. Supposons d'abord que le point de contact soit à distance finie, c'est-à-dire que le coefficient de W soit diff'érent de zéro. On pourra alors transporter l'origine en ce point (formule [5] du numéro 34) ; nous pouvons supposer que ce calcul a été préalablement fait ; alors, parmi les tangentes issues de l'origine à la courbe, il y en a au moins deux qui sont confondues avec la tangente considérée; par conséquent «p,„(w, v) doit admettre au moins deux fois le facteur wa-f-up ^^\
Nous allons étudier la position d'une tangente infiniment voisine de la droite D, et pour cela il sera commode de ne conserver que deux coordonnées.
Supposons que la droite D ne soit pas confondue avec Oy,
. c'est-à-dire « yj^ 0. On pourra supposer que v conserve une
valeur constante, nous poserons v = — 1, de telle sorte que
u désignera le coefficient angulaire et w l'ordonnée à l'origine.
B Posons — = Wi
et cp..(w, — l) = 4.,.(w).
(1) On peut remarquer aussi que dans Téquation du point de contact les coefficients de U et de V doivent être nuls.
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L'équation peut alors s'écrire
et, d'après Thypothèse qui précède, ^J^) est divisible par (u — w,)*, ce qui donne
Quand tv est infiniment petit, l'équation est vérifiée par deux valeurs infiniment petites de u — Wj; on a aisément leurs parties principales en appliquant la méthode de Puiseux :
On ne peut donner à w que des valeurs du signe de
Si on suppose — r-^- > 0, nous donnerons à w des
valeurs négatives et on aura pour u — u^ des valeurs positives et négatives, ce qui revient à dire que les tangentes voisines auront des ordonnées à Torigine négatives et leurs coefficients angulaires, Tun supérieur, l'autre inférieur à Ui.
Déterminons maintenant les points
de contact de ces tangentes. Nous allons
établir que tout point de contact d'une tangente infiniment
voisine est toujours au-dessus de la droite D si w est négatif,
et au-dessous si w est positif.
Remarquons d'abord que u — Mj est toujours, par rapport
à Wy d'ordre infinitésimal inférieur à l'unité.
Car si on cherche les coordonnées du point de rencontre de
la droite D et de la tangente voisine, c'est-à-dire si on résout
les deux équations
t/ — t/jx = ,
y — vx — w = 0,
on trouve
— WUi U — Ut
U — Mj
et comme x et y ont pour limite zéro, il faut que lu soit d'ordre infinitésimal supérieur à w — w^.
On aura donc pour une tangente voisine
u — w, = Aici\i H- s) , s étant un infiniment petit et /? <; 1.
Or Téquation du point de contact de cette tangente voisine peut s'écrire
les coordonnées de ce point sont donc
on en déduit
I/o — UiXq = w ■
En négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, on a u — Ui = AtvJ\
par suite
, — UiXq = îc(l j.
€ette expression est de signe contraire à w, puisque p est
plus petit que 1 ; c'est le résultat que nous avions annoncé et qui nous servira dans toute la discussion.
Alors dans le cas particulier qui nous occupe, où Ton a
u — ui = =ty/— et en supposant
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on aura les deux tangentes infiniment voisines de la droite D, AB et AC, et les points de contact seront situés au-dessus de la droite D.
On obtient ainsi la position de la courbe par rapport à la tangente.
62. Il peut arriver maintenant que ^m{u) contienne plus de deux fois le facteur (m — Ui), Supposons par exemple que
On trouvera aisément pour les tangentes infiniment voisines
etsi .;!^>0,
w — Wi sera de signe contraire à w, et on aura la forme de courbe cicontre; l'origine est un point de rebroussement, et parmi les tangentes issues de ce pointa la courbe, il y en a trois confondues avec la droite D.
Plus généralement, si
4^4 ?i) = (w — Wi)^^(m), g{Vi):ptO,
on peut mener de l'origine p tangentes confondues avec la droite D ; on aura pour les tangentes voisines
■M — wi = y -
Si p est pair, la courbe présentera la même forme que dans la figure du numéro 61 ; si ;? est impair, on aura un point de rebroussement comme dans la figure précédente.
Nous avons ainsi la position de la courbe par rapport à une tangente simple dans tous les cas possibles, quand le point de contact est à distance finie.
COORDONNEES. — II
63. Considérons, comme exercice, la cissoïde qui a pour équation tan genti elle (42)
4(au + w}'^ -h 21aH^w = 0.
£n ordonnant par rapport aux puissances croissantes de w, l'équation peut s'écrire
Quand w tend vers zéro, trois valeurs de u tendent vers zéro, l'axe Ox est une tangente simple et compte pour trois parmi les tangentes issues de Torigine ; on aura pour les tangentes infiniment voisines, en faisant v = — 1,
^* = V-4S^' u est de signe contraire à w,
64. Supposons maintenant que le point de contact soit à rinfîni ; il faut pour cela que <pm(w, v) et <p'„,(«, v) ne soient
pas nuls en même temps et que <pm-i(M, v) soit nul.
Ceci revient à dire que u — Mj est facteur simple de ^m{u) et divise 4'«_i(m).
Posons
Ww) = {u — Ui)g{u) , g{Ui) i^ 0.
On aura Téquation
avec la condition <tm-i(wi) = 0.
Supposons d'abord <tm-2(wi) :^ 0;
daps ce cas u — Wj est infiniment petit du deuxième ordre, et sa partie principale est donnée par la règle de Puiseux,
ce qui montre que u — Wi a un signe constant. Pour la détermination du point de contact, on se reportera au numéro 61.
Quand le point de contact de la tangente D est à Tinfîni,
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u — ui est d'ordre infinitésimal supérieur à w, alors p est plus grand que 1 et Ton voit que ij, — u,x, a le signe de w. On aura alors sans peine la forme de la courbe.
Supposons par exemple i!îîi^^>0; u — u, seranéga-
tif quel que soit 2^, et on aura la forme de courbe représentée par la figure ci-contre.
65. Il peut arriver que le coefficient de îv^ soit nul pour w = «i. Si le coefficient de w^ est différent de zéro, w — wj sera infiniment petit du troisième ordre, et on aura
et en supposant -^(^>0, onob-
tiendra la disposition ci-contre.
C'est le point de rebroussement à Tinfini.
D'une manière générale, si on suppose
et
u — Ui sera infiniment petit d'ordre p ; on aura
Si p est pair, on aura la forme indiquée sur Tavant-demière figure. Si p est impair, on se reportera à la dernière figure.
66. Considérons, comme exemple, réquation tangentielle de Thyperbole rapportée à ses axes,
a^u^ — hH^-^xo^ = 0; en y faisant t? = -- 1, on a
aSt/S — &î — io2 -- 0, ce qui donne les deux asymptotes passant par Torigine qui ont pour coefficients angulaires dz -• De réquation on tire
et, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur,
iab'
donc
— sera positif pour les
tangentes voisines, ce qui donne la position de la courbe représentée par la figure ci-contre.
67. Supposons maintenant que la tangente D soit une tangente double; /*„, fv et f,o doivent être nulles pour les coordonnées de cette droite. En se reportant aux expressions de ces dérivées données au numéro 59, on voit que ^'„^[u. v), o„,{u, v)
et <pm-i(w, v) doivent être nuls, ce qui exige que o,„(w, v) soit divisible par {u^-\-vpY et Om-i(w, v) par wa+up. On a aussi
/"u* = ?1(W, v) -}- Wol_^{U, r) -I- ...»
ut ut
uv uv
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et ces six dérivées ne doivent pas être nulles en même temps. L'équation de Tensemble des points de contact est
UV (u, v) -4-2UV'f>, v) + \yju, v)-t-2UW<?;^_/M, v)
U« UV v« u
-H 2VW<p;„_,(«, t;) H-2W«»„_,(u, v) =0.
Supposons que l'un des points de contact soit à distance finie ; on pourra alors y transporter l'origine, et les coefficients de U^, UV, V^ dans cette dernière équation seront nuls ; par conséquent Om(«, v) admettra trois fois le facteur wa h- r?.
En reprenant les notations du numéro 60, l'équation pourra s'écrire
(m — u,Yg{u) -h w{u — wi)^i(w) -h w^^m-i{u) + . . . = ;
pour séparer les trois valeurs infiniment petites de u — Wi, nous construirons le polygone de Newton en supposant d'abord
^(ii,);éO, 9,{u,):^0, ^„._,(u0 7^O.
Deux côtés sont à considérer.
Nous poserons d'abord
u — Ui = zw ^ ,
et, en remplaçant dans l'équation, on aura pour déterminer z, on obtient ainsi
w ne peut avoir qu'un signe déterminé, on retrouve alors la forme représentée par la figure du numéro 61. Pour l'autre côté du polygone on posera u — fil = zw; mais alors, u — wi et lo étant infiniment petits de même ordre, le point limite d'intersection de cette droite et de la tangente D a une position difi'érente de l'origine ; nous obtenons le deuxième point de contact, qu'on peut étudier directement en transportant l'origine en ce point.
Il peut arriver que cp^(w, v) admette plus de trois fois le facteur wa -+- vp ; nous aurons à l'origine un point de rebroussement si l'exposant du facteur est pair, et un point sans particularité géométrique si l'exposant est impair, comme on l'a vu aux numéros 61 et 62.
En résumé, dans le cas où les deux points de contact sont réels, distincts et à distance finie, on peut obtenir les figures suivantes :
68. Considérons comme exemple la courbe enveloppe d'une droite de longueur constante dont les extrémités décrivent deux droites rectangulaires. L'équation tangentielle de cette courbe est
a^uH^ — io2(m2 4- r^) = 0.
On voit que Taxe des œ est tangente double, et que les deux points de contact ont pour abscisses zh a.
Transportons Torigine en Tun de ces points, celui qui a pour abscisse a par exemple; Téquation devient
a^uH^ — (îo — au)2(w2 4. ^2) — q
ou — a^w* 4- 2auw[u^ 4- v^) — io^{u^ + v^) = 0,
ou en faisant 1? = — 1 et changeant les signes,
a^u^ — 2auw{u^ + + ^^("^ + 1) = 0.
Quand w tend vers zéro, quatre valeurs de te sont infiniment petites ; donc par Torigine on peut mener quatre tangentes confondues avec l'axe Ox,
Pour séparer les valeurs infiniment petites de 10, je construis le polygone de Newton, dont le premier côté me donne trois valeurs
de u d'ordre ~; en posant
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on a
d'où
VS
On voit que u a sans cesse le signe de w, ce qui donne la forme ci-contre.
69. Si 4'm-2(«i) était nul, le deuxième point de contact serait à Tinfini ; on Tétudierait comme plus haut (numéros 64 et 65).
Si ^i(mi) est nul, ^m-^i'^i) étant différent de zéro, <pm-i(w, u) contient deux fois le facteur tia 4- up, Téquation de l'ensemble des points de contact se réduit à
ces points sont confondus à Torigine. Nous allons étudier la position dé la courbe.
L'équation pourra s'écrire
{u — UiYg(u) -+- w{u — «i)*^i(w) -h w^^m-iiu) -H ••• = 0,
gi{u) n'ayant plus la môme signification que plus haut. En supposant d'abord g{ui) différent de zéro, on a un seul côté dans le polygone de Newton, u — Wi est infiniment petit d'ordre
■- > et en posant «5
z est déterminé par l'équation d'où
w — wi = y -
On voit ainsi que m — Wj a un signe constant quel que soit w.
Si on suppose
u — Ui sera positif, et on aura la forme indiquée par la figure ; Torigine est un point d'inflexion.
70. Supposons maintenant g{ui) = et ^j(wj)7f:0; réquation s'écrit
(m — Wi)*(p(m) -^ w{u — UiYg^{u)
-H î^^'l^m-aM -+-••• =0.
Nous poserons alors
U — Ml = ZW^,
et z sera déterminé par l'équation
2*9(«i) -h z^gi{Ui) -+- ^^m-2(wi) = 0.
Posons z^ = t\ l'équation devient
Si cette équation a ses racines imaginaires, les tangentes voisines de la droite D sont imaginaires, il en est de même des points de contact.
Si cette équation a ses racines réelles et distinctes, soient ti et fî, les valeurs infiniment petites de u —ui seront données par
te — Ui = ± yftïw
u — Ml = zh v/^
et l'on a les figures ci-dessus selon les signes de ti et de t^.
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71. S'il arrive que réquation du second degré en t ait ses racines égales, il faut pousser plus loin la séparation des valeurs infiniment petites de m — «i.
Posons ti == tii -f- e ; l'équation prend alors la forme
e*<p(Ui -f- e) 4- W^%{Ui -h 6) -+. W^^m^^{Ui + 6)
qu'on peut écrire
<p(Ui) -f- w^^
9i{Ui) -h w*
eç'(iiO
•e4.:_,(iii)
ou encore
?(wi)(e*~ai^)*H-eY(e)-hi^eY,(6)+M;»e/;(6)+i^Y3(«)4--- = o,
/(^)> A(®)î AW» A(^) représentant des polynômes entiers en 6 ayant un terme indépendant, et a désignant la racine double de l'équation en t.
Supposons a > ; on ne pourra donner à iv que des valeurs positives, et pour éviter les exposants fractionnaires nous poserons
e sera alors du premier ordre par rapport à w' \QXi désignant par zw' sa partie principale, on aura, après avoir divisé par w'^^
?(Wi)(«' — a'»)» -f- z^w'f{zw') 4- z^w'f,{zw') -h zw'f^[zw')
^ic'%{zw')-^'- =0, équation de la forme
(z2 — a'*)« -H zw'[kz^ -+- Bz2 + C] + w'^g (z) -4- • • • = .
Si Ton suppose
M = Aa'* -h Ba'2 + G 9zf: 0,
les valeurs de z se séparent immédiatement :
OU, en remplaçant z par sa valeur — ; ,
e = « - u, r= lA—^ ± \J ^^J\ .
Si -— , > 0, on ne pourra donner à w* que des valeurs
négatives dans la première expression, et des valeurs positives dans la deuxième, de sorte que a étant positif, les deux valeurs réelles de 6 seront négatives, et xo est toujours positif. On aura donc la forme de courbe représentée par la figure ci-contre ; on dit que Torigine est un point de rebroussement de seconde espèce.
Pour continuer la discussion, il faudrait examiner le cas où M = 0, puis ensuite supposer que le premier terme de Téquation écrite au début du numéro 70,
(u — wi)*cp(u) -h w[u — UyYg^[u) -h w^^^_4,u) -h • • • = 0,
contient plus de quatre fois le facteur u — Uj, et ainsi de suite.
On étudiera de la même manière le cas de la tangente triple, quadruple, etc.; la méthode est toujours la même; elle consiste à développer u — «i en série ordonnée par rapport aux puissances croissantes de w.
72. Dans tout ce qui précède nous avons supposé que la tangente n'était pas parallèle à Ot/ ; dans le cas contraire, en transportant l'origine en un point de cette tangente, elle se confond avec Oy ; pour étudier la position des tangentes voisines, on supposera m = i et on développera « en série ordonnée par rapport aux puissances croissantes de w,
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gente double, c'est-à-dire que «p^ (w, v) soit divisible par v^ et <pm_i(M, v) par v.
Cherchons la condition pour que les deux points de contact soient à l'infini ; il faut pour cela que l'équation de l'ensemble de ces points (67) se réduise a
Il en résulte que ?m(w, v) et ?m-i(w, v) seront divisibles par t;% ?m_2(w,t)) par V.
En faisant alors u = i dans l'équation de la courbe, elle s'écrit
v^W -+- wv^gi(v) 4- w^vg2{v) -h iv^^v) h = 0,
g{v), gi{v], qM^ ^'l^) désignant des polynômes entiers en v ayant un terme indépendant.
Quand w tend vers zéro, deux valeurs de v sont infiniment petites, et leurs valeurs principales sont données par
V = dz\/— ^w^^
On ne peut donner hw que des valeurs de signe contraire à
MO) Supposons -^TT > 0, w reçoit des 9W valeurs négatives, et en remarquant
que w est l'abscisse changée de signe
du point de rencontre de la tangente
avec Oa:, et que v est l'inverse changé
de signe du coefficient angulaire, on a
aisément la position des tangentes
infiniment voisines, et celle de leurs points de contact.
La figure obtenue représente le point d'inflexion à l'infini.
Tangentes par un point extérieur. — Soient
l'équation tangentielle d'une courbe C, et a, p les coordonnées d'un point A.
Les coordonnées des tangentes menées à la courbe par le point satisfont, comme nous l'avons déjà vu, aux deux équations
f{u, V, îv) = 0,
Le nombre de ces tangentes est égal à la classe delà courbe. En éliminant iv entre ces deux équations, on aune équation homogène en u et v,
qui détermine les directions de ces tangentes.
En y faisant m = m, v z= — i, on aura l'équation aux coefficients angulaires de ces tangentes,
f{m, —1, p — wa)=0.
On peut d'ailleurs obtenir cette équation plus rapidement en écrivant qu'une droite quelconque passant par le point A,
y — P = wi(a? — a), est tangente.
75. Appliquons ce résultat au ca^ où la courbe est de deuxième classe,
/( w , V, w) = au^H- a'v^ -+- aw^ + "Ibvw -+- "Ib'wu -\-Wuv =0\
on aura pour Téquation aux coefficients angulaires des tangentes issues du point (a, p)
am«^a'-+-a''(p— maf— 26(p-ma)-H26'm(p — ma) — 26''wi =
ou
m2(aV— 26'aH-a:— 2w(a"ap— 26a— 26'p-h6'')-Ha''p«— 2ô?H-a'=0.
Si l'équation représente une ellipse rapportée à ses axes,
ou une parabole rapportée à son axe et à sa tangente au sommet ,
/"(w, V, iv) = pv^ — ^uw =■■ 0,
les coefficients angulaires des tangentes menées par le point A seront donnés respectivement par les équations
aW-h*^ — (p— wa)« = 0, et
p — 2m(p — ma) = 0.
76. On peut par le même procédé obtenir Téquation de l'ensemble de ces tangentes. Soit {x, y) un point d'une de ces tangentes ; comme elle passe par le point («, p), son équation sera
et tout revient à écrire que cette droite est tangente, c'est-àdire que ses coordonnées satisfont à l'équation tangentielle de la courbe.
Il suffit de remplacer dans l'équation aux coefficients angu-
laires m par , ce qui donne
OU, en chassant le dénominateur x — a,
77. Proposons-nous maintenant de déterminer Téquation tangentielle de l'ensemble des points de contact des tangentes issues du point A à la courbe C.
Soient u\ v\ w' les coordonnées d'une de ces tangentes ;
on a
u'oL-hv'^-hw' = 0.
Écrivons qu'une droite (u, v, w) passe par le point de contact de cette tangente ; on aura
En éliminant u\ v\ w' entre ces trois équations, on aura l'équation cherchée.
L'élimination se fait aisément dans le cas où la courbe est de deuxième classe ; car la dernière équation peut s'écrire
On a alors deux équations du premier degré en u\ v\ w' dont les solutions sont données par
pf '
m-n u-^fu^ ^n-HL'
en substituant dans la première, on obtient
On a ainsi une équation du deuxième degré en w, v, w qui représente les deux points de contact.
78. Remarque. — En écrivant que dans cette équation le coefficient de w^ est nul, on a une relation entre a et p exprimant que, parmi les tangentes issues du point A, l'une a son point de contact à l'infini ; on peut donc dire que cette relation est l'équation de l'ensemble des asymptotes de la courbe considérée.
On a de même Téquation de l'ensemble des asymptotes d'une courbe quelconque de classe n, en formant Téquation des points de contact des tangentes issues d'un point, et annulant le coefficient de i^" dans cette équation.
Tangentes parallèles à une direction donnée. — Soit m le
coefficient angulaire de la direction donnée. Les coordonnées
des tangentes parallèles à cette direction seront données par
les équations
ii-f-vw = 0.
Si l'on veut les ordonnées à l'origine de ces tangentes, on
écrira que la droite
y = mx -h X
est tangente, ce qui donne
équation en X qui détermine les ordonnées à l'origine.
En y remplaçant X par y — mx^ on aura l'équation de l'ensemble de ces tangentes.
Les équations bien connues
y = mx zh v^a^'m^ -h ^S
relatives à l'ellipse et à la parabole, sont des cas particuliers de cette équation.
80. On obtiendra.de la même manière que plus haut (77 l'équation de l'ensemble des points de contact ; il suffira d'éliminer u', v\ w' entre les équations
f[u\ v', w') = 0, u' -h v'm = 0, w/iî' -+- vfi' 4- wf^' = 0.
Dans le cas où la courbe est de deuxième classe, la dernière s'écrit
et le résultat de rélimination peut s'écrire
81. Remarque. — En annulant le coefficient de w*^ on aura l'équation aux coefficients angulaires des directions asymptotiques.
82. La recherche des tangentes parallèles à une direction donnée se déduit sans difficulté de la recherche des tangentes menées par un point (a, p). Il suffit de supposer que le point s'éloigne à l'infini dans la direction donnée ; à cet effet on
remplace a et 3 par - et - 1 on chasse le dénominateur
Y et on fait ensuite y = 0. Dans l'équation qui en résulte
a, p désignent les paramètres directeurs de la direction. Si m
est son coefficient angulaire, il suffit de remplacer a par i et
p par m,
83. Intersection d'une courbe et d'une droite. — Considérons une courbe C ayant pour équation tangentielle
et une droite D ayant pour coordonnées u^, v^, iv^.
Nous nous proposons de déterminer l'équation tangentielle des points de rencontre de la courbe et de la droite.
11 nous faut pour cela chercher la condition pour qu'une droite A (m, v, w) passe par l'un de ces points ; ce qui revient à écrire que le point de rencontre M des deux droites D et A est sur la courbe, ou encore que par ce point on peut mener deux tangentes confondues à la courbe.
Une droite quelconque passant par le point M a pour coordonnées lu -\- [xUq, Iv -\- [xVq, Iw -h ixWq ; cette droite sera tangente à la courbe si l'on a
fO^u -h- [iUq, Iv h- ixVq, \w -h \lWq) = 0, et il faut écrire que cette équation a une racine double en — .
Dans le cas où la courbe est de seconde classe, l'équation
qui précède est du second degré ; elle peut s'écrire istpour qu'elle ait ses racines égales, on doit avoir
On a ainsi Téquation des points de rencontre de la droite et de la courbe.
On peut dire aussi que cette relation exprime que les deux droites (Wq, i?y, iVç^) et (u, u, te) se coupent sur la conique.
84. Cherchons la condition pour que les deux points de rencontre de la droite (m^, u^, w^) et de la conique soient réels. Soit
/(w, v, w) = au^ H- a'v^ -h a''w^ -h ^bvw+^b'wu 4- Wuv =
l'équation de la conique ; l'équation de l'ensemble des points de rencontre de cette courbe et de la droite (m^, y^, w^) peut s'écrire
Cette équation représentera deux points réels si l'on a (25)
On voit que f(u^^ u^, iv^) est en facteur, et la condition devient
ou, en divisant par u\^
^A^oi «0, tv^) < 0, A désignant le discriminant de la fonction f{u, v, iv).
Nous obtenons ainsi la signification géométrique du signe ^u premier membre de l'équation tangentielle d'une conique.
Si /"(wq» ^01 ^^'o) ^st nul, la droite (m^, Uq » ^^o) ^st tangente à la conique.
Si /"(uq, Vq^ iVq) est de signe contraire à A, cette droite ren- .contre la conique en deux points réels.
COORDO.NNÉes. — 11
Enfin, si /"(Wq, Vq» ^^o) ^ ^® signe de a, la droite rencontre la conique en deux points imaginaires.
85. Si la droite donnée est à Tinfîni, c'est-à-dire si Mq = Vq = 0, réquation aux points de rencontre représentera les points à l'infini de la courbe, elle sera homogène en u et V, elle détermine les directions asymptotiques. En y faisant u=m et v = — i, on aura Téquation aux coefficients angulaires de ces directions.
Examinons seulement le cas où f{Uy r, w) est du deuxième degré. Supposons
f{u, r, w) = au^ -+- a'v^ -h a'V -f- ^bvw -h "^h'ivu -h "Ib^uv = 0;
l'équation des points de rencontre avec la droite wo, Vq» ^\ est
faisons Uq =i Vq = et u'^ = i ; il vient
ou
ou, en développant,
^t'i^aa'')u^-h^uv{bb'-^a''b'')-^{b^--a'a''y = 0, ou encore, en introduisant les mineurs du discriminant,
l'équation aux coefficients angulaires des directions asymptotiques sera donc
qui se déduit immédiatement de l'équation ponctuelle.
86. Tangentes aux points de rencontre d'une courbe et d'une droite. — Soient toujours la courbe C qui a pour équation tangentielle
et la droite D(mo, u^, iVq), Je considère une tangente à la courbe dont les coordonnées
w, v, w satisfont à Téquation (i), et j'écris que son point de contact est sur la droite D ; on a ainsi
Cette équation, jointe à (i), détermine les coordonnées des tangentes cherchées.
Si Ton suppose que la courbe soit algébrique et de classe r», l'équation (1) sera du w° degré, l'équation (2) de degré m — \; nous aurons m[m^ i) solutions ; le degré de la courbe est donc m{m — 1).
Cette conclusion est en défaut si la courbe admet des tangentes multiples, car les coordonnées de ces tangentes annulant /*(!/, V, w), fu, fv, fw vérifient les équations (i) et (2) quels que soient u^, Vq» ^o-
On peut établir qu'une tangente double dont les points de contact sont distincts compte pour deux solutions; si les deux points de contact sont confondus, c'est-à-dire si la tangente est d'inflexion, elle compte pour trois.
Il en résulte que le degré de la courbe est inférieur à m{m — i) si la courbe a des tangentes multiples ; si l'on désigne par t le nombre des tangentes doubles, par i le nombre des tangentes d'inflexion, et si l'on suppose que la courbe n'a pas de tangentes multiples d'ordre supérieur, le degré
sera égal à
87. Si la droite donnée est à l'infini, les équations (1) et (2)
se réduisent à
elles déterminent les coordonnées des asymptotes.
88. Dans le cas particulier où la courbe est de deuxième classe, l'équation (2) peut s'écrire
Si l'on y considère w, v, w comme des coordonnées cou-
rantes, elle représente un point, par lequel passent les tangentes menées à la conique aux points de rencontre avec la droite D ; ce point est donc le pôle de la droite D ; ses coordonnées sont fi , fi , fw .
Ainsi nous obtenons un résultat important. Si une droite D(Wo, Uy, w^J) est tangente à une conique d'équation
f{u, V. lo) = 0, les coordonnées du point de contact sont fû , fi- elr fi, .
Si la droite n'est pas tangente, ces quantités sont les coordonnées homogènes du pôle de cette droite, l'équation de ce pôle pouvant s'écrire indifféremment
ou
y du -H v/; -h IV ji, = 0.
89. Normales et Développées — Soit [v!, v\ w') une tangente à la courbe qui a pour équation
On aura
le point de contact a pour coordonnées /"Js fv', fw ; la normale en ce point étant perpendiculaire à 'la tangente, ses coordonnées M, u, w satisferont aux deux équations
uf'u'^vfl,'^wf:,' = 0,
uu' -1- vv' — (mu' -i- vv!) cos 6 = 0,
6 désignant l'angle des axes.
En éliminant u\ v\ w' entre ces trois équations, on aura une relation entre u, u, w, que vérifieront les coordonnées de toutes les normales ; ce sera l'équation tangentielle de l'enveloppe des normales, c'est-à-dire de la développée.
On a donc ainsi une méthode pour obtenir l'équation tangentielle de la développée d'une courbe, connaissant l'équation tangentielle de cette courbe.
L'élimination est fort simple dans le cas où la courbe est de
deuxième classe, car les deux dernières équations sont du premier degré ; on peut alors les résoudre par rapport à vl ^
Ces équations s'écrivent
u'[u — V cos e) -4- v'[v — u cos 6) = ; on en déduit
u' y' ___ — iv'fi
V — u cos 6 — (tl — t? cos 6) (t7 — M COS ^)fu — (m — 17 COS 6)/;. OU
u' v' iv'
( V — u COS 6)/*^; — (m — V cos 6 )/"(„ (u — V cos ^)fv—{ — u COS ^)fu
En transportant ces valeurs de ti', v\ u/ dans la relation
f(u\ v\ IV') = 0, on a
f[(v — u cos ^)fic, — (t* — V cos 6)/;;., {u — V cos Ôj/Ï
— (r — wcos 6)/*^] =0.
Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, Téquation se
simplifie et devient
Mais il est important d'observer que ces considérations ne s'appliquent qu'aux courbes de deuxième classe.
90. L'équation trouvée est du quatrième degré, par suite la développée est de quatrième classe ; il y a cependant exception dans le cas où la conique est une parabole.
Nous verrons plus lard que dans ce cas le coefficient de w^ dans la fonction /*(m, v, iv) est nul, de telle sorte que le premier membre de l'équation de la développée est divisible par fto. Si on égale ce facteur à zéro, on a l'équation d'un point à. l'infini dans la direction de l'axe; ce résultat pouvait se voir a priori^ car on sait que si une conique à centre se déforme de façon à avoir pour limite une parabole, parmi les quatre normales qu'on peut mener d'un point à cette conique, l'une
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de ces normales a pour limite une parallèle à Taxe de la parabole. Il en résulte que les parallèles à l'axe d'une parabole peuvent être considérées comme des normales singulières, l'enveloppe de ces droites étant le point à l'infini dans la direction de l'axe.
En supprimant alors le facteur fii il restera une équation du troisième degré en «, u, w^ qui sera l'équation tangentielle de la développée. Cette courbe est donc dans ce cas de troisième classe.
Applications. — Considérons Téquation
f[u, i?, w) = a^u^ -4- hH^ — lo» = 0,
qui représente une ellipse rapportée à ses axes. Pour avoir Téquation tangentielle de la développée, je calcule
fi = 2a^u, fi = 2hH, fw=— 2io,
et je remplace dans l'équation de la conique :
u par vfwy c'est-à-dire par — 2vw ;
V par — ufxcy c'est-à-dire par ■+■ 2uw ; w par vfv — t?/*u, c'est-à-dire par 2;&2 — a^)uv.
L'équation de la développée est donc
a^v^w^ + b^u^io^ — (a2 — b^)^uH^ = 0,
ciu'on peut écrire
u^ v^ w^ Si Ton a
f{u, r, w) =z pv^ — 2uw = 0,
c'est-à-dire si la conique est une parabole rapportée à son axe et à sa tangente au sommet, on formera l'équation de la développée par la méthode indiquée ; le premier membre sera divisible par «, et en supprimant ce facteur, on obtient
pu^ -f- 2v^{pu + lo) = 0.
Connaissant Téquation tangentielle de la développée
d'une courbe, on peut résoudre différentes questions relatives
aux normales de cette courbe, en opérant comme nous l'avons
fait sur les tangentes au début de ce chapitre.
Soit
l'équation de la développée d'une courbe.
Les coordonnées des normales issues d'un point a, p satisferont aux deux équations
uaL-\-vp-hw =0.
L'équation aux coefficients angulaires de ces normales sera
ç)(m, — i , p — ma) = 0,
et Téquation de l'ensemble de ces normales s'en déduira en
remplaçant m par ; on obtiendra
?[!/— P.— (^ — «)i ?^ — «?/] = 0- De même, l'équation
cp(m,-i, X) =
donne les ordonnées à l'origine des normales qui ont pour coefficient angulaire m, et
<p(m, — 1,1/ — ma?) =
est l'équation de l'ensemble de ces normales. On obtient ainsi pour l'ellipse et la parabole
y = mx ± — î
EXERCICES ET NOTES
1 . Étant donnée la courbe x^ — yp zn Q^ si d'un point de la courbe on lui mène deux tangentes, la droite qui joint les points de contact est tangente à la courbe.
On prend deux points arbitraires sur la courbe, on détermine le point de concours des tangentes, et en écrivant que ce point est sur la courbe, on obtient la même condition qu*en écrivant que la droite joignant les points de contact est tangente à la courbe.
2. Trouver V équation aux coefficients angulaires des tangentes issues d'un point à une cissoïde, et l'équation du cercle passant par les trois points de contact.
3. Étant donnée la courbe 4a;' — 27y* = 0, trouver le lieu d'un point tel que, parmi les tangentes issues de ce point à la courbe, il y en ait deux parallèles à deux diamètres conjugués de la conique
a;* 4- 3/^ 4- 2axy = B.
4. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une courbe de classe n est en général de degré n{n — 1).
5 . Courbes parallèles. — Sur la normale en un point quelconque M d'une courbe C, on porte une longueur constante MP ; /e lieu dtc point P est une courbe Ci . Démontrer que les tangentes à ces deux courbes aux points correspondants M ef P sont parallèles ; c'est pour cette raison que les courbes C et Ci sont appelées courbes parallèles »
Déduire Inéquation tangentielle de Ci de l'équation tangentielle de C.
On peut établir géométriquement que les tangentes aux deux courbes aux points correspondants sont parallèles. (J. Bertrand, Calcul différentiel, p. 12).
Soient M, M' deux points voisins de la courbe C ; prenons sur les normales en ces points les points P et F tels que MP = M'P'. 11 s'agit de montrer que lorsque M' se rapproche indéfiniment de M, l'angle MPP' a pour limite un angle droit.
Abaissons M'K et P'K' perpendiculaires sur MP ; on a
KK' = M'P' cos o,
o désignant l'angle des deux normales ; donc
MP — KK' = MP(l-coso),
et comme MM', PP', ? sont infiniment petits du premier ordre, MP — KK' ou MK — PK' est infiniment petit du deuxième ordre.
Or MK = MM' cos M'MK.
iS^MK a pour limite un droit, donc MK est infiniment petit du deuxième ordre ; il en est alors de même de PK'.
Mais on a
PK' = PP' cos P'PK'.
Comme PP' est du premier ordre, il faut que P'PK' ait pour limite un droit.
Analytiquement, soient a?, y les coordonnées du point M, a, p les cosinus directeurs de la normale ; les coordonnées X, Y du point P seront déterminées par
X = a; -h /a, Y = y + /p, l désignant la longueur MP.
On en déduit
rfX = rfx -h Ida,
(Pi = dy-h Id?, .
Multiplions respectivement ces équations par a et ?, puis ajoutons :
drfX + pdY = OLdx H- ?dy -h /(arfa -f- ?d?].
Or, on a a^ -+- ?î = l ; on en déduit a-ia + ^ci? = 0. D'autre part, on a aussi adx ■+- ^dij z= 0, puisque la normale est perpendiculaire à la tangente ; on en déduit
adX 4- ?d\ = 0,
c est-a-dire -ttt = -7^-
c/X dx
Soit alors f(u, t?, io)= Téquation de la courbe G ; à toute tangente, ux-\-vy-\-\o = 0, de cette courbe correspond une tangente, ux-j-vy -^w' = 0, de la courbe Ci, telle que la distance de ces deux tangentes soit égale à Z ; on a donc
to — lo'
les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires.
On en déduit la valeur de te, et Ton voit que Téquation tangentielle de la courbe Ci est, après avoir supprimé l'accent de w, f{u, V, to+V«--M72) = 0.
Si la courbe C est une ellipse,
a^u^ 4- bH^ — io2 = 0, la courbe parallèle sera
ahc^ -t- bH^ — (ir -f- l^u^-hv^Y = ou [ahi^ -\- bH^ — lo'- — l\u^ -+- v^)]^ = J^lhc^{ti^ 4- v'-).
6. Trouver Venveloppe d'une droite de longueur constante dont les extrémités décrivent deux axes rectangulaires.
C'est une courbe du sixième degré, de quatrième classe ; hypocycloïde à quatre rebroussements.
Trouver la développée de cette courbe.
7. Trouver Vèquation tangentielle de la développée de la cissoïde de Diodes.
8. Podaires. — On appelle podaire d une courbe par rapport a un point, le lieu des projections du point sur les tangentes à la courbe.
Trouver l'équation de la podaire d'une courbe définie par son équation tangentielle.
On appelle podaire négative d'une courbe par rapport à un point une seconde courbe qui a pour podaire la première.
Étant donnée l'équation ponctuelle d'une courbe^ déterminer l'équation tangentielle de sa podaire négative. Examiner en particulier le cas où la courbe donnée est une droite ou une conique,
9. La différentielle de l'arc d'une podaire, dv, est donnée par la formule
rfd = OM.cfj?,
ds désignant la différentielle de l'arc de la courbe^ le point par rapport auquel on prend la podaire et M le point correspondant de la courbe donnée,
10. Construire la podaire de l'origine relativement à la courbe qui a pour équation ponctuelle x^ -hy^ — a^ = 0.
D'un point on peut mener 2ni — p normales à la courbe
ym — ma^P =r (wi >• p).
Démontrer que les pieds des normales sont situés sur une conique indépendante de la valeur de a,
12. On donne deux droites Ox, Og et une conique ; on mène une tangente variable à la conique qui rencontre Ox en A et Oy en B. On mène par A. et B des parallèles à Oy et à Ox qui se coupent au point M. Trouver le lieu géométrique de ce point.
On trouve une courbe du quatrième degré ; déterminer ses asymptotes.
13. Nous avons obtenu au numéro 83 la condition qui exprime que deux droites (m, r, w) et (uq, Vq, Wq) se coupent sur la conique
f(u, t?, w) = au'^ -\- a'c^ -j- •.. = 0.
Cette condition est
{uofû 4- v^fi -\- w^f[,Y — kf(ii, V, w)f{u^ , ro, w^) = 0. (1)
On peut mettre cette condition sous une autre forme remarqua-
ble en partant de Téqualion ponctuelle de la conique
o(a7, y, s) = Aa?2-i-Ay-h.-. =0.
Nous écrirons pour cela que la polaire du point de rencontre (a?, y, z) des deux droites par rapport à la conique passe par ce point, c'est-à-dire qu'on a Tidentité
Xa>i + Yçi -h Zo; = 2X (mX 4- t?Y h- tcZ) -h 2X'(moX + rçY 4- tCoZ),
ce qui donne, en égalant les coefficients de X, Y, Z,
Ax 4- B'y -h B'j — Xm — X'wq = 0,
B'o? 4- A'y 4- Bj — Xr — 1\ = 0,
B'a? 4- By 4- A'^ — Iw — ViCy = 0,
avec les relations
u'x •+- v'y 4- lo'z = 0.
Ces cinq équations doivent avoir des solutions non toutes nulles en X, y, js, X, X' ; pour quMl en soit ainsi, il faut qu'on ait
A B" B' u tu
B* A' B r tJo
B' B A" w Wq
telle est la condition pour que les deux droites se coupent sur la conique.
11 est aisé de déduire analytiquement la condition (!) de la condition (2).
Multiplions les éléments des trois premières colonnes du déterminant respectivement par - fu, z /"^> 5 A> ^t ajoutons ces produits aux éléments de la quatrième colonne, après avoir multiplié ces derniers par — A.
Les trois premiers éléments de la quatrième colonne sont alors nuls^ car on voit aisément que
i(BYu ^BTu-
-BY^4-Brt;j = Aie,
hAri;4-B/-,;) = Ar,
De même, multiplions les éléments des trois premières colonnes respectivement par -rfû^, -/\'^, -^fw^ et ajoutons ces produits aux éléments de la cinquième colonne multipliés par — a.
Si Ton pose
et si Ton remarque que le déterminant
a été multiplié par A^ on
aura
DA
les conditions (l)et (2) sont donc les mêmes.
Corrélativement, la condition pour que les deux points (a?, y, z), (^o> 2/o> ^o) soient situés sur une tangente à la conique, ou encore l'équation de l'ensemble des tangentes issues du point [xq, y^, z^) à cette conique peut s'écrire indifféremment
4o(a:, t/, z]o[xç^, t/o, x^o^ — (a^oP^ 4- y^o'y -h Jo?c)^ = ^
ou
a h" b' X Xn \
CHAPITRE V
CLASSinCATIOH DES COOBBES DE DEUXIÈME CLASSE
93. L'éqaatioD générale des coarbes de deuxième classe est /(u, «7, w) = «u'-+-a'c*-i-a'»r»-+-2écir-t-2*'«rM-j-2*"«c = 0. (1)
Noas rappellerons ici les notations et les formules fort importantes écrites déjà aa numéro 25 :
A = ^a" — b\ A'=a"a — *", A"=aa' — 6"».
A'A" — B» = aA, A"A — B" = o'i, AA' — B"'=o"a,
B = *'*" — fl*, B'=b"b — a'b', B"= bbf — a"b",
B'B" — AB = *A, B"B— A'B'= *'X BB'— A"B"=*"a.
& désigne le discriminant de la fonction f{u, v, w) ; on a
A= b" cl b
et les grandes lettres A, A', A", B, B", B" représentent les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement de A.
Cest ainsi qu'on peut écrire
A = Aa-+-B"A"-4-B'6', A = B"6"-HA'a'-i-B*, A= B'*'-i-BAH-A"a",
en développant le déterminant par rapport aux éléments des
lignes OU des colonnes.
Rappelons encore que l'équation ponctuelle de la conique
est
<p(ar, î/, z) = Ax^ -h Mif -h M'z^ -4- 2Byz -h 2B'zar -h 2B"xi/ = 0,
et que Ton a
Si A = 0, <p(a7, î/, z) est le carré d'une fonction linéaire qui, égalée à zéro, représente la droite qui joint les deux points dont l'équation (I) est Téquation tangentielle.
94. Nous avons déjà étudié le cas où a = (23 et suivants) ; nous nous bornerons maintenant au cas où a v^ 0.
Une première classification est donnée immédiatement par la considération des points à Tinfini.
Nous avons vu (85) que Téquation des points à Tinfini de la conique représentée par Téquation (1) est
Le discriminant du premier membre est [AA' — B"* ou
Si a"A > 0, les points à Tinfini sont imaginaires ; la conique est du genre ellipse.
Si a'^ < 0, les points à l'infini sont réels et distincts ; la conique est du genre hyperbole.
Enfin, si a''A = 0, c'est-à-dire si a" = (puisque nous supposons A 9^ 0), les points à l'infini sont confondus ; la conique est du genre parabole.
Dans ce dernier cas, d'ailleurs, l'équation (1) est satisfaite par les coordonnées de la droite de l'infini w = 0, v =0; on en conclut que la courbe est tangente à cette droite.
Premier cas. a" ;zf
La conique est du genre ellipse ou hyperbole.
On peut écrire
f(u, V, w) = 4 K«^-^ b'u^bvf— ^^'^'^,1^^^^ +au^'^-a'v^'\'n"ut>
ou
a"f{u, V, w;) = {a"iv -^^ b'u^ bvf -^ Mu^ -\' kv^ — Wuv,
i® Supposons que Tun des coefficients A ou A' soit différent. de zéro, par exemple A' ^é 0.
On pourra écrire
a"f{u, v, w) = (a"tt;+ô'ti+ô«)«-f--77 (A'u— B''t;)» -7 v'-^-kv^
OU
fin, V, w) = JL[\'(^a''W'^b'u+ bvf •^{k'u'^B^Y -h
Faisons maintenant la transformation de coordonnées indiquée par les formules suivantes :
•A'*-hB"* — 2A'B"cosO
vr = -r. U-h—V-htV,
Gela revient à prendre pour nouvelle origine 0' le point qui a
pour coordonnées —^ et -77 , pour direction de Taxe des a/
une parallèle à la droite qui joint l'origine au point de coor-
(1) Nous plaçons au dénominateur de fexpression de u' la quantité
^A'* -h B'* — 2A'B' cos 6, aûn que le point qui a pour coordonnées-
et — : soit à Tunité de dis-
A'^-hB-* — 2A'B'cose v^A'*H-B-* — 2A'B'cosft
tance de forigine, conformément aux formules (6) du numéro 34.
données ' et
v/A'*-+-B'^ — î^A^B^cose v^A'«-+-B"* — 2.VB* cos 6 l'axe des \J restant parallèle à 0?/.
L'équation de la courbe devient alors
(A'2 H- B'^ — SA'B" cos e>'2 -f. a^Au'^ H- A'a'^zr'^ = 0.
On reconnaît là Téquation tangentielle d'une conique dont réquation ponctuelle est (40)
A'^4-B"^ — SA'B'cose a^A AV^
Si a"A > 0, la conique est du genre ellipse. Cette ellipse est réelle si A' < 0, imaginaire dans le cas contraire.
Remarquons que dans ce cas A et A' sont de même signe et qu'on peut s'adresser à l'une ou à l'autre de ces quantités pour distinguer la réalité de la courbe.
Si a''A <; 0, la courbe est une hyperbole.
11 est utile d'observer que, cette courbe étant rapportée à son
centre, les coordonnées de ce centre sont par rapport aux
b' ^ h premiers axes -77 et -77 .
2o Supposons maintenant A = A' = 0; B" doit être différent de zéro puisque
AA' — B"2 = a''A;éO.
Nous pouvons écrire
n"f{u,v, w) = [a"w-^b'u-^bvf ^(w + u)* -^-^ (u — v)^
Faisons alors la transformation de coordonnées
s't -f- Î2 cos 6
v/:2 — :2 cos '
w' = -j: u-h-r,V'hw; a a"
J'équation devient
a^^w" - B''(i 4- cos e)u'3 -h B''(i — cos ^)v'' = 0,
et réquation ponctuelle de cette courbe est ar'2 y'^ 1
B"(l -h cos 0) B"(i -- cos e) a'
Elle représente visiblement une hyperbole rapportée à deux diamètres conjugués.
Remarquons que dans ce cas a"^ est négatif, puisque cette quantité se réduit à — B*^.
Il en résulte que les conclusions de la première partie du premier cas sont générales pour ce cas, c'est-à-dire :
a"^ > 0, ellipse réelle ou imaginaire, selon que les deux quantités de même signe A ou A' sont négatives ou positives ;
a" A < 0, hyperbole.
Deuxième cas. a
Nous diviserons encore ce cas en deux parties.
1° Les deux coefficients a et a' ne sont pas nuls en même temps ^ par exemple a ^f: 0.
Commençons la décomposition en carrés en ordonnant le premier membre par rapport aux puissances de u ; on aura
/"(îi, u, w) = - {au 4- f^^v -h b'îv,^ — ^ h a'v^ h- itùvw ,
af{u, V, ic z=i{au-^l/v-{-lhvf-\--[aa'—b''\v^—%b'h''—ab)vw—b'hci,
et en supposant b' :^ 0,
af[u, V, iv) = [aU'^b''v-^b'wY — (b'iv^ ^ ^ TT^ A
^ fà'b'' — abYi ^v^^aa'-b"^-^^ 6^J*
Remplaçons les deux premiers termes par un produit de
deux facteurs, et remarquons que le coefficient de v^ peut
s^écrire
c est-à-dire — j,^ ; il vient alors
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nu, V, u,) = ^ [au^ (2*._5*)« + 26'.] _ A„,.
Faisons la transformation de coordonnées :
, __ b'u-hbv
Téquation prend la forme
v'« -h "ioLu'iv' = 0, qai représente ane parabole dont Téquation ponctuelle est (40)
ay'2 _|_ 2x' = ; on voit ainsi que la direction asymptotique qui est OV a pour paramètres directeurs ô' et b.
Si b' = 0, on a
A = — aô%
de sorte que ni a ni 6 ne peuvent être nuls.
On écrira alors
/•(tt, u, w) = au^ -h v{2b"u + a'v -h 26m;).
Nous ferons la transformation de coordonnées :
v' = V, 2b"u -h a'v -+- 2bw
réquation devient
att'2 -f- 2bw'v' = ;
elle représente une parabole dont Téquation ponctuelle est (40)
la direction asymptotique est O'y', c'est-à-dire Oj/, puisque les nouveaux axes sont parallèles aux premiers.
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On peut donc dire qae cette direction a pour paramètres directeurs *' et b.
2° Supposons maintenant a = a' = 0.
On a
aucun des trois nombres b^bf ou b" ne peut être nul. On aura
/■(u, V, w) — ^bvw -+- 26'ïrti -h ^V'uv.
On peut écrire
f(u, v,w)=^ {b'u -h bt)(b'w -+- 6"i ) — ^v^ = 0.
Faisons la transformation :
b^u -+- bv
L'équation prend la forme
t;'*-t-2auV r=0; elle représente une parabole qui a pour équation ponctuelle
la direction asymptotique a encore pour paramètres directeurs b' et b.
En définitive, on voit que si
l'équation (1) représente une parabole dont la direction asymptotique a pour paramètres directeurs b' et b.
98. On peut résumer la discussion dans le tableau suivant, les résultats relatifs au cas où A est nul se déduisant des considérations présentées au numéro 25.
/ ( A OU A' < Ellipse réelle.
\ ( A ou A' > G Ellipse imaginaire.
^ ^ a"ù, < G Hyperbole .
a" = Parabole.
A ou A' < G 2 points réels à distance finie.
l A ou A' > G 2 points imaginaires à disû^'t^G } tance finie.
r A = A' = G 2 points confondus à distance \ finie.
b ovl b' :^0 2 points réels dont Tun à Tinfini.
/ A'' < G 2 points réels à Tinfini.
A" > G 2 points imaginaires à l'infini.
A" = G 2 points confondus à rinfini.
Exemples numériques
1° Considérons l'équation
tt2 4- io2 -I- 2vio — %uv =z 0.
Comme le coefficient de w^ n'est pas nul, on voit tout de suite que la conique est une ellipse ou une hyperbole, ou se réduit à deux points à distance finie. On pourrait, pour distinguer ces différents cas, former l'expression de A ; mais il sera préférable d'opérer directement, car de la discussion résultera sans peine la position de la courbe dans le plan.
L'équation peut s'écrire, en décomposant en carrés,
(w -h vf -h w2 __ 2t^u _ u2 _ ou [w -\- v)'^ -\- [u — vY — 2r- = 0.
Supposons les axes de coordonnées rectangulaires, et faisons la transformation :
réquation devient
et réquation ponctuelle correspondante est
On reconnaît l'équation d'une hyperbole équilatère rapportée à deux diamètres conjugués.
Pour la construire, remarquons que le centre a pour équation w-hv =: ;
ses coordonnées sont donc et i, c'est le point 0'. La direction O'a;'
a pour point directeur le point (7=' — 7= ) et Taxe des y' est
parallèle à Oy. H est alors aisé de construire la courbe. Les asymptotes sont les bissectrices de OV etOy ; la courbe rencontre Oy aux points dont les ordonnées par rapport aux nouveaux axes sont ±:/2, les tangentes en ces points étant parallèles à OV.
On peut remarquer que réquation étant satisfaite pour w:=0, i€> = 0, la courbe est tangente à Ox au point qui a pour équa-
tion
c'est-à-dire pour coordonnées — 1 et 0.
2* Construire la courbe qui a pour équation
u^ — 4wt7 -f- 4t?2 — 2uw -\- vw = 0.
Comme le coefficient de w^ est nul, l'équation représente une parabole ou un système de deux points dont l'un est à l'infini. Décomposons en carrés; l'équation s'écrit
(w _ 2t? — io)2 — (2v -h wY 4- 4i?2 + i?io =
ou
ou encore
(u — 2v — w)^ —w^ — 2vw =
(u -2v -w)^ - (io-h^\\^ = 0.
Les deux premiers carrés peuvent se remplacer par un produit et
102 COORDONNÉES TANGENTIELLES. GÉOMÉTRIE PLAiNE
l'équation devient
Faisons la transformation de coordonnées :
v' = V, , 2u — 7r — kw
Nous supposons les axes primitifs de coordonnées rectangulaires.
1 7 Le point 0' a pour coordonnées — - et -» Taxe OV a pour
paramètres directeurs 2 et — I , O'y' est parallèle à Oy. L'équation transformée de la courbe s'écrit
9t,'2_4MVv/5"=0.
L'équation ponctuelle est
elle représente une parabole aisée à construire. On peut remarquer en outre que l'origine est située sur la
courbe, attendu que les tangentes issues de ce point à la courbe, ayant leurs directions déterminées par u^ — 4wt? -h 4i?2
= (u — 2l?)»=:0, sont confondues. La tangente à Torigine a pour paramètres directeurs 1 et —2.
En écrivant l'équation de la courbe sous la forme
on reconnaissait immédiatement que l'équation représentait une parabole, puisque 2u — v ne divise pas l'ensemble des termes du second degré en w et i?.
30 Reconnaître la nature de la conique dont l'équation tangentielle
est
u2 4- \v^ -h (X2 — 4)io* — 2\vw -\- ^uw — Zuv = 0,
suivant les différentes valeurs du paramètre X.
Il sera plus commode dans les questions de ce genre de se repor-
ter au tableau du n» 98 qui résume la discussion ; nous allons calculer A et A ou A'.
On a d'abord A = | (4X3 _ 13x2 _ gX + 36) ;
le second membre s'annule pour X 1= 2 ; on peut écrire
et comme a* = X^ — 4 ,
on a a'A = |(X — 2)2(X -f- 2)(4X2 - 5X — 18).
Le trinôme 4X2 — 5X — 18 a ses racines réelles et de signes contraires ; nous les désignerons par X' et X". Enfin il faut aussi connaître le signe de A ou de A' ; nous considérerons ici A' qui est plus simple que A,
Les valeurs remarquables de X, rangées par ordre de grandeur, sont _
On en déduit immédiatement le tableau qui suit
Nature de la conique
—■/ riypciDuie.
~"^ r^alaJJUie.
( Ellipse réelle.
? Hyperbole.
"^ 2 pUIIlLS Iccls (lUIll 1 UIl cSl a 1 llllllll.
-> njpclJJUlc.
y Ellipse imaginaire.
100. Les tangentes menées à la conique par Torigine sont déterminées par les équations
Si aa' — 6"^ > 0, ces tangentes sont imaginaires ; si aa' — b"^ <C 0, ces tangentes sont réelles et leurs coefficients angulaires sont racines de Téqùation
am^ — Wm + a' = 0.
Enfin, si aa' — b"^ = 0, au^ h- a'v^ -h Wuv est carré parfait, les deux tangentes sont confondues, la courbe passe par l'origine.
Ainsi Téquation tangentielle générale des coniques passant par Torigine et admettant en ce point une tangente de coefficient angulaire m est
(m -h vmf -h a"w^ -h ^bvio -h ^b'wu = 0.
Ce résultat peut s'obtenir immédiatement en observant que d'après le principe de dualité (50 et suivants), à une parabole correspond une conique passant par l'origine.
101. Conditions pour que Téquation générale du second degré en m, u, w représente un cercle.
Pour avoir l'équation tangentielle d'un cercle, nous écrirons qu'une droite, t/a: h- uy 4- 1(; = 0, esta une distance constante d'un point donné.
On a ainsi
î/2 _|_ ^2 — 2tzu cos 9 '
a et p désignant les coordonnées du centre, R le rayon et l'angle des axes.
Cette équation peut aussi s'écrire
^i i-— [y} -h u^ — 2uî; cos 6) = 0.
Pour que l'équation /(m, V, w) = au^ -f- a'î;2 h- a"w^ h- ^b-ow 4- Wwu -h Wuv = (1)
représente un cercle, il faut et il suffit qu'on puisse déterminer les nombres a, p, R et X, en sorte qu'on ait Tidentité
^/ X ^ r(Ma-+-V?H-W^)*sin*e , , 2 a ^xl
/(ti, v,w) = l\ (ti* H- V* — 2wt; cos 6) J
ou
f{u, V, iv)-h\(u^ + v'^^vv cos B) = \ .^ — JZ-JL—J
On déduit de là que la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (1) représente un cercle est qu'il existe un nombre X- en sorte que f{u, v, tv) -+- \u^ -\-v^— ^uv cos 6) soit le carré d'une fonction linéaire.
Remarquons d'abord que a" doit être différent de zéro, sans quoi l'expression qui précède, devant être carré parfait, ne pourrait renfermer la variable w ; on devrait avoir ô = b'= 0; /(m. «, w) se réduirait à une fonction homogène de tiet de v et l'équation représenterait deux points à l'infini.
Le coefficient de w^ n'étant pas nul, pour que l'expression f{u, r, itj) + X (u« -f. u* - 2uv cos e) soit carré parfait, il faut et il suffit que les mineurs de son discriminant qui contiennent a" soient nuls.
On aura
a'(û' + ^)-6' = 0, a'iô" -lcosQ) — bà' = 0.
Ces trois équations doivent donner pour X la même valeur : on aura donc
, „ ,, „ ,„ bb'-a"b"
cos
ou
cos
Dans le cas où les axes sont rectangulaires, ces conditions s'écrivent
Ces résultats pouvaient s'obtenir immédiatement en partant de l'équation ponctuelle.
Supposons ces conditions remplies, et proposons-nous de déterminer les coordonnées du centre et le rayon du cercle représenté par Téquation (1).
On a l'identité
/•(w, î;,w;)-f-X(u^-hî;3_2Mu cos 0) = — {a"tV'^b'u-^hv)\
A A' X étant égal à Tun des nombres j. ou j-r
On aura donc
de telle sorte que Téquation du cercle s'écrit
\a" a!' ! _ A sm^ 6
w^-Hu»— 2wu cose "~ ô^^*
Il en résulte que les coordonnées du centre sont — et -,,
et que le rayon R est donné par
02 A sin^ e
On voit ainsi que le cercle n'est réel que si A est négatif.
102. Pour que réquation(l) représente une hyperbole équilatère, il faut que les directions asymptotiques soient rectangulaires.
Or nous avons vu (85) que Téquation aux coefficients angi>laires des asymptotes était
AW-+-2B'm-HA = 0.
Pour que ces directions soient perpendiculaires, il faut
qu'on ait
A+A' — 2B"cos6 = 0,
ô désignant l'angle des axes.
Si les axes sont rectangulaires, la condition devient
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EXERCICES ET NOTES
1. Déterminer la nature des coniques représentées par les équations
U2 _ ^8 _|_ 3^î _ '^2,UW = 0, t^2 _|_ ^2 — ^^ — . Q^
vw + wu -\- 2uv = 0,
(m - i?)2 — 2t?io = 0,
ti^ + 10* — tJWJ — 2wu H- Ml? = 0.
2. Discuter la nature des coniques représentées par l'équation
M* + 2t?2H- (X2 - l}io2 — 2Xt?io -h 2mio — 3XMt? = 0, quand le paramètre X varie.
3. Discuter la nature des coniques représentées par l'équation
aw* — i?2 4- pio* — 2(x,vw — 2uv = 0, lorsque le point (a, P) se déplace dans le plan,
4. On c^nne un cercle, une droite D et un point A; jjar le point A, on mène une droite quelconque qui rencontre la droite D au point B. Trouver l'enveloppe de la droite qui joint le point B au pôle de la droite AB par rapport au cercle.
Cette enveloppe est une conique ; discuter la nature de cette conique en supposant que le point A se déplace dans le plan y le cercle et la droite D restant fixes.
Soient a?^ _^ y» — R* = 0, y — m =
les équations du cercle et de la droite, et a, p les coordonnées du point A.
Soit wa? -f- vy 4- to = Téquation d'une des droites dont on cherche Tenveloppe ; elle rencontre la droite D au point
B(y=:m, X =. ^ j ; je forme Téquation de la droite AB,
et j'écris que son pôle est sur la droite tix-\-vy -\-w = 0.
On trouve ainsi pour équation tangentielle de Penveloppe, R*(m — P)w» 4- R*mu2 4- pio2 4- (R2 4. m^)vw 4- m^wu 4- R^awi? = 0.
Pour discuter cette conique, je forme
A = Ç (m - ?)[a2(R2 _ m») - (R» - mp)^],
Remarquons que si on considère a et ? comme coordonnées
courantes, Téquation
représente Tensemble des tangentes menées au cercle aux points de rencontre avec la droite D.
En supposant que cette droite rencontre le cercle en des points réels, on voit aisément que si le point A est dans les régions du plan couvertes de hachures, l'enveloppe est une ellipse, car a^ est positif; au contraire si le point A est dans les autres régions, l'enveloppe est une hyperbole. On peut remarquer que les ellipses sont toujours réelles, puisque
le mineur A par exemple est égal à R^mp — L ou à
(R2 _7nP)2
— - ; -j quantité négative.
L'enveloppe est une parabole si ? = 0, c'est-à-dire si le point A est sur le diamètre du cercle parallèle à la droite D.
Enfin si le point A est sur les autres droites de la figure, l'équation représente deux points.
On examinera d'une manière semblable le cas où la droite D ne rencontre pas le cercle.
Tous ces résultats peuvent d'ailleurs s'obtenir aisément par de simples considérations géométriques.
5. Trouver V enveloppe d'une droite s* appuyant sur deux droites données et ayant son milieu sur une autre droite donnée.
6. On donne une ellipse et un point A ; par ce point on mène une droite quelconque, du pôle \\ de cette droite par rapport à l'ellipse on abaisse une perpendiculaire sur cette même droite ; trouver l'enveloppe de cette perpendiculaire.
Soit ux-^vy-^w = l'équation d'une des droites A dont on cherche l'enveloppe; du point A (a, p) j'abaisse une perpendiculaire
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sur cette droite et j'écris que le pôle de la perpendiculaire est sur la droite A. On obtient ainsi Téquation tangentielle de l'enveloppe,
c^uv -f- avio — ?uw =z 0,
qui représente une parabole tangente aux axes de l'ellipse, et qui reste la même pour toutes les coniques homofocales.
7. Enveloppe de la droite qui joint les {.rojections d'un point quelconque d*une parabole sur l'axe et la tangente au sommet.
8. Enveloppe d'une droite qui joint les points homologues de deux divisions homographiques. Discuter la i.ature de la conique obtenue,
9. Enveloppe d'une corde d'une conique vue d'un point fixe sou^ un angle droit. Cas oit le point est sur la conique.
10. L'une des asymptotes d'une conique circonscrite à un triangle passe pur un /,oint fixe ; trouver l'enveloppe de l'autre asymptote.
Soit OAB le triangle; prenons OA et OU pour axes et soient iCoi 2/0 les coordonnées du point fixe.
L'une des asymptotes aura pour équation y—yQ—m(x — XQ)=:0; soit ux + vy-\-w = Téqualion de l'autre asymptote ; Téquation de la conique s'écrit
[y — 2/0 — ^(^ — Jt.'o)](tea7 -\-vy-\-w)-hk z= 0,
Écrivons que cette conique passe par les sommets du triangle donné ; on a trois équations entre lesquelles on éliminera aisément m et A. On trouve pour équation tangentielle de l'enveloppe
[u{a — XQ)-^w][v{b — yo)-\-w]—XQyQUV = 0.
Discuter la nature de cette conique et la construire.
11. Trouver l'enveloppe d'une droite telle que le produit de ses distances à deux points fixes soit constant.
12. Trouver l'enveloppe d'une droite telle que la somme des carrés de ses distances à deux points fixes soit constante.
13. On donne deux droites Oa;, Oy et un point A. Un cercle quelconque passant p-ir et k coupe les droites en B et C. Enveloppe de la droite BC.
Soit i^ -h i;i/ -f- 10 = l'équation de la droite BC. Le cercle
passant par Jes points Ô, B, G a pour équation
j'écris que ce cercle passe par le point A (xq, t/o) î on a l'équation tangentielle de Tenveloppe,
a^§-t- 2070^0 cos e + î/2 + ^aro + ^2/o = 0, qui représente une parabçle tangente aux deux droites.
14. De chaque point d'une droite on abaisse des perpendiculaires sur deux autres droites ; enveloppe de la droite qui joint leurs deux pieds,
15. On donne une conique tangente à deux droites Ox et Oy. Une tangente quelconque à cette conique rencontre ces droites en A et B. Lieu du quatrième sommet du parallélogramme construit sur OA et OB.
16. On donne un cercle et un point A. Par ce point on mène une sécante ABC; on joint le point B au point C diamétralement opposé à G. Enveloppe de la droite BC'.
17. Étant données deux tangentes à une conique, on leur mène des parallèles par les différents points de la corde de contact; trouver Venveloppe de la diagonale du parallélogramme ainsi formée qui est opposée au point de concours des tangentes. Cas où la conique est une parabole.
CHAPITRE VI POLES ET POLAIRES
103. Droites conjuguées. — On dit que deux droites sont conjuguées par rapport à une conique lorsqu'elles divisent harmoniquement les tangentes menées à la conique par leur point de rencontre.
Soit la conique représentée par Téquation
f{u, V, iv) = au^-ha'v^-]-a''w^-\-^bvw-h''2b'wu-hWuv = 0. (1)
Considérons deux droites ayant pour coordonnées Wq, Up, Wq et Ml, Vi, Wi, et proposons-nous de trouver la condition pour que ces deux droites soient conjuguées par rapport à la conique.
Une droite quelconque passant par Tintersection de ces deux droites a pour coordonnées Xi/q-h fiwi, Xv^ h- fiVi et Xwq -+• iJ.Wi ; les valeurs de X et de ^l correspondant aux tangentes issues de ce point à la conique seront déterminées par réquation
ou, en développant,
Pour que ces deux tangentes soient conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites données, il faut que les
deux valeurs de — déterminées par Téquation qui précède
soient égales et de signe contraire (14) ; on doit donc avoir
ou
Cette relation développée s'écrit
-H à\v^v^ -h v^ui) = 0.
104. Pôle d'une droite. — Théorème. — Les droites conjuguées d'une même droite A passent par un point fixe qu'on appelle le pôle de la droite .
Soient i/q, «o, w^q les coordonnées de la droite a. et w, v, w celles d'une droite conjuguée. On a la condition
ce qui montre que la droite (u, v, iv) passe par un point fixe qui a pour coordonnées fi, , fl , /*,'. . Ce point est le pôle de la droite a et Téquation (2) est l'équation de ce pôle. . D'après ce qu'on a montré plus haut (88), ce point est l'intersection des tangentes menées à la conique aux points où la droite a coupe cette conique.
105. Pour que ce point existe, il faut que les trois dérivées
ne soient pas nulles en même temps.
Si l'on a
le déterminant du système de ces trois équations est nul et l'équation (1) représente alors un système de deux points; les valeurs de Uq^ d^, iVq qui annulent les trois dérivées sont précisément les coordonnées de la droite qui joint ces deux points.
On voit donc que si Téquation (1) représente une véritable conique, une droite quelconque du plan admet un pôle bien déterminé.
Il en est de même dans le cas où Téquation représente un système de deux points, sauf le cas où la droite se confond avec la droite joignant les deux points.
Ce résultat est d'ailleurs conforme à la définition du pôle d'une droite par rapport à un système de deux points (28).
106. Proposons-nous maintenant de chercher si deux droites distinctes peuvent avoir le même pôle par rapport à une môme conique.
Wq» ^0» ^0 et Ml, «1, Wi désignant les coordonnées de ces droites, on doit avoir, pour qu'elles aient le même pôle,
/«i /t'i /wj ou
Or les premiers membres de ces équations peuvent s'obtenir en remplaçant dans les fonctions fu, fl, fw les variables w, r, w respectivement par UQ-h^Ui, u^H-^^Vi,
On doit donc avoir pour une valeur déterminée de ^,
fiv{uQ H- Xwi , Uo "+■ ^^1 ' Wq-^Iwi) = 0;
cela nous montre que l'équation doit représenter un système de deux points et que la droite qui joint ces deux points a pour coordonnées Uq-{-\uu v^+lVi^ WQ-\-'kWi'j cette droite doit donc passer par le point de rencontre des deux droites données.
Donc pour que deux droites aient le même pôle par rapport
à une conique, il faut que celte conique se réduise à deux points et que les deux droites se coupent sur la droite joignant les deux points.
107. Polaire d'un point. — On appelle polaire d'un point la droite qui a ce point pour pôle.
Soitle point (x^, y^^ Zq) ; si Wq, !;„, Wq désignent les coordonnées de la polaire de ce point, on aura
- fi^ = aW(, -h b"vç, -+- b'w^ = Xa?o,
_ fl^ = Ij"u, 4- a'v, 4- bw.
2 flv^ = ^\ -+- ^"o -+- «X = >^Zo
Tout revient à résoudre ce système par rapport à Mq, Uq? ^o- Premier cas. — Supposons qu'on ait a b" // A = 6" a' b
c'est-à-dire que l'équation (1) représente une véritable conique. On peut alors résoudre le système (3) d'après la règle de Cramer ; on aura
AMo = X(AiCo4-B''yoH-B\),
AUo = H^"Xo 4- A'î/o -+- BZq),
qu'on peut écrire, en désignant par o{x, y, z) = kx^ -H A^v^ + A"z2 h- ^làyz+ ^^'zx-^-Wxy = l'équation ponctuelle de la conique,
l'équation de la polaire sera donc
résultat qu'on établit en géométrie analytique.
Rappelons que deux points sont conjugués quand la droite qui les joint rencontre la conique en deux points conjugués harmoniques par rapport à ces deux points ; chacun d'eux est alors situé sur la polaire de Tautre, et la relation qui lie les coordonnées ar^,, t/o, Zq et x^, y,, Zi de ces deux points est
ou AxqXx
■ A'yo?/i
AVi-+-%o2i-+-V7i)
Deuxième cas. — Supposons A = 0, et l'un au moins de ses mineurs différent de zéro, soit par exemple (*)
A'' = aa' — &"2 7^ 0.
L'équation représente deux points distincts.
On peut alors résoudre les deux premières équations du .système (3) par rapport à w© ©t ^o> ^t, en transportant ces valeurs dans la troisième équation, on obtient
wo b'
et comme A = 0,
il reste
-XaJo
bwQ — Xi/o
a"wQ — X3q
Le coefficient de X peut s'écrire
.Vo ou
égalé à zéro, il exprime la condition pour que le point (xq, î/q, Zq
(1) On peut toujours supposer que le mineur différent de zéro soit l'un des mineurs appelés principaux, A, A' ou A", car si ces trois mineurs étaient nuls ainsi que A, les trois autres mineurs seraient aussi nuls d'après les formules du n® 93.
soit sur la droite D joignant les deux points représentés par Téquation (l).
Nous aurons donc deux cas à distinguer :
1» Le point (x^^, i/q, Zq) n* est pas sur la droite D. Le système (3) est équivalent au système
a b" Xq
Le coefficient de X étant différent de zéro, pour que la troisième équation soit satisfaite, il faut qu'on ait
X=:0; les deux premières équations se réduisent alors à
elles déterminent la droite D.
,En conséquence, tous les points en dehors de la droite D ont pour polaire cette droite.
2° Le point (û7y, i/q, Zç^ est sur la droite D.
Le coefficient de x est nul et le système (3) se réduit aux deux équations
les coordonnées de la polaire satisfont à Téquation
^0 .Vo
Si l'on y considère Wq, ^o» ^o comme coordonnées courantes, cette équation représente un point situé sur la droite D, et toute droite passant par ce point est polaire du point (x^^ 2/0, z^). Ce point et le point donné divisent harmoniquement les deux points représentés par l'équation (1).
Troisième cas. Supposons A = 0, et tous ses mineurs nuls. Dans ce cas /*{?«, 1?, w) est carré parfait, et l'équation {{) représente un point double.
L'un des coefficients a, a' ou a" est différent de zéro; supposons
On peut tirer Mq de la première équation du système (3;, et en remplaçant dans les deux autres, observant que tous les mineurs de A sont nuls, on obtient le système suivant, équivalent au système (3) :
Xb'x^ — az^ = 0.
Les conditions peuvent s'écrire
ô"a?o — ai/o = 0, b'xo — azo =z
fo __ yo _ fo a " b"" b"
elles expriment que le point donné coïncide avec le point double, car f{u, V, w) étant carré parfait, sa racine est proportionnelle à une dérivée partielle, fu » puisque a ^zf: 0.
4° Supposons que U point (aro, y©» -^o) **^ coïncide pas avec le point double.
Pour que les deux dernières équations du système (5) soient satisfaites, il faut que X soit nul.
La première équation devient alors
fi = 0;
elle exprime que la polaire passe par le point double.
2° Supposons que le point (xq, yg» -^o) coïncide avec le point double. Les deux dernières équations du système (5) sont satisfaites quel que soit ^ ; la polaire est donc déterminée par Téquation
et comme X est arbitraire, une droite quelconque peut satisfaire à cette équation ; la polaire du point double est donc entièrement indéterminée.
108. Tous ces résultats peuvent être résumés de la manière suivante :
lo Si réqualion (1) représente une véritable conique, une droite quelconque a un pôle bien déterminé et un point quelconque a une polaire également bien déterminée.
2*» Si Téquation (1) représente deux points distincts A et B,
toute droite autre que la droite AB a un pôle situé sur la droite AB; le pôle de la droite AB est un point quelconque du plan. Tout point en dehors de la droite AB a pour polaire la droite AB, et tout point situé sur la droite AB a une infinité de polaires assujetties simplement à passer par le conjugué harmonique du point donné par rapport à A et B.
3° Si réquation (1) représente un point double, toute droite ne passant pas par le point double a pour pôle ce point double, et toute droite passant par le point double a pour pôle un point quelconque du plan.
Tout point autre que le point double a pour polaire une droite quelconque passant par le point double, et le point double a pour polaire une droite quelconque du plan.
Théorème. — Si par deux points d'une droite^ on mène
des tangentes à une conique^ le point de concours des diagonales
du quadrilatère formé par ces tangentes est le pôle de la droite.
Menons les tangentes par les points AetB; on obtient le
quadrilatère CDEF P^ dont le point de
concours des diagonales est le point I ; je dis que I est le pôle de AB.
D'après les propriétés harmoniques du quadrilatère complet ABCDEF, DFest divisée harmoniquement par les points I et H, le faisceau A.HFID est harmonique ; on en conclut que AI et AH sont conjuguées par rapport à la conique et que AI passe par le pôle de AB. Pour une raison analogue, BI passe par le pôle de AB; ce pôle est donc le point I, le théorème est démontré. Si on applique le théorème aux points C et E, on voit que CE a pour pôle le point H ; de même DF a pour pôle le point K.
Triangles conjugués. — On dit qu'un triangle est con
jugué par rapport à une conique lorsque chacun de ses côtés a pour pôle le sommet opposé.
Il existe une infinité de triangles conjugués par rapport à une conique.
En effet, par un point arbitraire A. menons deux droites conjuguées quelconques, traçons la polaire du point A qui rencontre ces droites en B et G ; le triangle ABC est conjugué par rapport' à la conique.
Dans cette construction, le point A est arbitraire, ainsi que Tune des droites AB ou AC; les éléments d'un triangle conjugué dépendent donc de trois paramètres arbitraires.
Le théorème précédent (109) peut s'énoncer de la manière suivante :
Les diagonales d'un quadrilatère complet circonscrit à une conique forment un triangle conjugué par rapport à cette conique.
Remarquons que si un triangle est conjugué par rapport à une conique, deux sommets quelconques et deux côtés quelconques sont conjugués par rapport à la conique.
Coniques conjuguées par rapport à un triangle
On dit qu'une conique est conjuguée par rapport à un triangle lorsque le triangle est conjugué par rapport à la conique. Nous allons chercher l'équation tangentielle des coniques conjuguées par rapport à un triangle.
Nous supposerons d'abord que l'on prenne pour axes de coordonnées deux côtés OA et OB du triangle.
Désignons par a l'abscisse du point A et par ? l'ordonnée du point B.
Soit
/(m, V, w) = au^ -+- aV -+- a"w^ + "ihvw -f- Wivu + Wuv =
l'équation générale des coniques.
Écrivons que le pôle de Ox est le point B. L'équation du pôle de Oa: est
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on doit avoir
En écrivant que Oy a pour pôle le point A, on obtient de même
Ces conditions sont suffisantes, car si elles sont remplies AB aura pour pôle le point 0.
L'équation de la conique s'écrit alors, en remplaçant a et d par leurs valeurs tirées des relations précédentes,
ô'aa^ -h h\xP- -h o!uP^ -h "Ihvw + "ib'uw =
ou encore
a p \ a py
On peut dire que Téquation générale de ces coniques est
A, B et G désignant des nombres arbitraires.
Supposons maintenant que le triangle soit rapporté à des axes quelconques a^Oj/; soient art, j/i*, iP2, 2/2 ; a?3, 2/3 les coordonnées des sommets A, B et G de ce triangle.
Si nous prenons pour nouveaux axes de coordonnées AB et AC, réquation générale des coniques conjuguées par rapport au triangle, s'écrit.
A{w'a 4- w'f + B(î;'P 4- w'Y -+- Cm;'2 = 0,
a et p désignant les longueurs AB et AG.
Pour revenir aux premiers axes, nous utiliserons les formules de transformation établies au numéro 34.
Remarquons que les coordonnées du point directeur de AB
X2 — Xi Va """ Vi sont et ^ ^ ; pour la direction AC, ces quan-
tités sont
3?3 Xi t/3 J/i
On aura donc les formules
u{x2 — x^) ^ v(y2 — yi)
, UiXz—Xi) %3— î/l)
Réduisons les deux premières équations au même dénominateur et ajoutons à chacune d'elles la troisième équation membre à membre ; on a
u'a -h iv' = wa?2 -+■ vy2 -h w,
«'p -H W)' = wara -h uj/a -h zt',
L'équation de la conique devient donc
A(Mar2+v2/2-l-w;)*-+-B(tia:3-+- vï/3-H2^f-hC(wa?i-+-vyi-Mt;)* =0;
elle est de la forme
\(uXi -hvy^-hwY-i- l^i^Xi -H vy2 -h wY -H y<z[ux^ + uy 3 4- t/^)* = 0,
ou, en désignant par P^, Ps, P3 les premiers membres des équations des sommets du triangle donné, on voit que l'équation générale tangentielle des coniques conjuguées par rapport à ce triangle est
112. Théorème. — Si deux triangles sont conjugués par rapport à une conique, leurs six sommets sont sur une conique et leurs côtés sont tangents à une conique.
Soient xi, yi (t = i, 2, 3, 4, 5, 6) les coordonnées des six sommets des triangles.
L'équation tangentielle d'une conique conjuguée par rapport au
triangle qui a pour sommets les trois premiers points est
S '^i(tixi -+- vyi + ir)2 = ;
réquation tangentielle d'une conique conjuguée par rapport au triangle formé par les trois autres points est
^ M^isci -+- vyi -h w)^ = 0.
Écrivons que les deux équations représentent la môme conique ; on obtient une identité de la forme
On en déduit
^[lixj = 0, ^t^/y? = 0, ^[liooiyi = 0,
On a six équations homogènes à six inconnues, (ii, fXj..--» Ke,* le déterminant du système doit être nul ; on a donc
xiyi a?2.V2 x^ys x^y^ x^y^ x^ya
yl
yl
ce qui prouve bien que les six points sont sur une conique.
En transformant cette propriété par polaires réciproques, on a la seconde partie du théorème.
113. Théorème réciproque. — Si deux triangles sont inscrits dans une conique, il existe une conique conjuguée par rapport à ces deux triangles.
Si le déterminant précédent est nul, il existera une relation linéaire et homogène entre les éléments de ses lignes ; on aura donc la suite d'égalités
^\LiXi = 0, ^l^.Vi = 0, ^[i! = 0,
d'où l'on déduit l'identité
\^lii(uxi -h vy, 4- îo)2 =0,
ce qui montre que les équations tangentielles
1=3 ^fJL;(lM5/ 4- t?y , + «?)» = 0,
^[ii(uxi 4- vyt 4- w?)» =
représentent la même conique, qui est conjuguée par rapport aux deux triangles.
Corrélativement, si deux triangles sont circonscrits à une même conique, il existe une conique conjuguée par rapport aux deux triangles.
EXERCICES ET NOTES
i. Triangles polaires réciproques. — On dit que deux triangles sont polaires réciproques par rapport à une conique lorsque les sommets de l'un sont les pôles des côtés de l'autre. La réciproque est vraie.
Théorème. — Les droites qui joignent les sommets correspondants de deux triangles polaires réciproques passent par un mêm,e point.
Soit f(u, t?, to) = l'équation tangentielle de la conique ; et soient
a z= ojp 4- a'y 4- d'z := 0,
^ z=z bx -h b'y -h Vz = 0,
Y zn ca; 4- c'y. 4- c*^ =
les équations des côtés BC, GA, ÂB d'un triangle ABC ; nous allons démontrer que si l'on mène par les sommets les droites conju-
guées des côtés opposés, les trois droites obtenues sont concourantes.
Une droite quelconque passant par le point Â a pour équation P -I- Xy = ; pour qu'elle soit conjuguée du côté BC, on doit avoir
(à -h Xc)/-^ -+- (&' -+- Ic')^' -h (b" + V)/-i" = 0, d*où Ton tire, en posant pour simplifier récriture,
hfL -+- h'fk' 4- 6'r> = <b + aït' + «'Ï6- = (««'),
[ac) Nous obtenons donc la droite
P(ac) — y(^*) = ^• Les deux autres droites auront pour équations
-((ha) — aL(bc)= 0, a(c&) — P(ca) = 0.
En additionnant on a une identité ; donc les trois droites sont concourantes.
En transformant par le principe de dualité, on obtient le théorème suivant :
Les points d'intersection des côtes correspondants de deux triangles polaires réciproques sont en ligne droite.
D'ailleurs, Tun de ces deux théorèmes résulte de l'autre, d'après les propriétés de deux triangles homologiques ; on peut donc dire que deux triangles polaires réciproques sont homologiques.
2. Démontrer que, réciproquement ^ deux triangles homologiques sont polaires réciproques par rapport à une conique,
3. Etant donnés deux triangles ABC, AiBiGi, parles points A,B, C on mène les droites respectivement conjuguées de BiCi, Ci Ai, AiBi. Si ces droites passent par un même point, les droites passant par Al, Bi, Ci et respectivement conjuguées de BC, CA, AB, se coupent aussi en un même point.
Prenant les mêmes notations que dans l'exercice 1, les trois premières droites auront pour équations
p(cai) = Y(6ai),
a(&ci) = P(aci),
et pour que ces droites soient concourantes, il faut qu'on ait
(cai){abi}{bci) = {bai){cbi)(aci) ; cette relation étant symétrique par rapport aux deux triangles, le théorème est démontré. (*)
Si la conique se compose des deux points cycliques, deux droites conjuguées quelconques sont perpendiculaires ; on a alors Ténoncé suivant :
Si deux triangles sont tels que les perpendiculaires abaissées des sommets d'i Vun sur les côtés de Vautre soient concourantes^ inversement les perpendiculaires abaissées des sommets du deuxième sur les côtés du premier sont aussi concourantes.
4. Les polaires des milieux des côtés d'un triangle par rapport à toute conique inscrite déterminent un triangle dont Vaire est égale à celle du triangle donné,
5 . Par un point quelconque du plari, on peut mener une infinité de Couples de droites conjuguées ^ qui constituant deux faisceaux en involution. Trouver les points du plan pour lesquels deux droites conjuguées quelconques sont perpendiculaires. Ces points sont les foyers.
6. Si par deux points B et C conjugués par rapport à une conique ^ on mène deux droites qui se coupent en un point a de la courbe, la corde bc que ces deux droites interceptent sur la conique passe par le pôle A de BC. Théorème corrélatif,
7. Uéquation générale des coniques ayant pour centre le point (a;, y), et pour diamètres conjuguas deu^ droites de coefficients angulaires m et m\ est
[ux 4- «y -K u>Y 4- X(w 4- ^n^f 4- tJt(w 4- vm')^ = 0.
Ces deux diamètres forment en effet avec la droite de Tinfini un triangle conjugué par rapport à la conique
(1) Cette démonstration et celle qui précède sont dues à M. Darboux.
114. Centre. — On appelle centre d'une conique un point tel que toute droite passant par ce point rencontre la courbe en deux points symétriques par rapport à ce point.
Il résulte immédiatement de cette définition que le centre est le pôle de la droite de Tinfini, et que, réciproquement, si le pôle de la droite de l'infini est à distance finie, ce point est un centre.
Soit
f[u, v,w) = au'-^a'v^-\-a!'iv^-^'ibvtv-\-WwU'\-2b"uv = {i (1)
Téquation tangentielle de laconique.
L'équation du pôle d'une droite quelconque (u^, v^, w^) est
ou encore
Si la droite est à l'infini, Uq et v^ sont nuls, et l'équation devient
Premier cas. d' z^ 0. La conique est une ellipse ou une hyperbole.
Le pôle est à distance finie. La courbe a donc un centre, qui
a pour coordonnées —jj et —, ou, si Ton veut, pour coordonnées homogènes b', à et a".
Dans le cas particulier où a est nul, l'équation (i) représente deux points, le centre est le milieu de ces deux points.
Deuxième cas. a" = 0. La conique est une parabole.
Le pôle de la droite de l'infini est à Tinfini, ce qu'on pouvait prévoir, puisque la courbe est tangente à cette droite. La parabole n'a donc pas de centre .
Le point où la courbe touche la droite de l'infini a pour coordonnées homogènes 0\ 6 et ; la direction asymptotique a donc pour paramètres directeurs b' et A.
115. Il résulte de là que l'équation générale des coniques qui ont pour centre le point (a:, y) est
au^ -h a'u2 -j- 2&''uiî + 2xuw -+- 2yvw + lo^ = 0. (2)
116. Théorème de Newton. — Le lieu des centres des coniques tangentes à quatre droites est une droite qui passe par les milieux des diagonales du quadrilatère formé parles quatre droites.
Soient Ui^Vi,wi (i=l,2, 3, 4) les coordonnées des quatre droites.
L'équation d'une conique ayant pour centre le point (a?, y; est Téquation (2) ; la conique étant tangente aux quatre droites données, on aura les relations
awj _^ a'v\ 4- 2b"u^Vi + 2xuiWi -|- 2yViWi + loj = 0, aul 4- a'vl -+- 26"t*2^2 + 2XU2W2 -+- 2yv2W2 4- io| = 0, aul -+- a'vl ■+- 2b"usVs -+- 2xu3Wz -+- 2yv.iW3 -h wl = 0, aul -+- «'^4 + 2b''uiVi. -+- 2xu^Wi. -\- 2yv^w^ + io| =z 0.
En éliminant a, a', h" entre ces quatre équations, on aura l'équalion du lieu.
On obtient ainsi
u\ v\ Wji?i 2xUiWi 4- 2yViWi 4- w\ u\ v\ «2^2 2XU2W.2 -h 2yv2W2 -f- lof ul vl UsVs 2xusW3 4- 2yvsW3 -hwî "" ' u\ vl W4V4 2xuj^Wi 4- 2yv^Wi. 4- f^l équation qui représente une droite.
Deux sommets opposés du quadrilatère peuvent être considérés comme formant une conique tangente aux quatre droites ; il en résulte que le milieu de ces deux points fera partie du lieu.
On voit ainsi que le lieu est la droite qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère formé par les quatre droites.
117. Exercice. — Lieu des centres des hyperboles équilatères conjuguées par rapport à un triangle.
Prenons deux côtés du triangle pour axes de coordonnées ; soient a Tabscisse du point A et p Tordonnée du point B. '
L'équation générale des coniques conjuguées par rapport au triangle OAB est (111)
A{ua 4- wf + B(t?p 4- w)^ -f- Cio» = ou, en développant, Aa2w2 + B?2v2 H- (A -+- B -+- C)io2 + %kaLUio 4- 2^^vw = 0. (3) Divisons par A-+-B4-C et posons
Aa _^ Bp _
a? et y désignant les coordonnées du centre.
Nous obtenons alors
(xxu^ -\- pyt?^ 4- "Zoouw 4- 2t/i?to 4- lo^ =z 0,
qui est Péquation de la conique conjuguée par rapport au triangle AOB et ayant pour centre le point (a?, y).
Écrivons que cette conique est une hyperbole équilatère ; nous aurons réquation du lieu.
On doit avoir
A 4- A' — 26" cos e = ou
a' a" — ft2 ^ a!' a — b'^—2(bb' — a'b") cos 8 = 0.
Il vient dans le cas particulier considéré
Py — y^ -hax — a?^ — 2an/ cos 6 = ou
x^-\-y^-\-2œy cos 6 — aa?— Py = 0,
équation du cercle circonscrit au triangle OAB.
118. Pour que l'équation générale (3) représente une parabole, il
faut que
L'équation générale des paraboles conjuguées par rapport au triangle OAB sera donc
\u [uoi 4- 2i/?) + {11? (up 4- 2to) = 0.
119. Diamètres. — Le lieu des milieux des cordes parallèles à une direction fixe dans une conique est une droite qu'on appelle diamètre conjugué de la direction donnée.
Ce lieu peut être en effet considéré comme la polaire du point à Tinfini dans la direction des cordes.
Soient a, p les paramètres directeurs de cette direction ; le point à Tinfini dans cette direction a pour coordonnées homogènes a, p, 0. Si w, V, w sont les coordonnées de sa polaire, fui fv et /li sont respectivement proportionnels à a, p et 0.
On a donc
PM
Ces deux équations déterminent le diamètre conjugué de la direction a, p.
120. Les diamètres étant les polaires des points situés sur la droite de Tinfini, doivent passer par le pôle de cette droite ; c'est ce que montre d'ailleurs la condition fi, = 0.
Il en résulte que dans Tellipse et l'hyperbole les diamètres passent par le centre, tandis que dans la parabole, ils sont parallèles à la direction asymptotique.
121. Les relations (4) déterminent un diamètre tel que nous l'avons défini, seulement dans le cas où lepoint de coordonnées a, p, n'est pas situé sur la conique.
Dans le cas contraire, si ce point est situé sur la conique^ les équations (4) déterminent les coordonnées de la tangente en ce point, c'est-à-dire d'une asymptote si la conique est une hyperbole, de la droite de l'infini si la conique est une parabole.
122. Diamètres conjugués. — On dit que deux diamètres sont conjugués dans une conique à centre lorsque chacun d'eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre.
COORDONNÉES. — Il 9
Chacun de ces diamètres passe par le pôle de l'autre ; on peut donc les considérer comme deux droites conjuguées passant par le centre.
La relation qui lie les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués s'obtient en écrivant que les deux droites
sont conjuguées par rapport à la conique.
On trouve ainsi la relation connue
k'mm' -h mm -+- m') -+- A = 0,
qu'on pouvait déduire de l'équation ponctuelle de la conique.
123. Prenons comme axes de coordonnées deux diamètres conjugués quelconques, et cherchons l'équation tangentielle de la conique par rapport à ces axes. Les deux axes et la droite de l'infmi sont les côtés d'un triangle conjugué par rapport à la conique. Les équations des sommets du triangle étant
l'équation de la conique sera de la forme (111)
A«3 -h By2 + Cw^ = 0.
124. Axes. ~ On appelle axe dans une conique un diamètre perpendiculaire aux cordes qu'il divise en deux parties égales.
Il résulte de cette définition qu'on peut considérer un axe comme une droite dont le pôle est à l'infini dans la direction perpendiculaire à cette droite.
Soit ux -\- vy -\- 10 =
l'équation d'un axe ; la direction perpendiculaire a pour paramètres directeurs u — v cos 6 et v — u cos 6 ; le pôle de cette droite a pour coordonnées /J, fv, fL \ pour que ce point soit à l'infini dans la direction qui a pour paramètres
u — V cos 0, et V — u cos 6 il faut qu'on ait
u — V cos V — u cos 6*1 ^5)
Ces équations déterminent les coordonnées des axes ; la première est du second degré, la seconde du premier ; il existe donc deux axes en général.
125. Pour discuter les solutions de ces équations, on peut introduire une nouvelle inconnue S et écrire
u — V cos
V — u cos
ou
fi = 2S(w — V cos 6) ,
fl, = 2S(u — u cos 6),
ce qui donne, en développant et en écrivant de nouveau la seconde des équations (5),
(a— S)M-i-(/'"H-Scos ^)V'^b'w = 0, \ (ô^H-S cos 0)u-+-(a' — S)î;4-^i^ = 0, ( (6)
h'u H- bv H- d'w = 0. J
Les équations (6) sont homogènes en u^ v, w\ pour qu'elles admettent des solutions non toutes nulles, il faut que le déterminant du système soit nul. On doit donc avoir
a — S ^'^ -+- S cos e h'
F(S) = ô'-i-ScosÔ a' — S b =0.
Pour développer cette équation, on peut décomposer le déterminant en une somme de quatre déterminants :
a S cos 6 b'
— S Scose b
Scose o' b
Scosô —Sb
de telle sorte que Téquation peut s'écrire
F(S) = a'S^ sin» 6 — S( A -f- A' — 2B" cos 6) -+- A = 0.
Si dans les équations (6) on remplace S par une racine de cette équation, ces équations admettront un système de solutions en w, V, V) qui seront les coordonnées d'un axe.
126. Pour que les racines de l'équation en S soient réelles, il faut qu'on ait
(A -H A' — 2B" cos 6)2 — 4a'A sin» 6 > ,
et comme
oTù, = AA' — B''^
la condition devient
(A -h A'— 23" cos 0)2 — 4(AA' - B'^) sin^ 6 > 0. Ordonnons par rapport à B" ; on a
4B'2 — 4B''(A -4- A') cos e + ( A + A')^ — 4AA' sin^ 6 >
ou
[2B" — (A -h A') cos 0]2 -h (A — A')* sin* > 0.
Cette condition est toujours remplie ; l'équation en S a donc toujours ses racines réelles.
Pour que ses racines soient égales, on doit avoir
23" — (A 4- A') cos 6 = 0, ce qui donne
cos 6
On reconnaît les conditions pour que la conique soit un cercle.
127. C'est également dans ce seul cas que les équations (6) peuvent avoir leurs coefficients proportionnels et par suite admettre une infinité de solutions en m, u, w.
En effet, pour que l'on ait
il faut que
g — S _ b"-^S cos 6 _ b^ b' ~ b ~^'
b" H- S cos e _ g^— S _ b_ V ~ b "~^'
cos
s est alors racine double de l'équation.
On peut donc dire que si la conique n'est pas un cercle, C équation ew S g ses racines réelles et distinctes, et qu'à toute racine de cette équation correspond un seul système de valeurs de u, v, w donné par les équations (6).
Il est alors aisé de discuter
Premier cas. a" ^0. La conique est une ellipse ou une hyperbole.
L'équation en S a deux racines Si et S2 ; à chaque racine correspond un axe.
Je vais démontrer que ces deux axes sont perpendiculaires; soient, en effet, Mj, vi, tvi et U2, V2, iV2 les coordonnées des axes correspondant aux deux racines Si et Sj. On a
/•^ = 2Si(mi — «1 cos 6), fi^ = 2S2(m2 — z;2 cos 6),
fr^ = 2Si(ui •— Ml COS 0), fi^ = 2Sî(u2 — U2 cos 6),
Multiplions les trois équations de gauche respectivement par Wa, V2, W2, puis ajoutons; multiplions de même les trois équations de droite respectivement par Mi, Ui, Wi, puis ajoutons ; on a
"/«, -^ ^2fv^ -J- w^îAi ~ 2Si[wiW2 -f- V1V2 — («1^2 -+■ ^^1^2) COS G],
itifL, 4- u/t'2 -+- w^iA = 2S2[wiM2 -h UiUa — {UiV2 + ViWs) cos 6].
Retranchons, en remarquant que les premiers membres sont égaux ; il vient
= 2(Si — S2)[wiW2 -+- ViV2 — {UiV2 -+- ViUi) cos 6],
et comme Si — Sa n'est pas nul, on doit avoir
W1W2 -I- ViVi — {ViVi -h U2Vi) cos = 0,
ce qui montre que les deux axes sont perpendiculaires.
Et en même temps on a aussi, d'après les équations précédentes,
par suite les axes sont deux droites conjuguées ; ce sont deux diamètres conjugués rectangulaires.
Deuxième cas. a" =. 0, La conique est une parabole.
L'équation en S s'abaisse au premier degré, elle admet une seule racine,
■ A4-A' — ï!B"cosO' qu'on peut encore écrire, puisque a = 0,
ô-2-|-6'2-f-26ô'cose
Portons cette valeur de S dans la première des équations (6), remplaçons A par sa valeur — ab^ — a'b'^ -f- 2bb^b" ; on obtient,
u[a(b'' -+- ^bb' cos 6) ^ a'b'^ -+- ^bb'b"]
4_ y [^"(^2 -I- ô'2) 4_ (aô^ -h db'^) cos 6] -f- b'w(b^ -h 6'2 -f- Ibb' cos 0; = 0.
Cette équation, jointe à
détermine les coordonnées de l'axe de la parabole. De cette seconde équation, on tire
et en remplaçant dans la première on obtient
h\b'^ — b^) — bb\a — a') -f- [a'b'^ — ab^) cos 6
b^ -h b'^ -4- tbb' cos a
L'équation de Taxe peut donc s'écrire
b-i^h'^-^h^)-. bb\a — o!) + [a'b'^ — ab^) cos 6 _
^"^"^y^ b^ -^b''+2bb' cos i) ~^'
129. On peut obtenir cette équation plus rapidement en considérant Taxe comme le diamètre conjugué de la direction perpendiculaire à la direction as ympto tique.
Cette direction asymptotique ayant pour paramètres directeurs 6' et ô, la direction perpendiculaire aura pour paramètres b-hb' cos 6 et —(b' -hb cos 6) . 'Les coordonnées de son diamètre conjugué seront déterminées par
A -+- A' cos 6 — {b' -h b cos 6) ' A = 0.
Ces équations se déduisent aussitôt des équations (5) en remplaçant dans les dénominateurs w et u respectivement par les valeurs b et — b' que l'on déduit de la seconde équation /i, = 0.
En résolvant ce système, on obtient pour iv la valeur écrite plus haut.
130. Dans le cas où les axes de coordonnées sont rectangulaires, les formules (5) se simplifient et deviennent
fL = o,
L'équation en S s'écrit
Dans le cas de la parabole, lescoordonnées de l'axe vérifient les équations
et l'équation de cet axe est
b'(b" — b*) — bà'(a — a') „
131. Exercice. — Trouver V enveloppe des axes des coniques qui touchent deux droites fixes en des points donnés.
Prenons pour axes de coordonnées les deux droites données ; soit a l'abscisse du point A et p l'ordonnée du point B.
Nous allons chercher l'équation tangentielle générale des coniques tangentes en A et B aux droites Oo; et Oy.
il faut d'abord écrire que le pôle de Ox est le point A.
L'équation du pôle de Ox est
On doit donc avoir
De même pour que la conique soit tangente à Oy au point B, il faut qu'on ait
Tirons b et b' de ces relations et remplaçons dans l'équation de la conique ; il vient
a^w^ H vio-h-r u)u-h 2b''uv = 0,
qu'on peut mettre sous la forme
f{Uy V, w) = oL^uv + auw -h ^vw + Xio^ = 0,
^ étant une variable.
Les coordonnées des axes sont déterminées par les équations
fi ^ fi
u — v cos 6 V — u cos e
/•^ = 0, ou
a(Pt?H-to) p(aM-l-io)
M — V ces 6 V — u cos 6
OLU-\-"pV-\- 2>K? = 0.
On aura l'équation de l'enveloppe en éliminant X entre ces deux équations. Mais la première ne renfermant pas le paramètre X est précisément l'équation de l'enveloppe.
On peut l'écrire
a(Pt?H-io)(t>-— u cos e) — p(au4-to)(w — r COS 6) = 0,
OU
aP(w^ — v2)H-tiio(P-f-a cos 8) — t3io(a-f-p COS 6) = 0.
L'enveloppe est une parabole dont Taxe a pour paramètres directeurs P + a cos e et — (a + p cos 6) ; cet axe est donc perpendiculaire à la droite qui joint le point au milieu i de AB.
On voit en outre que les coordonnées des tangentes issues du point à cette parabole satisfont à la relation
c'est-à-dire que ces tangentes sont les bissectrices des axes de coordonnées. Le point est donc sur la directrice, qui se trouve être ainsi la droite 01, puisque cette droite est perpendiculaire à Taxe.
132. Tangentes aux sommets. — Les tangentes aux sommets, c'est-à-dire aux points où les axes rencontrent la conique, sont parallèles aux axes.
On aura les directions des axes en éliminant w entre les équations (o) ; on obtient
(B"— A'cose)w^ — wy(A — A') — (B" — Acose)u2 = o.
Les coordonnées des tangentes aux sommets devront vérifier cette équation ; elles vérifieront aussi l'équation de la conique
/*(«, r, îv) = 0.
On peut donc dire que ces deux équations déterminent les tangentes aux sommets. '
On aura les sommets eux-mêmes en prenant les points de contact de ces tangentes.
133. Les calculs sont beaucoup plus simples dans le cas de la parabole.
La direction perpendiculaire à Taxe a, comme nous l'avons vu, pour paramètres directeurs ô -h b' cos ô et — {b'-h b cos 6).
Les coordonnées de la tangente au sommet satisferont aux deux équations
u{b -h b' cos ^) — v{b' -h b cos Ô) =0,
Supposons, pour simplifier, les axes de coordonnées rectan-
gulaires ; la première équation devient
bu—b'v=0] on en tire
et en remplaçant dans la seconde il vient
ab'^-^a'b'-h2bb'b''-h2w{b'-hb'') ^ 0,
d'où
__ab''-ha'b^-i-2bb'b''
et l'équation de la tangente au sommet est
ab'^-ha'b'-h^bb'b" ^
^''^^y — 2(FTn— = '•
Le sommet s'obtient, soit en prenant le point de contact de cette droite, soit en prenant l'intersection de l'axe et de la tangente au sommet.
EXERCICES ET NOTES
1. L'équation générale tangentielle des coniques qui ont pour centre le point (a?, y) est
au^ H- a't?2 -h ib^uv •+■ 2jcuw -\- 2yow H- lo* = 0.
Dans certains problèmes, on peut partir de cette équation pour obtenir le lieu des centres d'une conique variable.
2. Lieu des centres des hyperboles équilatères inscrites à un iHangle,
Prenons deux côtés du triangle pour axes. OA = a, OB = P. L'équation de la courbe est
Wuv + 2xuw -h %yvw -h w^ = 0, avec la condition
ap a fs
Pour que la conique soit une hyperbole éqailatère, il faut qu on
ait
— x^ — y' — 2 cos 6(xy — b") =z 0.
Éliminant b" entre ces équations, on aTéquation du lieu,
g' 4- y^ H- 2ry cos e 2x 2y __
2^ cos e 3t ^ "" '
qui représente le cercle conjugué par rapport au triangle.
3 . Lieie des centres des coniques tangentes en un point donné à U7ie droite donnée, connaissant une droite et son pôle. Le lieu est une droite.
4 Lieu des centres des coniques tangentes à deux droites et passant par deux points.
Le lieu est une conique passant par le point d'intersection des deux droites, par le milieu de la distance qui sépare les deux points, par le milieu de la partie interceptée par les droites données sur la droite qui joint les deux points.
5. Soit xOy un angle fixe circonscrit à une conique, et AB une tangente telle que la partie AB comprise entre les côtés de Vangle ait une longueur minimum. Démontrer que les points k et ^ sont équidistants du centre.
La conique étant tangente aux deux axes a pour équation
2\uv + 2oouw 4- 2yvw -H lo* =: 0.
Soit - + 5 — 1 =0 réqualion de la tangente AB ; on aura
2X — 2^07 — 2ay -+- a? = et
AB* = a2 + ^2 — 2a? cos 8.
Différentions ces deux équations ; on aura
— 2xd^ — 2gda -f- arf? -H ?d(x = 0, adoL H- 3^3 — (acî? + pda) cos 6 = .
En éliminant da et d^ on trouve
207-- g _ 2y— p p — a cos 8 "~ a — ^ cos 8 qui montre que le centre est sur la droite perpendiculaire à AB menée en son milieu.
6. Un triangle ABC est circonscrit à une conique , les points de
contact étant a, b, c. Démontrer que la droite qui joint le sommet A au point d où le diamètre Oa rencontre la corde de contact bc passe par le milieu du côté BC.
7. Une hyperbole est tangente aux axes d'une ellipse et les asympto tes de V hyperbole sont tangentes à V ellipse ; démontrer que le centre de V hyperbole est sur Vun des diamètres conjugués égaux de V ellipse.
aHi>^-:^bH^ — w^z=z 0, (I)
2\uv + 2xuw H- ^vw + io2 = (2)
étant les équations de l'ellipse et de l'hyperbole ; les asymptotes de l'hyperbole sont déterminées par les équations (2) et (3)
ux -\- vy -\- w •=. Ç^ . (3)
Il faut écrire que les solutions du système (2) et (3) vérifient Téquation (1). Pour cela, éliminons w entre (2) et (3) puis entre (1) et (3) ; on a les équations
(ux H- vyf — 2Xuv = 0,
et pour que ces deux équations aient mêmes racines, il faut qu'on ait
^' "" y' ou
ce qui démontre le théorème.
8. On mène une tangente commune à deiu; coniques concentriques et on joint les points de contact au centre ; démontrer que ces droites et les cordes communes qui passent par le centre forment un faisceau harmoniqtce.
Étant donnée l'équation tangentielle d'u7ie ellipse
f{u, t?, lo) = 0, trouver Véquation de l'ensemble des diamètres conjugués égaux,
10. On considère des coniques ayant tm centre fixe et tangentes à une droite donnée en un point donné. Trouver le lieu des pôles d'une droite fixe et l'enveloppe des polaires d'un point fixe.
11 . On a vu, dans la recherche des axes d'une conique définie par réquation tangentielle f{u, r, w) = 0, que les coordonnées de ces droites satisfont à Téquation
U — V cos 6 V — u cos 8
Cette équation représente une parabole enveloppe des droites qui sont perpendiculaires aux droites qui joignent leurs pôles à l'origine .
Les axes de la conique sont alors les tangentes menées du centre à cette parabole.
i2. Enveloppe des axes des paraboles inscrites dans un triangle rectangle.
L'enveloppe est une courbe de troisième classe dont l'équation tangentielle est
(u» -t- t?2)u? 4- (m* -- i?2)(Ma — rP) = 0,
les axes de coordonnées étant les côtés de l'angle droit du triangle^ a, p désignant les longueurs de ces côtés.
13. Enveloppe des tangentes aux sommets des paraboles inscrites dans un triangle.
Prenons pour axes deux côtés du triangle, OA = a et OB = p. L'équation générale des paraboles tangentes aux trois côtés est
Zbvw + Wwu -h Wuv = 0, avec la condition
ôa + ô'p — &" = 0.
La tangente au sommet satisfait à l'équation de la courbe, et en outre elle est perpendiculaire à l'axe, c'est-à-dire à la droite qui a
pour coefficient angulaire y On aura donc la condition
h[u^v cos 6) = b'[v — u cos 6).
En éliminant 6, &', b" entre ces trois équations, on aura l'équation tangentielle de l'enveloppe ; on trouve
w (w2 + r* — 2uv cos 6) — «r [w (a cos 6 — P) -h t? (p cos 8 — a)] = 0.
On trouve la même courbe que dans l'exercice 6 du Chapitre 11. On sait en effet que le lieu des foyers des paraboles inscrites dans un triangle est le cercle circonscrit, et que les projections du foyer sur les tangentes sont sur la tangente au sommet.
14. Lieu des centres des hyperboles équilatères touchant deux droites données en deux points qui sont en ligne droite avec un point fixe ,
15. Lieu des centres et enveloppe des asymptotes des hyperboles inscrites dans un trapèze.
16. Enveloppe des axes et des asymptotes des hyperboles équilatères circonscrites à un triangle.
On forme réquation ponctuelle de ces courbes; pour avoir la première enveloppe, on écrit que la droite tox -t vy -{- w =z coïncide avec le diamètre conjugué de la direction perpendiculaire ; pour avoir la deuxième, on écrit que cette droite rencontre les coniques en deux points à Tinfini.
Ces deux enveloppes sont des hypocycloïdes à trois rebroussements.
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134. Étant donnée Téquation tangentielle d'une conique rapportée à des axes quelconques aOy faisant l'angle 6, nous nous proposons de trouver l'équation tangentielle de cette même conique rapportée à ses axes si cette conique est une ellipse ou une hyperbole, à son axe et à sa tangente au sommet si la conique est une parabole.
Premier cas. a" 96 0.
La conique est une ellipse ou une hyperbole.
Dans ce cas la conique admet deux axes dont les coordonnées satisfont aux équations
f" = fi ,
u — u cos V — wcosô'
Ces coordonnées sont déterminées à un facteur constant près ; nous pouvons nous donner a priori une relation entre ces quantités ; nous les assujettirons à la condition
w^-h«2 — 2mu cos = 1.
Nous désignerons par
UiX -h Viy -\-Wi =0, u^x -h r jt/ -h w;2 =
les équations des deux axes avec les relations
wj -+- uj — âwi^i cos 6 = 1,
(1) wl -h «i — 2w2Uî cos 6 = 1.
Nous prenons ces droites pour nouveaux axes de coordonnées, la première pour axe des y' et la deuxième pour axe des x'.
Nous désignons par x^ y et x\ y' les coordonnées d'un même point par rapport aux deux systèmes d'axes.
Les coordonnées x' et y' d'un point sont égales, au signe près, aux distances de ce point aux deux axes de la conique. Nous aurons donc, en choisissant convenablement les directions positives OV et Oy,
x' = {UiX -+- Viy -+- Wi) sin 6,
y' = (waO? -h v^y -h Wi) sin 6,
en tenant compte des relations (i).
Soit alors
l'équation d'une droite par rapport aux axes x'O'y'.
Cette môme droite aura pour équation par rapport au premier système,
u'{UiX -h Viy -h Wi) -+- V%UiX -hv^y-hw^)-h -r— r =
ou
w' xiuiu' -h Uzv') -h yiy^u' -t- v^o') -+- w^u' -h w^v' H- -: — r = ;
sm G
Si donc u, v, w désignent les coordonnées de cette droite dans le premier système d'axes, on aura, à un facteur constant près,
U = UiU' + u^v'y
V = ViU' + V2V', W = tViU -h WzV H : — - •
sm 6 L'équation de la conique devient alors
/' ( UiU' -H WaU', ViU' -h v^v\ îv^u' -h W2V' + -: — - ) = .
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On peut récrire
sm 6
' \ ' sm G/
On peut alors développer les deux premiers termes ; il vient
sin6
A(^ii ^u w^i)-
^jj^AK,«.,«;,)-Ha'^j^^=0.
Or, Ml, Vu Wi et «2» î^2, î^î étant les coordonnées des axes, les coefficients de u'v\ vive! et v'w' sont nuls. De plus, nous avons vu (125) que
/i^ = 2Si(î/i — Ui cos 0), n^ = 2Si(yi - wi cos 0), Al = 0, Si désignant une racine de l'équation
F(S) = A — S(A4-A' — 2B"cos e)4-a''S2 sin^ 6 = 0.
En multipliant les trois équations précédentes respectivement par M,, Vi, Wu et ajoutant, on a
^lA + «1 A -+- ^1 A = 2Si(Mf -+- rf — 2wit;i cos 6) ou
/•(wi, ui, w^i) = Si.
On aurait de même
/*(W2, Uj, w;2) = Sa, et réquation réduite est
Siu'2 -+- Ssu'^ -H .
sin^ G
Si et S2 désignant les deux racines de l'équation en S qu'on peut aussi écrire
a - S ô'' 4- S cos ô b'
6'-hScos6 a' — S b b' ' b a"
COORDONNÉES. — 1( lO
On en déduit immédiatement l'équation ponctuelle de la
conique :
x'^ xj'^ sin2
135. On peut, en partant de cette équation, retrouver les conditions pour que Téquation donnée représente une ellipse ou une hyperbole.
Pour que l'équation réduite représente une ellipse, il faut
que Si et S2 soient de même signe, c'est-à-dire que le produit
des racines de l'équation en S soit positif.
On a ainsi
Pour que l'ellipse soit réelle, il faut que les deux racines soient de signe contraire à a". Or la somme des racines est
(A-f-A^ — aB'^cose)
a" sin^ Ô on devra donc avoir
A + A' — 2B''cos6<0.
Or, il est aisé de voir que le premier membre de cette inégalité a le signe des deux quantités A et A' ; il nous suffit de démontrer que l'on a
I A 4- A' I > I 2B' cos I ou
( A -f- AO' -- 4B"2 cosM > ou encore
A2 -i- 2AA'(1 — 2 C0S2 0) -h A'2 ^ 4(AA' — B'^) cos^ 6 > 0.
Or le trinôme A^ -+- 2AA' (1—2 cos^ ô) -h A'^ est toujours positif, ainsi que le coefficient de cos^ G.
On en conclut que l'ellipse jest réelle si A ou A' est négatif, et imaginaire dans le cas contraire.
La conique sera une hyperbole si Si et S2 sont de signes
contraires, c'est à-dire si
Tous ces résultats sont contenus dans le tableau qui termine le numéro 98.
Deuxième cas. a
La conique est une parabole.
L'équation en S admet une seule racine, -7 — — -r ,
^ A-+-A' — SB^cosô
et à cette racine correspond un axe que nous prendrons pour axe des a?', en écrivant son équation sous la forme
u^x -h v^y -hW2 = 0, avec la condition
wî + «2 — âwjya cos 6 = 1.
Pour axe des y' nous prendrons la tangente au sommet, et nous écrirons son équation
UiX -+- Viy -\-Wi = 0, avec la condition
ul -hv\ — 2miVi cos 6 = 1.
L'équation de la conique devient alors comme précédemment
Ma, V2, W2 étant les coordonnées de Taxe, on a
et
Comme tii, «i, r^i sont les coordonnées de la tangente au
sommet, on aura
/*(wi. Vu Wi) = et
puisque le point de contact de cette tangente est situé sur Taxe.
L'équation réduite est donc
^2v'^+-r—JUuu t?,. Wi) = sin u
ou
S2t7'2H — ^— (6'wi 4- bVi) = 0; sm 6' '
Ml et ui seront déterminés (d33) par les équations
Mj _ ^1
A' -i- ^ cos ~~ 6 4- ^' cos 6
et
Mf-huJ — 2w,ui cos 0^1.
On en déduit sans peine
b'ui -^bvi = -h -T— r s/b^-hb'^-h'iàà' cos ê. ~~ sm e
Remarquons aussi que
A -4- A' — 2B" cos = — (62 + A'â + 2ÔÔ' cos 0), puisque a" = 0; par suite
2 62-h6'2^_266' cosO
L'équation réduite peut donc s'écrire
Au'2 sin2 G zh 2a'M;'(62 -+- b'^ 4- 266' cos e)« = 0.
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Si p désigne le paramètre, Téquation s'écrit
ptj'2 zh 2u'w' = 0, et ron a
I ^ I sin^ e P=
|A| désignant la valeur absolue de A.
138. Applications numériques. — 1° Soit à trouver Téquation réduite de Thyperbole équilatère déjà étudiée au numéro 99. Son équation, rapportée à des axes rectangulaires, est
t«2 _j_ ^2 _f_2t?io — 2uv = 0.
On a
l'équation en S est donc
par conséquent Téquation réduite est
Son équation ponctuelle est
aj'2 — y2_j_^~ 0.
2<^ Considérons maintenant la parabole qui a pour équation
u^ — 4wr 4- 4i?2 — 2aw? -h t?io = .
Calculons son paramètre, en supposant droit Tangle des axes,
par conséquent
139.. Dans les problèmes où figurent des coniques de grandeur constante, il faut se servir de Téquation aux longueurs des axes ou de Texpression du paramètre.
Si Ton veut écrire par exemple qu'une ellipse a pour demilongueurs d'axes a et p, on écrira que Téquation en p^
aV + ^^l^-t- A' — SB" cos 6)p2 + a sin^ 6 =
a pour racines a* et p*, c'est-à-dire que
ISO COORDONNÉES TANGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE PLANE
A -h A' — 2B'' co.se
... A sin^ e
140. Problème. — Une ellipse de grandeur constante tourne autour de son centre ; trouver le lieu du pôle d'une droite fixe et l'enveloppe de la polaire d'un point fixe.
Prenons deux axes rectangulaires passant par le centre de Tellipse, Taxe des y étant parallèle à la droite fixe.
Soit
réquation de la droite fixe ; appelons a et p les demi-axes de Tellipse.
L'équation de cette courbe sera
f(u, t?, w) = au^ ■+■ a'v^ -f- 2b"uv + lo^ = ; on peut en effet supposer qu'on a préalablement divisé le premier membre de l'équation par a" ; de plus le centre étant à Torigine, les coordonnées de ce point sont nulles.
Écrivons que les demi-longueurs des axes sont égales à a et P ; on
(2) a2p2 = aa' — b'K
Les coordonnées du pôle d'une droite (w, u, w) sont
_ fu _ au H- b^v
_fv__ b^u-ha'v ,
nous aurons les coordonnées du pôle de la droite fixe donnée, en faisant dans ces formules
On obtient
— P—P En éliminant a, a' et b" entre les équations (2) et (3), on aura réquation du lieu.
On obtient sans difficulté
pi{x^ + y2) —px{a^ -h p2) _j_ a2ps = 0, équation d'un cercle qui a son centre sur Ox.
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Cherchons maintenant Tenveloppe des polaires d'un point par rapport à la même ellipse.
Prenons deux axes rectangulaires passant par le centre de Tellipse, Taxe des œ contenant le point fixe, dont nous désignerons l'abscisse par d.
Si M, r, K? sont les coordonnées de la polaire de ce point, on aura
au-\-h''v > 1
6''w-ha't? = 0. \
En éliminant a, a' et h" entre les équations (2) et (4), on aura l'équation tangentielle de Tenveloppe cherchée. On trouve
a2p»(M^ H- 1?») -h d^w^ + rf{a2 + P«)mio = 0.
On voit que Tenveloppe est une hyperbole {a"A < 0) symétrique par rapport à Oa?, puisque l'équation ne change pas quand on change v en — v.
Le centre a pour abscisse — -^ — ; on a aisément les sommets
en cherchant les tangentes parallèles à 0*y c'est-à-dire en écrivant que a? — ^ = est tangente ; on trouve ainsi que les sommets
ont pour abscisses -r et j> ce qu'on pouvait voir a priori.
Enfin, on peut remarquer que les tangentes issues de l'origine satisfont à l'équation
«2 -f. tj2 = ;
elles ont pour coefficients angulaires ±i : l'origine est donc foyer.
Deuxième méthode de réduction. — Invariants
Nous allons démontrer qu'étant donnée Téquation d'une conique
il existe certaines fonctions des coefficients et de Tangle des axes qui conservent la même valeur quand on fait une transformation de coordonnées quelconque ; ces fonctions s'appellent des invariants.
Dans les formules de transformation (4) établies au numéro 34, nous avons introduit un facteur X arbitraire ; il est clair que les invariants dépendent de ce nombre ; nous le
choisirons de manière que les racines de l'équation en S soient des invariants.
Il importe pour cela que Ton ait
u* -H u* — 2wu cos 6 = w'* -j- v'^ — 2u'u' cos 0', '
u, u, 10 et u\ v' , w' désignant les coordonnées d'une mencie droite dans les deux systèmes, 6 et 6' les angles xOy cl x'O'y',
Égalons les distances du point 0' à cette môme droite, calculées par rapport aux deux systèmes d'axes; on aura, au signe près,
w' sin e' __^ {up -^vq-^-w) sin
yjyl'i ^_ ^'i _ 2>w't;' COS 6' ~ >Ju^ -m;» — 2mu cos 6 ou
u'2 _|_ u'2 _ 9u'u' cos 6' u^ -I- w* — 2wy cos
w''^ sin* 0' {up -\ vq-^ wf sin*
Pour que les numérateurs soient égaux, il faut que les dénominateurs le soient, c'est-à-dire que
w'^ sin* 6' = (up -+- vq + wy sin* 6.
Mais nous avons la formule
Iw' = tip -i-vq -\-w.
On doit donc avoir
__ sin e'
sm e'
on peut prendre le signe -h, et les formules de transformation deviennent, en remarquant que p — a = 6' :
u' sin S — v' sin a
sm e
— w'sin(0 — p)-i-î;' sin(6 —
sin
— »sin 3-i-7sin(0 — 8) , psina — ûrsin(6— a) , sin 6' ,
w = — •. —u'-^^ ?-— -^ ■ « +-^ — -Jf^ •
sm sm e sm 6
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Le module de la substitution est alors sin p sin a
sin 6' sin
sin 6 sin 6
sin (6 — p) sin (6 — a)
sin^' sin* e '
sin 6 sin ft
Cela posé, remplaçons dans le premier membre de Téquation de la conique f[u, v, iv)^ w, u, w par les valeurs cidessus ; /"(m, u, w) devient une nouvelle forme quadratique
^(u^ v', w') = aiu!^^a\v'^-^oy^+^b,v'w' -\-W,io'u' -^W.u'v' .
Si Aj désigne son discriminant, on sait que A, = hl'A, ou en remplaçant fx par sa valeur,
Aj A
sm*
On voit ainsi que l'expression
sin* 8
sin*0
est un invariant tel
que nous Tavons défini.
Démontrons maintenant que les racines de Téquation en S sont des invariants.
En tenant compte des formules de transformation, on a
f[u, V, w) = ^(w', w', w'\ u* + V» — 2mu cos 6 = u'* + v'^ — itu'v' cos 6'. Donc, on a, quel que soit S, /•(w, tJ, w) — S(m« -r u^ — 2mu cos 6) = /*i(u', v', w')
— S{u'^ 4- v'^ - 2w't?' cos 6'),
ce qui revient à dire que le second membre se déduit du premier par la transformation indiquée plus haut.
Si Ton désigne par F(S) et Fi{S) les discriminants des formes quadratiques qui figurent dans les deux membres, on aura, quel que soit S,
F,(S) = fx*F(S).
Or F(S) et Fi(S) sont les premiers membres des équations
en s relatives aux deux équations
il en résulte que les équations en S ont mômes racines. L'identité précédente peut d'ailleurs s'écrire
A, — (Al -4- Ai — 2BÎ cos G')S -^ «iS» sin^ 6'
sin*
qL" v--^
1%. j^Èj
rue
On
en déduit
Al
sin* 6'
sin* 6 '
Al 4- A
2BÎ cos e'
SB
cos
sin^
sin* 6
sin» 6'
sin* 6
On voit ainsi
que
les fonctions
2B'' cos
sin* e sin* G sin^ 6
sont des invariants.
Nous démontrerons plus loin qu'il n'en existe pas d'autres, c'est-à-dire que tout invariant est une fonction de ces trois quantités .
142. On peut déduire très simplement de ces considérations l'équation tangentielle réduite d'une conique.
Premier cas. a"^{),
La conique est une ellipse ou une hyperbole.
L'équation de la conique rapportée à ses axes aura (123)
la forme
a,u'^-^aW^-^a\w'^=^{),
l'angle 6' des nouveaux axes de coordonnées étant -•
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En appliquant les formules (5), on a
(fi)
sin* 6 '
sin*
cos
~ sin» 6 •
déduit de là
Oi + ai /i
ni —
— 2B' sin» 6
cosO
* ' a" sin* e On voit ainsi que «i et a\ sont racines de l'équation a'S» sin» 6 - (A -h A' — 28" cos e)S 4- A = 0, c'est-à-dire de l'équation en S, et que
sin» 9 L'équation réduite sera donc
* sin» 8
143, Nous pouvons maintenant établir que tout invariant
est une fonction des trois invariants trouvés plus haut, à
savoir,
A a-hA' — 2B'cosO a'
sin* ô sin* 6 sin» ^
En eflet, s'il existait un quatrième invariant H, on aurait
la relation
Hi désignant cet invariant formé avec les coefficients de la forme réduite.
En éliminant ai, a\, aj entre les équations (6) et (7), on aurait une relation entre les coefficients a, a', a", b, b\ b'\ ce
qui est manifestement impossible, puique ces coefficients peuvent être choisis arbitrairement.
Il faut donc que la relation (7) soit conséquence des relations (6), c'est-à-dire que H soit fonction des trois premiers invariants.
144. On peut môme par ce procédé trouver l'équation de la conique rapportée à deux diamètres conjugués faisant l'angle 6'.
Cette équation a toujours la forme simple
et l'on a
Uittial
sm* 0' sm*
al{ai 4- fli) __ A + A^ — 2B"cose sin* 6' "" sin* ô
sin^ 0' sin» 6 On en déduit
ai -H ai A -h A' — 28" cos '
sin» 6' a' sin» 6
aia'i __ ^ sin^e' ""a^sin^e*
L'équation sera donc
,^ a"sin«e' ,, ^
sm^ 6 (Ti et (Ts étant les racines de l'équation
aV sin^ ^ — [k-hA' — SB* cos e)(i sin^ 0' -+_ a sin^ ^' = 0. On pourrait déduire de là les théorèmes d'Apollonius.
Deuxième cas. a
La conique est une parabole.
On peut avoir a priori la forme de l'équation de la parabole rapportée à un diamètre et à la tangente à l'extrémité. La courbe passant par l'origine et ayant pour tangente 0'y\
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rensemble des termes du deuxième degré en v! et v' se réduit à aiu'* ; de plus la direction OV étant la direction asymptotique, on a ôi = 0, de telle sorte que Téquation est
Si les axes sont rectangulaires, la parabole est rapportée à son axe et à sa tangente au sommet.
Écrivons les formules (5), qui sont au nombre de deux, puisque a" = aï = :
* * ein*
sin*e A -i- A' — W cos
sin* 6 on en tire
^* ~ A 4- A' - 28" cos e "" 6^ 4- 6'^ 4- Ub' cos G '
. , . /— (A4-A' — 2B''cose) _^ sJWTWnWcôT^ sm2 6 sin*
L'équation réduite est alors
au'' . 2^ô2 4-6'2-»-26ô'cose
ôs-j-6'«4-2ô6' cosô sin«6
ou
Au'î sin2 e ^ a. , ,
(Ô2 -+- 6'î •+- 2bb' cos 6)^
Le paramètre p a donc pour expression
I A I sin3 d
(62 + b'' 4- 26Ô' cos 0)«
On pourrait aussi, d'une façon analogue, obtenir Téquation de la parabole rapportée à un diamètre quelconque et à la tangente à l'extrémité de ce diamètre, en se donnant l'angle 6' de ces deux droites.
146. Exercice. — Trouver Véquation d'une hyperbole rapportée à ses asymptotes.
Soit
réquation d'une hyperbole rapportée à deux axes faisant Tangle ô.
Nous nous proposons de trouver l'équation de cetle courbe rapportée à ses asymptotes.
Le centre étant à l'origine, on aura
V^ = bi = 0.
De plus les tangentes issues de l'origine étant les deux axes, les termes du second degré en u' et v' se réduiront à 2b'[u'v'y de telle sorte que l'équation de la courbe sera
2blu'v' -h a^w'-i = 0.
Les relations entre invariants peuvent alors s'écrire, en désignant par e' l'angle des asymptotes,
— a1bl^ _ A sin* e' sin* 6 '
2ar^b1 cos 6' __ A -j- A' — 2B'' cos 6 sin* e' "" sin* ô
sin^ e' sin2 6
De ces formules on peut tirer aj, b^ et 6'.
En divisant les deux premières successivement par la dernière,
on a
— b'i^ _ A sin2 6' a" sin* 6 '
2b'l cos e' _ A + A' — 2^" cos 6 sin^ 6' "" a'' sin^ 6
et, en éliminant b'[ , il vient
tg2 e' = -
on en déduit aisément al et b".
_ 4Aa-sin*9 .
'^ "" (A + A' — 2B''cos6)2'
EXERCICES ET NOTES
1 . On peut obtenir les longueurs des axes d'une conique représentée par son équation tangentielle, en revenant à l'équation ponctuelle, et en transformant les résultats connus.
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Soit
f(u, V, w) = au^ + a'v^ ■+• a'w^- -h 2bvw -+- 2b'wu + 'lb''uv = réquation d*une conique à centre.
Ti'équation ponctuelle de cette conique est
^{x, y, j) = Ax^ -+- AY 4- A'^jî + 2Byj + 2B'zx + 2B'a7y = 0,
et Ton sait que les demi-longueurs des axes sont racines de l'équation
dY -+- EDdp2 + D2 sin2 e = 0,
où Ton désigne par D le discriminant de la fonction ©(a?, y, z) et où Ton pose
d = A'A" — B«, E = A + A'-2B' cos 6.
Or on a D = A*, d = a"! ;
en remplaçant, on obtient Téquation trouvée au numéro 136, a^'p* H- Ea^pa + A sin^ 6 = 0.
On peut faire un calcul analogue pour la parabole.
2 . Lieu du centre d'une ellipse de grandeur constante tangente à une droite dontvée en un point donné.
Prenons le point pour origine et la droite pour axe des x ; Téquation de la courbe sera
Xu2 -t- 2xuw 4- 2yvw -h w?^ = ; écrivons que ses axes sont égaux à a et 6 ; on a
a2 -h 62 _ a?2 _|_ y2 __ X, a2&2 = — Xy2 ;
éliminant \ entre ces deux équations, on a Péquation du lieu.
3. Enveloppe de V axe d' une parabole de paramètre donné tangente à deux droites rectangulaires,
4. Lieu des centres des coniques inscrites dans un triangle et dont la somme des carrés des axes est constante (Steiner).
Le lieu est un cercle qui a pour centre le point de concours des hauteurs du triangle, et qui se réduit au cercle conjugué si la somme donnée est nulle, c'est-à-dire si les coniques sont des hyperboles équilatères. (Voir ex. 2, p. i38).
5. Parmi toutes les coniques inscrites dans un rectangle donné, il y en a deux qui passent par un point donné A.
Etudier la nature de ces coniques et trouver le lieu du point A pour lequel les deux ellipses qui y passent ont la même aire ou des aires qui sont dans un rapport donné,
6 . Irowoer V équation tangentielle d'une ellipse donnée rapportée à deux tangentes aux extrémités des diamètres conjugués égaux.
7 . On considère des hyperboles asymptotes à une droite, tangentes à une autre droite et telles que le rectangle construit sur les axes ait une aire constante. Trouver Venveloppe de la deuxième asymptote et V enveloppe des axes.
Prenons rasymptote pour axe des a?, la tangente pour axe des y ; l'équation tangentielle des hyperboles est
V)'UVD + ^h^uv + u?2 = .
Soit 4A^ Taire du rectangle construit sur les axes ; on a
A* = h'^ sin2 e,
ce qui montre que h" est constant et a deux valeurs égales et de signes contraires. Le seul paramètre variable est h'. Les asymptotes satisfont aux équations
2h'u\jD -I- 2h''uv + io2 _- Q^
&'w + to = ; en éliminant h' on a
2&*Mt? — 10» = 0,
qui représente une hyperbole rapportée à ses asymptotes. Les axes sont déterminés par les équations
h'^jc-^h^v _ b"u u — v cos 6 "" t? — u COS 6
en éliminant &',ona Téquation tangentielle de Tenveloppe des axes, qui représente une courbe de troisième classe.
8. Une ellipse de grandeur donnée tourne autour de son centre. Dans chacune de ses positions, on lui w,éne des tangentes aux points où elle est coupée par deux droites perpendiculaires fixes, menées par' ce centre. Trouver le lieu des points de rencontre de ces tangentes .
Trouver aussi Venveloppe des cordes de contact ainsi déterminées dans l'ellipse,
9. l/équation d'une ellipse ayant pour centre le point (a?, y), pour
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axes des droites de coefficients angulaires m et > et pour longueurs d'axes 2a et 2p, est
10. Une ellipse a son centre sur une hyperbole donnée et touche les asymptotes de cette hyperbole ; démontrer que la corde des contacts, correspondant au maximum de faire de l'ellipse, est tangente à une hyperbole semblable à l'hyperbole donnée.
CHAPITRE IX FOTERS ET DIRECTRICES
147. On appelle foyer d'une conique un point tel que les tangentes issues de ce point à la conique soient parallèles aux droites isotropes, ou, ce qui revient au même, passent par les points cycliques du plan.
Si la conique n'est pas tangente à la droite de Tinfini, si c'est une ellipse ou une hyperbole, on pourra par chacun des points cycliques mener deux tangentes à cette conique; ces quatre tangentes se couperont en quatre points qui seront des foyers. Les deux points cycliques étant imaginaires conjugués, les tangentes issues de l'un de ces points sont imaginaires conjuguées respectivement des tangentes issues de l'autre ; les deux tangentes imaginaires conjuguées se couperont en un point réel.
Il en résulte qu'une conique à centre admet deux foyers réels et deux foyers imaginaires conjugués.
Si la conique est tangente à la droite de l'infini, si c'est une parabole, par chaque point cyclique on ne peut mener qu'une tangente, ces deux tangentes déterminent un seul foyer.
Donc la parabole admet un seul foyer réel.
Nous allons maintenant déterminer les coordonnées de ces points.
Soit /•(w, V, w) = au^ -h a'v^ -f- a"w^ 4- "^hvw -\- Wwu -^ Wuv —
l'équation tangentielle de la conique.
Cherchons Téquation aux coefficients angulaires des tangentes issues d'un point (ar, y) à cette conique. Nous écrirons pour cela que la droite
Y — 2/ = m(X — a?) est tangente ; on a
/•(m, — 1, y — mx) = ou am*-i-a'+a''(2/— ma7)2— 26(i/ — ma?)-i-26'm(t/— wa?)— 26''m =
et, en ordonnant par rapport à m,
Le point (a?, xj) sera foyer si cette équation a mêmes racines
que Téquation
m2 -4- 2m cos e -+- 1 = 0,
c'est-à-dire si l'on a
(^"xy — hx — h' y -h h'* „ ^ ^, , ,,x
a'a?2 — 26'ar -h a = — ^ -^ = a^ — 26i/ -f- a'. (1)
— cos 6 ,1 j \ j
Ces équations déterminent les coordonnées des foyers.
Pour discuter aisément, supposons les axes de coordonnées rectangulaires; l'équation aux coefficients angulaires des tangentes issues du point {x, y) doit avoir mêmes racines que
Téquation
on obtient alors les conditions
a"(2?2 — yS) — 2b'x + 26î/ -h a — af = 0, )
a"xy — 6a? — b'y + b" = 0. \ ^^^
Premier cas. a" yé
La conique est une ellipse ou une hyperbole.
Les équations (2) représentent deux hyperboles équilatères ayant toutes deux pour centre le point de coordonnées
— et — , c'est-à-dire le centre de la conique donnée.
Les asymptotes de l'une sont bissectrices des asymptotes de l'autre ; elles se coupent donc seulement en deux points réels, symétriques par rapport au centre.
Ces hyperboles sont appelées hyperboles focales.
On peut calculer les coordonnées des foyers ; en effet, les équations des hyperboles focales peuvent s'écrire
Nous voyons que ces deux courbes ne peuvent se réduire en même temps à un système de deux droites, car pour qu'il eu soit ainsi, il faudrait que
la conique donnée serait alors un cercle ; ce cercle passe par les points cycliques, et les tangentes en ces points se coupent au centre, qui peut être considéré comme un foyer singulier. Pour résoudre les deux équations ci-dessus, posons
les équations deviennent
On en déduit
X^-4-Y* = et par suite
ta" ou, en extrayant la racine,
Le produit XY devant avoir le signe de B", on prendra les mêmes signes devant les radicaux si B" est positif, et des signes contraires si B" est négatif; on aura ainsi les coordonnées des «deux foyers réels.
Les équations
sont les équations des hyperboles focales rapportées à leur centre.
En les divisant membre à membre, on obtient
B"(X2 .— Y2) — (A - A') XY
qui est l'équation de l'ensemble des axes de la conique donnée. On en conclut que les foyers sont sur les axes.
149. Supposons que la conique soit une ellipse rapportée à ses axes; son équation sera
f(Uy V, w) = a^u^-\-b^v^—w^ = 0.
L'équation aux coeflicients angulaires des tangentes issues du point {x, y) est
a2^j2 _^ 52 __ (y _ rnxf = ou
m^{a^ — x^) + 2mxy -^b^ — y^ = 0.
Le point (a?, y) sera foyer si l'on a
xy = 0.
On obtient ainsi les deux foyers réels
et les deux foyers imaginaires
y = ±: sjb'^ — a^, x =z 0.
Deuxième cas. a
La conique est une parabole.
Les équations (2) qui déterminent les foyers deviennent
— 2^>'ar + 26î/-t-a — a' = 0, )
— bx^b'ij^b" = (i', \ ^^^
elles sont du premier degré ; la parabole n'a donc qu'un foyer, comme nous l'avons déjà vu.
Le déterminant du système est 2(6'2 4- b^) ; il n'est jamais nul, car b et b' ne sont pas nuls en môme temps.
En résolvant, on a
{a^a')b—Wb''
2(6^ -f- b") ce sont les coordonnées du foyer.
151. Les équations (3) représentent deux droites rectangulaires passant par le foyer. L'une d'elles a pour coefficient angulaire — - > et nous savons que l'axe a pour coefficient
b angulaire — ; il en résulte que les deux droites représentées
par les équations (3) font avec les axes de coordonnées les mêmes angles en sens inverse que l'axe de la courbe et la tangente au sommet.
152. On pourrait déduire de là réquation de Taxe, en prenant une droite quelconque passant par Tintersection des droites (3)
— 2b'co-{-2(}y-{-a — a'-]-\ {—bx^b'y-h b") = 0,
et en déterminant >^ en sorte que cette droite ait pour coefficient
angulaire — ,•
On trouve ainsi
^-—bb^' et réquation de Taxe devient
6"(ô'2 _ ô2) _ tt'ia — a') bcc-by-^-^ pL__ ,
comme on Ta déjà trouvé au numéro 130.
153. Si la courbe est rapportée à son axe et à sa tangente au sommet, son équation est
pv^ — 2uw = ;
on trouvera sans peine que les coordonnées du foyer sont a?=:|, y = 0.
154. Les équations qui déterminent les foyers d'une conique renferment linéairement les coefficients de Téquation tangentielle de cette conique. Par conséquent, dans la recherche de lieux géométriques de foyers, il y aura souvent avantage à définir la conique variable par son équation tangentielle, surtout quand les conditions imposées à cette conique s'exprimeront simplement à Taide des coefficients de cette équation ; par exemple, si la conique est assujettie à être tangente à des droites, les points de contact étant fixes ou variables; à avoir son centre en un point donné; etc.
155. Applications. — 1® Lieu des foyers des coniques tangentes aux quatre côtés d'un parallélogramme.
Nous prendrons pour axes les droites passant par le centre du parallélogramme et parallèles aux côtés ; les équations de ces côtés seront
Écrivons que ces droites sont tangentes à la conique
f(u, V, w) = au* H- a'v^ -+- a^w^ H- 2bvw -+- ^h'wu -f- 2h''uv = ;
il vient
a + a^a» + 26'a = , a' + a^p^^sôp = 0,
On en déduit
ce qui montre que ces coniques ont pour centre l'origine, et
Remplaçons dans Téquation a et a' par leurs valeurs — a"ck^ et — a^p^; il vient
en posant „ = X, on a Péquation générale des coniques cônsi-
déréfis
a^u» + P'o^ — w?2 _|_ 2\uv = 0.
Pour avoir les foyers de cette conique, on peut, soit écrire les équations (1} du numéro 147, soit former directement réquation aux coefficients angulaires des tangentes issues du point {os, y), et écrire que ces tangentes sont parallèles aux droites isotropes.
On trouve ainsi que les deux équations
a^m» + p* — (y — mx)^ — 2Xm = 0, m«H-2mcose h- 1 = doivent avoir mêmes racines, ce qui donne
cos 6 En éliminant X entre ces deux équations, on aura Téquation du lieu. Cette élimination est toute faite : on a a?» — 2/2 = a« — PS qui représente l'hyperbole équilatère circonscrite au parallélogramme.
2* Lieu du foyer d'une parabole de grandeur constante qui se déplace en restant tangente à deux droites rectangulaires. Prenons les droites données pour axes. Soit
/•(w, Vy w) = au^ -+- a't?» + 2bvw -+- Wwu -+- 2bfuv =
réquation de la parabole : pour qu'elle soit tangente aux axes, il faut qu'on ait
Écrivons que le paramètre est égal à p; on a (137)
^bb'b"
et le foyer
est déterminé par
les équations
— bx-
On aura
le lieu du
foyer
en éliminant &,
b' et b'
entre
ces
trois
équations.
Des deux dernières
on tire
remplaçons dans la première, qui peut s'écrire
&, 6', h" par des quantités proportionnelles ; on a
OU
équation d'une Kreuzcurve aisée à construire.
156. Directrices. — On appelle directrice relative à un foyer la polaire de ce foyer, ce qui revient à dire que la directrice est une droite telle que les tangentes menées à la conique aux points de rencontre avec cette droite soient parallèles aux droites isotropes.
Proposons-nous de déterminer analytiquement les coordonnées des directrices.
Soient (m, «, w) une directrice et (w^, «01 *^o) ^^® tangente dont le point de contact est sur la directrice ; on a
en éliminant w^ entre ces deux équations, nous aurons
ou
équation qui détermine les coordonnées u^ et Vq des tangentes aux points de rencontre de la courbe et de la directrice.
Tout revient à écrire que cette équation a mêmes racines que l'équation
^0 -1- ^0 — 2Mot?o cos 6=0.
L'équation précédente, développée, s'écrit
aulfi,' 4- a'vlfi,' + a\uji -+- v.fif — Uv,fL[u,fL -h v,Q
- Wu^uji + vj:;) -h Wu.vjl,^ = 0.
On aura donc
a lu — ^0 f^f^ -h- a/,„ — Q
Ces équations déterminent les coordonnées des directrices.
Elles peuvent s'obtenir plus rapidement en remplaçant dans les équations (1) qui donnent les foyers, a? et ^ par 77 et -^ ^ puisque toute directrice est polaire d'un foyer.
Cherchons l'équation de la directrice de la parabole
les axes de coordonnées étant rectangulaires.
On aura pour déterminer les coordonnées de cette droite les
équations
en remplaçant les dérivées par leurs valeurs développées, on obtient u[—{a-ha')b'-i-'2bb'']-hv[b{a-i-a')—2b'b'']-h^w(b^^b'^) = 0,
abu H- a'b'v + ^bUw = .
En résolvant ces équations et en supprimant le facteur A^
on obtient
26' 26 —(a-t-a') L'équation de la directrice est donc
Wx H- ^by — (a + a') = 0.
158. Théorème de Steiner. — Si un triangle est circonscrit à une parabole, le point de concours des hauteurs est sur la directrice.
Prenons pour axes un côté AB du triangle et la hauteur issue du sommet opposé C.
Soient a et p les [abscisses des points A et
B, Y l'ordonnée du point C ; les droites AG
et CB ont pour équations
L'équation d'une parabole inscrite dans le triangle ABC sera de la
forme
«1*2 _|. a'^2 _|_ 35u^ _|_ 2b'wu H- 2b''uv = 0,
avec les conditions
?^ Y P Pï ~ Multiplions les deux dernières respectivement par a et p, puis retranchons membre à membre ; on obtient
a ap
?&"""" "7 ' ce qui prouve que la directrice qui a pour équation 2b'x + 2by—a =
passe parle point ( 0, -j, c'est-à-dire par le point de concours
des hauteurs du triangle ABC.
On trouverait sans difficulté à Taide des mêmes équations que le lieu des foyers est le cercle circonscrit au triangle ABC.
159- On peut trouver par un procédé plus rapide Téquation de la directrice de la parabole, en considérant cette droite comme le lieu des points d'où l'on peut mener deux tangentes rectangulaires à la courbe.
On sait que ce lieu est un cercle, appelé cercle orthaptique, quand la conique est à centre, et la directrice quand la conique est une parabole.
Soit
l'équation tangentielle de la conique.
L'équation aux coefficients angulaires des tangentes menées par le point {x, y) à la conique est (147)
7n2(aV— 26'x-ha)— 2m {a''xy—bx—b'y-i-b')-\-aY-'^by-ha' = .
Pour que ces tangentes soient perpendiculaires, il faut qu'on ait
ax^—2b'x-Jra-ha"y^—^by-\-a'-h2{axy—bx—b^y-\-à") cos 6 =
ou
a{x^ -h 2xy cos ^-^y^) — 2x(ô' -h b cos 6) — 2y (6 4- b' cos 6)
-h a H- a' H- 2b" cos G = 0, équation d'un cercle, si a" ^ 0.
Dans le cas où a!' = 0, cette équation représente une droite, qui est la directrice de la parabole,
2a?(6' -H 6 ces 6)4-21/(6-4-6' CCS 6) — (a -h a' 4- 26" ces 6) =0.
Si les axes de coordonnées sont perpendiculaires, l'équation du cercle orthoptique est
a" (a?2 H- 1/2) — 26'ar — 26j/ -h a + a' = 0,
et celle de la directrice
160. Nous n'insisterons pas ici sur les propriétés connues des foyers et des directrices dans les coniques, propriétés qui s'établissent pour la plupart à l'aide des formes réduites.
Nous terminerons ce chapitre en cherchant l'équation tangentielle d'une conique qui a pour foyer le point (a, p), pour directrice la droite
Moar4-Vo!/-^-w;o =0,
et pour excentricité e, les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires.
L'équation ponctuelle de cette conique est
Nous nous appuierons sur ce que les projections du foyer sur les tangentes sont situées sur un cercle bitangent à la conique, la corde des contacts étant Taxe perpendiculaire à la directrice. L'équation de ce cercle est
ou
[ul -4- vl)[{x - a)2 -^ (y - p)2] - e%u,x + v,y + w,)'
Soit une tangente quelconque à la conique
ux-\-vy -\-w = ;
les coordonnées de la projection du foyer sur cette tangente sont
UOL -{- V^ -{- W
en écrivant que ce point est sur le cercle, on a l'équation demandée.
On trouve ainsi
OU, en chassant le dénominateur u^-{-v^ et divisant par e*,
4-2(wa4-vp-+-M;)(î/oa-}-î?j,p+w;o)(wMo+rUo)=0 (4) OU encore [u{u^y. H- VqS -h t^o) — ^o("« 4- wp -h W)]^
H- [r(Woa -h VoP -H M^o) — ^o(«<« -H «P -♦- w;)j2
ou bien
Si le foyer est à Torigine, cette équation devient
161. Ces résultats peuvent s'obtenir à l'aide du principe de dualité (50 et suivants).
Les points cifcliques correspondent aux droites isotropes passant par l'origine, de telle sorte qu'à un cercle correspond une conique ayant pour foyer le point ; de plus, au centre du cercle, pôle de
la droite de Tinfini, correspondra la polaire du foyer, c'est-à-dire la directrice.
L'équation d'un cercle peut s'écrire
{x — az)2 4- (y — bz)^ — RH^ = ;
la courbe correspondante aura donc pour équation tangentielle
{u — aw)^ H- (i? — bw)^ — R2io* = 0.
Si Uq, Vq, Wq désignent les coordonnées de la directrice, on aura, en vertu de la dernière remarque,
de telle sorte que l'équation générale des coniques ayant pour foyer l'origine et pour directrice la droite (wq, î?o, ioq) est
D'autre part, on sait que l'excentricité est égale au quotient de la distance de l'origine au centre du cercle par le rayon ; donc
on en tire
et l'équation précédente s'écrit
Si l'on suppose maintenant que le foyer n'est plus à l'origine, mais a pour coordonnées a et p, on transportera l'origine des coordonnées au point (— a , — p) ; il suffira de remplacer dans l'équation précédente lo par Ma-f-i?pH-to et wq par WoaH-^op + i^o» si l'on veut que la directrice ait encore pour équation
UqX -{- Voy -\- Wo =z
dans le nouveau système d'axes.
On obtient alors l'équation trouvée plus haut,
[(uVq — vUq)ol — [vwq — woQ\f + [{uvq — vUq)? — (i/?Wo — w^o)]*
162. Dans le cas de la parabole, on a e = 1, et l'équation (4) du numéro 160 devient
EXERCICES ET NOTES
1 . On considère toutes les paraboles conjuguées par rapport à un triangle; démontrer que le foyer est sur le cercle des neuf points et qus la directrice passe par le centre du cercle circonscrit.
Prenons pour axes deux côtés du triangle ; Téquation générale des paraboles est (118)
M(ua + 2to) + {xtj(rp + 2îo) = 0. Le foyer est déterminé par les équations (147)
£n éliminant (x, on a Téquation du cercle des neuf points. L'équation de la directrice est ( J 59)
2a?(l + {xcos e) + 2y({xH- cos 6) — (a-f- |jip) = ou
2(07 + y cos e) — a -f- |Ji[2(a; cos 6 -h y) — P] = ;
elle passe par le point de rencontre des perpendiculaires menées aux milieux des côtés OÂ et OB.
2. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point soit foyer, est que deux droites conjuguées quelconques passant par ce point soient rectangulaires.
3. Enveloppe de la directrice d'une ellipse dont on donne un foyer, Veoscentricité et un point.
L'équation ponctuelle de Tellipse sera
ar« + y2 = «2 . : — ,
en prenant le foyer à Torigine. Écrivons que cette ellipse passe par le point donné (a, 0) ; on a
a«(tt2 H- tj*) — e2(wa + tc)« = ,
équation qui représente un cercle ayant pour centre le point donné
et pour rayon — •
4. On donne une parabole P et une de ses tangentes t dont le point de contact est A. Par les différents points de t on élève des
perpendiculaires atujc tangentes à P menées par ces points, autres que t. Ces tangentes enveloppent une seconde parabole P', tangente à t en un point B . Les paraboles P et P' ont même foyer y leurs axes sont perpendiculaires y la directrice de P passe par B, la directrice de P' passe par A.
5. Lieu des foyers des coniques tangentes à deux droites données en des points donnés. Séparer sur. le lieu trouvé les foyers des ellipses et des hyperboles,
6. B' un point pris sur une strophoïde droite, on mène les deux tangentes à la courbe y autres que la tangente au point considéré. Démontrer que la corde des contacts enveloppe une parabole ayant même axe et même sommet que la strophoïde, et son foyer symétrique du point double par rapport à ce sommet,
7. On donne deux axes rectangulaires Oxy Oy et un point A sur Oa? ; on considère les paraboles tangentes à Oy à l'origine et passant par le point A ; on demande V enveloppe des axes et des directrices .
L'équation générale des paraboles tangentes à Oy à Torigine est
i?2 -I- 2bvw 4- 2b' wu = 0.
L'équation des points de rencontre de cette courbe avec Ox est
(v 4_ bw)^ — («2 + 2bvw 4- 2b'wu) =
ou
2b' ce qui donne Torigine et le point d'abscisse — -p- ; on aura donc,
en désignant par a Tabscisse du point A,
et par suite Téquation générale des paraboles sera i?2 -I- 2bvw — b^awu =. 0.
11 est alors facile de voir que les axes enveloppent une hypocycloïde à trois rebroussements et que les directrices enveloppent une parabole.
8. Lieu des foyers d'une ellipse de grandeur constante qui se déplace en demeurant tangente à deux droites perpendiculaires,
9. Lieu des foyers des paraboles touchant deux droites données et dont la directrice passe par un point donné.
10. Le lieu des sommets des parafhjles touchant deuj: droites per^ pendicuîaireSj et dont le foi/er décrit un cercie quia ces de-uje droites pour diamètres^ est une hypocy^'loiJeà quatre reà^roussements.
L'éqnation des paraboles est
2b'Ctc -X- 2b'KC*j -t- 2^^ ter =z , avec la condition
nous pourrons prendre
coso _ sino _
Les coordonnées de la tangente an sommet satisfont aux équations
2brw -h 2b\cit -r- 2yur = 0,
bit — fju =z ;
on en déduit aisément les coordonnées dn point de contact, et l'on
trouve
x=z K cos^ o, ^' = R sin' o.
11. Si une droite fixe rencontre une s^rie de coniques ayant m-}. ne foyer et même directrice^ les tany entes à ce* coniques aux points o>9 elles rencontrent la droite fixe enveloppent une conique qui a me- ne foyer que les proposées , et qui touche à la fois leur directrice et hi droite fi^e. Cas où la droite est à Vin fini.
12. Si on coupe deux tangentes à la parabole par une perpendiculaire à Vaxe^ et qu'aux points B et C où elle les rencontre on élève des perpendiculaires à ces tangentes, la droite AD qui joint le peint de concours D de ces perpendiculaires au point de concours A d:s tangentes passe par le foyer.
13. Lieu des foyers des coniques tangentes à deux côtés d'un triangle et aux hauteurs correspondantes.
14. Lieu des foyers des paraboles dont les directrices passent p.ir un point fixe et qui touchent deux droites données.
Le lieu est un cercle circonscrit au triangle qui a pour côtés les deux droites et pour point de concours des hauteurs le point donné.
15. Si d'un point ^ pris sur une normale fixe à une conique en mène les trois autres normales, les trois côtés du triangle formé par les pieds enveloppent une parabole tangente aux axes de la conique,
cooRDo:(aÉE8. — n 12
et dont le foyer est la projection du centre sur la tangente au point diamétralement opposé au pied de la normale fixe.
Soit -2 + T2~* =^ l'équation de la conique donnée. Désignons par ux-\-vy-^w =0 une des droites dont on cherche l'enveloppe; les normales aux points de rencontre de celte droite se coupent en un point par lequel on peut mener deux autres normales, et la droite qui joint leurs deux pieds a pour pôle le point
, "" T' a et p désignant les coordonnées du pôle de la
droite ux-\-vt/-\-w = 0, en vertu des formules bien connues de
.loachimsthal. Or le pôle de cette droite ayant pour coordonnées
a^u I)^v et , les coordonnées du pôle de la deuxième droite
seront — et — • Il suffit alors d'écrire que ce pôle est sur la tanu V ^ r
gente au pied (a^i, ^i) de la normale fixe, ce qui donne
b^x^vw + a^yiwu — a^b^uv = 0, équation tangentielle d'une parabole tangente aux deux axes. Le foyer est déterminé par les deux équations
a^yiX — b^xiy = 0, b^xxi 4- a^yyi -+- aW = 0, ce qui démontre le théorème.
16. Lieu des foyers des coniques ayant même directrice et touchant deux droites.
17. Enveloppe des droites coupant deux cercles suivant des cordes
égales.
18. Enveloppe de la directrice d'une conique ayant un foyer fixe y passant par un point et touchant une droite,
19. Une parabole étant inscrite dans un angle donné, si la direction des diamètres est donnée, le lieu des foyers est une droite.
20. Lieu des sommets des paraboles qui, homofocales à une parabole donnée, sont tangentes à deux normales rectangulaires à cette courbe.
Le lieu est un cercle passant par le foyer ûxe^ et l'autre extrémité
du diamètre passant par ce point est le symétrique du sommet de la parabole donnée relativement à son foyer.
21. On donne trois coniques ayant un foyer F commun. Démontrer que V enveloppe des droites telles que leurs pôles par rapport à ces trois coniques soient en ligne droite^ est une conique ayant un de ses foyers en F.
22. On donne un point et une droite y et Von considère les coniques qui ont le point pour centre et la droite pour directrice. Démontrer qu'il existe deux de ces coniques tangentes à une droite quelconque du plan, et trouver comment doit être placée la droite pour que les deux coniques qui lui sont tangentes soient réelles.
Prenons le centre à Torigine, et soit x — a = l'équation de la directrice. On trouve aisément que l'équation générale des coniques est
_ X(w2H-t?2)-Moa = 0.
En écrivant que cette conique est tangente à une droite quelconque [u, V, ic), on a une équation du deuxième degré par rapport à \ qui détermine deux coniques.
Écrivons que Téquation en X a ses racines réelles ; on a
Or Téquation
'V^)-h2viD][oL{u^-hv^)—2vw] > 0.
a{u^-\-v^) — 2vw =
représente une parabole P ayant pour foyer Torlgine, pour axe Oy
et pour tangente au sommet y + — = 0; par suite cette parabole
passe par le point Â (a, 0).
L'équation a{u^-\-'V^)-{-2vw = représente également une parabole symétrique de la première par rapport à O^c.
Nous avons obtenu au numéro 84 l'interprétation géométrique du signe du premier membre de l'équation tangentielle d'une conique. Remarquons ici que les discriminants des premiers membres des équations des paraboles sont égaux ; il en résulte que la
condition (1) exprime que la droite (u, v, w) rencontre les deux paraboles toutes deux en des points réels ou toutes deux en des points imaginaires. Mais on voit sans peine (analytiquement et géométriquement) qu'une droite ne peut rencontrer à la fois les deux paraboles en des points imaginaires.
11 en résulte que pour qu'il existe deux coniques réelles tangentes à une droite du plan, il faut que cette droite rencontre les deux paraboles en des points réels.
23. Lieu des foyers des paraboles qui touchent deux droites données et dont l'axe passe par un point donné.
24. Foyers dans les courbes quelconques. — On appelle foyer d'une courbe quelconque un point tel que parmi les tangentes issues de ce point à la courbe, il y en ait deux passant par les points cycliques.
Si la courbe est de classe n, par chaque point cyclique on peut lui mener n tangentes; les tangentes issues de l'un des points rencontrent en w2 points les tangentes issues de l'autre ; la courbe a donc n^ foyers, dont n seulement sont réels. Cette conclusion n'est exacte que si la droite de l'infini n'est pas tangente à la courbe ; dans ce cas le nombre des foyers se réduit.
Si la courbe passe par les points cycliques, c'est-à-dire est circulaire, le point de rencontre des tangentes aux points cycliques est ce qu'on appelle un foyer singulier.
On détermine aisément les foyers d'une courbe définie par son équation tangentielle f(u, v, w) := 0. On cherche l'équation aux coefficients angulaires des tangentes issues d'un point (a?, y), c'està-dire
/•(m, — 1 , y — mx) = 0,
et on écrit que cette équation admet les racines ± i (les axes de coordonnées étant rectangulaires).
Tout foyer d'une courbe est foyer de sa développée
26. Démontrer que Véquation tangentielle générale des courbes de w« classe admettant pour foyers les n points
oci = 0, «2 = 0,... a„ =
est
«1^2 ... On -f- ww'cp = 0,
o) n: 0, (I)' =: étant les équations des points cycliques et o une fonction de degré n — 2 par rapport à u, v, w.
(Salmon, Courbes planes.)
27. Le lieu d'un point tel que les tangentes menées de ce point à une courbe de classe n fassent avec une droite fixe des angles dont la somme soit constante^ est une courbe de degré n qui passe par les foyers de la courbe donnée,
Déterminer le foyer singulier de la cissoïde de Diodes
29. Si l'on donne 2n — 1 tangentes d'une courbe de classe n, et si la droite de Vinfini est tangente multiple d'ordre n — 1 , le lieu des foyers est un cercle.
L'équation tangetitielle des courbes pour lesquelles la droite de rinfini est tangente multiple d'ordre n — i est
<p„(«, v)-hW<fn^i(u, V) = 0,
les fonctions <p étant homogènes et de degré indiqué par l'indice (Chapitre 11. Exercice 12).
L'équation renferme 2n -|- 1 coefficients ; écrivons que cette courbe est tangente à 2n— { droites ; il ne restera plus que deux coefficients variables, c'est-à-dire un seul paramètre linéaire. On peut donc supposer que les coefficients de l'équation précédente sont fonctions linéaires d'un paramètre.
Il est alors aisé de trouver le lieu du foyer.
Appliquer à la parabole et aux courbes de troisième classe pour lesquelles la droite de l'infini est tangente double.
30. Une parabole dont le foyer est F est tangente aux deux côtés d'un angle droit yOx ; on élève au point une perpendiculaire à la droite OF ; cette perpendiculaire rencontre la tangente au sommet de la parabole en un point ¥', On demande de faire voir .'1° que la droite ¥¥' est tangente en Y à la courbe décrite par ce point y lorsque la parabole glisse sur son plan en restant tangente attx côtés de l'angle droit yOx ; 2® que la tangente F'G à la courbe décrite par le point F' rencontre la droite OF en un point C tel que OF := 40C.
163. Considérons deux coniques ayant pour équations tangentielles f[u, V, w) — au^ H- aJxl^ h- a^'t^* + "^hvw H- "ih'wu -h 2ô"wv = 0,
Les coordonnées des tangentes communes aux deux coniques sont les solutions communes à ces deux équations ; ces tangentes seront donc déterminées en résolvant le système formé par les équations tangentielles des deux coniques.
Supposons que Taxe des î/ ne soit pas tangent à Tune des coniques, les coefficients a et ai ne sont pas nuls; ordonnons les équations précédentes par rapport à m; elles peuvent s'écrire
2/2 + PiU-l-Q, = 0, ^ ^
en posant, pour simplifier l'écriture,
P = 5 Pj = 1
a ûi
a'v^ -i- a"w^ -+- ^bvw _ a'v^-\- a\w^ H- "Ib^vw
Q = 1 Ui — •
Éliminons u entre les équations (i) ; on obtient
R(î;, w) = (Q,-Q)2_(P,-PXPQi-QP0 = 0. (2)
Cette équation est homogène et du quatrième degré par rapport à u et w\ pour toute solution (vq, w^) de celte équation, les équations (i) ont une racine commune Wq. L'ensemble de valeurs I/o, «0» ^0 constitue alors un système de solutions communes aux équations tangenlielles des deux coniques ; par suite la droite
est tangente à la fois aux deux coniques.
R(u, w) est décomposable en un produit de quatre facteurs linéaires ; soit ra-H e/;p l'un d'eux; à ce facteur correspond la solution
de l'équation (2), et pour avoir la valeur de u correspondante, deux cas sont à examiner.
i° Supposons que ces valeurs v^^ et w^ mises à la place de y et de t(; dans P et Pi n'annulent pas Pi — P; on sait alors que les deux équations (1) ont une seule racine commune, qui est donnée par
Oi-Q
en remplaçant dans le second membre v ei w par v^ et iv^^.
Dans ce cas, au facteur v^-^io^ du résultant R(î;, w) correspond une seule tangente commune aux deux coniques.
2* Si au contraire les valeurs v^ et w^ annulent Pi — P, elles annulent aussi Qi — Q d'après l'équation (2) ; si on remplace alors v et w par v^ et w^^ dans les équations (1), ces équations sont identiques, elles admettent deux racines communes i/^ et u',,; par suite les deux coniques ont deux tangentes communes,
^i^ -+- ^iiV -H lo^z = 0,
et ces deux tangentes se coupent sur l'axe des y.
Dans ce cas, au facteur du résultant correspondent deux tangentes communes se coupant sur l'axe des y.
164. Il est important de remarquer que dans cette dernière hypothèse le facteur av-\- ^w est facteur double de R(î;, w).
En effet, puisque les valeurs v = ^ et w = — a annulent Pi — P et Qi — Q, ces fonctions sont divisibles par av -H ^w, et Ton peut écrire
Pi — P = p(aî;-+-M,
p étant une constante et q une fonction linéaire. On en déduit
PQ, - QPi = [?q - Qp){^v -+- ^w) et aussi
R(v, w) = {oiv 4- M'[f—P{^9 — QP)1
ce qui démontre la proposition.
La réciproque n'est pas vraie, il peut arriver qu'un facteur double de R(u, w) ne divise pas Pi — P.
165. Dans la pratique, pour résoudre Téquation (2), on opère comme s'il n'y avait qu'une seule inconnue. On commence par supprimer le facteur w, s'il existe, puis on résout
l'équation par rapport à - ; c'est une équation à une seule
inconnue qui peut admettre des racines réelles ou des racines imaginaires conjuguées deux à deux. Si l'on a, par exemple,
la solution — = h, on pourra prendre pour valeurs de v et
de w, V = h et w = i.
Si h est imaginaire, la tangente correspondante est imaginaire; si h est réel, il faut encore pour que la tangente soit réelle que la valeur correspondante de u soit réelle ; cela arrivera toujours si le système {v = h, w = i) n'annule pas Pi — P ; mais si ce système annule Pi — P, on a deux valeurs de u correspondantes, racines d'une équation du second degré, et ces deux valeurs ne sont pas toujours réelles.
Dans tout ce qui suivra, nous appellerons racines de l'équa-
tion (2) les valeurs de - ; dans le cas où R(t;, w) admet-
trait le facteur w^ il faudrait aussi considérer comme racine réelle la valeur iv = 0, v étant arbitraire.
466. Discussion. — Premier cas. — Véquation (2) a quatre racines simples.
D'après ce que nous avons vu plus haut (164), aucune de ces racines ne peut annuler Pi — P ; à chaque racine de l'équation (2) correspond une seule valeur de u.
Les deux équations (1) ont donc quatre systèmes distincts de solutions communes, les deux coniques admettent quatre tangentes communes différentes.
Pour qu'une tangente commune soit réelle, il faut et il suffit que la racine correspondante de Téquation (2) soit réelle, puisqu'à cette racine ne correspond qu'une valeur de m; il résulte de là que les deux coniques admettront : ou bien quatre tangentes communes réelles, ou bien deux réelles et deux imaginaires conjuguées, ou bien quatre tangentes imaginaires conjuguées deux à deux.
167. Deuxième CAS. — L'équation (2) a une racine double et deux racines simples.
Aux deux racines simples correspondent deux tangentes communes réelles ou imaginaires conjuguées. Quant à la racine double, il peut se présenter deux cas selon que celte racine annule ou non Pi — P.
1° Si la racine double n'annule pas Pi — P, à cette racine correspond une seule valeur de w, et par suite une seule tangente commune.
On dit quelquefois que cette tangente est double ; cela revient à la considérer comme réunion de deux tangentes communes; nous pouvons d'ailleurs justifier cette manière de voir, en démontrant que cette tangente touche les deux coniques au même point.
En effet, puisque l'équation (2) a une racine double, celte racine satisfait aux équations
En adjoignant à cette racine la valeur
on a les coordonnées de la tangente commune.
Nous allons démontrer que ces coordonnées satisfont aux équations
/« __ A^ fiv
/lu /lU fiio
Considérons d'abord la première égalité,
u _ fi .
fiu n
7 ' Ir
on peut l'écrire
2m -h Pi "" P/a-hOr
les accents désignant des dérivées par rapport à v. En chassant les dénominateurs, on a
2u2(P; - F) + u[2(Q;— QO -h PP/ — P,FJ 4- PQ/ — PiQ' = ou, en remplaçant u par sa valeur — — ^
2(Qi - Q)^P/ - P') ~(Qi -- Q)(Pi - P)[2(Qi - Q') -+- PP; - PiF]
+ (PQ/-PiQ0(Pi-Pr=O. (3) D'autre part, on a
R(i,, w)=z{Q,^QY-{P,- P)(PQi -- QP, ) '= 0,
RUv, w) = 2(Q, - Q)(Qi - QO ~ (P, - F)(PQi - QPi) ■
~ (P, - P)(PQ( -h Q,P' - QPi - PiQ') = 0.
Multiplions ^{v, lo) par Pi — P, et ajoutons au produit le premier membre de la relation (3), que nous désignerons par H ; on obtient
H 4- (Pi - P)R,((y, w) = 2(Qi - Q)^(P/ - P') ~(P;^P')(PQi-QPt)(Pi-P)-(Qi~Q)(Pi-P)(PPi'-Ptn -(Pi-P)^(PU-QP;).
Les deux derniers termes du second membre peuvent se
transformer aisément en l'expression suivante :
-(Pi-P)(PÎ-F)(PQ,-QPO,
de telle sorte que
= 2(P/ - P')[(Q, - QY - (Pi - P)(PQ, - QPO] ou
H + (Pi — P)R>, w) = 2(P( — POR(u, w).
On voit donc que si R(v, w) et B^(v, w) sont nuls, il en est de même de H, et par suite la relation (3) est vérifiée. On établira de même la relation
fu_ ___ fw^ t\u fiw
en remarquant que la racine double du résultant annule aussi R^(u, w).
Dans ce cas, les deux coniques sont tangentes et admettent deux tangentes communes réelles ou imaginaires.
2<> Si la racine double annule Pj — P, à cette racine correspondent deux valeurs de u données par Tune des équations (1) ; on aura donc deux tangentes communes se coupant sur Taxe des y, ces deux tangentes pouvant être réelles ou imaginaires conjuguées. Dans ce cas, les deux coniques admettent quatre tangentes communes distinctes réelles ou imaginaires.
Il peut arriver que les deux valeurs de u soient égales ; on a alors
fû = 0, fiu = 0,
ce qui montre que le point de contact de la tangente unique correspondante est sur Taxe des y ; par conséquent les deux coniques sont tangentes.
Troisième cas. — L'équation (2) a deux racines doubles
A chaque racine double correspond : ou bien une tangente double touchant les deux coniques au même point, ou bien deux tangentes se coupant sur Taxe Oij.
Les deux coniques pourront donc être : ou bien bitangentes, les tangentes aux points de contact constituant deux tangentes
communes doubles, ou simplement tangentes et admettre deux tangentes simples, ou enfin pourront avoir quatra tangentes communes distinctes se coupant deux à deux sur Oy.
Si les deux racines doubles sont imaginaires conjuguées, les deux coniques seront bitangentes, les points de contact étant imaginaires.
169. Quatrième cas. — V équation {^) a une racine triple et une racine simple.
Ces deux racines sont toujours réelles. A la racine simple correspond une tangente commune ; quant à la racine triple, deux cas sont à distinguer.
1° Si cette racine n'annule pas Pi — P, à cette racine ne correspond qu'une tangente, on dit que c'est une tangente triple, les deux coniques sont tangentes comme dans le cas précédent ; seulement la tangente commune est la réunion de trois tangentes. On dit que les deux coniques ont un contact du deuxième ordre, et nous verrons plus tard que les courbes se traversent.
2° Si la racine triple annule P, — P, à cette racine correspondent deux valeurs de u et par suite deux tangentes ; l'une d'elles doit compter pour deux, et par suite les deux coniques seront tangentes au même point à Tune de ces droites, comme on peut d'ailleurs le démontrer analytiquement de la manière suivante.
Égalons à zéro la dérivée seconde de R(u, w) par rapport kv] on obtient, en remaixjuant que pour la racine triple
on a
(Qi - or - (p; - po(pQi - QPi/ = 0. (4)
Or pour que le point de contact soit le même, on doit avoir
2i/H-P _ P'u -+■ Q' 2m 4- Pi "" Pii/H-Q'/ et comme P = Pi, cette condition s'écrit
PU-hQi
OU
Tout revient à démontrer que cette quantité est racine de l'équation
c'est-à-dire que Ton a
ce n'est pas autre chose que la relation (4), où l'on remplace Pi par P et Qi par Q.
Cela nous montre en même temps que les deux valeurs de u sont toujours réelles.
Enfin il peut arriver que ces deux valeurs de u soient égales ; dans ce cas les deux coniques ont un contact du deuxième ordre.
170. Cinquième cas- — U équation (2) a une racine quadruple, 1° Si cette racine n'annule pas Pi — P, les deux coniques
admettent une tangente commune, dite tangente quadruple, ou réunion de quatre tangentes communes ; cette tangente touche les deux coniques au môme point. On dit que les deux courbes ont en ce point un contact du troisième ordre.
2° Si cette racine annule Pj — P, à cette racine correspondent deux valeurs de w ; on a par suite deux tangentes communes, et il sera aisé de vérifier que Tune de ces tangentes touchera les deux coniques au même point et que le contact sera du second ordre, ou bien que les deux coniques seront bitangentes.
Si les deux valeurs de u sont égales, il y aura contact du troisième ordre.
171. Il résulte de cette discussion que deux coniques ont toujours quatre tangentes communes réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues.
Si deux tangentes sont confondues, il y a contact ordinaire ; si trois tangentes sont confondues, il y a contact du deuxième
ordre ; enfin si les quatre tangentes sont confondues, le contact est du troisième ordre.
Il est clair que Tune de ces tangentes communes peut avoir son point de contact à Tinfini, c'est-à-dire être asymptote ; il peut aussi arriver que la droite de Tinfini soit tangente commune, ce qui a lieu dans le cas de deux paraboles.
Enfin à une tangente imaginaire correspond toujours une tangente imaginaire conjuguée.
172. Il ne sera pas sans intérêt d'étudier maintenant les différents ordres de contact au point de vue géométrique.
Considérons d'abord deux coniques tangentes, le point de contact étant à distance finie ; nous prendrons ce point pour origine et la tangente commune pour axe des œ.
Pour que Téquation
au^ + a'v^ + a"io2 -\- 2bvw 4- 2b' wu -\- 2b''icv = représente une conique tangente à Oa?, il faut que a' = ; en outre Téqualion du point de contact étant
■1 f, = b'n + 6wj = 0,
pour que ce point de contact soit à l'origine, il faut que b" = 0. On voit alors que a ne peut être nul.
Nous pourrons donc écrire les équations des deux coniques
u^ + 2b'uw -+- 2bvw -h a^w^ =z ,
1*2 4. 2b[uw -h 2bivw + a^w^ = .
En éliminant tî, on obtient l'équation
[2{bi — b}v + (aï — a'')ioYw^
— 4(&i — b')[2ib'bi — bb[)v -+- {b'aî — a%)w]w^ = ;
elle admet la racine double lo = 0.
Pour que le contact soit du second ordre, il faut que lo — soit racine triple ; on doit avoir b — ôj = 0.
Enfin pour que le contact soit du troisième ordre, il faut que w = soit racine quadruple, ce qui exige
6 — &i = 0, (b'i — b')(b'bi — bb[) = ,
ce qui donne
b^bi=0 et b' — b\ = 0.
Nous allons étudier maintenant la position des deux courbes aux environs de l'origine.
TANGENTES COMMUxNES A DEUX CONIQUES 191
Nous opérerons comme nous l'avons vu aux numéros 59 et suivants.
Nous poserons v =z — I et nous développerons u en série ordonnée suivant les puissances croissantes de w. Pour le faire aisément, nous pouvons résoudre Téquation de la conique par rapport à u ;
on a
u z= -^ b'w ±z ^b'^W — a"w^ -h 2bw,
qu'on peut écrire
u = — b'io ± <Jlbw 1 -t- i ' »
et par suite, en développant en série le coefficient de /55ïô,
Il = —b'w±: /2bw T 1 H ^^ w -] 1
ou
u = t^f2bw — b'w -i- zw^bw -^ 1 , (5)
s désignant dz 1.
On aura de même pour la deuxième conique
Ui = z<j2biW — b\w-\-zw^2b\w — — - — ^H (6)
Dans l'équation (5) on ne peut donner à w que des valeurs du signe de b, et dans l'équation (6) w ne peut être que du signe de &i.
Premier CAS. b^bi. Contact da premier ordre.
Tout d'abord si b et &i sont de signes contraires, w reçoit des valeurs de signes contraires dans les relations (5) et (6) ; il en résulte que les deux courbes sont situées de part et d'autre de Ox,
Supposons maintenant b et 6i de même signe, et positifs pour fixer les idées ; w ne pourra recevoir que des valeurs positives ; chacune des équations (5) et (6) détermine pour u deux valeurs infiniment petites de signes contraires ; nous comparerons les valeurs positives et les valeurs négatives.
En retranchant les équations (5) et (6) on a
M — wi = Z)Jw[s/zb—^i\-\-{b[ — b')w-\ ;
le premier membre a le signe de [\j2b — tJWi)i. Supposons b ^ b^ et prenons s = -j- 1 ; t* — ui sera posi-
lif ; au contraire pour e = — 1 , u — wi change de signe et devient négatif; ce qui montre que u est toujours supérieur à ih en valeur absolue.
On voit ainsi que les deux courbes ne se traversent pas.
Deuxième cas. b-=:b^. b'^b[.
Contact du second ordre .
En retranchant les équations (5) et (6) on obtient
u —ui = {b[~b')w-h
Supposons ft > ; w recevra des valeurs positives ; on voit que
te — Ui aura un signe constant, celui de bi — b'. Supposons encore b[ — 6' > 0.
Si s est positif, u et ui sont positifs et Ton a u'>u^\ si s est négatif, M et u\ seront négatifs, mais li sera plus petit que mi en valeur absolue. On voit ainsi que les courbes se traversent et sont tou^ jours d'un même côté de Ox.
: b't. Contact du troisième ordre.
Troisième cas.
On a cette fois
b = bi. b'
w — Wi =r zwsj^bwx — -
u — wi change de signe avec s ; donc en supposant ô > 0, u est toujours supérieur à u^ en valeur absolue ; les deux courbes ne se traversent pas et sont toujours d'un même côté de Ox,
173. Supposons maintenant que le point de contact soit à Tinfîni, c'est-à-dire que les deux coniques aient une asymptote commune ; si nous la prenons pour axe Oo?, les équations des coniques s'écrivent
w2 4- 2b'uw -h 2b"uv + a^w^ — 0,
u^ + 2h\uw -\- 2b'[uv -+- a'iw^ — .
En éliminant u on obtient
ij _ ayw^
- 4[(6; — b")v -h {bi — b')w][{a'[b" — a"b'[)v -+- «ô' — a"b[)w]w''' == 0.
Cette équation admet la racine double w = 0.
Pour que le contact soit du deuxième ordre, il faut que le coeffi-
cient de v^w^ soit nul, ce qui donne la condition
Si bl — b" = 0, à la racine lo = correspondent deux valeurs de u inégales, et par conséquent il n'y a pas contact du second ordre.
On doit donc avoir
alb' — a^bl = ou
a" ~ aï*
On voit en effet aisément que a" et a* ne peuvent être nuis. Pour que le contact soit du troisième ordre, il faut que le coefficient de vw^ soit nul, ce qui donne
{bt-b''){a'[b' — a'b.l) = et, comme plus haut,
Nous allons poser encore i? = — 1 , et développer en série u par rapport aux puissances croissantes de w. Nous n'aurons qu'une seule valeur de u infiniment petite en même temps que w.
En résolvant Téquation de la conique par rapport à w, il vient
M = &" — b'w ±: sj{b" — b'wY — a''w^, u = b" — b'w àz ^&"2 — 2b"b'w -h [b'^ — a'')w\ et la valeur de m, infiniment petite avec w, sera
u = b' — b'w-b'ïi—^^i
en remarquant que b" ne peut être nul.
Développons en série le coefficient de b" ; on obtient
ou
On aura de même pour la deuxième courbe
Ces développements permettront de déterminer la position de chaque courbe par rapport à l'asymptote, comme on l'a vu au numéro 64.
Pour avoir la position relative des deux courbes, retranchons les équations précédentes ; nous avons
fa" aî\ o . /«'&' «W\ , ,
" a" •iijt jy' Contact du premier ordre,
u — ui a un signe constant quel
tf
que soit w. Supposons d'abord -p
et -p de signes contraires, par ex-
emple yr>^ et -ri < 0; m est
toujours positif et w, toujours négatif.
Supposons maintenant
pr et ^ de même signe,
positifs par exemple, et de plus
U en résulte que u, Uy et la différence w— «i sont positifs. 11 est alors facile de construire la courbe.
Deuxième CAS. y ^ v' ô^"^^*
Contact du deuxième ordre.
On voit alors que dans la différence u — «i, le coefficient de w^ est nul, mais celui de w^ est différent de zéro.
u et ui sont de même signe, supposons-les positifs ; quant à la différence u — w,, elle change de signe avec to, ce qui permet de construire la courbe.
Le produit des carrés des longueurs géométriques des axes est, au
signe près, (136), —^^ —
Si réquation de la conique est
w2 4- a''w^-\-V)'uw 4- 2h''uv z=
ce produit se réduit à ^ sin^ 6 .
11 en résulte que si deux hyperboles ont une asymptote commune et un contact du deuxième ordre, le produit des longueurs géométriques des axes est le même pour les deux courbes, et la réciproque est vraie.
On peut donc énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux hyperboles qui ont une asymptote commune aient un contact du deuxième ordre sur cette asymptote est que les rectangles construits sur les axes aient même aire dans les deux courbes.
Troisième cas. -t» =t7- — «=-4* Contact du troisième ordre, b" b\ a" al
u — Ui est infiniment petit du quatrième ordre et a un signe constant quel que soit w ; de plus u et u^ ont le même signe^ on a donc la même forme de courbe que dans la seconde hypothèse du premier cas.
Mais on peut remarquer que les deux coniques ont même centre, et que les rectangles construits sur les axes ont même aire.
On a donc le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux hyperboles qui ont une asymptote commune aient un contact du troisième ordre est qu'elles aient même centre et que les rectangles construits sur les axes dans les deux courbes aient même aire,
174. Pour terminer cette discussion, nous allons considérer deux coniques tangentes à la droite de Tin fini au même point, c'est-àdire deux paraboles ayant leurs axes parallèles, et nous chercherons la condition pour que ces courbes aient à rinQni un contact du deuxième ou troisième ordre.
Nous prendrons Taxe des x parallèle à la direction commune des axes, et comme cette direction a pour paramètres directeurs b' et b, nous aurons & = 0.
Les équations des deux paraboles peuvent alors s'écrire
u^ H- ^b^uv -^ 2b'uw -+- a'v^ = 0, tf.2 _[- 2b'[uv -H 2b\uw 4- a\v^ = 0.
En éliminant u on obtient
(a;— a')2i?*—4[(6';- &>+(&;— &')î/j][(a;6''-a'&;)t?4-(a;&'—a'&;)io]v2=:0.
Cette équation admet deux fois la racine t? = ; à cette racine correspond la valeur m = 0, ce qui donne comme tangente double la droite de Tinfini.
Pour que le contact soit du deuxième ordre, il faut que le coefficient de wH^ soit nul, c'est-à-dire qu'on ait
bi — b' ne peut être nul, sans quoi à la racine v = correspondraient deux valeurs de u différentes.
On devra donc avoir
a\b' — a% = ou
Pour que le contact soit du troisième ordre, il faudra que le coefficient de wv^ soit nul, ce qui donne
a' a[ On pourrait également étudier la position relative des branches infinies en faisant to = — i, et en développant u en série ordonnée par rapport aux puissances de v.
On a
u = — {b"v — b') ±1 yl[b"v — b'Y-a'v^,
ti = — [b"v — b') ± yjb'^ — 'ib'b'v + (ô^^ — a>2 ^
ou bien
Si m désigne le coefficient angulaire de la droite v^-\-vy — 1 =0, on a m = > et le développement précédent peut s'écrire
V est rinverse de l'ordonnée à Torigine.
On aura de même pour la deuxième parabole
et en faisant la différence,
Considérons la formule (7) ; elle nous permet de déterminer la position des branches infinies de la première courbe.
En effet, en supposant
Premier cas.
— --r> > 0, on voit que m a le signe de
V pour les valeurs de v sufïîsamment petites ; on voit ainsi que la parabole tourne sa concavité vers les x positifs ;
ce serait le contraire si — rrr; était
négatif.
Pour avoir la position relative des branches de courbes, nous distinguerons plusieurs cas comme précédemment.
Contact du premier ordre.
Si %, 6t T7 sont de signes contraires, les deux paraboles tournent
Oj
leurs concavités en des sens différents.
Si T-, et rr sont de même signe, négatifs par exemple, les deux
paraboles tournent leurs concavités vers les x positifs, et m — mi a le signe de «, si
b\ ^ h' Nous aurons donc les branches de courbe cicontre.
a! a\ b'^b: ^ Deuxième CAS. -r, =t7* — 7=-7' Contact du 0^ a ay
deuxième ordre.
Les deux courbes tournent toujours leurs concavités dans le même sens, on voit de plus que m — wi a un signe constant quel que soit v.
Les branches infinies des deux courbes s^entrecroisent.
On peut remarquer aussi que les paramètres des paraboles sont égaux.
Nous avons vu en effet que le paramètre d'une parabole est donné par la formule (137)
A I sln- e
(6« -h 6'2 _^_ 2hb' cos e)^
Cette formule devient pour la première de nos courbes
_ I — a*b'^ I sin^ Q __ la'
Gomme jp =z ji y les paramètres des deux paraboles sont égaux.
On peut énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux paraboles aient un contact du second ordre à rinfini, est que ces deux paraboles aient leurs axes parallèles^ leur concavité dans le même sens et leurs paramètres égaux,
Troisième cas. rr = --î • — / = -7 • Contact du troisième ordre, h b\ a' a\
Les deux paraboles ont toujours leur concavité dans le même sens, elles sont égales et ont même axe. La disposition relative des branches infinies est la même que dans la seconde hypothèse du premier cas. On peut énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux paraboles aient un contact du troisième ordre à l'infini, est quelles soient égales, qu*elles aient même axe et qu^elles tournent leur concavité dans le même sens.
CHAPITRE XI
CONIQUES INSCRITES DANS LE QUADRILATÈRE DES TANGENTES COMMUNES A DEUX CONIQUES
175. Théorème. — // existe une seule conique tangente à cinq droites dont quatre ne sont pas concourantes.
Désignons par w,, v,-, Wi (i = 1, 2, 3, 4, 5) les coordonnées des cinq droites.
L'équation d'une conique tangente à ces cinq droites sera
au^ -h a't)2 H- aW -i- 2bvw h- 2b' wu -f- 2b''uv = 0,
et pour déterminer les coefficients, nous aurons les relations suivantes, obtenues en écrivant que l'équation est vérifiée par les coordonnées des cinq droites :
au] H- a'vf H- a''wl -+- 2bviWi -\- 2b'WiUi -+- 26X^1 = , aui + a'vl -h a''w\ + '^bv^w^ + ^b'w^u^ H- 2ô''w2V2 = 0, aul 4- a'vl + a"w\ + Sôvg^a 4- "^b'w^u^ -1- Wu^o^ = 0, ) (1) aul H- a'vl H- «"w^î -H '^bv,jju^ 4- âô'iy^w^ -h Wu^v^ = 0, aul + a'vl + «''^5 -*- 2^VgW;6 -t- âô^'/^gi/g -i- âô^Mg^g = 0.
Nous avons là cinq équations linéaires et homogènes à six inconnues, a, a, a\ ô, b' , b\
Supposons que l'un des déterminants à cinq lignes et cinq colonnes formés avec les coefficients des équations soit diffé-
rent de zéro, par exemple
vï
wl
ViWi
wl
ViWî
WiUt
wl
wl
On peut alors résoudre les équations par rapport aux cinq premières inconnues .en fonction de la sixième ; on aura des expressions de la forme
a = ab', a' = oL'b\ a" = ^"b\ h = ^b\ b' = ^'b" ;
a, a', ... p' étant fonctions des quantités Wf, Vf, Wi. L'équation de la conique pourra alors s'écrire
b"{au^ -\- 7!v^ -h aW -h ^^vw H- 2^'wu -f- 2mu) =t 0,
et, quel que soit b\ cette équation représente une seule conique. Le théorème est ainsi démontré dans cette hypothèse. L'équation de cette conique peut se mettre sous forme de déterminant :
u^ v^ w^ vw wu uv
U\ vf wl ViWi WiUi UiVi Ul V\ W\ V2W2 W^U2 «2^2
W| V3 ^^. ^3Î^S W^aWs «3^3
ni vl wl v,jjOg^ w^u^ u^v^
ul vl wl V^W^ W^U^ WgVg
Supposons maintenant que tous les déterminants à cinq lignes et cinq colonnes qu'on peut déduire du tableau des coefficients soient nuls, et qu'un déterminant à quatre lignes et à quatre colonnes soit différent de zéro, par exemple
ViWi
ul
wl
VîWi
wl
ul
wl
On pourra alors résoudre les quatre premières équations par rapport à a, a', a" et 6, en fonction de b' et de b\ d'après la règle de Cramer, ce qui donnera des expressions de la forme
a, «4, ... pi étalât fonctions des quantités données w,-, »,-, Wt.
Ces valeurs, transportées dans la cinquième équation, la vérifieront, quels que soient b' et b".
Les expressions précédentes constitueront donc la solution générale des équations données ; en transportant ces valeurs dans Téquation de la conique, on obtient
et cette équation, où b' et b" sont arbitraires, représente une infinité de coniques.
Je vais démontrer que dans ce cas, sur les cinq droites données, quatre sont concourantes .
Il résulte des hypothèses que toutes les solutions des quatre premières équations (1) vérifient la cinquième; autrement dit, que toutes les coniques tangentes aux quatre premières droites sont tangentes à la cinquième. Supposons que ces quatre premières droites forment \b/^ un quadrilatère ABCD, et considérons
(i)/''N.(2) y la conique formée par les points A A><^ \r ^^ ^ ' ^^^^^ conique est tangente aux
uVv y(\\ quatre premières droites; la cinquième
y\} droite devant être tangente à cette co-
^ ^ nique devra passer par Tun des points
A ou C, parle point A par exemple; on verrait de même que cette cinquième droite doit passer par l'un des points B ou D, par le point B par exemple; cette droite devrait donc coïncider avec la droite AB, ce qui est impossible parce que nous supposons les cinq droites données distinctes ; il faut donc que le point B coïncide avec le point A, c'est-à-dire que la droite (2) passe par l'intersection de (1) et de (4) et
alors la droite (5) passera par ce môme point, et nous voyons que quatre des droites données seront concourantes.
176. Si sur les cinq droites, trois ne sont pas concourantes, la conique tangente à ces cinq droites est une véritable conique qui ne peut se réduire à deux points.
Si trois des droites sont concourantes, la conique tangente aux cinq droites se compose de deux points, dont l'un est le point de rencontre des trois droites, et Tautre le point d'intersection des deux autres droites .
Enfin si quatre des droites données sont concourantes, ce point de rencontre et un point quelconque de la cinquième droite forment une conique tangente aux cinq droites.
Nous verrons plus loin une démonstration analytique de ces résultats (233).
177. Théorème. — // existe une seule conique tangente à quatre droites, le point de contact sur Vune ff elles étant donné.
Prenons le point de contact donné pour origine et la tangente correspondante pour axe des x\ Téquation de la conique peut s'écrire
au^ -h aW^-i- ^hvw H- ^Vwu = 0.
Soient
UiX -h Vft/ -h 1 =0 (i = 1, 2, 3)
les équations des trois autres tangentes qu'on suppose ne pas passer par l'origine. On aura les équations
26'i/i -4- 20^1 + a" 4- au\ = 0, 26'w2 -h 2ôt;2 -h d' + au\ = 0, 26' W3 H- 26v3 -t- a" -f- aul = 0.
Si l'on suppose les trois droites non concourantes, le déterminant
est différent de zéro; on peut résoudre les équations par rapport h b\ b eia" en fonction de a, et on obtient une seule conique répondant à la question.
178. Théorème. — Il existe une seule conique tangente à trois droites^ les points de contact de deux d'entre elles étant donnés.
Prenons ces deux dernières tangentes pour axes, et désignons par a et p Tabscisse et l'ordonnée des points de contact.
L'équation générale des coniques tangentes à ces droites aux points donnés est (131)
oL^uv-h oiuw-\- ^vw-h y^w^ = 0.
En écrivant que cette conique est tangente à une autre droite, on détermine une seule valeur pour X.
179. Théorème. — Il existe une seule conique ayant avec une conique donnée en un point donné un contact du deuxième ordre ^ et tangente à deux droites.
Prenons le point de contact pour origine et la tangente pour
axe des x.
Soit
M* H- aW -h ^hvw + 2b' wu =
a conique donnée.
La conique cherchée aura pour équation
w* -I- alw* -h 2bivw H- "àb'^wu = 0.
et pour que le contact soit du deuxième ordre, on doit avoir b^ = b (172).
En outre, les coefficients al et b\ seront déterminés en écrivant que la conique est tangente à deux autres droites.
On démontrera de la même manière le théorème suivant
180. Théorème. — Il existe une seule conique ayant avec une conique donnée en un point donné un contact du troisième ordre^ et tangente à une autre droite.
181. Tous ces théorèmes subsistent quels que soient les tangentes et les points de contact, à distance finie ou infinie.
Ainsi, il existe une seule parabole tangente à quatre droites, une seule hyperbole asymptote à deux droites et tangente à une troisième droite ; une seule parabole tangente à trois droites, la direction de Taxe étant donnée, etc.
182. Equation générale des coniques inscrites dans le quadrilatère circonscrit à deux coniques*
Soient deux coniques ayant pour équations
f(Uy v,w) = au^ -\- a'v^ -\-a"w^-^ibvw -^2b'wu -^ Wuv = 0, fi{u, V, w) = aiU^-\-a[v^+alw^-i-2biVW-^2b[wU'\-2bluv = 0;
supposons quelles admettent quatre tangentes communes distinctes; je dis que Téqualion générale des coniques tangentes à ces quatre droites est
f{u,v,w)-\-lif,{u,v,w) = 0. (2)
En effet, quel que soit |i, celte équation est vérifiée par les coordonnées' des quatre tangentes communes, puisque ces coordonnées annulent f{u, t?, w) et ^(w, v, w).
Tout revient à démontrer qu'on peut déterminer fx en sorte que cette équation représente une conique (C) quelconque tangente aux quatre droites.
Soient Mq, Uq, Wq les coordonnées d'une tangente quelconque à la conique (C) ; écrivons que l'équation (2) est vérifiée par ces nombres ; on a
d'où
fi{u,,v,,w,y
l'équation (2) devient
elle représente une conique ayant cinq tangentes communes avec la conique (C) ; elle se confond avec cette conique ; il en résulte qu'on a pu disposer de ji en sorte que l'équa-
tien (2) représente la conique (C). Le théorème est démontré t*l
183. Si les deux coniques données sont tangentes en un point A, Téquation (2) est Téquation générale des coniques tangentes aux deux coniques au point A, et tangentes aussi aux deux autres tangentes communes que ces deux coniques admettent.
En effet, quel que soit ji, l'équation (2) représente une conique qui remplit ces conditions : si par exemple Uq, Vq, ^t'o sont les coordonnées de la tangente au point A, on aura
et
on en déduit sans peine
ce qui montre que (2) représente une conique tangente au point A aux deux coniqjies.
Ensuite on peut disposer de ji en sorte que Téquation (2) représente une conique quelconque (C) satisfaisant aux conditions précédentes. Il suffit comme plus haut de déterminer (x en sorte que Téquation (2) soit vérifiée par les coordonnées d'une tangente à la conique (C). Cette équation représentera alors une conique tangente à laconique (G), et ayant avec celle-ci trois autres tangentes communes; ces deux coniques coïncident (177).
Si les deux coniques données sont bitangentes, Téqua
(1) L'ensemble des coniques représentées par l'équation (2) constitue ce qu'on appelle un faisceau tangentiel.
tion (2) est Téquation générale des coniques bitangentes à ces deux coniques. Pour le prouver, on raisonne comme au numéro précédent.
185. Si les deux coniques ont un contact du deuxième ordre en un point A, Téquation (2) est l'équation générale des coniques ayant au point A un contact du second ordre avec chacune des coniques données, et tangentes en outre à la tangente commune aux deux coniques.
Prenons le point A pour origine et la tangente en ce point
pour axe des x ; les équations des deux coniques s'écrivent
/*(m, V, w) = u^-h 2bvw H- '2b'wu -h a^w* = 0,
^(w, V, w) = w* -h ibvw H- ^b^wu + a^w^ = 0,
et l'équation (2) devient
u^i -h II) -h 26(1 + jx) vm; H- 2(6' h- |i6i) wu + (a' -h fxaj) w;* =
ou
«' + 2ii^ + 2^1±^ «,u+4^tif^t^'' = 0;
H-jjt 1 + K
cette équation représente, quel que soit fx, une conique ayant à l'origine un contact du deuxième ordre avec les deux coniques données.
Cette conique est aussi tangente à la tangente commune aux coniques données.
Le raisonnement s'achève comme dans les cas précédents en s'appuyant sur le théorème du numéro 179.
La démonstration est légèrement modifiée si le point A est à l'infini.
186. Si les deux coniques ont un contact du troisième ordre en un point A, l'équation (2) est l'équation générale des coniques ayant au point A un contact du troisième ordre avec les coniques données.
187. TiiÉORÉMK. — Le. lieu des pôles dhine droite fixe par rapport à des coniques inscrites dans un quadrilatère est une droite.
Considérons deux coniques inscrites dans le quadrilatère, et ayant pour équations tangentielles
fi[u, t?, w) = 0.
L'équation générale des coniques inscrites dans ce quadrilatère sera
/•(m, 13, w)-hiifi[u, V, w) = 0.
Le pôle d'une droite fixe (t*o, Vq, Wq) par rapport à Tune de ces coniques aura pour coordonnées
ce point décrit la droite qui a pour équation œ y j:
f'i\ A't', f'iw^
Si la droite donnée est à Tinfini, nous avons le théorème de Newton (116).
188. Exercice. — Étant donnés un cercle qui a pour centre le point et une parabole P, on considère toutes les coniques C inscrites dans le quadrilatère formé par les tangentes communes au cercle et à la parabole P. Trouver Venveloppe des polaires A du point par rapport aux coniques G ; Venveloppe des tangentes T aux coniques G, telles que les normales attx points de contact passent par le point 0, et Venveloppe des axes des coniques G.
(Concours général, 1889.)
Prenons deux axes rectangulaires passant par le point 0, Ox étant parallèle à Taxe de la parabole. Les équations tangentielles du cercle et de la parabole seront respectivement
au^ + a'v'^ + Wwu -\- Wuv = 0.
L'équation générale des coniques G sera alors
/•(u, V, w) = X[R«(t*2 H- 1?2) _ to«] + au^ H- a'v^ -\- 2b'wu -+- Wuv = 0.
Soient w, r, w les coordonnées de la polaire A du point par rapport à Tune des coniques G. L'équation du pôle est
et pour que ce pôle soit à l'origine, il faut qu'on ait - /*,: = XR2w -f- au -h b''v -f- b'w = 0,
1 /-^ = XR2r + b^c + a'i? = ; en éliminant \ on a Téquation tangentielle de l'enveloppe,
1 (uf^. — vfr^) = b^iu^ — v^) + (a' — a)uv — b'vw = 0. (a)
Cette enveloppe est une parabole dont Taxe est parallèle à Oy. Soient maintenant u, v, w les coordonnées d'une tangente T ;
on aura
en outre la droite qui joint le point au point de contact a pour
coefficient angulaire ^ ; pour qu'elle soit perpendiculaire à T, il
/« faut que
Éliminant X entre (p) et (y), on aura l'équation de l'enveloppe. Cette élimination est toute faite, puisque l'équation (y) ne renferme plus X. L'équation (y) est donc l'équation de l'enveloppe des droites T. Or cette équation est la même que l'équation (a). Il en résulte que les droites A et T ont pour enveloppe la même parabole.
Nous n'avons pas utilisé la condition (?) qui exprimait que la droite T était tangente à la conique C. Il résulte de là que l'équation (a) est l'équation de l'enveloppe des droites A qui sont perpendiculaires aux droites joignant le point à leurs pôles.
Les axes des coniques C jouissent des propriétés des droites A, et par suite sont tangentes à la parabole (a).
En conséquence^ les trois séries de droites considérées ont la même enveloppe : c'est la parabole
6"(w2 — i?2) _|_ (a' — a)uv — b'vw =z 0,
qui a son axe parallèle à Ot/ ; les tangentes menées à cette parabole par le point sont rectangulaires ; donc la directrice de cette parabole est la droite Ox,
On vérifiera sans peine que le foyer de cette parabole est sur la droite qui joint le point au foyer F de la parabole P, à une distance du point F égale à OF.
Tous ces résultats peuvent se démontrer géométriquement (Voir Nouvelles Annales de Mathématiques j 3® série, tome IX, p. 35).
189. Supposons maintenant que Tune des coniques se compose de deux points P et Q ayant pour équations
P = au -h pu -f- Y«^ = 0,
c'est-à-dire que Toii ait
réquation
f{u,v,w)-hliFQ = (3)
est réquation générale des coniques tangentes aux tangentes issues des points P et Q à la conique (C) qui a pour équation
/*(", V, lo) = 0.
Si le point P est situé sur la conique, les tangentes issues de ce point sont confondues ; Téquation (3) est alors l'équation générale des coniques tangentes à la conique donnée au point P et tangentes aussi aux tangentes issues du point Q à cette môme conique.
On peut d'ailleurs vérifier analytiquement ce résultat en prenant le point P à l'origine, 'la tangente en ce point à la conique étant Taxe des x.
L'équation de cette conique sera
au^ -+- a"w^ 4- "ibvw h- Wwu = 0,
et l'équation (3) s'écrit
au^ -h a"w^ -h ^bvw + Wwu -f- \Lw{aLU -h P'u h- -^'w) = ;
elle représente bien une conique tangente à l'origine à Taxe des X.
190. Exercice. — On donne une ellipse E et un point P situé dans son plan. Trouver le lieu du point M tel que les tangentes menées du point P et du point M à V ellipse E forment un quadrilatère circonscriptible à un cercle.
Soient a^u^ -4- hH'^ — w^ = '
l'équation tangentielle de Tellipse E, a, p les coordonnées du point P et a?, y les coordonnées d'un point M du lieu. L'équation générale des coniques tangentes aux tangentes issues des points P et M à l'ellipse est
^à^u^ -+- hH^ — w^) H- (tea + r^ + w)(ux + ry + ic) = 0.
Écrivons que l'équation représente un cercle ; on a (101)
(Xa> + au»){l - X) - ^iL±fî! = (>,6J + py)( 1 _ ,,) _ iL±yl! ,
Éliminant X entre ces deux équations, on aura l'équation du lieu. La première peut s'écrire
De la deuxième on tire
et en remplaçant dans la première, on obtient
c2(a72 _ a2)(î/2 — ^2) = (aV — P^a?*)(a7* + y^ _ «2 — p2) ou c2(a72 — a2)(y2 __ p2) — |-a2(y2 _ p8) _ p2(a72 _ a2)][a72 — a'+î/S — p2j.
Cette équation est homogène et du deuxième degré en x^ — a^ et 2/2 — P; elle représente deux coniques dont les équations s'écrivent
Srz:^^ - ^*' S?^r72 - "^«»
mi et mj étant les racines de l'équation
On voit aisément que ce sont les deux coniques homofocales à l'ellipse E qui passent par le point P.
191 . Coniques homofocales. — Si les points P et Q sont les points cycliques dû plan, Téquation (3) est réquation générale des coniques homofocales à la conique (C) d'après la définition même des foyers.
Si les axes sont obliques et font Tangle 6, on sait que les points cycliques sont à l'infini dans les directions dont les coefficients angulaires satisfont à Téquation
m2 H- 2m cos 6 -h i = 0.
Pour qu'une droite ux-h vy-hw = passe par l'un de ces
points, il faut que son coefficient angulaire satisfasse
à cette équation, c'est-à-dire que l'on ait
w^-h v» — 2uv CCS e = ;
telle est réquation deTensemble des points cycliques.
Il en résulte que Téquation générale des coniques homofocales à la conique (C) est
/*(w, V, w) 4- [Jt(u' -\-v^ — 2wv cos 6) == 0.
Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, cette équation devient
/*(m, V, w) 4- [Jt(u' -+- r') = 0.
Supposons que la conique soit une ellipse rapportée à ses axes, c'est-à-dire que
l'équation des coniques homofocales est
aV 4- ô V — m;« -h {jl(w« 4- u») = ou
(a« 4- [i)u* H- (6^ 4- fx) V» — w;' = 0,
et réquation ponctuelle correspondante est ^ . y'
a* 4- [JL 6* résultat connu.
192. On peut considérer des coniques homofocales comme inscrites dans un quadrilatère dont deux sommets opposés sont les points cycliques.
Par conséquent le lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à des coniques homofocales est une droite (187) qui a pour équation
et Ton vérifie aisément que cette droite est perpendiculaire à la droite donnée.
193. Coniques bitangentes ù une conique donnée. — Supposons que dans Téquation (3) du numéro 189 les deux points
P et Q soient confondus ; cette équation devient
/•(ti, V, t(;) -h {jiP2 == 0. (4)
Nous allons démontrer que cette équation est Téquation générale des coniques bitangentes à la conique (C), les points de contact étant ceux des tangentes menées par le point P à cette conique.
Tout d'abord on voit que Téquation (4) est satisfaite par les valeurs de w, v, w qui annulent à la fois /*(m, v, w) et P, c'est-à-dire par les coordonnées des tangentes menées du point P à cette conique. Je dis de plus que ces tangentes communes ont mêmes points de contact dans ces deux coniques; en effet,
posons
o[u,v,w) = f{u, V, w;)-+-fiP2,
P ^ a?< H- pv -H Y^ i on aura
?t = /*i + 2HLPp,
cp;,= /*i,+ 2HLPY,
et si on remplace dans ces identités m, u, w par les coordonnées des tangentes menées par le point P, on a
Tw — /toi
ce qui montre que ces tangentes touchent les deux coniques aux mêmes ppints.
On verra ensuite aisément qu'on peut déterminer fx, en sorte que Téquation (4) représente une conique quelconque bitangente à (C), la corde des contacts étant la polaire du point F; on en conclut que (4) est bien Téquation générale cherchée.
194. Considérons maintenant un quadrilatère défini par les équations de ses sommets,
\ zzr 0, B = 0, c = 0, D = 0,
A et C étant opposés ainsi que B et D. On démontrera aisé-
ment que réquation générale des coniques inscrites dans ce
quadrilatère est
AC-f-[JiBD = 0.
Si Ton suppose, comme dans rexercice du numéro 155, que le quadrilatère soit un parallélogramme ayant son centre à l'origine et ses côtés parallèles aux axes de coordonnées, les sommets auront pour éc[uations
A = wa + i?P -f- 10 = 0,
C = — Mot — rjâ -f- to = 0,
B = t^a — vP -f-w? = 0,
D = — Ma + t?PH-to = 0;
réquation générale des coniques inscrites sera donc
(Ma4-t?P-f-î<?)( — uoL — v^-\-w) + ii{ua — rfj -h io)( — ua-ht?p-f-io) =
ou
(1 + fi)[io» — wM— t?2p2-| _ 2wt?a3(! — ji) = ; en posant
l + fJL *
on obtient
dHi^ + p2„2 _ u?2 + 2Xmi? = 0.
Cette équation peut être considérée comme l'équation générale des coniques tangentes aux tangentes menées à l'ellipse
a2w2 + p2pS — io2 =
par les points qui ont pour équations
c'est-à-dire les points à l'infini dans les directions Oa? et Oy.
195. Si le point B est sur la droite AC, on démontrera aisément que l'équation
AC -h fiBD =
est réquation générale des coniques tangentes aux droites AD, CD et à la droite AC au point B.
Considérons par exemple un triangle rectangle AOB dont nous
prenons les côtés pour axes de coordonnées ; désignons par a Tabscisse du point A, par h l'ordonnée du point B, et du point abaissons OC perpendiculaire sur AB.
Cherchons l'équation générale des coniques tangentes aux trois côtés du triangle AOB et touchant le côté AB au point C.
Les équations des points 0, A, B, C sont respectivement
10 = 0, wa-hM? = 0, i?6h-io = 0, ahHi + a^hv-^[a^-{'h^)w =.0 \
réquation générale des coniques considérées sera
[ua -\- w)[vh -^^ V)) -\- \L'w[ahHi -l-a^ôy + (a*-f-6*)to] = 0.
Enfin si Ton a trois points
réquation générale des coniques tangentes en A et B aux droites CA et CB sera
AB + |jlC2 = 0.
Si on suppose que le point C soit à l'origine, A sur Ox et B sur Oy, réquation s'écrit
(ua H- w)[v^ -f- lo) + \t.w^ = ou
OL^UV H- ^VW + 7.WU + Xw?2 = 0,
comme on l'a vu au numéro 131.
197. On peut déduire de là l'équation générale des paraboles dont on connaît un diamètre et la tangente à l'extrémité.
Si on désigne par Xq, y^ les coordonnées de l'extrémité du diamètre, par a, p les paramètres directeurs du diamètre et par a', p' ceux de la tangente, l'équation générale cherchée est
(Ma?o -4- vj/o + ^)(wa H- i?P) H- \l[u^' + wp')» = ;
on peut en effet considérer la parabole comme tangente à la droite de l'infini, le point de contact étant dans la direction du diamètre.
Si les directions (a, 3) et (a', p') sont perpendiculaires, le point (a^o, I/o) est le sommet de la courbe.
198. Exercice. — Lieu des foyers des hyperboles ayant une asymptote donnée et tangentes en un point donné à une droite perpendicu^ laire à Vasymptote.
Prenons Tasymptote pour axe des y, la tangente pour axe des a?, et désignons par a l'abscisse da point de contact.
Les hyperboles considérées sont tangentes aux droites Oa? et Oy, la corde des contacts étant la parallèle à Oy menée par le point A.
Les équations du point et du point A sont
celle du point à Tinfini dans la direction Oy est
1? = ; nous avons ainsi les équations des points de contact et du point de rencontre des tangentes ; Téquation générale des hyperboles sera {ua -f- to) r + Xio* = 0.
Les foyers seront déterminés par les équations
X(a;2-ya)H-y =0,
En éliminant X entre ces deux éc[uations, on aura Téquation du lieu. On trouve ainsi
x[a?' H- y») — a[x^-- y») = 0, équation d'une strophoïde droite.
199. Revenons à Téquation (3) du numéro 189 et supposons que le point P soit situé sur la conique (C) ; nous avons vu que cette équation est l'équation générale des coniques tangentes à la conique donnée au point P et tangentes aussi aux tangentes issues du point Q à la même conique.
Supposons de plus que le point Q soit sur la tangente au point P à la conique (C) ; dans ce cas Tune des tangentes issues du point Q coïncide avec la tangente en P ; il en résulte alors que Téquation
/•(m, w, w) 4- fxPQ =
est Téqualion générale des coniques ayant au point P un contact du deuxième ordre avec la conique donnée, et tangentes à la tangente issue du point Q à la même conique.
200. Enfin, si le point Q coïncide avec le point P, Téquation
/•(m, t?, w) -i- [iP^ =
est réquation générale des coniques ayant au point P un contact du troisième ordre avec la conique (C), en supposant toujours que le point P soit sur la conique.
EXERCICES ET NOTES
1. On donne deux paraboles ayant pour foyer le point fixe et pour axes les deux droites rectangulaires Ox et Oy. Trouver l'équation de la tangente commune à ces deux courbes.
Trouver le lieu décrit par le milieu des points de contact quand la tangente commune passe par un point fixe.
On a aisément les coordonnées de la tangente commune en résolvant les équations tangenti elles
p{u^ 4- V^) — ^UVD = 0, gr(u2^t?2) — 2l?lO =
des deux courbes. Le lieu demandé a pour équation
2xy{x^ -f- y^) — (ai/3 — ^xy^ — 3aw?«t/ + ^a^) = 0, a, P désignant les coordonnées du point fixe.
2. Lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère circonscrit à un cercle,
3. D'wn point P du plan d^une ellipse, on mène les quatre normales, et Von considère le quadrilatère formé par les tangentes aux points d'incidence. Sur quelle courbe doit être situé le point P pour que le quadrilatère soit circonscriptible à un cercle ?
Soit à^u^ -h b^v^ — w^ = réquation de Tellipse ; on aura une relation entre les coordonnées u, v, w d'une tangente en un point d'incidence, en écrivant que la droite qui joint le point P{x, y) au
point de contact ( , J est perpendiculaire à cette
tangente ; on obtient ainsi
c'^uv — uwy + vwx =
il suffît alors d'écrire que réquation
a^u^ -+- bH^ — M?2 + \{c^uv — uwy H- vwx) = représente un cercle; on élimine X et on a Téquation du lieu,
4. Lorsqu'une conique est bitangenie à une conique donnée et tangente à deux droites, le pôle de la corde des contacts décrit deux droites formant faisceau harmonique avec les deux droites données.
5. Lieu des pieds des normales menées d'un point à une parabole de grandeur constante tangente à deux droites rectangulaires.
Soit M(a7, y) un point du lieu; on mène par M une perpendiculaire à MO ; on forme l'équation tangentielle de la parabole tangente aux deux axes et à la perpendiculaire au point M, et il suffit d'écrire que le paramètre de cette courbe est donné.
On trouve pour équation du lieu
6. L'équation tangentielle générale des coniques passant par deux points a, p, y et a', p', / est
(wa + «3-4- w^)[uot! + v^' + w^f) -+- y^{ux -\-vy -\~ wz)^ = 0,
^, y, z désignant les coordonnées du point de rencontre des tangentes aux deux points donnés.
7. Lieu des foyers des paraboles tangentes à une droite et admettant une corde commune parallèle.
Prendre pour axes la tangente et la perpendiculaire au milieu de la corde ; se donner comme paramètres variables les coordonnées du pôle de la corde.
8. Le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère est une cubique circulaire passant par son foyer singulier. Réciproquement, toute cubique circulaire passant par son foyer singulier peut être définie de cette manière,
(G. HuMBERT, Nouvelles Annales, 3® série, tome Xll, p. 124).
9. Si une parabole est bitangente à une hyperbole équilatère, sa
directrice est perpendiculaire au milieu de la droite qui joint le centre de Vhyperhole au pôle de la corde des contacts. En effet, si la parabole a pour équation
a'(w2 — v^) — to^ -+- {îix' H- vy' + lo)^ = 0,
sa direclrice a pour équation
2xx' H- 2yy' — x'^ — y'^ = 0.
10. Lorsque /des" coniques sont inscrites dans un quadrilatère, il existe deux points d'où Von voit les coniques sotis un angle droit.
Ce théorème résulte immédiatement de 'ce que l'équation du cercle orthoptique contient linéairement les coefficients de Téquation tangentielle. Si ces coefficients sont fonctions du premier degré d'un paramètre, les cercles orthoptiques passent par deux points fixes.
On en conclut que les cercles décrits sur les trois diagonales d'un quadrilatère comme diamètre ont même axe radical.
11. Si quatre coniques*'' sont inscrites dans un quadrilatère, les pôles d'une droite quelconque ont un rapport anharmonique constant. (Ghasles, sections coniques.) ,
12. La somme des angles que font avec un axe fixe les tangentes communes à detix courbes algébriques ne change pas quand on remplace ces courbes par des courbes homo focales.
Soient
f{u, u, w) = 0, o[u, Vy w) =z
les équations des deux courbes ; cherchons la somme V des angles de leurs tangentes communes avec Ox.
Éliminons w entre les deux équations ; on a un résultant
R(m, V) = Aote"» -4- Aiu»»-*t? H Amt?"» = ;
en posant = «, on a l'équation aux coefficients angulaires ;
on en déduit
fer V — Al — A3 -h As
^^^ -Ao-Aâ + A*---' ou si Ton pose R(l, i) = M -4- Nt,
tgv = ^.
Or pour calculer R(l, t\ il suffit d'éliminer w entre les équations /•(I, î, w) = et cp(i, i, to) = ; par conséquent V ne change
pas si on remplace les équations des deux courbes respectivement
par les équations
f[u, t?, io)-f-(îc2-4-t?2)/*Ut«, t?, w?) = 0, <p(u, t>, w) 4- [u^ + v2)<pi(w, t?, w) = 0.
Ce théorème est dû à M. G. IIumbert.
La démonstration qui précède a été donnée par M. Ë. Borel. (Nouvelles Annales, 3« série, tome IX, p. 123).
13. Lieu des foyers des paraboles bitangentes à un cercle et passant par un point fixe,
14. Étant données les équations tangentielles de trois coniques^ /" = 0, ? = 0, 4* = 0> ayant trois tangentes communes, Véquation générale des coniques tangentes à ces trois droites est
En déduire Véquation générale des coniques tangentes à trois des tangentes communes à deux coniques données.
Soient /"= 0, cp = les équations tangentielles des deux coniques, et P = 0, Q = les équations de deux points situés sur une tangente commune T. Les équations des deux coniques pourront s'écrire
/•=AP + BQ = 0,
? = AiP -+- BiQ = 0, et réquation
^ = ABi - BA, =
représentera une conique tangente aux tangentes communes aux coniques données, excepté à la tangente T.
L'équation générale demandée sera
a/'-f-P?-f-T(ABi — BAi) = 0.
Appliquons cela à la recherche de Téqualion générale des coniques tangentes aux trois tangentes communes à deux paraboles, il faut exclure la droite de Tinfîni. On écrira
f[u, Vy w) = u{au -f- b"o -f- 2b* w) -\-v(a'v + b"u ■+- 2bw) = 0,
5>(tt, r, wl = u{aiu 4- b^v + 2b[iD) -f- v{a\v H- b^u -+- 2&iio) = 0,
et réquation générale sera
«/"-f- P? 4- -^[{au H- b"v 4- 2b'w]{aiV -f- blu -+- 2biw)
— {aiu-h blv + 2b\w){a'v -+- b"u H- 2bw]] = 0.
15. Quand deux angles sont circonscrits à une conique^ les quatre côtés et les deux cordes de contact sont tangents à une même conique.
L'équation de cette conique est
2{uifû^-hvifi^ H- Wif^\f{u, t?, w)
— (ufù^ -h vfr,^ -4- wf^o^){ufi^ H- tî/*„\ H- wf,i;^, = 0,
Mq, i?o, ioq et Ml, tJi, Wi désignant les coordonnées des -cordes de contact.
16 . L'équation générale des paraboles ayant pour foyer le point
(a, P) est
u^ + v^-\- (lia + t?P -f- w)(ku H- fJLi?) = 0,
X, [JL étant les paramètres directeurs de l'axe,
17. Pour quHl existe une conique passant pa^ deux points C et D, et tangente aux tangentes issues de deux points A e^ B à une conique S, il faut et il suffit quHl existe une conique passant par A et B, et tangente aux tangentes issues de C et H à la conique S.
Si l'on suppose que les points G et D soient les points cycliques, on a Texercice résolu au numéro 190.
Proposition corrélative. On peut en déduire la propriété suivante : l'enveloppe des axes radicaux de deux cercles dont l'un est fixe et r autre j variable^ reste tangent à detix droites fixes ^ se compose des deux paraboles qui passent par les points communs au cercle fixe et aux deux droites fixes,
18. Etant données deux coniques homofocaleSj trouver le lieu des sommets des angles droits AMA' dont les côtés MA et MA' touchent respectivement les deux courbes.
Les deux autres tangentes MB et MB' menées de M aux deux coniques se coupent aussi à angle droit.
Les droites qui joignent deux à deux les points de contact des tangénies MA et MA' ou MB et MB' enveloppent une conique homo focale aux proposées,
19. Soient A, B ei C, D deux couples de sommets opposés d'un quadrilatère circonscrit à un cercle ; trouver le lieu du point de rencontre des tangentes communes aux coniques ayant pour foyers k et B et aux coniques ayant pour foyers G e* D.
[Revue de Mathématiques spéciales, tome 1, p. 310).
20. Une parabole de grandeur constante se déplace en restant ■tangente à deux droites perpendiculaires ; trouver le lieu de Vextrèmité du diamètre qui passe par le point de rencontre des deux droites.
Soit X, y un point du lieu ; l'équation générale des paraboles tangentes aux deux axes, et dont ce point est lextrémité du diamètre passant par Torigine est
[ux 4- ry -+- tc)(Mx -+- t>y) — (uo? — vyY = ; il suffît alors d'écrire que le paramètre est constant.
21. Lieu du centre d'une hyperbole équilatère de grandeur constante bitangente à une parabole.
22. Étant données des coniques homo focales y par un foyer F on mène une droite fixe ; les tangentes aux points de rencontre de cette droite avec les coniques enveloppent une parabole, qui a pour foyer le deuxième foyer F' et pour directrice la droite fixe. La portion de chaque tangente comprise entre la conique correspondante et la^ parabole est vue du foyer F sous un angle droit.
23. Trouver l'enveloppe des polaires d^un point fixe par rapporta des coniques homofocales»
L'équation générale des coniques étant
a^tt» + 6«r» — u:2 -h \(u^ -+- r«) = 0,
la polaire du point x^ p sera déterminée par
En éliminant X on obtient Téquation de Tenveloppe,
chiv -+- cLvw — piow = 0, qui représente une parabole tangente aux deux axes.
24. On considère des coniques homofocales, et Von demande Venveloppe des normales telles que les tangentes aux points d'incidence passent par un point fixe.
Cette enveloppe est la même que la précédente ; expliquer pourquoi a priori.
25. On a vu (ex. 23) que renveloppe des polaires d'un point fixe par rapport à des coniques homx)focales est une parabole. Quelle
courbe doit décrire le point fixe pour que le point de contact de Vaxe de la parabole avec son enveloppe coïncide constamment avec le foyer? La parabole a pour équation
cHiv H- <xvw — Pwto := 0.
Son foyer est déterminé par les équations pa? 4- ay — ,
— ow? -f- Py + c^ = ; on en tire
D'autre part, on trouve aisément que Taxe de la parabole a pour équation
«* -T- py a^ 4- p2 — " •
Considérons a et P comme fonctions d'une variable; cherchons l'intersection de l'axe avec la droite infiniment voisine et écrivons que ce point coïncide avec le foyer. II sera plus simple de poser
a z=: Çi COS a>, P = p sin to
et de considérer p comme fonction inconnue de o). L'équation de l'axe s'écrit
po? COS o) + py sin a> — c^ cos 2a) =
ou
c2 cos 2a) a? 4- y tg 0) = 0.
° p cos 0)
En différentiant, on a l'ordonnée du point de contact de l'axe et de son enveloppe,
y = 2^^'^^ ^(^ ^^^^ to 4- l)p H- p' cos o) cos 2a)].
Écrivons que cette quantité est égale à l'ordonnée du foyer
ou
c^ sin 0)
2p sin 0) cos 0) 4- p'
cos 2a)
p' _ sin
Intégrant,
cos 2a)
Lp = - L cos 2a) 4- LA,
p = A^cos 2a).
Cette équation représente une lemniscate de Bernoulli.
26. Une hyperbole équilatère homofocale à une ellipse intercepte sur les côtés d'un angle droit , circonscrit à V ellipse deux cordes égales.
27. Si Von considère des coniques homofocales, le lieu des points de contact des tangentes menées par un poM P pris sur Vun des axes est un cercle. Les cercles qui correspondent à deux points pris respectivement sur chacun des axes se coupent orthogonalement,
28. On considère les coniques tangentes à deux droites rectangulaires OA et OB en deux points variables et à une droite AB en un point C. On demande le lieu des foyers de ces coniques. Construire le lieu dans le cas particulier ou le point C est au milieu de AB et examiner ce que devient ce lieu lorsque G étant au milieu de AB, on a OA = OB.
29. Former l'équation générale des coniques pour lesquelles une droite AB donnée en longueur et en position est un diamètre, et qui sont tangentes à une droite ilD.
Séparer les points de contact de cette droite qui correspondent à des ellipses de ceuaf qui correspondent à des hyperboles.
Trouver le lieu des extrémités du diamètre conjugué de celui qui passe par le point de contact.
Prendre pour axes AB et une parallèle à CD menée par le milieu
de AB ; Téquation générale des coniques ayant AB pour diamètre
sera
(ua H- w){ua — w]-\- \u -h vmf = 0,
m étant le coefiîcient angulaire des tangentes aux points A et B»
30. Étant donnés deux points k et ^ sur une circonférence^ on demande le lieu des foyers des paraboles tangentes en k et ^ aux cordes MA et MB, lorsque le point M décrit le cercle,
31. Une ellipse et une parabole ont un foyer commun, et le second foyer de V ellipse se trouve sur la directrice de la parabole; démontrer que le triangle ayant pour sommets le foyer commun et les points de contact d'une tangente commune est rectangle.
En prenant pour origine le foyer commun et pour axe Ox Taxe focal de Pellipse, on voit aisément que les équations des deux courbes sont
h^u^-hv^) — 2cuw — ici = 0y (1)
c(w2 -\-v^)-\-uw-\- 2lvw = ,
et les tangentes communes vérifient Téquation
(&2 + 2c«)u -+- 2lbH -+- cto = ; (2)
en écrivant que les droites joignant l'origine aux points de contact d'une tangente sont rectangulaires, on a une condition que Ton peut obtenir en combinant (1) et (2).
32. Soient A, B, G, D quatre points quelconques d'un plan^ Da, D&, De les perpendiculaires abaissées de D, respectivement, sur les droites BG, GA, AB. Démontrer que les trois paraboles ayant pour foyers les points A, B, G et pour tangentes aux sommets les droites Da, D&, De, sont inscrites à un même triangle.
Soient (a;i, yi), (xi, y^)^ (a?8, i/j), (a?', y') les coordonnées des points A, B, G, D. La directrice de la parabole qui a pour foyer A est perpendiculaire à BG et passe par le point (2a?' — a7i, 2y' — yi) symétrique de A par rapport à D.
L'équation de la directrice est donc
Or on a vu, au numéro 162, que l'équation de la parabole qui a pour foyer le point (a, p) et pour directrice la droite (uq, Vq» *^o) ^st
(woa -h t?oP -h Wq){u^ -\- v^) — 2(Ma -h r? -h w)[uUq -h vVq) = 0.
L'équation de la première parabole peut donc s'écrire
(w2 -h v^)[(x2 — xs){x^ — x') H- (y2 — i/3)(yi — y')]
— (uxi H- vy^ -h w)[u(Xi — a^s) + «(ya — yz)] = 0.
On obtient les deux autres en faisant des permutations circulaires des indices 1, 2 et 3.
En ajoutant les équations des trois paraboles, on a une identité ; on en conclut que ces trois courbes sont inscrites au même triangle.
33. On donne un triangle ABC, un point D sur le côté BG et un point F dans le plan. On considère les deux coniques insc^Htes dans les triangles ABD, ACD et ayant pour foyer commun le point F. Le segment qui joint les points de contact de la tangente AD est vu du point F sous un angle dont la grandeu^r est indépendante du point D.
34. On donne un triangle et un point. On considère trois paraboles ayant le point pour foyer et tangentes à deux côtés du triangle. Si
Von mené à la 'première de ces paraboles la tangente qui coupe perpendiculairement le troisième côté du triangle^ et de même pour les deux autres, les trois droites qu'on obtient ainsi seront tangentes à une même parabole homofocale avec les trois autres.
35. Étant données deux paraboles de même sommet et dont les axes sont perpendiculaires :
4° Trouver le lieu des points tels qu'une tangente menée à une parabole et une tangente menée à Vautre soient perpendiculaires ;
2® Trouver les points pour lesquels les quatre tangentes sont perpendiculaires deux à deux;
3° Trouver r équation de la tangente commune réelle aux deux paraboles ;
4° Trouver le lieu de la projection du sommet commun sur cette ' tangente commune, quand le point dont les projections sur les axes sont les foyers, décrit une circonférence ayant son centre au sommet commun.
36. Étant données deux droites rectangulaires Ox, Oy et une circonférence touchant ces deux droites, démontrer que le foyer d'une parabole touchant les lignes Ox, Oy et la circonférence donnée décrit une circonférence tangente à Oa? et Oy.
Démontrer que la corde de contact de la parabole avec l'angle xOy enveloppe une hyperbole équilatère ayant pour foyer le point 0.
37. Une conique est inscrite dans un parallélogramme ABCD. La tangente menée en un point M de la. courbe rencontre les côtés BG CD respectivement en R, Q ; la parallèle à BG par M coupe AB en h., et la parallèle à GD par M coupe AD en N. Démontrer que les triangles LMQ et NMR sont équivalents ,
OMBILICS ET DROITES QUI ONT MÊME PÔLE PAR RAPPORT A DEUX CONIQUES
201. On appelle ombilic relatif à deux coniques un point de rencontre de deux tangentes communes.
Comme, en général, deux coniques admettent quatre tangentes communes, les six sommets du quadrilatère formé par ces tangentes seront des ombilics. Deux sommets opposés de ce quadrilatère constituent ce que nous appellerons deux ombilics correspondants ou un couple d'ombilics ; il en résulte qu'un couple d'ombilics peut être considéré comme une conique singulière inscrite dans le quadrilatère des tangentes communes.
Cette remarque va nous permettre de déterminer analytiquement les ombilics.
Soient, en effet,
/(m, V, w) = au- 4- a'v^-h a'w^ -h '2,bvw -+- '^b'wu-h^b'uv = 0, (G) f^{u,v,w) = a^u^^a'^v^'^a^w^-hU^vw-h2b{wu-h^b''^uv = (Ci)
les équations des deux coniques. -
L'équation générale des coniques tangentes aux tangentes communes à (C) et à (Ci) est
f{u, V, w) -{- lfi{u, V, w) = 0, (1)
et cette équation représentera deux ombilics correspondants
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si le discriminant du premier membre est nul, c'est-à-dire si
l'on a
a + Xai b"-^U1 b' -hU\
A(X)= f-i-U'l a'-hla[ b + U, =0. (2)
b'-^U[ b-hU, a^ + lal
Cette équation est du troisième degré par rapport à X ; comme à chaque racine de cette équation correspond un couple d'ombilics, on voit bien que lés deux coniques admettent en général six ombilics qui seront déterminés si Ton peut résoudre l'équation (2).
Connaissant les ombilics, on en déduit aisément les tangentes communes ; la recherche de ces tangentes est donc ramenée à la résolution d'une équation du troisième degré, au lieu de l'équation du quatrième degré que nous avons discutée dans le chapitre X.
Mais la considération des ombilics et l'étude de l'équation (2) présentent un intérêt plus puissant que celui qui s'attache à la simplification toute théorique du calcul des coordonnées des tangentes communes.
Nous allons montrer en effet dans ce qui va suivre que de la nature des racines de l'équation (2) on peut déduire la nature- des tangentes communes aux deux coniques.
Auparavant il est utile de rappeler qu'étant donnée une équation du second degré
cp(M, V, IV) =0
dont le discriminant du premier membre est nul, cette équation représente deux points distincts si tous les mineurs du discriminant ne sont pas nuls.
Les coordonnées de la droite qui joint ces deux points vérifient les équations
cpL = 0, ci = 0, cp(, = 0,
lesquelles n'admettent qu'un seul système de solutions.
En outre l'équation ponctuelle correspondante représente une droite double, qui est précisément la droite joignant les deux points.
Si maintenant tous les mineurs du discriminant de la fonction ©(w, V, w) sont nuls, Téquation
représente deux points confondus ou un point double, et les
équations
^', = 0, cp[, = 0, cp', =
ont leurs premiers membres proportionnels et sont vérifiées par les coordonnées d'une droite quelconque passant par le point double.
202. Désignons par Ax, Al, A^, Bx, B'x, Ex les coefficients de a-4-Xai, «'n-Xa', , . . . , b''-hWi dans le développement du déterminant a(X); on aura les formules (93)
(a-hU,)^{l) = A;,Ai'-B^ {b-\-u,)^{\) = b;.b;-AxBx, \
(a'+Xa;)A(X) = AÎÂx" Bi^ (^' -f-Xôi)A(X) = B^Bx-AlBi, (3)
(a^4-Xa;)A(X) = AxA;.-b?, (ô^-t-xô'jAiX) = BxB5.-a:bî. )
Ces équations nous montrent que si une racine X' de Téquation (i^) annule tous les mineurs de A(X), les seconds membres des équations (3) seront divisibles par (X — X')*, et comme X' ne peut annuler toutes les quantités a-h^atr û/H-Xai, ... , car alors les coniques coïncideraient, on en conclut que X' est au moins racine double de Téquation (2).
La réciproque n'est pas vraie ; toute racine multiple de l'équation (2) n'annule pas nécessairement les mineurs du déterminant A(X).
203. Il résulte de ce qui précède qu'à toute racine simple de l'équation (2) correspond un couple d'ombilics distincts.
A toute racine multiple correspond soit un couple d'ombilics distincts, soit un ombilic double.
204. On retrouve la même équation (2) quand on cherche les droites qui ont môme pôle par rapport aux deux coniques (C) et (Cl).
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En effet, pour qu'une droite (m, r, w) ait même pôle par rapport aux coniques (C) et (Ci), il faut et il suffît que les
équations
U/^i + V/^^-HW/:. =0,
représentent le même point, c'est-à-dire que Ton ait ff fi fi
lu IV I w
/lu /iv 1 \w
ou, en désignant par — X la valeur commune de ces rapports,
Pour que ces équations admettent des solutions en m, u, w, il faut que le déterminant A(X) soit nul.
Si une racine V n'annule pas tous les mineurs, les équations (4) ont un seul système de solutions ; elles déterminent une seule droite ayant même pôle, c'est la droite qui joint les ombilics correspondant à la racine X'.
Si au contraire la racine X' annule tous les mineurs de A(X), les équations (4) ont leurs coefficients proportionnels ; elles déterminent une infinité de droites passant par l'ombilic double relatif à la racine X', et toutes ces droites ont même pôle par rapport aux deux coniques.
205. Théorème. — Les droites doubles ^*) relatives à deux racines différentes de V équation (2) sont conjuguées par rapport à toutes les coniques du faisceau (1).
Soient, en effet, Wi, Vj, Wi et Mj, «2, w^ ^^s coordonnées de ces droites, et X^, \ les racines correspondantes ; on a
(1) Il est naturel d'appeler droite double la droite joignant deux ombilics correspondants, puisque le premier membre de Téquation ponctuelle correspondante est carré parfait. Une droite ayant même pôle dans les deux coniques sera donc une droite double et inversement.
àf
OU
àf dw2
Multiplions les trois premières équations de gauche par Mj, «2, W2 respectivement et ajoutons-les membre à membre ; opérons de même sur les trois équations de droite après les avoir multipliées par «i, Uj, Wi; on obtient
H 4- XiK = 0,
en posant, pour simplifier récriture,
^f ^f àf
0U2 UV2 0W2
df, ôf, df,
OU^ OV2 OW2
On déduit de là
puisque \ est différent de As.
On a alors, quel que soit X,
H -f- XK = 0, ce qui montre que les deux droites sont conjuguées par rapport à la conique
Cette conclusion subsiste si à Tune des racines, Xi par exemple, correspond un ombilic double ; dans ce cas une droite quelconque passant par ce point est conjuguée de la droite joignant les ombilics relatifs à X2 par rapport à toutes les coniques du faisceau.
206. Théorème. — Les couples d'ombilics relatifs à devx racines différentes de l'équation (2) n'ont pas de point commun.
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Je dis qu'on ne peut avoir
P, Q, R désignant des fonctions linéaires.
De ces relations on tirerait
AX,-XO = P(X,Q-X,R),
les deux coniques se composeraient alors chacune de deux systèmes de points, et ces deux systèmes auraient un point commun. Dans ce cas le premier membre de Téquation (1) se réduirait à un produit de deux facteurs, quel que soit X, et Téquation (2) serait identiquement satisfaite.
Le théorème subsiste si à Tune des racines, Xi par exemple, correspond un ombilic double P ; aucun des deux ombilics relatifs à Xj ne peut coïncider avec le point P.
207. Théorème. — A toute racine simple de l'équation (2) correspondent deux ombilics distincts et la droite qui les joint n'est tangente à aucune conique du faisceau (1).
Si à une racine multiple correspondent deux ombilics distincts, la droite qui les joint est tangente au même pointa toutes les coniques du faisceau ( 1 ) .
On sait que la dérivée d'un déterminant dont les éléments sont fonctions d'une variable est égale à une somme de déterfiainants qu'on déduit du déterminant donné en remplaçant successivement dans chaque colonne les éléments par leurs dérivées.
On a alors
a+Xfli bl b'-hlb[ b"-^lbl a\ b-hUi b'-^-Wi bi a'^-i-Xaî
a, b'-hU: b'-^W,
A'iX)= b'i a'-^la[ b-^Ui
b\ b'\-lb^ aVXaJ
qu'on peut écrire
a-hXai b'-hUl b\ b'+lb\ b^lb, a\
En différentiant de même les trois déterminants dont la somme constitue a'(>), on a
I A^CX) = A,{a -H Xaj 4- A;(a' -H \a[) -h Aî(a'' ^ Xaj)
+ 2B/yy -+- X^O -h 2Bi(è' + X (*;+ 2Bî(6-' + X^î),
où Al, Al, . .., Bï désignent les mineurs du discriminant de la forme fi{u, v, w).
Cela posé, soient Wj, Vi, Wi les coordonnées de la droite joignant les ombilics relatifs à la racine Xi de Téquation (2); on a, [f. étant un nombre différent de zéro (26),
^i = \^\y vl = jiAi,, w\ = fiAÎ,,
UiM^i = fiBx,, w;iMi = fiBi^, MiVi = fiBÎ^;
on en déduit
Comme on a aussi
/•(wi, u„ M^i) + Xi/;(ui, Wi, w;i) = 0,
on en déduit
/"(mi, ui, îi;i) = — fiXiA'(Xi),
et par suite, on a, quel que soit X,
A«i» ^u M^i) -+- X/i(Mi, Ui, Wi) = fl(X — Xi)A'(Xi).
En conséquence, si Xi est racine simple, a'(Xi) n'est pas nul ; il en est de même du premier membre de cette dernière relation; par suite, la droite (u^^ Vl,w^) n'est tangente à aucune conique du faisceau ^^\
Si au contraire Xj est racine multiple, a'(Xi) est nul et la droite Mj, ui, Wi est tangente à toutes les coniques du fais* ceau ^^\
Le point de contact est le même pour toutes les coniques puisque la droite a môme pôle par rapport à ces coniques.
208. Supposons que la racine Xi soit racine triple ; on aura ^
(*) Cette démonstration est due à M. Koenigs.
Nous nous sommes d'ailleurs servi dans l'exposition de cette théorie d'un excellent mémoire publié par M. Niewenglowski dans la Revue de Mathématiques Spéciales, tome I, page 285.
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alors
c'est-à-dire, en vertu de l'expression précédente,
Al (a -h 'kiai) -h A((a' -h X^) + A;'(a'' -h X^aî) -+-... = 0.
Désignons par a?, y, z et a/, t/, z' les coordonnées des deux ombilics : on aura
f{u, V, w) H- X,/i(u, w, t^) = (wa? -hvy-h wz){uoEf -f- uy' H- wz') ; on en tire
a H- laiA = a?a?', a' -\- X^aJ = yy', a^-f- Xia' = zz',
2(6-HXiôi)=î/z'-H2t/', 2(ô'-hAi6;)=za/-i-a?z', 2(6''-i-Xiô;)=art/'-hya/, et la condition précédente devient Aia?a/+Àiyy'+A;'zz'+Bi(yz'+zy')+B;(zx'+a:z')+Bî(a:î/'-+-t/a/)=0 ;
elle exprime que les deux ombilics sont conjugués par rapport à la conique (Ci).
Or la droite qui joint ces deux points P et Q est tangente au même point M à toutes les coniques du faisceau, en particulier à la conique (Ci) ; donc l'un des points P ou Q se confond avec le point M.
Dans le cas où /(m, v, w) -^'^\fi[u^ w, w) est carré parfait, à la racine Xj correspond un point double [x, y, z); la relation qui précède s'écrit
kyx^ -f- k[y^ -h Ajz» H- 2Bit/z -h 2B;za? + 2B';a:y = ;
ce point double est situé sur la conique (Ci).
Avant de passer à la discussion de Téquation (2), il nous reste à établir les théorèmes suivants au sujet de la réalité des ombilics.
209. Théorème. — A une racine réelle de Véquation en X correspondent ou deux ombilics réels^ ou deux ombilics imaginaires conjugués.
Nous supposons bien entendu réels les coefficients des équations des deux coniques.
Comme X est réel, /*(«, v, w) + \fx[u^ u, w) est décompo-
sable en une somme algébrique de deux carrés à coefficients réels. Si ces deux carrés sont affectés de coefficients de signes contraires, V+ A se décompose en un produit de deux facteurs à coefficients réels. Si cesdeux carrés sont affectés de coefficients de même signe, f-\- X/*! se décompose en un produit de deux facteurs dont les coefficients sont imaginaires conjugués ; les deux ombilics correspondant à ces facteurs sont également imaginaires conjugués, mais la droite qui les joint est réelle. On peut donc dire qu'à une racine réelle de Téquation en X correspond une droite réelle ayant même pôle par rapport aux deux coniques.
210. Théorème. — A une racine imaginaire de Véquation en X correspondent deux ombilics imaginaires non conjugués^ et la droite qui les joint est imaginaire.
Soit a -h p* la racine imaginaire ; si Téquation
représentait deux points réels ou imaginaires conjugués, on aurait
f+ (oc + peYi = (ïH- S^)(F -+- tQ% (e =±:1)
P et Q étant des fonctions linéaires à coefficients réels. On en déduirait
et l'on voit aisément que f et /i auraient leurs coefficients proportionnels.
On aura donc
/-♦-(«-+- Pi)/'i = (P 4- iQ)(P' -h iQ') et
On voit de plus que la droite qui joint les ombilics p 4- iQ = et P'-h e'Q' = est imaginaire, car si elle était réelle ses coordonnées annuleraient P, Q, F, Q'; elle coïnciderait avec la droite joignant les ombilics imaginaires conju-
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gués, ce qui est impossible en vertu du théorème 207, puisque la racine a + pi est simple.
Donc à une racine imaginaire de l'équation en X correspond une droite imaginaire ayant même pôle par rapport aux deux coniques.
Discussion de l'équation en X
Premier cas. — L'équation en \ a ses trois racines distinctes. Soient Xj, Xj, X3 les trois racines ; on a
f + XiA = PiQi, f -f- l,f, = P2Q,, /' ^ X3A = P3Q3.
Les six points Pi, Qi, Pj, etc. sont différents et la droite qui joint deux ombilics correspondants, tels que Pi et Qi par exemple, ne contient aucun des quatre autres ombilics (207).
Les quatre droites, PiPj, P1Q2, QjPî, Q1Q2 forment alors un quadrilatère dont les côtés sont les quatre tangentes communes aux deux coniques ; les points Pg et Qa sont les autres sommets de ce quadrilatère.
Donc quand Téquation (1) a ses racines distinctes, les deux coniques ont quatre tangentes communes différentes.
Les trois droites PiQi, P2Q2, P3Q3 constituent un triangle conjugué commun par rapport à toutes les coniques du faisceau.
En ce qui concerne la réalité, on peut faire les hypothèses suivantes :
1** Supposons les trois racines X^, X,, X3 réelles.
Si les quatre points Pi, Qi, P2, Q2 sont réels, les quatre tangentes communes sont réelles; il en est alors de même des deux autres points P3 et Q3 ; le triangle conjugué commun est réel, ses côtés sont les diagonales du quadrilatère des tangentes communes.
On voit en môme temps que si deux couples d'ombilics sont réels, le troisième couple est également réel.
Si les quatre points Pî, Qi, P2, Q2 sont imaginaires conjugués deux à deux, les quatre tangentes communes sont imaginaires; en effet la droite P1P2 par exemple ne peut être réelle
puisqu'elle rencontre en un point imaginaire Pi la droite réelle PiQi.
Mais les deux points P3 et Q3 sont réels, car le point P3 par exemple est l'intersection des tangentes P1P2 et Q1Q2 qui sont imaginaires conjuguées; il en est de même pour Q3.
Le triangle conjugué commun est toujours réel.
2* Supposons Xi et X2 imaginaires conjuguées et X3 réelle. Les points Pi et Qi sont imaginaires non conjugués, mais ils sont respectivement imaginaires conjugués de P2 et Q2. Les droites P1P2 et Q1Q2 sont alors réelles et les droites P1Q2 et PjQi imaginaires conjuguées, puisqu'elles rencontrent en des points imaginaires les droites réelles P1P2 et Q1Q2; P3 et Q3 sont réels.
Dans ce cas les deux coniques admettent deux tangentes réelles et deux tangentes imaginaires conjuguées.
Le triangle conjugué commun a un côté réel et les deux autres côtés imaginaires conjugués.
On peut donc résumer de la manière suivante les résultats de cette première partie :
Quand l'équation en X a trois racines réelles et distinctes, les deux poniques ont quatre tangentes communes réelles ou quatre tangentes communes imaginaires conjuguées deux à deux, et le triangle conjugué commun est réel ^^\
Quand l'équation en X a une racine réelle et deux racines imaginaires conjuguées, les deux coniques ont deux tangentes communes réelles et deux tangentes communes imaginaires conjuguées, te triangle conjugué commun a un côté réel et deux côtés imaginaires conjugués.
212. Deuxième cas. — L'équation en a a une racine double nannulanl pas tous les mineurs de A(X) et une racine simple.
Soit Xi la racine double et Xj la racine simple; à chacune de ces racines correspond un couple d'ombilics distincts.
(1) Pour que les quatre tangentes communes soient réelles, il faudra qu'à deux racines au moins de Téquation en X correspondent des couples d'ombilics réels, c'est-à-dire qu'au moins deux racines rendent négatif Ax ou
Ax (25).
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On a
/•-j- X/i = PiQi, f + \f, = P2Q2.
La droite PiQi est tangente à toutes les coniques du faisceau au même point; par conséquent l'ensemble des deux points P2 et Q2 constituant une conique du faisceau, on voit que l'un de ces points, P2 par exemple, sera situé sur PiQi.
Les deux coniques sont alors tangentes au point P2 et admettent pour tangentes communes les droites P1Q2 et Q1Q2.
Les deux droites PiQi et P2Q2 étant réelles, leur point de rencontre P2 est réel ; il en est de même de Q2. Par suite, à la racine simple Xg correspond toujours un couple réel.
Si à la racine double correspond un couple- réel, les deux tangentes P1Q2 et Q1Q2 sont réelles, tandis que si le couple relatif à la racine double se compose de deux points imaginaires conjugués, les deux tangentes P1Q2 et Q1Q2 sont imaginaires conjuguées.
On voit donc que dans ce cas les deux coniques sont tangentes en un point réel et admettent deux autres tangentes communes réelles ou imaginaires conjuguées.
213. Troisième cas. — Uéquation en \ a une racine double annulant tous les mineurs de A (X) et une racine simple,
Xi désignant la racine double et X^ la racine simple, on aura
la droite P2Q2 ne peut passer par le point Pi, puisque cette droite ne peut être tangente à aucune conique du faisceau. De ces équations on tire
(X2-X0/"=X2Pf-XiP2Q2, (X,-X2)A^PÎ-P2Q2.
On voit ainsi que les deux coniques sont tangentes aux points P2 et Q2 aux droites P1P2 et P1Q2. (196)
Le point Pi est toujours réel, les points P2 et Q2 peuvent être réels ou imaginaires conjugués.
Dans ce cas les droites qui ont même pôle par rapport aux
deux coniques se composent de la droite P2Q2 et de toutes les droites passant par le point Pi.
214. Quatrième cas. — IJ équation en "k a une racine triple n'annulant pas tous les mineurs de A(X).
Soit Xi cette racine : on a
/•+V, = PiQi.
Nous avons vu que, dans cette hypothèse (208), les deux coniques sont tangentes au point Pi à la droite PiQi, et elles admettent une seconde tangente commune passant par le point Qi.
Elles ont au point Pi un contact du deuxième ordre, puisqu'on a l'identité
/•=-Xl^-hP,Ql
et que le point Pi est sur la conique (C) (199).
La droite PiQi est la seule droite qui a même pôle par rapport aux deux coniques.
215. Cinquième cas. — U équation en \ a une racine triple annulant tous les mineurs,
Xi désignant cette racine, on a
/•-hX/i^p;,
et nous avons vu (208) que le point Pi était sur la conique (Ci). Il en résulte (200) que les coniques ont au point Pi un contact du troisième ordre, puisqu'on peut écrire
Toute droite passant par le point Pi a même pôle par rapport aux deux coniques.
216. Terminons cette discussion en cherchant dans quel <îas le premier membre de l'équation en X est identiquement nul.
En décomposant a(X) en une somme de déterminants, on obtient sans difficulté
a(X) = a 4- ex -+- OiX^ -f. AiX%
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A et Al désignant les discriminants des fonctions /*(u, u, iv) et ^(M, V, w)^ et en posant
e = Aai -f- A' a, 4- A-X -h 2B6i -+- 2B'ôJ -+- 2B"ôî, e, = A,a -f- Aia' -+- AJa' 4- 2Biô -f- W[b' 4- 2B;ô". Pour que A(X) soit identiquement nul, il faut qu'on ait A = 0, e = 0, ©1=0, Al = 0.
Les conditions a = 0, Ai = expriment que les deux coniques se composent de deux systèmes de points P, Q et Pi, Qi.
On voit aisément ^^^ que la condition e = exprime que la droite PQ est tangente à la conique (Ci), c'est-à-dire passe par Tun des points Pi, Qi. De même la condition Oi = exprime que la droite PiQi passe par Tun des points
Ces deux conditions seront réalisées simultanément si l'un des points P, Q coïncide avec l'un des points Pi, Qi ou si la droite PQ coïncide avec la droite PiQi.
Tels sont les seuls cas où l'équation en X est indéterminée.
217. Les racines de l'équation en X sont liées d'une façon très simple aux racines de Téquationdu troisième degré qu'on obtient quand on cherche les sécantes communes aux deux coniques.
L'équation en X peut en effet s'écrire
A -h Xe -+- X^ei 4- X^Ai = 0, . en posant
e = Aai 4- A'ai 4- A^ai 4- 2B6i 4- ^B'b[ 4- 2B"6; , ei = Aia 4- A;a' 4- Ata' 4- 2Bi^ 4- 2Biô' 4- 2BÏ6". D'autre part les équations ponctuelles des deux coniques sont
<p(ar, î/, z) = Ax^ 4- AY 4- A"z^ -h ^Byz 4- ^B'zx 4- 2B"xz/ = 0, oi(a?, y, z) = Aia:3-+-A;î/2-+-A;V4-2Biî/2 4-2B;2a?4-2B;arî/ = 0,
(1) Car si u, u, w désignent les coordonnées de la droite PQ, wS î;^ etc. sont proportionnels à A, A', etc.
et réquation du troisième degré exprimant que
?(a?, y, 2)-H[x?i(ar, y,z) = représente deux droites est
B'-hiiBI A'^-fxA; B-+-H^Bi =0.
B' ^- [aB; B -f- fxBi A*' + fJL Aï
Désignons Jpar S et 8i les discriminants des fonctions ?("^» 2/î 2) et cpi(a?, y, z) ; par a, a',... aj, ai... les coefficients de A, A', . . . Al , Ai . . . dans le développement de S et de 84 ; Téquation précédente pourra s'écrire
en posant
e = aAi + a'Ai -H a'^AÎ H- 2pBi + 2^'Bi -
61 = aiA -+- aJA' + ol^A" 4- 2piB 4- 2p;B' -
Or on sait que
8 = AS 81 = Aï;
de plus
a = A'A" — B^ = aA,
a' = A'^A — B'a = a'A, P = B'B"— AB = ÔA,
2?%, -2pîB\
On aura donc
et par suite Téquation en ii s'écrira
A^ 4- [xAe, -H ii\e H- {jL^Aî = 0.
Si Ton remplace dans cette équation [x par — • - ^ on ob-
tient l'équation en X ; par conséquent les racines des deux équations sont liées par la relation
Il résulte de là que les valeurs de 11 sont réelles ou imaginaires en môme temps que les valeurs de X.
On voit ainsi que les tangentes communes et les points communs seront tous quatre de même nature.
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Il y a quatre cas possibles : quatre points réels et quatre tangentes i éelles, quatre points imaginaires et quatre tangentes réelles, quatre points réels et quatre tangentes imaginaires, enfin quatre points imaginaires et quatre tangentes imaginaires.
Si deux tangentes seulement sont réelles, les deux coniques n'auront que deux points réels.
218. Plaçons- nous dans le premier cas et supposons que les deux coniques aient quatre tangentes communes réelles et quatre points de rencontre réels.
Nous avons démontré qu'il existait alors trois droites ayant même pôle par rapport aux deux coniques et que ces droites étaient les diagonales du quadrilatère formé par les tangentes; de plus ces droites forment un triangle conjugué commun dont les sommets sont les seuls points qui ont même polaire par rapport aux deux coniques.
On déduit de là, à Taide du principe de dualité, ou Ton peut établir directement, (jue si deux coniques ont quatre
points communs, il existe trois points ayant même polaire et que ces points sont les centres des couples de sécantes communes.
En conséquence, les diagonales du quadrilatère des tangentes communes forment un triangle dont les sommets coïncident avec les centres de sécantes communes; ce qui revient à dire que toute droite qui joint deux ombilics corres-
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pondants contient deux centrés de couples de sécantes communes.
219. Applications. — Considérons les équations tangentielles de deux cercles,
R2(w2 + r«) — {au -+-bv-\- w)^ = 0,
En retranchant ces équations multipliées respectivement par R'* et R2, on obtient l'équation d'un système d'ombilics,
R'2(aM -\-bv-h w)^ — R2(a'w + b'v -h w)^ = 0. Ces deux ombilics sont sur la ligne des centres et la divisent harmoniquement ; ce sont les centres de similitude. L'équation de Tun de ces points peut s'écrire
(aR' + sa'R) u -+- {bK -+- e&'R) t? -|- (R' H- eR)^? = 0. (e = ±: 1) Les coordonnées de ces points sont donc
aK' -+- sa'R bR' + e^'R
R'H-eR ^^ R'H-£R "
On peut discuter d'ailleurs la réalité des quatre tangentes communes, et pour simplifier le calcul nous prendrons pour origine le centre du cercle qui a le plus grand rayon et pour axe des x la ligne des centres.
Les équations des cercles peuvent alors s'écrire
cp(M, V, w) = R'2(w2 -h v^) — (ua H- w)^ = 0,
en supposant R X R' et a > 0.
On a X/"(m, V, lo) -+- o{n, V, w) = (XR2 + R'2 — a^)u^ + (XR^ + W^)v^
_(X_(_l)io2 — 2awio = 0, et l'équation en X peut s'écrire
en posant
L'équation en l admet la racine réelle — -nâ » à laquelle correspondent les centres de similitude, ombilics qui sont toujours réels. Pour que l'équation /■(X)= ait ses racines réelles, il faut
qu'on ait
(R3 -h R'2 — a2)2 — 4R8R'2 > ou
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qui se réduit par suite des hypothèses à
(R + R' — a)(R — R' — a)> 0; cette condition exprime que les deux cercles ne sont pas sécants.
Il en résulte déjà que si deux cercles se coupent, ils |î 'admettent que deux tangentes communes réelles.
Supposons maintenant que Téquation /"();) = ait ses racines réelles et cherchons la condition pour que les quatre tangentes communes soient réelles.
il faut pour cela que les deux racines de fCk) rendent négatif le mineur
Ax = -().R2 + R'^)()^-f-l).
R'2 11 est aisé de comparer les nombres -—1 et ~ -p- aux racines V et V de fCk). On reconnaît que — 1 est inférieur à ces
R'2 deux racines ; de plus — ^ est inférieur ou supérieur aux deux
racines selon que a^ est supérieur ou inférieur à R^ — R'^.
Si les deux cercles sont extérieurs, on a
Ax est négatif pour X = X' et pour x = X" ; les quatre tangentes sont réelles.
Si les deux cercles sont intérieurs,
a < R - R' et a<R+R';
donc a2 < R2 — R'2 ;
Ax est positif et les quatre tangentes sont imaginaires.
220. L'équation générale des coniques ayant deux foyers donnés
(a, b) et (a', b') est
'k{au-\-bv-\-w){a'u-{-b'v-\-w)-hu^-\-v^ = 0.
On peut en effet considérer ces coniques comme inscrites dans le quadrilatère dont les deux foyers et les points cycliques constituent deux couples de sommets opposés.
Cela étant, considérons deux coniques ayant un foyer commun ; leurs équations peuvent s'écrire
0L{au-\-bv-\-w){a'u-\-b'v-{-w)-^u^-\-v^ = 0, p(aw -\-bv + w){a"u -h b^v -\- w) -\- u^ -\- v^ = ; en retranchant membre à membre, on obtient l'équation d'un couple d*ombilics,
[au -f- &t? + w)[a [a'u -+- &'i? + to) — p [a^u -f- b"v + to)] = 0,
qui se compose du foyer commun et d'un point situé sur la droite joignant les deux autres foyers.
221. Par un procédé analogue on peut obtenir les foyers d'une conique représentée par Téquation
f(u,v,w)=zO.
Il suffit d'écrire que Téquation
f{Uj r, ic) — S (w2 H- i;2 — 2uv cos 6) =
représente deux points ; ces deux points seront des foyers. Pour cela, il faut que S soit racine de l'équation (125)
a'S^ sin2 e — (A -|- A' — 28" cos 6) S -f- A = 0. A chaque racine de cette équation correspondent deux foyers ; d'autre part les coordonnées de la droite qui les joint annulent les dérivées partielles
fu — 2S{u — v cos 6), fi — 2S(r — w cos 6), fîv ;
cette droite est donc axe de la conique (125).
222 Considérons maintenant deux coniques tangentes à l'origine à l'axe des x. Leurs équations sont
f = u^-h 2bvw -4- 2b'wu -h a"w?2 = 0,
fi = u^-^- 2biVW 4- 2b[wu -h a^w^ =. 0.
On en déduit
f^\f^ = u\i-{-y.)-h':{b-h\bi)vw-^2{b''\-'Kb[)wu-{-{a''-h'ka'[]io^ = 0,
et l'équation en X est
A(X) = - (l +).)(& 4- X&i)2 zz: 0. '
A la racine double — — correspondent deux ombilics situés sur
l'axe Oo; ; à la racine simple correspondent l'origine et un autre point.
Pour que ces deux coniques aient à l'origine un contact du deuxième ordre, il faut que l'équation en X ait une racine triple, c'est-à-dire qu'on ait
bi = b.
Le couple d'ombilics correspondant a alors pour équation
2 [b' — b[)y:u + {a" — a\)'ïjo^ = 0.
Pour que le contact soit du troisième ordre, il faut que ces deux points soient confondus à l'origine, c'est-à-dire qu'on ait
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Nous retrouvons ainsi fort simplement les conditions obtenues au numéro l'72.
On établirait de la même manière les conditions pour que deux coniques asymptotes à Oa? aient à l'infini un contact du deuxième ou du troisième ordre.
223. Nous terminerons ces cas particuliers en considérant deux paraboles dont les axes sont parallèles à Ox et ayant pour équations
f=u^-\- a'v^ -+- 2b'uw + ^b^uv = 0,
fi = u^-ha[v^-^2b[uio-\-2biUV = 0.
On aura
/H-Vi = u\i-h\)-h{a'-h\a\)v^-]-2{b'-i-'kb\)uw + 2{b''-hWi)uv = 0,
et l'équation en X est
A(X) = - {a'-hXa[){b' 4- W,)'^ =z 0.
A la racine double — j- .correspondent deux points à l'infini,
ce qui pouvait se prévoir, puisque les deux courbes sont tangentes à la droite de l'infini au même point.
A la racine simple ; correspondent le point à l'infini sur Ox
et un autre point à distance finie.
Pour que les deux paraboles aient à l'infini un contact du deuxième ordre, il faut que l'équation en X ait une racine triple, c'est-à-dire qu'on ait
ai" bl' Le couple d'ombilics correspondant est
et pour que le contact soit du troisième ordre, il faut que ces deux points soient confondus, c'est-à-dire qu'on ait
224. Exercice. — On donne une conique, un point sur cette conique et Von considère un cercle variable tangent à la conique au point 0. On demande le lieu des points de concours des tangentes communes au cercle et à la conique.
Prenons pour axes des œ et des y la tangente et la normale au point à la conique donnée ; l'équation de cette conique est w2 -f- 2bvw H- 2b'wu + a^w^ = 0.
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D'autre part, en désignant par m l'ordonnée du centre du cercle, son équation s'écrit
{vm -h w)^ — - m2(w2 -+- r2) — ou
m^u^ — 2mvw — lo^ = 0.
L'équation générale des coniques inscrites dans le quadrilatère des tangentes communes est
(1 + Xm2)w2 4- 2{b — 'km)vw + 2b'iou -+- (a" — 1)10^ = 0, et l'équation en X correspondante peut s'écrire
A(X) = — (1 + 'km^){b — Xm)2 = 0.
A la racine simple 5 correspondent l'origine et le point
dont on cherche le lieu; l'équation de ce point est donc
Ses coordonnées sont
et en éliminant — entre ces deux équations, oh a l'équation du
\ éliminant — entr m
lieu,
[h'y — hxY = x{2b'z — d'x),
qui représente une conique normale à l'origine à la conique donnée. On a aisément l'équation tangentielle du lieu en écrivant que l'équation
^4- — + 2&'w-h2èi? H- a''to = m* m
a ses racines égales en — , ce qui donne
t?2 _ w[2h'u -h 2hv -h oTu)) = 0, qui peut s'écrire
«2 -1- 2bvio -+- 2h'uw 4- aTid^ — {u^ -+- v^) = 0,
et sous cette forme on reconnaît que la conique trouvée est homofocale à la conique donnée.
Remarquons aussi que cet exercice est un cas particulier de l'exercice résolu au numéro 190. Le point P est dans ce cas sur la conique, et des deux coniques homofocales trouvées, l'une coïncide avec la conique donnée.
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EXERCICES ET NOTES
1. Nous avons vu que pour déterminer les ombilics relatifs à deux coniques définies par les équations tangentielles
f[u, 1?, w) = 0, fi{u, r, w) = 0,
on écrit que le discriminant de f-\-\fi est nul ; on obtient une équation
et en transportant une des racines dans f-h'kfh cette expression se décompose en un produit de deux facteurs linéaires qui, égalés à zéro, déterminent deux ombilics.
Si l'on veut trouver le lieu géométrique des ombilics relatifs à deux coniques dont Tune au moins est variable, on peut obtenir les coordonnées des deux points représentés par Téquation
même sans résoudre l'équation en x ; il suffit de décomposer en carrés f-\-\fi et de négliger le troisième carré qui est nul. On élimine alors les paramètres variables et \ entre les équations qui déterminent les coordonnées des ombilics et Téquation A ();)=: 0.
Les calculs sont souvent laborieux et cette méthode n'est pas à employer dans le cas général; elle n'est réellement avantageuse que lorsqu'on peut résoudre l'équation en \j ou lorsqu'on connaît à l'avance un ombilic, quand on sai t par exemple que les deux coniques sont tangentes, etc. Nous en donnerons d'ailleurs bientôt quelques exemples.
Dans le cas général il est préférable d'opérer de la manière suivante.
Soit (a?, y) un point du lieu ; j'écris que les tangentes issues de ce point aux deux coniques sont les mêmes, c'est-à-dire que les deux systèmes
ux H- ry + ic = 0, wa? + i?i/ H- lo = 0,
f{u, r, to) = ^ fi{u, r, w?) =
ont mêmes solutions, ou, en éliminant w entre ces équations, on écrit que les deux équations
f [w, r, — [lix H- vy)] = 0, fi [Uy t?, — {ux H- vy)] =
248 COORDONiNÉES TANGENTIELLES. GÉOMÉTRIE PLANE
ont mêmes racines en ti et v. On obtient deux relations entre lesquelles on élimine les paramètres.
2. Lieu des points de concours des tangentes communes à une ellipse fixe et à un cercle dont le centre est fixe et le rayon variable.
Soient
a»M« H- bH^ — w?2 = 0,
[uxq -h vy^ + W?)2 — p2(w2 + 1?2) =
les équations des deux courbes, p étant variable.
En opérant comme on Ta dit plus haut, on considère les équations
a^u^ + bH^ — [ux -h vyY = 0,
[u{x - X,) -+- v{y - y,)]^ - p«(u2 H- v^) = 0, et on écrit qu'elles ont mêmes racines, ce qui donne
(a? — a?o)^ -P' "~ {y — Vo)^ — P' "" (^ — ^o)(i/ - 2/o)* On élimine aisément p^, et on trouve comme lieu une strophoïde dont le point double est le point xq^ y^,
3. Lieu des points de concours des tangentes communes à une ellipse fixe et à une ellipse de grandeur constante qui tourne autour de son centre supposé fixe.
r.e^ équations des deux courbes peuvent s'écrire
a«w2 4. ^2^2 - io2 _ 0,
a'^{u cos cp-l-t? sin oY-\-b'\u sin © — 1? cos oY—[ux^'\-'^yQ-^vyY=^,
a', b' désignant les demi-axes, x^, t/o les cordonnées du centre ; o est la variable.
On peut appliquer la même méthode.
4. Lieu des points de concours des tangentes communes à une ellipse fixe et à toutes les hjpzrbolei équilatères qui passent par les foyers {réels et imaginaires) de V ellipse,
5. Si Ton connaît un ombilic relatif à deux coniques, il est aisé d'en déduire l'ombilic correspondant, c'est-à-dire le point qui, joint à l'ombilic connu, constitue une conique appartenant au faisceau tangentiel déterminé par les deux coniques.
Soient, en effet, a, p, y les coordonnées d'un ombilic ; les équations des deux coniques pourront s'écrire
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/{m, V, w) 4- (ut. -h t?3 -f- w-(){ux + t?j/ -h wz) = 0,
/■(m, r, w) -h (wa -h i?? -h w^()(ux' + t?y' + lOî') = 0,
en désignant par f{u, t?, lo) == une conique quelconque tangente aux deux tangentes communes issues du point a, ^, y- En retranchant les deux équations, on a
(wa-f-t?p + iOY)[w(a7 '-oo')-{-v[y —y') +ic(j — «')] = 0,
et Tombilic correspondant au point (a, ?, y) a pour coordonnées X -a?', y — y\ s — i\
Comme ce point est sur la droite qui joint les points (a?, y, z) et {x\ y'f z'), on a le théorème suivant :
Si trois coniques ont un ombilic commun, les ombilics correspondants et relatifs aux coniques prises deux à deux sont en ligne droite.
6. Démontrer que si deux coniques de grandeur fixe ont un foyer commun F, et si Vune tourne autour de ce foyer dans son plan, le lieu des points de concours des tangentes communes à ces deux coniques est un cercle. Si les deux coniques sont telles que, dans une de leurs positions^ les tangentes communes soient parallèles, elles le seront dans toutes; montrer que la condition de parallélisme de ces tangentes communes est Végalitè des axes non focaux.
Le point F est un ombilic commun; on aura aisément l'ombilic correspondant.
Soit
a^u^ -h b^o^ — io^ =
l'équation de la conique fixe ; en transportant l'origine au foyer (— c, 0) Téqualion devient
ahi^ H- hH^ — {uc H- wf = 0,
^,2(^2 ^ y2) _ 2CUW — 1^2 = 0.
Si l'on désigne par 6 l'angle des axes focaux des deux coniques et par a', h\ c' les éléments de la conique qui se déplace, on trouve aisément que l'équation de cette conique est
&'2(m2 _,_ ç2) __ 2c'(u cos e-+- 1? sin e)M? — i^^ = 0.
Éliminons u^-{-v^; il vient
io[2w(6V cos 8 — &'^c)-H- 2&Vt? sin 6 -+-(&2 — ô'^jw;] = 0,
nous obtenons ainsi' les coordonnées d'un point du lieu
_ 2(6V cos e — h'-^c) __ 2b^c' siq .
il est aisé d'achever.
7. Lieu du sommet d'une parabole tangente et con focale à une ellipse ; enveloppe de la directrice et de la tangente au sommet.
Pour écrire que la parabole est tangenle à Tellipse^ on écrit que l'ombilic correspondant au foyer est sur Tellipse.
8. Lieti des centres des cercles tangents à une ellipse et admettant avec cette ellipse deux tangentes communes parallèles.
Soit a%2 _(_ 2,2^2 __ -loî — l'équation de Tellipse ; x, y désignant les coordonnées d'un point du lieu, on considère l'équation \{ahi^ + &2o2 _ io2) _^ (i^a; -h uy + w^ — R2(m2 h- v^) = 0,
et on écrit que celle équation représente deux points dont l'un est à l'infini et Tautre sur l'ellipse.
9 . Étant donné un parallélogramme OACB, on considère deux paraboles variableSy l'une tangente en k à AC et ayant pour diamètre OA, l'autre tari g ente en B à BC et ayant pour diamètre OB ; on suppose en outre que ces deux paraboles sont tangentes en un point M ; la tangente commune en ce point rencontre la seconde tangente commune en un point P.
Démontrer que la tangente en M passe par un point fixe et trouver les lieux géométriques des points M et P. Prenons pour axes OA et 08 et posons OA = a, OB = b. Les équations des deux paraboles sont
/*= pv^ -h u{ua + lo) = 0,
9 =: qu^-{-v{vb-\-w) =1 ; on en déduit
/•+ lo = u^{a + \q) -+- vHp-h'kb) -h uw -h Xt?io = ;
en écrivant que le discriminant est nul, on a
X«(aH->.î)H-p + X& = 0,
et pour toute racine de cette équation on a
/•-h X«p = {u + 'Kv)ïu{a + Xy) 4- r ^^y^ H- u?l = 0,
ou encore, en tenant compte de l'équation en X,
/•-hX? = {u-h'kv)[u{a-h'kq) — rx (a -4- X^) 4- w?] = 0;
cette équation représente un point à l'infini et un point à distance finie qui a pour coordonnées
a;=aH-Xs', yzz:— X(a+Xî). (i)
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Pour que les paraboles soient tangentes, il faut que Téquation en X ail une racine double.
Si on remplace X par cette racine double dans les relations (1), on a les coordonnées du point P ; au contraire en y remplaçant X par la racine simple, on a les coordonnées du point M.
La racine double X satisfait à Téquation dérivée
2\^q + 2a> -f- & = ; on en tire q = r-^ — et, en remplaçant dans (1), on a les
coordonnées du point P :
En éliminant \, on a le lieu du point P.
La somme des racines de l'équation en X est , donc la racine simple est égale à 2X ; les coordonnées du point M
sont alors
07 = — 2);^, yz=z—2a\ — i\^q,
ou, en remplaçant q par sa valeur —^ — >
En éliminant \ on aura le lieu du point M.
La tangente en M est la droite MP ; on vérifiera aisément qu'elle passe par le centre de gravité du triangle ABC.
10.. D'un point M situé dans Le plan d'une conique on mène à celle-ci les deux tangentes MA et MB, puis par le point M on trace une droite quelconque MG. Aux points A e^ B on construit les coniques ayant un contact du troisième ordre avec la proposée et tangentes à MC.
Démontrer que ces coniques touchent MG au même point G, et que si l'on faisait tourner l'une d'elles de manière à la rabattre autour de MC du côté de la première y les coniques obtenues auraient en ce point un contact du troisième ordre.
11. Une conique variable a un contact du deuxième ordre avec une hyperbole équilatère et a un foyer fixe au centre de cette hyperbole ; démontrer que les tangentes communes aux deux courbes se coupent sur une lemniscate,
12. En un point M d'une conique, on construit la parabole ayant
un contact du deuxième ordre et l'on prend le symétrique P du foyer de cette parabole par rapport à la tangente en M ; démontrer que le point M et son symétrique par rapport à P sont réciproques par rapport au cercle orthoptique.
Prenons pour axes la tangente et la normale au point M ; Téquation de la conique sera
au^ 4- io2 H- 2bvw + 2b'wu = 0.
L'équation générale des coniques ayant à l'origine un contact du deuxième ordre avec cette conique est (199)
au^ + lo^ + 2bvvD 4- 2b'wu -+■ w{olu -+- ?w)=z 0,
et par conséquent l'équation générale des paraboles pourra s'écrire
au^ 4- 2bvw 4- 2'kwu = ;
on verra aisément que la polaire de l'origine par rapport au cercle orthoptique passe parle point P.
13. Lieu des foyers et enveloppe des axes des paraboles ayant en un point donné un contact du deuxième ordre avec une conique donnée ,
14. On considère toutes les coniques ayant un contact du troisième ordre en un point donné avec une conique donnée ; trouver le lieu des centres, des foyers et l'enveloppe des axes.
On prendra pour axes la tangente et la normale à la conique fixe au point donné.
L'équation de cette conique sera
f{u, t?, w)= au^ 4- a"w^ 4- 2&i?io + 2b'wu = 0,
et l'équation générale des coniques variables sera
/•(w, t?, w)-\-Xw' = 0.
15. Deux ellipses égalés sont tangentes à la même droite au même point fixe, l'une par l'extrémité du grand axe. Vautre par V extrémité du petit axe. Les deux demi-axes a et b sont liés par la relation ab = constante . On demande le lieu des milieux des tangentes communes,
16. Etant données deux coniques tangentes en un point 0, on leur mène une tangente commune OR, ainsi que les tangentes communes extérieures A A', BB', qui se coupent en M. Cela posé, on demande de démontrer que :
OMBILICS 2S3
i° La droite PP', qui joint les points P et P' diamétralement opposés au point dans les deux coniques, passe par le point M.
2^ Les droites Pi^, A'B' qui joignent les points de coiUact de chaque conique avec les tangentes communes extérieures y se coupent en un point R qui est situé sur la tangente commune OR.
3^ Les tangentes menées aux deux coniques par le point R touchent les courbes en des points qui sont situés sur la droite MO.
On fera voir que, généralement, le point R ne partage cette propriété avec aucun autre point, et on déterminera la condition qui doit être remplie pour qu'il existe une ligne telle que les tangentes menées par chaque point de cette ligne aux deux coniques donnent quatre points de contact en ligne droite,
17. Lieu des centres des ellipses dont les axes ont une directioii donnée et qui ont, en un point donné, un contact du second ordre avec un cercle donné.
CHAPITRE XIII
COORDONNËES TRILATËRES
225. Considérons trois droites formant un triangle et ayant pour équations
X = ttiX -h biy -f- CiZ = 0, ]
Y = a2X-h hy -h c^z = 0, \ (i)
avec la condition
ai 61 Ci
D = fla ^2 ^2 yéO.
Nous allons démontrer que l'équation d'une courbe quelconque peut s'exprimer en égalant à zéro une fonction homogène de X, Y et Z.
En effet, désignons par Ai, A2, A3, Bi,. . . C3 les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement du déterminant D ; des équations (1) on tire
Dic = AiXh-A2Yh-A3Z, \
Dy = BiX-hB2Y+B3Z, ( (2)
Ds = CiX H- C2Y + C3Z. )
Dès lors si l'équation d'une courbe est
COORDONNÉES TRILATÊRES 235
en remplaçant dans cette équation x^y^z par leurs valeurs (2),
l'équation devient
/'(AiX-+-A2Y-f-A8Z, B1X4-B2Y-4-B3Z, CiX^-CaYn-CaZ) = 0.
Réciproquement, toute équation de la forme cp(X, Y, Z) = peut s'exprimer en fonction de a?, t/, z en remplaçant X, Y, Z par leurs valeurs (1); on obtient
^[ttiX H- bnj -h CiZ, a^x-^-hy -h CjZ, a^x •+- ô^y 4- Caz) = 0.
Toutes ces substitutions étant linéaires, les équations transformées conservent le même degré.
Ainsi l'équation d'une droite pourra s'écrire
aX-+-pY4-YZ = 0; l'équation d'une conique,
aX^ -H a'Y^ 4- a'Z2 + 2?YZ -+■ 2p'ZX-f- âp'^XY = 0,
X, Y, Z désignant toujours des fonctions linéaires de a?, y, z qui, égalées à zéro, représentent trois droites formant triangle.
226. Supposons que dans les relations (i) on remplace x, y, z par les coordonnées homogènes d'un point M du plan; X, Y, Z prennent alors des valeurs déterminées qu'on appelle les coordonnées irilatères du point M.
On voit ainsi que tout point du plan a des coordonnées trilatères définies à un facteur constant près.
Réciproquement, étant données les coordonnées trilatères d'un point, les formules (2) déterminent à un facteur près les coordonnées homogènes de ce point.
Il résulte de là qu'un point est bien défini par ses coordonnées trilatères, et les considérations précédentes montrent que toute relation entre les coordonnées trilatères d'un point est la condition pour que ce point soit sur une courbe.
Le triangle dont les côtés sont représentés par les équations (1) est appelé le triangle de référence.
Étant donnée maintenant l'équation d'une droite
ux-h vy-h toz = 0,
on pourra Técrire en introduisant les coordonnées trilatères,
u(AiX4-A2Y-4-A3Z)H-u(B,X4-B2Y-+-B3Z)-+-M;(CiX4-C2Y-f-C3Z) =
ou
UX-+-VY-hWZ = 0,
en posant
AU = ^^u + BlV-i-ClW,
hW — kçiU -\- Bau -h C^iv, \ (3)
AW = Aai/ H- Bsî; -f- €3?^,
h étant un nombre arbitraire.
On en déduit
Lu = aiU + a2V-f-<73W,
kv = h,\] + hy-\-b,Vi, \ (4)
kw = CiU H- CgV -h C3W.
Nous dirons que les nombres U, V, W sont les coordonnées tangentielles trilatères de la droite.
Les formules (3) et (4) permettent de déduire les coordonnées trilatères des coordonnées homogènes et inversement.
En raisonnant comme nous Pavons fait plus haut, on voit que l'équation tangentielle d'une courbe,
f{u, V, w) =■ 0, pourra s'écrire
/•(aiU^-flzVn-craW, ÔiU-hÔaVn-l^sW, dUH-CaVn-CaW) = 0,
et, réciproquement, toute équation de la forme
cp(U, ,V, W) =
sera l'équation tangentielle d'une courbe, puisqu'elle pourra s'écrire
cp (AiM H- BjU H- CiW, AgM -h B2V -h C2W, A3U 4- Bat; H- C^w) = 0.
Les degrés des équations transformées ne sont pas altérés ; il en résulte par exemple que
aU-4-pV-4-YW =
est l'équation d'un point, ce point ayant d'ailleurs pour coordonnées trilatères a, p, y.
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De même Téquation
aU2 -h a'V^ -4- a'W^ -h 2pVW -+- 2p' WU + 2p''UV =
est réquation tangentielle d'une conique.
En résumé, on voit que les coordonnées trilatères d'un point sont des fonctions linéaires et homogènes des coordonnées homogènes de ce point, et toute équation homogène de degré m entre les coordonnées trilatères d'un point représente une courbe de degré m.
De même, les coordonnées trilatères d'une droite sont des fonctions linéaires et homogènes des coordonnées homogènes de cette droite, et toute équation homogène de degré m entre les coordonnées trilatères d'une droite représente une courbe de classe m.
228. Gomme nous l'avons vu plus haut, l'équation du point est
Étant données les équations de deux points,
P = aU-hPV-hïW = 0,
l'équation générale des points situés sur la droite qui joint ces
deux points est
XPh-îiF = 0;
cela résulte de la démonstration donnée au numéro 17, attendu qu'on peut considérer P et P' comme fonctions linéaires de u, V, w.
Nous désignerons par ABC le triangle de référence ; les sommets A, B, C ont respectivement pour équations
les points du côté BC ont pour équation générale
XV-i-îiW = ; ceux du côté CA
XW+fxU = 0; et ceux du côté AB,
En raisonnant comme au numéro 10, on démontrera que
l'équation du point de rencontre M des deux droites Ai et Aa
qui ont pour coordonnées trilatéres Ui, Vi, W, et U2, V2, W2,
est
Ui V, w, =0,
U2 Va W2
-et par suite les coordonnées d-une droite quelconque passant par le point M sont
U =XUi 4-îiU2,
V = XVi -+- 11V2, w = XWi -+- fiWa.
Le rapport - a la môme signification qu'aux numéros 12
•et 13.
Si, en effet, Mi, Vj, Wi et Wj, 7)2, Wt désignent les coordonnées homogènes des droites Aj et Aj, on a, à un facteur constant près,
Ui = AiMi -H BiVj + Cl^/;l, U2 = AiWj h- B1V2 -h Git^'a,
Vi = A2U1 + BjUi H- Cat^i, V2 = A2M2 -h BjVî -f- C2m;2,
Wi = A3W1 -f- BaUi -H Cat^i ; Wî = A3U2 -H B3U2 -H G32<^2 *, •on en déduit
U = Ai(Xmi -h (JLU2) -h Bi(Xui -+- fiua) H- Ci(Xtt?i + ii2^;2),
V = A2(Xui -h fJiU2) -h Bsl^Ui 4- fJiUa) 4- C2(X2^, h- ixi^g),
W = A3(Xt/i H- [1^2) H- B3(Xî;i h- jaUj) 4- C3(Xw;j H- fxu^a).
Ces équations montrent que la droite qui a pour coordonnées trilatéres U, V, W a pour coordonnées homogènes Xw^h- jxws, XuiH-fiUâ, Xzi^i -4- fi?t'2 ; par conséquent cette droite fait avec Aj et Al des angles dont le rapport des sinus est proportionnel à
Quand - conserve un signe constant, la droite A se meut dans
un angle déterminé des deux droites Ai et A2, mais dès que
- change de signe, la droite a change d'angle (12). «H*
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Enfin, étant données deux droites a et a' passant par le point M et ayant pour coordonnées XUi4"îiU2 ^^Vi-hiiVa, XWiH-fxWa et VUi-f-fx^Uj, X'Vi+ix'Va, VWi-f-|i'W2, run des rapports anharmoniques des quatre droites A, a\ a,,
A2 est - : —., et si Ton a - = -. i les droites A et A' sont
conjuguées harmoniques des droites ^^ et a^.
Considérons par exemple deux droite^ passant par le sommet A du triangle de référence ; leurs coordonnées seront
0, V, W et 0, y W ; elles seront conjuguées harmoniques
V V par rapport aux côtés AB et AC si les deux rapports -- et —77
W W sont égaux et de signes contraires.
229. Application. — Soit un triangle ABC et un point D; les droites BD et CD rencontrent respectivement AC et AB en E e^ F ; la droite EF coupe BC au point G. Nous nous proposons de démontrer que les droites AD et AG sont conjuguées harmoniques par rapport aux droites AB et AC.
Prenons le triangle ABC pour triangle de référence, et soit
aU-i-pV + YW = l'équation du point D.
Le point B ayant pour équation V = 0, on voit que
aU -h yW = est l'équation d'un point situé à la fois sur BD et sur AC ; c'est donc l'équation du point E.
De même ail -f- ^V = est l'équation du point F.
En retranchant ces deux équations, on obtient
qui représente le point G.
11 en résulte que les coordonnées de la droite AG vérifient les
équations
U=0, pV— yW=0.
Comme celles de la droite AD satisfont aux équations
U = 0, pV + yWciO,
le théorème est démontré.
Tout ce que nous avons dit au sujet de l'équation de
Tensemble de deux points (numéros 23-29) subsiste intégralement, excepté toutefois ce qui a rapport aux points à rinfini.
On obtient les mêmes résultats en ce qui concerne le pôle d'une droite par rapport à deux points. On peut même reconnaître que Texercice du numéro 30 est résolu à Taide de coordonnées trilatères puisque P, Q, R désignent les premiers membres d'équations de points, c'est-à-dire des fonctions linéaires et homogènes de w, v, w.
XY
/•^— XZ = 0,
UX -4- VY H- WZ = 0.
Si l'équation est du deuxième degré, si Ton a f{\]\ V, W) = aU2 4-a'V24-a"W«H-26VWH-2ô'WU4- 26'UV = 0,
l'équation ponctuelle
s'écrira
AX2 -+- A'Y' + A"Z^ H- 2BYZ 4- 2B'ZX + afi-XY = 0,
en supposant, bien entendu,
Tout ce qui a rapport aux tangentes, aux points de contact.
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aux pôles et polaires dans les coniques, à l'intersection de deux coniques, en un mot à toutes les propriétés descriptives des figures se traite de la même manière en coordonnées homogènes et en coordonnées trilatères.
232 Coniques inscrites dans le triangle de référence. —
En écrivant que Téquation
est satisfaite par les coordonnées des côtés du triangle, on obtient
az=a' = a" = 0\
il en résulte que Téquation générale cherchée peut s'écrire
26VW -f- SôWU H- n'VW = 0.
L'équation du point de contact d'une tangente Uq, Vq, Wq sera
ô( VWo -H WVo) 4- ô'(WUo -h U Wo) -4- à\\]Y, -+- VUo) = 0.
Parexemplelepointde contact A' du côté BG (V(, = Wo = 0)
aura pour équation
b'W-hà"W = ou
Il en résulte que les coordonnées de la droite AA' vérifient
l'équation
et la symétrie du premier membre montre que les coordonnées des droites BB' et CC satisfont également à cette équation.
Il en résulte que les droites joignant les sommets aux points
de contact des côtés opposés sont concourantes, et que le
point de rencontre a pour coordonnées trilatères t » t; ^^
b"' Comme U, V, W représentent les premiers membres des
équations des sommets da triangle ABC, si Ton suppose que Ton prenne pour axes de coordonnées les droites CA et CB, et que Ton désigne par a et P les longueurs CA et CB, on aura
U = tia H- w,
V = u^H-W, W = m;, et l'équation générale des coniques inscrites s'écrira
233. Il est aisé, à Taide de cette équation, d'établir qu'il existe une conique et une seule tangente à cinq droites dont quatre ne sopt pas concourantes, et de montrer qu'on a une véritable conique si trois des droites données ne passent pas par un même point.
Prenons en effet trois des tangentes pour côtés du triangle de référence, et désignons par (Uq, Vq, Wq) et (Uj, Vi, Wj) les coordonnées des deux autres tangentes. L'équation de la conique cherchée sera de la forme
6VW -h b'WU -h ô^UV = 0,
et Ton aura pour déterminer b, b\ b" les équations
ôVoWo H- ^'WoUo -f- 6UoVo = 0,
Supposons d'abord que *ces deux dernières droites ne passent pas par un sommet du triangle ; les relations précédentes peuvent s'écrire
Un"
on en tire
COORDONNÉES TRILATÈRES 263^
6' = xf_! L_V
Vw.u. u.wj
et si les deux droites ne se coupent pas sur un côté du triangle, les trois nombres 6, b\ h" ne sont pas nuls, le discriminant du premier membre de Téquation de la conique n'est pas nul, et Téquation représente une véritable conique.
Si la droite (U5, V^, W^), par exemple, passe par le point A, Uq est nul ; on trouve alors 6 = 0, la conique se réduit à deux points, dont le point A.
234. Ëtant donnée Téquation tangentielle des coniques inscrites à un triangle,
26VW + 26'WU+26''UV = 0,
Téquation ponctuelle correspondante sera
ô-x* -h 6'^Y* -H //^Z* — Wb'XZ — WhT^ — 266'XY = 0,
qu'on peut mettre sous la forme
/5X±/FYit=/FZ=0,
équation ponctuelle bien connue des coniques inscrites dansle triangle de référence.
Par un calcul tout semblable on verrait que les coniquescirconscrites au triangle de référence ont pour équation ponctuelle générale
26YZ -\- 26'ZX -\- âô'XY =
et pour équation tangentielle générale
62U2 4-^'2V2 4-^'JW*— 26WW — 2ô''ÔWU— 2Ô6'UV = Q ou
235. Coniques conjuguées par rapport au triangle de réfé rence. — Soit
/•(U,V,W) = aU2 4-a'V2+a"W^4- 2ôVW-+-2ô'WU4-26''UV=
Téquation d'une conique.
Le pôle d'une droite (Uy, Vq, Wq) a pour équation
Il en résulte que le pôle de la droite BG a pour équation
pour que ce pôle soit le point A, il faut que cette équation se réduise à U = 0, c'est-à-dire qu'on ait à' = b" = 0.
De même en écrivant que le pôle de CA est le point B, on obtiendra la nouvelle condition
6 = 0, et alors on constatera aisément que le point G est le pôle de AB.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation donnée représente une conique conjuguée par rapport au triangle de référence sont donc
à = b' = b" = 0; l'équation cherchée est alors
a[]^-ha'Y^-ha"W^ =0.
Nous avons obtenu cette équation au numéro ili.
236. Coniques circonscrites et inscrites à un quadrilatère. —
Soit le quadrilatère PQRS ; prenons comme triangle de référence ABC le triangle qui a pour sommets le point de concours des diagonales et les points de rencontre des côtés opposés.
Nous commencerons par chercher les équations des côtés et des sommets.
Étant donné le triangle ABC,
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on construira le quadrilatère en se donnant deux droites quelconques BP et BS conjuguées harmoniques par rapport à BA et BG, puis deux droites quelconques GR et CS conjuguées harmoniques par rapport à GA et CB ; on voit alors que les droites PR et QS se coupent au point A, car lorsque deux faisceaux harmoniques ont un rayon homologue commun, les trois autres couples de rayons homologues se coupent en des points en ligne droite.
Soient
X-hZ
peut représenter une droite quelconque passant par le point B ; cela revient à multiplier par un facteur convenable les équations des côtés du triangle de référence.
En retranchant les équations de PQ et de QR on a
Y — Z=rO,
qui représente la droite AQ, et Ton voit également que cette droite passe par le point S en retranchant les équations de RS et de SP.
Les équations des diagonales QS et PR sont donc
X2(H-X) — XY» — Z
équation qu'on peut mettre sous la forme plus symétrique
aX^ + a'Y^^-a^Z^ = 0,
avec la condition
L'équation tangentielle correspondante peut s'écrire
ou
avec la condition
Nous voyons ainsi que les coniques circonscrites à un quadrilatère sont conjuguées par rapport au triangle qui a pour sommets le point de concours des diagonales et les points de rencontre des côtés opposés.
Cherchons maintenant Téquation générale des coniques
inscrites ; nous formerons d'abord l'équation tangentielle, qui
peut s'écrire
PR-f-XQS = 0,
P, R, Q, S étant les premiers membres des équations des
sommets du quadrilatère.
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On obtient donc
(Uh-V — W)(U — Vh-W)+X(U— V — W)(U-i-V-f-W) =
ou
U2(l -h X) — V^d + X) - W^l -i- X) — 2VW (X — 1) = ou, en divisant par X + 1,
U»^V^ — W2-f-2(JLVW - 0.
On voit ainsi qu'il n'existe qu'une seule conique du faisceau conjuguée par rapport au triangle ABC; elle a pour équation
elle touche chaque côté du quadrilatère aux points où ces côtés sont rencontrés par les droites AB et AC.
L'équation ponctuelle correspondante est
(1 — |i2)X^ — Y2 — z^ - 2(jlYZ = 0.
Supposons maintenant qu'on prenne pour triangle de
référence le triangle formé par les trois diagonales. Nous commencerons par chercher les équations tangentielles des sommets. Étant donné le triangle ABC, on détermine le quadrilatère en se donnant arbitrairement deux points P et R conjugués harmoniques par rapport à A et C et deux points Q et S conjugués harmoniques par rapport à A et B.
On obtiendra ainsi pour les équations des différents sommets
U-hW = 0, (P)
11 en résulte que les équations des points H et K sont
Cherchons maintenant les équations des côtés. Les coordonnées de la droite PQ satisfont aux équations des points P et Q ; on aura donc
réquation de cette droite sera
En opérant de la même manière on obtient les équations suivantes pour les quatre côtés du quadrilatère :
X + Y— Z = 0. (SP
L'équation générale tangentielle des coniques inscrites sera
ou
UMi H- X) — ÀV2 — w> = 0,
équation qu'on peut mettre sous la forme
aU2 + a'V^-f-a"W2 =0,
avec la condition
L'équation ponctuelle correspondante peut s'écrire
ou
avec la condition
a + a'-ha" = 0.
Nous voyons ainsi que les coniques inscrites ù un quadrila-
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tère sont conjuguées par rapport au triangle formé par les trois diagonales.
L'équation ponctuelle générale des coniques circonscrites sera
(X-i-Y-Z)(X-.YH-Z)4-X(X — Y — Z)(X+Y-^Z) =
ou
X2(i + X) — Y2(i-h^) — Z2(i+X)— 2YZ(X — i) =
ou, en divisant par X + 1,
X2 — Y^ — Z2-i-2(JiYZ = 0.
Il existe une seule conique du faisceau conjuguée par rapport au triangle ABC ; elle a pour équation
elle est tangente aux droites CQ, CS, BR, BP. L'équation tangentielle des mêmes coniques est
(i - (Ji2) u2 _ v2 _ w* — 2(JiVW = 0.
On voit qu'il existe une grande analogie entre les équations de ce numéro et celles du numéro précédent ; on déduit les secondes des premières en échangeant les coordonnées de droites en coordonnées de points et inversement.
On pouvait prévoir cette analogie en se fondant sur le principe de dualité, car si on transforme la première figure, au quadrilatère correspond un autre quadrilatère, et au triangle qui a pour sommets le point de concours de deux diagonales et les points de rencontre des côtés opposés correspond le triangle dont les côtés sont les diagonales du nouveau quadrilatère, »
238. Théorème de Hesse. — Toute conique qui divise harmoniquement deux diagonales d*un quadrilatère divise harmoniquement la troisième diagonale.
Prenons pour triangle de référence le triangle des trois diagonales» reportons-ûous à la figure du numéro précédent el adoptons les mômes notations.
Soit
AX2 H- A'Y2 + A"Z2 + 2BYZ + 2B'ZX + 2B''XY
l'équation d'une conique .
Pour que deux points (X, Y, Z) et (X', Y', T) soient conjugués par rapport à cette conique, il faut qu'on ait
AXX'H-A'YY'+A''ZZ'H-B(YZ'-f-ZY')+B'(ZX'-hXZ')+B''(XY'-hYX'j=0.
Les points P et R ayant respectivement pour coordonnées 1,0, 1 et 1,0,-1 seront conjugués par rapport à la conique si Ton a
On voit de même que pour que les points Q et S, H et K soient conjugués par rapport à la conique, il faut qu'on ait A — A' = 0, A' — A" = 0.
Cette dernière relation étant conséquence des deux précédentes, le théorème est démontré.
En supposant que X, Y, Z représentent des coordonnées de droites et en se reportant aux notations du numéro 236, ou, ce qui revient au môme, en transformant par le principe de dualité, on obtient le nouvel énoncé qui suit :
Toute conique conjuguée par rapport aux côtés opposés d'un quadrilatère est conjuguée par rapport aux diagonales.
239. Théorème. — A toute droite du "plan correspond une droite conjuguée par rapport à toutes les coniques inscrites dans un quadrilatère. Si l'une des droites tourne autour d'un point^ la seconde enveloppe une conique inscrite dans le triangle conjugué commun à toutes les coniques du système.
Prenons pour triangle de référence le triangle formé par les diagonales du quadrilatère ; Téquation tangentielle des coniques inscrites est (237)
aU2 H- a'V2 + a'W = 0, avec la condition
Le pôle d'une droite (Uq, Vq, Wq) a pour équation aUUo -h a' VVo + a"WWo = ; cette équation est satisfaite par les valeurs jr-y rr-» tj^ ; on voit
ainsi que les deux droites (Uq , Vq , Wq) et ( rr- > ^ > rrr- J sont conjuguées par rapport à toutes les coniques du faisceau. Si la première passe par un point fixe, c'est-à-dire si l'on a
aU„-h?Vo4-YWo = 0,
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les coordonnées de la seconde vérifieront l'équation
U ^ V ^ w ou
aVW -f- pWU + yUV = 0,
équation qui représente une conique inscrite au triangle de référence.
En transformant par le principe de dualité, on peut énoncer le théorème suivant :
A tout point du plan correspond un point conjugué par rapport à toutes les coniques circonscrites à un quadrilatère. Si l'un des points décrit une droite, le second décrit une conique circonscrite au triangle conjugué commun à toutes les coniques du faisceau,
240. Propriétés métriques. — Ces quelques exemples montrent combien remploi des coordonnées trilatères peut être utile dans l'étude des propriétés descriptives des figures.
Mais dès qu'on aborde les propriétés métriques, les formules se compliquent et l'emploi de ces coordonnées exige des calculs souvent laborieux.
Nous allons d'ailleurs le reconnaître dans ce qui suit en nous bornant aux propriétés les plus élémentaires.
Mais auparavant il est nécessaire de donner un sens plus précis aux coefficients «i, «2, .-• des formules (1).
Nous poserons, selon l'usage,
X = — X cos X — y sin X -+- pz, \
Y = — X cos (1 — tj sin 11-+- qz, > (o)
Z = — X cos V — y sin v -+- rz , j
X, y, z désignant les coordonnées homogènes d'un point par rapport à des axes rectangulaires dont l'origine est à l'intérieur du triangle de référence.
Nous désignerons par A, B, C et a, b, c les angles et les côtés du triangle ; on sait que l'on a
V [JL = '7r A, X VZUTT B, JJL— X = TT Q.
Le déterminait D des coefficients de a:, y, z peut s'écrire
cos X sin X p
cos {X sm jx ç cos V sin V r
r= p sm A-hç sm B + r sm C = — »
S et R désignant la surface du triangle de référence et le rayon du cercle circonscrit.
Des équations (5) on tire
Da? = (^sinv— rsin(Ji)X-i-(rsinX— josinv)Y-i-(/?sin(Ji— 9sinX)Z, \
Dy = (rcos(Ji— 5'COSv)X^-(|9Cosv— rcosX)Y--f-(çcos>— pcosfx)Z, \ (6)
Dz = X sin A + Y sin B -+- Z sin C. }
Les formules (3) et (4) du numéro 227 deviennent
AU = (^sinv— r sin fjL)«-i-(rcos jx — ç cos v)t?-|-t(;sinA, )
AV = (r sin X — p sin v)u -h (p cos v — r cos \)v -+- w sin B, > (7)
AW= (p sin jx — ^sinX)w-|-(7cosX— pcos [t^)v-\-w sinC; )
ku = — U cos X — V cos fx — W cos v, \
A'v = — U sin X — V sin jx — W sin v, ( (8)
Ai^ = ;?U H- yV H- ?'W. )
Si Ton représente par a, p, y les distances du point (ar, 2/, z) aux côtés BC, CA, AB du triangle de référence, ces distances étant affectées du signe -h si ce point se trouve par rapport au côté correspondant du môme côté que le sommet opposé et du signe — dans le cas contraire, les formules (5) peuvent s'écrire
X = oz, Y = pz, Z = YZ,
et Ton sait qu'on a la relation
aaH-bp-hCY = 2S,
S a sin Ah- P sin Bh-y sin C = — •
Les quantités a, p, y sont appelées quelquefois les coordonnées trilatères absolues du point considéré, et dans certaines questions il est utile de les introduire.
Étant données les coordonnées trilatères d'un point (X, Y, Z) définies à un facteur constant près, on peut obtenir les coordonnées absolues de ce point, a, p, y.
COORDONNÉES TKILATÈRES 273
On a en effet les relations
z sera déterminé par Tune des équations
-(aX-hbYH-cZ) = 2S
ou
- (X sin A -h Y sin B 4- Z sin C) = - ; z R
connaissant z, on en déduit a, p, y en fonction de X, Y, Z.
On voit aussi que les coordonnées trilatères absolues a, p, y d'un point et les coordonnées rectangulaires ar, y de ce même point sont liées par les relations
oL = — X cos X — 2/ sin X -+- p, , j
P = — ojcosjjL — y sin jx H- 9^, > (9)
Y = — 0? cos V — y sin v -h ?\ j
241. Droite de rinflni. — Par rapport aux axes Ox et Oy, la droite de Tinfini a pour équation
en se reportant aux formules (6), on voit qu'en coordonnées trilatères cette équation s'écrira
X sin A -h Y sinB+Z sin C = ou
aX-f-bY + cZ = 0.
Par conséquent l'équation générale des droites parallèles à
la droite
UX + VYh-WZ =
est
UX + VY + WZ-hX(XsinA H-YsinB+ZsinC) = 0,
et la condition pour que les deux droites UX-hVY + WZ = 0, U'X + V'Yh-W'Z =
soient parallèles peut s'écrire
sin A sin B sin C
242. Points cycliques. — Les coordonnées des points cycliques sont, dans le système xOy,
les coordonnées trilatères de ces points seront alors, en posant
cos 6-+-i sin e = e*%
X == — e±'\ Y= — e±»>, Z = — e^\ les signes se correspondant.
On peut encore écrire
ou
On pourra donc prendre pour coordonnées de ces points
Y = — e'^, et Y = — e-^^,
L'équation de l'ensemble de ces points pourra s'écrire
ou
(U cos X-f-V cos ii-H w cos v)2-h(U sin X-4-V sin jiH-W sin v)« = 0,
c'est-à-dire
U^-H V^-f- W^ — 2VW cos A — 2WU cos B — 2UV cos C = 0.
tge =
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243. Angle de deux droites. — Soient les deux droites UX-f-VY+WZ = 0, U'X + V'Yh- W'Z = 0.
Remplaçons X, Y, Z par leurs valeurs (5) en fonetionde a?, y, z ; les équations deviennent
ux-hvy-^wz = 0,
u'x -h v'y -\- w'z = 0, en posant
— w = U cos X H- V cos fx -H W cos v,
— V = U sinX 4- V sin Ht-hW sin v,
— m' = U' cos X H- V' cos jx -+- W cos v,
— u' = U' sin X + V sin i* 4- W sin v.
L'angle 6 des deux droites sera donné par la formule
uv' — vu'
tg 6 = —, ; y
uu H- vv
et en remplaçant u, v, ti/ v' par leurs valeurs, on obtient
sin A sin B sin C
UU'-+-VV+WW-(VW+WV)cosA-(WU'-+-UW)cosB-(UV+VU')cosC
En égalant le numérateur à zéro, on retrouve la condition de parallélisme des deux droites, et en annulant le dénomipa-r teur, on a la condition
UU' -H VV -h WW-^ (V w -h Wr ) cos A — ( WU' -h UW) cos B
— (UV'h-VU')cosC=0,
qui exprime que les deux droites sont perpendiculaires.
On peut déduire cette relation de Téquation de Tensemble des points cycliques en écrivant que les deux droites sont conjuguées par rapport à ces points.
Propriétés métriques des coniques. — Pour reconnaître
le genre d'une conique représentée par Téquation
/•(U, V, W)=aU2-4-a'V2-}-a''W2H-26VW-+-2ô'\VU-4-26'TFV=0, (10)
il faut déterminer les points de rencontre de cette courbe avec
la droite de Tinfini, et étudier leur réalité.
En raisonnant comme au numéro 84, il est aisé de voir que
les points de rencontre de cette conique avec la droite
(Ui, Vi, Wi) sont réels ou imaginaires selon que l'expression
A/'(Ui, Vi, Wi) est négative ou positive, A désignant toujours
le déterminant
Comme Téquationde la droite de Tinfini est X sin A+YsinB-f-Z sinC = 0, nous aurons à considérer l'expression /*(sin A, sin B, sin C), qu'il sera commode de représenter par une seule lettre, F par exemple.
Nous poserons donc
F = a sin* A -h a' sin* B -i- a" sin* C -+- 2ô sin B sin C
-h 26' sin C sin A -H 26* sin A sin B .
En conséquence, si :
aF > 0, la conique est une ellipse ; aF < 0, la conique est une hyperbole ; F = 0, la conique est une parabole.
245. Si F ;zf:0, la conique a un centre, pôle de la droite de l'infini, qui a pour équation
sin A^' H- sin B/V H- sin C/w = 0' ou
Les coordonnées de ce point sont alors
/•;(a, b, c), AiCa, b, c), ^(a, b, c).
Dans le cas de la parabole, l'équation qui précède représente un point à l'infini dans la direction de l'axe.
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246. Axes. — La détermination des diamètres n'offre aucune difficulté.
Pour avoir les coordonnées des axes, nous remarquerons qu'un axe peut être considéré comme une droite ayant même pôle par rapport à la conique et par rapport aux points cycliques.
Les coordonnées (U, V, W) des axes vérifieront les équations
U — V cos C — w cos B — U cos C 4- V — W cos A
— UcosB — VcosA-4-W ou
(a — <j)U -+- (ô* 4-(T cos C)V -H (b' + (J cos B)W = 0,
[b" -h ex cos C)U -h [a' — (j)V + (^ -+- a cos A)W = 0, [h' -h (j cos B)U+ (6 4- d cos A)V -h (a" - (t)W = 0.
Pour que ces équations aient des solutions non toutes nulles en U, V, W, il faut qu'on ait
a — <j b" -\-<5 cos C ô' H- (T cos B
ô^H-dCOsC ci — ff 6 -h (T cos A =0.
ô' -h <T cos B ô H- ,<j cos A a" — <j
Le premier membre peut se décomposer en une somme de six déterminants.
Le coefficient de <j^ est nul puisque les angles A, B, C sont les angles d'un triangle ; l'équation peut s'écrire
A — Ecy -h Fa2 = 0, en posant
E == A-hA' + A" — 2B cos A — 2B' cos B — 2B" cos C.
A chaque racine de Téquation en a correspond un axe ; la discussion ne présente pas de difficulté ; cette équation a toujours ses racines réelles, et quand elles sont égales, l'équation représente un cercle.
On voit donc que pour que l'équation (10) représente un
cercle, il faut qu'on ait
Longueurs des axes. — Désignons par
/i(m, u, w) = ttiu^ -\- alv^ -\- alw^ -h ^bivw -h 2b[wu H- "^b'iuv =
l'équation de la conique par rapport aux axes rectangulaires Ox et Oy dont l'origine, avons-nous dit, est à l'intérieur du triangle de référence.
On peut supposer que /"(U, V, W) se déduit de /i(u, t>, tv) il l'aide de la transformation (8), en supposant k = i\ on voit .aisément qu'en faisant la même substitution, u^ -i- v^ devient
U^ 4-V2H- W* — 2VW cosA~2WU cos B — 2UV cos C,
dételle sorte que, quel que soit le nombre j, l'expression
fi{u, 17, Z^) — <j(M^4-t;2)
se transforme en l'expression
— a(U» -h V» -i- w* — 2 V w cos A — 2WU cos B — 2UV cos C).
Si l'on désigne par Ai(<t) et a((t) les discriminants de ces formes et par jjl le module de la transformation, on aura, quel que soit a.
Or, on a vu (125) que
Ai((j) = aî(j2 — (t( Al + Ai) H- Al,
et d'après l'analyse du numéro précédent,
a(<j) =F<j2— Eff-hA.
D'autre part le module de la substitution est (240) — ; on aura donc
Fa«— E(JH- A = p FaX — (x(Ai -f- A'O+Ai]; on en tire
A. - gT A,
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Ai + A; = -E,
Cela posé, les longueurs des demi-axes de la conique sont données par l'équation (136)
a'iY -+- «î(Ai + Ai)p2 -+- Al = ; en remplaçant les coefficients par les valeurs qui précèdent on
obtient
R*F3p* + R2S^FEp2 + S*A = 0.
La conique sera un cercle si
E^— 4aF = 0,
et une hyperbole équilatère si
Dans le cas où la conique est une parabole, son paramètre est donné par la relation
^ -(AiH-Ai)^'
ce qui donne en coordonnées trilatères
248. — Foyers.— Gomme au numéro 221, on aura les coordonnées des foyers en écrivant que l'équation
AU, V, w)
-G(U2-hV2-hW'2-2VW cos A— 2WUcosB-2UV cos C)=0 (11)
représente deux points. Il suffit pour cela d'annuler le discriminant du premier membre, et on obtient l'équation en d du numéro précédent,
A (a) = Fa2— Eci-hA = 0.
A chaque racine de cette équation correspondent deux foyers déterminés par l'équation (11).
On voit ainsi que les foyers sont situés sur les axes puisque
les coordonnées de ces droites annulent les dérivées partielles du premier membre de Téquation (11) quand on y remplace. a par une racine de Téquation en a.
249. Nous terminerons ces considérations en cherchant le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la conique représentée par l'équation (10).
Les coordonnées des tangentes issues d'un point X, Y, Z à cette conique vérifient les équations
UXh-VY + WZ = 0,
AU, V, w) = o.
En éliminant W entre ces deux équations, on a une équation homogène du second degré en U et V qui peut s'écrire
l]\aZ' — ^b'ZX + a!'\^) 4- Wy{b"Z^ — ^'YZ — ^ZX -h a^'XY)
et en désignant par U, V, W et U', V, W les racines de l'équation précédente, et remarquant que l'équation en U et V
U U' admet pour racines t; et — , , on en déduit
UU' UV-r-VU'
a!Z^ — 2^ YZ + a!'Y'' —^(b"Z' — b'YZ — 6ZX -h a"XY j
aZ^— 2ô'ZXH-a"X^ En éliminant successivement U et V on obtiendrait
a"X^ — 26'ZX + aZ»
— 2(6X2 _ 6"ZX — 6'XY + aYZ)
WW
a'X« — gô'XY + aY»
WW'
WU' H- uw
aY^ — 26"XY-i-a'X* ""
— 2(6'Y» — 6XY — 6TZ + a'ZX)
UU
a"Y» — :2éYZ + a'Z»
Or, pour que ces deux droites soient perpendiculaires, on
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doit avoir
UU'h-VV'+WW'~ (VW'-hWr)cosA — (WU' + UW)cosB
— (Ur-HVU')cosC = 0;
en remplaçant UU', YV, etc. par les dénominateurs des rapports précédents, on obtient le lieu cherché. On trouve Téquation
{a!-^a"-^U cos A)X>-H(a"4-âr-h2A'cos B)Y2-f-(a-i-a'-h2ô''cos C)Z>
H-2YZ(a cos k—b—b' cos G-rb" cos B)
H-2ZX(a'cos B-ô'— 6''cos A— 6 cos C)
+2XY(a'' cos C— ô"— ô cosB— ô'cos A) = 0.
On peut reconnaître que cette équation représente un cercle en récrivant sous la forme
.r . ^r T. r, ' ^J a'-ha"-h^bcos k^ a"-ha-+-2^'cosB,, a-ha'+26"cosC_\
XsinA-f-YsmB-f-ZsmC) ^-r Xh r-^s Yh ^-^ Z
^ \ smA smB smC /
^ (YZsinAH-ZXsinB-+-XYsinC) = 0. (12)
sinAsinBsinC
Or on sait que le cercle circonscrit au triangle de référence a pour équation
YZsin A + ZXsinB4-XYsin C = 0;
on en conclut que l'équation (12) représente un cercle, et Taxe radical de ce cercle et du cercle circonscrit au triangle de référence est
a'H-a''-l-2^cosA^ a"H-a-f-26'cosB,, fl4-a'+26"cosC^ ^ ,,^,
^—i Xh r-- Yh r-z Z=0. 1-3)
smA sinB smC
Dans le cas où la conique est une parabole, Téquation (12) représente deux droites dont Tune est la droite de l'infini ; la seconde, représentée par Téquation (13), est la directrice.
250. Si la parabole est inscrite dans le triangle de référence, les ,coeffîcients a, a', a" sont nuls et l'équation de la directrice s'écrit
b\ cotg A -j- &'Y cotg B + b"! cotg C = 0.
On a aussi la relation
F = 2& sin B sin C H- 2b' sin C sin A H- 2b'' sin A sin B =
OU
sin A sin B sin C ~" * Cette condition exprime que la directrice passe par le point qui a pour coordonnées r » = » -^ » c'est-à-dire par le point de
Distance d'un point à une droite
Soit la droite UX h- VY + WZ =
et le point (X^, Yi, Zi).
L'équation de cette droite s'écrit en coordonnées rectangulaires homogènes
(U(a? COS X + y sin \—pz)-^ V(a? cos [i + y sin \j. — qz)
H- W(a? COS V + y sin v — rz) =. 0,
et par suite, en désignant par û?i, t/i, -i les coordonnées homogènes du point [a?!, yi, z^ étant liés à Xi, Yi, Zi par les formules (5)], la dislance du point à la droite est
U(a?tCOsX-t-yisinX— p^i)+V(a7iC0StJL+yisinîx— g3:J-i-W(a?iC0Sv-fyiSinv— r^Ti)
ïJi7(Dcosï+Vcos^ ou UX, +VYi-+-WZi
zt «iv^U^-h V^ -H W^ — 2VW cos A — 2WU cos B — 2UV cos C*
En introduisant les coordonnées absolues a^, Pi, Yi du point, on obtient
Uai+YpiH-WYi ±: v/D'-H V^ -hW — 2VW cos A — zWU cos B — 2UV cos C*
2. 11 résulte de ce qui précède que l'équation tangentielle d'un cercle de rayon R et dont les coordonnées du centre sont a, P, y est
(UaH-Vp + WY)2
— R2(U2 + V2 -f- W» — 2VW cos A — 2WU cos B — 2UV cos C) = 0.
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3. Distance de deux points. — Soient aj, Pi, yi et aj, ?2, ya les coordonnées trilatères absqlues des deux points ; a?i, vi et x^y y 2 leurs coordonnées rectangulaires.
La distance d des deux points est donnée par la relation
ci2=:(a?i-a?a)2H-(yi— y2)2.
Or réquation
est l'équation des droites isotropes passant par le point x\ y'. De même, en coordonnées trilatères, si Ton pose
g([], V, W) = U2-f-V2-f-W2 — 2VWcosA— 2WUcosB — 2UVcosC,
réquation des droites isotropes passant par le point a', p', y' sera
^(Py __ ^p', ,^a' — ay', aP' — pa') = 0.
Si dans cette équation on remplace a, 3, y en fonction de a?, y, on aura l'équation (1).
En tenant compte des formules de transformation (9) on pourra écrire
9W-^?'^ ï^'-aï, ap'-pa')=).[(a;-a77+{y-t/7], (2)
a', p', y' étant aussi remplacés en fonction de a?', y' ; jj. est un coefficient indépendant de a? net de y.
Or les deux membres étant symétriques par rapport à a?, t/ et a?', 2/', il en résulte aussi que X est indépendant de a?' et y'. On pourra donc écrire <^^ = 1 â'iPiYa — Yi?2» Ïi3t2 — «lYâ, «iPa— Pi^a),
X étant indépendant des coordonnées des deux points.
Nous déterminerons [i en appliquant cette formule à deux points particuliers, les sommets B et G. du triangle de référence, dont la distance est a.
On trouve ainsi
on en déduit
Oî!
et par suite la distance cherchée est
4. Angle des asymptotes d'une conique. — Désignons comme au numéro 247 par
/•(U, V, W) = aU2-+-a'V^+ ••. = 0,
fiiUy 1?, xo) •=. Oiu' H- a[v^ H :=
le9 équations d'une même conique en coordonnées trilalères et en coordonnées homogènes. Si Q désigne l'angle des asymptotes, on a
'°""" A,-hAi "" Ai-ha; ' ou, en tenant compte des formules du même numéro,
Si la conique était définie par son équation ponctuelle AX2-hA'Y2-f-... =0, son équation tangentielle pourrait s'écrire
( A'A" — B2)U2 -h (A*A — B'2) V2 + • • • = , et en appliquant la formule précédente, on aurait
en posant
* = (A'A'' — B2) sin2 A + (A-'A — B'^) sin^ B -f- • • • ,
E = A -f- A' H- A" — 2B cos A — 2B' cos B - 2B'' cos C .
En particulier, ce résultat nous donne l'angle de deux droites définies par une équation ponctuelle quadratique.
Comparez avec le résultat de M. Koehler, Exercices de géométrie analytique, première partie, p. 154.
5. On pourra essayer de résoudre à Taide des coordonnées trilatères les exercices déjà proposés ou résolus dans les chapitres précédents, notamment en ce qui concerne les coniques inscrites dans un triangle ou conjuguées par rapport à un triangle.
6. On considère les coniques inscrites à un triangle et telles que les normales aux points de contact soient concourantes. Trouver le lieu de leur point de concours.
On trouve pour équation du lieu, en prenant le triangle donné pour triangle de référence.
X(Y2 — Z2)(cos B cos C - cos A) + Y(Z2 — X2)(cos C cos A — cos B)
-h Z(X2 — Y2)(cos A cos B — cos C) = 0,
qui représente une cubique passant par les sommets du triangle,
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par les centres des cercles inscrits et ex-inscrits, par le point de concours des hauteurs, et qui a pour asymptotes les perpendiculaires aux côtés du triangle passant par le centre du cercle circonscrit.
On donne un triangle ABC et un point P dans son plan
{^ Trouver le lieu des centres des coniques S inscrites dans le triangle ABC et qui sont vues du point P sous un angle donné o).
2° Discuter ce lieu en supposant que le point P se déplace dans le plan du triangle.
3° Démontrer que^ si V angle donné a> est droit, toutes les coniques S sont aussi vues sous un angle droit d^un autre point P'. Montrer qure dans ce cas, si le point P se déplace, la droite PP' passe par un point fixe I et que le produit IP X IP' est constant.
(Agrégation des Sciences mathématiques, 1890.)
Voir une remarquable solution de M. Maluski dans la Revue de Mathématiques spéciales, tome I, p. 8.
8. On donne une conique inscrite dans un triangle ABC, et un point 0. Les droites OA, OB, OC rencontrent les côtés du triangle en A', B', C, qui constituent les sommets d'un nouveau triangle A'B'C. Par chacun des sommets de ce triangle on mène des tangentes à la conique qui rencontrent les côtés opposés en trois points. Démontrer que ces trois points sont en ligne droite.
On pourra prendre pour triangle de référence le triangle ABC ou le triangle A'B'C
9. Une conique étant inscrite à un triangle, si Con désigne par P le produit de ses demi-axes et par a, p, y les distances du centre de la conique aux droites qui joignent les milieux des côtés du triangle, on a la relation
P2 = 4RapY.
(Steiner.) Prenons le triangle pour triangle de référence; l'équation tangentielle de la conique sera
r(U, V, W) = 2ÔVW -f-26'WU-h 2&"UV = 0,
et le carré du produit des demi-axes sera
~ R*F3 ' où Ton a A = 2hh'h",
F = 2& sin B sin C -f 2&',sin C sin A-f- 2ô" sin A sin B.
on en déduit et comme
D'autre part les coordonnées du centre de la conique sont h" sin B -h &' sin C , h" sin A -h & sin C , 6' sin A H- & sin B ;
on en déduit les coordonnées absolues en les multipliant par le fac-
Or Péquation de la droite qui joint les milieux de AB et de AG est
X sin A — Y sin B — Z sin C = ;
on en conclut que la distance du centre à cette droite est, toutes réductions faites [Ex, 1), au signe près,
__ S6 sin B sin C "^ "" FR sin A On aura de même
_ %h' sin C sin A _ 86" sin A sin B
^ "" FR sin B ' ^ " FR sin C ^
^'^hh'V sin A sin B sin C
«Pï = Fm^ '
sin A sin B sin G = -^^ »
«Pï- 2F3R6 ""iF^'R^- 4R' et le théorème est démontré.
10. Lieu des pôles d'une droite par rapport aux coniques inscrites dans un triangle et passant par un point donné.
Cas où la droite est à Vinfini.
Si l'on prend le triangle pour triangle de référence, Téquation générale des coniques est
2&VW 4- 2&'wu + wm = 0,
et pour écrire que cette conique passe par le point donné (a, p, y), on écrit que son équation ponctuelle est vérifiée par les coordonnées de ce point, ce qui donne
62^2 + 6'2p2 _^ i,"2^i _ 2b'b"^y — 2b"b^a — 2bb'a^ = 0.
11. iZ eanste une infinité de coniques conjuguées par rapport à un triangle et tangentes à une droite. Démontrer que toutes ces coniques sont tangentes à quatre droites fixes.
L'équation générale des coniques conjuguées par rapport au
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triangle de référence est
aW 4- «'V2 -h a"W2 = 0.
Si on écrit que celte conique touche la droite (uo, «o, iCo)» on a
auo^ H- a'vQ^ -f- a^w^^ = 0, équation qui exprime aussi que la conique touche les trois droites
( — -wo, ^0, y^o)j {uo, — t?o, wo) et (Mo, i?o, —Wq). Théorème corrélatif.
12. On considère des coniques inscrites dans un triangle ABC et vues d*un point fixe son^ un angle droit. Enveloppe des côtés du triangle polaire de ABC.
13. On donne un triangle ABC, une droite A et une conique tangente à cette droite. Par le point a où la droite A rencontre le côté BC on mène une tangente à la conique qui rencontre en A' et en A" les tangentes issues du point A à cette même conique. Opérant de même pour les deux autres côtés, on obtient six points A', A", B', B", G', G". Démontrer que ces six points sont sur une conique circonscrite au triangle ABC.
Soit /-(U, V,W) = aU2 + c'V2-h.... =0
réquation de la conique, ABC étant le triangle de référence, et Wo, t?o, t^o les coordonnées de la droite A, avec la condition
/•(mo, t?o, too) = 0; (I)
la seconde tangente issue du point a à la conique a pour coordon-
fû
nées Uq — —S ^o, Wq, et laconique passant par les cinq points
a A, B, C, A', A" a pour équation ponctuelle
a'Z«-ha''Y2-.2&YZ- (^ 4- ^\ \Uo- ^") X + i?oY+ w,z\ = 0.
Cette équation peut encore s'écrire, en tenant compte de (l),
aMoYZ-f-a'i?oZX + a"w,\Y = 0, et comme cette équation est symétrique, le théorème est démontré.
14. Soient 8, 8', 8" les distances du centre d'une conique à trois tangentes, et p, p', p'' les distances de ce centre aux points de contact; on a
15. On donne un triangle ABC, une conique et un point sur cette conique. Les droites OA, OB, OC coupent la conique respective-
ment , aux points A', B', C. De pltis, le côté BC rencontre cette conique aux points A", A'" ; le côté AC aux points B", B'* et le côté AB aux points C", C'\ Démontrer que les triangles A'A^A'", B'B^B'", C'CC" sont circonscrits à une même conique,
16. Par les sommets A, B, G d*un triangle inscrit dans une conique^ on mène à la courbe des tangentes qui rencontrent les côtés opposés en A', B', C ; les milieux de AA', BB', CC sont en ligne droite.
On peut prendre pour triangle de référence le triangle circonscrit à la conique aux points A, B, C.
17. Nous avons défini d^une manière purement analytique les coordonnées trilatères d'un point par les formules
Z = a^x-h hzy + C3J ; )
nous en avons déduit les coordonnées trilatères U, V, W d'une droite définies comme coefficients de X, Y, Z dans Téquation de cette droite, et nous avons montré que ces coordonnées U, V, W étaient liées aux coordonnées homogènes w, v^ w de la droite par les relations
U = AiMH-BjtJ + Ciio, \
V = k%u + Bat? H- C210, [ (3)
Al, Bi, désignant les coefficients de a,, &i,... dans le développement du déterminant
ai h\ Ci
On peut interpréter géométriquement ces nouvelles coordonnées de points et de droites.
Soient x, y,s les coordonnées homogènes d'un point M, les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires.
Désignons par pi, p^, pz les distances de ce point aux trois côtés BC, CA, AB du triangle de référence ABC, ces distances étant précédées du signe H- ou du signe — , selon que le point M est situé dans la région positive ou négative du côté correspondant. On peut d'ailleurs supposer que les équations de ces côtés sont écrites de telle
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manière que tout point de l'intérieur du triangle soit dans la région positive des trois côtés.
Nous dirons que les nombres pi, Pi, ps sont les coordonnées trilatères absolues du point M.
On aura les formules
ttiX + biy H- dz
Pi =
sy/at-hbl a^x -\- b^y -h c^z
zsja\-+-b\ a^x -h b^y -H c^z
et les relations (1) peuvent s écrire
pX=piv/aîH-&î,
pY =2?2v/«i-l-&i»
pZ = pzs/al H- &|,
p désignant un nombre arbitraire.
On voit ainsi que les coordonnées trilatères du point M sont proportionnelles aux produits des coordonnées absolues de ce point par des nombres fixes.
De même, étant donnée une droite a, ayant pour coordonnées homogènes m, i?, lo, désignons par qu S'a, qz les distances des points A, B, G à cette droite, ces distances étant précédées d'un signe déterminé par la convention suivante :
Deux distances ont le même signe ou des signes différents selon que les deux points correspondants sont d'un même côté ou non de la droite.
Nous dirons que les nombres g^i, q^^ q^ sont Jes coordonnées trilatères absolues de la droite A.
Comme les coordonnées homogènes des sommets A, B, G du triangle de référence sont respectivement (Ai, Bi, G,), (Aa, B2, Gj), (A3, Bs, G3), on aura
kiU H- Bit? H- Clic Qi =
Giv/w^ + i?^ AgM -f- Bat? H- Ggto
Gav/'t*' H- v2 AsM 4- Bst? -f- Gst-o
Gsv^ et les formules (3) peuvent s'écrire
<jU = îiCi,
ffV = 32C2,
<j étant un nombre arbitraire.
On voit ainsi que les coordonnées trilatères d'une droite sont proportionnelles aux produits des coordonnées absolues de cette droite par des nombres fixes.
Inversement^ on peut définir d'une manière purement géométrique les coordonnées trilatères d'un point et d'une droite, indépendamment de tout autre système de coordonnées.
Soit un triangle ABC; désignons par Pi,p2, Ps les distances d'un point M du plan aux côtés BC, CA, AB, ces distances étant précédées du signe H- ou du signe — selon que le point M est, par rapport au côté correspondant, dans la même région que le sommet opposé ; nous appellerons coordonnées trilatères du point M les nombres X, Y, Z définis par les relations
pX = Â1J3,,
pY = Aapa,
pZ = kzpz,
Al, Â2, ha étant des nombres fixes et arbitrairement choisis, p ayant une valeur quelconque.
Si Ton se donne des valeurs de X, Y, Z, il n'existe qu'un seul point correspondant.
De même, étant donnée une droite, désignons par gi, q^, q^ les distances (affectées de signe, comme on l'a vu plus haut) des sommets du triangle ABC à cette droite ; nous appellerons coordonnées trilatères de la droite, les quantités U, V, W, définies par les relations
(jU =z hiqu
(jV = hiqz, (jW = hqs,
Al, 7*2, A3 étant des nombres fixes et arbitrairement choisis, a ayant une valeur quelconque.
Si l'on se donne des valeurs de U, V, W, il n'existe qu'une seule droite correspondante.
Étant ainsi en possession des coordonnées de points et de droites, il importe dechercher la relation qui doit exister entre les coordonnées d'un point et celles d'une droite pour que le point soit sur la droite ; autrement dit, il faut chercher l'équation ponctuelle de la droite et l'équation tangentielle du point.
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En tenant compte des valeurs précédemment calculées de pi, p^, Ps, Ci, 32, 33 et en désignant par x, y, z, u, t?, w les coordonnées homogènes du point et de la droite, les relations qui précèdent peu vent s'écrire .
a^x -h hzy H- Czz = p' ^ ^^ ^ , As
A iM H- Bjî? + Clic = ff' -^ ,
Asw H- Bst? H- Csî^ = ff' —T-^ ' On voit aisément que
>j (a,a: -f- &jt/ -h Cf^)(AfW H- B/t? 4- C,to) = D(Ma7 + t?y -f- lo^) ; 1 = 1 il en résulte la relation D(Ma7 -\-vy + wz) =
L AlÂi ^2^2 AsÂs J
et par conséquent, la condition pour que le point soit sur la droite est
hji^ h^h^ hjiz
Mais si Ton veut que l'équation de la droite ait la forme simple
UX4-VY + WZ = 0,
qui ne change pas quand on permute les^ coordonnées de droites et de points, il faut choisir les nombres Ai, Ag, A3, 7*1, A2, h^ de telle manière que Ton ait
AiAi A2A2 A3A3
Dans les applications que nous avons faites des coordonnées trilatères, nous nous sommes donné les nombres hi, h^, A3 ; nous avons
pris
il en résulte alors pour les nombres A|, As, ^a les valeurs .
hi Aa ^3
Cl Ca C3
Quand on étudie les propriétés métriques des figures, on détermine les coefficients des équations des côtés du triangle de référence de façon qu'on ait
on a alors
rt| 13 «2 ^I A3 I^ 1,
et .
Al hi hz
sin A sin B sin C
Les coordonnées trilatères du point sont proportionnelles aux coordonnées absolues, et les coordonnées trilatères de la droite sont proportionnelles aux produits des coordonnées absolues par le& sinus des angles du triangle.
Rien n'empêcherait de choisir d'abord les nombres Aj, Aj, As, de supposer par exemple
Al = A2 :=: A3 = 1 ,
afin que les coordonnées trilatères de la droite soient proportionnelles aux coordonnées absolues ^1, q^, ^3.
On devrait alors choisir Ai, A2, A3 de telle manière que Ton ait
Al Aa A3
Civ/Hf=hT^ "" Cav^af -h hl " Cav/^FF&l*
Il est clair que dans cette hypothèse, les formules relatives aux propriétés métriques des figures ne seraient plus les mêmes.
Il eût été peut-être plus logique, dans une étude des coordonnées tangentielles, d'adopter cette manière de voir ; nous avons préféré la première pour ne pas modifier les formules relatives aux coordonnées ponctuelles qui sont souvent employées.
18. De même que les coordonnées trilatères absolues d'un point vérifient la relation
api 4- hp2 -h 0^3 = 2S,
les coordonnées trilatères absolues d'une droite vérifient une relation plus compliquée qu'on peut obtenir de la manière suivante :
Désignons par A', B', C les projections des sommets du triangle de référence sur la droite ^ ; on aura entre les longueurs B'C, C'A 'y, A'B' une relation de la forme
ce qui peut s'écrire
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y/sL^ - (32 - q^r ± slh'-{(l,-qiY ± v/c^ - (31 - $2)^ = 0. (i)
Pour rendre cette relation rationnelle, nous nous appuierons sur la formule connue
a* H- p* + Y* — ^(P^Ya 4- Y^aî + a^jâ^) =
En prenant dans la formule (l) les radicaux avec les quatre combinaisons de signes possibles, et faisant le produit des expressions obtenues, on a d'après la formule (2)
[a* - [q, - q,n -+- [b^ - (^3 - qif]^ + [c« - (^i - q.f]^
- 2[[b2 - (33 - gi)«][c^-(?i-g2)«J-h [c2-(îi -q^?][B^- [q, - q^Y]
H- [a« - (î« - 3s)^][b2 _ (^3 _ ^,)2]] := 0. (3) Les termes du quatrième degré eng^i, 5^2» 33 peuvent s'écrire (32 — qiY -H (33 — qiY + (3i — q%Y
- 2[(^3 - q,Y[qi - 32)2 + (îi - q^)\q^ - 33)^ H- (îa - 38)^(33 - 3i)^] , expression qui se déduit du premier membre de (2) en posant
comme on a a-|-p-f-Y = 0,
il en résulte que le deuxième membre est nul, il en est de même de cette expression.
La relation (3) peut alors s'écrire
"+•2(31 — 32)^(a^+b2— c2)+a*-f-b*-f-c*— 2(bV+cVH-a2b2) - q
ou encore, en remarquant que
a* 4- b* + c* — 2(b2c2 -H c^a^ -h a^b^) = — leSS
d'après la formule (2),
— 3i32(a2+b2— c2) = 4S2 ou encore
a23f + b25|+c23§— 2bc3233CosA — 2ca333iCosB— 2ab3i32CosC=4S2;
c'est la relation cherchée.
251. Étant données les équations de deux coniques en coordonnées rectilignes ou trilatères
f{u, v, w) = au^-^a'v^-ha"w^-\-'2bvw-h^b'wu^Wuv = 0, (G) fi{u, v, w) = aiU^-ha'iV^-halw^-h'^biVW-h^b'^wu-^-^bluv = 0, (Ci)
l'équation générale des coniques inscrites dans le quadrilatère Q des tangentes communes est
Donnons à X deux valeurs égales et de signes contraires fx et — {JL ; on obtient deux coniques
/•- ^fi = 0, (C'O
et il est aisé de montrer que les pôles d'une droite quelconque
par rapport aux quatre coniques C, Ci, C, C^ [pôles situés en
ligne droite (187)] sont quatre points conjugués harmoniques.
Soient en effet
V = ufL^-hvfi^-hwf 1,^ = 0,
Pi = «A'uo -+- ^/it'o + ^A'-o = ^ les équations des pôles de la droite {uq, v^.^ Wq) par rapport aux coniques C et Ci.
Les pôles de cette même droite par rapport aux deux autres
coniques auront pour équations
P — {jlPi = 0,
et Ton voit que ces deux points divisent harmoniquement les points F et Pi.
En particulier les points de contact de ces coniques avec un côté du quadrilatère Q forment une division harmonique.
On dit dans ce cas que les coniques G' et CJ sont conjuguées harmoniques par rapport aux coniques G et Gj, et Ton voit sans peine que, réciproquement, les coniques G et Gj sont conjuguées harmoniques par rapport à G' et Gi.
En outre, il est à peine utile de faire observer que cette propriété est indépendante du triangle de référence ou des axes de coordonnées.
252. Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que quatre coniques soient conjuguées harmoniques est que les tangentes menées à deux des coniques conjuguées par un point commun aux deux autres coniques forment un faisceau harmonique.
Prenons pour origine un point commun aux deux coniques G et Gi, et pour axes les tangentes en ce point à ces deux coniques ; leurs équations pourront alors s'écrire
f=u^-\- 2bvw + Wwu -h a V = 0, fi = v^-h ^b^vw -h U\wu -h aW = 0.
Gonsidérons maintenant deux coniques inscrites dans le quadrilatère des tangentes communes à G et à Gi,
r-+-Vi=0, (G')
/•4-f^A = 0. (Gi)
Les tangentes menées de l'origine à ces deux coniques sont déterminées par les équations
u^ -4- (ly* = ;
et Ton voit aisément que pour que ces droites. forment un faisceau harmonique, il faut et il suffit que
c'est-à-dire que les coniques C et C'i soient conjuguées harmoniques par rapport à C et à Ci. Le. théorème est démontré.
Revenons à Téquation générale
des coniques inscrites dans le quadrilatère Q des tangentes communes aux coniques C etC,,
/(m, V, w) = au^-ha'v^-^aW-^-^bvw-h^b'wu-^^b'uv = Ô, (G)
^(w, u, w) = aiu^-ha'y-halw^-h^bivw-h^b'iwu-h^bluv = 0. (d)
L'équation ponctuelle de la conique qui a pour équation tangentielle l'équation (1)est
a + Ui b"-hUl b'-hU[ X ô'-f-Xôj a! -^\a\ b-\-\bi y b'-hU\ b-\-Ui a''-\-lai z X y z
ou, en développant,
X«Fi(x, y, z) -\- X* (or, y, z) -H F{x, y, z) = 0. (2)
où nous posons
F{x,y,z) = Ax^ + A']y2 + x"z^ ^ 2Byz -4- 2B'za: -h ^B'xy, Fi{x,y,z) = Aia?'-' + Aiy-+-A;z«-+-2Bit/2-i-2B;za? + 2Bîary, *(a?, y, z) = {a'a'i~^aX — 2bb,)x^-h{a"ai'^aal^Wb[)y^ -h {aa\ + a'a^ — Wb'[) 2^ + 2 [b'bl + b'b', — ab, — bai) yz ^'^ib^bi -f- è^î— a'6j- b'a[)zx + 2(ô6;-+- 6'ôi — a"bl—b''a'[)xy • Les équations
sont les équations ponctuelles des coniques C et Cj. Nous allons étudier la conique S qui a pour équation
Les équations (1) et (2) sont les équations tangentielle et ponctuelle d'une même conique; on peut donc considérer l'équation (2) comme exprimant la condition pour que le point (a:, 2/, z) soit situé sur la conique (1) ; en d'autres termes, si l'on résout l'équation (2) par rapporta X, et si l'on transporte les racines dans Téquation (1), on obtient les équations des coniques du faisceau (1) qui passent par le point (a?, y, z).
11 en résulte que l'équation
est le lieu des points par lesquels passent deux coniques du faisceau (1) conjuguées harmoniques par rapport aux coniques C et Cl ou, d'après le théorème précédent (252), cette conique S est le lieu des points tels que les tangentes issues de ces points aux coniques C et Ci forment un faisceau harmonique.
Il est aisé de voir que cette conique est conjuguée par rapport au triangle conjugué commun aux coniques C et Cj.
En effet, si l'on prend ce triangle pour triangle de référence, les équations de C et de Ci peuvent s'écrire
au^-f-aVH-aV = 0,
aiU^ -h a[v^-i-a'lw^ = 0,
et la conique S a pour équation ponctuelle
{a'al -h a"al)x^ -H (a"ax + aa^y^ -+- {aa[ -f- a'ai)z^ = 0, et par suite, pour équation tangentielle
a'al -h a"a[ a"ai h- aa'^ aa[ -\- a!a^ ~~
Les points de contact des tangentes communes aux deux coniques C et Ci sont visiblement des points du lieu; il en résulte le théorème suivant :
Les huit points de contact des tangentes communes à deux coniques sont sur une conique.
254. Si l'on suppose que la conique Ci se réduise à deux points A et B, la conique S est le lieu du point M tel que les
tangentes issues de ce point à la conique C soient conjuguées harmoniques par rapport à MA et MB.
Si en particulier les points A et B sont les points cycliques, la conique S se réduit au cercle, lieu des sommets des angles droits circonscrits à la conique C.
On retrouve ainsi fort simplement Téquation obtenue au numéro 249 en supposant que
^(t/, V, w) = v^-{-v'^ -^w^ — 2vw cos A — ^wu cos B — ^uv cos C.
En écrivant que Téquation (2) a ses racines égales, on
obtient Téquation
*2 — 4FFi = 0,
qui représente Tenveloppe des coniques inscrites dans le quadrilatère Q, c'est-à-dire les côtés de ce quadrilatère Q luimême.
Nous obtenons ainsi Téquation de l'ensemble des quatre tangentes communes aux coniques C et Ci.
256. 6'orr^/aa*vemen/, étant données les équations ponctuelles de deux coniques,
F = Aor* -+- My'- -H A"z2 -h 2Bi/z -+- 2B'zx -h -IWxij = 0,
Fi = Aia'2-HAy4-Aïz*+2Bit/2:-+-2B{zx4-2B;.rj/ = 0,
Tenveloppe des droites qui rencontrent ces coniques en quatre points conjugués harmoniques est une conique qui a pour équation tangentielle
(p(M, V, M;) = (A'AÏ-hA''Ai — 2BBi)w2H-(A''Ai-HAAf-2BUV + (AA;-h A'Ai— 2B''B;)m;2-+-2(B'BÏ + B"B; — ABi — BAi)i;?^ -h 2(B''Bi -h BB; — A'B/ — B'Ai)wu H- 2{BB; -h B'Bi — A"B; — È"A'1)uv =0. (3)
Cette conique est conjuguée par rapport au triangle conjugué commun aux deux coniques et elle touche les huit tangentes menées aux deux coniques en leurs points communs, d'où l'on déduit le théorème suivant :
Les huit tangentes à deux coniques en leurs points d'intersection sont tangentes à une même conique.
Dans le cas particulier où les coniques données sont des cercles, elles ont comme points communs les points cycliques, les tangentes passent par les centres ; il en résulte que la conique (3) est tangente aux droites isotropes issues des centres des cercles, c'est-à-dire a pour foyers ces centres.
On peut le voir analytiquement en prenant pour axes la droite joignant les centres et une perpendiculaire au milieu ; les équations des cercles sont
a?2 -H y2 — ^ax -h a2 — R2 = 0,
œ^-\-y'-h2afic-{-a^ -R'2 = 0, et la conique enveloppe a pour équation tangentielle
conique qui a pour foyers les points {it a, 0).
En désignant par d la distance des centres, Téquation précédente peut s'écrire
On reconnaît que l'enveloppe n*est réelle que si
Si d^ < R2 -H R'2, l'enveloppe est une ellipse ; Si cZ2 > R2 4. R'2, l'enveloppe est une hyperbole;
enfin dans le cas où d'^ = R^-h R'S c'est-à-dire si les deux cercles sont orthogonaux, l'enveloppe se réduit aux deux centres, résultat qui est d'ailleurs fort connu.
Enfin si Ton désigne par
f{u^v, w) = {A'y — B^)u^-h- = 0, fi{u, V, w) = (A;AÏ — BÎ)m2h- ... = les équations tangentielles des deux coniques, Téquation .
f—Affi = est réquation tangentielle des quatre points de rencontre de ces deux courbes.
Coniques harmoniquement inscrites et circonscrites
Soient deux coniques déterminées, Tune par son équation
ponctuelle et Tautre par son équation tangentielle,
A^» î/i 2) = ax^'^a'y^-\-a''z^+^hyz + WzX'\-^h''xy = 0, (S)
o(m, u, w) = aM2-ha't)«-+-aV4-2pyM; + 2p'M;M-h2p''Mo =0;. (C)
posons
e = aa + a'oi' + aV H- 26p -h 2ô'p' + 2 W,
et cherchons à interpréter géométriquement la condition
, Cette interprétation est immédiate dans les cas particuliers suivants :
1® Si la conique C se compose de deux points, la condition (4) exprime que ces deux points sont conjugués par rapport à S.
En particulier, si ces deux points sont les points cycliques, la condition exprime que là conique S est une hyperbole équilatère.
Si ces deux points sont confondus, la condition exprime que ce point double est situé sur la conique S.
2^ Si la conique S se compose de deux droites, la condition (4) exprime que ces deux droites sont conjuguées par rapport à laconique C.
Si ces deux droites sont confondues, la condition exprime que cette droite double est tangente à la conique G.
258. ^*^ Si la condition (4) est remplie, nous dirons que la conique S est harmoniquement circonscrite à G, et que la conique C est harmoniquement inscrite à S.
On verra plus loin les raisons de cette dénomination.
Théorème. — Dans un faisceau ponctuel de coniques il en existe en général une seule qui soit harmoniquement circonscrite à une conique donnée ; s'il y en a deux, toutes le sont.
Si Ton suppose en effet que les coefficients de f[x, y, z) soient fonctions linéaires d'un paramètre X, Téquation (4) est
(1) Les considérations présentées aux numéros 258, 259 et 260 sont empruntées aux conférences faites par M. Darboux à l'école normale.
du premier degré en X et admet en général une seule solution, à moins qu'elle ne soit identiquement satisfaite.
Théorème corrélatif. — Dans un faisceau tangentiel de coniques^ il en existe en général une seule qui soit harmoniquement inscrite à une conique donnée ; s'il y en a deux, toutes le sont,
La démonstration est immédiate.
259. Voici quelques conséquences fort simples de ces théorèmes.
1° Supposons que la conique S soit harmoniquement circonscrite à G ; soient HK et MN deux cordes de S conjuguées par rapport à G ; toutes les coniques passant par les quatre points H, K, M, N seront harmoniquement circonscrites à G, puisque dans ce faisceau de coniques la conique S et Tensemble des droites HK et MN jouissent de cette propriété. Il en résulte que les couples de droites HM, KN et HN, KM seront conjugués par rapport à G.
Supposons, comme cas particulier, que la conique G se réduise aux points cycliques : S .est alors une hyperbole équilatére, HK et MN sont perpendiculaires ; il en résulte que HM est perpendiculaire à KN, HN à KM ; ce qui démontre une propriété bien connue de Thyperbole équilatère.
2° Soient maintenant deux couples dépeints A, A' et B, B' conjugués par rapport à une conique S ; ces ensembles de points constituent deux coniques harmoniquement inscrites à S ; il en sera de même de toutes les coniques inscrites dans le quadrilatère ABA'B', en particulier les deux points de rencontre des droites AB, A'B' et AB', A'B seront conjugués par rapport à la conique S.
Nous obtenons ainsi une démonstration du théorème de Hesse déjà établi au numéro 238.
260. Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que S soit harmoniquement circonscrite à G est qu^il existe une infinité de triangles inscrits dans S et conjugués par rapport à G.
1® La condition est nécessaire. Supposons que S soit har-
moniquement circonscrite à C. Soit P un point quelconque de la conique S ; prenons sa polaire par rapport à C, et désignons par Q et R les points de rencontre de cette polaire et de la conique S. Je dis que le triangle PQR est conjugué par rapport à C. En effet, par le point P menons une droite quelconque PP', qui rencontre la conique S au point P'. Le faisceau ponctuel des coniques qui passent par les quatre points P, Q, R, F contient deux coniques, la conique S et Tensemble des deux droites QR et PP', qui sont harmoniqiiement circonscrites à C ; donc toutes les coniques de ce faisceau le sont également, en particulier l'ensemble de droites PR et QP' ; ces deux droites sont donc conjuguées par rapport à C, et comme le point F est un point arbitraire de la conique S, il en résulte que le point Q est le pôle de la droite PR par rapport à la conique C, et le triangle PQR est conjugué par rapport à cette conique.
2*» La condition est suffisante. Soit PQR un triangle conjugué quelconque par rapport à C ; je dis que toute conique S circonscrite à ce triangle est harmoniquement circonscrite à C. En effet, prenons un point arbitraire F sur laconique S ; le faisceau ponctuel des coniques qui passent par les quatre points P, Q, R, F contient deux coniques, les ensembles de droites PF, QR et QF, PR, qui sont harmoniquement circonscrites à C ; il en résulte que toutes les coniques du faisceau, et en particulier la conique S, sont harmoniquement circonscrites à G.
On voit ainsi qu'une conique harmoniquement circonscrite à une conique donnée est circonscrite à une infinité de triangles conjugués par rapport à cette seconde conique.
Corrélativement, on peut énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que C soit harmoniquement inscrite à S est qu'il existe une infinité de triangles circonscrits à C et conjugués par rapport à S.
Ce qui revient à dire que C est inscrit à une infinité de triangles conjugués par rapport à S.
261. Application. Théorème (Faure). — Les cercles circonscrits aux triangles conjugués par rapport à une conique coupent orthogqnalement le cercle orthoptique.
Soient
S=z x'^-h î/2 — 2aa7 — 2?y -f- Y = 0,
C = a^u^ -t- 6«t?2 — 10» = les équations d'un cercle et d'une ellipse ; pour que le cercle soi t harmoniquement circonscrit à Tellipse, il fautqu'on ait
a^ -\-b'^'--( = 0, ce qui montre que la puissance du centre de Tellipse par rapport au cercle est égale à a^ h- b^, carré du rayon du cercle orthoptique ; le théorème est démontré.
Si cette condition est remplie, l'ellipse est harmoniquement inscrite au cercle ; il en résulte le théorème suivant :
Une conique étant inscrite à un triangle, la puissance de son centre par rapport au cercle conjugué du triangle est égale à a^-h b^,
262. Théorème de Steiner. — Le lieu des centres des coniques inscrites à un triangle pour lesquelles la somme des carrés des axes est constante est un cercle ayant pour centre le point de concours des hauteurs du triangle.
D'après ce qui précède, les centres de ces coniques ont même puissance par rapport au cercle conjugué au triangle qui a pour centre le point de concours des hauteurs. Il en résulte que le lieu est un cercle concentrique au cercle conjugué.
C'est le cercle conjugué lui-même qui constitue le lieu dans le cas où la somme des carrés des axes est nulle, c'est-à-dire si les coniques sont des hyperboles équilatères.
263. Le cercle orthoptique d'une conique a pour limite la directrice si cette conique se transforme en une parabole ; les théorèmes du numéro 261 peuvent alors s'énoncer :
Les cercles circonscrits aux triangles conjugués par rapport à une parabole ont leurs centres sur la directrice.
Les cercles conjugués par rapport aux triangles circonscrits à une parabole ont leurs centres sur la directrice, autrement dit, le point de concours des hauteurs d'un triangle circonscrit à une parabole est sur la directrice,
264. Soit PQR un triangle conjugué par rapport à une conique S, j'inscris une conique quelconque C dans le triangle PQR ; il existe alors un triangle inscrit dans S et conjugué par rapport à C.
SupposonsqueQ et R soient les points cycliques. S est une hyperbole équilatère de centre P, C est une parabole de foyer P ; il en résulte que le foyer d'une parabole conjuguée par rapport à un triangle coïncide avec le centre d'une hyperbole équilatère circonscrite à C9 triangle.
On en conclut que le lieu des foyers des paraboles conjuguées par rapport à un triangle coïncide avec le lieu des centres des hyperboles équilatères circonscrites au même triangle ; ce lieu commun est le cercle des neuf points.
265. A l'aide des considérations précédentes, on peut établir simplement le théorème du numéro 412, à savoir que si les triangles o.hc et a'h'c' sont conjugués par rapport à une même conique S, leurs six sommets sont sur une conique.
En effet, soit C la conique qui passe par les points a, ô, c, a', h' ; cette conique est harmoniquement circonscrite à S, donc la polaire de a' par rapport à S rencontre la conique C au point h' et en un autre point cî tel que le triangle a'h'c[ soit conjugué par rapport à S. H en résulte que c[ coïncide avec c'.
266. Réseaux taugentiels. — Étant données les équations tangentielles de trois coniques
^(m, V, w) = 0, fiu, V, w) = 0, fz{u, V, w) = 0,
on appelle réseau tangentiel relatif à ces trois coniques Tensemble des coniques définies par l'équation
Vi + V,-f-X3A3 = 0, (o)
où Xi, Xj, Xg désignent des nombres arbitraires.
Si Ton se donne une relation linéaire et homogène entre les nombres Xj, Xj, X3, de la forme
ajXi -h «2X2 H- ûTsXs = 0, l'équation (5) ne renferme plus que deux paramètres linéaires ; elle représente un faisceau tangentiel de coniques, et l'on dit que le faisceau appartient au réseau.
Parmi toutes les coniques représentées par l'équation (5), il en existe une infinité qui sont réduites à deux points ; nous allons démontrer que les droites joignant ces deux points, (droites qu'on appelle les droites doubles du réseau) enveloppent une courbe de troisième classe appelée la Cayleyenne du
réseau (du nom du géomètre anglais, M. Cayley, qui en a étudié le premier les propriétés).
Les coordonnées d'une telle droite vérifient les équations
àf,
df, . df.
dv
i ^-li + r
' <Jw ^ àw
àv
do
dto
Eu éliminant X„ Xj, Xj entre ces trois équations, on obtient
dfi àf, df^ du au du
dv dw
du àj,
âv àv
du àf,
ÔIO ôw
qui est l'équation tangentielle de la Cayleyenne.
267. Cette courbe est aussi Tenveloppe des droites dont les pôles par rapport à toutes les coniques du réseau sont en ligne droite. i
Considérons d'abord les trois coniques
les pôles d'une droite (m, v, w) par rapport à ces trois conifjues ont pour équations
ou ÔV ÔW
Ou ÔV
au ÔV mu
et pour que ces points soient en ligne droite il faut que l'équa-
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tion (6) soitvériflée, c'est-à-dire que la droite considérée soit tangente à la Cayleyenne.
Si cette condition est remplie, le point qui a pour équation
^iPl + >^2P, + X3P3 = 0,
c'est-à-dire le pôle de la même droite par rapport à une conique quelconque du réseau sera en ligne droite avec les points Pli Ps; Pa-
268. Revenons à Texereice résolu au numéro 188, et dans Téquation f[u, tj, to) = considérons X et R* comme variables ; cette équalion représente un réseau tangentiel défini par les coniques
f^ = au^ -h a'v^ -f- 2h'wu -f- ^h'uv = 0,
qui représente une parabole,
et /"a = w» -I- 1?2 = 0, /-g = w?3 = 0,
qui représentent respectivement les points cycliques et l'origine envisagée comme point double.
La Cayleyenne de ce réseau a pour équation
w[h"[u^ — t?^)H-(a' — a)uv — ft'fio] = ;
elle se décompose en un point, l'origine, ce qu'on pouvait prévoir, et une parabole P que nous avons étudiée. Cette parabole est donc Penveloppe des droites dont les pôles par rapport aux coniques du réseau sont en ligne droite.
Or le pôle d'une droite par rapport au point double est ce point lui-même ; par rapport aux points cycliques, ce pôle esta l'infini dans la direction perpendiculaire à la droite ; il en résulte que la parabole P est l'enveloppe des droites qui sont perpendiculaires aux droites joignant l'origine à leurs pôles par rapport à une conique quelconque du réseau.
On peut également montrer que les droites dont on demande l'enveloppe dans l'exercice 188 sont des droites doubles du même réseau (*).
Menons du point les tangentes OA et OB à une conique quelconque du réseau. L'ensemble des deux points A et B constitue une conique du réseau, donc la droite AB est tangente à la Cayleyenne.
Soit maintenant une tangente T à une conique quelconque du
(*) Voir Nouvelles Annales, 3« série, tome VIII, p. 331, un excellent article de M. Marchand sur ce sujet, auquel nous ayons emprunté quelques-unes des remarques qui suivent.
réseau, qui soit perpendiculaire à la droite joignant le point à son point de contact A. Le cercle de centre et de rayon OA appartient au réseau, il est tangent à la conique ; ce cercle et la conique admettent donc deux autres tangentes communes rencontrant la droite T en deux points H et H' dont Tensemble constitue une conique du réseau ; donc la tangente T est tangente à la Cayleyenne.
Enfin, les deux foyers (situés sur un même axe) d*une conique quelconque du réseau constituent une conique du réseau ; donc la droite joignant ces deux points, c'est-à-dire Taxe de la conique, est tangente à la Cayleyenne.
269. Théorème (Ghasles). — Deux faisceaux appartenant à un même réseau ont toujours une conique commune.
Soit, en effet, le réseau défini par Péquation
Vi-+- V2-hV3 = 0;
deux faisceaux appartenant à ce réseau seront déterminés par les deux équations
ttiXi -f- «2^2 -h 03X3 = 0,
bili + 62X2 -H Ô3X3 = 0,
qui déterminent toujours un système de valeurs pour Xi, X2, X3.
270. Considérons comme exemple le réseau défini par les trois coniques suivantes :
1» Un point double ;
2® Les points cycliques 1 et J ;
3" Une conique quelconque G.
Ce réseau est le même que celui que nous avons étudié au numéro 268, à cette différence près que la parabole est remplacée par une conique quelconque.
En combinant ces coniques deux à deux on a les trois faisceaux suivants :
1° Les cercles de centre ;
2° Les coniques homofocales à C ;
3» Les coniques tangentes à C aux points de contact G et G' des tangentes issues du point 0.
Il résulte alors du théorème précédent qu'étant donné un faisceau quelconque appartenant au réseau, ce faisceau contiendra une conique faisant partie des trois faisceaux cités plus haut.
En particulier, étant donnée une conique honiofocale à C, soit Cj , et une conique tangente à C aux points G et G', soit C2, il existera
un cercle de centre inscrit dans le quadrilatère des tangentes communes à Ci et à C3.
Supposons que la conique Ci se réduise aux foyers F et F' de la conique G et que la conique G2 se réduise aux points G et G' ; les droites FG, FG', F'G, F'G' seront tangentes à un même cercle de centre 0; on en déduit la relation
FG itz F'G = FG' dz F'G' ;
et comme les points G et G' peuvent être pris quelconques sur la conique, on en conclut que pour tout point M de la courbe, on a
FM ±1 F'M = constante.
Cette démonstration est due à Chasles.
Ëtant donné un réseau taugentiel
XiA + V2 + ^sA = (5)
défini par les coniques ^ =0, /i = 0, fz = 0, on peut définir ce réseau par trois coniques quelconques appartenant à ce réseau, à condition que ces trois coniques ne fassent pas partie d'un môme faisceau tangentiel.
En effet, soient les trois coniques du réseau
oi = a,/; -f- «a/i 4- aa^ = 0,
?3 = ïiA H- TîA -h YaA = ; pour que ces trois coniques n'appartiennent pas à un même faisceau, il faut qu'on ait
Pi P2 P3 ^0.
Yi T2 Y3
Si cette condition est remplie, on pourra tirer /"i, A, ^ des équations précédentes et on aura
/i = «i^pi H- a2?2 -h as?3,
/*3=CiCpi -h CîCp2+C3<p3,
et en remplaçant dans l'équation (5), on aura pour équation gé-
nérale des coniques du réseau
272. Il n'existe pas en général de conique réduite à un point double parmi les coniques d'un réseau, car en écrivant que le premier membre de l'équation (5) est carré parfait, on a trois relations homogènes par rapport à Xj, X2, X3 qui, en général, n'ont pas de solution.
Pour qu'il existe un point double faisant partie du réseau (5), il faut et il suffit qu'on ait une identité de la forme
P désignant une fonction linéaire.
Cette condition exprime que l'une des trois coniques est bitangente à une conique du faisceau déterminé par les deux autres, et que le pôle de la corde des contacts est le point double P.
Si cette condition est remplie, la même propriété subsistera pour trois coniques quelconques du réseau, n'appartenant pas à un même faisceau,
?i =0, 02 = 0, cp3 = 0,
car d'après ce que nous avons vu au numéro 271, l'identité précédente pourra s'écrire
^l?l -H h^2 + ^3?3 = PS
et le pôle de la corde des contacts sera le même.
273. Application. — Considérons un réseau défini par deux coniques bitangentes /i = 0, /i = et par les points cycliques /•g = 0. Ce réseau a un point double P, pôle de la corde des contacts.
On peut, pour définir le réseau, remplacer les deux coniques fi et f^ par deux coniques ?i et «p2 homofocales respectivement à fi et /*2. il existera alors une conique bi tangente à fz, c'est-à-dire un cercle inscrit dans le quadrilatère des tangentes communes à «pi et «p2, et dont le centre sera le point P.
Supposons que l'on prenne pour coniques <pi et «Pa les foyers des coniques fi et /i ; en joignant les foyers de A aux foyers de f^
on aura un quadrilatère circonscriptible à un cercle ayant pour centre le point P,
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Si deux coniques sont hitangentes, les foyers de Vune joints aux foyers de Vautre déterminent quatre droites tangentes à un cercle ayant pour centre le point de rencontre des tmg entes communes. , Si laconique /i se réduit à deux points situés sur la conique fu on retrouve le théorème établi au numéro 270,
274. Réseaux ponctuels. — Étant données les équations ponctuelles de trois coniques
?i(a?, 1/, z) = , cpafo:, jy, z) z= , cp3(a?, ?/, z) = ,
Tensemble des coniques définies par Téquation
où fXj, fJi2, H^a désignent des nombres arbitraires, constitue ce qu'on appelle un réseau ponctuel de coniques.
Parmi toutes les coniques du réseau, il en existe une infinité qui sont réduites à deux droites, les points de rencontre de ces droites (les points doubles du réseau) sont situés sur une courbe du troisième degré qu'on appelle la ffessienne du réseau et qui a pour équation
dx
dx
àf3 dx
ày
ày
dç,
dz
âz
dz
Cette courbe est aussi le lieu des points dont les polaires par rapport à toutes les coniques du réseau sont concourantes.
275. Réseaux conjugués. — La relation linéaire et homogène la plus générale entre les coefficients de l'équation tangentielle d'une conique C exprime que cette conique est harmoniquement inscrite à une autre conique.
Si on assujettit cette conique C à être harnioniquement ins-
crite à trois coniques données ayant pour équations ponctuelles
?i(a^, !/i 2) = 0, (p2(a?, y, z) = 0, ^^{x, y, z) = 0, on aura trois relations linéaires et homogènes entre les coefficients de l'équation tangentielle delà conique C, et par suite ces coefficients seront fonctions linéaires et homogènes de trois paramètres ; il en résulte que Téquation générale tangentielle des coniques C sera de la forme
lifi{u, V, w)-hl2f2{u, u, i^) + VavW, v,w) = 0; (5)
toutes ces coniques font donc partie d'un réseau tangentiel, et elles sont harmoniquement inscrites à toutes les coniques du réseau ponctuel
I^i?i(^, y. 2) + {^2?2(ar, y, z) -h (l3?3(^, y, z) = 0. (7)
On dit que les deux réseaux sont conjugués ^^\ Une conique quelconque du réseau (5) est harmoniquement inscrite à une conique quelconque du réseau (7), et une conique quelconque du réseau (7) est harmoniquement circonscrite à une conique quelconque du réseau (5).
276. Soit une conique du réseau (5) réduite à deux points A et B ; la droite AB est tangente à la Cayieyenne du réseau, et les deux points A et B sont conjugués harmoniques par rapport aux coniques du réseau (7) ; il en résulte que ladroite AB rencontre les coniques de ce réseau en des points en involution.
On en conclut que Venveloppe des droites rencontrant trois coniques données en des points en involution est une courbe de troisième classe^ qui est la Cayieyenne du réseau langentiel conjugué du réseau ponctuel défini par les trois coniques données,
Soit une conique du réseau (7) réduite à deux droites
(1) A. Clebsch. Leçons sur la Géométrie, traduction Benoist, tome 11, p. 250.
M. PicQUET emploie rexpression de contr avariants.
D et D'. Ces deux droites sont des sécantes communes à deux coniques Ci et C2 du réseau ; en leur adjoignant une conique quelconque C3 du même réseau, ces trois coniques Ci, Cj, C3 suffisent à définir le réseau. Dans ces conditions, la droite D rencontre ces trois coniques en des points en involution ; par conséquent la droite D, comme la droite D', est tangente à la Cayleyenne du réseau (5).
Il en résulte que la Cayleyenne (Cunréseau tangentiel est Venveloppe des couples de droites qui font partie du réseau ponctuel conjugué,
278. Corrélativement, le lieu des points tels que les tangentes issues de ces points à trois coniques données soient en involution est une courbe du troisième degré qui est la Hessienne du réseau ponctuel conjugué du réseau tangentiel défini par les trois coniques données,
La Hessienne d* un réseau ponctuel est le lieu des couples de points qui font partie du réseau tangentiel conjugué, ^^î
EXERCICES ET NOTES
1 . On considère deux triangles inscrits à une même conique et on leur circonscrit deux coniques bitangentes : enveloppe de leur corde de contact.
Si les deux coniques circonscrites sont homothétiques, leur corde commune passe par un point fixe.
Les deux triangles donnés sont conjugués par rapport à une même conique C, à laquelle sont harmoniquement circonscrites les coniques considérées Ci et Ca, et par suite toutes les coniques passant par les points communs à ces dernières ; en particulier les cordes communes correspondantes des coniques Ci et Cj sont des droites conjuguées à la courbe C. Par suite, si une de ces cordes
(1) Consulter sur ce sujet le chapitre vu du Traité de Géométrie Analytique, de M. H. PiCQUET. Nous avons d'ailleurs emprunté à cet excellent ouvrage quelques-uns des exercices qui suivent.
est double, ce qui a lieu pour deux coniques bitaugentes^ elle est à elle-même sa droite conjuguée ; elle est donc tangente à la conique C qui constitue Tenveloppe demandée.
Si les coniques Ci et C2 sont homothétiques, la corde commune à distance finie passe par le pôle de la droite de Tinfini, c'est-à-dire par le centre de la conique C.
2. Le lieu des centres des cercles de rayon donné, harmoniquement inscrits à une conique donnée, est une conique concentrique et homothétique à la conique donnée,
3. Lorsqu'une hyperbole équilatère est harmoniquement circonscrite à un cercle ou inversement^ celle des deux courbes qui est harmoniquement circonscrite passe par le centre de Vautre,
A. Le lieu des centres des cercles de rayon donné harmoniquement inscrits à une parabole est une parabole de même paramètre,
5. Étant données' les équations ponctuelles de trois coniques,
cpi = Aia?2 -h A, y 4- kW -H 2B11/3: -h 2B;-3:a7 + 2^\xy = 0,
cps = Asa?* -h =0,
on peut mettre sous une forme remarquable Téquation tangentielle de la Cayleyenne du réseau tangentiel conjugué du réseau ponctuel défini par ces trois coniques, c'est-à-dire Tenveloppe des droites coupant ces trois coniques en des points en involution.
La droite ux -\- vy -h wz =z sera tangente à la Cayleyenne si, jointe à une autre droite, elle fait partie du réseau
Kl?l + K2?2 + K3?3 = 0,
c'est-à-dire si Ton a l'identité
Ki?i + f^2?2 -H Ht3?8 = («^ + ^2/ + wz){u'x -h v'y -+- w'z)
ou
fJLl Al -h [^2^2 -h [JL3A3 — tiU = 0,
H^iAi -h fi2Aj 4- fisAJ — vv' = 0,
IxiAÏ -h \hAl -h 113A3 — ww' = 0,
âi^iBi -h 211-232 -h 21X3B3 — vw' — wv' = 0,
2jjliB; -h 21X2B2 + 21x36^ — wu' — uio — 0,
2[iiBÎH-2[i2Bf4-2|JL3B3 — wt?' — r2«' = 0.
Kn éliminant |xi, ix^, i^s, W, v\ id\ on a
Ai
Ai
Aï
2Bi
to
2Bi
2Bi
2Bi
2BÏ
2Bï
On verrait de la! même manière que le lieu des points d'où Ton peut mener des tangentes en involution aux trois coniques
fi = aiM« + a\v^ -h a^io^ -h 2bivw H- 2b\wu + 2b'[uv = 0,
c'est-à-dire la Hessienne du réseau conjugué, est
aj
al
6. Un réseau tangentiel renferme en général quatre cercles dont les centres sont les sommets (Tun triangle et le point de concours de ses hauteurs,
1 , Lorsque trois hyperboles équilatères ont deux points communs y toute droite perpendiculaire à la corde commune les coupe suivant six points en involution.
8. Considérons un réseau ponctuel défini par trois coniques ayant deux points communs B et C. En prenant pour triangle de référence le triangle ABC, A étant un point quelconque, les équations des coniques s'écrivent
ttiX^ -h 2biyz 4- 26', zx H- 2&Ja?i/ = 0, ^2^:2 + 2622/- -h 2b^zx -\- 2blxy = 0, a^x^ H- 2bsy2 -h 2b'^zx -h 2blxy = 0.
Pour déterminer le réseau tangentiel conjugué, écrivons que la conique
au^ -h a't?2 -f- oL^w^ 4- 2^vtD -f- 2^'wu -h 2^''uv = ( t )
est harmoniquement inscrite par rapport aux trois premières ; on a
aia4-2&ip + 2ô;p'-h2ô;p'' = 0,
«2» H- 2Ô2P + 2&'2p' 4- 2bl^" = 0,
«3a H- 263P + 26JP' -h 2&JP'' = ;
résolvons ces équations par rapport à P, P', p'' ; on a des solutions de la forme
p = aÀ, P'=a'X, ^" = ^1%
X, X', X^ étant fonctions des coefficients des trois coniques données. L'équation (I) devient alors
OLU^ -h ol'v^ + OL^w^ -h 2a(Xi?io 4- X'iom + X^tfi?) = 0,
a, a', a" étant arbitraires, on peut donc considérer cette équation comme représentant le réseau tangentiel relatif aux trois coniques
w» -h 2\vw -+- 2'k'wu -+- 2V'Mt? = 0, t?2 = 0, w^ = 0, et la Cayleyenne de ce réseau a pour équation
(M4-X"o-f-X'to)rw? = 0;
elle se compose de trois points ; deux d'entre eux sont les deux points B et C, le troisième est le point par lequel passent les cordes communes qui dans deux coniques quelconques du réseau ponctuel joignent les deux points de rencontre autres que B et C.
Soit ce point ; on voit que le point est le pôle de la droite BG par rapport à toutes les coniques du réseau tangentiel.
11 résulte de là que les cordes qui divisent en involution les coniques du réseau ponctuel passent par le point 0.
Dans le cas particulier de l'exercice 7, ce point est à Tinfini dans la direction perpendiculaire à la corde commune.
On peut reconnaître aisément que, dans le cas général, la Hes. sienne se compose de la droite BG et d'une conique.
9. Supposons que les deux points B et G de l'exercice précédent soient les points cycliques ; les trois coniques données sont alors des cercles, et l'on sait que la Hessienne se compose de la droite de l'infini et du cercle orthogonal.
La Gayleyenne du réseau conjugué se réduit aux points cycliques
et au centre radical des trois cercles, qui est le centre commun de? coniques du réseau tangentiel.
10. Le lieu des centres des coniques d'un réseau tangentiel dont la somme des carrés des axes est constante est un cercle^ concentrique au cercle du réseau ponctuel conjugua. Cas où la somme des carrés des axes est nulle.
11. Note sur rhypocycloïde à trois rebroussements. — Dans un grand nombre d'exercices résolus et proposés nous avons souvent rencontré comme enveloppe d'une droite variable l'hypocycloïde à trois rebroussements.
Je me propose, dans cette note, de montrer comment on peut reconnaître cette courbe d'après son équation tangentielle, et comment on peut en déterminer les éléments.
Si l'on prend comme axes de coordonnées deux diamètres perpendiculaires du cercle fixe. Taxe Ox passant par l'un des points de rebroussement, l'équation de la tangente en un point de la courbe peut s'écrire
a? sm ^ + y ces -^ — -j sm ^ = ;
on le voit aisément en faisant r = — — dans l'équation de la
tangente à l'épicycloïde obtenue page 59.
En conséquence, pour qu'une droite
ux -h ry -h 10 = soit tangente à la courbe, il faut qu'on puisse déterminer <p en sorte qu'on ait les égalités
u 1? — 3io
sm -^ cos -^ R sm -^ En éliminant <p, on obtient l'équation
on reconnaît sous cette forme que la courbe est de troisième classe, qu'elle est bitangente à la droite de l'infini (Ex. 12, p. 54), les points de contact ayant pour équation
U^-\rV^ z=i 0,
c'est-à-dire étant les points cycliques.
Nous allons démontrer que, réciproquement, toute courbe de troisième clause qui touche la droite de Vinfini aux points cycliques est une hypocycloïde à trois rebroussements.
L'équation tangentielle générale des courbes de troisième classe touchant la droite de l'infini aux points cycliques est
w {u^ + 1?^ — 2wt? cos 0) -+■ o(w, v) = 0, (2)
6 désignant Tangle des axes de coordonnées, et ©(w, v) représentant un polynôme homogène du troisième degré en w et t?, par exemple
©(«, v) ^ au^ -+- huH 4- cuv^ -h dv^.
Pour établir notre proposition, nous transporterons d'abord Tori-
_ gine des coordonnées en un point (p, q) choisi de telle manière que
les tangentes issues de ce point à la courbe fassent deux à deux
des angles égaux à — » c'est-à-dire qu'elles puissent coïncider avec les
diagonales d'un hexagone régulier. Ensuite nous ferons tourner les axes de façon que Taxe des x se confonde avec Tune de ces tangentes, et nous verrons que l'équation de la courbe aura la même forme que l'équation (i).
En transportant l'origine des coordonnées au point [p, q), l'équation (2) devient
{w — up — vq){u^ -|- 1?2 — 2uv cos 6) 4- <p (w, r) = ;
les coordonnées des tangentes jk l'origine vérifient l'équation
— (up -+- vq)(u^ -h 1?^ — 2uv cos 6) -^ o (m, t?) = 0,
et leurs coefficients angulaires sont donnés par
— {pm — q){m^ -h" 2m cos -^ 1 ) + (9{m, *— 1) = 0. (3)
Cherchons maintenant lequation aux coefficients angulaires de trois droites, telles que l'axe Ox fasse avec elles respectivement des
angles égaux a a, «-Hô- et ol-\- —-
Si m désigne le coefficient angulaire de la première, on aura
m sin 6 ___ 1 + m cos 6 — *^ °^ '
on en déduit, en introduisant le symbole imaginaire t, m (cos e + t'sin 6) j^ 1 ___ 1 H- 1 tg g m (cos 6 — i sin e) H- 1 "" 1 — î tg a
ou
' — p2ia .
on aura pour les deux autres droites
me~»o -h 1 me~î8 -f- 1
Comme les cubes des trois seconds membres sont égaux à e®»«, on
voit que les coefficients angulaires des trois droites vérifient Téquation
\me-»« -h 1 / ou
g6ta(^,e-»« -h i)3 — (me«« -f- 1)3 = 0.
L'équation (3) devant avoir mêmes racines que cette dernière équation, on aura Tidentité
— {pm — q){m^ -h 2m cos 6 + 1) -h ^{m, — i)
^ h [e6»*(me-«« -h 1 )» — (me»« + \ )3].
En écrivant que les coefficients des mêmes puissances de m sont égaux, on déterminerait p, q, aei h; mais on peut calculer a sans déterminer p et g', il suffit de remplacer dans l'identité m successivement par les deux nombres — c«<» et — e~*S qui annulent m2 -f-2mcos 6 + 1 ; on obtient
cp(— e»e, _ 1 ) = _ A{| _ e2»e)3 ,
o(—e-i\ — 1) = /jô«»»(l — e-2»«)3.
On déduit de là sans peine, après quelques réductions faciles, et en se souvenant que ^{u,v) est homogène et du troisième degré,
9(i,e-«e) "" Si sin3 e '
On en tire
1 + 1 tg 3a _ g -4- be*^ -+- ce^'^ + de^'^ 1 — t tg 3a — a -f- &e-«« + ce-^»» -|- de-3»e '
— ^ sin 6 + c sin 29 + d sin 39 ^ ^ ^ a -h ô cos ô 4- c cos 26 -h c^ cos 30 *
L'identité qui précède devient alors, en remplaçant h et e^'» par ces valeurs,
— {pm — q){m^ -\- 2m cos 9 -h 1) + cp(m, — 1)
^ 8isin3 9 ^?^^' e««Xme-»«-hl)3-(p;i, e-^^^me^^ ^ i)^] ;
le second membre pouvant s'écrire, développé,
.g [m3[a(4 sin2 9 — 3) — 26 cos 9 — c] + 3m2((i — J — 2a cos 9)
+,3m(c — a -4- 2cï cos 9) + & -h 2c cos 9 + d(3 — 4 sin^ 9)] .
En égalant les coefficients de m^ et les termes indépendants, on obtient les valeurs de p et de q,
3a + c -h 2Ô COS e
4 sin2 e 3£/ + 6 -h 2c COS 6
^ 4 sin^ô
Nous obtenons ainsi le centre de l'hypocycloïde et les directions des tangentes aux points de rebroussera en t.
En tenant compte de ces transformations, Téquation tangentielle de la courbe peut s'écrire
w[u^ H- 1?2 — 2mi? COS e) + ^[e««»iMe"»«— î?)3 — (we'e — vf] = 0. Prenons maintenant pour axe des x' une droite Ox' telle que (Oa?, Ox') = a, et pour axe des y' une perpendiculaire à Ox', telle que
{Ox',Oy) = l' Les formulea de transformation de coordonnées sont les formules (4) de la page 32, où l'on fait p = «H--^- et X = 1 ; on a
u =z u' COS a — v' sin a , V =z u' COS (6 — a) -h t?' sin (6 — a), w =z w'.
On voit aisément en faisant la substitution dans l'équation que ^2 H- i?2 — 2uv COS 6 se transforme en (u'^ -+- v'^) sin^ o ; d'autre part, on trouve
Me~»« — V =. — sin 6e~*»(m'-f-v')> ue*^ — 1? = — sin ee»*(— iu' -\-v'); enfin, on a
Le radical est égal au module de l'expression cp(1, e»e); soit A ce module, on aura
A = v/(a-f- b COS ô-hc COS 26-hd cos 'Sbj^-^^b sin e+csin 2e-f-cJ sin 36)^,
et l'équation de la courbe s'écrit
^ ' 4 sm2 e ^ ^
En comparant avec Téquation (1), on voit que cette équation représente une hypocycloïde à trois rebroussements, dont le rayon R du cercle fixe est donné par
j^^ 3A 4 sin^ 6 En résumé, on voit que l'équation
w (m2 -j- ^2 __ 2uv COS 6) -h au^ -h àuH + cuv^ -hdv^ =
représente une hypocycloïde à trois rebroussements ; son centre a pour coordonnées
3a 4- c -4- 2ô cos 6
4 sin2 6 3d4-ô-f-2c cos e
4 sin2 e
le rayon du cercle fixe est égal à
- — r-s— i/(a+&cos e + ccos 2e+dcos Zb^-^ib sin e-K sin 26-heï sin 36)^ , 4 sin^ 6
et Taxe des x fait avec les tangentes de rebroussement les angles a
définis par la relation
__ ^ sin 6 -}- c sin 26 + d sin 36
'^ ~" a + 6 cos 6 -i- c cos 26 -h eï cos 36
Dans le cas où les axes de coordonnées sont rectangulaires, on a
3a-hc 3dH-6
* . ^ — ^ tg 3a =
A titre d'exemple, reportons-nous aux exercices du Chapitre Jl, p. ol, et considérons d'abord Texercice 2. On trouve la courbe qui a pour équation tangentielle
w [u^ -f- v^) H- 4mv (olv -h Pm) = 0.
Cette courbe est une hypocycloïde à trois rebroussements, quels que soient a et p (et non pas seulement dans le cas où la corde AB est un diamètre, comme nous Tavons dit à tort).
Le centre de cette courbe est le point (a, P), c'est-à-dire le centre du cercle considéré dans l'exercice, le rayon R est égal à 3 v/a^ 4-?^, c'est-à-dire à trois fois le rayon du cercle donné.
On voit également (exercice 6) que la droite de Simson enveloppe une hypocycloïde à trois rebroussements; en appliquant les formules qui précèdent, on verra que le centre de la courbe coïncide avec le centre du cercle des neuf points et que le rayon R est le triple du rayon de ce cercle.
Ce résultat est dû à Steiner {Journal de Crell&y tome 53).
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