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I. L'équation d'un plan en coordonnées rectilignes homogènes peut s'écrire
ux -i-vy-^ wz -h ?'f = ;
elle renferme quatre coefficients, w, v, tv, r ; mais comme le plan ne change pas quand ces coefficients varient proportionnellement, on peut dire que l'équation du plan contient trois paramètres ; un plan sera donc déterminé si Ton connaît trois relations entre les quatre coeflîcients qui figurent dans son équation.
Ces relations sont généralement obtenues eii assujettissant le plan à certaines conditions géométriques.
Exemples. I. Écrivons que le plan passe par un point ayant pour coordonnées a, ô, c ; on a
ua -t-uô H- wc -i-r = .
III. Soit un cône ayant pour équation
Aa?2 -h By^ -h Cz^ =: ;
cherchons à quelles relations doivent satisfaire les coefficients de Téquation du plan
ux -h vy -\- wz -+- r =
pour que ce plan soit tangent au cône.
Il faut d'abord que ce plan passe par l'origine, c'est-à-dire
qu'on ait
en outre le plan doit rencontrer le cône suivant deux génératrices confondues. Or les projections de ces génératrices sur le plan des xy sont déterminées par l'équation
w^{kx^ -h Bî/2) -+- C{ux + vyY = 0,
et pour que cette équation ait une racine double, on doit avoir
Les relations (1) et (2) expriment analytiquement la condition géométrique imposée.
2. On peut remarquer que les relations obtenues sont homogènes par rapport à u, v, iv^ r. Nous allons démontrer qu'il en est toujours ainsi, c'est-à-dire que toute relation qui est la traduction analytique d'une condition géométrique, est nécessairement homogène en u^ v^ w^r.
En effet, le plan ne change pas si on remplace dans son équation w, i?, ^^, r respectivement par \u, Iv, \iv, Xr, X désignant un nombre quelconque ; par conséquent, comme la droite satisfait à la condition géométrique quelle que soit la
forme sous laquelle on écrit son équation , toute solution M, u, w^ r de la relation correspondante entraîne la solution >M, Xt?, Iw, Àr, quel que soit X ; la relation considérée est donc homogène.
3. Un plan sera donc bien déterminé analytiquement par trois relations homogènes entre ses coefficients. Si ces relations sont algébriques, entières, de degrés m, n et p respectivement, le nombre des solutions sera mnp, d'après le théorème de Bezout.
4. Si maintenant on donne une seule relation , toujours homogène en u, v, w^ r,
il y aura une infinité de plans dont les coefficients vérifieront l'équation (3) ; nous démontrerons plus tard qu'en général tous ces plans sont tangents à une même surface.
On dira que l'équation (3) est l'équation tangentielle de la surface, et pour éviter toute confusion, la relation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'un point pour que ce point soit sur la surface sera appelée l'équation ponctuelle de la surface.
Il existera aussi une infinité de plans dont les coefficients vérifieront deux équations en m, v, w, r ; nous établirons que tous ces plans enveloppent en général une surface d'une nature particulière, et les équations données seront dites les équations tangentielles de cette surface.
Nous dirons également que les coefficients w, v, w^ r de l'équation d'un plan sont les coordonnées tangentielles de ce plan, tandis que les coordonnées d'un point seront appelées coordonnées ponctuelles.
Ainsi le plan qui a pour équation ponctuelle 3.r — 2i/ H- z — 4 = a pour coordonnées tangentielles 3, — 2, i, — 4; le plan des xy a pour coordonnées 0,0, 1,0; celui des za:, 0,1,0,0; le plan de l'infini, 0, 0, 0, 1.
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Nous remarquerons aussi qu'étant donné un plan, ses coordonnées tangentielles sont déterminées à un facteur constant près.
Nous allons maintenant interpréter géométriquement la relation linéaire et homogène entre m, u, w^ r.
5. Équation du point. — Théorème. — Toute équation hvmogène et du premier degré par rapport a u^ v^ w^ r représente un jfoint.
Soit l'équation
au + bv-^cw-^dr = 0. (4)
On voit immédiatement que tous les plans dont les coordonnées vérifient cette équation passent par le point qui a pour coordonnées homogènes a, ô, c, d.
Cette équation est dite Véquation tangentielle du point.
Réciproquement, tout point peut être représenté par une équation du premier degré ; autrement dit, en écrivant qu'un plan passe par un point, on a une relation homogène et du premier degré entre les coordonnées tangentielles du plan.
On peut donc dire que :
L'équation tangentielle d'un point est la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'un plan pour que ce plan passe par le point.
De même que :
L'équation ponctuelle d'un plan est la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'un point pour que ce point soit dans le plan.
Exemples. — L'origine des coordonnées a pour équation
un point sur l'axe Oar, ayant pour abscisse a, sera représenté
par l'équation
ua-\-r = 0.
Le point représenté par l'équation (4) n'existe que si le
coefficient de r, d, est différent de zéro ; les coordonnées car-
tésiennes de ce pomt sont -r » --r et -r •
Si rf = 0, on voit que tous les plans dont les coordonnées satisfont à l'équation (4) sont parallèles à 1b droite qui joint l'origine au point dont les coordonnées cartésiennes sont a, b, c ; on peut donc dire que tous ces plans passent par le point à l'infini dont les coordonnées homogènes sont a, b, c, 0. Par conséquent, si le coefficient de r dans l'équation (4) est nul, cette équation représente un point à l'infini dans la direction qui a pour paramètres directeurs les coefficients deu^v^w.
Ainsi, w = est l'équation du point à l'infini dans la direction de Oa? ; v = 0, m; = sont les équations des points à l'infini dans les directions de Oy et de Oz,
Recennaitre si un plan variable passe par un point fixe
— Dans un grand nombre de cas on peut simplement résoudre la question en se donnant les coordonnées du plan w, r, w^ r, puis écrivant les conditions auxquelles est assujetti ce plan. On arrive alors à une relation entre u, v,w,r et certaines quantités constantes, et il suffit de reconnaître que la relation obtenue est du premier degré en w, v, lo^ r,
8. Exercices. — 1» Étant donnés trois axes de coordonnées^ on prend sur Ox, Oy, Oz respectivement des points A, B, C tels que
ÔÂ ÔB ÔG "" ^ '
a étant une constante ; démontrer que le plan ABC passe par un point fixe.
Soit ux -\- vy -\- wz -{- r =.
l'équation du plan ABC.
On aura
ÔÂ=: — -, ()B = --, ÔC = — — ,
et par suite
d'où
ce qui montre que le plan passe par le point qui a pour coordonnées a, a, a.
2° Un trièdre trirectangle tourne autour de son sommet supposé fixe et situé sur une quadrique. Démontrer que le plan qui contient les points de rencontre de la quadrique et des arêtes passe par un point fixe.
Prenons pour origine le point fixe, pour axe des ^ la normale à la quadrique en ce point, les deux autres axes étant rectangulaires et situés dans le plan tangent à Torigine.
L'équation de la quadrique est
Ax^ -h A't/2 -h A''^^ _|_ 2Byz -h 2B'2x + 2B''xy -h 2C''z = 0.
Soit un plan
ux -\- vy -^ wz -\- r =z ;
le cône qui à pour sommet Torigine et qui s'appuie sur Tintersection de la quadrique et du plan a pour équation
r{Ax^-^Ay-hA"2^-\-2By2-+-2B'zx-h2B''xy)—2C"z(ux-i-vy-+-w2) = 0,
et il suffit d'écrire que ce cône est capable d'un trièdre trirectangle inscrit, ce qui donne
équation tangentielle d'un point situé sur Oz et dont la cote est «&al«a ~A + A' + A-
9. De même si ron veut reconnaître qu'un plan passe par une droite fixe, il suffira de montrer que ses coordonnées vérifient deux équations linéaires et homogènes; le plan passera alors par les deux points représentés par ces équations.
Équation du point d'intersection de trois plans. — Ëtant
donnés trois plans, Pj (wi, Vi, Wiy rj), Ps (^2, ^2, 1^2, r^), P3 (1/3, î^3, ^2t n), ces plans auront un seul point commun à distance finie si le déterminant
Ui Vi Wi
est différent de zéro. On aura l'équation de ce point en écrivant la condition pour qu'un plan (w, v^ w, r) passe par Tintersection des trois premiers. Cette condition est
t/3 ^3 ÎV3 7'3
en développant ce déterminant par rapport aux éléments de la première ligne, les coefficients de w, v, ii\ r seront les coordonnées homogènes du point d'intersection.
Si Ton suppose que le déterminant (5) soit nul, mais qu'un des déterminants à neuf éléments qu'on peut déduire du tableau
Ui
Wi
Ut
li\
Va
tVz
rz
soit différent de zéro, les trois plans donnés sont alors parallèles à une même droite, on peut les considérer comme ayant un point unique d'intersection à l'infini, et l'équation (6), dans laquelle le coefficient de r est nul, est toujours l'équation de ce point.
Si tous les déterminants à neuf éléments qu'on peut déduire du tableau qui précède sont nuls, les trois plans donnés passent par une même droite, et l'équation (6) est identiquement satisfaite.
11. Etant donnés deux plans non parallèles ayant pour équations
Pj = UiX -h Vi7j -+- WiZ -t- rj = 0,
Pj = UiX H- v^y -+- WiZ -+- rs =0,
on sait que l'équation générale des plans qui passent par leur intersection est
l\\ -H jaP2 = ;
il en résulte que les coordonnées de ces plans sont de la forme "kui -h [jlm2, Xu, + (iva, ^Wi -\- ixw2, Àri -+- fir^.
A toute valeur de — correspond un plan P passant par
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la droite intersection des deux plans Pi et Pg ; l'interprétation géométrique du signe et de la grandeur de ce rapport s'obtient aisément de la même manière qu'en géométrie plane. [Voir Première Partie {Géom. i^ilane)^ numéros 12 et 13.]
On verra en particulier que la condition nécessaire et suffisante pour que deux plans P et P' soient conjugués harmoniques par rapport aux plans Pi et P2 est que les rapports
— et -7 relatifs à ces deux plans soient égaux et de signes H- F
contraires.
12. Représentation de la droite. — Supposons que Ton ait deux équations linéaires et homogènes en u, v, w, r,
au -h bv "h cw -\- dr =. 0,
a'u -\- b'v -t- c'w 4- rfV = ;
tous les plans dont les coordonnées vérifient ces équations passent par les deux points qu'elles représentent; il en résulte que ces plans contiennent une droite fixe.
Nous dirons que ces équations sont les équations tangentielles de cette droite.
Ainsi, une droite est représentée en coordonnées tangentielles par deux équations, qui, prises séparément, représentent deux points situés sur la droite, de même que, en coordonnées ponctuelles, une droite est représentée par deux équations, qui sont les équations de deux plans contenant la droite.
Équation générale des points situés sur une droite
Soient
P = au-h bv-^ cw -h dr = 0,
les équations de deux points A et A' situés sur la droite ; nous
allons montrer que l'équation générale des points situés sur
cette droite est
XP+ixF = 0, (7)
X et [x désignant des nombres arbitraires.
Remarquons d'abord que quels que soient X et ^x, Téquation (7) représente un point situé sur la droite AA\ car cette équation est vérifiée par les systèmes de valeurs de m, v, w, r qui annulent P et F, c'est-à-dire par les coordonnées de tous les plans qui passent par la droite AA' ; le point représenté par Téquation (7) étant situé dans tous ces plans se trouve sur la droite.
Il nous faut maintenant établir que Ton peut déterminer X et II en sorte que l'équation (7) représente un point M, choisi arbitrairement sur la droite AA'.
Menons par le point M un plan quelconque ne contenant pas la droite AA' et ayant pour coordonnées Wi, vi, Wi, ?•,, et déterminons X et (a de telle manière que Téqualion (7) soit vérifiée par ces coordonnées ; on aura
XP, + txF, =0,
?! et Pi désignant respectivement ce que deviennent P et P' quand on y remplace w, v, «s r par Wi, u,, Wi, Vi. On déduit de cette relation
x = p;, K = -Pi,
et en transportant dans l'équation (7), on a p;p — P,P' = 0,
équation qui représente un point situé sur la droite AA' et dans le plan {iii^ Uj, Wi, 7\). Ce point est donc le point M, et la proposition est établie.
Cette dernière équation peut s'écrire
elle représente un point situé à l'intersection du plan
(mi, «1, Wi, n) et de la droite qui joint les deux points qui ont
pour équations
Ce résultat est souvent utilisé.
14. Condition pour que trois points soient en ligne droite. —
Désignons par
Pj = a^u -h 6,v -+- CiW -+- d,r = 0, Pj = a^u 4- biV -f- c^w -+- d^r = 0, Pg = a^u -h biV -H c^w 4- rfgr =
les équations des trois points Ai, A2, A3.
Si le point A3 est sur la droite A1A2, son équation peut
s'écrire
XPi-hH-Ps = 0;
cette équation représentant le même point que Téquation
P3 = 0, leurs coefficients devront être proportionnels, et on
aura
XPi -h (1.P2 = — vPg
ou
XPi-MJlP2-+-vP3 = 0.
Réciproquement, s'il existe trois nombres X, jjl, v tels que cette identité ait lieu, les trois points Ai, A2, A3 sont en ligne droite. On tire en effet de cette identité
— vP3 = XPi+JJlP2,
ce qui prouve que le point A3 est sur la droite A1A2.
On peut donc dire que la condition nécessaire et suffisante pour que les tî'ois points soient en ligne droite est quHl existe trois nombres X^ [x^ v différents de zéro en sorte qu'on ait l'identité
XPi-h[^P2-i-vP3 = 0.
Développons cette identité , c'est-à-dire écrivons que les coefficients de w, u, w^ r sont nuls ; on a
Xai -I- (ia2 -1- ''«3 = , X^i-h [1Ô2-I-V63 = 0, Xci H- [JIC2 -+-*vC3 = 0,
Idi -\- ixd2 + Vrfg = 0.
Pour qu'on puisse trouver des valeurs de X, jji, v non toutes nulles vérifiant ces équations, il faut et il suffit que les quatre déterminants à neuf éléments qu'on peut déduire du tableau «1 61 Cl di
a^ 62 Cl di
a.i ^3 C3 G?3 soient nuls.
Cela ne fait en réalité que deux conditions distinctes; il suffît d'annuler deux de ces déterminants, pourvu qu'ils contiennent un même mineur différent de zéro.
Ainsi, par exemple, si Ton a
les deux conditions seront
aj bi di
a2 ai di
fla h C3
15. Exercice. — On donne un triangle ABC et un point quelconque dans Vespace, Le plan passant par le point et perpendiculaire à OA rencontre le côté BC en A' ; le plan passant par et perpendiculaire à OB rencontre CA en B' ; enfin le plan passant par et perpendiculaire à OC rencontre AB en C . Démontrer que les points A', B', C sont en ligne droite.
Prenons trois axes rectangulaires quelconques passant par le point et désignons par (xu 2/1, -1), (^ca, 2/2, -2), (a?3, 2/3, -3) les coordonnées des trois sommets A, B, C du triangle; alors les équations de ces points sont
Pi = uxi H- t?t/i H- wzi -t- r = 0,
P2 = tiXi H- vy.2 4- WZ2 + r = 0,
P3 = ux^ H- vyz + 1053 -f- r = 0.
Le pian passant par l'origine et perpendiculaire à OA a pour coordonnées Xi, 1/1, ^1, ; il résulte de la remarque faite à la fin du numéro 13 que l'équation du point A' est
y^i -f- '^y-i -t- wzj -+- r ux^ H- t?î/3 -+- 10^:3 -h r
^ia;2 -h 2/1^2 -f- ^1-2 ~~ XiXz-\-y^yz-irZiZz qu'on peut écrire en posant, pour simplifier,
En faisant une permutation circulaire des indices, on obtient les équations des autres points B' et C,
P3(12)-.p,(23)=:0, Pi(23)-P2(3l) = 0.
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En ajoutant membre à membre ces trois équations, on obtient une identité, donc les points A', B', C sont en ligne droite.
16. Plan passant par trois points. — Considérons maintenant trois points noii en ligne droite,
Pj = ttiu -h biV -h CiW H- div = 0, ]
Pa = fljw -+- biV -h CiW + d2r = 0, ? (8)
P3 = a^u -h b^v H- c^w -h rfgr = ; )
cela revient à supposer que les déterminants à neuf éléments qu'on peut déduire du tableau
fli bi Cl di
ne sont pas tous nuls.
Dans ces conditions, si Ton résout les équations (8) par rapport à w, u, w, r, on obtient un système de valeurs déterminées à un facteur constant près, et ces valeurs sont les coordonnées du plan passant par les trois points.
On trouve ainsi
ô, Cl di
bi C2 dz
bz C3 dz
«1 bi di
«3 ^3 dz
tti Ci di
d^ Ci (^2
ag C3 dz
Ui bi d fla ^2 C2 «3 bz Cz
réquation de ce plan peut alors s'écrire X y z t
Ol
bi
Ci di
az
bz
Cz dz
résultat bien connu.
Équation générale des points situés dans un plan
Nous allons montrer que Téquation générale des points situés dans le plan des trois points Ai, Aa, A3 représentés par les équations (8) est
^iPi -h X2P2 4- ^aPa = 0, (9)
X,, Xa, X3 étant des nombres quelconques.
Nous désignerons par Q le plan de ces trois points. Remarquons d'abord que quelles que soient les valeurs de X,, Xj, X3, l'équation (9) représente un point situé dans le plan Q, car les coordonnées de ce plan annulent P,, P2, P3 et par suite vérifient réquation (9).
Il faut démontrer en outre qu'on peut disposer de Xj, Xg, X3 de manière que l'équation représente un point M choisi arbitrairement dans le plan Q.
Pour cela, par le point M menons deux plans quelconques Q'(w', v', w\ /) et Q"(u", v\ îv\ r"), et écrivons que l'équation (9) est vérifiée par les coordonnées de ces plans ; on a
^iP'i H- ^aP; -+- ^aP's = 0, XiPj -+- X2P5 -4- X3P5 = ;
ces équations déterminent X,, Xj, X3 à un facteur près, et en portant les valeurs trouvées dans l'équation (9), on obtient
Pi P2 P3
Pi' P2' P3' =0,
qui représente un point situé à la fois dans les plans Q, Q' et Q" ; ce point est donc le point M, et le théorème est établi.
Il résulte de là que les coordonnées homogènes d'un point quelconque situé dans le plan des trois points sont >!«, 4- Xatta -+- Xgtta , Xj^i -+- X262 -H X363 , XiCj + X.c. 4- X3C3 ,
Xjrfi -H X2(/2 •+- ^s^i'
Si l'on désigne par a:,, y^, s, les coordonnées cartésiennes du point A, {i = i, 2, 3), les coordonnées cartésiennes d'un point quelconque M du plan A1A2A3 seront
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XiO?! -h \iX2 H- Xaa^s XiJ/j -f- Xg^S -H ^3^3 ^l2t -^ ^2S2 -H ^3[33
>^i H- ^2 -H >^3 ' V+"X7+"^^ ' Xi-t-Xa-i-Xa
Nous obtenons ainsi une interprétation géométrique des nombres X,, X,, X3; ce sont les nombres qu'il faut faire correspondre aux points Aj, A2, A3 pour que le point M soit le centre des distances proportionnelles de ces trois points, ou, si Ton veut, ces nombres sont les intensités des trois forces parallèles qu'il faut appliquer aux trois points Ai, Ag, A3 pour que leur résultante passe par le point M.
18. Condition pour que quatre points soient dans uni même plan. — Soient
P, = a^u H- biv -+- Ciiv -h diV = 0,
P3 = a^u -h bzv -h c^w -h d^r = 0,
les équations de quatre points.
Pour que ces points soient dans un même plan, il faut et il suffît ^que ces quatre équations aient un système de solutions non toutes nulles en w, Vy w^ r. La condition cherchée est donc
On peut aussi raisonner de la manière suivante :
Pour que le point P^ = soit dans le plan qui contient
les trois premiers, il faut et il suffit que son équation puisse
s'écrire
X,Pi-hX2P2-+->3P3 = 0;
cette équation devant représenter le même point que l'équation P4 z= 0, leurs coeflicients seront proportionnels, et on
aura
XiPi -+- A2P2 -f~ X3P3 ^ — x^p^
bi
rf.
ùi
>^iPt -h >îP2 -+- >^3P3 H- X^P, = 0.
Donc, pour que quatre points soient dans un même plan\ il faut et il suffit quHl existe quatre nombres non nuls Xi, Xg, Xg, X^ de façon qu'on ait Videntité qui précède.
En développant cette identité, c'est-à-dire en écrivant que les coefficients de m, v, w, r sont nuls, on a quatre équations linéaires et homogènes par rapport à Xj, Xj, X3, X^, dont le déterminant doit être nul ; on retrouve la condition écrite plus haut.
19. Exercice. — Une droite rencontre les faces d^un tétraèdre ÂBGD en des points A', B', C, D', A' étant dans la face opposée à A, B' dans la face opposée à B, etc. Démontrer que les milieux des droites AA', BB', CC, DD' sont dans un même plan ,
Soient te,-, t?,-, to/, ri {i = 1 , 2, 3, 4) les coordonnées des faces du tétraèdre ; considérons le déterminant
«1 f3i wi ri
Ui Vi w^ Ta
u^ Vs w?3 Ta
et désignons par Ui, V„ W„ R, les coeffîcienls des petites lettres correspondantes dans le développement de A .
Les coordonnées cartésiennes du point A sont alors ^ , 5^ » ^
et si Ton prend la droite donnée pour axe des a?, celles du point A'
2\H, uj'
sont — — , 0, 0.
Les coordonnées du milieu de AA' sont alors
V Wi
-^ » std" ' 6t Téquation de ce point s'écrit
u /Ui r, \ , r V, ^ w VV,
ou
u{\]iUi — Rin) -h vVjMj -H w?WiUi H- 2rRit*i — 0.
Les équations des trois autres points seront
lf(U2W2 — R2^2) + VV2U2 H- wVf2U2 + 2rR2M2 = 0,
«(U3M3 — Rans) H- vVatfa -f- wV^-^ic^ + 2rR3W3 =r 0, w(U4W4 — Rin) -h t?V4W4 -+- wVf^Ui -h 2rR4W4 = 0.
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Ajoutons ces quatre équations, nous obtenons une identité, car SUfWt est le développement de a par rapport aux éléments de la première colonne, de même I^Rtri = a ; enfin 2V,m,- est égal au déterminant A dans lequel on remplace les éléments de la deuxième colonne par ceux de la première ; c^est un déterminant qui a deux colonnes identiques, il est nul.
On voit ainsi que les quatre pointa sont dans un même plan.
20. Etant donnés quatre points non situés dans un même plan et ayant pour équations
P, = 0, l\ = 0. Pa = 0, P, = 0,
réquation d'un point quelconque de Tespace peut se mettre sous la forme
ÀiPi + X2P2-f->^3P3-hX^P^ = 0.
Ce résultat a déjà été établi dans le cas particulier où le point est situé dans Tune des faces du tétraèdre déterminé par les quatre points donnés, car nous avons vu que l'équation générale des points situés dans le plan des trois premiers
points était
X,Pi -h /.P, H- X3P3 = 0.
Soit un point M quelconque; la droite MPi rencontre le plan P2P3P. en un point N, lequel a une équation de la forme
X2P2H->3P3-HX,P, = 0.
Le point M étant alors sur la droite NP,, son équation pourra
s'écrire (13)
Ce théorème peut être établi d'une manière différente, comme on le verra plus loin dans l'étude des coordonnées tétraédriques.
21. De la droite. — Nous avons vu précédemment (12) qu'une droite était représentée en coordonnées tangentielles par les équations de deux de ses points,
P z=i au-\-bv-\- cw-hdr = 0, P' = a'u -+- b'o H- c'w -+- d'r = 0.
Si on élimine u entre ces deux équations, on a
aP' — fl'P = {ab' — ba')v -^ {ac' — ca')w 4- {ad! — rfa> = 0.
Cette équation représente un point situé sur la droite et dans le plan des yz ; c'est donc le point de rencontre de ce plan et de la droite.
On obtiendrait de la même manière les équations des points de rencontre de cette droite avec les deux autres plans de coordonnées en éliminant veiw entre les équations données; mais si on élimine r, on obtient Téquation du point à Tinfini de la droite
{ad' — da')u -h {bd' — db')v -t- {cd' — dc')w = ;
il en résulte que les paramètres directeurs de cette droite sont ad' — da\ bd' — db\ cd' — de' .
On peut ainsi représenter la droite par deux équations tangentielles ne renfermant chacune que trois variables.
Si Ton suppose ab' — ba' :pt 0, la droite ne rencontre pas Taxe des z ; on peut résoudre les équations
par rapport à w et v, on a des expressions de la forme
u = Iw-h pr,
V = mw -h qr^ '
et ces équations représentent les points de rencontre de la droite avec les plans des zx et des yz.
Si ab' — ba' = 0, la droite rencontre Oz, et on peut prendre pour Tune de ses équations Téquation du point de rencontre de cette droite avec Os, l'autre étant, par exemple, réquation du point de rencontre avec le plan des xy , ou encore le point à l'infini.
22. Coordonnées d'une droite. — Les coordonnées d'une droite doivent être des nombres fixant la position de cette droite dans l'espace, et ces nombres doivent être choisis de telle manière qu'étant donnée la droite, les valeurs correspondantes de ces nombres soient bien déterminées.
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Si une droite est définie par les équations de deux de ses
points,
P = au -H ^u -1- C2^ H- dr = 0,
P' = a'u -^ b'v -\- dw + d'r = 0,
il ne faut pas songer à prendre pour coordonnées de cette droite les coefficients qui figurent dans ces équations ; ces nombres fixent bien la droite dans Tespace, mais, réciproquement, étant donnée la droite, ces nombres ne sont pas déterminés, puisque ce sont les coordonnées de deux points quelconques pris sur la droite.
On pourrait choisir par exemple les coordonnées des points de rencontre de la droite avec deux plans fixes, deux plans de coordonnées si Ton veut, mais cette représentation serait illusoire dans le cas où la droite rencontrerait l'intersection des deux plans fixes.
Ainsi pour les droites qui ne rencontrent pas Taxe Oz et qui sont représentées par des équations de la forme
u = lw-\- p)\
V = mw 4- qpy
les nombres /, m^ p, q pourraient être pris comme coordonnées, mais il faudrait un nouveau système pour les droites rencontrant Oz.
Ces remarques s'appliquent aussi bien dans la représentation de la droite en coordonnées ponctuelles. On sait en effet qu'une droite non parallèle au plan des xy peut être définie par les équations
y = àz-^q]
les nombres a, ^,;^ q peuvent être pris comme coordonnées de la droite ; mais ce mode de représentation ne s'applique plus aux droites parallèles au plan des xy.
C'est pour ces raisons que Plucker a indiqué un système de coordonnées de droites, universellement adopté aujourd'hui, et qui a le grand avantage de se déduire aussi aisément des représentations ponctuelle et tangentielle de la droite.
Si Ton désigne par x\ y', z' les coordonnées d'un point d'une droite et par a, p, y ses paramètres directeurs (*), les équations ponctuelles de cette droite peuvent s'écrire
il en résulte que les projections de cette droite sur les plans de coordonnées ont pour équations
ya? — az = -^(x' — az', ay — pa? = ay' — par'.
Posons
70/ — oLz' = m, «?/' — par' = n ; les six quantités a, p, v, /, m, n sont dites les coordonnées de la droite.
Remarquons tout de suite qu'elles vérifient la relation
/a-hmp + nY = 0, (i)
et qu'elles ne sont définies qu'à un facteur près ; elles ne dépendent donc que de quatre paramètres.
Les projections de la droite sur les plans de coordonnées ont alors pour équations
ya? — OLZ = m, ï (2)
oLy — Par = n, >
ce qui montre qu'étant donnée la droite, les six coordonnées sont déterminées à un facteur près.
En multipliant ces équations respectivement par ar, y, z, puis
ajoutant, on a
Ix -+- my -t- wz = 0,
équation du plan passant par l'origine et par la droite.
(*) C'est-à-dire les coordonnées d'un point quelconque de la parallèle à cette droite menée par Torigine .
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Supposons maintenant qu'une droite soit définie par les coordonnées homogènes de deux de ses points, a^j, i/j, Zi, U et 0:2, î/2, Z21 ^î-
Les projections de cette droite sur les plans de coordonnées ont pour équations
= y{Zit2—tiZt)-^-z{tiy2—yit2)-ht{yiZ^,^Ziyi) = 0,
= x{Zit2—tiZ2)'i-z{tiX2 — XiU)-\-t{xiZ2 — ZjXj) = 0,
x{y^t2'-ti^j2)-^y{tiX2—Xit2)'ht{xiy2—yiX2) = 0.
Zi
ti
Zi
ti
Xi î/î t2
En comparant ces équations aux équations (2), on obtient des quantités proportionnelles aux coordonnées de la droite ; on a ainsi
a = X(a?,^2 — hXi), l = MytZi — 212/2), ]
p = 'k{yit2— tiyt), m = ^(zij^s — XiSo), S (3)
Y = X(zif2 — te), n = Xxiy2 — yiX2). )
Si Ton remplace dans les seconds membres a?i, i/i, Zi, fj et Xi^ y2y ^25 ^2 par les coordonnées de deux autres points quelconques pris sur la droite, les quantités a, p, y, U wi, n varient proportionnellement ; on peut le vérifier directement, mais cela résulte du calcul précédent.
Supposons enfin que la droite soit définie par l'intersection de deux plans ayant pour équations
UiX + Viy -t- tViZ -h Vit = 0,
H2X 4- viy + WtZ -h r^t = 0.
Formons les équations des projections de cette droite en éli-
minant successivement x^ y^ z entre les deux équations ; on a
{U1V2 — ViUi)y H- {UiW2 — WiU2)z -h (Mjrj — ViU^jt = 0,
{ViU^ — Uiv^jx -f- (viWi — WiV2)z -^ {virz — nug)^ = 0,
{WiU2 — UiW2)x -+- {WiV2 — ViW2]y -4- («^1^2 — nii^a)^ = ;
comparons encore ces équations avec les équations (2) ; on a
a == ii{viW2 — WiVi), l = fx(w,r2 — rjWa),
p = fx(w;,W2 -— UiW2), m = fx(uirî — ^^2),
Y = [^(«1^2 — U1W2), n = Kw^ir^ — riw;2).
Si Ton remplace dans les seconds membres w^ ^i, ?^i> n et Mj, «2, î^2î ^8 V^^ l^s coordonnées de deux autres plans contenant la droite^ les quantités a, p, y^ ^ ^» ^^ varient proportionnellement ; on peut le vérifier directement , mais cela résulte du calcul précédent.
A l'aide de ces coordonnées de la droite on peut écrire les équations tangentielles de la droite analogues aux équations ponctuelles (2). Cherchons en effet les équations tangentielles des points de rencontre de la droite avec les plans de coordonnées et le plan de Tinfini ; pour cela, éliminons successivement t/, V, w, r entre les équations tangentielles de la
droite
uXi -f- vyi H- wZi -h Hi = 0,
UX2 -h vyî -h WZ2 -+- rtî = 0.
On obtient aisément, en tenant compte des formules (3),
miv — 7iv =z oLr,
nu — Iw = f r,
Iv — mu = Y'^
oLu -{- ^v -h ^{W = .
En résumé, les coordonnées d'une droite sont six nombres «> Pî Tî K ^î ^ qu'on peut définir par les formules
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P = HViti — titji) = fi(u;iMj — u^Wi),
l = X(j/iS5 — z,j/î) = fi(Wir2-— rjMa), m = \{ZiX2 — XiSj) = iJL(vir2 — nvî),
où a?i, î/i, Zi, ^1 et ar2, ^2, ^2, <2 désignent les coordonnées homogènes de deux points quelconques pris sur la droite, et ^M ^n ^tî ^i ^^ ^2, Vj, Wi, ra les coordonnées de deux plans quelconques contenant la droite.
Ces coordonnées vérifient la relation
/a -h mp -f- ny = 0.
En outre, on peut définir ponctuellement la droite par deux quelconques des équations
f 2 — Ï2/ = ^^ YO? — az = mt, ay_^x = n(, Ix -h 7n\j -k- nz = 0,
ou, tangentiellement, par deux quelconques des équations mw — nv = OLP, nu — Iw z= pr^ la — mu = ^r,
au -i- ^v -{- ^w = .
Ces six coordonnées ne peuvent être nulles en même temps.
Si les trois coordonnées /, m, n sont nulles, on voit que la droite passe par Torigine ; si a, p, y sont nulles, la droite est à rinfini, elle est déterminée alors par les équations
Ix H- my -h nz = 0,
23. On démontrera comme au numéro 2 que les conditions géométriques imposées à une droite s'exprimeront par des relations homogènes entre ses six coordonnées.
Exemples. I. Écrire qu'une droite a rencontre une autre droite A'. Soient a, p, y, l, m, n et a', p', y', l\ m', n' les coordonnées des deux droites; si Ton désigne par a?!, i/i, 21 et œ\, i/J, j', les coordonnées cartésiennes de deux points appartenant chacun aux droites A et a'^ on sait que la condition pour que ces droites se rencontrent est
ce qui peut s'écrire, en tenant compte des formules ^ = P-i — T2/1,
... etc., dV H- pm' H- yn' -h ^a' H- m?' -h n^ = 0,
relation homogène et linéaire par rapport aux coordonnées de la droite A.
[1. Ecrire qtCune droite A est normale à, une quadrique. Supposons que la quadrique soit un ellipsoïde rapporté à ses axes et ayant pour équation
Les équations d'une normale en un point (a?, y, z) de cette surface sont
a?, y, z vérifiant Téqualion de Tellipsoïde.
Or ces équations peuvent s'écrire
en désignant par a, p, y, ^, w^i, n les coordonnées de cette normale,
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on aura
a = X^, l = lyz(J^^iy
Les trois équations de gauche donnent
remplaçons ces valeurs de a?, y, z dans les équations de droite et dans Téquation de rellipsoïde ; on a
/7.2a2 _4_ A2ft2 _4_ ^2^2
Py(c2 _ g^2) __^ Ya(a2 _ c2) __ ap(&2 — a») _ . . l m n '
ou, en éliminant X,
telles sont les conditions cherchées.
Il n'y a en réalité que deux relations, car si les deux premiers rapports sont égaux, ils sont égaux au troisième en vertu de la relation (1).
24. Pour déterminer une droite, il sera nécessaire d'avoir quatre relations entre ses coordonnées ; on y joindra l'équation (1) et on aura ainsi cinq équations qui détermineront les coordonnées à un facteur près.
Ainsi, pour obtenir les droites qui rencontrent quatre droites données ayant pour coordonnées a,, p,, y» /,, m,, n, (i = 1, 2, 3, 4), il faudra résoudre les équations
a/j -H ^rrii -f- yn, -|- aj -h pim -f- Y,n = 0^ a/, -+- Pmg + Y^î -+- oL^l H- %m -h -(^n = 0, a/3 -h prwg -h Y^s ■+• «3^ + P3W ~i- Ys^ = 0, a/j + pm^-f Yn^H-a^/-t- P^m-f-Y^w = 0, a/ H- pm -f- YW = 0.
25. Si Ton donne une seule relation entre les coordonnées d'une droite, il existera une infinité de droites dont les coordonnées vérifieront cette relation ; Tensemble de ces droites constitue ce qu'on appelle un complexe^ dont le degré est par définition le degré de la relation donnée, supposée algébrique, entière et homogène.
L'équation générale du complexe du premier degré ou linéaire est
Aa-t- Bp 4- Gy -h D/ H- Em -t- Fn = 0. (4)
Dans le cas particulier où l'on a
AD -h BE -+- CF = 0,
on peut considérer les quantités A, B, G, D, E, F comme les coordonnées d'une droite a ; la condition (4) exprime que les droites du complexe rencontrent la droite A, et 'que, réciproquement , toute droite qui rencontre A appartient au complexe.
On dit alors que le complexe est spécial^ et l'on peut considérer la relation (4) comme l'équation de la droite en coordonnées de droites. D'une manière générale on appellera équation d'une surface ou d'une courbe en coordonnées de droites, la condition pour qu'une droite soit tangente à une surface ou rencontre la courbe .
On verra aisément que les équations en coordonnées de droites de l'ellipsoïde
x^ v^ z^ a^ b^ c* ou de l'ellipse
sont respectivement
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la seconde pouvant d'ailleurs se déduire de la première en faisant c = 0.
Mais il est essentiel d'observer que ces équations représentent des complexes particuliers ou spéciaux; en d'autres termes, toutes les droites d'un complexe ne sont pas en général tangentes à une surface ou ne rencontrent pas une ligne, et par conséquent toute équation homogène entre les coordonnées d'une droite n'est pas l'équation d'une surface ou d'une ligne.
Ainsi l'équation (4) ne représente une droite que si
AD -+- BE -h CF = 0.
26. Théorème. — Par un point ,de Vespace il passe une infinité de droites appartenant à un complexe linéaire ; toutes ces droites sont situées dans un même plan.
Soit Aa + B^ + CY-f-DZ + Em-hFn =
l'équation du complexe, et P(a?', y\ z\ t') le point donné.
Par ce point menons une droite quelconque sur laquelle nous prenons un point M(a7, y, z, t) ; les coordonnées de cette droite sont alors, à un facteur près,
^ •=. xV — tx\ l •=. yz' — zy\
^ z=i yt' — ty'y m = zx' — xz',
•^ =z zt' — tz', n =. xy' — yx',
et pour que cette droite appartienne au complexe, il faut qu'on ait
k[xt' - tx') -f- ^{yf — ty') H- C(3«' - tz') + lS{yz — zy')
+ E^a?' — xz') +F [xy' — yx') = ;
cette équation représente un plan qui est le lieu que doit décrire le point M pour que la droite PM appartienne au complexe. Or ce plan passe par le point P, il est donc le lieu des droites du complexe qui passent par le point P.
27. Théorème. — Dans un plan quelconque il existe une infinité de droites appartenant à un complexe linéaire ; toutes ces droites passent par un même point.
Soit P(w', v', w', r') le plan donné. Un plan quelconque Q(w, V, 10, r) coupe le plan P suivant une droite ayant pour coordonnées
LE POINT, LE PLAN ET LA DROITE 3i
a = vw' — wv\ l = ur' — i*w',
P = wii' — uvo'y m =z vr' — ri?',
Y = uv' — vu'f 71 = wr' — rw' .
Pour que cette droite appartienne au complexe, il faut qu'on ait
k{vw' — wv') -f- B(iow' — uvo') + C[uo' — vu') H- D(ter' — ru')
-+- E(t?r' — rv') + F(ior' — no') = 0.
Cette équation représente un point, par lequel doit passer le plan Q pour que la droite intersection des deux plans P et Q appartienne au complexe. Or ce point est dans le plan P, donc toutes les droites du plan P qui appartiennent au complexe passent par un point fixe.
28. Si Ton donne maintenant deux relations entre les coordonnées d'une droite, il existe encore une infinité de droites dont les coordonnées vérifient cette équation ; Tensemble de ces droites constitue une congruence. En somme on peut dire qu'une congruence se compose des droites communes à deux complexes.
Les droites d'une congruence dépendent de deux paramètres variables, tandis que celles d'un complexe dépendent de trois paramètres.
Ainsi les tangentes à une surface forment un complexe, tandis que les normales constituent une congruence.
Enfin, toutes les droites dont les coordonnées vérifient trois relations appartiennent à une surface réglée.
29. Pour traiter les questions d'angles et de distances en coordonnées tangentielles, on peut utiliser les formules connues^ dont l'application n'offre aucune difficulté.
Si l'on veut obtenir, par exemple, la distance du point qui a
pour équation
aw -t- 6u -h civ H- rfî' =
au plan qui a pour coordonnées t(i, ui, iv^^ rj, il suffit de remarquer que les coordonnées cartésiennes du point sont
~7 ' -:i ' -r ' de sorte que la distance cherchée est, si les axes a a d
sont rectangulaires,
± \Ju\ H- v? -h w\ ou
ai/j -f- hv^ -4- ciOi H- rfri
± dslu\ -h u^i -h w\
30. Distance d'un point à une droite. — Supposons que la •droite soit définie par les deux équations
ait/ -H biV -f- CyW -H diV = 0,
a2W -h b2V -+- C2î^ + rfî^ = 0,
^t désignons par x\ y\ z' les coordonnées du point.
Les équations ponctuelles de la droite peuvent alors s'écrire «1 bi c,
d^ di di
fli aj bi b.2 Ci Cg
di di rfi di di di
et, d'après une formule connue, la distance cherchée 8 est
donnée par la relation
\fl?i û?2/ \c^i diJ \di diJ oii Ton pose
Si Ton introduit les coordonnées a, p, y, /, m, n de la droite, on obtient
g. ^ i?^' — r/ - 0^ -^ ( Y^^ - o:;^ — m)^ ^ (ay^ - ?x' ^ nY
31. Plus courte distance de deux droites. — Supposons les deux droites déterminées par leurs coordonnées
A(«, P, ï, l, rn, n) et A'(a', p', y', /', m\ n').
On sait que la plus courte distance des droites qui sont définies par les équations
x—Xj _ y — yi __ z — Zj
X — Xi y — y;_z — 2;
est
Xi — jr'j a a'
yi-Vi P P'
en développant le numérateur comme au numéro |23, cette distance devient
al -f- pm' •+• yn' -f- a'/ H- p'm -f- fn
ïTfPï- ïPT + lï»'- «ïT + («P -Fi^'
EXERCICES ET NOTES
1. Lorsque dans un tétraèdre deux arêtes sont respectivement perpendiculaires aux arêtes opposées, les deux autres arêtes sont également perpendiculaires entre elles.
Soient m,, t?„ wj„ n les coordonnées d'une face P, (t = 1, 2, 3, 4). Pour que les arêtes, intersections de Pi, P, et de P3, P4, soient perpendiculaires, il faut qu'on ait la relation
[viW.^ — WiVî)(v.iWi, — w.jVi,) + {WiUi — UiW2)[\J0^Ui, — 1^3104)
+ (MiUi -- ViUitu^Vi, — V.^Ui,) = 0,
qu'on peut écrire, en désignant par [ij) la somme UiUj + ViVj -h w?,m?;, (13X24) ~(14)(23) = 0.
De même, pour que les arêtes, intersections de Pi, P3 et de P2, P4,
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soient perpendiculaires, il faut qu'on ait
On en déduit
ce qui prouve que les arêtes Pi, P4 et P2, P3 sont perpendiculaires.
2 . Lorsque dans un tétraèdre les arêtes opposées sont perpendiculaires^ les quatre hauteurs se rencontrent en un même point.
En désignant par P{ l'expression u,a? -+- Viy +ic,.s + r,-, on voit aisément que la hauteur perpendiculaire à la face Pi a pour équations ponctuelles
On forme de même les équations des autres hauteurs, et en tenant compte des conditions de Vexercice précédent^ on voit que ces droites passent par le point qui est défini par les équations
Pi _ P2 _ A- A
(i^^)(<3) -(12) -(13) ""(14)' (23) La réciproque est vraie.
Un tétraèdre dans lequel les hauteurs passent par un même point est appelé tétraèdre orthocentrique, et le point de rencontre des hauteurs s'appelle Vorthocentre.
3. Dans un tétraèdre orthocentrique, les perpendiculaires communes aux arêtes opposées passent par Vorthocentre.
4. Soient Pi, Pa, P3, P* quatre fonctions linéaires, homogènes et indépendantes par rapport à w, 1?, lo, r ; en égalant ces fonctions à zéro, on a les équations de quatre points non situés* dans un même plan.
Considérons les quatre droites représentées par les équations
El^Pl^fi^ (A,)
Pl__P^_P3. (A,)
Nous nous proposons de démontrer que ces quatre droites sont sur un hyperholoïde si Ton a
quels que soient t et j.
La droite Ai est située dans le plan des trois points P2, P3, P4 ; une droite quelconque rencontrant Ai a pour équations tangenti elles
Cherchons à déterminer Xa, X3, \ de manière que cette droite rencontre Ag, A3 et A4.
De ces dernières équations on tire
et, en remplaçant dans les équations de A2, As» A4, on trouve aisément les conditions suivantes :
Û24 û^23 ^34 ^32 ^Us «42
Si l'on a
on pourra prendre
et les quatre droites données seront rencontrées par la droite
«34P2 = «42P3 = «23P4. (Di)
On verrait de même que ces quatre droites sont rencontrées par les droites
a4iP3 = «13P4 = «34P1, (Da)
ai2P4 = «24P1 = «41P21 (D3)
11 en résulte que les quatre droites A constituent quatre génératrices d'un même système d'un hyperholoïde, et Ton voit de plus que les quatre droites D sont quatre génératrices de système différent de la même surface.
Un raisonnement analogue montrerait que le résultat suhsiste dans le cas où Pi, P2, P3, P4 désignent des fonctions linéaires et homogènes de a?, y, s, t ; les droites sont alors représentées par des équations ponctuelles.
On voit, en particulier, en se reportant à l'exercice 2, que les quatre hauteurs d'un tétraèdre quelconque sont sur un hyperholoïde .
5. Étant donnés un triangle ABC et un point dans Vespace, on mène par le point le plan conjugué de OA par rapport à un cône r de sommet 0, ce plan rencontre BC en A' ; on mène ensuite par le point l^ plan conjugué de OB qui rencontre CA en BS enfin le plan conjugué de OC qui rencontre AB en C. Démontrer que les points A', B', C sont en ligne droite.
On emploiera la même méthode que dans rexercice résolu au n» 15.
En désignant par
l'équation du cône r, le plan conjugué de OA a pour équation
a-?;, H- yoy^ -f- icpij = 0.
6. On coupe une pyramide triangulaire SABC par un plan qui rencontre les arêtes SA, SB, SC respectivement en A', B', C. Démontrer que les trois droites, intersections des couples de plans (BCA', B'C'A), (CAB', C'A'B), (ABC, A'B'C), sont dans un même plan,
7. Si deux tétraèdres ont leurs sommets deux à deux sur quatre droites concourantes ^ les faces correspondantes se coupent suivant quatre droites situées dans un même plan^ et réciproquement.
8. On donne un trièdre Oxys^ un triangle ABC fhnt le plan passe par le sommet du trièdre et un plan P. On prend un point M quelconque dans le plan P ; le plan MBC coupe Ox en a, le plan MCA coupe Oy en p, le pla7i MAB coupe Oz en y ; démontrer que le plan a'^^( passe par un point fixe.
Prenons les arêtes du trièdre Oxyz comme axes de coordonnées ; nous supposons que les côtés du triangle ABC sont à Tintersection du plan du triangle
Q =z ax -\- by -^ cz =z et de trois autres plans,
Pj = a^x + ftiî/ + c,û 4- c^i = 0, Pj = a^x + biy + C2Z + ^2 = 0, P3 = a^x + b^y 4- Cjj -4- rfg = 0, qui passent respectivement par les côtés BC, CA, AB.
Soit ux -\- vy -\- wz -h r =z
Téquation du plan a^v ; le point a a pour abscisse 1 le plan
«BC a pour équation
Q Pi
— ar — air -f- rf^w ' de même les plans PCA et yAB ont respectivement pour équations
— br — b^r + d^v *
— cr — C;,r -f- c^jio
Tout revient à écrire que ces trois plans se coupent en un point situé dans un plan donné P.
Les coordonnées du point de rencontre vérifient les équations
Q^ _. aPt __ &P2 _ CP3
r ttiV — diU b^r — d^v c^r — d-^w '
or réqualion d'un plan quelconque peut s'écrire ^«H-/PiH-mP, + nP3 = 0;
on aura donc la condition
hr-\ (air — c/im) -h -r- [b^r — d^v) -\ [c^r — d^w) = 0,
ce qui montre que le plan aPy passe par un point fixe.
9. On donne un plan P et une oblique OA ; par cette oblique et par une droite quelconque OB du plan P, on fait passer un plan, et l^on mène dans ce plan la perpendiculaire OC à la droite OB ; puis on fait, dans le plan P, Vangle BOD égal à un angle donné. Démontrer que le plan COD passe par une droite fixe,
10. On donne une sphère S, un plan P et un point A. Par le point A on mène une droite quelconque, qui rencontre le plan P au point B. Sur AB comme diamètre on décrit une sphère. Démontrer que le plan radical des deux sphères passe par un point fixe.
Soit ux-^vy-Y-wz-^r =.
Téquation du plan radical ; si S = désigne Téquation de la sphère donnée, la sphère variable aura une équation de la forme
S + \{nx -^vij-\-xoz-\-r)'=: ;
on écrira que celte sphère passe par le point A, et que si Ton joint le centre au point A, la droite obtenue rencontre le plan P en un point symétrique de A par rapport au centre.
On aura deux relations entre lesquelles on éliminera X, et il restera une équation du premier degré par rapport à u, r, to, r.
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11. On donne une sphère et un plan; si Von décrit une sphère quelconque touchant le plan en un point donnée le plan radical des deux sphères passe par une droite fixe,
12. Si un cône ayant pour sommet le centre d'un ellipsoïde et pour base une section plane, coupe suivant un cercle le plan tangent à Vune des extrémités du grand axe, le plan de la section passe par Vune ou Vautre de deux droites fixes situées dans le plan de Vaxe moyen et du petit axe,
13 . Si d*un point on abaisse des perpendiculaires sur trois diamètres conjugués quelconques d*un ellipsoïde, le plan mené par les pieds de ces perpendiculaires passe par un point fixe.
Prenons pour axes de coordonnées les axes de l'ellipsoïde, et soit
l'équation de cette surface.
Soit ux -\- vy -{- W2 -\- r z=z
réquation d'un plan Q passant par les pieds des perpendiculaires menées du point donné P(a7o, i/o, 2^0) sur trois diamètres conjugués. Ces trois points sont situés sur la sphère de diamètre OP,
x'^-hy^ + ^i^ — xxq — yy^ — 5Jo = 0.
11 nous suffira d'écrire que le cône ayant pour sommet l'origine et ^'appuyant sur le cercle section de la sphère par le plan Q contient trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde.
L'équation de ce cône est
r(x^ H- î/2 + c2) H- (370?^ -\- yyQ + z2q){ux -tvy -\- wz) = 0.
Pour qu'il contienne trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde, il faut qu'on ait
(r + uxQ)a^ -f- (r -f- vyQ)b^ H- (r -f- wSq)c^ = ou
ua^XQ 4- vb^yQ -h toc% -j- r{a^ H- ô^ _)_ c^) — 0.
Le plan Q passe donc par le point qui a pour coordonnées
a^^o à^yo c^^o
as.+.ôa + c^' ai-^b^-^C''' a^ + ft^H-c^*
iA . Si d'un point on abaisse des perpendiculaires sur trois plans diamétraux conjugués quelconques d'un ellipsoïde, le plan mené par les pieds de ces perpendiculaires passe par un point fixe.
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15 . On donne une surface du second ordre S, un 'point fixe A sur cette surface et une conique G située dans un plan P. Les trois droites qui joignent le point A aux sommets Ai, A2, As d'un triangle T situé dans le plan P rencontrent respectivement la surface en des points ai, 02, «3 autres que A. Démontrer que le plan axa^a^ passe par un point fixe M quan4 le triangle T se déplace dans le plan P en restant conjugué par rapport à la conique G.
16. Interpréter géométriquement le signe du premier membre de Véquation tangentielle d^un point.
Voir première partie (Géom, plane) y n® 20.
17. Note sur le complexe linéaire. — Le théorème établi au no 26 nous montre que toutes les droites du complexe qui passent par un point M sont situées dans un plan P qui contient le point M; d'après le théorème du n*» 27, les droites du complexe situées dans le plan P devant passer par un point de ce plan, passeront par le point M.
On dit que le point M est le pôle (ou le foyer) du plan P, et que le plan P est le plan polaire (ou le plan focal) du point M.
Si le point M a pour coordonnées x\ y\ z\ t\ Téquation du plan P est (26)
k[xt' — tx') -f- B(y«' - ty') + G(j«' — tz') + \S[yz' — zy') -+- Y.[zx' - xz')
-t- Y(xy' — yx') = ; les coordonnées de ce plan sont donc
M' = F2/'-Ey-HA^ N r' = — Fay'-j-DVH-Be', ) i^' = Ea:'-Dî/'-f-Gr, ' (*'
r' = — Aa?' — By— G^.
Si Ton se donne les coordonnées u\ t?', to', r' du plan P, Téquation de son pôle est (27)
A(t?io' — w?t?') -f- B(toM' — uw') -f- G(mi?' — vu') -h Dfwr' — ru')
H- E(i?r' — rv') 4- F(ior' — ru?') = ;
les coordonnées de ce point seront alors
a?' = Gi?' — Bw?' -+- \Sr',
y' = — Gm' + Aw?' H- Er',
y = Bu' — Ai?'-f-Fr', ^ ^^^
t' = —Dw' — Ëv'— Fit'.
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On peut d'ailleurs vérifier anaiytiquement que si AD + BE 4 CF n^est pas nul, les systèmes (i) et (2) sont équivalents.
Si le point M décrit une droite A, le plan polaire P tourne autour d'une droite Ai ; cette propriété résulte immédiatement des équations (i), mais on peut l'établir géométriquement de la façon suivante. ^
Prenons deux points M et M' sur uiie droite A; les plans polaires P et P' se coupent suivant une droite Ai. Prenons un point quelconque N sur Al ; les droites NM et NM' appartiennent au complexe; par suite, N est le pôle du pian NMM'. il en résulte que si Ton joint le point N à un point quelconque M'' de la droite A, la droite NM" appartient au complexe, donc le plan polaire de M'^ passe par le point N ; le point N étant choisi arbitrairement sur Ai, on voit que le plan polaire de M'' contient la droite Ai.
Mais ce raisonnement prouve de plus que les plans polaires des points de Ai tournent autour de A; on en conclut le théorème suivant :
Si un point décrit une droite A, son plan polaire décrit une droite Al, etf réciproquement, si un point décrit Ai, son plan polaire tourne autour de A.
Tes droites A et Ai sont appelées droites conjuguées par rapport au complexe ; elles jouissent de propriétés fort remarquables.
On démontre aisément, par exemple, que toute droite rencontrant deux droites conjuguées appartient au complexe ; que toute droite du complexe qui rencontre une droite rencontre sa conjuguée; que toute droite qui coïncide avec sa conjuguée appartient au complexe, etc.
Si un plan se déplace parallèlement à lui-même, le lieu de ses pôles est une droite.
En effet, on peut supposer que le plan passe par une droite fixe située à Tinfîni ; son pôle décrit la conjuguée de cette droite.
On appelle diamètre du complexe toute droite conjuguée d'une droite à rinfini; tous les diamètres sont parallèles, car ils passent par le pôle du plan de Tinfini et ce pôle est à Tinfini.
On appelle axe du complexe un diamètre perpendiculaire à la direction de ses plans conjugués, c'est-à-dire des plans dont il est le lieu des pôles.
Cherchons les équations de l'axe du complexe.
Considérons pour cela un plan qui se déplace parallèlement à lui-même,
ux-\-vy -\- wz-^\ z= ;
les coordonnées cartésiennes de son pôle se déduisent aisément des
LE POINT, LE PLAN ET LA DROITE 4i
formules (2) ; on a
Ct? — Bto H- DX
■ Dw -h Et? -h Fw? '
Bi* — Ar + FX
Dw H- El? 4- Ft/? '
On voit que si X varie, ce point décrit une droite dont les paramètres directeurs sont D, E, F.
On aura les équations de Taxe en remplaçant dans les équations (3) u, V, 10 respectivement par D, E, F ; on obtient
_ CE - BF + DX "^-^ D«-hE«-+-F» '
_ — CD + AF-hEX y — D* -h E* + F* '
_ BD-AE-hFX *- D«-+-E=^-hF* '
Supposons qu'on prenne cette droite pour axe 0^ ; on devra avoir
CE— BF = 0, CD — AF = 0, D = 0, E
et comme F doit être différent de zéro, on aura A = 0, B = ;
par suite l'équation du complexe aura la forme simple
Cy -h Fn = ou
k désignant une constante.
A Taide de cette équation on peut se rendre compte de la position des droites du complexe par rapport à Taxe.
Pour que la droite joignant deux points (a?, y, 2) et (x', y', 2') appartienne au complexe, on doit avoir
ocy' — yx' := k[z — z').
On voit immédiatement que si une droite appartient au complexe, elle ne cessera pas d'y appartenir si on augmente de la même quantité les z de tous ses points, c'est-à-dire si on la déplace parallèlement à elle-même dans un plan parallèle à Oz,
De même, si une droite appartient au complexe, il en sera de même de toutes les droites obtenues en faisant tourner cette droite autour de Oj.
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11 suffira alors d'étudier la position des droites du complexe qui rencontrent une droite quelconque perpendiculaire à Taxe, droite que Ton peut prendre pour axe des x. Le plan polaire d'un point (a?', 0, 0) de cet axe a pour équation
yœ' -\-kz = ;
ce plan passe par Taxe des x et fait avec le plan xOy un angle cp déterminé par la relation
on en déduit immédiatement la variation de cp.
32. On sait que la condition pour qu'un plan ux -h vy -h wz + ri = soit tangent à une surface
est en général exprimée par une relation homogène entre les coordonnées w, v, w^ r du plan ; cette relation s'obtient en éliminant x, y^ z, t entre les équations
ux -h vy '-\-wz + rf == 0.
L'équation qui en résulte,
est ce qu'on appelle l'équation tangentielle de la surface.
Nous verrons plus loin qu'il existe des surfaces qui sont telles que la condition pour qu'un plan soit tangent à l'une d'elles s'exprime par deux relations entre les coordonnées du plan ; les surfaces coniques et cylindriques, par exemple, sont des cas particuliers de ces surfaces. 11 est clair en effet que pour qu'un plan soit tangent à un cône, il faut d'abord qu'il passe par le sommet du cône et en outre qu'il rencontre le cône suivant deux génératrices confondues.
Nous appellerons surfaces développahles les surfaces qui
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jouissent de cette propriété, c'est-à-dire qui ont deux équations tangenti elles.
33. On dit qu'un plan est tangent à une ligne, quand il passe par une tangente à cette ligne.
Il est aisé de voir que la condition pour qu'un plan soit tangent à une ligne s'exprime par une relation entre les coordonnées du plan.
Si l'on suppose en effet que les coordonnées a?, y, z d'un
point de la ligne soient fonctions d'une variable w, on devra
avoir
ux + vy ^wz~\-r = 0,
dx dy dz
atù aoi dm
et en éliminant a> entre ces deux équations, on aura la relation cherchée .
Si la ligne est définie par l'intersection de deux surfaces,
AX, Y, Z
cp(X, Y, Z) = 0,
on écrira que le plan (w, v^ w, r) passe par l'intersection des plans tangents aux deux surfaces au point {x, ?/, z) ; on aura ainsi deux relations obtenues en annulant deux déterminants à neuf éléments tirés du tableau
•fi
on y joindra les équations
A^i !/> 2) = 0, ^Xx, y, z] = 0,
et, en éliminant ar, y, z entre ces quatre équations, on aura la condition cherchée. On dira que cette condition est l'équation tangentielle de la ligne.
34. Dans le cas particulier où la ligne est plane et est située
dans le plan des xy par exemple, son équation tangentielle, c'est-à-dire la condition pour qu'un plan
ux -h vy ~\- wz -h r ==
soit tangent à cette ligne, est la même que la condition pour
que la droite
w.r -+- uy -+- r =
du plan des xy soit tangente à la ligne.
Ainsi réquation tangentielle de Tellipse
est V a*ti* + b^v* — r* = 0.
On a un résultat analogue si la courbe est située dans un autre plan de coordonnées ; par exemple, Téquation tangentielle de la parabole
z* — 2px = 0, y =
est
pw* — 2wr = ;
c'est la condition pour que la droite
ux -+- w's 4- r =
située dans le plan des zx soit tangente à la parabole donnée dans ce même plan. [Voir Première Partie {Géom. plane), n^ 40.]
35. Réciproquement, étant donnée une équation homogène par rapport à u, v, w, r, nous allons chercher à quelles conditions géométriques sont assujettis les plans dont les coordonnées vérifient cette équation.
Nous examinerons d'abord quelques cas particuliers. Supposons en premier lieu que l'équation ne renferme que deux variables, u et r, par exemple,
f{ih r) = 0.
Le premier membre de cette équation est décomposable en un produit de facteurs linéaires de la forme ua -h rb ; en égalant un de ces facteurs à zéro, on obtient l'équation d'un
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point situé sur Taxe des a?, d'abscisse t- si ô v^ 0, à Tin-
fini sur cet axe si = 0.
Il en résulte que Téquation proposée représente un ensemble de points situés sur Ox, réels ou: imaginaires, à distance finie ou infinie.
De même, toute équation de la forme
représente un ensemble de points situés sur Oj/, ..., etc.
Si réquation ne contient pas la variable r et renferme seulement u et r, elle représentera un certain nombre de points à rinfîni dans le plan des xy.
On peut dire d'une manière générale que si P et Q désignent des fonctions linéaires, toute équation de la forme
/•(P, Q) = 0, homogène par rapport à P et Q, représente un ensemble de points situés sur la droite joignant les deux points
P = Or Q = 0,
car le premier membre de Téquation précédente est décomposable en un produit de facteurs de la forme aP 4- bQ,
36. Examinons maintenant le cas où l'équation renferme seulement trois variables, w, Vy r, par exemple.
Pour que les coordonnées d'un plan vérifient Téquation f[u, V, r) = 0, il faut et il suffit que la trace de ce plan sur le plan des xy soit tangente à une certaine courbe, qui aurait pour équation tangentielle dans ce plan Téquation donnée, et dont l'équation ponctuelle s'obtiendrait en éliminant w, v, r entre les équations
f u fv / r
ux -h vy -\- rt = 0.
Il en résulte que l'équation donnée est l'équation tangentielle d'une courbe située dans le plan des xy.
On verrait de la même manière que les équations
cp(w, w, r) = 0, ^{v^ w, r) =
sont les équations tangentielles de courbes situées dans les
plans des zx et des yz.
Enfin, considérons une équation ne renfermant que les
variables w, u, w^
Si les coordonnées d'un plan vérifient cette équation, il en sera de même pour tout plan parallèle ; on en conclut que pour étudier géométriquement Tensemble de ces plans, on peut considérer seulement ceux qui passent par un point fixe, l'origine des coordonnées, par exemple.
Nous allons démontrer que ces plans sont tangents à un cône, et pour cela, nous chercherons l'enveloppe de leurs traces sur un plan parallèle au plan des ory,
Considérons une droite de ce plan,
ux-\-vy -{- r = 0^ z — h = 0,
Le plan passant par celte droite et par Forigine a pour équation
r ux-hvy-^-r-^— {z — h) = ;
pour que ses coordonnées vérifient l'équation (i), on doit avoir
On voit que les traces de tous les plans considérés sur le plan z — h =z enveloppent une courbe de ce plan ayant pour équation tangentielle l'équation (2).
Tous ces plans sont donc tangents à un cône ayant pour sommet l'origine et pour directrice cette courbe.
On en conclut que l'ensemble des plans définis par la relation (i) se compose de tous les plans tangents à ce cône et de tous les plans parallèles à ces plans tangents.
On peut donc considérer tous ces plans comme passant par
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les tangentes de la courbe, intersection du cône et du plan de l'infini ; ces plans seront tangents à une courbe située dans le plan deTinfini, et Téquation (i) sera Téquation tangentielle de cette courbe.
37. Plus généralement, si Ton désigne par P, Q, R trois fonctions linéaires et homogènes de u, v, w, r et telles que les points représentés par les équations
ne soient pas en ligne droite, toute équation de la forme
homogène par rapport à P, Q, R, représente une courbe située dans le plan des trois points.
En effet, une droite quelconque A du plan PQR rencontre la droite PR en un point A et la droite jQR en un point B, ces deux points ayant respectivement pour équations
A = P — XR = 0, B = Q — fxR = 0;
pour qu'il existe des plans appartenant à Tensemble défini
par réquation (3), et passant par les points A et B, il faut que
les trois équations
p_XR=:0,
Q — fxR =
aient un système de solutions communes, ce qui donne la
condition
/•(X, fi, 1) --= 0,
en écartant la solution évidente fournie par le plan des trois points.
On voit ainsi que les traces sur le plan PQR des plans de l'ensemble (3) doivent satisfaire k une condition ; ces droites enveloppent donc en général une certaine courbe située dans le plan PQR, et tous les plans de l'ensemble doivent passer par les tangentes de cette courbe.
11 en résulte que Téquation (3) est la condition pour qu'un
plan soit tangent à une courbe du plan PQR, c'est donc Téquation tangentielle de cette courbe.
38. 11 nous reste maintenant à examiner le cas général où l'équation donnée renferme les quatre variables m, r, w^ r. Nous commencerons pour cela par rappeler la théorie des enveloppes des surfaces.
Enveloppes des surfaces. — Considérons un ensemble de surfaces définies par l'équation
où X désigne une variable arbitraire.
Soit S une surface particulière de l'ensemble, relative à la valeur \ du paramètre et ayant pour équation
Donnons à \ un accroissement infiniment petit A, et considérons la surface S',
Les surfaces S et S' se coupent suivant une certaine courbe G] si h tend vers zéro, la courbe G a en général une position limite C sur la surface S qu'on appelle la caractéristique de cette surface.
Le lieu engendré par cette caractéristique quand \ varie est ce qu'on appelle l'enveloppe des surfaces représentées par l'équation (1).
Pour obtenir l'équation de l'enveloppe, remarquons que la courbe G peut être définie par les équations
quand h tend vers zéro, le premier membre de la seconde équation a pour limite /"((a?, y, 2, \) ; il en résulte que la courbe C a pour équations
On aura donc Téquation de Tenveloppe en éliminant \ entre ces deux équations, ou, ce qui revient au noême, en éliminant X entre les deux équations
A^i î/i h ^) = 0, fi{x,y,z,l)=0.
Les surfaces représentées par Téquation (i) sont appelées surfaces enveloppées.
39. Théorème. — L'enveloppe est tangente à chaque surface enveloppée en tous les points de la caractéristique.
Soit f[x, y, z, \) =
Téquation d'une surface enveloppée, et désignons par ar', t/, z' les coordonnées d'un point M de la caractéristique ; on aura alors
et le plan tangent à la surface enveloppée au point ar*, j/, z' a pour équation
Cherchons maintenant le plan tangent à Tenveloppe en ce même point.
Pour cela, on peut dire que Tenveloppe a pour équation /•(ar, t/,z, X) = 0, où X représente une fonction de a?, y, z définie par la relation n{x, y. z, ^ = 0. (3)
Le plan tangent en un point quelconque (ar, y, z) de cette surface a pour équation
■ -^ (Y - y)[ry{x, y, z, X) + fi{x, y,z,l) |^]
qui peut s'écrire, en tenant compte de la relation (3),
Remplaçons dans cette équation a?, y, z par les coordonnées a/, y', z' du point M de la caractéristique ; X prend une valeur déterminée, solution commune des deux équations
fia/, y, z\ X) = 0,
cette solution n'est autre que Xo, d'après les équations (2).
On voit ainsi que le plan tangent à l'enveloppe au point M coïncide avec le plan tangent à la surface enveloppée.
40. Supposons que les surfaces enveloppées aient une équation,
f{x, y, z, X, fi) = 0, (4)
renfermant deux paramètres variables X et ji, liés par une relation
X, II
L'équation (4) renferme en réalité une seule variable indépendante, car on peut y considérer fx comme une fonction de X, définie par la relation (5).
On aura l'enveloppe en éliminant X et fi entre les équations (4), (5) et la suivante :
du.
-^ étant donné par
'"^ '«^ dX "• On déduit de ces deux dernières équations
?i «Pi,
On aura donc l'équation de l'enveloppe en éliminant X et (ji entre (4), (5) et (6).
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On verrait de la même manière que siTéquation des surfaces
enveloppées renferme trois paramètres X, fx, v liés par deux
relations
f[x, y, z, X, II, v) = 0,
cp(X, fi, v) = 0, ^(\ fl, v) = 0,
on aurait Téquation de Tenveloppe en éliminant X, fx, v entre ces trois équations et la suivante :
V^ ^'^ 'K On généraliserait aisément.
41. Les surfaces dont nous venons de déterminer l'enveloppe ont une équation générale qui dépend d'une seule variable indépendante ; elles touchent leur enveloppe en tous les points d'une courbe.
Il existe une deuxième espèce d'enveloppes relatives aux surfaces dont Téquation générale renferme deux variables indépendantes.
Soit /-(.r, y, z, X, PL) = (7)
Téquation donnée, et supposons pour un instant que [x soit fonction de X, comme au début du numéro précédent ; la caractéristique de la surface représentée par l'équation (7) sera définie par les équations
A^. y^ 2, X, ix) = 0,
fL{x, y, z, X, ix) -h /•^(x, y, s, X, (x) d{x
rf{X
rfX
Quelle que soit la valeur de -jr- 1 cette courbe passe par les points communs aux trois surfaces
fi^'y î/, 2, X, 11) = 0,
Ces points sont appelés les points limites de la surface (7), Le lieu de ces points quand X et ji varient de toutes les manières possibles est ce qu'on appelle l'enveloppe des surfaces (7).
On aura Téquation de cette enveloppe en éliminant X et ja entre les équations (8).
On démontrera comme plus haut (39) que Venveloppe touche chaque surface enveloppée aux points limites.
On voit qu'il y a une différence essentielle entre l'enveloppe des surfaces à une seule variable indépendante et celle des surfaces à deux variables indépendantes.
Dans le premier cas, chaque surface enveloppée touche l'enveloppe suivant une courbe.
Dans le second, chaque surface enveloppée ne touche l'enveloppe qu'en un nombre limité de points.
42. Il peut arriver que les surfaces enveloppées aient une équation
renfermant trois paramètres variables, X, {jt, v, liés par une relation
cp(X, (X, v) = 0. (10)
L'équation (9) ne renferme que deux variables indépendantes, car on peut y considérer v comme une fonction de X et de fji, définie par la relation (10).
Les points limites seront déterminés par l'équation (9) et les équations obtenues en différentiant cette équation par rapport à X et par rapport à ji.
On obtient
/"ifar, y, z, X, ji, v) 4- fl{x, y, ;:, X, (x, v) — = 0,
f'^[x, y, z, X, (X, v)+/'i(x, y, z, X, jx, v)_ = 0;
-TT- et -r— sont donnés en différentiant la relation (10) suc-
dX ()fX
cessivement par rapport à X et par rapport à {^,
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En éliminant -^ et -r— entre ces quatre équations, on a
On aura alors l'équation de l'enveloppe en éliminant X, jx et v entre les équations (9), (10) et (il).
43. Enveloppe d'un plan. — Il nous est facile maintenant de répondre complètement à la question posée au numéro 35, à savoir d'indiquer à quelles conditions géométriques sont assujettis les plans dont les coordonnées vérifient une équation homogène en w, v, w^ r,
L'équation d'un plan,
ux -{- vy -^ wz ~{- rt = 0, (13)
renferme trois paramètres variables ; si on assujettit ce plan à vérifier la relation (12), le plan ne dépend plus que de deux variables indépendantes; il admettra une enveloppe de la seconde espèce; il touchera cette enveloppe en général en un seul point.
Le plan dont nous allons chercher le point limite ne peut à la fois passer par l'origine et être parallèle aux trois axes ; nous pouvons donc supposer que l'un des coefficients m, u, w^ r est différent de zéro, par exemple r i^f: 0, ce coefficient peut alors être considéré comme constant, il ne reste plus que les trois paramètres w, v^ w liés par la relation (12).
Nous sommes dans le cas étudié au numéro 42, le point limite sera déterminé par les équations
ux -h vy -h wz -i- rt = 0, — = 1- = —•
fi ri fi '
ces trois rapports sont égaux au rapport
ux-\-vy -\-wz — rt
Uf'u-^vf'. + wf'^ ^"^ ^^/
en vertu des relations (12) et (13) ; il en résulte que pour avoir Tenveloppe, il suffira d'éliminer m, v, m;, r entre les équations
fu fv fw fr
ux -\- vy -\- wz -h rt = 0.
On obtiendra ainsi une équation homogène en ar, y, z, t, qui sera Téquation d'une surface, et tous les plans dont les coordonnées vérifient Téquation (12) seront tangents à cette surface.
t 44. En résumé, nous avons vu que la condition pour qu'un plan soit tangent à une surface
s'obtient en éliminant x, t/, 2, t entre les équations
ux -\- vy -h wz -h rt = ; )
on obtient une équation résultante homogène en w, v, w, r qu'on appelle l'équation tangentielle de la surface. Réciproquement, étant donnée une équation f{u, V, w, r) = 0, tous les plans dont les coordonnées vérifient cette équation sont en général tangents à une surface dont l'équation ponctuelle s'obtient en éliminant w, v, w, r entre les équations
/u fv fw fr )
ux-hvy -hwz-^rt = 0. )
L'équation donnée,
sera dite l'équation tangentielle de la surface.
Nous appellerons donc équation tangentielle d'une surface la condition que doivent vérifier les coordonnées d'un plan pour que ce plan soit tangent à la surface, et pour éviter toute confusion, nous appellerons équation ponctuelle la condition que doivent vérifier les coordonnées d'un point pour que ce point soit sur la surface.
L'une de ces équations se déduit de l'autre par des calculs complètement analogues, comme on le voit en comparant les systèmes (14) et (15).
Une surface sera donc aussi bien définie par son équation tangentielle que par son équation ponctuelle.
45. Considérons maintenant tous les plans dont les coordonnées vérifient deux équations homogènes par rapport à w, V, w, r,
Ces plans seront tangents à deux surfaces ayant pour équations tangentielles respectivement les équations (16).
Mais il est aisé de voir qu'en outre ces plans enveloppent une surface d'une nature particulière qui touche les deux surfaces représentées par les équations (16) en tous les points d'une courbe.
En effet, si un plan
ux -\- vy -{- wz -h rt = (17)
vérifie les équations (16), ses coordonnées sont fonctions d'une seule variable indépendante ; nous sommes dans le premier cas de la théorie des enveloppes ; nous pourrons considérer r comme constant, w, u, w comme des paramètres variables liés par les relations (16).
En se reportant au numéro 40, on voit que ce plan enveloppe une surface dont l'équation ponctuelle s'obtiendra en éliminant u, v, w^ r entre les équations (16), (17) et la suivante :
X IJ Z f u 1 V fw
L'enveloppe obtenue est une surface qui a une seule équation ponctuelle et deux équations tangentielles.
Nous dirons que ces surfaces sont développables et nous étudierons plus loin leurs principales propriétés.
On peut observer tout de suite que ces surfaces sont réglées et que le plan tangent est le même en tous les points d'une génératrice.
En effet le plan mobile qui enveloppe la surface coupe le plan inliniment voisin suivant une droite, caractéristique du plan, et le plan touche son enveloppe en tous les points de cette droite ; on peut donc considérer la surface comme le lieu de ces caractéristiques .
46. Ainsi au point de vue tangentiel, les surfaces se subdivisent en deux grandes catégories :
1® Celles qui n'ont qu'wwe seule équation tangentielle . Les coordonnées d'un plan tangent quelconque dépendent de deux paramètres arbitraires, et chaque plan tangent touche la surface en un seul point ;
2° Celles qui ont deux équations tangentielles, ce sont les surfaces développables. Les coordonnées d'un plan tangent dépendent d'wn seul paramètre arbitraire, et chacun de ces plans touche la surface en tous les points d'une droite.
Dans tout ce qui suivra^ quand nous parlerons d'une surface^ sans ajouter d'épithète, nous entendrons toujours une surface non développable, c'est-à-dire une surface ayant une seule équation tangentielle.
Nous commencerons par l'étude de ces surfaces, de leurs plans tangents, remettant au chapitre suivant l'étude des surfaces développables .
47. Condition pour qu'une équation tangentielle représente une courbe. — Nous avons vu au numéro 33 que la condition
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pour qu'un plan soit tangent à une courbe s'exprimait par une relation entre les coordonnées du plan.
Réciproquement, étant donnée une équation
f[u, V, ii\ r) = 0,
il est intéressant de chercher dans quel cas cette équation représente une courbe, c'est-à-dire dans quel cas les points limites des plans dont les coordonnées vérifient l'équation donnée décrivent une courbe .
Nous nous appuierons pour cela sur un théorème bien connu, dont nous allons rappeler la démonstration.
Théorème. — Étant données deux fonctions ol et ^ de deux variables x et y^
« = f{^^ yh P = ?(^, y).
la condition nécessaire et suffisante pour que ol soil fonction de p est que le déterminant
doi
dx
dx
ày
ày
soit identiquement nul.
Ce déterminant est appelé le déterminant fonctionnel des deux fonctions a et p.
1° La condition est nécessaire. — Supposons que a soit fonction de p, c'est-à-dire que l'on ait
en différentiant cette relation par rapport à x et par rapport à Vî 011 21
d'où l'on tire
dx
dx
dy
ày
dx
dx ày
EL dx
2" La condition est suffisante, — Supposons cette condition remplie, je di^ que a est fonction de p.
Pour le démontrer, tirons y de la relation
P = T^ar, y) (1)
et remplaçons dans la valeur de a,
« = f{x, y) ; a devient alors en général une fonction de deux quantités P et a? ; nous allons montrer que dans le cas où le déterminant fonctionnel est nul, a ne renferme que z, c'est-à-dire que la dérivée de a par rapport à a?, après la substitution, est nulle.
Cette dérivée est en efTet
ôx dy dx ' d'autre part -^ s'obtient en différentiant la relation (1) qui définit y comme fonction de a? et de ? ; on a donc
EL
dx dy dx
La dérivée de a devient alors
df dj^ 1^
dx dy d^
et cette dérivée est nulle en même temps que le déterminant fonctionnel.
Ce théorème étant établi, considérons un plan
ux -{- vy -h wz -\- r =^
dont les coordonnées vérifient une relation ; ces coordonnées sont alors fonctions de deux paramètres arbitraires.
Faisons r = 1; on peut supposer que w soit fonction des deux variables indépendantes u ei v, le point limite du plan sera déterminé par les équations
ux-hvy-\'Wz-hi =0,
dw du
dw
dv
'd'où Ton tire
dw du
dw dw du dv
dw
dv
dw dw du dv
dw du
dw
ôv
Pour que ce point décrive une courbe, il faut et il suffit que . X et y soient tous deux fonctions de z, ce qui revient à dire
dw
dv
dw
Or le déterminant fonctionnel des deux fonctions -r— et
du
dw , dw . , ^ .. , dw
que -r— et -r- soient fonctions de u -rr-
du dv du
dw dw
u -z — hv— w est
du dv
ou
d^w du^ dudv
d^w dvF
dudv dv^
d^w dudv
du^
De même le déterminant fonctionnel de dw
dw 1^
et de
dw
u -T — H V -t; w est
du dv
on devra donc avoir
Telle est la condition à laquelle doit satisfaire la fonction w pour que le point limite du plan décrive une courbe. Or la fonction w est définie par la relation donnée
/•(w, u, IV, 1) = 0.
On en déduit, en différentiant par rapport à u et i;,
du dw du '
dv dw dv
Différentions de nouveau la première de ces relations par rapport à w et u, et la seconde par rapport à t? ; on a
(?Y d'f dw d^ /dwy df d^w _
du' dudw du dw' \àu) dw du' " '
d'f d'f dw d'f dw d^ dwdw df^ d'w dudv dudw dv dvdw du dw' du dv dw dudv '
d'f d'f dw d^/dw\' df^ d'w
dv' dvdiv dv dw' \ dv / dw dv'
En remplaçant dans ces équations -r— et --r- par leurs
valeurs tirées de (3), on obtient -r-^ i ^ > et -7— , et en ' ' du' dudv dv'
portant ces expressions dans la condition (2) on obtient une
relation qui peut se mettre aisément sous la forme
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dudv
dudw
dvdu
dvdw
<pf
dY
dwdu dwdv dw^
du
dv
dw
du
dv
dw
Rendons homogène la fonction /"(u, v, w, 1) en replaçant la variable r ; on aura les relations ^f àf df df
dudv
dudw
d^f dudr
. . etc.,
m désignant le degré de la fonction f[u, i;, w;, r).
Multiplions les éléments de la dernière colonne par m — 1, et ajoutons-y les éléments des trois premières multipliés respectivement par — w, — v et — w\ les éléments de la quatrième colonne deviennent alors, après suppression du
i!L . Jï. . _^ et -^
dwdr dr
facteur r,
en remarquant que
dudr dvdr f{u^ u, w, r) est nul.
Multiplions enfin les éléments de la dernière ligne par m — 1, et ajoutons-y les éléments des trois premières multipliés respectivement par — w, — v et — w; la condition devient
à*f du*
dudv
à'f dudw
dudr
àV
dvdu
dv*
dvdw
dvdr
dwdu
dwdv
dw*
dwdr
drdu
drdv
drdw
dr*
Le premier membre de cette relation est ce qu'on appelle le Hessien de la fonction f{u, v, u\ r) ; et nous sommes conduits au résultat fondamental qui suit :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation
tangentielle
représente une courbe est que le Hessien du premier membre s' annule pour tous les systèmes de valeurs des variables qui vérifient r équation considérée.
Cela revient à dire que le Hessien qui est de degré 4(m — 2) est divisible par la fonction, supposée de degré m.
48. Cas papticulier. — Supposons que la courbe soit plane ; alors le premier membre de son équation tangentielle (37) est une fonction homogène de trois fonctions linéaires P, Q, R.
Or il est aisé de voir que le Hessien d'une pareille fonction est identiquement nul. On sait en efTet que le Hessien est un covariant, c'est-à-dire que si Ton effectue une substitution linéaire quelconque, le Hessien de la nouvelle fonction est égal au Hessien primitif multiplié par une puissance du module de la substitution .
Or si la fonction donnée est homogène par rapport à trois fonctions linéaires, on pourra trouver une substitution telle que la fonction ne renferme plus que trois variables, w, u, w par exemple^ et dans ces conditions on voit immédiatement que le Hessien est identiquement nul.
Par conséquent, si une équation tangentielle f(u, v^ w^ r) = représente une courbe plane, le Hessien du premier membre est identiquement nul.
On démontre que la réciproque est vraie, c'est-à-dire que si le Hessien de la fonction /*(w, v, w^ r) est identiquement nui,^ l'équation f{u, v, w, r) =
représente une courbe plane (*).
(*) Voir dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, tome XIII (1854), p. 398, une démonstration de M. Faure, et p. 402 une démonstration de M. Brioschi.
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49. Parmi tous les plans tangents à une courbe, il y en a une infinité qui passent par une même tangente à la courbe, et tous ces plans ont le même point limite, c'est le point de contact de la tangente.
Ce résultat, presque évident, peut s'établir de la manière suivante.
Le point limite d'un plan est déterminé par les équations
ux -\- vrj -\- wz -^ \ = 0,
dw
x-hz -^-^ = 0, ou
dw
Si l'on suppose remplie la condition
\d^v) "ai? 1? ~~ ' on a
dw _ / àw
du "" \ dv
dw dw I dw
du ov
ou, en posant, pour simplifier l'écriture,
dw dw
up-{-vq — w = 9(7). (1)
Les coordonnées du point limite peuvent s'écrire
ces coordonnées étant fonctions d'un seul paramètre, ce point décrit une courbe.
Considérons un point de cette courbe défini par la valeur q^ du paramètre q ; nous allons voir qu'il existe une infinité de plans admettant ce point pour point limite, et que tous ces plans passent par la tangente h la courbe au point considéré.
dw \
GÉNÉRALITÉS SUR LES SURFACES fiS
En effet, u et v sont des variables entièrement indépendantes ; supposons-les pour un instant liées par une relation
alors M, V, w^ p, q sont fonctions d'un seul paramètre. Différentions la relation (1) ; on a
udp H- vdq-\-pdu H- qdv — dt/; = ^\q)dq,
ou, en remarquant que dw = pdu -h qdv^
udp -\- vdq = ^'{q)dq^
uf'[q)^v^^'(q).
Si Ton suppose que u eiv soient assujetties à la condition
on voit que w, v, w vérifieront les deux relations ^/"(^o) -\-vqç^ — W=^ cp(^o) , uf\q,) -h V = cp'(5ro) ; ces équations montrent que le plan
ux-^-vy -^wz-^i = contient la tangente à la courbe au point q^,
50. Classe d'une surface (ou d'une courbe). — Supposons que réquation tangentielle d'une surface (ou d'une courbe) soit algébrique ; on dit que la surface (ou la courbe) est algébrique.
Nous allons montrer que l'équation tangentielle a toujours le même degré, quels que soient les axes de coordonnées auxquels on rapporte la surface (ou la courbe) .
Nous établirons pour cela les formules très importantes de transformation de coordonnées qui nous seront très utiles dans la suite.
Soit
ux -^- vij -^- loz -^ r :=! (S
l'équation d'un plan P rapporté à trois axes quelconques Ox, Oy, 02.
Considérons un deuxième système d'axes, OV, O'y', O'z' définis par les coordonnées a?o, t/q, Zo de Torigine 0' et par les coordonnées des points directeurs des directions des nouveaux axes ; le point directeur de O'x' par exemple étant, par définition, un point situé à Tunité de distance de l'origine sur la parallèle menée par le point à la direction OV.
Nous désignerons par (a, p, y)> (*'î ^\ i) ^t (a', ^'\ -f) les
coordonnées des points directeurs de OV, 0'y\ O'z'.
' L'équation du plan P dans ce nouveau système sera de la
forme
wV -+- v'y'-^Txfz' -h ?•' = ;
nous allons calculer w, v, w, r en fonction de u\ v\ w\ /.
Entre les coordonnées x^ y, z et x\ y\ z' d'un même point, on a les formules connues
0? = Xo -h oa' -+- oi'y' -h oTz',
z = zo-h Y-x-' -h i^J' -+- i'z\
de telle sorte que l'équation du plan P par rapport au deuxième système est
u[xçi + aa/ -+- 7!xj' -h ^"z') H- i;(î/o -h t^' -f- ^y' -h ?z')
-H w{zçi -h ya/ H- ^'y' -f- i'z') 4-^ = ou
[ut. -4- u? -h wi)x' -H (ua' H- u^' + w;y)i/' H- [ut!' + y^" -h e^Y")3'
+ uxq 4- vyo H- «''Zo H- r = 0.
Mais comme cette équation s'écrit aussi
u'x' -h v'y' -h îi;V + / = 0, on aura
ut! h- v^^' -h î^y = \v\ I
wa?o -h vyo H- 2^'Zo H- ?' = V, / X étant un nombre arbitraire diiTérent de zéro. Résolvons par rapport à u, v, w, r, en désignant par
A, A', A", B, B', B', C, C, C" les coefficients de a, a', a", Pî V ?"i T> t\ / dans le développement du déterminant
on aura
fjLM = Au' H- kv' 4- AW,
liu z= Bw' -f- B'v' H- B'i^\
Ijlm;= Cw'h-CV-4-CV,
^r = A/ - a?o(Aw' -^ A'y' + A"w;') — 7/o(Bw' -4- B^u' -h B'^m;')
— Zo(Cw'-4-CV-+-CV), en posant
En conséquence, étant donnée l'équation tangentielle d'une surface (ou d'une courbe) par rapport aux axes Oar, Oy, 0;:,
on aura l'équation de cette surface (ou de cette courbe) par rapport aux axes OV, Oy, OV en remplaçant u, v, w, r par leurs fleurs (2) en fonction de u\ v\ w\ r'.
Comme m, v, iv, r sont des fonctions linéaires de u\ v\ w', r\ le premier membre de l'équation donnée conservera le même degré.
C'est ce nombre qu'on appelle la classe de la surface (ou de la courbe).
Dans le cas particulier oii les nouveaux axes sont parallèles aux premiers et ont le même sens, les formules deviennent
u = lu\
r = X( — u'xo — v'ijo — îv'zo -h r').
51. La classe d^ une surface {ou d'une courbe) est égale au nom-
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bre de plans tangents qu'on peut mener à la surface [ou à la courbe) par une droite quelconque de l'espace.
Soit /*(w, t>, w\ r) =
réquation tangentielle de la surface (ou de la courbe).
Prenons deux points (j?o, i/o, Zo) et (a:i, t/i, z^) sur la droite donnée ; les plans tangents passant par cette droite seront déterminés par les équations
uxo -h vrjo + wzo + r = 0,
uxi -h vyi -f- wzi -f- r = ;
le nombre des solutions est égal au degré de la fonction f{u, V, w, r).
Le nombre de plans tangents qu'on peut mener à une courbe plane par une droite non située dans son plan est précisément égal au nombre de tangentes qu'on peut mener à cette courbe par le point où la droite perce le plan de la courbe.
La définition que nous venons de donner de la classe d'une courbe plane est donc identique à la définition donnée en géométrie plane. [Voir Première Partie (Géom, plane)^ n" 35.]
52 . Cas particuliers. — Comme application de ces théories générales, considérons le cas où l'équation donnée est du deuxième degré,
f[u, V, w, r) = au- h- a'v^ -f- aV H- 2bvw -h 2b'vm -h 2b"uv
-h 2cur 4- "^c'vr 4- Sc^tf^r -h dr^ = 0.
Le Hessien du premier membre est indépendant des variables; c'est le discriminant de la forme quadratique,
Si A =: 0, Téquation représente une courbe de deuxième classe, c'est-à-dire une conique.
On sait d'ailleurs que dans ce cas le premier membre de l'équation est décomposable en une somme de trois carrés,
f[u, V, w, r) = aP« -h PQ' H- tR' ;
l'équation représente donc une courbe plane, et les coordonnées de son plan sont déterminées par les équations
Nous discuterons plus tard la nature de la conique obtenue.
Supposons A i^zf: ; l'équation représente une surface
dont l'équation ponctuelle s'obtiendra en éliminant w, v, w, r
entre les équations
* fi ff fi /•/
ux -\- vy '\- wz '-\' rt =
au -t- b"v H- h'w -^ cr — Xx = 0,
¥u H- a'v -\-hw-^ dr — ly = 0,
h'u -\-hv + a"iv -h (fr — Xz = 0,
CM 4- c/v H- c"w -H rfr — Xf = 0,
ux
+ vy + wz-\-rt
Le résultat de l'élimination est
équation du deuxième degré. Il en résulte que les surfaces de deuxième classe sont du deuxième degré.
En développant le déterminant qui figure dans le premier membre, on obtient un résultat fort remarquable, qu'on peut faire apparaître de la façon suivante.
Résolvons les quatre premières équations du système (1) par rapport à w, v^ w^ r, en appliquant la règle de Cramer et en désignant par A, A', A^ B, B', B", C, C, C", D les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement du discriminant A.
On obtient
Lu — l{kx 4- B'y -f- B'z H- CO ,
Au = X(B"a? H- k'y 4- Bz + Ct),
Mo = l[B'x H- By -f- A"z -h CH),
Ar = X(Cx 4- Cy -f- C"z H- D^ ;
transportons ces valeurs de w, v, w^ r dans la dernière équation du système (1) ; on a
(p(x, y, z, = Aar2 -f- ^Y _^ x"z^ -i- 2Bj/z H- ^B'zx -H SB'art/
-f- "^Cxt -f- 2CV^ 4- 2C''z^ -+- Dt^ = 0, (2)
c'est l'équation ponctuelle de la surface.
On vérifiera aisément que
Si Ton désigne par A' le discriminant de la fonction
?(ip, y, s, t),
on sait que
A' = AS
on en conclut que A' :y£ ; par suite Téquation (2) représente une surface du deuxième degré qui ne peut être ni un cône, ni un cylindre. D'ailleurs le cône et le cylindre sont des
surfaces développables qui ne peuvent être représentées par une seule équation tangentielle.
En résumé, toute équation du deuxième degré
f{u, u, 10^ r) = au^ H- aV -h ••• =0
représente une quadrique (ellipsoïde, hyperboloïde, paraboloïde) si A i^ 0, et une conique si A = 0.
53. Réciproquement, si Ton donne Téquation ponctuelle d'une quadrique, qui ne soit pas un cône
^{x, y, s, t) = kx' + Xy 4- ••• = 0,
on obtiendra Téquation tangentielle par un calcul identique ; on aura
qui peut s'écrire, développée, en changeant le signe du premier membre,
a, a', a", . . . désignant les coefficients de A, A', A", . . . dans le développement du discriminant
11 résulte de là que a, a', a", . . . sont proportionnels à a, a', a\ , • . ; nous le démontrerons plus loin directement dès le début de l'étude des quadriques (voir numéro 116).
En résumé, pour déduire les équations tangentielle et ponctuelle d'une quadrique l'une de l'autre, il suffit de remplacer
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dans Tune des équations les coefficients par les mineurs correspondants du discriminant et les coordonnées de plans par des coordonnées de points, ou inversement.
Mais il est essentiel d'observer que le discriminant du premier membre de Téquation dont on part doit être différent de zéro.
On remarquera l'identité absolue de ces résultats avec ceux de la géométrie plane (Première Partie, numéros 37 et 38).
54. On établira sans peine les résultats contenus dans le tableau qui suit :
ÉQUATIONS PONCTUELLES
ÉQUATIONS TANGENTIELLES
ax^ -+- aY -h a'z^ h- a"'t' =
ar« y' z' , ^ a* b^ c^
a^u^ -h bH^ -}- c^w^ — r^ =
ax^ -h aY + "Ihzt =
^H 2ar =
pv^ -h qw^ — ^ur =
ax"^ H- 6y"' -f- cz"^ 4- rfr =
mm mm
-.wt — 1 ^stn — 1 j/)*^ — ^ 7»*" — ^
1 ' 1 ' 1 " 1 — " ^m— 1 b^~^ C"*~* rf"*~*
On peut évidemment permuter les colonnes des tableaux précédents (sans permuter les titres) en échangeant les variables a?, j/, z, t et M, u, w, r.
55 . Point de contact d'un plan tangent. — Ëtant donnée une surface (ou une courbe) définie par son équation tangentielle,
désignons par w, v, w, r les coordonnées d'un plan tangent P
à cette surface ou à cette courbe, satisfaisant à la relation
Le point de contact de ce plan sera déterminé par les relations
/ u fv fw fr
établies au numéro 43 en nous appuyant sur la théorie des enveloppes.
Il en résulte que Téquation du point de contact sera
uA-HV/-;-hW/-;,-i-R/-; = o;
cette équation a, comme on le voit, la plus grande analogie avec l'équation du plan tangent en un point d'une surface définie par son équation ponctuelle.
56. Le raisonnement n'est plus applicable si les coordonnées du plan tangent annulent les quatre dérivées /*'„, /"V, f'^oy fr ; la détermination du point de contact présente alors plus de difficulté.
Nous nous laisserons guider dans ce qui va suivre par le problème corrélatif de la géométrie ponctuelle.'
Soit un plan tangent V[u, v, w^ r) ; prenons dans ce plan une droite quelconque D, définie par l'intersection du plan P et d'un autre plan P{u\ v\ w\ /), et considérons les plans tangents qu'on peut mener à la surface par la droite D.
Un plan quelconque passant par cette droite a pour coordonnées w-+-Xw', v-hXv', w-h^w'^ r-i-Xr'; il sera tangent à la surface si l'on a
f{u -h lu\ V -f- lv\ w 4- Iw', r 4- Xr') = 0,
ou, en développant par la formule de Taylor et en remarquant que le terme indépendant de X, f[u^ r, w, r), est nul,
-+- Y (^'A + «'A -^ ^'A + r^fr), 4- • • • - 0, (1)
en désignant selon l'usage par (u'fu-\-v'fr-+-w'f'u,-hr'f'r)^
Texpression obtenue en formant la puissance k de
et en y remplaçant le produit de k dérivées partielles du premier ordre par une dérivée partielle du A;« ordre.
Parmi les plans tangents issus de la droite D, il y en aura autant de confondus avec le plan P que Téquation (1) aura de racines nulles en X.
Supposons d'abord que /*«, /*'„, /*i«, fr ne soient pas nulles en même temps; alors, quelles que soient les valeurs de u\ v\ w\ /, l'équation n'admet qu'une seule racine nulle, et par toute droite du plan P, on ne peut mener à la surface qu'wn seul plan tangent confondu avec le plan P.
Nous dirons que dans ce cas le plan P est un plan tangent simple.
Mais il existe certaines positions du plan P', c est-à-dire de
la droite D, pour lesquelles l'équation (1) a plus d'une racine
nulle.
Si Ton a
u'fL -+- Vf, -\- w'f'r, + r'f'r = 0,
l'équation (1) a deux racines nulles.
Or cette condition exprime précisément que le plan P', c'està-dire la droite D, passe par le point de contact du plan tangent.
On peut donc dire que si les quatre dérivées partielles de la fonction /*(w, v, w, r) ne sont pas nulles en même temps pour les coordonnées d'un plan tangent P, par toute droite de ce plan on peut mener un seul plan tangent à la surface confondu avec le plan P ; il y a exception pour les droites qui passent par le point de contact : par ces droites on peut mener deux plans tangents au moins confondus avec le plan P.
Nous disons au moins, car il peut arriver que le coefficient de X- soit nul pour toutes les valeurs de u\ v'y io\ / qui annulent le coefficient de X.
Supposons maintenant que l'on ait
Dans ce cas, Téquation (1) admet deux racines nulles quelles que soient les valeurs de u\ v\ w\ r' ; donc par toute droite du plan P, on peut mener deux plans tangents confondus avec le plan P.
On dira alors que ce plan est un plan tangent double.
Il existe encore certaines positions du plan P', c'est-à-dire de la droite D, pour lesquelles l'équation (1) a trois racines nulles.
11 faut qu'on ait pour cela
cette condition exprime que le plan P' doit être tangent à une surface ayant pour équation tangentielle
ou
UY:»-i-vY:^H- wY^«-i-RY;»H-2UV/VH--- = o. (2)
A priori^ cette équation ne peut représenter qu'une courbe située dans le plan P.
En effet, si elle représentait une surface, par une droite quelconque du plan P, on pourrait mener un plan tangent P' à cette surface ; et alors par toute droite du plan P passeraient trois plans tangents confondus avec le plan P, ce qui est impossible d'après ce qui précède.
On peut d'ailleurs le voir directement, car on a, en désignant par m la classe de la surface,
{m — !)/•;, = wp -h vfl. -t- icfuw 4- rf'ûr = 0,
(m —!)/•; = uf'iu -+- 1^/^ + icfiu, -h //;; = 0,
[m—i)fL = uflu -^ Vf:,, H- wf;:^ -^ rfir = 0, (m —i)f'r = uf'ru 4- Vf:, -+- wf:^ + rf^J = ; on en déduit que le déterminant
lu / uv I uiv / ur
I VU i V I vw I ir
/ wu I v:v I w I wr
t TU t TV f rw I r^
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est nul. Mais ce détermiaant est le discriminant du premier membre de Téquation (2), donc cette équation représente une conique .
Cette conique est d'ailleurs située dans le plan P, puisque les coordonnées de ce plan annulent les quatre dérivées partielles du premier membre de l'équation (2).
On voit alors que pour que l'équation (1) ait trois racines nulles, il faut que la droite D soit tangente à la conique (2) du plan P.
En résumé, si les coordonnées d'un plan tangent P annulent les quatre dérivées partielles du premier membre de réquation de la surface, par toute droite du plan tangent on peut mener deux plans tangents confondus avec le plan P ; il y a exception pour toutes les droites tangentes h une certaine conique du plan P, par lesquelles on peut mener au moins trois plans tangents confondus avec le plan P.
58. Nous nous proposons d'établir que cette conique est située sur la surface et que le plan P touche la surface en tous les points de cette conique.
A cet effet, nous prendrons pour plan des xy le plan de la conique, et nous allons chercher quelle doit être la forme de l'équation de la surface pour que le plan des xy soit un plan tangent double.
Ordonnons l'équation par rapport à z^; ; on aura
les lettres © désignant des fonctions homogènes par rapport
à w, u, r et de degré indiqué par l'indice.
Considérons une droite située dans le plan des xy et ayant
pour équation
u'x-hv'y -hr^ = ;
par cette droite menons un plan quelconque
et écrivons qu'il est tangent à la surface ; on a
Pour que cette équation ait deux racines nulles quels que soient w', v\ w\ r'^ il faut que oq soit nul et que ^i{u\ u', /) soit identiquement nul.
Cette condition étant remplie, le plan des xy est plan tangent doublé ; et pour que par la droite choisie dans ce plan, on puisse mener trois plans tangents confondus avec le plan des xy, il faut qu'on ait
c'est-à-dire que la droite soit tangente à la conique qui a pour équation
L'équation de la surface pourra s'écrire, en y faisant w = i^
cp2(w, V, r) H- ©3(1*, v^ r)-\ =0.
Considérons un plan tangent infiniment voisin du plan des xj/, le, v, r étant infiniment petits et w toujours égal à i. Le point de contact de ce plan a pour équation
H-W[(m — 2)«)2 -4- (wi — 3)03 +•••] + R(?ir-i-9ar-f-- ••) = 0.
Posons M = Xr, v = {xr ; les équations précédentes deviennent après avoir divisé la première par r* et la deuxième par r,
^^{\ K, i) + ^?A {X, l)-h... =0, U(c?^, -h rcpk H- . . + ^^(?2^ -^ rcp'3^ + • • • ) H- W[(m — 2)rP2 -i- . . .
-i-R(?2v-+-r?JvH----) =0, V désignant une variable d'homogénéité, supposée égale à i .
On peut supposer que quand r tend vers zéro, X et [i ont des limites a et 6 assujetties seulement à la condition
cp2(a, 6, i) = 0. O
(*) Cette hypothèse peut s'expliquer aisément de la manière suivante. Les quantités u, v, r sont simplement assujetties à la condition ÇsCtt, V, r) -h 9,(m, Vjr)-\ = 0.
Considérons w, t?, r comme les coordonnées cartésiennes d'un point M ; ce point décrit une surface ayant pour équation Téquation qui précède et admettant un point conique à Torigine. Si w, t?, r tendent vers zéro, le
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Dans ces conditions, le point de contact du plan tangent a pour limite un point qui a pour équation
Or ce point est précisément le point de contact de la conique
et de la tangente
ax-i- bij -\- i = 0,
Il résulte de là que cette conique appartient à la surface et que le plan des xy touche la surface en tous les points de la conique (*).
59. Il peut se faire que le discriminant de la fonction cpa(ie, V, r) soit nul, c'est-à-dire que la conique se réduise à deux points ; dans ce cas le plan tangent double touchera la surface en ces deux points .
60. On généralise aisément tous ces résultats. On dit qu'un plan P est un plan tangent multiple d'ordre p à une surface, lorsque par toute droite du plan on peut mener à la surface p plans tangents confondus avec le plan P.
Si cette condition est remplie, le plan P touche la surface suivant une courbe de degré p ; et par toutes les tangentes à cette courbe, on peut mener au moins jp H- 1 plans tangents confondus avec le plan P.
Pour qu'un plan tangent (w, v, w, r) à une surface ayant
pour équation
/'(w, v, iv^ r) =
soit multiple d'ordre p, il faut et il suffit que toutes les dérivées partielles d'ordre p — 1 de la fonction f{u, v, iv, r) soient nulles pour les coordonnées du plan (cette condition
point M se rapproche de Torigine, et on peut supposer qull décrive une
courbe tracée sur la surface, ayant pour tangente à l'origine une généra-
trice du cône des tangentes, ce qui revient à admettre que -7* et — ont
des limites a et 6 vérifiant la condition og^a, 6, 1) = 0.
(*) Cette démonstration m*a été communiquée par M. Appell.
entraîne la nullité de toutes les dérivées partielles d'ordre inférieur).
La courbe de contact a pour équation tangentielle
AppIicaiioD.. — Plans tangents multiples du tore
Cherchons d'abord réqualion tangentielle du tore engendré par un
cercle
(a; — af + 52 _ R-2 - 0, î/ = 0,
tournant autour de Taxe des z.
Un plan [u, v, w^ r) sera tangent à ce tore, si en faisant tourner ce plan autour de Oj, de manière à le rendre perpendiculaire au plan xOz^ le plan est tangent au cercle.
Dans la rotation le point de rencontre du plan avec Oz ne change pas ; Tabscisse du point de rencontre avec Ox après la rotation est égale^ au signe près, à la distance de Torigine à la trace du plan sur le plan des xy ; il en résulte que Téquation du plan est, après la rotation.
OU — wz + Xsju^ H- i?2 — r = .
Ce plan sera tangent au cercle si Ton a
asju^-^'c^. — r ^ j. ,
d'où Ton déduit
telle est Téquation tangentielle du tore.
Pour obtenir les coordonnées des plans tangents multiples, j'égale à zéro les dérivées partielles du premier ordre de la fonction
On a, en posant [0? — R2;(m2 4. x>^) _ R2^o2 _4_ ^2 r= P,
1 /-; = w[P(a' - R') - 2aV2] - 0, 1
4- ri = ^1P(«' - R') - 2aV2] = 0, -i- /•; = r[P — 2aMt«s + «S)] = .
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On déduit de là les solutions suivantes :
ce qui donne
u = 0, v = 0, w=i\, r = zbR;
on obtient les deux plans
5 di R = 0.
Si Ton forme Téquation de la conique de contact
UYu2-t-VYÏ2 + ... =
relative au plan 2 — R = 0, on obtient Téquation
aHu^ -h v'-) — (loR -f- r)« = 0,
qui représente un cercle de rayon a ayant son centre sur Oj, car si on transporte Torigine uu point de Taxe des s qui a pour cote R, Téquation devient
Pour le plan 5: -h R = 0, on trouve
a^u^ -^ c2) _ (__ -M?R + rj2 = 0,
qui représente également un cercle.
Les deux plans j dr R = sont des plans tangents doubles qui touchent la surface suivant des cercles.
Les équations {{) admettent encore la solution
On en déduit
nous obtenons une infinité de plans passant par Torigine et tangents à un cône de révolution.
Deux de ces plans sont perpendiculaires au plan des jo?, les coordonnées de l'un d'eux sont
u=R, V = 0, w = — yja'' — R^ r = 0.
L'équation de la conique de contact peut s'écrire
[w(a2 — R2) H- wR>[Ur^Wf — a'r^ =1 ;
elle se réduit à deux points situés dans le plan des zx et symétriques par rapport à l'origine.
Ces deux points sont les points de contact d'une tangente commune intérieure aux deux cercles qui constituent l'intersection du tore par le plan des zx»
On sait d'ailleurs que le plan tangent double considéré coupe le tore suivant deux cercles ; les points de rencontre de ces deux cercles sont les points de contact.
EXERCICES ET NOTES
1. Pour obtenir Téquation tangentielle de Tenveloppe d'un plan, on peut, dans un grand nombre de cas, se donner les coordonnées tiy V, 10, r du plan et écrire les conditions auxquelles est assujetti ce plan. On obtient une relation entre ces coordonnées qui est l'équation cherchée ; quelquefois on peut avoir à éliminer certains paramètres avant d'obtenir Téquation de l'enveloppe.
2. D^un point'M d'une surface on abaisse des perpendiculaires sur les plans de coordonnées supposés rectangulaires; trouver V enveloppe du plan qui passe par les pieds de ces perpendiculaires.
Soit ux -t- vy -h wz -}- r =
Téquation du plan dont on cherche l'enveloppe ; ce plan coupe les plans de coordonnées suivant trois droites ; nous menons par ces trois droites des plans perpendiculaires aux plans de coordonnées correspondants, ces plans ont pour équations
ry + te j H- r = 0,
ux -{- wz -\- r =z 0,
wa? -h i?t/ -h r = 0,
et il suffit d'écrire que le point de rencontre de ces trois plans est sur la surface donnée.
Ce point a pour coordonnées — ^r— » :— » — -^r- ; en écri-
^ ^ '^u 'Zv 2w
vant qu'il est sur la surface
on a l'équation tangentielle de Tenveloppe cherchée,
Si la surface donnée est un ellipsoïde
l'équation de l'enveloppe est
r^ r^ _lL_i—
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Son équation ponctuelle est alors (54)
3. On joint un point M quelconque (Tune surface à un point fixe ; par le point M on mène un plan perpendiculaire à MO ; trouver Venveloppe de ce plan,
4. On donne un plan P et un point A ; par le point A on mène un plan quelconque Q ; on demande Venveloppe des plans bissecteurs des plans P <?« Q .
Soit itjj + «y -f- to-î -H r = (I)
Téquation d'un des plans dont on cherche Tenveloppe. Par l'intersection de ce plan et du plan P on mène un plan passant par le point A, et il suffit d'écrire que le plan ainsi obtenu est symétrique du plan P par rapport au plan représenté par l'équation (1).
5. Surface de Fonde. -— La surface de l'onde étudiée en optique par Fresnel peut se définir géométriquement de la manière suivante :
aSî, par le centre d^un ellipsoïde, on élève une perpendiculaire à chaque plan diamétral, et qu'on porte sur cette perpendiculaire, à partir du centre^ des longueurs égales aux demi-axes de la section diamétrale considérée^ le lieu des extrémités de ces longueurs est la surface de Vonde,
Soit ^ + ^ + ^-1 =
l'équation de l'ellipsoïde ; on sait que les demi-axes de la section de cet ellipsoïde par le plan diamétral
sont racines de Téquation
a2 65^ va
On en conclut que l'équation ponctuelle de la surface de Tonde
est
où Ton suppose p^ =z x^ -h y^ -h 2^ »
Pour obtenir Téquation tangentielle de cette surface, nous nous appuierons sur le théorème suivant :
Si dexix ellipsoïdes concentriques sont polaires réciproques par rapport à une sphère de même centre, les surfaces de fonde correspondantes sont polaires réciproques par rapport à la même sphère (*).
La polaire réciproque de Tellipsoïde E par rapport à la sphère
a pour équation
«2x2 H- &2y2 -t- C232 — R* rz 0,
et la surface de l'onde relative à cet ellipsoïde a pour équation ponctuelle
Cherchons l'équation tangentielle de la polaire réciproque de cette surface par rapport à la sphère.
Un plan ttx -i- vy -\- wz -]- r z=
sera tangent à cette polaire réciproque si le pôle de ce plan par rapport à la sphère est situé sur la surface (S').
Le pôle du plan a pour coordonnées , » ;
on aura donc, en posant h- =: ic^ h- «2 -f- io2,
u^ t;2 io2
"* h^ ^ h^ ^ h^ ou
tf2 u2 ^2
c'est l'équation tangentielle de la surface S.
En chassant les dénominateurs, l'équation ponctuelle s'écrit, après suppression du facteur x^-^-y^-^ z^^
(*) Voir pour la démonstration de ce théorème, le Traité de Géométrie de MM. RoDCHÉ et DE CoMBEROussE, OÙ Ton trouvera une étude géométrique très simple de la surfaoe de Tonde.
- [aW 4- c^)x^ -f- h\d^ -f- a^)y^ + c2(a2 -}- 6^)52] -4- a^ô^câ = q,
et réquation langentielle, après suppression du facteur u^-\-v^-\-w^, devient
On voit ainsi que la surface de Tonde est du quatrième degré et de la quatrième classe.
Nous nous proposons d'étudier les plans tangents multiples de cette surface.
Les coordonnées de ces plans doivent vérifier les équations
^fw= w[b^c^u^-hc^aH^ + à^b^w^ + a^b^{u^-^v^-\-iD^)—r%a^-{-b^)] = 0,
On voit tout de suite qu'on ne peut avoir r = 0, car on en conclurait u = v =z w =z 0, De la dernière équation nous tirons
fô2 _^ ^2)^2 + (r2 -t- «2)^2 ^_ (a^^b^)w'r'= 2 ; (1)
et en remplaçant dans les trois premières^ divisant la première par 62 — c2, la seconde par c^ — a* et la troisième par a^ — b^, on a
U[{b^ — C2)W2 — (c2 _ «2)132 _ («2 _- b^)lO^] = 0,
^[ — (^^ — c^)w^ + (c^ — «2^)^^ — (û* — ^^)^'] = 0, ^[ — (^^ — c2)w2 — (c2 — a2)r2 + (a^ — b^)io^] = 0.
Les trois quantités entre crochets ne peuvent être nulles que pour u =1 V z= w = 0; on en conclut que l'une des inconnues u,v,w doit être nulle.
Supposons u = 0\ on en déduit
(C2 — a2)t?2 _ {ai — 62)^^2 _. 0,
qui ne nous donne pour v et w que des valeurs imaginaires. Il en est de même si l'on suppose w = 0; on a
Il nous reste donc à supposer
1^ = 0; on a
(^2 _ c2)^2 « (a^ __ J2jiç2 _, 0,
nous pouvons prendre
tt2 = a» — &-2,
et on en conclut, à l'aide de la relation (1),
Nous obtenons quatre plans tangents doubles réels, dont les équations sont
x^a^ — &2 -t 2^&2 _ c2 dr &/a2 — c2 = ;
ils sont perpendiculaires au plan des zx, et on peut reconnaître que leurs traces sur ce plan sont les tangentes communes au cercle
a?2 _^ 52 _ ^2 _ et à Tellipse
Considérons Tun d'eux,
x^a^ - b^ -h - v/*^ — c^ -\- bf/a^ — c^ = 0,
et proposons-nous de chercher la conique suivant laquelle ce plan touche la surface.
L'équation de cette conique sera
U2^^, ^_ Y2f'^, _^ vVY'i-'* H- R Yr* + 2UV/'L -*- 2UW/-i«;
-h 2UR/'ir 4- 2VW/-ÎZC + 2VR/-;. -*- âWR/'î^r = 0, où Ton fait
u = v/«2 — b^, v = 0, w = v/^2 _ c2, r = 6^a2 _ ^2^ On obtient ainsi Téquation
a2 — c2)R2 _^ 4ô2(a2 _^ c2)^a2 ■— 62^^2_c2[JW
— 4&(&2+c2)^a2 — c^v^a^— Ô^UR— 46(a24-&2)^S2n72^ô2_c2)^[^ — 0,
qu'on peut encore écrire
[2b^a^—c^R — (&2 4- c^a^ — b-'V — {a^ -h ô^jv/ô^ — c^W^ _- ;&2 _ c2)(rt2 _ &2)[^/52ir^u — v/a^— ^^'W]^
Sous cette forme on reconnaîtra aisément l'équation d'un cerclç en se reportant au chapitre V.
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6. Surfaces podaires. — Étant donnée une surface S et un point 0, on appelle surface podaire de cette surface par rapport au point le lieu des projections du point sur les plans tangents à la surface S.
Étant donnée Téquation tangentielle de la surface S, on aura aisément Téquation ponctuelle de la surface podaire.
Démontrer que la normale en un point de la surface podaire passe par le milieu de la droite qui joint le point au point de contact du plan tangent correspondant de la surface S.
7. Surfaces parallèles. — Étant donnée une surface S, en un point A de cette surface on mène la normale sur laquelle on prend de part et d'autre des longueurs AM et AM' égales à une longueur donnée. Le lieu des points M et M' est une surface qu'on appelle surface parallèle relative à la surface S.
Démontrer que le plan tangent en M à la surface parallèle est parallèle au plan tangent en A à la surface S ; déduire Véquation tangentielle de la surface parallèle de Véquation tangentielle de la surface S.
8. Trouver V enveloppe des plans coupant trois droites données en trois points qui soient les sommets d'un triangle isocèle ou rectangle.
9. Trouver Véquation tangentielle du cercle intersection de la sphère
et du plan
ax -^ by -\- cz -\- d •=: 0.
10. Trouver Véquation tangentielle de la parabole section du cylindre
î/2 _ 2px = et du plan
ax -\- by-^cz-\- d =: 0.
11. Nous avons étudié le complexe linéaire aux numéros 26, 2.7 et dans la note 17 à la fin du chapitre 1.
Supposons que Ton ait une relation homogène et de degré p entre les coordonnées pluckériennes d'une droite
?[«, P, Y, ^ '^h n) = 0; cette équation représente un complexe du p^ ordre. 11 est aisé de voir que les droites de ce complexe qui passent par
un point donné 9{œ', y\ z\ t') forment un cône du p» degré ayant pour sommet ce point.
Menons, en effet, par le point P une droite quelconque sur laquelle nous prenons un point arbitraire M{x, y, z, t); pour que cette droite appartienne au complexe, on doit avoir
ff{xt'^tx', yt'—ty', zt'^tz', yz'—zy', zx'—œz', xy'—yx'} z=zO,
équation qui représente un cône du p» degré et de sommet P ; ce cône est appelé le cône du complexe.
De même, les droites du complexe qui sont situées dans un plan Q{u', v', w', r') enveloppent une courbe de p« classe.
En effet, un plan quelconque R(m, v, Wj r) coupe le plan Q suivant une droite A dont les coordonnées sont
a = vw' — wv', l -= ur' — ru',
P = wu — uw' , m z= vr' — rv',
Y = uv' — vu'j n = wr' — rw\
Pour que celte droite appartienne au complexe, il faut qu'on ait
^[vvd'—wv\ wu'—hw\ uv'^vh', tir'— rit', vr'—rv', wr'—rvo']=0.
Cette équation est l'équation tangentielle d'une courbe de p» classe située dans le plan Q et qui est l'enveloppe des droites A. Cette courbe est appelée la courbe du complexe.
CHAPITRE III SURFACES DËVELOPPABLES ET PRINCIPE DE DUALITÉ
62. Nous avons appelé surface développable une surface qui a deux équations tangentielles, c'est-à-dire dont les coordonnées des plans tangents satisfont à deux équations, ou sont fonctions d'un seul paramètre indépendant (46).
Nous avons vu également que ces surfaces sont réglées et que le plan tangent est le même en tous les points d'une génératrice.
Il est clair que, réciproquement, si une surface réglée est telle que le plan tangent soit le même en tous les points d'une génératrice quelconque, le plan tangent ne dépendra que d'un seul paramètre, et la surface sera développable.
Considérons une surface réglée engendrée par la droite
a, 6, p, q étant fonctions d'un paramètre w, et proposonsnous de trouver la condition pour que cette droite engendre une surface développable.
Donnons au paramètre w une valeur particulière, désignons par G la génératrice correspondante, prenons sur cette génératrice un point arbitraire M de cote z, et cherchons l'équation du plan tangent au point M.
Nous remarquerons pour cela que les coordonnées d'un
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point quelconque de la surface peuvent être considérées comme fonctions de deux paramètres w et z ; on a
X = az-h p, Y = bz-hq,
le plan tangent en un point (ar, t/, z) de cette surface a, comme on sait, pour équation
dx dta
dx
ce qui donne ici
X — ar
Él dz
dz_
dz
les accents désignant des différentiations par rapport à a>.
Ajoutons aux éléments de la première colonne ceux de la troisième multipliés par — a, puis aux éléments de la deuxième colonne ajoutons ceux de la troisième multipliés par — h \ on obtient, en observant que az-\-p = x et bz-hq = y,
X — aZ—p Y — bZ—q Z — z
a'z-hp' b'z-^q' =0
ou
(X — aZ —p)[b'z -\- q') — (Y — ÔZ — q)[a'z -\-p') = 0.
On voit ainsi que le plan tangent contient la génératrice G, et qu'en général le plan tangent tourne autour de cette droite quand z varie, c'est-à-dire quand le point M décrit la génératrice.
Pour que la surface soit développable, il faut que ce plan
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tangent reste fixe quand le point M décrit la génératrice, c'est-à-dire que la fraction
b'z -^ q' soit indépendante de z ; on doit donc avoir
ou
c'est la condition nécessaire et suffisante pour que la surface réglée soitdéveloppable.
On voit d'ailleurs que si cette condition est remplie, Téqua. tion du plan tangent ne contient que le paramètre w.
63. Exemples. — Il est aisé de voir que le cône et le cylindre sont des surfaces développables ; en effet, si la droite engendre un cylindre, a et b sont des constantes, a' et b' sont nuls et la condition (1) est vérifiée.
Si la droite engendre un cône, elle passe par un point fixe {xo, j/o, Zo) ; on a donc
Xo = azo+p^
tjo = bzo-hq ; on en déduit, en différentiant par rapport à w,
= a'zo-hp\
= b'zo -h q\ et en éliminant Zo on trouve la condition (i).
64. Les surfaces développables jouissent encore d'une propriété fort importante, comme le montre le théorème suivant:
Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface réglée soit déveloj^pable est que la génératrice soit, dans toutes ses positions, tangente à une courbe fixe.
i^ La condition est nécessaire. — Soit une droite G engen-
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drant une surface développable
X = aZ + w, )
a, b^ /?, q étant fonctions du paramètre <*>, et vérifiant la
relation
Je vais montrer que cette droite est tangente à une courbe fixe.
A chaque génératrice G je fais correspondre un point M situé sur la génératrice ; il suffit pour cela de considérer la cote z du point M comme une fonction de w, o(to).
Le lieu des points M est alors une courbe ; nous allons montrer qu'on peut déterminer la fonction ©(oi) en sorte que la génératrice G soit tangente à celte courbe au point correspondant M.
Les coordonnées du point M sont
X = a3-+-p, Xz=bz-^-q,
où l'on suppose z = çp(w).
Nous allons écrire que les paramètres directeurs de la tangente à la courbe lieu de M sont proportionnels à a, 6, 4 .
On a
a!z -hp' -h az' _ Vz h- ç' -h bz' __ z'
ou
Ces deux relations ne définissent qu'une seule valeur de z,
puisque l'on a a'q' — b'p' = 0.
On voit ainsi que la génératrice touche la courbe fixe en un
point qui a pour cote — -^ ou — -^ .
2** La condition est suffisante, — La tangente en un point (x, y^ z) d'une courbe a pour équations
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Y-y = y'{Z-z) OU
A. — - X Là ~T~ X -^~' X Z^
les accents désignant des différentiations par rapport à :s, on voit alors immédiatement que Ton a
_^_ [x — afz)'
ce qui prouve que la tangente enveloppe une surface développable. Le théorème est démontré.
Cherchons le plan tangent à la surface en tous les points d'une tangente. Nous supposerons pour cela que les coordonnées d'un point quelconque de la courbe sont fonctions d'un paramètre w.
Les équations d'une tangente sont
Quand w varie, cette tangente engendre une surface réglée, et le plan tangent en un point de cette surface a pour équation
x' + x"p y' -h y"p z'-hz'p =0;
on le voit en considérant un point de la surface comme fonction des deux paramètres w et f.
Cette équation peut s'écrire
x' xj z' = ;
elle représente l'équation du plan osculateur à la courbe au
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point de contact de la tangente sur laquelle on a choisi le point de la surface.
On reconnaît ainsi de nouveau que le plan tangent est indépendant de p, c'est-à-dire qu'il est le même en tous les points de la génératrice, ce qui prouve que la surface est développable .
65. La courbe à laquelle sont tangentes les génératrices d'une surface développable s'appelle Varêie de rebroussement de la surface.
La raison de cette dénomination consiste en ce fait que toute section plane de la surface présente un point de rebroussement au point de rencontre deTarête de rebroussement et du plan.
Pour le démontrer, prenons ce point pour origine, pour axe Oz la tangente à la courbe en ce point, et pour plan des xy le plan sécant.
Nous supposerons que les coordonnées x et y d'un point de la courbe sont fonctions de z ; alors, puisque Oz est la
tangente à l'origine, -r ^^ ^ sont nulles pour z = 0. dz dz
La tangente en un point quelconque de la courbe a pour
équations
dx
en coupant par le plan Z = 0, on a les coordonnées d'un point quelconque de la section en fonction de z :
dx
dz
^ -J " dz
Les paramètres directeurs de la tangente en un point de
cette section sont
riX _ d'x
dY
dz
'dz' '
ces deux quantités sont nulles pour 5 = 0, ce qui montre que Torigine est un point de rebroussement de la section par le plan des xy.
D'après ce qui a été dit plus haut, les plans osculateurs de Taréte de rebroussement sont tangents à la surface.
66. Si la surface développable est définie par deux équations
tangentielles,
nous avons vu au numéro 45 que son équation ponctuelle
s'obtenait en éliminant w, v, il\ r entre les équations (2) et
les suivantes :
ux-\-vy -h wz -f- H = 0, (3)
Or, l'équation (4) a été obtenue en supposant r constant ; on pourrait faire la même hypothèse pour l'une quelconque des variables ; on aurait ainsi l'équation
lu 1 V 1 IV
qui exprime que tous les déterminants à neuf éléments tirés du tableau qui figure dans le premier membre sont nuls ; cela ne donne, en réalité, que deux conditions, et ces conditions entraînent la condition (3).
On peut donc dire que Téquation ponctuelle de la surface est obtenue en éliminant m, u, w^ r entre les équations (2) et (5).
Les deux équations (5) sont alors les équations de la génératrice suivant laquelle le plan (w, u, w^ r) touche la surface ;
SURFACES DÉVELOPPABLES 95
cette droite joint les deux points qui ont pour coordonnées homogènes f'^, fv, f'w, f'r et cp'^, cpi, ^'^, ^l, c'est-à-dire les points de contact du plan avec les deux surfaces représentées par les équations (2).
Ainsi, quand une surface développable est définie par les plans tangents communs à deux surfaces, les génératrices de cette développable sont les droites qui joignent les points de contact sur les deux surfaces de chaque plan tangent commun.
On dit que cette surface développable est la développable commune aux deux surfaces représentées par les équations (2) ; et, d'après ce qui précède, cette développable est circonscrite aux deux surfaces ; elle touche chaque surface suivant une courbe, lieu géométrique sur cette surface des points de contact des plans tangents communs.
Il peut arriver que Tune des équations (2) représente une courbe, il peut même se faire que toutes deux représentent des courbes ; on dit alors que la développable est commune à une surface et à une courbe, ou à deux courbes.
Il résulte, des considérations précédentes que si un plan (m, t\ w, r) est tangent à la développable définie parles équations (2), la génératrice de contact est représentée par les équations
UcpL -h Vo; -i- ^No'^ H- R?; = 0.
67. Classe d'une surface développable. — On appelle classe d'une surface développable le nombre de plans tangents qu'on peut lui mener par un point arbitraire de l'espace.
Si la surface est définie analytiquement par deux équations tangentielles, algébriques et entières, la classe de la surface est égale au produit des degrés de ses deux équations.
En effet, les plans tangents menés à la surface par un point (^0» yo> ^o) seront déterminés par les équations
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uxo -h vyo -\- wzo -H 7' = ;
le nombre des solutions est égal au produit des degrés des fonctions /* et cp.
68. Étant donnée une surface, il existe une infinité de surfaces développables qui lui sont circonscrites ; on peut, en effet, imaginer une ligne quelconque tracée sur la surface et l'ensemble des plans tangents à la surface en tous les points de la ligne ; ces plans tangents enveloppent une surface développable (car ils ne dépendent que d'un seul paramètre), qui est circonscrite à la surface donnée en tous les points de la ligne, car la caractéristique de chaque plan tangent passe par le point de contact.
D'ailleurs, ces développables peuvent être définies analytiquement en adjoignant à l'équation tangentielle de la surface donnée une seconde équation choisie arbitrairement.
Comme exemple, considérons une surface S,
et un plan P(mo, Vo, «^o, ^o); imaginons la développable circonscrite à la surface S en tous les points de la section par le plan P.
Un plan tangent à la surface S sera tangent à la développable si son point de contact est dans le plan F, c'est-à-dire si l'on a
Il en résulte que la développable circonscrite cherchée est définie par les équations
t^ofu -f- vofv -H Wof^ -H rof'r = ; elle est de classe m{7n — 1) si la surface est de classe m.
Si le plan P est le plan de l'infini, la surface développable circonscrite à la surface S est ce qu'on appelle la développable asymptote ; elle est définie par les deux équations
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fr =0.
Nous reviendrons sur ces notions dans la suite.
Soit une surface développable définie par les équations
cp(M, v,w,r) = 0; il est clair que si Ton combine ces équations d'une manière quelconque, on obtient l'équation d'une nouvelle surface circonscrite à la développable.
Si l'équation obtenue représente une courbe, cette courbe rencontrant toutes les génératrices de la surface sera située sur la surface développable.
Par exemple, si on élimine w entre les équations précédentes, on obtient une équation
R(w, v^ r) = 0, qui représente une courbe dans le plan des xy, section de la surface par ce plan.
On aurait, d'une manière analogue, les sections de la surface par les autres plans de coordonnées.
Enfin, si l'on élimine r entre les deux équations, on aura l'équation de l'intersection de la surface par le plan de l'infini.
70. Si l'une des équations qui définissent une surface développable est du premier degré, tous les plans tangents à la surface passent par un point fixe; cette surface est alors un cône ou un cylindre selon que. le point est àdistance finie ou infinie.
Étant donnée l'équation d'une surface non développable,
le cône circonscrit à la surface et ayant pour sommet le point (0?, y, z, t) aura pour équations tangentielles f{u, V, w, r) = 0, ux -^ vy -^ wz -^ rt =^ 0.
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Si le sommet est à l'origine, ses équations deviennent
en faisant r = dans la première équation, elle se transforme en une équation homogène en w, v^ w^
0{Uy V, iv) = 0,
qui représente une courbe à l'infini, trace du cône sur le plan de rinfini.
On aura Téquation ponctuelle de ce cône en appliquant la méthode générale indiquée plus haut (66), c'est-à-dire en cherchant le lieu engendré par les génératrices.
On éliminera pour cela w, v, w entre les équations
I u f V fxv
ux-hvy -^ ivz = 0.
On remarquera que les calculs sont les mêmes que si l'on voulait obtenir, en géométrie plane, l'équation ponctuelle d'une courbe dont on aurait l'équation tangentielle (voir Première Partie, n'» 31).
Ainsi, étant donné le cône de seconde classe défini par les équations
au^
• a"w^ -h "^bvw H- "^b'wu -h ^b"nv = 0,
son équation ponctuelle est
ou
{^a'a!' — b')x' -+- {a"a — b")if -h (aa^ — b"'y + %b'b" — ab)xjz
+ 2{b"b — a'b')zx -h %bb' — a!'b")xy = 0.
Réciproquement, étant donnée l'équation ponctuelle d'un
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cône ayant pour sommet T origine,
f{x> 2/, 2) = 0, la condition pour qu'un plan soit tangent à ce cône, s'obtient en éliminant a?, t/, z entre les équations
UX -^V]J'\-WZ = 0,
et enjoignant au résultat de l'élimination la condition
Les équations tangentielles du cône
sont
Il y a, comme on le voit, la plus grande analogie entre la théorie des coniques et celle des cônes du deuxième degré.
Si dans les équations du n° 70 on suppose t = 0, les
équations
ux-\-vrj-\- wz =
définissent le cylindre circonscrit à la surface
et dont les génératrices ont pour paramètres directeurs
Ainsi les équations
représentent le cylindre circonscrit à la surface parallèlement à Ox, et par suite, l'équation
/•(O, V, m;, r) = est l'équation tangentielle de la trace de ce cylindre sur le
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plan des yz^ c'est-à-dire du contour apparent de la surface sur
ce plan.
Si l'équation
représente une courbe, Téquation
/•(O, V, tv, r) =
est l'équation tangentielle de la projection de cette courbe sur le plan des ys, la projection étant faite parallèlement à O.C.
73. Exercice. — Étant donnés une quadrique^ un plan P, et itn point A dans ceplan, trouver le lieu des sommets des cônes circonscrits à la quadrique et tels que la section de chacun de ces cônes par le plan P admette pour foyer le point A.
(Concours général^ 1875.)
Je prends pour axes des x et des y deux droites rectangulaires quelconques passant par le point A et situées dans le plan P, Taxe des 3 étant arbitraire.
L'équation tangentielle de la quadrique est
f{u, V, to, r) = au^ + a'v^ + a"w^ -f- ^hvw -H 2b'wu-{-2b''uv + 2cur
c'vr 4- 2c"wr -+- dr
Soit (a, ^, y) un point du lieu ; le cône circonscrit ayant pour sommet ce point a pour équations
f{u, V, w, r) = 0, Ma -h tJ^ + loy 4- î' = 0.
En éliminant w entre ces deux équations, on aura Téquation tangentielle de la section de ce cône par le plan des xy ; on obtient
-/ wa-f-u|i-hr \ ru, t?, ^7^- » r\z=0.
On aura le lieu en exprimant que cette conique a pour foyer l'origine, et il suffit pour cela d'écrire (voir Première Partie, n° 147) que le coefficient de u^ est égal au coefficient de v^ et que le coefficient de uv est nul.
On obtient sans difficulté les équations suivantes :
a"(a2 — p2) _ 26'aY 4- 26^y 4- (a — a^ = o, a'^a^ - ba^ — b'<^y 4- b'y = 0, de telle sorte que les équations du lieu sont
ar{x^ — î/2) _ 2h'xz -4- 2hyz -f- (a — a')z^ = 0, a"xy — hxz — h'yz + Vz^ = 0.
Ces deux équations représentent deux cônes du deuxième degré ayant pour sommet l'origine ; il en résulte que le lieu se compose de quatre droites passant par le point A.
Deux de ces droites seulement sont réelles; car si on coupe les cônes par le plan z = /i, on obtient deux hyperboles équilatères concentriques et telles que les asymptotes de l'une soient bissectrices des asymptotes de lautre, et ces deux courbes n*ont que deux points réels communs.
74. Principe de dualité. — De même qu'en géométrie plane, on aperçoit toute Tanalogie qui existe entre les formules relatives aux coordonnées tangentielles et celles de la géométrie ponctuelle. On peut répéter presque textuellement ce que nous avons dit au numéro 50 de la Première Partie de cet ouvrage.
Imaginons une propriété quelconque relative à une figure de Tespace composée de points, de droites, de plans, de lignes et de surfaces quelconques ; cette propriété s'exprime par une ou plusieurs relations entre des coordonnées de points (a?, î/, s, t) et des coordonnées de plans (w, y, ti\ r). • Changeons la signification de ces quantités dans les mêmes relations, c'est-à-dire supposons que les lettres a?, y, z, t représentent des coordonnées de plans, et que les lettres w, v, w, r représentent des coordonnées de points ; aux équations ainsi modifiées correspondra une nouvelle propriété qui se rapportera à une autre figure, et l'on dira que cette propriété est corrélative de la première.
Cette simple remarque nous permet de doubler chaque théorème de géométrie de l'espace, et le principe qui permet ce dédoublement, est ce qu'on appelle le principe de dualité.
75. Il est évident que la première propriété se déduit de la seconde par le même procédé, c'est pour cette raison que l'on dit que les deux propriétés sont corrélatives, ainsi que les deux figures auxquelles se rapportent ces propriétés.
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D'après cela^ à un point ayant pour coordonnées a, b, c, d
appartenant à Tune des figures correspond dans l'autre figure
un plan qui a pour coordonnées a^b, c, d, c'est-à-dire dont
l'équation est
ax+by-^ cz-\-dt = 0.
Théorème. — A des points situés dans un plan correspondent des plans passant par un même point.
Considérons en effet l'équation
ux -h vy -^ wz -{- rt =
qui exprime que le point (x, t/, z, f) est dans le plan (u, v, w, r).
Si l'on suppose que u, u, iv^ r restent fixes et qu'on fasse varier x, y, s, t d'une manière quelconque, on aura une infinité de points situés dans un plan.
Changeons la signification de ces coordonnées ; l'équation qui précède exprimera que tous les plans qui ont pour coordonnées Xf t/, z, t passent par le point fixe (w, v, tv, r).
On voit [en même temps que le plan dans lequel sont les points correspond au point par lequel passent les plans correspondants.
Théorème. — A des points situés en ligne droite correspond dent des j)lans passant par une droite.
Soient deux points A(x, y, z, i) et M[x\ y\ z', t') ; tout point de la droite AA' a pour coordonnées x -+- Xa:', y -f- Xy', z -+- Xz' et t-h If.
Changeons la signification des coordonnées; aux deux points A et A' correspondent des plans P et P', et tout plan dont les coordonnées sont x + Xar', y -h X?/', z-hlz' et /h- X^ passe par l'intersection de P et de F.
Le théorème est démontré.
D'après ce théorème nous pourrons dire qu'à une droite correspond une droite, mais il faut entendre par là qu'à tous les points de l'une correspondent tous les plans qui passent par l'autre.
A un point quelconque de l'une des droites correspond un
plan et un seul passant par l'autre; il y a donc entre les points de la première droite et les plans de la deuxième une relation homographique ; par suite quatre points quelconques de la première droite ont un rapport anharmonique égal à celui des quatre plans correspondants qui passent par la seconde.
76. Au plan de Tinfini correspond Torigine des coordonnées ; à une droite située dans le plan de Tinfini correspond une droite passant par l'origine, etc.
Il en résulte qu'à des plans parallèles correspondent des points en ligne droite avec l'origine ; à des droites parallèles correspondent des droites situées dans un même plan avec l'origine, etc.
77. On peut enfin remarquer qu'un point et un plan correspondants sont pôle et plan polaire par rapport à la quadrique
car le plan polaire d'un point (x, t/, z, t) par rapport à cette quadrique a pour équation
Xa? -f- \ij H- Zs -h T< = 0,
et par conséquent les coordonnées de ce plan sont égales aux coordonnées de son pôle.
Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, cette quadrique est une sphère imaginaire dont le carré du rayon est égal à — i ; le plan polaire d'un point A est perpendiculaire à la droite OA, il rencontre cette droite en un point B situé par rapport au point du côté opposé au point A, et le produit des longueurs OA et OB est égal à i.
Il en résulte que si deux plans font un certain angle, les deuîf points correspondants sont vus de l'origine sous un angle égal ou supplémentaire.
Les considérations qui précèdent nous permettent de transformer les propriétés des figures rectilignes, composées uniquement de points, de droites et de plans.
78. Exercice. — Proposons-nous de transformer la propriété bien connue qui suit :
Bans tout trièdre les plans passant par chaque arête et perpendiculaires à la face opposée passent par une même droite.
Aux trois faces Pi, P2, P3 du trièdre correspondent trois points Al, A2, As; aux arêtes du trièdre correspondent les trois côtés du triangle A1A2A3.
A un plan quelconque P pussantparTarète^ intersection de P2 et Ps, correspond un point A siluésur le côté A2A8. Si le plan P est perpendiculaire au plan Pi, les droites joignant l'origine des coordonnées aux points A et Ai seront perpendiculaires ; il en résulte que le point A sera à l'intersection du côté A2A8 et du plan mené par le point perpendiculairement à OAi.
Les trois points analogues au point A seront en ligne droite et on pourra énoncer le théorème suivant :
Etant donnés un triangle et un point dans Vespace, si Von considère les trois points obtenus en prenant V intersection de chaque côté du triangle avec le plan passant par le point et perpendiculaire à la droite joignant le point au sommet opposé du triangle^ ces trois points sont en ligne droite.
79. Étant donnée maintenant une surface appartenant à la première figure et ayant pour équation ponctuelle
il lui correspond dans la seconde figure une autre surface ayant pour équation tangentielle
/*(«, V, îv, r) = 0. (S)
Aux points de la surface S correspondent les plans tangents de la surface S.
Le degré d'une surface est égal à la classe de la surface correspondante.
Il y a réciprocité^ c'est-à-dire qu'aux plans tangents de la surface S doivent correspondre les points de la surface S.
En effet, le plan tangent en un point A(a?, y, z, t) de la surface S a pour équation
XA + Y/';, + Z/-l-+-T/"; = 0;
à ce plan correspond le point qui a pour équation tangentielle
en supposant w = a?, v = y^ w = z^ r = t.
Or ce point est le point de contact du plan tangent (m, v, w, r) à la surface S.
80. Cas particulier. — Supposons que la surface S soit du deuxième degré, la surface S est de deuxième classe, ces deux surfaces sont des quadriques.
Si d'un point [xq^ ?/o, Zq, to) on mène des plans tangents à la quadrique S, on sait que les points de contact de ces plans sont situés dans le plan
Corrélativement, si Ton prend Tintersection de la quadrique S avec un plan (wo, Vq, Wq, n), les plans tangents aux points de rencontre passeront par un même point ayant pour équation
De même, si les coordonnées (xi, yi, Zj, ti) et (arj, î/2, 22, ^2) de deux points Ai et Aj vérifient la relation
on sait que la droite joignant ces deux points rencontre la quadrique en deux points conjugués jharmoniques par rapport à Al et A2.
Corrélativement^ la relation
Uifu^ -h vif[.^ -4- ivifl,^ H- Vifi.^ =
exprime que les plans tangents menés à la quadrique S par l'intersection des deux plans Pj (wi,ui,i^,, r,) et ï*2{u2,V2^W2^r2) sont conjugués harmonique.s par rapport à Pi et Pg.
Supposons que la surface S soit un cône ; alors tous les
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plans tangents à ce cune passent par un môme point, qui est le sommet du cône.
Il en résulte que tous les points de la surface corrélative S sont dans un même plan, et par suite Téquation
représente une courbe plane.
Ce résultat peut encore être établi en remarquant que si l'équation
représente un cône, le premier membre /"(a?, ?/, z, t) est fonction de trois fonctions linéaires ; il en sera de même de f{u^ V, iv^ r), ce qui montre (37) que l'équation
représente une courbe plane.
82. Plus généralement, supposons que la surface 1 soit une surface développable ; alors les coordonnées de ses plans tangents sont fonctions d'un seul paramètre. A tous ces plans correspondent des points dont les coordonnées sont fonctions d'un seul paramètre ; donc tous ces points sont situés sur une courbe, et l'équation
f{n^ V, îv^ r) =
est l'équation tangenlielle de cette courbe.
On peut d'ailleurs trouver la condition analytique pour qu'une surface soit développable.
L'équation du plan tangent en un point d'une surface est
en posant .
âz âz
Pour que le plan tangent ne dépende que d'un seul paramètre, il faut et il suffit que les trois quantités
p, q, z^px—qy
soient fonctions de Tune d'entre elles, c'est-à-dire que Ton ait
z—px — qy = f{p),
On en déduit, en appliquant le théorème du numéro 47, la condition bien connue
\dxdy) ~~'âx^ ' liy^ ~
Si cette condition est remplie, et si l'on considère l'équation
tangentielle
qui définit w comme fonction de u et de i; (en suppo^ sant r constant), on aura
[ôûdv/'^'dîiF ' ~dv^ ~~ ' et par suiteréquationtangentiellereprésenteraunecourbe(47).
83. Nous obtenons ainsi un résultat fondamental. A une surface développable correspond dualistiquement une courbe gauche si la surface n'est pas un cône, et une courbe plane si la surface est un cône.
Aux plans tangents à la surface correspondent les points de la courbe ; à toute génératrice de la surface, intersection de deux plans tangents infiniment voisins , correspond une tangente à la courbe joignant deux points infiniment voisins; aux points de la surface correspondent les plans tangents à la courbe.
A l'arête de rebroussement de la surface correspond la surface développable engendrée par les tangentes à la courbe gauche ; aux points de l'arête de rebroussement correspondent les plans osculateurs de la courbe.
84. On peut encore remarquer qu'étant donnée une courbe définie par deux équations ponctuelles
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cp(x, 1/, z, t) = 0,
il lui correspond la surface développable définie par les deux équations langentielles
cp(t«, V, w^ r) = 0.
On a réquation tangentielle de la courbe (33) en éliminant a?, y, 2, t entre les équations
cp(x, y, z, ^) = 0,
et Ton a l'équation ponctuelle de la surface (66) en éliminant w, u, ii;, r entre les équations
f{u, V, IV, r) = 0,
il y a, comme on le voit, analogie complète.
Si Tune des deux équations (1) est du premier degré, la courbe est plane ; Tune des équations (2) est aussi du premier degré et la surface développable est un cône, dont le sommet correspond au plan de la courbe.
85. Dans le tableau qui suit et que nous empruntons à Clebsch*, on a mis en face les uns des autres les noms des figures qui se correspondent dualistiquement.
* Vorlesungen ûber Géométrie, Zweiten Bandes erster Theil, Leipzig,
Point.
Droite.
Ensemble de points en ligne droite.
Ensemble de points situés dans un plan.
Ensemble de droites situées dans un plan et passant par un point.
Ensemble de droites passant par un point.
Cône.
Génératrice du cône.
Plan tangent du cône.
Point du cône.
Surface non développable.
Tangente à la surface.
Plan tangent à la surface.
Courbe gauche.
Plan tangent d'une courbe gauche.
Tangente d'une courbe gauche.
Point d'une courbe gauche.
Droite rencontrant une courbe gauche.
Courbe gauche tracée sur une surface.
Courbe plane tracée sur une surface.
Plan.
Droite.
Ensemble de plans passant par une même droite.
Ensemble de plans passant par un même point.
Ensemble de droites passant par un point et situées dans un plan.
Ensemble de droites situées dans un plan.
Courbe plane.
Tangente de la courbe plane.
Point de la courbe plane.
Plan tangent de la courbe plane.
Surface non développable.
Tangente à la surface.
Point de la surface.
Surface développable.
Point d'une surface développable .
Génératrice d'une surface développable.
Plan tangent d'une surface développable.
Tangente à une surface développable.
Surface développable circonscrite à la surface correspondante.
Cône circonscrit à la surface.
Application. — Étant donnée une quadrique
on sait que l'équation du cône circonscrit à cette quadrique et ayant pour sommet le point (xo, î/o, 2o, U) est
Corrélativement, étant donnée la quadrique /*(w, u, w, r) = et le plan (wq, Vq^ Wq^ Tq), Téquation
est l'équation de la conique, section de la quadrique par le plan.
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On pourrait obtenir par un procédé analogue bien d'autres formules relatives aux coordonnées tangentielles ; nous n'en dirons pas davantage sur ce sujet, et dans les chapitres suivants nous établirons directement toutes les formules aumoyen des coordonnées tangentielles.
EXERCICES ET NOTES
1. Trouver les équations tangentielles d'un cône de révolution tangent à trois plans (wi, t?i, loi, n), («2, t?2, w?2, ^2) et (M3, ^s, w?3, r-i).
Pour qu'un plan
ux -^ vy -\- W2 -^ r =
soit tangent à ce cône, il faut d'abord qu'il passe par le sommet, c'est-à-dire par le point de rencontre des trois plans, ce qui donne la condition
t/i Vi wi ri Uî Vi ICi r-y
Uo t?3 103 n
En outre, nous écrirons qu'il existe une droite faisant le même angle avec les quatre plans ; si /, m, n désignent les paramètres directeurs de cette droite, on aura
ul-h'om-i-
îiil-j-Vim-\- i
U'il + vim -\- \
usl -+- vzm 4- i
On en déduit
wn =z sin ^^l'^ H- m^ -+- n- v^u=^ -h v^ -\- to%
<oin = sin 0^//^ -+- m^ -+- n^ sju\ -f- t?J -H w\,
D-in = sin ^\/l'^ + m^ -f- n^ )Ju\ jozn z= sin Oy^/^ ^ „^2 _^ ^2 ^^-i
+ t?^ + io|, -hvl-j-wl.
u V w sju^ + r^ H- 10^ Ui vi iCi ^u'l-{-vi-^wl
U-i t?2 W± \lul-^v\-\-wl
Us t?3 W?3 s/ui-hVl-hwi
Les équations (1) et (2) sont les équations tangentielles cherchées. Dans l'équation (2) les radicaux peuvent avoir un signe quelconque ; on en conclut qu'il y a quatre solutions.
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2. Trouver l'enveloppe d'un plan mené perpendiculairement à Vextrémité d'une droite passant par un point fixe, lorsque cette extrémité décrit une circonférence.
On écrit que la projection du point fixe sur un plan quelconque est sur la circonférence.
3. La surface développable qui a pour arête de rehroussement une courbe gauche unicursale d'ordre n est elle-même d''ordre 2n — 2. Sa classe est égale à 3(n — 2).
4. Trouver le lieu des sommets des cônes circonscrits à une quadrique et qui sont coupés par un plan suivant des cercles ; trouver aussi Venveloppe des plans de contact des cônes et de la quadrique.
Supposons que la quadrique soit un ellipsoïde ; menons par le centre un plan parallèle au plan donné, et prenons pour axes des x et des y les axes de la section du plan et de l'ellipsoïde ; enfin pour axe des z prenons le diamètre conjugué de ce plan par rapport à la surface.
L'équation ponctuelle de Tellipsoïde sera
a^ 0^ c* et son équation tangentielle
Le cône circonscrit à cette surface et ayant pour sommet un point M [x, y, z) a pour équations tangentielles
a^u^ 4- hH^ -\- c^w^ — r2 =r 0,
ux-\-vy -\-wz -\-r = 0,
et sa trace sur le plan xOy a pour équation tangentielle (69)
(«21/2 _^ ^2^2 _ ^2) -2 _^ ^2(1(07 -+- Vy -+- r)2 = 0.
Les axes Ox et Oy étant rectangulaires, pour que cette équation représente un cercle il faut qu'on ait (Première Partie, Géom, plane, n" iOl)
c'*xy — (c^ — Z')c^xy =z 0, ou, comme z ne peut être nul,
xy = 0.
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Le lieu se compose d'une ellipse et d'une hyperbole dont les équations sont
Soit ux -\- vy -\- wz -\- r = le plan de contact du cône et de l'ellipsoïde ; nous allons écrire que le pôle du plan par rapport à la surface est sur l'une des courbes trouvées plus haut.
Les coordonnées du pôle sont déterminées par les équations
on obtient donc
et
c2io2 _ r2 z
u = 0, Ces deux systèmes représentent deux cylindres dont les génératrices sont parallèles aux axes des y et des œ ; le premier a pour directrice une ellipse et le second une hyperbole.
5. Lieu des sommets des cônes circonscrits à une quadriqtie et qui coupent un plan donné suivant une ellipse d'aire donnée. Enveloppe de la courbe de contact^ et lieu des cerUres des ellipses.
Démontrer qu'étant donnée la droite
abc où X, y, 2, a, by c sont fonctions d'un paramètre, la condition nécessaire et suffisante pour que cette droite engendre une surface déve-
loppable est
abc
7. Étant donnée une courbe gauche, on peut déterminer la surface développable dont cette courbe est l'arête de rebroussement.
Si l'on veut l'équation ponctuelle de cette surface, on cherchera le lieu engendré par la tangente ; si l'on veut au contraire les équa-
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lions tangentielles, on identifiera l'équation du plan osculateur à la courbe avec l'équation
lox + ry + M?J -t- r =: 0, et on éliminera le paramètre entre les relations obtenues.
8. Trouver les équations tangentielles de Vhélicoïde développahle^ c'est-à-dire de la surface engendrée par les tangentes menées à une hélice tracée sur un cylindre circulaire droit.
Les coordonnées d'un point de cette hélice peuvent s'exprimer en fonction d'une variable t de la manière suivante :
X =. a cos <, y = a sin f, z z= bt;
on en déduira aisément l'équation du plan osculateur et les équations tangentielles demandées.
9. Étant données trois droites dans V espace , il n'est pas, en général^ possible de construire un triangle ayant ses sommets respectivement sur les droites données et tel que chacun de ses côtés soit orthogonal à la droite passant par le sommet opposé. Faire voir que dans le cas où le problème est possible, il est indéterminé, et trouver l'enveloppe du plan du triangle.
Si Ton désigne par
a, ~ p, - Yt i*-^2, 3;
les équations d'une des droites, le point de rencontre de cette droite avec le plan
wa? H- ry 4- Mj^ 4- r = a pour coordonnées
ai + aipf, bi -\- Ptpi, Ci 4- YfPô
où l'on pose
uai -j- vb'x -h y^Ci + r
En écrivant que chaque côté du triangle déterminé par le plan est perpendiculaire à la droite qui passe par le sommet opposé, on obtient les trois équations
P2 P8_ Sgi(a2 — «s) __ «
_£8 pi S«2(a3 •— qi) _ f. \ .
Pl p2_ Sgs(fll fl^2) ç.
OÙ ron pose
et, par exemple,
2ai(«2 — «3) = ai(«2 — «3) -*- ?i(&2 — h) -+- yi(c2 — C3) .
En additionnant les trois équations obtenues, on a
Sgi(a2 — fl^a) S«2(a8 — ai) S^sC^i— C2) _ ^.
c'est la condition nécessaire et suffisante pour que le problème soit possible.
Si cette condition est remplie, le système (1) se réduit à deux équations ; il en résulte que le plan du triangle enveloppe une surface développable.
10. Etant données trois droites parallèles à un même plan ^ on considère tous les triangles dont les sommets sont situés sur ces droites et qui ont même centre de gravité G . Démontrer que les plans de ces triangles enveloppent un cône du second ordre,
11. Démontrer que les plans normaux à une courbe gauche engendrent une surface déceloppable et que les génératrices de la surface passent par les centres de courbure de la courbe .
12 . Nous nous proposons d'expliquer dans cette note pourquoi on a appelé surfaces développables les surfaces qui ont deux équations tangentielles.
On dit que deux surfaces sont applicables Tune sur Tautre lorsqu'on peut établir entre les points de ces deux surfaces une correspondance telle que deux arcs correspondants quelconques aient même longueur.
Les coordonnées a?, y, 2 d'un point M d'une surface S sont fonctions de deux variables indépendantes u et v ; si le point M décrit une courbe sur la surface, v est fonction de u,
V = f(u), et si s désigne la longueur de Tare de la courbe décrite, on a
ds^ z=dx^~^ dy^ + dz'^.
Or
- dx du ^
. dx = -rr- du 4- ~- dv ,
Ou do
dy = -T^du + -^ dv, [dv = f'(u)du]
Ou 00
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dz = -r— du + -7— dn , Ou Oo
d'où
en posant
ds^ =. Edu^ + 2Vdudv -h Gd1?^
dx dx dy dy dz dz
du do du dv du dv
Considérons une seconde surface Si et désignons par â?i, y^, zt les coordonnées d'un point Mi de cette surface.
S'il existe une correspondance quelconque entre les points de» deux surfaces, telle qu'étant donnés x, y, z, xi, y^, Zi soient déterminés, on pourra supposer que les coordonnées du point Mi soient fonctions des mêmes paramètres u, v que les coordonnées du point M ; et cela de façon que deux points correspondants des sur* faces soient définis par un même système de valeurs de u et v,
A une courbe décrite par le point M correspondra une courbe décrite par le point Mi ; l'arc Si de cette dernière sera déterminé par ds\ = dx\ -\- dy\ -k-dz\
mi
ds\ = Eida2 _,_ 2FirfMrft3 -h Gidr^,
p _. àxj dxx dyi dyi dzi dzi du do du dv du dv
Pour que les surfaces soient applicables Tune sur l'autre, on devra avoir, quelles que soient les courbes correspondantes,
ds^ = ds\, c'est-à-dire
Edu^ -h 2Fdudo + Gdo^ = Eidu^ + 2Fidudv -i- Gtdv^ ;
et comme cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la fonc-
dv tion f(u), et par suite quel que soit --r^ » on aura
E = El, F = Fi, G = Gi.
en posant
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Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les surfaces S et Si soient applicables Tune sur Tautre,
En particulier, pour que la surface S soit applicable sur un plan, il faudra qu'on puisse déterminer deux fonctions de u et de t?, a et p, qui seront les coordonnées d'un point du plan, et telles que Ton ait
d:^^ + dy^ + dz^ = doL^ + di^\
quelle que soit la valeur de -r— •
Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface soit applicable sur un plan est que cette surface soit dévelappable.
i^ La condition est nécessaire, — Supposons que la surface S soit applicable sur un plan ; on aura alors
dcc^ -h dy-^ + dz^ = d'y? 4- rfp« ;
on peut substituer aux variables m et i? les variables a et P; et comme Ton a
_ dx . dx .f.
il vient
, ds , àz ^
dz = -^d.+-^d^.
dx dx j dy dy ^ dz dz ^
Différentions ces trois relations par rapport à a et par rapport à
P ; on aura
dx d^x dy d^y ^ dz d^z ^ doL da2 "*" d% di? '^ d% d%^^ '
dx d^x dy d^y dz d^z ^ d^ di.^'^ d^ d^}^ d^ dT^" '
dx d^x dy d^y dz d^z
doL doid? ' dx doLd^ ' dx dxd? '
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dx d*x , dy
d*y dz d'z ^ doid? ' dp do^p '
dx d^x 1 dy
d*y dz ^dh _ dp^^d<t dp^-^'
dx d^x dy df>'d^^'^ dp
d^y dz dH „
d^x d^y d^z Les deux premières équations déterminent -r-j> j^ et -r-^ à un
facteur près en fonction des dérivées du premier ordre de x, y, z ;
,J en est de môme pour ^, ^ et -^^ et pour ^, ^,
^ ; on en conclut
doidp doLd?> dadp
et
d^x d^y dH
5^ _ d^ _ "MP d^x "~ d'y "" d^z W clp^ df'
On voit ainsi que le déterminant fonctionnel de deux quelconques
des fonctions -r— > -^> -r— est nul, donc ces trois fonctions sont doL doL doL
fonctions Tune de l'autre : il en est de même pour -tt- » -^ et -tt-
ap ap ap
Comme Ton a
dx
dx dy dy dz dz
ap '^ doL d^'^ doi dp " ' •
on voit que
ces six
dérivées dépendent d'un seul paramètre.
Or on a
dz dx dy da=-P-57 + « d.'
en posant
dz dx dy
dp=^dp+*ar
dz dz ^= dx' ^= dy'
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il en résulte que p et q sont fonctions de ce même paramètre ; on a
P = ?{qu
•et la surface est développable.
2^ La condition est suffisante . — Considérons une surface développable ; prenons un point P{x, y, s) sur Tarète de rebroussement, menons la tangente en ce point à celte courbe ; soit M(xi^ 1/1, zi) un point quelconque de cette tangente défini par la valeur l du «egment PM. Nous supposerons que a?, y, z sont exprimés en fonction de Tare s de Tarète de rebroussement ; nous désignerons par s(, ^, Y les cosinus directeurs de la tangente PM, en rappelant que Ton a
dx Q dy __ dz
1 __ doL^ -h d?^ 4- d^^ R^ "" ds*
R étant le rayon de courbure au point P de Tarête de rebroussement.
Les coordonnées du point M de la surface sont fonctions des deux paramètres 5 et ^ ; ce point décrira une courbe sur la surface
«i l est fonction de s,
Cherchons la différentielle de Parc de cette courbe. On a
â/i = 07 -f- Za,
Zi=: Z-h ^Y,
d'où
dcci = rfa? + adl 4- Ida,
dyi = rfy-f-pd/4-Zdp, dzi = rfj -h ydl 4- Id-^, Faisons la somme des carrés; on a
dsl = ds^ 4- dl^ 4- 2dsdl 4- l^dx^ 4- d?^ 4- d^^),
en remarquant que
adx 4- ^dy 4- "^dz = J.v,
ada 4- ^^^ 4- Y^T = <^»
darfa? + d^dy 4- c^Y^- = ^• On peut encore écrire
l^ds^ ds\ = (ds + dl)^^^^'
Posons
ds
J** ds
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et considérons les deux fonctions
A = / cos (j -h I cos <i ds,
B = ^ sin (T -+- / sm (sds\
on aura
ds dk = — /sindcïj-i-cos jc^^ + cos cds = cos <s{ds-\-dl) — Z sm œ —
ds dB = ^ cos (Td(T+sin (Tc?/-4-sin (sds = ^\n <s[ds -^ dl) -^ l cos j -5-;
en faisant la somme des carrés, il vient
c'est-à-dire
ds\ = dk^ 4- ^B2 ;
le théorème est démontré ; A et B désignent les coordonnées du point du plan qui correspond au point (xi, yi, ^i) de la surface.
On voit ainsi qu'une surface développable p eut s'appliquer ou se développer sur un plan ; le mot de développable est entièrement justifié (*j.
(*) Nous avons emprunté cette démonstration au Cours d'Analyse de M. £. Picard (tome I, p. 425).
ds'^ dk^ + rfB» = (ds -i- dlf + ^* jr »
Plans tangents par un point extérieur. — Considérons
d'abord une surface non développable ayant pour équation
tangentielle
Les plans tangents menés à cette surface par un point A(a, p, Y, S) seront déterminés par les équations f{u, V, w, r) = 0, )
«M -h pv 4- Y2^ -h Sr = ; )
il y aura une infinité de solutions ; tous les plans obtenus seront d'ailleurs les plans tangents au cône circonscrit à la surface et ayant pour sommet le point A.
Les équations qui précèdent sont les équations tangentielles de ce cône.
Si on élimine w entre les deux équations (1), on obtient Téquation tangentielle de la section du cône par le plan des xy (69) ; de même si on élimine r, on obtient Téquation
flu,v,w, ^ ^j=0, (2)
qui représente Téquation de la section d^i cône par le plan de rinfini.
Il en résulte qu'en adjoignant à l'équation (2) une équation
linéaire quelconque,
uol' -4- v^' H- wY -+- r^' = 0,
on obtiendra les équations tangentielles d'un cône parallèle au cône donné et ayant pour sommet le point (a', P', y', 8').
88. D'une manière générale, on peut obtenir aisément l'équation tangentielle de la section du cône par un plan quelconque Po (wo, vo, Wq, ro).
Pour qu'un plan P (m, v, w, r) soit tangent à la section, il faut que l'intersection des deux plans P et Po soit tangente à cette section, et pour cela il faut que par cette intersection on puisse faire passer un plan tangent au cône.
Les coordonnées d'un plan passant par l'intersection de P et de Po sont u -h Xw©, v -h /uo, w -h '^Wq^ r -+■ Xro ; il doit donc exister une valeur de X, telle que ces nombres vérifient les équations (1), c'est-à-dire telle que l'on ait
f{u -f- Xwo, V -H Xvo, w -h Iwo, r 4- Xr©) = 0, ol{u -f- Xmo) -+- P(v -f- Ivo) H- ^{w 4- Iwo) -h 8(r -h Xro) = ; de la deuxième on tire
"" ai/o H- P^o -h ^Wo -t- 8ro ou
X = — ^, Ao
en posant, pour simplifier l'écriture,
A = otw H- ^v -f- Y"' -+■ ^''» Ao = oLUo -f- ^Vo-^yWo -f- 8ro.
En transportant cette valeur de X dans la première équation, on a
J Aieo Auo -Awo Aro\
\ Ao Ao Ao Ao /
équation tangentielle de la section du cône par le plan Po.
89. Équation ponctuelle du c^De circoDscrit. — Considérons un plan tangent au cône dont les coordonnées vérifient les équations (1) ; ce plan touche la surface donnée en un point
dont les coordonnées homogènes sont /"«, /"i, /ï,, f'r. Enjoignant ce point au sommet A, on a la génératrice de contact du plan et du cône.
Les coordonnées a?, y, z, t d'un point quelconque de celte génératrice seront données par les relations
pip = A -+- ^«^
PV = A + ^f, , (3j
pz = /;i -h Xy, i
En éliminant w, t;, w, r, X, p entre les équations (1) et (3), on aura l'équation ponctuelle du cône circonscrit.
En multipliant les équations (3) respectivement par m, u, w^ r, on reconnaît que l'équation
peut se remplacer par l'équation
Mj? 4- î^î/ H- wz -H rf = 0.
90. Examinons le cas particulier où la surface donnée est de deuxième classe, son équation étant
/*(m, V, w^ r) ^ au^ -+- a'v^ -+- aV -+- 2bvw -+- 2b'wu -+- ^b"uv
-+- ^cur -h 2c' vr -f- ^c''wr h- dr^ = ;
on doit éliminer m, u, m;, r, X, p entre les équations
au H- ^"1; -h b'w -h cr 4- Xa — px = 0,
^"w 4- a'u -f- ^^^ -h cV -+- Xp — py = 0,
b'u -h bv-h a"w -+- c''r -H X^ — pz = 0,
eu 4- c'u -h c*2^ H- rfr -h XB — p< = .0,
au 4- Pu H- Yi(; -h Sr = 0,
xw 4- î/v 4- z!^ 4- fr = 0.
On obtient immédiatement comme résultat de l'élimination
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équation du deuxième degré en a?, tj, z, t qui est l'équation ponctuelle du cône circonscrit.
Cette équation est la condition pour que la droite qui joint les deux points (a, p, y, 8) et (o?, y, z, t) soit tangente à la quadrique donnée.
Tous ces résultats sont visiblement applicables au cas où
l'équation donnée,
f{u, Vy w, r) = 0,
représente une ligne au lieu d'une surface.
91. Équation de la courbe de coDtact. — Le cône circonscrit à la surface S et ayant pour sommet le point A touche cette surface en tous les points d'une courbe ; nous nous proposons d'obtenir Téquation tangentielle de cette courbe.
Soient m, t?, t/?, r les coordonnées d'un plan tangent au cône ; ces nombres vérifient les équations
/•(m, 1?, uj, r) = 0, aw -i- ^r -h Y"? 4- ôr = ; le point de la courbe de contact situé dans ce plan a pour coordonnées / u» / t>> /tu» /r»
Soit Po(t^, t?o, too, >*o) un plan tangent à la courbe de contact en ce point ; on aura d'abord
«oA + ^o/*t 4- lOoA 4- nf'r = ; (4)
en outre il faut écrire que ce plan contient la tangente à la courbe de contact, ou, ce qui revient au mème^ quMl contient le point de la courbe infiniment voisin.
On peut considérer u, v, w comme fonctions d'un paramètre et r comme constant ; on différentiera la relation (4) par rapport au paramètre ; en désignant par u', i?', w' les dérivées de u, t?, w?, on a
+ w'iuofutv -h vof'iu, -i- wofU + roM = ; (5)
124 COORDONNÉES TANGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE
u\ v\ w' vérifient d'ailleurs les équations suivantes :
%u' + P^' 4- yto' = 0, obtenues en différentiant les relations (1).
On peut tout d'abord éliminer u\ v\ w' entre (5) et (6) ; on obtient Téquation
On aura alors Téquation de la courbe de contact (wo, vo, too, ro désignant les coordonnées courantes) en éliminant u, u, to, r entre les équations (1), (4) et (7).
Dans le cas où f(u, v, w, r) est du deuxième degré, la relation (4) peut s'écrire
(5) devient alors
et on doit éliminer w, t?, ic, r entre (1), (4) et la relation suivante :
/ u fv fw
L'élimination est relativement simple, car on a trois relations linéaires entre te, v, to, r.
92. Si Ton donne une surface développable définie par deux équations tangentielles
o(w, i\ w, r) = 0, on ne pourra mener à cette surface par un point A(a, p, y, S) qu'un nombre limité de plans tangents dont les coordonnées seront données par les équations précédentes et la suivante :
aw -h pw -h 7?^ 4- Sr = 0.
Le nombre des plans tangents qu'on peut mener à une surface développable par un point est, comme nous l'avons déjà dit, la classe de la surface.
On peut obtenir l'équation ponctuelle de l'ensemble de ces plans.
Soit M(a?, y, z, f) un point appartenant à Tun de ces plans
tangents ; écrivons que par la droite AM on peut mener un
plan tangent à la surface : il faut et il suffit que les quatre
équations
cp(w, V, w, r) = 0,
aw H- pv -h Y^^ -h Sr == 0,
xu -^ yv -^ zw -i- tr =z
aient un système de solutions communes en w, v, il\ r. En éliminant ces inconnues entre ces quatre équations, on aura réquation de l'ensemble des plans tangents.
93. Application. — Trouver Véquation de Vensemhle des plans tangents menés par un point (a, ^, y) à un cône ayant pour équation ponctuelle
Les équations tangentielles du cône sont
«2^8 _^ ^8^2 _ c2to2 = 0,
Ecrivons les équations
du -\- ^v -\- ^vo -\- r =1 0,
ux -\- vy -\- wz ~\- r =z 0,
et éliminons Uy v, w entre ces quatre équations. Les deux dernières donnent, en y faisant r = 0,
P^ — yy T^ — aj ay — ^ ' et en remplaçant dans la première, on a
«^(pî - Yt/;2 _|. ^(^a? — aj)2 — c*(at/ — paî)« = . il est aisé de vérifier que cette équation représente deux plans.
94. Plans tangents parallèles à une direction de droite donnée. — Désignons par a, p, y les paramètres directeurs de la direction donnée ; on peut considérer les plans parallèles à cette direction comme passant par le point à l'infini qui a pour coordonnées a, p, y^ 0-
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Nous sommes donc ramenés au problème résolu plus haut : il suffit, dans les calculs qui précèdent, de faire 8 = 0.
Si la surface n'est pas développable, c'est-à-dire n'a qu'une seule équation tangentielle,
on pourra lui mener une infinité de plans tangents parallèles à la direction donnée ; ces plans seront tangents à un cylindre dont les équations tangentielles seront
wa H- vp -♦- ?^Y = ^•
On aura comme on l'a vu plus haut l'équation tangentielle de la trace de ce cylindre sur un plan quelconque, l'équation ponctuelle du cylindre lui-même, l'équation tangentielle de la courbe de contact, etc.
Ces résultats s'appliquent au cas où Téquation
/*(«, u, îL\ r) = représente une courbe.
Ainsi le cylindre projetant cette courbe sur le plan des xy aura pour équations tangentielles
fyu, V, m;, r) = 0,
Sa trace sur le plan des xy aura pour équation
On voit donc que pour obtenir l'équation de la projection d'une courbe sur le plan des xy, il suffit de faire m; = dans l'équation tangentielle de la courbe.
96. Si la surface donnée est développable, on pourra lui mener un nombre limité de plans tangents parallèles à la direction donnée ; il sera aisé de former l'équation ponctuelle de l'ensemble de ces plans tangents.
97. Plans tangents par une droite. — Le problème n'est possible que si la surface n'est pas développable. Soit S une telle surface, ayant pour équation tangentielle
et soit une droite A définie par les équations de deux de ses>
points,
uxx -\- viji -h wZi -h r = 0,
i/a?2 -f- t?y2 + WZ2 -h r = 0.
Ces trois équations déterminent les coordonnées des planstangents menés par la droite à la surface.
Le point de contact d'un plan tangent a pour coordonnées^ Aï Aï A' A'» ^^ écrivant qu'un plan contient ce point
WoA -+- ^oA -+■ "^oA + ^o/*'r = 0,
et en éliminant w, v, w^ r entre les quatre équations écrites, on aura la condition pour que le plan (mo, Vq ^o, n) passe par Tun des points de contact, c'est-à-dire l'équation tangentielle de Tensemble de ces points.
On peut aussi avoir l'équation ponctuelle de l'ensemble de ces plans en éliminant w, v, w, r entre les équations
f{u, V, w, r) = 0, uXi -h viji -h WZi ^- rti = 0, uXi -H uj/2 -H ^^2 -H rti = 0, ux-r-vy -]- wz -\-rt = (S,
Des trois dernières on peut tirer des quantités proportionnelles à w, V, w^ r en fonction des coordonnées pluckériennes (a, ^, y» ^ wi, n) de la droite (22)
Zi
ti
Zi
Zt
= _X(P2-YJ/-//),
= — X(Yar — az — m<),
= — H^y — Poî — ni).
Xi 1/1 ti
OCf î/2 h
a?i yi Zi
X2 t/î Zi
En remplaçant w, u, m;, r par leurs valeurs dans Téquation de la surface, on obtient
f{^z — yy — It, Y^ — «2 — mt, oLy — ^x — nf, /x + my -♦- nz) = 0.
= — \{lx -h my -+- nz) .
98. Exercice. — Trouver V équation du complexe des droites par lesquelles on peut mener deux plans tangents perpendiculaires à un ellipsoïde.
Soit a^u^ + bH'^ -h c^w^ — r» =
réquation tangentielle de Tellipsoïde rapporté à ses axes.
L^équatioQ de Tensemble des plans tangents menés à cette surface par une droite A(a, % y» ^> ^> **) ^st a\^z — yy — Itf + b\^x --olz — mt)^ -f- c\9.y — ^a? — - nt)*
— {}x -f- my + n^)2 = 0,
Pour que ces deux plans soient perpendiculaires, il faut que la somme des coefficients de a?*, y^ et z^ soit nulle, ce qui donne
«2(^2 _,_ ^2) _^ Ô2(.^8 4. aS) _^_ c2(oi2 -f_ ^2) _ (^ 4. ^2 ^_ ^2) -- Q ;
c'est réquation cherchée.
99. Il est utile de rappeler ici que le nombre de plans tangents qu'on peut mener à une surface par une droite est égal au degré de Téquation tangentielle, et que ce nombre s'appelle la classe de la courbe.
100. Plaos tangents parallèles à une direction de plan donnée. — C'est un cas particulier de l'étude précédente ; il suffit de supposer que la droite donnée est à l'infini. Nous traiterons néanmoins la question directement.
Soit /*(w, u, !(;, r) =
réquation langentielle de la surface, et
réquation de la direction de plan.
Un plan tangent à la surface parallèle au plan donné aura une équation de la forme
UçfiC -4- VçiXf H- w^ H- X = 0,
où X sera déterminé par l'équation
f[Uo, Vo, tv^, >) = 0.
Supposons que la surface soit un ellipsoïde a^y} 4- ^2^'' + c^w^ — r» = 0.
On pourra mener deux plans tangents parallèles au plan
u^x + v^y-k-w^z = ; ces deux plans auront pour équations
i/oOî -4- Uo2/ -+- w^oz =t v^a^J -h bHl -h c^wl = 0. Dans le cas où la surface est un paraboloïde, pv^ 4- qw^ — 2i/r = 0,
on pourra lui mener un seul plan tangent parallèle au plan
donné, et son équation sera
pvl + qwl UqX -h Voy -h WqZ -\ = 0.
101. On peut obtenir Téquation tangentielle de Tensemble des points de contact de la manière suivante.
Écrivons qu'un plan (w, v^ lo, r) passe par le point de contact du plan tangent (le,,, Vq, m^o» ^) '» on aura
«Ao "»- ^Ao -+- ^Ao -*- ^A = 0,
avec la condition
f[u^, vo, Wo, X) = 0.
En éliminant X entre ces deux équations, on aura l'équation de l'ensemble des points de contact.
Si la surface est de deuxième classe, la première équation peut s'écrire
Uof'u -f- Vof'v 4- Wofio -H Ifr = 0, COORDONNÉES. — I 9
et le résultat de rélimination est
fl Mo, Vo, Wo, -p '- j =
ou
équation qui représente les deux points de contact; le premier membre est alors décomposable en un produit de deux facteurs.
Si le coefficient de w^ est nul, Tun des points est à Tinfini ; par conséquent, en écrivant que dans Téquation précédente le coefficient de w^ est nul, on a une relation entre Mq, Vq^ Wq qui exprime que ces quantités sont les coefficients directeurs des plans asymptotes. Cette relation est donc Téquation tangentielle de la section de la surface par le plan de Tinfini.
En y joignant Téquation d'un point quelconque, on a les équations tangentielles du cône des directions asymptotiques ayant pour sommet ce point.
Intersection d'une surface et d'un plan. — Soit
f{u, V, w, r] = l'équation tangentielle de la surface et u^^, vq, w^^ Vq les coordonnées du plan donné Pq.
Cherchons d'abord Téquation tangentielle de la section plane, c'est-à-dire la condition pour qu'un plan P(m, v, w, r) soit tangent à cette section. Il faudra pour cela qtfe la droite intersection des deux plans F et Pq soit tangente à la surface, ou que par cette droite on puisse mener à la surface deux plans tangents confondus.
Un plan quelconque passant par l'intersection de Pq et de P a pour coordonnées u + Xwq, v -+- X^o, tv -\- IîVq, r ■+■ Ir^ ; ce plan sera tangent si l'on a
f{u-\-luo, v-\-lvo, iv-\-liVo, r + Xro) := 0.
A chaque valeur de X, racine de cette équation, correspond un plan tangent passant par Tintersection de P et de Po ; pour que P soit tangent à la section de la surface par le plan Po, il faudra que cette équation en X ait une racine double ; on annu-
lera donc le discriminant du premier membre, et on aura l'équation cherchée.
Si la surface donnée est une quadrique, l'équation précédente s'écrit
f{u, V, W, r)-+-X(WoA-+- V«+^o/'i;+n/*r)+^Y(Wo, ^0, Wç,, Vq) = 0,
et pour que cette équation ait une racine double, on doit avoir (WoA -+- Vi -^ ^ofw -h ro/*rV — 4/*(w, V, w, r)f{uo, Vq, Wq, n) = 0, comme on l'a d'ailleurs déjà obtenu au numéro 86.
Cette équation représente une conique, dont on discutera plus loin la nature.
On peut remarquer tout de suite que si le plan donné est tangent, c'est-à-dire si f[uo, Vq, w^, r^) = 0, l'équation se réduit à
elle représente un point double, qui est le point de contact du plan tangent.
Ce résultat était à prévoir, car le plan coupe la surface suivant deux droites, et l'équation tangentielle d'une pareille section est la même que l'équation du point de rencontre de ces deux droites, ce point étant compté deux fois.
Si /*(w, u, m;, r) = représente une conique, l'équation précédente représente les deux points de rencontre du plan et de la conique.
La condition
{uof'u -h vof'v -+- wof'u} + roA)^ — -^A^j ^> w?, r)/*(ito, vq, wq, ro) = exprime que la droite intersection des deux plans P(w, i?, lo, r) et Po(wo, t?o, ico, ^o) est tangente à la quadrique.
Cette relation peut se mettre sous une autre forme en fonction des coefficients de Téquation ponctuelle de la surface,
o{x, y, z, t) = Aa;2 + Ay 4- M'z^ + 2^y2 + SB'jo? + 2Wxy-\-%Cxt
-h 20: yt -^ 20!' zt + D«2 z= 0.
Nous écrirong simplement que le plan tangent à la surface en un point commun aux deux plans contient la droite intersection de ces deux plans.
Si a?, y, z, t désignent les coordonnées d'un point commun aux
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deux plans, on a \
Xoi + Ycpi 4- ZTi + Tcp; = n{uX + i?Y + loZ -4- rT)
. + 2)/(t*oX 4- vqY + tcoZ + roT), d'où l'on tire, en égalant les coefficients de X, Y, Z, T, Ax -h Wy 4- B'j 4- C« — lu — X'wo = 0, B'a? 4- A'y 4- B« 4- G'* — Xi? — X'vo = 0, B'a? 4- By 4- A'z -+- Ct — Iw — l'wo = 0, 04- C'y 4- Cz 4- D* — Xr — XVo = 0.
On a aussi les conditions
ux 4- t?î/ 4- wz 4- r< = 0, woû? 4- ^oy 4- 1^0- 4- rot =: 0.
En éliminant œ, y, z, t, X, X' entre ces équations, on a
A B" B' G u ifo
B" A' B C V vo
B' B A" G" w wo
G G' G" D r ro
UQ Vo ico ro
Pour établir Tidentité des deux conditions, multiplions les éléments des quatre premières colonnes du déterminant respective-
ment par — f'u, — /*[., — /*4, -^ fr, et ajoutons ces produits
aux éléments de la cinquième colonne, après avoir multiplié ces derniers par —A, A désignant le discriminant de la fonction f{if, V, w, r).
Les quatre premiers éléments de la cinquième colonne sont alors nuls, car on a visiblement
-i-(AA+BYt4-Bri
Cf'r) = Aï/.,
BY; 4- Ar; + Bf[o 4- C'fr) = At
cy;) = Aïo,
-^(BTu + Bri + AYIc
Y i^fu + ^Tv -h CTw 4- D/-;) = Ar.
De même, multiplions les éléments des quatre premières colonnes
respectivement par — /"u^, — f'v^, — fw^, — fr^ et ajoutons
ces
produits aux éléments de la sixième colonne mu
ilUpliés par
Si Ton pose
H = ufi,^ 4- «Ao -+- ^Ao + ^f^o = ^o/"" + ^«/"i -+- ^oA + rof'ry
la relation s'écrit
GO
DO
wo
n — - H /•(Mo, «0, loo, ro)
ou
f{u,v,w,r) Y H — H /•(Mo, vo, m, ro)
et en supprimant le premier déterminant, qui est égal à A^, on obtient précisément la condition
Wio + ^f'^0 + ^/"î^-o -^ ^Ao^'^ — ^A^» ^y ^y ^)/'(«*o, i?o, w?o, ro) = 0.
Corrélativement^ la condition pour que les deux points (a;, y, j, *), (^0» 2/o> -2^0» *o) soient situés sur une tangente à la quadrique, ou encore l'équation du cône circonscrit de sommet {xq, i/q, ^o» 'o) peut s'écrire indifféremment
(^io + y?lJo + -?io + ^?'o)^ — ^?(^» y» -> 0?(^0, yo, 30, to) =
ou
b' b a' c" z zçs c c' c" d t ta
xo 2/0 ^0 <o
Cette dernière éqi
lation a été obtenue dir
ectement au numéro 90.
104. Plans tangents en tous les points d'une section plane. ^
U suffira d'écrire que le point de contact d'un plan tangent est situé dans le plan sécant donné.
On aura donc pour déterminer ces plans tangents les deux
équations
^tofu H- Vofv -H ^^oA + '^ofr = ; elles admettent une infinité de solutions.
Si Ton y considère k, v, w, r comme des coordonnées courantes, ces équations représentent une surface développable qu'on appelle la développable circonscrite en tous les points de la section plane.
Si la surface donnée est de m* classe, les équations écrites plus haut sont de degrés m et m — 1, la développable circonscrite est de classe mlm — 1).
Dans le cas particulier où le plan est à Tinfîni, la développable circonscrite correspondante est la développable asymptote ;
ses équations sont
Si la surface est de deuxième classe, la développable circonscrite est un cône qui a pour sommet le point
(/ «0» Ao» /««o' trQ)>
car la deuxième équation peut s'écrire
On retrouve ainsi une propriété bien connue des quadriques : Les plans tangents en tous les points d'une section plane passent par un même point ; ce point est appelé le pôle du plan ; c'est le sommet du cône circonscrit à la surface le long de la section plane considérée.
Si le plan est à Tinfini, le cône circonscrit est le cône asymptote ; ses équations sont
Cette seconde équation, /*/ = 0, est l'équation du pôle du plan de l'infini, c'est-à-dire l'équation du centre. Il est utile de bien retenir le résultat qui suit : Si un plan
(mq, Uq, Wq^ ro) est tangent à une quadrique ayant pour équation
f{u, V, w, r) = 0, l'équation du point de contact est
Si le plan n'est pas tangent, cette dernière équation représente le pôle du plan. Les coordonnées de ce point sont Aoî Ao^ Ao' Ao' ®* ^^^ équation peut aussi s'écrire uofu -+- î^o A + ^ofw -h ro A = .
Dans le cas où Téquation
f(u, V, w^ r) •= représente une courbe, un plan quelconque la coupe en un nombre limité de points ; les deux équations
Uofu H- VoA -+- ^oA + ^oA = ^ admettent comme solutions les cordonnées de tous les plans qui passent par les tangentes à la courbe aux points considérés ; on peut dire alors que ces deux équations représentent un certain nombre de droites.
Si l'équation de la courbe est du deuxième degré, les équations
représentent les asymptotes de la conique.
106. Supposons maintenant que l'on ait à déterminer l'intersection d'un plan Po(uo, Vq, Wq^ r^) avec une surface développable définie par les équations tangentielles
Pour qu'un plan P(m, v, w^ r) soit tangent à la section plane, il suffît que la droite intersection de P et de P^ soit tangente à la surface, autrement dit que par cette droite on puisse mener un plan tangent à la surface. La droite touchera alors la sur-
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face au point de rencontre de cette droite et de la génératrice de contact du plan tangent.
Un plan passant par l'intersection de P et de P^ a pour coordonnées mh-Xw„, u-^-Xvo, w -{-"kw^^ r-^Xro] le plan sera tangent à la surface si Ton a
f{u -h Xmo, V + Ivo, w -+- \Wo, r H- \ro) = 0, «P(m-+-Xko, u + Xuc, w-hy^îVo^ r-hXro) = 0.
En éliminant X entre ces deux équations, on aura l'équation cherchée.
Cette méthode a déjà été exposée au numéro 88 dans le cas particulier où la surface développable est un cône. Si le plan donné est le plan des xy, on aura
Uq =vo = ro = 0, et on devra éliminer X e'ntre les équations
f{u, V, w + lwo^ r) = 0, cp(w, u, w-h Xm^o, ^O = ; cela revient à éliminer w entre les deux équations de la surface, comme nous l'avons vu au numéro 69.
Tout plan tangent touche la surface en tous les points d'une génératrice ; on peut donc considérer ce plan comme ayant son point de contact dans le plan sécant donné au point de rencontre avec la génératrice.
107. Inlerseotion d'une surface el d'une droite. — Soit la surface
et une droite a définie par l'intersection de deux plans
Pi(wi, V,, Wi, r,) et P2(Wî, ^2, W2, n).
Cherchons les plans tangents aux points de rencontre de la
droite et de la surface.
Si le, V, w^ r sont les coordonnées d'un de ces plans, on
aura les équations
f[u, Vy w, r) = 0,
Uifu 4- V,f, -h W,fL -4- nf'r = 0, Uifu + Vif',, + W^fL -+- Tif'r = 0,
ces deux dernières étant obtenues en écrivant que le point de contact du plan tangent est situé dans le plan Pi et dans le plan P2.
Les trois équations précédentes déterminent les plans tangents. Si la surface donnée est de classe m, les deux dernières équations sont de degré m — 1, par suite le nombre des solutions sera m[m — 1 )' .
11 résulte de là qu'une droite rencontre une surface non développable de classe m en m[m — 1)^ points, c'est-à-dire qu'en général le degré d'une surface déclasse m est m[m — 1)'.
Ce nombre peut évidemment s'abaisser si la surface présente des plans tangents multiples, caries coordonnées de ces plans annulent f'^, f'^, f'^^ f'r et par suite vérifient les trois équations précédentes, quelles que soient les coordonnées des plans Pi et P2. Ces solutions ne doivent pas être comptées dans l'évaluation du nombre de plans tangents aux points de rencontre de la surface et de la droite.
Si la surface est de deuxième classe, on aura deux solutions.
On peut obtenir aisément dans ce cas soit l'équation tangentielle de l'ensemble des points de rencontre, soit l'équation ponctuelle de l'ensemble des plans tangents.
Nous reviendrons d'ailleurs sur ces questions dans l'étude particulière des quadriques.
108. Le problème est évidemment impossible si l'équation donnée,
fyu, V, w, r) = 0,
représente une courbe ; les trois équations du numéro précédent n'ont en général aucune solution.
109. Supposons maintenant que la surface donnée soit développable et admette pour équations tangentielles
f[u, V, w, r) = 0, cp(w, u, Wy r) = 0.
Zl
Zî
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Pour déterminer les plans tangents aux points de rencontre de la surface et d*une droite a, il suffira d'écrire que la génératrice d'un plan tangent rencontre la droite A.
Supposons la droite définie par deux de ses points,
(X,, ?/i, Zi, ti) et {X2, ?/2, 22, ^2).
La génératrice de contact d'un plan tangent (1/, u, iv, r) joint les deux points (/"«, /"i, fL, fr) et (<pu, ?;, ?/«, <pr). Ces quatre points devront être dans un même plan, ce qui donne la condition
En y joignant les deux équations de la surface, on a trois équations qui déterminent les plans tangents cherchés.
Si les deux équations de la surface sont de degrés m et n, la troisième est de degré (m — l)(n — 1) ; par conséquent le nombre des solutions est mn[m — l)(n — 1), c'est le degré de la surface.
110. Normales. — Nous supposerons les axes de coordonnées rectangulaires.
Soient wo, Vo, w;o, r^ les coordonnées d'un plan tangent à une surface ayant pour équation tangentielle f{u, V, w, r) = ; la normale correspondante passera par le point de contact (Ao» Ao' Ao» A) et aura pour paramètres directeurs Wo, «0, m;o.
Il en résulte que ses coordonnées pliickériennes seront
Xa = Wo, X/ =
Xp = Uo, ^W2 =
Xy = m;o, Xn =
Ao
WoAo — "oAo
AT
MoA„— «oAo
avec la condition
f{uo, Vo, Wo, ro) = 0.
On voit ainsi que a, p, y, /, w, n sont fonctions de deux paramètres indépendants ; il en résulte (28) que les normales constituent une congruence.
On aura deux équations pour définir cette congruence en éliminant Uo, Vqi ^'oi ^q^ ^ entre les équations qui précèdent.
Le raisonnement subsiste dans le cas où Téquation donnée représente une courbe.
111. Supposons maintenant que la surface soit développable et ait pour équations tangentielles
un plan tangent (wo, t?o, w^o, ^o) la touche suivant une génératrice ; il y aura une infinité de normales correspondantes, dont les pieds auront pour coordonnées
/*io-+-t^?^)» Ao-+-»^?î'0' Ao-t-l^?!^o' /*ro+[^?roi
et les coordonnées pluckériennes d'une de ces normales seront
Xa = Mo, X/ =
Xp = vo, ^wi =
Xy = Wq^ Xn =
avec les conditions
Mfûp -^ t^?Uo) — Uoifw^ -^ H?Uo)
Ao -+- ^?^0
/*(iio, Vo, w^o, ro) = 0,
o(wo, Vo, w^o, ^o) = 0.
Ces coordonnées de la normale sont encore fonctions de deux paramètres.
112. Exemple. — Trouver les équations de la congruence formée par les normales à un cône de révolution.
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Supposons que le sommet du cône soit à Torigine, que son axe soit l'axe O2, et désignons par le demi-angle au sommet.
Pour qu'un plan soit langent au cône, il faut qu'il passe par l'origine et qu'il fasse un angle 6 avec l'axe des z ; les équations tangentielles du cône seront donc
r =r 0, w2 + tj2 — ^.2 colg2 = 0.
Soient u^ v, w, les coordonnées d'un plan tangent ; les coordonnées d'un point de la génératrice correspondante sont u, v, — te cotg^ G, jx ; par suile les coordonnées de la normale en ce point sont
^ ._ — nc'i -f-cotg^ 6) Aa = u, Al =: ,
Ay = K3, X»z = 0,
avec les conditions
tfc2 _^ ^2 _ j^2 cotg2 = 0.
En éliminant u, v, w, r, X, {jl entre ces équations, on obtient a» + fi2 _ y2 cotg2 = 0, n = 0, Toutes les autres relations qu'on peut obtenir se déduisent de celles-là en tenant compte de la condition Za + wp -h wy = 0.
Ces relations sont faciles à interpréter géométriquement ; la première exprime que toutes les normales sont parallèles aux génératrices du cône supplémentaire du cône donné ; la deuxième exprime que toutes les normales rencontrent Taxe.
EXERCICES ET NOTES
1. Trouver le lieu des points tels que les plans tangents menés de ces points à un cône de deuxième classe fassent un angle donné.
Supposons que le cône ait pour sommet Torigine et soit rapporté à ses axes ; ses équations tangentielles seront
Am2 _j_ b„2 _,_ Cw?2 = 0, r = 0.
Si a?, y, 2 désignent les coordonnées d'un point du Jieu, les plans
tangents menés de ce point au cône seront déterminés en direction par les équations
Att2+Br»-t-CM?» = 0, (I)
tij? -h ry H- toz = ; on devra avoir
un' -\- rr' -f- icir'
= cos 6,
^M» -4- r* -f- ic=' v^w'* + r'* -+- w^
M, t», 10 et te', 1?', te' désignant les solutions des équations (1).
2. TVoMrer V équation générale des surfaces de deuxième classe dont le contour apparent sur le plan des xy est un cercle.
Cette équation est
{u% -h r? 4- r)« — R»(m« + f«) -4- io(At« -+- Br -f- Cir + Dr) = 0,
car il faut qu*en faisant to = dans cette équation, on obtienne Péquation tangentielle d'un cercle.
Si le discriminant du premier membre de Téquation est nul, Téquation représente les coniques qui se projettent sur le plan des xy suivant un cercle.
3. Étant donnée une surface ou une courbe définie par son équation tangentielle^ trouver Véquation de la figure symétrique par rapport à un point ou par rapport à un plan.
A. Étant données les équations tangentielles d'un cylindre dont les génératrices sont parallèles à Oar,
f{u, V, ic, r) = 0, u = 0,
on demande de trouver Véquation de Vensemble des plans tangents
qu'on peut mener à ce cylindre parallèlement à une direction donnée.
Soient x, y, z les coordonnées d'un point de Tun de ces plans
tangents, et a, ^, y les paramètres directeurs de la direction donnée.
Les quatre équations
f[u, r, ir, r) = 0,
w = 0, ua? -h r 1/ -h ic^ -f- r = 0, wa -t- ffi -h irv z= doivent avoir un système de solutions communes ; des trois dernières on tire
et en portant ces valeurs dans la première, on a Téquation cber-
/•{O, T, -?, ?=-Yy) = 0.
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5. Trouver Véquation tangentielle de la courbe de contact du cône
circonscrit de sommet (a?, y, z) à Vellipsoide
«2^2 4- bH^ -h c^w^ — r2 = 0.
Kn faisant c = dans Véquation obtenue, on doit retrouver
Vellipse
a^u^ -i- bH^ — r2 = 0.
Soit réquation d'une quadrique
f{u, V, 10, r) = au^ + a'v^ + a''w^ -{- 2bvw -+- • nous allons démontrer que la relation
+ dr2 = p ;
yi
<îf2
c'' rf
^1 ti
lan des trois points
A3(a?3, ys, ^3, «s)
est tangent à la quadrique.
En effet, soient w, v, w, r les coordonnées du plan de ces trois points ; on devra avoir les conditions
uxi -f- tjî/i + xcz^ H- rt^ = 0,
UX2 + vy2 H- tf^Z2 + r^2 = 0,
ux.^ -h ^^3 + 10^3 + rt^ = 0,
Le point de contact de ce pian a pour équation
Wu-^yfv-hWlo-hWr = 0,
et comme ce point est dans le plan A1A2A3, on a
Wû -^ vn -4- w/-;. + Rf'r = 'M^^i + V2/1 + w.-i + Rt^)
-+- 2X2(Ua?2 + V2/2 -4- Wj2 + R^2) + 2X3(Uo73 -i- V2/3 + W^3 + R^a) . On en déduit
au -h b"v + &'io -i-cr — Xi07i — Xooro — X3a73 = 0, . b"u, -h a'v -h 6io -h c'r — Xiî/i — X22/2 — X3I/3 = 0, b'u + ôy -h a"io + cV — Xi^^i — ^2^2 — Xs^a =i 0, I
■ dr — Xi^i — X2^2 — Xgfa = 0, uxi + viji + ic^i + rty^ = 0, îf072 -4- vy2 -4- 10,3:2 + >*^2 "=■ 0, wa73 -f- r2/3 4- 10ZZ -\- rt2 =■ 0.
11 est inutile d'écrire la relation
/•(w, I?, w, r) = 0, qui se déduit des précédentes.
En éliminant m, Vy xc, r, Xi, X2, X3 entre les équations (2), on a la relation (1).
Si on y considère a?!, yi, ^1, h comme coordonnées courantes, cette relation est l'équation de l'ensemble des plans tangents menés à la quadrique par la droite A2A3.
Corrélativement, étant donnée l'équation ponctuelle d'une quadrique, on pourrait obtenir sous une forme analogue la condition pour que le point de rencontre de trois plans soit sur la quadrique.
On en déduirait l'équation tangentielle des points de rencontre d'une droite et de cette quadrique.
L'équation générale des surfaces de deuxième classe est
/*(w, u, w, r) = au^ + a'v* -h aW + 2bvw + 2b^wu + ^Vuv
-h 2cwr + 2c W -h ^c''wr + dr^ = 0.
Le discriminant du premier membre est
Nous désignerons par des grandes lettres A, A', A", B, B', B", C, C, C, D les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement de A.
On a par exemple
etc,
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D est le discriminant de la forme
g[u^ u, w) = au* 4- a!v* -h aW -h ^bvw -h ^l/wu H- 2b"uv.
On peut développer aisément le déterminant a, soit en appliquant la règle de Laplace, ce qui sera surtout commode quand il y aura des éléments nuls, soit en écrivant
Le premier des déterminants du second membre est égal à Dd ; quant au second, sa valeur a été donnée en géométrie plane ; si on y considère c, (/, c" comme les coordonnées homogènes d'un point d'un plan, ce déterminant est égal au premier membre de l'équation ponctuelle de la conique qui aurait pour équation tangentielle g{u^ v, w) = 0.
On aura donc
A = Drf — {a'a" — b^)c* — {a"a — b'^y* — [aa' — b''^y*
_- ^ib'b' — ab)c'c" — 2{b"b — a'byc — 2{bb' — a"b")cc'.
Rappelons encore que si A ^zf: 0, Téquation ponctuelle de la quadrique est
«p(ar, y, s, t) = Kx^ -h My* -H A'z^ + 2Byz -h 2B'za? H- 2B"xy
+ 2Cxt + 2Cyt + 2C"zt -h Dt* = 0,
et l'on a
114. Le discriminant de la fonction cp(a?, y, z, t) est le déterminant adjoint de A, nous le désignerons par A' ; on a
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Si Ton multiplie A par A', le produit s'écrit
A d'où
Cette démonstration suppose A ^6 ; le résultat subsiste évidemment si A est nul.
AA
115. Entre les mineurs des déterminants A et A' il existe des relations fort importantes, bien connues, et que nous allons rappeler en considérant un déterminant quelconque
ai af.
et son déterminant adjoint
A} Ai
kl
Aa
AS
Soit h' un mineur quelconque de degré p du déterminant H'; considérons le mineur h de degré n — p du déterminant H obtenu en supprimant dans H les lignes et les colonnes de même rang que celles qui ont été conservées dans H' pour former h' ; nous dirons que h et h' sont des mineurs complémentaires.
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Nous allons montrer que Ton a
h' = ±:h^^K Supposons d'abord que Ton ait
A^ A| , , , ri.\
on peut l'écrire
Ai Aï
Ag Aj
Aj A;j
A^ Ay
AJ
.. Aï Af^» Af+»
. A* AJ+' Af+-»
A|j Aj)
AJ+'
Multiplions ce déterminant par H ; on aura H ...
aî+i
af+-»
ap-' ap;\ a^l
aJ
■l'p-if-l ";>-f.2
ce qui peut s'écrire
Eh! =
Aï A?
OS
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Or le premier déterminant est égal à H^, le second est précisément le mineur complémentaire de h' ; on aura donc
c'est-à-dire
Supposons maintenant que le mineur h' soit obtenu en prenant p lignes et p colonnes quelconques dans le déterminant H' ; on pourra amener les éléments de ce mineur à occuper les p premières lignes et les p premières colonnes.
On transformera ce mineur comme plus haut en un déterminant de degré n, lequel sera multiplié par le déterminant H, où Ton aura déplacé d'une façon semblable les éléments des lignes et des colonnes, et on aura la relation
en prenant le signe -h ou le signe — , selon que pour amener les éléments de h' à occuper les p premières lignes et les p premières colonnes on a fait un nombre pair ou un nombre impair d'échanges de deux lignes ou de deux colonnes.
116. Appliquons ce théorème au déterminant A. Prenons d'abord les mineurs du troisième degré du déterminant A'. On aura
= A«rf,
etc.
on voit ainsi que les coefficients des éléments dans le déterminant A' sont proportionnels aux éléments correspondants du déterminant A ; c'est ce que nous avions déjà établi au numéro 53.
Prenons maintenant les mineurs du deuxième degré de A'. En appliquant le théorème qui précède, on obtient vingt et
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une relations correspondantes aux vingt et un mineurs de A' : A'A" — B^ = A(arf — c*), AD — G* = A(aV — 6*),
A"A — B'2 = A(a'rf - c% MD — C'^ = A(a''a -- b%
XM - B"« = \{a''d — c'»), k"D — C'^ = A(aa' — 0"%
B'B" — AB = A(M - c'c"), BD - G'C = £i{b'b" - aô),
BB' — A'^B" = A(6"rf — ce') , B"D — CC = \{bb' — a'^b"),
MC — BG' = — ^{ac" — b'c), kC — B'G = — A(aV — ôc'),
A-'C — B'G'^ = — A(a'c — ÔV), A'G - B"C' = - A(a''c — ô'c"), AC' ~ B^G = — A(aV — ôc^), A''C' — BG" = — A(ac' — b'c),
B'C — B'G" = A(ÔV — 6^0, B'r — BG = A(/^V — 6c), BG — B'C = ^[bc^b'c'),
117. Pour établir la nature de la quadrique représentée par l'équation générale écrite plus haut, nous décomposerons le premier membre de l'équation en carrés, et nous changerons les axes de coordonnées en nous servant des formules de transformation (1) établies au numéro 50.
Nous rappellerons que le carré de la distance d'un point (a?, î/, z) à l'origine est
^['^i y» z)^iP'^-i-2/*-i-z'+2j/zcos2/Os-i-2za?coszOar+2a:j/cosa!?02/,
et que par suite les coordonnées du point directeur d'une direction joignant l'origine à un point (a, p, y) sont
Ppemier cas. rf
La quadrique n'est pas tangente au plan de Vinfini,
On peut écrire
f{u^ u, w^ r) = — {dr -\- cu-\- dv -h d'wf -h çp(w, u, w) , a
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cp(u, V, w) étant une fonction du deuxième degré par rapport à w, u, w,
i® Supposons A iyjf: 0.
f{u, V, w^ r) doit être décomposé en une somme de quatre carrés indépendants ; il en résulte que <p(u, i;, w) sera égal à une somme de trois carrés. On pourra écrire
/(w, i;, t/;, r) = — [dr -h cw -h c'v -4- d'w) -h h[<xu -4- ^u H- ^wY
aucun des nombres /i, A', A' n'étant nul.
Faisons alors la transformation de coordonnées indiquée par les formules suivantes :
, __ aw + pu -h Yi^ " ^/-W», P.Y)
r' = — (rfr + cw -h c'u -h cV) ;
cette transformation consiste à prendre pour origine le point qui a pour coordonnées cartésiennes -7, j-, -ri et pour directions d'axes les directions qui ont pour paramètres directeurs (a, p, y), («', P', ï') et (a'., p\ y"). L'équation de la quadrique devient
en posant m^ = ^^(a, ?, y), m'^ = ^[aî, p', y) • • • etc. L'équation ponctuelle correspondante sera (54)
et cette équation représente une quadrique à centre, un ellipsoïde ou un hyperboloïde rapporté à trois diamètres conjugués.
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La nature de la quadrique sera nettement indiquée par les signes des nombres h, h\ h" et d,
2*» Supposons A = 0, et un mineur du premier ordre différent de zéro.
Dans ce cas f{u^ u, w^ r) est décomposable en une somme de trois carrés indépendants ; il en résulte que çp(w, v, w) sera égal à une somme de deux carrés ; on aura alors
/*(w, u, w^ r) ■=. -y [dr + eu -f- dv H- d'wY + A(aM -h pw 4- "^wf
On fera la même transformation que celle indiquée plus haut, à cette différence près que a'', ^\ / pourront être arbitrairement choisis.
L'équation de la surface devient
On reconnaît Téquation d'une courbe située dans le plan des a/j/\ et dont les équations ponctuelles sont
hw} h'm!^ d
Cette courbe est une ellipse ou une hyperbole.
3* Supposons A = 0, tous les mineurs du premier ordre nuls, et un mineur du deuxième ordre différent de zéro.
Dans ce cas, cp(w, v, w) sera carré parfait, /(w, i;, m;, r) se décomposera en un produit de deux facteurs ; il en résulte que Téquation représente un ensemble de deux points situés tous deux à distance finie.
40 Si A = et si tous les mineurs du premier et du second ordre sont nuls, f{u, u, w, r) est carré parfait et Téquation donnée représente un point double à distance finie.
Deuxième cas. (i
La quadrique est tangente au plan de Vin fini. Nous supposerons d'abord que les trois nombres c, d et c" ne sont pas nuls en même temps.
On a
/*(u, V, w^ r) ^ g{u^ u, w) -+- 2r(cM -h c'v -h c'w]^
en posant
g{u, V, w) ^ au^ -h a'v^ -\- a''w^ -h 2ôvt(; + 2b'wu -h 26*'mw.
Si c 9^ 0, on peut diviser ^(m, v, iv) par c« -h c'v -+- c^to en ordonnant par rapport à w ; on obtiendra une identité de la forme
g{u, u, w) ^ {eu -+■ c'v -+- c"w){oLu -f- pu -h -^w) H- «p(î;, i^),
<p(u, w) étant une fonction homogène du deuxième degré ne renfermant plus que v etw.
On aura alors
f{u, Vy w^ r) ^ {eu -f- c'v -h c''w){oLU -\- ^v -^ yw -{■- 2r) 4- <p(t;, w) •
i® Supposons A i^f: 0.
f{u, u, t/;, r) doit être décomposé en une somme de quatre carrés ; le premier produit donnant deux carrés, le terme suivant (p(v, w) sera décomposable en une somme de deux carrés, et on pourra écrire
/"(w, Vy Wy r) ^ {eu -h c'v -h c"w){olu -h^v -h^w-\- 2r)
-h h{pv H- qwy + h'{p'v -h q'wY .
Faisons la transformation de coordonnées indiquée par les formules suivantes :
, __ CM -f- c'u H- c"w "" ^^{c.d.c")''
, p'v + cfw w' = ^— • ,
>fm¥7Y)
__ aw -h pu H- Y?^ -h 2r 2 '
l'équation devient
hmH'^ H- h'm'^w'^ -+- 2Â:uV = 0, en posant
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m^ = 4^(0, p, 9), m'^ = ^(0, p\ g') et k = v^+(c, c\ c"). L'équation ponctuelle correspondante est
Elle représente un paraboloïde elliptique ou hyperbolique selon que h et h! sont de même signe ou de signes contraires. L'axe est parallèle à OV.
2° Supposons A = 0, et un mineur du premier ordre différent de zéro.
cp(u, w) est alors carré parfait, et Ton a
On fera la même transformation que plus haut, en choisissant/)' et q^ arbitrairement ; on obtiendra Téquâtion
hw}v'^ -h 2Â:wV = 0.
Cette équation représente une conique dans le plan des x'y' ; ses équations ponctuelles sont
c'est une parabole dont Taxe est parallèle à OV.
3" Supposons A = 0, tous les mineurs du premier ordre nuls et un mineur du deuxième ordre différent de zéro.
cp(v, w) est identiquement nul, et l'équation représente deux points dont l'un est à l'infini.
On ne peut supposer ici que tous les mineurs du deuxième ordre soient nuls, car alors /*(w, v, w^ r) serait carré parfait, ce qui est impossible.
Troisième cas. c — c' = c" = rf
L'équation se réduit à
Le discriminant du premier membre est
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L'équation représente une conique à Tinfini ; en adjoignant à son équation une équation linéaire représentant un point, on obtient les équations tangentielles d'un véritable cône, ayant son sommet au point choisi.
2° D = et un mineur du premier membre différent de zéro.
g{u^ î;, w) est décomposable en une somme de deux carrés, et par suite en un produit de deux facteurs.
L'équation représente deux points distincts, tous deux à l'infini.
S*» D = et tous les mineurs du premier ordre nuls.
g(u^ V, w) est carré parfait.
L'équation représente alors un point double à l'infini.
121. On peut remarquer que dans le cas où l'équation représente une quadrique ou une conique à centre, ou deux points à distance finie, le centre de la figure a pour coordonnées homogènes c, c', c\ d.
Dans le cas du paraboloïde ou de la parabole, les paramètres directeurs de l'axe sont c, c\ c".
Ces résultats seront établis d'une autre manière dans le chapitre suivant.
On peut résumer toute cette discussion de la manière
suivante.
véritable quadrique
A= 0, un mineur du l«r ordr&^O
yéritahle conique
d^ ellipsoïde ou hyperboloïde.
d = paraboloïde.
d 7^ ellipse ou hyperbole.
d = parabole.
d = c = c' = c" = conique à rinflni.
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A = 0, 1 d^O deux points à distance finie, tous les mineurs l
du 1er ordre nuls, ) . ^ , • * j * „ - „• n •
unniineurdu2eordre:;ziO < ^ = deux points dont 1 un a 1 infini.
deux points distincts v d = c = c' = c" = deux points à Tinfini.
A = 0, i d ^ point double à distance finie,
tous les mineurs du 2* ordre nuls
un point double l d = point double à Tinfini.
Mais, dans la pratique, il est inutile d'avoir recours à ce tableau, il suffît de faire la décomposition en carrés comme il a été indiqué plus haut.
, 123. Exemples.
1® Reconnaître la nature de la surface 2t*2 — 3tj8 -4- to» -^- 2viD — 2uw — 2uv — 2ur ■+■ kwr + r^ = 0.
Gomme le coefficient de r' est différent de zéro, je place dans un premier carré tous les termes renfermant r; Téquation peut s'écrire
(7. — t* H- 2wf — {w — 2io)*-h2t** — 3i?2+ M?» H- ^vw — ^uw — 2uv =
ou
(^r — u-h 2w?)* -ht*' — 2ttt? -h 2uMJ — 3t?2 — 3io* + 2t?io z= 0.
On a ensuite
(r — t*H-2io)2-h(w — v + to)*— (t? — lo)» — 3i?2 — 3t^8 4-2î?tr = 0,
(^r — u-h 2io)» H- (w — t? -h t<?)^ — 4i?2 ■+■ 4t?io — 4io« = ou enfin
(r_w-h2îof-l-(w — t?-|-io)2 — (2î7 — ic)2~3io8 = 0.
On reconnaît alors que cette équation représente un hyperboloïde à une nappe.
Le centre a pour coordonnées — 1, 0, 2, et on a en évidence trois directions conjuguées.
2« Reconnaître la nature de la surface
2^2 — 4^2 — 5io2 — ^^ — uv -{- ur-\-vr — wr z= .
Gomme il n'y a pas de terme en r>, je divise l'ensemble des termes du deuxième degré en «, v, w par u-^v — w, en ordonnant par rapport à t« ; on obtient immédiatement
2u>— te(io-ht?) — 4v* — 5to' = (2u—2v-{-w){u--hv — ic) — (t?-f-2to)%
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et réquation s'écrit
(2w — 3i? -+- to + r)(u -h V — to) — (t? + 2w)^ = 0. Faisons la transformation de coordonnées suivante :
Xv-f- \LW
m=^iKl, 1, -1),
m'= v^^KO, 1, 2),
r' =z 2u — Sv-\-w-+- r.
L'équation devient
mu'r' — m'^v'^ = ;
elle représente une parabole dans le plan des x'y'.
124. Exercice. — On donne deux sphères S et S' et un point A. On mène une spJtère quelconque S ayant son centre sur S' et passant par le point A ; on demande l'enveloppe du plan radical des deux sphères S et S. Catte enveloppe est une quadrique dont on discutera la nature»
Soient
les équations des sphères S et S', et a, ^, y ^^^ coordonnées du point A.
Si
ux 4- vy -f- wz H- r =
désigne l'équation du plan radical de la sphère S et de la sphère S; cette dernière aura une équation de la forme
a?^ -+- 2/^ + 2^ — R'^ — X(iMP -\- vy -^ wz -^ r) = 0.
Écrivons qu'elle passe par le point A, et que son centre est sur la sphère S' ; on aura les deux équations
«2 -4- p2 -H Y^ — R2 — X(tfcx-h v^ 4- lOY-h r) = 0,
(Xw — 2rf)2 -h X2îj2 ^ X2l02 __ 4R'2 — Q .
En éliminant X entre ces deux équations, on aura Téquation tangentielle de l'enveloppe demandée.
Posons, pour simplifier l'écriture,
«2 -h P* H- Y^ — R* = H, wa H- 1?^ 4- toY -+- r = P ;
on obtient
(m2 4- 1?2 4- to2)H2 — 4dwHP 4- 4P2(cZ2 — R'2) = o.
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Premier cas. d^ — R'« :^ 0.
L'équation peut s'écrire
ou
ou enfin
/ p duu y um^w^ (r8 + io«)H» _
L'enveloppe est alors une quadrique à centre, dont les axes sont parallèles aux axes de coordonnées.
Le centre a pour équation
op dRu _
c'est-à-dire pour coordonnées '^ — ktj^ rTST' P' Ï- ^^ ^^ transporte l'origine au centre, l'équation devient
(^^2 - R'2)2 ■+■ ti2__H"2 ~
Si d2 _ R'2 <^o, la surface est un ellipsoïde réel. Si d^ — R'^ > 0, la surface est un hyperboloïde à deux nappes. Deuxième cas, d^ — R'2 = Q.
L'équation de l'enveloppe s'écrit
(u2 4- 1;2 4- ic2jH — ^du? = ou encore
(î?2 4- tc2)H — 4dM^ea 4- rp 4- toY 4- r — -^^ = 0.
Sous cette forme on reconnaît l'équation d'un paraboloïde elliptique.
En résumé :
rf2 _ R'2 <^ 0, Ellipsoïde réel.
^2 _ R'2 _ 0, Paraboloïde elliptique.
^2 __ R'2 ^ 0, Hyperboloïde à deux nappes.
Nous avons supposé dans tout ce qui précède que H était différent de zéro.
Si H = 0, l'enveloppe se réduit au point A, ce qui est évident a priori,
Cas où Téquation représente une conique. — Suppo
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sons que le déterminant A soit nul, et qu'un mineur du premier ordre soit différent de zéro.
Appliquons la méthode générale pour déterminer les équations ponctuelles correspondantes.
On doit éliminer u, v, u\ r, X entre les équations
au -h h"v -h b'w -H cr — Xar = 0, \ b"u 4- a'v -\-hw + c'r — Xt/ = 0, h'u -^bv-^ a"tv -h c'V — Xz = 0, \ (1)
eu H- c'v -+- c"w -hdr — Xf = 0, ux -+- vy -\-wz-\- rt = 0.
Multiplions les quatre premières équations respectivement par les coefficients des éléments de la première colonne de A ; on obtient, en remarquant que X n'est pas nul,
on a de même
Aar-hB"i/ -h B'z 4-0^ = 0;
h"x-{-k'y-^hZ'\-Gt = 0,
Cx -h C'y -h C"z -h D« = 0.
Ces quatre équations représentent le plan de la conique ; elles ont donc leurs coefficients proportionnels ; il en résulte que tous les mineurs du second ordre du déterminant adjoint A' sont nuls, par suite la forme adjointe cp(a?, y, z, t) est carré parfait, et sa racine égalée à zéro donne Téquation du plan de la conique.
On voit également que les coordonnées du plan de la conique constituent Tunique système de solutions des équations
fi = 0, A = 0, A = 0, /•; = 0.
On peut d'ailleurs déterminer ponctuellement cette conique en joignant à l'équation de son plan l'équation ponctuelle d'une quadrique qui la contient.
Supposons en effet que le mineur
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b' b a" soit différent de zéro.
Résolvons les trois premières équations du système (1) par rapport à u^v^w et remplaçons dans les deux dernières ; on obtient les équations
a b" b cr-
b" a! b c'r — \<j b' b a" c'r-'ki
c c' c" dr — \t
a b' b' cr — lx
6" a' b c'r — \y b' b a' c'r — lz
X y z rt
On peut les écrire
— X(Ca; + C'j/ + Cz + D<) = 0,
r(Cx 4- G y + C"z + D<) — X
ou bien
Cx -H Gy + Cz +
X y z Dt = 0,
La première équation représente un plan, la deuxième représente un cône ayant pour sommet l'origine. La conique est à l'intersection du plan et du cône. Remarquons d'ailleurs que ce cône a pour équations tangen-
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tielles (71)
au^ -h a'v^ -H aW •+- "Ibvw -+- "^b'wu -+- Wuv = 0,
Les plans tangents à ce cône sont les plans passant par Torigine et dont les coordonnées vérifient Téquation donnée
Cas où réquation représente deux points distincts
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que A soit nul ainsi que tous
les mineurs du premier ordre.
On a alors
/*(w, V, w^ r) ^ PP,
P = ux + ^Ph-m^y-h r8, P' = ut! -^v^' -\-v)i -^rl' .
On en déduit
/•;, = aP'H-a'P,
/•; = pp-^p'p, /•; = yP' + 7'p,
Il en résulte que les équations
ont une infinité de systèmes de solutions, qui sont les coordonnées des plans passant par les deux points.
On peut déterminer ces deux points en éliminant Uy v^ w, r, X entre les équations (1) du numéro précédent.
Supposons pour cela que le mineur
soit différent de zéro ; on peut résoudre les deux premières équations par rapport à w et u, et en remplaçant dans les trois autres, on obtient
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Ces trois équations déterminent les coordonnées des deux points.
127. Enfin dans le cas où Téquation représente un point double, /*(w, V, w^ r) est carré parfait, les dérivées partielles sont proportionnelles, et chacune d'elles égalée à zéro est réquation du point double.
Application. — Considérons réquation
F(w, 1?, w, r) = {uf'u^ + vf'v^ 4- wfi^ 4- rf'r^)^
— ^f{u, V, w, r)/*(tto, fo, M?o, ro) = 0, (1) qui représente rintersection de la surface
f{Uy V, w, r) = au^-\-a'v^-\ =0 (2)
et du plan (wo, t?o, i^o, n) .
Nous nous proposons de démontrer analytiquement que si l'équation (2) représente une véritable quadrique, l'équation (i) représente une conique; si l'équation (2) représente une conique, (1) représente deux points distincts ; si (2) représente deux points distincts, (1) représente un point double; enfin si (2) représente un point double, le premier membre de l'équation (1) est identiquement nul.
Nous excluons, bien entendu, le cas où /"(mq, t?o, too» n) est nul, car dans ce cas le plan est tangent, et l'équation (1) représente un point double qui est le point de contact.
On a
1 Fi* = f'u^(uruo -+- Vf',, + loAo 4- r/*;^) — 2ruf(uo, vo, wo, ro), 1 Fi = Ao««o -^ ^/"^'o -*- ^Ao -+- ''f-o) - ^nn^o, vo, wo, ro}, •«• Fi, = fwQ{ufuo H- vfvQ -h wfwQ + rfr,) — 2fûf{uo, vo, wo, ro),
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i. F;. = /•{•o(*'/uo -+- ^fvo -+- ^n^o + ^-fro) - ^frfiUo, VOy ^0, n).
Si on égale ces quantités à zéro, on a des équations qui sont équivalentes aux suivantes :
fu _. A^ __ £}*;_ __ fr^ ^
Ao /"t'o Ao Ao ou
fi-hlru, = 0, Ah- X/*;o = 0, A + XZ-i,, = 0, fr-hlfro =
OU encore
fu{u -h Xtfo, t? 4- Xt?o, ic H- Xioo, ^ + Xro) = , \
Cela revient à dire que u + Xwo, « + Xt?o, w + Xico, r -h Xro sont les coordonnées d'un plan tangent double de la surface (2).
1^ Supposons que Téquation (2) représente une véritable quadrique.
Les dérivées partielles /*«, /*{,, etc. ne peuvent être nulles que pour des valeurs toutes nulles de u, v, w, r.
Les équations (3) ne seront vérifiées que pour
w-hXteo = 0, t? -I- Xfo = 0, loH-Xioo^O, r-hXro=:0.
U nV a donc que les valeurs — Xwo, — Xt?o, — Xioo, — Xro qui annulent F'uy Fi, Fd, Fr; on en conclut que Téquation (1) représente une conique située dans le plan (teo, fo, t^o, n).
20 Supposons que l'équation (2) représente une conique située dans un plan Pi(wi, vi, ic,, ri).
Les dérivées /"i, f'v, etc. ne s'annulent que pour des valeurs de M, V, etc. proportionnelles à ui, vi, etc.
U en résulte que les solutions du système (3) sont
u -+■ Xteo = [JiWi, V + Xro = H^ri, w -h Xtoo = [iwi, r -\- Xro = l^-ri
ou
u =i — Xwo + iiui,
V = — XuoH- [ivi,
W = XlCo ■+• fXlCi,
r = — XroH- fxrj.
Nous avons là les coordonnées des plans qui passent par Tintersection des deux plans Pc et Pp
Ces quantités annulant les dérivées Fu, Fr, etc., on en conclut
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que Téquation (1) représente deux points situés sur Tintersection des plans Po et Pi.
3^ Si Téquation (2) représente deux points distincts situés sur une droite intersection de deux plans Pi(Mi, t?i, icj, n) et P2(w2> ^2, ^^2, ^2), les dérivées /*«, /*(?, etc. s'annuleront pour les valeurs.
îl := fXMi H- VW2»
V = iivi +Vl?2,
on en conclut que les solutions du système (3) seront
U + Xmo = fXMi -+- VWâ, t? -+• Ivo =. \LVi + V1?2»
ou
î? = — Xfo H- \i.Vi H-
10 = XlOo H- [JLlOi -h VIC2,
r = — Xro -}- (Jiri H- vr2 ;
il en résulte que Téquation (1) représente un point double qui est à l'intersection des trois plans Po, Pi, P2.
4® Enfin, il est aisé de vérifier que si /"(m, v, lo, r) est carré parfait, F(w, V, w, r) est identiquement nul.
129. Plans tangents menés par l'origine. — On aura les coordonnées des plans tangents menés à une quadrique par l'origine en résolvant les deux équations
r = 0, ou
g{u, V, IV) = au^ -+- a'v^ -h aV -h ^bvw + Wwu -h Wuv = 0,
1** Supposons que le discriminant de g{u, u, w) ne soit pas nul. Dans ce cas les plans tangents forment un cône, c'est le cône circonscrit à la surface ayant pour sommet Torigine. Suivant la réalité du cône et la nature de la surface, on peut déduire la position de l'origine par rapport à la surface.
Si l'équation représente une conique, c'est le cône s'appuyant sur cette conique et ayant pour sommet l'origine.
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L'équation ne peut dans ce cas représenter deux points.
2" Supposons que le discriminant de g(u, u, w) soit nul, c'est-à-dire que g{u, v, w) soit décomposable en un produit de deux facteurs,
g{u, V, w) ^ {uTL -H vp -H w-()[u'x' H- vp' -f- iv^).
Soient D et D' les deux droites qui passent par l'origine et qui ont pour paramètres directeurs (a, p, y) et (a', p', y').
On voit alors que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un plan passant par l'origine soit tangent est qu'il contienne l'une des droites D ou D'.
Dès lors, si la surface est une véritable quadrique, l'origine est sur la surface, et les droites D et D' sont les génératrices qui passent en ce point. Si ces droites sont réelles, la surface est réglée (hyperboloïde à une nappe, ou paraboloïde hyperbolique) ; si les droites sont imaginaires, la surface est un ellipsoïde, un hyperboloïde à deux nappes, ou un paraboloïde elliptique.
Si l'équation représente une conique, l'origine sera dans le plan de cette conique, et les droites D et D' seront les tangentes menées à la conique par l'origine.
Enfin l'équation peut représenter deux points distincts, les droites D et D' passent par ces points.
30 Supposons que g[u^ v, w) soit carré parfait,
g[u^ u, w) = [ut. -h u^ h- m^y)', '
et désignons par D la droite qui passe par l'origine et qui a pour paramètres directeurs (a, p, y).
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un plan soit tangent est qu'il contienne la droite D.
Dans ce cas, l'équation ne peut représenter une véritable quadrique.
Si elle représente une conique, l'origine est sur la conique, et la droite D est la tangente à la conique en ce point.
Si l'équation représente deux points^ l'origine doit être sur la droite qui joint ces deux points, et la droite D coïncide avec cette droite.
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Enfin, si Téquation représente un point double, la droite D joint l'origine au point double.
On voit ainsi, qu'étant donnée l'équation d'une surface de deuxième classe, on peut avoir certains renseignements sur la nature de la surface représentée en examinant la fonction g{u, V, w),
130. Pour avoir réquation générale des quadriques contenant deux droites qui se coupent, on transportera Torigine des coordonnées au point de rencontre, puis en désignant par a, p, y et a', ?\ y' les paramètres directeurs des deux droites, on aura pour Téquation générale
{uoL H- 13? + w^)(uct' -hv^' -h wy') -+- 2cur -\- 2c'î?r + 2(fwr -h dr^ = 0.
Ainsi réquation générale des quadriques contenant Ox et Oy est
2b''uv -+■ 2cur + 2c'vr H- 2c*tor -h dr^ = 0.
L'équation générale des quadriques tangentes au plan des xy à rorigine est
au^ H- a'v^ + 2b''uv -+■ 2cur -+■ 2c'vr + 2c"wr + dr^ = ;
en efifet la fonction g{iiy v, lo) doit être décomposable en un produit de facteurs qui, égalés séparément à zéro, représentent des points à TinQni dans le plan des xy.
Si le trinôme
au^ H- a'v^ H- 2b''uv
a ses racines réelles, la surface est réglée ; sinon elle n'a pas de génératrices réelles.
131. Condition pour que réquation tangentielle générale du deuxième degré représente une sphère.
Nous nous bornerons à examiner le cas où les axes de coordonnées sont rectangulaires.
L'équation tangentielle d'une sphère de centre (a, ^, y) et de rayon R s'obtient en écrivant que la distance du centre à un plan tangent est égale au rayon.
On a ainsi
(wa + vp -+- w^-hry — R\u^ -H r^ -+- w^) = 0.
Pour que l'équation générale du deuxième degré
f{u, V, w, r) = aw2 -I- aV -h a V H = (1)
166 COORDONNÉES TANGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE
représente une sphère, il faut que ces deux équations aient leurs coefficients proportionnels, c'est-à-dire qu'on ait l'identité
f(u, u, », r) = S v}-^rV^-\^W^ — ^ "W^ \
s désignant un nombre différent de zéro.
On peut encore écrire .
/*(w, v, w^ r) — S(w* -h u' H- m;^) ^ — ^ (wa -+- rp + iv^ H- r)*.
On en conclut que la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (1) représente une sphère est que l'expression
soit le carré d'une fonction linéaire de w, v, w^ r.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que tous les mineurs du deuxième ordre du discriminant de cette forme soient nuls pour une même valeur de S. Mais on sait que ces conditions rentrent les unes dans les autres ; pour obtenir le nombre de conditions strictement indispensables, nous remarquerons que le coefficient de r*, d, est différent de zéro, et nous ordonnerons la forme par rapport à r ; on a
dr^ -h 2r(cu -h c'v -f- c"w) -h (a — S)^^ ^ {a' — Sy -+- (a" — S)tv'
-+- Ibvw + Ib'wu + âô^wr.
En écrivant que cette fonction est carré parfait, quelles que soient les valeurs de m, u, uj, on obtient
ce qui donne
c2_rf(a — S) = 0,
c'« — d\ji' — S) = 0,
c'c — b'd = 0, ce' — b"d = 0.
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En éliminant S, on a les cinq conditions suivantes :
ad — c^ = a'd—c'^ = a!'d — d'^:^(), ^
c'c'' — bdr=.0,
cc^^b''d = 0.
Supposons ces conditions remplies ; il est aisé d'obtenir le centre et le rayon de la sphère.
En effet, on doit avoir
a, p, Y désignant les coordonnées du centre et R le rayon. Or on a, puisque le trinôme précédent est carré parfait,
/*(m, v, w^ r) — S(m^ h- u* -h w^) ^d(r-\--jU-\-'--zV'\'-Tw\ .
On en conclut
s ad--c^
" 132. Il est aisé de voir que les conditions obtenues sont équivalentes aux conditions
que donne la géométrie ponctuelle .
Si Ton se reporte en effet aux formules du numéro 116, on voit que les conditions trouvées sont équivalentes aux conditions
B'B" — AB = 0, B''B — A'B' = 0, BB' — A^'B
Supposons qu'aucun des trois nombres B, B', B* ne soit nul ; on pourra tirer des trois dernières égalités les valeurs
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de A, A', A* et en portant dans les premières, on verra que A'A" — B^ est nul, ce qui est impossible.
On doit donc admettre par exemple que B = ; on en conclut B'B" = 0, ce qui donne B' = ou B'' = 0, Supposons B' = ; la dernière équation donne
On ne peut avoir A" = 0, sans quoi A' A'' — B^ serait nul ; donc on a B" = 0, et on en conclut
Intersection d'une quadrique et du plan de Tinfini
Étant donnée l'équation tangentielle d'une quadrique,
les plans tangents dont les points de contact sont à l'infini sont déterminés par les deux équations
En éliminant r entre ces deux équations, on aura l'équation tangentielle de la section de la surface par le plan de rinlini. On obtient sans difficulté
d{au^-{-a'v^-\-aV-h^bvw-h^b'wu-hWuv)--'{cU'^c'v-^c''wY = 0.
On peut encore obtenir cette équation en partant de l'équation de l'intersection d'une quadrique et d'un plan (wq, Vq, Wo^ »'o)
et en y faisant wq = Uo = w^o = 0.
L'équation de la conique de l'infini peut s'écrire
[ad — c')u^ H- [a'd — c'^y 4- {a"d — c"^)w^ -\- %bd — dc")vw
b'd — c"c)wu -H 2(6"rf — cc')uv
Le discriminant du premier membre est égal à rf^A, a désignant comme plus haut le discriminant de /*(m, u, w^ r). Il en résulte que cette équation ne représente une véritable
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conique que si la surface est un ellipsoïde ou un hyperboloïde. Dans le cas du paraboloïde, elle représente un point double,
{eu -+- c'v -h c"wY = ;
c'est le point de rencontre des deux génératrices de la surface qui se trouvent dans le plan de Tinfini.
Si l'équation donnée représente une conique, cette courbe rencontre le plan de Tinfini en deux points distincts, si c'est une ellipse ou une hyperbole, et en un point double, si c'est une parabole.
Enfin si l'équation représente deux points distincts, la conique de l'infini se réduit à un point double.
Tous ces résultats, évidents a priori, s'obtiennent analytiquement en remarquant que les mineurs du premier ordre du discriminant de la fonction
[ad - c^X + («'^ — c'')v" -+- [a"d — c''»)w;« + 2(6d — dcyw
-h ^[b'd — c"c)wu -H 2{b"d — cc')uv
sont proportionnels à A, k\ k\ B, B', B".
On a, par exemple,
[a'd — c'*){a"d — c"*) — {bd — c'cy = rfA,
^O'd — c"c){b"d — ce') — [ad — c^bd — c'c") = rfB,
Cela nous montre aussi que les équations ponctuelles de cette conique sont
Ax» H- \Y -h A"z^ -h 2Bt/z H- 2B'zx -^ "^B'xy = 0, t = 0.
134. Cercle de Tinfini. — Il résulte de ce qu'on a vu dans les
numéros précédents que la condition nécessaire et suffisante
pour que l'équation
représente une sphère est que l'intersection de cette surface par le plan de l'infini ait pour équation tangentielle
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OU pour équations ponctuelles
x^-hy^ -hz^ ^ 0,
en supposant toujours les axes de coordonnées rectangulaires.
Cette conique est appelée le cercle de l'infini^ et Ton peut dire que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une quadrique soit une sphère est qu'elle contienne le cercle de Tinfini.
Un cône quelconque ayant pour directrice le cercle de Tinfini est appelé cône isotrope ; on peut aussi l'envisager comme une sphère de rayon nul.
Ainsi le cône isotrope qui a pour sommet le point (a, p, y) a pour équation
Un plan quelconque rencontre le cercle de l'infini en deux points qui sont les points cycliques de ce plan.
135. Le cercle de l'infini joue, en géométrie de l'espace, un rôle très important, comme les points cycliques en géométrie plane.
Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante pour que deux droites soient perpendiculaires est que leurs traces sur le plan de Vinfini soient conjuguées par rapport au cercle de Vinfini.
Soient deux droites ayant pour paramètres directeurs (a, p, y)
et (a', p', y). La condition
exprime à la fois que ces droites sont perpendiculaires et que des parallèles passant par l'origine sont conjuguées par rapport au cône isotrope
dans ce cas, leurs traces sur un plan quelconque sont conjuguées par rapport à la conique section du cône par ce plan, et en particulier leurs traces sur le plan de l'infini sont conjuguées par rapport au cercle de linfini.
Théorème IL — La condition nécessaire et suffisante pour que
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deux plans soient perpendiculaires est que leurs traces sur le plan de l'infini soient conjuguées par rapport au ceixle de V infini.
Démonstration analogue.
Théorème III. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une droite soit perpendiculaire à un plan est que la trace de la droite sur le plan de l'infini ait pour polaire par rapport au cercle de Vinfini la trace du plan sur le plan de l'infini.
Pour qu'une droite (a, p, y) soit perpendiculaire à un plan
Aa: -H By -h Cz = 0, il faut qu'on ait
Or ces conditions expriment que la droite est conjuguée du plan par rapport au cône isotrope qui a pour sommet Torigine.
Ces théorèmes sont des cas particuliers de théorèmes plus généraux concernant les angles de droites et de plans (voir, à la fin du chapitre, Note n® 16).
136. Goaditions pour que réquatlon tangentielle générale du deuxième degré représente une hyperbole équUatére.
f[u, î7, w, r) = au^ -h aV H =0.
On doit avoir d'abord
en outre il suffit d'écrire que les points de rencontre avec le plan de l'infini sont conjugués par rapport au cercle de l'infini.
L'équation des points à l'infini est [ad — c2)u2 + (a'd - c'2)t?2 + [a^d — c"^^)!!^^ + 2(&d — c'c'')vw
H- 2{b'd — c''c)wu 4- ^[b"d — cc')uv = .
Le premier membre est décomposable en un produit de deux facteurs,
(aa -h tjfi -f- w^)[uj.' -|- vfi' -H w^') ■=. 0,
et Ton doit avoir
ce qui donne la condition
ad—c^ + a'd — c'2 + aTd — c"^ = 0. (2)
Les relations (1) et (2) sont les conditions cherchées.
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137. Équation tangentielle du cercle. — Soit un cercle ayant pour centre le point (a, % y), pour rayon R, et dont le plan P a pour équation
Pour qu'un plan Q(k, v, w, r) soit tangent au cercle, il faut qu'il rencontre le plan du cercle suivant une droite dont la distance au centre soit égale à R.
Abaissons du centre une perpendiculaire sur le plan Q, soit o sa longueur, et 6 l'angle des deux plans P et Q, on aura
= R sin Ô ou
82 = R2(l_cos2 0).
Or on a
32 _. (t4gH-r;^H-i/^Y + ^)\ C0S2 6 = . (in+m. + nir)2 _
L'équation tangentielle du cercle sera donc (t<a + ypH~iOï-+-r)2 r (lu-hmv-j-nwY 1
ou bien
(wa 4- rp H- icy + r)2(/* -h m2 + n»)
— R2[(/2 + m2 + n2)(M2 -}- î?2 ^ ^2) _ (^t^ + mr + nw)^] = 0.
Nous avons en évidence l'équation des points à Tinfini de ce cercle, car en éliminant r entre cette équation et sa dérivée par rapport à r (133), on obtient
(^2 _|_ ^2 _^ „2)(^2 -1- 1,2 H- iç2) _ l^lu -4- mV + W10)2 _- Q,
équation qui représente précisément l'équation des points de rencontre du cercle de l'infini avec le pian du cercle considéré ; c'est en effet un cas particulier de la formule
Wûo ■+■ ^'o-^-^/'i'o + *"A'o)' — *A", ^S '^y r)f{uoy vo, too, n) = 0. L'équation tangentielle du cercle peut aussi s'écrire
(wa 4- rp 4- lOY 4- r)2(/2 + m2 4- n^)
— R2[(mio — nvf 4- {nu — lw)^-\- (Iv — mu)^] = 0.
138. Conditions pour que l'équation tangentielle générale du second degré représente un cercle. — En comparant l'équation précédente avec l'équation générale
f(Uy t?, 10, r) = au^ 4- a'v^ 4- a"w'^ 4- 2bvw 4- 2b'wu 4- 2b"uv
N2 — MP^O
et cela quelles que soient les valeurs de w, i?, to ; on obtient les conditions suivantes, en posant fx = — Id :
ad — c^zrz |jL(m2-f-n«), \ a'd — c'^z^ lt.(n^-k-l^), j
hd — c'c" = — [Jimn, l
b'd-c''c = ''iinl, \
Vd — cc'-= — \ïXm . /
On voit que cela revient à écrire que la conique de l'infini de la surface donnée,
[ad — c2)m2 + [a'd — c'^)v'^ + (a'rf — d"^)w^ -H 2(&c/ — c'c^^vw
+ 2(&'d — c^c)wu H- ^Ifd — cc')uv = 0, se réduit aux deux points cycliques
{mw — nv)^ -+- [nu — Iw)^ + (l^ — mu)^ = 0.
Le calcul sera particulièrement simple si Ton sait à Tavance que réquation donnée représente une courbe, et si Ton connaît le plan de cette courbe ; on aura les valeurs de l, m, n, et jx sera la seule inconnue du système (1).
Nous nous proposons de chercher d'une manière générale les relations qui doivent exister entre les coefficients de Téquation donnée pour que cette équation représente un cercle ; il faudra éliminer IJL, ly m, n entre les équations (1 ).
Posons, pour simplifier récriture,
ad — c^ = a, a'd — c'2 = a', a'd — c"^ = ol\
hd - c'c" = p, h'd — c''c = ^', b^d — ce' = ifi" ;
les équations (1) s'écrivent
a = {x(m2 -+- n2), a' = |jL(n2 + l^), ol" = |jl(/2 + m2), |
P = — iimn, . ^' = — H^wZ, f^" = — l^^^' )
Premier cas. — Supposons qu'aucun des trois nombres p, p', f" ne soit nul.
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Les trois dernières équations donnent
,,72 r r nvvî2 r r ,,-,2 — rP .
En transportant ces valeurs dans les trois premières équations du système (2), on a les conditions
'■' — pf' — -"'
Deuxième cas. — Supposons qu'on ait ^ = 0.
En se reportant au système (2), on doit avoir [imn = ; on en conclut soit m = 0, soit n = 0.
Supposons n = ; on aura alors
a = |jLm2, a' = ^iP, a" = fx(Z2 + m^).
On en déduit les conditions
'fi' = 0.
a H- a' = a", aa' — ^''2 = 0.
Troisième cas. —Supposons que les trois quantités p, P', ^" soient nulles ; il faudra que deux des quantités l, m, n soient nulles, par exemple m = 0, n = 0.
On aura les conditions
EXERCJCES ET NOTES
1. Etudier la nature des quadriques représentées par les équations m2 _ y 2 _|_-2Mto — 4wr + r2 = 0,
no + itr — 3ior + 2r2 = 0,
u^ — 3io"2 + 4rw? — uv-\- 3vr r= 0,
(i? — lof H- (lo — w)2 H- (m — r)2 — r2 = 0,
(if H- y -i- 'io)2 — t^r = 0, 1*2 — y2 _|_ j^ip — n^f^ _j. 2Mr ^ no + r2 iz: .
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2. On donne une sphère, un point A et un plan P ; par le point A on mène un plan quelconque Q qui rencontre le plan P suivant une droite A ; trouver l'enveloppe du plan qui passe par la droite A et par le pôle du plan Q par rapport à la sphère.
Cette enveloppe est une quadrique ; discuter sa nature quand le point A se déplace dans Vespace,
Soient
z — h = les équations de la sphère et du plan P, et a, p, y les coordonnées du point A. Un des plans dont on cherche Tenveioppe,
ux-\-vy -\-wz -\-r •=. Of (1)
rencontre le plan P suivant une droite A, et le plan passant par A et le point A a pour équation
ux -\- vy -\- wz -h r z — h
uoL -h r^ -h loy -h y Y — h
11 suffira d'écrire que le pôle de ce plan par rapport à la sphère est situé dans le plan (i).
On obtient ainsi Téquation tangentielle de l'enveloppe,
— R2w2(y —h)^ R2v2(y —h) 4- RVnc^ -+- Khc(u(i -h v'p) 4- hxur
-+- h^vr -h (Ay -h R2)ior 4- rSy = 0.
Pour discuter la nature de cette quadrique nous appliquerons la méthode générale, en remarquant que Ton peut supposer le point A dans le plan des xz^ à cause de la symétrie de la figure autour de Taxe Oz,
Faisons p =: dans Téquation qui précède ; elle devient
— R2w2(y _ h) _ R2^2(,^ __ 7i) 4. R2;,,,o2 _|. ^2j^uxo + h7.ur
iY 4- R-)ior 4- r-y
Supposons d'abord y 7^ ^ î décomposons en carrés en faisant entrer dans un premier carré tous les termes qui contiennent r ; on obtient
1 L^ ^ Aat. + (AY4-R> -[ 2_ [Aai.4-(/eY + H>P _ ^,^,^^^ _ ,^^
__ R2^2(.^ — /i) -4- R2;îto2 + R2aînp = ou, en multipliant par 4y,
r2Yr 4- h(xu 4- ( ^Y + ^^H^ — ^Y^^lY — ^)^^ — ^'(^T — R^)'
— u\h^%^ 4- 4R2y(y — h)] 4- 2awio[2R2(Y — h) — h[h^ — R2)] = . Nous avons ainsi deux carrés en évidence ; il reste ensuite un
trinôme du deuxième degré par rapport à to et à t* ; la nature des carrés que donne ce trinôme dépend de la quantité
Si elle est positive, on aura deux carrés de signes contraires ; si elle est négative, on aura deux carrés négatifs, car le coefficient de w^ est négatif.
Or cette expression s'écrit
Si Ton y considère a et y comme coordonnées courantes, l'équation
représente l'ensemble des tangentes menées au cercle
a2-hY^ — R^ = aux points de rencontre avec la droite y ^ h =: 0.
Il est alors aisé de discuter la nature de la quadrique suivant la position du point A dans le plan des xz.
Dans le cas particulier où y est nul, l'équation s'écrit
R2Aw2 4- R2Au2 4- R2/^^o2 _|_ K'^auw ■+- Mur + R2ior = 0. Nous diviserons alors ^^huo^ + K^oluw + Vt^hu'^ + R2^î;2 par
R2to + hau ; on obtient pour quotient hw h ^ — olu et pour
reste -^ ^ u^ -h R^hv^, de telle sorte que l'équation
de la quadrique devient
La nature de la quadrique dépend du signe de
Si cette quantité est positive, la surface est un paraboloïde elliptique ; si cette quantité est négative, la surface est un paraboloïde hyperbolique ; enfin si elle est nulle, Tenveloppe se réduit à une parabole.
3. Trouver Venveloppe du plan qui coupe deux sphères données suivant des cercles égaux.
L'enveloppe est un paraboloïde de révolution qui a pour axe la ligne des centres des deux sphères et pour plan tangent au sommet leur plan radical .
4. Trouver Venveloppe des plans passant par les extrémités de trois diamètres conjuguas d^un ellipsoïde.
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On se donne Téquation d'un plan et on forme Téquation ponctuelle du cône qui a pour sommet le centre de Tellipsoïde et qui s'appuie sur la section du plan et de la surface.
11 suffît alors d'écrire que ce cône contient trois diamètres conjugués de Tellipsoïde, c'est-à-dire que l'on a
Aa2 + A'ô2 + A"c2 =z 0,
A, A', A" désignant les coefficients de rc^ y^, z^ dans l'équation du cône.
On trouvera comme enveloppe un ellipsoïde homothétique et concentrique à l'ellipsoïde donné ; on démontrera que le point où le plan variable touche son enveloppe est le centre de la section que ce plan détermine dans la surface.
5. Trouver V enveloppe des plans qui coupent un cône du second ordre suivant deux droites rectangulaires .
Soit le cône
cp(a7, 2/, z) = kx^ + Ay + k"z^ + 2Bt/^ + 2^^'zx + ^Kxy = ; considérons un plan passant par l'origine,
ux -\- vy -{- wz = 0,
et cherchons la condition pour que ce plan coupe le cône suivant deux droites perpendiculaires.
Nous allons considérer un cône passant par ces deux génératrices et contenant la normale au plan passant par le sommet, et il suffira d'écrire que ce cône est capable d'un trièdre trirectangle inscrit.
L'équation de ce cône sera de la forme
cp(a7, y, z) -\-{ax-{-i^y-\-yz){ux-{-vy-\-icz) z= 0, avec la condition
0(U, V, W) 4- (au -1-^1?+ Y10)(m2 -(- t?2 _|_ ^^2J -_. Q^
et on devra avoir
A + A' -h A" + aw + ^v + ^(w = 0.
En éliminant aw + ^v -1-710, on obtient
o{u, V, lo) — (A-hA'-^ A^Km^ + ^î + ioZ) ::^o.
En joignant à cette équation la condition r = 0, on a les équations tangentielles du cône enveloppé par les plans qui coupent le cône donné suivant deux droites rectangulaires.
6. On donne un plan P et un point ; on joint le point à un point quelconque A du plan, puis par le point A on élève un plan perpendiculaire à OA. Trouver V enveloppe de ce plan,
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7. On donne un plan P et un point ; par le point on mène un plan quelconque Q qui coupe le plan P suivant une droite A ; par la droite A on mène un plan perpendiculaire au plan Q. Trouver l'enveloppe de ce plan.
8. Par une courbe plane fermée on fait passer un cylindre que Von termine à une section droite telle que le volume du cylindre compris entre cette section et la première courbe ait un volume donné. Trouver Venveloppe du plan de la section droite.
On sait que le volume d'un cylindre tronqué est égal au produit de Tune des bases par la distance à celle-ci du centre de gravité de l'autre .
(Voir Antomari, Leçons de Cinématique et de Dynamique^ p. 209.)
Prenons pour plan des xy le plan de la courbe plane donnée, pour origine le centre de gravité, les axes de coordonnées étant rectangulaires.
Soit
ux -\- vy -\- wz -\- r = (P)
le plan delà section droite ; Taire de cette section est égale à Taire de la courbe donnée multipliée par le cosinus de Tangle du plan P avec le plan des xy ; on aura donc
yju:^ 4- V^ + \C^ y]u^ _j_ ^,2 _|_ -, OU
h{u^ 4- 1-2 + ic2) — \cr = 0, h désignant le rapport du volume donné à Taire de la courbe plane . On reconnaît Téquation tangentielle d'un paraboloïde elliptique. Si on transporte Torigine au point (0, 0, — A), Téquation devient A(u2 + r2) _ j^^ — - 0^
et en remontant à Téquation ponctuelle, on voit que le paraboloïde est de révolution autour de Oj.
9. Trouver Venveloppe d'un plan qui détaclie d^un cône de révolution un cône oblique de volume constant.
L'enveloppe est un hyperboloïde de révolution à deux nappes qui admet le cône donné pour cône asymptote.
10. Trouver l'enveloppe d'un plan qui coupe un ellipsoïde suivant une courbe telle que le cône s"* appuyant sur cette courbe et ayant pour sommet le centre de V ellipsoïde soit de révolution.
L'enveloppe se compose de trois cylindres du deuxième degré dont
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les génératrices sont respectivement parallèles aux axes de Tellipsoïde.
11. On donne une qnadrique S et un point fixe par lequel on mène trois droites parallèles à trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde
trouver Venveloppe du plan mené par les intersections de la surface S avec ces droites.
L'enveloppe est une quadrique dont il sera intéressant de discuter la nature. Examiner le cas où le point est sur la quadrique S.
Supposer ensuite que Tellipsoïde E soit une sphère, c'est-à-dire que les trois droites menées par le point forment un trièdre trirectangle.
12. Pour qu'une droite soit située sur une quadrique, il faut et il suffît que tout plan passant par la droite soit tangent à la quadrique.
Soit une quadrique déûnie par son équation tangentielle
/•(w, V, w?, r) = et une droite
P = aw -h ^v -J- yic + or =1 0,
P' =: ol'u -h fî-'t? -h y'^ + 8 V = ;
pour que cette droite soit sur la surface, il faut et il suffit que toute solution de ces deux dernières équations vérifie Téquation de la surface.
On résoudra les équations de la droite, par rapport à te et t? par exemple, et en transportant dans Téquation de la surface les valeurs obtenues, on aura un trinôme en to et r qui devra être identiquement nul.
Ainsi pour que la quadrique contienne l'axe des x, dont les équations sont
il faut que Pfi, r, lo, 0) soit identiquement nul ; et par conséquent Téquation se réduit à
aw^ + ^h'vou -+- 2h"uv + 2cwr + 1c vr + 2c" wr -h dr'^ = 0. De même, comme nous l'avons déjà trouvé (no 130), Téquation générale des quadriques contenant Ox et Oy est
2b''uv -f- 2cur -h 2c'vr -h 2c"ior + dr^ = 0. On peut obtenir, comme en géométrie ponctuelle, les équations des génératrices des quadriques.
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Supposons qu'on ait décomposé en carrés le premier membre de réquation tangentielle de la quadrique et qu'on ait une équation de la forme
A, B, G, D désignant des fonctions linéaires et homogènes par rapport k Uj V, w, r ; on écrira
A2 — C2 = D2 — ES et on aura les deux systèmes de génératrices
A + C=X(D + B), J A 4- C = fJi{D - B), \
On démontrera aisément qu'étant données deux droites non situées dans le même plan, et définies par leurs équations tangentielles
l'équation tangentielle générale des quadriques passant par ces deux droites est
P(aP' + PQ') + Q{yP' + 8Q') =: 0,
a, p, Y> 8 étant des paramètres variables.
Si dans une question on a besoin d'introduire symétriquement deux droites non situées dans un même plan, on peut prendre comme axe des x la perpendiculaire commune à ces deux droites, comme origine le milieu de cette perpendiculaire, et comme axes des y et des z les bissectrices des parallèles aux deux droites menées par l'origine.
On déterminera ces deux droites par les équations tangentielles des points de rencontre avec Ox et des points à l'infini ; on aura ainsi
ua-\-r = 0, l ua — r = 0,
vm-\-w = 0, J vm — w = 0.
L'équation générale des quadriques contenant ces deux droites sera
{tca-hr)[aL(ua — r)+p{vm — w)]-\-{vm-\-w)[^{ua —r)-^o{vm — w)] =
ou
a[u^a^—r^)-\-(^h-\--i){amuv - wr)-h{?t—y){mvr--auw)-\-^{v^m^—y:>^) =
ou
A(u^a^—r^)-\-B{amuv — wr)-hC{mvr—auw)-\-D{v^m^^to^) z= 0. (1)
S'il n'est pas nécessaire que les axes de coordonnées soient rectangulaires, on peut choisir une infinité de systèmes d'axes par rapport auxquels les équations des droites auront les mêmes formes.
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11 suffira de prendre pour axe des a? une droite quelconque rencontrant les deux droites données, pour origine le milieu de cette droite, enfin pour axes des y et des z deux droites conjuguées harmoniques par rapport aux parallèles aux deux droites menées par Torigine .
13. Étant données deux droites non situées dans un même plan, on fait passer par ce^ droites un paraholoide hyperbolique auquel on mène un plan tangent parallèle à un plan fixe. Trouver le lieu du point de contact.
L'équation du paraboloïde peut être mise sous la forme (1) de la note précédente, le plan ^i\q donné étant parallèle au plan des xy , Pour que Téqualion représente un paraboloïde, on doit avoir A = 0; on peut ensuite diviser par D, et on a Téquation
\[amuv — wr) + \i.{mvr — auw) -h v^m^ — w^ =: (i.
Soit un plan tangent parallèle au plan des xy,
z-{'h= 0; on aura
X/*-Hl = 0, (1)
et les coordonnées du point de contact seront données par
— lia \Lmh — kk — 2 — X ^ '
En éliminant X, [jl et ^ entre les équations (1) et (2), on aura
Téquation du lieu,
mzx — ay = 0,
qui représente un paraboloïde hyperbolique.
14. Trouver V enveloppe des plans bissecteurs des diè dres circonscrits à une quadrique, les arêtes de ces dièdres étant dans un plan fixe,
15. Démontrer quHl existe un cône du deuxième degré tangent aux six faces de deux trièdres trirectangles qui ont même sommet,
16. Propriétés du cercle de Tinflni. — Nous nous proposons de généraliser dans cette note les théorèmes établis au no 135.
Théorème l. — L'angle de deux droites est égal au produit de — .
par le logarithme népérien du rapport anharmonique formé par les traces des droites sur le plan de Vin fini et par les points de rencontre du cercle de Vinfini avec la droite joignant les deux traces. Soient a, p, y et a', P', y' les paramètres directeurs des deux
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droites ; Tangle V de ces droites est donné par la relation c.n.Y= a«- + fi^- + Tr
Les tracés des droites sur le plan de Tin fini ont pour coordonnées a, p, Y» et a', ^', y', ; un point quelconque de la droite joignant ces traces a pour coordonnées a + W, ^ + X^', y + Xy', 0, et les valeurs de X relatives aux points de rencontre de cette droite et du cercle de Tinfini sont racines de l'équation
(a H- XaT + (p -+- X(i')2 + (y -h Xy')2 = ou
X2(a'2 H_ p + y'') + 2X(aa' + ^fî' + yï') + «^ _,. ^2 _^ .^2 _ q.
Or, un des rapports anharmoniques des quatre points considérés est égal au quotient des racines de cette équation. On aura donc, en désignant le rapport par p,
ou
— cos V — i sin V c«^
^ — cos V + t sin V eri^ On en tire
et le théorème est démontré.
Dans le cas particulier où les quatre points forment une division harmonique, on a
Lp = TTl,
à un multiple près de 27rt, et par suite
Théorème 11. — Uangle de deitx plans est égal au produit de ^.
par le logarithme népérien du rapport anharmonique formé par les deux plans et par les plans tangents menés au cercle de l'infini par Vintersection des detuv plans donnés.
Soient les deux plans
Ax + By-\-C2-\-Dt = 0, A'a? + B't/H-C'j4-D'« = 0; leur angle V est donné par
AA' + BB' + CC
cos V =
CLASSIFICATION DES QUADRIQUES 183
Pour qu*un plan passant par Tintersection
(A + U> + (B -h XB')y + (G + XC')-a + (D + W)t = soit tangent au cercle de Tinfîni, il faut qu'on ait
(A 4- XA')2 H- (B +XB')2-f-(G 4- XC'j2 = 0.
On verra comme plus haut que le rapport anharmonique p de ces quatre plans est égal à e^^'v, ce qui démontre le théorème.
Si les quatre plans forment un faisceau harmonique, les deux plans donnés sont perpendiculaires.
Pour déterminer par un procédé semblable Tangle d'une droite et d'un plan, on prendra l'angle complémentaire de l'angle de la droite et d'une normale au plan, en remarquant que cette normale rencontre le plan de Tinfîni au pôle du plan donné par rapport au cercle de l'infini.
17. Étant donné un hyperholotde à une nappe, on considère les cordes D de cette surface qui sont vues de son centre sous un angle droit, et Von demande :
lo Véqttation du cône, lieu géométrique des cordes D qui passent par un point donné S, ainsi que les positions du point S pour les-, quelles ce cône est de révolution ;
2** La courbe à laquelle sont tangentes toutes les cordes D situées dans un plan donné P, ainsi que les positions du plan P pour lesquelles cette courbe est une parabole ou une circonférence de cercle,
(Concours générai, 1885.)
La question revient à étudier le complexe formé par les droites D.
Cherchons d'abord l'équation de ce complexe.
Soit la droite
elle rencontre la surface donnée,
Aa?2 + B-yi -h Cs^ — | =0, en deux points, et les valeurs de p relatives à ces points sont racines de l'équation
A(x' -+- ap)2 + B(t/' -h ?p)2 + C[z' + Yp)2 -1=0 ou p2(Aa2-^B^2+CY2)-f-2pfAaa;'+Bpî/'^-CY2')^-Aa?'2+B^/'2-f-C^'2— 1 = 0.
Soient pi et p2 les racines de cette équation ; pour que la corde soit vue du centre sous un angle droit, on doit avoir
(x' -4- 0Lpi)(x' -+- apa) + {y' + ?pi)(2/' 4- M H- (s' -h Ypi)(-2' + YPa) = ou (a2 -+. p2 ^ .^2)pjp2 + (pi -h p2){otx' -h ^py' -H Y^') -h x"' 4- y'^ H- -s'^ =
OU encore, en remplaçant pip2 et pi -f- p2 par leurs valeurs,
(a2+p2^.^2XAa;'2+B</'2+C^'2-i )--2( Aouc'+ BPi/'+ Gy;?'J(«^'H- ?/+ ï^')
-h(a?'2+t/'2_|..'2)(Aa2+B^2+c^2)--o.
Cette équation peut s'écrire
A[(Ya?' -a3')2 + (ay' - i^x^] + B[(at/' — px')^ + (^j' ~ Yt/')2]
+ C[(Pa' - Yy')2 -+- i^x' - ol2')Y - (a^ + ^2 + ,^2) - q OU encore, en adoptant les notations du n° 22,
(B+ C)/2 + (C + A)m2 + (AH-B)n2 — (a^ + ^2 + .^2) _ q.
Telle est l'équation du complexe.
Nous obtiendrons les équations du cône et de la conique du complexe en opérant comme on l'a indiqué dans la note H du chapitre 11.
1- L'équation du cône du complexe de sommet (a?', y', z') sera (B + C){yz' - zy'f -h (C + A){zx' — xz'f -h (A + '&)(œy' — yxj
— [{x - xy + (2/ - 2/')' + U — -5?] = ; on trouvera aisément les conditions pour que ce cône soit de révolution.
2° L'équation tangentielle de la conique du complexe qui est située dans le plan P(tt', v', to', r') est (B + C)(«/ — m')2 4- (C + A)(vr' — rv')^ 4- (A H- B)(tor' — rw'f
— [{vw' — tot?')2 + [wu' — uwy + {uv' — i?w')2] =: 0.
Pour que cette conique représente une parabole, il faut que le coefficient de r^ soit nul, c'est-à-dire qu'on ait
(B + G)w'2 + (G + A)v'2 + ( A + BK2 = ; ce qui montre que le plan P doit être tangent à la conique de l'infini du cône
Bh-G^C + A^A + B"" Gherchons maintenant les conditions pour que la conique du complexe soit un cercle.
On voit tout d'abord que si r' = 0, l'équation s'écrit
r2[(B + GK2 + (G + A)v'2 + (A + B)7^'2]
— [{vw' — wv')^ -f- [wu' — uw')^ + (uv' — vu')^] = ; elle représente un cercle ayant pour centre l'origine.
D'une manière générale, pour que l'équation (1) représente un cercle, il faut que l'expression (B + C)(ur' — ru'f + (G + k){vr' — rv'f + (A + B)(w?r' — rw'f
+ \{[vxo' — wv')^ H- [wu' — uw')^ -h [uv' — t?tt')2] soit carré parfait (138).
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On peut récrire
r2[(B + CK2 + (G -+- A)t?'2 -H (A + B)w'^]
— 2r[uu'r'{n -h C) -h vv'r'{C + A ) + icw'r'(k -h B)]
+ t*2[(B + C)r'2 4- X(t?'2 +to'2)] +î,2[(c + A)r'2 + X(t/?'2 + u'^)]
+ w?2[(A + B)r'2 + X(t*'2 + 1?'2)] — 2lv'w'vw — 2Xio Vtou — 2Xu'î?'t/r.
Considérons cette expression comme un trinôme en r,
formons la condition
N2 _ MP
et écrivons que le premier membre, qui est fonction de m, r, w, est identiquement nul.
On a les relations, où Ton pose, pour simplifier récriture,
X(tj'2 4- w'^XoLu'^ -+- ^v'^ ■+■ Yio'2) 4- ar'H^v'^ -+- Y^?"^) = 0, X(«?'2 4- M'2)(aM'2 + pîj'2 4- ^pjo'^) + pr'2(aw'2 + Yio'2) = 0,
X(u'2 + î?'2)(au'2 + pr'2 ^ ^^'2) _^. yr'2(aM'2 + p»i?'2) == 0, v'io'[X(aM'2 + pv'2 +Yto'2) + p^y.'2] — 0, to'u'[X(att'2 + pt?'2 -f- Y-i^o'^) + Y»^'^] = 0, wVfA(aM'2 + p»v'2 + Y^'^) + a^^'^l = 0. Si l'on suppose u'î?'io' y6 0, les trois dernières équations donnent r' = 0, X = ; on a le cas étudié plus haut. Soit maintenant
les équations qui précèdent se réduisent à deux,
X(i?'2 + io'2) + ar'2 = 0,
X{pv'2 4- YW''^) -+- fir'^ = ; on en tire, en éliminant X,
g,^(tj'2 4. ^'2) _ ai^v'^-hyw'^) = 0, ou, en remplaçant a, p, y par leurs valeurs,
On en déduit
v/A2 — B2 di /— iA2 — C2)
et comme Ton a u' = 0, on voit que les plans qui contiennent les cercles du complexe sont parallèles au plan
yv^A2 — B2 ztz^/—{A''--C^) = 0.
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En supposant ensuite que v' et lo' sont nuls, on obtient les plans parallèles aux plans
VB'^ — A2 ±: j^-(B2--C2) = et
x^C^ — A2 ih t/v^— (C!^ - B2) = 0.
' En résumé, pour que la conique du complexe située dans un plan P soit un cercle, il faut que ce plan passe par Torigine ou bien soit parallèle à Tun des six plans représentés par les équations précédentes.
18. Étudier le complexe des droites telles que, par chacune d'elles^ on puisse mener deux plans tangents rectangulaires à un ellipsoïde donné.
Consulter sur ce sujet la note IV dans la géométrie analytique à trois dimensions de M. E. Pruvost.
19. Étant donné un ellipsoïdey de centre 0, et un cône du second ordre Q, de sommet S, on considère un trièdre Oa^y, dont les arêtes forment un système de diamètres conjugués de Vellipsoïde et on prend le point d'intersection de chaque arête de ce trièdre avec le plan diamétral qui lui est conjugué dans le cône Q. On obtient ainsi trois points A, 6, G qui déterminent un plan P.
i^ Démontrer que le plan P passe par un point fixe F quand le trièdre Oa^y ''oarie,
2» Les points S ô< F déterminent une droite D; trouver le lieu des droites D qui passent par un point donné w, lorsque le cône Q se déplace en restant égal et parallèle à un cône fixe,
3" Trouver, dans la même hypothèse, V enveloppe G des droites D qui sont situées dans un plan donné H.
4° Trouver le lieu des foyers des courbes G lorsque le plan H se déplace en restant parallèle à une droite donnée.
[Agrégation, 1892.)
On lira avec intérêt une remarquable solution de M. E. Borel, dans le tome 11 de la Revue de mathématiques spéciales, p. 17.
139. Plans conjugués. — On dit que deux plans sont conjugués par rapport à une surface de deuxième classe lorsqu'ils divisent harmoniquement les plans tangents menés à la surface par leur intersection.
Soit Téquation de la surface
/■(w, v^ w, r) = au^-{- a'u^H =0; (1)
désignons par (wo, vo» w^o, ^o) et (wi, t?i, Wi^ Vi) les coordonnées de deux plans.
Un plan quelconque passant par Tintersection I de ces deux plans a pour coordonnées Uq-{-1ui^ î^o ~^" ^^i» Wq-^Iwi, Tq -h 'kr^ ; les valeurs de X correspondant aux plans tangents menés par la droite I àla surface sont déterminées par Téquation
f(uo -h Xwi, Vq -h Xui, Wo -h Xti^i, ro -+- Xrj) = ou, en développant,
/(mo, Vo, Wo, ro) H- ^uJ'uq -H t^i Ao + «^lAo -^ ^i Ao)
-hXY(wi, vi, Wi, r,) = 0.
Pour que ces deux plans tangents soient conjugués harmoniques par rapport aux deux plans donnés, il faut que les valeurs de X déterminées par Téquation qui précède soient égales et de signes contraires ; on doit donc avoir
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Ce raisonnement s'applique au cas où l'équation (1) représente une conique ou deux points.
Si réquation représente une conique, deux plans seront conjugués par rapport à cette conique si leurs traces sur le plan de la courbe sont conjuguées par rapport à cette conique.
Si réquation représente deux points, deux plans seront conjugués par rapport à ces deux points si leurs points de rencontre avec la droite joignant les deux points donnés sont conjugués harmoniques par rapport à ces deux points.
140. Pôle d'un plan. — Théorème. — Les plans conjugués d'un plan fixe passent par un point fixe qu'on appelle le pôle du plan.
Soient-Wo, Uq, Wq, r^, les coordonnées du plan fixe P, et w, V, iv^ r celles d'un plan conjugué quelconque. On a la condition
qui exprime que le plan (u, u, w^ r) passe par le point qui a pour coordonnées A,, A^' Ao^ A-
Ce point est le pôle du plan P, et Téquation (2) est l'équation de ce pôle.
D'après ce qu'on a vu plus haut (104), ce point est le sommet du cône circonscrit à la surface le long de la courbe section par le plan P.
141. Pour que ce plan existe, il faut que les quatre dérivées ne soient pas nulles en même temps.
Si l'équation (1) représente une véritable quadrique, un plan quelconque admet un pôle bien déterminé.
Si l'équation (1) représente une conique, les quatre dérivées partielles A^, /ï^, etc. ne sont nulles que pour les coordonnées du plan de la conique ; il en résulte qu'un plan quelconque aura un pôle, à l'exception du plan de la conique, dont le pôle est indéterminé.
Il est clair que le pôle d'un plan sera le pôle par rapport à la conique de la trace du plan sur le plan de la conique.
Enfin si l'équation représente deux points, tout plan ne contenant pas la droite joignant les deux points a un pôle bien déterminé^ qui est le conjugué harmonique, par rapport aux deux points, du point de rencontre du plan et de la droite joignant les deux points ; tout plan passant par la droite joignant les deux points a un pôle indéterminé,
142. Proposons-nous maintenant de chercher si deux plans (wo> vo, ^0^ ^o) et (mi, Vi, w^ n) peuvent avoir le même pôle par rapport à une surface.
On doit avoir
/uj /vj fw^ Jr^^
OU
Or les premiers membres de ces équations peuvent s'obtenir en remplaçant dans les fonctions /*„', /"J, fi,, fi. les variables M, V, w, r respectivement par Wo -H ^wi, vq 4- Àui, Wo -h Xt^i, ro + Xri.
On doit donc avoir pour une valeur déterminée de X,
fu{uo + Xwi , Vo -h Xv, , Wo -h Iwi, n + Xr,) = 0,
t tv\ * • ' • • • • • • . . . J = U,
Ces égalités sont impossibles si le discriminant de la fonction f[u^ v, w, r) est différent de zéro.
On en conclut que si l'équation (1) représente une véritable quadrique, deux plans différents ont des pôles différents.
190 COORDONNÉES TANGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE DANS L'eSPACE
Si réquation représente une conique, deux plans auront le môme pôle s'ils ont même trace sur le plan de la conique.
Enfin si l'équation représente deux points, deux plans auront le môme pôle s'ils rencontrent au même point la droite qui joint les deux points.
143. Plan polaire d'un point. — On appelle plan polaire d'un point le plan qui a,ce point pour pôle.
Soit le point (aro, yo, ^o, ^o) ; si Wo, Vo, m^o, ^o désignent les coordonnées du plan polaire de ce point, on aura
— /uq = auo -h b"vo -4- b'wo -4- c/'o = >^o, Ao — b'uo-hàvo-i-a"iVo 4- cVq = ko,
-- /ro = cuo -h c'vo -h c"wo -h rfro = lio.
Tout revient à résoudre ce système par rapport à Wo, vq, w^, n. Premier cas. — Supposons qu'on ait a b" b' c b" a! b c'
c'est-à-dire que l'équation (i) représente une véritable quadrique.
On peut alors résoudre le système (3) d'après la règle de Cramer ; on a
Amo = X( Aaro + B'^o -4- B'zo 4- C<o),
Auo = X(B"aro -f- A^o -h Bzo -h C7o),
Az/;o = X(B'xo+ Byo + A"zo + C'7o),
Aro = X(Ca:o + C'yo -4- C/so + D/o), '
qu'on peut écrire
en désignant par
cp(ar, y,z,t) = kx^ -h A'y* -h A'z^ -+- 2Bt/z -h 2B'zaî -4- ^B'xy
+ 2Ga?^ + 2C'y^-h2C'z<-hD^^ = Téquation ponctuelle de la surface.
L'équation du plan polaire sera donc
^?io -^ Vf S/0 -*- 2?^o + ^'f îo = ^' résultat bien connu.
Rappelons que deux points sont conjugués quand la droite qui les joint rencontre la surface en deux points conjugués harmoniques par rapport à ces deux points ; chacun d'eux est alors situé sur le plan polaire de l'autre, et la relation qui lie les cordonnées Xq, î/oî ^o, ^o et a?i, t/,, z,, t^ de ces deux points est
Deuxième CAS. — Supposons A = 0, et l'un au moins de ses mineurs du premier ordre différent de zéro, par exemple a h" \S= h' a'
h' h a" L'équation représente une conique.
On peut résoudre les trois premières équalions du système (3) par rapport à wo, ^'o, i<?o, et, en transportant ces valeurs dans la qua-
^or).
trième équation, on
obtient a h" h'
cro —
Ixo
c'n — Xi/o
c'Vo — X^o
dvQ — X^o
ou, comme A = 0,
h' xo
c" to
(*) Cela revient à supposer que l'origine n'est pas dans le plan de la conique (129).
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Le coefficient de X peut s'écrire
Oo + C'yo + CzQ -h D<o OU — o;^ ;
égalé à zéro, il exprime la condition pour que le point {xq, i/o, zo, k) soit dans le plan de la conique.
Le système (3) est alors équivalent au système suivant :
T Ao — >^o = ,
l/-;^-Xi/o = o, Ào;, = 0. /
Nous aurons deux cas à distinguer.
1^ Le point [xo, i/o, ^o, ^o) n'est pas dans le plan de la conique.
Le coefficient de X étant différent de zéro, pour que la quatrième
équation soit satisfaite, il faut qu'on ait
les trois premières équations se réduisent alors à
Ao = 0» Ao = 0, Ao = ^ ;
elles déterminent le plan de la conique.
Ainsi, tout point en dehors du plan de la conique a pour plan polaire ce plan.
2® Le point (ojo, yo, -o, to) est dans le plan de la conique.
Le coefficient de X est nul, et le système (4) se réduit aux trois premières équations.
On en conclut que les coordonnées du plan polaire vérifient les équations
/*«o Ao /""'o
Xq i/o 2çs
Si Ton y considère wq, ro, i^'o, ^o comme coordonnées courantes^ ces équations représentent une droite, et tout plan passant par cette droite est plan polaire du point (a?o, t/o, 20, ^0).
Cette droite est dans le plan de la conique, elle est par rapport à cette conique la polaire du point donné.
Troisième cas. — Supposons A = 0, et tous les mineurs du premier ordre nuls.
Dans ce cas, Téquation (2) représente deux points distincts P et Q. Supposons, par exemple, que le mineur
soit différent de zéro ; on peut alors résoudre les deox premières équations du système (3) par rapport à Uq et «q, et en remplaçant dans les deux antres on a
b" b'wQ -\-crQ — ^0
a' ôico -h cVq — li/Q = 0,
b oI'wq h- c*ro — X^o
b" b'wç^'
• cr^f — ÂXo
^0 -<- <^'^o — ^yo
qu'on peut écrire, puisque tous les mineurs du premier ordre de A sont nuls,
Si on se reporte au numéro 126, on voit qu'en égalant les coefficients de X à zéro, on obtient les conditions pour que le point {xo, yo, ^0, to) soit sur la droite PQ.
Le système (3) est. équivalent au système suivant :
b" a' yo b' b zo a V œo
b' a' yo c c' to
1« Le point (xo, yo, ^o, *o) n'est pas sur la droite PQ. Les deux dernières équations donnent alors
X = 0; le système se réduit aux deux équations
Ao = 0, n, = 0,
qui admet pour solutions les coordonnées de tous les plans passant par la droite PQ.
COORDONNÉES. — I t3
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On en conclut que tout point en dehors de la droite PQ admet comme plans polaires tous les plans passant par cette droite.
2° Le point (a^o, yo, -3:0, ^0) &st sur la droite PQ.
Les deux dernières équations du système (5) sont vérifiées quel que soit X, le système se réduit aux deux premières équations ; on voit que les coordonnées du plan polaire satisfont à l'équation
Si Ton y considère t^, Vq, ioq, Vq comme coordonnées courantes, cette équation représente un point situé sur la droite PQ, et tout plan passant par ce point est plan polaire du point {xq, 2/0» -0» ^o)- Ce point et le point donné divisent harmoniquement les points P et Q.
Quatrième cas. Supposons que \ soit nul, ainsi que tous ses mineurs du premier et du second ordre.
L'équation (1) représente un point double.
Supposons a 96 ; on peut tirer Uq de la première équation du système (3), et en remplaçant dans les trois autres, on obtient le système équivalent
xo
iCO
-îo
a xo c to
Si on annule les coefficients de X dans ces trois dernières équations, on a
xq ^2/0 ^0 ^0
«lies expriment que le point donné coïncide avec le point double, €ar f{u, Vf Wf r) étant carré parfait, sa racine est proportionnelle à une dérivée partielle, /\^, puisque a:ytO.
l» Supposons que le point (xq, t/o» ^o> ^0) ^^ coïncide pas avec le point double.
Les coefficients de X dans les trois dernières équations du système (6) n'étant pas tous nuls, on doit avoir X = 0, et il reste
Ao = 0.
Cette condition exprime que le plan polaire passe par le point double .
2° Le point [œ^^ i/q, ^q, t^) coïncide avec le point double. Les trois dernières équations du système (6) sont vérifiées quel que soit X ; il reste Téquation
y Ao — ^^^0 = 0,
qui est vérifiée par les coordonnées d'un plan quelconque, puisque X est arbitraire ; le plan polaire du point double est entièrement indéterminé.
144. On peut résumer tous ces résultats de la manière suivante :
^° Si réquation (1) représente une véritable quadrique, un plan quelconque a un pôle bien déterminé, et un point quelconque a un plan polaire également bien déterminé.
2** Si l'équation (i) représente une conique C, située dans un plan ^, tout plan autre que le plan P admet un pôle bien déterminé qui coïncide avec le pôle par rapport à la conique G de la trace du plan sur le plan P. Le plan P a pour pôle un point arbitraire de l'espace .
Tout point en dehors du plan P a pour plan polaire le plan P, tout point situé dans le plan P a pour plans polaires tous les plans passant par la polaire du point par rapport à la conique G.
3" Si l'équation (i) représente deux points distincts, A et B, tout plan ne passant pas par la droite AB a un pôle bien déterminé, qui est le conjugué harmonique, par rapport à A et B, du point de rencontre du plan avec la droite AB. Tout plan passant par la droite AB admet pour pôles tous les points de l'espace.
Un point quelconque non situé sur la droite AB a pour, plans polaires tous les plans passant par AB ; un point quelconque de la droite AB admet pour plans polaires tous les plans passant par le conjugué harmonique du point par rapport à A et B.
4® Si l'équation (I) représente un point double, tout plan ne passant pas par le point double a pour pôle ce point double, et tout plan passant par le point double a pour pôle un point quelconque de l'espace.
Tout point autre que le point double a pour plan polaire un plan quelconque passant par le point double, et le point double a pour plan polaire un plan quelconque de l'espace.
145. Droites conjuguées. — Soit une droite quelconque D. Si un plan tourne autour de cette droite, le pôle de ce plan décrit une autre droite D'.
Soient^ en effet, Pi(wî, Ui, w^^ n) et P2(w2, ^2, w^^ r^) deux
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plans passant parla droite D; un plan quelconque passant par cette droite a pour coordonnées
les coordonnées du pôle de ce plan sont alors
fu, 4- if'u, , A, + ¥i, , A', + Vu, . A +¥^..
Par conséquent quand X varie, ce point décrit la droite D qui joint les pôles Ai et Ag des plans Pi et P2.
Réciproquement, tout plan passant par D' a son pôle sur D.
Soit un plan F(m\ v\ w\ /) passant par la droite D' ; ce plan contient alors les points Ai et A^, et on a
uri,-hvrv,-^w%^-hr^f^^ = 0, qu'on peut écrire
wi A' -H ^lA' -t- w^i A-' + nf'r' = 0,
ce qui montre que les plans Pi et Pa passent par le pôle du plan P', autrement dit que ce pôle est situé sur la droite D. On appelle droites conjuguées deux droites qui jouissent des propriétés des droites D et D', c'est-à-dire qui sont telles que le plan polaire d'un point quelconque de Tune passe par l'autre.
146. Si par une droite on mène des plans tangents à une quadrique, la droite qui joint les points de contact est la droite conjuguée delà droite donnée.
Cela résulte de ce que le pôle d'un plan tangent est le point de contact.
De même, si on mène les plans tangents aux points de rencontre d'une droite et d'une quadrique, l'intersection de ces plans est la droite conjuguée de la droite donnée.
147. Si par une droite D on mène un plan qui coupe une quadrique suivant une conique, le pôle A de la droite D par rapport à cette conique est sur la droite conjuguée. .
En effet, le plan polaire du point A contient la droite D, donc le point A appartient à la droite conjuguée de la droite D.
On en conclut que si le plan sécant tourne autour de la droite D, le point A décrit la droite conjuguée de cette droite.
148. Supposons qu'une droite D soit tangente à une quadrique en un point A, tous les plans passant par la droite D auront leurs pôles dans le plan tangent à la quadrique au point A ; il en résulte que la droite D', conjuguée de la droite D, est située dans le plan tangent en A et passe par le point A.
De plus, les deux droites D et D' doivent former un faisceau harmonique avec les génératrices de la surface passant au point A, car il est visible que toute droite qui rencontre deux droites conjuguées doit couper la surface en deux points conjugués harmoniques des points de rencontre avec les droites conjuguées.
Si la droite D est une des génératrices de la surface passant par le point A, la droite conjuguée D' se confond avec la droite D.
149. Dans ce qui précède, nous avons supposé que Téquation (1) représentait une véritable quadrique.
Supposons maintenant qu'elle représente une conique.
Une droite D rencontrant le plan de cette conique en un point A aura pour conjuguée la polaire du point A par rapport à la conique.
Toute droite située dans le plan de la conique aura pour droite conjuguée une droite quelconque passant par le pôle de la droite donnée par rapport à la conique.
150. Tétraèdres coDjugaés. — On dit qu'un tétraèdre est conjugué par rapport à une quadrique (que nous ne supposerons pas réduite à une conique) lorsque chaque face a pour pôle le sommet opposé.
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Il existe une infinité de tétraèdres conjugués par rapport à une quadrique.
En effet, soit Pi le plan polaire d'un point arbitraire A,. Prenons dans le plan Pj un point quelconque Aj ; le plan polaire Pî de A2 contient Ai.
Les deux plans Pi et P2 se coupent suivant une droite ; si l'on choisit sur cette droite deux points A3 et A^ conjugués par rapport à la quadrique, les quatre points Ai, A2, A3 et A4 seront les sommets d'un tétraèdre conjugué.
Les éléments d'un tétraèdre conjugué dépendent de six paramètres indépendants, car le point Ai est arbitraire (trois paramètres), le point A2 est arbitraire dans le plan Pi (deux paramètres), enfin le point A3 est arbitraire sur la droite intersection de Pi et de P2 (un paramètre).
Remarquons que si un tétraèdre est conjugué par rapport à une quadrique, deux sommets quelconques, deux faces quelconques et deux arêtes opposées quelconques sont conjugués par rapport à la quadrique.
Quadriques coDjuguées par rapport à un tétraèdre
On dit qu'une quadrique est conjuguée par rapport à un tétraèdre, lorsque le tétraèdre est conjugué par rapport à la quadrique.
Nous allons chercher l'équation générale des quadriques conjuguées par rapport à un tétraèdre.
Supposons d'abord que l'on prenne pour axes de coordonnées trois arêtes aboutissant à un même sommet, OA, OB, OC ; OA étant l'axe des or, OB l'axe des y et OC Taxe des z.
Posons en outre
ÔX = a, ÔB = p, 0C = ^.
L'équation générale des quadriques est
/■(w, V, w^ r) = au^ -H wv^ -}- a"w^ -h ^bviv -4- ••• rfr^ = 0.
Écrivons que le pôle du plan yOz est le point A. L'équation du pôle de ce plan est
_. f^ = au-\- b"v -h b'w -h cr = ;
on doit avoir
En écrivant que le plan zOx a pour pôle le point B, on a ô'' = 0, ^ - 0, -^ = p.
En écrivant que le plan xOy a pour pôle le point G, on a 6 = 0, 6' = 0, -^ = f
On trouve donc déjà les conditions, au nombre de six,
a = COL, a' = (/p, a" = c'y,
Si ces conditions sont remplies, sera le pôle du plan ABC. L'équation de la quadrique devient alors
coLU^ -h c'^v^ -h c"^w^ -4- 2cMr + 2c' vr 4- 2chvr + rfr' =
ou encore
Cette équation peut s'écrire
A(wa -+- r)« + B(u? -+- ry h- C(z^y -^ ^Y + ^r^ = 0/ A, B, C, D désignant des nombres arbitraires.
Supposons maintenant que le tétraèdre soit rapporté à des axes quelconques, et désignons par (a?i, t/i,3i), [x^^yi^z^), i^Zf !/3i 23)7 (^4î !/4î 2+) les coordonnées des sommets Aj, A2, A3, A4.
Si nous prenons pour axes de coordonnées les directions A4A1, A4A2, A4A3, l'équation générale des quadriques conjuguées par rapport au tétraèdre sera
X{u'a + 7^)2 -f. B(v'p -h r')^ -h C(m;'y + ^)' ■+- ^^^ = ^^ a, p, Y désignant les longueurs des arêtes qui aboutissent au sommet A4.
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Revenons aux premiers axes, en utilisant les formules de transformation (i) du numéro 50 et en remarquant que les
Xi — Xi. Vi — Vi
coordonnées du point directeur de A4A1 sont
-^ ■* ; pour la direction A4A, ces quantités sont -^-r — »
V2 — Vi 2» — Zl
Q , — - — » etc. ; on aura donc
u{Xi — x,) v{y, — yO , M^i — ^O
u{x^ — x,) %8 — yO _^ w[z^—zk)
r' = Ma?4 + vy^ H- t«;z4 + r .
On tire aisément de ces équations
u'oL -{-r' = uxi H- vyi + wzi -h r,
v'P H- / = UX2 H- «2/8 H- î^Z2 + ^,
t^Y H- r' = Mars -h ut/3 H- i/;z3 -+- r,
r = Ma74 H- vyi 4- î^^Zi H- »•.
L'équation de la quadrique devient donc
A{uXi + uj/i + t«;zi + r)* -f- B(Ma?2 -4- ut/a H- «^jzs + ^)^
-H C(mj?3 + «^2/3 -f- ^Zz -h r)2 H- D(Ma:4 -h «2/4 -H «^^4 -+- r)^ = ; en conséquence, si Ton désigne par Pi, Pg, P3, P4 les premiers membres des équations des sommets du tétraèdre, on voit que Téquationtangentielle générale des quadriques conjuguées par rapport à ce tétraèdre est
AP? -h BPi -^ CPl -h DP« = 0.
152. Théorème de Hesse. — Si deux tétraèdres sont conjugués par rapport à une quadrique^ toute quadrique passant par sept des sommets de ces tétraèdres passe par le huitième.
Soient a?,-, y,-, zi (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) les coordonnées des huit sommets des tétraèdres.
L'équation tangentielle d*une quadrique conjaguée par rapport aa tétraèdre qui a pour sommets les quatre premiers points est
^ hi^Xi ■+• ^yi -+■ ^2i H- r)2 = ;
1=1 de même Téquation tangentielle [d'une quadrique conjuguée par rapport au tétraèdre formé par les quatre autres points est
^ X/(wa?t H- vyi 4- wzi + r)» = 0.
Écrivons que ces deux équations représentent la même quadrique ; on obtient une identité de la forme
S M'^^i + ^yi + '^^i + ^)^ ^ ^• t=l On en déduit
2{ji,ic? = 0, SfXfy? = 0, SfiiS? = 0, I^^iiyt^i = 0,
Considérons le premier membre de Téquation ponctuelle d'une quadrique quelconque <p(rt7, y, z) = Aa?2 -f- A'y* 4- A"^' ■+- 2By^ + 2B'3:a? -f- 2Wœy
-h 2Gr H- 2C'y + 2^4: -f- D = ; on aura, quelles que soient les valeurs des coefficients,
S ^^?(^»» 2/i» ^») = <>• t=i Cette égalité prouve que si la quadrique
passe par sept des huit points considérés, elle passera par le huitième.
En transformant par le principe de dualité, on obtient le théorème suivant :
Si deux tétraèdres sont conjugués par rapport à une quadrique^ toute quadrique tangente à sept des faces de ces tétraèdres est tangente à la huitième.
202 COORDONNÉES TAN GENTIELLES.— GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE
EXERCICES ET NOTES
1. Tétraèdres polaires réciproques. — On dit que deux tétraèdres sont polaires réciproques par rapport à une quadrique lorsque les sommets de Tun sont les pôles des faces de Tautre.
Théorème. — Les^ droites qui joignent les sommets correspondants de deux tétraèdres polaires réciproques sont des génératrices d'un même hyperboloïde.
Soient
a = ax-{'a'y-i-a''z + a'"t = 0,
P = ôa; -f- ft'y + ^"^ + ^"^ — 0,
Y =: ca; 4- c'y -h (f:; -i- c"'t = 0,
^ z= dx-h d'y -if d^z -4- d*"t = les équations des faces d'un tétraèdre ABCD; nous allons démontrer que si l'on joint chaque sommet au pôle de la face opposée par rapport à une quadrique
les quatre droites obtenues sont génératrices d'un hyperboloïde. Une droite passant par le sommet A a pour équations
écrivons que cette droite passe par le pôle if à, fâ», fâ», fl^,) de la
face 6GD; on aura les conditions
[ah) ~" [ac) ~ [ad) ' en posant
ôa da' oa" doT' db db' dh" db'"
(ac) désignant une expression analogue. . . etc.
On en conclut que les droites joignant les sommets aux pôles des faces opposées sont déterminées par les équations
[ab] [ac] [ad] '
g __ Y _ 8 [ba) ~" (6c) ""(ôd)'
(ca) (cb) (cd)
[da) ~ (db) ~ [de)'
On en conclut (chapitre 1, Exercice 4) que ces quatre droites sont sur un hyperboloïde.
Corrélativement y les droites intersections des faces correspondantes deux à deux de deux tétraèdres polaires réciproques sont quatre génératrices d'un hyperboloïde.
2. Étant donnés les plans polaires de deux points par rapport à une quadrique, si Von mène par chacun de ces points un plan parallèle au plan polaire de Vautre, le plan mené par l'intersection de ces deux plans et par l'intersection des dev>x premiers passe par le centre de la quadrique.
3. Etant donnés les plans polaires de deux points fixes par rapport à une quadrique, démontrer que le rapport des distances de ces points à un plan quelconque est dans un rapport constant avec le rapport des distances du pôle de ce plan aux deux plans pof aires.
4. On considère les quadriques conjuguées par rapport à un tétraèdre et qui sont tangentes à un plan fixe. Démontrer que les plans polaires d^un point fixe enveloppent une surface de troisième classe passant par les arêtes du tétraèdre.
Désignons par
OL =: au -h a'v -\- o!'vc + a!"r z=z 0,
p = frî^ _+. b'v + b"w -+- b'^r = 0,
Y = cw -f- c'r H- c"w + c'"r =z 0,
8 = cZw -h d'v 4- d'w + d'^r =
les équations des sommets du tétraèdre. L'équation générale des
quadriques conjuguées par rapport à ce tétraèdre est
Aa2 + Bp2 + Cf H- D82 = 0, avec la condition
Aa?H-Bp? + CYS + D8? = 0, (1)
qui exprime que le plan (uo, vo, wq, ro) touche ces quadriques. Or Je pôle d'un plan (m', v', w\ r') a pour équation
Aaa' + Bpp' + Ctt' + ^SS' = ; pour écrire que ce pôle est fixe, il suffit d'observer que l'équation
d'un point peut toujours se mettre sous la forme (20)
to + m^ -h ny -f- p8 = ; on aura donc
Aa' ^ B^ ^ Cy' ^ DS; l m n p '
En éliminant A, fi, G, D entre (1) et (2), on aura Téquation tangentielle de l'enveloppe du plan (w', «', lo', r'),
Cette équation étant vérifiée par les coordonnées de tous les plans passant par une arête quelconque du tétraèdre, on en conclut que cette arête est sur la surface .
5. On considère toutes les quadriquss conjuguées par rapport à un tétraèdre et qui sont telles que le plan polaire d'un point donné A passe par un point également donné B. Démontrer que le plan polaire d'un point fixe passe par un autre point fixe.
Démonstration analogue à la précédente.
6. Étant donné un tétraèdre^ on considère tous les paraboloïdes conjugués par rapport à ce tétraèdre; on demande V enveloppe du plan polaire d'un point fi^e, lejieu des pôles d'un plan fixe, et le lieu des points de contact des plans tangents parallèles à un plan fixe.
Si Ton prend pour axes de coordonnées trois arêtes du tétraèdre, l'équation du paraboloïde pourra s'écrire
Au(uoL + 2r) + Br(i?p + 2r) + Cw{w^ + 2r) = 0.
7. Lorsque deux tétraèdres conjugués par rapport à une quadrique ont un sommet commun, les droites joignant le sommet commun aux six autres sommets appartiennent à un même cône du deuxième degré.
Prenons le sommet commun à l'origine, et désignons par a;,-, y,, z {i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) les coordonnées des six autres sommets des deux tétraèdres ; posons en outre
Pi = uxi + vyi H- wsi H- r.
L'équation de la surface peut s'écrire indifféremment sous les deux formes
on en conclut une identité de la forme
Écrivons que les coefficients de u^, u^ w^, vu:, wuj uv sont nuls ; on aura
Sli^a?? = 0, liLty} = 0, SH43? = 0,
^\iiyiZi = 0, ^[t-iSi^ffi = 0, ZlHfCiyi = ;
ces égalités démontrent la propriété énoncée.
Corrélativement f si deux tétraèdres conjugués par rapport à une quadrique ont deux faces situées dans un même plan, les plans des six autres faces sont tangents à un cône de deuxième degré .
8. Connaissant les coordonnées plûckériennes d'une droite, trouver celles de la droite conjuguée par rapport à une quadrique. Soit une droite D définie par l'intersection de deux plans UiX + t?iy -h WiZ -h r^t = 0, U'ix -+■ viy -h w^z 4- r2« = ; ses coordonnées plûckériennes sont (22)
a = ViW2 — 101^2» l = ^i*"2 — nt*2» , etc.
La droite conjuguée de cette droite par rapport à une quadrique f(u, t?, w?, r) = joint les deux points (/*«;, fi^, f,l^, fr^) et [fi^, fi^, A^^» /"^ > ses coordonnées plûckériennes a', ^', y, T, m', n' sont proportionnelles aux quantités
On en déduit aisément les formules suivantes :
a' = aL[h"c" — h'c') 4- ^[h'c — ac") 4- ^([ac' — Vc) + l[ad - c*)
+ m[h"d — ce') + n(b'd — c''c),
^' = a(a'c" — bc') + P(6c — ftV'J + yib'c' — a'c) -h l[b"d — ce')
m(bc — &V) 4- n{a"c — ô'O
n' = a{b"b — a'ô') 4- ^(^'ô'' — ab) 4- Y(aa' — b"^) 4- Z(ac' — ft^c)
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On voit ainsi que les coordonnées de la droite D' sont des fonctions linéaires et homogènes des coordonnées de la droite D, les coefficients étant les mineurs du second ordre du discriminant a de la fonction f{u, u, lo, r).
On peut déduire de là la condition pour que la droite D touche la quadrique, c'est-à-dire Téquation de cette quadrique en coordonnées de droites. 11 suffira d'écrire que les deux droites D et D' se rencontrent, c'est-à-dire qu'on a
a7 4- p'm H- y'n -f- aZ' -f- pm' 4- yw' = 0, ce qui donne une relation du deuxième degré entre les coordonnées de la droite D.
Mais n'oublions pas que, réciproquement, toute relation du deuxième degré entre les coordonnées d'une droite n'est pas en général l'équation d'une quadrique ; cette relation représente un complexe du second ordre .
9 . Etant donnés deux ellipsoïdes homothètiques et concentriques^ les plans polaires des points de Vun d'eux par rapport à l'autre eri' veloppent un ellipsoïde homothétique et concentrique aux deux ellipsoïdes donnés.
CENTRE, PLANS DIAMÉTRAUX ET DIAMÈTRES PLANS PRINCIPAUX ET AXES
153. On appelle centre d'une quadrique un point tel que toute droite passant par ce point rencontre la surface en deux points symétriques par rapport à ce point.
Il résulte de cette définition que le centre est le pôle du plan de l'infini, et que, réciproquement, si le pôle du plan de Tinfini est à distance finie, ce point est un centre.
Soit /*(w, V, w^ r) =. au^ -+- a'v^ -f- aV -\^lhviv 4- ^Vwu -1- Wuv
leur H- "ic'vr -j- "^d'ior + dr
réquation tangentielle de la surface.
L'équation du pôle d'un plan quelconque (uo, î^o, w;o> ^*o) est
ou encore
Si le plan est à l'infini, wq, «o, ^o sont nuls, et l'équation devient
--' f'r = cw -i- c'v -4- c"io -h dr = 0.
Premier cas. — d^O,
Le pôle est à distance finie. La surface a un centre qui a
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C c' c" pour coordonnées cartésiennes -t-j -j-» -=-? ou encore pour
coordonnées homogènes c, c\ (f, d.
Si réquation (1) représente une conique, le pôle du plan de rinfini coïncide avec le pôle par rapport à cette conique de la droite de Tinfini de son plan (141).; ce point est donc bien aussi le centre de la conique.
Enfin si Féquation représente deux points, le pôle du plan de l'infini est le milieu de ces deux points.
Deuxième cas. — d = 0,
Le pôle du plan de l'infini est à l'infini, ce qu'on pouvait prévoir, puisque la surface est tangente à ce plan ; il n'y a donc pas de centre.
Le point où la surface (ou la courbe) touche le plan de Tinfini a pour coordonnées c, c', c" et 0; la direction dans laquelle se trouve ce point est, comme nous le verrons plus loin, la direction de Taxe du paraboloïde (ou de la parabole) représenté par l'équation (1).
154. L'équation tangentielle générale des quadriques qui ont pour centre le point (a?, y, z) est
au^ -H a'v^ •+- (jtv)^ -h ^hvw -h V>'wu -h Wuv -\- %xur + 2i/vr
-l-2zt£;r + r2 = 0,
155. Application. — Le lieu des centres des quadriques tangentes à sept plans est un plan.
Soient w„ t?„ to,, ri[i == i, 2, 3, 4, 5, 6, 7) les coordonnées des sept plans.
L'équation d*une quadrique ayant pour centre le point (a;, t/, z) est écrite plus haut ; cette quadrique étant tangente aux sept plans^ on aura sept équations de la forme
au\ 4- a't?f H ^ocuin -\- 2yviri H- 2siOiri -i- rj = 0..
En éliminant rt, a', a", 6, b', V entre ces sept équations, on aura réquation du lieu.
Le premier membre de cette équation est un déterminant dont les éléments d'une ligne quelconque sont
u^y t??, w}, v{U)i, ictui, uroiy 2xuiri + 2yVtri-{'23Wiri-{'r\,
Les variables figurent seulement dans la dernière colonne et au premier degré; le lieu est donc un plan.
On peut encore obtenir ce résultat de la manière suivante. On cherche Téquation générale des quadriques tangentes à sept plans ; on écrit que Téquation
au^ -h aV H \'2c"wr -h c^f» =
est vérifiée par les coordonnées des plans donnés.
On a sept équations entre dix coefficients, on peut résoudre par rapport à sept inconnues en fonction des trois autres que nous désignerons par Xi, X2, X3. Ces sept ' inconnues sont des fonctions linéaires et homogènes de Xi, X2, X3, de la forme aXi -f- 6X2 -f- cXg.
11 en résulte que Téquation générale des surfaces tangentes aux sept plans est
Xi/*i(u, V, M?, r) -h l^Mu, t?, w, r) 4- hfs{uj r, te, r) = 0,
en posant
fi{u, 1?, w, r) ^ aiu^ -h ajt?2 -j 2c\wr -+• dir^,
fs{u, V, w, r) = a^u^-\ hdsr^.
Le centre de la quadrique a pour coordonnées
ciXi H- C2X2 -f- 03X3
6'iXi H- C2X2 -h C3X3
diki H- 6^2X2 -h cfsXg '
(*i\ -f- C2X2 -I- cllo
diki + ^2X2 H- ^3X3 Quand Xi, X2 et X3 varient, il est visible que ce point décrit le
plan qui est déterminé' par les trois points (-^» -^ » "T")'
(-£L, fL, A-\ et (-^, A fL\.
\ c?2 ' d2 ^ d2 / \ ds ^ ds ^ dz I
156. Le lieu des centres des quadriques tangentes à huit plans est une droite.
L'équation générale des quadriques tangentes à huit plans est Xi/i(w, t?, Wy r) + X2/2(t^, v, M?, r) = 0.
Le centre a pour coordonnées
_ XiCi -f- X2C2 __ Xic'j H- X2C2 XiC| 4-X2C2 .
Xidi 4- X2C?2 * • kidi -h X2CÏ2 ' " Xidi + \<id2 *
on voit ainsi que ce point décrit une droite.
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D'ailleurs ce résultat est une conséquence directe du théorème qui précède.
157. Ces théorèmes sont des cas particuliers du théorème plus général suivant :
Le lieu du pôle cTun plan fixe par rapport aux quadriqtf^s tangentes à sept plans (ou tangentes à huit plans) est un plan {ou une droite).
158. Plans diamétraux. — Le lieu des milieux des cordes d'une quadrique parallèles à une direction de droite est un plan qu*on appelle le plan diamétral oonjugué de la direction donnée.
Ce lieu est en effet le plan polaire du point à Tinfini dans la direction donnée.
Soient a, p, y les paramètres directeurs de la direction donnée ; le point à l'infini dans cette direction a pour coordonnées homogènes ot, p, y, ; les coordonnées w, v, w, r de son plan polaire seront déterminées par les équations
fu fv fto
ir = ï = 7'
On a trois équations du premier degré que Ton peut résoudre comme au numéro 143 ; on a en général un seul plan diamétral correspondant à une direction.
159. Les plans diamétraux étant des plans polaires de points situés dans le plan de Tinfini doivent passer par le pôle de ce plan ; c'est ce que montre d'ailleurs Téquation /ï = 0.
Il en résulte que dans les surfaces à centre les plans diamétraux passent par le centre, tandis que dans les paraboloïdes, ils sont parallèles à la direction de Taxe.
160. Le plan polaire d'un point à Tinfini n'est un véritable plan diamétral que si ce point n'est pas situé sur la surface.
Dans le cas contraire, si ce point est sur la surface, le plan
polaire correspondant est le plan tangent à la surface en ce point. Si la surface est une surface à centre, ce plan est tangent au cône asymptote ; si la surface est un paraboloïde, ce plan passe par Tune des droites, intersection de la surface et du plan de l'infini, k moins que la direction donnée ne soit précisément la direction de Taxe (ce qui revient à dire que le point à l'infini est le point de rencontre des deux droites dont nous venons de parler) ; dans ce cas le plan polaire coïncide avec le plan de Tinfini.
161. Examinons le cas où l'équation (1) représente une conique ; il suffira de se reporter à la théorie des pôles et plans polaires (144).
Si la direction donnée n'est pas parallèle au plan de la conique, le point à l'infini correspondant n'est pas dans le plan de cette conique, le plan polaire de ce point est le plan de la conique.
Si la direction donnée est parallèle au plan de la conique, le point à l'infini correspondant est dans le plan de la conique, le plan polaire est un plan quelconque passant par la polaire de ce point par rapport à la conique ; on peut donc dire que dans ce cas le plan diamétral conjugué de la direction donnée est un plan quelconque passant par le diamètre conjugué de la direction dans la conique.
Si le point à l'infini est sur la conique, son plan polaire passera par une asymptote si la conique est une hyperbole, ou sera parallèle au plan de cette conique si c'est une parabole.
162. Plans diamétraux conjugués. — On dit que deux plans diamétraux sont conjugués lorsque chacun d'eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre.
Chacun de ces plans passe par le pôle de l'autre ; on peut les considérer comme deux plans conjugués par rapport à la quadrique.
Soient les deux directions (a, p, y) et (a', p.', y'); nous allons chercher la condition pour que les plans diamétraux conju-
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gués de ces directions soient conjugués par rapport à la quadrique.
J'écris pour cela que le plan diamétral conjugué de la direction (a, p, y) est parallèle à la direction (a', p', /) ; il suflQt d'éliminer M, V, w, r entre les équations
f'r = 0, Ma' H- v^' -{-W^ = 0.
On obtient la condition
On peut remarquer que cela revient à écrire que les deux points à rinfini {a, p, y, 0) et (a'^ p', /, 0) sont conjugués par rapport à la quadrique.
163. Diamètres. — Le lieu des centres des sections d'une quadrique par des plans parallèles à un plan donné est une droite qu'on appelle le diamètre conjugué de la direction de plan.
En effet, les centres des sections sont les pôles par rapport à ces sections de la droite de l'infini par où passent les plans parallèles; il en résulte (147) que le lieu de ces centres est la droite conjuguée de cette droite de l'infini.
Le diamètre conjugué d'une direction de plan est donc la droite conjuguée de la droite de l'infini par laquelle passe la direction de plan donnée.
Nous pouvons à l'aide de cette remarque déterminer analytiquement le diamètre.
Soit la direction de plan
u^x-hv^y + w^z = 0.
Nous allons chercher la droite conjuguée de la droite de l'infini située dans ce plan.
Un plan quelconque passant par cette droite a pour coordonnées Wo, vo, ^0, ^ ; l'équation de son pôle est alors
uof'u + vof'v + wof'vo + X/*; = ;
ce pôle est situé, quel que soit X, * sur la droite représentée par les deux équations
Uof'u H" Vofv -+- Wof'w = 0,
. fr = 0;
ce sont les équations du diamètre cherché.
On voit que ce diamètre passe par le centre si la surface est un ellipsoïde ou un hyperboloïde, ou bien est parallèle à la direction de Taxe, si la surface est un paraboloïde.
164. Pour que la droite conjuguée d'une droite située à Tinfini soit un diamètre, il est nécessaire que la droite de l'infini ne soit pas tangente à la surface ou ne soit pas située sur la surface .
Si la surface est à centre, elle rencontre le plan de l'infini suivant une véritable conique ; si une droite est tangente à cette conique, la droite conjuguée sera dans le plan tangent à la surface en ce point et sera la conjuguée harmonique de la droite donnée par rapport aux génératrices situées dans le plan tangent ; on en conclut que la droite conjuguée est génératrice du cône asymptote.
Si la surface est un paraboloïde, elle rencontre le plan de l'infini suivant deux droites A et A' qui se coupent eii un point 0. Toute droite du plan de Tinfini passant par le point aura pour droite conjuguée la conjuguée harmonique de cette droite par rapport à a et A' ; la droite A sera à ellemême sa droite conjuguée, ainsi que la droite A'.
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165. On peut montrer directement que le lieu des centres des sections planes parallèles à un plan fixe est une droite.
En effet, Téquation de la conique intersection de la surface par un plan (uoj vof too, ro) est
/b désignant /*(t/o, tro, loo, n) .
Les coordonnées du centre de cette conique sont
Si ro varie, ce point décria une droite, car les termes de ces trois fractions sont du premier degré par rapport à ro.
166. Si Téquation (i) représente une conique, deux cas peuvent se présenter : ou bien la droite donnée à Tinfini n'est pas dans le plan de la conique, dans ce cas la droite conjuguée est le diamètre conjugué par rapport à la conique de la trace de la direction de plan sur le plan de la conique ; ou bien la droite à Tinfini est dans le plan de la conique, la droite conjuguée est une droite quelconque passant par le pôle de la droite de Tinfini par rapport à la conique.
167. La théorie des pôles et polaires nous donne immédiatement les théorèmes bien connus qui suivent.
Les plans diamétraux conjugués de toutes les directions de droites d'un plan passent par le diamètre conjugué du plan.
Les diamètres conjugués de toutes les directions de plans parallèles à une droite sont situés dans le plan diamétral conjugué de la droite .
Le diamètre conjugué de la direction d'un plan diamétral est parallèle aux cordes que divise le plan en deux parties égales.
168. Système de trois diamètres conjugués. — L'intersection de deux plans diamétraux est le diamètre conjugué de la direction de plan parallèle aux cordes conjuguées des plans diamétraux.
Considérons alors deux plans diamétraux conjugués (162) ;
leur intersection est parallèle à Taxe dans le cas où la surface est un paraboloïde ; mais, si la surface a un centre, cette intersection passe par le centre ; le plan diamétral conjugué de cette direction est conjugué des deux premiers, Tensemble de ces plans constitue un système de trois plans diamétraux conjugués deux à deux, et les arêtes de ce trièdre forment trois diamètres conjugués.
Chacun de ces diamètres est le diamètre conjugué du plan formé par les deux autres.
Trois plans diamétraux conjugués forment avec le plan de Tinfini un tétraèdre conjugué par rapport à la quadrique.
Forme^ réduites des équations des quadriques. — 1* Si
la quadrique a un centre, nous prendrons comme axes trois diamètres conjugués ; les plans de coordonnées forment avec le plan de Tinfini un tétraèdre conjugué, dont les équations des sommets sont
réquation de la quadrique est donc de la forme
Am2 + Bu2 -h.Cw^ -h DH = 0.
2® Si la quadrique est un paraboloïde, nous prendrons comme plans des zx et des xy deux plans diamétraux conjugués ; leur intersection sera alors parallèle à Taxe ; nous prendrons pour origine le point -oix cette droite rencontre la surface et pour plan des yz le plan tangent à la surface en ce point.
Soit réquation
f{u, V, m;, r) = au^ -+- a'v^ H h 2c"wr = 0. (1)
J'écris que le pôle du plan des zx est à Tinfini dans le plan des xy ; réquation de ce pôle est
— fi == b"u-{-a'v-^bw + c'r =0;
on a
ô = 0, cf = 0.
En écrivant de même que le pôle du plan des xy est à Tinfini
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dans le plan des zx^ on obtient
J'écris ensuite* que le plan des yz est tangent et que son point de contact est à Torigine ; on a
L'équation de la surface devient alors
a'v^ -f- a"w^ + ^cur = 0.
Nous avons obtenu (54) les équations ponctuelles correspondantes. Elles sont très aisées à retenir; il suffit de changer les variables w, v, w^ r en a?, t/, z, t et de remplacer chaque coefficient par son inverse, sauf pour le coefficient de ur que Ton remplace par quatre fois son inverse. On a ainsi les équations
170. Plans principaux et axes.- On appelle plan principal d'une quadrique un plan diamétral perpendiculaire à ses cordes conjuguées ; ces cordes sont également appelées cordes principales .
On appelle axe d'une quadrique un diamètre perpendiculaire à sa direction de plan conjuguée.
Il est aisé de voir qu'un axe est l'intersection de deux plans principaux ; en effet, soit P un plan quelconque perpendiculaire à l'axe, les plans diamétraux conjugués des directions du plan P passent par l'axe ; parmi ces plans il en est deux perpendiculaires à leurs directions conjuguées, ce sont ceux qui passent par les axes de la conique, intersection de la surface et du plan P.
Réciproquement, l'intersection de deux plans principaux est un axe, car c'est le diamètre conjugué de la direction du plan perpendiculaire à l'intersection des deux plans principaux.
La détermination des axes revient donc à celle des plans principaux.
On peut considérer un plan principal comme un plan dont le pôle est à l'infini dans la direction perpendiculaire.
Soient u, v, w^ r les coordonnées d'un plan ; son pôle a pour coordonnées fui /*i, fw^ f'r ; pour que ce pôle soit à Tinfini dans la direction perpendiculaire au plan, on doit avoir
les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires.
171. Pour résoudre et discuter ces équations, on peut introduire une nouvelle inconnue S et écrire
ou
A = 2Sti,
fc = 2Sz^
ce qui donne, en développant,
(a — S)w -H b"v -f- b'w -1- cr = 0,
¥u H- (a' — S)v -H to 4- (/r = 0,
b'u -^bv-h {a" — S)w -h c"r
eu -\- c'v + d'il) -f- dr = 0. y
Ces équations sont homogènes par rapport à w, v, w,r\ pour qu'elles aient des solutions non toutes nulles, il faut que le déterminant du système soit nul. On doit donc avoir
le premier membre peut se décomposer en la somme sui-
218 COORDONNÉES TANGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE
vante :
bf
c </ rf
les valeurs respectives de ces déterminants sont
A — AS — A'S — A"S + S*{a'd — €">) + S*{a'd — d^)
-+-S«(arf — c') — dS'. L'équation peut donc s'écrire
dS'— S»[arf— c»+a'd— c'»+a''rf-c'"]-HS(A+A'-l-A'') — A=0.
Soit Si une racine de cette équation ; si on remplace S par Si dans les équations (2), elles admettront un système de solutions qui seront les coordonnées d'un plan principal.
Étude algébrique de réquation en S
Théorème. — L'équation en S a toujours ses racines réelles.
Nous écartons le cas où l'on aurait à la fois c=d=c"=d=0; car dans ce cas l'équation en S est identiquement satisfaite ; l'équation de la surface représente une conique à l'infini ; il n'y a pas lieu de chercher ses plans principaux.
Le premier membre de l'équation en S est le discriminant
de la fonction
/■(m, V, w, r) — S(m' 4- 1)- + tv^) ;
si on y remplace S par une racine de Téquation en S, cette expression est décomposable en une somme de trois carrés au plus.
Si réquation avait une racine imaginaire, on aurait une identité de la forme
= (P -1- Ï?'Y 4- (Q -^ iQ? -h (R 4- ^R')^
P, F, , R' désignant des fonctions linéaires et homogènes
de M, v^w^rk coefficients réels, dont l'une au moins renferme la variable r.
On en déduit
— p(u» 4- u' -f- w^) = 2PF -f- 2QQ' 4- 2RR'.
Supposons que Tune des expressions P, Q, R contienne r et cherchons à résoudre le système
On a trois équations linéaires et homogènes à quatre inconnues ; on pourra trouver des solutions non toutes nulles ; mais on ne peiit avoir u = v = w = 0^ ^^z^O, puisque Tune des équations renferme r ; donc Tune des inconnues M, V, w doit être différente de zéro.
Pour ces solutions le second membre de la dernière identité est nul, il doit en être de même du premier ; mais ce premier membre ne peut être nul que pour u =zv = w = ] l'identité est donc impossible, et Téquation en S ne peut avoir de racines imaginaires.
173. Racines nulles. — Nous rappellerons d'abord qu'étant donnée une forme quadratique à trois variables, si le discriminant est nul, ainsi que la somme des mineurs principaux, tous les mineurs sont nuls et la forme est carré parfait.
De plus, si tous les mineurs sont nuls et si la somme des
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coefficients des carrés des variables est aussi nulle, tous les
coefficients de la forme sont nuls (*) .
Cela posé, nous allons établir les théorèmes suivants.
i° Pour que l'équation en S ait une racine nulle^ il faut et il suffit que le discriminant A de la forme f[u, u, Wy r) soit nul, c'est-à-dire que cette forme soit réductible à une somme de trois carrés.
2° Pour que V équation en S ait deux racines nulles, il faut et il suffit que tous les mineurs du premier ordre de A soient nuls, c'est-à-dire que f{u, u, w, r) soit réductible à une somme de deux carrés.
3« Pour que Véquation en S ait trois racines nulles, il faut et il suffit que tous les mineurs du deuxième ordre de A soient nuls^ c'est-à-dire que f[u^ u, w, r) soit carré parfait.
Pour que Téquation en S ait une racine nulle, on doit avoir
pour qu'elle ait deux racines nulles,
A=:0, A-hA'-4-A'' = 0;
(*) Voici la démonstration de ces théorèmes.
Soit la forme
ax* -h a V -f- o"z* -h 2byz -h 2b' zx -h 2b''xy ; désignons par A le discriminant et par A, A', etc., B" les mineurs ; les mineurs principaux sont A, A' et A".
On a les formules
A' A" — B* = aA, A''A — B» = a'A, AA' — B*^ = a''A.
Supposons qu'on ait
on aura
2[A'A" - B* -h A'A - B'« -h AA' - B"»] — (A -h A' -h A")» = ou
A* -f. A'* -h A"* -h 2B« -h 2B'« -f 26"» = 0, ce qui donne
En second lieu, si tous les mineurs sont nuls, et si a -h a' -h a" = 0, on aura
^ia'a" — 6» -h a"a — b'' -f- aa' — b'*) — (a -h a' -h a')* = .
a» -+- a'» -h a"* -f- 26* -h 26'» -h 26"» = 0, ce qui donne
et enfin pour qu'elle ait trois racines nulles,
A = 0, A-l-A'-i-A' = 0, arf — c^ + o'rf — C^-ho'rf— c'* = 0.
Le premier théorème est donc démontré.
Pour établir les deux autres, supposons d* abord rf^O, et décomposons en carrés la fonction /*(ti, t?, u\ r) en commençant par le terme dr*.
On aura
d/*(w, V, m;, r) ^ {dr -\- eu -\- cfv -+- c'wy-h ^u, v, w), en posant
-h 2(M — dc^'^vw -h 2(6'd — c'c)tcu H- 2(6"^ — cc!)uv.
En égalant cette fonction à zéro, on a Téquation de la section de la surface par le plan de Tinfini.
Nous avons montré au numéro 133 que le discriminant de cette forme est cPa, et que ses mineurs principaux sont dA, dk\ dk\
Si l'équation en S a deux racines nulles, on a
A = 0, A-hA'-hA' = 0;
le discriminant et la somme des mineurs principaux pour la fonction ^[u^ v, w) sont nuls ; il en résulte, d'api-ès le théorème rappelé au début, que cette forme est carré parfait.
Par suite f{u, r, il\ r) est égal à une somme de deux carrés, tous les mineurs du premier ordre de A sont nuls.
La réciproque est immédiate : si tous les mineurs de A sont nuls, l'équation en S a deux racines nulles.
Si cette équation a trois racines nulles, on a
A = 0, A-f-A' + A'=0, ad—c^'-ha'd—&^-^a''d — (f^ = 0\
on en conclut que ^{ti, r, w) est identiquement nul, f{u^v,w^r) est carré parfait, tous les mineurs du deuxième ordre de A sont nuls; la réciproque est évidente.
Nos trois théorèmes sont donc démontrés dans le cas où
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Je suppose maintenant d = 0, le coefficient de S' est
Uul, Téquation ne peut avoir trois racines nulles, il n'y a lieu
de démontrer que le deuxième théorème.
On a
/*(w, V, w^ r)= 2r(cM -h c'v + c''w)-+- g{u, v, w),
en posant
g(u^ V, w) = au^ -+- a'v^ -h ••• -h 26'mu.
Divisons g{u, v, w) par eu -+- c'v -+- (fw, en supposant
c ^f: ; on a un quotient au -i- pi? -t- -^w et un reste qui
^ !.*• * 1 X j , N c'v -^ d'y) s obtient en remplaçant, dans g[u^ v, w;), u par •
On aura donc
f[u, Vy w, r)=(2r -h au -t- ^v + Y^^)(cu + c'v -i- c^it;)
( dv-^- dw \
Le discriminant du dernier terme est nul en même temps que A. On verra aisément que la somme des coefficients de u^ et de w^ est égale à A + A' -h A" ; il en résulte que si
Ton a
A = 0, A-+-A'-hA" = 0,
cette fonction est identiquement nulle, /*(m, v, w, r) se réduit à un produit de deux facteurs, tous les mineurs du premier ordre de A sont nuls.
174. Racines multiples. — Pour que Téquation en S ait une racine double, il faut et il suffit que les équations
aient une racine commune.
On a
Oa'-S h c' b" — i b c'
b a"— Sc""^ b' Oa"-Sc"
Nous désignerons par A^, As, Aï, B,, . .
a-S b" .0 c b" a'— S c' b' b —le"* c c' d Ds les coefficients
de a — S, a' — S, . . . , d dans le développement du déterminant F(S) ; on aura
Or nous venons de voir qu'étant donnée la forme /*(m, u, w^ r), si Ton a
tous les mineurs du premier ordre de A sont nuls. En appliquant ce résultat à la forme
dont F(S) est le discriminant, on voit que pour que les deux équations
aient une solution commune, il faut et il suffit que tous les mineurs du premier ordre de F(S) soient nuls pour une même valeur de S, qui sera alors la racine double.
De même, pour que l'équation en S ait une racine triple, il faut que les trois équations
aient une solution commune .
Or on voit aisément que
F'(S; = — 2[(a — S) c? — c2 -h (a' — S)rf' — c'^ -h [a!' — S)d" — d"'] .
Il en résulte que pour que Téquation ait une racine triple il faut et il suffît que tous les mineurs du deuxième ordre de F(S) soient nuls.
En définitive, F(S) est le discriminant de la forme f{u, V, w, r) — S(w2 -4- ^2 + iv^).
Une racine simple de l'équation en S n'annule pas tous les mineurs de F(S), et pour cette racine la forme est décomposable en une somme de trois carrés.
Une racine double annule tous les mineurs du premier ordre^ et, pour cette racine, la forme qui précède est décomposable en une somme de deux carrés.
Enfin une racine triple annule tous les mineurs du second
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ordre de F(S) et pour cette racine
f{u, V, w, r) — S(w2 -h v2 + m;2) est carré parfait.
175. De cette discussion de Téquation en S nous allons déduire les propriétés des plans principaux des quadriques.
Théorème I. — A une racine simple non nulle de Véquation en S correspond un plan principal déterminé.
En effet, si Ton revient aux équations
(a — S)w -h b"v+b'w -4- cr = 0,
b"u -+- (a' — S)v -hbw-}- c'r = 0,
h'u-^bv -h {a" — S)m;-{- cV = 0, ^
eu H- c'v -4- c"w -H rfr = 0,
et si Ton remplace S par une racine simple de l'équation en S, on a quatre équations homogènes à quatre inconnues dont le déterminant est nul et dont tous les mineurs du premier ordre ne sont pas nuls.
Il en résulte qu'on peut choisir arbitrairement une seule inconnue, de telle sorte que les équations précédentes admettront un seul système de valeurs pour w, u, w^ r, à un facteur près.
Théorème II . — A une racine double non nulle de Véquation en S correspondent une infinité de plans principaux passant tous par une même droite.
Pour une racine double tous les mineurs du premier ordre de F(S) sont nuls ; on peut donc choisir arbitrairement deux inconnues, par exemple w et r, et on aura, en résolvant par
rapport à w et t?,
u = oiw -\- ^r^
V = a!w -h pV ;
on en déduit pour équation du plan correspondant
{^w H- ^r)x + (a'w; + pV)y + tyz 4- r = ou
Puisque w et r sont arbitraires, on a une infinité de plans principaux passant par une droite.
On sait que dans ce cas la surface est de révolution.
Théorème III. — A une racine triple non nulle de Véquation en S correspondent une infinité de plans principaux passant tous par un même point.
Pour une racine triple tous les mineurs du deuxième ordre de F(S) sont nuls, les équations (2) ont leurs coefficients proportionnels, le système se réduit à une seule équation ; ce qui montre que les plans principaux sont assujettis à passer par un point.
Dans ce cas /*(m, v, w, r) — ^[u^-\-v'^ h- w'^) est carré parfait, la surface est une sphère (131).
176. Théorème. — Les plans principaux correspondant à deux racines différentes de Véquation en S sont jjerpendiculaires.
Soient, eneff'et, Wi, Ui, z^i, n et M2, v^, w^^ r^ les coordonnées des plans principaux correspondant à deux racines Si et
Sa. On a
f[,^ =^ 2Siit'„ f/,^ = 2S2m;2,
Multiplions les quatre équations de gauche respectivement par W2, Vi, Wf^ r2, puis ajoutons ; multiplions de même les quatre équations de droite respectivement par wi, Ui, w^^ ?'i, puis ajoutons ; on a
Uif'u^ -+- Vf, -+- «^zAï + ^2/*r, = 2S,(W,M2 -h ViU, "h W^W^), Uifu^ -H Ui/*'r2 "*" ^^i A + '^^fK = 2S2(t/iM2 "h ^1^2 -+- ^i^^) .
Retranchons, il vient
= 2(Si — S2)(wiW2 H- v^v^ -i- w^w^)^ et comme Si — Sj n'est pas nul, on doit avoir* WiMî H- «1^2 -H iviW2 = 0,
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ce qui montre que les deux plans principaux sont perpendiculaires.
On a aussi
ces deux plans sont donc conjugués ; ce sont deux plans diamétraux conjugués rectangulaires.
Si Tune des racines, Si par exemple, est racine double, le théorème prouve que le plan principal relatif à S2 est perpendiculaire à tous les plans'principaux relatifs à Si.
177. Si réquation en S a une racine nulle, on ne peut dire qu'à cette racine correspond un plan principal ; car en introduisant cette variable S au numéro 171, nous avons sousentendu que cette quantité ne pouvait être nulle.
Pour abréger le langage, nous appellerons plans principaux singuliers les plans qui correspondent aux racines nulles de réquation en S, c'est-à-dire les plans dont les coordonnées vérifient les équations
/"L — 2Sw = 0,
A -2Sî; = '0,
/*;, — 2Sm; = 0,
où Ton fait S = 0, c'est-à-dire les équations
178. Il nous est facile maintenant d'indiquer le nombre de plans principaux de chaque surface.
Premier CAS. d:^0.
I. A yjf: 0. La surface est un ellipsoïde ou un hyperboloïde.
L'équation en S a trois racines non nulles, la surface a donc trois plans principaux formant trièdre trirectangle ; les arêtes de ce trièdre constituent trois axes, qui sont en même temps trois diamètres conjugués rectangulaires.
Si l'équation en S a une racine double, la surface est de révolution.
Si réquation en S a une racine triple, la surface est une sphère.
IL A = 0, A -f- A' -H A'' i^ 0. U équation (i) représente une ellipse ou une hyperbole.
L'équation en S a deux racines non nulles, à chacune desquelles correspond un plan principal.
A la racine nulle correspond le plan de la conique, qui est perpendiculaire aux deux plans principaux, car le théorème du n® 176 a lieu quand hien même Tune des racines Si ou S^ est nulle.
Il est clair que les deux plans principaux contiennent les axes delà conique.
Si les deux racines non nulles sont égales, la conique est un cercle.
III. A = 0, A-f-A'-i-A* = 0, ad-'e-+a'd—c"''\-a!'d'-c"^ :^ 0. U équation (i) représente deux points à distance finie.
L'équation en S a une racine non nulle à laquelle correspond un plan principal, c'est le plan passant par le milieu des deux points et perpendiculaire à la droite qui les joint.
Elle admet deux racines nulles auxquelles correspondent èous les plans passant par les deux points.
IV. A = 0, A-hA'-hA'' = 0, a(Z-c«-+-a'd— c'2-ha"d— c''2=0^ L'équation (1) représente un point double.
L'équation en S a trois racines nulles, auxquelles correspondant tous les plans passant par le point double.
Deuxième cas. d = 0.
On suppose aussi que les trois nombres c, c', c" ne sont pas nuls en même temps.
I. A :^ 0. L'équation (i) représente un paraboloïde
L'équation en S admet deux racines non nulles, à chacune desquelles correspond un plan principal ; ces deux plans sont rectangulaires et se coupent suivant une droite qui est l'axe unique de la surface.
Si les deux racines sont égales, la surface est un paraboloïde de révolution.
II. A = 0, A -f- A' -H A" ^ 0. L'équation (i) représente une "parabole.
L'équation en S. admet une racine non nulle à laquelle correspond un plan principal, et une racine nulle à laquelle correspond le plan de la courbe.
Le plan principal est perpendiculaire au plan de la courbe et contient Taxe de la parabole.
III. A = 0, A -f- A' -H A" = 0. L'équation (i) représente deux points dont Vun est o Vin fini.
L'équation en S a une racine double nulle à laquelle correspondent tous les plans qui passent par les deux points.
Pour qu'un plan (w, v, tv, r) soit plan principal d'une
quadrique
f{u, V, IV, r) = 0, il faut qu'on ait
u • V IV \ (3^
On aura l'équation de l'ensemble des plans principaux en éliminant w, v^ iv, r entre ces équations et la suivante :
ux-{-vy -{- wz 4- r = 0.
Si l'on veut avoir l'enveloppe des plans principaux d'une quadrique variable, on éliminera les paramètres entre les équations (3) ; on aura une relation entre w, u, w^ r, qui sera l'équation tangentielle de l'enveloppe cherchée.
180 . Conditioas pour qu'une droite soit axe d'une quadrique.
— Soit la droite ayant pour équations
X — x' y — y' z — z' pour que cette droite soit axe d'une quadrique définie par
l'équation
il faut et il suffit qu'elle coïncide avec le diamètre conjugué de la direction de plan qui lui est perpendiculaire. Un plan perpendiculaire à la droite a pour équation
ao? 4- py + Yz = ;
le diamètre conjugué de cette direction de plan est déterminé par les deux équations
ou
u{aoL -f- 6"p 4- 6'y) + ^{à"^ -+- «'P + ^y) h- «^(*'* 4- ^>P -H a"y) .
eu -H dvi 4- d'w H- rfr = 0.
Ces deux équations représentent deux points qui sont sur le diamètre ; en écrivant que ces deux points sont sur la droite donnée, on aura les conditions cherchées.
On a ainsi
c — dx' _ d — dij' _ d'—dz'
a^^h"^-^h'^(-^oc!{coL-\-d^-\-d'-ç) _ b"7.^o!^-\-b^(-y\c^-^d^->rd'-()
En éliminant a, p, y entre ces équations, on aura les équations ponctuelles de l'ensemble des axes, a?', y'^ z' étant les coordonnées courantes. L'élimination est fort simple, il suffit de remplacer dans les deux dernières équations a, p, ^ respectivement par c — dx'^ d — d\j\ d' — dz'.
181. Dans le cas où la surface est un paraboloïde, on peut avoir aisément Taxe de la surface.
Il suffit de prendre le diamètre conjugué de la direction de plan perpendiculaire à la direction de Taxe, laquelle a comme paramètres directeurs c, c/, c".
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L'axe sera donc défini par les deux équations cf'u-^c'f',^c"f[o =0,
Si Téquation représente une parabole, ces équations définissent également Taxe de cette courbe.
182. Plans tangents aux sommets. — On déterminera les plans tangents aux sommets en écrivant qu'ils sont tangents à la surface et parallèles aux plans principaux.
Si la surface est un paraboloïde, le plan tangent au sommet est perpendiculaire à Taxe ; son équation est de la forme
ex -h c'y -h c"s 4- >^ = ;
on détermine X en écrivant que ce plan est tangent, ce qui
donne la condition
f[c, c\ c\ X) = 0, d'où l'on tire
___ flc2 H- a'c'^ -f- a!'c"^ + ^hdc" -\- 'Jb'd'c + Wcd
Le sommet s'obtiendra aisément en prenant l'intersection de ce plan et de l'axe.
183. Surfaces de révolution de deuxième classe. — Nous avons vu plus haut que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface de deuxième classe soit de révolution est que l'équation en S ait une racine double non nulle. Nous nous proposons d'obtenir ce résultat directement en cherchant l'équation générale des quadriques de révolution.
Une quadrique de révolution est engendrée par la rotation d'une conique autour d'un de ses axes ; or, le produit des distances des foyers de la conique situés sur cet axe à une tangente quelconque étant constant, on en conclut que le produit des distances de ces foyers à un plan tangent quelconque de la quadrique engendrée est constant.
L'équation générale des quadriques de révolution sera donc
P, Q désignant des fonctions linéaires qui, égalées à zéro, sont les équations des foyers P et Q situés sur l'axe de révolution.
Si ces deux points sont réels, la quadrique est un ellipsoïde allongé ou un hyperboloïde à deux nappes ; si les deux points sont imaginaires conjugués, la surface est un ellipsoïde aplati ou un hyperboloïde à une nappe.
Enfin si l'un des points P ou Q esta Tinfini, la surface est unparaboloïde de révolution.
On peut d'ailleurs obtenir aisément Téquation du paraboloïde de révolution ayant pour foyer un point (a, p, y) et pour plan tangent au sommet le plan
Ho = u^x -h VqIJ -4- îVç^z + r^ = 0.
Un plan H(w, v, iv^ r) sera tangent au paraboloïde, si ce plan est perpendiculaire au plan passant par le foyer et l'intersection des plans H et E^.
Ce plan a pour équation
ux -i- vy -+• wz -\- r UqX -+- Vq]/ h- WqZ -H ^o _ ^w lia -\-v^-hW-(^r UoOL-h Vo^ -f- Wq^ -h î^o "~ Pour qu'il soit perpendiculaire au plan H, on doit avoir
\ux -\- v^ -}- wy -\- r Uo% H- Uo? -h Wo^ 4- Vq/
ou
1^2 _|_ ^2 _|_ ^,2 WUo -h VVo -h WWq
uoL -H v,3 -H 2v-( -h r Uq% + i7oP -h m;oY + ? o
ou
{uuq -t- vvq -\- tvwo){uoL -4- r^ H- r^Y H- r) _
cette équation est bien de la forme
u^-\-v^-^w^^ XPQ = 0, l'un des points P et Q étant à l'infini, l'autre étant le foyer.
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Dès lors pour qu'une quadrique
soit de révolution, il faut qu'il existe un nombre S différent de zéro tel que Ton ait
f{u, V, w, r) = S[w^ -h v« H- m;2 _^ XPQ] ou
/•(w, V, w, r) — S(w2 -f- 1^2 -H w^) = XSPQ.
Or pour que la forme du premier memlH'e soit décomposable en un produit de deux facteurs, c'est-à-dire réductible à une somme de deux carrés, il faut que S soit racine double de l'équation en S.
L'axe de la surface sera la droite joignant les deux points P et Q.
EXERCICES ET NOTES
1. V enveloppe d'un plan dont la somme des carrés des distances à n points fixes est constante est un ellipsoïde dont le centre est le centre des moyennes distances des n points.
Soit, en effet, le plan variable
ux '\- vy -\- wz -h r = ; on aura une équation de la forme
[llXi
vyi H- wzi -j-
rjf
-t- t?^ H- io2
et Ton voit que les coordonnées du centre sont
2a7i Sy.- S-gf n ' w ' n '
2. Étant donnés trois points et leurs plans polaires par rapport à une quadrique variable^ le lieu du centre de cette surface est une droite.
3. On donne deux plans fixes P et Q, un point fixe dans le plan P et un point A dans l'espace ; trouver le lieu des centres des qua-
driques tangentes au plan Q, passant par A et tangentes au plan P en 0, de telle sorte qtte ce point soit un ombilic.
On prendra le plan P pour plan des xy, le point pour origine ; pour écrire que ce point est un ombilic, il suffît d^écrire que le plan P coupe la surface suivant deux droites isotropes, c'est-àdire que l'ensemble des termes du deuxième degré en u et v se réduit à u^-i-v^.
4. On considère toutes les quadriques tangentes à deux plans en des points donnés. On propose de trouver :
i^ Le lieu géométrique des centres de ces surfaces ;
2® Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec les plans tangents qu'ion peut leur mener parallèlement à un plan donné ;
3° Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec les plans tangents qu'on peut leur mener par une droite donnée,
{Concours général, 1873.)
5. Étant donnés cinq points^ les cinq quadriquss qui ont pour centre Vun de ces points et qui sent conjuguées par rapport au tétraèdre formé par les quatre autres points sont homothétiques.
Il suffit d'établir que ces quadriques rencontrent le plan de Tinfini suivant la même conique.
Soient Xi^ t/j, Zi (t = 1, 2, 3, 4, 5) les coordonnées des cinq points; une quadrique conjuguée par rapport au tétraèdre des quatre premiers points a pour équation tangentielle
^X,(uajf-4- tJt/i + wzi -f- r)2 = 0.
Pour que son centre soit le cinquième point, on doit avoir
234 COORDONNÉES TANGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE
Posons
les conditions deviennent
2 hxi = 0, ^ hyi = 0, ^liZi = 0, ^ X, = 0.
11 est aisé d'établir maintenant que Téquation tangentielle de la conique de Tinfini est symétrique par rapport aux indices 1, 2, 3, 4,3.
En effet, le coefficient de u^ dans cette équation est
2>.«^f2)''- ii^'^*
ou
ou
on aura des expressions analogues pour les autres coefficients, et Ton voi t que Téquation de la conique de Tinfini est
ri o B li
u'^Mx'i + v^'^hy'i + w^ ^M=) + Hvio^liyiJ
-h 2wii^jMZiXi -j- 2kv \j Xia?/!/,- = '
Cette conique est la même pour les cinq quadriques, le théorème est démontré.
6. Étant donnés un ellipsoïde rapporté à ses axes et une quadrique S, trouver V équation du lieu des centres des sections faites dans la surface S par les plans tangents à l'ellipsoïde.
Trouver les sections du lieu par les plans de coordonnées lorsque la surface S a ses axes parallèles à ceux de Vellipsoïde.
Chercher V intersection de ce lieu avec une quadrique concentrique
et homothétique à S, et en déduire un mode de génération du lieu en faisant varier le rapport d'homothétie.
(Concours académique, Aix et Montpellier, 1877.)
7 . Lieu des centres des quadriques de révolution passant par deux droites.
8 . Trouver V enveloppe des plans principaux des paraholoïdes qui sont conjugués par rapport à un tétraèdre dont Vun des angles trièdres est trirectangle .
En prenant cet angle trièdre pour trièdre de coordonnées, Téquation de la surface est
ku{u7. + 2r) + Bi?(i?P + 2r) -+- Ow[w-( H- 2r) = 0.
Les coordonnées des pians principaux vérifient les équations
k{u^ 4- r) __ B(-ofi 4- r) ___ {Mw-( H- r)
Au-hBv-hCw = 0.
En éliminant A, B, C entre ces équations, on a
t*a H- r t?fi -h 7^ wy -+- r qui est l'équation de Tenveloppe.
9. L'enveloppe des plans principaicx des paraholoïdes qui sont tangents en deux points donnés à deux plans rectangulaires fixes est une surface de troisième classe.
10. Quand on cherche les plans principaux d'une quadri que définie par son équation ponctuelle,
Aa?2 H- A't/2 -h A"52 + 2By 5 -h 2B'^a: + 2Wxy + 2C^t
-\- 20! yt + ^G'zt 4- D«2 =: 0, on est conduit à une équation du troisième degré, A — Œ B" B'
en posant
A'-CJ B
Al =
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11 est aisé de voir que les racines de cette équation sont liées d'une manière fort simple aux racines de Téquation en S que nous avons étudiée précédemment,
dS3 — {ad — c2 -h a'd— c'^ + a''d — c"2)S2 -f.(A -f- A' + A")S — A = 0.
On a en effet (H 6)
arf — cî=:i-(A'A''— B2),
a''d-c"2=i-(AA'-B''^),
L'équation en S devient donc AiS3 - (A'A"— 324- A'A- B'2-j-AA'— B"5')AS2-h(A-4-A'-f- A")A2S— A» = ou
On en conclut que les racines des deux équations sont liées par la relation
ou
11. Surfaces de révolution en général. — Nous avons obtenu au numéro 183 l'équation tangentielle générale des quadriques de révolution. Nous nous proposons de montrer comment on pourrait obtenir l'équation tangentielle d'une surface de révolution quelconque.
Soit A(û7o, yo» -^o) un point quelconque de l'axe ; les équations de cette droite sont
Considérons un plan tangent quelconque à la surface de révolution
tea? -f- ry -h 10.Î -t- r = ; ce plan rencontre l'axe en un point M, et la valeur de p relative à
ce point est
_ uxq h- vyp-hwzQ H- r ^ " au -4- [it -h yto * ^ '
D'autre part la distance du point A à ce plan tangent est 3 __ uXf^-{-vyQ-hwzQ-hr ' v/it- -h v^ -h w'^ ' Pour toute surface de révolution o est fonction de p, puisque les plans tangents en tous les points d'un parallèle (plans qui sont à la même distance d'un point quelconque de Taxe) rencontrent Taxe au même point.
On aura donc une relation de la forme
en y remplaçant 8 et p par leurs valeurs, on aura Téquation tangentielle générale des surfaces de révolution
/ v^M^ 4- t?^ + 10^ aw + ^i? 4- Yi<?
\uxo -h vyo -+- wzo -\- r uxq -\- vyo -H to^o -f
On voit ainsi que pour obtenir l'équation d'une surface de révolution particulière, il faudra trouver la relation (3) entre 8 et p.
Supposons que cette surface soit définie par son axe et une courbe quelconque tournant autour de cet axe, et ayant pour équation tangentielle
En un point M de cette courbe, on peut lui mener une infinité de plans tangents, parmi lesquels un seul sera tangent à la surface de révolution ; ce plan sera déterminé en écrivant que la normale en M à ce plan rencontre l'axe.
Les coordonnées du point de contact du plan (w, r, w?, r) sont «?a, «p», ?R', ?!•; l'équation de la normale est alors
?r — ^ — ÏL
et pour que cette droite rencontre l'axe, on doit avoir
xao'i — Çu yoOr — «pu ^qo',- — o[o
On aura la relation cherchée entre 8 et p en éliminant m, i?, w?, r entre les équations (1), (2), (4) et (5).
Si l'équation (4) représente une surface 2, en faisant le même
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calcul, on obtiendra l'équation d'une surface de révolution circonscrite à 2 .
On opérerait d'une manière analogue si la courbe qui engendre la surface de révolution était définie par ses équations ponctuelles.
L'équation tangentielle générale des surfaces de révolution est donc
Si la surface est de deuxième classe, cette équation aura la forme n^-hv^-hw^ Q2 Q
pi ^-«p2 + *p + ^ = 0'
en posant
P = ticco -H vyo -h wzo -h r, Q =z aw + ^t? 4- yw.
Cette équation peut s'écrire
t*2 + 1?2 + io2 4. aQ^ 4- b?Q + cP2 = ou
î^2 _j_ t,2 _|_ losi 4. (;q ^ mP)(rQ -t- m'?) = 0;
c'est l'équation générale trouvée au n** 183.
Cas particulier. — Supposons que l'axe de révolution soit l'axe des ;;; on aura
xo = yo = 20 = 0, a = ^ = 0, T = *»
y^ V^tt2 _^ t?^ + io2 ^ '
L'équation générale devient
ou en supposant r = i ,
Si Ton connaît l'équation tangentielle de la méridienne dans le plan des 2x,
on aura aisément l'équation tangentielle de la surface de révolution. En effet, pour qu'un plan tangent à cette courbe soit tangent à la surface, il faut et il suffit que ce plan soit perpendiculaire au plan de la courbe, c'est-à-dire qu'on ait
t^rzO.n
(*) On voit d'ailleurs que dans ce cas particulier le premier membre de la condition (5) se réduit à — t??u ; et oi n'est nul que pour les plans tangents particuliers dont le point de contact est sur Oz.
On éliminera donc w, lo, r entre les équations
o (m, Wy r) =z 0,
On obtient
<\/R;'-fO=».
et en remplaçant dans cette équation p et o par leurs valeurs (6), on a
o{^u^-hv^, w, r) = 0,
qui est Téquation de la surface de révolution cherchée* 11 suffit de remplacer dans l'équation de la méridienne u par
v^mM-^S ce qu'il serait facile d'établir directement. En appliquant cette formule au tore engendré par le cercle (m2 -h io2)R2 __ {ua -t- r)2 =
tournant autour de Oj, on trouve Féquation '
que nous avons obtenue au n» 61.
CHAPITRE VIII
184. Étant donnée Téquation tangentielle d'une quadrique rapportée à des axes rectangulaires
nous nous proposons de trouver Téquation de cette quadrique rapportée à ses trois plans principaux si cette quadrique. est un ellipsoïde ou un hyperboloïde, à ses deux plans principaux et à son plan tangent au sommet si c'est un paraboloïde.
Dans le cas où Téquation (1) représente une conique, l'un des nouveaux plans de coordonnées sera le plan de cette conique ; les deux autres seront deux plans perpendiculaires passant par les axes, si la conique est une ellipse ou une hyperbole^ passant par l'axe et la tangente au sommet si la conique est une parabole.
Premier CAS. d^O,
La surface admet trois plans principaux,
UiX -h Viy -4- WiZ -h r*! = 0,
UiX -h V2y + w^z H- 7*2 = 0,
Les coefficients de ces plans étant déterminés à un facteur
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près, on peut les assujettir aux conditions
ul-\-vl-^ivl = 1,
ul -4- «1 + «'5 = 1 .
Nous prenons ces plans respectivement pour plans des y'z\ des z'a/ et des x'r/.
On aura alors, au signe près,
a/ = UiX -+- v^y + WiZ -h /'i,
y' z=z u^x -f- v^y H- n'iZ -h /'2,
z' — U3X H- ihy H- ï/'aZ -h /'a.
Soit
wV 4- v'y' + «''-' -h /•' =
l'équation d'un plan par rapport aux axes O'x'y'z' ; ce même plan aura pour équation par rapport au premier système
%i'[uiX H- Vxy -H WiZ H- /'i) -h v\u2X -H v^y -+- w^z -h ?*2)
-h ti;'(i/8a: -f- Ugî/ -h ït'gZ -+- ^'3) -h /*' = ou
x[u{a' H- u^v' -+■ u^xv') -h y(î;iw' -h Viv' -+■ v^œ^)
-\- z{WiU' H- Wtv' -h î^3?^/) -h rjw' H- /'aw' -h r^w' 4- / = 0,
Si Ton désigne par w, y, it', r les coordonnées de ce plan dans le premier système d'axes, on aura, à un facteur près,
u = Utu' -h u^v' -h Waw',
V = ViU' -h V2V' -{- VzW\
r = ri m' -h Viv' -h riw' -h /•' ;
l'équation de la surface sera donc
f{uiu' + U2V' -4- W3M;', Ujm' -f- Ugu' H- UaW^', ««-'iw' -h t^'2u' H- ^(;3^(;',
rjw' 4- /•2î^' + r^w' -h r') = 0.
On peut récrire
f{uiu' H- U2V' -{- Uzw\ v{u' -f- vio' -h î;3^(;', ii^iw' + iC2o' H- !t'3M;',
riM'-f-rîv'H-r3!^')-|-r'/*r(wiM'-i-W2t^'4-W3M^', ViU'-k-vio'-\-v^u/^
WiU'-^w^v'-^wnjc/, i\u''\-r2v'+r^w')-^-f[^, 0, 0, r') = 0,
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OU, en développant,
-H2wV(wi/*ij+.-)-|-uV/*;(w„ r„ tt'i, r,) + vV/*;(w2, rs, W2, n) -h w'r'f'riu^, vg, w^, ra) -H rf/^ = 0. (2)
Or, en désignant par Si la racine de Téquation en S à laquelle correspond le plan principal (mi, u,, m',, rj), on a
f'u, = 2SiU„ /•;, = 2S,î;„
Multiplions ces quatre équations respectivement par Wi, l'i, Wi^ n et ajoutons-les membre à membre; il vient
2/-(wi, r„ u;„ rO = 2Si(wî 4- v? + î(^?) ou
/•(w,, vi, m;,, n) = Si.
On a de même
/•(wa, 1?2, W^2, î^â) = S2,
En outre, les coefficients de uV, w^u\ u'v' sont nuls puisque les trois plans principaux sont conjugués deux à deux ; les coefficients de wV, rV, tc^r' sont également nuls, puisque les^ coordonnées des plans principaux vérifient la relation
On en conclut que l'équation de la surface rapportée à ses plans principaux est
Siu'* + Sîij'* + SaM;'^ -^ rfr'2 = ; on en déduit immédiatement Téquation ponctuelle
îS| OJ ÎS3 di
185. Les signes des quantités Si, Si, S3 et d indiquent la nature de la surface. On pourra toujours avoir les signes des
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racines de l'équation en S, à l'aide de la règle de Descartes, puisque cette équation a toutes ses racines réelles.
Les carrés des demi-longueurs des axes sont — -jt S2 S
Si p désigne la demi-longueur d'un axe et S la racine correspondante de réquation en S, on aura
d'où
S = — rfp^
On obtient donc l'équation aux demi-longueurs des axes en remplaçant S par cette valeur dans l'équation en S .
187. Supposons maintenant que l'équation (1) représente une conique, ellipse ou hyperbole.
L'équation en S a une racine nulle S3 = 0, et deux autres racines non nulles Si et S2.
A la racine nulle correspond le plan de la conique, et aux deux autres racines correspondent les plans principaux dé la conique, c'est-à-dire les plans passant par les axes et perpendiculaires au plan de la courbe.
En faisant le même calcul que plus haut, on voit que l'équation réduite de la courbe est
Siw'«-i-S2t?'2 -1-^/2==: 0; les équations ponctuelles sont
x'^ y'^ -1 -- Si Sa rf
La nature de cette conique dépend des signes de Si, S2 et d. En particulier si Si = S2, la conique est un cercle.
188. Enfin, si l'équation (1) représente deux points, l'équation
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en S a deux racines nulles Sa = S3 = 0, et une racine Si différente de zéro.
A cette racine correspond le plan passant par le milieu des deux points et qui est perpendiculaire à la droite qui les joint. En prenant ce plan pour plan des x(z\ et pour plans des x'\( et x'z' deux plans perpendiculaires quelconques passant par la droite joignant les deux points, Téquation de l'ensemble de ces points devient
Deuxième CAS. rf
Supposons en premier lieu que la surface soit un paraboloïde, c'est-à-dire que a soit différent de zéro.
L'équation en S a deux racines non nulles que nous désignerons par Sa et S».
Soient
u^x -+- v^y -H W%z H- ra = 0,
u^x -h t?3t/ + WzZ -t- ra =
les équations des plans principaux correspondants, et
UiX -h Viy -4- WiZ -f- ri =
celle du plan tangent au sommet.
Nous prenons ces trois plans pour plans de coordonnées, et
nous obtenons l'équation (2) du n* 184.
On a cette fois
/•(wi, Vi, Wi, r,) = 0,
/*(Wî, Vi, W2, n) = S2,
f{Uz^ V3, M.'3, ^3) = S3.
Le coefficient de v'w' est nul puisque les deux plans principaux sont conjugués ; les coefficients de w'u' et u'v' sont nuls puisque le sommet (Jui a pour coordonnées homogènes Al» A' Al' Al ^st dans les plans principaux.
Enfin les coefficients de vV et w'r' sont aussi nuls.
L'équation devient alors
S,v'» 4- S3W;'' + wV7;(mi, u,, w,, ri) =
OU
Les coefficients wi, v,, Wi du plan tangent au sommet seront déterminés par les équations
On en déduit sans difficulté
cwi 4- c'y, H- c'Wi = dz ^c* -+- c'* -4- c"^ . L'équation réduite est donc
L'équation ponctuelle est alors
Sa S3 ^c^ -h c'* -h c"'
S,| ^^ IS3I
Si Sj et Sa sont de même signe, le paraboloïde est elliptique, et de révolution si Si = S3.
Si S2 et S3 sont de signes contraires, le paraboloïde est hyperbolique ; il est équilatère si 82-1-83 = 0.
191. Supposons que Téquation (i) représente une parabole, c'est-à-dire qu'on ait A = ; dans ce cas l'équation en S a une racine nulle 83 = 0, et une racine non nulle, Sj.
A la racine nulle 83 correspond le plan de la conique,
u^x 4- v^y H- WzZ -h ^3 = 0, pour les coefficients duquel on a
A3 = o, /•;3 = o, ^3 = 0, rr3 = o.
A la racine Sj correspond un plan principal Wjar-h t?8j/ -i- w^z -f- r, = 0.
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Enfin nous prendrons pour plan des yV le plan perpendiculaire au plan de la parabole et passant par la tangente au sommet.
On obtiendra pour équation de la courbe Téquation (2) du n* 184.
Mais on a /•(wi, Ui, z^i, r,) = 0, f[u2, V2, Wi, rj) = Sa, /"(uj, Ug, w^, n) = 0.
On voit aisément que tous les autres coefficients sont nuls à Texception du coefficient de mV.
L'équation devient
Siv'^ -h 2wV(cu, -h c'vi 4- c'wi) = 0.
Or, on a aussi
Wi _ Vi ^ Wi
wf -h uf H- «;? = 1.
L'équation réduite de la parabole est donc
S^v'^ ± 2wy v/cM=7M=^ = 0.
Les équations ponctuelles sont
Le paramètre de cette parabole est
En se reportant à l'équation en S (n® 171), on voit que la racine non nulle est
192. On voit par cette discussion que si l'on connaît les signes des racines de l'équation en S, on connaîtra la nature de la surface (ou de la courbe) représentée par l'équation donnée.
Si de plus on peut résoudre Téquation en S, on aura l'équation réduite de la surface (ou de la courbe).
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Il ne sera pas inutile de résumer ici tous les résultats obtenus.
Premier cas. d^ 0. L*éqiiation en S est du troisième degré.
I. Véquation ew S a trois racines non nulles, La surface est un ellipsoïde ou un hyperboloïde , dont réquation réduite est
Siw'^ -h Sai;'^ + SaM;'^ + dr'^ = 0.
!• Si, Sa, S3 sont de f Sirf < Ellipsoïde réel, même signe. )
Genre Ellipsoïde. ( Sjrf > Ellipsoïde imaginaire.
/ SiS2S3d>0 Hyperboloïde à une
2" Si, S2, S3 ne sont l nappe.
pas de même signe. <
I SiSaSaCi
Genre Hyperboloïde. I SiSaSgrf < Hyperboloïde à deux
\ nappes.
n. L'équation en S a une racine nulle et deux racines non nulles.
L'équation (1) représente une ellipse ou une hyperbole dont réquation réduite est
Siu'^ 4- S,v" -+- rfr'» == 0.
i<> Si et S2 sont de [ Sjrf < Ellipse réelle, même signe. )
Genre Ellipse. ( Sjrf > Ellipse imaginaire.
2° Si et S2 sont de signes contraires. — Hyperbole.
HL L'équation en S a deux racines nulles et une racine non nulle.
L'équation (1) représente deux points à distance finie ; l'équation réduite est
Siw'-2 -h dr'^ = 0.
Sirf < Deux points réels.
Sirf > Deux points imaginaires.
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I. L'équation en S a deux racines non nulles
La surface est un paraboloïde, dont Téquation réduite est
^tv'^ + Saw;'^ ± ^uY^/c' -+- c'-' + c"' = 0.
S2S3 > Paraboloïde elliptique.
S2S3 < Paraboloïde hyperbolique.
II. L'équation en ^ a une racine nulle et une racine non nulle.
L'équation (1) représente une parabole dont l'équation réduite est
Satj'- ±: "-lu'i^slc* -h c'^ -H c"' = 0.
III. L'équation en S a deux racines nulles
L'équation (1) représente deux points distincts dont l'un est à l'inlini.
Troisième cas. L'équation en S a tous ses coefficients nuls.
L'équation représente une conique à l'infini pouvant se réduire à deux points ou à un point double.
193. On peut appliquer cette méthode à reconnaître la nature d'une surface, quand bien même la surface ne serait pas rapportée à des axes rectangulaires, car il est clair qu'étant donnée l'équation d'une surface, la nature de cette surface est indépendante des axes de coordonnées ; les éléments seuls de la surface changent de grandeur si on fait varier les axes de coordonnées, l'équation restant la même ; cela résulte de la décomposition en carrés.
Applications
{^ Nature de la surface 2^2 — 3r2 -\- ?/?2 4_ 2vic — 2uw — 2uv — 2ur -+- ikwr -f- r^ z=z 0.
L'équation en S correspondante est
Pour développer ce déterminant, on peut retrancher la quatrième colonne de la deuxième et de la troisième ; puis retrancher la quatrième ligne de la deuxième et de la troisième ; on a alors Téquation
qui s'écrit, développée,
r2 — S ['2H-S,.*-H2(2-f-S] — (2-hS5 = ou
Cette équation admet une racine positive et deux racines négatives, la surface est donc du genre hyperboloïde ; comme le coeflicient de r^ est positif, la surface est un hyperboloïde à une nappe, comme nous Tavons reconnu au numéro 123.
Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, Téquation réduite de la surface sera
ir'2-hr'2 = 0.
Nature de la surface
2i'^ — 4r* — Sir* — tiir L^équation en S est
• ur -h i*r-|- cr — irr = 0.
En développant, on obtient
3S2-hl4S = 0; on voit ainsi que Téquation représente une parabole.
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Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, Téquation réduite
est
^r'2±:uV^=0.
3° Nous avons trouvé au numéro i37 l'équation tangentielle du cercle ; on peut récrire, en supposant
(Ma + 1?^ + toy + r)^ — R^[w^ + v^ + lo^ __ (lu + wv + nw)^] = 0, Pour former l'équation en S relative à ce cercle, on peut remarquer que A = 0.
On calcule aisément
A = R^P, A' = R*m2, A" = R^nS
d'où l'on conclut
On trouve de même
ad — c^-{~ a'd — c'2 + a"d — c''* = — 2R2,
de sorte que l'équation en S s'écrit
S3+2R2S2 + R*S = ou
S(S 4- RV = 0.
L'équation réduite est donc
4** Déterminer suivant les valeurs du paramètre X la nature des surfaces représentées par Véquation
Xw» -\-v^-\- 2w^ + 2(X + Drio + 4ior + (X — 2)r2 = 0. L'équation en S est
elle peut s'écrire
(X-S) ou
i— S Xh-1 X + 1 2 - s 2 2 X — 2
(S - X)[S2(X - 2) - S(3X — 10) — (X3 — oX -f- 6)] = 0. Remarquons que l'équation
X3 — 5X+6 = n'a qu'une racine réelle négative comprise entre — 3 et —2; nous la désignerons par X'.
Les valeurs remarquables de X, rangées par ordre de grandeur^ sont V, et 2.
L*équation en S admet d*abord la racine a, puis les racines de Téquation du deuxième degré
S^X — 2) - S(3X — 10) — fX» — 5X + 6j = 0.
Enfin le coefficient de r^ est égal à X — 2.
Si Ton a : L'équation représente :
— 00 < X < X' un hyperboloîde à deux nappes,
X =r X' une hyperbole,
X' < X < un hyperboloîde à une nappe^
X = une ellipse réelle,
< X < 2 un ellipsoïde réel,
X = 2 un paraboloïde elliptique,
2 < X < H- oo un hyperboloîde à deux nappes.
195. Théorème. — Le lieu des sommets des trièdres trirectangles circonscrits à une quadrique à centre est une sphère concentrique à la quadrique et dont le carré du rayon est égal à la somme des carrés des demi-axes .
Soit M(a, p, y) un point du lieu ; considérons le cùne circonscrit à la quadrique
/"(w, t?, w, r) = au* -h o'r- -h ••• =0,
et ayant pour sommet le point M, et écrivons que ce cône peut être inscrit dans un trièdre trirectangle.
Les équations tangentielles de ce cùne sont
f{u, r, w, r) = 0, wx -h rp -h a'Y -h /• = ;
l'équation de la conique de Tinfini de ce cône est
/*[m, V, Wy — {u% -4- u? H- w-{j\ = 0.
Pour que ce cône puisse être inscrit dans un trièdre trirectangle, il faut et il suffit que la somme des coefficients de 1/2, v^, w^ dans cette équation soit nulle ; on obtient
d(a2 + p2 ^_ .^2j _ 2ca — 2c'p — 2c"y + a -f- a' -H a" = .
On reconnaît Téquation d'une sphère ayant pour centre le / c d c" \ point ( -7-ï -7-» "T" ) ' c'est-à-dire le centre de la quadrique.
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Le carré du rayon est égal
ad — c^-j^ a'd — c'^ -+- a!'d — d'-'
d' ou
Oi -+- §2 -i- 03
Si, Si, S3 désignant les racines de Téquation en S ; or cette quantité est égale à la somme des carrés des demi-longueurs d'axes.
Le raisonnement s'applique à une ellipse ou à une hyperbole.
Si rf = 0, c*est-à-dire si la surface est un paraboloïde, le lieu cherché se réduit à un plan perpendiculaire à Taxe,
2(ca: -H c'y + c"z) — (a -\- a' -h a") = 0.
11 est aisé d'établir que la distance de ce plan au sommet est égale à la demi-somme des paramètres des sections principales dans le cas du paraboloïde elliptique, et à la demi-différence des mêmes quantités dans le cas du paraboloïde hyperbolique ; d'une manière générale cette distance est égale à
ou
En efTet, le plan tangent au sommet s'obtient en écrivant
que le plan
cj? -H c'rj -h c"z -+- 1 =
est tangent, ce qui donne
^c2 + aV-^4-aV^H-9ôcV'4-2ôVc-+-2ôW-f-2X(c« + c'2-hc''2) = 0.
La distance de ces deux plans est alors
I _2X-(aH-a'-ha'') |
i>^c'^ -i- c'' -h c"' ou, en remplaçant 2X par sa valeur^
RÉDUCTIO.N DE l'ÉQLATIOX DU SECOND DEGRÉ 253
^(j^i ^ t:'i ^ ,fiy
Si Ton a une parabole, le lieu cherché est le plan perpendiculaire au plan de la courbe et passant par la direclrice.
196. Autre méthode de rédaction. — Invariants. — Ëtant donnée Téquation d'une quadrique rapportée à des axes rectangulaires,
f(u, t\ IV, /•) = 0,
nous allons établir qu'il existe certaines fonctions des coefficients qui conservent la même valeur quand on fait une transformation de coordonnées quelconques, de façon que les nouveaux axes soient rectangulaires comme les premiers. Ces fonctions s'appellent des invariants.
Désignons par Ox, Oj/, Oz les premiers axes, par 0'x\ 0'y\ O'z' les nouveaux axes, et soient (a, ^, 7), (a', p\ y), (a", p', y') les coordonnées des points directeurs de Oar, Oy, Oz par rapport à OV, Oy, OV, et xo, yoi ^o les coordonnées du point par rapport à ce même système ; nous aurons, en appliquant les formules (1) du n" 50 (dans lesquelles il faut permuter a, V, w, i\ et u\ v\ tc\ ?•'), et en y faisant X = i.
V = mV-h-u'^' + u/y', I
W = wVH-y'p^H-try, \
/• = u'xo H- v'yo -+■ w'zo -h /. ,
Comme les deux systèmes d'axes sont rectangulaires, a, p, Y sont les cosinus directeurs de Ox par rapport à OV, O'î/, OV ; de même pour a', p', y, ... ; il existe donc entre ces neuf cosinus douze relations bien connues.
On a d'abord
M* -+- «2 -+- ivi = ii'2 H- v'^ -\- m"' ;
en outre, le déterminant de la substitution
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est égal à
a-o ?yo Zo 1
c est-à-dire à dz I .
Cela posé, il est aisé d'établir le théorème qui suit :
Théorème. — Les racines de Véquation en S sont des invariants.
Remplaçons dans le premier membre de l'équation
/*(m, V, zt?, r) =
u, w, w^ r par leur valeur (1) ; f{uy Vy u\ r) devient une nouvelle forme quadratique,
^(w^ v\ w\ /) = aiw'2 4- a[v'^ H h dy\
On a donc, en tenant compte des formules de transformation,
et, comme on Ta vu plus haut,
W^ -+- î;2 4- IV^ = m'2 -h «'2 ^_ 2//S.
On en déduit, quel que soit S,
/•(u, V, w, r)■-S(^^^^-y2-^-M;*)=^(u^ v\ u/, r')S{u'^-hv'^'^u/^).
Ainsi le second membre se déduit du premier par la transformation (1).
Si Ton désigne par F(S) et Fi(S) les discriminants des formes quadratiques qui figurent dans les deux membres, on aura,
quel que soit S,
Fi(S) = F(S),
car le carré du module de la transformation est égal à i. On voit ainsi que les premiers membres des équations en S
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sont identiques, ce qui donne les relations
Ai H- Ai -h A; = A4- A' H- A.\
ûidi— cî-4-a;<ii—c;2-h aîdi — c? = ad— 0^4- a'd—c'* -4- a''rf—c''^
Les racines elles-mêmes de Téquation en S sont également des invariants.
197. Nous allons déduire de ce théorème les équations réduites des surfaces (et des courbes) de deuxième classe.
Premier cas. d^O,
L'équation réduite de la surface est
a,u''' H- a>'2 ^ aW^ + d,r^^ = 0,
en la supposant rapportée à ses plans principaux, car ces plans forment avec le plan de Tinfini un tétraèdre conjugué. L'équation en S relative à cette équation est
(a, — S){a\ — S)(aî — S)d, = ;
on en conclut que Oi, ai, al sont les racines de cette équation ; par conséquent ces nombres seront aussi les racines de l'équation en S relative à l'équation donnée
on aura de plus
di = d;
par suite l'équation réduite sera
S,u'2 + S2v'2 H- S,iv'^ -+- dr'^ = 0.
Le raisonnement s'applique au cas où l'équation représente une conique ; il suffit de supposer par exemple a] = 0.
Deuxième cas. d = 0.
Rapportons le paraboloïde à ses deux plans principaux et au plan tangent au sommet.
L'équation a la forme (169)
aiu'» H- a[w'^ -h 2ciwr = 0.
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On voit tout d'abord que a\ et ai sont les deux racines de Téquatipn en S ; en outre, en appliquant Tune des formules du numéro précédent, on a
ce qui donne l'équation réduite
La méthode s'applique à la parabole.
198. On établira, comme en géométrie plane, qu'il n'existe pas d'autres invariants que les quatre fonctions trouvées plus haut, à savoir :
1, A -H A' + A", ad — 6-2 ^ a!d — c'» -h c^'d — c"\ d.
L'interprétation géométrique de ces invariants est fort
simple.
La condition
exprime que l'équation représente une conique.
La condition
exprime que l'équation représente un paraboloïde.
La condition
exprime que le cône asymptote de la surface contient une infinité de systèmes de trois génératrices rectangulaires. Enfin la condition
ad — c'- -\- a'd — d' + a"d — d"" =
exprime que le cône asymptote de la surface est inscrit dans une infinité de trièdres trirectangles.
Il suffit de remarquer que l'équation de l'intersection de la surface par le plan de l'infini est
^ad — c^)u^-^{a'd — d^'y -h {a"d — c"^)w^ -4- 2{bd — c'c")vw
-h 2(6'd— c"c)wu + 2{b"d — cc')uv = 0,
et que cette équation exprime que le plan
ux'{'vy + wz=0
est tangent au cône des directions asymptotiques ayant pour sommet Torigine.
EXERCICES ET NOTES
1. Le lieu des centres des quadriques tangentes à six plans et dont la somme des carrés des axes est constante est une sphère. Soit
au^ + a'i?2 -+■ a"w^ -\- 2bvw -+- 2b'wu -+- Wuv + 2xur -f- 2yvr
+ 2zwr -f- r^ =:
réquation d'une quadrique ayant pour centre le point (a?, y, z).
En écrivant que cette quadrique est tangente à six plans, on aura six équations de la forme
f[ui, Vi, Wi, n) = auf-ha'vf -\ 2-2tOtr, + r? = 0.
D'autre part, Téquation réduite de cette quadrique est Siw'2 _^ Sgv's + Sgi-o'^ + r'2 = 0, Si, S2, S3 désignant les racines de Téquation
S3 — S2(a + a' -f- a" ^x^-y^ — z^) + S(A + A' + A") — A = 0. La somme des carrés des demi-axes est
-(Si + Sa + Ss); on aura donc
en éliminant a, a\ a", b, b', b" entre cette équation et les six équations
/•(wi, t?ï, Wi, ri) = 0, on aura l'équation du lieu.
On obtient un déterminant dont les six premières lignes sont de la forme
uf 1?? wf ViWi wm UiVi 2xuiri-^2yv{ri-\-2zio{ri-{'rf et dont la septième est
En développant ce déterminant par rapport aux éléments de la dernière colonne, on voit que le lieu est une sphère.
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2. On donne deux droites fixes A et A' qui ne se rencontrent pas ; par ces deux droites on fait passer des surfaces (S) du second ordre^ pour lesquelles la somme des carrés des longueurs algébriques des axes ainsi que le produit de ces mêmes longueurs sont des quantités constantes et données,
1® Trouver le lieu des centres des surfaces (S).
2* Considérant une quelconque des surfeuses (S) et le centre I de cette surface, on mène par le point 1 une droite rencontrant les deux droites fixes en D e^ D' ; calculer la distance DD'.
3* Par les points D et D', on mène des plans respectivement perpendiculaires aux droites A et A' ; trouver le lieu des intersections de
ces plans.
{Agrégation, 1872.)
On pourra prendre pour équation générale de ces surfaces l'équation obtenue dans la note 12 du chapitre V.
3. Lieu des pôles d^un plan fixe P par rapport à un ellipsoïde de grandeur constante qui tourne autour de son centre et qui est assujetti en outre à toucher un plan donné Q.
Prenons pour origine le centre de Tellipsoïde, pour axe 0^^ une perpendiculaire au plan P, et pour axe des y une parallèle à l'intersection des plans P et Q ; les équations de ces plans seront alors
s-hh=:0, (P)
woa? -f- 100^ H- 1 = 0. {Q)
D'autre part, l'équation tangentielle de l'ellipsoïde sera au^ -h a'v^ -h a''w^ + 2bviD -h 2b'wu 4- 2b''uv + r^ = 0,
avec la condition
aul H- a''wl + 2&'k?oMo -h 1 = 0. (1)
Les coordonnées x, y, z du pôle du plan P sont données par les équations
Pour exprimer que la surface est de grandeur constante, on écrira que les racines de l'équation en S sont égales aux carrés des demilongueurs des axes changés de signe ; on aura donc
a 4- a' + a" = — Sa^, \
a'c^ — &s + oTa — b'^ -h aa' — b"^ = SaZps^ ( (3)
aa'a" -h 'Ibb'b" — ab^ — a'b'^ — a'b"^ = — a^py. )
On aura l'équation du lieu en éliminant a, a', a", 6, 6', b" entre les équations (1), (2) et (3).
4. Trouver Venvelappe des plans polaires d'un point fixe par rapport aux paràboloïdes de grandeur constante qui contiennent deu^ droites rectangulaires concourantes.
En prenant ces deux droites pour axes des x et des t/, Téquation du paraboloïde sera de la forme
2b''uv -h 2cur -+- 2c't?r -+- 2&'wr =. 0.
A Taide de la relation
établie dans la note 10 du chapitre précédent, on peut déduire les équations tangentielles réduites des équations ponctuelles réduites.
On sait en effet que Féquation ponctuelle réduite d'une quadrique
à centre est
où Ton pose
B' A' B C B' B A' C C CCD
et
Al =
(Ti, (T2, (Tj désignant les racines de Téquation en a. Or on a
ffiSi = ^282 = ffsSs = A,
A' = AS et
Ai=A8rf;
l'équation réduite devient donc
et par suite l'équation tangentielle correspondante est
tî* + Sjto* + di
Longueur des axes d*une section plane d'une quadrique
Soit la quadrique représentée par l'équation tangentielle
f{u, V, ic, r) = au^ -+- a'v^ + a''w^ -h 2bvw -+- 2b'wu -f- 2b''uv
-h 2cur H- 2c' vr 4- 2c''wr -+- dr^ = ;
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l'intersection de cette quadrique et d'un plan P a pour équation
f{u, V, w, r)fo — [ufx + vf2 -h wf^ -f- r/-4)2 = 0, en posant, pour simplifier récriture,
/\) = /"(wo, t?o, 1^0, ro),
/3 = "g- /l^Qt
/ * — -2* /'•o- Cette équation peut s'écrire, en développant, w2(a/b - /•?) + i?2(a'/b - ri) -h i^2(«Y, _ ^|)^+ 2vw[hf^ - ^/-a)
+ 2«?t*(&'/*o — AA) H- 2t«t7(&Yo — M%) + 2Mr(c/-o — /^A) + 2t?r(cro — r2A) + 2tor(cYo - AA) + r\dfç, — fX) = 0. On aura les éléments de cette conique en formant l'équation en S «A-rJ-S h^fçs — M^ b'f^-M^ c/b — /-lA
y'U-nU a'fo-n-S bfo-f,fs c'/b-AA b'fo-r^fi hfçs-Mz aYo-n-S cYo-AA
cA-/;A c'/b-AA cYo-AA ^A-n Le coefficient de S^ est — (^A— /*!), c'est-à-dire
— [(a(i— c2)mJ + {a'd — c'2)tjj 4- {a''d — <f^)wl + 2(&rf — c'c'')voWo
-h 2{b'd — cfc)woUo -h 2(6''(Z — cc')t*ot?o], que nous désignons par
en remarquant que l'équation
g(uo, i?o, too) = exprime que le plan est tangent à la conique de l'infini de la quadrique donnée (133).
Le coefficient de S^ est
(«A - n)(dfo - fl) - (cfo - AA)' + {a'fo-nWo - fl)
- (C'A - AA)^ -+- («Yo - n){dfo - fî) - (cYo - AA)* ; on peut récrire fo[{ad - c2 -f- a'd - c'^ -f- a'd - c'^)fo - d[f\ -h fl-^fl)
— (a -h a' -f- ar)f\ -h 2c/'i/; -f- 2cy2A + ^<^hU]
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ou, en développant^
- A)t?J+(A -f \')wl — 2Broi^o-2B'iooWo— 2B"Mot?o]
ou enfin
fo[{A -h A' -h A^Hul -hvl-h wl)
— (Aul -h A'tjJ H- A^wl -f- âBtJoioo -h 2B'u?oMo + 2B''uovo)],
Nous désignerons par ^(uo^ vo, wo) la quantité entre crochets en remarquant que la condition
tiooo -+- Voy + wqz =1
exprime que le plan
coupe le cône
Aa^ -h AY + A^s» + 2By2 -+- 2B'^a? + 2B''a?y =
suivant deux génératrices rectangulaires (Chapitre V, Ex. 5.) Le coefficient de — S est la somme de trois déterminants^ dont
Ce déterminant peut se décomposer en une somme de huit déterminants dont les colonnes s'obtiennent en prenant une file verticale de termes dans chaque colonne du déterminant considéré.
Le premier d'entre eux est Afl^ obtenu en prenant les trois premières files ; en prenant ensuite la première file dans deux colonnes et la seconde dans la colonne restante, on obtient les trois déterminants
l'un d'eux est
a'fo-n Vo-AA c'/b-ZiA
bfo - AA «Yo - ri cYo - AA
c'/b-AA cYo-AA dfo-fl
A «" cT
-flh
qui peuvent s'écrire, en remplaçant les dérivées partielles par leurs valeurs développées^ et décomposant chacun des trois déterminants en quatre nouveaux déterminants,
— foM— B^wo -f- At?o) — flfsi— B'wo -h Awo) — flM— Cwo -h Aro).
Enfin les autres déterminants sont nuls comme ayant deux colonnes proportionnelles.
11 en résulte que le déterminant (1) est égal à
nWfo - vof, - wof, - r-oA) + t*o(BY2 -h B'A + CA)]
ou, en remarquant que A = uofi -h t?oA + ^oA + ^oA»
worSlA A -h BY2 -h B'A + CA)
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OU enfin
Ui
Les deux autres déterminants qui, avec le déterminant (1), forment le coefficient de —S ont de même pour valeurs
vln^ et wlfll;
il en résulte que le coefficient de — S est
A désignant comme toujours le discriminant de la fonction f{u, V, -M?, r).
Enfin le terme indépendant de Téquation en S est évidemment nul ; on voit donc que cette équation peut s*écrire
• S^giuo, vo, wo) — S-^fo^uo, vo, wo) -f- S/*jA(t*? -h «J + w?J) = 0. Premier cas. g(uo, vq, wq) ^f: 0.
Le plan donné n'est pas tangent à la conique de rinfini,la section est une ellipse ou une hyperbole.
L'équation en S a deux racines non nulles, Si et Sa ; le coefficient de r^ dans l'équation réduite de la conique est g(uof vo, wo) ; en remplaçant dans Téquation en S, S par — p^g{uo, î?o, «?o), on aura Téquation aux carrés des demi-longueurs des axes.
On obtient ainsi
On déduit de là sans peine la nature de la conique. Deuxième cas. g{uo, t?o, wo) = 0.
Le plan donné est tangent à la conique de Tinfini, la section est une parabole.
L'équation en S a une seule racine différente de zéro ; on calculera aisément (191) le paramètre de la parabole.
7. Démontrer qtie les demi-longueurs (Taxes de la section de l'ellipsoïde
a^ 0* c^ par le plan
uqx -h voy + wo2 = sont racines de ^équation
Il suffit d'appliquer la méthode indiquée au numéro précédent.
8. Un ellipsoïde étant donné, trouver le lieu des centres des sectiens planes dont Vaire est égale à une constante donnée,
(Concours général, i86î,)
9. Sections circulaires d'une quadrique. — Supposons que la quadrique soit déterminée par son équation tangentielle,
f(u, 17, w, r) = au^ + a'v^ -\ =0.
Pour qu'un plan
U{iX -h roy -h voçiZ + ro =:
coupe cette quadrique suivant un cercle, il faut que Téquation de la conique section,
4/'(w, t?, w, r)f{uoy t?o, i^o, ro) — (ufl^ -+- vf[.^ -\- wf'^^ -h rf^f = 0,
représente un cercle.
On pourrait obtenir cette condition en appliquant les formules du n° 138; il est plus simple d'écrire que Téquation en S de Texercice 6 a ses racines égales, c'est-à-dire qu'on a
Remplaçons <)^(uo, vo, 'wa) et ^(teo» vo* t<?o) par leurs valeurs, et en tenant compte des relations (116)
Aarf — c2) = A'A" — B2,
\[ard---(f^)z=i kM — W^ Mhd-'C'c'')=L B'B^-AB, \{h'd--d'c) — B^B — A'B', 1(6"^— ce') = BB'—A''B% la condition devient
— (AwJ 4- Mvl H- ATwl + 2B»oioo -h 2B'm?oWo + 2B"woi?o)]2
- 4(1.2 + 1,2 _^ u>l)[{k'M' - B2jt*2 + (A^A - B'8)r? + (AA' - h'^)wl -h 2(B'B''— AB)votoo+2(B"B— A'B')i^oMo+2(BB'— A^B^JMotJo] =0. (1 )
Cette condition exprime que le plan passe par l'un des points de rencontre du cercle de l'infini et de la conique de Tinfini de la quadrique donnée.
Pour le démontrer, considérons les deux cônes ayant pour sommet l'origine et s'appuyant sur ces deux coniques ; ils ont pour
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équations
Ax^ + AY -\- A'z^ -h 2Byz -h '^B'zx -h 2W'xy = 0. L'équation ponctuelle générale des cônes passant par leur intersection est
(A + X)a?2 + (A' 4- X)y2 h- (A" -h X)^' + 2By^ + 2B'zx -h 2B"xy = 0, et les équations tangentielles d'un de ces cônes sont A-hX B" B' u
B" A' + X B V B' B A^+X to
L'équation (2) est l'équation tangentielle de la trace de ce cône sur le plan de rinfîni.
Elle est du deuxième degré en X ; cela montre qu'il existe deux coniques passant par les quatre points d'intersection du cercle de l'infini et de la conique de l'infini de la quadrique donnée et tangentes à un plan ; ces deux coniques se confondent si le plan passe par l'un des points d'intersection dont on vient de parler.
On en conclut que l'équation de ces quatre points s'obtiendra en écrivant que l'équation (2) a deux racines égales en X.
On obtient précisément la condition (1) où t«o, vo, wo sont remplacés respectivement par u, v, w (*).
Or les quatre points de rencontre sont deux à deux imaginaires conjugués; le plan donné est réel; il en résulte que si ce plan passe par l'un des quatre points, il passe par le point imaginaire conjugué.
Par suite, les plans qui coupent la quadrique suivant des cercles doivent passer par les sécantes communes au cercle de l'infini et à la conique de l'infini de la quadrique ; on les obtiendra en écrivant que l'équation
(A + 1)0^ + (A' + X)t/2 4- (A" -h X)^2 _j. 2Byz + 2B'^a7 -f 2B''xy =
représente deux plans.
C'est le résultat bien connu que donne la géométrie ponctuelle.
10. Trouver le lieu des pôles des plans qui coupent un ellipsoïde suivant des ellipses dont la somme des carrés des axes est constante .
(*) Ce raisonnement est analogue au raisonnement déjà fait dans la Première Partie (Géom. plane), n» 256.
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ii. On poomu en se serrant de l'éqnation en S, déterminer la nature des quadriqaes considérées dans les exercices 1 et â du chapitre V, et comparer les résultats obtenus.
12. Étant donnés trais pl-t us rectcmiiuiaires^ une quadrique touche un de ces platis et cotrpe les de^ix a* f très suirant des cercies de centres variables^ mais de ratfons donnés. Trourer le lieu des centres de ces quadriques et la relatioii qui existe entre l^s longueurs de lettrs
axes.
COORDONNÉES TËTRAÉDRIQUES ET ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE QUADRIQUES
200. Considérons quatre plans formant un tétraèdre et ayant pour équations
X = ajar -f- biy
CiZ H- dit = 0, Y = a^x -+- b^y -h CjZ + rfj< = 0, Z = agor 4- bsy -f- c^z -h d^t = 0, T = a^x H- b^y -hCiZ-h d^t = 0,
avec la condition
Ui bi Ci d\
a^ bi C2 di
«3 ^3 Cs dz
Nous allons montrer que Téquation ponctuelle d'une surface quelconque peut s'exprimer en égalant à zéro une fonction homogène de X, Y, Z, T.
Désignons en effet par Ai, A2, . . . , Bj, . . . , D4 les coefficients des petites lettres correspondantes dans le développement du déterminant D ; des équations (1) on tire
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Dx = A,X-4-A,Y-^A3Z-*-A4T, \ Dv =B,X-hBjY+B5Z-i-B4T, / Ds = CXH- CY-^ C3Z H- C4T, i ^^^
Dt= DiX-i-DîY-f-D^ + D*!.
Dès lors, si Téquation d^une surface est
en remplaçant dans cette équation x, y^ Zy t par leurs valeurs (2), réquation prend la forme
les fonctions /'(x, y, s, t) et o(X, Y,Z, T) ayant le même degré.
Réciproquement, toute équation homogène par rapport à X, Y, Z, T peut se remplacer par une équation de même degré et homogène par rapport à x, y, z, t ; il suffit de substituer à X, Y, Z, T leurs valeurs (1).
On en conclut que Téquation d'un plan pourra s'écrire
aX-hPY-hYZ-h8T = 0;
réquation d'une quadrique,
aX2 -h aT2 -h ^Z^ -h 2?YZ + 2?'ZX -h S^'XY
-+- 2yXT h- 2^/YT -h 2/ZT 4- 5T* = 0,
X, Y, Z, T désignant simplement des fonctions linéaires indépendantes de X, y, s, t.
201. Supposons que dans les relations (i) on remplace ^y y y 2> ^ P^^ l^s coordonnées homogènes d'un point M de l'espace ; X, Y, Z, T prennent alors des valeurs déterminées qu'on appelle les coordonnées tétraédriques du point M.
On voit ainsi que tout point de l'espace a des coordonnées tétraédriques définies à un facteur près.
Réciproquement, étant données les coordonnées tétraédriques d'un point, les formules (2) déterminent à un facteur près les coordonnées homogènes de ce point.
Il résulte de là qu'un point est bien défini par ses coordon-
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nées tétraédriques, et les considérations précédentes montrent que toute relation entre les coordonnées tétraédriques d'un point est la condition pour que ce point soit sur une surface.
Le tétraèdre dont les faces sont représentées par les équations (i) est appelé le tétraèdre de référence.
On peut observer que les coordonnées tétraédriques d'un point sont proportionnelles aux produits par des nombres fixes des distances du point aux faces du tétraèdre de référence, ces distances étant affectées du signe h- si le point est par rapport à la face correspondante du même côté que le sommet opposé et du signe — dans le cas contraire.
UX + VY H- WZ 4- RT
h\J = AiU H- BiV -+- dw -h Dir, \ h\ = AiU -f- B2r H- C2W -t- D2r, I
hW = A3U H- B3V 4- C3W + Dar,
hR = A4W H- B4V H- Cj^w -h D4r,
h étant un nombre arbitraire.
On en déduit
ku = ajU H- «îV -H a^W -4- a4R, ,
kv = bj] -f- 62V -f- 63W 4- 64R, f
A;i(; = CiU -+- C2V H- C3W -l-*C4R,
kr = diV -4- rfjV -h (/3W -f- rf4R.
Si Ton remplace dans les équations (3) u, v.w, r par les
coordonnées d'un plan, U, V, W, R prennent des valeurs dé-
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terminées à un facteur près qu'on appelle les coordonnées tétraédriques du plan.
Les formules (3) et (4) permettent de déduire les coordonnées tétraédriques des coordonnées homogènes, et inversement.
On voit ainsi que Téquation tangentielle d'une surface,
pourra se remplacer par une équation homogène et de même degré par rapport à U, V, W, R, et réciproquement. Par exemple, Téquation
aUH-pV-hYW-i-8R =
est Téquation tangentielle d'un point, ce point ayant pour coordonnées tétraédriques a, p, y, 8.
De même
aU2 4- a'V2 -h a^'W^ -+- 2pVW -h S^'WU -+- 2P"UV -4- 2yUR
+ 2y VR -h 2/WR + 8R2 =
est Téquation tangentielle d'une quadrique.
Remarquons en outre que les coordonnées tétraédriques d'un plan sont proportionnelles aux produits par des nombres fixes des distances des sommets du tétraèdre de référence à ce plan.
En résumé, les coordonnées tétraédriques d'un point sont des fonctions linéaires et homogènes des coordonnées homogènes de ce point, et toute équation homogène de degré m entre les coordonnées tétraédriques d'un point représente une surface de degré m.
De même, les coordonnées tétraédriques d'un plan sont des fonctions linéaires et homogènes des coordonnées homogènes de ce plan, et toute équation homogène de degré m entre les coordonnées tétraédriques d'un plan représente une surface (ou une courbe) de classe m.
Ainsi qu'on l'a vu plus haut, l'équation du point est
aU-hpV-i-YW-f-aR = 0.
Étant données les équations de deux points,
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P = aUH-pV-^ïW-4-SR = 0,
F= a'U-hP'V-+-Y'W-+-8'R = 0,
l'équation générale des points situés sur la droite qui joint ces deux points est
XP4-jiF = 0,
le rapport — étant proportionnel au rapport des distances du
point aux deux points P et F.
Désignons par ABCD le tétraèdre de référence ; les sommets A, B, C, D ont respectivement pour équations
les points d'une arête, AB par exemple, ont pour équation
générale
XU -+- fiV = ;
les points d'une face, ABC par exemple, ont pour équation générale
XUH-fiVH-vW = 0.
Les faces BCD, CAD, ABD, ABC ont respectivement pour équations ponctuelles
Un plan quelconque passant par l'arête AB sera représenté
par l'équation
XZ H- fiT = 0.
Si Ui, Vj, Wi, Ri et U2, V2, Wa, R2 sont les coordonnées tétraédriques de deux plans Pi et Pj, tout plan passant par l'intersection a pour coordonnées
U = XUiH-fiU2,
V = XVi + (xV2,
W = XWi -H 11W2,
R = XRi H- fiRa.
Ce plan fait avec P2 et Pi des angles dont le rapport des
sinus est proportionnel à —
[Voir Première Partie [Géom, plane)^ n® 228].
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Quand — conserve un signe constant, le plan P se meut dans
un angle détenniné des deux plans Pi et P2, mais dès que —
change de signe, le plan passe dans un autre angle.
Enfin, étant donnés deux plans P(X, ji) et P'(X', ji') passant
par rintersection de Pi et de Pj, Tun des rapports anharmoni-
^ ^' .,, ^ ^' ques de ces quatre plans est — : — , et si Ion a — = -t
les plans P et P' sont conjugués harmoniques par rapport à P, et Ps.
AX
cf
-f- Dr = 0,
le discriminant de /(U, V, W, R) étant supposé différent de zéro.
Tout ce qui a rapport aux plans tangents, aux pôles et po-
laires dans les quadriques, à toutes les propriétés descriptives se traite de la même manière en coordonnées homogènes et en coordonnées tétraédriques.
Une surface développable sera représentée également par deux équations tangentielles.
Une équation représentera une courbe si le Hessien est divisible par le premier membre de Téquation, etc., etc.
205. Nous laisserons complètement de côté les coordonnées tétraédriques dans l'étude des propriétés métriques des figures; elles donnent lieu à des calculs trop pénibles, comme on peut s'en rendre compte en lisant les ouvrages de Painvin et Koehlbr.
Au contraire, dans l'étude des propriétés descriptives, ces coordonnées peuvent rendre de réels services, comme nous allons le voir par la suite.
Voici tout d'abord un exemple fort simple.
Quadriques conjugaées par rapport à un tétraèdre
Prenons le tétraèdre pour tétraèdre de référence, et soit
/•(U, V, W, R) = aU2 -h a'V^ -f- a'W» + 2AVW h- • • • rfR« =
l'équation d'une quadrique.
Le pôle d'un plan (Uo, Vo, Wo, Ro) a pour équation
UoA-+- VoA + Wo/-^-hR<,A = 0; écrivons que le pôle du plan BCD,
i- A = al]-hb'W + b'W-hcR = 0,
est le point A, c'est-à-dire a pour équation
On en déduit
De même, en écrivant que le pôle du plan CAD est le point
B, . . . etc., on trouve
6 = 6' = 6" = c = c' = c" = 0, de telle sorte que l'équation générale cherchée est
aU^ 4- a' V2 -f- a^'W* + dR^ = 0, comme nous l'avons trouvé au n® 151.
207. Développable commune à deux quadriques. — Étant données les équations ponctuelles de deux quadriques en coordonnées homogènes ou tétraédriques,
f[x, y, z, t) = 0, fi{x, y, z, t) = 0,
on sait que ces deux quadriques se coupent en général suivant une courbe gauche du quatrième degré, qu'on appelle une quartique gauche, et que Téquation générale des quadriques qui passent par cette quartique est
L'ensemble de ces quadriques forme un faisceau ponctuel.
En transformant par le principe de dualité, on voit qu'étant données les équations tangentielles de deux quadriques,
f{u, V, w:r) = 0, fi[u, V, w, r) = 0, (1)
tous les plans tangents à ces surfaces enveloppent en général une surface développable de quatrième classe dont les deux équations qui précèdent sont les équations tangentielles ; cette développable est ce qu'on appelle la développable commune aux deux quadriques, et l'équation générale des quadriques inscrites dans cette développable est
L'ensemble de ces quadriques forme un faisceau tangentiel.
Il peut arriver que l'une des équations (i) représente une conique ; les plans tangents à la développable s'obtiendront en menant par chaque tangente de la conique des plans tangents à la quadrique. En joignant le point de contact de la tangente à ceux des plans tangents, on aura deux génératrices de la surface développable . On voit ainsi que par tout point de la conique passent deux nappes de la développable; c'est pour cette raison que l'on dit que la conique est une conique double de la développable.
De même, si les deux équations (1) représentent toutes deux des coniques, ce seront deux coniques doubles de la développable.
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208 . Théorème. — La développable commune à deux quadriques contient en général quatre coniques doubles dont les plans sont , les faces d'un tétraèdre conjugué commun aux deux quadriques.
Pour que Téquation
f(u, V, w, r) + lfi{u, V, w, r) =
représente une conique, il faut qu'il existe un système de valeurs de «, u, w, r annulant les quatre dérivées partielles du premier membre de l'équation, c'est-à-dire vérifiant les équations
du
du
àf àv
dv
àf dw
dw
àf dr
or
On a quatre équations homogènes à quatre inconnues ; pour qu'elles soient vérifiées par des valeurs non toutes nulles des inconnues, il faut que le déterminant soit nul^ ce qui donne une équation du quatrième degré en >.
Il y aura donc quatre coniques doubles sur cette développable.
Je dis maintenant que les plans de deux de ces coniques sont conjugués par rapport à toutes les quadriques inscrites dans la développable.
Soient, en effet, \ et Xg deux racines de l'équation du quatrième degré, et (wj, v,, w^, r^), (wg, «2, w^a, ^2) les coordonnées des plans des coniques correspondantes ; on aura
(/Wj oUi du2 du2
dvi dvi dvi dv2
dWi * dWi * dw2 ^ dw2 '
"3 H h 3 — = ^1 -^ r Aj -3— = U.
Multiplions les quatre équations de gauche respectivement par U2, V21 W2j n, puis ajoutons ; multiplions de même les quatre équations de droite respectivement par Wj, Vi, Wi, r^, et ajoutons.
Posons, pour simplifier récriture,
df df df df
0U2 oVf ow% ôr^
àfi^ àfi^ df,^ df, 0U2 0V2 0W2 ôr^
on aura
H + XjK = 0,
H -+- X2K = 0, d'où Ton déduit
et l'on a, quel que soit X,
H4-XK = 0.
On en conclut que les deux plans sont conjugués par rapport à la quadrique
f[u, V, w, r) 4- X^(M, V, w, r) = 0, ce qui démontre le théorème.
209. Ce théorème est le corrélatif du suivant, que l'on établit en géométrie ponctuelle :
Par r intersection de deux quadriques on peut faire passer quatre cônes dont les sommets forment un tétraèdre conjugué commun par rapport à toutes les quadriques qui passent par la quartique .
Comme il n'existe qu'un seul tétraèdre conjugué commun par rapport à deux quadriques, on en conclut que les sommets des cônes passant par l'intersection de deux quadriques sont situés trois à trois dans les plans des coniques doubles de la
276 COORDONNÉES TANGENTIELLES.— GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE
développable commune ; les trois points situés dans le plan d'une conique sont les sommets d'un triangle conjugué par rapport à cette conique.
210. Sans vouloir discuter complètement ici la nature de la développable commune à deux quadriques, nous allons établir un résultat important, qui nous sera prochainement utile.
Si deitx quadriques sont tangentes en un points deicx des coniques doubles de la développable commune sont confondues suivant une conique située dans le plan tangent commun^ et les deux autres coniques doubles sont tangentes à ce plan tangent.
Considérons deux quadriques tangentes au plan des xy à Torigine et ayant pour équations
f{u,v^ w,r) = au^ -ha'v^ 4- 2b''uo -\- 2cur + 2c'vr + 2c"wr -h dr^ = 0,
fi{u,v,Wjr)= aiU^ -h (i[v^ + 2bluv-i-2ciur-\-2c\vr-h2c1wr-^dir^ = 0.
Écrivons que le discriminant de f{îi, v, w, r) + Vi^^» ^> ^ï ^) est nul ; on a
a H- Xai b" 4- À&'jJ
c-hXci
b"-^lb1 a'^la[
c' -+- lc[
c" -f- Ici
c + Xci c' -+- }x\
c'-hlc'i
d -f- Idi
ou
(c" -h Xc;'j2[(a -h lai){a' -hla\) — [b" + Xbi)^] = 0.
A la racine double ^ correspond une conique située dans
le plan des xy ; on voit de plus que toutes les quadriques du faisceau tangentiel touchent le plan des xy ; il en est de même des deux autres coniques doubles de ce faisceau.
Réciproquement, étant données une quadrique et une conique située dans un plan tangent, la développable commune admet la conique donnée comme conique double comptant deux fois, elle a en outre deux autres coniques doubles qui touchent le plan tangent ,
La démonstration est la même ; on considérera la quadrique tangente au plan des xy,
f(u,v,w,r) z=z au^ + a'v^ 4- 2b"uv + 2cur 4- 2cVr 4- 2c"icr 4- dr^ = 0^
et la conique
A(^> tJ, r) = aiu^ 4- a'iv^ 4- 2bluv 4- 2ciur 4- 2CiVr 4- dir^ = 0.
211. De même que huit points déterminent une quartique gauche, huit plans tangents déterminent une surface développable de quatrième classe.
On établit aisément les théorèmes qui suivent :
// existe une quadrique et une seule tangente à neuf plans qui ne sont pas tangents à une surface développable.
Toutes les quadriques qui ont sept plans tangents communs sont tangentes à un huitième plan,
212. Si Tune des deux quadriques (i) se réduit à un système de deux points^ la développable commune se compose de deux cônes ayant pour sommets ces deux points.
Supposons par exemple
f^[u, V, w, r) = PQ,
P et Q désignant des fonctions linéaires et homogènes ;
réquation
f{u, V, w, r)-f-XPQ = (2)
est réquation générale des quadriques inscrites dans les deux
cônes de sommets P et Q circonscrits à la quadrique S
représentée par l'équation
f[u^ Vf w^ r) = 0.
Il est aisé de voir que toutes ces quadriques sont tangentes à la quadrique S aux points de contact des plans tangents menés à cette quadrique par la droite PQ.
Soient, en effet, wi, Uj, Wi, rj les coordonnées d'un de ces plans tangents ; on a
f{u,, Vu wu n) = 0, Pi = 0, Qi = 0.
Le point de contact de ce plan et de la quadrique (2) a pour équation
<«i ^- <i + w^Ai + ^Ai -H MPQi -H PiQ) =
ou
uf'u, + vf[,^ + IV f[,^ -h rf'r^ = ,
qui représente le point de contact de ce plan et de la quadrique S.
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On en conclut que si la développable commune à deux quadriques se réduit à deux cônes, les deux quadriques sont bitangentes.
Réciproquement^ je dis que si deux quadriques sont bitangentes, elles sont inscrites dans deux cônes.
Prenons en effet pour tétraèdre de référence un tétraèdre
ayant deux de ses sommets A et B aux points de contact
des deux quadriques et les deux autres C et D sur la droite
intersection des deux plans tangents communs, et désignons
par
les équations des sommets A, B, C, D.
Soit
f{u, u, w, r) = aw^-j-aVn dr^ =
Téquation d'une quadrique.
Écrivons que le pôle du plan ACD (dont les coordonnées sont 0, 1, 0, 0) est le point A.
Le pôle du plan ACD a pour équation
--/•; = b'u-ha'v-hhw + cfr = 0;
on doit avoir
De même le pôle du plan BCD,
^ f^ = au -h h"v -h b'w H- cr = 0, doit être le point B, donc
a = ^' = c = 0, Ô" ;zf: 0.
L'équation générale des quadriques tangentes en A et B aux plans ACD et BCD est donc, en faisant b" =i 1,
a'w^ -+- 2uu 4- "Ic'wr + rfr^ — 0.
Considérons deux quadriques tangentes en A et B à ces deux plans ; leurs équations seront
a"w;2 -h 2wi? -4- "^d'wr -h dr^ = 0, <t^2 _|_ 2uv -+- ^c[wr 4- diV^ — ;
en retranchant ces deux équations, on a
(a" — aïX ^ 2(c" — c\)ivr h- (rf — rf,)r« = 0,
équation qui représente deux points situés sur CD, car le premier membre est décomposable en un produit de deux facteurs de la forme ^w h- ^r.
Il en résulte que la développable commune se réduit à deux cônes ayant pour sommets ces deux points.
On en conclut aussi qu'étant donnée une quadrique
réquation générale des quadriques bitangentes à cette quadrique est
f[u, V, u\ r)-hXp2 4-2(xPQ-hvQ2 = 0,
P et Q étant des fonctions linéaires qui, égalées à zéro, représentent deux points situés sur la droite intersection des plans tangents communs, et X, ji, v désignant des paramètres arbitraires.
213. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour que deux quadriques soient bitangentes est qu'elles se coupent suivant deux courbes planes ; il en résulte que si deux quadriques se coupent suivant deux courbes planes, leur développable se réduit à deux cônes, et inversement.
214. Quand la développable commune se réduit à deux cônes, ces deux cônes sont bitangents, ils se coupent suivant deux courbes planes qui sont deux coniques doubles de la développable ; les deux autres sont confondues suivant la conique singulière formée par les sommets des deux cônes.
Considérons en effet deux quadriques tangentes en A et B aux faces ACD et BCD du tétraèdre de référence^
aW + Wuv -h 1c"wr -+- dr^ = 0,
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l'équation en X est
a" -t- XaJ c"-f-Xcî
c"-\'lc'[
ou
(b" -H UlYlia" -h la'l){d + ld,)^ {c" h- Ic^f] = 0.
Elle admet une racine double, à laquelle correspond une conique qui se réduit aux sommets des deux cônes.
Si réquation
f{u, V, w, r) + XPQ =
représente une conique, cette conique est à Tintersection des deux cônes circonscrits à la quadrique S et ayant pour sommets les points P et Q ; cette conique est bi tangente à la quadrique.
11 résulte de là que la condition pour qu'une quadrique soit de révolution est qu'elle soit bitangente au cercle de Finfîni, ou, ce qui revient au même, que sa trace sur le plan de Tinfini soit bitangente au cercle de Tinfîni.
En effet, on sait ( 1 83) que la . condition pour qu'une quadrique soit de révolution est que
/*(t*, î?, M?, r) — S(w* -h t?^ -h to*)
soit identique à un produit de deux facteurs linéaires ; on en conclut que la surface
f{u, t?, w?, r) = et la courbe
sont bitangentes.
216. Nous avons obtenu au n° 212 Téquation générale des quadriques tangentes en A et B aux faces ACD et BCD du tétraèdre de référence ; cette équation est
Gomme t* = 0, i? = sont les équations des points A et B et que Téquation
a"w^ + 2c"wr 4- dr2 =
représente deux points sur CD, on peut dire que Téquation générale des quadriques tangentes à deux plans en deux points donnés A et B est
AB H- PQ
A et B désignant les premiers membres des équations des deux points de contact et P, Q désignant les premiers membres des équations de deux points quelconques situés sur rintersection des deux plans tangents.
On voit de plus que Téquation est vérifiée par toutes les solutions des équations
on en conclut que tous les plans passant par la droite AP sont tangents à la surface, et cela ne peut avoir lieu que si la droite AP est située sur la surface .
L'équation
AB-f-PQ =0
est donc Téquation d*une surface passant par les quatre droites AP, PB, BQ, QA.
Ainsi, étant donnés sur Ox un point A, d'abscisse «, sur 0^^ un point B de cote b, l'équation générale des quadriques tangentes en A au plan des ary, en B au plan des y s est
{ua -f- r)(wb -hr)-\- av^ -4- ^vr -+- yr* = 0,
a, p, Y désignant des paramètres variables. Si le trinôme
at?* -4- pvr -f- Y^*
a ses racines réelles, égalé à zéro il représente deux points réels C et D situés sur Oy ; on en conclut que la surface est réglée et circonscrite au quadrilatère gauche AGBD.
Si au contraire ce trinôme a ses racines imaginaires, la surface n'est pas réglée.
217. On peut déduire de là l'équation générale des paraboloïdes tangents à un plan P en un point donné A et dont l'axe a une direction donnée.
11 suffit d'écrire l'équation générale des quadriques tangentes au plan P au point A et au plan de l'infini, le point de contact étant dans la direction de Taxe.
Soient a^o» 2/o» ^o ^^s coordonnées du point A,
Uq{x — Xq) + Vo(l/ — î/o) -f- iCo( J — Zq) =
l'équation du plan P et a, (3, y les paramètres directeurs de l'axe.
L'équation du point de contact avec le plan de l'infini est au H-^tî-t-yio =. 0.
Il faut maintenant l'équation de l'ensemble de deux points à l'infîni dans le plan P.
Soient l, m, n, les coordonnées d'un point à l'infini dans le
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plan P ; on aura
UqI -h t'oWi -f- WQfi =r OU, si Ton suppose ioq 7^ 0,
Wq
Téquation de ce point sera
UqI -+- V(.m
ou
1[uwq — wUq) -f- m[vwQ — ici?o) = 0.
L'équation générale des paraboloïdes est donc
{uocç^ H- i?yo -h y^z^ -f- r)[au -\-^v -\- yto) 4- A(miOo — wUq)^
-h B(î?w?o — ict?o)^ H- C(mico — ioMo)(t?iOo — w?i?o) = 0.
Si le plan P est perpendiculaire à la direction de Taxe, c'est-àdire si
Uq t?y M?0
le point A est le sommet de la courbe.
Revenons à Téquation générale
f[u, V, w, r)H-XPQ = 0. (2)
Si l'équation
représente une conique C, Téquation (2) est Téquation générale des quadriques inscrites dans les deux cônes ayant pour sommets les points P et Q et pour directrice la conique C. Toutes ces quadriques sont bitangentes en deux points de la conique C ; ce sont les deux points de contact des tangentes menées à cette conique par le point où la droite PQ rencontre le plan de la courbe.
219. Enfin si f(u, r, w, r) est décomposable en un produit de deux facteurs linéaires MN, l'équation
MN-hXPQ =
est l'équation générale des quadriques circonscrites au quadrilatère gauche MPNQ; la démonstration résulte de ce que nous avons dit au n® 216, mais on peut le voir encore de la manière suivante :
Cherchons Téquation générale des quadriques passant par les arêtes AB, BC, CD, DA du tétraèdre de référence.
Il faut écrire que Téquation est vérifiée pour les coordonnées de tous les plans passant par AB, c'est-à-dire pour u = 0, V = 0,
L'équation doit de même être vérifiée pour r = 0, iv = 0: puis pour ^^; = 0, r = ; et enfin pour r = 0, u = 0,
En partant de l'équation générale
on obtient aisément l'équation
2b'wu 4- ^c'vr = ;
elle est de la forme
AC-f-XBD = 0,
A = 0, G = 0, B = 0, D = désignant les équations des sommets A, C, B, D.
220. Théorème. — Le lieu des centres des quadriques passant par
les côtés d'un quadrilatère gauche est la droite qui joint les milieux
des diagonales.
Soit, en effet,
MN-f-ÀPQ =
l'équation générale des quadriques contenant les droites MP, PN, NQ, QM, et posons
M = miu -\- m^v -h m^w H- r,
N = nxu 4- niv -f- niW -h r,
P = p^u -h pat? -h jpaw? -h r,
Q = çiw + q^v -h qzw + r.
Le centre de la quadrique a pour coordonnées
hX
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ce qui montre que ce point est sur la droite qui joint le milieu de MN au milieu de PQ.
221. Surlaces circonscrites. — Supposons que dans Téquation (2) du numéro 218 les deux points P et Q soient confondus ; Téquation devient
[fu, t?, w;, r) -h XP2 = 0. (3)
Elle représente des surfaces inscrites dans le cône C circonscrit à la surface S et de sommet P ; de plus, ces surfaces touchent la surface S en tous les points de la courbe de contact de cette surface et du cône G.
En effet, considérons un plan tangent (mi, Uj, w^ n) au cône C ; on aura
f(ui, vi, wu n) = 0, P, = 0.
Ce plan est tangent à toutes les surfaces (3), le point de contact a pour équation
ou
ce qui donne le point de contact avec la surface S.
Donc toutes les surfaces représentées par Téquation (3) sont circonscrites à la surface S en tous les points de la section par le plan polaire du point P.
Réciproquement, nous allons démontrer que toute surface jouissant de cette propriété est représentée par l'équation (3), où Ton donne à X une valeur convenable.
Menons à la quadrique S trois plans tangents par le point P; ces trois plans coupent le plan polaire du point P suivant un triangle ABC. Prenons le tétraèdre PABC comme tétraèdre de référence, et cherchons l'équation générale des quadriques tangentes aux plans PBC, PCA, PAB, les points de contact étant respectivement situés sur BC, CA, AB.
Le pôle du plan PBC (x = 0) a pour équation
—^f'^z=zau-{- b"v -\- b'tv H- cr =: ;
pour que celte équation représente un point de BC, on doit avoir
et l'équation du point de contact est b'v-hb'w = 0.
De même, pour que la quadrique soit tangente au plan PCA, le point de contact étant sur CA, il faut qu'on ait
Téquation du point de contact étant
/A/-f- bw = 0.
Enfin pour que la quadrique soit tangente au plan PAB, le point de contact étant sur AB, on doit avoir
l'équation du point de contact étant
b'u-\-bv = 0.
L'équation générale des quadriques cherchées sera
f{u, V, u\ r) = ^bv-h^b'wu-h^b^uvw-hdr^ = 0.
L'équation de la quadrique S sera de cette forme ; une autre quadrique tangente à S en tous les points de la section par le plan ABC sera en particulier tangente à S aux points de contact des plans PBC, PCA, PAB ; elle aura une équation de la même forme, les coefficients b, b\ b" étant les mêmes puisque les points de contact sont les mêmes,
/*,(w, u, w, r) ^ ^bvw H- ^b'wu + Wuv H- d^r'^ = ;
on tire de là
/*(!/, u, u\ r} — fi{u, V, w, r) = [d — d,y ou
ce qui démontre notre théorème.
On peut remarquer que la démonstration qu'on vient de faire établit le théorème suivant :
Si deux quadriques sont tangentes en trois points, elles sont circonscrites le long d'une même conique.
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La développable commune aux deux quadriques
se compose d'un cône double ; les coniques doubles de cette développable sont d'une part la conique section de la surface S par le plan polaire du point P, conique suivant laquelle se raccordent toutes les quadriques du faisceau, d'autre part le sommet du cône compte trois fois comme conique double.
En effet, rapportons la quadrique S à un tétraèdre conjugué ayant pour sommet le point P. L'équation de cette quadrique
est
au^ -\- a'v^ -h a"w'^ + dr^ = 0,
le point P ayant pour équation r = ; l'équation générale des quadriques du faisceau tangentiel est
au^ -H a'v^ -+- cdW -h dr^ -4- Xr^ = ;
elle représentera une conique, si l'on a
d-\-Kz= 0;
cette équation admet la racine X = — rf, à laquelle correspond la conique de contact du cône de sommet P, puis elle admet aussi trois racines infinies auxquelles correspond le point P, considéré comme point double.
Si l'on suppose maintenant que l'équation
représente une conique C, l'équation
f^u, V, w, r) -h Xp2 =
sera l'équation générale des quadriques contenant cette conique C et tangentes en tous les points de cette conique au cône de sommet P qui s'appuie sur la conique.
En laissant indéterminés les coefficients de P, on aura r équation générale des quadriques contenant la conique C.
L^équation tangeotielie de la sphère étant
R» (m* -h »* -h ic*) — (w« H- r^S -h ur; -h r)* = 0, on voit que la sphère contient le cercle de riofini, et que les plans tangents à la sphère en tons les points de ce cercle passent par le centre.
Exemple. — Soit Tellipse
ai„i _4_ frîp* — r* = 0,
située dans le plan des xy; Téquation générale des quadriques contenant cette ellipse est
à^u^ 4- 6V — r* + X aw + ^r + yic 4- or)* = 0,
2, ^, Y' ^ désignant les coordonnées homogènes du pôle du plan des xy.
225. Exercice. — Lieu des sommets d^un paraboloide elliptique de grandeur constante passant par une parabole .
Prenons des axes rectangulaires. Taxe Ox et Taxe Oy étant respectivement Taxe et la tangente au sommet de la parabole donnée. L*équation de cette parabole sera
pv^ — 2ur = 0,
et l'équation générale des paraboloïdes contenant cette parabole est
>^'pt?» — 2ur) -h (au + ^t? + yto;* = 0.
Pour écrire qu'il est de grandeur constante, je forme l'équation en S,
[2 — 8 afi av —À
ay [iv Y» -S
qui peut s'écrire
S» — Sffiî -I- Y^ -^ Xp) -+- X^^;^ = 0.
Gomme la surface doit être un paraboloide elliptique, cette équation a ses racines de même signe, donc X doit être positif, on peut supposer X = 1.
L'équation réduite de la surface sera
S2r'* 4- Sjio'» ±: 2u'r' = 0,
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de telle sorte que S2 et S3 sont les paramètres des sections principales ; désignons par a et 6 ces paramètres ; on aura
p*r« = ah,
d'où Ton tire
fi, _ {a—p){f>—p) { ^ -- p • )
Nous aurons le sommet en prenant le point de contact du plan tangent perpendiculaire à Taxe. L'axe est parallèle à Ox, un plan perpendiculaire, x-\-h = 0,
sera tangent si l'on a /* = — .
Les coordonnées du point de contact de ce plan sont
a; = — — , y = —a'fi, « = — ay. (2>
En éliminant a, ^, y entre (1) et (2), on aura les équations du lieu.
Les équations (2) donnent
y2 -4_ 2^2^; = 0, 2^ H- 2y^x = 0, et en remplaçant p^ et y* par leurs valeurs (1)
---f-?^.Jo; P ces deux équations représentent deux cylindres paraboliques qui se coupent suivant deux paraboles situées dans des plans passant par Ox, Ces deux paraboles constituent le lieu demandé.
226. En s'appuyant sur caque nous avons dit au numéro 224, on peut obtenir aisément Téquation de la conique, section d'une quadrique
par un plan Po(wo, v^, u)o, ^o).
L'équation sera de la forme
f{u, V, w, r) + X(w/ï;^ + vfi^ 4- îvfL^ + rf;^Y = 0,
et on déterminera X en écrivant que Téquation est vérifiée par
les coordonnées du plan Po ; on trouve
4/*(wo, Vo, Wo, ro) et Téquation cherchée est
Si le point P est situé sur la quadrique S, réquation
fiu, V, Wy r) + XP2 =
est réquation générale des quadriques contenant les génératrices de la surface S qui passent au point P et ayant mêmes plans tangents que cette surface en tous les points de ces génératrices.
Prenons, en effet, pour axes des a? et des y, les génératrices de la surface S au point P ; l'équation de cette surface est
f(u, Vf w, r) = 2uv -hîlcur-\-2c'vr •+■ 2c" wr 4- dr^ •=. 0.
Considérons ensuite une deuxième surface Si passant par les deux axes Ox et Oy ; son équation est
fi (w, V, to, r) = 2uv -h 2c\ur -f- 2c/rr -f- 2d[wr -f- dxr^ ^ 0. En écrivant que le point de contact d*un plan passant par Ox (0, Vq» ^o> ^) 6st le même dans les deux quadriques, on a
c'vq -\- d'wQ = c\vo-h(fiiOo ; pour que cette égalité ait lieu quel que soit le plan, on doit avoir c z=: c^, c =. Cj ;
de même pour que les deux surfaces se raccordent le long de Oy, on doit avoir
c — Cj, c — ^ Cà ^
il en résulte que Téquation de la surface Si est de la forme
fl'U, V, w, r) -{--xr^ =
Examinons maintenant le cas où les deux équations
/•(m, V, w, r) = 0, fi{u, Vj 10, r) =
représentent deux coniques C et Ci situées dans le même plan, il est aisé de voir que l'équation
f{u, i?, w, r)-h'kfi{u, V, w, r) =
est réquation générale des coniques tangentes aux tangentes communes à C et à Cl.
Prenons en effet pour plan des xy le plan des deux coniques ; en faisant la transformation de coordonnées, f{u, v, w, r) devient
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<p(t*', t>', r'), fi{u, V, to, r) devient <pi(u', i?', r'), et l'équation précédente s'écrit
?(w', tj', r')-hXçi(w', v', r') = 0, ce qui démontre le théorème.
De même, si P = 0, Q = sont les équations' de deux points situés dans le plan de la conique G,
/•(u, V, w, r) + XPQ =
est réquation générale des coniques tangentes aux tangentes issues des points P et Q à la conique C ;
f{Uy v, to, r) 4- XP» =
est réquation générale des coniques bitangentes à la conique G aux points de contact des tangentes menées par le point P, . . . etc . [Voir Première Partie (Géom. plane), Ghapitre XL] Si les quatre points
P = 0, Q = 0, R = 0, S = sont dans un même plan^ l'équation
PQ-+-XRS = est l'équation générale des coniques tangentes aux droites PR, RQ^ QS, SP ; enfin
PQ-f.XR2 =
est l'équation générale des coniques tangentes en P et Q aux droites PR et QR.
229. Quadriques tangentes aux faces d'an tétraèdre. — Si l'on prend le tétraèdre pour tétraèdre de référence, en écrivant que l'équation générale du deuxième degré en w, v, w, r est vérifiée par les coordonnées des faces, on voit que les coefficients de u^, v', w^, r^ sont nuls, et l'équation tangentielle générale des quadriques tangentes aux quatre faces est
^bvw -h tb'wu -h 'lb''uv -h 2cur -h 2c' vr -h 2c''wr = 0. L'équation ponctuelle est
X y js t elle peut s'écrire, développée,
b&c"x^ 4- b'cf'cy^ H- b^^cc'z^ + bb'b"t^ — {b'c' -h b'c" — bc){cyz 4- bxt) — (6V -hbc — b'c'){c'zx -h b'yt) — [bc H- b'c' — b''cr){<fxy -f- b'zt) = 0.
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Qaadriqaes passant par les somn^ets d'un tétraèdre
En prenant le tétraèdre pour tétraèdre de référence, on troave pour équation ponctuelle de ces quadriques
2Bys 4- 2B'zx -h 2B'*xy -+- 2Cxt -h 2Cyt -f- âC'jt = 0,
et pour équation tangentielle BC'Ctt'+BCCr^-t-BXC'KJ^-l-BB'BV»— (S'C-f-BX"— BC)(Ct7«>-f<B«r)
— (WC 4- BG — B'C')[C'wu -h B'vr)
— (BC 4- B'C - BX'JCCar 4- B'wr) = 0.
Quadriques tangentes aux six arêtes d'un tétraèdre
Prenons le tétraèdre pour tétraèdre de référence, et désignons par
les équations des sommets Â, B, G, D de ce tétraèdre.
Soit
f\u, r, w, r) = au^ 4- a'v^ 4- . . . dr* =
l'équation d'une quadrique .
Pour qu'elle soit tangente au côté CD par exemple, il faut que les deux plans tangents qu'on peut mener à la quadrique par cette droite soient confondus.
Un plan passant par CD a pour équation a?4-Xy = ; il sera tangent à la quadrique si Ton a
a4-a'X*4-2&*X = 0; et la droite CD sera tangente si les deux racines de cette équation sont égales, c'est-à-dire si Ton a
au' — b'^ = 0.
On aura de même, en écrivant que les cinq autres arêtes sont tangentes.
ad — c^ = 0,
Ces équations montrent que les coefficients a, a', a", d doivent
être de même signe ; on peut les supposer positifs ; nous poserons
donc
a = l^, a' = mS oT = n\ d = p» ;
on aura alors
& = :+: mti, 6' = zb ni, f •=i± Im,
c-=±lpj c' = it mp, cf zizzhnp^
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et réquation générale devient
Ihc^ + mH^ -f- n^w^ -{-p^r^ H- 2ejmni?to -\- ^z^nlwu -h ^z^lniuv
-h %z^lpur H- ^z^mpvr + 2z%npwr = les quantités bj désignant ±: 1 .
On peut écrire cette équation
{lu -f- tztnv H- t^nw -\- Sipr)* 4- 2m«vio(ei — 6253) -h 2mptjr(s6 — £354)
-f- 2nj>ior(e6 — saSi] = .
Pour que cette équation représente une véritable quadrique, il faut que le premier membre soit réductible à une somme de quatre carrés ; et pour cela il faut que les différences Ej — £253, £5 — £354, Se — £224 soient toutes différentes de zéro ; on devra donc avoir
On peut donner tout d'abord la valeur — 1 à tous les £,. Supposons maintenant que toutes ces quantités ne soient pas négatives, par exemple ^
on aura
On pourra prendre alors soit
64 = £5 = 1 , Es = 1 >
soit
Dans le premier cas on aura Téquation l^u^ 4- mH'^ 4- w*io2 4-2)2^2 _|_ 2mnvw 4- 2nlwu — 2lmuv
lpur 4- 2mpvr — 2npwr = ; (i
dans le deuxième cas, ;2^2 _|_ ^2^2 _|_ ^2|^2 ^2)2^2 _^ 2mnvw -{- 2nlvou — tlmuv
— 2lpur — 2mpvr 4- 2npwr = 0. (2) Dans réquation (1) remplaçons respectivement n et p par — n et — p; cela revient à supposer tous les e, négatifs.
Dans réquation (2) remplaçons n par — n ; cela revient encore à supposer tous les Et négatifs; il en résulte que l'équation génér^ale cherchée est f[u, V, ic, r) = Pu^ 4- m^v^ 4- n^w^ 4- p^r^ — 2mnvto — 2nlwu
— 2lmuv — 2lpur — 2mpvr — 2npior := 0, l^ m, n^ p étant des nombres positifs ou négatifs.
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232. Les coordonnées du plan tangent passant par Taréte CD vérifient les équations
«3 = 0, r = 0, lu — mv =z ;
réquation de ce plan est alors
ê m son point de contact aara pour équation
nw -\-pr = 0;
les coordonnées du point de contact sont donc
233. Théorème 1. — Les plans passant par chaque arête et par le point de contact de l'arête opposée passent par un même point.
Le plan passant par ÂB et le point de contact de Tarête CD a pour équation
n i> "" ' les cinq plans analogues ont pour équations
ils passent par le point que définissent les équations
Théorème 11. — Les couples de plans tangents passant par detuc arêtes opposées se coupent suivant trois droites situées dans un même plan.
Les plans tangents menés par ÂB et CD ont pour équations z t X y
leur intersection est dans le plan
l m n p qui contient visiblement les droites analogues.
11 est aisé de voir que ce plan est le plan polaire du point trouvé dans le théorème précédent.
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Théorème III. — Les six points de contact avec les arêtes sont conjugués harmoniques par rapport aux extrémités de Varète correspondante de Vintersection de cette arête avec un même plan .
En effet, le point de contact de Taréte CD a pour équation nw -hpr = ;
le conjugué harmonique de ce point par rapport à C et D a pour équation
nvD — pr = 0.
Ce point est à Tintersection de Taréte CD et du plan
c^st le plan qui renferme les intersections des plans tangents passant par deux arêtes opposées.
Si Ton suppose ce plan à Tinfîni, on voit qu'il existe une quadrique tangente aux six arêtes d'un tétraèdre en leurs milieux ; de plus, les droites joignant les milieux des arêtes opposées sont des diamètres, puisque les plans tangents en ces points sont parallèles. Il en résulte que le centre de la surface est au centre de gravité du tétraèdre
234. L'équation ponctuelle de la quadrique que nous venons d'étudier est
û^ yî^ £2 ^2 2yz
l* wi* n* p* mn
%zx 2xy
Ip mp np *
ni Im
on peut l'obtenir en appliquant la méthode générale, ou en cherchant l'équation ponctuelle générale des quadriques tangentes aux faces d'un tétraèdre, puis en écrivant que le point de contact sur CD a pour équation
nw-\-pr =: 0, ert ainsi de suite.
EXERCICES ET NOTES
1. On donne une ellipse et une hyperbole situées respectivement dans deux plans rectangulaires 1^ et Q et pour chacune desquelles la droite d'intersection des deux plans P et Q est un axe de symétrie,
lo On considère tous les plans R tangents à la fois à V ellipse et à
Vhyperbole et l'on propose de démontrer qu'il existe une infinité de surfaces du second ordre S tangentes à la fois à tous les plans R.
20 Trouver le lieu des centres des surfaces S et déterminer la nature de chacune de ces surfaces y suivant les positions occupées par son centre,
30 Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu^ les surfaces S soient homo focales ,
[Agrégation, 1884.)
io Soient — !-+-t5-1 = 0, ^ = 0,
^--^+^-1=0, y = (AB<0>
les équations ponctuelles de l'ellipse et de Thyperbole. Les équations tangentielles de ces courbes sont
a2w« + 6V— r» = 0, Aw« + Bw?« — {uh -+- r)« = ;
par suite Téquation tangentielle générale des quadriques tangentes aux plans tangents communs à ces deux courbes est
Aw2 4- Bt/?2 _ (^/j 4. rf -h X(a«M2 4- bH'^ — r^) = . %^ Les coordonnées du centre de cette quadrique sont X = j-^, !/ = 0, 3: = ;
il en résulte que le lieu du centre est Taxe des a?, c'est-à-dire l'intersection des plans P et Q .
De la première équation on tire
et en remplaçant dans Téquation générale des quadriques, cette équation devient
[(a2 -h A2 — A)x — a^h]u^ + b^(x — h)v^ — Bxw^ -h 2^wr 4- Ar« = 0.
Il nous faut étudier la nature de cette quadrique suivant les valeurs de X,
Nous appliquerons la méthode exposée au chapitre V. Remarquons d'abord que si x est infini, l'équation se réduit à (aS 4- ^* — A)t«2 + b^v^ — Bto« 4- 2hur = ou
u[(a^ -hh^- A)u -\-2hr]-h b^v* — Bw^ =
Cette équation représente un paraboloïde elliptique si B est négatif, c'est-à-dire si Oa?est l'axe réel de l'hyperbole, un paraboloïde hyperbolique si B est positif, c'est-à-dire si Ox est l'axe imaginaire de rhyperbole .
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Dans le cas où x est fini, Téquation générale peut s'écrire
-h h\x — ^)t;2 — Ba?ic2 -: 0.
Gomme on peut toujours supposer A > 0, il suffira d'étudier les signes des coefficients de te^, t?^, w^^ quand on fera varier x. Pour que le trinôme
/ia?2 — (a2-h/i* — A)-ha2A
ait ses racines réelles, il faut que A ne soit pas compris entre (a — />)* et (a H- /è)^. Les racines x' et a-" seront de même signe ; elles seront positives si A < (a — ^)2, et négatives si A >(a -+- A)'-.
On leur comparera aisément et K
Nous aurons alors, suivant les cas, Tordre de grandeur suivant :
[a^hf < A <ra-f-/i)2 _oo
A<0 —00 {S x' h oT H-oc
Nous nous bornerons au premier cas, et nous allons supposer que X varie dans les différents intervalles ; on obtient les résultats suivants, en mettant en évidence les signes des carrés du premier membre de Téquation :
— 00 Paraboloïde elliptique
H Ellipsoïde réel
- + Ellipse réeUe
Paraboloïde elliptique
Nous laissons au lecteur le soin d'achever ; il sera utile d'examiner aussi les cas où Ton a A = (a + A)^ et A = (a — hf^ ce qui ne présentera aucune difficulté.
3®. La réponse à la question sera immédiate quand on aura lu le chapitre suivant ; il faut que Pellipse passe par les foyers de l'hyperbole et que l'hyperbole passe par les foyers de l'ellipse.
2. On donne un cône du second degré G et deux quadriques Â, A' inscrites dans ce cône ; on considère une quadrique variable S inscrite dans le même cône et touchant les quadriques données A et A' en des points variables a et a'.
10 Démontrer que la droite olol' passe par un point fixe.
20 Trouver le lieu de la droite d'intersection des plans tangents à la surface S aux points a et a'.
30 Démontrer que le lieu du pôle d^un plan fixe P par rapport à la surface S se compose de deux qttadriques bitangentes,
40 Trouver le lieu de la droite qui passe par les points de contact de ces deux quadriques^ lorsque le plan P se déplace^ en restant parallèle à un plan tangent au cône C.
[Agrégation, 1889.)
Le point fixe par lequel passe la droite aa' est le sommet du deuxième cône circonscrit aux quadriques A et A', et le lieu de la droite aa' se compose des plans des courbes planes communes à A et à A' . La démonstration ne présente aucune difficulté.
Enfin le lieu demandé dans la quatrième partie est un paraboloïde hyperbolique ayant le plan P pour plan directeur.
3. On donne deux quadriqvss inscrites dans un même cône. Par le sommet on mène une sécante quelconque et aux points où cette sécante rencontre les deux surfaces on mène les plans tangents ; on demande le lieu géométrique des droites suivant lesquelles les plans tangents à la première quadrique coupent les plans tangents à la seconde,
A, Lieu des centres des quadriques circonscrites à une quadrique donnée et touchant un plan fixe en un point donné.
Prenons le plan tangent pour plan des xy, le point de contact po«r origine, et désignons par
f{u, Vj w, r) = au^ + a'v^ -+-... dr^ =
Téquation tangentielle de la quadrique donnée. L'équation générale des quadriques variables sera
X/'(m, t?, w, r) -4- (UoL + i?p -h toY H- r)^ = 0,
avec les conditions
Xa''H-Y2 = 0,
x& -f- Py = 0,
Ib' H- Y» = 0, exprimant que la surface touche le plan des xy k Torigine.
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Les coordonnées du centre sont
Xc-hor Xc'-f-fi XC-I-Y.
^-XrfTî' î^-n+l' ^=XdTî'
en y remplaçant a, p, X en fonction de y» o" voit que ce point décrit une conique.
5 . Lieu des centres des quadriques contenant une conique donnée et touchant un plan fixe en un point donné. Etant choisi un point sur le lieu trouvé, déterminer la nature de laquadrique dont ce point est le centre,.
6 . Enveloppe des plans principaux des paraboloïdes circonscrits à une quadrique (ou contenant une conique) et touchant un plan fixe.
7 . Etant donnés un tétraèdre et une quadrique, le pôle d^une face constitue avec les arêtes de cette face trois plans ; les douze plans relatifs aux quatre faces du tétraèdre sont tangents à une quadrique.
Prenons le tétraèdre pour tétraèdre de référence et pour plus de symétrie écrivons l'équation de la surface de la manière suivante :
/*(w, î?, 10, r) = aau^ -+- 022^* -h «sato^-t- a^^r^ -^ 2ai%uv + 2aiiuw
H- 2aiiur H- 2aîsvu) -\- 2a2ivr + 2a34tor = 0, en supposant
apq = aqp.
Les équations des pôles des faces du tétraèdre de référence sont alors
-K fû = «iiw -h ai2f -h aizw H- a^r = 6, — f i, = a2iU H- «22^? H- a2aW3 H- a^r = U, -—fw = a^iU -4- a32i? ^- «3310 -h a^^r = 0,
-^fr=. ail M -+- a^^v -\- a^zw -+- au^r = .
11 existe deux des douze plans passant par une arête du tétraèdre ; par exemple par l'arête CD (10 = 0, r = 0) passent les deux plans qui contiennent les pôles des faces a; = 0, y = 0. Les coordonnées de ces plans vérifient les équations
1^ = 0, r = 0, aiiwH-ai2t? = 0, a^iU-^-a^tV = 0. Considérons une quadrique 61 1^2 + 622t?* 4- &3310* H- 644r* -H 26i2Wî? 4- Ihi^uw + 2ôuwr -h 2^23 vt^
-h 2ft24t?r-h 2634ior = ;
écrivons qu^elle touche ces deux plans ; il faut pour cela que les équations
*ii**^ -h b22V^ H- 2&i2Wt? = 0,
{anu -j- ai2t?)(a2iw -+- a22t?) = aient mêmes racines ; ce qui donne
Ôjj __ (&22 _ 26l2
an «22 «11^22
On aura des conditions analogues en ' écrivant que la quadrique touche les autres plans ; ces douze conditions sont visiblement compatibles, et l'équation de la quadrique cherchée est
«UW* 4- «22^* 4- «33tO* -h «44^2-1- ( 2iif!3 + ai2 ) Wl? + ( îilf^^ _^ ^13 )m*^
\wr =z 0.
8. Le lieu du pôle d*un plan fixe par rapport aux quadriques qui passent par les côtés d^un quadrilatère gauche est une droite qui s^appuie sur les deux diagonales de ce quadrilatère de telle sorte que chacune d'acnés se trouve divisée harmoniquement par cette droite et le plan donné.
Si le plan donné est à Tinfini, on a le théorème établi au nP 220.
9. Quand les six arêtes d'un tétraèdre sont tangentes à une quadriquSy le plan des trois points de contact des arêtes issues d'un même sommet rencontre la face opposée suivant une droite, les quatre droites ainsi déterminées appartiennent à un même hyperboloïde ,
Proposition corrélative,
10. On sait que si deux quadriques se raccordent en tous les points d'une génératrice, elles ont deux autres génératrices communes qui rencontrent en deux points A et B la génératrice de contact. Etudier ce que deviennent dans ce cas la développable commune et ses coniques doubles.
La développable se réduit à deux cônes de sommets Â et B, et les coniques doubles se réduisent à Pensemble des points A et B. L'équation en X a une racine quadruple.
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11 . De la remarque faite au numéro 209 on peut déduire une relation fort simple entre les racines des équations du quatrième degré qui déterminent, Tune, les coniques doubles de la développable commune à deux quadriques, et Tautre, les cônes passant par l'intersection de ces mêmes quadriques.
Soient
/*(w, t?, 10, r) = au^ + a't?2 -| \-dr^ = 0,
fi{Uy V, Wy r) = «1^2 -I- a[v^ H- h dir^ =
les équations tangentielles des deux quadriques. Pour que l'équation
/•-hXA =
représente une conique, on doit avoir
a + Xai ft^ + Xô; b'-h\b[ cH-Xci
ô^-hXM a'-hXa; 6-hX6i c' -f XcJ
&'-f-X&; ô-H-X&i a^ + Xaî c" -h 1(^1
c-j-Xci c'-hXci c''-\-'kc"i d-hldi
Les équations ponctuelles des deux quadriques sont
F{x, y, j, t) = Ax^ + Ay H h Dt^ = 0,
Fi(x, 2/, 2, t) =z Aia?2 + Aiy2 ^ 1_ Di(2 = 0.
Pour que Téquation
F-h[JiF, =
représente un cône, il faut qu'on ait
A + [xAt B'-^iiB", B'-hfiBi
B'^-h-jjlBî A'+[JtA; B + [xB,
B' + fiBi B + iiBi A^H-ijlAï
G-^[xCi G'H-fxC; C+jxCî
Soit jjl' une racine de l'équation (2) ; à cette racine correspond un point (x', y\ z\ t*) ayant même plan polaire par rapport aux deux
C-i-(iCt
c + hC;
C+iiCî
D + fiD,
quadriques, et l'on a
àF , ,
dF,
dai
dF,
<?Fi
<it'
11 existe donc une racine X' de l'équation (<) telle que le plan
(m', u', w\ r') de la conique correspondante coïncide avec le plan polaire du point {x\ t/', z', t')^ c'est-à-dire telle que Ton ait
dF
âx'
dF dF
dy' dz'
dF
de
avec les conditions
du' ' du'
àf .y àf, _ dv' -^^ dv' - "'
dw dw
Or, on peut écrire
àf l àY ,, <^F ,, <?F dv \ ^ ,,
On en conclut de même
et par suite
a?'(A — XVAi) = 0; i/'(A-XVAO = 0,
Telle est la relation fort simple qui existe entre les racines des équations (1) et (2) (*).
12. Nous pourrions répéter presque textuellement ici au sujet des coordonnées tétraédriques de plans et de points ce que nous avons dit dans la Première partie (p. 288, note 17).
Si Ton désigne par pi, p2, Ps, Pu les distances d*un point aux faces du tétraèdre de référence, ces distances étant précédées du signe -h ou du signe — selon que le point est, par rapport à une face, situé ou non du même côté que le sommet opposé, les coordonnées tétraédriques du point sont des nombres X, Y, Z, T définis par les
(*) Cette élégante démonstration m'a été communiquée par M. Maluski.
relations
pX = hipu
pY = ft2p2| pZ = ÂsPs, PT = A4i)4,
^1^ kif ks, ki. étant des nombres fixes, arbitrairement choisis.
De même, désignons par $i, ^2, q^y q^ les distances des sommets da tétraèdre de référence à un plan, deux de ces distances ayant le même signe ou des signes différents, selon que les deux sommets correspondants sont d'un même côté ou non du plan ; nous appellerons coordonnées tétraédriques de la droite les nombres U, V, W, R définis par les relations
(jU = hiqiy
dV = ^2^2,
(jW = h^qz, (jR = h^q^y
h^y h2y hy h étdut des nombres fixes, arbitrairement choisis.
Si Ton veut que la condition pour que le point soit sur le plan s'exprime par la relation
UX + VY 4- WZ + RT = 0, on devra choisir les nombres k et ^ de telle manière qu'ils satisfassent à une certaine relation.
On pourra se donner les nombres k arbitrairement ; on en déduira les nombres h, ou inversement.
Le raisonnement est absolument le même qu'en géométrie plane.
Gela posé, considérons l'équation ponctuelle d'une surface /•(X, Y, Z, T) = 0, rapportée à un tétraèdre de référence ABGD.
Coupons cette surface par le plan ABC, T = ; on obtient une courbe qui a pour équations
Nous allons montrer qu'on peut considérer l'équation /•(X, Y, Z, 0) = comme l'équation de cette courbe rapportée au triangle de référence ABC.
Soit M un point de cette courbe, ayant pour coordonnées tétraédriques X, Y, Z, 0. Abaissons de ce point la perpendiculaire MP sur le plan DBC, et la perpendiculaire MP' sur la droite BC.
Si l'on pose MP = pi, MP' = p[y on voit que
Pi =p' sin BC;
on aura de même, en abaissant des perpendiculaires du point M sur les faces DCA, DAB et sur les arêtes CA, AB,
P2 =.P2 sin CA,
P3 = pi sin AB.
Or on a
Âjpj k2p2 kofs
on en conclut
en posant kl = hi sin BG, . . . etc.
11 en résulte que X, Y, Z peuvent être considérées comme les coordonnées trilaières du point M par rapport au triangle de référence ABC.
Soit maintenant l'équation tangentielle d^une surface,
cp(U, V, W, R) = ; le cône circonscrit à cette surface ayant pour sommet le point D a pour équations tangentielLes
Nous allons montrer qu'on peut considérer l'équation cp(U, V, W, 0) =
comme l'équation tangentielle de la section de ce cône par le plan ABC, cette équation étant rapportée au triangle de référence ABC. Considérons en effet un plan H tangent à ce cône et coupant le plan ABC suivant une droite A.
Abaissons du point A les perpendiculaires AQ sur H et AQ' sur A ; si Ton pose AQ = gi, AQ' = ^'J, et si l'on désigne par 6 l'angle du plan H avec le plan ABC, on aura
q^ = q'i sin 6 ; de même pour les points B et C,
^2 = qi sin Ô,
qz = qz sin 0.
Or les coordonnées U, V, W du plan H vérifient les relations
— = JL -- W ,
hiqi ~" h2q2 hzqz ' on aura donc
JLzn V - ^ hiq'i h^q'i "" à-iq'^
ce qui montre que U, V, W peuvent être considérés comme les-
coordonnées trilatères de la droite A par rapport au triangle de référence ABC.
De plus, la condition pour que le point M du plan ABC soit sur la droite A est
UX + VY + WZ = 0,
puisque cette condition exprime que le point M est dans le plan H.
235. Foyers des quadriques. — On appelle foyer d'une quadrique un point tel que parmi les plans tangents menés de ce point à la quadrique, il y en ait deux qui soient tangents au cercle de l'infini.
La droite qui joint les points de contact de ces deux plans tangents et de la quadrique est appelée la directrice relative au foyer considéré.
Il résulte de cette définition que le cône circonscrit à la quadrique et ayant pour sommet un foyer est bitangent au cône isotrope de même sommet, ce qui revient à dire que le cône circonscrit est de révolution (215).
On voit aussi que le cône isotrope ayant pour sommet un foyer est bitangent à la quadrique, ce qui revient à considérer un foyer comme une sphère de rayon nul bitangente à la quadrique, la droite joignant les points de contact étant la directrice correspondante.
La première définition donnée permet d'obtenir aisément les foyers d'une quadrique définie par son équation tangentielle,
/*(m, V, iv^ r) = au^ -\- a!v^ -{- ... =0,
jet rapportée à des axes de coordonnées rectangulaires.
Soient a», y^ z les coordonnées d'un foyer ; les plans tan-
gents menés de ce point à la surface sont déterminés par
les équations
f[u, V, îv, r) = 0,
ux -^ vy -h wz -^ r = 0.
Ces plans tangents déterminent un cône dont la trace sur le plan de rinfini a pour équation tangentielle
/■[m, u, IV, — {uv -h vy -h wz)] = ;
il faut écrire que cette conique est bitangente au cercle de rinfini, c'est-h-dire que
f[u, V, w, — [ux -h v]y H- ivz)] -h \{u^ -+- v^ + iv-)
est carré parfait pour une valeur convenable de X.
On obtiendra trois conditions en x, y, z et X ; en éliminant X, on aura deux équations par rapport à a?, y, z.
On voit ainsi qu'il existe une infinité de foyers qui sont situés sur une courbe.
Pour étudier la nature de cette courbe, il sera plus simple de rapporter la quadrique à des axes de coordonnées particuliers.
1° Supposons que la quadrique ait un centre ; prenons pour axes de coordonnées les axes de la surface ; son équation tangentielle est alors
ky} H- Bi;2 -+- Ch'2 — r^ = 0.
Un point (a?, i/, z) est foyer si l'expression
ku^ -i- Bv* H- Civ^ — [ux -^vy-^-wzf-^- \{u^ -\-v^-^ iv^)
est le carré d'une fonction linéaire et homogène de u, v, w. Cette expression s'écrit
— ^vwyz — ^wuzx — ^uvxy ;
pour qu'elle soit carré parfait, il faut et il suffît que tous les mineurs de son discriminant soient nuls.
On obtient
(X + B — î/2)(Xh-C — Z2)_y2z2 = 0, (Xh-C — z2)(x + A — ar2)— z2^2^ 0,
(X-HA — ar^XX-hB — t/2)_^2y2^ 0^
yzÇk-^k) = 0,
zx(X 4- B) = 0,
xy{\ -h G) = 0.
On voit immédiatement que le produit xyz ne peut être différent de zéro, car les trois dernières équations donneraient
A = R = G = —X, ce qui est impossible.
Supposons donc, par exemple,
a? = 0; la quatrième équation donne
la deuxième et la troisième sont vérifiées et la première
devient
(B - A — y',[C - A — z2) — yh^ =
On trouve ainsi la conique représentée par les deux équations
En supposant successivement y = et z = 0, on obtient les deux autres coniques
et
^2 -jy2
Il en résulte que les foyers de la quadrique sont situés sur
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ces trois coniques, que Ton appelle pour cette raison les focales de la surface.
Elles sont situées dans les plans principaux de la quadrique, elles ont mêmes axes et mômes foyers que les coniques principales de la surface.
Si Ton suppose A >> B > C, on voit que la conique (1) est une ellipse imaginaire, la conique (2) est une hyperbole et la conique (3) une ellipse réelle.
Si la surface est un ellipsoïde, ayant pour équations ponctuelle et tangentielle
x^ xi- z^
Tellipse réelle est dans le plan des xy^ Thyperbole est dans le plan des zx et l'ellipse imaginaire dans le plan des ijz.
Le résultat est le même si la surface est un hyperboloïde à une nappe
Enfin si la surface est un hyperboloïde à deux nappes ayant pour équations
Tellipse réelle est dans le plan des j/z, l'hyperbole dans le plan des zx et Tellipse imaginaire dans le plan des xy.
D'après ce qu'on a vu au début, ces trois focales constituent le lieu des sommets des cônes de révolution circonscrits à la surface.
Revenons à la surface qui a pour équation tangentielle
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et pour équation ponctuelle
Considérons la focale
z = 0, et prenons un point F(a/, y\ 0) sur cette courbe : on aura
Nous nous proposons de déterminer la directrice correspondant à ce foyer.
Le cône circonscrit à la quadrique ayant pour sommet le point F coupe le plan de Tintini suivant la conique
Aw2 H- Bv^ -+. Cw^ — (ux' -h vy'Y = 0, et l'expression
Aw2 -f- Bv^ -h Cw^ — (wa/ + vy'f — C{u^ -hv^-h iv^)
est carré parfait ; sa racine égalée à zéro donne l'équation du point de rencontre du plan de l'infini et de l'intersection des deux plans tangents menés à la quadrique par le point F et qui sont tangents au plan de l'infini.
L'équation de ce point est
(A — C — x'^)u — vx'y' = ;
il en résulte que l'intersection des deux plans tangents a pour
équations
la première de ces équations peut s'écrire, en tenant compte
de (4),
xx' yy' 1 — ±1 1=0*
par conséquent cette droite est tangente à la focale au point F.
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La directrice sera la droite conjuguée de cette tangente par rapport à la quadrique ; pour obtenir cette droite conjuguée, je mèpe un plan quelconque par la tangente
+ S^-+-Xz-l =0;
A— G B— G son pôle par rapport à la quadrique a pour coordonnées Ax' By'
ce pôle décrit la droite
Aa?' By'
qui est précisément la directrice cherchée.
On en conclut que la directrice relative à un foyer F est perpendiculaire au plan de la focale qui contient le point F ; de plus le pied D de cette directrice sur ce plan est le pôle de la tangente à la focale au point F par rapport à la conique principale de la quadrique qui se trouve dans le même plan que la focale.
On verra aussi aisément que la droite FD est normale à la focale ; il en est de même du plan qui passe par le foyer et la directrice.
Nous montrerons plus loin que ces résultats sont des conséquences immédiates des définitions du foyer et de la directrice.
237. Supposons maintenant que la surface soit un paraboloïde ; nous prendrons pour plans de coordonnées les plans principaux et le plan tangent au sommet.
L'équation tangentielle de la surface est alors
pv'^ H- qw- — Sur = 0, et le point (a?, y, z) sera foyer si l'expression
pv'^ 4- qw'^ -+- ^u[ux -^vy -h wz) H- '^{u^ 4- v^ -h. w^) est carré parfait.
ou
Cette expression peut s'écrire
Il n'y a pas de terme en vw ; on en conclut que le coefficient de v^ ou de w^ doit être nul.
Supposons d'abord
le coefficient de uw doit être nul, et le trinôme restant en w et u doit être carré parfait ; on aura donc
(2a?4-X)(;j-4-X)-i/ = 0, ou, en remplaçant X par sa valeur — g,
En supposant
on obtiendrait
On trouve ainsi deux paraboles ayant mêmes foyers et même axe que les paraboles principales de la surface.
En raisonnant comme plus haut, on verra que la directrice relative à un foyer (a?', y\ 0) de la parabole (5) a pour équations
py'
cette directrice jouit d'ailleurs des mêmes propriétés que dans le cas des quadriques à centre.
238. Il peut arriver que l'équation tangentielle donnée repré-
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sente une conique ; les foyers se définissent de la même manière et se déterminent par un calcul semblable.
Supposons que la conique soit une ellipse ou une hyperbole ayant pour équation tangentielle
\u^ -h Bv^- — ^2 = 0.
Un point (a?, y, z) sera foyer si l'expression
\w2 4- Bv^ — {ux -i-vy-h ivzf -4- \[u^ -h r^ 4- w^)
est carré parfait.
En raisonnant comme au imméro 235, on obtiendra encore trois focales dont Tune est la conique donnée, c'est une focale singulière ; il est clair en effet que par toute tangente à cette conique on peut mener deux plans tangents au cercle de l'infini.
Il resle les deux focales
et
Si la conique donnée est une ellipse, la première focale est une hyperbole située dans un plan perpendiculaire au plan de l'ellipse et passant par son grand axe ; les foyers de l'hyperbole sont les sommets de l'ellipse et les sommets de l'hyperbole sont les foyers de l'ellipse.
La deuxième focale est une ellipse imaginaire.
Si la conique donnée est une hyperbole, la première focale est une ellipse située dans un plan perpendiculaire au plan de l'hyperbole et passant par son axe réel, les foyers de cette ellipse sont les sommets de l'hyperbole et les sommets de l'ellipse sont les foyers de l'hyperbole.
La deuxième focale est encore une ellipse imaginaire.
239. On voit ainsi que, si une ellipse et une hyperbole, situées
dans des plans perpendiculaires, ont même axe focal, et sont telles que les foyers de chacune d'elles soient aux sommets de l'autre, on peut considérer l'une de ces courbes comme la focale réelle de l'autre, ou encore comme le lieu des sommets des cônes de révolution contenant l'autre courbe.
On peut remarquer aussi que les deux focales réelles d'une quadrique à centre sont dans cette situation respective ; l'une d'elles est la focale de l'autre. Ces deux courbes jouissent de propriétés fort curieuses. (Voir note 12 à la fin du chapitre.)
Considérons la conique
et sa focale
On démontrera, comme au numéro 236, que la directrice relative à un foyer (a/, z') de cette focale a pour équations
Il en résulte que cette directrice est située dans le plan des xy ; elle est parallèle à Oy et elle rencontre Ox au point où cet axe est coupé 'par la normale à la focale au foyer correspondant.
Enfin si l'on considère une parabole
jw^ — 2ur = 0,
on verra aisément qu'elle admet une seule focale proprement dite, ayant pour équations ponctuelles
z^-h2px—p^ = 0, y=0;
c'est une parabole ayant même axe que la parabole donnée ; les deux plans de ces deux paraboles sont perpendiculaires et le foyer de chacune d'elles coïncide avec le sommet de l'autre. On vérifiera sans peine que la directrice relative à un foyer (x\ z') a pour équations
cette droite est située dans le plan des a?j/, elle est parallèle à Oy et rencontre Ox au point où cet axe est rencontré par la normale à la focale au foyer considéré.
242. Si deux paraboles, situées dans des plans perpendiculaires, ont même axe, et sont telles que le foyer de chacune d'elles coïncide avec le sommet de l'autre, on peut considérer Tune quelconque de ces courbes comme la focale de Taulre, ou comme le lieu des sommets des cônes de révolution contenant l'autre courbe.
Les deux focales d'un paraboloïde sont dans cette situation respective : l'une d'elles est la focale de l'autre.
243. Autre méthode pour déterminer les loyers. — D'après la définition donnée au début de ce chapitre, on voit qu'un foyer d'une quadrique est un point double de la surface développable circonscrite à la quadrique donnée et au cercle de l'infini.
Or cette développable contient quatre coniques doubles parmi lesquelles se trouve le cercle de l'infini; il ne reste donc que trois coniques, qui constituent le lieu géométrique des foyers et que l'on appelle les focales.
D'un point F d'une de ces focales on peut mener deux plans tangents communs à la quadrique et au cercle de l'infini ; ces deux plans ont comme intersection la tangente en F à la focale, et la droite qui joint les points de contact de ces platis et de la quadrique est la directrice relative au foyer F ; cette directrice sera donc la droite conjuguée de la tangente en F à la focale.
On déduit de là une méthode analytique fort simple pour la détermination des focales.
Soit f{uy V, iL\ r) =
l'équation de la quadrique ; on obtiendra les focales en écrivant que l'équation
représente une conique, c'est-à-dire que le discriminant du premier membre est nul ; on aura une équation du troisième degré en X, aux racines de laquelle correspondront les trois focales.
Ainsi, reprenons Téquation
le discriminant de
est
Si l'on prend la racine X == — C, on obtient là focale (A — C)w2 H- (B — Cy - r' = 0, qui a pour équations ponctuelles
244. Dans le cas où la surface est un paraboloïde, elle est tangente au plan de l'infini, et comme le cercle de l'infini est dans ce plan, la développable commune n'aura que deux coniques doubles en dehors de ce cercle (210) ; ces deux coniques sont en outre tangentes au plan de l'infini^ ce sont des paraboles.
Dans ce cas, le discriminant sera du deuxième degré en X. On peut dire que l'équation en X obtenue en égalant ce discriminant à zéro aura une racine double infinie correspondant au cercle de l'infini.
Ainsi supposons que l'équation de la surface soit
pv^ -h qw^ — 2ur = ;
le discriminant de la fonction
pv^ -+- qw^ — 2wr -+- l{u^ -h t?^ -h w^) est
on obtient les deux focales
— pu^ -h {q — p)iv^ — 2ur =
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et
— qii\-h {p — q)v- — ^2ur = 0.
245. Si la quadrique donnée se réduit à une conique, la développable relative à cette conique et au cercle de l'infini admettra seulement deux coniques doubles en dehors de la conique donnée et du cercle de l'infini ; et dans le cas particulier où cette conique donnée est une parabole^ comme elle est tangente au i)lan de l'infini, l'une des coniques doubles vient se confondre avec le cercle de l'infini et il ne reste qu'une seule focale.
246. Revenons au cas où la quadrique donnée est à centre unique ; les coniques doubles de la développable commune à cette surface et au cercle de l'infini sont situées dans les faces du tétraèdre conjugué commun, qui sont dans ce cas les plans principaux de la quadrique et le plan de l'infini ; de plus chacune de ces coniques est conjuguée par rapport au triangle du tétraèdre qui se trouve dans son plan ; on en conclut que les focales sont dans les plans principaux et ont mêmes axes que les coniques principales.
Il est aisé de voir qu'elles ont mêmes foyers .
En effet, un plan principal P rencontre le cercle de l'infini en deux points I et J qui sont les points cycliques du plan P ; menons du point I les tangentes lA et IB à la focale qui est située dans le plan P. Ces deux droites sont deux génératrices de la développable commune ; elles sont tangentes à la quadrique, et par suite à la section de cette quadrique par le plan P ; cette section a donc mêmes foyers que la focale.
247. Propriétés des loyers des quadriques. — Soit F un foyer d'une quadrique ; menons par ce point les deux plans tangents à la quadrique, qui sont aussi tangents au cercle de l'infini ; désignons par A et B leurs points de contact avec la surface et par C et D leurs points de contact avec le cercle de l'infini ; AB est la directrice relative au foyer F.
L'intersection des deux plans tangents, qui est, comme on Ta vu précédemment, la tangente en F à la focale, rencontre le plan de Tinfini en un point H, qui est le pôle de la droite CD par rapport au cercle de l'infini.
On voit ainsi que le plan FAB est perpendiculaire à FH, puisque ce plan rencontre le plan de Tinfini suivant la polaire CD de H par rapport au cercle de l'infini ; donc le plan qui contient un foyer et la directrice est normal à la focale.
De plus, le plan FAB coupe la quadrique suivant une conique tangente en A et B aux droites FA et FB, et comme ces tangentes passent par les points C et D, points cycliques du plan de cette conique, on en conclut que tout plan passant par le foyer F et la directrice AB correspondante coupe la surface suivant une conique ayant pour foyer le point F et pour directrice la droite AB.
Enfin le cône circonscrit à la surface et ayant pour sommet le point F coupe le plan de Tinfini suivant une conique bitangente en C et D au cercle de l'infini ; il en résulte que ce cône est de révolution et a pour axe la droite FH.
Donc, le cône qui a pour sommet un foyer F et qui est circonscrit à la quadrique est de révolution et a pour axe la tangente à la focale au point F.
248. Théorème. — Si Von mène un plan quelconque passant par la directrice et qu'on considère le côfie ayant pour sommet le foyer F et pour base la section du plan et de la quadrique, ce cône est de révolution et a pour axe la tangente à la focale au point F.
Cela résulte immédiatement de ce que la section de ce cône par le plan de l'infini est une conique bi tangente au cercle de l'infini aux points C et D.
249. Théorème. — La droite qui joint un foyer F à un point M de la surface est perpendiculaire à la droite qui joint le foyer au point où le plan tangent en M à la surface rencontre la directrice.
Soit K le point où le plan tangent en M rencontre la directrice AB ; la droite FM est dans le plan polaire du point K, puisque ce plan contient la droite FH. Ce plan polaire rencontre le plan de" rinfini suivant une droite qui est la polaire par rapport au cercle de
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Tinfinî du point à Tinfini de la droite FK ; on en conclut que les droites FK et FM sont perpendiculaires.
L'hypothèse que le point M est sur la surface n'intervient pas dans la démonstration ; on peut généraliser le théorème de la façon suivante :
La droite qui joint un foyer à un point quelconque M est perpendiculaire à la droite qui joint le foyer au point où le plan polaire de M rencontre la ilirectrice.
250. Théorème. — Si un cône a pour base une section plane dhme quadrique et pour sommet un foyer ^ ce cône a pour l'un de ses axes la droite qui joint le foyer au point où le plan de section coupe la directrice .
Soit G le point où le plan sécant rencontre la directrice, le plan polaire de G passe par la droite FH ; ce plan coupe le plan sécant suivant la polaire de G par rapport à la conique section ; il en résulte que FG est le diamètre conjugué de ce plan polaire par rapport au cône ; or, ce plan est perpendiculaire à FG, donc FG est axe du cône.
251. Quadriques homolocales. — On appelle quadriques homofocales des quadriques qui ont les mêmes foyers.
Il résulte de cette définition que les quadriques homofocales d'une quadrique Q sont inscrites dans la développable commune à cette quadrique et au cercle de Tinfini.
Si Q a pour équation tangentielle
/'(u, V, IV, /•) = 0, réquation générale des quadriques homofocales est
l'ensemble de ces quadriques contient comme cas particulier les trois focales de Q ; on peut considérer ces trois focales comme des surfaces singulières du faisceau.
Supposons que la quadrique Q ait un centre, et rapportonsla à ses axes ; son équation tangentielle est
l'équation générale des surfaces homofocales est alors
et leur équation ponctuelle
11 résulte immédiatement de cette équation que par un point de l'espace on peut faire passer trois quadriques homofocales à une quadrique donnée ; ces trois quadriques sont, Tune un ellipsoïde réel, la deuxième, un hyperboloïde à une nappe, et enfin la troisième, un hyperboloïde à deux nappes. On démontre en outre aisément que ces trois quadriques sont orthogonales au point donné.
Nous allons obtenir ce résultat par une autre méthode.
.252. Propriétés des quadriques homofocales. — L'équation tangentielle des surfaces homofocales
est du premier degré par rapport à X ; on en conclut qu'il existe une seule quadrique du faisceau tangente à un plan donné.
Théorème. — Le lieu du pôle d'un plan P />ar rajoi^ort à des quadriques homofocales est une droite perjoendiculaire au plan P au point où ce plan touche la surface du faisceau qui lui est tangente.
Considérons d'abord un faisceau tangentiel quelconque de
quadriques,
f[u, V, IV, r)H-Xçp(i^, V, IV, r) = 0.
Le pôle du plan F{uq, vq, Wq, ro) par rapport à l'une de ces quadriques a pour équation
on voit immédiatement que, ce point est situé sur la droite qui joint les pôles du plan P par rapport aux deux quadriques
/• = et 9 = 0.
Dans le cas où
cp(w, y, w, r) ^ u'^-hv^-i-îv^,
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c'est-à-dire où les surfaces du faisceau sont homofocales, ou peut voir analytiquement que la droite a pour paramètres directeurs Mo> vo, Wq ; elle est donc perpendiculaire au plan P.
Mais il est plus simple d'observer que la droite et le plan rencontrent le plan d'une conique quelconque du faisceau (conique double de la développable commune) suivant un point et une droite qui sont pôle et polaire par rapport à la conique ; cette propriété aj^ant lieu pour le cercle de l'infini, la dfoite est perpendiculaire au plan.
Il résulte de ce théorème qu'un plan tangent h une quadrique et la normale au point de contact rencontrent un plan principal quelconque suivant une droite et un point qui sont polaire et pôle par rapport à la focale qui se trouve dans le plan principal.
253. Théorème. — Étant donné un faisceau de quadriques homofocales y il existe deux de ces surfaces tangentes à une droite A, et les plans tangents correspondants sont perpendiculaires ,
On voit d'abord aisément que les plans tangents menés par la droite aux quadriques homofocales forment une involution.
En effet, si l'on mène un plan quelconque P par la droite, il existe une seule surface du faisceau tangente à ce plan ; on pourra mener à cette surface un autre plan tangent par la droite, soit P' ce plan. Ainsi à un plan P correspond un seul plan P' ; on voit de même qu'au plan F correspond le plan P, l'ensemble des plans P et P' forme une involution.
Les plans doubles de cette involution seront les plans tangents aux surfaces qui sont tangentes à la droite A ; il existe donc deux surfaces tangentes à cette droite. De plus les plans tangents correspondants divisent harmoniquement les couples de plans tels que P et F ; comme parmi les surfaces du faisceau se trouve le cercle de l'infini, les plans doubles de Tinvolution divisent harmoniquement les plans tangents menés par A au cercle de l'infini ; il en résulte que les plans doubles sont rectangulaires.
Théorème. — Par uti jjoint A on peut faire passer trois
quadriques homofocales à une quadrique Q ; les plans tangents en k à ces trois quadriques sont perpendiculaires et les normales sont les axes du cône de sommet A circonscrit à la quadrique Q et à toutes les surfaces homofocales.
Considérons d'abord un faisceau ponctuel de quadriques qui ont en commun une même quartique gauche. Un plan quelconque P les coupe suivant des coniques passant par les quatre points de rencontre du plan P et de la quartique .
Parmi ces coniques se trouvent trois couples de droites ; donc il existe trois quadriques tangentes au plan P^ et les points de contact forment un triangle conjugué commun par rapport à toutes les coniques sections des quadriques par le plan P.
Transformons ce résultat par le principe de dualité : étant donné un faisceau tangentiel de quadriques, il passe trois de ces quadriques par un point A, et les plans tangents à ces quadriques en ce point sont conjugués par rapport à tous les cônes de sommet A circonscrits aux quadriques.
Si l'on a des quadriques homofocales, parmi tous les cônes de sommet A se trouve le cône isotrope ; les trois plans tangents sont donc perpendiculaires, et comme ils sont conjugués par rapport à tous les cônes, ils constituent les plans principaux de chacun de ces cônes.
La proposition subsiste pour les focales ; par conséquent les axes de tout cône circonscrit à une quadrique rencontrent le plan d'une focale en trois points conjugués par rapport à cette conique. Ce cône a mêmes axes que le cône de même sommet et qui s'appuierait sur la focale.
255. Foyers des surlaces de révolution. —Toute quadrique de révolution est bi tangente au cercle de l'infini ; il en résulte que la déveioppable commune à cette surface et à ce cercle se réduit à deux cônes ; ces deux cônes se coupent suivant deux courbes planes, dont l'une est le cercle de l'infini ; par conséquent ces deux cônes sont isotropes. Une surface de révolution admet donc une seule focale qui est un cercle, puisqu'elle appartient à un cône isotrope ; elle admet en outre deux foyers singuliers qui sont les
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sommets des deux cônes isotropes circonscrits à la surface. 11 n'y a donc pas lieu de chercher les directrices relatives à ces foyers singuliers, puisque tous les plans tangents menés à la surface par ces points sont tangents au cône isotrope.
On peut aisément retrouver ces résultats par le calcul.
Soit
Am2 -h B(r2 ^- io2) — r2 =
réquation tangentielle d'une quadrique de révolution ayant pour axe Ox,
On a pour équation de la focale
(B — A)(v2 4-i/j2^— H = 0, et pour équation des foyers singuliers
Ces foyers singuliers ne sont autres que les foyers de la méridienne qui sont situés sur Taxe de révolution ; quant à la focale, elle est engendrée par la rotation des foyers de la méridienne situés sur Taxe de la courbe qui est perpendiculaire à Taxe de révolution .
Si la surface est un ellipsoïde allongé, les foyers singuliers sont réels et la focale est imaginaire ; c'est l'inverse si l'ellipsoïde est aplati.
Si la surface est un hyperboloïde à une nappe, les foyers singuliers sont imaginaires, la focale est réelle ; c'est l'inverse pour l'hyperboloïde à deux nappes.
256. Lignes locales d'un cône. — On appelle foyer d'un cône du second degré un point F tel que les plans tangents menés du point F à ce cône soient tangents au cercle de Tinfini, ou, ce qui revient au même, au cône isotrope qui a même sommet que le cône donné.
Soit un cône de sommet ; menons les plans tangents communs à ce cône et au cône isotrope de même sommet ; ces plans, au nombre de quatre, se coupent deux à deux suivant six droites passant par le point G. Ces six droites constituent le lieu géométrique des foyers du cône ; on les appelle les lignes focales ou plus simplement les focales du cône.
11 est aisé de voir que deux de ces lignes seulement sont réelles.
En effet, remarquons d'abord que ces lignes s'obtiennent aussi en joignant le point G aux ombilics relatifs au cercle de
rinfini et à la conique section du cône donné par le plan de l'infini .
Supposons que le cône donné soit rapporté à ses plans principaux et ait pour équation ponctuelle a?2 v^ ^2
Sa conique de l'infini a pour équation
et Ton aura les ombilics relatifs à cette conique et au cercle de l'infini en écrivant que l'équation
Am2 -+- Bv^ -4- Cw^ -h X(w2 -^v^^w^) =
représente deux points.
On a ainsi les trois couples de points
(A — CK-h(B — C)i;2 = 0, (A — By^-(C — BK = 0, (B — A)t)2-h(G — AK = 0.
Si l'on suppose A > B > G, on voit que le second couple seulement est réel.
Les lignes focales correspondantes ont pour équations ponctuelles
Â-B^C^^nB"^'
257 . Les deux plans tangents au cône qui passent par une ligne focale touchent ce cône suivant deux génératrices ; le plan de ces deux génératrices est le plan conjugué de la focale ; on l'appelle quelquefois le plan directeur relatif à tous les foyers situés sur la focale.
Nous allons établir par des considérations géométriques très simples quelques propriétés des focales des cônes ; pour cela nous emploierons les notations suivantes.
Soit le sommet du cône, S la conique section par le plan de l'infini, G le cercle de l'infini.
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Menons deux tangentes communes aux coniques C et S ; soient HM et KN ces deux tangentes ; elles touchent C en H et K, et S en M et N. Ces deux tangentes se coupent en un point L, OL est une focale et le plan directeur correspondant est le plan OMN.
258. Théorème. — Tout plan perpendiculaire à une focale coupe le cône suivant une conique qui a pour foyer le point de rencontre du plan sécant et de la focale et pour directrice correspondante l'intersection du plan sécant et du plan directeur.
Prenons un point F sur la focale OL ;^ le plan passant par F et perpendiculaire à OL est le plan HFK ; ce plan coupe le plan directeur OMN suivant une droite AB (A sur OM et B sur ON).
La conique section du cône et du plan est tangente en A et B aux droites FA et FB ; or ces droites passant par les points H et K qui sont les points cycliques du plan FAB, on en conclut que la conique a pour foyer le point F et pour directrice AB.
259. Théorème. — Les focales d'un cône sont perpendiculaires aux plans de sections circulaires du cône supplémentaire.
En effet, la trace du cône supplémentaire sur le plan de Tinfini est une conique S' qui est polaire réciproque de S par rapport au cercle de Tinfini ; donc cette conique S' passe par les points H et K, et par suite le plan OHK est un plan de section circulaire du cône supplémentaire. Ce plan étant perpendiculaire à OL, le théorème est démontré.
260. Théorème. — Deux plans conjugués quelconques passant par une focale sont perpendiculaires.
En effet, ces deux plans seront également conjugués par rapport au cône isotrope de sommet 0.
Théorème. — Tout plan tangent à un cône fait des angles
égaux avec les plans qui passent par la génératrice de contact et par les focales réelles.
Soient L et L' les traces des focales réelles sur le plan de rinfini ; ces deux points constituent un couple d'ombilics relatifs aux coniques S et G. Menons un plan tangent quelconque au cône, soit MT satracesur leplandeTinfini, M étant le point de contact avec la conique S. Il faut démontrer que le plan tangent fait des angles égaux avec les plans OML et OML' ; ou, ce qui revient au même (note 16, chapitre V) en désignant par MI et MJ les tangentes menées par M au cercle
de rinfini, que
(M.TLIJ) = (M.L'TIJ).
Or la droite MT est une droite double de Tinvolution formée par les tangentes issues du point M à toutes les coniques du faisceau tangentiel défini par G et S ; on a donc
(M.TLIJ) = (M.TL'JI), et par suite
(M.TLIJ) = (M.L'TIJ).
On établirait d'une façon analogue que si par une droite passant par le point on mène deux plans tangents au cône, ces deux plans sont également inclinés sur les plans qui passent par la droite OL et les focales réelles.
D'ailleurs toutes ces propriétés des focales d'un cône peuvent s'établir sans peine analytiquement.
262. Théorème (Ghasles). — Les focales d'un cône de sommet circonscrit à une quadrique sont les génératrices des quadriques homofocales à la quadrique donnée et passant par le point 0.
En effet, prenons le point pour origine et soit
l'équation de la quadrique donnée S.
L'équation générale des surfaces homofocales est f{u, V, w, r)-hÀ(w2-f- u2-+-w;2) = 0.
Écrivons que cette surface passe par l'origine ; il faut pour
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cela (129) que l'ensemble des termes du second degré par rapport à w, u, w^
soit décomposable en un produit de deux facteurs.
On obtiendra une équation du troisième degré en X ; soit Xj une racine ; on aura
f{u, V, W, 0)H-Xi(l/2 + t?2-f.«;2) = PQ, (1)
P et Q désignant des fonctions linéaires en w, v, Wy de telle sorte que les équations
représentent deux points P et Q à Tinfini, et les droites OP et OQ sont les génératrices de la surface qui passe par l'origine.
Or le cône de sommet circonscrit à la quadrique S coupe le plan de Tinfini suivant une conique qui a pour équation
l'identité (1) prouve que P et Q constituent un couple d'ombilics communs à cette conique et au cercle de l'infini ; donc OP et OQ sont deux focales du cône, et le théorème est démontré.
Il est clair que les focales réelles seront les génératrices de l'hyperboloïde à une nappe qui passe par le point et qui est homofocal à la quadrique S.
EXERCICES ET NOTES
i. Soit Q une quadrique circonscrite à un ellipsoïde donné E et A le pôle par rapport à l'ellipsoïde du plan P de la courbe de contact des deux surfaces,
i^ Bérnontrer qu'il y a en général trois quadriques Qi, Q2> Qs homofocales avec l'ellipsoïde E et telles que les plans polaires Pi, Pa, P3 du point A par rapport aux quadriques Qi, Qa, Q3 passent par le centre de ta quadrique Q.
2» Les plans Pi, P2, P3 sont les plans principaux de la quadrique Q, et les coniques Ci, G2, C3, intersections des surfaces (P,, Qi), (P2, Q2)» (P3» Qa)» sont les focales de cette quadrique.
3** Les projections orthogonales des coniques Ci, C2, C3 sur les plans principaux de V ellipsoïde E sont des coniques homo focales.
On projettera en particulier ces coniques sur le plan principal qui contient l'axe majeur et Vaxe moyen de Vellipsoïde, et Von cherchera le lieu décrit par les foyers des coniques projetées quand la quadrique Q varie en restant circonscrite à V ellipsoïde ^ le plan P de la courbe de contact ne changeant pas,
(Concours général, 1892.)
Soit
l'équation tangentielle de rellipsoïde E rapporté à ses axes ; si
A = au -\- ^v -\-^(w -^ r =.
est réquation du point A, Téquation de la quadrique Q sera de la
forme
Q = AE-4-A
Q = h{a^u^ + hH^ -f- c^w'^ — r^) -h [uol + t?p -f- loy -h r)2 = û .
i» Une surface homofocale avec E a pour équation
E + X(w2H-r2-Mo2)=:0, ^ (1)
et le plan polaire de A par rapport à cette quadrique est
Écrivons que ce plan passe par le centre de Q, dont les coordon-
nées sont ■; r > -r— ^ > , ' , ; on a
équation du troisième degré en X qui détermine les trois quadriques Qi, Q2, Qs.
Les trois surfaces seront représentées par l'équation (1), en y remplaçant X par les racines de (3) ; et en faisant de même pour l'équation (2), on aura les équations des plans Pi, P2, P3.
2° Il suffit d'établir que les coordonnées de ces plans vérifient les
équations
ha^u -h aA hhH -h ^A __ hc^w H- yA
ce qui ne présente aucune difficulté, en tenant compte de l'équation (3).
D'ailleurs quand nous aurons établi que les coniques Ci, G2, Gj sont les focales de Q, il en résultera bien que les plans Pi, P2, P3 sont les plans principaux de cette quadrique.
L'équation tangentielle d'une de ces coniques est
E-f- X(w* 4- v^ -+-to*) -h fx(wa H-tJp -h loy + rf = 0,
[i étant déterminé de telle manière que cette équation représente une conique, c'est-à-dire que les quatre équations
(a2 + X)w-hfxaA = 0,
(c2-4-X)w?+jxyA = 0,
— r 4- fxA =
aient des solutions communes en u, v, 10, r.
On obtient aisément la condition
/ a2 fia Y» \
ou, en tenant compte de l'équation (3),
Il en résulte que l'équation d'une des coniques Ci, C2, C3 est
AEH-A2-|-X^(M2 + v*-hw?2) _ 0,
ce qui montre que ces coniques sont les focales de la quadrique Q. 3° La projection de cette conique sur le plan des ocy a pour équation tangentielle
h(a^u^ 4- b^v^ — r^) + (wa -+- i?^ H- r)2 -f- Ihiu^-h v^) = ;
il suffit, en effet, de faire w = dans l'équation de la conique elle-même (72).
Si X varie, cette équation représente des coniques homofocales avec la conique
h(a^u^ -h bH^ — r2) -4- (wa -f- r^ H- r)2 zn 0,
et on a aisément le lieu des foyers de cette conique quand h varie.
2. Etant donné un système de quadriques homofocales et un point P dans Vespace^ déterminer :
i^ Le lieu des projetantes du point P sur ses plans polaires par rapport aux quadriques du système ; *
2° Le lieu, relativement à Vune quelconque des quadriques, des droites qui passent en P et sont perpendiculaires à leurs droites conjuguées ;
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3® Le lieu des normales menées par P à toutes les quadrigues données ;
4° Le lieu, relativement à Vune quelconque des quadriques, des droites passant en P et telles que Vune des sections faites par les plans passant par cette droite ait cette droite pour axe.
On trouvera pour tous ces lieux tm même cône équilatère. Montrer que la section de ce cône par un plan principal des quadriques est Vhyperhole d'Apollonius relative à la focale des quadriques situées dans ce plan et à la projection du point P, sommet du cône, sur ce plan,
3. On considère les coniques C suivant lesquelles un plan P coupe un système de surfaces homo focales. Trouver le *lieu des centres, des foyers et l'' enveloppe des axes des coniques C.
Considérons la surface S du faisceau qui touche le plan P, soit le point de contact ; nous prenons le plan P pour plan des xy, le point pour origine, les axes des x et des y étant les bissectrices des génératrices de la surface S situées dans le plan tangent P.
L'équation de la surface S est alors
f[u, V, w, r) = au^ + a'v^ -+- 2cur -f- 2c'vr -\- 2c"wr -f- dr^ = 0, et l'équation générale des surfaces homofocales est
f{u, V, 10, r) -4-X(u2 -f- v* -|_ io2) _. 0.
On aura aisément Téquation de l'intersection de cette surface avec le plan des xy, ce qui donnera l'équation des coniques C et on sera ramené à un problème de géométrie plane.
Le lieu des centres est une droite, le lieu des foyers est une strophoïde et l'enveloppe des axes est une parabole.
4. Un dièdre droit se meut de façon qu'aune de ses faces passe par une droite D et que son arête décrive un plan Q. Démontrer que Venveloppe du plan de la seconde face est un cône du second degré ayant pour focales la droite D et une perpendiculaire au plan Q,
5. On donne une surface du second ordre Q et une sphère de rayon nul S, ayant pour centre le point P ; on considère toutes les surfaces S qui passent par l'intersection des deux premières,
i^ A étant vm, point de la surface Q, R le plan tangent en ce point, on considère les cônes qui ont pour sommet le point P et pour directrices les sections faites dans les surfaces S par le plan R. Démontrer que la. droite PA est un axe de tous ces cônes,
2® Chercher combien il existe de cônes parmi les surfaces 2. Dans
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quel cas un des cônes trouvés devienUil un cylindre, un système de deux plans ?
3° Examiner si le point P et la surface Q restant fixes, la propriété de Vénoncé subsiste quand on remplace la sphère S par une
autre surface convenablement choisie.
{Concours général, 189 i .)
On ramène cette question à une étude des surfaces homofocales par une transformation par polaires réciproques.
Si on prend le point S comme origine, l'équation générale des surfaces S sera de la forme
transformons par le principe de dualité ; on obtient les surfaces homofocales
F(m, r, 10, r) -h X(m2 -f- ^2 4- to2) = 0.
C'est ainsi que la question a été résolue par M. Jordan, qui a eu le prix d'honneur.
Voir sa solution dans la Revue de Mathématiques Spéciales, Tome 1, p. n3.
6. Lorsque plusieurs surfaces du second ordre S sont circonscrites à une quadrique S, tout plan cyclique de S coupe les surfaces S suivant des courbes dont les focales passent toutes par detix points fixes.
7. On prend sur une quadrique une section plane quelconque ; cette courbe peut être prise pour la focale d'une surface nouvelle passant par l'une des focales de la première.
Soit f(u, V, r)=:0 (G)
Téquation de la section par le plan des xy d'une quadrique S ; l'équation de la quadrique sera de la forme
S^/ît*, V, r)-HXP2 = 0,
P =: désignant Téquation du pôle du plan des xy par rapport à la quadrique.
On en déduit
f(u, V, r) -h [jL(w2 -h v2 H- w?2) = s + [ijy 4- 1?2 -h io2) — XP2. (1 )
Déterminons jx de telle sorte que S H- jx(w2 4- 1?2 _j_ ^aj _ q représente une conique, qui sera une focale de S. L'équation
S-4-[JL(u2-+-v2_^^02)__XP2 =
représente une quadrique passant par la focale considérée, et Ton voit qu'elle admet pour focale la conique G par suite de l'identité (1).
8. On donne deitx quadriques homofocales^ et par une droite 'prise arbitrairement dans l'espace^ on mène les plans tangents à ces surfaces, puis Von joint le point A oii Vun des plans touche la première surfajce aux points B, B' oii ces plans touchent la seconde surface.
Démontrer que les droites AB, AB' sont également inclinées sur la normale en A à la première surface j et sont dans le même plan que cette normale.
On pourra prendre le point A pour origine et Je plan tangent en A à la surface correspondante pour plan des xy,
9. Owanrf trois plans rectangulaires sont tangents respectivement à trois quadriques homofocalesy le point d'intersection de ces trois plans est sur une sphère,
10. Le produit des distances de chaque point d'une focale d'une quadHque à deux plans tangents à la surface, parallèles entre etuc et parallèles à la tangente à la focale au point choisi, est constant,
11. Si, par une droite donnée, on mène des plans tangents à un système de surfaces homofocales, les normales correspondantes engendrent un parabolotde hyperbolique.
Si la droite est normale à l'une des surfaces du faisceau, les normales enveloppent une parabole.
12. Considérons une ellipse et une hyperbole telles que Tune de ces courbes soit la focale de Tautre ; prenons pour axes des x et des y les axes de l'ellipse, l'axe 0^ étant perpendiculaire à son plan; les équations des deux courbes seront
en supposant c^ =: a^ — b^.
Tous les points de l'hyperbole sont des foyers de l'ellipse ; nous allons démontrer que le rapport des distances d'un point quelconque de l'ellipse à un foyer et à la directrice correspondante est constant.
Soit M un point quelconque de l'hyperbole. La normale en ce point à cette courbe rencontre Ox en un point D ; par ce point je mène la perpendiculaire DD' à Ox, cette droite est la directrice relative au foyer M (240).
D'un point quelconque P de l'ellipse, j'abaisse PQ perpendicu-
PM laire sur DD' et je dis que le rapport -^ est constant.
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Soient, en effet, (a?, y, 0) et (a, 0, y) les coordonnées des points P et M ; on a
Or
en remplaçant,
( c a Y C» / tt2 \2
Mais l'abscisse du point D est — ja ; donc
PR PM
MDQ, le rapport p^r est constant ; on en conclut que -^ est aussi
constant ; par suite Tangle de PM avec le plan MDQ, ou avec la tangente MT à Thyperbole, est constant.
11 en résulte que le cône qui a pour sommet le point M et qui s'appuie sur Tellipse est de révolution autour de la tangente MT.
Théorème. — i^ La différence des distances d'un point de V ellipse à deux points fixes de la même branche d'hyperbole est constante .
2® La somme des dista^ices d'un point de Vellipse à deux points fixes pris sur des branches différentes de Vhyperbole est constante.
3<* La différence des distances d'un point de Vhyperbole à deux points fixes de Vellipse est constante.
Nous avons trouvé
Supposons que le point M soit sur la branche de droite de l'hyperbole, c'est-à-dire que a soit positif.
On a alors
aoL c ^
donc Pour le point M', pris sur la branche de gauche, on aura
1<* Soient M et M^ deux points pris sur la branche de droite de
l 'hyperbole ; on aura
MP
d'où 2^ Soient
MP — M,P = -^(a — a,).
MP-f-M'P=: — (a-aO.
30 Soient P et P' deux points de l'ellipse ; on a MP = -(-îa;-|a),
MP — MF = ±{x' — œ),
Étant donnés deux ellipsoïdes homofocaux
on dit que deux points (a?, y, 2) et (X, Y, Z) situés respectivement sur chacune de ces surfaces sont correspondants quand on a entre leurs coordonnées les relations
Démontrer que la distance de deux points y situés sur deux ellipsoïdes homofocaux, est égale à la distance de leurs points correspondants.
Ce théorème, dû à Iyory, est utilisé dans la théorie de l'attraction des ellipsoïdes.
14. Coniques sphériques. — Un cône du second ordre rencontre une sphère concentrique suivant deux courbes fermées symétriques
par rapport au centre de la sphère ; chacune de ces courbes est appelée une conique sphérique, un arc de grand cercle quelconque les rencontre en deux points.
Les focales réelles du cône rencontrent la sphère en deux points situés à Tintérieur de chaque conique ; ces points sont appelés les foyers de la conique.
Les plans cycliques du cône supplémentaire coupent la sphère suivant deux grands cercles qui ont pour pôles les foyers (259) ; ces grands cercles sont appelés les arcs cycliques de la conique sphérique .
Nous allons montrer que les coniques sphériques jouissent de propriétés fort analogues à celles des coniques planes.
Nous remarquerons pour cela qu'à toute propriété du cône correspond une propriété de la conique sphérique ; en outre nous ferons usage de la transformation par figures polaires ou supplémentaires.
Dans cette transformation, à un point de la sphère correspond le grand cercle dont ce point est le pôle. Si le point décrit une conique sphérique S, section de la sphère et d*un cône C, le grand cercle correspondant enveloppe une conique sphérique S', section de la sphère et du cône C supplémentaire du cône C; il en résulte qu'aux foyers d'une des coniques correspondent les arcs cycliques de l'autre.
Nous remarquerons aussi que l'arc de grand cercle qui joint deux points de la sphère est égal à l'angle des grands cercles correspondants .
Enfin, pour abréger le langage, par distance de deux points de la sphère nous entendrons la longueur de l'arc de grand cercle qui les joint ; par tangente à une conique sphérique, un arc de grand cercle tangent ; par rayons vecteurs d'un point, les arcs de grand cercle joignant ce point aux deux foyers.
Tout d'abord des propriétés du cône établies au numéro 261 nous déduisons les théorèmes suivants :
Théorème 1. — La tangente en un point d'une conique splièrlque fait des angles égaux avec les rayons vecteurs du point.
Théorème 11. — Les tangentes issues d'un point à une conique sphérique font des angles égaux avec les rayons vecteurs du point.
Transformons ces théorèmes par figures supplémentaires ; on a les nouveaux énoncés qui suivent :
Théorème 111. — La tangente en un point A d'une conique sphérique rencontre les arcs cycliques en des points équidistants du point A.
Théorème IV. — Si un arc de grand cercle rencontre une conique
sphérique en deux points A et A', et les arcs cycliques en B et B',
on a
arc AB = arc A'B'.
On voit ainsi que les arcs cycliques d'une conique sphérique jouent un rôle analogue à celui des asymptotes d'une conique plane.
Théorème V. — Si d'un point cfune conique sphérique on abaisse des arcs de grand cercle perpendiculaires sur les arcs cycliques, le produit des sinus de ces arcs est constant.
Nous allons établir la propriété correspondante du cône.
Soit
a;2 _}_ 2^2 _|_ .2 — pQ
l'équation du cône, le sommet étant à Torigine,
désignant les équations des plans cycliques.
Soit M un point du cône; abaissons MH et MK perpendiculaires
sur les plans cycliques et désignons par a et a' les angles de la
droite OM avec les deux plans ; on a
MH . , MK
sma = ^, sma = ^ ,
d'où
. , MH.MK X.PQ
sin a.sm a = — , = -r— — ~ — ^,
où X désigne une constante. Le théorème est démontré. En transformant ce théorème, on a :
Théorème VI. — Le produit des sinus des arcs de grand cercle perpendiculaires abaissés des foyers sur une tangente est constant.
Théorème VU. — La somme des distances d'un point d'une conique sphérique auœ deux foyers est constante.
Soient FP, F'P' les arcs de grand cercle perpendiculaire menés à la tangente au point M.
Désignons par M l'angle FMF' ; dans les triangles sphériques rectangles MPF, MP'F', on a
M sin FP = sin FM cos —^ ,
M sin F'P' = sin F'M cos -|- ;
donc
M sin FM. sin F'M .cos^ — = sin FP.sin F'P' = constante.
Or de la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique, cos a = cos b cos c -h sin b sin c cos A,
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on déduit
„ A sin p sin (p — a)
ces» -— = . , . »
2 sin b sm c
2p désignant a-{-b-]-c.
Appliquant cette formule au triangle FMF', on voit que
M sin FM. sin F'M.cos^ — = sin p. sin (p — FF).
Il en résulte que
sin p,sin(j> — FF'} = constante,
et par suite p est constant.
Quadriques harmoniquement inscrites et cii*conserites
— Soient deux quadriques déterminées, Tune par son équation ponctuelle et Tautre par son équation tangentielle,
f{x, y, z, t) = ax^ -+- ay + a^z^ -h 26î/z 4- 2ô'za? -+- Wxy
-+- ^cxt -f- ^c'yt -h 2c*zf -f- *2 = 0. (S)
-f- Sywr -f- 2/vr -f- V«^^ + ^''^ = 0- .(2) Considérons l'expression
e = aa4-aV+aV4-26g + 26'|i'H-26''p''-H2cY-f-2cYH-2cYH-rfô ;
si Ton a
nous dirons que la surface S est harmoniquement circonscrite à S, et que la surface S est harmoniquement inscrite à S. Nous verrons plus loin les raisons de cette dénomination . Auparavant nous établirons les théorèmes suivants.
Théorème . — Dans un faisceau ponctuel de quadriques, il en existe en général une seule qui soit harmoniquement circonscrite à une quadrique donnée ; s'il y en a deux^ toutes le sont.
Si Ton suppose que les coefficients de f(x, y^ z, t) soient fonctions linéaires d'un paramètre X, l'équation (1) est du
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premier degré en X, et admet en général une seule solution, à moins qu'elle ne soit identiquement satisfaite .
Théorème corrélatif. — Dans un faisceau tangentiel de quadriques, il en existe en général une seule qui soit harmoniquement inscrite à une quadrique donnée ; s'il y en a deux, toutes le sont.
Même démonstration.
264. Pour interpréter géométriquement la condition (1), nous examinerons d'abord quelques cas particuliers.
1* Si la quadrique S se réduit à un point double, la condition (i) exprime que ce point est sur la quadrique S.
2* Si la quadrique S se réduit à deux points, la condition (1) exprime que ces deux points sont conjugués par rapport à la quadrique S.
3^ Supposons que la quadrique S se réduise à une conique r, et désignons par C la conique section de la surface S parle plan de la conique r.
Menons une tangente quelconque à r et soit P le pôle de
cette tangente par rapport à G ; par le point P je mène deux
tai^entesà r qui rencontre la tangente précédente aux points
Q et R.
Je dis que si Ton a
le triangle PQR est conjugué par rapport à C, autrement dit que la conique r est harmoniquement inscrite à G.
En effet, prenons sur QR un point arbitraire M ; les points P et M sont conjugués par rapport à S ; il existe donc deux quadriques barmoniquement inscrites à S, d'une part r et d'autre part l'ensemble des points P et M. Il en résulte que toutes les quadriques du faisceau tangentiel déterminé par r et l'ensemble des points P et M seront harmoniquement inscrites à S .
Or la tangente menée de M à r rencontre PQ en un point N ; les deux points R, N font partie du faisceau tangentiel,
ils sont conjugués par rapport à S, ce qui montre que PQ est la polaire du point R par rapport à C, ou que le triangle PQR est conjugué par rapport à C .
Réciproquement, si la conique r est harmoniquement inscrite à C, la condition (1) est vérifiée.
Soit PQR un triangle circonscrit à r et conjugué par rapport à C; menons une tangente à r rencontrant PQ en R' et PR en Q'.
Le faisceau tangentiel de quadriques défini par les deux couples de points Q, Q' et R, R' contient deux quadriques harmoniquement inscrites à S ; donc pour toute quadrique du faisceau, en particulier pour la conique r, la condition (1) sera vérifiée .
En résumé, si la quadrique S se réduit à une conique r, la condition (1) exprime que cette conique est harmoniquement inscrite à la, conique section de S parle plan de la conique r.
4** Si la quadrique S se réduit à un plan double, la condition (1) exprime que ce plan est tangent à 2].
50 Si la quadrique S se réduit à deux plans, la condition (1) exprime que ces deux plans sont conjugués par rapport à S-
60 Enfin si la quadrique S se réduit à un cône, on pourra raisonner comme dans le troisième cas (en se laissant guider par le principe de dualité) et on reconnaîtra que la condition (1) exprime qu'il existe une infinité de trièdres inscrits dans le cône S et conjugués par rapport au cône circonscrit à S et de même sommet ; ou encore que si l'on coupe ces deux cônes par un plan, la section du cône S est harmoniquement circonscrite à la section du deuxième cône.
Nous allons maintenant supposer que les quadriques S et S sont quelconques.
265. Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que S soit harmoniquement circonscrite à S est qu'il existe une infinité de tétraèdres inscrits dans S et conjugués par rapport à S.
i^ La condition est nécessaire. Supposons que S soit harmoniquement circonscrite à S. Soit M un point quelconque
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de la surface S ; prenons son plan polaire par rapport à S, ce plan coupe S suivant une conique G et S suivant une conique r. Je prends un point quelconque P sur la conique C, et le plan polaire de ce point par rapport à S coupe la conique C en deux points Q et R.
Nous allons montrer que le tétraèdre MPQR qui est inscrit dans la quadrique S est conjugué par rapport à S, et pour cela il sera suffisant d'établir que le triangle PQR est conjugué par rapport à r, ou que PQ est la polaire de R par rapport à cette conique.
Le plan tangent en M à S et le pUn polaire de ce point forment une quadrique harmoniquement circonscrite à S ; donc toutes les quadriques passant par Tintersection de ces deux plans et de S sont harmoniquement circonscrites à S ; en particulier la propriété aura lieu pour le cône de sommet M et de directrice C. Si on se reporte au numéro précédent (6*), on voit que la conique C est harmoniquement circonscrite à r, ce qu'il fallait démontrer.
2** La condition est suffisante. Supposons que le tétraèdre MPQR soit inscrit dans S et conjugué par rapport à S, je dis que S est harmoniquement circonscrite à S.
En effet, la propriété a lieu pour le cône de sommet M et de directrice C, ainsi que pour Tensemble formé par le plan tangent en M à S et le plan PQR ; donc cette propriété subsiste pour toute quadrique appartenant au faisceau ponctuel correspondant, c'est-à-dire pour la quadrique S.
Le théorème est démontré.
On voit ainsi qu'une quadrique harmoniquement circonscrite à une quadrique donnée est circonscrite à une infinité de tétraèdres conjugués par rapport à cette quadrique.
Corrélativement, on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que S soit harmoniquement inscrite à S est que S soit inscrite dans une infinité de tétraèdres conjugués par rapport à S.
On déduit de là la proposition suivante
Étant données deux quadriques S et S^ s'il existe un tétraèdre inscrit dans S et conjugué par rapport à S, il en existe une infinité, et il existe aussi une infinité de tétraèdres circonscrits à ^ et conjugués par rapport à S.
267. Application. — Théorème. — Les sphères circonscrites aux tétraèdres conjugués par rapport à une quadrique à centre coupent orthogonalement la sphère de Monge.
Soit une sphère
S = a;2 ^. y2 _|_ .2 _ 2aa7 — 2^1/ — 2^3-h^ = 0, et une quadrique à centre
S = Aw2 _|_ R^2 _|_ (;;^2 _ r» = 0.
Pour que la sphère soit harmoniquement circonscrite à la surface, il faut qu'on ait
ce qui montre que la puissance du centre de la quadrique par rapport à la sphère est égale à A -*- B + C, carré du rayon de la sphère de Monge ; le théorème est démontré.
Si cette condition est remplie, la quadrique est harmoniquement inscrite à la sphère ; on en conclut que si une quadrique à centre est inscrite dans un tétraèdre conju^gué par rapport à une sphère, la puissance de son centre par rapport à la sphère est égale à la somme des carrés des demi-axes,
268. Remarque. — Étant donné un tétraèdre, il n'existe pas en général de sphère conjuguée par rapport à ce tétraèdre ; la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en existe une est que les quatre hauteurs du tétraèdre concourent en un même point, et ce point est le centre de la sphère. On dit dans ce cas que le tétraèdre est orthocentrique, et le point de concours des hauteurs, c'est-à-dire le centre de la sphère conjuguée, est dit Vorthocentre du tétraèdre .
On sait aussi que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un tétraèdre soit orthocentrique est que les arêtes opposées soient deux à deux rectangulaires.
269. Le théorème du n» 267 peut alors s'énoncer de la façon suivante :
Le lieu des centres des quadriques inscrites dans un tétraèdre orthocentrique et pour lesquelles la somme des carrés des axes est constante est une sphère quia pour centre Vorthocentre du tétraèdre.
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C'est la sphère conjuguée par rapport au tétraèdre qui constitue le lieu dans le cas où la somme des carrés des axes est nulle.
270. La sphère de Monge d'une quadrique a pour limite un plan, dit plan de Monge, si la surface se transforme en un paraboloïde ; les théorèmes du n° 267 peuvent alors s'énoncer :
Les sphères circonscrites aux tétraèdres conjugués par rapport à un paraholoide ont leurs centres sur le plan de Monge,
L'orlhocentre d*un tétraèdre orthocentrique circonscrit à un paraboloïde est sur le plan de Monge,
271. A l'aide des considérations précédentes, on peut établir simplement le théorème du n^ 152, à savoir que si deux tétraèdres ahcd et a'h'c'd' sont conjugués par rapport à une même quadrique S, toute quadrique qui passe par sept de ces sommets passe par le huitième .
En effet, soit une quadrique S passant par les points a, 6, c, d, a', &', c' ; elle est harmoniquement circonscrite à S, donc le pôle du plan a'h'c' par rapport à S, c'est-à-dire le point d\ doit être situé sur S.
272. Pour qu'une quadrique soit harmoniquement circonscrite au csrcie de l'infini, il faut que le cône des directions asymplotiques contienne trois génératrices formant un trièdre tri rectangle ; on en conclut que cette dernière condition s'exprime analytiquement par la relation
A-hA'-l-A" = 0,
A, A', A" désignant les coefficients de x^, y^, z^ dans l'équation ponctuelle de la surface.
De même, pour qu'une quadrique soit harmoniquement inscrite à un cône isotrope de même centre, il faut que le cône des directions asymptotiques puisse être inscrit dans un trièdre trirectangle ; on en conclut que cette dernière condition s'exprime analytiquement par la relation
a, a', a" désignant les coefficients de m^, v^, w^ dans l'équation tangentielle de la section de la surface par le plan de l'infini.
273. Soient deux quadriques déterminées par leurs équations tangentielles,
f[u, V, w, r) = au^ -h a'v^ -h aV-\-2bvw 4- "^b'wu -h Wuv
-h 2cier -h "Ic'vr -f- "^d'wr -h rfr^ = 0, (S)
a-i-lui
6"-f-Aé;
c,Mr -f- "Id^vr + 2c>r + rfjr^ = 0. (Si
L'équation générale des quadriques inscrites dans la développable commune à S et à Si est
L'équation ponctuelle correspondante est
si on y considère X comme inconnue, les racines de cette équation transportées dans Téquation (1) donneront les quadriques du faisceau tangentiel qui passent par le point [x,y, z, t). Cette équation est du troisième degré en X, on peut l'écrire
F(a?, y, z, t)^l^x, y, z, t}'hl'<i>,{x, y, z, t)-i-l'¥,{x, y. z, t) = 0. Les équations
sont les équations ponctuelles des quadriques S et Si ; les équations
*(aî, y, z, t) = 0, *i(a:, y, z, t) =
sont du deuxième degré par rapport à ar, y, z, t ; elles représentent des quadriques doijt nous allons étudier les propriétés.
274. Désignons par 2 et Si ces deux quadriques. On peut dire que la quadrique S est le lieu d'un point tel que les valeurs de X relatives aux quadriques du faisceau tangentiel (1) qui passent par ce point vérifient la relation
Al A2 A3
tandis que la quadrique Si est le lieu des points pour lesquels
on a
Xi-t-Xa-hXa =0.
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Or il est clair que si Ton fait un changement de coordonnées quelconque, les valeurs de X correspondant à un point déterminé conservent la même valeur.
Supposons le point à l'origine, l'équation en / devient
ab" h' qu'on peut écrire
en posant
Xoi -Ibi
- la'i b ■
- Ibi a" ■
■lb[ •lai
Xe
x^ei -4- X^Di = 0,
Di =
26iP-
e = aia-f-aja'-f-flj
01 = ail + aVj H- a"a'[ + 26pi ■
^" et ai, <, b" et tti, ai, déterminants D et Di.
Or l'équation
r-2 _i_ fl,'ii2 _i_ «"-2
. . , PJ désignant les coefficients de . , b\ dans les développements des
aa?-*
2pî/z + !2p'zx + 2p"a?î/ =
est l'équation ponctuelle du cône C qui a pour sommet l'origine et qui est circonscrit à la quadrique S ; on en conclut que la condition
ou
Aj . ^2 A3
exprime que le cône C est harmoniquement circonscrit à la quadrique Si, ou, ce qui revient au même, que le cône G est harmoniquement circonscrit au cône Ci qui a pour sommet l'origine et qui est circonscrit à la quadrique Si.
Il résulte de là que la quadrique S, qui a pour équation
est le lieu d'un point tel que le cône circonscrit à S ayant pour
sommet ce point soit harmoniquement circonscrit au cône circonscrit à Si et ayant même sommet.
On verrait de même que la quadrique S,,
*i(ar, y, z, t) = 0,
est le lieu d'un point tel que le cône circonscrit à Si et ayant pour sommet ce point soit harmoniquement circonscrit au cône circonscrit à S et ayant même sommet.
275. Les deux quadriques S et 2i ont même tétraèdre conjugué commun que les quadriques S et S,.
En effet, rapportons ces deux dernières à leur tétraèdre
conjugué commun ; leurs équations tangentielles peuvent
s'écrire
au^ -4- a'u2 -+- aV -+- dr^ = 0,
aiw2 -f. a\v^ + alîv^ -h d^r^ = 0.
L'équation ponctuelle des quadriques inscrites dans la développable commune est alors
a -f- Aoi d -{- \a\ a!' -f- \a[ d -}- Xrfj
En annulant les coefficients de X et de X*, on a les équations des surfaces S et Si, qui ne renferment que des termes en 0?*, j/^ z'^^ t^ ; on en conclut que ces quadriques sont conjuguées par rapport au tétraèdre de référence.
276. Cas particulier. — Supposons que la quadrique Si se réduise au cercle de l'infini ; la quadrique S sera alors le lieu des sommets des trièdres trirectangles dont les arêtes sont tangentes à S, et la quadrique Si sera le lieu des sommets des trièdres trirectangles dont les faces sont tangentes à S ; ce dernier lieu sera la sphère de Monge si la surface S a un centre, ou le plan de Monge si cette surface est un paraboloïde.
On retrouve ainsi l'équation de la sphère de Monge en annulant le coefficient de X* dans Féquation
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on obtient, comme on Ta
déjà trouvé au n" 195,
rf(a?2 -+- tf 4-
tcxt-
2c'y< — 'id'zt ■+■ [a
■ ay^ = 0.
En écrivant que Téquation en X considérée au n
F -h X<ï> -+- l^^i -h X^Fi = 0,
a une racine double, c'est-à-dire en annulant le discriminant du premier membre, on obtient Téquation ponctuelle de la surface développable circonscrite à S et à Si .
Pour le bien comprendre, il sera plus simple de transformer la propriété par le principe de dualité.
Nous savons qu'il existe trois surfaces d'un faisceau ponctuel tangentes à un plan, et les points de contact sont les centres des couples de sécantes communes qui joignent les quatre points de rencontre du plan et de la quartique gauche commune aux quadriques du faisceau; pour que deux des points de contact soient confondus, il faut que deux des quatre points de rencontre du plan et de la quartique soient confondus, ce qui revient à dire que le plan doit être tangent à la quartique.
Corrélativement, il existe trois quadriques d'un faisceau tangentiel qui passent par un point ; deux de ces quadriques seront confondues si le point est situé sur la surface développable circonscrite à toutes les quadriques du faisceau.
L'équation de cette surface développable sera donc (9FFi — *4>i)2 _ 4(3F4>i — *2)(3Fi4> — *?) = ; cette surface est du huitième degré.
On peut recommencer des calculs analogues en partant
des équations ponctuelles de deux quadriques, et en cherchant l'équation tangentielle générale des quadriques qui passent par l'intersection des deux quadriques données.
On obtiendra une équation du troisième degré en X, et en annulant les coefficients de X et de X^, on aura les équations tangentielles de deux quadriques qui seront les enveloppes de plans coupant les deux quadriques données suivant deux coniques telles que Tune soit harmoniquement inscrite à l'autre.
En écrivant que le discriminant de l'équation en X est nul, on aura l'équation tangentielle de l'intersection des deux quadriques données.
279. Réseaux tangentiels. — Étant données les équations tangentielles de trois quadriques,
/i(w, V, w, r) = 0, /*2(w, V, w, r) = 0, ^Iw, v, w, r) = 0,
on appelle réseau tangentiel relatif à ces trois surfaces l'ensemble des quadriques définies par l'équation
où Xj, X2, X3 désignent des nombres arbitraires.
Ces réseaux possèdent des propriétés analogues aux propriétés des réseaux tangentiels de coniques [Voir Première Partie {Géom. plane), n° 266].
Parmi les quadriques du réseau, il en est une infinité qui se réduisent à une conique ; les plans de ces coniques enveloppent la surface développable définie par les équations
Cette surface est aussi l'enveloppe des plans dont les pôles par rapport aux quadriques du réseau sont en ligne droite.
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280. On démontrera comme en géométrie plane que deux faisceaux qui appartiennent à un même réseau ont toujours une quadrique commune,
Considérons le réseau défini par les trois quadriques suivantes :
i ^ Un point double 0,
2° Le cercle de Tinfîni,
3<^ Une quadrique quelconque Q.
En combinant ces quadriques deux à deux on a les trois faisceaux suivants :
i^ Les sphères de centre 0,
2^ Les quadriques bomofocales à Q,
3^ Les quadriques circonscrites à Q le long de la courbe de contact G du cône circonscrit de sommet 0.
Étant donné un faisceau quelconque appartenant au réseau, ce faisceau contiendra une quadrique faisant partie des faisceaux que nous venons d'énumérer.
On en déduit, par exemple, quMl existe une sphère de centre inscrite dans la développable commune relative à une quadrique Q' homofocale à Q et à une quadrique Q" circonscrite à Q en tous les points de la conique G.
Supposons que la quadrique Q soit de révolution et que la quadrique Q' se compose des deux foyers de Q situés sur Taxe de révolution ; on aura le théorème suivant :
Si une quadrique Q" est circonscrite à une quadrique de révolution Q, le cône circonscrit à Q" et ayant pour sommet l'un des foyers de Q est de révolution et son axe passe par le pôle du plan de contact de Q et de Q\
En remplaçant Q" par une section plane de Q, on a un autre théorème bien connu.
Si Ton substitue au point double un ensemble de deux points distincts, on obtiendra de nouveaux énoncés.
281. 11 n'existe pas en général de quadrique réduite à deux points parmi les quadriques d'un réseau, car en écrivant que le premier membre de Téquation est un produit de deux facteurs, on a trois relations homogènes par rapport à X^, Xj, X3, qui n'ont pas de solution en général.
Pour qu'il existe un ensemble de deux points A et B faisant partie du réseau, on devra avoir une identité de la forme
hifi -+- hf2 + hfz = AB,
en désignant par A = et B = les équations des deux points.
Cette condition exprime que Tune des trois quadriques est bitangente à une quadrique du faisceau déterminé par les deux autres, et que les sommets des cônes circonscrits (auxquels se réduit la développable relative à deux surfaces bitangentes) sont les points A et B.
Si cette condition est remplie, la même propriété subsistera pour trois quadriques quelconques du réseau n'appartenant pas à un même faisceau, et les sommets des cônes circonscrits seront les mêmes.
282. En considérant le réseau formé par deux quadriques inscrites dans deux cônes de sommets A et B et par le cercle de rinfini, on voit qu'il existe une quadrique de révolution ayant pour foyers A et B et inscrite dans la développable commune à deux surfaces homofocales aux quadriques données.
' 283. On peut aussi étudier des réseaux d'un autre genre relatifs à quatre quadriques,
L'équation générale des quadriques de ce réseau sera
Les plans des coniques de ce réseau enveloppent la surface qui a pour équation tangentielle
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Cette surface est aussi l'enveloppe des plans dont les pôles
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par rapport à toutes les quadriques du réseau sont dans un même plan.
284. 11 n'existe pas en général de quadrique réduite à un point double faisant partie du réseau
S'il en existe une, on aura une identité de la forme hifi + V2 4- hf,-hh,f, = F\ P = désignant Téquation du point double.
Cette condition exprime qu'il existe une quadrique circonscrite à /i et tangente aux huit plans tangents commims aux quadriques fu /i, A-
Si cette condition est remplie, la même propriété subsistera pour quatre quadriques quelconques du réseau, et le sommet du cône circonscrit sera toujours le même point P.
285. Considérons, par exemple, le réseau formé par une quadrique Q, deux coniques A et A' appartenant à cette quadrique et le cercle de Tinfini.
Soit P le sommet du cône circonscrit à la quadrique Q le long de la conique A ; le point double P fait partie du réseau considéré.
Prenons comme quadriques du réseau une quadrique Q' homofocale à Q, les deux coniques A et A' et le cercle de rinfîni ; on voit qu'il existera une sphère de centre P tangente aux huit plans tangents communs à Q', A et A'.
En particulier si les deux coniques A et A' sont tangentes en un point M et ai Ton désigne par D la tangente commune en ce point, on voit que le point P sera situé dans le plan tangent en M à la quadrique Q, et sera équidistant des deux plans tangents menés à Q' par la droite D.
On en conclut le théorème suivant (*) :
Si par une tangente D en un point M d'une quadrique Q, on mène les dev>x plans tangents à une quadriqtce homo focale Q', ces deux plans tangents sont également inclinés sur le plan tangent en M à la quadrique Q.
(*) Cette démonstration est due à M. Ravier {Nouvelles Annales de matfiématiqueSy 3e Série, Tome IX, p. 233).
On déduit de ce théorème que :
Tout cône circonscrit à une quadrique admet pour plan principal le plan tangent à toute quadrique homofocale qui passe par le sommet du cône.
On a par suite le théorème établi au n^ 254.
EXERCICES ET NOTES
1. Étant donné un ellipsoïde de centre et un point M, on considère les sphères qui passent par M et qui sont circonscrites à un tétraèdre conjugué par rapport à E. On demande :
{0 Le lieu des centres de ces sphères ; ce lieu est un plan P ;
2° L'enveloppe du plan P quand M décrit une sphère concentrique à l'ellipsoïde E ;
3° L'enveloppe du plan P quand le point M décrit un plan.
Soit
aV -h bH^ -h c^w^ — 7-2 =
réquation tangentielle de Tellipsoïde,
^.2 _|_ y2 ^_ ^2 _ 2aa7 __ 2pî/ — 2y2 + 8 =
réquation ponctuelle de la sphère; on aura les conditions
^o + i/o -+-"2o — 2aa7o — 2pi/o— 2Y2o-f-8 = 0,
a?o, 2/0, ^0 désignant les coordonnées du point M.
1<^ On en conclut que le centre (a, p, y) de la sphère décrit le plan
2a7ûîo 4- 21/1/0 + 2^20 — [00% + t/g + 3^ -|- a^ -f- &2 _j_ ^2) — q. (P)
2° Supposons qu'on ait
En désignant par Uy v, w, r les coordonnées du plan P, on aura 2a?o __ _2^ _ _2£o_ _ — (a^o + j/g 4- ^g + a^ + ^^ 4, ^2) u V w r ^ ^
En éliminant xo, yo, ^0 entre les équations (I) et (2), on a l'équation tangentielle de l'enveloppe du pian P.
On trouve aisément
RM
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équation qai représente une sphère concentrique à rellipsoïde et
Rs + aS-H&a + c* ayant pour rayon 5^
30 Supposons qu*on ait
Aa?o 4- Byo -h C*o 4- D = 0. (3)
Eliminons osa, yoj zq entre (2) et (3) ; on a
D2(u2+t?24-i/?2)^_(Aw4.Br+(>)[(AtH-Bi?-+-Cio)(a2-+-62+c2)--2Dr] = 0, équation qui représente un paraboloïde de révolution.
2. Étant donnée une quadrique ayant pour centre le point 0, il y aura une infinité de tétraèdres conjugués par rapport à cette quadrique et en même temps circonscrits à une sphère dont le centre est un point arbitrairement choisi^ C; si R désigne le rayon de la sphère inscrite, si 1 est le point d'intersection du rayon vecteur OC avec le plan polaire du point G par rapport à la quadrique, on a la relation
j/J i^ J\ _ Cl
\ a2 "^ &a ■+■ c2 j — 01 ' 2a, 2&, 2c représentant les valeurs algébriques des axes de la surface du second ordre.
3. Si la quadrique donnée (énoncé précédent) est un paraboloïde, et 1 le centre de la section de la surface par le plan polaire du point C, on a la relation
ip et 2q étant les paramètres des sections principales.
4. Étant donnée une quadrique S ayant pour centre le point 0, si Von imagine une quadrique de révolution autour de Vaxe focal, ayant un de ses foyers au point et harmoniquement inscrite à S, la longueur de Vaxe non focal de la surface de révolution est constante,
La quadrique S ayant pour équation ponctuelle
la surface de révolution aura pour équation tangentielle
m2 -f- t?2 4- to2 4- hr(OLU -f- ^î? 4- yuj + r) = 0,
avec la condition
et Ton voit aisément que le carré de la demi-longueur de Taxe non focal est égal à -7- au signe près, car cette quantité est égale au produit des distances des foyers à un plan tangent quelconque.
5. On donne deux ellipsoïdes k et B, On demande le lieu des sommets des trièdres dont les faces sont tangentes à Vellipsotde A et parallèles à trois plans diamétraux conjugués de B.
[Concours général, 1860.)
6. On considère les quadriques de révolution hitang entes à une quadrique fixe Q et telles que l'un des deux foyers communs aux méridiennes soit fixe : lieu de Vautre, Lieu des sommets des cônes circonscrits à la fois à Q et à ces quadriques.
Soient F et F' les foyers d'une quadrique de révolution Q' bitangente à Q ; désignons par S et S' les sommets des cônes circonscrits à ces deux quadriques ; la quadrique Q, les deux couples de points F, F' et S, S' déterminent un réseau dont fait partie le cercle de Tinfîni. Il existera donc une quadrique homofocale à Q et faisant partie du faisceau tangentiel défini par les couples F, F' et S, S', c'est-à-dire passant par le quadrilatère gauche FSF'S'.
Il résulte de là que, si F est fixe, le lieu de F' est composé des trois quadriques homofocales à Q qui passent par F. Quant au lieu des sommets S et S', il est formé parles génératrices de ces surfaces qui passent par F, droites qui coïncident avec les focales du cône de sommet S circonscrit à Q.
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