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PRÉFACE
Ce Volume a été rédigé d'après les leçons que j'ai faites à l'Université de Rome pendant l'année scolaire 1909- 1910, mais MM. Tomassetti et Zarlatti en ont changé le plan en quelques endroits. C'est ainsi que la matière du (chapitre II a été complétée par l'addition de plusieurs recherches fort intéressantes de M. Picard, de quelques paragraphes de la remarquable Thèse de M. Lalesco et de travaux d'autres auteurs.
Les applications de la théorie des équations intégrales à l'étude des vibrations ont été très réduites. Dans mon cours je considérais d'abord le problème classique des petits mouvements, lorsque le nombre des degrés de liberté est fini, et je passais ensuite aux corps continus.
On a aussi retranché la théorie générale de l'Elasticité et de l'Electrodynamique dans le cas de l'hérédité. Cette partie aura sa place dans le Volume en préparation de cette collection qui renferme les leçons que j'ai faites en 1912 à la Sorbonne.
Mes premières études sur les fonctions qui dépendent d'autres fonctions et les fonctions de lignes, ou d'un nombre infini et continu de variables, remontent à l'année i883. Je suis parti du calcul des variations. Mais je n'ai publié des travaux d'une manière systématique sur ce sujet qu'à partir de 1887. Cependant, en 1884, j'ai communiqué une Note à
VI PREFACE
rAcadémie des Lincei où j'ai relié au calcul des variations les équations intégrales à noyau symétrique.
J'ai interrompu les publications sur cette matière pendant les années iHpi-iSgSoùj'ai dû m'occuper d'autres recherches, etje n'ai recommencé qu'en itSQGparles Notes de l'Académie de Turin sur l'inversion des intégrales définies.
Dès la première Note, j'ai envisagé les équations intégra es comme le cas limite d'équations algébriques linéaires. C'est par cette considération que je suis arrivé à l'emploi des déterminants infinis pour l'inversion des intégrales définies (résolution des équations intégrales), ,1'ai parlé de cet emploi dans des conversations privées à Zurich en 1897. J'ai eu aussi l'occasion de parler de cet emploi dans une conférence que j'ai faite en 1898 (') sur la question des oscillations des liquides pesants (Problème des Seiches).
Les mêmes conceptions relatives au passage du fini à l'infini m'ont guidé dans l'étude des équations intégro-difTérentielles et dans celle des fonctions permutables. J'en ai commencé l'exposition en 1909. On trouvera un premier aperçu de ces études dans le dernier Chapitre de ces Leçons. L'exposition complète en paraîtra dans les Leçons de la Sorbonne dont j'ai parlé plus haut.
( ' ) Sul fenomeno délie Seiches. Gonferenza del prof. Volterra {Nuovo Ci/nento, 4* série, t. VIII, octobre 1898).
I. — Idée générale de fonction
R. Descartes ('), le fondateur de la Géométrie analytique, fut le premier à introduire l'idée de fonction, liée à la variabilité des abscisses et des ordonnées d'une courbe.
G.-W. Leibniz et J. Hernoulli conçurent la fonction dans un sens plus étendu ; ce dernier a employé le mol fonction dans le sens qu'il a à l'état actuel.
La classification des fonctions en algébriques et transcendantes^ en explicites et implicites, en uniformes el multiformes^ est due à L. Euler.
La Physique mathématique a contribué à l'extension de l'idée de fonction : Le problème des cordes vibrantes fut ramené à l'équation connue :
dont rintégrale générale
(') Voir sur ce sujet : Encyclopédie des Sciences mathématiques, t. II, vol. I, fasc. 1.
CHAPITUH I.
contient deux fonctions, que d'Alembert appelait arbitraires^ et qu'Euler considère comme les expressions analytiques représentées par deux lignes planes quelconques. D. Bernoulli résolut le même problème par des séries trigonométriques. La diversité apparente entre les deux solutions fut expliquée à la suite des recherches de Fourier et Dirichlet sur les séries trigonométriques ( *).
En suivant la notion de G. L. Dirichlet nous pouvons, d'une, manière très générale, définir une fonction comme il suit :
Une variable z est fonction (univoque) d^ une variable x si, pour chaque valeur attribuée à x dans un intervalle donné, z prend une valeur déterminée.
La critique de la définition de Dirichlet fut l'origine de plusieurs discussions; citons à ce propos les très intéressantes recherches de M. Pierre Boutroux (-). L'idée de Dirichlet, qui ne définit aucune relation analytique entre les deux variables, descend évidemment d'une façon fort naturelle de la loi pJiysique.
Quoique l'idée de Dirichlet soit très générale, la fonction ainsi définie jouit de plusieurs propriétés, par exemple le théorème de Weierstrass sur les limites supérieures et inférieures ; sur ces propriétés s'appuie un vaste champ de recherches de G. Gantor, G. Darboux, U. Dini, Du Bois-Reymond, etc.
En posant certaines conditions on démontre la possibilité de représenter les fonctions par les séries trigonométriques ou par la série de Tajlor. Les théorèmes de Gauchj lient aux séries de Taylor les fonctions analytiques dans le domaine réel et complexe, et le développement en séries de polynômes introduit par Weierstrass, démontré de diverses manières par (•*) MM. E. Picard, G. Runge, V. Yolterra, H. Lebesgue, G. Mittag- Lefller, L. Féjer, M. Lerch, E. Landau, etc., a été complété ensuite par les recherches générales de M. W. Baire.
(') U. Dini, Série di Fourier (Introduclion ).
(^) Pierre Boutroux, Sur la notion de correspondance dans l'analyse mathématique {Revue de Métaphysique et de Morale, nov. 1904).
(^) E, BoREL, Leçons sur les fonctions de variables réelles^ Paris, 1903 p . 5o-56).
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II. — Fonctions qui dépendent d'autres fonctions. Fonctions de lignes.
Nous sommes obligés, pour étudier des problèmes plus généraux, d'étendre l'idée de fonction ainsi établie. En efi'et, quelquefois en Analyse et en Physique mathématique, on envisage des quantités qui dépendent de toutes les valeurs qu^ une ou plusieurs fonctions prennent dans un champ donné.
Par exemple, la température dans l'intérieur d'un corps dépend de toutes les valeurs de la fonction qui exprime la température au contour. La polarisation magnétique en un point dépend non seulement de la force magnétique actuelle, mais dépend aussi de toute son histoire magnétique {^). De même le potentiel newtonien d'un corps homogène déformable dépend de la forme du corps. Donc nous sommes amenés tout naturellement à aborder la théorie d'un nouveau type de fonctions^ qui diffèrent essentiellement des fonctions de fonctions ordinaires (-). Volterra a développé, dès 1887, ces idées, qu'il a appliquées d'abord pour étendre la théorie de Riemann sur les fonctions de variables complexes à l'espace à trois dimensions ; nous donnerons dans le paragraphe suivant quelques indications sur celte extension.
L'utilité de la représentation géométrique du domaine de variabilité d'une fonction est bien connue; au lieu à^ à^w^ fonction d' une ou de plusieurs variables réelles^ on dit quelquefois/o/iction des points d' un domaine à une ou plusieurs dimensions.
Les fonctions qui dépendent d'autres fonctions ont une représentation du même type :
Par exemple envisageons toutes les lignes continues qu'on peut tracer dans un domaine à deux dimensions ; en faisant corres-
(') V. Volterra, Sulle equazioni délia elettrodinamica {Rendic. Lincei, 1909, i" semestre), — Cii. Mauralx, Le magnétisme du fer (Coll. Scientia),
(-) V^ Volterra, Sulle funzioni clie dipendono da altre funzioni [{Bendic. £,t/ecet, 1887, 2* semestre) (Trois Notes)]. — Sopra una estensione délia teoria di Riemann sulle funzioni di variabili complesse [{Rend. Lincei, 1887, 2» semestre ; i888, i" semestre) (Trois Notes)]. — Sur les fonctions qui dépendent d'autres fonctions {Comptes rendus., 1906, 1" semestre). — Leçons sur les équations aux dérivées partielles [Leç. I, § 5-8; Leç. V, VI, VII] (Stockholm, 1906).
pondre à chaque ligne une valeur d'une variable, nous définirons une fonction d' une ligne (*) dans le domaine donné. On peut avoir ainsi une représentation géométrique des fonctions qui dépendent de toutes les valeurs d'une fonction d'une variable.
D'autre part, la Physique mathématique amène aussi à des notions concrètes sur le même sujet.
Imaginons un pôle magnétique fixe attirant un point magnétique m : la composante, par rapport à un axe, de l'attraction est fonction du point m; si m se trouve en présence d'un circuit électrique, on a une composante de l'attraction due au circuit, fonction du point m; mais si, m restant fixe, le circuit varie, la composante magnétique est fonction de la ligne qui constitue le circuit.
m. — Quelques applications des fonctions de lignes.
La théorie àe^ fonctions de lignes est d'une grande utilité dans plusieurs recherches d'ordre analytique et physique ; nous allons résumer d'abord quelques applications que M. V. Volterra a faites de cette théorie depuis longtemps. Nous donnerons après d'autres applications plus récentes. Et cela familiarisera en même temps le lecteur avec la notion de fonction de lignes (-).
a. Pour étendre la théorie des fonctions des variables complexes à l'espace à trois dimensions, on peut envisager deux ou plusieurs variables complexes fonctions des lignes fermées de l'espace, en les reliant par une condition analogue à celle de monogénéité (^) [liaison d^ isogénéitc). Le théorème que M. Poincaré (*) a donné comme extension du théorème de Cauchy pour les fonctions de
(') V. Volterra, Suite funzioni di linee [{jRendic. Lincei, 1887, 2« semestre (Deux Notes)].
(^) Pour l'application de ces idées à la théorie des opérations fonctionnelles^ voir la deuxième Partie du Mémoire de A. Viterbi, Suir operazione funzionale rappresentata da un intégrale definito^ considerata corne un elemento del calcolo {Annali di Mathematica^ t. XXVI, 1897) et' Tarticle de S. Pinchkrlk, Equations et opérations fonctionnelles {Encyclop. des Sciences niathéni., t. II, vol. V, fasc. 26).
(') V. Volterra, Leçons de Stockholm (1906, p. 32-34).
(*) H. Poincaré, Sur les résidus des intégrales doubles {Acta Mathem., IX). — E. Picard, Sur la théorie des fonctions algébriques {Journ. de Mathémat., 1889; Comptes rendus, t. CXXIV).
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deux variables complexes, montre la relation entre celte théorie et celle des intégrales des fonctions de deux variables complexes. En «généralisant aux espaces à plusieurs dimensions on peut avoir une théorie générale des intégrales des fonctions d'un nombre quelconque de variables complexes ( ' ).
b. Jacobi (-) réduisit les équations difFérentielles qu'on trouve en annulant la variation première d'une intégrale simple à la forme canonique de Hamilton. La solution de ces équations peut s'obtenir par des opérations de dérivation en envisageant V intégrale simple comme une fonction de ses limites et des valeurs arbitraires qu'on peut donner aux fonctions inconnues aux mêmes limites.
Si l'on veut étendre cette théorie aux équations différentielles qu'on trouve en annulant la variation première d'une intégrale double, il faut considérer, d'une manière analogue, cette intégrale comme une fonction des lignes qui limitent le domaine d'intégration et des fonctions arbitraires qui déterminent au contour les fonctions inconnues. C'est ainsi qu'on est amené dans cette question à considérer des fonctions des lignes et des fonctions qui dépendent de toutes les valeurs d'autres fonctions (^).
c. On connaît bien le théorème, relatif aux intégrales simples, qui permet d'envisager le théorème d'addition des fonctions trigonométriques comme une proposition de calcul intégral :
Si
r"^' dx r^' dy
et si les limites supérieures x^ y des intégrales sont les coor-
( ' ) V. VoLTERRA, Sopra una estensione délia teoria di Riemann sullefunzion di variabili complesse {Rendic. Lincei, 1888, i'^'^ semestre, 1" Note). — Sopr una estensione .... {Rend. Lincei, 1S88, 2" semestre, 2% S» Note). — Variabili complesse negli iperspazi {Rend. Lincei, 1889, i" semestre; 1890, 2» semestre. Trois Notes). — Sur une généralisation de la théorie des variables imaginaires {Acta Mathem . , 1 889 ) .
(^) Jacobi, Zur théorie der Variation, Rechnung und Différent. Gleich. {C relie, 17).
(') V. VoLTERRA, Sopra una estensione délia teoria Jacobi-Hamilton del. calcolo délie variazioni {Rendic. Lincei, t. VI, 1890), Leçons de Stockholm, 1906. Leç. VII.
données d^ un point de la courbe algébrique
y/l y-l ^ y sj y X'^ =■ C,
oit C désigne une quantité constante^ 1 ne change pas lorsqu'on déplace le point sur la courbe.
Ce théorème peut s'étendre aux intégrales doubles (') en donnant lieu à une proposition sur des fonctions de lignes. En effet, si l'on euAisage les trois intégrales
dv dz
il suffit que a-,, 0-2, 0-3 soient limitées par les projections sur les plans coordonnés d'une ligne quelconque de la surface
va?
x^-\- [i3= const.
avec }v + [A H- V = o, pour que la somme des trois intégrales soit constante.
d. 11 est conïiu que, à chaque solution de l'équation
t^2 a (>2 it^ dx^ Oy-
correspond une fonction conjuguée c. Si nous regardons u comme un potentiel logarithmique, la différence des valeurs de V en deux points mesure le nombre des lignes de force qui passent
( ' ) V. VoLTERiiA, Un teorema sugli intégrait multipli ( Atti Ace. Torino^ 1897
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entre les deux points. De même on peut démontrer que, à chaque solution de l'équation
^2U d^V (PV _
correspond une fonction V des lignes fermées de l'espace qui lui est conjuguée. U étant un potentiel newtonien, V mesure le nombre des lignes de force qui passent à l'intérieur de chaque ligne fermée.
Les relations connues entre u et v s'étendent aux fonctions U etV.
On peut passer aussi au cas de l'équation plus générale
^ âxr ~~ 1 = 1
en considérant des fonctions des hjperespaces. C'est par là que ressort le rôle des différents ordres de connexion des espaces à plusieurs dimensions dans la théorie des potentiels (*).
e. Un cas plus général que celui que nous avons envisagé en b a été traité par M. Fréchet en utilisant la théorie générale des fonctions des hyperespaces (-).
M. de Donder a généralisé les méthodes précédentes par l'emploi des invariants intégraux de M. Poincaré (^).
f. La théorie des fonctions des lignes et des surfaces a servi à 1\J. Hadamard pour calculer la variation infinitésimale des fonctions de Green et de Neumann et de la fonction de Green de l'élasticité lorsqu'on fait varier la forme des domaines auxquels elles correspondent (^').
Tout récemment M. P. Lévj est revenu sur ces questions dans sa Thèse de doctorat (Paris, 1911).
(') V. VoLTiîHRA, Leçons Stockholm, 1906; Leçon V.
(■-) Aniiali di Matematica di Milano, t. XI, 3" série, 1904.
(^) Bulletin de l'Académie royale de Belgique (Classe des Sciences), n° G, juin 1906.
(*) H AD AyiAUD, Leçons sut- le calcul des variations, Paris, 1910. — Becueil des jMëmoires présentés par des Savants étrangers^ 1908.
IV. — Quelques exemples de fonctions
QUI DÉPENDENT DE TOUTES LES VALEURS d'aUTRES FONCTIONS.
Notations.
l^n reprenant l'étude des fonctions qui dépendent de toutes les valeurs d'autres fonctions, remarquons qu'en général il n'existe pas de loi, de caractère analytique, qui donne la valeur delà quantité envisagée pour toutes les valeurs de la fonction donnée. Dans quelques cas seulement il y a une dépendance analytique : par exemple, lorsque, par des quadratures ou par des intégrations d'équations difîerentielles qui contiennent la fonction donnée, on peut passer des valeurs de celle-ci à la valeur de la quantité qu'on envisage. L'expression
est fonction de toutes les valeurs que C3(^) prend dans l'intervalle (a, b\ De même
où la forme de F(jc) demeure constante. C'est la forme de o (.r) qui règle la variabilité de I. En d'autres termes, I dépend des ordonnées en nombre infini de la ligne
I dépend d'un nombre infini de variables. Nous développerons cette idée, due à Volterra, dans la iliéorie des équations intégrales., où nous verrons, d'une manière plus générale, que les problèmes relatifs à I se présentent nécessairement sous forme de passage à la limite comme conséquence de la définition même de l'intégrale définie.
On peut donner d'autres exemples. Prenons l'intégrale générale de l'équation
et supposons données les valeurs jko, Jk'o, • • • , Jo" '' de y^ y\ . . .,
y{n~{) pour X = Xn.
y{ûo) dépendra non seulement de la variable x et des valeurs
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iuitiales yoj jk',,5 • • • ^ c>'o" ' ' ^^^^ encore de la forme de o(x) dans l'intervalle (xo, x).
Le cas que nous avons considéré de l'intégrale
o(t) F( X) dx
n'est qu'un cas parliculier du précédent lorsqu'on envisage l'équation dilTérenlielle
^ =cp(r)F(:r).
Pour une intégrale double
/ / '^(x,y)dxdy
étendue à 1 aire plane (S), la limite est le contour (c) de (S); si cette ligne contour se déforme d'une façon continue, l'intégrale QSV fonction de cette ligne [cf. § HT, b). De même l'intégrale multiple
/ "' ^(ori,.r2,...,Xn)dxidxz...dxn,
étendue à un hyperespace (N) à n dimensions, est fonction des kypeî espaces qui forment le contour du domaine d'intégration. Lorsqu'une quantité F dépendra de toutes les valeurs d'une fonction o [x] définie dans un intervalle (a, ^),.nous écrirons
(0 F = F|[cp(lr)]|
OU bien
Fir?(^)]i-
Si F est aussi fonction d'un paramètre $, on écrira
(2) F==F|[cp(!r)Jj|.
En général, si F dépend de plusieurs fonctions co, {oc), 02(^)7 •••, 'in {00) définies respectivement dans les intervalles {^\i ^^< )? (<"^2? ^2)? ••., {fin, b„), et de plusieurs paramètres ^,, ..., Ç„i,
on écrira
Dans l'étude de ces quantités nous supposerons toujours que les fonctions cp,(;r), ..., '^n{^) soient continues et assujetties à ne prendre que des variations continues.
D'une façon analogue on écrira, dans le cas où F dépend de toutes les valeurs d'une fonction de plusieurs variables dans un domaine (N),
(4) F = F|[cp(^i,:r2, ...,;r„)]|,
et si F dépend de plusieurs fonctions de plusieurs variables et d'un certain nombre de paramètres on fera usage d'une notation analogue.
V. — Variation d'une fonction
QUI DÉPEND DE TOUTES LES VALEURS d'aUTRES FONCTIONS.
Pour étudier les propriétés générales de ces fonctions nous partirons de l'idée générale de les considérer comme des cas limites des fonctions de plusieurs variables lorsque le nombre de ces variables croît indéfiniment.
Continuité. — Une quantité
F = F|[cp/;r)J|
est continue^ lorsque^ étant donnée une quantité <t aussi petite qu'on voudra^ on pourra déterminer z de telle sorte que^ la variation de ^ {oc) étant
on ait
lFI[cp,(:r)]l-F^[cp(:f)]!|<T.
De même, nous dirons que
F = F|[cp/(^), ...,On{x)- \u,..,U]\
,est continue, lorsque étant donnée o- on peut déterminer î de telle
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sorte que, les variations des '^i{^) et des ^/^ étant respectivement
\yjA<- (/i = T, 2, .. ., nj,
la variation correspondante de F soit inférieure à a (*).
Sans doute, l'idée de continuité n'est pas épuisée par cette définition, mais elle nous suffira pour étudier un grand nombre de questions importantes. Par exemple, de même que pour les fonctions ordinaires (ou fonctions de points) en s'appuyant sur la notion de continuité, on étudie les ensembles de points et {ii^ points frontières ; de même dans ce cas on étudiera les ensembles de lignes et les lignes frontières (-).
On peut donner une forme géométrique à la définition de la
continuité quand on envisage F comme une fonction d'une ligne \.,
c'est-à-dire quand on pose
F = F|fL]|.
Soit \j une W^ne fermée, dépourvue de nœuds appartenant à un certain espace à trois dimensions. Soit une autre ligne L', toujours voisine de L, qui en se déplaçant décrit une surface tubulaire m contenant L dans son intérieur : l'espace (Q) compris dans (rn) est appelé domaine de la ligne L. Toute ligne qui, comme L, traverse en direction longitudinale l'espace (Q), est appelée ligne longitudinale de (Q).
\u2i fonction de ligne
est continue lorsque^ étant fixé un nombre o aussi petit qu'on veut, on peut trouver un domaine (Q) de L tel que les valeurs de F correspondantes à toute ligne longitudinale de {Ù) diffèrent de la valeur de F en h moins que o.
Dérivation. — Soit
F = F|[cp(^)]I
(') II n'est pas exclu, dans celte définition, que '^..{x) soit, par exemple, la dérivée de 9,(^), etc.
('-) C. Arzela {Mem. Istit. Bologna^ 1894) fut le premier à étudier les fonctions de lignes relativement à leurs valeurs frontières. M. Fréchet {Comptes rendus, 2' sem. 1904) étendit le théorème de VVeierstrass sur la limite maximum (minimum) d'une fonction réelle continue aux opérations fonctionnelles continues.
et calculons Wiccroissement de F correspondant à V accroissement de cp {x) : si {fig- i) AMGNB représente la ligne
choisissons une portion A = (jji, v), de l'intervalle (a, b) contenant un point G. Changeons o dans l'intervalle k et soit '|'(^) la variation de o dans cet intervalle.
Nous supposerons que 'l{x) est continue, ne change pas de signe et que l'on a |'| (^)| << s. La courbe nouvelle ayant pour
équation
y z= oi(^),
représentée par AMC|NB, ne sera donc que la courbe primilive déformée dans la partie MN. Nous appellerons accroissement de F l'expression
et, en désignant par <t la variation de traire dans l'intervalle
a = / [t^i{x) — ^{x')]dx,
on appellera rapport des accroissements la quantité
AF
Supposons que si l'on fait tendre l'intervalle (ut-, v) vers le point G d'abscisse ^, et cd, vers es, la limite du rapport des accroissements existe. Nous appellerons cette limite dérivée de F au
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point G. Cette dérivée dépendra de '^{x) et de E, ; c'est pourquoi on l'écrira
AF
(•>.) lim — =F'|[cp(:c), ^,]!.
Ce résultat était à prévoir si Ton se rappelle qu'on peut regarder F comme une fonction d'une infinité de variables, cas limite des fonctions de plusieurs variables. On reconnaît alors que ce que nous venons de faire correspond à une opération de dérivalion partielle.
Or une fonction de n variables Xs-, x^^ ..., Xn-, a /^ dérivées partielles dont chacune correspond à la variation d'une seule variable : dans le cas des F on a une infinité de déiivées qui dépendent de 5 {indice du point G) parce que nous n'avons varié que l'élément correspondant à G. Le nombre ^ joue ici le même rôle que l'indice de la variable par rapport à laquelle on fait la dérivation partielle.
On peut définir d'une manière analogue la dérivée première d'une fonction F de toutes les valeurs d'une fonction de plusieurs variables. Pour les fonctions des lignes dans les espaces à trois dimensions, on peut aussi envisager les' opérations de dérivation d'une autre manière que celle que nous venons de considérer. INous nous dispenserons d'en parler ici.
Ileprenons l'expression de la première dérivée de F
et laissant fixe ?i faisons varier 'v(x); si F^ est assujettie à des conditions analogues à celles posées plus haut pour F, elle aura une dérivée
qu'on appellera dérivée deuxième de F : elle contient deux paramètres il , ^2«
En continuant ainsi on trouve la dérivée n^^"^^ de F
qui dépend de la fonction (ù{x) et de n paramètres.
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On démontre, sous certaines conditions, que ces dérivées successives sont des fonctions symétriques par rapport aux paramètres. Cette propriété correspond à celle de l'inversion de Tordre de dérivation.
VI. — Application des idées de dérivation a une classe spéciale
DE FONCTIONS F
Les fonctions définies par
(U Fl[?(^)]|==
OÙ 'l a une forme invariable, et où
jouent un rôle remarquable dans cette théorie; elles sont de degré p en o(^) et correspondent au cas limite d^ une forme algébrique homogène de p^^"^^ degré
En eflet, divisons l'intervalle ab dans les intervalles Aj, Ao. •••7 h,,^ et désignons par xi^ une valeur de x dans l'intervalle liij^i\ = 1 , 2 ,...,/«) . Prenons
on aura
En faisant diminuer indéfiniment A,, Ao, . . ., //,/, on aura
lime= F|[cp(^)] 1-
Remarquons d'abord qu'o^ peut toujours supposer la fonction '\j symétrique par rapport à x^, x-^-, • . ., Xp.
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Vax effet, si à n'est pas symétrique, puisque toutes les intégrations sont étendues à (a, b), on peut les échanger et écrire p ! permutations de la forme
/ <>y(^r,a7.,, ...,ar^)l I cp(:r,)c?a:,- [y = r, 2, ...,(/)!) |.
K« \ip) ' 2 ••• /' -^1
En ajoutant toutes ces expressions équivalentes on a
et si nous posons
l'expression primitive ( i ) prend la forme
/ *(a7i, . . .,;r,,)TlQ(a^/) c?;r/,
tl I (P)
OÙ la fonction <^I>^ d'après la relation (3), est symétrique pai' rapport à .Xf, x-2^ . • ., oc,i.
Calculons maintenant les dérivées de F définie par (i).
Si la fonction ç» (x) reçoit dans l'intervalle h = (|jl, v) l'accroissement y (:r) infiniment petit du premier ordre, on aura
cpi(a7/) =zo{xi)-\-y^{xi) {i =1,2, ...,/>);
en j substituant cp, au lieu de o l'expression de F deviendra
Fi|[?i(^)Jl =
I '^{ocx, ..•,.^/.) Il [o{Xi) 4-y,(^/)] dxi,
et en développant les produits, d'après la symétrie de 'l on trouvera
Fi = / ^(-^n-'-^^/O^f^ j J][?(^y) W y{Xi)dxidx.2...dx,,
= \ j ^{x\,x.2, ...,X,,)Y\o(Xj)dXj
ce qu'on peut écrire
Fi= F-+-AF.
L'accroissement AF est donc composé de p termes dont le premier esiàw premier degré par rapport à 'J;, et les (/? — i) autres sont du deuxième, troisième, ..., degré. En négligeant les termes de degré supérieur au premier, nous aurons
mais '/{oCp) est nulle hors de l'intervalle h = («i-v); donc
u ip-l)
et si ^(^/)) conserve toujoiws le même signe^ en désignant par 5i un point de l'intervalle (|jl, v), d'après le premier théorème de la moyenne^ on a
AF
mais le deuxième facteur représente V accroissement n de V aire de la courbe '>2(^); donc nous avons
(4) liin(— )^ =F'i[c;(^)J.ll
r' TT
i=rl
Par conséquent, la dérivée première de la fonction F définie par (i) contient un paramètre et est une fonction de degré {p — i)en^{x).
Comme conséquence de la formule (4) on peut calculer les dérivées deuxième, troisième, ..., /i'*'"*^, et l'on trouve
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En donnant au degré /) les valeurs 1,2,0, ..., on peut former le Tableau suivant :
i / W(xi,X2,^i)^(xx)'Ji(Xi)dxidx^,
F'^ = '2.3 j W{Xi,^i,^2)<6(xi)dxu
En résumé, on conclut :
La dérivée /^'^'«^ cVuiie fonction ¥p est une fonction ¥^'^^ de degré (p — n) en cp (x) et dépendant de n paramètres^ par rapport auxquels elle est fonction symétrique^ comme il résulte du Tableau ci-dessus. En d'autres termes, la valeur de la dérivée reste la même si L'on change V ordre de dérivation.
Cette propriété, qui est ainsi démontrée pour les fonctions (i), est commune aux fonctions F|[cp(^)]| les plus générales; mais nous renverrons le lecteur désireux de s'en rendre compte à la démonstration donnée par M. Volterra (').
De même qu'on peut associer par addition les yo/7?ie5/io/?20^"^/Z(?5 algébriques des divers degrés^ nous pouvons ici former la fonction
(6) F(/,)=2 I hj{xuOCi,...,Xj)^^^{xi)dxi,
en associant yo fonctions respectivement du i*^"", 2*^, . . .,//^'"^ degré. Nous aurons les dérivées de F^^j en dérivant successivement les
(^) V. Volterra, Rendic. Lincei, 2" sem., 1887, p. 104.
termes, c'est pourquoi
\%=ri\^n{lu ...,^«)-+- 2 yO'-0..-(y-/*-^0
Dans le cas où les termes de la somme sont en nombre infini, soit lorsqu'o/i a affaire à une série^ il faut s'assurer qu'elle est convergente et dérivable terme à terme. Si nous avons une série de la forme
'.ih-'-ii^yiiTii^ • • • ' yi,>
elle sera convergente et dérivable terme à terme si
Ir/J<M, I «/./..../,, I<N.
Pour les fonctions F, supposons
\o(x)\<M, l^(.ri, ...,;r,,)|<N
et envisageons la série
Elle sera uniformément convergente. Voyons si elle est dérivable terme à terme : pour cela construisons la série des dérivées premières de tous les termes
Celle-ci est uniformément convergente; donc la dérivation appliquée terme à terme conduit à la dérivée première de F
De même, on obtient pour la dérivée /i"'"^ une série uniformément
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convergente
Fi«)|[9(^)J„...,^.]|
OO
X / U^yC^i, ..-, ^y-«; ^1, ..., U) JJ[?(^/)<^^^ Les fonctions F définies par (7) ne constituent qu'une classe spéciale de fonctions qui dépendent de toutes les valeurs de o(x) : il y a des fonctions F pour lesquelles le développement (7) n'est pas valable : par exemple, considérons une fonction F donnée sous la forme (7) et ajoutons-lui Acp(^), où ç est un point de l'intervalle (a, b) ; on a ainsi une expression qui dépend de toutes les valeurs de z> dans («, b) et que l'on peut écrire
a II
Mais <î> n'est pas de même nature que F, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant ; pas plus que la fonction
(9) e| [?(^)] I = F] [<ï.(^)] I +2.A,cp(^,) +2.B/ o'i^i) +^_C,cp"(^,) OÙ les ^i sont des points de l'intervalle («, b).
Vil. — Calcul des variations d'une fonction F. Envisageons d'une façon générale
F = F|[cp('^)]l,
et faisons varier o{x) dans l'intervalle A==:('ji, v) d'une façon continue, de manière que
Soit AF la variation correspondante de F; nous poserons les conditions suivantes :
III. Le rapport — converge vers sa limite (que nous avons
déjà appelée dérivée première de F) uniformément^ par rapport à toute fonction o (x) et à^.
IV. La dérivée F|[cp(^), ^] ] est continue par rapport à 'f{x) et à ^.
Remarquons que dans le cas où la fonction est de la forme (8) ou (9)(§VI) les quatre conditions fondamentales ne sont pas toutes satisfaites. En effet, en reprenant par exemple l'équation (8), on a
A* ^ AF _^ A[cp,(0-cp(0] .
e/i eA zh '
or
<:;M; maisc5,(^) — '^(i) est en général du même ordre que £, c est-a-dire que le rapport -^ — ' — — ne reste pas Imi
lorsque h tend vers zéro : donc la condition I n'est pas remplie.
Sous les conditions posées précédemment on peut étudier le problème suivant :
En donnant à <d[x) une variation z'h{x) continue dans l'intervalle (a^b), soit \F la variation correspondante de F. Si l'on fait
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varier £ on peut envisager AF comme fonction de e : déterminer
la limite
AF
ou bien
iim —
A cet eflTet, divisons l'intervalle («, ^) dans un certain nombre de parties et envisageons celles où 'j'(^) ^'^ s'annule pas. Nous les désignerons par //,, Ao, • • ., A«. L'intervalle ///= (X/, p./) pourra à son lour être partagé en trois parties A*/, //, nii. Construisons une fonction 0/(:r) qui soit nulle dans les intervalles (a, X), (jjl/, ^), constamment égale à une valeur de «{^(^r) dans l'intervalle //, et dans les intervalles ki et /??/, toujours croissante ou décroissante.
Dans la figure 2 on a représenté par une ligne mince la ligne
Fiff. 2.
y = ^(^) et par une ligne brisée épaisse la ligne y = hi(^x). On peut appeler cette dernière ligne une ligne dentelée avec une dent. Posons
La ligne ayant pour équation r = '}r(^) sera une ligne à /• dents, Remarquons maintenant que
A,= F 1 [cp -f- £^,] I _ F i [cp H- z^r-, \ i = ^'^,■ F' I [<? H- £6,_i, ,^J j -1- £T, gr, où \r est un point de l'intervalle A^,
)û?ar
et OÙ gr peut être rendu aussi petit qu'on veut en prenant hr et z suffisamment petits. C'est pourquoi
F|[cp + s6„]-FI[cp]| ^A,
Or si nous remplaçons le premier membre par
F|[cp^e^]|-F|[o1 e
c'est-à-dire si nous remplaçons la ligne dentelée y = 'j'/i(^) par la ligney = 'l'(^), nous commettrons une erreur aussi petite que l'on voudra en prenant s suffisamment petit, en poussant suffisamment la division de l'intervalle (a, h) en intervalles partiels et en divisant aussi d'une manière convenable chaque intervalle partiel ht dans les intervalles A"/, //, nii. De même en remplaçant le dernier membre par
on pourra commettre une erreur aussi petite que 1 on voudra. On tire de là
On peut écrire aussi
AF = £ r F'|[cp(^), ^]|^(^;rf^ + Y,
OÙ y est une quantité infiniment petite d'ordre supérieur à s; donc £ étant l'infiniment petit principal, la partie du premier ordre de AF est
(2) ôFl[;p(a.)]| = £ rV'|[9(^), ^1^(0^^,
ou bien, en posant
(3) ôFi[cp(a.)]l= r F'I[cp(^), ^l|5c?(0«^^,
formule qui donne la variation première ôF de la fonction F.
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En rapprochant ce résultat de l'expression qui donne la variation première à^ une fonction ordinaire de n variables
on voit aussi bien dans ce cas c[ue les fonctions F se comportent comme les cas limites des fonctions de plusieurs variables quand le nombre de celles-ci croit indéfiniment.
La résolution du problème précédent nous amène à un nouvel ordre d'idées qu'il faut bien préciser: Pour cela remarquons qu'en envisageant la partie du premier ordre de l'accroissement d'une fonction ordinaire d'une variable, correspondant à l'accroissement de la variable, nous avons ce qu'on appelle différentielle de la fonction. Les recherches, que nous venons d'exposer, sur les fonctions F constituent un pas dans le Calcul fonctionnel, parce qu'elles permettent de généraliser, parallèlement à la notion de différentielle, celle de variation première (^). Les formules (i), (2), (3) sont valables pour toute fonction F assujettie aux quatre conditions fondamentales . Mais si les fonctions ne satisfont pas à ces conditions, par exemple sont définies par les formules (8) ou (9) (§ '^^)-) ^^ peut remarquer que
o<î> = 6F-4- Aôcp(0, où
3F = rV'|[cp(^),^]|o^(0«?r,
c'est-à-dire que les fonctions de la forme (8) et (9) ont leur variation première sous la forme d'une intégrale définie à laquelle on a ajouté d'autres termes.
Nous avons trouvé
d'une manière analogue, en posant d'autres conditions semblables
(') Comparer à ce propos ce que dit M, J. U ad amard, Avant-propos au Tome 1 des Leçons sur le Calcul des variations. Paris, 19 10.
à celles que nous avons énoncées précédemment, on a
<« lî?,...
/ f' F(-|[(p(:r),^,...,^J|TT^(^,)<^/-
Et, comme F^"^ est symétrique par rappport à ^i, Ç2) •••, L,
/fin FT \
nous voyons que (-7-77) appartient à la classe de fonctions F
définies par (i') [§ VI] lorsqu'on suppose o(^) invariable.
On pourrait étendre cette théorie des variations à une fonction F qui dépend d'une fonction de plusieurs variables ou qui dépend de plusieurs fonctions de plusieurs variables ; mais cette extension ne présentant aucune difficulté, nous la laisserons de côté.
Enfin dans le cas où F est une fonction de ligne F|[L]| assujettie à quatre conditions analogues à celles que nous avons posées à la page 20, en supposant
on trouve aisément que
(5) lim— = / (X^-f-Yr) + ZX,) ds
et la variation première de F est
(6) 8F|[L]|= f {Xocc^Y^y-hZoz)ds(^).
VIII. — Extension de la formule de Taylor. Envisageons
comme fonctionde s, et supposons que F |['f(^)]| soit dérivable et assujettie aux conditions posées précédemment. Alors nous
(') Pour les détails des démonstralions, voir > oltkrra, Sopra le funzioni che dipendono da altre funzioni, Nota I {Rend. Lincei, 1887).
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pouvons appliquer la yb/7/2w/e (^6 Taylor
(hJ lz = Q (ai -4-1)! \ â^î"+V£ = Û
Q étant compris entre o et i .
D'après (4) (§ VII) on a donc
f F(«-^i'|[9(^) + 04.(^), ^„...,U^i]|JJ^(^:,)<-/.
Si, /i augmentant indéfiniment, le dernier terme tend vers zéro,
Cette formule donne l'extension de la série de Taylor aux fonctions qui dépendent de toutes les valeurs d'une fonction.
Les termes du second membre sont des fonctions de divers degrés en '^j{x) et l'on peut, supposant © (^) invariable, considérer F comme une quantité qui ne dépend que de '^{oc). Le développement (2) est alors de la même forme que la série (7)
[§vi].
Si nous prenons o [x) = o nous trouvons
(2') ¥\[^{xy\
fr,J-\-'n 1;/) \^
qui correspond à la série de Mac Laurin.
11 est intéressant de comparer les séries (2) et (2') avec les séries de Taylor et de Mac Laurin relatives aux fonctions de plusieurs variables. En remplaçant dans celles-ci les sommes simples, doubles, triples, etc., par des intégrales simples, doubles, triples, etc., on arrive aux séries (2) et (2').
Cela montre une fois de plus que les fonctions qui dépendent
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de toutes les valeurs d'une fonction ressortent des fonctions de plusieurs variables par un passage à la limite correspondant au passage à la limite que l'on fait dans le calcul intégral pour passer d'une somme à une intégrale.
Les termes du développement (2) sont les résultats d'opérations fonctionnelles appliquées à '^{x) : la première intégrale correspond évidemment à une opération distributive. Les autres termes correspondent à des opérations d'un ordre toujours plus élevé.
IX, — Points exceptionnels.
Il arrive quelquefois que IdiConditionl^^ VII) n'est pas remplie pour les domaines de quelques points de l'intervalle (a, b). Nous en avons vu des exemples dans le paragraphe précédent. Pour envisager le cas le plus simple possible, supposons que, si l'on exclut de («, b) le point c par un domaine li aussi petit qu'on veut, \qs qaatj^e conditions soient remplies dans les autres parties de l'intervalle. On appellera le point c point exceptionnel.
Gela posé, on peut distinguer plusieurs cas :
a. Si, quand la variation de cp {x) a lieu dans l'intervalle /i et est plus petite que s, on a toujours
Jim — =0;
alors, pour toute variation de 'f (^) dans l'intervalle (a, 6), la formule (3) du paragraphe VII est valable.
b. Si l'on a
lim — = «0 i>ni — j
OÙ p désigne la valeur de la variation de ^ {x) au point exceptionnel c, alors
x^ étant l'abscisse du point exceptionnel, vérifie la condition
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précédente et par suite
oF = I F'|[o(x),f]|ôcp(?)tf^-+-«oO(p(^,).
c. Supposons que les dérivées successives de cp [x) existent et faisons varier o{x) dans l'intervalle h. Soient p, p,, Oo, . . ., p,« les valeurs des variations de 'f (^), '^'{oo)^ ..., o"'\x) au point exceptionnel c et admettons que les variations de o (x) et de ses dérivées soient plus petites que s. Si l'on a
,. AF ,. p ,. pi ,. p,n
lini — = «0 'un - — h «1 lun h ... -h a,/, lim - —
do
rs
vérifie la condition a et par suite
On voit aisément que si, au lieu d'un seul point exceptionnel on en avait plusieurs, on pourrait répéter pour chacun deux ce qu'on a dit pour un seul.
H est bien facile de rattacher à ces résultats les exemples que nous avons donnés dans le paragraphe précédent et que nous avons rappelés plus haut, mais il est évident que ces exemples ne constituent que des cas particuliers des considérations générales que nous venons d'exposer.
Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant :
Si F| [cp (^)]| n^a pas de points exceptionnels et si
F'|[cp(^)J]|
est nulle pour toutes les valeurs de ç et pour toute fonction
^{oc)^ ^|[?("^)]| ^^^ ^f^^ constante.
Pour démontrer ce théorème, il suffît de remarquer qu'on peut introduire un paramètre z et considérer ¥ \\^o [x) -\- z 'b (^)]|. En regardant cette expression comme une fonction/ (3), on aura
/(i)-/(o)=/'(^), z étant compris entre o et 1. Cela peut s'écrire, en vertu des
formules du paragraphe précédent [comparer la formule ( i )] ,
et puisque F' = o on aura
d'où l'on tire
il en résulte bien que F est une constante.
La formule (i) correspond au théorème fondamental de Lagrange du calcul ^différentiel et la démonstration que nous venons de donner à celle par. laquelle on prouve qu'une fonction de plusieurs variables est constante si toutes ses dérivées partielles sont nulles.
Si dans l'intervalle (a, ^) il j a des points exceptionnels X,, X2, . . ., X/j et si en tous les autres points la dérivée F'| [ o (^), ç]j est toujours nulle quelle que soit la fonction cp (.r), on ne peut plus conclure que F est constante, mais elle sera une fonction ordinaire des valeurs de o{x) et de ses dérivées jusqu'à un certain ordre aux points exceptionnels. Dans ce cas, F cesse d'être une fonction qui dépend d'un nombre infini de variables pour devenir une fonction de fonction du type ordinaire.
11 peut arriver que F|[cp(^)]| n'ait pas de points exceptionnels, mais que sa dérivée en ait. Il peut même arriver que la dérivée soit une fonction ordinaire du type que nous venons d'envisager. Un exemple classique est donné par le calcul de la variation de
F! [?(^)] I = f H9i^). ?'(^), ?"(^), . . ., ?'"U^), r] dx. On a
^' (di d di d^ d§ \ ^ , . ^
\ ô'f dx d^' dx^ Oo" y T V /
a et b sont des points exceptionnels. Si nous posons
xv-/ ._à§_dd§_ d-^ d^ ^^^ ~ â^ ~ d^ â^ ~^ dF' â^' ~ ' " '
X. — Problèmes uu calcul des variations des fonctions F
Le calcul des variations ordinaire rentre comme cas particulier dans la théorie précédente des fonctions cjui dépendent de toutes les valeurs cV une ou de plusieurs fonctions.
Nous venons de le voir par l'exemple que nous avons donné au paragraphe précédent, et il est bien facile de le constater aussi dans le cas des fonctions de plusieurs variables.
Mais si en général on se pose la condition d'annuler la variation première d'une fonction F, on ne trouve pas toujours des équations différentielles comme dans le calcul des variations ordinaire, on peut aussi trouver des équations intégrales, des équations intégrodifférentielles et même des équations d'un tvpe plus compliqué.
Nous allons en donner un exemple particulier.
Envisageons F définie par
(I) F|[cp(a7)]l= / ^\x,)^{x,)dx,-^- i / W{x,x.^^{x,)o{x^)dXidxi
fonction de la classe (6) [§V1]. Déterminons o(^x) de manière à annuler la variation S F.
Nous avons
(2) oF= f wa,)o<faod^,-+- f f w(x,,^,)^{^oo'-?aod^idx,
Donc si 8F = o, nous avons
(3) ^(Ii)-+- r ^(:r„^i)9(:ri)c/^i=o.
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On trouve ainsi une équation intégrale. La question proposée équivaut donc à la suivante (*) :
Déterminer o{x) qui satisfait l'équation (3), c'est-à-dire/aZ/e V inversion de V intégrale définie (3). L'équation (3) est du premier degré en c(.r), mais on est conduit de même à une équation du p'^""^ degré (§ VU)
^(^i)-4-y ■_' , / ^(^1, ...,^y-iji)rT?(^/)^-r,=o
si l'on annule la variation d'une expression de degré/? H- i .
XL — Idées fondamentales sur l'inversion des intégrales définies.
Nous avons étudié d'une manière assez étendue les fonctions qui dépendent de toutes les valeurs d'autres fonctions ; dans cet ordre d'idées le premier problème qui se présente est le suivant:
Etant donnée une fonction
trouver une fonction u{x) finie et continue dans V intervalle (rt, b) qui vérifie la relation (i). F désigne ici V opération fonctionnelle appliquée à l'inconnue u(yx) et il s'agit de faire l'inversion de l'équation fonctionnelle (i ). Le problème correspondant pour les fonctions ordinaires consiste à tirer x en fonction de y de la relation y ^=zf(^x). Naturellement pour aborder ce problème il faut définir la forme de la fonction/, et de même dans le cas qui nous occupe il faut préciser la forme de V opération F. Pour cela rappelons qu'on a rangé les fonctions F en fonctions développables en séries intégrales et en fonctions non développables (§ VI) ; nous supposerons ici que F soit une fonction développable et, pour fixer les idées, s'exprimant par la série intégrale suivante :
(2) \xo{x) = \u{x)^\ \ K,(a;, ^i)zf(^i)^^i-t-...
> « p^' pi'
^Kn
(') V. VoLTERRA, Sopra un problema d'elettrostatica {Transunti Lincei^ t. VIII, i884).
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OÙ ^{x) est la fonction {connue) qui résulte de l'application de l'opération F à V inconnue u(x); K,, ..., K,i sont des fonctions connues quelconques, mais symétriques par rapport aux variables d'intégration Çi, ?2j • • -^ ?« 5 ^ j y- sont deux paramètres auxiliaires qui pourront ensuite être égalés à i .
Le problème réduit ainsi à la forme (2) est encore bien compliqué. De même ^que pour les fonctions ordinaires, le cas le plus simple pour l'équation
est le cas où f est du premier degré en x^ de même pour les fonctions F on est dans le cas le plus simple lorsque
K2= G, K3= 0, ... ; alors, en désignant K, simplement par K, on aura l'équation
(3) ixo(x) = lu{x)-^l f K(x,'^)ua)dl
OÙ la fonction inconnue u(x) n'est contenue q u^ au premier degré ; l'équation (3) est appelée équation intégrale linéaire.
Or, remarquons que le développement (2) appartient à une classe déjà étudiée (§ VI); pour obtenir cette classe nous sommes partis d'une forme transcendante algébrique^ et nous sommes passés à la limite en faisant croître indéfiniment le nombre des variables^ et ce passage à la limite a transformé les sommes simples, doubles, multiples, respectivement en intégrales simples, doubles et multiples.
Donc, \e problème d'inversion de V équation intégrale générale (2) est par rapporta l'inversion de l'équation linéaire (3) précisément ce qu'est., dans l'analyse ordinaire., le problème général de V inversion d'une fonction transcendante par rapport à l'inversion d' une fonction linéaire.
L'inversion de l'équation (2) sera traitée à la fin du Chapitre lli. Envisageons maintenant l'équation (3). L'idée toute naturelle qui est suggérée par la considération des fonctions des lignes est de considérer l'équation linéaire (3 ) comme cas limite d'une expression algébrique, obtenue en partageant l'intervalle («, b) en
7? intervalles Aj, ..., h,i^
la résolution de V équation intégrale (3) est ainsi ramenée à V étude dC une équation algébrique linéaire à une infinité d^ inconnues.
Avant de passer à la limite pour /i = oo et en donnant à x les valeurs ^1, ^25 •••1 i«) oii peut écrire, au lieu de l'équalion intégrale (3), le système algébrique
(3') <^(Xs) = uas)-v-^K{h,h)uai)hi
En résolvant ce système on trouve les valeurs de
correspondantes à l'équation (3) et la limite de la solution^ si elle existe, pour n^^aosera solution de V équation intégrale proposée.
La voie est fort simple et naturelle, mais fondamentale , parce qu'elle peut être appliquée à bien des cas.
Mais avant d'exposer ces théories d'une façon systématique, il faut indiquer ici la distinction qu'on fait aujourd'hui entre les équations linéaires :
Les équations de la forme (3)
(II)F ^{x) = u{x)-^l f K{x,'c,)ua)d^
sont appelées de deuxième espèce^ tandis que celles de la forme
(I) cp(a;) = X f K{x, ^)u{\)d^
sont appelées de première espèce. Cette distinction est due à M. D. Hilbert, qui a appelé noyau la fonction K(^, ^), connue autrefois sous le nom àe fonction caractéristique (').
(') S. PiNCHERLE, Acta Math.^ vol. X; Mémoire Accad. Bologna, série 6, III.
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Si les limites a, b de l'intégrale sont toutes deux constantes^ les équations (i i) et (i) sont dites du type de M. Fredholm. Mais si a, b ne sont pas toutes deux constantes, les équations s'écrivent:
(I)V '^{x) = 'k rK{x,\)u{Qdl
et s'appellent équations du type deM.. Volterra.
M. Volterra étant guidé par les idées que nous venons d'exposer, qui découlaient de sa théorie des fonctions des lignes^ a été le premier à considérer les équations intégrales comme le cas limite d'un nombre infini d'équations algébriques (*) et à donner la solution générale de l'équation de son type en partant de cette conception.
Les solutions des autres équations intégrales ont été développées en transportant aux autres cas la même conception, la méthode qui s'ensuit et les principes qui en découlent.
INous exposerons dans le Chapitre suivant (§ II) cette méthode et ces principes.
M. Volterra a envisagé l'équation (2) de type transcendant dans un travail ultérieur (-).
(') Atti délie R. Accademia délié Scienze di Torino, t. XXXI, 12 janvier 1896, p. 3ii et suiv.
(-) Comptes rendus de l Académie des Sciences, t. CXLII.
I. — L'kquation d'Abel
L'inversion d'une intégrale définie a été étudiée pour la première fois par N.-H. Abel('), à propos delà question suivante de Mécanique :
Détermineî' une courbe située dans un plan vertical^ telle qu^un mobile pesant obligé à la parcourir arrive au point le plus bas O dans un temps qui soit une fonction o(/i) donnée de la hauteur initiale h au-dessus de O. On suppose qu^ au départ le mobile ait une vitesse nulle.
Prenons un système d'axes coordonnés x^ y dans le plan de la courbe, x étant horizontal, y vertical et dirigé de bas en liaut. L'équation de la courbe sera
Soit s l'arc de la courbe on aura
en posant
ds=^dyi/ i-^ (^-^j =u{y)dy.
Si nous appliquons le principe des forces vives, en calculant le temps o i^h) de la chute, nous avons
(I) /^oih)= f
' u (y ) dy
(*) N.-H. Abkl, Solution de quelques problèmes à l'aide d'intégrales définies (1823) {Œuvres, Christiania 1881, t. I, p. 11); Résolution d'un problème de mécanique {Œuvres, t. I, p 97).
On trouve donc une équation intégrale dont l'inconnue est «. Multiplions les deux membres de l'équation (i) pai^
dh ,
et intégrons entre les limites o, z\ alors
, , /— r^{h)dh r dh r
Jo \i z — Il Jq \J z — Il t/o
' M ( y ) dv
\J z — h Jq \I h —
Pour arriver tout de suite à la solution, nous ne suivrons pas la méthode d'/Vbel : faisons dans le deuxième membre de l'équation (2) la transformation
sj II — j^ = r sinnr,
sj z — h = /• COSTTJ,
dont le caractère géométrique est bien évident; nous avons
flJJ--l = / u{z — i''^)rdrdxs—ir,l u{z—r'^)rdr
et, en posant ;; — /•- = ;, on aura
^ Jq sJ z — h Jq d'où, par dérivation,
formule qui résout le problème. Dans le cas particulier où l'on cherche la courbe tautochrone^ il faut supposer çp(A) = c, c étant
une constante; on trouve alors w(g) = - — — —— et par une inté-
gration très facile de l'équation difiereniielle
I dx \ ^ _ \/'i i( T
on constate que la courbe est une cycloïde,
Abel a résolu aussi l'équation intégrale plus générale que
l'équalion ( i )
mais il employa la méthode des développements en séries, qui n'est simple ni rigoureuse, comme l'a remarqué Schlomilch (*). Nous allons employer la relation suivante de Dirichlet :
I dy §{x,y)dx= dx i §{x,y)dy.
Lorsque ^'(^,j)=/(^)cp (y )'i^(:r,jK), elle s'écrit (5') Ç ^{y)dy Ç f{x)^{x,y)dx= Ç f{x)dx Ç ^{y)^{x,y) dy.
11 est très facile de la démontrer en remarquant que l'intégrale (5) est une intégrale étendue à un triangle ayant pour côtés l'axe jK, la bissectrice des axes coordonnées, et une droite parallèle à l'axe X située à la distance a. On la démontre aussi en parlant de la formule
ni n n
Reprenons l'équation (4)
Multiplions les deux membres par
dx
, . (z-xy-c^
et intégrons entre les limites o et z. On trouvera
r^ o(x)dx _ r" dx r"" u{\)d\ ^
J^ {z-xy-^-J^ (z-xy-^J^ {x-^)c^''
(*) Schlomilch, Analytische Stiidien (i848). Ce géomètre obtint la solution en particularisant une formule de réduction des intégrales multiples.
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d'après la formule (5) on a
dx
Or, en posant
Donc, en dérivant l'équation (j3),
s'moir. d r^ o(x)dx
On a ainsi la solution donnée par la formule d^Ahe\. Pour supprimer toute difficulté dans la dérivation de l'intégrale
o(x) dx (z — x)^-
qui contient un élément infini, on peut employer la notion de partie finie {^ ), due simultanément à MM. Hadamardetd'Adhémar; en posant entre [ ] la partie finie d'une intégrale infinie, on trouve
d r' o{x)dx r r" / N ^ ' ^1
cp(o) y^" 'X)'(a^)c?r
donc
.„, , , sina- cifo) sinar T" o'ix)dx (6 ) m( 2) = H ! / — .
Remarquons que la solution n'est pas régulière en x=zosi cp(^) n'y est pas nul.
(') J. Hadamard, Congrès de Mathém., 1904. — R. d'Adhémar, Exercices et leçons d'analyse^ p. i5o et 180.
Liouville en 1882, en étudiant une classe étendue de questions physiques, a été conduit, sans qu'il connût les travaux d'Abel, à résoudre l'équation d'Abel. Nous allons traiter un des problèmes de Liouville :
Une droite indéfinie y, sur laquelle il y a une distribution de masses uniforme et symétrique par rapport à Vaxe des x^ est attirée par un point A situé sur cet axe à la distance x, U attraction sur chaque point de y dépend de la distance au point h.^ mais la loi en est inconnue. U attraction totale '\{x) étant donnée^ déterminer V action élémentaireY [r) du point Pi. sur un point M de la droite., situé à une distance r de A.
Fie:. 3.
On peut écrire et, par la transformation
Ou" —~ IJ m
qui donne
en désignant ^^_ par «(^) et i-i^ par C2(^), on trouv
C'est une équation intégrale en u d'un type tout à fait analogue à celui d'Abel.
Remarquons que l'intégrale précédente aura un sens si u (^) devient infiniment petit d'ordre — h ^(s>o), ç étant l'infiniment
grand principal. Liouville obtint la solution de cette équation en employant les développements en séries; ici nous ferons usage de \di formule de Dirichlet comme pour l'équation (4) : alors, après des opérations analogues, on obtient
r " o(z)dz _ r " dz Ç * i
dz
= -f ua)d'^,
d'où l'on tire
formule qui donne l'action élémentaire de A sur la droite y. Pour que l'opération d'intégration soit applicable au premier membre de l'équation ('y), il suffît que 'f (5) devienne infiniment petit d'ordre
- + î (£^ o) à l'infini.
Remarquons qu'on pouvait ramener l'équation (^) à V équation c^'Abel (4), par la transformation
Liouville avait en vue, par les calculs dont nous venons de parler, de fonder la théorie des dérivées à indice fractionnaire et en général à indice quelconque. L'élégance de son analyse a conduit plusieurs géomètres, comme Riemann , Holmgren , LetnikofT, Hadamard, Pincherle, etc., à employer les dérivées qu'il a introduites.
L'application de la formule d'Abel a été l'objet non seulement de recherches de Physique mathématique, mais aussi de recherches d'ordre analytique comme le montrent les travaux de Schlomilch et Beltrami sur les fonctions cylindriques et ceux de Dini sur la représentation des fonctions d'une variable réelle.
4o CHAPITRE II.
II. — Équation de Volterra de deuxième espèce. — Trois principes
FONDAMENTAUX
Etudions l'équation de Volterra de deuxième espèce
(i) o{x) = n(T)^ f K(a',^)ua)dl
Le noyau R(.z', ^) étant une fonction finie et continue dans l'intervalle
où b est une quantité finie. Ainsi la fonction K est définie dans le triangle compris entre Taxe des x^ la bissectrice x=^\ el une parallèle à l'axe des ï, x^=b\ dans ce triangle l'on a, M étant finie,
Nous allons approfondir l'idée qui conduit, comme on l'a dit (Ghap. I, § XI), à la résolution de l'équation (i), c'est-à-dire celle qui découle tout naturellement de la théorie des fonctions qui dépendent de toutes les valeurs d'une fonction et qui a servi à constituer une méthode générale pour la résolution des équations intégrales. Il faut pour cela considérer d'abord le système algébrique suivant :
(«) ^{\s) = u{\s)-^^\^iXsAi)u{\i)hi.
qui s'écrit sous la forme
en posant
(P) '^ih.h)hi=a,i.
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Le délerminant des coefficients est
donc
uas) =
d'où
O cp(^,) o o cp(^,) o
«/il «/i2 • ••• ««(.î-1) ?(ç«) «/i(,9-(-l)
«.si «A-2 «i-3
et, en désignant par Cj/ le mineur de A ;j) relatif à cp(^/) (/= i , 2, ...,5), on a, remarquant que Css= 1 ,
"(b)= '?(^s)-^^C,iO{^i) (^ = 1,2, ..., Aï).
Donc le problème est ramené au calcul des quantités Csi en fonction des asi, soit au calcul des mineurs relatifs à la dernière colonne du déterminant A ^^^ :
csi= i—iy
Csi est un polynôme de degré s — / par rapport aux
AA
Nous allons le décomposer en une somme de polynômes homogènes de degré 1,2, 3, ...,5 — i que nous désignerons respectivement par a^/, aj, ..., a^^~'^ : pour cela développons le déterminant suivant la dernière ligne :
Csi = — ^si ~^ ^i;,l-hl <^i+\,i — ^5,i-(-2
c'est-à-dire Or posons d'où
<^5— 1,1 ^5-1,2-Hl <^i— 1,/-4-2 .V — 1
Cri — <^,i ^ ^*'ri ^ • ' '
ir-i) ri
en substituant ces expressions dans (ô), on aura
d'où
ri
r=i-hl
«cz-a
O =— 2 asra\'-'^ ,
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qui constituent des formules de récurrence pour calculer les polynômes homogènes a^/, a^f ;, . . . , «^^"'^ . Leur ensemble s'écrit
On peut trouver une formule de récurrence plus générale en remplaçant rtj'^"*' par
et en répétant la même opération, on arrive évidemment à la formule générale
En résumé, les quatre formules (r,), (s), (o), (y) donnent
si '
Cgi -h dgi — ^ ClqrC,
Mais, en résolvant le système algébrique (y) par rapport aux 'f (?/), on doit retrouver les équations (a) ; on aura donc quatre formules
analogues aux formules ci-dessus et qui s'en déduisent en remplaçant c par a et a par c ; soient
En écrivant
toutes ces formules deviennent, en divisant par hi qui est commun aux deux membres,
(6) U(^s) = ?(^5)+2S(^„ $,) ^arjl^n
et les formules analogues (3'), (4)7 (^ )? (6') s'écrivent en éclian-
ereant K en S et u en o
Or l'on est en état de passer à la limite pour n = œ, en faisant décroître indéfiniment /i,, ..., /^„.Les sommes qui entrent dans les formules (3), (4), (6), (3'), (4'), (6') donnent des intégrales,
tandis que celles qui entrent dans les formules (5) et (5') donnent lieu à des séries infinies; on trouve ainsi
(7) ^''H^.\)=J K^^Kx,z)Ky^-k^{z,'^)dz,
(8) S(:r,0+K(:r,0=-y' K{x, z) ^{z,^) dz,
(9) ^{xA)=^\^^J^{x,\\
(10) u(x) = ^(x)-+- I S(^,0(p(0«^;, et d'une façon analogue
(;') S(/'-)(:r,0= f S^^Hx,z)S^^^-^-^(z,i)dz,
(8') K(^,0 + S(^,0=- r S{x,z)K{z,^)dz,
(9') K(xrO=^^'-^K^A),
(lo') <f(x) = u(x)-h f K{x,^)ua)dl
La question se réduit maintenant à étudier si les séries (9) et (9') sont convergentes et si la solution obtenue vérifie l'équation proposée. Nous allons répondre affirmativement en vérifiant directement les formules précédentes et en démontrant la convergence des séries, en faisant voir de plus que toute la théorie se résume en trois principes fondamentaux :
T. Principe de convergence. — Construisons par quadrature les expressions
K(2)(:r,0=-y K(x,z)K^^\z,V)dz, (^^) I K^^^(x,^)=-j\{x,z)K(^\z,^)dz,
;(a7,0=- r K{x,z)K^i-^^{z,^)dz,
qui seront des fondions finies et continues dans le champ donné. Pour y compris entre i et /, on a la formule de récurrence suivante entre les noyaux itérés R^'^ (:r, \) :
En effet, cette formule est évidente pour f= i ; démontrons par induction que, si elle est vraie pour /=/i, elle est aussi vraie pour i = Al 4- 1 ; d'après (7^) on a
et comme on a supposé que (70) soit valable pour « = /z,
K(«+i'(^,0= / }^^Kx,z)dz K.^J^{z,z^)\^^'^-J\zy,l)dzy,
en appliquant \di formule de Dirichlet (§1);,
K(«-^i)(iP, ^)= r K^"--J'{Zi/ç)dzi f K^i^{x,z)K^JU^z,Zi)dz
Donc K^'^(^, ç) admet / déterminations formellement distinctes. Or, puisque dans le triangle
on a par hypothèse
iK(x,OI<M,
on a aussi
I K'"(^, ^)I < / MMdz <M2(.r — 0,
Enfin, en remarquant que la série majorante
converge d'une façon uniforme, on conclut que la série des noyaux itérés
est uniformément convergente et représente^ dans le champ donné^ une fonction finie et continue S(x,^) [qui est précisément le noyau résolvant^ comme le montre la formule (lo)].
II. Principe de réciprocité. — La formule (5) nous donne S(^,^) en fonction de K(.r, ?); voyons si l'on peut obtenir R en fonction de S : pour cela remarquons qu'en posant
on aura, en vertu de la convergence uniforme. Mais on peut écrire
donc en posant dans la formule précédente y = /?,
= f Sia-,z)KM(z,^)dz, et en faisant n = i , on a
<Ha) S{x,^)-\-K{x,^)=— / S(x,z)K{z,^)dz
= — / K(x,z) S(z,^)dz.
Or, construisons par itération^ comme pour les K/, les fonctions
■ SU)(^,f)=-S(a',0,
(;;) j S'3;(;r, 0 =f Sd^^, z) S'2)(5, ^) dz,
pour lesquelles on aura
(7/,) S'^H^A)= f SU^(x,z)S^i-J\z,Odz (y = i,2,...,0,
et formons la série [qui converge évidemment uniformément (Principe I)]
Nous pouvons démontrer que lafonctionT(x^^) coïncide avec la fonction K(x, \) dont nous sommes partis^ c'est-à-dire que
En effet de (9^) on peut déduire une formule analogue à (8^) :
(II) T(^,0 + S(^,0 = - r S(.r,z)T(^,0«?-
en soustrayant (8^) de (i i), on trouve
= <j{x,^) = — I S{x,z)a{z,^)dz
= I S(x,z)dz ii{z,Zi)c!{zi,E)dZi
= — / S(x,z)dzl S(z,z^)dzi S{zu Z2)r7{z2,^z)dZi
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Or, dans le triangle o ^ ^ ^ ^ ^ 6, on
où 7^2, N sont deux quantités finies; donc
dz / dzi / dz,.. . / dz,i-u
quelque grand que soit n^
I o-^^r, ç)| <; j — '■ — et comme Jim — j — ■ — :=:o,iliautque
l'on ait
c'est-à-dire
/=; 1 Donc on a les deux formules récipi'oques
où
e^ l^on trouve que
(i3) K(:r,0 + S(;r,^) = - f Six,z)K(z,^)dz=- f K(x, z)S(z,^) dz.
En prenant arbitrairement une des deux fonctions K, S, on peut calculer l^ autre par des quadratures.
III. Principe d'inversion. — Envisageons l'équation
(0 cp(a:)=w(^)+ r Kco-, 0"(o^^,
et multiplions les deux membres de cette équation par
S{z, x) dx;
il vient alors, en intégrant entre les limites o, z,
Jf [^(x) — u{x)]S{z, x) dx = I S{z,x)dx I K(x,^) u{q) d^, 0 «^0 * 0
et, d'après la formule de Dirichlet,
= / "(O*^^? / K(x,^)S{z,x)dx, ou bien, en employant le principe de réciprocité [formule ( i3)],
Ç [uix)-o{x)]S{z,x)dx= f w(e)[K(2,0 + S(^,f)]^;, c'est-à-dire
I S{z,x)^(x)dx=— 1 K(z,^)u(l)d'^ = uiz) — ^{z).
On en conclut que l'inversion de V équation intégrale
(A) ^{x) = u{x)-^ f K{x,\)u{\)dl
est donnée par la formule
et que réciproquement l'inversion de l'équation (B) est donnée par (A). Les résultats obtenus par la méthode algébrique se trouvent ainsi complètement vérifiés.
Nous pouvons considérer S (:r, \) comme une fonction cpii dépend de toutes les valeurs que K(.r^ Ç) prend dans le domaine donné (Chap. 1)
S(^,0 = F|[K(^,0]l, on a aussi réciproquement
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F désignant F opération fonctionnelle par laquelle on passe
deK(^, ;)àS {x^ Ç) ou de S(:r, i) à K(^, ^), on a
Cette opération fonctionnelle, appliquée une fois au noyauUni et continu K de l'équation intégrale donnée, donne, comme nous venons de le voir, le noyau résolvant S qui en résulte comme fonction finie et continue ; appliquée deux fois kK, elle reproduit K lui-même
Unicité de la solution. — L'équation (B) donne l'unique solution finie et continue de l'équation (A).
En efl'et, supposons qu'on ait deux solutions distinctes:
alors, en posant U2 — w» = u^-, on aura l'équation en u^ :
iH{x)=- f K{x,^)u,a)d'r= f K{x,l)d'cf Ka,z)u,{z)dz,
et, d'après la formule de Dirichlet,
= f u^{z)dz f K{x,\)KCr,z)d^^ = f K(^-){x,z)u.Az)dz= f K(2'(^, Ow3(ç)^;, et ainsi de suite. On obtient finalement
quelque grand que soit n ; or,
\u,\<m, lK^.)|<__-_^,
OÙ /7î, M sont deux quantités finies ; donc
l«3(^)|<mM-.J^ L_iLrf. = ____,
et, puisque n peut être aussi grand que l'on veut,
^3(57) = o, c'est-à-dire
Ui{x) = U2{x). C. Q. F. D.
Cas oii le noyau K [x, \) est fonction de x — \. — Quelquefois il arrive que K(^,$) n'est fonction que de la difï'érence ix — ^), c'est le cas par exemple qui se présente dans la théorie de la mécanique héréditaire du cycle fermé (voir le dernier Chapitre). Alors
et, en posant
K<2)(ç.)= r '^^^-'{v — u)¥S^\u) dir,
doue YsS^^ est fonction de (^ — ^). En général,
(i4) K^^'K(^)==K('-)(:i7— 0= r \i.^JKv — u)K^i-J\u) du {j = i,2,...,i-i), et, par conséquent,
os
^{x,\)=^K^Hx-^,)=^{x-^).
Si le noyau K est fonction de la différence {x — Ç), le noyau résolvant S est aussi fonction de [x — Ç) ; si l'on a donc
il en résulte
u{x) = o{x)-^- f S{x-^)^a)dl
Supposons que le noyau K(^) soit une fonction analytique
dans l'intervalle donné
(i5) K^i^iv) = G,o+ CiiPH- Gi2t'2-4-. . .,
et qu'on veuille calculer les noyaux itérésYJ^^^ ^ ou bien les coefficients de leurs développements en série : pour cela, on utilisera la formule ( i4)
KU--f-i)(p)= r K(j+i)(v — ii)Ki-JUu)du (y =o, 1,2, . .. , i — i) qui, en j faisant^ = o, s'écrit
or
QO
et l'on voit qu'on peut écrire
h=o donc, d'après la règle de la multiplication des séries,
Or, en posant u = i^t, on a
dt
Vin — /i-f- ô V(h -»- i)
=z çn-i-i 1 i •
{n-i-iy
on en conclut
mais
donc
( /i -f- 0 • G/+i,„ =2 Ci^n-h{n -i-i — A — I ) ! Gi/^ /? !
En posant
on a la formule
(16) Bi+i,n=2^Bi^ri-h^\,h,
pour calculer les coefficients B et par conséquent les coefficients G. Pour le calcul du noyau résolvant S{v) = S(.x — l)^ construisons les séries
(17) ^i(^)=^B,^„çf^, A,(ç)=^Bu^i^'^;
leur produit donne
n — Oh = o 71 = 0
c'est-à-dire donc
Remarquons qu'on suppose a priori c^iie la série K^*- soit convergente dans le cercle donné; or, il peut arriver que A.,((^) ne soit pas convergente : dans ce cas le procédé que nous allons donner, en employant les formules précédentes, devient exclusivement formel, mais il est toujours valable.
L'expression de S(^ — ^) est
00 oî 00
et, en posant
on a
(-9) s(^)=ÊrS^"-
Or, formons la série
ou bien
nous avons
oc 00 90
«=1 h = ù nz=l
(]; ( ^') = A, (p) -h pAf (^) -f- ç^2 Af (t>)
I — t'Ai(^')
formule qui résout, avec les précédentes, le problème. En effet la formule (i5) nous donne la valeur de R^^^(i^): en multipliant le coefficient C,,/i_i (A = i , 2, . . . , 00) de K^*^ par [h — i) ! on a A, ( (^) [formules (16) et (16')]; enfin on calcule ^ {v) par la formule (20), et S [v) en divisant le coefficient D^ (A = i , 2, ... . , 00) de ^ (^) par (A — i) ! On tire de là la règle formelle suivante pour passer du noyau K au noyau résolvant S :
K(P) =y anv'\
ao
On voit immédiatement que le procédé est réciproque, car
Jusqu'ici nous avons supposé que le noyau K(x, ç) de l'équation de deuxième espèce était continu dans l'intervalle donné
remarquons que les résultats ne changent pas, si, tout en restant fini, le nojau K(^, ?) a un nombre fini de discontinuités, ou plus en général s'il est intégrable, l'ordre des intégrations par rapport aux deux variables pouvant être inverti.
M. G. -G. Evans a étudié aussi le cas des infinis du noyau (^).
III. — Équation dk Volterra de première espèce. Envisageons l'équation intégrale
(I) o(x)= f K(a;,^)ua)dl,
supposons que le noyauJs. so\l une fonction finie et continue dans
l'intervalle donné, ainsi que sa première dérivée r— > et que l'on
ait o(o) = o. Appliquons-lui les idées fondamentales déjà développées (Ghap. I, § XI; Ghap. II, § II) sur la résolution par voie algébrique ; le système d'équations linéaires algébriques qui conduit à la résolution de l'équation (i) s'écrit (-)
ou bien
ÇC^) =«ii w(^i),
?(U) = ««1 w($i) -H... -+-«/,« ii(u),
(^) G.-G. Evans, Volterra's intégral équation of the second Kind with dis~ continous kernel {Trans. of Americ. Matheni. Society, 1910, 191 1).
(^) Cf. Volterra, Atti délia B. Ace. di Torino., 1895-1896, Note I, p. 3i5.
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en posant
Il est facile d'obtenir la solution algébrique de ce système et d'en tirer à la limite la solution de l'équation (i). Remarquons tout d'abord que le déterminant des coefficienls du système ( i') est
Pourtant, nous verrons ensuite que l'équation intégrale peut avoir, dans quelques cas, une seule solution, même si l'on a K(:r, x)= o.
Nous n'appliquerons pas directement le procédé algébrique. Nous commencerons par réduire l'équation (i) à une équation de deuxième espèce ('). En effet dérivons (i) par rapport à x, nous aurons
^'{x) = K{x,x)u{x)+J \l'^^H^)dl,
d'où
dK
Ontrouve donc une équation de deuxième espèce qui n'a pas de singularité si l'on suppose K. (^, x) ^ o.
Un autre procédé consiste à intégrer par parties et à poser
u{\)d\ = id{x).
On trouve
équation de deuxième espèce qui donne %[x). Par dérivation, on calculera l'inconnue u(x). Nous voyons donc que la condition K(a7, ^)^o est suffisante pour qu'il y ait une et une seule solution.
(') V. VoLTERRA, Bendic. Lincei (1896, i" sem., Note I). Il est facile de voir Topération qui correspond à cette opération dans le système algébrique.
En appliquant à l'équation (2) les procédés et les résultais que nous venons de développer sur l'équation intégrale de deuxième
espèce (§ II), on peut dire que si -— est finie et continue^ lUinique
solution finie et continue {dans l'intervalle envisagé) de Inéquation (2) et par conséquent de V équation (r) est
K(ic, x)
ou
KU)(^,^)^_
dx
K'^'(a^, 0 =J K^'-/"^(^, z) KW(^, ^)dz (y = i, 2, . . ., i - ^).
dK
De même, en supposant que —p soit finie et continue^ la solution de l'équation (3) est
ou
K^^'ixA) =
dK(x.^) ai
et l'on a
Donc la solution de l'équation (i) peut prendre les deux formes (4) ou (5).
M. Volterra, dans ses premières recherches (^), avait résolu l'équation (i) grâce à son idée fondamentale de la considérer comme cas limite du système algébrique (i"). Il avait donné : 1" les
formules d'inversion (4) et (5) et la démonstration de la conver-
gence uniforme des séries N K/ correspondantes; 2^ la démons-
(') \'. VoLTKRRA, Atli Accad. Torino, Note I, t. XXXI, 1896.
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tration de l'unicité delà solution el de C existence par un procédé direct de vérification.
Appliquons les formules trouvées au cas particulier
(G) cp(^)=: r\i[f{x)-fa)]ua)di.
Nous avons admis que ¥^{x^x)^o : cela revient à supposer ici que K.(:c, jc) = K(o) =: M, Métant une quanlité qui n'est pas nulle. Puisqu'on peut diviser l'équation (6) par M, on pourra toujours supposer K (o) z= i .
On peut résoudre l'équation (6) directement ('), mais il est préférable de la réduire à la deuxième espèce. Si l'on suppose K (o) = I , on écrira
X'^ àK.
—.nx)ua)di
d'où l'on tire
{X) = ^'{x) +/V) f e[f(x) -/a)]o'a)di
si{z) =
Si
{z)=l Si-j{z—u)Sj{u)du (y =1, '2 . ., i' — i).
On pourrait étudier l'équation particulière (6) dans le cas où le noyau K. est une série de puissances de son argument, mais pour cela nous renverrons le lecteur aux travaux de M. Volterra (-), où il trouvera aussi une vérification du procédé employé. Remarquons enfin que si l'on a l'équation
(8) cp(^)=/ K{x,^)ua)dl
(^) V. Volterra, Torino, Noie I.
(^) V. Volterra, Annali di Matem. (art. III, p. 174-171'^).
en posant /(a?) =:^ y, et dans l'hypothèse que l'on peut en tirer de façon univoque x =^à (y), on trouve
équation de la forme (i).
Cas où le noyau devient infini (^). — Supposons que K(^, ^) devienne infini d'ordre a inférieur à i pour x =^^^ x — \ étant l'infîniment petit fondamental. Alors on peut écrire
K(^.0=(-|^^ (o<.<.) et l'équation s'écrit
G (^7, i) étant continue, ainsi que sa première dérivée — j dans le champ donné et telle que l'on ait
|G(r,OI<M,
dx
Nous allons indiquer un procédé permettant d'éliminer la singularité pour a: = ^.
Multiplions par — — ^^ l'égalité (9) et intégrons entre les
limites o, z.
Nous aurons
r^ t^{x)dx _ r= dx r^ G(cc.^) ,,...
J^ iz-xy-o^~,{ (^_^)i-aj^ (^_^)a"^^^«^
et^ d'après la formule de Dirichlet,
(^(x)dx r" f>^ ir r^ G{x,^)dx
r-_j[x)dx_ _ r- f^ G(x,^)d:
(') V. VoLTERRA, Atti Accad. Torino, t. XXXf, 1896, Note II.
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Posons
nous obtenons finalement l'équation de première espèce
(10) f{z)= rh{z,\)u{^)di
dont le noyau L (^, ç) est fini. En effet posons il viendra
En remplaçant G par la constante M supérieure à son module, on a enfin
IL(5, 0|<M f —^ = M-r^— .
'''^1^ J^ i^i — ty-aty. sinau
L est donc finie. On voit aussi facilement qu'elle est continue et l'on a de plus
sina-
Remarquons que, d'après l'équation (lo), /(z) sera infiniment petite d'ordre a par rapport à z, si l'on suppose c5(o) ^ o. Il est très facile de démontrer, pour la légitimité du procédé employé, que toute solution de (lo) satisfait l'équation (9). L'équation (10)
est évidemment réductible à la deuxième espèce, C9.r f'(z) et —
sont finies et continues dans l'intervalle donné.
En effet, en intégrant par parties le deuxième membre de (a), on trouve
f{z)=- I ^' ( x) (z — x)^ dx, d'où par dérivation
Donc f {z) est finie et continue. Dérivons (y) par rapport à z^ il viendra
àz ,A Ox \\ — t
et, comme— <CJ^5
'>L^-'«^<Nr7-^v-^*=''"-^'^'
d^ .,/„ \ 1 — t ) sinaTT
donc ^- est finie dans l'intervalle donné. On démontre qu'elle est
oz ^
aussi continue. Alors on peut appliquer, pour résoudre l'équation (lo), le procédé connu, et la ramener à l'équation de deuxième espèce
qui, résolue, donne w (5) sous la seule condition L (:;, -g)^ o ou bien G (^, ^) ^ o; pour obtenir la formule d'inversion de (9) on se sert des relations (a), (j3), (0); nous ne développerons pas les calculs.
On voit aisément ç[\xq V équation d^Abel correspond au cas de G = i. Il est intéressant d'étudier le cas particulier
M. Sonine (') en 1884 étudia ce cas en employant des séries de puissances. Soit
(e) o(a7)=2A/^S Ao=i
et calculons le développement
(« iàô =2 '''■"'■' ''"='•
(^ ) SoNiNK, Sur une généralisation de la formule d'Abel {Acla Matliem., 1884),
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Si a, V sont deux nombres positifs tels que ti. -h v = i , en posant
on trouve
et par suite
: f K(x — z)S{z — 'ç)dz
r fa)d\= f\[x-z)dz fya)S(z-^^)dl Donc l'équation fonctionnelle
(12) ?(^)= f Mor-^)ua)d\
est résolue par
celte formule devient celle d'Abel lorsque la série 'f (^) se réduit à son premier terme
Mais la formule que l'on tire de (i i), en supposant
est plus générale que celle de M. Sonine, parce que pour l'établir il n'est pas nécessaire de partir du développement en série de Taylor. Lorsqu'on suppose queG(j7 — ■^) est développable en une série de puissances, on trouve les formules (s'), (Ç'), (12), (12') par le même procédé que nous avoiis suivi à la fin du paragraphe précédent.
11 faut remarquer qu'il n'est pas nécessaire que les développements (s) et (Q soient convergents. La règle pour passer de la fonction Kà lafonclion S devient une règle formelle tout à faitanalogue à celle que nous avons donnée dans le paragraphe précédent (').
Cas où le noyau K(;r, x) =: o. — Supposons que l'équation
(') V. VoLTiiRiiA, Annali di Maternât. , art. III.
€>i CHAPITRE II.
admette dans l'intervalle ob un nombre fini de racines ordonnées par ordre croissant; alors la résolution de l'équation
pour
O < 37 < iTi
rentre dans le problème que nous venons de traiter; mais il n'en est pas ainsi lorsqu'on veut déterminer u[x) pour des valeurs de x^Xi. Il suffit évidemment de résoudre (i) dans le cas où K(:r, x) s'annule seulement pour x = o, c'est-à-dire quand
L'étude des cas où la question est résoluble a été fait par M. Volterra (*), mais pour l'exposition de ses théorèmes nous suivrons l'analyse de M. Lalesco (^), qui les a déduits de la théorie des équations différentielles linéaires :
Considérons d'abord le cas particulier où K(^, ^) est un poljnome en x de degré n
OÙ les fonctions a/ sont régulières à l'origine. En dérivant l'équation (i) (ai 4-1) fois par rapport à x, on trouve
cp"(a7) = [ao(x) u(x)Y— [ai{x) u{x)]
cp(«)(a7) = [ao{x) u(x)Y"-^^— [ai(x) u(x)Y''-^^-^. . .
+ (_i)(«-i)[a„_,(^)i.(^)] + (-i)- f aM)u{l)d\
(1) V. Volterra, Atti Torino (Notes III et IV).
O Sur l'équation de Volterra [Journal de Mathématiques ^ 1908).
et
— \ ai(x) u{x)Y''-^^ -h . . .^ (— \y'[aa{x) u(x)].
On a réduit ainsi l'équation intégrale à une équation différentielle linéaire d'ordre n, qui a pour adjointe l'équation
(,5) o^n-^^^(x) = aoix)i^^'^^-^ ai(.r)p^«-i^-f-. . .-I- a„_,(^)p'-h an{x)i>.
Réciproquement soit u (x) une solution de l'équation (i4') qui satisfait à l'origine [x = o) aux relations
o'(o) = ao(o)u(o),
(^" (o) = ao{o) u' (o) -\- \ a^io) ~ ai(o)] u{o), ('6) / ,
(p(«^(o) = ao(o) w(«-»^(o) H- [(/i — r)ao(o)— «i (o) ] w('^-2)(o) -+-.. . 4-[«[,"->^(o)-f-<-2)(o)-i-...-i-«„_,(o)]^^(o),
que l'on obtient en faisant dans les équations (i4) ^ = 0. Alors par n intégrations successives, on peut remonter à l'équation intégrale (i) et la fonction w (:r) représente bien une solution de (i). Sia^ (o) =K (o, o)=z^o le système linéaire (16) nous donne donc d'une manière unique les valeurs de la solution et de ses (« — i) dérivées à l'origine
et dans ce cas l'équation (1) admet une seule solution régulière à l'origine. Ce résultat ressort immédiatement de ceux que nous avons déjà établis dans le paragraphe précédent.
Mais nous sommes en état de traiter le cas où K(o,o) = ao(o) = o. Supposons que le degré minimum des termes en x, ç qui composent K.{x,ç) soit n: alors, d'après (i3), on voit que a,, (;), a, (^), ..., rt„_,(Ç) doivent s'annuler à l'origine au moins d'ordres /i, n — I, ..., I respectivement, soit qu'on peut écrire
où a„, . . . , a„ ne s'annulent pas simultanément.
Si l'on introduit lacondition essentielle oL^y^o^ le système (16)
nous donne
cp'(o) = cp"(o) =. . .= ^("^(o) = o;
ainsi pour que la solution soit finie à l'origine il faut que
c^{x) = x'^-^^ Oi{x).
Ensuite, puisque toute solution de l'équation différentielle (i4') régulière à l'origine est solution de l'équation intégrale et vice versa^ il s'agit d'étudier l'équation (i40 4*^^ peut s'écrire sous la forme
('^) ' ^ tl, = u^'^^ix) -^ p,{x) u'^'^-^^x) +. . .-^ pn{x) a{x),
où, d'après (17), les coefficients/?/ (r) sont des fonctions uniformes dans une certaine région du plan à contour simple et ont un pôle à l'origine. On voit facilement que l'équation (18) ainsi que son adjointe ( 1 5) sont des équations différentielles du type deFuchs pour V origine ('), avec deuxième membre. Or une équation du type de Fuchs
, , f\(x) , ,, f'>{ X) , . fn(^)
où les fi {00) sont holomorphes dans le domaine de Torigine, a pour équation fondamentale déterminante relative au point singulier ^ = o
-hp<p — i)...(p — /n-2)/i(o)-h...-hp/„-i(o)+/„(o) = o.
Donc l'équation déterminante de l'équation (i5) s'écrira
p(p— i)...(p — /i4-i)ao-4- p(p — i). . . (p — n + 2)ai+...4-a„= o.
Parla substitution 0= — /• — i , on a l'équation déterminante de l'adjointe (18 )
(19) (/•4-i)(/'-T-2)...(r-4-/i)xj — (r-i-i)...(/'4-/i — I)al^-..,^-( — i)«a;i = 0.
Supposons que les racines /*), /^i ••-, ''n soient différentes entre elles et leurs différences ne soient pas des nombres entiers. Alors l'équation (18), supposée sans second membre, admet les intégrales
M, = a:''i6i(a7), ..., Un ^^ X''n^fi{^)i
(^) Pour la théorie de celte équation, voir E. Picard, Analyse, t. III, Chap. XI.
les fonctions ^/(^) étant holomorphes dans un domaine de l'origine et différentes de zéro en ce point. Son intégrale générale est
Donc la solution générale de l'équation (i8) [ou bien de (i4')] avec deuxième membre s'écrit
(20) u{x) — Gia^^i ^i{x) -+-. . .-+- C,iX''rt^,^(x) -\- ^(x),
en désignant par à [x) une intégrale particulière.
Or, pour voir si la solution esijînie à i' origine^ il faut examiner le signe de la partie réelle des racines /'<, . . . , r,i de l'équation déterminante (19). Une solution particulière 'h (x) de l'équation (18) est donnée, en appliquant la méthode de la variation des constantes, par la formule
(21) xr.^,{x)j^ ^^,,-:,
où Q< (x), . . ., 0^,1 (x) sont des fonctions régulières à V origine. Il existe une seule solution finie à V origine si V on doit prendre
Cl = G2 = G3 = . . . = G^ = o ;
cela exige que toutes les racines r^, . .. , /•„ de l équation déterminante aient leurs parties réelles négati^^es : dans cette hypothèse la solution particulière [q.\) seia l'unique solution finie à V origine. Nous avons ainsi établi le théorème pour le cas particulier envisagé. Mais pour l'énoncer sous la forme donnée par M. Volterra, remplaçons /• par — /• dans l'équation (19), on obtiendra
(19') (,._i)(,._2). ..(/'— /i)ao+(/- — i)...(r— «-hi)a, H-. ..
Ecrivons le nojau sous la forme
K(a7, \) = Aoa7"4- Aia7"-i^ -4-. . .-H A„_ia"^«-»4- A,,^".
On peut déterminer les a^ en fonction des A/ en posant q =: x dans
l'équation (i3) et dans ses n premières dérivées :
«0 = A/i -+- A,t_i 4-. . . -i- Ao, (— i)ai= A,j_i-i-2A„_.2-i-.. .-+- /lAo,
Jl
Substituant dans l'équation (19'), ordonnant par rapport aux A/ et divisant par
on trouve enfin l'équation
Ao Al A/i
dont les racines doivent avoir leurs parties réelles positi-ves, puisque nous avons changé dans (19) /' en — r.
Passons au cas général où le noyau est de la forme
ce développement étant convergent pour
et soit ?i le degré minimum des termes en ^, ç; alors on peut écrire
OÙ l'on a représenté par H(j:'', Ç^) l'ensemble des termes d'un degré supérieur à n en x^ Ç.
Dans ces hypothèses, dérivons (/z+i) fois l'équation (i), par rapport à x^ en posant
on trouve l'équalion
(•12) D[u{x)] = [ao(.r) u(x)Y"^
— [ai(a?)w(:r)];«-i>4-...+ (— i)«a,,(r)a(ir)
qu'on peut résoudre par des approximations successives, cherchant une solution de la forme
(a) u(x) = Mo -H (wi — Mo) H- (u-i — Ml) -4-
En première approximation, négligeant le terme intégral, on a une équation différentielle linéaire d'ordre n et du lype de Fuchs :
(23) D[uo{x)] = [a,(x) Uo(x)Y"^ — [ai{x) uo(x)Y'^-^^ -h . . .
-+- (— i)"[a„(57) Mo(^)] = 9(''+i)(ir)
et nous venons de voir que, si l'équation algébrique (19'^) correspondante a toutes ses racines à parties réelles positives, l'équation (28) a une seule solution finie à l'origine de la forme
(24) Uo(x) = x''^ ^i (x) I
■' Qi(;r)c5(«+i'(a7) dx
où ^t (x), . .., '1,2 {x) ; Q, (x), , Q// (x) sont des fonctions régulières à l'origine dépendant de l'équation î)[uq (x)^ = o. Les autres approximations donnent des équations différentielles
linéaires analogues
f K„(^,^)Mo(0^;,
En remplaçant dans l'équation (24) et dans les formules analogues qu'on trouverait en résolvant les équations (28') les quantités qui sont écrites dans le deuxième membre par leurs modules
maxima, on démontre aisément, par la méthode des fonctions majorantes^ la convergence absolue et uniforme de la série (a) dans un certain cercle.
Enfin, par [n-\- \) intégrations successives, on peut remonter à V équation intégrale (i) et il ne faut pas introduire de constantes arl)itraires puisque
Nous sommes donc en état d'énoncer le théorème suivant : Si, dans l'équation intégrale (i), on a
o{x) =z x'^-^'^ Oi{x),
K(^, \) =^ kiX^^-i\i^ H (iP'', \^) (r -f- 5 > n),
cp, et H étant finies et continues ainsi que leurs dérivées pour
o>_\'>x^h^ et
Ao 4- Al H- . . . -f- A,i = ao 7^ o ;
sien outre K(^, :r) ne s'annule que pour c^: = o, il existe une seule solution finie à t origine^ lorsque toutes les racines de V équation algébrique (19') étant différentes entre elles et n ayant pas leurs différences entières (*) ont leurs parties réelles positives.
Si la condition
Ao -^ A 1 + . . . H- A,i = ao ^ o
n'est pas remplie, il faut traiter à part chaque cas. Ainsi M. E. Holmgren (-) a étudié le cas où /i = 1 .
Enfin remarquons que, si quelques racines de l'équation algébrique (19) ont leurs parties réelles négatives^ le problème est indéterminé. Pour établir ce point et pour la discussion de la condition a,» = o, nous renverrons, ainsi qu'aux travaux de M. Vollerra et de M. Holmgren déjà cités, au Mémoire de M. T. Lalesco (Partie J, n°^ 7-8) qui a retrouvé et complété d'une façon directe ces résultats.
(^) On peut voir que cette condition n'est pas nécessaire (Lalesco, toc. cit. p. 142).
(-) E. Holmgren^ Sur un théorème de M. Vollerra, etc. {Atti Torino, t. XXXV, 1900).
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IV. — Systèmes d'équations intégrales (i
Envisageons le système de n équations intégrales que nous appellerons système de deuxième espèce :
(i) o,,{x) = un(x)-{-j 2 \^hff{oc, 'k)ug{\)d^ {h = 1,2, 3, ..., /i
Soient «,, «2> "1 i^uy les fonctions inconnues. Nous supposerons que les noyaux K^^ sont finis et intégrables pour
qu'ils satisfont à la condition
|K/,^I<M et qu'on peut toujours invertir Tordre des intégrations.
La résolution s'obtient grâce à tî^ois principes fondamentaux analogues à ceux que nous avons déjà développés.
Construisons par quadratures les fonctions
/ Kiy = -K/,^.(^, 0 {h, g =1,2, ...,/i),
^""^ \^'& = f ^^ÏU^,^)Kl-J'{^.'Odz (y = i,2,...,.-i);
alors
et les séries
sont uniformément convergentes dans le champ envisagé et représentent n- fonctions S/ig finies et continues (principe de convergence). En étudiant la forme des restes des séries (3) on constate^ tout à fait comme dans le cas d'une seule équation, que
Sa^(^, 0 + K/,^„(a7, 0=— / 51 Snr(x,z)Krg(z,^)dz
(^) VoLTERRA, Rend. Lincei, i5 mars iHgO, p. i83.
et
/ = 1 où
S//i(^, 0=— Sa^Co^, 0,
{principe de réciprocité).
C'est pourquoi, en prenant arbitrairement un des deux groupes de fonctions K^»., S^^o^, on peut calculer l'autre par de simples quadratures.
Enfin, en appliquant au système (i) les opérations analogues à celles que nous avons faites précédemment (§2, III), on a
donc
/ >]S/,„.(2, a7)cp^(;r)<r/jp=— / ^Knr{z,^)Uri'^)dl = Uh{z)— Oh{z), c'est-à-dire que Z'i/iper^fo/i du système d'équations intégrales (i)
est donnée par le système
(B) un{x) = on{x)^ f V S/,^(:r, 0 ?^(0 ^^
et réciproquement (principe d^ inversion).
Nous appellerons système de première espèce le suivant :
(7) on(x)=: f yKn.(x,^)Uga)di,
et nous supposerons que les fonctions cp^^ et K^^ soient finies, continues et dérivables dans l'intervalle donné. Dérivons alors une fois par rapport à x. Nous obtiendrons
Envisageons le déterminant
si D(^,5;)7^o, en désignant par ^^.hg{x^x^ les éléments réciproques à^s K>io.(^, ^2?) divisés parD(^,^), on trouve, par la résolution d'équations algébriques ordinaires,
d'où, en posant
on tire
Donc le système (7) est, si D(^,:r)^o, réduit à un système de deuxième espèce (9) et la résolution du système transformé (9) est donné par la méthode que nous venons d'exposer.
Le cas où D(x,^) s'annule a été étudié par M. T. Lalesco (') par un procédé analogue à celui qu'on emploie pour l'équation de première espèce; il faut dériver le système (7) jusqu'à ce qu'on
(') T. Lalesco, Sur Véquation de Volterra (Journ. de Mathém., t. I, 1908, p. 171).
obtienne, en négligeant l'intégrale, un système cV équations différentielles fuchsiennes. On peut supposer, pour fixer les idées, que le système ('j) soit formé par deux équations; alors, en désignant par n Tordre du zéro de D(o,o), si n est impair (/î = 2A + i ), il faut dériver k fois l'une des deux équations du système (7) et k -\- \ fois l'autre; si n est pair (^n =^ 2 k) il faut dériver k fois les deux équations.
Ainsi, l'on trouve un système de deux équations fuchsiennes d'ordre ai à une seule inconnue, auxquelles il faut adjoindre deux équations algébriques déterminantes pour discuter le problème. La discussion dépend, comme dans le cas de l'équation de première espèce, du signe de la partie réelle de leurs racines^ et de deux conditions analogues à celle du n° 3 : AqH- Ai -h A2+...H- A,^^ o.
V. — Inversion des intégrales multiples (i
I. Equations de deuxième espèce. — Soit l'équation de deuxième espèce de Volterra à n variables indépendantes
(1) Cp(^i,...,a7„) = U{X^, ..., Xn)
et supposons que dans le domaine
^^h^Xi-^h {i = \,'î, ..., n),
le noyau K soit une fonction finie et intégrable des in variables A',, . . .^ Xn'i it, . • ., in. En outre, soit | K | <]M et supposons qu'on peut toujours invertir l'ordre des intégrations.
La méthode de résolution est l'extension du procédé employé dans le cas d'une seule variable (§2). Il est inutile de développer les calculs : nous nous bornerons à énoncer le résultat :
La solution de l'équation (i) est donnée par
(2) u{Xx,...,Xn) = ^{Xw-,Xa)
+ / d^x... S(.r,,...,a7„|^,,. .,^„)cp(^,,-.-,^«)^^«r
(^) V. Volterra, Lincei, 1896 (Note II).
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OÙ
Pour démontrer cette proposition (^principe cV inversion)^ on démontre d'abord que la série (3) est convergente [principe de convergence) et qu'on a les relations
dZi... S{Xi,...,Xn\^u...,Z„)K(Zi,...,Zn\^^l,...,^n)dZn,
et aussi
(3') K{xu ...,Xn\ir,...Au)=^S"H^u ...,^«Ui, •..,^^)
avec
I S^''(a7,,...,a7;,|^,,...,^„)= / dzi... S'y (j^,,...,a'„|^,,.'..,s,i)
Elles constituent \e principe de réciprocité.
II. Equations de première espèce. — Pour simplifier les calculs supposons qu'il n'y ait que deux variables, le raisonnement s'étendant à un nombre quelconque de variables. Soit donc l'équation
(6) (f{xi,Xi)= d^i I K(xi,X2\^i,^%) uCzi,U)d^2. . .
L'idée la plus naturelle pour résoudre cette équation est de la réduire à une équation de deuxième espèce en suivant la même
marche que dans le cas où la fonction inconnue ne dépend que d'une seule variable (§ III). Mais cette opération est dans ce cas plus compliquée. En effet dérivons l'équation (6) par rapport à ^, et à ^^2 5 nous obtiendrons
r''^ à\^{xx,X2\xu \i) , V s ,^
àxx dx^
u{X\, \ï)d\x dli.
En supposant K (^i, ^o | ^m ^2) 7^ o i^ relation précédente, divisée par K {x^ , :r2 1 ^i , ^2)7 prend la forme
f ¥{x^,X2\\x)u{c,uX^)d^x
+ / ^{Xx, a-2 I ^2) «(^1, ^2) û?^2
-+- / / H(a7,,a72Ui, ^2) w(;i, b)^;i «?;2,
équation dont le premier membre est connu, et le deuxième membre contient la fonction inconnue et des intégrales simples et doubles de la fonction inconnue.
Gela posé, conservons dans le second membre les deux premiers termes et transportons les autres dans le premier membre. En appelant le premier membre T(^i, .To), on aura
Envisageons dans cette équation x^ comme un paramètre constant et T [xxi x^) comme une fonction connue. On pourra la résoudre par rapport à u (^j, Xo) et l'on trouvera
f ^^{xuX^Wx)^ {\\,oi:i)d\x-
Remplaçons T (Xi, X2) par sa valeur, c'est-à-dire par
Il viendra
W(^l, ^2) = ^(^1, ^1)— / *(^l, ^2 I b)M(:ri, ^2)û?^2
f / G(:ri, a^aUi, b) w(^i, ^2)<^^iO?^2,
011 G(^,, ^2|?n ^2) est une fonction connue. Cette équation pourra s'écrire
= .l;(a7i, 372)-+- / / G(a7i,a"2|^i, ^2) w(^i, ^2)^^l<^b = V(ari,ir2).
Regardons dans cette équation x^ comme un paramètre constant et V(.r,, X2) comme une fonction connue. En résolvant cette équation intégrale par rapport à u{x^^ x^)-, on trouve
/ -C(^n ^2^1, ^2)m(^1, $2)<a?^lû?Ç2,
où 4^(^i, ^2|iM?2) est une fonction connue. Cette dernière équation a la forme (i); en appliquant l'analyse précédente, on pourra donc en tirer u(Xi^ X2) et Ton aura, par suite, résolu l'équation de première espèce (6).
Dans le cas où il y a non plus deux, mais n variables, il faudra dériver l'équation intégrale n fois par rapport aux n variables. On trouvera ainsi une relation où l'ordre des intégrales va de i jusqu'à n. Pour réduire la relation obtenue à une équation de deuxième espèce de la forme (i), il faudra éliminer les différentes intégrales par des résolutions successives d'équations intégrales tout à fait analogues à celles qui se présentent dans le cas n = 2, On arrive ainsi à la résolution de l'équation de première espèce. V. 5*
VI. — Systèmes d'équations intégrales a plusieurs variables. Soit le système de première espèce
OÙ z//(;i, ?>7 ••••) Ç/0 sont les fonctions inconnues, A = i, 2, ...,v. Dérivons par rapport à ;r,, ..., .r„. Si le déterminant
Kji, K12, ... Kiv
Kv,, K,o, ... Kvv
où l'on a fait H, =.a;,, Ho = ^2, ..., S,^ = .r^^ n'est pas nul, il en résulte
OÙ Fç représente une somme d'intégrales simples, doubles, ..., /i-uples, qui contient linéairement les inconnues, et ^/i est connue. En supposant connues Wo^ •••? ^'v on lire ll^ de la première équation du système (2) par le procédé que nous venons de donner dans le paragraphe précédent. En substituant la valeur de w, dans les autres équations on aura, entre les inconnues U2, . . ., ii^, un système de (v — i) équations qui conservent la forme (2). En continuant ainsi on parvient enfin à une seule équation avec une seule inconnue.
Ce procédé montre aussi la voie qu'il faut suivre si le système donné est de seconde espèce.
VII. — Méthodes par approximations successives
1. Nous allons exposer d'autres méthodes pour résoudre les équations intégrales.
Prenons l'équation de deuxième espèce
JC
(I) ii(.T) = ^(x)- f K(.r, o«(0^^;
posons, en première approximation^
alors, en seconde appioxiniation^ il vient
en substituant celte valeur dans ( i ) on a
u{x) = <:.{x)- f K(;r,^)cp(0«^;
+ f K(^,^)^i f K(lz)o{z)dz,
en appliquant ensuite au dernier terme la formule de Diriclilet et en se rappelant que (§11)
f K{x,z)K{z,'^)dz = K'~-^^{x,^), on a pour la troisième approximation
En procédant ainsi de suite par substitutions successives dans (i) on obtient finalement la formule
qui coïncide avec celle obtenue (§11) par une autre voie.
Si l'on a l'équation
(3) ^{x) = u{x) + \ f K{x,^)uC:,)d\,
OÙ l'on a introduit un paramètre \ que l'on regarde comme une variable complexe^ on peut employer la méthode de développement en série des puissances de \ pour calculer u (x). En effet écrivons
(4) uCk, X) = U{0,X) -h'kll'{0,x) -i j- m" (O, a?) -+-... H j- W^"^(0, a?) -4-...
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en posant
U^riUl X)= V— '
^ ' ^ dX"-
Il est facile de déterminer les u^"^{o, x).
On a d'abord
En dérivant l'équation (3) par rapport à X et en y faisant ensuite \ = o, on obtient
u'{o,x)=-f Kix,^)uio,^)d'ç= f K(i)(^,0?(0^^
En dérivant deux fois l'équation (3) par rapport à X et y posant A = o, on trouve
= if M^,i)d^ f\a,z)o(z)dz
et l'on calcule d'une manière analogue ?/"^(o, x), etc. En substituant ces valeurs dans (4) on a enfin
(5) u(X,x)^o{x)-^-K f K(iK.^^,0?(0^^ + X2 r K(2)(^, ^)cp(0^f-4-...
et comme la série ^K^'O.' est uniformément convergente quel que
soit le module de X, la solution (5) de l'équation (3) est une fonction holomorphe de A dans tout le plan.
Il est évident que si Ton fait dans la formule précédente X = i, on trouve la solution de l'équation (i).
Une méthode pour résoudre l'équation de première espèce
(G) <,{x)^ f K(x,^)ua)d^,
directement par approximations successives eslduekM. Picard (*). ( ' ) E. Picard, Su/- une équation fonctionnelle {Comptes rendus, 2" sein. 1904).
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Il envisage l'équation
qui pour ). = i se réduit à l'équation (6). On admet la condition K(^, ;) ^ o : il s'agit de trouver une solution de la forme
(8) m(^) = lfo{x) -i-X Ux{x) -^\- U2{x) -h. . .-i-'k"' llfii^) -^' ' "
11 suffit de poser pour cela
o'(x) ,,, ,, dK(x,0
et SI
I ao(-^) |< N, i H(;r, 0 l< M, | K(;r, x) | > L,
où M, N, L sont des quantités finies, on a
/ \\\ n ytl
\Ur,{x)\<^[J^J ^,
c'est-à-dire que la formule (8) donne une et une seule solution fonction holomorphe de A pour
En faisant À = i , on retrouve la solution de M. Volterra. Etudions maintenant le cas où le noyau devient infini pour ^ = ç. Soit
en supposant G(^, ç) continue dans l'intervalle donné, G(^,:r) ^ o et 'f (o) = o. Considérons donc, au lieu de l'équation (7),
Posons
M(a;) = ^0(37) -f- X U\{X) -\- X- Ui{x) -4-. . .,
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Uo [x) est déterminée par \di formule d'Abel
(l l) Uq{x) =
sinar: /'
et si P(i, ^) désii^ne une fonction que l'on construitaisément d'après la forme même de l'équation ( lo), on a
, , , ^ sinaî: f'' dl f^ PC?, z) ^ , ,
(12) UfJx)= 7^— / ; jr-, / r= '■ lln-i(z)dz,
^G{x,x)J^ (a7_^)i-aj^ C^-z)^ " '' ^ '
il est facile enfin de s'assurer de la convergence de la série précédente.
Il est intéressant d'étudier (*) l'équation (6) dans le cas où K(.2^, H) et '^{x) sont deux fonctions analytiques (régulières) de leurs arguments dans le domaine du pointa' = ^ = o : la solution est régulière en jr = o si l'on a de plus '-d (o) ^= o. Le noyau ayant la forme
en dérivant l'équation (6) sous ces hypothèses, on a
En introduisant un paramètre ). qui multiplie le noyau K, on a la solution sous la forme
U[X) = Ui)(x) H- X Ui{x) -t- X2 U.2(x) -h. . . ,
avec (i3) { a,{x)
en supposant <7o(o)^o. La solution donnée par la série est une fonction entière en À pour tout point x intérieur au cercle G', ayant pour centre x = o et pour rayon la plus petite des distances
(') Th. Lalksco, Journal de Mathém., 1908.
du point ^=r o aux zéro de ao(^) et aux points singuliers de '^' {x)
et ; l^a démonstration se tait au moven de la méthode des
Ox ->
fonctions majorantes. On peut retrouver la formule même donnée par M. Volterra(§ III), en posant
ao{x) ox
on a alors c'est-à-dire
Un{x)= f \\„{x,\)u,C^)dl
ao{x)
^'^'^'-fW'''^'^''-]-
4. La méthode des approximations successives s'applique avec succès (') à une équation de deuxième espèce dont le noyau
ï^(^-^)=(^ïnZ^ (o<a<i)
devient infini d'ordre moindre que i pour x ■=\. Prenons l'équation
(.4) u{x) = '.{x)-^\J'' ^f_2^^^^dl
Si l'on pose
Uq{x)'=^o{x),
on a
(') R- d'Adhémar, Sur les équations intégrales de Volterra {Atti del Congresso internaz. di Matem., t. II, 1908).
en posant
^ dt
et en désignant par m la limite supérieure de l 'f (^) |, on trouve
L'équation (i4) a donc une solution (unique) si |X|B^'~°'<C i.
o. La même méthode s'applique aussi à l'équation de deuxième espèce plus générale
Supposons
|K(a7, 01<M, |cp(^)l<m;
alors
AI
I uAx) — Mo(^)|< — ^^ mxP.
\Un{x)—Un-x{x)\<- -—-mxP\
(yO -h I/*
donc les approximations convergent si
|X|M<jo + i.
Pour que la solution finie soit unique^ il faut introduire une autre condition : en efiel, soit a^^\x) =^ u^'\x') — m^'^(^), u'^^^x) et u^^^ [x) étant deux solutions finies. On aura
d'où, comme
on tirera
quelque grand que soit n : donc il y a unicité de la solution sf
VIII. — Équations de Volterra de type généralise. 1. Considérons l'équation intégrale (')
(l) ^(x)=::u{x) — P{X)ll{OLX)-hlf K ( J7, ^ «^( ? ) ^; (o<a<l),
où les fonctions connues sont P, R, o.
Supppsons que dans l'inlervalle o^x'^h ces fonctions soient continues et finies et que l'on ait
o<P(x)<e^'\ P(o) = i, \^(x)\<:Bx,
où A et B sont des constantes positives. Supposons enfin que la valeur u(o) soit donnée. Alors le produit infini
TTp(a'^)= U(x)
sera convergent et dans l'intervalle donné l'on aura, H étant une constante finie et positive,
Employons la méthode des approximations successives (§VII) en cherchant une solution de la forme
{2) lt(x) = Ui)(x) -i-X Ui{x) -\-. , .-^ 1'^ Un{^) ~^- • ' '
On aura les équations
Uo{x) — P(^) Uo{oi.x) = <i{x),
ui{x)— P(x) Ui{o(.x) — — I K(x, ^) Wo(0^^»
Un{x) — F{x)Un(^x) =— j K (^, ^) W„_i (^ <^^
Tout revient à résoudre une équation de la forme
<4) u{x) — P{x) u{'xx)= ^{x),
( ^ ) E. Picard, Sur une équation fonctionnelle {Comptes rendus, i" sem. 1907 ).
OÙ l'on suppose | <ï>(^)| -< Cjp, C élant une conslanle positive. La solution est donnée par une formule du calcul aux différences finies que nous allons établir : remplaçons dans l'équation (4) X par a.r, a-^, ..., a"^, il vient
U{X) —V{X) il{0LX) =^{x),
u{oLx) —Y*{ax) u{i^x) =*(aiP),
M(a"^)— P(a"iP) u{7.'^-^^x) = 'P(a''x).
En multipliant respectivement ces équations par
I, P(x), P(x)P(oLx), F{x)P(aix)P('x'^x),
et en ajoutant, on a la relation
ri
a(x) — P(x) P(ocx) . . . P(a«;r) u(y.'i-^'^x) = V *(a/ic)rT P(a'>);
en passant à la limite pour /? = oo on a (puisque a -< i)
lim ii(oL'^-^^x) = u{o),
donc
-h P(x) P(oix) . . . P(a''-'^x)4>(oL'-'x) -+-...,
on voit facilement que cette série est convergente.
Cette formule résout l'équation (4) et, par conséquent, toutes les équations d'approximations (3); on a
' u/i(x) = l](x) u/i(o) -{- 'P/iix) -\- P(x)^/i(ax) -^. . . -+- Pix) . . . P(a"-ia") */,(a«57) 4- . . . (5') i (l^ = o, ', '-i, 3, •• 0^
ou
Or, en prenant pour Uo(o) la valeur donnée, on voit aisément que dans l'intervalle envisagé
1 Uo{^) I < l^,
k étant une constante positive.
Dans ces conditions il est très facile de démontrer la convergence uniforme de la série (2) pour toute valeur de ).. En elTet, soit I K(^, ^)| < M; alors
en prenant ««(o) = 0 {n^ 1) on déduit de (5) que
I Mi(a:-) I < X-MHa;(i + a4-a2 + .. .)< -,
et enfin que
On peut démontrer, à l'aide de la même méthode majorante,, que la solution est unique; en effet, la différence u^'^'^ {x) de deux solutions finies u^-'' x et u^^^ x vérifie l'équation sans second membre
OÙ
cette équation n'est satisfaite que par «^^^(ic) = o, puisque u^^^ étant finie, on a
d'où, en tenant compte de (4'),
LMUx
At 1 ( I — a ) ( I — a^' j . . . ( 1 — a'* )
2. Cette méthode s'étend (') à l'équation intégrale plus générale
(6) o(x)=ii{x)-^P{x)u[f(x)]- f K(x,'r)ua)dl ■
(' ) A. Myller, Bandwertaufgaben bel liypevbolischea Differentialgleichiuig {Mathem. Annalen, Bel. LXVIII).
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OÙ la fonction y(^) est finie, continue et uniforme, telle que
Pour calculer les approximations successives, il f^ut résoudre chaque fois une équation fonctionnelle de tjpe analogue à l'équation (4)- M. Picone ( ' ) a résolu récemment les équations ( i ) et (6) en procédant directement par approximations successives.
L'équation
/■^ r du d"^ IL 1
a été étudiée d'abord par M. Burgatti (-) et ensuite, d'une manière complète, par M. Lalesco (^). Remarquons que, dans le cas où m = 0, c'est une équation ordinaire de première espèce; dans le cas où /?2 = I et/,(^, Ç) = i, elle se ramène facilement à une équation de seconde espèce, parce qu'elle s'écrit alors
équation ayant une solution déterminée lorsqu'on donne à l'origine la valeur ?/(o).
En général nous allons voir, par une nouvelle méthode, que si frui^i x) ^ o Ql ^(o) = o, il existe^ sous certaines conditions de dérivabilité des fonctions données^ une et une seule solution de V équation (7), prenant à Vorigine^ ainsi que ses m — i premières dérivées, des valeurs données.
Pour simplifier, traitons le cas de m^= 1.
(7') ?(^; = f' [/o(-^. 0 "(0 +/i(^, 0 "'(0 +/2(^, ^) ""(;)] dl
(*) M. PicoxE, Circolo Mat. di Palernio, 2« sem. 1910; Rendic. Lincei, 2* sem. 1910.
(^) BuRGATTi, Rendic. Lincei, i" sem. igoS (deux Notes). (3) T. Lalesco, loc. cit.., p. 160.
On a
C'est pourquoi en posant
^ 0 Téquation (j) pourra s'écrire
(7") ^V{X)= f [^x{x,i)u'a)+Mx,^)u\^)]dl
De même, en posant
l'équation (y'') deviendra
Cette équation est une équation de première espèce, et puisque
Y^_{X,x)—fï{x,x), «ï>2(0) = <p(o),
on pourra la résoudre (§ III) en la réduisant, soit à l'équation de seconde espèce
(9) n (^) =/2(^, X) u"{x) ^J"' ^-^^ W'Cc) d\, soit à l'équation
(10) cï>,(^)=/,(:r,a')[w'(:r)-w'(o)]- r"^-î^4r^C"'(^)-"'(^)]<^-
Equations de Volterra non linéaires. — L'étude de ces
équations est dû à M. Lalesco, nous suivrons son analyse. Envisageons le type plus général d'équation de deuxième espèce
(il) u(x)=c^(x)-+- 1 K[^, ^; t<(0]«?^
OÙ K[^, ç, w] est une fonction des trois variables réelles x, ç, u
telle que
1K(^, ^: Uo^) — K(x,^', u^)\<^\ua—ii^\, pour
M, N, <:/, b étant des constantes positives.
On peut employer pour Ja résoudre une méthode analogue à celle suivie par M. Picard pour démontrer le théorème d'existence de Téquation différentielle (')
qui s'écrit aussi sous la forme intégrale
C étant une constante, et qui est un cas particulier de l'équation (i i).
Soit
lorsque x varie dans l'intervalle o, A, étant
Ecrivons les équations aux approximations successives relatives à l'équation (i i) de la manière suivante :
My(.r) = 9(07),
Uy{x) = o{x)^ f K[^J;cp(^)]«r^,
i„{x) = ^{x)-i- I K[x,^;un-i{^)]d^^,
(') E. Picard, Analyse^ t. II, p. 34o.
Comme pour réquation (12), la solution cherchée de (11) est donnée par lini u,i (x) et elle sera valable dans le plus petit des
deux intervalles (o, a), (o, h), étant
En effet
I wj — Mo I < Ma;
et puisque en général
on aura
^2 1^2 — wi I < MN — , 1.2
ni
On voit donc que la série
Mo H- ( Wi — Mo ) -+- • . . -^ ( Un — Un-\ ) + • . .
est absolument et uniformément convergente et qu^elle représente la solution unique de V équation (i i). Pour l'équation (12) on a
çp(^) = cp(o) = G,
et l'on retrouve le résultat de M. Picard pour l'équation dififérentielle correspondante.
Le problème est beaucoup plus compliqué lorsqu'on envisage les équations de première espèce; prenons, par exemple, l'équation
(.3) cp(x)= f {M^AX^)-^M^A)uH\)-^-+fm{o^A)u"'{'k)\dx, dérivons par rapport 'à x. On aura
(.4) ^\oo)=^Mx,x)ui{x)-^J^^^-£uia)dl
Les équations aux approximations sont
(iDj
in jn
^fi{x,x)uUor) = o\T)-j'^^-àu\,_,{\)dl
et l'on voit aisément que toute approximation est une fonction niuliiforme de x. Les ramifications ne sont pas les mêmes pour toutes les approximations, parce que le deuxième membre varie pour chaque équation : donc en général il n'est pas possible de trouver une surface de Riemann qui corresponde à toutes les approximations.
IX. — Équations intégrales de Volterra avec les deux limites
DE l'intégrale variables.
a. Equations de deuxième espèce. — Prenons l'équation linéaire de deuxième espèce à deux limites variables (')
où 'f (^) est définie dans l'intervalle ( — ^,^) et la fonction K(^, ^) est finie et intégrable pour
L'équation (i) s'écrit aussi
(') V. Volterra, Annati di Matematica, art. IL
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OU bien
^{a:) = u{x)-^ f Kix,-'^)u(-\)d^-^- f \i{x,\) uC^) d^ {'i) ( et en échangeant a; en — x^ en même temps ^ en — ^,
Posons
u{x) =^ Ui{x)^ u{ — x) = Ui{x),
o{x) = o^{x), ^{— x) = 'fi{x),
K{x, 0 - KW(^, 0, K(ar, - a) = K'AH^r, 0,
on est ramené au système de deuxième espèce
d'où Ton peut tirer, en appliquant le procédé donné (§ IV), les inconnues u^{x) et U2{x) définies dans l'intervalle (o<^^<!^). Le système résolvant s'écrit sous la forme
et en posant
SW(^, 0 = - s(- ^, ^\ sv^'C^, 0 = - s(-^, - 0,
où la fonction S est définie pour
on peut remplacer le système précédent par la seule équation
qui donne V inversion de V équation (r).
Supposons ensuite que l'équation à résoudre soit de la forme
CI.X
OU
Ia|<i.
Si a est positif et o <C x <i b, l'équation se ramène à l'équation ordinaire
11 suffit pour cela de supposer Iv(^, ^) =i: o pour ^ <; olx. Si a est négatif et y.b <C. x <^b on peut la réduire à la forme (i) que nous venons d'étudier. 11 suffit de supposer R (x, H) = o pour
— X <i ^ <C. OCX ) ( — b <i X <C oib,
et pour a.b <ix <.b ) { — X <i\ <.x,
et de prolonger arbitrairement la fonction o[x) pour x compris entre
en la conservant intégrable et finie. Alors
KV2(^-J) = o pour
( — oib <C X <i 0, our <^
KW(^, 0 = o
pour
"JLX <. \ < ^,
— ab <C ^ <i b, et pour {
En construisant par quadratures les fonctions itérées K^/.j, Kij'âj
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K!/p on voit aisément, comme le montre une simple représentation géométrique, que ces fonctions s'annulent respectivement pour les mêmes valeurs pour lesquelles s'annulent les fonctions iv^/.,', R!,V, K.[!^. De même pour les fonctions S/j, Si,^', S!,','. Donc V inversion de V équation (()) est donnée par l'équation
puisque S (x.^) = o pour les mêmes valeurs considérées précédemment des variables jr, ç qui annulent la fonction K(^, ^). La résolution de l'équation de deuxième espèce plus générale
se ramène à la solution précédente. En effet, soit q^p-, alors on peut écrire l'équation (8) sous la forme
en supposant
pour \ compris entre qx et x, et l'on revient ainsi à l'équation (6).
[îi. Equations de première espèce. — Lue équation fonctionnelle très intéressante au point de vue de la théorie des équations aux dérivées paitielles (*) est la suivante :
— <" I . Le cas ou — ^1 \q
Supposons d'abord
>> 1 se réduit immé-
diatement au précédent. Par la transformation qx=^y, on ramène cette équation à la forme
(lo) ç(:r)= r K(r,0«(0^; ( h |< i ).
(') GouRSAT, Sur un problème relatif à la théorie des équations aux dérivées partielles du second ordre {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2« série, t. V et VI).
Soil a positif, posons la condition }L(xjX) ^ o. Pour qu'il existe une solution finie u{oc)^ il faut supposer c5(o) = o. Dérivons l'équation (10) et écrivons
¥l{x,x) K{x^x) Kix^x) ox
alors
F{x,^)ii(^)d^ (o<a<i).
M. Volterra a résolu directement l'équation (11) au moyen du calcul aux dijfférences finies ('), mais on peut aussi employer la méthode des approximations successives ('-). Ecrivons
' Mo(^)— P(^) Wo(aa?) =/(;r),
(l'2) {Urt{x) — V{x)Un{^x)=—\ Y{x,\)Un-'i{\)d\,
^ eux
Dans ce cas on voit que
I I P{x"x) = o, parce que
hm P(a«-ia7) = hm — — ^ — '- -^ = a<i,
et la solution des équations aux approximations est donnée par
1 Uh{x) = ^H{x)-\-V(^x)^u{%X)+,..
I -4- P(^)P(aa7)...P(a«-i:r)*l>A(a«a
(i3) ( où
ax
On démontre par le procédé que nous avons déjà utilisé IsiConçer-
(*) V. Volterra, Annali di Mathem.^ art. II. (^) T. Lalesco, Journ. de Mathém., p. i56.
gence uniforme de la série
el r unicité de la solution (§ VIII).
On peut procéder d'une manière loul à fait analogue dans le cas où o > a >> — i .
Il faut étudier à part le cas où a= — i qui correspond à l'équation
On peut réduire celle équation au système suivanl de première espèce (comparer § I\, a) : ,
en posant
Nous avons résolu (§4) les systèmes de première espèce dans le cas où
ne s'annule pas pour j^- = o : mais ici on a D (o, o) = o, donc il faut traiter l'équation (14)7 ou bien le système correspondant (10) par une méthode analogue (§ 3 et § 4) à celle employée pour l'équalion de première espèce dans le cas où K(o, 0)=: o.
wSi dans l'équation (6), où o << a <! 1 , nous faisons x=ie^'^y i; z=: e^i, elle prend la forme
v{x,)=^{x,)-^ f ' \\{xuU)^{b)d^i
étant y= — loga, et v étant la fonction inconnue. De même l'équation de première espèce (10) par la même transformation
gS CHAPITRE II.
devient
On rencontre des équations de ce type dans la théorie des électrons (^).
Une équation particulière de première espèce à limites constantes se ramène aisément aux équations que nous venons de traiter : c'est l'équation
déjà envisagée mais non résolue par Abel. Il suffît de poser xl, =J'. Alors en posant
on a
équation du type (9).
La théorie des équations aux dérivées partielles conduit enfin à des équations de Volterra de deuxième espèce de la forme
(16) cp(^)=r K(^J)w(0^; [K(x,x)^o],
OÙ la fonction y =/*(^) est finie, continue, dans l'intervalle
est nulle à l'origine et l'on a \f[x)\<ib. Cette équation n'est qu'une généralisation d'un type que nous avons déjà étudié. En dérivant par rapport à .r et en posant
K{XjX) ôx K{x,x)
on a
(F7) ^{x) = ii(x)-Pix)u[f(x)]-i- f U(x,^)ua)dl
(^) Comparez Hertz, Die Bewegung eines Electrons, etc. {Math. Annalen, t. LXV).
On peut appliquer à cette équation l'analyse que nous avons déjà employée pour le cas que nous avons traité dans le paragraphe 8.
On peut aussi transformer l'équation (i6) en l'intégrant par parties. Posons pour cela
alors
(.9) o{x) = K(x, X) %{x) - r' ^^i^e(0 dl
et il s'agit de résoudre les deux équations (i8) et (19) : cette dernière se résout facilement par des approximations successives. Posons
nous aurons
*y fi r- \
Gela posé prenons
(20) en(a;)=f L(xJ)e„-,(Oû?^
Si
|cpi(:r)I<M, 1L(^,^)1<N,
nous aurons
e,,(:r)i<MN«
En effet |eo(j?)|<M, et si
en vertu de l'équation (20) il viendra On aura donc
e(x)=^en(^).
n=zQ
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Pour résoudre l'équation (i8), si f{x) est dérivable, on a
d'où l'on peut tirer u {x) en employant des méthodes que nous avons déjà envisagées.
M. Lalesco a aussi proposé un procédé d'itération^(' ) que nous voulons indiquer. En posant
alors
en ajoutant et passant à la limite pour /z = oo en supposant limy*;^ = o, on trouve, certaines conditions étant satisfaites,
d'où la valeur de u(x) par dérivation.
y. Equations non linéaires à plusieuj^s variables. — M. Picone a été amené, par l'étude de certaines équations aux dérivées partielles, à l'équation de Volterra non linéaire à limites variables
(21) ^{^,y) = u{x,y)-\- I d\ j K[.r, j;^^, 7); m($, 7))]rfr^
( ' ) T. Lalesco, Sur une équation du type Volterra ( Comptes rendus, \" sem. 191 1 ).
(') M. Picone, Sulle equazioni elle derivate parzialL del 2* ordine del tipo iperbolico in due variabili independenti {Bendic. Circolo Palermo, 2' sem. 1910).
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dans le cas où les fonctions f^ (x) elf2{y) sont finies, continues dans l'intervalle ( — 6, b) et où l'on a
où en plus ^(x,y) est finie et continue dans le carré ayant les sommets (b, b), ( — 6, />), ( — b, — b), (6, — b) et K[x', y ;?,*/]; u] est finie et continue pour
où enfin, en désignant par u., ç deux valeurs quelconques de l'argument u (prises entre — 00 et 00), il existe une quantité finie et positive M telle que
K[a7,j;^,rj; ii] — K[x,y; ^, r, ; u\
Dans ces hypothèses on démontre aisément, en faisant usage d'un procédé qui résume les difierentes méthodes que nous avons indiquées et en particulier appliquant la méthode d'approximations successives analogue à celle employée par M. Lalesco pour l'équation [§V1I1( 5)]
qu'il existe une et une seule solution de l'équation (21) définie dans les intervalles donnés, et qu'elle est donnée par la série convergente
ii{x,y) = Uq{x , y) -\- u^{x, y) -\- u^{x, y) -\- . . . , où
Un{^,y)=^^{oc,y)-\- 1 d^ K\x,y;^,T^;Un-lCq,r,)]drl.
Nous ne développons pas les calculs qui sont semblables à d'autres que nous avons exposés précédemment.
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• I. — Remarques générales.
L'idée fondamentale du passage à la limite, c'est-à-dire celle de partir d'un système d'équations linéaires algébriques pour arriver à une équation intégrale, idée que M. Volterra a introduite pour la première fois pour résoudre l'équation intégrale de son type, conduit aussi à la résolution de l'équation intégrale
Nous n'exposerons pas 'd'abord ce passage à la limite (voir le § VIII), mais nous commencerons par l'exposition de trois principes tout à fait analogues aux trois principes qui constituent l'analyse de l'équation de M. Volterra. Les principes de réciprocité et d'inversion relatifs à l'équation (i) sont identiques aux mêmes principes qui se rapportent à l'équation
(i') ti>(x) = u(x)-^'k f K(x,^)u(l)dl
Le principe de convergence est différent. Tandis que le noyau de l'équation (i') est une fonction holomorphe du paramètre A, celui relatif à l'équation (i) est une fonction méromorphe. Nous allons le voir dans les pages suivantes. Nous suivrons le plus possible l'analyse de M. Fredholm.
n. — Principe d'inversion.
Multiplions l'équation (i) du paragraphe précédent par une fonction finie et continue, mais d'ailleurs arbitraire, S(z,x) et
l'équation de fredholm. io3
intégrons entre o et i par rapport à x. On aura
Jf %{z^x^^{x) dx
= / '^{z^x)u{x')dx-^\ j dx I K{x,^)S(z^ x) u(^) d^,
c'est-à-dire, changeant .x en :; et modifiant l'ordre d'intégration, f/Ui^) \ S(x, ^) -^ l f' Ki z.l) ^(^^ ^')dz] = f's(z,y)^(y)dy.
Si nous déterminons S(x^y) de telle sorte que l'équation
(!) S(x,l)-hlf K(z,i)S(x,z)dz=—K{x,^),
c'est-à-dire
K(x,^^)-i~S{x,^J =-1 f S(x,z)K{z,^)dz,
soit satisfaite, la solution de l'équation (i) du paragraphe précédent sera donnée par
Nous sommes ainsi ramenés à résoudre l'équation (i) par rapport à la fonction S(:r,j') [noyau résnlçant).
m. — Principe de réciprocité.
Envisageons la fonction de ;, r^ et }.
(1) DK(^'ri) = Kf^Wx r K^ ' '''\dx, .
H r / / K( ^ ' ) dxi dxi
2 ! J Jo \ r^ Xx Xi /
io4 où
Ou\
K(^,rJ K(^,.rO
K(^,.rv)
Développons suivant les éléments de la première colonne le déterminant (a). Le terme général de (i) s'écrira
or \ ... OTyj
- f .,. f K(.r.,Ti)Kf '
dx^ .
..dx.
Xz .
(fXl . . . dxy,
+ / • • • / K(x.2,ri) i ^ ' "" ^^ \ dXi . .. dx^,
= -y K(^,T.) / ... / K( ^)dx,...dx,
v.f Jq J \xx ... x^j
— /•••/ K (t, 7) ) K ( ' J dx^^ . . . dxy dz
Jq Jq yT Xi ... XyJ
o^vT-ï . . . dxy dz
t . . . dx^ dz -^ .
Or, puisque
a?v/ \- Xi ...
X^J \^ Xi Xi
et ainsi de suite, on voit aisément qu'à l'exception du premier tous les termes du second membre de (2) sont égaux entre eux. Par suite le terme général de l'équation (1) est égal à
Xv r^ r^ / ^ ^2
dxi . ... dxy dzy
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et ainsi, en posant
on peut écrire
(3) DK(^,ri) = K(^,V)DK-x/* K(t, r,)^ -^^——^
/' r^ ( \ ^^ • • • ^^\ " ' I Kl ' ] dxi . . . dxy d-z
= K(^,rJDR-X r K(T,r,)DK(e,')t/T.
On pourrait montrer d'une manière toute semblable, en développant le déterminant (a) suivant les éléments d'une ligne, par exemple de la première, qu'on a
(4) DK(^,Ti)=:K(^,r,)DK-X r K(?,T)DK(x,r,)«fx.
Supposons que D,^, qu'on appelle déterminant de V équation intégrale ne soit pas nul, alors en posant
les équations (3) et (4) s'écriront
K(a7,fc)-l-S(:r,0--X r S(x,z)K(z,^^)dz = -l f K{x, z)Siz, ^) dz.
Les deux équations (3) et (4) forment le principe de réciprocité^ dont nous allons tirer la solution du problème proposé.
IV. — Principe de convergence
Mais les séries D^ etDK(5ji^) sont-elles convergentes? On peut répondre affirmativement. Envisageons la série plus gé-
Io6 CHAPITRE III.
nérale
(i) Dk(^i, ...,Uhi> .••iTQ«)
-^^W!^^ ^^j \tj1 ... r,n Xx ... x^J
F/ Çlj • • • î \ni ^\t • • • t ^n\ , i 1 J 'i • t
( ) représente le déterminant connu.
D'après le théorème de M. Hadamard sur le maximum d'un déterminant, on a
Cl •.• C n X t . . . X^j \ I
' Y]i ... r^,i Xi ... a?v
OÙ M est la limite supérieure du module de F(x,y) dans l'intervalle considéré. Il en résulte que la série (i) est uniformément convergente. En effet, considérons la série majorante
Le rapport du (/i + v+ i )'*'"'' terme au {n -\- v)'^'"® est
vH- j y/
]Vl«+v ^^ V H- j V ( /i -f- V )'^-^v
Vi'
-jfev/f- ^.i'V
Ce rapport tend vers o lorsque v croît indéfiniment, quel que soit le module de X.
III. Dans ce cas, la solution de V équation 65^ donnée par
On peut comparer ces principes avec ceux que nous avons donnés au premier Chapitre, paragraphe II. Ils ontla même forme. Dans le premier cas, nous avions D^ = i et S et w étaient des fonctions entières de X. Maintenant D^(^x,y) et D^ sont des fonctions entières de X, c'est pourquoi S et u sont des fonctions méromorphes deX.
Pour avoir discuté complètement la solution de Téquation (i), il nous reste à étudier le cas ou X annule D^. Avant cette étude, il nous faut généraliser le principe de réciprocité.
VI. — GÉNÉRALISATION DU PRINCIPE DE RÉCIPROCITÉ
Développons le déterminant d'ordre ai + v que nous avons
désigné par
'Il • • • "^n ^1 • • • ^vy
suivant les éléments de la première ligne. On aura
Çl ... Çrt ^1 • • • ^v
TQl ... 'T\n Xi ... X.,
\Yll T^3 ... Tin Xi ... a^v
1), ... •»)„_, a;i ... Xv
\7]i ... rin-i r^a ... a^v
Donc il sera
— j- / • • • / K ( ^ ' ) dxi . . . rfa^v
^- ^0 -^0 V^ii ••• ^,n ^1 .•• ^v/
— k(Ei,ïii) / ... / K \dx^...dx
^- t/() ,/,) \T,2 . . . r^n Xx ... Xy /
l Z*^ /• /^2 ••• ^« Xl . . . Xy\
En faisant les mêmes remarques qu'au paragraphe III on trouve que la somme des termes ^ k partir du /i'^™*, est égale à
par suite, ^ /£, ... U\ y XV ..__.. /^ ... U ., ... -v\^^_ __^^^
V'^J ..• ■^«/ ^^v'^-Jq Jq \7i, ... 71„ a"i ... XyJ
1^ \r;2 ••• TQra/ ^vv.,^ J(, \7;2 ... r,„ xx ... a^v/ _i_ ,
^^"^•Jq Jq \irii ... •/)„-! a?, ... a7v/ */o .Àd(v — 1)1 Jy J^ \7jt r^,j a7i ... Xy-xJ
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Remarquons maintenant que le dernier terme pourra s'écrire
X / . • • / K W/^Ti . . . dx.,-{di
X dxi . . . dxy I dz.
C'est pourquoi, avec les notations introduites au paragraphe IV, on pourra écrire l'équation précédente sous ]a forme
Il est évident qu'on aura aussi
+ (_ ^)n-i K(^^^ 7)i) Dk(^i, . . ., ^«-1 h2, . . ., -n/i) — X / k(t,y)i)Dk(^i, ...,UI'5^.2, ...,-nn)^"^.
Ces formules constituent le principe de réciprocité généralisé.
VII. — Discussion de la solution
En dérivant m fois le déterminant
no CHAPITRE m.
par rapport au paramètre X on obtient aisément les relations suivantes :
Puisque D^ est une fonction entière du paramètre X, les racines de l'équation D^ = o auront des degrés finis de multiplicité. Soit A une racine dont le degré de multiplicité est m, on aura
mais Djj'"' ne sera pas nul, et par suite
ne sera pas identiquement nul. Donc, quel que soit A, parmi les quantités Dji(^, . . . . ^^^ | ^, . . . . ^„) il y en aura une au moins qui n'est pas identiquement nulle. Cela posé, écrivons le principe de réciprocité généralisé sous la forme
= K(^i, 7]!) Dk(^2, . . ., ^t ! "^2, . . ., -r^n)
-^ (- i)«-i K(^,„ 7],) Dk(^,, . ..,U-x h,2, . . . , r,a)
En supposant que /i soit le plus petit entier, tel que
Dk(^, . • ., ç/? Ui, ..., >]«) ne soit pas identiquement nul, l'équation précédente s'écrira
Si l'on pose
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on aura
et l'équation (i) deviendra
y*, (Tt, ) satisfait donc à cette équation intégrale homogène.
Or si /^ (x) représente une solution de l'équation (2), il en sera de même des fonctions
/2(t) = Dk(;i, . . ., Uhl; 'C, TQ3, ...,ï)«),
/3('t:) = Dk(çi, . . .,$«hi, r,i,x, ..., y)„),
en général toute fonction
Ai/i -4- A. 2/2 -4- ... + Anfn
où les Al, Ao? •••? A„ sont des coefficients constants sera solution de (2). Donc l'équation (2) est satisfaite par une infinité de solutions qu'on obtient en combinant linéairement les solutions fil fi-, "•■)/,{' Nous allons voir que ces solutions, dhes fondamentales, sont linéairement indépendantes.
En effet, si l'on fait dans Féquation (i) r,, ='ri2j et ainsi de suite jusqu'à yji ='f\m on obtient les n — 1 relations
/ K{x,r^i)fi(z)d' =T o (t = '2, 3,4,.. .., n)
auxquelles il faut ajouter, pour «"= i,
En faisant au contraire 7,2 =rj3, r,o = r,/, , et ainsi de suite dans la relation
on obtient les n — i relations
y K(x,i]i)f.2{z)dz =0 (t = i,3,4, ..., n),
et l'on a, pour i = 2,
— \f F(t, r,2)/2(T)ri?T=/2(r,2).
En continuant d'une manière semblable on peut construire le Tableau suivant :
f K(x,7iO/i('c)c?T, f K(T,7],)/2('c)ax, ..., f K(T,r,0/«(T)û?x,
f K(X,7;2)/1(X)C?T, / K(T,7]2)/2(x)rfT, ..., f K(t, 7)2 )/„(x) Û?T,
r K(x,t,„)/i(t)û^x, r K(x,7)„)/2(x)rfx, ..., /" K(x,ri„)/«(T)û?x,
où seuls les éléments de la diagonale principale sont différents de
zéro.
Gela posé, A'^ étant le nombre complexe conjugué de A,, envi-
sageons l'intégrale
di
qui, d'après les propriétés du Tableau précédent, s'écrit
I = X Al a; l' /i(t) K(x, Yii) «?x + AsA^y /2(x) K(x, r„) ./x +. . . 1
OU bien
mais comme
/i(^i)=/2(tQ2) ='--=fn{rin) = Dk(^i, ..., ^^1^)1, . ■ • , fin),
on a
I =— Dk(^i, .. ., hil'^ii, •• •.•^i«)^ A/ a;.
Supposons maintenant que
l'équation de fredholm. ii3
soit nul, T sera aussi nul et en vertu de l'équation précédente
Donc, tous les coefficients A/ doivent être nuls. Il est aussi intéressant de voir que la solution
A 1/1-4- A2/2+ . . . i- Xnfu
de l'équalion intégrale homogène (2) est la plus générale, c està-dire que toutes les solutions sont de la forme précédente, les A, étant des coefficients constants. En effet, multiplions l'équation homogène
(2') u{y)-\-li u(x)K(x,y) dx = o
Jq
par
et intégrons entre les limites o, 1 .
En changeant l'ordre d'intégration dans le deuxième terme, on aura
-+-X/ u{x)dx 1 K(^,jk)Dk(jk, ^1, ..., ^«1^, Tii, ..., Ti,j)c(x =0. Mais, d'après le principe de réciprocité généralisé,
— K(x, 7]i)DK(ii, ...,|/i|>s,Tr)2, ...,r)«)H-
En substituant cette expression dans l'équation (3), il vient
/ ii{x)Dy,{x, ^1, . .., ^„|.s, r,i, ...,r\n)dx -i- j u{x)[—'Di,(x, il, .. ., ^/j|-,Trji, . .., r^n)
-\- K{X, Z) Dk(^i, . . ., ^«hi, . . ., Tin)
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Les deux premiers termes s'éliminent et il reste
Dk(^i, . . ., ^«|r,;, .. .,-^«) / u(x)K(x, z)dx -f- Dk(^i, . . ., ^„|z, r,i, r^3, . . ., ir^,,) / u{x) K{x, r^^) dx -^ . . . =o.
Cette équation, en rappelant la relation (2), nous donne
wi(^i)
u{z) = Dk(^,, ..., ^„|s, r]2, • ••, ■^«)
+ (— i)*'-» Dk(^i, . .., ^nls, t],, . . .,Tl/-i,rH+ij • • •,'^«)
Dk(^i, ..., ^«hi, •.., >]„) ■ • • • ^
mais, en général, on a
C'est pourquoi
f^s) = Ai/i(5) + A2/2(^)-+-...-f- Â„/„(^).
Les conclusions que nous tirons de l'étude de l'équation intégrale homogène (2') seront donc : Si le déterminant Dj^ est différent de zéro, c'est-à-dire si \ n'est pas une racine de l'équation Dk = o, il n'y aura que la solution u(z) = o. Au contraire, si), est racine de l'équation 0,^=: o, le degré de multiplicité étant y, il y a /^ solutions fondamentales, linéairement indépendantes, (/i^y), au moyen desquelles on peut exprimer toute solution.
Ayant égard au principe de réciprocité généralisé, on vérifiera de même que l'équation
(1) ^(r)=— >^/ K(y,x)v(x)dx
possède n solutions linéairement indépendantes et n seulement.
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i.es deux équations
et
ç(y) = — X / K(y, ce) u(x) dx
s'appellent des équations intégrales homogènes conjuguées.
ISous pouvons passer maintenant à la discussion de la solution de l'équation intégrale
cp(x) = a(;r)-t-X / K(x,y)u{y)dy,
Unicité de la solution. — Nous avons vu que la solution de de cette équation est une fonction méromorphe du paramètre X. Lorsque X n'est pas une racine de l'équation transcendante
la solution trouvée est unique. En effet, s'il y en avait deux, par exemple U\ [x) et Wo (^), en posant
Ui{x) — u^{x) = ^{x), on aurait
^{x) = \ f K(x,r)Hf)dr.
Mais cette équation intégrale homogène admet la seule solution 8(.r) = o. C'est pourquoi
Ui{x) = Ui{x).
Au contraire, si \ est racine de l'équation (5) et si l'équation
(6) o{x) = u(x)-^\ I K{x,j)u(y)dy
admet une solution, elle en aura une infinité, qu'on obtient en ajoutant à celle-ci la solution générale de l'équation homogène
(7) w(x)=—lj K(x,y)iv{y)dy.
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Mais sous quelles conditions l'équation (6) a-t-elle une solution?
ISous allons d'abord déterminer des conditions nécessaires.
Supposons que l'équation (6) soit satisfaite. f^{x)^f2{x)^ .. ., f,i{x) étant les solutions indépendantes de l'équation (-j) {voir page 1 1 1 ), multiplions par fi{x)dx et intégrons entre les limites o, i, nous aurons
/ /K^) ?(^) dx= l fi{x)uix) dx-\-\ \ uiy) dy j K{x, y)fi{x) dx. En vertu de l'équation (7) il viendra
/ fi{^)^{^)dx = l fi(x)u(x)dx~- f u{y)fi{y)dy = o.
Donc^ les conditions
(8) / fi{x)<u(x)dx = 0 (i = i,2, ...,n)
sont nécessaires pour que l'équation (6) admette une solution.
Démontrons maintenant que les conditions (8) sont, aussi suffisantes. Supposons en eflet qu'elles soient satisfaites. D'après les hypothèses précédentes, on a alors
/ u{y)\yK{x,^x, '..An\y,r^\, ...,r,n)dy
= / ?(r)'^K(^, ^1, ..., \n ijK,Ti,, ...,y;n)dy, et, d'après le principe de réciprocité généralisé,
/ u{y)ls.{\x,y)dy-]- DK(a-, $1, ^3, • ••, U\ '^a, •••,'^i«)
f u{y)K(^2,y)dy—...^l 9 (7) Dk(^,$i, ...,^n Ir.^i. •••. ^.«)^7
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c'est-à-dire
^ Dk(;i. . . ., çn |rj, 'r^,^)[o(x) — u{x)]
A|, Ao, ..., A„ étant des constantes par rapport ày. De cette relation on tire
B, , Bo, . . . B,i étant aussi des constantes.
11 est aisé de vérifier, en vertu des conditions (8), que la fonction u[x), ainsi déterminée, satisfait à l'équation (6), quelles que soient les constantes B,, Bo, ..., B,j. Elle constitue la solution générale de l'équation (6).
Viir. — Solution de l'équation de Frediiolm considérée comme cas limite
d'un système algébrique.
fiC point de départ de la solution de Volterra a été la conception des équations intégrales comme des cas limites des équations algébriques (comparer Chap. II, § II). C'est ainsi que les trois principes ont été obtenus. Nous avons vu que ces principes peuvent se transporter à l'équation de Fredholm. Nous allons voir qu'ils dérivent aussi directement du procédé qui consiste à regarder l'équation intégrale comme le cas limite d'un système d'équations algébriques. La différence entre ce cas et celui de Volterra est que dans ce cas, il faut calculer deux déterminantes, le numérateur et le dénominateur, tandis que dans le cas de Volterra^ il n'y a qu'un seul déterminant à calculer, le déterminant dénominateur étant égal à l'unité. C'est à cause de cette circonstance que, dans le cas de Volterra, on trouve pour la solution, des fonctions liolomorphes du paramètre, tandis que dans celui de Frediiolm, on trouve des fonctions méromorphes.
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Envisageons le système (comparer Chap. I, § XI)
qui a pour cas limite l'équation intégrale (i) (§ I) lorsque le nombre des intervalles A<, ..., h,i croît indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro. Ce système s'écrit
u(Xi)[l-i-'kK(Xi, Xi)hi]-\-u(Xi)'kK(Xi, cc.2)h2-i-. . ,
+ u{Xn)'kK(Xi, Xn)h,i= <f{^l),
u(Xi)'kK(x2, cci)hi-h 11(0^2) [i -\-K'k( X2, X2)h2] -\-. . .
H- u(Xa)'k K(X2, Xn)hri= ^(^1),
u{Xx)'k \i(x,i. Xi)hx-{- u(X2)}<^ K{Xn, X2)-r-. . .
. . '^u(Xn)[i~^'kK{Xn,3:n)h„\ = ':,(X,i).
Pour résoudre ce système, on voit qu'il faudra calculer deux déterminants et non plus un seul comme pour Téquallon de Volterra. Dans ce dernier cas on a pu décomposer l'unique déterminant en ses termes des divers degrés, dans le cas présent nous pouvons décomposer de la même façon les deux déterminants.
Le déterminant des coefficients est le suivant :
I + X K(a:i, a^i )A, lK(xi, x.2)/i.2 ... X K(xi, x,i)fi,i
\K( X.2. Xi )hi \ -^- lK(x.y, X2)/t2 ••• XK(^2'^«)^//
'kK(Xn, cci)hi 'kK(xn, X2)h2 ... I H- X K(^,i, a?,i)/i„
En le supposant différent de zéro, on aura, en le développant suivant les puissances de ).,
D = A -4- BX -+- GX^' — . . .-+- ÎNX"; ou, d'après le théorème de Mac Laurin,
D = Do+XD;+^D;-f-... + ^D[,'"
Dq, DJj, D'I,, ... étant les valeurs de D et de ses dérivées par rapport à \ pour X = o.
Or Do = I , D^ est évidemment égal à la somme de n déter-
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minants, dont le premier est du type
Par suite,
I>u = ^ K(x/, ar/j/i/.
J) une façon analogue on trouverait
K(a;i,Xs) l\(xs,xy)
hjii,
Z-XX
K(.Vi, cr,) K(xi,Xg) K(xi, Xf.)
K(Xs,Xi) K(Xs:Xs) K{Xs,Xr) K(x,..Xi) K(Xr,X^^.) K(Xr,Xr)
hrhjii,
et ainsi de suite. En désignant les déterminants précédents respectivement par
et en posant
on aura
\i{Xi,x,) = K
-=-^zM:'-nZz.M::"'"
szzzm: : ;
h,JiJii-{-
Faisons croître indéfiniment le nombre des intervalles hi^Ii^-, ••., Jini et diminuons indéfiniment chacun des intervalles. Par un procédé analogue à celui par lequel on passe des séries de Tavlor et de Mac Laurin à celles que nous avons données dans le Gha[)itre 1, paragraphe Vïll (comparer la page 25), on tombe à la
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limite sur le déterminant de l'équalioii intégrale
lim D = Dk= I -f->
Examinons maintenant le déterminant numérateur. En posant, pour abréger,
on aura
étant
àl) 1
Calculons, d'après les règles connues, la valeur de > et substi-
àKsr
tuons dans l'équation précédente. On trouvera
où l'on a posé
\\{rs) \\{ri) \\{cs) K(r/)
l^orsque le nombre des intervalles croît indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro, la quantité renfermée entre crochets dans la formule précédente tend vers Dk(^, v). On a donc, en passant à la limite,
d'où la formule de résolution déjà obtenue (§\); lorsque D^ n'est pas nul,
L KQl VTION I)K FRIÎDIIOI.M. 121
IX. — APPIIOXIMATIONS SUCCESSIVES
Étant donnée l'équation
OÙ o(y) et K(x,y) sont des fonctions connues, finies et continues, posons en première approximation
it.( cr ) — o ( X' ).
En portant cette valeur approchée dans le second membre de l'équation, nous obtenons en seconde approximation
(2) u{x)= ^{x)-i- I K^(x,y)^{y)dy,
ayant posé K, (jc, y) = — K(x, y).
Si nous substituons cette valeur approchée de u (x) dans l'équation (i), et si nous posons
K2(^,r)= r Ki(x,i)K,(ly)dl
en remarquant que
I K,{x^y)dy f K,{y,\)o(X)d.\= f o,y}dy f Ki{x, l)Ki{lj) d'^
nous aurons en troisième approximation
u{x) = ^{x)^ I [Ki( X, y) -r- K.2{x, y)]o{y) dy.
En substituant de nouveau dans l'équation (i), on obtiendra
ii{x) = t^{x)'\- l [\>^\{x,y)-^\\i(x,y}-\-K:^{x,y)]o{y)dy, si l'on a posé
^■A^.y)= f \^i{x,i)\i.Jly)^ f K2(ar,OK,(tj)6/i.
En continuant d'une manière semblable on trouvera enfin
La série
^^Ki{x,y)
converge comme la série majorante
SI
Il est facile de voir que dans ce cas la méthode des approximations successives fournit la solution de l'équation (i).
Si on revenait à l'équation (i) du paragraphe I au lieu d'envisager l'équation (i), il faudrait remplacer le noyau K.(^, j^) par XK(jc, j), et alors la série
^VKi{x,y)
convergera comme celle majorante
si
Si nous regardons la série
oc
comme un élément d'une fonction analytique K (a) de la variable complexe A, et nous définissons cette fonction par la loi avec laquelle on calcule les coefficients de l'élément même, on constate que la fonction ainsi calculée est toujours une fonction méromorphc.
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X. — Cas d'un système d'équations
Examinons, pour simplifier, le cas de deux équations, savoir
où W| el «2 sontles fonctions inconnues, etoùl'onsupposeK, , (jc,y), K, 2(^7^)7 K.21 (x^y) j K22 (:r, y), finiesetcontinues. Cela posé, envisageons la fonction K (^, y) définie de la manière suivante (Jig. 4)- Dans le premier carré, c'est-à-dire pour i>>.r^o, i^jk^o, K{x^ y) = Kfi (x, y) ; dans le deuxième, c'est-à-dire pour
Fig. 4.
2^^^i, i>>y^o, K (.r, jv') = 1^21 (-^ — ' 7 .k) j dans le troisième carré, c'est-à-dire pour i^^^^o, 2^y^i, K{x,y) = K<2 (^^y — i)*' ^i^fiii) dans le quatrième carré, c'est-à-dire pour 2>x^i^ •2>y'^i^ K(x^y) = K22{'^ — ', y — i)- ^^ même considérons la fonction (d(x) ainsi définie : pour i>^^o on a
o(x)= cpi(x), et pour 2 > jp ^ i on a
Alors on pourra remplacer le système (1) par l'équation unique
w(jk)-}-X/ K(x,y)u{x)dx = ^(y).
On peut traiter de la même façon le cas d'un nombre quelconque d'équations.
XI. — Cas ou li: noyau devient infini
Nous avons supposé jusqu'ici R(x,jk) fini dans tout l'intervalle d'intégration. Mais il peut arriver que le noyau devient infini en quelques points.
Nous avons déjà traité des cas où le noyau devient infini pour l'équation de Volterra. Nous allons envisager le cas de Fredliolni.
Soit
r^{x) = u{x)-\-l l K{x,y)u{y)dy,
où \s.[x^y) devient infini en quelques points. Substituons sous le signe intégral
à u{y). Alors, en posant
K,(:r,0= f K{x,y)K{y,\)dy, on aura
(i) u{x) = o(x) -l I K(x,y)o{y)dy-\-}^ h.i(x,y) u{y) dy,
équation qui garde le type de Fredliolm. 11 peut arriver que R, (.r,y) soit fini dans tout l'intervalle d'intégration ; dans le cas contraire, on recommencera de nouveau l'opération en partant cette fois de ( i ). Nous sommes donc amenés à envisager une suite de fonctions itérées
telles que
Si K(xjy) devient infinie comme : j-^ où o<<a<<i, ces
fonctions itérées sont finies à partir d'un certain rang /. On est ainsi ramené à l'étude d'équations de Fredliolm à noyau fini.
Pai^ exemple, si a <C -j Ri {^, JK) est finie dans tout l'intervalle d'in-
tegration.
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11 y a aussi d'autres manières de traiter le cas des no}'aux singuliers.
Nous renvoyons pour cela aux travaux de Lalesco, Hilbert et d'autres (*).
XÏI. — Cas des intégrales multiples.
L'analyse que nous venons de développer se généralise sans aucune difficulté au cas des intégrales multiples. On peut avoir des équations intégrales de la forme
OU même du type
OÙ l'intégrale est étendue à une aire a- et le point x^ y est aussi un point quelconque de cette aire.
Pour passer du cas des intégrales simples à ces nouveaux cas, il suffît de remplacer dans les formules que nous avons données, à chacune des variables x, ^ qui paraissaient dans le noyau Iv (.27, ^), les groupes des variables x. y ; Hyi, qui paraissent dans les nouveaux noyaux. C'est ainsi, par exemple, que, en voulant calculer le déterminant de l'équation (i), il faut écrire
, 37,, j'i;a72,j2; .. .; ^vjv
K{x^,y^ 1^71, jKi), Kra7i,ji|x2j2),...K(x,,jKi|a7v,rv)
K(xv,jKv[^i,7i): K(>-v,7v|;r2,jK2), •.•K(a7v,jKv|^v,JKv) et former la série
DK=.i+y % r... rKf"^'^^'"-'"^"^^)^^irf7i...^-v^rv
Il est inutile de développer les différentes formules qui se présentent, ainsi que le cas des noyaux infinis qui se développent analoguement à ce qu'on a fait dans le paragraphe précédent.
(>) Comptes rendus, 1907; Gôtt. Naclirichten, 1904.
Xin. — xVpplicvtion au problème de Diriciilet.
Le problème de Dirichlet s'énonce de la manière suivante : Les valeurs d^ une fonction régulière harmonique dans un domaine S sont connues sur la frontière s. Déterminer cette fonction dans tous les points du domaine. Il a été résolu par M. Fredholm en le rattachant aux équations intég^rales. Envisageons le cas le plus simple, celui où le domaine S est plan. Si u est une fonction harmonique régulière, on a, d'après le théorème de Green,
/ d log - . \
r étant la distance entre le point x^ y et un point de la frontière 5, /? étant la normale à la ligne s interne au champ S.
Le problème de Dirichlet serait résolu si l'on pouvait éliminer -1- le lona: de s. On fait cette élimination dans beaucoup des an ^ ^
cas en calculant la (onction deGreen. Mais nous voulons envisager le cas général. M. Fredholm, en suivant Neumann et Poincaré, a mis la fonction harmonique u (oc^y) sous la forme d'un potentiel de double couche
d losr -
et a cherché de délerminer la densité inconnue o (s).
Supposons de nous approcher à un point Si du contour. On aura,
où r{s,Sf) dénote la dislance entre les points 5 et .9, du contour, ou bien
(') w(5i) = 7rcp(5,)H-y y(^)(^,^^'^^^cos/irj ds.
Si nous posons
F(^,^i)= .^\. cos nr
1 (S, Al j
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et si nous supposons de prendre pour unilé la longueur du contours, on trouve l'équation intégrale du type
u{Si) = 7:cp(5,) -h I 0(5) F{s,Si)ds,
dont le noyau est fini daus T intervalle d'intégration.
II est aisé de voir que le déterminant Df| - j de cette équation
est dilFérent de zéro. En eft'et, s'il était nul, il y aurait des solutions de l'équation intégrale homogène
{■>.) o = Tz ^(si) -i- I o(s) F{s^ Si) ds.
Or, si celte équation était vérifiée, le potentiel de double couche
prendrait des valeurs nulles en s'approchant au contour s du côté interne au domaine S. C'est pourquoi r, serait nul dans tout le domaine et sa dérivée par rapport à la normale interne serait aussi nulle. Mais la dérivée normale doit être continue en passant de l'interne à l'externe, par suite ^, a^ant la dérivée normale externe nulle, serait nul dans tous les points du plan externes au domaine S. On aurait donc
o = T.^{sy) — / o{s)¥ {s,Si)ds^
d'où Ton tire, en ayant garde à Téquation (2), (3) ?(^) = o.
Puisque l'équation (2) n'a que la solution (3), on peut conclure que Dp/^-j n'est pas nul. Par suile, en vertu de la théorie développée, l'équation intégrale (i) n'a qu'une solution, et, en remplaçant dans le potentiel de double couche la densité par cette solution, on trouve celle du problème de Dirichlet.
XIV. — Application aux équations des vibrations
a. Envisageons d'abord l'équation aux dérivées partielles du type hyperbolique
qu'on rencontre dans l'étude des cordes vibrantes.
D'Alembert en a donné l'intégrale générale sous la forme
OÙ F et <ï> sont deux fonctions arbitraires.
Mais nous chercherons avec Taylor une solution de la forme
On trouve les équations différentielles ordinaires
c étant une constante.
D'où l'on obtient aisément
c'est-à-dire, en considérant la constante c négative,
a = M sin( mt -t- a) sin( mx -+- |3),
OÙ c,, G2, Al, Ao, M, a et ^ sont des constantes arbitraires. Supposons que les extrêmes de la corde soient les points jr = o, x = l^ et qu'ils soient des points fixes. Alors on prendra |3=o et m devra être une racine de l'équalion
sin ml = G,
c'est-à-dire on aura
Ktt
K. étant un nombre entier.
Par suite,
„ . , Ktt \ . Kr
M = M sin ( — ^ t •+- a) SI n -j- J^-
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Chacun des mouvements individualisés par cette formule est un mouvement harmonique et toutes les périodes de ces mouvements seront données par
où R= 1 , 2,3,
Le procédé que nous avons suivi est un procédé ditïérentiel, mais nous pouvons arriver au résultat en employant un procédé de type intégrale. Il est moins simple que l'autre et, par suite, dans ce cas, il ne lui est pas préférable -, mais, comme nous allons voir, il a l'avantage qu'on peut l'étendre aux cas plus compliqués bien plus facilement que tout autre procédé. C'est pourquoi nous allons l'exposer. Les comparaisons qu'on en tire sont très suggestives.
Envisageons l'équation
(2) ^=F(x) (oi^^i),
l'expression
où \x — H I dénote le module de la différence, satisfait effectivement Téquation (2), et, comme l'intégrale générale de l'équa-
tion -; — = o est A^ -4- B, A et B étant des constantes arbitraires,
Tintégrale générale de l'équation (2) est donnée par
(3) 'Hx)=Ax-^B-^-ff(x,^)Fa)d^ où ia._^|=/(^,?).
Pour déterminer les constantes arbitraires, posons les conditions aux extrêmes 'i> (o) = M, •]> (i) = lN. 11 viendra
En substituant ces valeurs dans l'équation (3), il résulte
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Ecrivons et remarquons que cette fonction est symétrique. On aura
Si 'li(3c) s'annule aux extrêmes, on doit faire
N = M =o et l'on a
(4) ^(^)= f G(.r,OF(^)^;-
Ceci posé, revenons aux deux équations ordinaires
en supposant, pour simplifier, /=!.
La solution de la seconde équation revient alors, en vertu de l'équation (4), à résoudre l'équation intégrale homogène
Or, pour qu'elle soit satisfaite, il faut que le déterminant de celte équation soit nul, c'est-à-dire
Dg(/>î2) = o.
Donc les valeurs de ni- et, par suite, les périodes de vibration, s'obtiendront en résolvant celle équation iransceudante qui a par conséquent les mêmes racines que l'équation (i), c'est-à-dire sin m=: o.
p. Envisageons maintenant l'équation des vibrations d'une membrane élastique, savoir
En posant
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on aura
m étant une constante. On en tire
OÙ a est une constante arbitraire.
Si nous supposons que la membrane soit fixée au bord, il faudra que cp soit nulle au contour de l'aire o- occupée par la membrane dans l'état d'équilibre. Les périodes de vibration seront données par
C'est pourquoi il faut trouver toutes les valeurs de m pour lesquelles l'équation (y) est vérifiée, o étant nulle au contours du domaine t, sans qu'elle soit nulle dans tous les points de a-.
Dans l'équation (7) on ne peut procéder à la séparation des variables [comme nous avons séparé t dans l'équation (6)] que dans quelques cas particuliers. Pour étudier la question en général, employons la méthode intégrale que nous avons appliquée dans le cas précédent.
A cet effet, considérons l'équation
où F(:r, y) satisfait dans le domaine 1 aux conditions auxquelles doit vérifier la densité d'un potentiel logarithmique pour que le théorème de Poisson soit vérifié. Le théorème de Green nous donne
^^(.,^)=-L/(^-^,ogi-,ogl^)*-^_|Fa„)iogiy.,
7' étant la dislance entre le point x^ y et un point variable de a ou
dn
//il" de 5, et 71 étant la normale interne. En éliminant -7— par la fonction
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de Green (J, on a
et si nous supposons que W soit nul au contour,
(8) '^'(^,y) = -^ rF(^,-/i)G(^,7,f,7))rfar,
ayant posé
— G(^,y, ;, ■^) = Jog- -+-(,'
11 est intéressant de remarquer que l'équation (8) correspond à l'équation (4).
Envisageons maintenant Téquation
et supposons que cp satisfait aux mêmes conditions auxquelles nous avons assujetti précédemment F. En substituant dans (8), ce et — m^^ au lieu de W et F, on obtient
équation intégrale homogène qui correspond à (5), mais dont l'intégrale est étendue à la surface plane o-.
Remarquons que cette équation a le noyau symétrique, en vertu d'un théorème bien connu des fonctions de Green. Il faut aussi observer que le noyau devient infini du même ordre que log/' pour X = 5, y = Tj. Mais nous remplaçons l'équation précédente par l'autre
(10) '^^^'^^'^ \T?j J 9(^rn)Gi(^,y,'z''0<^^^ = ^^
ou
L'équation (lo) a le noyau fini (voir § XI, XII).
Si l'on désigne par D(> (X)- le déterminant correspondant à
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l'équation (lo) où l'on a remplacé ^— par X, la quantité — ^^ ^^'^ satisfaire l'équation
II) D,;.(X
Réciproquement, si X est une racine de l'équation précédente, on aura au moins une solution de l'équation intégrale (9) qui n'est
pas nulle en prenant -^-^ = zt A.
En effet, si C2(^,y) satisfait l'équation (10), en posant
on aura et par suite
Il faut remarquer que les solutions de l'équation (9) sont finies et continues, par conséquent on peut dériver une fois, soit par rapport à x^ soit par rapport ky sous le signe d'intégration dans l'intégrale
1 9C^r^.)G(x,r/q,'ri)d7.
C'est pourquoi, en vertu de l'équation (9), cp(^,jK) aura les dérivées de premier ordre, d'où l'on tire que les conditions pour l'applicabilité du théorème de Poisson sont satisfaites. A toute solution de l'équation (11) correspond une solution de l'équation (7) qui s'annule au contour.
L'équation (10) correspond à l'équation analogue que nous avons trouvé dans le cas de la corde élastique.
XV. — Application aux oscillations des liquides
Considérons un liquide pesant limité par une surface libre et des parois rigides. S'il accomplit des petites oscillations parallèles à un plan vertical x^y et indépendantes de la troisième coordon-
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née::, ^(x,y, t) étant le potentiel de vitesse, on a sur la sur-
race libre -—- = (x-—> sur les parois rigides ——=:zo a 1 intedt^ dn ' ^ du ^
rieur A-<I> = o, où n désigne la normale au contour, a une constante, / le temps. Posons <I> = sin /i^ cp (a?, y). Les périodes des
oscillations seront — "-j et les équations précédentes devien-
nent n- '^ -{- y, -^ = o ^ -^ = o, A-'j = o. Un en tire 'on ^ du ' *
/'i et /'2 étant les distances des points ^, ,jki et ^27^2 ^^^ points, o, y' la fonction de Green pour le problème dérivé de Dirichlet, et en supposant que l'axe horizontal x appartient à la surface libre dont la largeur est h — a. On déduit de l'équation précédente
(i) ç(a7,,o) — cp(a72,o)= / {\o^\x^—x\ — \o^\x^—x\-\-{)\^{x,o)dx.
"2 7t oc , /
Mais on a
I o(Xi, o) dx-2 = o.
En vertu de cette équation on peut éliminer 0(^21 o) de l'équation (i) qui se réduit à
cp(iPi,o)= / 'Si{x.(>)Çf{xi,x) dx.
Celte équation a le nojau infini, mais cela ne porte pas des difficultés. Donc, les périodes se déduisent des racines du déterminant d'une équation intégrale ( ' ).
(*) C'est en considérant ce problème que j'ai eu l'ocxasion, en 1898, dans ma conférence de Turin, sur le phénomène des Seiches, de remarquer que sa résolution peut s'obtenir par une méthode qui amène à l'emploi des déterminants infinis {Nuovo Cimento, 4° série, t. VIII).
M. Hilbert résout ce problème comme exemple d'application de ses résultats généraux sur les équations intégrales.
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XVI. — Hksolution d'une équation intégrale transcendante
Nous allons traiter ici l'équation intégrale générale à limites constantes dont nous avons dit déjà quelques mots (Cliap. I, § XI),
Nous supposerons que les noyaux K^ (^, ^,, . . . , Ç/) soient symétriques par rapport aux variables d'intégration S,, ..., H/. Nous envisagerons u[x) comme fonction inconnue et o [x) et les noyaux Kf(^, ç/, ..., Ç„) comme des fonctions connues. De même que les équations intégrales, considérées jusqu'à présent, peuvent être regardées comme correspondantes à des équations algébriques linéaires, celle-ci peut être considérée comme correspondante à des systèmes d'équations transcendantes.
Développons ( ' ) X ?< [x) en série suivant les puissances de jjl, en supposant que pour jjl = o on ait A = o. On pourra écrire
Pour calculer les coefficients, dérivons une fois l'équation (i), par rapport à ;ji, puis faisons-y |jl = o ; il résulte
équation intégrale linéaire du type de Fredholm, dont l'inconnue est — -j — • Supposons cjue le déterminant ne soit pas nul, alors en désignant par S, le noyau résolvant, on peut écrire
(*) \ .XoLTv.RRX, Leçons de Stockholm, leçon VII, 190(1; Sur les fonctions qui dépendent d'autres fonctions {Comptes rendus, i" sem. 1906).
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Dérivons une deuxième fois (i) en posant de même [jl := o.Nous aurons
INous pouvons regarder dans cette équation — ^7~i — comme la fonction inconnue, toutes les autres fonctions étant connues. D'après l'hjpolhèse que nous venons de faire, le déterminant n'est pas nul, et l'on a
Jo Jo i (^\^ \oi dix )o
. + y^ ^i(^,b)«??3j^ K,(ç3,f,i,i2)j — d^\,] dix i/'«^^'-
oi nous remplaçons — ■ — r^-^-^ —^ — r--^-^ parles valeurs tirées ^ ' L «[^ Jo L «1-^ Jo'^
de la formule (A), nous aurons l'inconnue , \ sous la forme
^^ L <'^' Jo
[^^^^^^]^= f ' f'^.(^,'^uh)oai)^(U)d',,dU.
En calculant par le même procédé les dérivées successives, on trouvera en général
OÙ S/i(^, H<, ..., ^,i) est symétrique par rapport aux variables ç,, ..., ç„. Donc la solution de V équation intégrale transcendante (i) est donnée par
(5) lii(x) = [X(f(x)-^ix I Si(.r, ^i)cp(^i)o?^,
^tl f ... f S,(:r,^,,..o;.)?(çi).--?(^«)^;i...^;« qui est de la même forme que (i).
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l^oiir étudier la convergence, supposons qu'on ait
M et A étant des quantités finies positives. La série (i) sera convergente si
\lu(x) |< A.
Le déterminant n'étant pas nul, on saura que S, (^, ^,) est finie et par suite on pourra trouver un nombre <Ji , tel que
h-^S,(:r,^,)l<^i- Considérons maintenant l'équation
d'où l'on tire
il est évident que
Mais l'équation (6) peut s'écrire
En résolvant cette équation de second degré par rapport à y, on a
r^ -V[cri 3 -f- A ± /(ai^ -i- A)2- 4rriz( M a, TT)]
I. — Remarquks générales
Dans les équations intégrales, les fonctions inconnues paraissent sous des intégrales définies. On peut imaginer des relations du même type où, outre les fonctions inconnues, paraissent leurs dérivées. Ce sont les équations intégro-dlfférentielles. Nous allons montrer que des équations intégro-différentielles se présentent dans quelques questions de Physique.
Si dans un phénomène de Mécanique ou de Physique l'état futur du système envisagé ne dépend que de l'état actuel ou de celui infiniment voisin qui précède, on dit, selon la dénomination de M. Picard, que le phénomène n'est pas de nature héréditaire. Les problèmes qui s'y rattachent donnent lieu en général à des équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles. Mais lorsque l'état futur du système dépend non seulement des valeurs de certains paramètres à l'instant actuel, mais de toutes leurs valeurs dans un intervalle de tem])s précédent, on dit que le phénomène est héréditaire.
Dans ces cas on est amené en général à des équations intégrodifférentielles. Nous allons le montrer par un exemple particulier.
II. — Le problème statiqle de la tousiox élastique hérédi lAïui:.
On sait, d'après la Physique élémentaire, qu'en première approximation le lien entre le couple de torsion Pet l'angle de torsion w est donné par la relation linéaire
où k est une constante qui dépend de la forme et de la nature du corps assujetti à la torsion. Or des expériences rigoureuses mon-
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tient que w ne dépend pas du moment de torsion actuel seulement, mais aussi de tous les moments précédents; sous cet aspect le phénomène est héréditaire. Pour simplifier, supposons que l'hérédité antérieure à l'instant fixe Cq soit négligeable. Alors il faut remplacer la seconde des équations précédentes par une équation du type
En supposant que F soit développable dans une série analogue à celle de Tajlor, on aura (comparer Ghap. l, § VIIJ)
(i) o^(t) = /cP(f)^ f <î>i(^':,)P(-i)«?-, -+-...
où les fonctions <^,i (^,':, ,..., t«) sont symétriques par rapport à T,,...,T//. Si tous les termes sont négligeables par rapport aux termes linéaires en P, l'équation (i) devient
(2) to(o = A-P(0+/ *(^-)P(-)^-.
Mous appelons ^{t, t) coefficient cV hérédité. Le problème statique héréditaire amène donc à une équation intégrale. En la résolvant par rapport au moment de torsion, on trouvera
(3) P{t)= A'oj{t)-^ f ot,'z)M(x)d-,
où '^(t^-z) se calcule moyennant <I>(^,t) d'après la règle connue (Châp. II, §11).
m. — Équation intégro-diffkrentielle du prorlèmi: dynamique
DE LA TORSION HÉRÉDITAIRE
Dans le cas que nous venons d'envisager, il faut supposer que les variations de fo soient très lentes, c'est pourquoi on le regarde comme un cas statique. Nous allons considérer le cas dynamique où la vitesse et l'accélération angulaires ne sont pas négligeables. C'est le cas des oscillations rapides. Pour le traiter on peut em-
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jiloyer le principe de d'Alemberl. En effet, substituant dans l'équation (2) aux forces les forces perdues, on a
CD
(n=4p(0-^^]+/'[p(^)-,^^]*(.,^)rf^,
où jjL est une constante. Pour simplifier on a supposé t^ = o.
L'équation que nous venons de trouver est une équation intégro-différentielle de second ordre. Nous allons voir comineni on peut la résoudre.
On en tire
En intégrant par rapport à t entre o et 0, on a
d'où, suivant la formule de Dirichlet i^voii' p. 36),
^ (^t) dt — IX -^^^ -\- IX i^' {o) = I to(oU-+- / o{z,t)d-\dt, c'est-à-dire, en posant
fi a
J V(t)dt-ix^^^ -^ixco'{o)= f LO{t)f{^,t.)dt.
(^ette équation du premier ordre est aussi une équation intégrodifférentielle.
Ecrivons
dt
et intégrons par rapport à 8 entre o et T. On aura
r 7:(0)<iO— [jL(o(T)-4-[jL(o(o)-f-[Ji(u'(())T = f di) f M{t)f{^,t)dt
= f oj{t)dt f /(0,O^0,
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et en posant
il viendra
jxto(T)+ r co(0'i^(T, 0^^ = 7(T)-l-iA(o(o)-f- ;xo)'(o)T.
On est donc amené à une équation intégrale de Volterra de deuxième espèce dont la solution est donnée par
w(T) = i[y(T)-h {jLoj(o)-+-jxto'(o)TJ
-\- f W(T, 0 [/.(O +lJtw'(o)< +- inxi(o)]dt.
Cette formule nous donne ainsi la solution complète du problème dynamique de la torsion élastique héréditaire dans le cas où les oscillations ne sont pas libres. Si les oscillations sont libres, il faut poser dans l'équation ( i ) P = o, d'où y = o.
IV. — ÉtLDE de l'équation INTÉGRO-DIFFÉRENTIELLE FONDAMENTALE
DU TYPE ELLIPTIQUE
Nous avons considéré dans le paragraphe III une équation intégro-différentielle qu'on a pu résoudre en la ramenant à une équation intégrale ordinaire.
Nous allons envisager dans ce paragraphe une équation intégrodiiîerentielle qu'on ne résout qu'en appliquant des méthodes nouvelles.
Soit w(^, y, ^, t) une fonction de quatre variables. Pour simplifier nous supprimerons dans son expression les lettres x,y, z. C'est pourquoi nous écrirons
d'huit) d'-uU) àUi(t) ^ ^ ^ <Jx^ dy^ dz^
L'équation intégro-différentielle que nous éludions est
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OÙ l'on a posé
fhifiif-A étant des fonctions finies et continues.
On l'obtient en considérant des phénomènes héréditaires en électrodynamiqiie (').
Nous pouvons la regarder comme le type des équations intégrodiîiérentielles elliptiques aux dérivées partielles, tandis que l'équation intégro-dififérentielle considérée précédemment est du type des équations ordinaires.
Commençons par démontrer le théorème:
u étant régulière dans un domaine S pour o^/<T, elle sera déterminée si V on connaît ses valeurs à la frontière o" de S pour les mêmes valeurs de t.
Supposons qu'il existe deux solutions u^ et u^ de (i). La fonction
a = M , — «2 satisfait l'équation
d'où
Si l'on intègre par parties et l'on remarque ensuite que les intégrales étendues au contour o- s'annulent, puisque au contour
en posant on obtient
(') VoLTERRA, Sur les équations intégro-différentielles et leurs applications {Acta Mathematica, t. XXXV).
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Or supposons qu'il soit
ii3
De l'inégalité
r\\àu(t
on déduit, en développant le carré,
dx IJ
dS-o,
r \dii{t) àiii-z) J^ I dx ôx
dS.
Analoguement on trouve
C'est pourquoi
âu{t) ôuiz)
dS.
r \du(t) âu(-)
\x dx
d'où
^^^(0 àitjz)
dS <MN/,
et a foj^tiori
duit) ôu{z)
A{t,z)dS
dx dx De la relation (2) on tire donc
f ^u{t)ds<:^l?\t
Par suite, on pourra écrire
< iMN t.
j Mi(t)db<—-,
)dS<
i44 Or
du{t)
dS î^ o,
où ? dénoie une quelconque des variables ^,y, z. D'après les relations (3), on a donc
du(t) du(x)
dS<MNt^'z\
d'où
Ainsi de suite, en remarquant que
on tire
/ ^u(t)dS<—^
Je {n
M (2 NO
Cette relation étant vérifiée pour n aussi grand qu'on veut, il viendra
c'est-à-dire la fonction m est constante par rapport à x^y^ z. Mais u est nulle au contour, donc w m o et
Nous appelons adjointe de (i) l'équation
où^<9<T.
Posons
H,.jr^.^[.(o^-«(o^]
rfa
-/ "^'X rfx^f2lh^>^-"(')^]/'<^'')™H''
n étant la normale externe au contour 1.
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H<j dépend évidemment de toutes les valeurs des fonctions u et t> et est une fonction ordinaire de la variable 0. Nous écrirons donCj d'après cette remarque,
U est facile de voir qu'on a
(4) }\^{\u,v\,^)= Ç dt Ç {fv-^a)d%
lorsque v est une fonction régulière dans le domaine S pour o^^^85 1- Kn effet, considérons l'équation primitive
et son adjointe
On tire de la première
f dt I /v{t)dS- 1 dt I àiU(t)v{t) dS
d'où, en appliquant successivement le théorème de Green et la formule de Dirichlet (voir p. 36),
= — / lMii,v)dsdt-{~l 1 V -Y- dt d^
</^ / â?T / X^'('^)"~;ï — -cosnxfi(z^t) di^ et analoguement de la seconde, / dt I (^ u(t)dS = — 1 dt I à(u,v)dS+l dt j u-r-d^
-+- r ^^r di Ç ^u{t)^^^ cosnx f,{'z,t)da.
OnaposeA(«, .;=2,^îr ^^-
V. JO
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En retranchant les deux relations on obtient f dtf[/.(t)-^u(r,]ds=f cu f (^ç^- u^l^) d.
-^f\nfy.f'^[^(-.)'-^--uU)'^]A(^,n<^osn.d.-,
l'équation (4) est ainsi démontrée.
Si /= C5 rrr O, on a,
Pour déduire de l'égalité précédente, ou de l'équation (4), une formule analogue à celle de Green, il faut calculer une intégrale fondamentale de l'équation adjointe, c'est-à-dire une intégrale qui devient infinie de même ordre que -> r étant la distance entre un
point fixe (pôle) et un point quelconque x^y, z. Nous donnerons après dans un cas particulier le calcul de cette fonction fondamentale, en renvoyant au Mémoire qu'on vient de citer pour le calcul dans le cas général.
Pour montrer que l'équation (i) ne se pas ramène en général aux équations intégrales ordinaires, posons
y, -, O -^ / «(^, y^ ^' ')Mtr-) d- = V(a7, y, z, t),
(r, jK, z, t)-\- I ii{x, y, z,'z)f2(t,z)dx = W(a7, jK, z, t).
L'inversion de ces équations par la méthode que nous avons donnée dans le Chapitre II, § II, nous donne
= \{x,y,z,t)-^ f \ix,y,z,')f,it,-)d-
= \\(x,y,z,t)n~ f W{x,y,z,-.)f!,{t,z) dz. L'équation (i) s'écrira alors
ôx^ oy^ Oz-^ -^ ' ' ' ' ^
Nous sommes ainsi amenés à envisager au lieu de Féquation (^i)
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un sjslème simultané de deux équations intégrales de Volterra et d'une équation difïérentielle avec les trois inconnues U, V, W. Les problèmes des résolutions des équations intégrales et de l'équation difïérentielle ne se séparent que si /, =f.^z=zf^ où Ton a
V. — Fonctions permutables et leurs compositions. Deux fonctions finies et continues, F, (^,y), F\>(^,jk), telles que
sont appelées permutables ('). L'opération précédente est appelée composition. F^ (x,y)j F2(^,^7) sont les composantes, le résultat de la composition est la résultante. Nous désignerons la fonction résultante par
ou plus simplement par F,F2, FoFi, lorsqu'il n'est pas possible de confondre ces expressions avec le produit des deux fonctions. Démontrons maintenant que la composition jouit de la propriété associative. Considérons, en effet, trois fonctions
et posons
f F\(a;,^)F,ily)d'^ -*(>,rX
En employant la formule de Dirichlet (voir p. 36), on aura f *(^,0F3(^,7)^^- r^^ r'Fi(^, -OF2(y), 0F3(.^r)^^i
= yF,{x,T,)drJ F^{r,,\)F^{\,y)d% =J F,{x,r,)W{-r„y)dr,.
( ^ ) Volterra, Questioni generali sulle equaz. int. e integro-diff. {Lincei^ 1910, 1° sem.). — Pour la permutabilité et la coinposilion de seconde espèce, voir aussi : Volterra, Sopra luia proprietà générale délie equazioni intégrait ed integrodiff. {Lincei, 1911, 2° sem.).
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On peut écrire ce résultat symboliquement de la manière suivante
(F,F2)F3=Fi(F.2F3),
ce qui démontre la propriété associative.
On tire de là que, si l'on a des fonctions permutables entre elles, en les composant, on trouve de nouvelles fonctions qui sont permutables entre elles et avec les fonctions primitives. Pour démontrer cette proposition il suffît de remarquer que, si Fi, F2, F3 sont permutables on a
(FiF2)F3= F,(F2F3)= Fi(F3F2) = (FiF3)F2-(F3FOF2= FslFiFa).
Le résultat de la composition de n fonctions permutables F,, F2, . . . , F„ sera désigné par
FiF2...F„(^,j)
ou plus simplement par Fi F2 . . . F,,, et si les fonctions sont égales à F(:r, y) par F''(^, y) ou F".
On voit aisément que des polynômes rationnels et entiers dont les termes sont des fonctions permutables sont aussi des fonctions permutables et leur composition s'obtient par la règle de la multiplication des polynômes.
Exemples des fonctions permutables. — a. Si nous partons d'une fonction finie et continue quelconque F(^,y) et nous la composons avec elle-même de manière à calculer ce que nous venons de désigner par F-, F-', . . . , F/' et si nous formons des polynômes F^+ F^ -}-...-}- F', nous aurons des fonctions permutables.
Il est facile de remarquer que les opérations itératives que nous avons employées pour la résolution des équations intégrales ne sont que des compositions (voir Chap. II, § 2).
p. Deux fonctions finies et continues Fi(y — .r), F2{y ■ — -x) quelconques sont toujours permutables.
Envisageons en effet :
Posons
d'où
r^—x=y — \, d^= — dq.
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L'intégrale précédente devient
-f '^^{r-ri)¥^{r,-x)dr,= f ¥,{y-^,)¥^a-x)dl c. q. F. D.
On a aussi
J Fra-x)F,(y-'^)d^^=J Fi(i;)F,(u - v) dv
= f Fi{u — v)F^{v)dv
OÙ l'on a posé
Cela prouve que la résultante est fonction de j^ — x^ de même que les fonctions composantes.
Les fonctions de jk — oc constituent toutes les fonctions permutables avec l'unité.
En effet, posons
f F{x,^,)d\= f' ^{ly)d\ = ^{x,y\
on aura
e'est-à-dire 4> et, par conséquent, F sont des fonctions de y — x.
Extension de V opération de composition. ^ — Si « est un paramètre constant, on représentera par a¥(^x^y) le produit de a par F. ¥i[x^y) et ¥s^[x^y) étant des fonctions permutables, t/, b étant des paramètres constants on aura que a¥i(^x^y) et b ¥s{x^ y) sont aussi permutables. En les composant on obtient ab¥i¥s^ d'où il résulte :
En combinant linéairement des fonctions permutables multipliées par des coefficients constants^ on obtient des fonctions permutables dont la composition résulte d'après les règles du produit des polynômes.
Si a et 6 désignent deux constantes, les fonctions
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n'appartiennent plus, en général, à l'ensemble des fonctions permutables avec les fonctions données. Cependant nous étendrons l'opération de composition en écrivant
OF,--=F,0 = aF,+ F,F,, 4^0 = 0'!^ = «6 4- aF^4- ^F,-i- F,F,.
VI. — Lk groupe du cycle fermé
Nous avons reconnu, dans Tétude des équations intégrales de Volterra (voir p. Sa), que les noyaux de la forme ¥^{x — $) jouent un rôle particulier. Nous venons de voir dans le paragraphe précédent que ces noyaux constituent un groupe de fonctions permutables. Nous allons montrer que, au point de vue physique aussi, ils ont un intérêt spécial.
C'est pourquoi revenons aux phénomènes héréditaires, en particulier à ceux de la torsion que nous avons envisagés dans le paragraphe II.
Supposons que le coefficient d'hérédité soit fonction de la différence t — ■ z, c'est-à-dire
Cela signifie que la loi de V hérédité est invariable à travers le temps. Montrons que, dans ce cas, si le moment de torsion change d'une manière périodique par rapport au temps, l'angle de torsion est aussi périodique avec la même période.
En effet soit T la période. Envisageons la relation entre l'angle de torsion o) et le moment P, en supposant tQ = —oD [§ II, formule (2)]
(2) oi{t)=kP(t)-+~ f P('z)^(t--)d-.
En changeant successivement t en z -f- T et t en t -j- T, on obtient, après avoir remarqué que P(^)rr: P(f-|- T),
ui{t-+-T)= /^P(t)-\- f P(z)<i>{t — 'z)d'z, c'est-à-dire
to(if -h T) = (0(/). C. Q. F. D.
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Dans la formule (2) on a dû prendre la limite inférieure — 00 à cause de la périodicité, c'est pourquoi nous supposerons
- il-+-£
B et £ étant des quantités positives. Nous sommes ainsi surs de la convergence des intégrales.
Démontrons maintenant la propriété réciproque. Supposons que chaque fois que P est une fonction périodique de /, avec une période quelconque T, o) soit aussi une fonction périodique de t avec la même période. Nous allons prouver que, dans ce cas, la condition (1) doit être vérifiée.
En effet, comme à l'instant ^ on a
ui(t)= kP{t) ^ r p(t)*(^,-)^-,
«^— oc
et à celui ^ + T
en remarquant que
P(0 = P(^-t-T), on obtiendra
c'est-à-dire, en faisant dans le second membre la substitution
/ =r P(T)ci>(^-f-T,T-+- T)^/t.
Or P(t) est une fonction périodique arbitraire, c'est pourquoi
*(^T)4-y ct,(7,-__^T) = *(^-t-T,':-f-T)-:-y *(<-4-T,T-nT),
où
Jùi tenant compte de la condition (3) on voit que les deux séries précédentes seront convergentes et qu'on aura
donc
y <^(^_T,^-nT) < ^Y -f-
tl>
îBri
où ri est un nombre compris entre -h i et — i .
Si A <C T — (^ — t), on aura T — A >> o, et t -}- A sera compris entre ^ -j- A et ^4-^^ — (T — X). Ainsi on pourra changer dans l'équation précédente t^ t, T respectivement en ^ -h A, t h- a, T — \\ on aura donc
*(<,t)-cI>(^+X,T-f-X)-
1 By)'
Ti
ou l
1 . Cette relation a lieu pour T aussi grand que l'on veut; par suite on a, quel que soit A,
c'est-à-dire 4> est fonction de ^ — ' ( ' )• c. q. f. d.
On appelle l'ensemble des propositions que nous venons de démontrer le principe du cycle fermé. En effet la relation entre to et P peut être représentée par une courbe plane ayant pour coordonnées (0 et P. Or, au lieu de parler de périodicité de to et F avec la même période, on peut dire que le point représentatif de la courbe décrit périodiquement un cycle fermé. Le groupe des fonctions permutables de la forme F( y — ^) s'appelle le groupe du cycle fermé.
(*) VoLTERRA, Suite equazioTii delta elettrodinamica {Linceij 1909, 1° seni.; Acta math., l. XXXV).
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VII. — Séries des fonctions permutables. Envisageons la série des puissances de la variable complexe z,
dont R est le rajon de convergence. Alors on peut déterminer un nombre positif M tel que
Gela posé, considérons la série
(i) ai F-i- «aF^-H--.. + «/i F"+ ...,
où les indices des puissances représentent des opérations de coinposition appliquées à la fonction F(^, y). Cette série est uniformément convergente. En effet,
F'"< ^mlZ L^,
si I F I << N, et la série majorante
est uniformément convergente.
Posons
<î> (a7,jK) = «1 F -h «2 F^ -+- . . • -+- a» F« + . . .
et composons F et <I>. Nous aurons
donc F et <ï> sont ses fonctions permutables. Les propositions que nous venons d'énoncer peuvent se généraliser facilement et Ton a le théorème suivant :
Soit
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une série convergente si |^i | <CRi7 | ^2 1 < R25 ••.> | ^^a | <; Ra étant «00... 0 = o» Remplaçons Zi, Z2-, . , ,, z/i par les fonctions permutables F, (œ, y), F2 (x^y)^ ..., F/i(x^y). En j^egardant les symboles de puissance et de multiplication comme des symboles de composition^ on obtient une série convergente dont la somme est permutable avec F<, F2, . . ., F/j.
En effet, on peut trouver un nombre M tel que
Or, si
on a
{y — .r )'"i {y — xY'- ... ( r — ^) '*~^
il! t'a! ... (^A— i)!
en supposant /^ >• o, et la série majorante
oc 00 oc
^Ji- + «, + ...+ ih^ L_
est convergente. La vérification de la permutabilité est immédiate. Le théorème précédent donne la manière de passer de la série (2) qui est convergente dans un certain domaine à une série qui est convergente, quelles que soient les valeurs de F|, Fo, . . ., F/^. Envisageons par exemple
qui converge pour \z\ << «. La série
où les symboles de puissance appliqués à la fonction F désignent des opérations de composition, est toujours convergente, et 4> (:r, y) est permutable avec F(:r, y).
La proposition que nous avons énoncée nous donne aussi le moyen d'étendre l'expression des fonctions permutables et de calculer d'une manière fort simple leur composition.
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Soit l'élément de fonction analytique
on écrira
t};(F) = ao-+-«iF + «2F'^---.-t-artF"-H...,
où les puissances désignent des compositions. La série sera convergente quel que soit F(^,y), et ^(F) sera permutable avec F (x, y) si «0 = o- De même, soit
^(zi.Zi, . , ,, Zh) = I.ai^i^,,.,;,z'{z'i. . .zj^
un élément de fonction analytique des variables ^^, ^27 • • •? ^h] on écrira analoguement, F, (a?, y), ..., F/i(y, z) étant des fonctions permutables,
où il faut interpréter par des compositions les symboles des opérations de multiplication et de puissance dont sont affectées Fi, Fo, ..., ¥/i. On aura ainsi une série toujours convergente et elle sera une fonction permutable avec F, , F2, ..., F^, si aoo...o= o- Cela posé, étant données deux fonctions analytiques,
développables en séries de puissances de js«, Z2, ..., z/i dans le domaine du point Zi =22 = ...=^^ =0, formons le produit
^(Zi, ...,Zh)e(zi, ...,Zh) = yi{zu ...,.^a).
On aura, en composant ^(Fi, F2, ..., F^) avec 8(F,, Fg, ..., F>i), le résultat-^ (F,, F2, ..., F h) et les développements de ^(F,, ..., F^), 9(F,, ..., Ffi)i x(^'' ""> ^a) seront valables quels que soient les modules de F, , F2, . . . , F^.
Les opérations de composition pourront donc s'eff'ectuer par les mêmes règles qu'on applique lorsqu'on fait le produit des expressions analytiques.
C'est ainsi que l'expression de la fonction (3) pourra s'écrire
et si l'on a
'^^^qTF' ^^è^iTF'
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nous écrirons le résultat de leur composition
FF F
VIII. — Théorème général sur les équations intégrales ET intégro-différentielles.
Le théorème que nous avons donné dans le paragraphe précédent peut être énoncé et interprété d'une autre manière. Envisageons la série des puissances
Remplaçons z-i, z^^ -- -, Zn par ^,Fo 22F2, . • -, ZnFn', F,, F2, . . . , F^ étHut des fonctions permutables et ^i, Z2, ..., Zn des paramètres indépendants de ^,r. Considérons les opérations de multiplication et de puissance dont F,, F2, ..., F,i sont alï'eclées comme des opérations de composition. La série ainsi obtenue est convergente quelles que soient les modules des paramètres 5<, ..., Znt c'est-à-dire qu'elle est une fonction holomorphe de ces variables. Désignons-la par
F(2iFi,22F2, ,..,Zn^n\
OU par
F(^i,^2, ...,Zn \oc,y).
Cela posé, considérons une relation entre ^1,^2? •••5 ^n-, la fonction ( 1 ) et ses dérivées jusqu'à un certain ordre, qu'on peut écrire
Écrivons z^\^^ ^2^2? • • -5 Zn^n au lieu de ^,, ^2, • • -, z„ et remplaçons F par p, où io5 ?ij "M \n sont des paramètres indépendants des ^,, Z2-) ..., Zii. L'équation précédente s'écrira
* r" • • " ^"' b' !7^ ^' ^b ^' *"' ^0^^'. . .\'k' àzP.K. .dzPc) ~ ""' et elle sera satisfaite par
y"= b F^'Si ^1, Z2Ç2? • ' •-, Zn\n)-
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Pour simplifier, supposons que Téquation (i') soit algébrique et que, en la réduisant sous forme entière, elle devienne
Remplaçons maintenant ^,, ..., ?« par t\, F2, ..., F,, et au lieu de Ço substituons une constante ou une fonction Fq permutable avec les précédentes de telle façon que / soit aussi permutable avec F,, ..., F„. Considérons les produits et les puissances de Fq, F,, ..., F,,,/ et des dérivées dey, comme des opérations de composition. On obtiendra une équation intégro-dilTérentielle qu'on peut écrire
La proposition générale qui résulte de la théorie que nous avons exposée est la suivante :
L équation intégro-différentielle (2) est satisfaite par la fonction entière f{^M ^27 •••7 ^/< I-^^JK) permutable avec F,, F2, ...,F„.
Lorsque <I> ne contient pas les dérivées de F, le théorème précédent cesse d'être une proposition relative aux équations intégrodiflerenlielles et devient un théorème sur les équations intégrales.
INous allons lui donner alors une forme un peu différente et plus simple.
Considérons l'élément de fonction analytique
qu'on peut désigner par F(5<,:?25 •••> ^«) et écrivons l'équation
Si l'on envisage Zn comme fonction implicite de i;,, z-*, ..., z,i_i, supposons que la solution z,i (^,, ^2, . • -, ^«-i ) devienne nulle pour Zi ^= Z2 ^= . . . = Zn-i = o sans que ce point soit de diramation. Alors on pourra développer z,i dans un domaine de
niAPJTHK
rl',»rf« lin'* <^i''ne
1 'lin i '-fiualir/ i . I y I „ ..Il li' 11
'ie» cofripo-
' ofi peut
I i „ ' ';iume jfj(.'viij)ii';. ï.-.i ntn'.a ^aar la
•II' ,y (;jj _) rr-m pî;u;aiât v,, — i ,, ^ t'A (tu roy^nr-
< ' / I I) I )' ) • I i M ) Il .
Itc mn f'j ii'itiH fjup. Inti'li (jiK- hi \t'tif' ^ \ fhititif f'ti ,■ /-■ l'il
In \()l II 1 1 > ,h (Ir I l'I II ' 1 1 1 < , h ', . I /'■. Iii'i'lii^i- 'le ,' , -//_t ''/"'
ItljlS Iti't.i.l ^ il n II i' I I I I < n II I- liiiiili'. I ' L II II m « »
(hiliii'- hi ,(duLion '!<■ I ''jiKili'.ii iii h' ■_■ I II h- I f ,. f . .. ijiii'/lr, tjiir \i)i<'nl h-, lali'ui , ni/ 'il m- . i^/ehtjh\, I
Nous consacrerons ce paragraphe à quelques a[>j
r<''siiltats prâr(''(\pnls.
' >'^ii -i'i' I -ii ■' 'i .iL'^i '1 1 • '|iiationde premier degré
^l^îj -4- Zj — Zj.
L^inconnue ^^ sera donnée par
i',ri~ 'I*-
l)'ii(. j;i;ui i soudre réquatioii ^ mier degré
OÙ F| et F2 sont des fonction = permutables, il suffira d « '
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OÙ les multiplications et les puissances dénotent des compositions.
Ce développement est toujours convergent, tandis que le développement analofçue de la formule (i) a le rayon de convergence égal à l'unité.
Si F2{Xj y) = ¥,(x, y), on obtient les doux princjpijs de réciprocité et de convergence (comparer Chap. H, ij 11). La théorie des équations intégrales linéaires n'est donc qu'un cas particulier de celle que nous venons de développer.
Considérons ensuite l'équation intégrale de deuxième degré :
où /7, elûî sont deux constantes a,^o ( i 'I». ^>j, <I>o sont des fonctions permulahles. La solution sera
qui peut facilement être développée en série des puissances de ^f,, ^,, ^2? ^ù les puissances et les produits désignent des opéralions de composition. \^ série sera toujorjrs convergente.
Passons aux équations intégrales de degré infini.
Envisageons la série exponentielle
z^ z* zf*
posons
On peut obtenir z exprimé par une série des puissances de /. Kn effet,
e-=i-hZ, donc ^=:logri-+-Z; = Z — — -f- -5 .. .-h(— !/'—-+-
Le ravon de convergence de cette série est l'unité.
Écrivons maintenant l'équation intégrale correspondant «
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l'équalion transcendante (2). Posons L'équation intégrale sera
*(.,^) = F(.,..)-HÎ^H-...+ £%>:l +
OÙ ¥{x^y') est l'inconnue. La solution sera OÙ l'on a
Même ici on peut répéter la remarque que la solution trouvée est valable quelle que soit la valeur absolue de 4> (^, r), tandis que la série logarithmique a le rajon de convergence égal à i .
Gomme dernière application, nous calculerons la solution fondamentale de l'équation
(3) ^u,..n-^{\^^^fi.n^
z^ t)\ di = o
dans l'hypothèse que /, o et 'l soient des fonctions permutables. Cette équation est l'équation adjointe de l'équation intégrodifîerentielle de type elliptique que nous avons envisagé dans le paragraphe IV.
Considérons d'abord l'équation différentielle
z^^ z.,^ z^ étant des paramètres indépendants de ^,j>', z. Posons
On a
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et en désignant x sj \ — Ç, , jk V^i — S25 ^ V i — Ï3, respectivement, par x^^ y^^ ^,, l'équation précédente s'écrira
d'^u d^u d^u _ dx\ Oy\ ôz\
La solution fondamentale de cette équation est donnée par
•^i-(SCi+-ÇC2+^C.
où ç est un paramètre quelconque indépendant de x^y^ z et Posons
^2 yl ^2
et développons u suivant les puissances de a. On aura (4) »=¥-+È ^•^7(^«-)aA.
Ce développement convergera pour Ç<, Ç27 Ç3 suffisamment petites. Substituons maintenant/, es, ?]>, X au lieu de 5|, ^05 ^3> ? ^t supposons que X soit une fonction permutable avec/, f , ']^. Gommençonsr par écrire symboliquement
c'est-à-dire
où les puissances désignent des compositions, et posons
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La solution fondamentale de l'équation (3) sera donnée par
Cette expression sera convergente quelles que soient les valeurs absolues finies de/, cp, ^, \, tandis que la série (4) ne sera convergente que dans certaines limites. Elle satisfait l'équation (3) même si nous prenons X = i .Dès qu'on a calculé la solution fondamentale de l'équation adjointe (3), en employant la méthode de Green, on peut obtenir une formule analogue à celle de Green pour Téquation du type elliptique du paragraphe IV. Il suffit de remarquer que dans l'exj)ression de U, oii l'on a fait 'k-= i, on peut remplacer x, y, ;5 par œ — ^1, .}' — Xij ^ — ^i5 le point :r, , y,, s, étant le /?d/<?. Si l'on applique la formule de réciprocité que nous avons donnée dans le paragraphe IV, en prenant p=U, il faut retrancher le pôle par une sphère s'il est interne au domaine S. En faisant diminuer cette sphère indéfiniment, on trouve à la limite la formule correspondante à celle donnée par Green dans le cas de l'équation de Laplace.
Pour les détails des calculs, nous renvoyons au Mémoire (') déjà rappelé de Volterra publié dans les Acta mathematica {'-).
(') Volterra, Osservazioni sulle equazioni integvo-dlff. ed integrali {Lincei, t. XIX, i" scm.).
(^) Acta mathematica, t. XXXV.
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La solution fondamentale de l'éqiialion (3) sera donnée par
Cette expression sera convergente quelles que soient les valeurs absolues finies de/, cp, 'i>, X, tandis que la série (4) ne sera convergente que dans certaines limites. Elle satisfait l'équation (3) même si nous prenons "k = i .Dès qu'on a calculé la solution fondamentale de l'équation adjointe (3), en employant la métliode de Green, on peut obtenir une formule analogue à celle de Green pour l'équation du type elliptique du paragraphe IV. Il suffit de remarquer que dans l'expression de U, où Ton a fait \= i, on peut remplacer ^,y,^ par X — ^15.)' — JKo ^ — -^17 le point .^1, y,, s, étant le /?d/e. Si l'on applique la formule de réciprocité que nous avons donnée dans le paragraphe IV, en prenant ç=U^ il faut retrancher le pôle par une sphère s'il est interne au domaine S. En faisant diminuer celte sphère indéfiniment, on trouve à ]a limite la formule correspondante à celle donnée par Green dans le cas de l'équation de
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