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PAR DES SÉRIES DE POLYNOMES
Puissance (ïun ensemble, — L'idée d'ensemble est une notion primitive dont nous ne donnerons pas de définition (*). Citons seulement quelques exemples d'ensembles : l'ensemble des points d'une droite, l'ensemble des polynômes en x^ l'ensemble des surfaces mini ma, etc.
On peut raisonner sur les ensembles sans s'occuper de la nature des objets qu'ils contiennent. Lorsqu'un ensemble est fini, on est ainsi amené à distinguer, parmi les propriétés abstraites de cet ensemble, le nombre des objets qu'il contient. Deux ensembles finis contiennent chacun le même nombre d'objets si, à tout élément de l'un, on peut faire correspondre un élément de l'autre et réciproquement. SUl en est encore ainsi pour deux ensembles QUELCONQUES E, E| , nous dirons avec M. Cantor que E a même PUISSANCE que £<. Nous pouvons maintenant nous proposer de comparer, au point de vue de la puissance, un ensemble quelconque à quelques ensembles qui nous sont familiers et que nous prendrons pour types.
(*) Koi'r, pour la discussion de Tidée d'ensemble, Emile Borel, Leçons sur la théorie des Fonctions, Chapitre [ et Notes. (Paris, Gaulhier-Villars.)
a CHAPiTnu I.
Ainsi, un ensemble E qui a même puissance que l'ensemble des nombres entiers : i, 2, 3, . . ., /i, . . ., est un ensemble dénombrable» Si E a même puissance que Tensemble des nombres compris entre o et i (limites comprises), on dira que E a la puissance du continu.
Donnons des exemples de Tun et de l'autre cas. Un ensemble de nombres : «;„„,«„... .«^ qui se distinguent par la suite de leurs k indices entiers m^^ . .., m^t est un ensemble dénombrable. Il suffit, pour le voir, de montrer que l'on peut ranger ces nombres dans Tordre i, q, . . . , /?, . . ., de façon à les obtenir tous, chacun une seule fois. Pour cela, considérons tous ceux de ces nombres dont la somme des indices est égale à /i. Il y en a un nombre fini, on peut donc les numéroter. Si Ton opère ainsi pour/i = 1, /i = 2, . . . , on pourra les numéroter tous à partir de i .
Ainsi les nombres rationnels -^forment un ensemble dénom-
brable, car Up^q = — est bien déterminé par les indices entiers/?
etçrC).
De même, on peut démontrer (^) que ^ensemble des points compris dans un carré de côté égal à 1 a même puissance que V ensemble des points situés sur un de ses côtés, c'est-à-dire, a la puissance du continu. Une question se présente naturellement au sujet des deux ensembles que nous avons pris pour types : V ensemble E des nombres compris entre o et 1 est-il dénombrable? La réponse est négative (') : lorsqu'on enlève de l'ensemble E une infinité dénombrable d'éléments, il en restera toujours une infinité, de quelque manière qu'on opère (*).
(') Suivant les cas, on est amené à regarder comme distinctes deux fractions — » ^ du moment que p' et q' ne sont pas égaux respectivement à /? et ^,
ou à ne pas regarder comme distinctes deux fractions égales, c'est-à-dire telles que/?^'— ^/?' = o, mais, quelle que soit la convention faite, la conclusion est la même.
(*) Voir E. BoRBL, toc. cit., p. 17.
(*) Voir E. BoREL, loc, cit., p. 14.
{*) D'ailleurs il ne faudrait pas croire que .les deux types de puissances que nous avons considérés soient les seuls possibles. Voir, à ce sujet, E. Borel, loc, cit,, p. 107.
Ensembles de points.
On peut aller beaucoup plus loin dans celle étudie des ensembles abstraits. Mais nous aurons surtout à utiliser dans la suite les propriétés spéciales aux ensembles de points (et particulièrement de points d'une droite). Plusieurs de nos résultats pourront se généraliser à Pespace à n dimensions, en appelant point un ensemble de n nombres réels : x^^ x^^ . . ., ^r^, et sphère le lieu des points pour lesquels on a
Le nombre positif r sera la distance du point X\^ ..., «T/j au centre a» , . . . , a,, ; R est le rayon de la sphère.
La nolion fondamentale qui s'introduit dans la considération des ensembles de points à un nombre quelconque de dimensions est celle de point limite. Nous dirons qu'un point A est point limite d'un ensemble E si, quel que soit le nombre positifs*, on peut trouver un point de l'ensemble E distinct de A et dont la distance à A soit plus petite que e.
Il résulte évidemment de cette définition qu'il y a une infinité de points de E près de A.
Il y a souvent avantage à introduire la considération du point à l'infini. Il sera, par définition, point limite de E, s'il y a des points de E ù l'extérieur d'une sphère quelconque.
L'ensemble E' des points limites de E est l'ensemble dérivé de E. On dira que l'ensemble E esl fermé s'il contient tous les points de son dérivé E' ei parfait s'il coïncide avec E'.
On voit immédiatement que V ensemble dérivé E' d'un ensemble quelconque E est fermé. En effet, près d'un point limite quelconque de E', B, il y a des points A' de E' et, près de A', il y a des points A de E. On peut s'arranger (£ étant un noinbre positif donné) pour que les distances de B à A' et ensuite
de A' à A soient plus petites que - et alors la distance de B à A
sera plus petite que e; car il résulte de la définition analytique de la distance qu'un côté d'un triangle est au plus égal à la somme
des deux autres. Donc un point limite quelconque de E' est un point de E'.
L'étude de l'ensemble dérivé E' d'un ensemble E peut dans certains cas nous révéler certaines propriétés de l'ensemble E, comme nous allons le voir. D'autre part, le sujet de cette élude est plus restreint, puisque E' ne peut être donné a priori d^une façon quelconque, d'après le théorème précédent.
Théorème de Weierstrass-Bolzano. — La condition nécessaire et suffisante pour qu!un ensemble ne contienne qu'un nombre fini de points est que son ensemble dérivé soit nul (c'est-à-dire qu'il n'y ait pas de points limites de E).
Il suffit évidemment de démontrer que, si un ensemble E contient une infinité de points, il a au moins un point limite. Er> effet : ou bien le point à Tinfini est point limite; ou bien tous les points de E sont dans une sphère S de rayon fini. En agrandissant S, on peut supposer que S soit un volume limité par des plans parallèles aux plans de coordonnées (*). Menons maintenant des plans équidistants de ceux-ci; ils partageront S en un certain nombre de parties égales Si, S'^ , ... et dans l'une au moins de ces parties, Sf par exemple, il y aura une infinité de points de E. Opérons de même sur S| *, il y aura une des parties de Sf au moins, soit S2, qui contiendra une infinité de points de E, et ainsi de suite. On formera ainsi des régions S, S|, S^, • • . contenant toutes une infinité de points de E, chacune intérieure à la précédente et qui tendent manifestement vers un point A situé à leur intérieur ou sur leur contour. Le point A sera un point limite de E, puisqu'il y aura une infinité de points de E aussi rapprochés de lui qu'on le voudra.
^ous allons maintenant démontrer une proposition analogue en utilisant une locution introduite par M. Ernst Lindelof. Nous appellerons avec lui point de condensation d'un ensemble E, un point A tel que, dans une sphère de centre A et de rayon au»si petit que l'on veut, il existe une ^infinité non dénombrable de points de E. Le point à l'infini sera un point de condensation s'il
(') Nous appelons pian coordonné Fenscmble des points pour lesquels on a a:, = o-.; un plan parallèle à â7,= u est 07,= a,.; la dislance des plans a?, = a^, x. = bi est (a, — 6..|.
j a une infinité non dénombrable de points de E à l^extérieur d'une sphère de rayon aussi grand que l'on veut.
On peut alors répéter la démonstration du théorème précédent en remplaçant les mots : infinité de points par infinité non dénombrable de points et points limites pdiV points de condensation. On prouvera ainsi que tout ensemble non dénombrable admet au moins un point de condensation.
Cette même notion permet de démontrer simplement la proposition suivante (*) :
Théorème de Cantor-Bendixson. — Un ensemble fermé quelconque F peut être décomposé en un ensemble parfait P et un ensemble dénombrable D.
£n effet, appelons P l'ensemble des points de condensation de F (ce sont des points de F puisque F est fermé) et soit D l'ensemble des autres points de F.
Je dis que P est parfait et D dénombrable.
Tout d'abord, P coïncide avec son dérivé P'. Car, soit A' un point de P', il y a près de A' une infinité de points A de P dans
une sphère de centre A' et de rayon -• Près d'un point A, il y a
une infinité non dénombrable de points B de F dans une sphère de
centre A et de rayon -• Donc, il y a une infinité non dénombrable
de points de F dans la sphère de centre A' et de rayon e : A' est un point de P.
Réciproquement, considérons deux sphères S,|, S^^ concentriques
à un point Ai de P et de rayons - » • Entre ces deux sphères,
il ne peut y avoir un nombre fini ou une infinité dénombrable de points de F quel que soit n. Sans quoi, on pourrait les désigner par ani, an^i ^ns? • . ., et alors, dans une sphère de centre A| et de rayon assez petit, il n'y aurait d'autres points de F que des points aïk qui forment comme on l'a vu un ensemble dénombrable. Par conséquent, A| ne serait pas point de condensation de F. Il y a donc des valeurs de n aussi grandes que l'on veut pour
( ' ) Cette proposition a été démontrée d'abord au moyen de la considératioQ des nombres transGnis.
lesquelles il y a un ensemble non dénombrable de points de F entre S„, S^,.
D'après le théorème démontré, il y aura au moins un point de condensation de F entre S» et ^\^. Le rayon de S/i tendant vers zéro, A| sera un point limite de P. Ainsi P est parfait; il en résulte en particulier qu'un point de D ne peut être limite de points de P. Autrement dit, la distance d'un point bien déterminé C de D à un point quelconque A de P a un limite inférieure r non nulle.
L'ensemble E| des points de D pour lesquels r> - est dénombrable, sans quoi cet ensemble E| aurait au moins un point de condensation qui serait en même temps un point de condensation
de F. Or ceci est impossible puisque /•> — • Nous pourrons donc
ranger les points de D pour lesquels r> i dans l'ordre c^^ C\2i
c<3, ... puis ceux pour lesquels on a i ^/'> - dans l'ordre Cai,
^22) ^23> • • • et ainsi de suite. Tous les points de D pouvant être obtenus chacun une fois dans l'ensemble des cik^ D est bien dénombrable. La démonstration précédente n'est exacte que si tous les points de l'ensemble sont à distance finie. Une simple transformation homographique ramènerait à ce cas l'hypothèse contraire.
Structure des ensembles parfaits linéaires.
Nous allons maintenant nous restreindre à la considération des. ensembles de points situés sur le segment (o, i) que nous appellerons intervalle fondamental. Quelques-uns de nos résultats pourraient s'étendre comme les précédents aux ensembles de points à n dimensions, mais nous n'aurons pas à utiliser cette extension.
Considérons un ensemble de points de l'intervalle fondamental; nous dirons qu'il est dense dans un intervalle partiel (a, 6), si son ensemble dérivé contieut tous les points de cet intervalle. On voit qu'un ensemble dense dans un intervalle (a, b) contient, s'il est parfait, tous les points de cet intervalle.
Nous allons montrer maintenant comment on peut construire un ensemble parfait P défini dans l'intervalle fondamental. Soit,
dans cet intervalle, un point A n^appartenant pas à l^ensemhle P [ce qui suppose que F n*est pas dense dans l'intervalle (o, i)]. Supposons d'abord qu'il existe au moins un point B de P d'abscisse b supérieur à l'abscisse a de A. La limite inférieure des abscisses b est un nombre déterminé, p, abscisse d'un certain point N et l'on a jS^a. Le point N est évidemment point limite de P, c'est donc un point de P. Par suite, il ne peut coïncider avec A et l'on a : p ;> a. D'ailleurs, entre A et M, il n'y a certainement aucun point de P. Supposons de même qu'il y ait au moins, un point C de P d'abscisse inférieure à a, on voit qu'on pourra former un intervalle MN dont les extrémités seules appar^ tiennent àV et qui contient A à son intérieur.
Nous dirons, en adoptant une expression proposée par M. Baire, que l'intervalle MN ainsi déGni est un intervalle contigu à l'ensemble parfait P.
Pour exprimer que A est entre M et N sans coïncider avec M ni avec N, nous dirons que A est intérieur à MN au sens étroit; il serait intérieur au sens large s'il pouvait coïncider avec l'une des extrémités.
Il pourra exister des points A tels qu'il n'y ait pas de points de P à droite de A (c'est-à-dire d'abscisse supérieure). Dans ce cas, on pourrait encore construire un segment tel que MN, sauf que N serait le point i n'appartenant pas à P. De même, s'il n'y avait pas de points de P à gauche de A, M serait le point o.
Observons que si l'on détermine tous les segments tels que MN, on obtient une infinité dénombrable de segments n'empiétant pas les uns sur les autres et n'ayant même pas dextrémiié commune. Le fait que les intervalles conligus à P sont sans points communs résulte de leur définition même. De plus, ces segments forment un ensemble dénombrable. Car le nombre de ceux de ces
segments dont la longueur est plus grande que -- est inférieur à n
par suite des propriétés précédentes. D'après un raisonnement que nous avons fait plusieurs fois, cela suffit à démontrer noire propo^ sition.
Il en résulte qu'on obtiendra l'ensemble parfait P {qu'on a pris arbitrairement, mais distinct de l'ensemble des points de V intervalle fondamental) en enlevant de cet intervalle les
points intérieurs {au sens étroit) à un certain ensemble dénombrable E dUntervalles MN sans points communs. Réciproquement, si l'on opère ainsi en se donnant a priori un ensemble E, nécessairement dénombrable, d'intervalles MN sans points communs, V ensemble P obtenu est par/ait.
En eflFet, soit A' un point de l'ensemble dérivé P' de P; A' est un point de P sans quoi il serait intérieur au sens étroit à un intervalle MN qui ne contient pas de points de P autre que M ou N et alors A' ne serait pas point limite de P. Soit maintenant A un point de P, il faut montrer quMl y a au moins un point de P distinct de A dans tout intervalle a^ ayant pour milieu A et aussi petit que l'on veut. Or, ou bien il n'y a que des points de P dans l'un des deux intervalles Aa, A^ et alors la proposition est vérifiée; ou bien il y a au moins un point 6| dans aA et un point B2 dans ^ A qui n'appartiendraient pas à P. Les points B| et B2 seront respectivement situés dans deux des intervalles enlevés M| N^, M2N2 et, puisque A appartient à P, l'extrémité droite N| de l'un et l'extrémité gauche M2 de Tautre seraient deux points de P contenus l'un entre B^ et A, l'autre entre B2 et A et par conséquent contenus entre a et ^. De plus, l'un au moins de ces deux points est distinct de A, car les deux segments M|N|, M2N2, étant distincts, sont sans points communs. Ainsi l'ensemble P est parfait. Remarquons en passant que, sUl n'est dense dans aucun intervalle, on peut le considérer comme composé de l'ensemble dénombrable des points M (par exemple) et de l'ensemble dé rii^é de celui-ci. Car, d'après la démonstration précédente, dans tout intervalle a^ ayant pour milieu un point A de P il y a toujours un point M distinct ou non de A, à moins que P ne soit dense dans l'un des intervalles Aa, A^, ce qui est impossible dans notre hypothèse.
La même démonstration suppose qu'il existe au moins un point A dans l'ensemble P et alors il y en a nécessairement une infinité puisque A sera point limite. D'autre part, nous avons admis qu'on enlève de la droite seulement les points intérieurs au sens étroit aux segments MN (tous compris au sens large -entre o et i) ; mais la démonstration, pour être exacte, exige qu'on «nlève le point i pour l'unique segment qui se termine en ce point, s'il en existe un et de même pour le point o.
Si £ comprenait un segment qui soit précisément (o, i) et qu^on enlève tous les points de ce segment, P n'aurait aucun point. Si nous écartons ce cas, P a toujours une inanité de points.
En effet, dans le cas contraire, P n'aurait aucun point. Ceci est manifestement impossible, si E ne comprend qu'un nombre fini de segments sans points communs. Or le cas où E comprendrait une infinité de segments sans points communs se ramène à celuici au moyen du théorème général suivant (') qui s'applique à des intervalles quelconques empiétant ou non :
Si Von a sur le segment (o,i) une infinité E d'intervalles partiels MN, tels que tout point de la droite soit intérieur (au sens étroit) à l'un au moins de ces intervalles, il existé um NOMBRE LIMITÉ dc CCS intervalles, tel que tout point de la droite soit intérieur au sens étroit à au moins l'un d'eux.
Ce théorème a été démontré par M. Em. Borel dans le cas d'une infinité dénombrable d'intervalles. Nous allons donner la généralisation de M. Lebesgue (^) au cas d'une infinité quelconque d'intervalles. Nous dirons qu'un point x de l'intervalle (o,i) est atteint si l'on peut trouver un nombre fini d'intervalles MN qui recouvrent complètement l'intervalle (o, x) (en le débordant). Il faut démontrer que le point i est atteint. Le point o est dans un intervalle partiel au moins : [xv; donc il y a certainement des points atteints entre o et i : ceux qui sont entre o et v. Or tout point à la gauche d'un point atteint est atteint et tout point à la droite d'un point non atteint n'est pas atteint. Dès lors, si i n'est pas atteint, il y a un point Xq entre o et i qui est le dernier point atteint ou le premier point non atteint. Il est situé dans un de nos intervalles : [x'v'. Soient x^ entre [x'et Xq^ x^ entre x^ etv'. Le point 0:2 s ra atteint au moyen des intervalles qui servent à atteindre X\ (à la gauche de x^) et de l'intervalle u'v'. Ceci est impossible puisque x^ est à la droite de x^. Donc 1 est atteint.
D'ailleurs, il est loisible de supprimer les portions de ces intervnllcs qui pourraient déborder à la droite de i ou à la gauche
(^) Voir Em. Borkl, loc. cit. (p. f^2). L'extension au domaine à n dimensions est immédiate; elle a été développée dans le Journal de M. Jordan : Contribution à l'Analyse arithmétique du continu, par Em. Borel (p. 357, fascicule IV, 1908 ;.
(*) Voir Lebesoue, Leçons sur rintégration et la recherche des fonctions primitives. Paris, Gautliier-Villars.
lO CHAPITRE I.
de o, et alors tout point (sauf les points o, i) sera encore intérieur au sens étroit aux intervalles partiels. Il en serait de même pour le nombre Gni d^intervalles que nous avons obtenu.
Théorème fondamental sua la mesure. — Considérons maintenant un ensemble dénombrable E d'intervalles quelconques MN compris dans (o, i ) au sens large.
Nous pourrons les ranger dans un ordre déterminé : M|N|, M2N2, .... Appelons o"/ la longueur de M/N/. Si les intervalles n'ont aucun point commun, on aura certainement : T| -f- 0-2 -|- . . . -j- o-^ < i pour toute valeur finie de q. Donc la série à termes positifs :
sera convergente et sa somme o- ne sera pas supérieure à un. Autrement dit, la longueur totale des intervalles enlevés, que nous pourrons appeler la mesure de E, est au plus égale à la longueur totale de l'intervalle (o, i). Nous avons vu d'ailleurs que les points du segment (o, 1) ne sont pas nécessairement tous enlevés. Ou peut se demander s'il est possible (les intervalles MN empiétant ou non) que les points du segment (o, 1) soient tous enlevés sans que o* soit supérieur ou au moins égal à un, La ré- |)onse est évidemment négative dans le cas où il y a un nombre fini de segments MN. Il en est encore de même s'il y a une infinité dénombrable de segments MN puisque ce cas se ramène au précédent au moyen du théorème de M. Borel (p. 9). Ceci suppose que l'on enlève seulement de chaque segment MN les points intérieurs au sens étroit. Le résultat est encore exact dans le cas contraire. En effet, on enlèvera bien les points intérieurs, à M/N,- au sens large, si l'on supprime les points intérieurs au sens étroit au segment M)N)- qui a même milieu que M<N| et dont la longueur est o-'^= o-/(i 4- e), e étant un nombre positif fixe. Or, si la série o- = o-| 4- 0*2 -f- . . . est convergente et de somme inférieure à uriy on peut prendre e assez petit pour que la série convergente 0-'= 0"'^ 4-0-2 4-. . . ait aussi une somme inférieure à un. Mais, d'après ce qui précède, les points du segment (o, i) ne pourraient être tous enlevés, quand on emploie les segments M^N| au sens étroit. A fortiori, il en sera ainsi quand on enlève les segments M/N/ au sens large.
NOTIONS aâNÉRALES SUR LES ENSEMBLES. II
En résumé, lorsqvHon enlève du segment (o, i) tous les points intérieurs à une infinité dénombrahte d'intervalles M|N| e/npiétant ou non les uns sur les autres et de longueur totale
<y = {T| -h (Tj -j- . . . -h (T,, -4- . . . < I ,
il reste certainement des points non enlevés sur le segment (o, i). On peut dans cet énoncé entendre le mot intérieur indifféremment au sens étroit ou au sens large.
Donnons un exemple d'un tel ensemble d'intervalles. On obtiendra certainement tous les nombres rationnels compris entre o et I, dans la suite :
„ OIOI20I23
(eu supprimant les fractions non irréductibles, on a là une preuve directe que les nombres rationnels forment un ensemble dénombrable).
Soit — le terme de rang i de cette suite, nous prendrons pour intervalle M/Nj- l'intervalle ( — ^> — -H -^)* On aura :
2E 'IZ 2 S 2ô 2&
^^ = 1 r— ^ -4-...-+- — — : h... = 2eM,
M étant la somme d'une série convergente. Donc, en prenant pour £ un nombre déterminé, assez petit pour que 2e M soit inférieur à w/i, on aura o* < i et par conséquent en enlevant les intervalles M/N| il restera un ensemble G de points sur le segment o, i. En modifiant légèrement la construction, on peut obtenir un ensemble G parfait. En effet, supprimons d'abord de la suite des
nombres — les fractions non irréductibles. Puis enlevons successi-
vement du segment (o, i) les inlervalles M/N/, qui correspondent chacun maintenant à un seul nombre rationnel et réciproquement; mais, en arrivant à Tintervalle de rang i, rapetissons cet intervalle de façon qu'il n'ait aucun point commun avec les précédents. On aura, à plus forte raison, o'<[ i et il y aura encore un ensemble G de points non enlevés. D'ailleurs, cette diminution des segments M/N/ pourra se faire de façon qu'il reste encore
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une infinité de segments M/N/ non nuls. Sans quoi, il y en aurait un nombre fini sans points communs n^occupant pas tout le segment (o, i); il resterait donc au moins un intervalle (a, 6) de points
non enlevés. Or ceci est impossible, car dans la suite des — on
pourrait trouver un terme de rang assez élevé pour être intérieur à cet intervalle au sens étroit et qui pourrait encore donner lieu à un nouveau segment M/N,-.
Si maintenant on enlève les points intérieurs au sens étroit à cette infinité dénombrable d'intervalles sans points communs, on aura un ensemble parfait G (p. 8) et pourtant G ne sera dense dans aucun intervalle partiel (a, b) entre o et i . Car, étant parfait, il contiendrait tous les points de (a, b), ce qui est impossible d'après ce qui précède (•).
M. Cantor a donné un exemple efTectif d'un ensemble linéaire
])arrait qui n'est dense dans aucun intervalle entre o et i. Il utilise
dans ce but la représentation de l'abscisse dans le système de
numération dont la base est 3. Un point compris dans l'intervalle
ibndamenlal sera représenté par Texpression o^abcde, . . où les
nombres a, 6, c, ûf, e, ... sont tous o, i ou 2. On peut toujours
supposer, sauf pour le point o, que les nombres a, 6, c, ^f, é, . . •
ne sont pas tous nuls à partir d'un certain rang, car on peut écrire,
par exemple,
o^abcdi = o ^abcdoTii , . ., o , abcdi = o , abcdi %'ii ....
Cela posé, l'ensemble F sera formé de tous les points dont les abscisses o^abcde . . . peus^ent être écrites sans employer le chiffre i, en utilisant, s'il est nécessaire, la remarque précédente. On obtiendra tous les points de F en enlevant tous les autres. Or on y arrivera méthodiquement de la manière suivante.
On enlèvera d'abord les nombres dont le premier chiffre après la virgule est i , puis les nombres dont les premiers chiffres après la virgule sont oi ou 21, et ainsi de suite. On voit que cela revient à enlever les points intérieurs au sens étroit aux intervalles (o, i; 0,2); puis (0,01; 0,02) et (0,21; 0,22); puis (0,001; 0,002),
(') Bien que nous ne puissions faire ici un historique complet, il est nécessaire de dire que Paul du Bois-Reymond a beaucoup contribué à élucider ces notions.
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(o,02i; 0,022), (0,201; 0,202), (0,221; 0,222), En définitive,
on voit qu'on enlèvera les points intérieurs au sens étroit à une infinité dénombrable d'intervalles sans points communs. Ainsi Fensemble F est parfait; d'ailleurs, il n'est dense dans aucun intervalle. Car, étant parfait, il devrait contenir tout cet intervalle, ce qui est impossible : dans tout système de numération, entre deux nombres quelconques, on peut en intercaler un troisième dont l'un des chiffres après la virgule soit i.
On peut même remarquer que si, avec les notations précédentes,, on appelle mesure de Vensemble F la quantité i — o-, la mesure de F est nulle. En elTet, les longueurs de nos intervalles sont, écrites dans le système de numération ternaire : 0,1; puis 0,01; 0,01; puis 0,001; 0,001; 0,001; 0,001 ; ....
On a donc
d'où
D'ailleurs, on peut former géométriquement nos intervalles d'une façon simple : on divise le segment (o, i) en trois parties égales et l'on supprime la partie moyenne; puis on fait de même dans les intervalles restants et ainsi de suite.
Enfin, notons ce fait paradoxal qu'après avoir enlevé du segment (o, i) une infinité de segments dont la longueur totale est égale à celle de ce segment, il reste un ensemble de points F qui a même puissance que l'ensemble des points de l'intervalle (o, i). En effet, un point quelconque de F a pour abscisse a = o,a6ct/« • •, où a, 6, c, <i, ... sont tous égaux, soit à o, soit à 2. Faisons correspondre à un tel nombre a, le nombre a' obtenu en y remplaçant 2 par I et supposé écrit dans le système binaire. Le nombre a' sera compris entre o et i et Ton établira ainsi une correspondance univoque et réciproque entre les points a de F et les points a' compris entre o et 1. Il y a une petite difficulté à cause du fait que certains nombres peuvent s'écrire de deux manières dans le système de base 2; mais leur ensemble est dénombrable (ce sont les nombres qui peuvent s'écrire au moyen d'un nombre ^/i/ de chiffres après la virgule) de sorte que la difficulté se lève aisément.
On peut généraliser ce dernier résultat sous la forme suivante :
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Théoueme de m. Gantor. — Tout ensemble parfait linéaire a la puissance du continu.
Il suffit de prouver le ikéorème dans le cas où Tenscinble parfait P n^est dense dans aucun intervalle. Car autrement, en supposant par exemple P entre o et i , Tensemble P serait une partie de l'ensemble continu (o, i) et d'autre part une partie de P, dense dans un intervalle (a, 6), coïnciderait avec l'intervalle (a, b) et aurait par conséquent même puissance que (o, i). P aurait bien dans ce cas la puissance du continu (*).
Supposons que P soit un ensemble parfait qui ne soit dense dans aucun intervalle. On peut l'obtenir en enlevant (au sens étroit) du segment (o, i) une infinité dénombrable d'intervalles partiels sans points communs Mf-N/. Puisque P n'est dense dans aucun intervalle, c'est que dans tout intervalle (a, b) il y au moins un point n'appartenant pas à P. Donc dons tout intervalle (a, 6), il y a tout ou partie d'un intervalle partiel M/Nj; en particulier entre M/N/ et MyNy, il y a au moins un intervalle entier M^N^t.
Ceci étant, la méthode de M. Cantor consiste à établir une correspondance univoque et réciproque entre tous les segments M/N/ et tous les nombres rationnels compris entre o et i , de manière que deux éléments correspondants soient disposés de la même façon. Pour cela, observons qu'on peut obtenir tous les segments M/Ni une fois et une seule en les rangeant de la façon suivante. Prenons un intervalle M|N| quelconque entre o et i, puis un intervalle M2N2 quelconque entre o et M|N|, M3N3 quelconque entre M<N< et i, M4NJ1 quelconque entre o et M2N0 (-), . . . , en prenant ainsi un intervalle MN successivement entre chacun de ceux qu'on a déjà pris, etc. Si l'on opère de la même manière pour les nombres rationnels, l'ordre relatif de ces nombres rationnels sera bien le même que celui des intervalles MN. Mais il est nécessaire de prendre une précaution pour être certain d'épuiser tous les nombres rationnels et tous les intervalles. Lorsque, ajant pris n — i nombres rationnels, on devra choisir
( ' ) Voir Em. Borel, Leçons sur la théorie des fonctions, Note I.
(^) Pour être sûr d'obtenir ainsi tous les segments, il suffit, en les supposant rangés d'une manière quelconque en suite dénombrable, de prendre chaque fois rinlervalle MN qui a le plus petit indice parmi tous ceux entre lesquels on a le choix.
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le 71**"*, au lieu de le prendre quelconque dans un certain intervalle déterminé ( — » -^ ) on choisira le nombre rationnel de cet intervalle que Ton trouve le premier dans la suite :
(ou dans tout autre ordre déterminé des nombres rationnels compris entre o et i). Par cette méthode on obtiendra bien chaque nombre rationnel une fois et une seule. En effet, diaprés la méthode suivie, chaque point rationnel utilisé n'est pris qu'une seule
fois. D'autre part, soit ^ un nombre rationnel (quelconque entre o
et i)qui occupe le rang n dans la suite (S); il suffit de démontrer que si l'on a pris les /i — i précédents au bout d'un nombre fini A d'opérations, le /i***"* sera choisi à son tour. En effet, la valeur
de — se trouve entre deux des B nombres de la suite (S), qui ont
été choisis après A opérations; soient a;^ et a^ ces deux nombres, qui correspondent à deux certains intervalles M^Na, M>iN>i. Soit MrNr celui des intervalles compris entre ceux-ci qui a le plus petit indice. Le nombre rationnel qui correspond à M^Nr est celui des nombres rationnels compris entre a;^, a^^ que l'on trouve
le premier dans la suite (S). C'est nécessairement — qui devra donc être pris à la /•'«"« opération.
Maintenant, faisons correspondre à un nombre rationnel
quelconque ~ l'extrémité droite Mr de l'intervalle correspondant M^N^. l^a disposition des points Mr est la même que celle des points—' Par suite, si M^ tend de façon quelconque vers un
point m du segment (o, i ), — tend vers un point déterminé ^ du
segment (o, i) et réciproquement. Je dis que la correspondance
entre les points M^ et — > m et ^ est une correspondance univoque
et réciproque entre les points de P (sauf les points N) et l'ensemble continu formé par les points du segment (o, i). Il suffit évidemment de montrer : i° que tout point de P qui n'est pas un point N est un point M r ou un point m, ce qui a été établi page 8 ;
1^ que tout point entre o et i est un point — ou p, ce qui est
évident.
Donc P a la puissance du continu. On aurait pu donner de ce fait une démonstration plus courte, mais la méthode précédente (due à M. Ganlor) a l'avantage de fournir une correspondance effective remarquable entre les points de P (sauf les points N, dont l'eusemble est dénombrable) et les points de (o, i).
Ensembles mesurables.
Nous avons eu déjà l'occasion (p. i3) de parler de la mesure d'un ensemble linéaire. On peut généraliser cette notion de plusieurs manières ( * ). Cette extension est toute naturelle lorsque Ton considère un ensemble E formé des points d'une infînité d'intervalles sans points communs deux à deux et situés entre o et i. On a vu que ces intervalles sont en infinité nécessairement dénombrable et que la somme
5 = 0" [ -h ffj -f- . . . -H Œ/i -h . . .
de leurs longueurs est déterminée et au plus égale à i . Ce sera la mesure de E; et la longueur i — o- (qui peut être nulle) sera la mesure de l'ensemble complémentaire C(E).
Nous obtenons ainsi deux classes d'ensembles que nous pourrons appeler mesurables. On pourra en ajouter d'autres par les conventions suivantes. Si Ton a un ensemble dénombrable E d'ensembles mesurables E/ sans points communs deux à deux, la mesure de E sera la somme des mesures des ensembles E/. Si un ensemble mesurable E| est compris dans un ensemble mesurable E2, la mesure de l'ensemble (E^ — E2) sera la did'érence (ti — t^) de leurs mesures respectives o-i, o-j.
On s'assure facilement (-) que la mesure ainsi définie est un nombre déterminé qui n'est jamais négatif, de sorte qu'on n'est
(>) La définition donnée dans le texte a déjà été exposée par M. Borel dans les Leçons sur la théorie des /onctions ( p. 46 ). Elle a été généralisée par M. Lebesgue dans sa Thèse. On verra, dans ces deux Ouvrages, comment on est amené logiquement à la définition de la mesure.
(^) Voir par exemple Lkbesque, Annali di Afatematica, 1902, p. 288.
jamais conduit à des contradictions. Lorsque les définitions précédentes pourront s'appliquer à un ensemble E, nous dirons que cet ensemble est mesurable. Ainsi un ensemble qui comprend un seul point est mesurable et sa mesure est nulle; car Tensemble complémentaire est évidemment composé d'intervalles sans points communs dont la longueur totale est égale à i . Il en résulte qu'un ensemble dénombrable est mesurable et que sa mesure est nulle. D'autre part, un ensemble parfait est évidemment mesurable, puisque l'ensemble complémentaire est formé d'intervalles sans points communs. Or, un ensemble fermé F est la somme d'un ensemble dénombrable D et d'un ensemble parfait P. Donc F est mesurable et sa mesure est celle de P.
Plus généralement, un ensemble dénombrable E d'ensembles parfaits sera mesurable. Il en est ainsi, même lorsque ces ensembles parfaits ont des points communs. Car on obtient chacun d'eux en enlevant du segment (o, i) une infinité dénombrable d'intervalles sans points communs. Par conséquent, on obtiendra l'ensemble total en enlevant de la droite une infinité dénombrable d'intervalles qu'on peut supposer sans parties communes, mais qui auront peut-être deux à deux une extrémité commune. Si l'on enlevait aussi ces extrémités communes, on aurait un ensemble mesurable E|. L'ensemble E est donc mesurable, puisqu'il est la somme de l'ensemble E| et de l'ensemble des extrémités communes, lequel est nécessairement dénombrable.
Désignons en général par (E| -|- E2 + . . .) l'ensemble dos points qui appartiennent à l'un des ensembles Ef, E2, ..., et par (E|, E2, •••)) l'ensemble des points qui appartiennent à la fois à chacun des ensembles E|, E2, • . ..
Si les ensembles Ei, E2y ... sont mesurables, les deux ensembles (E| -hE2 4-. . .), (E|, E2, ...) sont aussi mesurables (*). Or, on peut remarquer que tous les ensembles que nous pourrons effectivement former seront obtenus chat-^un en effectuant un nombre fini de fois, sur des ensembles, sommes d'intervalles, ou sur leurs complémentaires, les opérations représentées parles symboles (E| -h E2-f-. . . ), (E|, Eo, ...). Par
(') Voir par exemple Lsbesque, loc* cit., p. aSg^ 2/10.
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suite, ils seront tous mesurables. Pour préciser cela, nous e?kaininerons un cas particulier.
Appelons ensemble limite complet des ensembles E|, E2, . . . Tensemble E formé des points qui appartiennent à une infinité d'enire eux. Appelons aussi ensemble limite restreint des ensembles E|, ... l'ensemble R formé des points tels que, pour chacun d'eux, on puisse déterminer n de façon que ce point appartienne à E„, E„^i, .... On voit que l'ensemble R est contenu dans l'ensemble E; mais il ne lui est pas identique, en général.
On peut observer que l'ensemble limite complet E des ensembles E|, Ea, ... est le complémentaire de l'ensemble limite restreint des complémentaires c(E|), ^(Ea), ... des ensembles donnés et de même en intervertissant les mots complet et restreint.
Je dis que, si les ensembles E|, Ea, . . . sont mesurables^ il en est de même des ensembles limites E, R. En eflTet, si l'on pose e„ =(E„, E„^|, . . .), on voit que Ton a
Par suite R est mesurable. Mais alors Tensemble limite restreint des ensembles c(E|), ^(Ea) . . ., qui sont mesurables, sera mesurable. Donc le complémentaire E sera mesurable.
Nous allons même montrer qu'on peut avoir un renseignement sur la mesure de E (ou de R), même lorsqu'on ne connaît que les mesures des E/.
Pour cela, faisons d'abord remarquer que si chacun des ensembles E/ était mesurable et contenu dans le précédent, la mesure de E serait la limite des mesures des ensembles E/. En effet, l'ensemble c(E) est évidemment de la forme
c(E) = ic(Ei)-H[Ei, c(E,)] + ...-f-[E«, c(E«^0]-+-...j.
Or les ensembles [E«, c(E„^, )] sont sans points communs et par suite la mesure de c(E) sera la somme de leurs mesures. Donc, en appelant t la mesure de E, t/ la mesure de E/, on a
D'où
ex = limite j;,.
Supposons maintenant que parmi les ensembles E/ il en existe une infinité qui soient mesurables et tels que la mesure a-/ de chacun d'eux, F/, reste supérieure ou égale à un nombre positif fixe k\ Dans ces conditions, je dis que Tensemble limite complet E contient un ensemble mesurable F dont la mesure n'est pas inférieure à k.
En efiTet, je vais d'abord montrer qu'étant donné s (nombre positif plus petit que A), on peut former un ensemble mesu. rable G|, de mesure supérieure ou égale à A", tel que (Gi, F/)
ait une mesure supérieure ou égale à /c quel que soit i.
Si l'ensemble F< ne peut pas être pris pour ensemble G|, il y a
un ensemble F/^, tel que : mes.(F|, F/J<; k — -• Or on a
Les deuxpremiers ensembles étant sans points communs, on aura
mes. [F,, c(F/,)] = mes.Fi— mes. (F,, F/,)^ -•
Alors, posons
F', = [Ft,c(F/.)] + F,-=:(F,-f-F,.).
L'ensemble F', sera mesurable, sa mesure étant supérieure ou
égale à A' -h }• Opérons sur F^ comme sur F| : ou bien F'^ répond
à In question, ou bien on formera un ensemble F^ dont la mesure
sera supérieure ou égale à [ A: -f- 7) -h - > et ainsi de suite; si
aucun des ensembles formés au bout de p opérations ne satisfait aux conditions, le dernier V sera mesurable et sa mesure sera
supérieure ou égale à k-^p-- Or, lorsque p devient suffisam-
ment grand, k -^ p - arrive à surpasser i , ce qui est impossible. On
trouvera donc l'ensemble cherché G| au bout d'un nombre limité d'opérations. D'ailleurs G| est évidemment formé de points tous contenus dans l'un au moins des ensembles Ff, F2, .... Mais les ensembles G), = (G| , F„^| ) sont mesurables et leurs mesures sont
supérieures ou égales à A* • Par conséquent, on pourra,
d'après ce qui précède, former un ensemble mesurable G2 dont la
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mesure n'est pas inférieure à A* — - et tel que les mesures des
ensembles (G2, G^,) soient supérieures ou égales à A: -•
D'ailleurs, les points de G^ seront tous contenus dans l'un des ensembles (G|, Fa), (G|, Fs) ..., c'esl-à-dire dans l'un des ensembles F2, • . ., F/,, ... ; ils sont tous aussi dans G|.
Opérant sur les ensembles G* = (Gj, G^^+a) comme sur les ensembles (G|, F„^i), on obtiendra un ensemble G3 contenu
dans G2 et dont les points appartiennent àFs, F4, .... De plus G»
est mesurable, sa mesure n'est pas inférieure k k -r et les
ensembles (G2, G*) ont leurs mesures supérieures ou égales
kk 7 — 5» et ainsi de suite: on aura des ensembles Gi,
Ga, G3, . . . , Grt, - . . mesurables, chacun compris dans le précédent, et dont les mesures sont supérieures à A* — e. D'après ce que nous avons vu, leur ensemble limite G est mesurable et sa mesure^ limite de la mesure de G», sera supérieure ou égale à A* — s. D'ailleurs, un point A de G appartient à tous les ensembles G/i, c'est donc un point de l'un des ensembles F,, Fa, F,, .... Il ne peut appartenir seulement à un nombre fini de ces ensembles : Fto,, . . ., F^ . Car, si N est le plus grand des nombres /W|, . . ., m^, comme G est contenu dans G^^n ses points appartiennent tous à l'un des ensembles F^^.,, FJ,^j, .... Donc A appartiendrait à d'autres ensembles que F„ip . . . , F,„ . Par conséquent, tout point de G est un point de £.
Prenons maintenant des nombres ei, 829 • • -7 ^n; • • •) tendant vers zéro; soient G(e,), G(e2), ..., G(en), ..., les ensembles qui se déduisent de ces nombres comme nous avons déduit G de e ; nous prendrons
L'ensemble F ainsi défini est contenu dans £ et a une mesureau moins égale à A.
On pourrait définir F d'une manière plus simple, mais mettant moins en évidence sa construction : parmi les ensembles Ë/, les F/ sont mesurables et de mesure ^A*; posons
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et soitHrensemble des points communs à tous lesH,i; comme H/, est contenu dans Hn-i et de mesure au moins égale à A*, H est de mesure au moins égale à A:. Or £ contient H ; le théorème est donc
démontré.
De celle démonstration il résulte que, si les ensembles E/ sont mesurables et s^ il y en a une infinité de mesure supérieure ou égale à A", V ensemble limite complet E {qui est mesurable) a une mesure supérieure ou égale à k.
Appliquons ce résultat aux: ensembles c(E/); en tenant compte de ce que leur ensemble limite complet est c(R), on arrive au résultat suivant : si les ensembles E/ sont mesurables et s* il y en a une infinité dont les mesures soient inférieures ou égales à A, r ensemble limite restreint R [qui est mesurable) a une mesure inférieure ou égale à h. Ce résultat est d'ailleurs très aisé à démontrer directement.
' Pour tirer de ces propositions tout ce qu'elles peuvent faire connaître sur la mesure de E et R, il suffit d'introduire la plus grande et la plus petite des limites (L et /) des mesures o-/ des ensembles E/. On pourra prendre pour valeurs des nombres k et A, dans les énoncés précédents, les quantités L — set /-h e où e est un nombre positif aussi petit que Ton veut. Par suite, on peut dire que la mesure de E est supérieure ou égale à l et que la mesure de R est inférieure ou égale à L.
En particulier, les ensembles E, R ne peuvent coïncider que si les mesures (Tî des ensembles E/ tendent vers une limite dé terminée qui sera la mesure commune de E et de R.
Ensembles de première catégorie.
M. Baire appelle ensemble de première catégorie tout ensemble dénombrable E d'ensembles E|, E2, ••• qui ne sont denses dans aucun intervalle entre o et i.
Un point appartiendra à Tensemble E s'il appartient à l'un des ensembles E|, E2, .... Si les ensembles E|, E2, ... ont des points communs, ceux-ci ne seront comptés qu'une fois dans E. D'ailleurs, on peut supposer que Ef, E2, •.. soient sans points
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communs. £n effet, soit E^ l'ensemble des points de E2 qui ne sont pas dans E|, soit £', l'ensemble des points de Ë3 qui se sont ni dans E| , ni dans E^, .... L'ensemble E| -h E^ -h E, + . . . et l'ensemble E contiennent les mêmes points, chacun une fois. Et les ensen'ibles E'jj, E'^, . . ., seront a fortiori non denses dans tout intervalle s'il en est ainsi pour E2, E3, ....
Soit c(E) l'ensemble complémentaire de E, c'est-à-dire l'ensemble des points du segment (o, i) qui ne figurent pas dans E. L'ensemble c(E) est dense entre o et i ; c'est-à-dire que, dans un intervalle (a, b) quelconque, il y a des points qui n'appartiennent pas à E. En effet, dans (a, 6), on peut trouver un intervalle («i , bx) où il n'y ait aucun point de E| puisque E| n'est dense nulle part; de même, on peut trouver dans (a<, b^) un intervalle (a^, 62) où il n'j ait aucun point de E2, .... Comme on peut prendre a^ 6|, 0262) • • • aussi petits que l'on veut, on voit qu'on aura une suite d'intervalles Onba emboîtés les uns dans les autres qui tendront vers un point a. Il y a donc bien dans (a, b) un point a qui n'appartient pas à E, sans quoi a appartiendrait, |)ar exemple, à l'ensemble E^, ce qui est impossible puisqu'il est dans apbp.
Un ensemble dénombrable d'ensembles de première catégorie E^*^, ..., E^"^, ... est encore de première catégorie. Car si £(/!) = Ef) ^ ..._+- E^'^ -h ... , l'ensemble des ensembles E^'^ sera un ensemble dénombrable d'ensembles E^"qui ne sont denses dans aucun intervalle.
Tout ensemble qui n'est pas de première catégorie sera, par définition, de seconde catégorie; un tel ensemble, nécessairement, sera dense dans au moins un intervalle partiel entre o et i .
Par exemple, Vensemble des points de (o, 1) est de seconde catégorie puisque, dans un intervalle partiel, tous les points de cet intervalle appartiennent à l'ensemble. Il en résulte que si un ensemble quelconque E est de première catégorie, r ensemble complémentaire c(E) est de seconde catégorie, sans quoi la somme de ces deux ensembles [c'est-à-dire l'intervalle (o, i )] serait de première catégorie.
Oscillation en un point. — Nous nous bornerons d'abord au cas d'une fonction uniforme d^ une variable réelle f{x) définie dans un inlervalle pour lequel nous pourrons prendre le segment (o, i).
Soit Ç un point compris dans l'intervalle partit.'l {x — h, x -h h). L'ensemble des valeurs /($) a toujours une limite supérieure M(^, h) s'il existe un nombre fixe B tel que l'on ait toujours y(Ç) •< B. S'il n'existe pas un tel nombre B, nous dirons encore que /(Ç) a une limite supérieure M(:r, A) = 4-00. De même, /{^) a, dans tous les cas, une limite inférieure m{x, h) qui est la limite supérieure de — /($). Observons que les limites supérieure et inférieure dey(Ç) peuvent ne pas être atteintes; en particulier, il peut arriver que /(Ç) soit toujours fini et que M soit infini. Tel serait le-cas pour la fonction /(j:) qui est égale à q lorsque x est
égal à la fraction irréductible — et qui est nulle quand x est
incommensurable.
On appellera oscillation dans l'intervalle (x — A, x -+- h) la quantité w(a:, h) = M(x^ h) — m(x, h).
Considérons maintenant les limites supérieure et inférieure dey(^) dans un intervalle (x — h\ x -^ h') plus petit que le précédent; soient M(a:, A'), m(^, A'). On a M(:r, A')<M(a:, A) puisque les valeurs que prend f{x) dans Tinlervalle x — A', X -\- h' sont des valeurs de /(x) dans Tintervalle x — A, x + h. De même m{Xj h')'^m{Xy A).
Si donc on fait décroître le nombre, positif A, on voit que M(Xj A) décroîtra constamment ou du moins ne croîtra pas et inversement pour m{xy A). D'ailleurs M(a:, A) reste manifestement supérieur ou égal à /(^) et m (a:, A) inférieur ou égal kf{x).
a 4 CHAPITRE II.
Ces deux quantités ont donc respectivement des limites M(jr) et m{x) lorsque h tend vers zéro de façon quelconque et Ton a
Les deux quantités M(j?) el m{x) qui sont bien déterminées en chaque point x de rînlervalle o, i sont appelées le maximum et le minimum de la fonction f{x) au point x. Il peut d'ailleurs arriver que leurs valeurs soient infinies. On doit remarquer que les mots de maximum et de minimum ne sont pas employés ici dans leur sens ordinaire. Nous définirons aussi l'oscillation de /(x) au point x^ ce sera la quantité
qui est toujours positive ou nulle (*).
La condition nécessaire et suj/î santé pour que la/onction /(x) soit continue en un point x est que son oscillation en ce point soit nulle.
Par définition, la fonction /(j;) sera continue en x si, quelle que soit lu quantité positive e, on peut trouver un intervalle {x — h^ X -\- h) tel que l'on ait
lorsque Ç est quelconque dans cet intervalle. S'il en est ainsi, ou aura ni^cessairemcnt
d'où
D'ailleurs co(a:, A) ne croît pas lorsque h décroît et sa limite est (ù{x). Donc (i>{x) est inférieur ou égal à un nombre positif as qui est aussi petit que l'on veut et, par suite, (o(a*) est nul. Réciproquement, si (ù(x) = o, on aura
(') Les définilions que nous venons de donner s'étendent immédiatement aux fonctions de plusieurs variables.
NdtlONS SUR LA CONTINUITÉ. a5
Or on peut trouver un nombre h tel que l'on ait
M(a?, A) — M(27)<e, /n(a?) — /n(ar, h)<^t.
Si $ est compris entre x — A et ^ + A, on aura
/"(.r, A)£/(Ç)^M(a7, A), d'où
/(ar) — e</(î)</(ar)-he.
Ainsi, lorsqu'une fonction f{x) est discontinue en un point x^ Toscillation est sûrement positive en ce point. Nous pourrons dire que la valeur de l'oscillation en un point est la mesure de la discontinuité en ce point. On peut alors compléter ainsi la proposition précédente :
/«a condition nécessaire et sujjîsante pour que la mesure de la discontinuité en un point x soit supérieure ou égale à un nombre b {positif ou nul) est que Von puisse faire correspondre, à tout nombre positif ^^ un nombre h tel que Von ait pour\r,\<\h\
Ç, et $2 étant deux certains points de Vinten^alle {x — rj, x-\-r^). En effet, si cette condition est remplie, on a
Lorsqu'on fera tendre t^ vers zéro, on aura
quel que soit e et, par conséquent, (ù(x)^b.
Réciproquement, si (i)(x)^6, on peut trouver un nombre A tel que
(i}(Xy h)^^ b — -»
€ étant un nombre positif donné. Or, on peut déterminer deux nombres Ç|, $2 dans l'intervalle {x — A, x + A), tels que
D'où
/(îi)>M(rr, A)-|, -/(Ç,) > _ m(^, A) - ^'
l/(Si) -/(?.); > ^(^, A) - ^ > 6 - e.
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Il résulte presque îmnnédialemcnt de notre proposition que V ensemble E des points oà la mesure de la discontinuité de/(x) n'est pas inférieure à b{b> o) est un ensemble fermé.
En effet, soit ai un point limite, s'il en existe, de points a où l'on ait ti)(âc)> b. On peut, dans tout intervalle (ai — r,, a, 4- r^), trouver une infinité de points a; considérons un de ces points a distinct des extrémités de Tintervalle. Étant donné le nombre positif e, on peut trouver un intervalle (a — rj', a -f- r/) assez petit pour être compris dans le premier et dans lequel il existe deux points in ^2 Icls que
Comme Ç| et Ça sont compris dans l'intervalle (ai — t^, a, -4- r\) et qu'on peut prendre r\ aussi petit que l'on veut, on aura a)(ai)^6 d'après le théorème précédent et par conséquent ai est lui-même un point a.
Bien entendu, il peut arriver qu'il ny ait pas de points limites de points a et dans ce cas E ne contiendra qu'un nombre fini (ou même nul) de points a.
Fonctions ponctuellement discontinues, — On dit qu'une fonction y(jc) est ponctuellement discontinue entre o et i , si l'ensemble de ses points de discontinuités ne contient aucun intervalle. C'est-à-dire que, dans tout intervalle (a, b) compris entre o et I, on peut trouver un point où la fonction est continue. SoilE,, l'ensemble des points où l'oscillation de f{jo) est supérieure ou
égale à -• L'ensemble E des discontinuités de/(.r) est formé de
tous les points qui figurent dans l'un au moins des ensembles E/. L'ensemble E,| est un ensemble fermé, qui ne contient aucun intervalle puisqu'il est contenu dans E; donc il n'est dense dans aucun intervalle entre o et i . 11 en résulte que E est un ensemble de première catégorie. On sait même quelque chose de plus sur cet ensemble, car les ensembles E„ sont fermés.
Considérons maintenant un ensemble dénombrable de fonctions ponctuellement discontinues entre o et i : ^i , . . . , /^, ... ; dans tout intervalle {a, b) entre o et i, il y a des points oà
toutes ces /onctions sont continues (*). En efiTet, l'ensemble des points de discontinuité pour l'une des fonctions /i, . . •,/*;», . . . est l'ensemble dënombrable des ensembles de discontinuité de chacune de ces fonctions. Chacun d'eux étant de première catégorie, il en est de même de l'ensemble lolal (p. 22), ce qui démontre la proposition.
Continuité uniforme, — On dit que f{x) est uniformément continue dans un intervalle a^ b, si l'on peut faire correspondre à tout nombre positif e un nombre positif A tel que l'inégalité
entraîne, pour deux points quelconques ^1 , ^2 de l'intervalle (a, b),
l'inégalité :
l/(?t)-/($OI<e.
On voit d'abord que ceci ne peut avoir lieu que si/^x) est continue en tout point de l'intervalle a, b.
Réciproquement, siy(^) est continue en tout point de l'intervalle (a, 6), extrémités comprises, y(^) est uniformément continue entre a et b, La restriction relative aux extrémités est essen-
tielle ; ainsi, sin— est continu pour toutes les valeurs de x comprises
entre o et i sauf à l'extrémité x = o; sin- n'est pas uniformément
continu entre o et i.
On connaît la démonstration classique du théorème que nous venons d'énoncer; M. Baire en a généralisé l'énoncé.
TnÉouliME DE M. Baire. — Si, dans un inten^alle (a, b),, on a : tô[x)^b, on peut faire correspondre à tout nombre positif t un nombre positif 7i, tel que ^inégalité \\x — $2! < ^1 entraîne pour deux points quelconques Ç| , Ç2 de l'intervalle (a, b), l'inégalité :
En ellet, si x est un point de l'intervalle (a, 6), on peut former
(*) Ce théorème a été d'abord démontré par M. Volterra dans le cas d*un nombre flni de fondions/, ...,/.
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un iutervalle (x — h^x + h) dans lequel on aura :
c«)(a:, h) — bi{x) < e, OU
et alors ^i, ^2 étant deux points quelconques de cet intervalle, on aura r
Ainsi, à tout point x de l'intervalle (a, b) on peut faire correspondre un intervalle MN {x — A, ^ + h) dans lequel Tinégalilé précédente est vérifiée, et qui contient x à son intérieur au sens étroit. Donc, d'après le théorème (p. 9), on peut trouver un nombre fini de ces intervalles M<N|, ..., M^N^, tels que tout point de (o, i) soit au moins dans Tun d*eux au sens étroit.
Ceci étant, si Ton inarque les extrémités de ces segments, ils partagent la droite en un nombre fini d'intervalles a^ dont la longueur minimum est un certain nombre positif 7,. Si deux points Çiîia du segment (o, i) sont séparés par une distance inférieure à 7), ils sont dans le même jntervalle a^ ou dans deux intervalles a^ contigus ; donc ils sont dans le même intervalle M/N/ et rinégalité est bien vérifiée.
Nombres dérivés,
Paul du Bois-Reymond et Dini ont étendu la notion de dérivée d'une fonction au cas d'une fonction continue quelconque. Considérons la quantité
OÙ h est une quantité petite et différente de zéro. L'expression ©(^, h) est bien déterminée pour x fixe et h compris entre o et T^; soient L(j?, vj), /(^, rî) les limites supérieure et inférieure des valeurs de <p(x, h). En supposant par exemple tj positif, nous dirons que a: + t^ est à droite de x et nous appellerons nombres dérivés à droite de x par excès et par défaut les quantités :
^dfi^) = limiteL(a7, tj)
K/i^) = limite /(a?, rj
en siipposanl que y^ tende vers o par valeurs constammenl positives et non nulles. Les quantités L et /auront bien chacune une limite (d^ailleurs finie ou non); car, lorsque y^ décroît, il en est
manifestement de même de L et de .» et Ton a toujours L^/.
On définira de même les dérivées à gauche A*y(ar) en supposant que 7^ reste négatif. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit dérivable en:r est évidemment que les quatre nombres dérivés soient égaux en ce point. On obtiendrait une classe plus étendue de fonctions en imposant la condition que les quatre nombres dérivés soient finis. Celte condition s'est introduite naturellement, indépendamment de la notion de nombre dérivé, dans la théorie des équations difl'érentielles. C'est la condition dite de Lipschitz à laquelle on donne habituellement la
forme
La considération des nombres dérivés permet de généraliser certaines propriétés des fonctions dérivables. Par exemple, la condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions continues quelconques ne difl'èrent que par une constante est que leurs nombres dérivés correspondants (supposés finis) soient égaux. Nous renverrons pour plus de détails au livre de M. Lebesgue (foc. cit.).
Intégrale.
Considérons une fonction f{x) quelconque, définie entre o et i ,
Riemann a donné la définition suivante de l'intégrale / f{x) dx.
Bornons-nous au cas où a <C 6 et divisons l'intervalle a, b en intervalles partiels séparés par les points (rangés dans l'ordre croissant de leurs abscisses).
et soient M/, m/ les limites supérieures et inférieures de /'(^) dans l'intervalle (^/-i, xi). Nous supposerons que la fonction est bornée entre a et i, c'est-à-dire reste comprise entre deux nombres finis M et m. Alors les nombres M/, mi sont finis et il en est de
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même des deux sommes
S = Mi(a7i — a:o)-+-. . .-i- Mn{^n — ^n-l),
qui sont comprises entre M (6 — a) et ni{b — a).
M. Darboux a démontré (*) que ces deux sommes ont chacune une limite bien déterminée lorsque l'étendue de rinlervalle partiel maximum tend vers zéro. On pose
Wms = / f{x) dx.
La première est l'intégrale supérieure, la seconde est l'intégrale inférieure.
Par définition, la fonction f{x) sera intégrable de a à 6 au sens <le Riemann [ou intégrable (R)], si ces deux quantités sont égales
et leur valeur commune sera la valeur de l'intégrale / f{x) dx.
Il est d'ailleurs évident que, si la fonction f{x) est continue de a à by elle sera intégrable au sens de Riemann. Car on pourra trouver un nombre o tel que, si x' et x*' sont (entre a et b) dans un intervalle quelconque plus petit que S, on ait
Alors, en prenant les intervalles partiels plus petits que S, on aura
S — 5 = (Ml— //t|) (^1 — iFo)-+-. . .4-(Mrt— nin){Xn— X,i-\) < 6(6 — a).
Et par conséquent, comme e est aussi petit que l'on veut, la limite ■de S — s est nulle.
11 existe des fonctions qui sont intégrables (R) sans être continues : telle est, par exemple, la fonction égale à o entre o et -^ et •égale à i entre ^ et i. Mais toutes les fonctions ne sont pas intégrables (R). Il est nécessaire et suffisant pour qu'une fonction le soit, que la quantité (S — s) tende vers zéro lorsque les longueurs des intervalles partiels tendent vers zéro.
(•) Darbol'x, Mémoire sur les fonctions discontinues {Annales de l'École normale, 1875).
NOTIONS SLR LA CONTINL'ITÊ. 3l
Il en résiille que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction bornée f(^x) soit intégrable (R) est que la longueur totale d des intervalles sans parties communes^ tels que dans chacun d^eux V oscillation totale soit supérieure ou égale à un nombre positif arbitraire ty tende vers zéro lorsque, e restant fixe y les longueurs de chaque intervalle tendent vers zéro, Kn effet, f|uel que soit le mode de division, ou aura S — s^td. Donc (^ tend vers zéro si la fonction est intégrable (K). Uéciproquement, remarquons que, dans chaque intervalle, l'oscillation est plus petite que M — m. D'où
et, lorsque les longueurs des divisions tendent vers zéro, on peut prendre e, puis <i aussi petits que Ton veut, par conséquent (S — s) tend vers zéro.
Remarquons que si V oscillation en un point est supérieure ou égale à e, Voscillation dans un intervalle quelconque contenant ce point sera aussi supérieure ou égale à s. Donc, Tensembie Ë' des points où Toscillation est supérieure ou égale à e est contenu dans Tensemble Ë des points des intervalles où Toscillation est supérieure ou égale à e, et ceci dans un mode de division quelconque de rintervalle fondamental (les points de division seuls pourraient avoir une oscillation supérieure à e, il n'en résulte pas de difficulté).
D'ailleurs l'ensemble E' est fermé (p. 26) et par suite mesurable. Dès lors, si la fonction est intégrable (R), la mesure d' de Ë' (inférieure à la mesure (^ de Ë qui peut être rendue aussi petite que Ton veut) sera nulle. En particulier, ^ensemble des discontinuités f{x) (qui est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles tels que Ë') sera de mesure nulle. La réciproque est vraie; voir Lebesgue {loc. cit.), pages 29 et 109.
Généralisation de AI. Lebesgue. — Pour obtenir l'intégrale de Riemann, on commence par diviser Tintervalle d'intégration en intorvallé^T partiels et l'on multiplie la longueur de chacun d'eux par une ordonnée correspondante. M. Lebesgue suit une marche inverse; il commence par établir des divisions dans Vin-
tervalle de variation (m, M) Aef{x)j
Si la fonction ne décroissait jamais de a à 6, les points pour
lesquels on a
yt-\<f{3:)<yi
seraient dans un seul intervalle de longueur ^|. Ceux pour lesquels on a
seraient dans un intervalle de longueur e^ (les quantités e/, e\ peuvent être nulles). Alors Tintégrale de Riemann serait évidemment la limite des quantités
C'est cette limite que nous prendrons encore comme valeur de l'intégrale (L) (intégrale de M. Lebesgue) pour une catégorie de fonctions beaucoup plus étendue, en généralisant la signification des quantités ^z, e^.
Pour cela, considérons une fonction /(x) définie pour tous les points d'un ensemble mesurable E et bornée (*). Nous dirons qu'elle est intégrable (L) dans l'ensemble E, si l'ensemble F des points de E te/s que
est mesurable quels que soient h et ^ et sUl en est de même de l'ensemble G des points de E tels que
f{x) = A quel que soit A. En particulier, l'ensemble E peut être un inter-
(*) Dans tout ce qui suit nous n'avons considéré, pour plus de simplicité, que des fonctions bornées. Les résultats que nous démontrerons peuvent être étendus à certaines fonctions non bornées {voir Lebesour, Annali di MatematicOf 1903, p. 259).
valle (a, b) déterminé. Observons que l'ensemble G est l'ensemble des points communs aux ensembles F;, tels que
Donc si les ensembles F sont mesurables quels que soient A et B, il en sera de même des ensembles G. En remplaçant les inégalités
précédentes par A £/(a:)^ Ah — > on voit aussi que si les
ensembles tels que A^y(^)^B sont mesurables, la fonction est intégrable (L).
Si maintenant m et M sont les limites supérieures de /(x) dansE el^i,^2, .. .,y„_i des valeurs croissantes intermédiaires, avec yQ-= m^ j^„=M, nous pourrons appeler Ci la mesure de Pensemble des points tels que
el e] la mesure de l'ensemble des points tels que
Les expressions (i), (2) donneront donc à S et 5 des valeurs finies bien déterminées et, en appliquant à ces sommes le raisonnement employé par M. Darboux pour l'intégrale de Riemann, on voit que ces deux expressions ont séparément des limites déterminées lorsque les longueurs des intervalles yi — yi__^ tendent vers zéro.
D'ailleurs
t=zn
— ■* = 2 ^'(^*— ^'-i )^^^ry
en appelant e la mesure de E el Sjr la plus grande longueur des intervalles yi — ^i_|. Donc S — s tend vers zéro avec Ay et par conséquent les deux limites S et 5 sont les mêmes. Celte limite commune est l'Intégrale de M. Lebesgue,
dx
prise dans l'ensemble E. [I est d'ailleurs manifeste que si deux
ensembles E, E' sont sans points communs et si la fonction est
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inlégrabie (L) dans chacua d^eux, elle sera intégrable (L) dans Tensemble E 4- E' et l*on aur^
(L) f fdx=^{L) Çfdx^iD ffdx.
En parliculier, si E est Tinlervalle de a à 6 (au sens large ou étroit), l'intégrale s'écrira
(L) f fax.
Enfin, n'oublions pas d'observer que S et ^ sont tous deux compris entre Me et me.
Pour que Tintégrale de M. Lebesgue soit une généralisation utile, il faut qu'elle comprenne Tintégrale de Riemann comme cas particulier. Nous allons montrer qu'il en est bien ainsi : LorsqiC une fonction est intégrable (R) dans un intervalle (a, 6), elle est intégrable (L) et les valeurs des deux intégrales (R) et (L) sont les mêmes dans cet intervalle.
En effet, soit E l'ensemble des points où l'on a A</(j?)^B. Soit e l'ensemble des points limites de E n'appartenant pas à E : les points de e sont des points de discontinuités; ils forment un ensemble mesurable de mesure nulle puisque la fonction est intégrable (R). D'autre part, l'ensemble E -h e est fermé, et par suite mesurable. Il en est donc de même de E.
Dès Jorsy(j?) est intégrable (L) entre a et b.
Divisons (a, b) en intervalles partiels par les points eu ordre croissant
Dans l'intervalle (^/_i, x/) (où les limites de /" sont m/. M/), on dura pour les deux intégrales (R) et (L)
i(xi^ Xi^iX I f{x)dx<Mi{Xi^Xi^^).
D'où
r /(2;)c/x-(R) f 'f{x)dx
<(M|— m/)(ar/— ar/_,).
Or, pour les deux intégrales, on a
Dès lors
(L) / f{x)dx^{^) / f^^)dx
< 2( M,— mi){xi— Xi-i ) <(M — 7n)(J4-£(i — 9)
en appelant o* la longueur totale des intervalles où roscillation est supérieure ou égale à e. Puisque la fonction /est intégrable (R), on peut rendre e et a- aussi petits que Ton veut. Donc la différence des deux intégrales est nulle.
Il résulte en particulier, de cette démonstration, que toute /onction continue est intégrât le (L), ce qu*on aurait pu voir directement.
L'intégrale (L) coïncide avec l'intégrale (R) toutes les fois que cette dernière existe, mais l'intégrale (R) peut ne pas exister alors que l'intégrale (L) existe.
Considérons par e&emple la fonction f{x) qui est nulle pour les valeurs rationnelles de x et qui est égale à i pour les autres valeurs. Elle n'est pas intégrable (R) de o à i. Car en un point quelconque l'oscillation est égale à i . Mais elle est intégrable (L). Car l'ensemble des points rationnels entre o et i (qui est dénombrable) est mesurable et sa mesure est nulle. De même, l'ensemble des autres points est mesurable et sa mesure est i. Donc la fonction a une intégrale (L) qui est égale à i.
Nous donnerons d'ailleurs des catégories très étendues de foQClions qui sont intégrables (L) sans être, en général, int<'grable«(R)
Considérons une série donl le terme général esl une fonction de X (réelle comme dans lout cel Ouvrage)
Mi(ar) -f- Ui{x) -h. . .-h Mrt(^;H-...
et appelons S„(;r) la somme des n premiers lermes de celle série.
Le premier proble;me qui se présente dans l'étude de celle série est l'étude de sa convergence. Nous ne nous en occuperons pas; nous ne considérerons que le cas où l'on sait que celle série converge pour toute valeur de x entre o et i . La somme est une fonction de a; que nous désignerons pary(:c). Le second problème qui se pose est de chercher les propriétés de Sn{^) qui se conservent à la limite lorsque n croît indéfiniment. M. Osgood a fait remarquer que ce problème peut souvent se ramener au problème général de Tinterversion dans la « double limite » (*).
Ainsi, on peut se demander siy(:r)est continu, lorsque S„(:i:) est constamment continu (c'est-à-dire lorsque ii,t est continu). Cela revient à chercher si l'égalité
lim r lim S,j(t)1 = lim [" lim S„(jr )"|
est exacte.
De même, on peut se demander si l'intégrale de f{x) est la limite de l'intégrale de Sn{x). Or cela revient encore à chercher si l'égalité suivante est exacte
lim I lim ^ S^/a
= lim I lim 2. S,i ( a
(*•) O.SG00D, Bulletin of the American mathematical Society, nov. 1896, p. 61.
Celle question de Tinlerversion des limites se présenlc d'ailleurs dans un grand nombre d'aulres parties de l'Analyse; par exemple
dans la dérivation sous le signe / , dans Texpresslon d'une intégrale double sous forme d'intégrales simples, etc.
Avant d'entrer dans Tétude des problèmes précédents qui exigeront certaines restrictions relatives à la continuité des fonctions M/i(^), nous démontrerons un théorème très général qui suppose seulement que la série considérée est convergente. Désignons par r„(x) le reste de la série : rn{x)^f{x) — Sn(j:).
Si la série /{x) est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre o et i^et si Von appelle E„ V ensemble des points pour lesquels \rn{x)\ est supérieur à un nombre positif t donné, aussi petit que Von veut, la mesure de E;» tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment {^),
En effet, il nous suffira de montrer que Tensemble E. limite complète de E/^ lorsque n croît indéfiniment, a une mesure nulle (p. 21 ). Or cela est certain, car E ne comprend aucun point. S'il y avait un point a?i dans E, il j aurait une infinité d'ensembles E„^, E^^, ... qui coritiendraient Xx\ et par conséquent les quantités
restant supérieures à e, la série ne serait pas convergente en ;i;|.
Ce théorème, par sa généralité, parait susceptible d'un grand nombre d'applications; nous en donnerons quelques-unes.
Il a été démontré pour la première fois par M. Arzela dans un cas particulier (^).
Continuité de la série.
Supposons maintenant que les fonctions Un{x) soient des fonctions continues dans un intervalle (a, b) ou la série est conver-
(*) Dans les applications^ l'ensemble E^ sera ttiujours mesurable. Ccpendanlf on peut se passer de cette remarque, en remplaçant dans Ténoncé précédent la mesure de E^ par la limite supérieure des mesures des ensembles mesurables contenus dans E..
(') Mémoires de Bologne, 1899.
gente. Il n'est riiiHemeot évident que la somme f{x) doit être elle-même continue (comme le montre bien notre interprétation par la double limite).
Remarquons qu'il est tout aussi général de se donner une série par la somme de ses n premiers termes S«(j:) que par le terme général Un{x), Car une série quelconque peut s'écrire sous la
forme
Sj-f- (Sj— S,) +. . .-h (S,,— S«_i) -I-. . .
et par conséquent ce n'est pas construire une série d'une façon vraiment artificielle que de la donner en choisissant S^ au lieu de Un*
Cette remarque faite, il suffit de prendre :
pour voir que la série ainsi définie est convergente pour toule valeur finie de x et que ses termes sont des fonctions continues de X. Cependant la somme de la série est i lorsque ^ > o, o lorsque x = o^ — i lorsque x <do.
La question s'est donc posée de rechercher à quelles conditions la continuité des fermes d'une série convergente entraîne la continuité de la somme.
Convergence uniforme.
Un premier pas fut fait dans celte voie par Tintroduction de la notion de convergence uniforme (*).
Nous dirons (^) qu'une série quelconque /(x) est uniformément convergente dans l'intervalle (a, 6), si, à tout nombre positif e donné à l'avance, aussi petit que l'on veul, on peut faire correspondre un nombre N tel queTinégalité n > N entraîne dans tout l* intervalle (a, &),
k/i(ar)i <£.
(•) Voir Stores, Mathemalical and physical papers. Cambritige, i8^o, p. 236-285, et aussi Seidel et Lcjeune-Dirichlet dans la colleclion : OstwalcVs Klassiker, n» IIG. Slokes et Seidel paraissent avoir élucidé en même temps cette question, indépendamment l'un de l'autre.
(') Voir Tannery, Fonctions d'une variable. i886, note de la page 366.
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Remarquons d'abord que la série f{x) sera convergente dans (a, 6). Je dis de plus que la continuité des termes entraînera celle de la somme. En effet, si x' et x" sont entre a et 6, on aura
et si l'on prend pour n un nombre fixe supérieur à N, la fonction Sn{x) est une fonction continue entre a et 6; donc on peut prendre un nombre a tel que pour
on ait D'où
Au contraire, supposons seulement que la série soit convergente entre a et b. A tout nombre x compris entre a et 6 on pourra faire correspondre un nombre N tel que /i > N entraîne |r;i(j:)|< e. Le nombre N sera bien déterminé pour chaque valeur de a?, si l'on prend toujours pour N le plus petit nombre entier possible. On voit alors qu'il revient au même de dire que la série est uniformément convergente entre a et 6 ou de dire que la fonction N(a:) que nous venons de définir est (pour chaque valeur de e) bornée dans cet intervalle.
Si nous supposons de plus que les termes de/{x) soient continus, il résulte de ce qui précède que, dans le voisinage d'un point de discontinuité Xi de/(x)y la fonction N{x) a une limite supérieure infinie pour une valeur suffisamment petite <r donnée à e. On peut même préciser ce résultat : si l'oscillation to(x) au point Xi est supérieure à un nombre positif b, on peut prendre
pour 0" le nombre -• En effet, supposons qu'en prenant pour e le
nombre -> la fonction N(j:) reste inférieure à un nombre entier n
dans un intervalle assez petit (x^ — A, Xi-\-h), On pourrait prendre un intervalle encore plus petit (x^ — A|, Xt-\-ht) où l'oscillation de la fonction continue S;i(j7) serait inférieure à un nombre quelconque positif donné, par exemple : o>(j?|) — b — ti.
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El alors l^inégalilé ( i ) montre que Ton aurait dans cet intervalle
ce qui est manifestement impossible (p. 27).
La condition de convergence uniforme d'une série de fonctions continues n'est pas nécessaire pour la continuité de la série. M. Bendixson (I) en donne l'exemple très général suivant. Considérons une série convergente et à termes continus entre a et 6, mais non uniformément convergente, et soit r„(.v) le reste. La
série
ri— r, -f- rj— rj-h...
converge vers zéro entre a et 6, mais elle n'j converge pas uniformément.
Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante, il faudrait donc donner une définition de la convergence uniforme moins serrée, pour ainsi dire, que celle que nous avons donnée.
M. Dini (^) a réalisé ce but en partie au moyen de ce qu'il appelle la convergence uni/orme simple.
On dira qu'une série a une convergence uniforme simple entre a et 6, si : i** la série reste convergente dans cet intervalle; 2" pour tout nombre positif e aussi petit que l'on veut et pour tout nombre entier N aussi grand que l'on veut, il existe un nombre entier /i^N tel que l'on ait
pour tous les points de l'intervalle (a, b).
Cette définition comprend comme cas particulier la définition ordinaire de la convergence uniforme. Par conséquent, M. Dini a élendu les résultats précédents lorsqu'il a démontré que, si une série à termes continus a une convergence uniforme simple, elle est continue.
Ainsi le dernier exemple que nous avons donné est une série
(*) Voir Bendixsox^ Sw la convergence uniforme des séries, Ofversigt of, Kongl. Veleoskaps-Akademiens Fôrhandiiugar, 1897, "° ^^f Stockholm.
(*) Dini, Fundantenii per la teorica délie Funzioni di variabili reali, Pise, 1878, p. io3.
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qui a une convergence uni forme simple, car les restes de rangs impairs sont nuls.
Mais cette extension n'est pas encore suffisante. M. Bendixson (toc, cil,) donne en effet des exemples de séries converçenles, à termes continus, dont la convergence n'est pas une convergence uniforme simple et qui définissent pourtant dos fonctions continues ( * ).
Ainsi, considérons la série telle que
Les termes sont continus lorsque x reste compris entre o et i et elle converge vers zéro, même pour j: = i. Pourtant sa convergence n'est pas uniforme, car pour x = i > on a
k„(a:)| = |S„(x)|=|(i-iy'-i
Par suite, pour tout nombre /i, il existe un nombre x pour lequel |r;i(^)| est supérieur à un nombre positif fixe.
Convergence quasi-uniforme.
C'est M. Arzela qui est parvenu le premier à la condition nécessaire et suffisante cherchée. 11 l'obtient au moyen de ce que nous appellerons la convergence quasi-uniforme (*) qui est une nouvelle extension de la convergence uniforme ordinaire.
Nous dirons (\\x une série converge quasi-uniformément entre a et b si : i° la série converge entre a et b] i^ on peut faire correspondre à tout nombre e positif aussi petit que Von veut et à tout nombre N aussi grand que Von veut, un nombre fini, N'^N, tel que, pour chaque valeur de x comprise entre a et 6, il existe un entier nx compris entre N et N', et tel que Von ait :
(*) Voir aussi Jordan, Court d* Analyse, a* édition, t. I, p. 3i5.
(^) M. Arzela Tappelle convergence uniforme à traits (a tratti). Celte dénomination se ratiacbe à la représentation géométrique dont M. Arzela fait grand usage {Mémoires de Bologne, 1899).
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Nous allons maÎQtenant démonlrcr le théorème qui résout complètement la question de la continuité. Ce théorème a été obtenu par M. Arzela par une méthode assez compliquée. Mais, comme il arrive bien souvent, une proposition qui a été obtenue au prix de grands efforts peut, quand son énoncé est connu, être démontrée très simplement.
La condition nécessaire et suffisante pour qi£ une série à termes continus entre a et b représente une fonction continue dans cet intervalle est qiielle y converge qua^i-uniformément,
La condition est suffîsante. En effet, d^abord la série est convergente entre a et 6; soient f{x) sa somme et x' un point quelconque entre a et 6. On peut déterminer un nombre N tel que rinégalité /i > N entraîne
kn(^')|<|-
Mais, puisque la série est quasi-uniformément convergente entre a et 6, on peut faire correspondre à e et N un nombre N' > N, tel que, pour toute valeur de x comprise entre a et é, il existe un nombre nx compris entre N et N' pour lequel
Or, quel que soit x^ nar>N, donc
\rnA^')\<y
D'autre part, il est possible de déterminer un nombre A^, tel que rinégalité \x^ — ^"| < hp entraîne
, |SN^,,(x')-SN-Hp(;r')|<î.
Donc, si a est le plus petit des nombres
(dont il j a un nombre yîn/), on aura sûrement
pour \x' — x"\ < a, puisque nx' est compris entre N et N'.
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El comme on aura
on voit que
l/(^')-/(-2?')I<e pour |r' — J7'|<a-
Donc la fonction /* est continue en un point arbitraire x' de l'inlervalle.
Réciproquement, supposons la série convergente et sa somme continue (ainsi que ses termes) entre a et b, Sbit x' un point compris entre a et 6, on peut déterminer h tel que Ton ait
pour \a: — x^\ <. h. Mais soit N un nombre donné aussi grand que l'on veut; on peut déterminer un nombre /i > N de façon que Ton ait
Le nombre n étant ainsi choisi, la fonction S/,(j:) est continue et Ton peut déterminer /i|, tel que Ton ait
|S«(a:) — S«(ar')| < - pour \x — .v'\<hi.
Or
\rn(or)\^\AT)^/{a:')]^\S,(x)-Sn{x')]^\rn{x')\.
Dès lors, si a est le plus petit des nombres h et A|, on a
k/i(^)|<e pour |ir — ar'[<a,
n étant un nombre fixe supérieur à N.
Il suffit pour le raisonnement précédent que /{x) soit continu au point x^ , Mais, puisque y(x) est continu de a à b^ on pourra déterminer pour chaque point x de cet intervalle un nombre n > N, et un intervalle partiel ayant ce point pour milieu tel que [^«(a;)! reste inférieur à e dans cet intervalle partiel. Alors, tout point de (or, b) est intérieur au sens étroit à l'un de ces intervalles partiels; on peut donc (p. 9) trouver un nombre fini de ces intervalles :
qui jouissent de celle propriété. Par conséquent, à tout point x de (a, b) on peut faire correspondre un entier rixi tel que l'on ait
k/»,(ir)|<E.
Et les nombres Rx sont pris parmi les nombres /i^,; on peut donc déterminer un nombre N' (le plus grand des entiers /î^.., qui sont en nombre lirailé/;) tel que rix resle compris entre N et N'.
On peut donner, de cette réciproque, une démonstration un peu différente. La série étant convergente entre a et 6, on peut faire correspondre à chaque nombre x compris entre a et 6, un entier Hx supérieur à un nombre fixe donné N indépendant de n, tel que
Et le nombre rix sera une fonction bien déterminée de x^ si Ton prend pour rix le plus petit entier possible supérieur à N satisfaisant à cette condition. Je dis que celte fonction est bornée supérieurement. En effet, s*il n'en était pas ainsi entre a et 6, la fonction rixTie serait pas non plus bornée dans Tun des deux intervalles moitiés, ni dans l'un des intervalles moitiés de celui-là, et ainsi de suite. On formera ainsi des intervalles (a^, bp) emboîtés les uns dans les autres et dont la longueur tend vers zéro. Ils ont donc pour limite un certain point Ç de l'intervalle (a, 6). Or nous avons vu, dans la première partie de la démonstration précédente, qu'on pourrait déterminer A et /i| >> N tels que
dans l'intervalle Ç — A, $ -f- h. Mais si petit que soit A, on pourra prendre/? assez grand pour que (ût^, bp) soit contenu entre Ç — h et $-+-/*, et alors dans l'intervalle {apy bp) la fonction rix serait bornée supérieurement (/ix^'?i)i ce qui amjneunc contradiction. On peut vérifier sur l'exemple que nous avons donné d'une série convergente à termes continus dont la somme n'est pas continue que cette série n'est pas quasi-uniformément convergente.
Nous avions pris S^ = jc*"""' ; pour j: > o, le reste est i — x Dans l'intervalle (o, i), si l'on veut que ce reste soit inférieur à s,
il fandia que Ton ait
par consëquenl la valeur minimum de n ne sera pas bornée supérieurement dans cet intervalle.
Les considérations qui précèdent s^étendent immédiatement aux séries de fonctions de plusieurs variables. Ainsi /a condition nécessaire et suffisante pour qu!une série de fonctions de plusieurs variables continues par rapport à leur ensemble dans un domaine fermé D ait pour somme une fonction continue dans D est que la série consierge quasi- uniformément dans D. Gela veut dire qu'on peut faire correspondre à un nombre entier N et à un nombre positif e, un nombre entier N'^N tel que Ton ait en tout point Â de D : |/'„j^|< e» /^a étant un certain nombre entier déterminé par A et compris entre N et N'. La démonstration est la même que celle que nous avons donnée.
Intégration des séries.
Deux problèmes se posent tout d'abord, quand on veut intégrer uuQ fonction représentée par une série : i" En supposant la série convergente et à termes inté^rables entre o et i, la somme sera-t-elle aussi intégrable? 2" Si la somme et les termes de la série sont intégrables, est-ce que l'intégrale de la somme sera la somme des intégrales des termes? Le premier problème a deux solutions diOTérentes selon que l'on se place au point de vue de Riemann ou à celui de M. Lebcsgue. Mais il suffira évidemment de résoudre le second problème au sens de M. Lebesgue pour en obtenir la solution au sens de Riemann comme cas particulier.
M. Arzela (*) a montré que la condition nécessaire et suffisante pour que la somme f{x) d'une série com^ergente de a
(') A.11ZELA, Mémoires de l'Académie royale des Sciences de VInstiliU de Bologne, 27 mai 1900.
à b et dont les termes Un sont intégrables (R) de o à i, soit intégrable {K) de o à i est que la série ait une convergence quasi'Uniforme ^n général entre o et i.
Celte dernière expression a la signification suivante : i^ la série /(x) est convergente entre o et i et sa somme est bornée; 2° élaut donnés les nombres 8, s, N, on peut déterminer entre a et b des intervalles 1 en nombre fini et sans partie commune, de longueur totale supérieure à i — o, tels que l'on ait |^/ï,(^)| < e
lorsque x appartient à un intervalle I, le nombre entier ni (constant dans un intervalle I) restant supérieur à N (* ).
Supposons ces conditions vérifiées et que les termes de la série soient intégrables (B). Dans tous les intervalles I en nombre/?, on aura
par suite, l'oscillation de f{x) dans 1 sera au plus égale à 2£ augmenté de l'oscillation de S/,^. Or, dans l'intervalle I, S» est
intégrable (R); on peut donc y former un nombre fini d'intervalles J, sans partie commune, de longueur totale inférieure à -
et en dehors desquels l'oscillation de S/, est inférieure à e. Appelons K les intervalles sans parties communes intérieurs aux I et extérieurs aux J; dans ces intervalles, l'oscillation de /(x) sera
inférieure à 3e. Mais la longueur totale des K entre o et i est
supérieure à i — S — p - =\ — 20. Dès lors, on aura pu diviser
le segment (o, i) en intervalles tels que la longueur totale de ceux où l'oscillation surpasse 3 e soit inférieure à 28. Comme e et 8 peuvent être pris aussi petits que l'on veut, la fonction bornéey(^) est intégrable (R) entre o et i.
Réciproquement, admettons que /(a?) soit intégrable (R), ainsi que les termes de la série (supposée convergente deo à i). Soient, d'autre part, F l'ensemble des points oiif{x) est contiau, K,, l'ensemble des points où Sn(^) est continu, E l'ensemble limite com-
(' ) La série serait quasi-uniformément convergente si cette condition était réalisée pour des intervalles I en nombre (ini sans parties communes qui rem^ plissent tout le segment (0,1).
plet des En* Les ensembles E^ et F ont pour mesures i (p. 3i), il en est donc de même pour E (p. 21). Or on a
Les deux ensembles du second membre n'ont pas de point commun ; donc
mesure(E, F) = mesure F — mesure[C(E), F].
Or l'ensemble [F, G(E)] est contenu dans G(E) dont la mesure est nulle. Par suite, la mesure de l'ensemble G des points communs à E et F est égale à i — = 1. Geci étant, soit af un point de G, il est contenu dans une infinité d'ensembles E;» : E^ , E
Or on peut déterminer un nombre q tel que l'inégalité m'^ q
entraîne |/'i»(j?')|<; ô* Soit maintenant un nombre N donné à
l'avance; prenons parmi les nombres /i|, n^-, ••., qui croissent indélinimenl, un nombre déterminé n supérieur à ^ et N. On aura
De plus, x' sera commun aux deux ensembles E^ et F. Par conséquent, on pourra déterminer un nombre h tel que l'inégalité \x — j/|<; A entraîne
\Ax)-f{x')\<\ et
D'où
\rn{x)\<\rn{x')\-^\f{x)-f{x')\-^\Sn{x')^Sn{x)\<z,
Ainsi tout point x' de l'ensemble G est intérieur au sens étroit à un intervalle I pour lequel il existe un nombre n tel que l'on ait en tout point de l'intervalle I
\rn{x)\<it.
Or l'ensemble complémentaire G(G) ajant une mesure nulle, $es points pourront être tous enfermés au sens étroit dans des
intervalles J sans point commun de longueur totale inférieure à 7j (*). Alors tous les points du segment peuvent être enfermés au sens étroit chacun dans un intervalle I ou J. Par suite, on peut en trouver un nombre fini qui les contiennent tous au sens étroit 1|, I2) • ' * ^ *pt '^ i ^ • • • J J gm
Les points qui ne sont pas intérieurs au sens étroit à l'un des intervalles J forment un ensemble G| intérieur à G et de mesure supérieure à i — r^, Ils sont tous contenus dans I|, L, ..., I^, qu*on peut supposer sans point commun et compris entre o et i , intervalles qui auront une longueur totale supérieure à 1 — 7;. Or, à chacun d'eux, I, correspond un nombre entier W|>N tel que
pour tout point de I, on ait
Comme e, 7\ et N sont arbitraires, la série a une convergence quasi-uniforme en général, entre o et i.
La résolution du problème que nous venons de traiter est bien plus simple si Ton se place au point de vue de M. Lebesgue.
Si l'on considère une série de fonctions bornées iniégrables (L) : Wi, «a» • • • > dont la somme /(x) est com^ergente entre a et b, cette somme supposée bornée est aussi intégrable (L).
L'ensemble des points Ë tels que l'on ait
est compris dans l'ensemble limite restreint F^ des ensembles E» des points tels que
A-i<S„(j:)<BH-i,
p nombre entier fixe.
Cet ensemble V p est mesurable et l'ensemble E est évidemment l'ensemble des points communs aux ensembles F|, Fa, . . ., F^,, . . .. Donc E est mesurable quels que soient A et B ; par conséquent, f{x) est intégrable (L).
La proposition que nous venons de démontrer peut s'énoncer ainsi : Toute fonction bornée f{x)^ limite de fonctions bornées intégrahles (L) est elle-même intégrable (L). Sous cette forme,
( ') Voir par exemple Lebbsque, Annali di Matematica, 190a, p. 387.
elle nous fait connaître des champs de plus en plus étendus de fonctions intégrables (L); par exemple, toute fonction bornée limite de fonctions continues est intégrable (L).
Si une série de /onctions bornées intégrables (L) est convergente de a à b et si l'on a \rn{x)\<^yi quels que soient V entier n et V abscisse x dans (a, b), la série des intégrales (L) des termes est aussi convergente et sa somme est l'intégrale (L) def{x).
En effet, on a/= S»+ R»; or il est facile devoir que la somme des intégrales (L) de deux fonctions est égale à l'intégrale (L) de leur somme. Donc
(L) / /{x)dx—(L) I Uidx — ... — (L) l Undx = {L) 1 r,idx.
Or, puisque la série W| + . . . est convergente de a à 6 l'ensemble E des points tels que |/Vi(^)| soit supérieur à £ a une mesure a^i qui tend vers zéro avec /i. El Ton a
Jf /•„ dx = I r,j dx -h I rn dxy d'où
dx
< Mffrt-h e(6 — a),
M étant supérieur de a à 6 à la fonction bornée |/'7i(^)| quel que soit n, Clomme on peut prendre e et (t,i aussi petits que l'on veut lorsque n croît indéfiniment, la proposition est démontrée.
Dans l'énoncé du théorème, on peut remplacer l'intervalle (a, b) par un ensemble mesurable quelconque E, la démonstration sera entièrement analogue.
Le théorème est encore vrai, si l'on prend l'intégrale de Riemann (*) au lieu de l'intégrale de M. Lebesgue, d'après notre remarque (p. 34), à condition que la somme de la série soit intégrable (R).
(') Le cas où les fonctions/ et /„ sont continues avait été déjà obtenu pur M. Osgood {American Journal, 1894).
THÉORÈME FONDAMENTAL DE WEIERSTRÂSS
Une jonction continue quelconque peut être représentée par une série de polynômes. Telle est la proposition fondameatale qui a élé établie par Weierstrass (*). Diverses démonstrations en ont été données; elles peuvent toutes se ranger en deux catégories. Les unes, comme celles de Weierstrass et de MM. Picard (2)^ Lerch (') et Volterra (*), font appel à des notions d'un caractère transcendant; les autres, comme celles de M. Lebesgue (°) et de M. Mittag-Leffler C), sont d\ine nature tout élémentaire et peuvent être rattachées à un important Mémoire de M, Runge (^).
Toutes les méthodes dont nous venons de parler conduisent au résultat suivant: Etant donnée une fonction f{x) continue dans [intervalle {a, 6), extrémités comprises, on peut troui^er un polynôme P(a?) tel que Von ait dans tout cet intervalle :
|/(a7)-P(ar)|<6,
e étant un nombre positif , donné à V avance, aussi petit que Von veut.
(') Wbikrstrass, ^er/iner Sitzungsberichte, i885. (*) PiCARDi Traité d'Analyse y %, I, p. 258.
(3) Lerch, Bozpravy ceské Akademie (a* classe) t. I, n» 33 (189a) et t. II, n** 9 (1893). Je ne connais ces Mémoires de M. Lerch que par la citation qu'il en fait lui-même dans son Mémoire :,Sur un point de la théorie des fonctions
énératrices d'Abel {Acta Mathematica, t. XXVII, p. 339), où se trouve aussi une démonstration du théorème de Weierstrass au moyen de séries trigonométriques.
(*) Volterra, Bendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1897, P- ®3-
(^)LsBEsauE, Bulletin des Sciences mathématiques, iS^S,p, 278.
(*) Mittaq-Lbffler, Bendiconti del Circolo matematico di PalermOf 1900.
(^ ) RuNQEi Acta mathematica^ i885, p. 38;.
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Supposons, pour le moment, cette proposition établie et appelons P»(^) le polynôme qui correspondrait à la valeur— de e.
Pni^) sera la somme des n premiers termes de la série de polynômes :
(S) Pi 4- (P,— Pt)-^...-+-(P/,—P«_i )-+-....
Et l'on aura |/(j?) — P„(a?)|<;£, pour toutes les valeurs de X comprises dans rintei'valle (a, 6). Donc la série S converge uniformément vers fi^x) dans cet intervalle.
Elle converge même absolument dans cet intervalle, car on a
■ 1 P«-P«-hil<|P/.-/(ar)| -+-!/( ar)~P„^,|<-i.
Cherchons à étendre ce résultat au cas où l'intervalle que Ton considère comprend toute la droite.
Nous supposons ç\\ie f{x) ^oit continu pour toute valeur réelle de^. D'après ce qui précède, on pourra trouver un polynôme Qn(j:), tel que l'on ait dans V intervalle (— a», 4- bn) :
a», bn, croissant indéGniment avec n.
Alors la série
Qi -+-(Q« — Qi )-+- (Qa - Qî) -+-...-+- (Q« - Q«_, ) -h. . .
converge absolument vers f{x)pour toute valeur de x.
Mais, en général, elle ne converge pas uniformément sur toute la droite. Tout ce qu'on peut dire, c'est qu'elle converge uniiformémentdans tout Intervalle fini.
Méthode de ÏVeierstrass, — La démonstration de Weierslrass est très simple et le principe en est utile dans bien d'autres questions. Elle repose sur le calcul bien connu de l'intégrale
e-'* dt.
(Mais on pourrait refaire le raisonnement de Weierstrass avec une autre intégrale jouissant de propriétés analogues.) Cette intégrale
a un sens et sa valeur est y/rc. U en résulte, en particulier, que, étant
donné le nombre positif co, on peut toujours trouver un nombre A tel que l'on ait
pour ûr > A.
Nous allons d'abord montrer que Ton a
avec
fix) = linnl(ir, k)
^{x,k)^^ / f{u)e \ ^ ) du,
et k étant un nombre positif el/{x) une fonction bornée^ uniformément continue pour toutes les valeurs de x; nous désignerons par M sa limite supérieure.
En eflTety soit A^in nombre positif quelconque. On aura
OU, en posant u = x -\- kt,
\/i^{Xy k) = f f{x + kt)e-^^dt
-f- r f{x-\'kt)e-''dt-\- f f{X'i-kt)e-^dL
%y ^^ flD
La première intégrale peut s'écrire
en désignant par 6| un nombre compris entre — i et H- i . De même, on a
/ f{x-hkt)e-'^de = ^iM e-^^dt,
le k
f /{x-hkt) e-'* dl = e J M f e-'' û?^
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avec I O2 1 < I , I Os I <; I . Or, pour y >• A, on a
et, d'autre part, on a
|/(a7-he|A)-/(a:)|<a) pour A •< a.
En résumé, pour A < a et A" < t' ^" ^
\/7Z^{Xy /{)= [/(a7)-h0u)](/î: — 20'a))-h2ft''Ma),
les nombres 0, 0', 0" restant compris entre — i et -4- i . Ou
+ (ar, A) -/(o:) = U -+- ^^^^ - 2Ô' ^^^ - 260' «o lo)
L /- vit j
ou enfin, en supposant lo <^i,
Le nombre a peutétre déterminé indépendamment de x puisque /{x) est uniformément continu pour tontes les valeurs de x. Par conséquent, si 7^ désigne un nombre aussi petit que l'on veut, on
/en prenant co = -^-rr \ un nombre a, tel que
peut trouver
/ Ton ait
quel que soit x^ pourvu que l'on ait A: < - •
Autrement dit, ^(Xj k) tend uniformément vers y( a?) lorsque k tend vers zéro.
Maintenant, considérons l'intégrale ^{x^ k); je dis que c'est une fonction entière de x. En effet, posons ^ = ^ + {7|, on aura
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Les deux inlëgrales sont celles qu'on obtient en remplaçant dans ^(^, k) la fonction /(i/) par la fonction
/(a)cos j^ ou /(M)sin jr^—^'
Ces deux dernières fonctions sont bornées et Utlirormémeat continues quel que soit u. Par conséquent, ^(2, k) est une fonction finie et bien déterminée de $ et de tj. On verrait facilement qu'il en est de même de ses dérivées en ^ et 7| qui vérifient les relations de Cauchy; en définitive, ^(^, k) est une fonction entière de z. Par suite, on peut écrire
les quantités Co= ^(o» k)^ Cj = ^'(oj k)^ . . . étant évidemment réelles avec k. Le second membre est une série uniformément convergente dans toute région finie du plan; donc on peut prendre un nombre n tel qu'en posant
V(x^ = Go-h Giar -4-. . .4- G„ar'*, on ait
pour toute valeur de x comprise dans un intervalle quelconque donné d'avance. Et si l'on a pris, comme il est possible, k assez petit pour que l'on ait, quel que soit x entre les limites précédemment fixées,
on aura
pour toute valeur de x^ comprise dans l'intervalle donné.
Alors, soit <f{x) une fonction continue dans l'intervalle (a, 6); si l'on prend pour /(^) une fonction égale à ^(a:)^entre a et 6 et égale à cp(a) pour x'Sa et à ^(b) pour x^b^ la fonction /(.r) sera bornée et uniformément continue quel que soit x. On pourra donc lui appliquer la méthode précédente et l'on aura un polynôme P(^), tel que
entre a et b. Nous avons ainsi atteint notre but.
Si la fonction f{x) est bornée et uniformément continue quel que soit a?, la méthode même de Weierstrass permet de la représenter par une série de polynômes qui converge uniformément et absolument dans tout intervalle fini. C'est la série
où Ton a, quel que soit x entre — n et -h n :
\^n(a;)-Ax)\<±.
AUTRES DEMONSTRATIONS
Vu rimportance du théorème fondamental, nous allons en faire connaître plusieurs démonstrations, à certains égards plus simples que celle de Weierstrass.
Nous ne donnerons pas la méthode de M. Picard (reposant sur l'emploi des séries trigonométriques), qui se trouve exposée dans son Traité d'Analyse.
Les méthodes que nous allons développer sont fondées sur l'emploi de lignes polygonales comme courbes approchées de la courbe continue^ =y(j:).
Soit/(j;) une fonction continue de a à b; on peut trouver un nombre 8, tel que l'inégalité |.t' — x^'\ <C 8, entraîne
Considérons une division de l'intervalle (a, b) en intervalles partiels, tous plus petits que 8, séparés par les points
Puis inscrivons dans la courbe ^=y(^) une ligne polygonale dont les côtés se projettent sur Ox suivant ces intervalles. Cette ligne polygonale représentera une fonction continue ^=:(p(j:). La valeur de ^{x) est égale à f{x) aux points de division; lorsque ^ est compris dans l'intervalle (a:i_i, Xi)jQ{x) est compris entre /(j:i_, ) et f{xi) et/(x) entre
/(a:/-,) — i et /(ar/)-T-i • 4 'I
OU entre
/(^/) — 7 et f(ooi^x) ■+• 7 • 4 4
Dès lors, on a entre Xi elxi^^ :
I/(rr)-o(^)|<|
et, comme e est indépendant de l'intervalle partiel considéré, cette inégalité a lieu partout entre a et b. Il nous suffira maintenant de trouver un polynôme P(^) tel que l'on ait
entre a et 6, pour atteindre notre but qui est de vérifier par un polynôme P l'inégalité
1/(0?) — P(a:)|<£. pour a^xCb,
Les méthodes que nous allons exposer ont précisément pour but de déterminer un polynôme P(j?) tel que Ja courbe y = P(j;) approche autant que l'on veut d'une ligne polygonale donnée.
Méthode de M, FoUerra, — On sait ( * ) qu'une fonction périodique quelconque g{x), (de période aw) peut être développée en série de Fourier
(i) /r(^) = «û-H^ a«cos-^ -h6„sin— —
qui converge uniformément quel que soit x^ pourvu que cette fonction soit continue et qu'elle n'ait qu'un nombre fini de maxima et de minima dans un intervalle d'une période.
M. Vollerra (*) applique ce résultat à la fonction ^ = «-(a:) obtenue de la manière suivante. So\ly = o{x) Féquation de la ligne polygonale donnée qui n'est définie qu'entre a et b. On peut ajouter un côté à cette ligne polygonale de façon que les ordonnées des sommets extrêmes (en a par exemple et en c extérieur à ab) soient les mêmes. Ceci fait, nous prendrons pour fonc-
er) Voir par exemple : Picard, Traité d* Analyse, t. I, p. 224 et 289. (*) Voir aussi Lerch, Acta mathematica, t. XXVII.
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tîon g{ûc) la foQClion telle que l'équation y=zff(^x) représente la ligne polygonale que nous venons de former et toutes celles que l'on obtient à partir de celle-ci par une translation parallèle à Oor et égale kn(c — a){n entier positif ou négatif quelconque). La fonction g{a:) coïncidera avec ç(^) entre a et b; elle sera de plus uniforme, continue et périodique. Soit 2cu = (c — a), la période. On pourra appliquer la formule (i) et en particulier prendre /> assez grand pour que Ton ait entre a et 6
V^ / mzT - . mzT\ I
Les expressions cos y sin sont des fondions entières
de ^; on peut donc prendre dans leurs développements suivant les puissances croissantes de x un nombre de termes assez grand pour que les polynômes obtenus en diffèrent aussi peu que Ton veut. Par conséquent, puisqu'il n'entre dans noire inégalité qu'un nombre fini p de ces expressions, on pourra trouver un polynôme P{x) tel que l'on ait,
«0-+- >. ( «/i cos h On sm I — V{x)
Et, puisque g{x) = o(^) entre a et b, on aura dans cet intervalle
Nous avons démontré en passant qu'on peut représenter une ligne polygonale (et par conséquent une fonction continue quelconque) au moyen d'une suite finie de Fourier
Xl r m:x , . niz.rl ao-+- > a,i cos h 6>« sin
avec une approximation donnée à l'avance dans un intervalle fini déterminé.
Méthodes élémentaires. — Soient
Xo= a^ Xi, a?j, ..., a?/,_t» Xn= à
les abscisses des soinmets de la ligne polygonale j' = o{x). o(x) est une certaine fonction continue et uniforme entre a et 6, dont on peut écrire ainsi l'expression
o(ar)=:0|(a?)-+-2[o/+i(ar) — çp/(a7)]a(a7 — 37/),
en désignant par Oi(x) la fonction du premier degré qui coïncide avec ^{^) entre xut et a:/ et par a(x) une fonction égale à o pour a: > o, à i pour a? < o et finie pour a: = o. On a
Supposons que Ton ait pu former une fonction continue ^(^*) qui approche de ^{x) autant que l'on veut sauf peut-être pour j: = o où elle reste finie. Alors la fonction continue ^{x) obtenue en remplaçant dans l'expression de <p(a?), a(^ — xi) par p(^ — xi)^ différera aussi peu que Ton veut de f (*2:). Et si la fonction ^(^) a une forme analytique simple, il en sera de même de ^(^)' Seulement, pour que ce raisonnement soit exact, il faudrait que l'on eût
(e étant un nombre donné à l'avance), cette inégalité étant vérifiée quels que soient x et xi dans tout l'intervalle (a, 6), sauf peutêtre pour X = Xi. C'est-à-dire que l'on ait
dans Fin tervalle fini [ — (6 — a), (b — a)] sauf peut-être poura: = o. Or ceci est impossible, puisque (i(^) est continue et que l'oscillation de a(.r) est fixe et égale à i. Mais il suffit que l'inégalité (i) ait lieu en dehors d'un certain intervalle ( — ri, 4- r^), qu'on puisse rendre aussi petit que l'on veut. En effet, si |'f (^)| < M entre a et 6, on aura, puisque la ligne polygonale a n côtés,
|tp(a7) — <l;(a7)| < î/iMSjen dehors des intervalles {^xi — '/i, x/-f-7j). D'autre part, la fonction continue o/(x) — o/_«(:r) est nulle en Xi. On peut donc prendre t^ assez petit pour que l'on ait
|o/(a:) — o/_,(rr)|<e ,
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dans Pintervalle {xi — tj, X|-f-7\), el par conséquent, on aura, dans cet Intervalle
\o{x) —■ ^(x)] < Ne -h 2 71 Me,
en supposant |a(a:) — p(\r)| < N lorsque a: varie entre a — b et b — a.
On aura ainsi (en prenant e el 7; assez petits, les nombres n, N, M étant fixes) une approximation aussi grande que l'on voudra dans tout l'intervalle.
' M. Runge appliquait ces considérations en prenant pour P(x) la fonction rationnelle
in
OÙ n est un certain nombre entier. Cette fonction continue de j: tend vers ol{x) pour o^|a:|<ij lorsque n croît indéfiniment. C'est-à-dire qu'en prenant n assez grand, on aura
en dehors d'un certain intervalle ( — '^i, -h t^) (aussi petit que l'on veut quand n croît), et d'autre part ,8(^) reste fini.
Dans le cas où (6 — à) ne serait pas inférieur à i , on pourrait
remplacer P{x) par ^ TTjrz. — ^ y P^^ exemple, pour ramener à ce cas.
En utilisant une fonction rationnelle continue pour ^(^); M. Runge montrait seulement qu'on peut trouver une fonction rationnelle coïx\.m\xe aussi approchée que l'on veut d'une fonction continue donnée. Mais il a donné autre part (') des méthodes, pour passer du cas dq la fraction rationnelle à celui d'un polynôme.
M. Mittag-Leffler a proposé de prendre pour la fonction ^{x) l'expression
Cette fonction est une fonction entière de x qui tend vers cl{x) lorsque Ton a o^\x\<^\. La fonction i({x) obtenue en rem-
(<) RuNQE, Acta Malematica, 1884, p. 306.
plaçant dans o, cil{x) par ^{x) si {h — a) est infërieur à i et
par P 7-77 r\f par exemple, dans le cas contraire, sera une
fonction entière approchée de o. D'ailleurs, en prenant dans son développement un nombre de termes assez grand, on pourra la remplacer par un polynôme.
On peut encore opérer ainsi : considérons l'expression
C'est une l'onction continue ( * ) de :c, qui reste évidemment égale à la valeur absolue de x. A l'exemple de Caucliy, nous pourrons la
désigner par y/^'-^. Pour avoir une fonction approchée de a(a?), il suffit de l'obtenir pour \/x'-^. Or M. Lebesgue observe que l'on
peut développer y/^. On a
^x* = (i'hzy= I -h - -3 -z^-\ — -— z^—. ..,
en posant s -= x^ — 1 et la série du second membre converge pour 1^1 < I (^). Elle converge même aussi pour ^ = di i, parsuile elle converge absolument et uniformément pour — i^z£i. Dès lors, la série en x obtenue en y remplaçant z par x- — i converge uniformément entre — i et H- i. Si donc, on prend un assez grand nombre de termes, on formera un polynôme P(5:) tel que l'on ait
I y/^ — P(a7)|<£ entre — i et -\- i .
L'équalion
représente donc, à moins de e près, un angle droit dont les côtés sont limités; à savoir la droite j'= — .r, dans l'intervalle — i ^x^o et la droite jK = ^ dans l'intervalle o^:r£i. On en conclut immédiatement que, en choisissant convenablement les constantes m,
(') Le fait que cette fonction est continue rend la méthode de M. Lebesgue plus simple dans son principe que celle de M. Runge et de M. Mittag-Leffler.
(^) Il est assez curieux de remarquer que la formule précédente se trouve, à titre d^exercice sur les séries, dans le Traité de calcul différentiel et intégral de Joseph Bertrand. Mais Bertrand était très éloigné d^en déduire les consé^ quences qu'en a tirées M. Lebesgue.
y = nix -t- n -hp.F(qx H- r)
représentera, à moins de pt près, un angle quelconque à côtés limités. En ajoutant entre elles un nombre suffisant d'expressions de ce genre, on peut, par suite, représenter une ligne polj'gonale quelconque, à moins de e' près, s' étant donné d'avance.
On peut aussi, de la incthode de M. Lebesgue, déduire une expression de a(a;), ce qui la rapproche de la méthode de M. Kunge, mais en diminue la simplicité. On peut y arriver de bien des manières; la plus simple paraît être la suivante; on peut poser
et remplacer {x^) ' par un développement analogue à celui de
M. Lebesgue pour (x^)'; la multiplication de chaque terme par -
assure la convergence pour ^ = o.
Nous ne développerons pus les méthodes de M. Painlevé, pour les fonctions réelles analeptiques, qui se trouvent exposées dans la Note I.
EXTENSION AUX FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
Il y a lieu de faire une distinction entre les fonctions continues par rapport à l'ensemble des variables et celles qui sont continues par rapport à chaque variable séparément.
L'ensemble des premières comprend l'ensemble des secondes; mais on peut former des exemples qui montrent que ces deux ensembles ne coïncident pas. Ainsi, prenons la fonction qui est
égale à ^' •^ ^ lorsque ûc ety ne sont pas tous deux nuls et qui est
nulle dans le cas contraire. Elle est évidemment continue par rapport à x et y séparément; cependant, elle ne lend pas vers o, lorsque le point {x, y) tend vers l'origine sur la droite x^=y. Plus généralement, considérons la fonction nulle à l'origine et aux points de coordonnées rationnelles et qui^ aux autres points.
est égale à
Elle est continue par rapport à x et y séparément et cependant elle est discontinue par rapport à Tensemble des variables en une infinité de points dans un domaine aussi petit que Ton veut (<).
Nous ne nous occuperons que des fonctions continues par rapport à l'ensemble des variables.
Weierstrass avait donné dans son cours l'extension de son théorème en employant l'intégrale
= ( — t) I '" I /("!» "î» •••» "«)<^ \ * / V * ^ dui...du„,
M. Mittag-Leffler se sert des résultats acquis pour les fonctions d'une variable. Soit, par exemple, la fonction 5 =y"(j7, j^) continue par rapport à l'ensemble des variables dans le domaine D
Soient
des nombres fixes, indépendants de y; on peut les choisir de façon que la ligne polygonale : 5 = (p(j:, Y) du plan j^ = Y, inscrite dans la courbe z^=/{x, Y) aux points d'abscisses Xi diffère aussi peu que l'on veut de celle-ci, V approximation e restant indépendante de Y entre A et B.
Or, d'après les méthodes que nous avons données, la fonction
©(ar, Y)=(p,(ar, Y) -f-^lTz+iC^j Y) — ©/(a:, Y)Ja(ar — a;,-)
(^) Cet exemple est une généralisation du précédent obtenue à l'aide du principe de condensation des singularités. Voir Hânkb'l, (Jntersuchungen iiber \^ die unendlich oft unstetigen und oscillirenden Functionen* Tubingen^.iSyo.
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peut élre représentée par le polynôme en x .
<p(ar, Y) = o,(x. Y) + 2[<?,+,(a?, Y)-o,(ar, Y)]p(ar-a:.),
SI
OÙ ^{x) est un polynôme tel que Ton ait
la(ar)-P(ar)|<(D,
quel que soit x dans un certain intervalle.
Par conséquent o(x^ Y) représente /(^, Y) avec une approximation Ti indépendante de Y. Or Iç polynôme en Xy <p(^, Y) a pour coefficients des fonctions continues de Y que Ton peut représenter avec telle approximation que Ton voudra. Par suite, on peut trouver un polynôme en x et en y qui diffère def{x^y) d'une quantité, constante dans D et qu^on peut prendre à V avance aussi petite que l*on veut,
M. Lebesgue généralise directement les méthodes élémentaires employées pour les fonctions d'une variable. Dans le cas dNine fonction de deux variables, par exemple, il remplace la surface z=:/(x^y) par une surface formée de morceaux de paraboloïdes.
* Supposons que/(x^ y) soit continue par rapport à l'ensemble de ses variables, dans le domaine D
On peut trouver un nombre o tel que Toscillation de y* soit plus petite qu'une quantité positive donnée £, lorsque le point (x^y) varie dans un rectangle de côté plus petit que 6.
Divisons le domaine D en rectangles de côtés plus petits que S au moyen des droites
y=^=yof y=yu ..., r=^P=B,
et soit Zi.k la valeur de /{xi^ yj^). Désignons de plus par z = 'f i,a(^? y) l'équation du paraboloïde qui passe par le quadrilatère ayant pour sommets les points de la surface z=/(x^y).
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qui se projettent aux points
Ces projections sont les sommets d'un rectangle C/,a dans lequel on a
Car les cotes des points du paraboloïde sont comprises entre la plus grande et la plus petite des valeurs z/,Aj ^/+i ,*? ^i,k+^ , ^i+t ,*+< lesquelles diflTèrent entre elles de moins de £.
Si o{x,y) est la fonction qui coïncide avec Çi,A(^>y) dans le carré C/,)^ (f = o, . . ., n — i; A- = o, ...,/? — i), on aura dans tout le domaine D
Nous sommes donc ramenés à trouver un polynôme qui approche de ç(j:^, y)^ Or, on peut remarquer que l'équation
représente zéro si l'une au moins des variables a; ou ^ est négative, et un morceau de paraboloïde si x et y sont positifs; or on peut, suivant la méthode de M. Lebesgue, avoir de cette expression un développement approché pour les valeurs de x et y dont la valeur absolue est inférieure à un. En effectuant une transformation linéaire sur x, y et z séparément, on peut obtenir, à moins de e près, un morceau quelconque de paraboloïde et, en ajoutant un nombre limité d'expressions de ce genre, on obtient ^{^ty) avec une approximation donnée d'avance.
On pourrait aussi observer que l'équation de la surface
z=o(x,y) peut s'écrire
Car le produit des deux crochets est égal à i dans le carré C/* et nul en dehors, si l'on désigne comme auparavant par ol(x) une fonction de x nulle pour ^ >> o et égale à i pour x < o.
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Or ?i,a(^>>') est un polynôme qui est du premier degré séparément par rapport à :r et par rapport à y. Par suite, un raisonnement analogue à celui que nous avons fait pour le cas d'une variable nous montre que nous aurons un polynôme approché de o(a;, j^) en remplaçant a(a:) par un polynôme P(^) approché en dehors d'un intervalle — tti, + vi aussi petit que l'on veut.
Dans ce qui précède, nous avons supposé la fonction fi^x^ y) définie et continue dans un certain rectangle. Si, au lieu d'un rectangle, on avait un domaine fermé D, d'un seul tenant ou non, il suffirait de remplacer la fonction/ par une fonction continue dans un rectangle contenant D et qui coïncide avec /* dans D. Cela est évidemment possible d'une infinité de manières.
On voit donc qu'on peut représenter toute fonction, con^ tinue par rapport à Vensemble de ses variables dans un domaine D fermé, par une série de polynômes qui converge uniformément et absolument dans D.
Une conséquence immédiate du théorème de Weierstrass est la suivante : Etant donnée une série de fonctions continues,
/(ar) = ai(a?)-+- Ut{x)
convergente dans un intervalle (a, 6), on peut toujours mettre f{x) sous la forme d'une série de polynômes qui converge dans le même intervalle. Et si la première série est uniformément convergente, on pourra supposer quHl en est ainsi pour la série de polynômes ( * ).
En effet, quel que soit p on pourra former un polynôme Q^ tel que l'on ait
entre a et b. Par conséquent, Q^(^) tend vers la limite /(^) de S^(a:) lorque p croît indéfiniment (quel que soit x entre a et b). Par suite, la série de polynômes
Q i -+- ( Q î — Q I ) + . . . -i- ( Q « - Q „-, ) -4- . . . converge vers y(^) entre a et b. Elle y converge uniformément
( ' ) La généralisation au cas de n variables est immédiate. E. B.
s'il en est ainsi pour la série donnée; car on aura entre a et b
\/(x) - Qp{x)\g \/(x) - Sp(x)\ -+- \Sp{x) - Qp(x)\ < e,
en prenant p assez grand.
On sait d^ailleurs que, étant donnée une série uniformément convergente, on peut toujours, en groupant convenablement les termes, la transformer en une série absolument et uniformément convergente (*). On pourra donc s'arranger pour que la série de poljnomes converge absolument et uniformément.
Lorsqu'on cherche un polynôme approchant d'une fonction continue déterminée, il y a intérêt à obtenir, pour une approximation donnée, le polynôme le plus simple possible, par exemple du plus petit degré. Mais le résultat dépendra évidemment de la plus ou moins grande continuité de la fonction donnée y*(j:).
Ainsi, lorsqu'on remplacera la courbe ^=y"( a:) par la ligne polygonale j^ = cp( a:), il faudra, si l'on veut avoir une approximation e, découper l'intervalle (a, b) en intervalles de longueurs plus petites que 3, 8 étant tel que l'inégalité
entraîne
entre a et b. Pour une valeur déterminée de e, on peut prendre pour 8 la plus geûte' valeur possible. On déterminera ainsi une fonction 8 = c5(e) qui tend vers zéro avec e. Et Ton voit que la ligne polygonale sera d'autant pluk simple pour une valeur donnée de e que la fonction (p(e) décroîtra plus vite avec e. On peut dire que la décroissance de îp(e) près dee = o mesure la continuité àef{x) entre à et b. Ainsi, par exemple, si la fonction est dérivable entre a et 6 et si sa dérivée est bornée, on a f(£)^Ae, A étant un nombre positif fixe.
Représentation des fonctions dérivables.
En particulier, considérons une fonction /(^) qui ait une dérivée f'j. continue entre a et b. On peut se demander s'il est
(') Voir, par exemple, Borel, Acta Mathematica, t. XXIV, p. 355.
possible de la représenter par une série de polynômes telle que celte série et la série des dérivées convergent uniformément vers /(a;) el/\x) entre a et b, La réponse est affirmative (Painlevé, Comptes rendus, 7 février 1898). En effet, on pourra trouver un polynôme Q/j(^), tel que l'on ait
I/'(:r)-Q«(ar)|<i.
Mais alors, on aura
|/{^)-P„(jr)l<
en posant
Par suite, on a et les deux séries
Pi -^ (Ps — Pi ) -4-. . .-H (P„ - P«-., ) -+-. . .,
F', -h (Pi- p; )-!-... -h (P'„-p;,_j )-!-...,
convergent absolument et uniformément versy*(j;) ety*^ entre a et b.
Cette méthode s'étend immédiatement au cas où la fonction admet des dérivées continues jusqu'à un ordre fini déterminé.
Supposons même qu'elle admette des dérivées de tous les ordres.
On déterminera pour chaque valeur de n un polynôme Q«(^) tel que Ton ait entre a et 6
Puis, en choisissant convenablement les constantes d'intégration, on pourra former un polynôme P/i(a;) dont Q«(^) soit la dérivée d'ordre n et tel que
Si par exemple (6 — a) est supérieur à 1, on pourra prendre
et alors la série cherchée sera
P,-f-(P,-Pl)-f....-h(P«-P„-,)-4-....
Car celte série (ainsi que toutes les séries des dérivées) est une série de polynômes qui converge uniformément et absolument entre a et 6 vers f{x) [ou vers les dérivées correspondantes de/(x)].
L'inconvénient d'un tel développement est de ne pas mettre en évidence les propriétés de dérivabilité de/(x). Car on ne connaît pas les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une série de polynômes puisse être dérivée terme à terme.
C'est pourquoi nous allons donner un développement en série de fonctions transcendantes simples qui ne présente pas l'inconvénient indiqué.
Étant donnée une /onction f{x) qui admet des dérivées continues de tous les ordres entre — i e^ -i- i , o/i peut la représenter par un développement en série tel que
(2) \] (AA-a7*-+- B;tcosA:ira7-i- Ca sinXrTrar)
et les dérivées de f{x) seront représentées par les séries des dérivées correspondantes des ternies de cette série. Toutes les séries ainsi obtenues convergent unijormément entre — i
et -{-i.
Remarquons d'abord que, étant donné a priori un développement de la forme (2), on connaît la condition nécessaire et suffisante pour qu'il converge entre — i et -|- i ainsi que toutes les séries des dérivées.
En effet, si la série des dérivées m*'-*"*'
V rA:(A: — i) ... (A- — m 4- 1; AA:a:'«-+- Bk^kT.)"^ cos ( Arirar -+- '« ^ )
-f- G;t(A«)'" sin ikr^x -f- m - j
converge entre — i et -H 1 , elle converge en particulier pour j: = o. Or, en prenant par exemple m= 'Jtnj on voit que le terme gé-
néral se réduit à ( — i)'»B)t(A''7î)2'« pour x = o. Par conséquent, B^Ar^" tend vers zéro lorsque /c croît indéfiniment, quel que soi ta;; alors il en est de même pour B/^k'^ quel que soit l'entier m. De même, en considérant le terme général pour
ir = o, m = 2/i4-i,
on est amené à conclurie que Cm/C^ tend vers zéro quel que soit m. Dès lors la série
'^(x) = \^ I Bk(kTzy^ cosfkiza: -i- m ~ ) -t- C^iki:)"' s'infk-KX -^ "^j\
est uniformément convergente quel que soit x. Il faut donc que la série restante soit convergente entre — i et H- i et par suite que Kkk"^ tende vers zéro quel que soit m.
Il est donc nécessaire que les expressions A^Ar"*, B^A:'^, C^A:'" tendent vers zéro, quel que soit m, pour que la série considérée soit convergente entre — i et -i- i. Cette condition est d'ailleurs suffisante et, si elle est vérifiée, la série est la somme d'une fonction périodique de période égale à 2 et d'une fonction holomorphe entre — i et -{- i.
Démontrons maintenant le théorème que nous avions en vue ( ^ ). Pour cela, observons que le cas oh f{x) serait une fonction indéfiniment dérivable el périodique {Ae période égale à 2) se traite immédiatement. En effet, ^(j:) étant continue, périodique et indéfiniment dérivable peut se développer en série de Fourier
f{x) = S(BjtcosA7car 4- C^sinAiro?),
uniformément convergente quel que soit x. On sait de plus que ses dérivées peuvent être représentées respectivement par les séries uniformément convergentes composées des dérivées des termes du second membre.
Supposons que la fonction /(x), sans être périodique, sans même être nécessairement définie en dehors de l'intervalle
(^) Voir K. BoREL, Thèse, page 39. Il est à peine utile de faire observer qu'oa passe immédiatement au cas d'un intervalle quelconque par un simple changement de variable. Pour l'extension au cas de deux variables, voir E. Borel, Sur les fonctions de deux variables réelles {Annales de l'École Normale, 1896),
( — I, -I- i), soit telle que l'on ait
quel que soit /?, en appelant f^P^{ — i) la dérivée d'ordre p à droite de — i et/^/'^(4- i) la dérivée d'ordre/? à gauche de -|- i .
Dans ces conditions, nous pourrons former une fonction périodique ç(^), de période égale à 2, qui coïncide avec/(^) entre — 1 et -i- I et qui est partout indéfîniment dérivable. Alors on pourra répéter ce qui précède sur la fonction ©(j?) quel que soit x et ce sera vrai en particulier poury*(;r) entre — i et -^i.
Pour arriver maintenant au cas général, il nous suffira de montrer qu'on peut retrancher d'une fonction f{x) (supposée seulement dérivable à l'infini entre — i et -f- une série
uniformément convergente entre — i et -r 1 ainsi que toutes ses dérivées, de façon que la différence
satisfasse aux égalités
quel que soit/?.
Il faut pour cela que l'on ait l'égalité
OÙ le second membre est une constante connue Op.
Pour déterminer la fonction '/(^) par ces égalités, écrivons-la sous la forme
On aura en dérivant successivement cette égalité
2H(i) = Go, 4G'(i) = G„ 8H'(i) = G,— i2H'(i),
* 2îp+iH(«p)(i) =Gtp -HunefonciiondeH'(i),H'"(i),...,Hfï/'-iJ(i), 2îp-HiGt»^+»)(i)= G„,+i -h une fonction de G(i), G' (i), . . ., G(«pî(i),
Par suite, si l'on se donne arbitrairement pour / = i les dérivées
d'ordre pair de G(/) et vielles d'ordre impair de H(/), les autres seront déterminées successivement et d'une seule façon par ces égalités. En résumé, on peut trouver une infinité de systèmes de solutions des équations (3) :
G(i) = ^o, G'(i) = 5'„ ..., Gf/')(i) = ^/„ H(i) = Ao, H'(i) = A,, ..., Ht/'î(i) = A/„
II s'agit maintenant de déterminer les fonctions G et H au moyen de ces égalités. Considérons, par exemple, les équations relatives à la fonction G : le problème sera résolu si la série
est convergente dans un cercle de rayon supérieur à 2. En effet, on pourra la développer à l'origine en une série de Mac-Laurin :
^^oLnf^ dont le rayon de convergence sera supérieur à i . Alors la
fonction ^^a„x^'^ sera bien une fonction G{x^) uniformément
convergente entre — i e^ -f- i et telle que G^''^{i)=^ gp-
Mais, dans le cas général, non seulement la série (4) n'aura pas un rayon de convergence supérieur à 2, mais il arrivera que ce rayon sera nul, la fonction G{x^) n'étant pas régulière au point + I.
Pour traiter ce cas, nous ferons voir qu'il suffit de vérifier nos égalités ai^ec une certaine approximation pour pouvoir résoudre le problème. En effet, supposons qu'on ait trouvé une fonction
U(/) =^Wrt — j- dont le rayon de convergence soit supérieur ou
égal à un et telle que l'on ait, non pas l]^P^(i) = gp^ mais simplement
|Uî'''(i)-^pI<A,
A étant un nombre fixe indépendant de t. Alors, posons
et considérons la série
Puisque \lp\ < A, cette série est une fonction entière de t el, par conséquent, la fonction analytique U(/)-l-L(/) a un rayon de convergence au point t = o supérieur ou égal à i; d'autre part,
on aura évidemment
par suite, on peut prendre pour G la fonction U + L.
Il s'agit donc de résoudre le système d'inégalités du premier degré en nombre infini avec une infinité d'inconnues
|ao-+- W|-i- "î-t- M3-^.«--H "«-+-• .• — ^o| < A, |ai4- îiij-h Saa-h. . . -i- /i a,, -+- . . — ^|| < A, 2aj-h 6113-1-. . .-î- n(n — i)u„-h. . . — g*] <, Ay
Pour cela, considérons une série divergente à termes positifs décroissants
3^0 *• •'^l ^^ •^î ""T" • • • T" iP/i "i • • • ^
telle que Xn reste inférieur à un nombre fixe B et que la série
soit convergente, f On pourrait prendre, par exemple, la série
harmonique Xn= -A
D'après nos hypothèses sur les j?/, il sera possible de trouver un entier /lo =0, tel que Ton ait
aro -t- ari -+- . . . -+- .r „ , — I ^0 1 1 < B .
Prenons alors |«/o|==a:o, ..., Iw/ij=^/i,» les signes des quantités ;/o) • • •} ^n« étant identiques à celui de ^o* On aura
|ao-h...H-M„,— ^o| <B.
Déterminons ensuite un nombre /i,^/io-h i tel que l'on ait
1^/1,+i-H. . .-H a7„, — \g\ 1 1 < B, en posant
Nous prendrons
les signes des u étant celui de g\\ on aura donc
|( /lO -M) M/,,+1 -+- . . . -1- /Il Mn, — ^'l I < B.
Et ainsi de suite; ayant déterminé Uq^ . . ., u„ ^ on déterminera un nombre /i;>+<^/ip+ i , tel que l'on ait
avec
^i»+i = gp—P ' "p— • • •— '^pi'^p— • • • i^^p—P -»- w/»;,-
Et Ton prendra
(/iy,-4-i)... (np—p-^- 2) I M„^i I = a7„^H_i, . . .,
(ce qui est possible, car n^ est supérieur ou égal à/? + i), en choisissant le signe de g'j,^^ pour signe de w„^^.j, . . ., u„^^^.
D'où
\(np-+- 1) . . . (np — p -{- 'a)u„^^i-\- , . .
En opérant ainsi indéfiniment, on déterminera tous les u. Or, on aura y en supposant |6| = i}
tto-H Mi H-...— ^0= «*o -H- ••-+-"/!, — gù
L/ioH-i /Il ni(/ii-i-i) J
La quantité entre crochets est plus petite que la somme de la
série convergente ~ H — ^ -4- . . . .
Par suite, la valeur absolue du premier membre est inférieure àB-4-S.
De même, on a eu général, avec |6^|^i.
t.. ^(j^-^ïM
Comme les xi vont ea décroissant, la quantité entre crochets
est inférieure à la somme des termes de la série ]Ç]— à partir du
terme de rang rip^^ — p -f- i , et par conséquent inférieure à S.
Le premier membre est donc inférieur en valeur absolue à B -i- S quel que soit/? : nous avons bien un système de solution de nos inégalités (en prenant pour A le nombre B + S). Le théorème est ainsi établi. Ija démonstration prouve, d'ailleurs, que Ton pourra former une infinité de développements de la même espèce que celui que nous avions en vue.
MÉTHODES d'interpolation.
Formule d^ interpolation de Lagrange. — Considérons une fonction y (a:) dont on connaît les valeurs C|, Cj, ..., Cn pour les abscisses x^^ X2, * • •, Xn- La formule de Lagrange permet de déterminer un polynôme de degré n — i qui prend les mêmes valeurs c< , Ca, . • . , c,i pour x^= x^fX^-, • . . , a:,, :
^ (07/ X)){Xi 072).. . (07/— 07/_i)(a7/ — 07/-,.i) . . .(07/ — 07„)
On serait tenté de croire que le polynôme ^{x) sera d'autant plus approché de f{x) que n est plus grand; car n est le nombre de points communs aux deux courbes y ^=/(x) et j^ = V{x). En fait, c'est ce qu'on suppose souvent en Physique, lorsqu'on exprime approximativement la loi d'un phénomène au moyen d'un nombre fini d'expériences par une relation de la forme j^= P(^) où P{x) est un polynôme (par exemple dans l'étude des dilatations).
Si cette méthode était rigoureuse, on aurait là un nouveau moyen de développer une fonction en série de polynômes, et par
un procédé très simple. Car P(^) est de la forme \^C/Pi|(j7) où
les polynômes R4(x) sont indépendants de la fonction /{x) considérée et peuvent être calculés une fois pour toutes.
Il y a donc lieu de rechercher si l'approximation augmente avec n. Nous allons donner un exemple où c'est le contraire qui a lieu.
Nous montrerons ainsi que la formule d^ interpolation de Lagrange ne peut pas conduire au théorème de Weierstrass (*).
Considérons d*abord une fonction qui soit nulle aux points d'abscisses
— im — \) — (m — 2) 1.34
m m ni m m
et qui soit égale à — pour Tabscisse — • La formule d'interpolation de Lagrange fournira un polynôme Vm{oc) prenant les mêmes valeurs aux mêmes points
(x-\-i)(x -i ^^ J * » ' x.lx )lx \(x \ " ' (x — \)
\m / \ni m J m \ni nx] \m m/ \ m m/ \/?i /
Supposons maintenant que m soit impair : m = ^q -\- ï. Quel que soit l'entier q, le point d'abscisse - sera le milieu de l'un des
2/?î intervalles égaux séparés par les points d'abscisses
\ ni / mm
Considérons alors le polynôme P,„(j?) sans nous préoccuper
(*) Cet important résultat, que je croyais nouveau lorsque je l'ai donné dans mon Cours, avait été obtenu antérieurement par M. Runge. J'ai eu connaissance des travaux de M. Runge sur ce sujet par une communication que M. Mittag- Leffler a bien voulu me faire, au 3* Congrès international des Mathématiciens à Heidelberg, le 9 août 1904. M. Mittag-Leffler m'a appris de plus que, pour donner aux beaux travaux de M. Runge sur ce sujet une publicité en rapport avec leur importance, il en publierait prochainement une traduction française dans les Acta Mathematica. Le Mémoire original de M. Runge : Ueber empirische Funktionen und die Interpolation zwischen àquidistanten Ordinaten, a paru dans la Zeitschrift fiir Math, und Physik (t. XLVI, 1901, p. 229). M. Runge a exposé une partie de ses résultats dans un Livre à l'usage des ingénieurs : Théorie und Praxis der Ifeihen ( Sammlung Schubert^ Gôsschen'sche Verlagsbuchhandlung, Leipzig, 190^. Parmi les beaux résultats obtenus par M. Runge, je citerai seulement le suivant : si Ton calcule la formule de Lagrange, pour la
fonction j dans l'intervalle — 5, -+-5, on obtient un résultat qui converge
dans l'intervalle compris entre ±3,63, mais qui diverge en dehors de cet intervalle. On voit que cet exemple est bien plus simple que celui du texte. Je Crois devoir cependant maintenir ce dernier, car le mode de démonstration employé me paraît de nature à pouvoir rendre des services dans bien des questions analogues.
pour le moment de la fonction qui lui a donné naissance. Nous allons montrer qu'on peut déterminer un nombre k tel que l'inégalité m > k entraîne
A étant une quantité quelconque donnée à l'avance (' ). En effet, on peut écrire
~" (m-i- i){/7i -f- 2) l^i.fi, ,.{m — i)J (w -+- i)(/?i H- 3) . . . im
I "2 /H -h 3 2 Wl -f- 5 3 71? -+- 2
m(ni — 2)(3/?n-i) m-hi /n -+- 3 am
La première ligne du second membre est supérieure à
: ^^ — ; — r qui tend vers i lorsque m croît indéfiniment. Par
conséquent elle sera supérieure à - pour m > h^ si h est assez grand. D'autre part, on a
Par suite, on a pour m"^ h
P /iM>i (îz
Le second membre croit indéfiniment avec m; on pourra donc déterminer k > A, tel que l'inégalité m> k entraîne
Ceci étant, considérons une suite de courbes C|, C2) Cs? • • •) définies de la façon suivante. La courbe C^, est une courbe con-
(*) Nous avons pris le point- pour simplifier, on pourrait raisonner de la même manière sur le point d'abscisse — > n étant un entier quelconque fixe.
tinue qui coïncide avec O^ en dehors de l'intervalle (ôj^ii* ^) ^' qui a un maximum égal à ^— ^ au milieu de cet intervalle.
On pourrait prendre, /?ar exemple, dans cet intervalle, la courbe
v= --L-.sin3P+» -/^^— -i-V
Nous allons, à l'aide des courbes Cp, définir une courbe F; nous appellerons n^^r(^) le polynôme de Lagrange qui prend les
mêmes valeurs que les ordonnées de la courbe F aux points d'abscisses (*) :
Je vais montrer qu'on peut trouver une courbe F continue entre — i et + i , telle que la courbe y = Up^v{^) n'ait pas pour limite F lorsque p croît indéfiniment. Cela prouvera bien que la formule d'interpolation de Lagrange ne donne pas une approximation croissant avec le degré du polynôme employé.
Il suffit de montrer que l'on peut choisir F de manière que
^P^vlr) ne tende pas vers le point de F d'abscisse -• Or, remarquons que l'on a
en employant les notations précédentes. On peut donc prendre un nombre ht de façon que l'on ait
>2A pour/? — 1 = ^1.
(») On aurait un raisonnement analogue en divisant le segment —1, -M en intervalles de longueurs (2q -hi)'', g étant un entier quelconque fixe.
Deux cas pourront alors se présenter : ou bien H^^^c;, ( ~ ) ^^
tend pas vers zéro (ordonnée de C|, Cj, ..., pour x= -U
lorsque (A| restant fixe) p croît indéfiniment et alors la proposition est démontrée en prenant pour F la courbe Q^; ou bien alors on peut déterminer un nombre r^ tel que l'on ait
pour p^ ri.
Soit maintenant h^ un nombre entier supérieur à A| et r^. Considérons la courbe G!j formée des sinusoïdes qui figurent dans Q^ et Cp^i(p — 1 = ^2) et de l'axe Ox dans le reste de Tinlervalle
( — ï , -I- I ). La courbe C^ _ sera continue ; son ordonnée en :r =: s^ra nulle et l'on aura
H/i.Ci u = lI/i,C;., -+• ^p,C»-r
D'ailleurs, on a
puisque et
puisque Donc
P — iè/tî> /il.
n,,ci,(i)|>.A-^
pour/? — 1 ^ /«a-
Deux cas pourront alors se présenter : ou bien n„ t;. ^ ( - ) ne tend
pas vers zéro lorsque p croît indéfiniment et alors le théorème est démontré en prenant pour F la courbe C^a^, ou bien on pourra déterminer un nombre /'a ^el que l'on ait
°'''^i.''.(Op^ pour /?>/',.
On prendra alors un nombre As supérieur à h^ et /'a, et l'on formera une courbe C, . formée des sinusoïdes qui figurent dans C/,,,
/i/,, el Cy,_4, (/> — I ~ /ta) et qui coïncide avecO^ dans le resie de l'intervalle. Et l'on recommencera sur C, „ le même raisonnement que sur Cj „. Alors, on voit que deux cas pourront se présenter. Ou bien, au bout d'un nombre fini n d'opérations, on trouvera une courbe C'„^ii^ continue entre — i et 4- 1 d'ordonnée nulle
en ^ = - et telle que 11-^;^ ( " ) ^^ tende pas vers zéro lorsque n
croît indéfiniment et alorsle théorème sera démontré. Ou bien, la suite de courbes G'^y^^sera telle que l'on ait, quelque soit n,
La courbe C';,^,^ est d'ailleurs formée de sinusoïdes qui figurent dans Q,, Q., . . . Ci,^ el de Ox dans le reste de l'intervalle — i, -h 1 . Considérons alors la courbe F formée des sinusoïdes Q,, C^^ C>i • • . Ca„, . . ,, et de Ox dans le reste de l'intervalle ( — i 4- i). L'ordonnée j^ de F est une fonction de x évidemment continue pour Xyéo. Elle est aussi continue pour ;r = o, car j^ = o pour X = o et \y\ < \x\ dans tout Fintervalle. De plus, l'ordonnée
de F est nulle pour :r = -• 11 suffit donc, pour démontrer le théorème, de faire voir que 11^ p (r) '^^ ^tvi^ par vers zéro lorsque p
croît indéfiniment. Or ceci est bien évident, car, d'après la disposition de la courbe F, on a
quel que soit /i. Par suite, l'expression 11^ p f- j ne peut tendre
vers o (*) puisque sa valeur absolue reste supérieure à A pour une infinité de valeurs de p \ h\^ h^, • . • , /t/i, • • • .
Formule générale d' interpolation, — Nous allons maintenant montrer qu'on peut remplacer l'emploi de la formule de Lagrange par un autre procédé d'interpolation, à la vérité plus compliqué,
(*) D'après la remarque que nous avons faite, il y a même une infinité d'abscisses : — en lesquelles la courbe j^ = n^ p {x) ne tend pas vers la^courbeT.
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mais qui offre Favantage de fournir une approximation indéfiniment croissante. Pour préciser : on peut former, une fois pour toutes, des polynômes ^p,q{x) qui jouissent de la propriété suivante. Etant donnée une fonction f{x) définie et continue entre o et i y on a
/(a:) = ni-*-(n, — ni)-f-...-H(n„-.n„_,)-i-...
en posant
et la série de polynômes qui représente f {x) converge uniformément entre o et i.
En d^autres termes^ la connaissance des valeurs de la fonction continue pour les valeurs rationnelles de la variable permet d^ écrire immédiatement les polynômes d^approximation, au moyen des polynômes P|,,^(^), calculés une fois pour toutes indépendamment de toute fonction particulière.
Nous démontrerons ce résultat en introduisant les fonctions ^p^q {x) continues entre o et i, qui sont définies par les égalités suivantes (en supposant/? ^5^) :
çpp^ç(a7)=o, pouro^ar^^- et pour a? ^ ^- ;
Op^q{x)^ — ^a?-+-/>4-i, pour — ^3cS,i. .
On déterminera ensuite les polynômes \^p^q {x) de façon que l'on ait, entre o et i.
Alors, on aura
?P,7(^)-Pp,7(^)l<^
Pp,7(^) = ?/',7(^)-+- ^ ^pA^) avec \tp,q{x)\ < i- D'où
en posant
REPRESENTATION DES FONCTIONS CONTINUES. 8l
Il me suffira de montrer que ^q et s^ tendent uniformément vers les limites /(^c) et o lorsq ue q croît indéfiniment. Or |/(a7)| est borné entre o et i. Soit |/(^)| < M, on aura
Donc ^q(^) tend uniformément vers zéro.
D'autre part, soient x un point quelconque entre o et i , et ^ un entier quelconque; on peut toujours trouver un nombre/?^ y, tel que l'on ait
On a donc
PC
et
0/1,7=1—0, Op^.i^^=0, ..., 0^,^=0.
D'où
Or on peut prendre le nombre q assez grand pour que l'inégalité
entraine partout
et, par suite,
Autrement dit, ^q{x) tend uniformément vers/(^). Par suite \iq(^x) tend uniformément vers f{x) et la série
converge uniformément versy(a:).
Il est d'ailleurs clair que l'on pourrait, dans ce qui précède, E. B. 6
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remplacer l'ensemble des nombres rationnels par un ensemble dénombrable parlout dense quelconque. L^extens:on à n variables est immédiate.
Pour les applications, il serait très intéressant de calculer effecti^'ement les polynômes P;>,^(^) au moins pour les petites valeurs de /? et de 5^ (si l'on ne peut pas obtenir de formule générale). Pour faire ce calcul, on pourrait employer l'une quelconque des démonstrations du théorème de Weierstrass. On aurait ainsi des formules d'interpolation applicables à toute fonction continue avec un succès certain. On peut s'arranger de manière que ces formules soient dérivables, lorsque les dérivées existent. ( Voir une Communication de M. E. Borel, dans les Comptes rendus du 3® Congrès international des Mathématiciens.)
Méthode d^ approximation de Tchebicheff (*).
Les méthodes de représentation des fonctions par des séries de polynômes peuvent être comparées à celles qui permettent de représenter un nombre quelconque par la limite d'une suite de nombres rationnels. Dans cette dernière question, la considération des fractions continues permet d'obtenir une représentation univoque d'un nombre donné. De plus, en s'arrétant à une réduite quelconque, on obtient une fraction qui présente une approximation supérieure à celle qui est donnée par toutes les fractions dont les termes ne sont pas plus simples.
Un progrès analogue peut être obtenu, dans le problèipe qui nous occupe, par la méthode de Tchebicheft*. Son objet est le suivant : étant donnée une fonction f{x) continue dans l^ intervalle (a, 6), chercher s'il existe un polynôme approché n(:r) donnant une approximation supérieure ci tous les polynômes de même désiré n.
(') Voir Tchebicheff, Sur les questions de minima qui se rattachent à la représentation approchée des fonctions ( Bulletin de la Société physico-mathématique de l'Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XVI, i858, col. 1 45-1 49; Mémoires de l'Académie impériale des Sciences de Saint- Pétersbourg y l. IX, iSSg, p. aoi-agi).
La méthode de Tchebicheff a été reprise et rendue rigoureuse par M. Paul KirghVA^bbrger, Inaugural-dissertation : Ueber Tchebyche/sche Annàherungsmethoden, Gottingen, 1902. Nous avons utilisé dans ce qui suit cet important travail.
Pour préciser cette question, considérons un polynôme de degré /i : P(^) = Ao^"+ Ai^r""' -h. . . -i- A„ et posons
La fonction \jr\ est continue dans l'intervalle (a, 6), elle y atteint donc au moins une fois son maximum m. Lorsque le polynôme P(j?) varie en conservant le même degré, m varie également; c'est une fonction de Ao, A|, . . ., A,i : /w(Ao, A|, . . ., A^). C'est même une fonction continue, car on peut faire varier assez peu les quantités Ao, A,, . . ., An, pour que \y\ varie de moins de e dans tout le domaine limité (a, b) et par suite pour que m varie aussi de moins de e.
D'ailleurs, m est positif ou nul; si même, comme nous le ferons maintenant, nous supposons que y(^) ne coïncide pas entre a et b avec un polynôme de degré /i, m sera certainement positif. Par suite, l'ensemble des valeurs de m, lorsqu'on fait varier Aq, •••} A/2 de façon quelconque, a certainement une limite inférieure jjl. Il s'agit de savoir si cette limite inférieure est atteinte pour un polynôme déterminé de degré n :
11(37) = ao^'*-f-. . .-f- a„,
que nous appellerions /?o(^/io/we d'approximation de degré n.
La fonction /w(Ao, ••., A^) étant continue atteint certainement sa limite inférieure fx' lorsque Aq, . . . , A;^ varient dans un domaine borné et fermé quelconque (c'est-à-dire, en particulier, lorsque les A/ restent entre des limites finies données). Mais, en général, [/' sera supérieur à [x.
Pour tourner cette difficulté, nous allons montrer qu'on peut déterminer des limites pour les ^; telles que, en désignant par [jt' la limite inférieure de m lorsque les A^ restent entre ces limites, on ait certainement [x'= [ii.
Observons d'abord que ^ est au plus égal au maximum M de 1/(^)1 dans l'intervalle (a, b). Car on a
jjil m(o, o, 0, .. ., o) = maximum de \f{x) — o| dans (a,b) = M.
Par suite, on ne change pas le problème en se restreignant aux polynômes de degré n pour lesquels on a /n ^ M. Or ces polynômes sont tels que les variations de leurs coefficients sont bornées. En
effet, soit P(^) Tun d'eux; on a entre a et b .
IP(^)l^l/(^)|H-lP(^)-/(^)|^M + m,
et pour les polynômes que nous prenons : m^M; donc
|P(a:)|l2M entre a et 6.
Dès lors, on pourra écrire tous ces polynômes sou^ la forme
^^ (Xi — Xo) . , . {Xi— Xt^i)(Xi— Xi^i ) . , J Xi— Xn)^
OÙ Xq^ Xi, . . ., Xn sont /i-H I abscisses yî^e^ comprises entre a et 6 et où les y/ restent en valeur absolue inférieurs à 2 M. Nous emploierons la notation (due à M. Poincaré)
(en supposant B'^,, . . . , B^, tous positifs), pour indiquer que l'on a
\Bp\<Wp (p = o, I, ..., n).
Nous aurons alors
K )'^ ^ ^ \{xi — Xo).,,{Xi—Xi-i){xi—xi+i),.,{X£ — x.-)\
Le second membre est un polynôme dont les coefficients sont fixes, Mo^" + . . .-HM,,. Par conséquent, on a, pour tous les poljnomes considérés,
(4) lAoUMo, ..., |A„|5.M„.
Par suite, /w(Ao, A|, . . ., A^) atteint sa limite inférieure [jl pour au moins un point (ao, ai, . . •, a;,) du domaine D (^) défini par les inégalités (4).
Ainsi, il existe bien au moins un polynôme d'approximation de degré n : n(a;) = ao-^" + « • --h <*/*• Ceci montre en même temps que [x est positif ; sans quoi, si [x était nul, /(;r) serait iden-
(*) Ce raisonnement n'exclut pas l*hypothèse où a«=o, c'est-à-dire où le degré du polynôme n(â;) serait inférieur à /i. Nous le considérerions encore comme de degré n avec un premier coefficient nul.
lîque entre a et i à un polynôme n(^) de degré /?, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Nous allons démontrer maintenant une propriété essentielle des polynômes d'approximation : // existe un seul polynôme d^ approximation de degré donné n pour la fonction continue f(x) dans V intervalle (a, 6).
Nous savons déjà qu'il en existe au moins un : n(:F). Posons jy =/(x) — U(x). La fonction continue \y\ atteint son maximum [x pour au moins une valeur de x dans l'intervalle (a, b). Soient a une telle valeur et ^ la valeur correspondante de y; on a ^ = ±; a. Appelons A' l'ensemble des points a' pour lesquels p'= [x et A'' l'ensemble des points a" pour lesquels on a p"= — [a; l'un au moins des ensembles A', A" n'est pas nul. Ces deux ensembles sont évidemment fermés puisque^ est continu. D'autre part, on peut trouver un nombre 20 tel que l'oscillation de ^ soit inférieure à un nombre positif e<; {x dans tout intervalle de longueur inférieure ou égale à 28, compris dans (a, b).
Par suite, dans tout intervalle I de longueur S ayant pour milieu un point a' il n^y aura aucun point a". De même dans tout intervalle J de longueur 8 ayant pour milieu un point a'' il n'y aura aucun point a'. Enfin, on pourra former autour de tout point y qui n'appartient ni à A', ni à A^, un intervalle K ayant ce point pour milieu et qui ne contient au sens étroit aucun point de A ni de A''. D'ailleurs tous les points de (a, b) sont chacun intérieurs au sens étroit à au moins un intervalle I, J, K. Par suite, on peut former un nombre fini k de ces intervalles tels que chaque point de (a, b) soit contenu au sens large dans l'un au moins d'entre eux et il en sera de même des intervalles contigus qu'on obtient en supprimant dans les k précédents leurs parties communes. Cela fait, si deux intervalles consécutifs ne renferment ni l'un ni Tautre aucun point de A' (ou aucun point de A"), on réunira ces deux intervalles en un seul; après avoir fait cette opération aussi souvent que possible, on se trouvera avoir divisé le segment (a, b) en un nombre fini d'intervalles consécutifs, L|, L2, . . ., hp, qui ne contiennent chacun au sens large que des points d*un seul des ensembles A' et A", et tels que deux intervalles consécutifs renferment des points l'un de A', l'autre de A".
De plus, si hç renferme des points de A', L^^i des points de A", la distance du dernier point de A' contenu dans L^ au premier point de A'^ contenu dans L^^.! est supérieure à 2 S. Par suite on peut supposer que l'extrémité commune des deux intervalles L^, L^+i n'appartienne ni à A', ni à A" et que sa distance aux points de (A'-trA'^) soit supérieure à 8. D'ailleurs il pourrait arriver qu'il n'y ait qu'un seul intervalle L qui serait (a, b).
Le raisonnement précédent s'applique quel que soit le polynôme n(^). Lorsque Il(x) est un polynôme d^ approximation, je dis que le nombre p des intervalles L est supérieur à /i 4- i .
En effet, soient a, Çi, $2, . . ., Ç/>_«, b les extrémités de ces intervalles, et considérons le polynôme (')
Je dis que si /? — i ^ ^, on peut trouver un polynôme R(^) de degré n pour lequel le maximum m de \f{oc) — R(^)| soit inférieur au maximum [jl de | j^| = |/(:r) — n(j:)|. En effet, si p — i5/i, Q(^) est de degré n au plus et par suite aussi le f polynôme : R(^) = n(;r)-j- Q(^). Or Q(^) ne change de signe qu'en passant d'un intervalle L^ à l'inlervalle consécutif Ly+|. Par suite, on pourra choisir le signe de r\ de façon que Q(^) soit positif dans tout intervalle L^ qui ne contient que des points a' et négatif dans les autres.
D'autre part, dans tout intervalle I, on a
fi-e</(ar)-n(^)^l-i
et, comme aucun intervalle I ne contient de points ^/, on a, dans tous ces intervalles,
hj8/'-i<!Q(:r)|<îrJ(^-a)/'-t.
Enfin, Q(^) est positif dans tout intervalle I (car tout intervalle I est contenu dans l'un des intervalles L qui contiennent des
points a'). Alors, si l'on a pris [7^ ]<; ,[_ ^^ j on aura, dans tous les intervalles I,
( ' ) Dans le cas où il n'y aurait qu'un seul inlervaiie L, on prendrait Q ( j7 ) = -r^.
De même, on aura, dans les intervalles J,
Enfin, appelons E Tensembie des points de (a, b) qui ne sont intérieurs au sens étroit à aucun intervalle I ou J. Les valeurs de \y\T=\f(x) — n(^)|, pour les points de cet ensemble, sont limitées supérieurement et la limite supérieure [x' est cerlainement inférieure à [x. Car cette limite supérieure [jl' est atteinte, soit en un point extérieur aux intervalles I et J, soit en une extrémité de ces intervalles, mais jamais en un point intérieur au ^^r» i^t
ou [jl'<; |jl. Donc n(^) n'est pas un polynôme d'approximation ()<Q <|jrH; de desTé n. M tow ^
Réciproquement, soit un polynôme P(j?) de degré n et m le maximum de \y\ en posantj^=y(a:) — P(^)- Formons les intervalles L correspondants. S'ils sont en nombre supérieur à /i -H i, il n'y a pas de polynôme P|(^) d'ordre /i, distinct de P(J7), pour lequel le maximum rrix de \f{oc) — P4(ar)| soit inférieur ou même simplement égal à m. En effet, dans chaque intervalle L, \j\ atteint au moins une fois son maximum. Soient donc, par exemple,
des abscisses en nombre supérieur à /i -|- i pour lesquelles y prend les valeurs /w, — m, m, — m, .... Si l'on a m^'S.m^ le polynôme de degré n non identiquement nul
^{x) = [f{x)- V{x)] - [f{x) - P, (x)\ prendra en a',, a^, ... des valeurs
^^(«1)^0, 4.(aï)<o, 4/(a;)âo, ....
Ces conditions, en nombre supérieur à n 4- 1 , impliquent toujours l'existence de /i 4- i racines inégales ou égales pour ^(j?), ce qui est impossible. Donc J'(^) est identiquement nul, c'est-à-dire que Pf {x) est identique à P(^).
De ce qui précède il résulte d'abord quUl n^existe jamais qu'un seul polynôme d'approximation de degré n. Il résulte aussi que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un po^ lynome de degré n soit un polynôme d' approximation est que le nombre des intervalles L soit supérieur à n-^i.
Étant donnée la fonction /"(j?) continue entre a et 6, il existe un polynôme d'approximation déterminé pour chaque valeur du degré 71. Soit U.n{x) ce polynôme et [x„ le maximum de \f{x) — !!« (a:)| dans l'intervalle (a, 6). Si l'on suppose que f{x) ne coïncide entre a et 6 avec aucun polynôme, y-n est une fonction univoque el positive Ae /i. C'est même une fonction qui n'est jamais croissante. Car lin{^) peut être considéré comme un polynôme de degré /i -H i et, par suite, on a Y-n^\frn^\* Les nombres [x» ne croissent jamais et restent positifs : ils tendent donc vers une limite X. Le théorème de Weierslrass (qui a élé obtenu postérieurement aux travaux de TchebichefT) nous apprend que cette limite est nulle. En effet, dans le cas contraire, il n'y aurait aucun polynôme P(^) tel que l'on ait dans tout l'intervalle (a, b)
ce qui est contradictoire avec le théorème de Weierstrass.
Nous avons observé que le degré de U.n{x) pouvait être inférieur à /i; soit niji le degré de 11^; nin est nécessairement une fonction de n qui n'est jamais décroissante. De plus, on ne peut avoir mn= /''//+« que si [JL/i=: [Jl„^.|. Or, lorsque n croît indéfiniment, [jLn est toujours positif et tend vers zéro; par conséquent, |jL» décroît en passant à ^-n-^-i pour une infinité de valeurs de n (sinon pour toutes). Par suite, nin croît (et d'au moins une unité) pour une infinité de valeurs de n. Donc le degré nin de n„(^) crott indéfiniment avec n.
Enfin, on voit que la série de polynômes dont la convergence uniforme vers f{x) est la plus rapide pour des degrés successifs donnés sera la série
ni-4-(nj— n,)-+-(n3— ns)-4-...4-(n„— n«_i)-4-...,
qui présente le caractère de représentation univoque que nous avions voulu obtenir. Toutefois, observons que la correspondance
entre le développement et la fonction ne se poursuit pas dans tous ses détails. Ainsi, la somme des polynômes d'approximation de degré n de deux Tondions continues n'est pas toujours le polynôme d'approximation de la somme de ces deux fonctions.
En utilisant le théorème de Weierstrass on peut arriver à calculer avec autant d'approximation que l'on veut les polynômes de Tchebicheff. La méthode peut ainsi être utilisée pratiquement pour la représentation effective en série de polynômes.
Pour le voir, nous démontrerons d'abord que la correspondance entre une fonction continue et son polynôme d'approximation de degré n, est continue.
Autrement dit; soient
les polynômes d'approximation de degré n de deux fonctionsy(j:) et g{oc) continues dans l'intervalle (a, b). Je dis que, à tout nombre positif •r\^ on peut faire correspondre un nombre s tel que Vinégalité
supposée vérifiée dans tout V intervalle (a, b), entraîne
|^«o|<Tî, |Aa,|<r^, ..., \l%n\<ri.
En effet, soit \k le maximum de \y\ en posanty =/(j7) — ïln{x). Si l'on écrit aussi z^=^g{x) — "Unix) — An„(^), le maximum àe\z\ est au plus égal à celui de \g{x) — II„(^a:)|, puisque Un -f- AU,, est le polynôme d'approximation de g, Orj on a
\g{x)-Un{x)\Ug{x) ^f{x)\ + \f{x) - n«(^)|< IX -4- t.
Donc |2|<; ;JL + e entre a et h,
D'aulre part, formons les intervalles L relatifs k y, Tl y en a un nombre fini A>>/i + i. On pourra prendre un point dans chacun de ces intervalles de façon que les valeurs correspondantes de y pour les abscisses
*I < «t < *3 < «4 < . ; • < «rt-HÎ < . . .
soient alternativemeDt -h [a et — [x. On aura donc, à la fois,
(— iyfjL = U«(a/)— /(«/) = ( — i/{x («=i, 2, ..., n-4-i, ..., A:). D'où, en ajoutant membre à membre,
ou
An„(a,)>— 2e, An„(a,)<-i-2e, An„(a3)> — 26,
Je vais montrer maintenant que l'on a nécessairement
|An;,(a:)|<2e
pour tous les points de l'un au moins des intervalles ol^ol^^ (^2^3} a3a.|, ..,, OLfi^KOLn^i* Il ^^ suffira de faire voir que dans le cas contraire le polynôme AII„(x) de degré n aurait au moins n maxima ou minima distincts, ce qui est évidemment impossible puisque la dérivée de Alla est de degré {n — i).
Supposons donc qu'il existe, dans chacun des intervalles indiqués, au moins une valeur a'^, a'^, .. ., a^^^, de x pour laquelle on ait |An„(^)|>2e.
Si Ton a An„(a,)<; — 2e ou AII,i(a!,) < — 2e, comme on a An,i (o^i) > — 2 e et AH^ (as) > — 2 e, il y a un minimum de AH,/ (x) atteint dans l'intervalle a^ as.-Sinon, on a
An„(a'i)>2e, An„(a;)>2e et An;»(aj) < 2e;
il y a donc encore un minimum entre ai et as.
De même, si An„(a!,) > 2e ou ^Wn{^^)^ se, comme on a
An„(a,)<2e et AIJ„(a4)< 2 e,
il y a un maximum entre ol^ et a^ ; sinon on a i^YYni^^) ^ — ^*j AII;i(a3)<; — 2e et An;,(a3)> — 2e et il y a un maximum entre QL2 et a^. Et ainsi de suite : il y a alternativement un minimum, puis un maximum dans chacun des n intervalles ai as,
Ainsi, il est bien prouvé qu'il existe un intervalle H| : (a/, a/^,) dans lequel on a constamment |An,i(ar)| < 2e.
Lorsque o'(-c) varie en restant tel que l'on ait \/{j^) — © (•^)|<Cs, Alln varie, mais l'inégalité [Anrt(a7)| < 2e est toujours vérifiée dans Tun au moins des n + i intervalles H|, H2, . ••, Hn+i sans que ce soit nécessairement toujours le même. Prenons n -H i points^^es dans chacun des intervalles H/ : x^l\ j:!f, ••., ^^'|,, on pourra toujours mettre àJl„(x) sous l'une des n + i formes
j, /^N __ V n ') (^ — ^1'^ ) ... (3? — œ'^li )(x — x^lli ) ... (3- — x,li^ )
Or, on a
(i = I, .. ., n -t- 1), avec |wj/^|<2e.
t;;/(a?) < 2£(MS/^5?«-f-. . .-h Mjp ),
avec
Les quantités M^^ sont des nombres positifs fixes indépendants de la fonction g{x)'^ soit N le plus grand de tous; N est indépendant de g(x) et de e; on peut donc prendre e de façon que l'on ait 2 sN < r,, quel que soit le nombre positif donné d'avance tj.
Par suite
C'est ce qu'il fallait démontrer; on en déduit en même temps que dans l'intervalle (a, b) on aura
|An«(a7)I<r,(c«-+-c»-îH-...-4-l),
en supposant c >■ 1 6 1, c^[a|.
Par suite, en prenant tj assez petit, on pourra rendre le premier membre inférieur dans (a, 6), à une quantité positive donnée V*
Revenons à l'application que nous avions annoncée. Étant donnée la fonction f{x) continue dans (a, 6), on peut prendre pour fonction g{x) un certain polynôme P(^), d'après le théorème de Weierstrass. Or la recherche du polynôme d'approximation na+ Ail/, d'un polynôme donné P(.r) est évidemment un
problème algébrique que l'on pourra toujours résoudre par des moyens d'ailleurs plus ou moins compliqués, sur lequels nous ne nous étendrons pas.
On obtient ainsi les coeHicienls du polynôme d'approximation H/i de f{x) avec une approximation inférieure à un nombre quelconque t^ donné d'avance. Ceci revient à dire que l'on sait les calculer. Ainsi, lorsqu'une fonction continue est donnée de telle manière que Von sache calculer les polynômes approchés de Weierstrass, le calcul des polynômes d'approximation de Tchebicheff n' exige que des opérations algébriques.
REPRÉSENTATION DES FONCTIONS DISCONTINUES PAR DES SÉRIES DE POLYNOMES
Nous avons vu que la somme d'une série de fonctions continues dans un intervalle (a,,b) peut être une fonction discontinue (p. 38). Nous avons vu aussi que la somme d'une telle série peut être représentée par une série de polynômes qui converge dans (a, 6).
Par conséquent, le théorème de Weierstrass( p. 5 1) n'admet pas de réciproque. On peut seulement observer que, si une fonction discontinue est représentable dans un intervalle (a, b) par une série de polynômes, cette série ne converge pas uniformément dans (a, 6); elle n'y converge même pas quasi-uniformément (p. 42).
Il est naturel, maintenant, de chercher à étendre à des classes de fonctions plus vastes que celle des fonctions continues les méthodes d'approximation par des polynômes (*).
Le procédé le plus simple consiste à trouver une fonction continue de Xy fi^j ê)? q^^ tende vers la fonction donnée f{x)^ lorsque s tend vers zéro. On pourra ensuite déterminer un polynôme P(a', e) tel que l'on ait, dans l'intervalle (a, 6),
Par suite, on aura
P(:r, e)=/(:r, £)-hOÊ
(^) Pour tout ce qui concerne les fonctions discontinues, je ne puis mieux faire que de renvoyer aux Leçons sur les fonctions discontinues de M. Bairc, qui paraîtront quelques semaines après cet Ouvrage. M. Baire faisait son Cours au Collège de France en même temps que je faisais le mien à l'École normale, et j'ai été bref sur les parties qu'il traitait. On sait d'ailleurs quelle autorité ses travaux si profonds et si personnels confèrent à M. Baire -dans ces questions.
avec
el P(a;, s) lend versy"(^) lorsque e tend vers zéro. On peut donc écrire
/(x)=p(x, i)+rp(x, i)-p(^, 1)]+...
De plus, on voit que si dans un intervalle partiel (a i,f^i), f{x^z) lend uniformément vers y*(j7), la série convergera uniformément vers y(a:) dans ce petit intervalle. Si Ton désire qu'elle converge de plus absolument dans un intervalle on utilisera la remarque de la page 66.
Fonctions discontinues en des points isolés, — Considérons d'abord une fonction /(x) continue dans Tinlervalle («, b) sauf aux points d^abscisses x^t ^2; •••? ^/i* I^i^ prenant c suffisamment petit, elle sera continue dans le domaine D formé par ce qui reste de Tintervalle (a, b) lorsqu'on enlève les segments <^i{''^i — S, Xi-he). Nous allons maintenant former une fonction /{x, e) continue dans tout l'intervalle («, 6), coïncidant aL\ec/(x) dans le domaine D et qui tende vers /(x). Pour cela, supposons d'abord que la fonction y(^) soit bornée entre a et i; alors /"(.r) a une certaine valeur finie en xi» Soient A, A', B les points de la courbe y =/(x) qui ont pour abscisses xi — e, Xi -+- s, xi. Nous prendrons pour les portions de la courbe j/'=y( a?, e) comprises entre les droites : x = Xi — £, a; = av -H s, les droites AB, BA'. Et de même dans tous les segments o-/. La fonction /(x, e) ainsi définie est continue dans (a, 6) et lend versy(^). Elle tend même uniformément vers /{x) dans le domaine D qui correspond à une valeur déterminée quelconque de s.
Si, pour une abscisse a:/, la valeur de la fonction y(x) était ± oo,
On prendrait pour ordonnée du point B le nombre ± -•
Fonctions dont tes discontinuités forment un ensemble dénombrable E. — Il n'est pas évident qu'on puisse trouver une fonction dont les discontinuités forment un ensemble dénombrable quelconque.
REPRESENTATION DES FONCTIONS DISCONTINUES. qS
Ainsi, à un point de vue analogue, on sait que Fensemble à deux dimensions des singularités d\ine fonction analytique au sens de Weierstrass est un ensemble fermé. Il v aurait donc lieu de se demander si le seul fait d'imposer à une fonction réelle certains points de discontinuité sur Taxe Ox n'entraîne pas à lui seul l'existence d'autres points de discontinuité.
Cependant nous allons montrer qu'on peut considérer un ensemble quelconque E de points sur l'axe O^ comme ensemble de points de discontinuité, lorsque cet ensemble E est dénombrable. En effet, soient ai, ao, ^3, •.., a^, ••• les abscisses
des points de E. Appelons /(^) la fonction qui est égale à -
pour x=. Un et qui est nulle pour les points a qui n'appartiennent pas à E. Cette fonction admet comme points de discontinuité les points de E et ces points seulement. En effet, dans un intervalle {an — A, a,i-+- A) si petit qu'il soit autour de ««, il y a des points a (sans quoi E aurait la puissance du continu). Par suite, Toscillation de f{x) au point an est certainement supérieure ou
égale à -• Ainsi tous les points an sont des points de discontinuité; il n'y en a pas d'autres. En effet, soit e un nombre positif donné et soit N un entier déterminé supérieur à -• Si un point a
n'appartient pas à E, il est distinct des points ai, a^-, •••• %: soit 2/t la distance minimum de a à ces points. Tous les points x compris dans l'intervalle (a — A, a -f- A) sont des points de E de rangs supérieurs à N, ou bien n'appartiennent pas à E. Dès lors,
on a
l/(^)-/(«)l<£ pour
\x — al < /*.
Par conséquent, les points qui ne sont pas dans E sont des points de continuité.
Nous allons montrer (*) qa une /onction /(x) définie dans un intervalle (a, h) et dont l'ensemble E des discontinuités est
( *) Voir Lebesoue^ Sur V approximation des fonctions {Bulletin des Sciences mathématiques, novembre 1898, p. 278).
dénombrable, peut être représentée par une série de polynômes {qui converge uniformément dans tout intervalle intérieur à un intervalle de continuité).
Soient G l'ensemble des points de c(E) qui appartiennent à E , H l'ensemble des points de c(E)qui n'appartiennent pas à E'. Tout point de H est situé dans un intervalle de continuité; soit (/:', A*') le plus grand possible (les points k^^ k'' appartiennent à E ou E) (p. 7). Les points de G ne sont dans aucun intervalle de continuité. Observons maintenant que les intervalles (/:', A^') n'ont pas de parties communes, il j en a donc un ensemble dénombrable (p. 7). Par suite les points qui appartiennent à E et les points A', A^' forment un ensemble dénombrable C : C|, C2, C3, . . •, c„, . • . •
Pour démontrer le théorème, il nous suffira de déterminer une fonction f{x^ n) qui tende yevsf{x) lorsque n croît indéfiniment et cela uniformément dans tout intervalle de continuité. Dans ce but, considérons dans la suite des n abscisses Ci, Cj, .••? ^nj deux points Cp^ Ce,' consécutifs sur Taxe Ox. Les points Cp, Ce ne peuvent être, ni l'un, ni l'autre, intérieurs au sens étroit à un intervalle (A', A^'). Par suite, s'il y a entre Cp et Ce un point d'un intervalle (A*', A"), cet intervalle est contenu tout entier (au sens large) dans Cp, Cg.
Alors deux cas pourront se présenter : i** il y a entre Cp et cv, zéro ou plusieurs intervalles (A*', A"); nous prendrons pour arc de la courbe y=f{^x, n) compris entre les abscisses Cp et c^, la droite CpCg en désignant en général par M le point de coordonnées : m, /(m); 2° il y a entre Cp et Cg un seul intervalle (A:', A"); soit alors (A',, A'j) un intervalle compris dans A^'A:'^ et tel que
La fonction /{x) est certainement continue dans Tintervalie {k\yk\), extrémités comprises. Nous prendrons pour la courbe y=/(Xj n), l'arc de courbe continu de y =/(x.) compris entre Kj et K* et nous joindrons Cp à K^ C^ à R* par des droites. Si maintenant on suppose que /(x) n'est pas finie, elle n'a de valeurs infinies que pour des points d'abscisses Cp^, c^^, .... Alors, dans Ja construction précédente, nous prendrons pour point C^. le point d'abscisse c^.et d'ordonnée ±n [suivant que
/{Cp.) = ±:go]. La courbe^ =y(a7, n), ainsi définie, est continue quel que soit n. Je dis qu'elle tend yers /(ix). En effet, /(cp, n) est égal À /{Cp) pour p^n^ ou croît indéfiniment si f(cp) est infini. De même, considérons un intervalle (A"', k"); ses extrémités sont deux points c^, Cp' Par suite, pour n^ q et n^ r^ f{Xy n) coïncide avec/(x) dans Tintervalle k\ k\ ; si l'on considère une abscisse x comprise entre k' et k"^ on aura f{x) =/(x, n)
lorsque n est supérieur aux quatre nombres : y, /•, r?» t* •
Donc, y(^, /i) tend versy(^) dans tout intervalle de continuité, et cela uniformément dans tout intervalle ^a:e intérieur au sens étroit à cet intervalle de continuité.
Restent enfin les points de continuité appartenant à G; soit a l'abscisse de l'un d'eux, c'est la liniite de certains points Cn* Comme /(a?) et/(^, /ï) sont continus pour x = ol^ on peut déterminer e de façon que l'on ait
pour
l/(^) -/(«)l < 7, et \f(T, n) -f(oL, n)\ < -L
Or, quel que soit n, il y a des points Cp dans l'intervalle (a — e, a 4- e) et d'indice aussi grand que l'on veut, en particulier d'indice plus grand que n, soir Cp^ l'un d'eux. Puisque />„ >• n, on a
et comme |c^^-^ a| <[£, on aura
l/(C/,J-/(a)i < ;i» \Acp„, n) -/(a, n)\ < i.
D'où
Ainsi, /(o:, n) tend vers /(a:) même aux points de l'ensemble G,
Voici une autre démonstration, due à M. Lebesgue :
Soit C4, C2, C3, . • . un ensemble E de valeurs de x partout dense
et contenant les valeurs de discontinuités. Rangeons par ordre de
grandeur les n premières valeurs de cette suite, on obtient ainsi la
suite
(S) é7, Cjt,, Cy„ ..., Ca^, b,
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Désignons par/(j;, n) la fonction continue de x égale k f{x) pour chacune des valeurs de S et qui varie linéairement quand x varie entre deux valeurs de cette suite.
Je dis que, quand n croît indéfiniment, f{x^ n) tend vers/(.r). Cela est évident si x appartient à E. S^il n^en est pas ainsi, x est compris entre deux nombres de la suite S, Cp^, c^^ ei/(x^ n) est comprise entre
/(c?„) et /(CyJ.
Maisy(a;) est continue au point j:, puisque :r n'appartient pas à E, donc, Cp^ et Cy^ tendant vers x car E est partout dense, /{cp^) Gt/{CyJ tendent vers/(j?), et il en est de môme de/(j:, n).
Il est d^ailleurs évident que la convergence est uniforme dans tout intervalle de continuité; mais il faut des précautions supplémentaires pour que la convergence soit absolue.
Enfin, on peut remarquer que si E a servi à définir les polynômes T^p^q de la page 80, la fonction considérée admet le développement IIi 4- (lia — ITi ) 4- . . . , indiqué à cet endroit.
Théorème général de M. Baire. — l^cs méthodes précédentes nous donnent le moyen d'exprimer certaines fonctions discontinues sous forme de série de polynômes. Il serait très intéressant de déterminer, a priori, toutes les fondions auxquelles il y a lieu d'étendre ces méthodes.
La solution complète de ce problème a été obtenue par M. Baire (*). Nous n'exposerons pas sa démonstration qui nous entraînerait trop loin; mais, pour énoncer le résultat, il nous faut définir la continuité relativement à un ensemble.
Considérons une fonction y(^) définie en tous les points d'un ensemble linéaire E, et soit Xq un point quelconque de E. Nous dirons que f{x) est continue en Xq relativement a l'ensemble E, si Von peut faire correspondre à tout nombre positif s un nombre ol tel que l'on ait
pour tous les points x de l'ensemble E gui sont compris dans
(•) Voir Baire, Sur les /onctions de variables réelles. Thèse soutenue en mars 1899.
V inters^alle {xq — a, j?o + oc). (En particulier si E est l'ensemble des points d'un intervalle, la continuité par rapport à E est la continuité au sens ordinaire). •
Mais cette définition ne peut correspondre à une propriété Ae f{x) en x^ que si (aussi petit que soit a) \\ existe toujours au moins un point de E autre quea?o dans l'intervalle (»fo — a, x^-^- a), c'esl-à-dire si tout point de Tensemble est point limite. Il faudra même se restreindre au cas où E est un ensemble parfait si Ton veut que la continuité en tous les points de E entraîne la continuité uniforme dans E. Supposons donc E parfait; au voisinage d'un point de E, il y a toujours une infinité d'autres points de E. Si, au voisinage de tout point de E, il y a des points de E où la fonction est continue relativement à E, nous dirons que la fonction est ponctuellement discontinue relativement à l'ensemble parfait E.
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème général do M. Baire : La condition nécessaire et suffisante pour qu! une fonction uniforme puisse être représentée par une série de polynômes est que cette fonction soit ponctuellement discontinue relativement à tout ensemble parfait (').
D'après la remarque que nous avons faite (p. 65), c'est aussi la condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse considérer la fonction comme limite de fonctions continues.
Admettons ce théorème. Il va nous permettre de donner un exemple d'une fonction qui n'est pas limite de fonctions continues. Il suffit de considérerla fonction f{x) définie entre o et i, qui est égale à o pour les abscisses rationnelles et à i pour les autres. Si Ton considère en particulier l'ensemble linéaire parfait E constitué par tous les points de l'intervalle (o, i), il est manifeste que tous les points de E seront des points de discontinuité relativement à E. Par suite, la fonction n'est pas ponctuellement discontinue relativement à tout ensemble parfait.
Classification de M. Baire, — M. Baire a proposé une classification des fonctions au point de vue qui nous occupe. Il appelle
( * ) La démoQstration de ce théorème est développée par M. Henri Lebesgue dans la Note II.
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fonctions de classe o toutes les fonctions conliDues. Il appelle tnsmle fonctions déclasse i toutes les fonctions discontinues qui sont limites de fonctions continues. Nous en avons trouvé des exemples à propos de la convergence des séries. Toutes les fonctions qui ont une infinité dénombrable de discontinuité' s sont des fonctions de première classe. Le théorème de Baire nous apprend même à quelles conditions une fonction discontinue est de première classe.
De même, on appellera fonctions de seconde classe toutes les fonctions qui sont limites de fonctions de première classe sans être de classe o ou i. Telle est la fonction y( a;) que nous avons définie au paragraphe précédent où nous avons montré qu'elle n'est pas de première classe. Elle est bien d'ailleurs limite de fonctions y„(:r) de première classe. Il suffit de prendre pour/«(j:) une fonction égale à i entre o et i sauf pour les points d'abscisses — (avec /^^gr^/i), lesquels sont en nombre limité et où l'on
suppose y*;, ( A') = o.
Plus généralement, on appellera fonction de classe n, toute limite de fonctions de classe n — i, qui n'appartient à aucune des classes o, i, a, . . . , 7z — i. Enfin, on peut définir des fonctions de classe w, co -H i ? • • • ? w-, . . . , to**^, ... en désignant par ces symboles les divers nombres transiinis de M. Cantor; mais nous n'y insistons pas.
Les théorèmes que nous avons obtenus nous permettent d'affirmer que les fonctions de classe o ou i sont les seules qui soient représentables par des séries de polynômes.
Mais, d'après la définition même des fonctions de seconde classe, on pourra les représenter par des séries doubles de
polynômes \] ^ P»,?? ^^ sommation étant effectuée d'abord par
rapport à j3, puis par rapport à a, sans qu^ on puisse réduire cette série double à une série simple. Et cette propriété caractérise les fonctions de seconde classe. Plus généralement, une fonction de classe n sera représentable par une série multiple d'ordre n dont tous les termes sont des polynômes.
NOTE L
Par m. Paul Painlevé.
1. Séries génératrices. — Considérons une fonction analytique f{t) holomorphe (*) pour / = o, et soit :
( 1 ) /( f ) = ao -H ai ^ H- aj ^* H- . . . -h a,j f '» -+- . . .
la série de Mac-Laurin qui la définit pour t voisin de zéro. Considérons, d'autre pari, un développement de la forme
(2) Ço(ûfo)-+-<?i(«oi ai)-4-...-h?i,(ûo,aj, ... an)H-...
où chaque terme On est une fonction entière donnée de ao, ^1, ... aji' Je conviens de dire qu'un tel développement est une série génératrice s'il converge et représente f{ i ), quelle que soit la fonction f{t)^ sous la seule condition que f{t) soit holomorphe pour t réel, positif et inférieur ou égal à i •
La série génératrice (2) sera dite normale si chaque terme cp» de (2) est linéaire et homogène en ao, ^i, . . ., a^.
2. Étoile d^holomorphie. — Admettons, pour un instant, que nous connaissions une série génératrice (2); z désignant une quantité complexe, introduisons la fonction /^(t) ^/{zt) et appliquons à cette fonction le développement (2). La série de Mac-Laurin qui représente ^i (/) est
(3) /i(/) = ao-hai-s^-l-. ..-4- a,t^«r'»-+-. . .,
( ' ) Cette fonction peut être une branche ( bien déterminée pour t voisin de zéro ) d'une fonction multiforme.
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et le développement (a) correspondant est
Donnons à z une valeur invariable ^o • ce développement (4) converge et représente /i (i)=/(-^o)7 si la fonction /i(^) ou /{zqI) est holomorphe quand t croît par valeurs réelles de o à i (limites comprises). Interprétons cette condition.
Soit P Taffixe du point z^ dans le plan complexe : quand t croît par valeurs réelles de o à i, le point complexe z^t décrit le segment de droite OP. . Pour que J\{t) soit holomorphe pour oS.t'li, il faut et il suffit que la fonction {ou branche de fonction) f{z) soit prolongeable régulièrement, à partir de O, le long de ÔP, jusqu^au point P inclusivement. Appelons A l'ensemble de tous les points P tels que cette condition soit remplie : les points du plan exclus de A forment des demi-droites ayant pour origines les points jji tels que la fonction y(5) soit prolongeable régulièrement le long de 0|x jusqu'au point [x exclusivement; ces demi-droites s'obtiennent en continuant, au delà de chaque point [jl, la direction 0[x.
Adoptant la terminologie de M. Mittag-Leffler (un peu modifiée), j'appellerai le domaine A V étoile d' holomorphie (*), de centre O, attachée à la branche de fonction y(^). Les points |ji seront les sommets de Tétoile.
(^) Quand la fonction /(;;) n'admet, dans tout le plan, qu'un nombre fini de points singuliers, l'étoile comprend tout le plan sauf un nombre fini de demi-droites. Quand f{z) est uniforme, mais n'existe que dans une aire limitée du plan, Tétoile fuit sûrement partie de cette aire. Mais l'étoile peut être tout entière à distance finie sans que la fonction/(2) présente de lignes singulières. Par exemple, considérons un ensemble parfait discontinu (E) de points situés sur l'axe O^ entre i et 2, et soit Ti •=. g{\) une fonction continue croissante qui prend toutes les valeurs dcoài (limites comprises), quand \ coïncide avec un point arbitraire de (K). Posons
^ = ^ ( COS 2 TTl -H * si n 2 ITTi ) ;
à chaque point \^ de (E) correspond un point z^ du plan z\ les points X| forment un ensemble parfait (E, ) qui, nulle part, n'est continu. D'autre part, il est facile de construire une fonction /(^), uniforme dans tout le plan, et dont l'ensemble des singularités coïncide avec l'ensemble ( E, ). Cette fonction uniforme ne présente aucune ligne singulière) néanmoins, l'étoile A (qui comprend à son intérieur le cercle de centre o et de rayon i) est comprise tout entière à l'intérieur du cercle de centre o et de rayon 2; car une droite quelconque issue de l'origine rencontre un point singulier dont la distance ù Torigiae est au moins égaie à i et au plus égale à 2.
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La série (4) converge et représente f[z) dans toute V étoile d^holomorphie A.
Ainsi, pour déduire d'une série génératrice (2) une série qui représente f{z) dans toute l'étoile A, il suffit, dans les termes de la série (2), de remplacer
par
En particulier, si la série génératrice (2) est normale, on a
les vêtant numériques. La série (4) est alors une série de poljnomes en z, dont le (/i + lyème te^me est une expression linéaire et homogène en «0? «i^î a2Z^^ . . ., a,iZ*^^ à coefficients numériques ; elle converge [quel que soit /(3)] dans toute l'étoile d'holomorphie. Un tel développement sera dit développement de M. Mittag- Lejffler ou développement (M).
3. Etoile d^holomorphie attachée à une fonction de plusieurs variables, — Considérons maintenant une fonction (ou branche de fonction) analytique, y, de plusieurs variables, soit de trois variables 5 = j? H- iyj u-= Xi-{- iy\ ^v =^ x^-r- iy^^ fonction qui, par hypothèse, est holomorphe pour ^ = o, w = o, (; :^ o. Il nous est loisible de représenter le système de variables (w, v^ (v) par un point P de l'espace réel à 6 dimensions Oxyx^yK x^yi*
Remplaçons (dans/) z par 3/, u par ut^ v par vt^ et posons ( * ) :
Mt)^f{^zt, ut,s?t).
Formons, pour cette fonction /i (^), la série génératrice (2); la série de Mac-Laurln qui représente /i [t) est
fo^ fz"» fui f^ désignent les valeurs de/ et de ses dérivées par-
(') On reconnaît là le procédé employé dans la théorie des séries de Taylor pour passer du cas d^une variable au cas de n variables.
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lielles pour z = u = i^ = Oy et (zf^ -+- uf^ -|- vf^){n) est la puissance symbolique n*^"* de {zf'^-{- w/'J*-f- ^f'^)* L'expression
(6) --j =/?„(iJ, w, V)
est donc une forme homogène de degré n en z, m, c^, dont les coefficients (à des facteurs numériques près) sont les valeurs (pour ^ = w = (; = o) des diverses dérivées partielles d'ordre n de/.
Pour former la série génératrice (2) qui représente yi(/), il suffit, dans les termes ^n de cette série, de remplacer ao, ^4, . . ., ant • • • > par />o, /?i , . . . , pn^f .... La série ainsi obtenue con> verge pour js = 5o, u = Uo, ^ = ^o et représente
si la fonction y, (^) est holomorphe quand t croît, par valeurs réelles, de o jusqu'à i (limites comprises). Interprétons cette condition.
Soit P le point de l'espace Oxyxtyt x^y*i défini par (sq? Wo, Vq)\ quand t croît de o à i, le point {z^t^ u^t^ Vqù) ou P' décrit le segment de droite OP (*). Pour que f\{t) soit holomorphe pour o^i^ I, il faut et il suffit que la fonction (ou branche de fonction) /(-s, w, v) soit prolongeable régulièrement le long du segment de droite OP à partir du point O jusqu'au point P inclusivement.
Représentons, ici encore, par A l'ensemble des points P de l'espace Oxyx\yxX2y2 pour lesquels cette condition est remplie. Les points de l'espace exclus de A sont distribués sur les demidroites ayant pour origine les points [x tels que la fonction/(-s, w, i-') soit prolongeable régulièrement le long de O |ji jusqu'au point jjl
(') Cette terminologie doit être interprétée dans son sens analytique : elle signifie que les coordonnées (ar, ^, a?,, y^jX^^ y^) du point P' (à savoir x^t^ y^t, ^î'j^'î^ ^2^1 yl^) vérifient les équations :
jr _ r _ ar, _ r, _ ^, _ v, x'~~ y^~ x\~ J\~ '^^~ J\'
et que, quand t varie de o à i, ;r varie de à ar% y de o à y®, . .., y, de o à y\.
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excluswement ; ces demi-droiles s^obtiennent en continuant, au delà de chaque point [x, la direction 0|x.
Nous appellerons le domaine A ^étoile d'holomorphie, de centre O, attachée à la branche de fonction /{z, m, v); les points [A seront les sommets de l'étoile.
La série
converge et représente /{z, u, v) dans toute l'étoile A.
En particulier, si la série génératrice (2) est normale, on a
(les coefCcicnts v étant numériques). Les termes de la série (7) sont alors des polynômes en z^ m, v linéaires et homogènes par rapport aux valeurs {pour z^= u-=v= o) des dérivées successives de la fonction f{z, u, v), La série converge, quelle que soit la fonction y, dans toute Tétoile A attachée k f et y représente la fonction. Un tel développement sera dit encore développement de Mittag-Leffler ou développement (M).
Remarque, — Chaque terme ©„ de la série (7) est, dans ce dernier cas, linéaire et homogène par rapport à /?oî P\i • • ^i Pn [formes homogènes en z, w, v de degré o, i, . .., /i et termes successifs de la série de Mac-Laurin qui définit y(z, u, v)].
Supposons que la fonction y(5, u^v) vérifie une équation aux dérivées partielles d'ordre A*, linéaire et homogène par rapport aux dérivées d'ordre k et à coefficients constants ('). Chaque polynôme />rt vérifie cette même équation, par suite cp^. La fonction f(z, Uf v) est alors développée, dans toute l'étoile, en une série de polj^nomes dont chacun vérifie l'équation aux dérivées partielles.
4. Application au domaine réel. — Ne donnons k z, u^ v que des valeurs réelles x, x^j x^. Le système de valeurs (o:, x^i X2) définit alors un point de l'espace réel(k trois dimensions) Ox:r 1 ^2-
( ' ) F.a remarque subsiste si les cocrficicnls sont des polynômes homogènes et de même degré en z, Uj v*
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Les points réels de Tétoile A épuisent tout cet espace OxXiX^^, exception faite des points situés sur les demi-droites issues des points réels singuliers u. de f{Xy x^^ x^) et qui prolongent Ojx au delà du point [x. D'une façon précise, les points jjl (sommets de l'étoile réelle) seront les points réels tels que f{x^ x^, x.^) soit prolongeable régulièrement le long du segment réel 0[ji jusqu'au point |ji exclusivement.
Par exemple, supposons que f{x^ X|, x^) soit une fonction harmonique àex^ ^m^2j n'admettant dans l'espace réelOx x^X2^ comme singularités, que des pôles isolés; un développement (M) de/(x^ Xi, X2) représentera y dans tout l'espace réel sauf sur les demi-droites issues des pôles et menées en sens inverse de l'origine ; les termes du développement seront des polynômes harmoniques.
Mais les considérations précédentes supposent qu'on connaisse une série génératrice, et notamment une série génératrice normale. Toute la difficulté est maintenant de former une telle série.
5. Formation théorique dUi ne série génératrice normale. — Traçons, dans le plan complexe des /, le segment de l'axe réel compris entre les points ^ = o et ^ = i, et une courbe fermée G renfermant ce segment à son intérieur. ERec tuons la représentalion conforme de Taire de G sur un cercle F du plan des t ayant l'origine pour centre : parmi toutes ces représentations il en
Fig. 2.
existe une (et une seule) telle que le point ^ = o corresponde au point T=o, et le point ^ =;= i au point t=u Le cercle F, dans ces conditions, a un certain rayon bien déterminé p > i . Soit ^ = J;(t) et T = "^(^) la correspondance conforme ainsi choisie. Gonsidérons maintenant une fonction analytique /{t), holomorphe dans l'aire G (contour compris) et dont le module, par suite, reste inférieur dans G à une quantité fixe H. Si nous rem-
plaçons.'^ par ^(t), la fonction /[^(t)] ^:F(t) est holomorphe dans le cercle F et son module xi*y dépasse pas H,. Elle est donc développable, dans F, en série de Mac-Laurin,
(9) F(•:) = Ao-^AlT-+- AjT^-h.-.-h ArtT«4-. ..;
en particulier, pourT = i, cette série converge et représente P(i), c'est-à-dire y(i) (puisque t = i pour t = i).. On a donc
(10) /(i) = Ao-4- Ai-î- Aj-H. . .-^ A„-f-. . .»
et le reste de cette série R„ = Aw+i -H Ki^n + • • • est (d'après une
formule classique) inférieur à —--, ;•
De plus, les coefficients Aq, A, , . . . , A» . . . , sont linéaires et homogènes par rapport à a©, «2? - • •? (^n, • • • [coefficients de la série de Mac-Laurm (i) qui définity*(^) pour t voisin de zéro]. En effet, la fonction t =z 4(t) peut se développer ainsi :
(i i) f = XiT-+- Xjt'h-. . .-4- X«T"-f- (X|, Xs, ..., numériques);
Or, dans la série (i)
(i) /(/) = ao-4- al^-^ «î/'-f-.. .,
remplaçons la variable t par le développement (i i) et ordonnons suivant les puissances de t; la nouvelle série ainsi obtenue
doit coïncider avec la série (9), d'où les égalités
d'une manière générale, A;^ est une combinaison linéaire et homogène de Ui , a.2t • • ' •) ^n-
6. Ceci posé, donnons-nous une fois pour toutes (dans le plan des t) une suite de courbes fermées C|, Co, . . . , Cy, . . ., entourant le segment de l'axe réel o — i et tendant à se réduire à ce segment quand l'entier j croit indéfiniment. On peut répéter sur la re présentation conforme de chaque aire Cy ce que nous venons de dire au sujet de l'aire C; à chaque valeur de l'entier y correspond ainsi un nombre py>i (rayon du cercle Fy); remar-
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quons immédiatement qu'on peut, pour chaque valeur dey, trouver un entier n assez firrand pour que la quantité -r- soit infé-
rieure à -r^ : soit /i = Ny la plus petite valeur de n qui satisfait à
cette inégalité (*).
Considérons maintenant une fonction quelconque y(^) holomorphe pour o^^^i. Cette fonction est, par suite, holomorphe (et de module moindre qu'une certaine quantité H) dans une aire C (suffisamment aplatie) entourant le segment réel o — i. Formons, pour celte fonction/, le développement analogue à (lo) qui correspond à chaque courbe Cy.
Dès que j dépasse un certain entier A", la courbe Cy est intérieure à l'aire C. Le développement correspondant converge donc vers/(i) : arrêtons-le après le (/i 4- i)'«"« termç., il représente /(i)
avec une erreur moindre en module que —r- r* c'est-à-dire
H Àï . Py(py-0
moindre que -r^ (si l'on prend n = Ny). Désignons par njy le déve-
loppement ainsi limité, c'est-à-dire la somme des n = Ny premiers termes du développement (lo), qui correspond à Cy; cette somme uj est de la forme
(12) Wj= ao-f- |Xi,ya|H-fi,ja,-h...-i- [injan
(les coefficients numériques |jl dépendant de y, ainsi que l'entier /i = Ny). Enfin convenons de prendre t»To= ao. Posons maintenant :
(i3) Oo=nyo=ao, ®i = 'îJi — ^oi •••» ^j — ^j—^j-it
je dis que la série
(i4) S ==Oo-i-Oi -!-...+ «py -H... = gp -h ^ (vi,y ai -f- . . « -+- v/,,y an)
est une série génératrice normale.
I® Elle converge (et converge même absolument) vers /(i)
(*) Il serait loisible de remplacer, dans le raisonnement, -^ par n'importe
quelle quanlilc positive ntp sous la seule condition que la série ^ m. soit convergente.
quel que soit f(t)^ pourvu que/{t) soie holomorphe pour o<t^i . En effet, la somme des (y 4- i) premiers termes de S n'est autre chose que wy, et, du moment que /(t) satisfait à la restriction
H énoncée, |/(i) — tsj\ est < -^> quand j dépasse une certaine
limite k. La série S converge donc vers f(i) et elle converge
absolument ; car \oj\ est < -t^» dès quey > k,
2** Chaque terme çy de S est linéaire et homogène par rapport à «oj ^n • • • î ^w 11 est vrai que l'entier n = Ny peut dépasser y. Mais, en introduisant, entre des termes consécutifs de S, un nombre suffisant de termes nuls (ou se détruisant deux à deux), on peut toujours faire en sorte que le (/2 -f- 1)*«"« terme de la série ne dépende que de «o? ^i? • • • ? <3f» (pour n arbitraire).
La série S est donc une série génératrice normale.
7. Remarque, — Cette série S est bien déterminée par les conventions adoptées, une fois choisie la suite de courbes Cy. Mais on peut se donner arbitrairement cette suite de courbes fermées C| , . • . Cy , . . . , sous la seule restriction qu'elles entourent le segment réel o — i et tendent à se réduire à ce segment quand y croît indéfiniment. 11 convient évidemment de choisir ces courbes de façon à simplifier autant que possible les termes de la série S, c'est-à-dire le développement (lo) attaché à chaque courbe Cy.
Remarquons de plus que le raisonnement du n^ 5 suppose seulement que la fonction ;=:({/(t) soit holomorphe dans le cercle F, s'annule avec t, soit égale à i pour t= i, et que t varie à l'intérieur de C (ou sur C) quand t varie dans le cercle F. Il n'est nullement indispensable qu'inversement la fonction t = '/(') soit uniforme et holomorphe dans C. Il sera donc loisible d'attacher à chaque courbe Cy une fonction ^ = ({;y(T) répondant seulement aux conditions suivantes :
La fonction ^ = <|/y(T) est holomorphe dans un cercle Fy de centre t= o et de rayon > i ; quand t varie dans Fy, t ne sort pas de l'aire Cy; enfin Ay(o) = o, et <}^y(i)= i.
8. Convergence des séries définies par la série génératrice (i4)' — Soit A' une aire limitée, entièrement comprise dans l'étoile A attachée à f{z)\ la série (M) définie par la série gêné-
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ralrice (i4)» à savoir
(iS) I « = -*
absolument convergente dans A, consierge uniformément dans A'.
En effet, considérons une aire limitée A" entièrement intérieure à A et renfermant A' à son intérieur. Dans cette aire A'', l/C*»)! reste inférieur à une limite fixe II.
D'autre part, la valeur ^o= ro(cos9o-i- * sinOo) étant donnée, posons z = Zot^ et représentons sur le même plan (rapporté aux mêmes axes) les deux variables complexes z et C. Quand t varie dans une certaine aire (ou sur une certaine courbe) C, z varie dans une aire (ou sur une courbe) semblable^ soit C^o : pour obtenir G*o, on prend Thomothétique de C par rapport à O* 7*0 étant le rapport d'homolhétie, et l'on fait tourner celle Iransformée de l'angle 60 autour de O. Prenons notamment, comme aire G, une aire Cy ; l'aire Cy renferme à son intérieur le segment o — Zq et se réduit à ce segment si Cj se réduit au segment réel o — I. Lorsque Zq varie dans loule l'aire A', l'aire C'y balaie un domaine By, Si l'aire Cy était réduite au segment réel o — 1, le domaine By se réduirait à A'; quand y croît indéfiniment, l'aire Bj tend donc vers l'aire A', et, par suite, reste intérieure à l'aire A'' dès que y dépasse une certaine limite A*. Pour y >> A*, la fonction y"i(^) = f(^Zot) a donc son module inférieur à H dans l'aire Cy, quelle que soit k position du point ^0 dans l'aire A'. Le reste Ry(2) de la série (1 5), quand z varie dans A', est par conséquent moindre
(en module) que -^ dès que y >> A'. Autrement dit, la série (i5)
converge uniformément dans l'aire A'. c. q. f. d.
Il est évident que le raisonnement s'étend de lui-même aux fonctions de plusieurs variables, d'où ce théorème :
Les séries (M) déduites de la série génératrice (i 4 ) convergent absolument dans toute V étoile A attachée à /", et uniformement dans tout domaine A! entièrement intérieur à A; cela, quel que soit le nombre des variables dont dépend f.
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En vertu d'un théorème classique, ces séries sont, par suite, intégrables et dérivables (') terme à terme, indéfiniment, dans toute l'étoile A; on peut répéter sur la convergence des séries intégrées et dérivées ce qu'on vient de dire sur la convergence des séries (M) elles-mêmes.
Il résulte de là que le développement d'une fonction/(z) suivant une telle série (M) est unique. Précisons ce qu'il faut en tendre parla.
D'une manière générale, considérons une série (M), soit
qui converge uniformément dans toute aire limitée intérieure à Tétoile A [cela, quelle que soit la fonction f{z) définie, dans le voisinage de l'origine, par la série entière «0+ ^ti^ H-* • •]• Remarquons d'abord que les séries numériques
convergent toutes vers l'unité. En effet, faisons z = o dans l'égjilité /(;?)== Z^^rtjz) et les égalités dérivées; il vient
«0 = ûto(^0,0-H ^0,1"+- ^0,î^-' • •)? ^1 = «1 (^1,1-r- ^I,î-4- A^^j-i-. . .), ....
Ceci posé, donnons, dans la série (M), aux constantes ao, ^i , . . . des valeurs quelconques et admettons que la série converge uni-
(*) Soit (M') la série obtenue en dérivant terme ù terme une série (M) qui représente /(.s), et soit(M^) la série qu'on obtiendrait en appliquant directement à f'{z) le développement (M); en général, les deux séries (M') et (W) sont dillercntes. Pour qu'elles coïncident quel que soit /(^), il faut : 1° que le (n-f- !)'*■• terme P„(-3) de la série (M) soit un polynôme de degré /i,
2* qu'on ait
Ces conditions de récurrence permettent de se donner arbitrairement les seuls coefficients X„ j^, \ ,, . . ., X<, „, . . ., dont la somme doit être égale à i. Ces coefficients une lois choisis» les autres X sont déterminés. Peut-on choisir ces coefficients, de façon que la série ^P»(^) soit une série ( M )? Tel est le problème, non
résolu à ma connaissance, auquel revient la question de savoir s^il existe des séries (M) telles que les deux séries (M') et (M^) coïncident quel que soit/(4;).
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formément dans une aire comprenant l'origine : sa somme est alors une certaine fonction F(-3) holomorphe dans cette aire; soit F(^) = 60-4- 6,-3 -h 63.324-. . . le développement de ^{z) en série de Mac-Laurin. La proposition que je veux établir, c'est que ao, «1, «2^ • • • coïncident respectivement avec bo, bi^b^^ . . • et que la série considérée n'est autre, par suite, que la série normale (M) attachée à F(z) et convergente dans l'étoile A. Or, c'est
ce qui résulte aussitôt de l'égalité F(^) = \P^(z) et des égalités . dérivées, où l'on fait z = o', il vient, en effet,
6,= ai(X,,i-+-X,,j-hÀi,3 4-:..) = a,,
En particulier, une telle série (M) ne peut converger uniformément vers zéro dans une aire renfermant l'origine sans que toutes les constantes aQ, a,, a^, . . . soient nulles.
Ces remarques ont évidemment leurs analogues dans le cas de plusieurs variables.
Des séries intermédiaires, — Appliquons à la fonction
Mt)=f(zt)
le développement (10) qui correspond à l'aire G du plan des t (n° 5); la série ainsi obtenue n'est autre que le développement de Mac-Laurin de F,(t) =/[3^}^(t)], où l'on fait t=i, et elle peut s'écrire
(î6) «0-+- ^^(}^ï,nci\^-^^iyncit^^-^' "-^f^n,nCin^'^)i (les A: const. numériques).
Cette série converge (pour z donné), et converge absolument, si la fonction F4(t) est holomorphe dans le cercle y de centre t = o et de rayon i (circonférence comprise); elle diverge, si F, (t) n'est pas holomorphe à l'intérieur de y; il y a doute, si F4(t) est holomorphe dans Y mais non sur la circonférence.
Soit c l'aire du plan des t que la représentation ^=|di(T) fait correspondre au cercle y; cette aire c (intérieure à C) renferme à son intérieur le point < = o, et son contour passe par le point l=:i. Le domaine de convergence, soit D, de la série (16) est dès lors facile à définir : considérons pour chaque point Zf^YzÀrQ [c**
déduite de c (n** 8), aire qui renferme l^ origine. Si, dans celte aire c^^ {contour compris)^ la branche y(<s), prolongée analjtiquement à partir de Torigine, est holomorphe, la série (i6) converge (et converge absolument) pour ^ = 2o; si, à V intérieur de c*o, f{z) présente au moins un point singulier^ la série (i6) diverge pour^ = <So; SX f{z) est holomorphe dans l'aire c*o {contour exclus)^ îl y 81 doute.
Le domaine D tend vers Tétoile A quand c tend à se réduire au segment réel o — i , car l'aire c*o tend alors à se réduire au segment de droite o — ^o- \
Dans tous les cas, les points-frontières de D sont des points z^
Fig. 3.
tels que /(.s) soit holomorphe dans l'aire c'', mais présente sur le contour de c*» au moins un point singulier, soit ^ = Ç. Marquons dans le plan tous les points singuliers 2^ ainsi obtenus (') : si ^, est un point frontière de D, il existe au moins un point Ç tel qu'on ait !J=>3|f pour une valeur de t appartenant au contour c. Le
point ÎJ étant donné, quelle courbe décrit le point 5, = - quand t
parcourt le contour c? C'est le contour c'^, si c' désigne {fig- 3) le contour obtenu en effectuant, sur le symétrique de c par rapport à l'axe réel, une inversion de pôle O et de puissance i .
(' ) Si la courbe c est convexe, les points Ç ne sont autres que les sommels de l'étoile A. Mais quand c n'est pas convexe et quand de plus f{z) n'est pas uniforme, certains des points ^ peuvent être distincts des sommets {i. de A.
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Supposons tracées dans le plan toutes les courbes c'^; le contour limite de D est formé entièrement d'arcs de courbes c'^, par
conséquent, d'arcs semblables à c' ou à des fragments de c'.
Par exemple, si /{s) n'admet dans tout le plan qu'un point singulier js= i, le do/naine D est le domaine situé du même côté de c' que Torigine. Si l'aire c était réduite au segment réel o ^-^ i , la courbe c' se réduirait au segment réel i^^ -f-oo. Si l'aire cest une aire très aplatie (renfermant le segment réel o ^-^ i ), la courbe c' se compose d'une partie très voisine de la demi-droite réelle i ---^ -+- oo, et d'une partie très éloignée deTorigine {Jig. 3).
Le raisonnement du numéro précédent permet de démontrer que la série (i6), qui converge absolument dans le domaine D, converge uniformément dans tout domaine D' entièrement intérieur à D,
Ces considérations s'étendent d'elles-mêmes aux fonctions de plusieurs variables.
10. Formation explicite d'une série génératrice normale. — Nous allons former, d'après la méthode précédente, un exemple explicite de série génératrice normale. On sait que la fonction t = logT représente (' ) le demi-plan des t (situé à droite de l'axe imaginaire) sur une bande du plan des t comprise entre deux parallèles à l'axe réel, tracées au-dessus et au-dessous de cet axe
à la distance—» La fonction ^=:alogT (a constante réelle positive ou négative, voisine de zéro) représente le même demi-plan sur une bande B du plan des ^, de largeur jaJiT, qui admet encore l'axe réel comme diamètre. Enfin, remplaçons, sous le signe log, la variable t par (P^H-fc), ^ et 6 désignant des constantes réelles : le demi-plan II des t d'abscisses plus grandes
que — -n (si p>o), ou d'abscisses plus petites que — ^ (si p<;o),
est représenté sur la bande B du plan des t. On peut disposer des constantes p, è, de façon que le cercle [xj S i ou y fasse partie du demi-plan D, et qu'aux points t = o et t== i correspondent respectivement les points /== o et /= i. Il faut et il suffit pour
(^)Il s'agit, bien entendu, de la branche du logarithme (bien déterminée dans le demi-plan considéré) qui s'annule pour t = t.
cela qu'on ait
ô=i, aIog(i + P)=i, |?|<i;
on tire de là p = e* — i, et |P| n'est < i pour a voisin de zéro que si a est négatif. £n définitive, j'introduis la représentation
suivante (où je mets en évidence le signe des constantes)
_i (17) f = — a Iog( I — px), avec P = i — « ^
(a constante positive).
La branche considérée du logarithme (celle qui s'annule pour T=:o) est bien déterminée et holomorphe dans le demiplan n, et en particulier dans le cercle y.
Quel est le domaine c du plan des t qui correspond au cercle y?.
Tout d'abord, ce domaine, symétrique par rapport à l'axe réel, est très aplati sur cet axe, puisqu'il fait partie d'une bande de largeur oltz qui admet cet axe pour diamètre. Cherchons, d'autre part, ses abscisses maxima et minima : il suffit de chercher le maximum et le minimum de la partie réelle de
— alog(i- p':) = — allogp-hlog(^ji ~VJ'
c'est-à-dire le maximum et le minimum du module de [77 — t] quand t varie dans y; si l'on marque (yî^. 4)> dans le plan des t.
Fig. 4.
les points M et Q d'affîxes t et ^>
est égal à QM; le maxi-
mum et le minimum de QM ont lieu pour t = — i et t = i ; l'abscisse maxima cherchée est donc — a log(i — ?) = i et l'abscisse
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minima est -^ aIog(i H- P)= — alog\2 — e */, qui tend vers zéro avec a. Le domaine tend donc à se réduire au segment réel o >-^ I quand a tend vers zéro.
Au lieu du cercle y» considérons un cercle concenlriquc F un peu plus grand, compris encore dans le demi-plan II. Le rajon p
de r est compris entre i et -^ = i H j-; posons p = i -j- Ae '^j
I — e * et donnons à ). une valeur comprise entre o et i . Le domaine C, du plan des /, qui correspond à F sera encore intérieur à la bande B; ses abscisses maxima et minima correspondront à t = ± p et seront égales à — alog(i q: ^p).
La quantité log(i -+- ^p) est inférieure à loga (puisque P < r)*
Tabscisse minima est donc supérieure à — a loga. D'autre part, on a :
log(
Tabscisse maxima — a log(i — 3p) est donc égale à
i-«Iog(i-?X),
c'est-à-dire inférieure à i — a log(i — X), puisque o <^ ^ < i . Si, (comme nous le ferons par ta suite)^ on prend \=^ -» l'aire C
est comprise entre les deux abscisses — aloga et i 4- alog2 (donc entre les deux abscisses — a et i -|- a) et entre les deux ordonnées ± a -; cette aire C tend donc à se réduire au segment réel o^ — ^i quand a tend vers zéro.
11. Appliquons maintenant la méthode du n® 5 à la fonction /(/), holomorphe (et de module moindre que H) dans l'aire C; cette l'onction est définie par la série de Mac-Laurin :
Si nous remplaçons / par — alog(i — ^t), la fonction F(':) ainsi obtenue est représentable, dans le cercle F, par la série de Mac-
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Laurin
F(t) = Ao-J- AiT -r- AjT*-+-. . .,
et Ton a
/(i) = F(i) = Xo-h A,-+- As-h. . . ;
de plus, on sait que
|Ao-4- A, -+-...-+- A,,— /(i)| est moindre que
H 'xUe^
t , i \ Il
Calculons explicitement les A;, à Taide de ao, «i , «2, .... Ceci revient à ordonner, suivant les puissances croissantes de t, le second membre de Texpression
F(t) = a,— aiaIog(i— ?-:) -f-. . .-f- (— i)*aAa^[Iog(i — ?t)]*-4-. . ..
Nous pouvons poser
les Ej^; étant des coefficients numériques que nous calculerons tout à l'heure. Le développement de F(t) suivant les puissances croissantes de t s'écrit alors
' Q\ J F(') = «o-4-ûtiaP'C-4-...-l-P'»T'»x [a'«a„-i-a«-»a,,_iE;{-»-4-...
* M -Ha'a/E{,-f-...-+-aaiEi]-t-..v.
On a donc
A„= p«(a«art-+-a«-»a«_iES-*"H...-i-a'«/E;,-}-...-haaiEi)
les C désignant d'autres coefficients numériques [qui se déduisent des E par la formule ^""•'^ n(n — i). . .{n — j -^ i)E"~^].
En particulier, si, pour un instant, on prend comme fonction f{t) la fonction -> le développement (i8) s'applique
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(pour |t| suffisamment petit), et l'on peut écrire
i-t- a loj;(i — T) (>9)
= I -+- aT -h . . .
/lî
D'autre part, le coefficient de — j-> dans celte dernière égalité,
n*est autre chose que l^x=o{ r-;; — ZT^)* ^^ représentant
par D"_o©(t) la dérivée n**"*, par rapport à t, de o(t), où l'on fait T = o.
Il est dès lors facile d'établir entre les ^î^^^"-^ une relation de récurrence qui va nous permettre de représenter très simplement les An.
On a, en effet, en posant
GCt) = i-halog(i — t),
les X désignant des coefficients numériques; pour le voir, il suffit d'admettre que cette égalité (qui est vraie pour /i = i) est vraie pour n et de démontrer qu'elle est vraie pour /i -f- i . D'autre part, pour T= o, on a
quel que soit a. D'où l'égalité
Si l'on dérive membre à membre, il vient (en faisant ensuite
maïs le premier membre coïncide (par définition) avec i'expression \^ 'î^'w^-i^'; d'où, en identifiant les coefficients des puissances de a, la relation de récurrence
avec C"^=ly Cl= ni.
Cette relation s'interprète bien simplement, si l'on introduit le poljnome
(22) Kn(u) = a(a-4-i)(w-4-'2)...(a-i-/i — i).
Je dis qu'on peut l'écrire
La chose est évidente pour /i = i ; admettons qu'elle soit vraie pour /i, et démontrons-la pour ai + i; il suffît d'écrire
En définitive, An peut recevoir l'expression suivante
oà C'^ es^ a/î entier positif, à savoir le coefficient de u^ dans le polynôme Kn(w). Sous forme symbolique, on peut écrire encore
(23) An = ^ K«(a/o)= §7 «/o (i -^a/o)(2-+- a/o) . • . (« - i + a/i),
à condition de remplacer (dans le produit effectué) f^ par/'^'^(o).
12. Ceci posé, donnons à a une suite de valeurs tendant vers zéro : soit a = r—^»/ désignant un entier positif qui croîtra indé-
finiment. La valeur correspondante de p est i r==« Pour chaque
valeur de l'entier y, les domaines cj et Cy, qui correspondent aux
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cercles y et F ( de rayons i eti-h-^ * = iH — ), sont bien
déterminés et tendent vers le segment réel o — i quand j croît indéfiniment; dès que y dépasse une certaine limite A", la fonction f(^t) est holomorphe dans Cy et son module y reste inférieur à une certaine quantité H. Dès que j dépasse Xr, la somme
AoH- A| 4- . . . + Ah qui correspond à chaque valeur dey, diffère
H P donc dey*(i) d'une quantité moindre en module que — --
H kP
Cette quantité, si l' on prend n = j\ peut s'écrire — ^ :;
pour y très grand (*), elle est comparable à ^ — ^ et moindre par
M suite que -:,•
Posons donc
n TBO = /(0), W«=/(0)-*-2f]'^'(«/i)'
avec et
La série
S = «po -t- Çi -h 9î -h . . . -h ?/» -1- . . .
65/ w/2e 5éri6 génératrice normale.
Toutes les propriétés énoncées dans le n^ 8 s'appliquent en particulier à cette série S. Si on représente par TSn{z) le poljnome
(*) La quantité (i -H /t)*= eÂ = e^V * ■"■/est>c «^ (pouro</t< i),
donc > e*. L'expression — ^"^ ^ . est donc moindre que =^ pour y = i.
\ "^^vV/
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en :; obtenu en remplaçant a par olz dans cjn, et par Pn(^) 1^ polynôme tst» (2) — cjrt_i(z), la série
est un développement (M) qui converge absolument vers f{s) dans toute Tétoile, et uniformément dans toute aire intérieure à l'étoile («).
Insistons sur la rapidité de la convergence. Soit
z = p(cos(o -+- t sin(j>)
ou P, un point du plan complexe (^g- 5). Enfermons le segment OP dans un rectangle A qui admet OP comme diamètre, et
dont les côtés perpendiculaires à OP ont comme longueur Tiap et sont distants respectivement de O et de P de la longueur ap
fa désignant toujours -, ]• Si, dans le rectangle ^,f(z) est holo-
morphe et garde un module inférieur à H, on a
(24) |Po4-P,-f....-^P„_/(;;)|< _ "^ < .
(') Les coefficients des Oj^z^ dans chaque polynôme c^C^s) sont rationnels en v^ et log/t. Mais on voit aisément que si n remplace yn et log/t par des
valeurs rationnelles approchées — et -^j ci„(-) convergera encore vers /(^),
dans l'étoile A, pour /i = 00, pourvu que les différences ( ^ — — j et / log/i — ^1
tendent vers zéro avec — suivant une loi suffisamment rapide (indépendante de
la fonction /). On peut donc déduire de la série (M|) une série jouissant des mêmes propriétés, mais où les coefficients des a^z^f dans chaque polynonae P„, sont des nombres rationnels.
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Soit B un domaine limité du plan des z^ entièrement intérieur à l'étoile A, et B^ un domaine limité, intérieur lui aussi à l'étoile, et comprenant B à son intérieur. Soit, d'autre part, B/z le domaine balavé par le rectangle A quand ^ varie dans toute l'aire B; lorsque n croît indéfiniment, Bn tend vers B, et lorsque n dépasse une certaine limite k^ Bn reste intérieur à B'. Si H désigne le module maximum de /(z) dans B', l'inégalité (24) a lieu dans toute l'aire B dès que n dépasse k.
13. Remarques sur le développement précédent, — 11 est loisible, dans le raisonnement précédent, au lieu de prendre n =jy de prendre pour n une valeur plus grande que y.
Soit, par exemple, n=j^» Ceci revient à poser
no=/(o), ny(z)=/(o)H-2fÎK,(otVi).
avec
Zi »
et
Qo=no=/(o), Qi = ni(^)-no, Qy(^) = n/^)- iiy_,(5).
La série
(m) /(o)-hQi(z) + Q,(z)-+-...-+-Qy(x)-h...
est une série (M), plus rapidement convergente que la série (M|) mais à termes plus compliqués. Dans Taire B, pour la nouvelle série, on aura, en place de l'inégalité (24)7 l'inégalité
(a5) |Q„+ Q. + ... H- Q„ _/(.-)!<- V^^^iiip,
On peut modifier légèrement cette série (m) de façon que le (ai -4- lyènie terme (qui est de degré n'^) renfermer" en facteur. Considérons, en eflfet, la fonction
Puisque la fonction f{z) est holoniorphe pour ^ = o, les coefficients aj (pour /^ i) sont moindres en module que (-) t p dési-
gnant une quantité convenablement choisie; soient /*i le module
maximum de z dans Taire B', et R le rapport — (ou l'unité, si ce
rapport est < O* ^^ somme ai 5 + • • • + «a^* est moindre en module dans B' que A*R*; le module deyA(^)ï dans B', reste donc inférieur à H 4- /rR*.
Appliquons maintenant le développement (m) à la fonction fk{z)» Il suffit, dans chaque polynôme ïlj{z)^ de faire
ai = 0} = . . . = cife = o.
En particulier, pour y = A*, le polynôme ^a(^) ainsi obtenu, polynôme qui renferme en facteur ^*+*, vérifie, dans l'aire B, rinégalilé
(26) \fk{^)-^k(^)\< : ^—\
'il
lorsque k dépasse H, le second nombre est moindre que
tl l — I
quantité plus petite que -r^ dès que k est suffisamment grand. Posons alors
qkis) = akzk^ Wk(z) - V/,_,(^), La série
(nii) ao^ qi{z) -¥■ . . .^ q n{z) -^r . , ,
est une série (M), qui converge absolument versy(2) dans toute l'étoile, et uniformément dans toute aire B intérieure à l'étoile. En effet, la somme a^ -[- q^ {z) -h ... 4- qk{z) est égale à
et par suite, d'après l'inégalité (26), diffère de/(^), dans B, d'une quantité moindre que t^» dès que k est suffisamment grand. Dans la série (/W|), chaque polynôme qn est de degré ri^ et ren-
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ferme en facteur z'*'^ on peut écrire
Chaque dérivée /^"^ (o)=z nlon ne figure donc plus au delà du (/i4- lyèni* terme.
La série (M|), dont nous avons déduit les séries (m) et (/W|), est une des plus simples parmi les séries (M) connues. Elle a été formée, pour la première fois, par M. Fredholm. Mais il est évident que la méthode des n®*5 et 6 permet d'en former une infinité d'autres. Le mode de transformation que nous allons indiquer fournit d'ailleurs le moyen, une série génératrice normale étant connue, d'en déduire aisément de nouvelles (').
14. Transformations d'une série génératrice, — La fonction y(^) étant holômorphe pour o^t^ i, remplaçons-y t par une (onction ^(6), choisie une fois pour toutes, qui répond aux conditions suivantes : ^(6) est holômorphe et comprise entre o et I pour o^O^ I ; de plus g{o) = o et or( i) =:= i. La fonction /i(9) =/[^(9)] est, elle aussi, holômorphe pour o^9£i. Supposons donnée une série génératrice : soit la série S du n" 12. Si l'on applique ce développement à la fonction y,( 6), la série obtenue convergeetreprésenteyi(i ) =/(i). Or la série /i (S) est développable en série de Mac-Laurin
les a'f^ étant linéaires et homogènes en a^, . . . , a»; à savoir
En remplaçant a\, a'^^ ... par ces expressions dans la série S, on obtient une nouvelle série génératrice (qui est normale quand la première série est normale).
(•) Dans tout ce qui précède, nous avons considéré l'étoile A de centre o, cl nous nous sommes donné les valeurs, pour z = o^ de f{z) et de ses dérivées. Mais il est évidemment loisible de prendre comme point initial, au lieu de l'origine, tout autre point ^ = a du plan, à condition de remplacer partout z par z — a,
et /(o), /'(o). . . . , par /{a), /'(a), La nouvelle série M ainsi formée sera
dite série (M) d'origine a, et elle convergera dans l'étoile A de centre a.
Par exemple, soit ^(9)= 6* (/r entier positif). On a
/i(e)= «0-+- aje*-4-. . .-4- a«6*«-t-. . . ,
c'est-à-dire a'^ = o, -.., «J^_j = o, a'^==ai, aj^^, = 0j .... La nouvelle série génératrice s'obtiendra donc : i" en annulant dans la série S tous les an dont Cindice n n'est pas un multiple de k; 2" en remplaçant ensuite chaque an où n^=jk par aj. Pour chaque valeur de /r, on déduit ainsi immédiatement de la série S une autre série génératrice. D'un développement (M), pcr exemple du développement (M|), on déduit donc un autre développement (M) : I** en annulant tous les an donf l'indice n n'est pas multiple de /r; 2** en remplaçant ensuite ajftZJ^ par ajzJ (l'entier k est choisi arbitrairement une fois pour toutes).
15. Une autre transformation des séries (M), uniformément convergentes dans toute aire intérieure à l'étoile, provient de ce qu'elles sont dérivables et intégrables terme à terme. Supposons connu un développement (M) : soit (M') la série obtenue en dérivant terme à terme la série (M) qui représente ^(2), et soit (M*) la série qu'on obtiendrait en appliquant à /'{z) le développement (M); en général {voir p. 1 1 1 ), les deux séries (M') et (M*) sont différentes. D'après cela, au lieudedéveloppery(2), développons ^(2) en série (M), puis intégrons terme à terme de o ù :; et ajoutons ao. Nous obtenons une nouvelle série (M) qui se déduit de la première en remplaçant partout a^z'^ par «/^^i^"*^*, {n = o, I, 2, ...), et en ajoutant «o. Plus généralement, en
développant -t4> on obtiendrait une nouvelle série (M), qui se
déduirait de la première en changeant partout a»:;" en «n+A^"*^^, et en ajoutant en tête a© -1- «i 5 -f ... -h aA_i s*"* . Si, au lieu de partir de la dérivée de /(z), on part de la primitive de f{z), on voit de même que de la série (M) on peut déduire une aulre série (M) : i" en supprimant les termes en ao, 2" en remplaçant partout ensuite anZ" par an^tZ"'^, Plus généralement on peut supprimer dans (M) tous les termes en ao? «ii • • • - ^a_< (k entier donné) et remplacer ensuite partout an+hZ""^^ par anZ" : la nouvelle série ainsi obtenue est encore une série (M).
Transformations imaginaires d'une série génératrice
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Étoile curviligne. — Dans la foaclîon/(^), eflecluons encore la substitution t = ^(9), la fonction g{^) étant toujours liolomorphe pour o ^ 9 S I , égale à o pour = o, à i pour 9 = i , mais n étant plus réelle quand 9 varie de o k i .
Quand il en est ainsi, 9 variant (par valeurs réelles) de o à i, le point t décrit dans son plan un certain chemin / qui va de / = o à /= 1. Si la fonction y(^) est holomorphe sur /(extrémités comprises), la fonction /i (9)=/[^(9)] est holomorphe pouro^9^i ; considérons une série génératrice (soit la série S du n** 12), et formons celte série pour la fonction/, (9)=ao-^«'|9-l-«2 9^4-. . .; le développement ainsi obtenu converge vers /i (i) =y"(i). Mais, d'autre part, a\y a'^, ... sont des combinaisons linéaires et homogènes de a,, a2, • . • [bien déterminées une fois choisie la substitution t = ^(9)]; de la série génératrice on déduit donc une
série de forme analogue, soit (S'), qui jouit de la propriété suivante : elle converge et représente /(i), quel que soit /(t) pourvu que f(t) soit holomorphe sur le chemin /, extrémités comprises. Nous donnerons à de telles séries le nom de séries génératrices d'espèce l. Si la série dont on est parti est normale, il en est de même de la série transformée.
Introduisons maintenant la fonction /( 5^), où s est regardé provisoirement comme une constante, et appliquons à cette fonction le développement (S'). Il suffit de remplacer partout, dans la série (S') que nous venons de former, a« par a^^" (ai = i, 2, 3, . . •). La série ainsi obtenue converge pour z = Zq et représente /(-^o), si, / variant de o à i sur /, la fonction /(>5o^) est holomorphe ; autre-
SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ANALYTIQUES. l^J
ment dit, si la /onction f{z) est prolongeable régulièrement {à partir de z = o) sur le chemin /*•, jusqu'au point 5© Indu-slvement ( * ).
Considérons Tensemble de lous les points ^o du plan pour lesquels celte condition est remplie; nous représenlerons par A' ce domaine, et nous l'appellerons l'étoile curviligne d'holomorphlc (d'espèce /et de centre O) atlachée à la fonction f{z).
Si un point z© est exclu de l'étoile, c'est que le chemin /'• rencontre au moins un point singulier 2^ de f{z). Marquons donc, dans le plan des ^, tous les points singuliers ^ dey(^) qu'on rencontre en prolongeant /(z) le long de chaque chemin /"•, c'està-dire le long de chaque chemin obtenu en prenant un homothélique de / par rapport à O et en le faisant tourner autour de O. Tous les points Zi du plan exclus de Tétoile A' sont tels que Zi t (pour un certain point t de /) coïncide avec une des valeurs ^, D'après
cela, soit /| le transformé de / dans la correspondance ti = - :
les points exclus de Téloile A' font partie des courbes l\.
A chaque série (M) la transformation précédente [une fois choisie la fonction g{^)] fait correspondre une série de même forme, que j'appellerai série (M) d'espèce /, ou (pour abréger) série (M').
Donnons-nous arbitrairement, dans le plan des /, une courbe / qui joint les points ^ = o et ^= i, et qui est partout analytique et régulière (extrémités comprises). Soit s l'arc de courbe compté positivement à partir du point ^ = o vers le point / = i , soit Sq
la longueur de Tare entre ^ = o et / == i, et soit enfin 9 = — • Si
" Si)
nous posons t = u -i- «V, les coordonnées u, s> du point t sont des fonctions réelles et holomorphes de 6, w==^|(6), (; = ^2(6), pour o £ 9 ^ i . Il suffit de poser
(27) t = u-¥-W — gl-^lgl = g{^)
pour définir une transformation (*) qui déduit de la série (M)
( ^) Pour la notation, voir le n'* 8.
(-) Il est loisible d'ailleurs, le chemin / étant choisi, de remplacer, dans Tégalilé (27), 6 par y (0)i la fonction f (6) étant holomorphe, réelle et comprise entre o ot I pour o ^8 S I, et telle de plus que t(o) = o, ^(i)::- i.
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donnée [par exemple, de la série (M,)] une série (M'), convergente dans Tétoile curviligne A', qui correspond à la courbe /.
Exemples. — Choisissons, comme chemin /, l'arc de la
parabole
V = /ia( u — I ) (/i constante réelle -+- ou — )
compris entre Torigine et le point m=i, ^^ = 0. Il suffit de
poser ici
f = M -h iV = 6 [ I -+- iA(e — I )]= ^(6)
|)Our obtenir une fonction ^(6), holomorphc pour o^8^i, et telle que 9 croissant de o à i , le point t parte de l'origine et décrive la parabole donnée jusqu'au point ^=1. Cette parabole a comme
axe la droite u= ~9 pour sommet le point u=i -, ç z=z — -, pour
paramètre ;-j-t-, • Elle se réduit à l'axe des u quand h s'annule. Si, dans la fonction
y( f ) = ao -f- «1 ^ -h aj <* -I- . . . ,
on remplace t par 9[i -h ih{^ — i)] ^ 6(c9 + rf), il vient
/,(e) = ao-h aie(cO H- ^/) -4-. . .-f- a«e«(c6 -*- <i)«-r-. . . = ao -+- «i -+- . . . -+- «w 0'* -h . . . , en posant
(i*8) ' =and'^-^^an-jd'^-^JcJ
yî
avec
d = \ — ihj c = ih.
Pour fixer les idées, parlons de la série (M,). Il suffit, dans cette série, de remplacer a«>s« par l'expression
a„znd^-h^a„-jzn-Jd-VcJ --^ =^— jj {^o <j -^ - j
pour obtenir une nouvelle série, soit([A'), de forme entièrement analogue, et qui converge dans l'étoile curviligne A' correspon-
teme
danl à Parc de parabole Zet à la fonclion f{z). Le (n 4- 1)**"* terme de cette série est un polynôme en z de degré n.
Par exemple, appliquée à la fonction /(5) = ? la sérié (jjl')
représentera celte fonction dans tout le plan, sauf sur Tare de la cubique : {v — hii) {u^ -\- v^) + hii^ =z o extérieur au cercle
Il est facile de préciser la convergence de cette série ([J^')- Tout d'abord, il est évident qu'elle converge absolument comme la série (M|). Pour limiter le reste, il suffit de considérer le module maximum H de la fonction ^i (9) =/[5o^(6)] quand 6 varie dans un rectangle A qui a l'axe réel pour diamètre, et dont les deux côtés normaux à cet axe ont comme longueur Tca et pour abscisses
— a et I 4- a, ( a = . ]• Si l'on arrête la série après le {n + i)'*
terme, le reste R» de la série est en module moindre que ^^
ivoirien'^ 12, p. 120). D'autre part, au rectangle A l'égalité t=ig{^) fait correspondre une aire D, qui comprend à son intérieur Tare / de parabole et tend à se réduire à cet arc quand a tend vers zéro.
Quel que soit le point 6 du rectangle A, sa distance minima à un
point du segment réel o — 1 est moindre que ai / i 4- ^ < ^^î
par suite, quel que soit le point t de l'aire D, sa distance minima à un point de l'arc /est moindre que 2a[i + |/i| 4- 2|A6|], car on sait que
l^(e)-^(eo)| = |o-eo|xi^'(eoi,
Oi désignant un point convenablement choisi sur le segment rectiiigne qui joint Qq 6t 0. Or, dans A, on a
|^'(6)| = I i-H iA(ae - 1)1 <i -h |A|(i-+-2|6|)< 1-^1^1(3 + 4a).
Quand |A| est moindre que i , ce que nous supposerons parla suite, et a moindre que 1 (c'est-à-dire n > 8), la quantité i 4- |A|(3 4- 4a) est moindre que 7. Dans ces conditions, décrivons, de chaque point de / comme centre, un cercle de rayon i4a, et soit d l'aire du plan ainsi balayée : considérons ensuite l'aire semblable âf^o, qui tend vers Tare de parabole Z*û, quand n croît indéfiniment. Si So fait partie de l'étoile A', la fonction f{z) est holomorphe E. B. Q
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dans l'aîre d^^ dès que n dépasse une certaine limite A*, et son module reste, dans cette aire, inférieur à une certaine quantité H. On a donc, pour n > A*,
Il suit de là presque immédiatement {voir p. iio) que la série ([ji') converge uniformément dans toute aire B dont tous les points (contour compris) appartiennent à A'. Elle est donc dérivable et intégrable terme à terme indéfiniment dans l'étoile A'.
18. Au lieu de Tare de parabole /, considérons le demi-cercle supérieur X décrit sur le segment o — i comme diamètre. On peut prendre, comme transformation correspondante,
< = M -h iV = - (i — cosT[9 + i sinirB) = - (i — e-'^). Si Ton pose encore
ao -t- ^ (i - ô-'«e) 4- ?J (i - e-/irÔ)t-f.. . .= ao-f- a'i e + a;o«H-. . ., on a
les coefficients cj^n ayant des expressions faciles à former et que je n'écris pas pour abréger. Si Ton remplace, dans la série (M|), lesûf»^" par(C|,»ai 5 + . • --i-Cn^n^n^'Oj la série (|i.^) ainsi obtenue converge vers /{z) dans tout le plan, sauf sur des demi-droites issues de points singuliers ^ de /{s) et faisant avec la direction O s
l'angle •
Si, au demi-cercle \ on substitue le demi-cercle inférieur )/,
il suffit, dans ce qui précède, de changer 6 en — 6 et l'angle ^
en H
D'une manière générale, soit /' le symétrique de l'arc / par rapport à l'axe réel : pour passer de / à /', il suffit de changer i en — i dans^(6) = ^, (9) -f igii^) ; les deux séries (M^ et (>F) soûl alors conjuguées Tune de l'autre : j'entends par là que les
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coeflîcienls de a^^" (pour n quelconque) sont conjugués dans les. termes de même rang de (M') et de (M'').
19. Etoile curviligne attachée à une fonction multiforme. — Quand la fonction f{z) est uniforme dans tout son domaine d'existence, il n'y a aucune ambiguïté sur la valeur représentée
par une série (M'). Par exemple, la fonction — — - est représentée par la série ([x^) dans tout le plan sauf sur la demi-droite :r = i,
Mais, quand la fonction /"( .s) est multiforme, il convient de préciser : la branche représentée par une série (M') en un point z de
Fig. 7.
l'étoile (A') est la branche prolongée régulièrement le long du chemin /* (à partir de l'origine).
Par exemple, soit /(^) = y' > — z [avec /(o) = -f- i] ; la série (ui^), formée pour cette fonction, converge dans le plan sauf sur la demi-droite a: = i, y^o, qui est une coupure de la branche représentée. Si l'on désigne par/*, (5) la valeur de /(5) prolongée régulièrement le long du vecteur O^, la série (a^) représente ^i (z), sauf dans le quadrant J7 > i,^^ o, où elle représente — /i (5).
Il peut se faire que les lignes frontières de (A') se coupent, de façon à enclore un espace. Il faut bien se garder d'en conclure
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que cet espace est exclu de l'étoile. Soit, par exemple,
(>9)/(-) = \/(.--)[-;r7T^J('-rf37) t/(o) = .];
la série ([jl^) converge dans tout le plan sauf sur les trois demidroites AA', BB', CQJ {fig. 7) ; elle représente/i(^) si le vecteur O^ n'est coupé par aucune (ou est coupé par deux) de ces trois demi-
droites et elle représente — f\{^) si le vecteur Oz est coupé par une ou trois de ces demi-droites. En particulier, pour tout point z du triangle IJK, la série représente — f\{^)^ ^^ '^ chemin /' rencontre au moins une des trois demi-droites exceptionnelles.
20. Considérons à la fois les deux séries (|i.^) et ([x^'), et soit pn et xsji le {n -\- i)'*"* terme de ces séries. Désignons par (v^)
la série ^^— -' Cette série (où les coefficients des ««s" sont
réels) présente des propriétés remarquables.
Tout d'abord, appliquée à une fonction uniforme, elle représente cette fonction sauf sur les droites normales en chaque point singulier t^ à la droite Ot^. Mais si la fonction est multiforme, elle représentera /(z) dans le voisinage de l'origine, et dans d'autres
parties du plan ^ — — {fi^fi désignant deux branches dey convenablement choisies). C'est ainsi qu'appliquée à la fonction y/i — z la série (v^) converge vers /i {z) dans le demi-plan :r <; i et vers
zéro dans le demi-plan a:>>i. Au contraire, la série ^^ P'»'"^»
converge vers zéro dans le demi-plan x <! i (notamment pour a;==o et dans le voisinage), et converge vers une des branches
(continue) de y/i — z dans le demi-plan a: > i .
De même, appliquée à l'exemple (29), la série (v^) représente zéro dans le triangle IJK (Jig- 7) et dans les trois angles C'IB', A'^KB'', C"JA'; elle représente /|( 5) dans le domaine du plan (comprenant l'origine) limité parla ligne brisée indéfinie C'IKA"^, et une branche continue de /{z) dans les autres portions du plan B^KJC et B'IJA'.
Ainsi, il existe des séries de la forme
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qui convergent uniforniément vers f{z) dans le voisinage de l'origine [quelle que soit la fonction
/(z) = ao + ai z -h aj 5* -+- . . . ,
holomorphe à l'origine] et qui, pour certaines fonctions f(z)
telles que ^U — Zy com^ergent uniformément vers zéro dans une autre partie du plan.
Au lieu de la cornbinaison — ^> on aurait pu former aussi
bien la combinaison — ^ — -^ (a, b constantes numériques).
Appliquée à y/i — z^ la nouvelle série (v^) ainsi obtenue repré-
senterait ; dans Je demi-plan x> \,
Enfin, on arriverait à des conclusions analogues en combinant deux séries conjuguées (M') et (M'') quelconques.
21. Extension des résultats précédents. — Nous sommes partis, dans ce qui précède (n** 16), d'une courbe /joignant les points ^ == o, / == 1 et partout analeptique et régulière. Mais il est loisible de se donner entre o et i une courbe continue entière^ ment quelconque, soit h. En effet, une telle courbe peut toujours être regardée comme la limite d'une courbe analytique régulière (joignant o et i), qui dépend d'un entier n : quand n croît indéfiniment, cette courbe /„ tend vers L. Pour chaque chemin /, on sait former une série (M') représentant /(>3) dans l'étoile A'; quand / tend vers L, A' lend vers A''.
Appelons d l'aire balayée par les cercles ayant leur centre
sur In ei de rayon — : on peut dans la série (M'«) prendre un
nombre de termes assez grand pour que la somme de ces termes,
soit qn{^)') diffère def(z) d'une quantité moindre que —, sous la
seule condition que la fonction ^(2), d'ailleurs quelconque, soit holomorphe et de module inférieur à H dans d^. Ceci posé, je dis que la série : q^ + (5^2 — Çi)'^{99 — Ç2) 4-'.. est une série (M^) : en effet, soit z un point de l'étoile A'' et B une aire renfermant à son intérieur le chemin L*, aire dans laquelle /(5) est holomorphe et de module inférieur à une quantité finie H. Dès que n dépasse
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une certaine limitée", le chemin /f^ et l'aire rf* correspondante, élanl
très voisins de L*, sont intérieurs àB, et Ton a \/{z) — Çn{^)\<. -;•
La série : q^ -\-{q2 — <7«) + (^s — 5^2)4-. • • converge donc absolument dans Tétoîle A'^ vers f{z) [c'est-à-dire vers la branche de f{z) prolongée le long de L*].
Il résulte aussitôt du raisonnement qu'elle converge uniformément dans toute aire intérieure à cette étoile. c. q. f. d.
Par exemple, prenons pour L la spirale logarithmique p = e*** (p et oj coordonnées polaires de t= u-\-iv\ h const. > o). Pour o> = o, p est égal à i; pour o> = — 00, p est nul; l'origine est un point asymptotique. Nous poserons :
quand 9 croît de o à i, par valeurs réelles, t décrit un arc de spirale In du point / = o au point i = i; cette spirale /;,, qui est
définie par l'égalité : t -^ -— —^ == <»^" x <?'**, est une spirale
semblable àL, ayant comme point asymptote le point t = 33-^1
et qui tend vers L quand n croît indéfiniment.
L'étoile A'' qui correspond à la spirale L est intéressante parce que deux lignes frontières de l'étoile ne se coupent jamais, et cela quelles que soient les singularités Ae f(^z). La spirale L (en particulier la droite o — 1) est la seule courbe qui réponde à cette condition (*).
22. Indiquons rapidement une autre généralisation. Partons de
l'égalité
z = p{zo, t)
( ^ ) En effet, soit L' la transformée de L dans la substitution ^ = <^; les courbes
L'> (qui dépendent des deux paramètres réels x, y, si z = x -h iy) se coupent et par chaque point de Tespace il en passe une infinité, à moins que toutes les courbes L'* passant par un point arbitraire P ne se confondent. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la courbe U admette une transformation continue en elle-même de l'espèce : p, = A*p, w, = w 4- A. Or les seules courbes jouissant de cette propriété sont des spirales logarithmiques de foyer O (en particulier les cercles de centre O et les droites issues de O); les inverses de ces courbes sont des courbes de même espèce. Les cercles sont à écarter puisque L doit passer par l'origine.
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OÙ p désigne une fonction enlière de^^o et une fonction holomorphe de / pour t réel et compris entre o et i (o^^^i); de plus, cetle fonction s'annule avec t et est égale à Zo pour ^ = i . Quand t croît de o à i, z décrit une courbe bien déterminée, soit /-^, de o à Zq. Par exemple, soit p = t[zo-h {^ — *)'^ol • '* courbe l^^ est une parabole facile à définir géométriquement.
Introduisons maintenant la fonction F (^) =y( s) ^y[p(zo> ^)]î si /{z) est holomorphe le long du chemin /^^ (extrémités comprises), F(/) est holomorphe dans l'intervalle o^^^i, et F(i) ou /{zo) est représentée par la série génératrice normale S du n** 12 (ou par toute autre); posons encore
on a
les pj{z) désignant des fonctions entières de .3 (des polynômes si p est un polynôme en z). D'où
/[p(«o» ')] = ao-+-aip-Ha,p«-+-...
= ao-haipi{zo)t -h(aipi-i- afpl)t*-h.,.y c'est-à-dire
«'i = «iPi(«o), o'î = aiP«(^o)4-ajpî('So), ...;
d'une façon générale, a„ est une combinaison linéaire et homogène de ai, ..., Un, dont les coeflicients sont des fonctions entières connues de ^o- U suffît de remplacer les a', par ces expressions dans la série S pour obtenir une série de la forme
(3o) «o-^(/»)2[^»''i.'«(*o)-*-«i/'i,rt(^o) -*-... -+-««0/,/i('5o)],
où les r sont des fonctions entières connues de Zq] cette série converge versy(zo) si/{z) est holomorphe le long du chemin /.^, Les points exclus de cette nouvelle étoile de convergence sont donc les points ^ tels que sur le chemin Ij^ on rencontre une singularité de la fonction y( 5) prolongée.
Il serait aisé d'étendre ces résultats (convenablement modifiés) au cas où la fonction p(>s, t) ne serait pas entière en z. Je veux seulement indiquer ici un problème qui se pose à ce sujet : à chaque point z du plan des Zj attachons un chemin bien déterminé Iz allant de l'origine à ^ et qui varie d'une façon continue
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avec z. Existe-l-il une série répondant aux conditions suivantes : i** son /i*^"® terme est linéaire et homogène en «oi ^n • • -i ««j les coefficients étant des fonctions connues de z; 2** elle converge vers /(z) [quelle que soit la fonction f{z)] pourvu que sur le chemin 4 1^ fonction /(z) soit prolongeable régulièrement jusqu'au point z inclusivement ?
D'après ce qui précède, on peut choisir des chemins Iz tels que la réponse soit affirmative. Mais peut-on les choisir arbitrairement ou, sinon, quelles conditions doivent-ils remplir? Ce sont là des questions non encore résolues.
23. Application aux fonctions réelles. — Restreignons-nous, pour un instant, aux valeurs réelles x de la variable. Quand nous développons f{x) en série (M'), la série converge si /{z) est holomorphe le long du chemin /*, et représente la valeur de / avec laquelle on arrive en x en prolongeant analytiquement/(5) (à partir de 5 = o) le long de /*.
Imaginons, plus généralement, qu'à chaque pgint Xq on fasse correspondre un chemin l(xo) joignant Xq à l^ origine, chemin qui soit analytique et régulier {extrémités comprises) pour chaque valeur de Xoj et qui varie avec Xq d^une façon analytique et régulière ( * ). Autrement dit, soient s l'arc de ce chemin compté à partir de O vers x^^ et cr(a:o)sa longueur totale; les coordonnées x^ y d'un point du chemin sont des fonctions holomorphes de s et de Xq pour tout couple 5, x^ tel qu'on ait o^52cr(:ro); (t(^o) est une fonction holomorphe pour toutes les valeurs réelles
de Xq et, si l'on pose -^ — - =^ t^ x el y sont des fonctions holomorphes de t et de Xq^ quel que soit Xq^ pour o^^£i. Il suffit
alors de poser
x-^iy^ p(j?o, t)
pour obtenir (comme au numéro .précédent) une série de la forme (3o), où les rj^k sont des fonctions connues (2) de x holo-
(') Il serait facile de lever ces restrictions comme au n" 21; on peut se donner arbitrairement le chemin l{x^) sous la condition qu'il soit continu et varie avec x^ d'une manière continue.
(^) Ces fonctions r sont indépendantes de/ et ne dépendent que de la famille choisie de chemins l{x)'y ce sont des combinaisons entières de
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morphes pour x réel : cette série converge si, le long de l{Xo)j f{x) est holomorphe, et elle représente la valeur de f prolongée jusqu^en Xq sur ce chemin,
24, Supposons notamment que Ja fonction /{z) soit uniforme et ait toutes ses singularités réelles; chaque série (M') représentera /{x) pour toutes les valeurs de x (les valeurs singulières exceptées), et elle sera dérivable terme à terme indéfiniment : la série et les séries dérivées convergent uniformément sur tout segment de Taxe réel qui ne comprend pas de point singulier.
Si la fonction, toujours uniforme, est holomorphe dans un certain angle .rOA et dans Tangle prolongé, il suffit de prendre comme chemin / un arc intérieur à cet angle pour que la série (M^) correspondante jouisse encore des propriétés énoncées.
Quand la fonction /{z) n'est plus uniforme, distinguons les valeurs de/(z) à droite et à gauche de la demi-droite Ox, Considérons un petit angle positif xO A. et prolongeons y(^) dans ce petit angle : nous dirons que nous étudions f{z) à droite de Ox^ et nous représenterons par fd{z) la fonction ainsi prolongée (fonction en général multiforme). Le point Pétant donné sur Ox,
décrivons de O comme centre un cercle de rayon OP; sifd{z) est uniforme (ou holomorphe) à l'intérieur de ce cercle et de l'angle xOPi. (pris suffisamment petit), nous convenons de dire que/(5) est uniforme {ou holomorphe) à droite de Ox jusqu'au point P; dans ce cas, la valeur de fd{z) est bien déterminée en tout point X de OP [non singulier pour fd{z)\ : c'est, par définition, la valeur defdu calé droit de Ox,
Les valeurs àefà gauche de Oxj soit/^(-s), se définissent de la même manière en considérant un petit angle a;OB négatif {*), Remarquons que si la fonction ^^(5) est uniforme à droite de OP, et ne présente sur OP que des points singuliers isolés non critiques, fd{z) coïncide sur OP avec ^(5). Au contraire, il peut arriver quefd{z) ne présente sur OP d'autres singularités que des
(*) Il est évident que ces définitions s'appliquent d'elles-mêmes à une demidroite quelconque issue de l'origine, et en particulier à l'axe réel négatif.
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points critiques algébriques, tandis que /g{z) présente sur OP des singularités transcendantes (*).
J'ai insisté sur cette terminologie parce qu'elle nous servira plus loin. Admettons maintenant que /(z) soit holomorphc dans un certain angle positif a:OA : la série (M') représenlerayrf(j;) en tout point X non singulier pour /ti(x)^ du moment que l'arc / aura été choisi intérieur à l'angle xOX. Soit /'le chemin symétrique de / par rapport à Ox, et (M'') la série conjuguée de (M')(n'* 18): la série (M'') représente./^ (a?), si/{z) est holomorphe dans l'angle a: OB (symétrique de j:OA).
25. Considérons en particulier une fonction /{s) qui n'ait d'autre point singulier que le point z = i autour duquel deux valeurs seulement de /(z) se permutent. Les séries (M') et (M") convergent sur l'axe Ox sauf pour x := i et représentent respectivement //(a:) etfg{x).
Si l'on ajoute terme à terme les deux séries (M') et (M''), multipliées respectivement par j-% j9 la nouvelle série (N')
représente y (j?) pour x <C,\ el -^^—^ j^-^ — -■ pour x
Faisons notamment a= 6; la série -^ — —;-^ ^représente y (x)
f/(x) -+- f (x) pour x<; i et — — - — '-^-^ — - pour a: > 1 5 comme f{z) n'a que
deux branches, ^oïlfeif^^f-^-fi est une fonction uniforme F(-3)
et :^ '-^ — - n est autre chose que — ^^ — •; la nouvelle série
représente donc une fonction à deux branches pourx<C i et une fonction uniforme pour x> i. Remarquons que sîy(a;) est réelle (pour X voisin de o), «o, fli, ^2, ••• sont réels et la série (M') -h (M'') a ses termes réels pour z réel.
C'est ainsi que la série -^ — iJ—l, appliquée à y/i — x^ représente y/ 1 — a: pour ^ <; i , et o pour jj > i .
(*) Exempte : /{z) = c"*'*'*""*"' (où -h sji — z = i pour -5 = 0); sur Ox, la branche /^(z) n'a qu'un point singulier (point critique algébrique) ^ = 1; tandis que /Az) a en outre un point essentiel z = 2,
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Les séries (M'), (M''), (N') convergenl ici uniformément et absolument sur tout segment de l'axe réel qui ne renferme pas :r = i, et il en est de même pour les séries dérivées. Appelons G(x) la fonction définie pour x quelconque (^i) par la série N'(x). La fonction G(x) a des dérivées de tout ordre sauf pour x= i. Formons, pour cette fonction, la série (N'), mais en prenant x^ comme origine {voir la note ('), p, i25). Si Xo<, i? G{x) coïncide avec f{x) pour x voisin de Xoj et la nouvelle série N' (d'origine Xo) représente, comme la première, la fonction G{x) tout le long de Faxe des x {le point x = i étant toujours excepté). Si
:fo> i> G(^) coïncide (pour ^voisin de Xo) avec — — ^ — ;
la série (M'), d'origine Xo^ représente G(^) pour a; > i , etG| {x) pour J7<; I, Gi{x) désignant la valeur obtenue en prolongeant G{x) de j:o> * à :r < I au-dessous de l'axe des x. Or, quand on prolonge /{x) de ^ < i à :ro> i au-dessus de Oxj on arrive en Xq avec la valeur /^(x©); si, partant de Xq avec cette valeur, on chemine au-dessous de Taxe des x^ on revient en x < i avec la
valeur /,(x). Il suit de là que Gi{x)^— — t^> et que les séries (M'), (M''), d'origine Xq> ij représentent respectivement -^ -r-t -^ 7— pour j: < i ; la série (J\') d origine Xo> i repre-
. j a(^f^-^hf) -A- h( af->r- bf*) ^ r^ i -i
sente donc -r— • pour x <:r\. Cette dernière
expression diffère en général dey(a:). Mais peut-on choisir a et 6 de façon qu'elle coïncide avecy(j:), quelle que soit la fonction/ (à deux branches)? Il faut et il suffit pour cela qu'on ait : a^+6*=:o, 2a6^(a+6)*, c'est-à-dire b^=±ia. Keprésentons par(N') la combinaison {W)-^ i{W)\ la série (N') jouil, d'après ce qui précède, des propriétés suivantes : elte consierge quel que soit x^ sauf pour x =. ij et elle converge absolument et uniformément, ainsi que les séries dérivées, sur tout segment de Vaxe réel qui ne renferme pas le point a; = i; sa
somme G{x) coïncide avec f{x) pour x < i et avec ' "^ .
pourx > i. SiVon forme, pour la fonction G(x), la 5eWe(N'), d'origine x^r^x^ cette série jouit de toutes les propriétés de la première et représente comme elle la fonction G{x) tout le long de Vaxe des x {le point a;= i étant toujours excepté) : cela,
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i|uelle que soit la fonction f{x)^ pourvu que cetle fonclioii n'ait .•ue deux branches et n'adnïetle que le point singulier rc = i .
Ce résultat est remarquable, si Ton réfléchit que (j{x) coïncide (suivant que a? est >- 1 ou <C i ) avec deux fonctions analytiques différentes {^ y
Par exemple, appliquée à f{z) = y/i — 5, Ja séiid (N') représente y/ 1 — X pour X <t^ ^ cl \/x — i pour ^ >■ i .
26. Séries (M) qui convergent sur les droites frontières, — En se servant des séries (M'), on peut former des séries (M) qui convergent non seulement dans l'étoile A, mais encore sur les demi-droites frontières, pourvu que les points singuliers dont ces droites sont issues satisfassent à certaines conditions très générales que nous allons préciser.
Considérons, en effet, une série (M'), par exemple la série (jx') du n° 17. qui correspond (^) à l'arc / de parabole
v= — hu{u — i) (/i>o),
compris entre les poins t =z u -\- iv =: o et t= \. La somme ?>n des (^ -H i) premiers termes de la série (uî') diffère àe f{z) d'une
quantité moindre en module que ~ , siy(^)est holomorphe et
de module inférieur à H dans l'aire d^ (déduite de l'aire d balayée
par les cercles de rayon 14^^ = j-;7- dont les centres décrivent /] :
cela, quelle que soit la constante A, de module moindre que i. . Ceci rappelé, adoptons, pour chaque valeur de l'entier ny une
valeur de. A qui tende vers zéro avec -» mais infiniment plus
( *) On peut former des exemples où la série (x\^ ) jouit de toutes les propriétés précédentes et de plus converge absolument et uniformément sur tout segment de Taxe des x ainsi que les séries dérivées. Mais, pour ^=: i, la fonction 0{x) est nulle ainsi que toutes ses dérivées et la série (N^^) d'origine i, au lieu de représenter G(^), est identiquement nulle.
(^) On pourrait partir de n'importe quelle série (M'), sous la seule restriction que le chemin / ne traverse pas l'axe des x. Si le chemin / traverse Taxe des x^ la méthode même du texte permet aisément d'apercevoir les modifications qu'il faut apporter aux conclusions qui vont suivre.
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lentement que a. Posons, par exemple,
(/i étant positif, le chemin / est situé au-dessus de 0;r) (*). Quand n croît indéfiniment, Tétoile A^ (bien déterminée pour chaque valeur de n) tend vers l'étoile A, et le domaine d^ tend à
se réduire au vecteur Oz, D'autre part, pour chaque valeur de /i, Sn est un polynôme en z bien déterminé, de degré /i, qui, lorsque n croît indéfiniment, tend vers f{z) pour tout point -5 de A : car dès que n dépasse une certaine limite, d^ différant très peu du vecteur Oz^ f{z) est holomorphe dans d^ et y garde un module inférieur à une quantité fixe H. Au lieu d'un seul point z^ considérons une aire B intérieure à A, et une aire B' comprenant B à son intérieur, mais intérieure à A : dès que n dépasse une certaine limite q^ l'aire d^ fait partie de B', quel que soit z dans B, et Ton a
(3i) [/(z)~S^(z)|< " pour n>q.
en tout point z de B, [Hq maximum de f{z) dans B^]. D'après cela, la série
(M,) So-4-(S| — So)-^ (Sj — S|)-+-...=^ ao-4-/>i(5)-^/7î(^)-+-...
est une série (M) qui converge absolument dans A et uniformément dans toute aire intérieure à A. Le levme pn est un polynôme en z de degré /i.
27. Examinons maintenant ce qui se passe sur les demi-droites frontières de A. Soit D une demi-droite exceptionnelle, issue du point singulier !^ : si ce point est algébrique, je vais montrer que la série {M2) converge absolument sur D au delà du point Ç et représente /d{^), tant qu'on ne rencontre pas sur D un point singulier transcendant de fd{-z)» E'ie converge même uniformément vers fd{^) et est dérivable terme à terme indéfiniment
(') Si, au lieu de prendre A = + ^Jol^ on prenait h= — ^a, la courbe / (correspondant à chaque valeur de n) serait située au-dessous de Oo:, et il faudrait, dans tout ce qui suit, remplacer /^{s) par/^(5), valeur de/(5) à gauche de D.
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sur tout segment PP' de D le long duquel fd{z) est holomorphe (extrémités comprises) [pourvu qu'entre Ç et P la fonction /^(z) ne présente que des points singuliers algébriques].
En particulier, si !^ est wu pôle et si D ne renferme pas d'autre point singulier, la série M2 converge vers f{z) sur toute la droite D (le point !^ excepté) et converge uniformément sur tout segment fini PP' de D (dont î^ ne fait pas partie).
Pour démontrer ce théorème, plaçons-nous d'abord dans l'hypothèse où entre Ç et P il n'existe pas de point singulier de fd{z).
De O comme centre décrivons un cercle plus petit que le cercle d'holomorphie de f{z)\ entourons PP' d'une aire assez aplatie pour que fd{z) J soit prolongeable régulièrement (contour compris); enfin relions ces deux aires par une bande abdIV
Fîg. 8.
attenante au bord droit de OP et assez étroite pour faire partie de l'étoile A. Si, dans l'aire totale E ainsi formée, on prolonge la fonction /(-s), cette branche de fonction, qui coïncide le long de OP' avec y*^/(>s) et que je représenterai paryrf(z), est holomorphe dans E, contour compris, le point ^ excepté. En ce point, qui est un point algébrique, /rf(5) peut devenir infini d'un certain
ordre m (entier ou fractionnaire) : dans l'aire E, |/rf(-s)| reste
inférieur à
, ^,-» K désigrnant une certaine constante et tn une
quantité positive ou nulle.
D'autre part, soit z^^ un point du segment PP'. Pour les petites valeurs de A, donc pour les grandes valeurs de /i, le chemin /*»dif-
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fère très peu du vecteur O^o et fait partie de l'aire E; la distance minima 8 entre un point de /^« et un point du contour de E lend vers zéro avec A, et est de l'ordre de h pour h infiniment pelit; on peut écrire 8 = [x/t, [jl désignant une quantité positive qui dépend de h et de ^o, et qui reste supérieure (*) à un nombre fixe À>> o quels que soient Zq entre P et P' et h entre o et i. L'aire rf*o est, par suite, intérieure à E, dès que n dépasse une certaine limite (indépendante de la position de z entre P et P') : en effet, les cercles décrits d*un point de /^o comme centre, avec i4a|^o|
comme rayon, sont intérieurs à E dès que i4aOP' est moindre que \h^ c'est-à-dire dès que n dépasse un certain entier, puisque h est infiniment grand par rapport à a pour n = oo. Soit q une valeur de n telle qu'on ait
i4ap< ]h (p = OP'), c'est-à-dire
i4ap < -^ /a, ou V^^ir"' ou enfin ï^»gy > 2 ( -y^ 1 •
Pour n>q^ la fonction f{z) est holomorphe dans Taire rf*«;
son module y est moindre que \ =-;-:> c'est-à-dire moindre
que — T > puisque 5, variant dans rf*o, reste à une distance
de !J supérieure à A A — i4ao >^ - A.
L'inégalité (3i) s'applique donc au point ^0 ^^ donne ici
(32) \fd{z,)-Sn{z,)\< '^^ - ^'*
hl^e
Or A==l/t 7 et ^ est inférieure à \/vî pour n suffisamment
grand. On a donc, tout le long de PP',
\fd(z) — Sn(z)\ < K — -= (K constante numérique),
dès que n dépasse un certain entier.
( ') Il serait facile de donner une valeur explicite de X, mais la chose est inutile au raisonnement.
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La série {^l^) converge donc absolument et uniformément le long de PP' vers /di^)- c. q. f. d.
28. De plus, pour chaque valeur de n, décrivons du point ^o comme centre un cercle c de rayon p-a (|jl constante numérique). Quand z reste intérieur à c, le chemin /* reste intérieur au domaine E (au moins dès que n est suftisamment grand) et la distance minima de !^ à Tare l^ est encore de Tordre h et supérieure à Xh (en modifiant un peu, s^il est nécessaire, la constante X introduite plus haut). L'inégalité (82) se trouve donc démontrée non seulement pour ^ = Zq, mais dans tout le cercle c, d^où Ton déduit, en vertu d'un théorème classique (*) :
en tout point Zq de PP', dès que n dépasse un certain entier.
Les séries obtenues en dérivant terme à terme la série (Ma) convergent donc, elles aussi, sur PP' absolument et uniformément; elles représentent sur PP' les dérivées successives de/d(z).
Si, entre l'origine et le point P, il existe plusieurs points singuliers (tous algébriques) de /d{z), rien n'est changé dans le raisonnement précédent : il suffit do considérer l'ordre maximum m d'infinitude de fd{z) en ces points singuliers; dans
l'aire rf*«, 1/^(^)1 est moindre que -r-r (quel que soil Zq
enlre P et P'), et les inégalités précédentes subsistent.
D'une façon générale, pour que le raisonnement subsiste, il suffit : I** que f{z) soit holomorphe jusqu^en un point Q à droite {^) de D, et 2° qu'en tout point singulier Ç de fd{z) sur D, on ait
(33) \fd{^)\ < el=~^'"' {ni constante numérique > o),
pour z voisin de ^ à droite de D.
C) A savoir ce théorème : Si F(5) est holomorphe et de module moindre
que H dans un cercle de rayon p et de centre 5q, | FO) (-So ) I ^^t moindre que H ^ • (') Voir le n" 24.
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Soit alors PP' un segment de D compris enlre O et Q et le long duquel yrf(3) est holomorphe. Quel que soit Zq entre P et P, la fonction yrf(5) (dès que n dépasse une certaine limite) est holo-
morphe et de module moindre que e^''^'^ dans l'aire <i*« qui correspond à chaque valeur de n. Or la quantité
est moindre que n^ , dès que n dépasse un cerlain entier q, en
sorle qu'on a
pour /i >^, le long du segment PP'. Cette inégalité entraîne les mêmes conséquences que ci-dessus.
Remarquons que, sur D, les points singuliers defd(z) peuvent former des ensembles quelconques, et même comprendre tous les points d'un segment : la seule condition qui leur soit imposée est l'inégalité (33).
En définitive, si ta fonction /(z) est holomorphe à droite de D jiisqu!en un certain point Q, et si, en chaque point singulier Ç de/d(z) sur Dj l'inégalité (33) est vérifiée, la série (Ma) converge absolument et uniformément vers fd{z) sur tout segment PP' de OQ le long duquel fd{z) est holomorphe; les séries dérivées terme à terme convergent de la même manière surW vers les dérivées successives de fd{z).
29. Par exemple, appliquée à la fonction e^"*, la série (M2) converge absolument dans tout le plan, sauf pour z=.i\ elle converge uniformément dans toute aire qui n'a aucun point commun avec la demi-droite a:>>i, ^ = 0. Elle converge uni-
fermement vers e^""* sur tout segment fini x^x% de cette demidroite (i <I ^« < X'i),
Il es^ impossible que cette dernière série converge uniformément sur une courbe traversant la demi-droite exceptionnelle : autrement, on formerait aisément une courbe fermée C entourant le point 5 = I et sur laquelle la série (M^) convergerait unifor-
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mément. Les lermes de cette série (polynômes en z) étant holomorphes dans G et sur G, la série (d'aprrs un théorème classique) convergerait uniformément dans G, et sa somme serait holomorphe dans G, en particulier pour ^ = i , ce qui est absurde. La remarque s'étend évidemment au développement d'une fonction quelconque par la série (Mo).
Admettons enfin que, ^(5) étant toujours holomorphe à droite de OQ, l'inégalité (33) ne soit pas vérifiée, mais qu'on connaisse une limite quelconque du mode de croissance de fd{z) dans le voisinage de chacun des points singuliers \ situés sur D (entre O et Q); soit
i/"(')i«p(irè:^)-
On peut toujours former une série analogue a (M^) et qui représente fd{z) sur OQ (en dehors des points singuliers) : il suffit, dans les raisonnements précédents, de faire décroître h plus lentement encore avec -> et de prendre h = t? — : tel que (la constante g étant arbitraire, mais positive) l'on ait
des que n dépasse une certaine limite (qui dépend de g) (*). Par exemple, si l'on sait qu'on a
\Mz)\ < e^'^-"'"' (m const. > o),
dans le voisinage de chaque point Ç, il suffit, comme on le voit
aisément, de prendre h = loera = 1 — i i •
' '^ ° loglog/i — loga
Enfin, tous les résultats obtenus s'étendent d'eux-mêmes aux fonctions de plusieurs variables.
(*) L'existence de séries (M) qui convergent sur les demi-droites frontières au delà des pôles a été démontrée pour la première fois, à l'aide de considérations toutes différentes, par M. Helge von Koch. M. Mittag-Leffler a récemment indiqué d'autres séries (M) convergentes au delà des points singuliers isolés de f{z) qui ne sont pas des points de branchement (points essentiels de Weicrstrass), et cela quel que soit le mode de croissance de f{z) aux alentours du point.
30. Quelques applications des résultats précédents. — Ne considérons plus, dans ce qui suit, que des fonctions f{z) dont les points singuliers à distance finie sont tous algébriques. La série (M2) correspondante convergera dans tout le plan, sauf aux points singuliers, sommets de l'étoile, et représentera fd{z) s"r les demi-droites D.
Appliquons cette remarque aux équations difTérentielles linéaires à coefficients algébriques, et soient !^|, . . ., ^^l^s points singuliers
de l'inléffrale. Si l'on pose Z = • r-r ; r— -> l'intéârrale de-
vient (*) une fonction /"(Z) dont le seul point singulier non algébrique est à l'infini, et qui n'a qu'un nombre fini de points critiques algébriques : le développement Ae f{z) en série (Mo) converge donc dans tout le plan sauf aux points singuliers.
Quand, à la série (M2), on substitue la sévie conj uguée {^\z)j q"i s'en déduit en changeant partout h en — A, la nouvelle série jouit exactement des mêmes propriétés que (M2) à cela près que fd{z) est remplacé partout par/^(;;), valeur de /à gauche de D.
Ajoutons ensemble maintenant, terme à terme, les deux séries (Ma) et (M3), multipliées respectivement par — -t> j)
on forme ainsi une série (M), qui représente /(;;) dans l'étoile A,
et qui, sur les demi-droites frontières, représente -=^^^ — -p^*
En particulier, si l'on prend a =: b^ on obtient une série de la forme
oii les coefficients \ sont réels, qui représente fi^z^ dans V étoile et la moyenne arithmétique de fd et fg sur les demi-droites D.
Appliquée à y/i — 5, celte série représente y/i — x pour x réel et < 1 et représente zéro pour x réel et ^ i .
Si l'on retranche terme à terme les deux séries (M2) et (Ms), on obtient (après division par i) une série de forme entièrement analogue à la précédente, qui représente zéro dans tout le plan, quel que soit f{z)^ sauf sur les demi-droites D où elle représente//—/^.
(*) On peut éviter cette transformation en discutant le mode de croissance de l'intégrale dans le voisinage de chaque point singulier ^.
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31. Parmi les séries (M) de la forme ^^^^^ — '^"^ / — ^i la série
— * "^ \ » que je désignerai par (IM4), esl la plus remarquable*
Appliquons ce développement (M4) à une fonction f{z) qui n'a^ sur Taxe réel, d'autre point singulier que le point -5=1, point algébrique autour duquel deux branches seulement se permutent. La série (M4) jouit alors des propriétés suivantes :
1" Elle converge absolument et uniformément, ainsi que les séries dérivées, sur tout segment de Vaxe réel qui ne comprend pas le point ^ = i ; elle converge vers f{x) pour x < 1
et vers MEI^J^E^ pour x > i {voir le n« 25).
2" La somme G(^) de cette série coïncide donc avec f{x) pour X <i\j et avec une fonction analytique distincte de f{x) pour :r > I . Mais, si Von applique à la fonction G(:r) le développement (M4) en prenant Xq comme origine, l<i nouvelle série (M^) jouit des mêmes propriétés et représente la même fonction G(x) que la première sur tout Vaxe réel (*).
Par exemple, appliquée à F(-c) = y/i — j, [F(o)=+i], la
série (M^) représente -h \/i — x pour a: <; i , et — \/x — 1 pour :c ]> I .
32. Considérons enfin une fonction harmonique V(j:, y^ z)^ uniforme et régulière dans tout l'espace sauf en certains points où elle devient infinie algébriquement (ou moins rapidement qu'une fonction algébrique). La série (M2)7 étendue à trois variables^ converge absolument vers \{x^ y^ z)^ dans tout l'espace réel^ sauf aux points singuliers; elle converge uniformément dans tout domaine intérieur à l'étoile; elle est dérivable terme à terme indéfiniment (sauf aux points singuliers) et les séries dérivées ont les mêmes propriétés que la série elle-même.
( ' ) On peut même former des exemples où la série (M4) jouit de toutes les propriétés énoncées, et de plus converge absolument et uniformément, ainsi que les séries dérivées, sur tout segment de Taxe réel (le point :r = i compris); la fonction réelle G(j?) a donc des dérivées de tout ordre quel que soit x, mais, pour â7 = i, cette fonction et toutes ses dérivées sont nulles, et la série (M4) d'origine x — i est identiquement nulle.
NOTE IL
DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE M. BAIRE.
Par m. Henri Lebesgue.
On Sippelie /onctions de classe i celles qui peuvent élre considérées comme les limites de suites convergentes de fonctions continues.
Nous dirons qu'une fonction y est, à moins de e près, de classe i dans un intervalle I (*) si Ton peut trouver une fonction cp de classe 1 telle que, pour tous les points de I, on ait
Nous dirons qu'une fonction/ est, à moins de e près, de classe i en un point P s'il existe un intervalle, contenant au sens étroit le point P, dans lequel /" est, à moins de s près, de classe i .
Nous dirons qu'une fonction /"est de classe i en un point P si, quel que soit e positif, /est de classe i, à moins de e près, en P.
Supposons que l'on convienne de s'occuper seulement des valeurs de/ — o pour les points d'un ensemble parfait E. Alors les définitions précédentes nous font connaître les conditions dans lesquelles on dira qu'une fonction est de classe i, à moins de e près, sur E ou qu'elle est de classe i sur E en un point de E.
Remarquons encore que si la fonction ^ de comparaison avait été supposée continue dans un intervalle, au lieu d'être supposée de classe i dans un intervalle, nous aurions eu une définition de la continuité en un point déduite d'une définition de la continuité
(') Toutes les définitions et tous les raisonnements qui suivent concernent les fonctions d'une seule variable; il suffirait de très légers changements pour les rendre applicables au cas général.
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dans un intervalle (*) supposée antérieurement donnée. D'ailleurs les raisonnements qu'on va lire sont exactement calqués sur une suite de raisonnements permettant de fonder la théorie des fonctions continues sur la définition de la continuité dans un intervalle, et non pas, comme on le fait le plus souvent, sur la continuité en un point.
I. Toute suite uniformément convergente de fonctions de classe I a pour limite une fonction déclasse i (^).
Soityi,y*aî ••• ^^^ suite uniformément convergente de fonctions de classe i,y sa limite. Soit £| + £.» + ••• ""^c série convergente de nombres positifs décroissants. On peut toujours trouver np tel que, quel que soit q positif, on ait
I fnp fn„-\q [ = -/>»
je suppose de plus que les np croissent avec p. La série
est convergente et de somme f\ ses termes sont de classe i, car la diflérence de deux fonctions de classe i est une fonction de classe I .
Le ^«•^"**' terme (p^o) est la limite, pour r infini, de la suite de fonctions continuesy*'^. Je dis que, pour/? >o, on peut supposer que, quel que soit r, on ait Ifl'^tp. En eflTet, si ^es f ne satisfont pas à cette inégalité, posons
^P=/py quand on a — £,,</J<ep;
Fj=—£p, quand on a fpè^^p',
F];=-i-ep, quand on a ^p*kfp*
Les F^ ont même limite que les/^, car la limite de ceux-ci ne
(*) Celle de la page 27 ou toule autre équivalente, celle-ci par exemple : une fonction est continue dans un intervalle si on peut l'y représenter par une série uniformément convergente de polynômes.
(^) D'après la défînilion adoptée les fonctions continues sont des fonctions de classe i.Si, comme le fait M. Baire, on excluait de la classe i les fonctions continues, il faudrait, dans cet énoncé et dans les suivants, remplacer /o/tc^io/t de classe I p2ir fonction continue ou de classe i.
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surpasse pas e^, en valeur absolue, donc on peut remplacer les/^ par les F'^ qui satisfont à toutes les conditions indiquées. Les/^ étant choisies comme il vient d'être dit, posons
La série ^r est absolument et uniformément convergente, ses termes sont des fonctions continues, la fonction cp;. est continue. Mais cDr tend vers/, quand r croît, car les p premiers termes de Or ont une somme qui tend \evs/„ et les suivants ont une somme au plus égale en valeur absolue à e^ -+- e^+i + . . . .
Ceci démontre le théorème.
Considérons des intervalles I| , la, . . . , en nombre fini ou dénombrable et des fonctions de classe i /tj/o^ • • •? définies respectivement dans ces intervalles, extrémités j^ comprises. J'appelle / la fonction égale ày*| dans Ii, k/2 dans la partie de I^ extérieure à I|, àyi dans la partie de I3 extérieure à I| + I^, etc., je dis que y est de classe 1 . Soiiy* ,y*j^, . . . , une suite de fonctions continues tendant wers fp, Pary'je désigne une fonction continue assujettie aux seules conditions d'être égale à /^ dans I|, à y ^ pour les
points de Ij qui sont distants de - au moins de ceux de 1|, à yj pour les points I3 qui sont distants de - au moins de ceux de
Ii + Iqî • • • • y'^ tend vers y, quand /• augmente indéfiniment, donc y est de classe i dans I| + I2 -H . . . .
Supposons maintenant que cp soit, à moins de e près, de classe 1, dans chacun des intervalles i|, i^, • • •• Cela veut dire qu'on peut trouver les fonctions de classe i y, y^, ..., définies dans I|, I2, . .., et différant de cp de moins de e, donc o diffère de la fonction y, formée comme il vient d'être dit, de moins de e dans I| + Ij -i-. . ., et par suites est, à moins de e près, déclasse 1 dans I| -h I2 + ...
D'après le théorème de M. Borel, démontré page 9, dire qu'une fonction y est, à moins de £ près, de classe i en tous les points d'un intervalle 1, extrémités y comprises, c'est dire que I est la somme d'un nombre fini d'intervalles dans lequel y est de classe I, à moins de e près. Donc :
II. Si une fonction est, à moins de e près, de classe i en tous
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les points d'un intervalle, elle est, à moins de e près, de classe I dans cet intervalle.
D'ailleurs, d'après I, une fonction est de classe i dans un înlervalle si, quel que soit e positif, elle est de classe i, à raoins de e près, dans cet intervalle; car elle est alors la limite d'une suite uniformément convergente de fonctions de classe i, donc :
m. Si une fonction est de classe i en tous les points d'un intervalle, elle est de classe i dans cet intervalle .
Ces deux théorèmes sont encore exacts lorsqu'on ne sait rien relativement aux extrémités a et 6 de l'intervalle considéré.
Modifions, en effet, la fonction donnée f en lui donnant la valeur constante f{a) de — oo à a et la valeur constante f{b) de 6 à -f- 00, elle est alors de classe i dans les deux intervalles (—00, a), (6, +oo).
Si nous supposons qu'elle est de classe i, à moins de e près, en tous les points intérieurs à (a, 6), cela ne sera pas changé par la modification indiquée. Du théorème de M. Borel on déduit facilement que l'ensemble des points intérieurs à (a, b) est l'ensemble somme d'une infinité dénombrable d'intervalles dans chacun desquels y est, à moins de e près, de classe i.
L'intervalle ( — oo, 4- oc) est donc la somme d'une infinité dénombrable d'intervalles dans chacun desquels, après la modification, y* est de classe i, à moins de e près; dans ( — oo, +00), après la modification, y est de classe i, à moins de e près; avant la modification, /"était de classe i, à moins de e près, dans (a, h)] c'est la proposition II, d'où l'on déduit la proposition III.
Des théorèmes II et III ainsi complétés, il résulte que l'ensemble des points en lesquels une fonction donnée y* n'est pas de classe I ne contient aucun point isolé et que, de même, l'ensemble E des points où y n'est pas de classe i, à moins de s près, ne contient aucun point isolé. Par définition f ne peut être de classe i, à moins de e près, en un point P sans qu'il en soit de même pour tous les points assez voisins de P; le complémentaire de E ne peut donc contenir aucun point limite de E, c'est-à-dire que E est fermé, par suite :
IV. fJ ensemble E des points en lesquels une fonction donnée f
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n^ est pas de classe i , à moins de e près, est un ensemble parfait. Je vais mainlenant démontrer la propriélé suivante :
V. La fonction f est discontinue sur E en tout point de E ( * ). Soient I|, I2, . . ., les intervalles contigus à E; d'après II, /est
de classe i, à moins de e près, dans chacun d'eux. Soit ^p une fonction de classe i limite, pour r infini, de la suite convergente des fonctions continues (^'i et différant de/, dans I^, de moins de e. Si y était continue sur E, en un point M de E, la fonction ç égale à 'fp dans I^ et à /(M) sur E différerait de / de moins de e dans un certain intervalle contenant M à son intérieur. En M, / n'est pas de classe i, à moins de e près; il suffira donc de démontrer que <f est de classe 1 pour prouver le théorème V.
J'appelle K l'intervalle ayant même milieu que I^ et tel que
longueur ly, = longueur I{i H — •
J'appelle cp'' une fonction continue assujettie aux seules conditions d'être égale à /^ dans I^, à /J dans Ij, . . . , à /J! dans IJ! et à /(M) à l'extérieur de I, 4- 12 + . . . + ïr. ? est la limite, pour r infini, de «p'"; le théorème est démontré.
J'arrive maintenant au théorème de M. Baire (^).
VI. Pour qu'une fonction soit de classe i il faut et il suffit qu^ elle soit ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait.
La condition est suffisante. Si /n'est pas de classe i,/ n'est pas de classe i, à moins de e près, si e est assez petit, d'après I. D'après II, il existe alors des points où/ n'est pas de classe i, à moins de e près; d'après IV et V l'ensemble E de ces points est parfait et/ est totalement discontinue sur E.
La condition est nécessaire ('). Soit /" de classe i, limite des fonctions continues /, f'^^ /s? ••-. J'appelle En,p l'ensemble
(^) D'une façon plus précise, en aucun point de E, f n'est de classe i, à moins de e près, sur E.
(') Voir Baire, Comptes rendus^ 21 mars 1898 et Thèse, Annali di Matematica, 1899; Lebesque, Comptes rendus, 27 mars 1899; Baire, Bulletin de la Société mathématique de France, 1900.
(^) La démonslration qui suit dilTère sensiblement de celle de M. Bairc^ mais la plupart des raisonnements qui y sont employés lui sont dus. Cette démonstration a été obtenue indépendamment par M. Paul Monlel et par moi.
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fermé des points pour lesquels on a \/n — /,i^^|^c. E étant un ensemble parfait quelconque, donné arbitrairement, j'appelle E„ l'ensemble des points communs à la fois à E, à E«^,, à E„^2» • • •• E,j, étant l'ensemble commun à une infinité dénombrable d'ensembles fermés, est fermé. E est la somme des E^; je dis que Ton peut prendre n assez grand pour qu'il existe un intervalle I contenant des points de E et tel que tous les points communs à I et E appartiennent à E^ (*). Si cela n'était pas, dans tout intervalle 1 contenant des points de E on pourrait, quel que soit n, trouver un point de E n'appartenant ))as à E„ et, puisque E^ est fermé, un intervalle contenant des points de E sans contenir de points de E». Or soit If un intervalle contenant des points de E et pas de points de Ef, soit I, un intervalle, intérieur à If, contenant des points de E et pas de points de E2, etc. On ne peut pas continuer ainsi indéfiniment, sans cela, à Tinlérieur de I(, I^, ..., existerait au moins un point de E qui n'appartiendrait ni à E|,ni à E2, •••• Par suite on peut trouver I, contenant des points de E, et n de manière que, dans I, E et E^ soient identiques. ])ans l^ / el fn diffèrent de e au plus; si F est choisi intérieur à I, contenant des points de E, et assez petit pour que, dans F, l'oscillation dey^soit inférieure à e, l'oscillation de /sur E, dans F, est inférieure à Se.
Ceci posé, Iq étant choisi arbitrairement, contenant des points de E, nous pourrons choisir I^, intérieur à î;,_i, contenant des points de E, et tel que, dans Ip^ l'oscillation de/ sur E soit inférieure k i l p, A l'intérieur de tous ces intervalles I©, I|, ..., existe au moins un point de E; en ce point/ est continue sur E.
En terminant, j'indique une propriété qu'on peut parfois invoquer pour démontrer qu'une fonction est de classe i (^).
VII. Pour qu'une fonction f soit de classe i, il faut et il suffit que, quelque soit z positif y V intervalle que V on considère soit la somme d'une infinité dénombrable d^ ensembles fermés sur chacun desquels f est continue, à e près,
La condition est nécessaire. En effet si, dans la démonstration
(*) Ici, el dans la suite, il s'agit de points contenus, au sens étroit, dans les intervalles indiqués.
(^) Pour plus de détails voir une Note qui paraîtra prochainement dans le Bulletin de la Société' mathématique de France,
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précédente, Eest Tintervalle considéré, cet intervalle est la somme des E^ et, sur E«, f el fn diffèrent de e au plus.
La condition est suffisante. Pour le voir directement supposons que l'intervalle considéré soit la somme des ensembles fermés E^ et que, sur En, / diffère de e au plus de la fonction continue /«. Je prends un ensemble dénombrable Dn de points partout dense sur Ert en ayant soin d'y faire figurer les extrémités des intervalles contigus à E^ (*). Je barre ceux de ces points qui appartiennent à El -f- Ea -h . . . -h En_< et je range les autres en suite simplement infinie, la suite A„(IV1,^, M,^, •••)> d'ailleurs, si un point M a été barré de D^ parce qu'il appartient à E«'(/i'<; n)^ j'ai eu soin de faire figurer M dans D„'.
Je vais construire une fonction continue F^. Pour cela je prends le point ML au moins les p premiers points de A;,_i, au moins les /? premiers points de Ap_2, et ainsi de suite. Je prends dans chacune de ces suites assez de points pour que, si M^ est pris, auquel cas, faisant partie de A^, il ne fait pas partie de T^h-\y les deux extrémités de l'intervalle contigu à E;t_| et contenant Mj, qui font partie de l'une des suites A^.i, h.k-2i •••> A|, soient prises aussi. La fonction continue F^ est définie par la condition d'être linéaire entre deux des points ainsi choisis et, si M^ a été choisi, d'être en ce point égale kfk (M^).
Cherchons la limite de F^j,, quand p augmente indéfiniment. Si R appartient à l'une des suites A, il est évident que F^(R) tend vers y„^(R), /lo étant le plus petit indice correspondant à un ensemble E;, contenant R. Il en est encore de même si R n'appartient à aucune suite A; car, dès que p est assez grand, les deux points servant à la définition de F^ et contenant entre eux R sont deux points S, T de A„^. F^(R) est dès lors comprise entre /„^(S) et/„^(T), quantités qui tendent, quand p augmente, versy),^(R) car y„^ est continue et S et T tendent vers R.
La suite des F^ est convergente, sa limite F diffère de la fonction /de e au plus, donc y est, à e près, de classe i . Puisque e est quelconque, il résulte de I que /est de classe i.
( ' ) A. cause du rôle joué par les intervalles contigus, celte démonstration ne s'applique pas immédiatement au cas de plusieurs variables.
SUR L'EXISTENCE DES FONCTIONS DE CLASSE QUELCONQUE
Par m. Emile Borel.
On peut se demander si la classification de M. Baire n'est pas purement idéale, c'est-à-dire sHl existe effectivement des fonctions dans les diverses classes définies par M. Baire. Il est clair, en effet, que si l'on prouvait, par exemple, que toutes les fonctions sont de classe o, i, 2 ou 3, la plus grande partie de la classification de M. Baire serait sans intérêt. Nous allons voir qu'il n'en est rien; mais il est tout d'abord nécessaire d'insister un peu sur ce que l'on doit appeler une fonction définie (*). Il est, en effet, aisé de voir qu'il existe des fonctions de classe supérieure à un nombre quelconque (fini ou transfini) donné d'avance; car l'ensemble E des fonctions dont la classe ne dépasse pas un nombre donné a évidemment la puissance du continu; et l'ensemble F de toutes les fonctions possibles a une puissance supérieure à celle du continu {-)] l'ensemble F est donc infiniment plus riche que l'ensemble E, c'est-à-dire renferme une infinité de fonctions qui n'appartiennent pas à E. Mais ce raisonnement basé sur les puissances a un grave défaut : il nous apprend bien qu'il y a des fonctions de F qui n'appartiennent pas à E, mais il ne nous donne pas le moyen d^en définir une, c'est-à-dire d'en désigner une de telle manière qu'on puisse la distinguer des autres; en d'autres termes de manière que deux personnes différentes, lorsqu'elles parlent de cette fonction, soient certaines qu'elles parlent de la même.
Le raisonnement précédent ne permet pas d'exclure l'hypothèse où un théorème tel que le suivant serait exact : toute fonction
(^) Voir mes Leçons sur la théorie des /onctions, Notes II et III. (-) Loc. cit.
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effectivement définie est nécessairement de classe o, i, 2 ou 3. Nous allons, au contraire, montrer qu'il est possible de définir effectivement une fonction dont la classe dépasse un nombre donné d'avance.
D'ailleurs, cette définition exigera en général des opérations transcendantes pratiquement inexécutables ; on sait que cette difficulté se présente presque toujours lorsqu'il intervient des processus infinis : séries ou intégrales
Voici comment on peut définir une fonction de classe supérieure à deux; le même raisonnement s'appliquerait à une classe quelconque. Posons
Toute série double de poljnomes peut être écrite sous la forme
Si dans un certain intervalle la série (i) converge', elle définit, dans cet intervalle, une fonction de classe o^ i, ou 2; et toute fonction de classe 0,1 ou 2 peut être définie de cette manière par un choix convenable des Ca^p^y (chaque fonction est même définie d'une infinité de manières, mais cela n'a pas d'inconvénient pour ce qui suit).
On peut, au Tableau des constantes Ca^p^y, faire correspondre d'une manière unlvoque un nombre Un compris entre o et i ; c'està-dire s'arranger de manière qu'à tout nombre Un corresponde- un système de constantes Ca^p^y et à tout système de constantes un nombre m», deux nombres distincts correspondant à deux systèmes distincts, et réciproquemeni . Une telle correspondance peut être réalisée d'une infinité de manières différentes; mais, parmi cette infinité de manières, nous pouvons en choisir une bien déterminée (*). Ceci fait, nous allons définir une fonction /(;r), dans l'intervalle o — i, de la manière suivante : soit Un une valeur quelconque de x comprise entre o et i ; formons la série (i) qui
( ' ) Voir mes Leçons sur la théorie des fonctions, Chap. I.
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correspond à Un d'après la correspondance précédemment réalisée; si pour ^ = w» la série (i) ainsi formée diverge, ou si elle converge et a une somme différente de zéro, nous poserons
si pour a: = W/i la série (i) correspondant à x converge et a pour somme zéro, nous prendrons
f{Un)^ I.
Il est clair que la fonction f{x) que nous avons ainsi définie dans l'intervalle o — i n'y coïncide avec aucune fonction de classe o, 1,2. Car une telle fonction, définie dans l'intervalle o — 1 , est représentable par une série (i) convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre o et i. Supposons, pour un instant, que la fonction f{x) puisse être représentée par une telle série et soit Un le nombre qui correspond au système des coefficients Cûi,p,Y ^^ cette série; pour x = w^ la série converge, puisque Un est compris entre o et i ; or, si la somme de la série est différente de zéro, on a /(un) = o et, si la somme delà série est égale à zéro, on af(un)= I. Il y a donc contradiction et nous avons établi le résultat que nous avions en vue : il est possible de définir effectivement une fonction déterminée dont la classe, dans la classification de M. Baire, soit supérieure à un nombre quelconque donné d'avance (*).
(*) La démonstration précédente prouve simplement que la classe de la fonction définie est supérieure à 2^ mais n'exclut pas la possibilité que cette classe soit un nombre transfini (ou même, à la rigueur, que la fonction définie soit au delà de toute classification, bien que ce ne soit guère vraisemblable). M. Lebesgue, à qui j'ai communiqué celte démonstration, a pu, en la modifiant et la complétant, en déduire la définition d'nne fonction déterminée de classe 3; sa démonstration paraîtra prochainement dans le Journal de M. Jordan.
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