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LEÇONS SDR LKS METHODES
OOXJPLS IDE SOIElSrOES
iKUTiON dëB. NIEWENGLO'WSKI Docteur fts-Scif.NCES
ftK l.A
AVERTISSEMENT
Ces leçons de géométrie moderne contiennent des matières généralement enseignées comme de simples dépendances de la géométrie analytique.
Elles contiennent, en outre, l'application de ces théories aux lignes et surfaces du troisième ordre. On verra combien une telle méthode l'emporte en simplicité sur la géométrie analytique.
Voulant que ces leçons puissent être comprises même des meilleurs élèves de mathématiques élémentaires, je n'ai nulle part supposé connues ni la théorie des déterminants, ni celle des dérivés.
Comme il était nécessaire d'employer le calcul des imaginaires, j'en ai fait l'objet d'une leçon.
Pensant qu'un aperçu sur la géométrie non euclidienne était de nature à intéresser le lecteur, j'ai, à la fin, ajouté une leçon sur ce sujet en la faisant précéder de deux autres nécessaires à son exposition .
Les matières de ces leçons sont généralement étudiées dans les cours de mathématiques spéciales, autant que le permet un programme chargé. Leur place naturelle serait, semble-t-il, dans le cours dit;
2 AVEUTISSIÎMENC
Elémentaires supérieures, qui existe seulement dans certains lycées.
J'ai peu cité de noms d'auteurs, craignant souvent de me tromper dans Tatinljutibn d'une théorie à tel ou tel géomètre.
Les figures sont peu nomljreuses, mais le lecteur peut aisément les construire lui-même, la construction est toujours indiquée dans le texte d'une façon précise.
LE(;o^'s suii les miîtiioues
K LA
PliCMIÈRE LEÇON Usage en géométrie des quantités affectées de signes.
g 1. — Sur une ligne iiidélinie on peut distinguer deux sens diaérents; si, par exemple, la ligne est boi'izonUie, on peut disllnguei' le sens de droite à gauche, cX celui do gauche â di'oite. Clioisissons arbitrairement i'uQ de ces deux sens et donnons-lui le nom de sens positif, on poufra nommer l'autre sens négatif. Gela posé, considiirons deux points A et B sur cette droite ; soit l leur distance. Nous désignerons par la notation AB un nombre précédé d'un signe (quantité algébrique) égal à + £ ou à ~ i, selon que, pour aller de A vers B, on va dans le sens positif ou en sens inverse.
Si pour aller de A vers B on va dans le sens positif, pour aller de B vers A on va en sens inverse. Si donc AD— +(, BA sera égal à - /, de m6me, si AB était égal à - /, BA serait égal à 4- /. On a donc dans tous les cas : (') AB r=-ijA
§ 2. — Puoi'osrrio.N 1. — On. a, quelle que soit la i)osUion des points A B C e« Ugne droite :
AB + BC+CA
En ctïet, supposons d'abord que les trois points ABC soient tels que le sens de A vers B soit le môrao fiue celui de B vers
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Supposons maintenant les points A B G placés d'une iaçon quelconque sur la droite. On peut, par des permutations ou échangea successifs de deux lettres, passer de l'ordre A B C à un ordre quelconque. On peut donc amener les lettres ABC par des échanges successils dans un ordre, tel que te sens de A vers B et celui de B vers C soient le sens positif. Pour démontrer la proposition d'une façon générale, il suffira donc de taire voir que l'échange de deux lettres la laisse subsister.
Or, si dans l'égalité on échange B et C, on aura:
AG + GB+BA^O ou bien AB + BG+ CA =
mais AG=— CA CB— -BG HA = — AB, on a donc en changeant tous les signes:
CA + BG + AB = L'égalité reste donc vraie quand B et G ont été intervertis. Elle est générale.
§ 3. —Proposition II. — .Si A B C D ... G H K L soiil n poinl m ligne droite, on a, quel que soit l'ordre du ces points : C) AB -1- BG + GD -(- ... -|-GH-|-HK4-Kl- + '-A— 0.
D'après la proposilton I ce théorème est vrai pour 3 points ; je vais faire voir que s'il est vrai pour un certain nombre de points, il est vrai pour un point déplus.
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En effet, supposons le vrai pour les points A B C D ... H K on aura ; Ali + ]ÎC + CD + ... + Glî + IIK + KA =0 mais il est vrai aussi pour les points A K L on a rlouo AK + KL + LA = AjoutOQS membre à membre ces deux égalités en remarquant que KA et AK se détruisent. Il reste précisément l'égalité (') à démontrer. SI donc le théorème est vrai pour 3 points, il est vrai pour 4, puis pour»; et comme par additions successives de l'uni té, on peut atteindre un nombre n quelconque, il est vrai pour n points quel que soit n.
§ 4. — Abryisse d'unpûinl. — Sur la droite indélinie qui nous occupe, prenons un point 0, que nous nommerons l'origine ; prenons un point V quelconque. OP s'appellera l'abcisse du point P. Ce sera un nombre positii ou négatil selon que pour aller de vers P on va dans le sons positif ou en sens inverse.
Le point P est complètement détermini5 quand son abcisse est connue, car le signe de cette abcisse indique de quel c6tê il est par rapport à et sa valeur absolue donne la dislance de P au point 0.
§ 5. — Proposition Ul. — Un segment PQ est égal m grandeur et signe à la différence entre l'abàsse du 2" point Q et l'abcîsse du i" point P .
En effet, d'après la proposition (') ou a;
OP + PQ + QO ^ maisQO==-n!J donc OP + PQ— 0Q = C) c'est-à-dire P^ — OQ — OP fci qu'il fnUait dèmontrerj.
§ G. — l'oint qui divise un segment dans un rapport donné. — Soient P et Qdeus points, x^ l'abcisse OP du point P, x, Pabcisse OQ du point Q. Soit x l'abcisse d'un point M, et m le rapport "j^-
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On a 'prop. UJJ PM — .r — x„ MQ = .r, - .y
oii.r(l+.)0=.f„ + m.r,
La formule (') nous sera utile plus tard. Pour Je momont nous nous bornerons à remarquer que m étant connu, le point M est cutièreinent déterminé, il est entre P et Q si m est positif, car alors PM et MQ Font de mfime signe; dans le cns contraire, il est extérieur au segment PQ. si m — 1 on a a; = -- ' ■ ' -' , le point M est alors le milieu de PQ. si m ^= —1 X est infini puisque le dénominateur est seul, ainsi un point M à i'inlini sur une droite est un point tel que ^ — — 1 ou en remplaçant PM par — MP : ^ ^= \ .
Cette remarqne servira souvent clans la suile.
§ 7. — PnoposrtiON IV, — Etant donnés i poinis A B C D en ligne (Iroitc, nn a toujowa la veialion C) AB X CD + BC X AD = AC X iSD.
En effet ab c d désignant les abcissos respectives des points A li C D ona: AB^&-« C\)^d~c BC — c~b Aï} = fl~-a AC — c—a BD = d~b tout revient donc à démontrer que
C'est là une identité facile à vérifier.
Cliaslea donne dans son Traité de géométrie, un grand nombre d'égalités du même genre; mais comme elles se ramonent toujours à des identités algébriques, elles n'offrent pas un grand intérêt au point de vue géométrique.
Nous allons appliquer les principes qui précédent à la trans- 1 de quelqurs relations concernant des points en ligne droite.
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On dit que doux points C et D sont coi porl à deux autres A et li si l'on a :
pREMiicRE PnopniKTiï. — Si C fit D sont conpifiuén par rapport à A ef B, A et D sont conjugués par rapport d C et D,
Fin citct la proporlîon (^ '— ~ ûïj r*^"*^ s'Ocrirc on cliangcaiit
la place des oslrèmes ot des niovens : pV ^~ pii ' ""^ P^'" ^'^
cbangement de signe des 4 termes, — ? ^: _ ---
Or, colto dernière égalité diffère de la première par l'interversion {loB lellres A et C et celle des lettres B et D, elle exprime donc que A et li sont conjugués par rapport à C et D.
- SiO es! le mUicu ih AIî, /« yaUXion
-^^^-^^nnixauià-.
OC = - OA - OC
5 10. - ïni
vaut à:
relation -,'.'.,■ =: -
AC ~ Ali
en ciïet on a CB — - AB — AC DR = AB donc la relation C) peut s'écrire -rr, -_^
- AD fPropoùtlon IIIJ.
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" OU encore --j^ =^ l -\- --■ — lz=0
AU , ATI 2 1 1 1
"" '^ = ÂG + Xd ''^ A-il == AC + aT)'
Quatrième Propriété. — Quand ie point ïi va â l'infini, le point C Oent au milieu de AB.
En effet la relation {') peut s'écrire OC — -^- Ou voit ciuc si OD grandit indéQniment, OC tend vers /.liio. G vient donc coïncider avec le point 0, milieu de AB;
§ 11, ~ On dit que quatre points A B C D ont un l'apport anharmu-
nique égal à m lorsque
TA . IXA _ eu ■ DK ~"'
On voit que si m = — 1 on a la relation ('), qui exprime que C et D sont conjugués par rapport à A et B, ou que A et I! sont conjugués par rapport à C et D.
§ 12. — PnEJïiiiRE PROPHiÉrâ. — Le rapport a/tihaïuionique ABCD ne Khamje pas quand on inteitiei'tit deux des points, pourvu qu'on intervertisse en même temps les deux autres.
Ainsi (ABCD) — (CDAB) = (BADC) = (DCBA).
En effet on a :
(ABCD) — eu ■ Dli ~ DA ■ 1)11 - AD ■ liO -(^"^li) iee autres égalités se démontrent de la môma façon.
S 13. — DËUxiiiMEPROPHUîTi!. — Eninfertiertissantt'ordredespoints, on peut former 6 rapports anharmoniques distincls: ils s'expriment tous au moyen de l'un d'entre eux.
En effet, on sait que quatre lettres ABCD peuvent être rangées de
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24 façoDs diDérentes, cela fait 'Hi rapports an harmoniques, qui, d'après la propriété précédente, sont égaux quatre à quatre, il n'y en a donc que six de distincts, ce sont ;
(ABCD) (BACD) (CISAD) (DISC.4) (BCAD) (BDCA)
Désignons le pferaier par m on a:
^ : ^ = m le second est ~ : —; c'est-à dire -. le troisième
LIi lili l-iA uA m ,
est : ^ : ^1 ; pour l'évaluer employons l'égalité C) fPropr.lVJ
AB X CD + BC X AD i^ AG XBD divisona-eii les deux membres par AGXBD on aura :
AC ■ DÛ ■'"-AG ■ DA
en désignant par ■;. le rapport que nous cherchons, cette égalité donne
— + — — i m-ir u — tna m y. = -^~ .
Passons au 4'" rapport ™ : rîj. Pour l'évaluer prenons l'égalité précédente et divisons tout par BO X AD il vient :
ÇP V ^^ 4- 1 - ^ V ?5 BC -^ AD ■^ ^ ~ Al) -^ BC
ou bien (changeant tous le signes) ;
CD . AD _ . _ _ ÇA . DA _ _
Cli ■ AB ^ ~ CB ■ DIS ~ le rapport cherché est d'onc égal à 1 —m appelons le v Le 5"= rapport est évidemment— ou— ^^— {de la même iaçon que 1 second est —) le 6"° est — ou - , _ ,
six rapports sont 1 1
1 — m 1 — - ■ et
on peut les accoupler deux à deux de façon que leur produit soit é; à 1 ou de laçon que leur somme soit égale à I, ou de façon t[ue somme de leurs inverses soit égale â 1.
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■^ 14, — Troisième PnopHiiôTii. — Soient abc cl les abcisses des quatre points « ? 7 3 quatre variables qui se déduiscut de a b C rf
respectivement, par uiift traasfontiatiou de la forme x = -j —-,
P i + Il c'est-à-dire que :
" pf-^ q ^ P 7 + '/ i'7 + <1 ]) 3 4- 5'
en supposant que m7 — np soit difiiircnt do zijro, lo rapport anharmonique ^ . ,--,-, qm est e.^al a ^ _--.„-_-,-, esl aus., égal <1
La dûmonstration est iaeilo à (aire: on a li'aliovd ;
onadenr.me:b-.-^^!^|^:-^^'^^l
parsuile;^"^':z^^^=^^X ^-^-^^ de même : "—-^ = "—^ x ^'^-"'^'' et par suite, on divîsaat membre à membre
ce qui démontre la proposition.
Voici une des nombreuses applications de cette propriété. Soit s la droite deux points P et Q d'abcisses p et q, et soit « lo rapport -. p le rapport ^j y ie rapport ^, 3 le rapport gj-. On a :
Ce théorème est donc applicable Ici et donne pour le rapport anliani
a — 7 . ^ — 7 ni'iue des quatre poinls l'rxpression ^ ^-- , -jr^-j.
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De mime si nous appi^liiiis '^ non pas le rapport ---- mais le rappoit ^ . j,^ (It elant un aulre point fixe) et ,^ =. ^-^ . j^-^etc, nous nunon. encore la même cspreasion pour le rapport anharmonique.
§ 15.— En terminant cette leçoo, j'indiquerai une locution qui, dans la suite, nous sera très commode. Au lieu de dire que plusieurs droitos sont paralièles, nous dirons qu'elles concourent en un mÈme point ii l'infini. Cela est permis parce que deux droites parallèles à une S" étant parallèles entre elles, on peut dire que deux droites ayant un point commun à rinfini aveu une 3"' ont ce point commun entre elles- On regarde ainsi un point à l'inQui comme étant une direction de droite, .loindre un point A à un point à l'inlini, c'est mener par A une parallèle à une direction donnée. Deux plans parallÈlea devront alors Être regardés comme se coupant suivant une droite à l'infini. Donner une droite à l'infini, c'est donner une direction de plan.
A l'aide de ce.s locutions, on peut dire que deus droites dans un mémo plan se coupent toujours, qu'une droite et un plan se coupent toujours. Cela simplifie les démonstrations, car ayant examiné le cas oii plusieurs droites concourent, nous n'avons pas à examiner celui où elles seraient parallèles.
DEUXIKME LEÇON
Théorèmes relatifs à la projectivité du rapport anharmonique
§ 16. — Ce qu'on jiomine projectivité du rapport anharmonique consiste dans la propositionsnùisnte, l'une iks plus inifioridnlus de la néométiie modeiiie:
Si l'on coupe par une droite D un laisccau de quatre droites passant par un mûtne point S, le rapport anharmonique des quatre points A B C D où la droite D rencontre ces quatre droites, reste constant quand on déplace la droite D.
Voici une première di! mous t ration très simple de cette proposition.
Menons par le point B une parallèle n AS qui coupe SC en G,, SD en D,.
He la similitude des triangles SCA, BC,C, on déduit: Q]^^c,Ii' Delà même similitude des triangles SDA BD,D on déduit de môme : et par conséquent, en divisant membre ù membre les deux
CA . DA
DiB ,
(égalités précédentes ■ ôë i pT, — c"g H "^st lacile de s'assurer que cette égalité a l)ieu lieu en tenant compte des signes; or le second meuibre est le mémo quelle que soit la sécante AlîCD,
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§ 17. — La démonstration suivante de la même proposition a l'atantage de fournir l'expression du rapport anhai-inonique en fonction des angles du faisceau S A B C D.
Désignant pai- /i la distance du point S à la droite AliCD, on a :
Axre SCA — CA X -9- et d'autre part : Atve SCA ^ j-
en égalant ces2valeucs del'aireSCAon trouve CA^: — r — Si» CSA: on aura de même : CB :^ —z — Sin CSB d'où, en divisant membre à membre :
ision :
CA. . DA _ CB ■ DU
Quant aux signes des deux membres, on s'aSsure qu'ils sont les mêmes en remarquant que si CA et GB sont de même sens, c'est que le sens de rotation amenant SA sur SC est le même que celui par lequel on amène SB sur SC. C'est alors que Sin CSA et Sin G3B ont le même signe. On remarque aussi que ce signe ne change pas quand on remplace un angle pai son supplément.
(A DA. , > , . Sin CSA , Sin DSA
Des lors ^ et ôb «"^t !e même signe que g^^-^gg et ^^^
la proposition est aloi« démontrée.
La proposition qui \ lent d être démontrée est liée intimement à une autre propriété du lappoil anliarmonique, dont nous avons parlé au chapitre précédent.
Nons avons vu quesiVon posey ['w^'-^-T^ -, on a :
[Whr fM ■ AL-I -.m - !i^ ï • '^J
§ 18. — Proposons-nous de résoudre la question suivante : sur deuï droites D et D' on fait correspondre les deux points M et M' tellement choisis que la droite MM' passe par un point fixe S, à chaque point M sur la droite G correspond sur l'autre droite D' le point M'. On e de trouver la relation entre les abcisses des points M et M',
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comptées sur cliacune des droites â partir de deux [loiii Irairement choisis.
Soient ABC trois points de D, A' B' G' les points sur D', de sorte que A V BB' GC passeai par S. On ; proposition [ondamentyle.
MA . CA
Ml! ■ eu ~ M'U' ■ C'I3' Si ab c X sont les abcisses des points ABC M, . points correspondants A' B' C M' , on aura :
[■respondants a d'après la
jn tirant x', de cette équation, on a une expression de la lornic i' ^ - ■ - ^ Si inversement oa savait qu'il existe entre x et x' une 'dation de cette lorme, la propriété londamentalo se démontrerait à l'aide de la proposition du § 14, rappelée ci-dessus. Or il est lacile de prouver l'existence de cette relation, ce qui constituera une troisième démonstration du principe foudamenlal. Soit l' le pied de la perpendiculaire abaissée de S sur D, Q' celui dû la perpendiculaire menée de S sur D' ; en clinisissant un sens pour compLer les angles on a en grandeur et signe :
et d'autre part on aura en posant PSQ' — « : Q'S'M' - „ tg Q'SM' -- ta PSM
1 + tg PSM m (J'âW'
l'M.JJM' SP'.SQ'
appelons p q les quantités SI', SQ . lï I) les abcisses de P et Q', x,
les de M et M' on a ; (y « = -J^'j^_l^;^l^f^-
équation qui, résolue par rapport à œ' a bien la forme annoncée.
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§ 19. — Raitort amiarmom!jue du quathe plans. ~ Considérons quatre plans P, P, P^ P., se coupant suivant une même droite L et soient deux droites A et i', la première coupant les quatre plans en A D C D, la seconde loa coupant en A' D' G' D'. Je dis que les rapports anUai'moniques (A B C D) (A' B' C D') sont égaux. Prenons en elîet sur la droite L deux, poinis S et S'. Les deux plans Si, S'i' se coupent suivant une droite w, rcnconlraot les quatre plans en « p y S. Et puisque la droite s. est à la lois dans le plan Si el dans le plan S'i', les points a fi'/ S sont â la fois sur les rayons du faisceau S (ABCD) et sur ceux du laisccau S (A'B'C'D') on a donc dans le laisceau S (ABCD).
(AliCD) = {«%■/ n) (§ f6)
et dans le faisceau S (A'B'C'D')
donc (AliGD) = (A'B'C'D') ce qu'il tallait diSmontrer.
Le rapport anliarmonique (ABCD) se nomme le rapport aiiliaimooique des quatre plans. En supposant que la droite i soit perpendiculaire à la droite L et en appelant par exemple P, Rj l'angle des deux plans P, Pj on voit que :
1 P. Pi
§ 20 — CoNsyquEKCEs uu tuéouèhe ro,\ dament al. — 1° Si dein systèmes de quatre points en li^ne droite ABCD AIl'C'D' ont un point commun A et si les rapports anharmoniques fABCDJ (ABCD' l «owï hjaux, tes droitex lïB' et Dff concourent en un même point.
Désignons par S le point oCi se coupent BB' CC DD' par D, le point ou SD' rencontre la droite ABCD. Dans le faisceau S (ABCD) coupé par deux droites, on a (§ 16) (ABCD,) — (AB'C'D') et comme par hypothèse (ABCD) — (AB'C'D'), il en résulte (ABCD) — (ABCD,) c'esl-à- C.V DA CA DiA ,, , DA D,A . ,0 c, . -,
*" ci ■ M = cS ^ d7b i ■> <»' 65 = d7b ' "•"' '§ *' '•" I»""'
D el D, coïncident. SD' et SD coïncident donc et par suite DD' passe par le point S fce qu'il fallait démontrerj.
§ 21. — 2* Soient quatre droitres a^yS passant fMV un même point, c'est un faisceau de quatre droites. Si deux faisceaux de quatre droites «pyS «jS^S ont un rayon coinmun a, si les rapports anharmoniques, ["PyS) («P7S) sont égaux, les points derencontrede ,5 et ^' de 7 et dey et de S et S' sont en ligne droite.
Soient et 0' les sommets des deux faisceaux, P le point ou ^
coupe ^', Q le poiat ou 7 coupe 7', PQ coupe S en R, et S' en R, A. le point
0(1 PQ coupe a. Le rapport anharmonique du 1"' faisceau est {APQR,)
celui du second est (APQR^) donc (APQR,) — (APQR,) ou ~ : |i^ ^
(JA . H,A HsA R,A , , - , n m V -j i \
jj^ ■ j,-p doft p p — p-.j donc les points R, et Rj coincident, donc
S et 3' coupent PQ au môme point, ce qu'il fallait démontrer.
Applications des deux principes précédents
!S TRIANGLES HOMOLOoiQUES. — Cousidérons deux friawj/i€s ARC,A'B'G'. J'appellerai toujours dans ce qui mil a le point de
î de BC et B'C, p celui de CA, C'A', y celui de AB, A'B', p (a droite AA', Q la droite BB', R ta droite GC. On a alors ta double proposition suivante :
Si p, Q, R concourent en un môme point S, », ^, y, sont sur une môme tiroite L, et rcciproqueui^ii!.
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Supposons d'abord qua P Q R concourent en S ; soiant D et IJ' les points où P coupe BC et B'C, les droites PQU et Sa sont coupées en DBC« par BC, en D'B'C'h, par B'C'donc(DBC«)=(D'B'C'tt);dèslorsies deux faisceaux A(DBC-') A'(D'B'C'ft) ont môme rapport anhavmo- BÎque, et la droite P qui contient A,DiD' étant un rayon commun, AB, A'B', AG, A'C, Ah, A''/, se coupent en trois points en ligne droite; w § 7 sont donc en ligne droite (ce qu'il (allait démontrer). Supposons ensuite que k ^ y soient sur une mt'me droite L, il en résultera que les deux iaisceaux A(DBC*) A' (D'B'G'w) auront tous deux pour rapports anharinonique H y |5 «, H étant le point ou ADD' coupe L ; donc DB(; « — D'B'C «, donc DD' ou AA', BB', CC sont concourantes ('ce qii'il fallait dértiontrerj .
Lorsque deux triangles sont dans les conditions du théorème précédent on dit qu'ils sont homologiques, S est le centre d'homologie, L l'axe d'homologie. Nous étudierons l'homologie dans un chapitre spécial, nous hornant pour l'instant à faire connaître deux propriétés des triangles homologiques.
§ 23. ~ Théorème. — Si deux trimaks ABC, A'B'C, sont iiomologiques d'un troisième A"B"C" avec le même axe d'homologie, ils sont aussi homologiques entre eux et les trois centres d'homologie de ces trois ti-iangles pris dmx d deux sont en ligne droite.
Pour le démontrer, je remarque d'abord que AB coupant l'axe d'homologie L en y, A'B' le coupe aussi en 7, ainsi que A"B" parceque AB et A"B" doivent se couper sur L ainsi que A'B' et A"B". Do inÊme BC B'C B"C" coupent L au même point «, CA C'A' C'A" coupent L au même point jS. Ce;i lait voir d'abord que les deux ligures ABC A'B'C sont homologiques puisque leurs côtés correspondants se coupent en 3 points a jS 7 situés sur une même dro
oite L.
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Consiilérons maintenant le triangle AA'A" et le triangle liB'B", les lignes AB A'B' AB A"B" A'B' A"B" concourent en y. Donc ces deuï triangles sont bomologiqucs, donc AA' et liB' AA" et BB" A'A" et B'15'' se coupent en 3 points i", l\ P, en ligne droite, or Pa est justement le centre d'boraologie de ABC A'B'C, P, celui de ABC A"B"C', P, celui de A'B'C A"B"C"; le théorème est donc démontré.
TEiÉoRiîME. — Si deux triangles ABC A'B'C sont ho m o logiques d'un traisième A"B"C", avec le même centre d'homologie, ils sont aussi liomologiques entre eus et les trois axes d'homologie de ces trois triangles pris deux à deux concourent au même point.
En premier lieu les pointa A et A' étant en ligne droite tons les deux avec A" et le centre S d'homologie, la droite AA' passe par S. De mômeBB' et CC passent par S, ce qui prouve que ABC et A'B'C sont homologiques.
Considérons maintenant le triangle formé dea droites BG, B'C, B"C" et le triangle lormé par les droites CA C'A' C'A" ; le point C où se coupent BC et CA, le point C où se coupent B'C et C'A', le point C" oîi se coupent B"C' et C'A" sont par hypothèse sur la droite SC, donc les deux triangles considérés ci-dessus sont homologiques puisque leurs côtés correspondants se coupent sur SC ; donc la droite joignant le point de rencontre de BC et B'C au point où se coupent CA C'A', celle qui joint le point de rencontre de BC B"C" au point où se coupent CA C'A"-, celle qui joint le point de rencontre de B'C B"C" au point oCi se coupent C'A' C'A" concourent. Or ces trois droites sont les axes d'homologie des trois triangles donnés pris deux i\ deux ; le tliéorème est donc démontré.
§ 24. — 2" Faisceaux HAnMOSiQUEs, PnopniiiTÉ i QOADBiLATÈHB COMPLET. — Si Ig rapport (whaiinottîqtie d'.un faisceau
S(ABGD) est égal à — 1 , on dit que te droites SA et SB sont conjuguées l'une de l'autre par rapport à SC et SD, ou bien que SG et SD sont conjuguées par rapport à SA, SB. Dans ce cas une sécante quelconque coupe les droites en quatre points conjugués Mi-moniques .
Supposons que dans le rapport fyi : ^v, , CA et DA croissent indéfiniment le point A s'éloignant ; jt'^ aura pour limite l'unité, car CA CD 4- DA , , CD CD , . „ CA DA
_ ^ —^^~ ^ 1 + Di «^ ID ^^"'^ ^"^ ^"''- ^™*= CB ■ Dli lend vers ™ . Si donc dans une division harmonique le point A est à l'infini on aura p.,^^ —1 ou CB = lîD. Lo conjugué do A asl lo milieu de CD.
On reconnaîtra donc qu'un faisceau est harmonique à ce qu'en menant une parallèle à SA, le point où elle coupe SB est le milieu de ceux où elle coupe SC et SD.
§^. — Etant données troin dioiles SA, SC et SD, proposons-nous de construire ta droite conjuguée de SA par rapport à SG et SD.
Par un point A pris arbitrairement sur SA menons deux sécantes AGD AG'D'qui coupent SG et SD la première en C et D la seconde en G' et D'.
La droite cLerchée doit passer par S, par le point B conjugué de A par rapport à G et D, par le point IV conjugué de A par rappoi't à C et D'. Soit T le point où se coupent DC' et D'G, les points B
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et B' étant conjuguas de A par rapport ù C et D et par rapport à G' et D' sont sur la droite conjuguée de TA par rapport à TDC, TD'C, donc la droite BI!' passe par T. Cette droite est donc la droite ST.
Considérons! l'ensemble des quatre droites SDD' SCC TDC TD'C, ces quatre droites lorment ce qu'on nomme un quadrilatère complet, ST, CD et CD' sont les diagonales ; on voit donc que dans un quadrilatère complet chaciue diagonale est divisée liarmoniqiiement par les deux autres.
En faisant jouer à S le rôle de A et à A le rôle de S on verrait que T et S sont conjugués par rapport à B et B'.
On donne quelquefois aux diagonales d'un qiiadriiatùro complet le nom de faux côtés.
La figure formée de quatre points D C D' G' s'appelle un quadrangle complet, A S et T sont les faux sommets. Il résulte de ce qui précède, que les 3 faisceaux S(ATGD),T{ASCD), A{STGG') sont liarmoniques ; , donc, dans un quadrangle complet, les droites joignant un faux sommet aux deux autres sont divisées harmoniquemenl par les côtés qui aboutissent à ce faux sommet. U y a dans un quadrangle complet six côtés (CD, CD', ce, DD' CD' DC) de mémo qu'il y a six sommets dans un quadrilatère complet.
§ 26. — Avant de passer aux applications qui vont suivre, je vais
démontrer une propriété du rapport anharmonique,
.. CA . DA OA . D'A Supposons que. Ion ait cB ■ n!) ~ GB ' Dit
, ,. . CA . OA DA . D'A cette relation peut s écrire ^B ■ c'a ^^ DB ■ D^
c'est-à-dire que l'égalité (ABCD) — (ABC'D') entraine (ABCO— (ABDD') En joignant les points A B C D à un point S on a une propriété analogue relative au rapport anharmonique de deux faisceaux ayant deux rayons communs.
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Propriétés des hexagones de Pascal et de Brianchon. Remarques sur la dualité.
§ 27. — 1" Hexagone be Pascal. — Soil un hexagone dont ies sommets sont A B G D E F. Nous désigaerons par AB la droite allant de A en lî, pai' A(GDEF) le faisceau de sommet A tormii des droites AG AD AE Al^ Cet hexagone sera dit de Pascal si l'on a l'égalité
(') A(CDEF} — B[CDEF)
dans cette égalité, les sommets A et B jouent un rôle particulier ; je dis qu'on peut faire jouer ce rôle à deux sommets quelconques; je vais démontrer d'aliord que l'égalité ('} entraîne la suivante :
(=) G (ABE[^):^D(ABEF)
En elîot, supposons que AC coupe EF en «, AD coupe EF on jS, BC coupe EF en 7, et BD coupe EF en 3, l'égalité C) entraîne (en coupant par EF)
(') («,SEF)=(î5EF)
ou on vertu de la remarque faite ci-dessus (') (nEF)=:(,5SEF)
d'où C (!'.7EF) = D (i55EF) maisCc-, C7 D,S DS sont prQcisémcnt G\ CD I1A DB; donc;
(') CCABEi') = D (ABEF)
ce qui démontre la proposition.
On aura aussi (") A(BBEF)= G (BDEF)
en effet, d'après ce qu'on vient do démontrer, l'égalité (') en traînera
E (BDAC)=: F (Bl)AC)
et l'égalité iiréeédente cntraincra l'égalité ('■}
§ 28. — Hexagone DiilJiUANCHON.— Soil un hexagone dont les côtés sont A B C D E F. Nous désignerons par AB le point de renconlr.e de A et de B, par A (GDEF) le système de points situés sur la droite A lormé des points AC AD AF. Cet hexagone sera dit de Brianchon si l'on a l'ego lité.
('] A (CDIÎK) = B (CDEF)
Dans celte égalité, les cotés A et B jouent un rôle particulier. Je dis qu'on peut faire jouer ce rôle à deux côtés quelconques. Je vais démontrer d'aljord que l'égalité C) entraîne la suivante : (") C (ABEF) = D(âBEF)
Un elTet, supposons que la droite qui joint AC à EF soit «, celle qui joint Al) â EF soit ^3, celle qui joint BG à El"' soit y et celle qui joint BD à EF soit S- L'égalité P) eotraino {en joignant au sommet EF)
ou en vertu do la remarque laite ci-dessus
C) («ïEF) = (f,^ EF)
d'où G [«yEF) — D(f;5EF)
mais les points C« Cy D,3 DS sont précisément CA CB DA DB.
(»] donc C (ABEF) — I) (ABEF) rn qu'il fallail démontrer/
on aura aussi
(') A (I!DE1'') = C(DDEF)
En eilet, d'après ce qu'on vient de démontrer, l'égalité (') entraînera
E (BDAC)= F (BDAC) et cette dernière égalité entraînera l'égalité (').
En comparant les deux propositions précédentes et leurs démonstrations, on voit qu'elles se translorment l'une dans l'autre en changeant la signification des lettres, do telle sorte que ce qui désignait des points dans la première, désigne des droites dans la seconde et inversement. Deux pareilles propositions sont dites corrélatives. Voici encore deux
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propositions corrélatives, relative I'q l'autre à un hexagone de Brianclion.
hexagone de l'ascal,
s [)oioLs de rencontre dns
S 29. — 1° Dans un hexagone do Pascal côfés opposés sont en ligne droite.
C'est-à-dire que si nous numérotons les côtes AB 1 , BC 2, CD 3, DE 4, EF S, FX G ; 3 le point a où se coupent 1 et 1, le point ^ où se coupent 2 et 5, le point 7 où se coupent 3 et 6 sont en ligne droite.
Prenons les sommets A et C (pii ne sont ni opposés, ni conséculits ; de ce que l'hexagone est de Pascal, on déduit :
(') A(BDEF) — C{BDEF)
AB coupe par hypotliûse DE en c, AD coupe DE en D, AE coupe DE en E, soit M le point où AF coupe DE, on aura
O Â(BDEF) = (aDEM)
dei môme CA coupe EF en ^3, soit N le point .où CD coupe EF, CE et CF coupent EF aux points E et F, donc (') C(BDEF) = (.'îNEF}
Des égalités (') {") et C) on déduit; (') (-yDEM) — (.^NEF)
le point E étant commun à ces deux divisions, a.p, D.V, MF se coupent au môme point. Or, N est sur CD, DN c'est CD, de même M est sur FA MF c'est A F, le point de rencontre de DN et MF e:it donc ■/. doue ^,5 passe par y {'ce qu'il fallait dhnontrerj .
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§30. — 2" Dans un liexagonc do Brianclion loa droites joignant les somiiicta opposés conraarciit on un mêms point.
I C'est-à-dire C[ue si nous numéro-
tons les sommets : .ABl BQ2 CD3 DE4 Kl'' 5 TA 6, la droite « qui joint 1 et 4 ia droite p qui joint2 et o, la droite'/ qui joint 3 et 6, sont concourantes.
Prenons les oûtéa A et C qui ne sont ni opposés ni consécutifs.
De ce qne l'hexagone est de Brianclion, on déduit:
O A (BDEF) — G(BDEF)
La droite joignant AB à DE est par hypotliÈso a, la droite qui joint AD à DE est D, la droite qui joint AE à DE est E, soit M la droite joignant AF à DE, on aura ; f») A(1!DEF) — (cUEM)
Do même la droite joignant CB ù EF est ^^, soit N la droite joignant CD à EF, les droites joignant CE et CF à EF sont E et F ; d'où {') C (BDEF) ^ (SNEF)
Des égalités [') (') et (■') on déduit
U DEM) = (.S-NEF
La droite E étant commune à ces deux faisceaux, les points Bp, DN, MF sont on ligne droite, or N passe par CD, DN c'est CD, de mfime M passe par AF, MF c'est AF, la droite joignant MF à DN est donc y, donc le point h p est sur y (ce qu'il fallait démanti'ev] .
§ 31. — Nous terminons ce chapitre par la construction du point qui, associé à 3 autres, donne un rapport anliarmonique égal à un rapport anharmonique donné. Cette construction peut se faire avec la règle seule.
Soient ABCD quatre points en ligne droite, A' B' et C trois autres points (igaleinent en ligne droite, on proposn de construire le point D' tel que (ABCD) = (A'B'C'D'J .
Nous supposons d'abord que lus points A'B'C no sont pas sur la droite ABCD.
Si l'on considère les deux faisceaux A ' (ABCD) et A(A'B'C'D') ils ont un rayon commun AA' et leurs rapports anharmoniqucs doivent ètr* égaux. Pars'uilesi « est le point de rencontre de A'B et deAB', ;î celui de A'C et de AC 7 celui de A'D et de AD', h [i y doivent être en ligne droite, comme le point D' est seul inconnu, le point 7 sera donné par l'intersection de î<,'5et de A'D; enjoignant Ay on aura la droite AD' qui coupe A'B'C au point D' clierché.
Supposons maintenant que A'B'C soient sur la droite ABCD; prenons un point S quelconque ; joignons SA SB SC et SD ; et coupons ce faisceau par une droite quelconque, on aura ainsi quatre points A, B, C, D, et on aéra ramené au problème précédent.
Il j a d'autres constructions ; ce qui précède a seulement pour ))ut de montrer que la construction est possible avec la règle seule.
TROISIÈME LI'ICON
Pôle et polaira par rapport à un cercle;
Polaire réciprociuss dans le plan ;
Pôle et plan polaire par rapport à une sphère;
Polaires réciproques dans l'espace ;
Dualité.
§ 32. — A cliaque point A du plan, nous allons laire correspondre une di-oile do la façon suivante. Désignons par un point fixe c[ue nous nommerons lo cmtre; par k une certaine constante. Joignons A au point et sur !a droite OA, preaons le point P tel que l'on ait en grandeur et en signe, OP X OA ;^ k, enfin par !e point P menons uae droite D perpendiculaire à OP. C'est cette droite que nous ferons correspondre au point A. Nous la nommerons polaire du point A, et le point A s'appellera pôle de la droite D. Remarquons que si k est positif, A et P sont du mèms côté du centre 0, mais qu'ils sont de côtés différents si k esinégatif.
^ 33. — 1" Si la polaire d'un point A passe par un point B, la potalre du point B passe par le point A,
Construisons, comme il est dit ci-dessus, la polaire 1) de A, qui est perpendiculaire sur OA et coupe OA en P. Supposons qu'eile passe par B. Joignons OB, menons du point A une perpendiculaire sur 0B_ rencoQtraut Olïau point Q. Je vais démontrer queAQ est la polaire de lï; il ïaut pojir cela taire voir que OQ X OB := k.
Or, les deux triangles OPB, OQA, tous les deux rectangles, ont un angle aigu égal. (Si jt > ils ont un angle aigu commun, si ^' < leurs
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angles en sont opposés par le sommet.) Ces deux triangles étant
semblables oa a ^ ^ |? ou OA X OP = OB X OQ
Or le premier membre est égal à k par hypothèse; on a donu :
OB X OQ = fe En outro si A; > 0, 013 et OQ sont de même signe, ils sont de sifini;s contraires si fc < 0, l'égalité est donc vraie en signe, Ce qui démontro la proposition.
■ On peut déduire de cette proposition les deux coroHaîres suivants. Soit D uue droite passant par un point A, B le pôle de D, i la polaire de A. Si D toarno autour de A, B décrira la droite lixe A. Si A décrit D, A tourne autour de B. Par conséquent, si un poiat décrit une droite, sa polaire tourne autour d'un point fixe, pùle de cette droite. Si une droite tourne autour d'un point, son pôle décrit une droite polaire de ce point.
§ 34. — 2™ Le rapport anhavmonique de quatre points en ligne droite est égal à celui de leurs quatre polaires.
En effet, soient A B C D quatre points sur une droite a. ,/ ■; y ,1 juurs quatre polaires, qui passent par le pôle P do A, on a
{ABCD):::0(ABCD) or le faisceau (ABGD) s'obtient en taisant tourner d'un angle droit celui des quatre polaires, et le transportant ensuite parallèlement à lui-môme. On a donc:
(ABGD) = (m [^y S) donc (ABCD) — (« ,ft ^ 3) (ce qu'il fallait démontrer) .
' Quand la constante K est positive, posons K ^ ït', et considérons un cercle déctit de comme centre, avec R pour rayon.
Soit A un point, D sa polaire, et B un point de cette droite, choisi de laçon que AB coupe le cercle on P et Q. Je dis que P et Q sont conjuguée harmoniques par rapport A et B.
Menons BE perpendiculaire sui- AO, OH perpendiculaire sur AE de façon que H est le milieu de PQ.
Les triangles EAE AOH ayant on angle aigu commun sont semblables, et l'on a ;
AIÎ _ AO
a"ë ~ Ali
ou bien ÂO X AE — AB X AH, et cette égalité a lieu aussi en signe.
Remplaçons AE par OE — DA, AB par HB — IIA; l'égalité précédente
deviendra ;
OA [OA ~ OEj = HA [HA - IID] comme OA X OE = B' et que OA' — HA' = OH' il vient : HA X HIS — H' - OH' Si commeon l'a supposé onaH> OH, on a aussi B' — OH' =111" et par suite HA X HB r:: HP'.
Ce qui démontre la proposition.
Si la droite no coupait pas le cercle, on aurait tout de mi^oïc la relation :
HA X HB = R' - OH' nous dirons encore, et ceci devra être considéré jusqu'à nouvel ordre comme une simple locution, que les points A et B sont conjugués par rapport aux deux points imafi'mciifes oh la droite AB coupe le cercle. Ce n'est là qu'une manière d'énoncer l'égalité précédente.
g 36. — Cas ou la constante k est nbûative. ~ Si la constante k est négative, on peut poser k^= ~h^. Elevons au plan de la ligure par le point une perpendiculaire OS égale à h. Soit A un point, D sa polaire, P le point où OA rencontre D. D'après l'hypothèse on a OA X OP — — ft', ce qui prouve que io triangle ASP est rectangle en S. Comme OP est perpendiculaire sur D, il en est de môme de SP d'après le théorème des trois perpendiculaires. SP étant perpendiculaire sur D, le plan SOP (et par suite sur SA situé dans ce plan) est perpendiculaire sur D. Donc le planSD est perpendiculaire àSA,
La droite D se déduit donc du point A par la construction suivante :
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On joint AS et par S an mène un plan perpenclioulaire à cette droite ; ce plan coupe, suivant la droite, D, le plan de la figure.
§ 37. — Courbes POL.vmEs iiéoiproques. — Considérons nne ligae brisée polygonale dont les sommets sont A B C D, et soient «SyS les polaires de ses sommets ; le point «,5 où se coupent les droites «et (5 étant à la lois sur la polaire de A. et sur celle de B, a pour polaire la droite A8 (§33), Ces polygones ABCD K^ïyS sont réciproques. Les côtés de l'un ont pour pôle des sommets de l'autre, et inversement.
Au lieu d'une ligne brisée, considérons nne ligne courbe C ; menons la tangente en A à cette courbe, soit A, son pôle. Quand A se déplacera sur ia courbo C, le point A décrira une certaine oouri)e C, . Je vais démontrer que !a tangente à G, au point A, a pour pôle le point A. Enedet, soit Bun pointvoîsiadeA,B,lepôlede la tangente en B, D le point où se coupent les tangentes en A et en B. Les tangentes en A et B passant par D, la polaire de D passe par les pôles A, et B,, de ces tangentes, c'est donc A,B,. Quand B vient en A, il en est de même de D un point d'une courbe pouvant être considéré comme le point d'intersection de deux tangentes infiniment voisines. Alors B, se rapproche de Aj, et la droite A, B, devient la tangente en A,, qui est ainsi la polaire de A (position limite de D).
(Nous nous appuyons sur ce fait facile à constater que la position limite de la polaire d'un point est la polaire de !a position limite de ce point).
Les deux courbes C et G.'se nomment deux courbes polairen réciproques.
§38. — PoLAiBERKciPROQiiE n'vs GÉnçLE. — Nous démontrerons d'abord le théorème suivant :
Le rapport des distances de deux points A. et h au centre est égal au rapport des distances de eltaoun deces points à la polaire de l'autre.
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Soit Pie point où la polaire do A rencontre OA, Q celui où la polaire de lî rencontre OB,on a : OA X 0P= \\\ OB X OQ ^ I!'.
Du point B menons RM perpendiculaire sur la polaire de A, el la coupant en M; menons de même AL perpendiculaire sur ia polaire de B et là coupaDt en L. Enfln supposons que la parallèle menée par A à la polaire de B coupe OB en H, et que la parallèle menée par B à la polaire de A coupe OA en K. De cette façon ALQII, BMPK sont des rectangles, et l'on aura (§ 4)
OP = OK - PK Or PK ^ MB comme côtés opposés d'un rectangle, donc OP = OK — MB pour la même raison, OQ ^= OH — LA .
La relation OA X OP = OB X OQ donne alors :
OA X lOK - MB) ^ OB [OH - LA] Mais les triangles rectangles semblables OBK, OAII donnent : ol ~ ÛK °" OA X OK — OB X OH (ceci a lieu aussi en signe) il reste donc dans l'égalité précédente :
OA X BM = OB X AL ou encore :
OIS~ liM
ce qu'il fallait démonlrer.
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§ 33. — Considérons maintenant un cercle de ceolie G eL de rayon a : soit ï une tangente, i la polaire de G, M le pôle de T. Désignons par le signe M, i la distance du point m à la droite à. On aura d'après le lemme ci-dessus :
OB
OC
— - est une constiinie que nous désignerons par e. Le lieu cherché, polaire réciproque du cercle G est donc le lieu des points dont le rapport des distances à un point fixe et à une droite fixe 4 est égal à une constante e.
Nous verrons plus tard qu'une telle courbe est une section conique. est un foyer, 4 une directrice, e l'excentricité.
On peut voir dans quel cas la courbe a des brandies inlinies. On voit sans peine que si 1 vient passer par 0, le point M s'éloigne à l'infini dans une direction perpendiculaire à T.
Or si est extérieur au cercle G, deux tangentes T passent par 0, il y aura donc sur la courbe deux points à l'infini. Il en sera ainsi si OC > a ou e > 1. Si OG = a, {ou e — 1) les deux directions se réduisent à «ne seule. Si e < 1 il n'y a plus de tangentes issues de S C, partant plus de branches infinies. On a ainsi les trois formes de sections coniques, hyperbole, parabole, ellipse.
§ 40, — PoLË ET PLAN POIJIIBE PAR RAPPORT A ONE SPHÈRE. —
Donnons-nom ■maintenant dans l'espace un centre et wne constante K; à tout point A de l'espace nous feions correspondre un plan P de la fiteon suivante.
Prenons sur OA un point H, tel que OH X OA^^K, (on grandeur et signe) et par ce point nous mènerons le plan P per-
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pendiculaire sur OH. Le plan l* ainsi construit seia le plan polaire de A.
Si on mùnc par OÂ un plan quelconque, il coupera le plan P suivant une droite D, perpendiculaire à OH, de sorte que dans ce plan D sera ia polaire de A. Cette propriété permet de ramener l'étude du plan polaire à celle do la polaire dans le plan. Ainsi :
i° Si le plan polaire d'un point, A passe par wn point D, Je plan polaire de B passe par A; en ellet le plan AOIi coupe le plan polaire suivant deux droites qui sont lea polairÈs respectives de A et de B, et l'on est ainsi ramené à ce théorème démontré antérieurement, que si la polaire de A passe par B, celle de B passe par A.
§41.-2" Supposons que plusieuis points soient en ligue droite sur une droite D, il est facile de voir ce que sont leurs plans polaires. Us sont d'abord tous perpendiculaires au plan OD puisque chacun d'eux est perpendiculaire à une droite de ce plan ; de plus si de on abaisse une perpendiculaire sur D, qui coupe D en K, et si on prend sur cette droite le point L tel que OK X OL — k lea plans polaires passeront tous par L, parce que le plan polaire de L contient D ; tous ces plans passeront donc par une même droite menée par L perpendiculaire à D, soit A cette droite. Ces deux droites sont dites conjuguées.
On voit que deux droites conjuguées D4 sont rectangulaires entre elles et perpendiculaires toutes deux à l'intersection des plans OD, OA. Enfin le produit des distances OD X OA est en grandeur et signe égal à K. Quand un point est sur l'une de ces droites son plan polaire passe par l'autre.
§ 42. — 3' Le rapport anhannonique de quatre points en ligne droite est égal à celui de leurs quatre plans polaires. — On le voit de suite en coupant par le plan qui contient la droite et passe par 0. On est ramené au théorème analogue de géométrie plane.
LEÇONS SUU L
g 43. — Cas ou l\ constante k i;aT positivk. — Si la conslanLe l est positive, on peut poser k ziz R\ et considérer uue sijlière de rayon R ayant le point pour centi-e. Si une sécante passant par A coupe en B le plan polaire de A et rencontre la sphère en P et Q, P et Q seront conjugués harmoniques par rapport à A et B. On le voit de suite en coupant par le plan OAB.
§ 44. — Polaires récipboques dans l'espace. Dualité. — A un point A de l'espace faisons correspondre son plan polaire a. Aux diiléronts points A d'un plan P, correspondront des plans a, passant par le pôle oj de P ; car si le plan polaire P de si passe par A , le plan polaire de A passe par r„. Aux dilîérents points d'une droite correspondront des plana passant par la droite conjuguée. Considérons une surlace S non développable, c'est-à-dire une surface qui n'est touchée qu'en un point par ses plans tangents. Le lieu des pôles des plans tangents à la surface S sera alors une surface s que l'on nomme la polaire réciproque de S. lly a réciprocité entre S et s, c'est-à-dire que la. surface S est Je lieu des pôles des plans tangents à s-
Pour démontrer cette proposition, désignons par A un point de S, par T son plan tangent, par e le pôle de T, Prenons sur S deux points A' et A" voisins de A, nous désignerons par T' T' les plans tangents en ces points, par 6' 6" leurs pôles. Nous ferons tout à l'heure tendre A' et A" vers A. Nous supposerons que ces points tendent vers A de iaçon que le point de rencontre de ÏTT' ait une position limite bien déterminée, c'est-à-dire que la position limite de la droite d'întersec. tion de T et T" ne soit pas la même qiie celle dH T et de T'.
Soit D îe point où se coupent TTT', w le pian polaire de D, de ce queT,T',T" passent par D, on conclut que r,, contient fl ff fj", mais quand A' A" tendent vers A, le point D tend vers A, et le plan w vers le plan polaire de A, le plan limite de e, f/, r/', est d'ailleurs hien déterminé d'après l'hj-pofiièse faite ; il coïncide donc avec le plan « polaire de A. Mais ce pian limite est le plan tangent en fj, ce qui démontre la propo-
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g 45. — Suppoious maintenant que la surlace soit une dèceloppàble, «'est-à-cLire que ses plans tangents la louuheat aoa pas en un seul point, mais suivant une di-jite. Pour voir ce qui se passe dans ce casi observons que si deux surfaces sont inscrites dans cette dêveloppable, de façon que tout plan tangent à la dêveloppable touche à la fois ces deux surfaces, les pôles de ces plans tangents seront à l'interseclion des dons polaires réciproques des deux auriaces considérées. Ainsi le lieu des pôles des plans tangents d'une dêveloppable i n'est plus une surface mais une courbe C. A la droite d'intersection de. deux plans tangents T et T, correspondra la droite joignant leurs pôles (/ . Quand T SB rapprocliera do T, la droite IT sera une droite située sur la dêveloppable, la droite '// deviendra alors la tangente en Vj à la courbe. Ainsi à une génératrice de la dêveloppable i correspond une tangente à la courbe t A un flan rassant [a ine tai gento h C correspondra un po nt s la d o te ju cône [ li à cette tangente; ainsi aux po nt de i o e jo 1 nf des, | i<i is la's'nnt par dciS tangentes à C, (|ue 1 n n s le 1 1 t n nt (
§ 46. — Si A est un cous, tous ses plans tangents passent par son sommet ; la courbe correspondante a donc tous ses points dans le plan polaire du sommet, c'est une courDs plane.
Si i est un cylindre, son sommet ost à l'inlinî, le plan polaire de ce somraetest le plan passant par perpendiculaire aux génératrices du cylindre. La courbe correspondante est donc encore plane et son plan passe par 0.
§ 47. —En résumé:
La figure polaire réciproque lîst
d'une une
Surlace non dêveloppable Surlace non dêveloppable
Dêveloppable Courbe
Suface conique Courbe plane
Surface cylindrique Courbe plane dont le plan passeparO.
Le pnwipe de dualité consiste dans ce fait qu'à une ligure on peut
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toiijom'3 faire correspondre une seconde ligure dite corréUittce, et telle qu'à des points et des plans delà 1" correspondent respectivement dans la seconde des plans et dRS points. Les propriétés de la première ligure se traduisent par des propriétés de la seconde. Ainsi aux propriétés des points d'une courbe correspondent les propriétés des plans tangents à une développable.
Nous avons donné précédemment des exemples de dualité dans le plan. Nous rencontrerons des exemples de dualité dans l'espace, dans l'étude des surfaces du 2"" ordre. Nous terminerons donc là ce chapitre dont les applications ultérieures feront mieux comprendre toute la portée.
QUATRIÈMK LEÇON
Figures homologiques dans le plan et dans l'espace
§48. — Dans le plan, considérons un point et une droite D, que nous nommerons respectivement centre et axe d'homolonie ; désignons en outre par K une constante que noua appellerons constante d'homoloijie. A étant un point d'une ligure F, prenons sur la droite OA un point A' tel que, en désignant par« le point où OA coupe l'axe D â'homologîe
on ai' 7o ■ âI ~ ^' ^^ '^'^'^ ''^'' ^'^^ ~ ■^■
Les points A' correspondants des différents points A de la ligure F en lormeront une autre F qui sera dite komotogique de F. . On voit que si D était à i'inUni, on aurait simplement -:^ = K, et la ligure F' serait la figure homothétique de F.
Deux points correspondants A et A' scmt en ligne droite avec le point fixeO. Voici d'autres propriétés des figures homologiquos,
§ 49. — 1° La ^gure homologîque d'une droite i est une droite y qui rencorttre j sur l'axe d'komologie. En effet, soit A un point de i, A son homologue, B le point oui rencontre l'axe d'homologie ; M étant un point quelconque de 1 il s'agit de démontrer que son bomologue est le point M' où A'B rencontre OM . Désignons par « et k les points où OA et OM rencontrent l'axe d'homologie, on a, en coupant le faisceau BO a A'Apar OA et parOM;
(0 yk' A) = (0 «■ M'M)
Or, le premier membre est égal à K parce que A' est l'homologue de A, donc le second est aussi égal à K, et M' est l'homologue de M. Ce qu'il fallait prouver. On voitpar ce qui précède, comment on construira l'homologue M'. d'un point donné M, connaissant le centre, l'axe d'homologie, et deux points homologues, A et A'.
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§50. — 2" Le. rapport a/nharmonique des quatre points ABGD m ligne droite est égal à celui de leurs quatre homologues. A' B' C D'.
En effet, AA', Bit', GC concourant en 0, chacun des deux raijporlg anliarmoniques est égal à celui du faisceau (ABGD).
g 51. — 3" Le rapport anharnonique de quatre droites coiicotuxmtex est égal à celuides quatre droites correspondantes.
Soient en eUet quatre droites concourantes coupant l'axe d'homologie aux points V ,3 7 3. Les quatre tlroites correapondantus couperont l'axe d'homologie aux mêmes points (§ 40), le rapport anharmonlque des quatre droites données sera donc égal à celui des quatre points apyii, de même que celui des quatre droites correspondantes ; d'oii résulte la pro position à démontrer.
§ 52. — 4' Deux figures F et F' étant Iwmologiques, le lieu des points de F dont les homologues dans ¥' sonlàl'in^ni, est uns droite 1 parallèle à l'axe d'homologie. De même te lieu, des points de la seconde jigui'B F' ayttftt leurs homologues dans F à l'inlini, est une droite 3' parallèle à Vaille d'homologie.
Soient en eflet A et A' deux points homologues, projetons ces points en H et H' sur une perpendiculaire menée par t l'axe ; AH et A'H' étant parallèles ù cet axe, h étant le point où OA rencontre l'axe d'homologie,)? le point où OH rencontre ce m&meaxc, onaura (O-i A'A)=^ !■; or (0 a A'A) = (0 ,S H'H) donc on a (0 (i H'II) = K ou bien ; H'O . Hû _
Si H' est il l'infini, le rapport ^'| est égal à l'unité, et l'on ii : I : — ^= i, éj'alité qui détermine le point H. Ce point étant fixe, le lieu de A est la droite I menée par H parallèlement à l'axe d'homologie. De mémo si II est àl'intini (A y étant par cela mè.-ne) on a , y ;=; li. Le point H' est déterminé par cette égalité. Le lieu de A' est alors une
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droite J' menée pavalièlement à l'axe d'Iiomologic par le point H' ainsi déterminé.
Les points à l'inlini ayant leurs homologues en ligne droite, nous les considérerons comme en ligne droite, et nous dirons la droite de Finfini en parlant des points à l'infini d'un plan.
g 53. — Etant donnés le centre et l'axe d'homologia, ainsi que l'une des deux droites 1 ou J', proposons-nous de cofistnàre t'hoinolofiue d'un point quelconque,.
M étant un point de la première figure, joignons OM, sur laquelle doit se trouver le point M' que l'on chcrcbe. Menons par M une perpendiculaire sur l'axe d'iiomologie, qui coupe cet axe en « et ta droite I en G. L'homologue de G est i, l'inDni sur OG ; la droite homologue de IMG doit passer par ce point, c'est-à-dire être parallèle à OG, et elle doit passer par a, c'est donc la parallèle menée par k à OG ; elle coupe OM au point M' cherché.
I,es deux triangles semblables OGM M'hM, donnent : -7 ^= ^r- et cette égalité a lieu aussi en signe. G a est une constante 35 ; CM est la distance de M à la droite I, donc le rapport des distances d'un point M au centre d'iiomologie et à la droite de la figure F, qui correspond à l'infini dans F' est proportionnelle à la distance de M' au contre d'homologie. (Prière au lecteur de faire la figure.)
Cette dernière propriété des figures homologiquCs donne immédiatement la figure homologique d'un cercle ayant pour centre le centre d'homologie. Nous supposerons, pour garder les mêmes notations que ci-dessus, que ce cercle appartient à la seconde figure. Alors c'est OM' qui est constant, et la propriété ci-dessus montre qu'il en est de même de w^ .
Nous retrouvons ainsi le lieu des points dont le rapport des dislances à un point fixe et à une droite fixe est constant, lieu qui a déjà été étudié comme polaire réciproque d'un cercle.
§ B4. Rapports enthe l'homoloqie et la perspectivk. ~ Etant donnés un plan P dans l'espace et un point S hors de ce plan, si l'on join
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S à un [loint quelconque M de l'espace, le poinl M' où la dioite fe\i perce le plan P est la perspectine ou projection conique du point M sur le plan P. S est le centre de projection, P est lo plan do piojecSion
La perspective d'une droite D est la droite D' intersettion du plan P par le plan SD, car si M est sur D, la droite SM est dan^ le plan SD
Considérons plus parliculiûremont une figure plane situcedans un plan Q, Soit i l'intersection des plans P et Q. Une droite D située dans Q coupera i en «, et le point a sera à lui-même sa perspective, puisqu'il est dans le pian P; D' passera donc par h ; si nous rabattons, le plan Q sur le plan P, en le iaisant touraer autour de 4, D' ne cessera pas de passer par a. Deux droites correspondantes D et D' se couperont donc après rabattement sur une droite lîxé A.
Mais alors les deux ligures seront homologiques, car si nous prenons 3 points ABM et leurs 3 correspondants (rabattus) A'B'M', nous aurons deux triangles dont les côtés correspondants se coupent en 3 points en ligne droite. Il en résulte que AA' BR' MM' sont concourantes, donc quand M variera, la droite MM' ne cessera pas de passer par le point fixe où se coupent AA' et BB'.
Ceci sodit à démontrer l'homoiogic des deux figures, car si AA coupe i en ;5 et si MM' coupe 1 en y, et si désigne le centre d'Iiomologie, on aura « étant le point de concours de AM et A'M' sur i.
(0 ,5 AA') — s,- (0 fi AA') — a (O'/MM'l — (O7MM') ]ernpporlaiiliiiniinoi(|iii? (O7 MM') fst dnne constant.
§ 55. — Réciproquement si deux ligures sont liomologîquos et si autour de Taxe A d'Jiomologie on lait tourner l'une des deux figures d'un angle quelconque, on aura deux figures perspectives l'une de l'autre.
11 suffit, pour le démonirer, de faire voir que chaque droite MM' joignant deux points homologues, passe par un point S fixe. Après le déplacement, les droites homologues ne cessent pas de se rencontrer sur A ; soit un triangle ABM et son homologue après déplacement A'B'M'. AB, AB' se coupant sur A sont dans un même plan H, de même AM, A' M' sont dans un plan IV, BM, B'M' dans un plan H" la
di-oito MM' étant dans le plan H' et dans le plan H" est l'intersection de ces deux plans ; cette droite coupe II en un point S, {[uî est ie point commun aux trois plans H H' H", et qui est sur A A' intersection de H et H', et sur BB' intersection de H et de H", donc la droite MM' passe constamment par le point S ofi se coupent les tleux druites fiscs AA' et BB' {ce qu'il fallait démonirerj.
§ 56. — Si deux (igures sont les perspectives d'une troisième figure (non plane), avec le même centre S de projection, elles sont évidemment perspectives l'une de l'autre; donc, d'après la proposition précédente, en les ramenant dans le même plan, on les rend liomologi-
Homolo^ie dans l'espace
§ 57, — Nous considérons un plan P, et un point 0, nommés plans et centre d'homologie; 'entin une constante k, dite constante d'homologie. Soit M un point d'une figure F, menons OM qui coupe P au point B, et prenons le point M' tel que le rapport anharmonique (OwM'M) soitégalà ft; les points M' correspondant aux différents pointsM de la figure F formeront une figure l' dite l'homologique de F. Les propriétés de l'homologie dans l'espace sont analogues à celles de i'iiomologie plane.
§58. — V La fiçjurB homologique d'une droite D est une autr droite T}' rencontrant la première dans le plan d'homologie.
En eftet, menons par D et par le centre d'homologie un plan Q qui coupe le plan P suivant une droite i. On voit que la figura lioraologiquc de D sera la même que s'il s'agissait d'une homologie plane dans le plan Q, i étant l'axe d'Lomologie. Celle figure est donc une droite D' qui coupe i au même point que D, et par conséquent D' coupe le plan P au même point que D, puisque a est dans le plan P.
Lt proposition est donc démontrée.
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§ 59. — 2" La figni-e homologique d'un plan at est un plan lo'; la. droilû d'intersection de ces deux flans est dans le plan d'homolotiie.
Soit A un point quelconque du plan i,i, D la droite (qui peut Étro à l'infini) suivant laquelle il coupe le plan d'homologie, A' l'homologue de A, et B un point delà droite D, D'aprùs le théorèmeprécédent, la droite A'B est l'homologique de AB, mais quand B décrit la droite D, de laçon que AB engendi'e le plan u, A'B engendrera le plan o.' du point A' et Aa la droite D. ce qui démontre iaproposition,
§ 60. — 3' Le rapport anharvionique de quatre points en ligne droite est égal A f.elm de leurs quatre homologues.
En effet, chacun des deux rapports est égal à celui des quatre droites Joignant ces points au centre d'homologie.
§ 61. — 4° Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites situées dans un même plan est égal à celui des quatre droites correspondantes.
En effet, chacun de ces deux rapports es\ égal à celui des quatre points en ligne droite, où les droites rencontrent le plan d'iiomologie.
§ 62. — 0° Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre plans passant par une même droite est égal à celui des quatre ptams homologues.
Car chacuQ d'eux est égal à celui des quatre droites suivant lesquelles ces plans coupent le plan d'homologie.
§63.-6° Etant données deux figures homologiques F et F', le lieu des points de F qui ont leur homologue dans F' à l'infini est un plan ï, parallèle au plan d'homologie; le lieu des points de F' dont les homologues dans F sont à l'infini est un autre plan 3' également parallèle au plan d'homologie.
Considérons en effet un plan Q passant par et perpendiculaire au plan P d'homologie. Ce plan coups les deux figures F et l" suivant
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deux figures liomologiques planes, cai' \c,s droil.cs lioraologues situées dans ce plan vont concourir sur la droite d'intersection des plans Q et P. Dans cette liomologie plane, il y a deux droites i et /; i par exemple est le lieu des points do F situés dans Q ayant leur homologue à rinflni. En faisant tourner Q autour do la perpondicûlairc menée de sur P, la droite i engendre un plan I, qui est le liou des points de F dont les homologues dans F' sont à l'inrini. De mômo on aura le plan J' engendré par la droite/ tinimant autour de la perpendîculaire menée de sur P.
§ 64. — T Si M et M'. sont deux- points Jiomolofiues, P ta dislance de I à P, on a ;
En eiîet, si nous menons par OMM' un pian perpendiculaire au plnn d'homologie, cette relation a lieu pour les figures liomologiques planes obtenues en coupant les liguros F et F par ce plan.
§ 65. — 8' DeuT courbiis planes hofiwlogiques l'une de l'autre, mais situe.es dans d&uxplans di/férents, peuvent to'i jours être placées de fiKon à être homoloniques d^ans le même plan.
En effet, la droite joignant doux pointe homologues passant par un point fixe, ces deus figures planes sont la pôrspectivo l'unu de l'autre, et l'on sait que deux pareilles ligures peuvent être pl.iciîes de façon à être liomologiques dans le même plan.
CINQUTI^,ME LKÇON
Homographie
§ 66. — Considérons une droite L sur laquelle nous clioisissons une origine A ot un sens positif AX. Cliaque point M de la droite sera délinl par son «basse AM que nous désignerons par x.
Si au iicu du point A on choisissait une nouvelle origine Ai dont J'abcissc AA, est a, la nouvelle abcisse ir, du point M serait lice à l'ancienne par la relation
AM+MA, + A,A = ou AM = AA, + A,M c'esl-ù-dire x — a-\-.!;
On pourrait aussi déliuir le point M en donnant le rapport j^-^^ des segments déterminés par le point M et deux points fixes P et Q ; si A désigne ce rapport, j) et q les abcissoS de P et. Q on a, comme on l'a vu dnns la première leçon {% lî)
Enfin, on peut délinir le point M en donnant le rapport anliavmonique 1577 '. -7^ où 1*, Q tt R sont trois pointa lites do la droite.
Si l'on appelle ;'- c^lte ipi.iiitiii' et l\ 1( lappoil constant ■^^on aura :
X : K~« d'où 'i.—.'j.K et par suite x^^~r
X est une fraction du premier degré en ). ou en y., de sorte que si XiXiXsXi sont quatre valeurs de 31, )., ;.,li X, les quatre valeurs correspondantes de i, «. u,u.j«i les quatre valeurs correspondantes de it,' on aura, d'après un théorème du chapitre 1"
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§ 67. — Cunsidérons maiiilenanl une seconde droite L' sur laquelle on a choisi une origine B' ; soit x' l'al^cissB d'un puinl M de la droite.
S'il y a entre x &\. ^ une relation de la lonne;
(') Axji' + Bx + Ûc' + D ^
On dit que les points M et M' sont detw points corresjiondants de deux divisions homographiques. La relation précédente ne change pas de lorme par nn changement d'origine, c'est-à-dire Bi l'on pose a; = a-]-a;, nl^^b' -{-nf,.
Si A est nul, on dit que les deux divisions sont semblables ; dans ce cas on voit que si -t grandit indéfinimenl, il en est de même de x" et inversement.
Si au contraire A n'est pas nul on a:
On voit que a; grandit indéliniment quand le dénominateur devient nul, c'est-à-dire quand x' devient égal â — "i- On verra de mênie que x' devient infini quand x déviant égal
§63. -- D'après la lormule (') a; est une traction du premier degré en x\ donc d'apr&s un théorème du chapitre premier, le rapport anliarmoniquedeqiiitre pjimtaMest è-gal àceluidesqu<itre points correspondimls M'.
On peut encore démontrer cette proposition comme il suit. Choisissons sur la première droite piur origine lo point 1 dont le correspondant est à l'inlini sur la seconde droite, puis sur la deuxième droite 1 ■ point J' ayant pour correspondant le point à l'inlini de la premièree Avec ces origines — r- ^^ ^ "T" seront nulles, la relation (') se réduira donc à- Aa;/ -f- D = ou bien a;j/ ^ K en posant — ^ =: K
On aura donc M et M' étant deux points correspondants :
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O IMXJ'M' = K
Nous avons écarté le cas où I et J' seraient à l'infini ; dans ce cas, du reste, iavériflcatioa directe du tliéorèma que nous allons démontrer serait bien iacile, nu segment joignant deu;ï points M et M^ étant dans un rapport constant avec le segment M'M/, formé des deux points correspondants.
Laissant donc de côté ce cas, on tire de (') J'M' = j^j de même : J'M'^^ j^ par suite :
IM" "IM
>ù par division
M'M'i ■ M'ijM'i ~ MM, ' MiM, ou (M'|M'sM'M'„) ^(M,M»MM„) ce qu'il fallait démontrer .
§ 69. — Ce tUéorème admet une réciproque. Si l'on a sur la droite L trois points P Q R etsur ta droite L' (rois points F Q' R', si à l^utpoint de L on fait correspondre un point de L' tel que l'on ait entre ces deux points M et M' la, relation
(PQRM) = (P'Q'R'M') les points M et W sont deux points correspondants de deux divisions hoinographiques.
En eflet, soient p q r x, p' (( r' x' les abcisses des points PQRM P' Q' R'etM'; la relation précédente s'écrira :
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el en chassant les dénominateurs, on obtient une relation de la forme (') Nous emploierons souvent des relations liouio graphique s écrites sous la forme (')
S 70, — TuÉOKÎiME. — Deux dioislons homographiqites d'une troisième sont homographiqiies entre elles :
4" Dèiïionstratlon. — Soient deux points M et M' ayant pour cori'capondant M", x, 3^ -Jf' les abcisses de ces trois points . M et M'' étant homographiques, on a une relation de la forme A^i" + Bœ + Gi" + D =^ de même M' M" étant homographiques on a ;
A'a/a," + BY + CV' + D' — éliminant ,1" entre ces deux relations, ou a la suivante :
[lto+ D)(A'j;'+ C; - {Aj: + G){BV4- D') = qui montra que les points M et M' se correspondent Uomograpliiquement.
§ 71 . — 2" Oèinoastration. — Pour écrire que les points M et M' se correspondent homographiquement, nous écrirons (M) — jM') en entendant par là que le rapport anharraonique de quatre positions de M est égal à celui des quatre positions correspondantes de M'. De ce que M et M" se correspondent liouiograpliiquement, on conclut (M) ^^ (M") de même (M') = (M") d'où l'on conclut (M) = (M') ce qui démontre la proposition énoncée.
§ 72. — Faisceaux homographiques. ~ En joignant les points correspondants M et M' de deux divisions Iwinographiques à deux points
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lises S et S' on obtienl deux faîdceaux SM S'M', dits iiomograpliitiues. Nous appellerons S (M) le rapport anliarmonique de quatre rayons
On aura S(.M) = (M) = (M') = S'(M') d'où S(M) = S'(M')
§73. — Différentes manières d'obtenir des divisions et des faisceaux liomographiques.
Si un rayon tourne autour d'un point S les points M et M' où ce rayon coupe deux droites l> et D' forment deux divisions homograpliiques, car (M) =z S{M) = S(M') — (M')
Si on joint à dons points fixes Set S' un point variable M d'une droite, les rayons SM S'M lormeot deux laisceaux honiograpliiques. CLir S(M) — (M) — S' (.M)
Si on lait tourner un angle autour de son sommet, les ci^tés de cet angle lorment deux faisceaux homographiques.
En effet, l'angle M'SM étant constant, quand SM tourne d'un certain angle SM' tourne du même angle dans le même sens, donc quatre rayons SM' forment une figure qu'on peut superposer à celle tormée par les quatre rayons SM en la laisant tourner d'un certain angle; doncSfM) = S(M').
S 74. — L'Itoinographie est complètement déterminée par S couples d'éléments correspondants f Points ou rayonsj.
Car soient AA', BB', GC, ces trois couples, un élément M étant donné son correspondant M' est donné par la relation ; (ABCM)^(A'B'CM')
ÏHÉORÎîMK : Si dans deux faisceaux il existe trois couples de rayons correspondants SA, S'A', SB, S'B', SC, S'G'^ tels que les angles de SA avec S'A', de SB avec S'B' de SC avec S'C soient égaux entre eux, l'angle de SM avec S'iM' est constant.
En eltet, soit K la valourde l'angle SA, S'A'. Considérons unu droite
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S'M', qui fait avec SM l'angle K, S'M', et SM iorment deux faisceaux homographiques, et SA, S'A' SB, S'B' SC, S'C sont 3 couples de rayons correspondants. D'où il résulte que S'M', coïncide avec S'M', ce qui démontre la proposition.
I 75. — Théorème. — Si deux droites se coupant en A portent deux divisions hoinograpliiques tel que le point A considéré comme appavtenanl à la première droite ait pour homologue le point A sur la deuxième, la droite MM' joignant deux points correspondants passe par un point fixe.
ïoient en eflct B et B', C et C deux couples de points correspondants ; on aura (ABCM) — (A'B'G'M') .
Ces deux rapports anharmo niques égaux ayant un point commun A, BB' ce et MM' concourent ; donc M.M' passe par le poinf S où an coupent BB' et CC
. § 76. — Théorème, — Si deux points situés sur une droite A sont les sommets de deux faisceaux homographiques, et si au rayon A du 1" faisceau correspond le rayon Â dans le second, les points où se coupent deux droites M et M' correspondantes sont sur une droite use.
Soient en effet B et B', G et C deux couples de rayons correspondants ; on aura (ABCM) — (AB'C'M') .
Ces deux rapports auharmoniques égaux ayant un rayon commun \, les points de rencontre de B et B', de G et G', de M et M' sont en ligne droite, donc le point de rencontre de M et M' décrit la droite L qui jointle point de rencontre de B et B'au point de rencontre de G et C.
fOn remai-qmm gîte nous avons /«it deux lUmonstmtions cornia-' tivesj.
g 77. — Application. — Considérons deux droites OX et OY, prenons sur OX un segment OP égal à x sur OY un segment OQ ^j/ et
PM parallèle à OV, QM iiarallèle à OX qui se coupent en M ;
sait que x et y se nomment les coordonnées du point M. Je dis que
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.s'il y a entre x et y vue relation du premier degré A x -{-ii ;;+C — le litu du point M est une droite. En effet, dans ce cas, les pointa 1^ et Q forment deux divisions liomograpliiques semWabies ; P allant à l'inflnî sur OX, son coiTOspondant Q va à l'infini sur OY ; il en l'ésulto que PM et QM forment deux faisceaux homographiques, dont les sommets sont à l'infini, et que la droite de l'infini qui contient les sommets des deux faisceaux se correspond à elle-même, par conséquent le point M de rencontre de deux rayons correspondanls PM, QM décrit une droite.
La réciproque est waie; si M décrit une droite, il y a entre x et y. une relation du premier degré ; en effet, on a (P) ^^ (M) ; (Q) ^^ (M) donc (P) ^ (Q), par conséquent les points P et Q forment deux divisions iiomograpliiques,'mais si M est à l'infini, P et Q sont aussi à l'infini ; par suite les deux divisions sont semblables, et la relation entre T et y ne contient pas de terme en xy.
Elle est de la forme i A^ + Bi; -(- C — 0.
§ 78. — Faisceaux nosioGRArniQUES de plans. — Si l'on a doux droites D et i, et deux divisions homograpliiques sur deux autres droites, M et M' étant deux points correspondants de ces deux divisions, les plans passant l'un par D et M, l'autre par i et M' sont dits former deux faisceaux homograpbiques de plans. Alors le rapport anharmonique de quatre plans D M, est égal {§ 19) à celui des quatre plans correspondants iM'. Il est clair que deux faisceaux iiomographiques de plans sont coupés par un plan quelconque suivant deux faisceaux homograpbiques de droites.
§ 79. — Divisions HOimonArniQUES suit l'nk miSme droite, points iiou- BLES, — Si deux divisions homographiques sont sur une même droite, nous conviendrons de prendre une seule origine pour les abcisses des points M et M'. Cherchons alors si les points M el M' peuvent coïncider; faisons a; = a^. dans la relation d'homographie ; nous obtenons une équation du second degré. Air- -|- (B -|- C) x -]- '* — "-
Si (B -{■ O' — 4 AD est positif, cette équation <v deux racines ; tl y
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a donc deux points I' et Q tels que chacun d'eux coïncide avec son correspondanl ; si (B + C)' — 4 A» est nul, les deux racines de l'équation deviennent égales entre elles, les points P et Q viennent se confondre: Si(B+C)'~4AD est négatif, ils disparaissent: on dil qu'ils sont imaginaires. Lorsque P et Q existent, le milieu de PQ a pour abcisse la demi-somme des racines de l'équation précédente c'est aussi le milieu de la droite 1 .1' car les points I et J'
ont respectivement pour al)cissc8 — t- et — t— .
On conviendra de continuer à appeler ce point le milieu de PQ quand P et Q sont imaginaires, de même, quand P et Q existent on a ;
(PQ)= =(0Q-0P)'=(OQ + OP,'-4XOPXOQ =i (-^-')'
_ (B 4- C) i.— 4AD .
Si Pet Q sont imaginaires (B + C)' —4 AD est négatif, on convient encore de dire que l'expression ti —est le carré de P Q.
Ce sont lA de simplts laçou'ï de parler. Nous avons déjà trouvé des façons de pailer analogues poui les conjugués liarmoniques(§ 35).
Si l'on joint a un pnmt S les points correspondants M et M' de deux divisions homoerapliLques on a deux faisceaux homofjraphiques dont on obtient les rajons doubles tn i lignant les points S et S' aux points doubles de deux dnisions
§ 80. — Nous allons démontrer ici quelques propriétés importantes des points doubles.
Lorsqu'on a deux divisions homograpbiques, un point M de la droite qui les porte toutes deux, étant considéré comme appartenant à la première division, a son bomplogue M' de la deuxième, mais on peut aussi considérer M comme appartenant à la deuxième division; il a alors pour homologue un point M, de la première. Les deux divisions M' et M, sont homograpbiques; leurs points doubles sont les mêmes que ceux des deux divisions données.
En ellet, on a {M,)=(M); (M) — (M') donc (M,) — (M') ce qui démontre la première partie du Uiéorème.
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De plus, poui- que M, coïncide iivec M il iaut que M' coïncide avec M, ce qui démontre la deuxième partie, car alors M coïncidera avec M'.
Cette deuxième partie subsiste encore quand ii n'y a pas de points doubles, en ce sens que le milieu du segment des points doubles et le carré de leui- distance sont les mêmes.
Pour le véi-ifler, il suffit de remarquer qu'on a x, a/ et x, étant les abscisses des points M, M' et M,.
Aja-.+lUi + Cic-I^D — o et l'équation qui donne les points doubles est
A3!' + (li + C);ï + D:=0
pour avoir la relation entre x' et x, éliminons x entre les deux relations précédentes ; on a :
A ;C - H) x'x, + {AD - B=) X, + (C - Ail) x' +Xi (C ~Yi} =0 en laisant .Ti^^îe' et divisant par C — ii qui n'est pas nul, car dans ee cas les points M, et M' coïncideraient, on a;
Ax=-|-(B + C)a;+D^O c'est la même équation du second ^degré que ci-dessus, ce qui suffit à démontrer la proposition énoncée.
§ SI. — Supposons qu'on prenne pour origine un point quelconque 0, dont rhomolo|{ue dans la deuxième- division sera désigné par »'.
Ecrivons la relation d'Iiomographie sous la forme : xx'-^\ix+Cx'+n=0 en supposant A =; l ce qui est permis quand les pointa 1 et ,1 ne sont pas à l'inliiii.
5a LEÇONS SUii LliS JlETHdDES DK LA r.LMMCTitlLl MODILRNU
On sait que pour .< ^ ot on a s:' = — B ainsi li ^ — ai' (le m6iiie C==— lïl. Maintenant pour .e = ou trouve ,r';=— j.d'oii D=^— CXaa'— alXttft'-
La relation peut donc s'Ocriie:
xx^ — ai'.x — al.x' -\-al.aa'^=0 On pourrait de même l'écrire en appelant a, le point de la preniiùrc division tiui a pour bomologne a dans la seconde. œx' - ar XX- al Xi>^ + aï X' aa' — O Je vais démontrer que le conjugué harmonique do a par rapport à a'a, est le même <iue par rapport aux points doubles. Soit en elîet v ce point. Il est caractérisé par la relation:
D'autre piirt si c et / désignent les points doubles on a poiii déterminer leurs abcissos, l'équation
x'-{al + ay)3: + alXaa' —
ou .r'- -{al + ai')x + ar X(M'=0
d'où
ae.+af'-^al + ay
ac.af^aLaa- = arAia-
donc on a bien :
ce qui démontre la proposition, mais si (es points e et yn'existent pas, cette relation continue d'avoir un sens, puisque
îili/o.lîl?~' ae+aj al+oJ'
On dit que <t et v. sont conjugués par rappnrt aux iwiuls dou-
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bles imaginaires. Il est facile de vérifier cjue si est le milieu de W et R' le carré (négatif) de la demi-tlfstance de ces points
§ 82. — PnopuîÉTÉs OR l'homoghaphië dans le cvb ou les points nouBLF.s SONT iM\.GiN.\(Riîs. — Quaiùl Ics po'mU doubles de deux divisions homographiqties sont imaginaires, il existe dans le plan de la figure, deux poinU S et S' symétriques l'un de l'autre par rapport à la droite, tel que si M et M' so7it de>ix points correspondants, l'angle MSM' et l'angle MS'M', soient constants et toujours de même sens.
Ea eflet, prenons le point milieu des points IJ', puis en co point élevons une perpendiculaire à la droite, et prenons sur cette perpendiculaire une longueur OS égale à la racine carrée du carré changé de signe de la demi -dis tance des points doubles; c'est-à-dire que : les
points doubles étant lournia par l'équation j;' + (li-)-C) 3!-|- D=:0, et cette équation n'ayant pas de racines réelles, le carré de la derai-
dislance des points doubles est :
(B j,C)s — 4Dî
— ■ — -^ quantité qui est négative
on pre.Kl donc OS - V^n'-iJi + c r
On prendra de même OS' de l'autre côté do la droite, sur la m^me perpendiculaire S' ot S seront symétriques par rapport à la droite.
Cela posé, je vais montrer que l'angle MSM' est constant ; ou sait d'après une remarque faite, qu'il suffit de montrer que trois positions de cet angle sont dos angles égaux de même sens (§ 74).
Menons par S une parallèle PSQà la droite MM', S étant entre P et Q étant le milieu de J'I, les angles J'SO et OSl sont égaux et de môme sens ; il en est de même de leurs compléments PSJ' ISQ. Or SP est riiomologuo de ï.Y, SI l'Iiomologue de SQ, Cela fait déjà deu\ angles égaux.
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Il reste à montrer qu'un troisième angle est égal à ces deux, et de même sens ; or soit 0' l'iiomologue de 0, étant considéré comme appartenaDt à la première figure ; 01 X 00' est le terme constant de l'équation du 2' degré qui donne les points doubles et qui (avec l'origine considérée) est œ' -f" 01 X 00' ^^ donc on a en grandeur et signe 01X00'— 0S% et puisque OJ' :=— 01, ; OJ' X 00' — — OS' donc SJ' est perpendiculaire à SO ; l'angle J'SO' étant droit ainsi que l'angle i'SO {et de même sens) en enlevant J'SO on voit que les angles PSJ' et OSO' sont Égaux et de môme sens ; ce qui démontre la proposition.
§ 83, — Autre démonsthatiox. — Nous avons vu que la relation d'homographie peut s'écrire (en prenant le point comme origine) :
ra' — OJ'.^ — Ol.x- + 01.00' — or ici on a: OJ' — — 01 et 01 X 00' = 0S= donc : xa^.— 01 {x' - x) + OS' "
or i^ c'est tgte OSM, qô c'est tg OSM' en grandeur pt signe, on a donc, en divisant l'égalité précédente par OS'
ig OSM X ta OSM' - ^ (tg OSM' - Uj OSM) + l z^ d'où l'on tire
g OSM' — tg OSM
01 ~ i + tg OSM X tg OSM'
= Ui (OSM' - OSM) ^ ttl MSM'
Q-j est la tangente de l'angle OIS — V,. on a donc: [g MSM' — fgV d'oi MSM' — V, ce qui démontre la proposition. Remarquons que si autour de la droite portant les deux divisions, on (ait tourner le plan de la figure, le point S décrit dans un plan perpendiculaire à la droite un cercle de centre 0. Dans chacune de ses positions le point S possède la propriété énoncée.
§ 84. — Propriété de ceux faisceaox homobraphiques a rayons DOUBLES IMAGINAIRES. ~ Deiix fuisceaux hoTHographiques, de même sommet, peitoenf toujours être considérés comme la perspective de
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deux faisceaux homographiques enoenâré^ par tes deux côtés d'un angle constant, tournant autour de non sommet.
Coupons en cflet les deux faisceaux PM, PM' par une droite quelconque D. Nous obtenons deux divisions M et M' à points doubles imaginaires; considérons Pun des points S du tliéorÈme précédent, amenons-le en S en faisant tourner le plan de la figure autour de la droite, l'angle M5M' sera un angle constant tournant autour de ï. En plaçant un centre de projection en un point quelconque de la droite PS, la droite PM sera toujours la perspective de sM, et PM, celle de IW, ce qui démontre la pro-
On peut remarquer que SM et PM sont liomologiques, puisque SM s'obtient en rabattant ïM dans le plan de la fiijiire (§ 54) ; ainsi dans l'énoncé précédent, on peut remplacer le mot perspective par figure komologique.
d'abord remarquer que les questions relalives aus faisceaut peuvent, en coupant par une droite, se ramener à des queslions relatives à des points, li ne sera donc pas nécessaire d'indiquer chaque fois deux constructions corrélatives.
7" Problènie. — Trois couples de points A.V BB' CC fiant donnés une homographie est déjlnie, construire le point M' correspondant d'un point donné (Voir § 31).
On doit avoir (ABCM) = (A'B'C'M'), il 1-aut trouver le point M' satisfaisant à cette condition. Ce problème a été résolu à la fin du second chapitre. Nous rappelons ici la solution. Supposons que AliCM. et A'B'C'M' soient sur deux droites difïérentes, on joint AB' et A'B qui se coupent en ,S AC et A'C qui se coupent en 7 puis A'M qui coupe ^y en S, la droite AS coupera A'C en M'. En eflet, soit h le point où pï coupe AA' on aura ;
A'B'C'M' — A(A'B'C'M') ~ '^yS == A' «^-/S) — A'(ABCM) = ABCM
yGoosle
S6 LEÇOKS SUR LES MiîCHOnKS DU l,.\ CIÎOMCTHIE MODERKE
Si les points étaient sur la même droite, on joindrait les points ABCM à un point S quelconque et l'on couperait le laisceau S (ABCM) par une droite en A,B,C|M| on serait ramené au cas précédent.
Celte construction n'exige que l'emploi de la règle ; il y en a d'autres, mais elles exigent l'emploi du compas. On peut par exemple mener par A' une droite sur laquelle on prend A'B, ^^ AB A'C, ^^ AG A'M, ^^ AM, on joiDt B'R, et C'C, qui se coupent en S ; on joint SM, qui coupe A'B' au point M'.
En elTet on a ;
A'B'C'M' = S(A'B'C'M') — S(A'I1,C|.\I() = AliCM.
On voit que cette construction n'exige pas le tracé des cercles, mais le transport d'un segment sur une droite, ce qui se lait à l'aide du compas à pointes sèclies ou d'une ij.inde de papier. L'autre construction n'exige strictement que la rùgle; elle n'est d'ailleurs pas plus compliquée.
I 86° ~ Den.nèm6 prohtèine. — tes données étant les mêmes que adessux, construire les points Ict J',
On peut considérer ce prolslème comme on cas particulier du précédent. Supposons que .\BC soient sur une droite, A'B'Csur une autre, joignons A' au point H, au point G et au point à l'inrini sur la droite AB ; ce qui se lait en menant par A' une parallèle à AB; AB' et A'B se coupent en fi, AC' et A'C en y, et la droite fiy coupant la parallèle menée à AB par A' en 3, on joint A3 qui coupe A'B' au point J', En eflel on a ; K étant le point où fi-/ coupe AA' :
(A'E'C'J') — A (A'B'CM') — («,5yS) — A' {ABC=') — (ABC co)cequide montre la proposition.
Si les deux divisions étaient sur la même droite, on prendrait un points, on joindrait SA SB SG et on mènerait S.u parallèle à la droite; oi couperait par une droite quelconque qui donnerai^ quatre points JA, li, C, M, on construirait le point J' tel que (A, B, C, M,) = (A'B'C' J').
Ge problâme exige' l'emploi de la règle et celui de la iausse équerre pour tracer les parallèles.
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§ 87, — 3" Problème. ~ Construire les points doubli-'i. — Nous allons donner dlllérentes solutions de ce problème.
1° Supposons d'abord que l'on ait construit les points i et J' ; soif leur milieu 0' le correspondant de 0, les points doubles P et Q sont donnés par la relation :
On nti doue poui It.s a\oii,((ii'à prendre une moyenne proportionnelle entre 01 et 00 le problème ainsi résolu donne des points rceïa si est entie I et 0', sinon les points doubles sont iniar,maiies mus li L.oa-)tiUPtion donne les points S et S', dont tl a e(e question dins un Ihéorème précédent (§ 82).
§ 88 — 2 On donne l!Oii< couples de poi.nts correspondants. Je déiiKntieiai dabord le théorème suivant:
S étant wn point dun aide, est le sommet commun de d-eux /■((liceoux homogi aphique^, SA et SA' sont deux rayons correspondwnts près qm coupent le cercle en A et A', SM et SM' deux iayons mobilet cnipmt h cercle en M ef M'. Dans ces conditions, AM et A M sf coupent en un point P dont le lien est une h oit
Pn effft 1 3 n\ ms S\( et A' M sont liomographiqucs, cnr si le point M se déplace sur le cercle, SM et A'M tournent du mémo angle égal à la moitié de l'angle dont a tourné le rayon OM, pat suite les angles de 4 rayons SM sont égaux aux angles des rayons correspondants A'M et de même sens; ainsi ou a S (M) = A' (M) pour la même raison S (M') — A (M') donc: A (M') — A' (M)
mais quand M vient en A' , M' vient en A, donc dans les deux laisceaux A (M') et A' (M) la droite AA' se coiTespond à ellemême; donc le lieu du point P de rencontre de AM' et de A'M est une ligne droite (ce qu'il fallait déviontrer). Cela posé, si l'on a trois couples de rayons correspond;iiUs
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SA SA', S15 SB' se, SO' les points E,B' et C,C' étant aussi sui- le cercle, les points de rencontre Q et R de AB' , A'B, et de AC
et A'C, sont deux points de la droite lieu du point P. On peut donc triuei cette dioitp soient a et ;3 les pointa où elle coupe le cercle , si le pomt P \ieiit en '/, c'est que M et M' vieonent en c S 1/ est donc uq lajon double. Il en est do même de S,^, Si Ion -vent les points doubles de deux divisions bomographiques sur une même dioite, on joindra les points correspondants donnes à un point S pus a iolonté sur un cercle quelconque;
on sera ramené au problème prccedent.
On >oit que pour cettp constiuclion, il suilit d'un seul cercle,
et que ce cercle peut Ôtre tracé d'une laeon abxolumi-nt arbitraire.
S 89. — TRANSi'ORMvriûx df.s iaisckwx bï jies divisions ho.mo- GR.ipiiiQUES. — t' Dans deux ligures polaires réciproques, à quatre points en ligne droite correspondent quatre rayons passant par un même point et ayant même rapport anharmonique; on voit que si l'on a deux divisions homograpliiques, il leur correspondra dans la figure corrélative deux faisceaux lioniographiques.
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2° Dans deux figures homologiques, les rapporta anharmoniques des divisions ou des faisceaux se conservant dans la figure translormée, à des divisions ou laisceaux homograptiiques correspondent des divisions ou faisceaux homographiques.
SIXIEME LEÇON
S 90. ~ Nous do montrerons d'iibord la pta;! wilioii siiiviiate : Si dam deux diviùom homngraphiques à wn. point m concenabhment choisi, correspond uis point m' qui soU le Jti^niP, qve l'on con sidéré m comme appai'tenant d la •première on à la xeconde dir,isionla même propriété subsiste pour Ions la: points. En effet soit :
Ara' + 83/ + C-T -f D = û la relation d'homographie, nous supposons qu'il existe une valeur lie X et une de xf salislaiaant à cette relation et à la suivante ;
A!(^a: + B.B + Ca;' + D — o en retrancliant cette égalité de la précédente on a :
(li-C)(a' -x) = o (ir s' n'est pas égal à (r sans quoi m serait un point dovilile ; on
et la relation d'Iioniographio s'i^crit;
Aa^j' +B(^ + J') + Dnz o et cette relation no changeant pas quand on pciniulc j- et / le théorème est démontré.
Une telle homographie s'appelle une inoolution. La correspondance involutive possède les propriétés de la correspondance bomographique, et d'autres propriétés que nous allons indiquer.
Les points 1 et J' coincident, le point à l'inlini ayant même correspondant soit qu'il appartienne à la première d ivision, soit qu'il
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appartienne à la seconde, le point leur m'dieu, coincide donc avec chacun d'eiu\ et l'on a, M et M' désignant deux points correspondants quelconques : OM XOM' = /i (0 se nomme point centrai).
§ 91 . — Soient ABC trois points A' B' 0' leurs correspondants ;
onpeotconsidérer ABCC comme ayant pour correspondants A' B' C C-
on a donc :
{ABCC} — (AB-C'C)
CA . CA _ C -V . CA' '^" ■ CB ■ OB" OB' ■ Cii'
ce qui peut encore s'écrire :
CAXCA' _ OAXOA'
CBXGB' ~^ G'BXC'B'
Bèciproquement une telle relatim oit C et C sont mHable^ est une
relation d'involution. Si a: x' aa' b b' sont les abcissea de CC'AA' BB'
, ,. . , . . la; — a) (a; ~ te ) Ix- — a) ix' — a) ] .
celte relation peut s'eerire ,^ _ a, ,^ _ ;.■, - ,a.- - h^ [x- -H'
et en chassant les dénominateurs et divisant par a! — x, on obtient la relation voulue d'involution.
On voit que l'involution est dsîlinie par deax couples du points correspondants .
§ 92. — Si A, A'; B,B' sont deux couples de points correspondants de deux dirdnons homograpkique'S, E et F les points doubles, AB', BA' E et F s<mt trois couples de points correspondants d'une même involulion.
En effet A B E F ayant respeetivemout pour eorrespondanls iiomographiques, A' B' E F on a : (ABEF) = (A' B' E F) ou d'après une propriété du rapport anliarmoninuu : (ABKF = (B'Â'FE) c'est à dire; ^ : ^ — ^:
EA . FA_, Fli' . EIV EB ■ PB ~ FA' ■ ÈA'
FA X EH' _ FA X FH' ou encore : ^^ ^ g_^, _ ^,,j ^ j,^,
et d'après le paragraphe précédent, cette relation est celle s'agissait d'établir.
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g 93. — Points doubles. — étant le point central, M et M' deux points conespondfvnts quelconques, V l'un des points doubles,
OM X OM
Pour que OP aolt réel, il îaut que M et M' soient du mÈme côté de 0. La construction du point central, celle des points doubles sont simples. Par deux points correspondants AA' taisons passer un cercle, et par deux autres BIS' un second ceiele coupant le premier en P et Q. Si PQ coupe en la droite portant l'involution, on aura dans le premier cercle OP X OQ = OA X OA', et dans le second, OP x OQ — OB X OB'. On aura donc OA X OA' — OB X OB', esl liien le point central. En outre si n'est pas entre P et Q, menons de une tangente au premier cercle, le touchant en T, on aura OT' ^ OA X OA'. OT sera alors la distance du point à chacun des deux points doubles que l'on peut ainsi construire. P et Q étant les points doubles, et leur milieu, la relation.
OÂ X OA' — OP' montre que deux points correspondants quelconques X et A sont conjugués par rapport aux points doubles.
Réciproquement si deux points variables A et A' sont conjugués par rapport à deux points fixes P et Q, la relation OA' X OÂ ^^ OP' montre que ces points forment une involution dont P et Q sont ks points doubles.
Couple de points commun à deux involutions
§ 94. — Considérons deux involutions. Dans la première A et B ont pour correspondants respectifs A' et W dans la seconde A" et B". 11 s'agit de trouver un point M qui ait même eorreapondant M' dans les deux involutions. Or, considérons les deux
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divisions liomograpliiques dans lesciuollcs A A' A" ont pour correspondants B B' B', d'après le § (92) les point M et M' devront être les points doubles de ces deux divisions. On est donc ramené à un problème connu.
(iii.iPHLE. — Soient A el A' deux points correspondants homograpUiques ; A, le point de la première division dont l'homologue est A dans la seconde a. le conjugué de A par rapport â a, et a. Nous voyons d'après le § (8î) qne a et u. forment une involution ayant mêmes points doubles que l'homographie. La recherche des poiiits doubles de deux divisions homographiques peut donc se la recherche des points doubles d'une jnvolution.
\ 96. — Fmsceaux en invoi.htion. — Ce sont les faisceaux obtenus en joignant à im même point S les points correspondants, d'une involution. Aux points doubles de l'inTolution correspondent les rayons doubles du faisceau.
li est clair qu'en coupant deux faisceaux en involution par une droite quelconque, on obtient deux divisions en involution.
Théorème. — &i im anj/ie droit fouriie aiitoir dt' ion xammi^, ses dettE eiîiés /ofmmf dewx rayons en involution.
En elîet, ils forment deux faisceaux homographiques; et si au rayon SA correspond le rayon SB, il est clair qu'au rayon SB correspond le rayou SA.
Autrement. — Coupons par une droite <[uelconque, et menons SO perpendiculaire sur cette droite. Deux côtés de l'angle déterminent sur cette droite deux points M et M', el d'après une propriété du iriangle rectangle, on a : OM X OM' = — OS'.
M et M' forment alors sur la droite une involution dont est le point central ^t dont les points doubles sont imaginaires.
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§ 97. — Réciproquement. — 1' Etant donnée sur une droite une involution dontSes points doubles sont imaginaires, on peut trouver un point S tel que l'angle des droites obtenues en le joignant à deux points correspondants M et M' soit droit. — Eq elîet, étant le point cen" trat, on a k étant une certaine constante : OM X OM' t^ — h'. Prenons sur une perpendiculaire menée par à la droite portant l'involution une longueur OS— k\ l'angle MSM' sera droit d'après ce qui précède. ~ 2° Si les rayons doubles de deux faisceaux involutiia sont imaginaires, on peut toujours considérer deux rayons liomologues comnie^ les perspectives, ou les homologiquea de deux vayons rectan. gulaircs. Ceci se démontre comme m\ § 84,
g 98. — Exemples de divisions ou faisce.yux i;.\ iNvoLunor^. — Théoiiéme. — Si par un point fixe P on mène une droie variable coupant un cercle C enM M', si l'on joint ces points à un point fixe S du cercle C, SM, SKl' seront deux rayons en involution.
Soit S, le second point où PS rencontre le cercle C, D'après le § 35 SM et S,M' se rencontrent sur la polaire de P par rapport au cercle
en un point «. Alors (§ 34) le rapport anharmonique de quatre droites SM est égal à celui des quatre points «, ou des quatre droites SiM'. On peut écrire : S (M) — S, (M').
D'autre part (§ 88) S (M') — S, (M-) .
Donc S (M) = S (M'). Les deux faisceaux S (M) S (M-) sont dont ho-
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mograpiliques, et commo l'échange de M en M' tranEorme SM en SM' et inversement, Us sont en involution (ce qu'il fallait dhnonîre.i').
Réciproquement si S est wn point fixe d'un cercle C, SM SM' deuxrayons correspondants d'une inmlution, coupant C en M et M', la droite MM' passe par un point fixe.
En effet, soient AA' BB' deux positions de MM' concourant en P. Joignons PM qui coupe le cercle en M,. L'involution SM, SM, et l'involulion SM, SM' ayant deus couples de rayons correspondants communs SA SA' SB SB', coïncideront. SM, coïncidera avec SM' MM' passera donc par P (ci qu'il fallait démontrer).
Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer et démonlrer If- tliéorème corrélatif.
§ 99. -- ProbUine. — Inscrire dans un cercle un polygone dont t<'« n côtés passent par n points donnés, AiAjAj ... A" .
La solution suivante se déduit de ce qui précède, Menous par A, une droite rencontrant le cercle en «. Kj, joignons Aj ''i qui rencontre le cercle en »j, As^j qui coupe le cercle en «i . . . etc. . . An Kn qui coupe le cercle en fi. Si .S coïncidait avec a,, on aurait le polygone clierclié : Mais d'après le théorème précédent on a, S étant un point quelconque du cercle
S(t<,) ^ SM, S(«,) = S{'...). . . etc. . . S W„ ] -^ S [?)
donc S(=^,) = S ((5).
Ain:i S [«,) et S (fî) forment '.leux faisceaux homographiques. Nous savons Cl construire les rayons doubles: or, pour un rayon double S(k,) », coïncide avec p. Le problème proposé est alors résolu.
En transformant par polaires réciproques (ou bien à l'aide du théorème corrélatif) on résout le problème suivant.
Cireonserire à un cercle un polygone dont les n sommets soient mr n droites fixes.
SEPTII^ME LEÇON
NOTIONS DE GEOMETRIE ANALYTIQUE
Théorie des projections. Coordonnées d'un point,
§ 100. — On appelle projection d'un point A, sur une droite D, parallèlement à un plan P, le point a, ou un plan P' parallèle à P mené par A, rencontre la droite D.
Supposons qu'on ait choisi sur la droit* D une direction positive; cette droite est alors ce qu'on nomme un axe.
Considérons dans l'espace un segment AB, soient a la projection du point A, b celle du point B, le segment ab (avec son signe) se nommera la projection du segment AB.
Deux segments AB CD égaux pavallùles et de même sens ont dos projections égales en grandeur et en signe.
En eflet, considérons la parallèle menée par A à l'axe de projection, elle rencontre le plan P" qui projette B en un point ,?. De même la parallèle menée par C à l'axe de projection rencontre le plan P, qui projette D en un point 3, Désignons enfin par ab c d les projections respectives des points A B C D.
ab et Aj3 sont deux droites parallèles et de même sens, de plus les pians P' et P' qui projettent A et B étant parallèles, les droites Aa, i56, intersections de ces deux plans par un troisième sont parallèles ; la ligure A^ba est donc un parallélogramme, et par suite A^ ^ ab. On verra de même que (3 := cd.
Mais les deux triangles AB^S CDS ont tous leurs côtés parallèles. B[i et D3 sont en eflet les intersections des plans parallèles P" et P, par d'autres plans parallèles; de plus AB = CD, Ces triangles sont donc égaux, et pai- suite A|5 — Câ ou ab = al.
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D'ailleurs les signes sont évidemment les mêmes, parce que ABetCD ont même sens. Si en effet ab est podtif, c'est que le plan projetant A est è gauche (par exemple) de !i, mais alors lo plan projetant C sera à ga-Mhe de D .
Les principes du cliapitre premier donnent des tliêorèmes relatifs aux projections. Soient trois points ABC et abc leurs projections; on a i «)) -f- te + C(t =:^ ce qui peut s'énoncer :
Proj. AB + proj. BG + pwj. CA = De même la proposition du § 3 donnera, si les points abc ...l sont les projections des points ABC, ,,I.
ab + bi; + rd+ ... + kl + la^O c'est-à-dire
Proj. AB -{■ proj. BC + proj. CD -}- ... proj. KL -j- pi'oj. LA = L'égalité précédente peut s'écrire : en remarquant que Proj. LA ^: - Proj. AL(§1)
(') Proj. AL =3 fjro], AB + proj. .'JC + proj. CD + ... + proj. KL c'est sous cette forme que nous l'appliquerons.
g 101. — lî.wHESsLON I3M LA PROJECTmx d'un seg.\[ent. — Considél'ons un axe X'X sur lequel nous projetterons, et un second a.xe Y'Y, sur lequel se trouve un segment AB projeté sur X'X en a b, et un ■autre segment CD projeté sur X'X en c cf. Je dis qu'on a en grandeur et signe :
AU _ CR
L'égalité a lieu en grandeur en vertu de cette proposition de géométrie élémentaire : Des plans parallèles interceptent mr deux droites des segments proportionneU. Pour démontrer que les signes des deux membres sont les mêmes, supposons d'abord que le sens de AB soit le même que celui de CD. Alors pour amener le plan projetant A sur !e plan projetant B, il faudra déplacer ce plan dans le même sens que pour amener le plan projetant Gaur le plan projetant D. Mais le premier sens amène a sur 5, le second, amène c sur d. Le sens ab sera donc le
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même que le sens cil, alors dans l'égalité cl-dessiis les niimérateui's auront le même signe, et les dénominateurs auront aussi le même signe ; l'égalité seva donc vraie : si maintenant on change le sens de CD, celui de cd changera aussi, et le signe de —, ne sera pas aitéré. La proposition est donc démontrée.
Supposons que CD soit égal à l'unité et dirigé dans le sens positif. On aura CD^:^ + 1. Soit ila valeur de cd, on aura eu grandeur et en signe ab ■= AI3 X >■ c'est-à-dire
(') ProjecHmi AB = Ali X '
le paramétre! se nomme paramètre directeur del'axeY'Y. Si le plan P est perpendiculaire è X'X. {projection orthofionalej 1 est par définition le cosinus de l'angle que lont les deux directions Y'Y X'X. On voit facilement que cette déQnition est d'accord avec celle que l'on donne du cosinus dans les traités de trigonométrie.
S 102. — CooRDûSNi'iiis ii'tN POINT. — Considérons trois plans se coupant deux à deux suivant trois droites. Nous nommerons ces plans, plans de coordonnées- Leur point de rencontre sera appelé l'origine. Sur chacune des droites nous choisissons une direction positive, soient Ox 0;; Oa ces trois directions. Les droites se nomment les axes de coordonnées.
Soit P un point quelconque de l'espace ; projetons ce point en A sur 03}, parallèlement, au plan yOs, en B sur Oy parallèlement au plan zOx, en C sur Os parallèlement au plan xOy. Les trois segments OA OB OC que nous désignerons encore par xy s s'appellent (es coordonnées du point P.
Rèc^^roqumient trois quantités positives ou négatives quelconques xy s sont toujours les coordonnées d'un certain point P et d'un seul. En effet, il existe sur l'axe Ox un seul point A tel que OA ^r a; en grandeur et en signe. Sur Oy un seul point B tel que OB:^i( sur Os un seul point C tel que OC ^ s.
Un plan P mené par A parallèlement au plan yOz sera évidemment ie lieu des points dont la première
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plan. Q mené par R parallèleinenl au plan zO.i: sera lo lieu des points dont la seconde coordonisée est égale à y.. Un plan R mené par C parallèment au plan xOy sera le lieu des points aj'ant s pour troisième coordonnée. Les plans P Q R se coupent en un point M, qui est évidemment le seul point dont les coordonnées soient -^ !) s. Considérons l'eusemhle des points de l'espace, et un second ensemble dont chaque élément est un groupe de trois quantités k y s ; à cliaque élément du premier ensemble correspond par ce qui prBcèdo un élément du second et réciproquement. Aussi conlondrous-nous souvent un point avec le groupe de ses trois coordonnées. Nous dirons le point (.rys) au lieu du point dont les coordonuées sont
Xjl z.
§ 103. — Changements d'axës dis coordonnées. — Nous allons résoudre lo problème suivant qui nous sera utile dans la suite. Les coordonnées d'un point par rapport à un système d'axe o'x o'y'a's' étant rionnées, calculer les coordonnés du même point dans un second système d'axes Ox Oy Ox.
Le problème comporte deux cas particuliers que nous traiterons d'abord.
§ 104. — V On change t'oiHoine sans changer la direction des axes, — Soit M le point considéré O'X'Y'Z' le premier système d'axes, OXYZ lo second système, xys, œ'y's' les coordonnées du point M dans ces deux systèmes.
On aura § 100), Proj OM — Proj OiV + l'rlïM.
Soient abc les coordonnées de 0' dans le système OXYZ; en projetant sur OS parallèlement au plan YOZ on aura Pinj OM — x pjojO0'~a.
La projection de O'M sur OX étant la même que sur O'X' qui est parallèle et de même sens, est égale à a/
ainsi c — ((-(- œ' ; de même en projetant sur OY (J) ) y^^b-^y' et en projetant sur OZ
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g 105. — 2° On rliangt' la direction de,ï iixfs mais non l'onijine.
Soit OX OY OZ un système d'axes, M un point dont les coordonnées sont iriys. Menons une droite O.i;' par l'origine ut prenons sur Oa;' une longueur égale à 1, Ow dans le sens posilil. Les coordonnées Â^j du point « se nommeront (§ 101) les trois paramètres directeurs de Oa/. Menons de môme une droite OY', soient V«V ses paramètres directeurs, et une droite OZ' dont les paramètres directeurs seront /VV.
Par M menons une parallèle à OZ' qui coupe en P le plan X'OY', par P menons PH parallèle à OY', qui coupe en H la droite OX'. Les coordonnées 3fy'z' de M dans le système OX'OY'OZ' seront.- OH— x' HP— y' PM — ï et l'on aura (§ 100) Proj OH ■+■ ProjBP + Proj PM = Pj-oj OM Projetons sur OX parallèlement au plan YOZ, ProjOM c'est x par dérinition. Proj OH c'est segment OH c'est-à-dire x' multiplié par ). (§ 101) ainsi ProjOa=1sif, de même ProjUP = X'y' ProjPM = )."s'
x^lx-+l'y-+l"^de même en projetant sur OY parallèlement au plan XOZ
(') ^ et on projetant sur le plan XOY
Ces trois formules résolvent la ([uestion.
' § IOd. — Le problème général est alors (aciie à résoudre. Considérons deux systèmes d'axes quelconques 0j:,0y,03, Ox'.O'i/, OV, soient :vyz,x'y'z les coordonnées d'un point M dans ces deux systèmes. Prenons un troisième système d'axes O'XiO'YiO'Z, dont 0' est l'origine, mais qui sont parallèles à OX,OY,OZ,
Soient -r, ?/,3, les coordonnées du jio'int M dans ce nouveau sys-
: CiKOMUTillf'; HODKI
On aura pour passer du système OX OY OZ au système OX, OY^ 02, i formules ;
ïy=''+y,
el pour passer tlu t
système ^'i y, s, au système ;
d'où il résulte:
(-■) ]' y=--b+:'-3f+-jrif+y:'z'
et ces formulés résolvent la (luestion dans le cas général.
§ 106. — DÉFINITIOX DES SURFACES ALGÉBRIQUES. — EQUATION DU PLAN. — COOBUONXÉES c'UK POINT DIVISAST US SEGMENT DANS
UN UAPPOitr DONKK. — Distance de deux iioints. — Angle de DEUX DIRECTIONS. — Une équation algébrique est une équation obtenue en égalant à zéro un polynôme entier. Un polynôme entier à trois variables xyz est une somme de termes de la forme kx''y- z'I où A est un coefïïcicnt positil ou négatil, el^Py trois entiers.
La somme * + ,? + •/ se nomme le degré du terme, et le degré du polynôme est celui de ses 'termes pour lesquels il est le plus élevé.
L'ensemble des points dont les coordonnées satisfont à une équation algébrique de degré m, se nomme surface de degré m. Le degré m ou l'ordre de la surface ne dépend pas des axes cboisis ; en efiet si dans l'équation,
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on remplace xy z par leurs valeurs tirées des, formules f) oq voit bien que l'équation en 3f y' s' que l'on obtient ne peut Être de degré supérieur à l'ancienne. Elle n'est pas non plus de degré inférieur, car le degré s'élèverait par la transformation inverse.
S'il était question de géométrie plane, un point étant déterminé par deux, coordonnées seulement x et y, on verrait qu'une courbe plane algébrique est définie par une équation algébrique à deux variables seulement x et y, et que le degré de l'équation ne dépend pas des axes de coordonnées.
§107.— Uevenotis, pour plus de généralité, au cas de trois y: Un plan étant défini par une équation z=:0 quand ce plan est pria pour plan des a: y et cette équation étant du premier degré, l'équation d'un plan restera du premier degré quels que soient les axes choisis- Nous verrons bientôt que, réciproquement, toute équation du premier degré représeotc un plan.
En géométrie plane une équation du premier degré représente une ligne droite. Nousavons déjà rencontré cette proposition (§ 77).
§ 108. —Soient A et l! deux points de coordonnées .f„i(oS et M un point de la droite Ali tel que Try=^ m, xy z gescoor Soient « () et « les projections faites sur x parallèlement ¥ Z des points A B M. On aura (§ 103) ~ ^ ^ mais rry. r, () = X, — j- donc
Ces formules sont fort utiles; quanti ii (sti/i s) parcourt la droite AB,
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§ 109. —Nous pouvons maiotonant démontrer que toute équation du premier degré représente un plan.
Considérons en effet une étiuation du premier degré. {') k.x + By+ Cï + D —
et soient deux points P {xijz) et Q {-Ciij^z,) dont les coordoniiios satisfont A cette équation ; on aura
AiKo 4- Byo + C5„ + D = A.I', + liiy, + C;, + D — on aura donc, quel que soit «i :
A (x, + mx,) + Biy,+ viy,) + G (^, + <iiz,) + D (1 + m) =
ce qui montre que le point M ayant pour coordonnées.
sallslait aussi à l'équation C) ; or d'après le § 108, le point M est un point quelconque de la droite PQ, donc l'équation (!) représente «n lieu tel qu'une droite Y ayant deux points V soit contenue tout entière. C'est donc bien un plan.
§ 110. — Nous allons encore appliquer les formules C') à la résolulion du problème suivant; on donne deux points A et B, de coordonnées x^y,!, iK,jy,A,, et un plan ayant pour équation. «.K-î-()y-l-C3-f d^O Ce plan coupe AB en un point M, calculer le rapport ttû- En désignant ce rapport par «(, les coordonnées du point M sont données par les formules ('). Le point M devant être dans le plan, on
liésolvons cette équation par rapport à m on a :
— a.^^11 + 6Mi> + es. + d ''■' ~ ~ ax, + by, + es, -i- ((
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, MA ax., 4 fcu. +• cr, + ('
Dt par conséquent ^jjj = —m = ■ ^^^ ^ ^^^^ :^ -^ - ^p—
On abrège en désignant par P le polynôme ax-\~by -\- c: + d, par Pt, et P| les valeurs que prend P quand on y subthue les coordonnées des points A et B
S m. — Des points A et lî abaissons des perpendiculaires sur !e plan, soient H et ïi leurs pieds. On aura évidemment en grandeur et
AH AM P signe 5j7 ^ WïT — TT". car AH et BU sont les projections de AM et BM
sur lin axe perpendiculaire an plan de P (§ 101).
On voit en outre que P^ et P, sont de même signe ou do signes contraires selon que A et B sont du môme côté du plan ou de côtés diflérents.
§ 1 12. — Nous allons maintenant démontrer d'autres formules, très importantes pour la suite, en supposant que- les tivù plans ife coordonnée)! soient rectangulaires deux à de^ix.
Dans cette hypothèse, considérons une droite passant par 0, prenons dans le sens positil choisi sur cette droite une longueur OP =^ 1, Les coordonnées du point P que nous désignerons par J « ï sont les paramètres directeurs de la direction OP; ici, comme les axes sont rectangulaires, î « ï sont les cosinus des angles que la direction OP fait avec les axes.
Menons par P une parallèle à OZ rencontrant on K le plan XO Y, par K une parallèle à OY, rencontrant OX en H.
Comme nous l'avons déjà vu 011 HIC KP sont les coordonnées du pointP, OH— À BK — ,1* KP— v.
On aura : Projection OP = Proj. OH -|- Proj. HK + Proj, KP. (§ 100) Projetons orthoganalement sur la direction OP; Proj. OP c'est OP luimême, c'est-à-dire l'unité. Pro], OH est égal à OH multiplié par le cosinus de l'angle de deux directions OX et OP, c'est-à-dire par )., c'est
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). X À OU X', de même Projection HK — HK X cos. (ol, tiVj —y. X y-
=: u.' enfin projecticm, KP = v'
C^S doiic'l —}} + u^ -{-.^
La somme dos cai-rés dos trois paramètres directeurs rt'iirio dircclion dans «n système d'axes rectangulaires est égale à l'unité.
Au lieu de projeter sur OP, projetons sur'ime autre direction OP' dont '' ,«' ■/ sont les paramètres directeurs. Soit V l'angle POP' On aura p)-ojectioji OP = OP cos. V — cos. V puisque OP — 1 . Projection OH ;= OH X cos. (OP, OX) — OH X '' — >■'.', de même projection HK:^HK X ros. (OP'.OY) = HK X ,"' = ,'',^.', projfdinn Kl' — KP X COS. (OF, 07.) — ■;■;
(") donc cos. Y ^^ ».' + u.y.' -)- W
cette formule donne le cosinus do l'angle de deux directions, connaissant les paramÈtrcs directeurs,
§ 113. — Soit maintenant sur OP un segment OM ^R; les projections de OM sur les axes seront les coordonnées de M, (.i; y s), ce seront d'autre part R) Bit Rv. On aura donc :
{") et par suite (§ 112) .(■= + '/■-{■::'—■ R'-
Cette équation donne la distance d'un point à l'origine, quand on connaît ses coordonnées.
11 est facile dès lors de trouver la distance de deux points quelconques. En effet soient A et R deux points, Xf y, s^, xy s leurs coordonnées. Sans changer la direction des axes transportons l'origine au point A, et soient x' y' z' les coordonnées du point B. On aura (§ 104).
X = ,■(■„ + X' y un 1/, + 7/ Z — X„ + 2'
.Maison a, d'après ce qu'on vient de voir :
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n donc Alî' ^{x — x,r + (y - y„y + {z - s,)' li'e.st la formule cherchée.
§ 114. — Dr.PLxr.EMKXT bu\b insuiiE. — Si nous avons iino liguro F et que nous la déplacions sans la déformer, nous obtenons une seconde figure F,. Les coordonnées- d'ua point delà figure F, étant œ y z soient x* y' a" les coordonnées du même point de la figure F, c'està-dire du point qui, après le déplacement, est devenu le point de coordonnées xy z. Considérons le trièdre trirectangle O'^b'j/'s' qui après le déplacement, est devenu le trièdre Oj: Oij Os, ou voit que le môme point dont les coordonnées sont par rapport au trièdre OxOi/ Oz x y S a pour coordonnées par rapport au 2' trièdre •Ji y' i. On a donc entre «i.i : les formules du n° 103 formules (') c'est-à-dire que ces formules peuvent être considérées à volonté comme liant tes coordonnées d'un même point par rapport à deux systèmes d'axes différents, ou comme exprimant les coordonnées d'un point qui a subi un déplacement, connaissant ses coordonnées initiales.
HUITIEME LEÇON
Sur les quantités complexes ou imaginaires, et les points imaginaires
§ 115. — Une équation du secûnd degré n'a pas toujours des racines, pai' exemple l'équation (,r — ay -\- b' ^: o n'en possède pas. Pouf l'unitormité et la facilité des raisoonements, il convient de définir de nouvelles espèces de quantités appelées complexes ou imaginaires, de telle sorte qu'en adoptant cet te nouvel le notion, l'équation da second degré ait toujours des racines.
Nous appellerons quantité complexe, ou quantité imaginaire, l'ensemble de deux quantités ordinaires positives ou négatives (« b) rangées dans nn ordre déterminé. Nous désignerons souvent une telle quantité par une seule lettre.
§ 116. — Égalité. -~ Doux quantités complexes (a b), (a' b') seront dites égales si l'on a séparément a ^: a' b = b'.l\ résulte de cette définition que l'égalité est réciproque, c'est-à-dire que si A ^ B, B — A, et que deux quantités égales à une troisième sont égales entre elles .
g 117. Adclition. — La somme de plusieurs quantités ((( b) ia.'b') (a"b") est par définition la quantité complexe (a 4- «'-[- a" b -\- h' -\- b") Soient A A' A" les trois quantités complexes précédentes : on aura A + A' = A' + A
car cela veut dire a -\- n' ^:^ a' -\- a, fi -|- !)'=:; b' -f b. on aura aussi ;
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A + (A'+A") = A + A'+A" c-ir cala veut (!ire : a + {a' + «") — a + a' + a"
onaura A + (0,0) ^ A, ou pour abi-éger A+ ^ A car cela veut dire a-j-0=ttfi + 0:^b.
L'égalité A + A' ^ A + A" entrainera A' = A" car cela veut dire que les égalités a -|- a' — a + a", b + b' = b -\- b" enti'alnent a' ;= a" b' ^ b".
La diijférmce A — A' sera une quantité A" telle (luc A' + A" cloano A c'est donc la quantité {a — a' b—V).
On voit qu'oo obtient encore A" = A — A' en ajoutanl à A la quantité ( ~ œ', — h') c'i-st pourquoi nous appellerons cette quantité ~ A'; ainsi — A' ^ — (<[' b') ^^ {— a', — b') par ijérmition.
Comme toutes les règles relatives à l'addition et la soustraclion sont des conséquences de ce que nous venons de démontrer, il en résulte que ces règles s'appliquent aux quantités complexes.
Uemarque. — Si dans une quantité complexe, la seconde partie est nulle, nous l'omettrons. Nous écrirons a au lieu de (a,0). Du reste noua avons déjà écrit oi-dessus au lieu de (00),
§ 118. — Multiplication. — Soient les deux quantités A = (a-, b) A' — {a\ V) on a par définition :
AA' — {ad — (fil', dd' + (!((')
Cette déliniUou semble bien arbitraire, mais nous vcirons que loi propriétés de celte opération sont des plus analogues à celles di la multiplication ordinaire.
On voit d'abord que si (j - - (> = on a simplement (no', 0) ci qui redonne la multiplication ordinaire.
La multiplication est cormmitative, c'est-à-dire qu'on a ■
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En eUet cette égalité équivaut yus deux suivaules :
aa' — W — a'a - Vb ub' + ba ~ a'ii + <ib'
La miiltii^lication est assocwthe, c'est-à-dire qu'on a :
Eu elïet celte égalité équivaut aux deux guivaates :
( [ao.' - 1)1)'] a' - [ab- + ba'] b" = a [a'a" - b'b"] - b [b'a" + n'h"] *'^ [aa' - bb'] b" + [ab' + ba'] a" = b [a'a" - b'b"] + a [lîVt" + ((7)"]
ces égalités sont iacilcs â vérifier.
La multiplication est d'htiibutiie rdath-emml il l'nildition, c'es dire que ;
(A' + A") X A = A'A + A'A Cette égalité équivaut aux deux suivantes :
i {a' + a") a — jy+ If) b =
ce qui se vénfie facilement.
On a A X 1 — A A X =
ceci est égalenienl facile à vérilier,
Béeiproqu&mmt un produit ne yteiil àti-e nul si aucuu liicteur n'est nul; en effet on a l'identité:
O (aa- - bb'r + (ab' + ba'Y ^ («= + b') (a"- + b")
qu'il est facile de vérifier.
Si le produit AA' était. nul, le premier membre de celte identité serait nul; il en serait de même du second, ce qui est impossible si l'on n'a pas ou bien a^-j-d'^^O ou bien a'^-^b"^^0, mais pour que l'on ait a'-(-b'^0 par exemple, il faut évidemment que l'on ait a=0 b — 0.
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L'expression (/«' + d* s'appelle le module A. D'où l'on voit en extrayant lea racines carrées des deux mejiibres de l'identité f) que le module d'uE produit est égal au produit des modules.
§ 119. ~ On appelle quotient de A par A' la quantité Z lellc quel A^ZXA' ;
Soit k^{a,b) A' = («'J)') Z = (.i?,!,) l'Ègalit-é A^^ZA' équivaut à
Lea règles pour la muitiplicalion et la division se déduisant toutes des propriétés que nous venons do démontrer s'appliquent aux quantités complexes.
§ 120. — Manière d'écrire dke quantité complexe. — On a {ab)={aO) + (,Ob)
on a (aO) — (i par définition; (Ob) = (Oi)X(bO) désignons par t la quantité (01); la quantité (fiO) se désigne par b, comme on l'a vu; on a donc:
(tt(j)^(a.0) + (01) (bO) = a+ib.
r.lierclions une quantité (xy) dont le carré soit —1; on a {xy)*=:(3}^ — y^,23ni} on doit donc avoir a;'— y'^^— t 2xy:r^0. ce qui donne x = J/'^:^! on y=^±\, les deux quantités cherchées sont donc (01) et (0—1) c'est-à-dire i et — i. Ainsi i c'est (/—l, mais nous continuerons à garder ie symbole i.
§ 121. — On voit que le calcul des quantités complexes revient à traiter i comme une quantité dont le carré est partout remplacé par — 1.
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Considéions mainlenaiit l'équation du second degré
on en déduit x — a^±ib
d'où x^=a±ib
en sorte quo cette équation a pour l'acines deii\ quantités
plpxes.
Points, droites et plana imaginaires
§ 122. — Nous tousidéroûs l'ensemble E des points de l'espace, et l'enseinhle E, dont chaque élément est constitué par un groupe de trois valeurs positives ou négatives {xyz). Nous supposons que dans l'ensemble E on ne compte pas les points à l'infini, dont il sera question plus loin.
A ciiaque point P, élément de l'emsemble E, correspond, nous l'avons vu, un élément de l'ensemble E,, le groupe de ses trois coordonnées (xys).
On pourrait donc, au lieu d'étudier les éléments de l'ensemble E, c'est-à-dire les points de l'espace, étudier l'ensemble E, ; lorsque dans l'espace, plusieurs points P sont dans un même plan, les éléments correspondants de l'ensemble E, satisfont à une même équation du 1" degré. Lorsque plusieurs points de l'espace E sont sur une droite, les éléments correspondants de l'ensemble E, s'obtiennent en donnant à m des valeurs convenables dans un groupe de formules telles que les formules (") du § 108.
Lorsque la distance PQ de deux éléments de l'ensemble E est égale à R, il y a entre les éléments correspondants de l'ensemble E, la relation
(X - x„r + (y ~ yù' + (s - ïo)' — R' (§ 113)
Si l'on fait subir à une figure F de l'espace E un déplacement
les éléments correspondants {x'y''') ûe l'ensemble E, sont rem-
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placés par d'autres xyz donnés par les formules {') du § 105. Comme la distance de deux points n'est pas altérée par un déplacement, on en conclut que les formules ('') du § 105, possèdent cette propriété : a Si on prend deux points {a^'i/s')) Wî/oV) et si on calcule par les formules (") x y z et de môme x„ ;/„ s, en formant l'expression
(j: ~3;,)' + (ij- y,) ' + (z - z,y on doit retrouver
On suppose bien entendu qu'il s'agit d'axes de coordonnées rectanju-
laires.
§ 123. — A eliaque propriété de l'ensemble E correspond ainsi une propriété de l'ensemble E, qui en est en quelque sorte la traduction.
Adjoignons maintenant à l'ensemble E, un autre ensemble E,' dont chaque élément est formé de trois quantités complexes (XYZ) l'ensemble Ej formé des deux ensembles E, E,' contient alors tous les groupes de trois quantités -{x y s), xyz étant, soit des quantités ordinaires appelées aussi quantités simples ou réelles, soit des quantités complexes. Un élément de cet ensemble Ej correspondra à un point, si a! y 3 sont réelles; dans le cas contraire, on convient d'appeler l'élément del'ensemble E, point imaginaire.
Un point imaginaire sera dit situé sur une surface si ses coordonnées, c'est-à-dire les trois nombres qui le constituent, satisfont à l'équation de la surface.
§ 124, — Considérons un point imaginaire œ = c< -J- S i 1/ — a' 4- |S'i a — k" 4- f>" i le point x=.« — [n y =z a' — ji' i î — «"—^"i sera dit conjugué du premier :
une équation algébrique
V A x^' y° 5i> = où les cocllicienls A sont réels, ne peut être satisfaite par les coordonnées d'un point sans l'être en même temps par celles de son conjugué ; en eflet Si on remplace xy s par les coordonnées du premier point
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le premier membre de l'équation prend une certaine Inrmo P + Q ', tandis que pour les coordonnées du second il prend la lorme P — Q i. Mais si ia première équation est satislaite on aP + Qi — donc P ^ Q ^ et par suite P — Qi = 0. Ceci ne serait pas vrai si les coefflcieuls A étaient des quantités complexes, car en remplaçant xyz par les coordonnées du second point, on ne changerait pas t eu — idaus ces coefficients.
^ 125. — La distance de deux points imaginaires (x y z) (.r„ y, s^] est par définition la quantité R définie par réquation.
R' = (j; - x,y + (y- y,y + {z- ïj' (on voit que pour calculer R on a à extraire la racine carrée d'une imaginaire. La chose est lacile: soit se 4- iy — \/a-\-ib: on a en élevant au carré a;* — j/' + 2 tiri/ :^a + ib, et on a à résoudre les deux équations : x' — y'^^a '■"H^^ -^ qui fournissent x et y)
Les formules de transformation du § 105, transforment, comme on l'a vu, l'expression de R* dans l'expressionanalogueena.' y's' x'iy't,z\, de sorte que ces sortes de transformations etîectuées sur les coordonnées des diflérents points d'une (igore imaginaire ne changent pas leurs distances mutuelles. Quand on effectue cette transformation, on dit qu'on déplace la figure.
§ 126. — On appellera plan imaginaire dans l'espace à 3 dimensions , droite imaginaire dans le plan, l'ensemble des points dont les coordonnées satisfont à une équation du premier degré à coefficients imaginaires.
Théorème. — Un plan imaginaire contient une droite réelle. En effet le plan.
(ft + a'i) X + ((? -i- b'i) y + (c +rt) s + d + d'i — passe évidemment par la droite d'intersection des deux plans ax + by+cs + d — n'x + b'y + e's + d ~ U On peut remarquer que ie plan imaginaiie conjugué ;
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(a - a'ï) X + {b - b'i) 'Il + (0 ~ c'j) : + d - d'i = O passe par celte racine droite.
En géométrie plane, on verra de LuÈme qu'une droite iinagiaaire con tient un point réel et un seul.
Théorème. — La droite qui joint deux points imag-inaires conjugua est réelle. En effet les coordonnées de l'un de ses points sont
« + pi + OT [« - Si)
et 2 autres formules a
en posant -——^:=l, on a j; — h -f- /,S et de mÉme ly = &' 4" '■.^' a ^ k" + 'i.y' et quand ), varie on a des points réels. On verra facilement que le plan qui contient trois points imnginaires et la droite qui contient ks trois points conjugués des premiers sont imaginaires conjugués. Même remarque pour des droites joigaant deux peints imaginaires .
Droites isotropes, plans isotropes.
^ 127. — L'équation s' + if -|- s;' ^ U- est évidemment celle d'u
W est négatif, la ■e est un cône, car si on n a encore l'équation.
splièrede rayon R ayant pour centre sphère est imaginaire ; si R' ^^ cette augmente xy z dans un certain rapport à, oi
or, quand on a deux points x i/ s œ' i/ s' tels que
it est bien facile de voir que ces points sont en ligne droite avec l'origine.
Les génératrices 'de ce cône sont des droites inoirofti;, ses plans tangents des plans isotropes. Nous reviendrons plus loin sur ces importantes notions.
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Raisonnements sur des points imaginaires
g 128. — Il est clair que si des principes subsistent pour les pointa imaginaires, leurs conséquences subsistent égaîemcnl.
Les théorèmes établis au § 1 subsistent évidemment pour les points imaginaires.
On a AB -f- BC -f- ^^^ =:; car si a ,^ 7 sont les aboissos des trois points, AB c'est par délinition 5 — -/. L'^j^çalité se réduit donc à
c'est-à-dire à une idetilité.
§ 129. — La projeclivilé du rapport auharmonii|t\e est plus diiricile à démontrer. Voici une démonstration qui, s'appliqiiant aus points réels, subsiste lorsqu'ils deviennent iinnginaircs.
Je ferai la démonstration pour le rapport anbarmonique de quatre plans dans l'espace. Elle s'appliquera d'elle-même à quatre droites dans un plan, en supprimant la variable s .
SoHAx+Bij -f C3 + D r=o ou pour abréger V — o l'équation d'un plan
A'r + B'y + Cz + !)■ — ou Q — o
celle d'un second plan.
Soient M et N deux points M,*!) coupe 1' eu un point l\ et <l en un points. Soient Xsjy„!o œ, i/i :, les coordonnées des points .\! cl N. on aura (g 110) (formule 8),
et de r
ucme
ii.\i
. SSI
nx
considérons maintenant un plan 1' + ' 'J =0 passant par la droite
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d'intersection des deux plans donnés et par le point M, P + y. Q = un second plan passant cette fois pav le point N.
Le premier plan passant par M, on a : 1\ + ' Qo = '/■ — — de môme le second passant par N. on a : l*, + ," Qi = '>
donc: le rapport anharmonique des quatre points (M NR S) où une droite rencontre quatre plans passant par une même droite i 1> — Q — P+ A Q ==0 P+,1/, Q = est égal à ■'- il est donc le même, ciuelle que soit la sécante.
Ce principe une fois démonfré| toutes ses conséquences en découlent iacilement sans supposer les points réels.
§ 130. — Nous allons aussi reprendre les propriétés du plan polaire par rapport à «ne sphère (ou de la polaire dans un plan par rapport à un cercle) afin de donner de ces propriétés des démonstrations applicables immédiatement, et sans modificaVion au cas oii les points sont imaginaires. Nous raisonnons, pourpltis de généralité dans le cas de Ja.sphère ; le cas du cercle dans le plan se traitera de même en supprimant simplement la troisième variable :. L'équation d'une sphère ayant son centre à l'origine est :
Soient A et B deux points, x^ y^ j^, x, j/, ;, leurs cooi-données '■ M et M' les points où la droite AB coupe la sphère. Posons ^ =^ m, —-=: vi' ; les coordonnées du point M par exemple s'exprimeront par les formules ("), du § 108 et en écrivant que ce point est sur la sphère, on aura l'équation
('•,t";p)- +evï";f')- + e';: "?)■=«■
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OU bien :
(') ix, + mx,r + (y, + wy,r + (.% + "'=,)' - li^ (1 + my^o
Les deux racines de cette équation en m seronE m et m'. Pour que les points M et M' soient conjugués par rapport à A et B, il faut que !a somme des racines de cette équation soit nulle, et par suite qoe !o coefficient de m soit égal à zéro. On aura donc : (') 3:,^i + ll«y^ + Sn^. — H'
c'est la condition pour que les points A et 13 soiout conjugués par rapport à M et M'. Si A est Rkg, le lieu de B est un plan qui a pour équation :
Si le plan polaire de A passe par B, celui de B passe par A, car chacune de ces deux conditions s'exprime pai' la relation C).
Considérons un point variable G sur la droite AU, ses coordonnées seront, d'après les formules, delà forme
En formant l'équation de son plan polaire, on voit que si l'on désigne pour abréger par P — Q ^ 0, les équations des plans polaires de A et iJ, le plan polaire de G aura pour équation P -f- À Q :^ 0, en sorte qu'il passe par une droite fixe, intersection des plans P= Q ^:0, c'est la droite conjuguée de AB.
Prenons sur AB un autre point D qui s'obtient en attribuant à ). une autre valeur n dans les formules précédentes ; on aura
le rapport anharmonique[A B C D)*sera égal à
Les plans polaires de A B C D ayant pour épuations P ^^ Q ^i: P-(-). Q^OP-i-(tQ^^ leur rapport anharmonique sera aussi — . (§ 129), donc le rapport anlmnnoniqne île quatre points en liijne droite est bien égal à celui de leurs quatre plans polaires.
DÉFINITION DES POINTS IMAGINAIRES DE VON
STAUDT.
§ 131. — Nous avons défini dans la leçon précédente, un ensemble E, dont chaque élément est uo système de trois quantités (X Y Z) réelles ou complexes. On peut présenter les choses d'une îaçon im peu difEérente. Mettons X Y Z sous Sonne de rapports X:^-^ Y=:-^Z=;^t sera forcément différent de ?,éro. Ou pourra, au lieu de donner X Y Z, donner les quatre valeurs xy s t, (t ^o) maisX Y Z ne changeront pas quand on multipliera x y s ( par une même quantité- L'ensemble Ej aura alors pour éléments des systèmes de quatre valeurs réelles ou complexes, dont la dernière sera différeote de zéro, deux ^sternes n'étant pas supposés dùtincti quand les quatre val'mrs de l'un sont propoitionnelks aitx quatre valeurs du même rang de l'avtrr. On dira, pour abréger, qu'un élément de l'ensemble E, est constitué par des quantités })coportiowneiles à quatre valeurs (aiiy s () réelles ou complexes dont la dernière n'est pas nulle.
Nous avons déjà remarqué que deux points (XYZ), (X,Y,Z|) tels que -^ =^"^ =^ "Y étaient en ligne droite avec l'origine. Il en résulté que si dans les lormules X^~r- Y— -f- Z^^-y.On fait varier t sans modifier X y 3, le point (XYZ) s'éloigne à l'infini dans une direction déterminée lorsqu'on tait tendre t vers zéro,eiron peut dire que le point va
LEÇONS SUR LGS MÉTHODES DR LA GlîOMftl'RIE MODERKE 8!)
coïncider avec un certain point à i'intini. Nous convenons de dire que . les coordonnées de ce point sont proportionnelles à »; y 3 et zéro.
Considérons dès lors un autre ensemble Ej dont chaque élément est constitué par des quantités proportionnelles à quatre valeurs (x ij z t) réelles on complexes dont la dernière peut être nulle. On appellera point un élément de cet ensemble, ëï x y z t sont réelles, on aura un point do coordonnées ~r "7" -7- ^^^s l'espace réel ; si f = on aura un point à l'infini dans la direction qui joint l'origine au point de coordonnées j; y :. Si -7- -r -j- sont imaginaires, on aura un point imaginaire, qui peut d'ailleurs âtre à l'infini, six y et s étant imaginaires, ( est nul.
Nous pourrons appeler l'ensemble Ej l'espace analytique.
Si on a l'équation d'une surface, de degré m.
sAX^Y^ZV =
en remplaçant les coordonnées X Y Z par -^ -^ -;- tous les termes contiendront en dominateur une certaine puissance de t; la plus élevée sera t". Si donc on chasse les dominateurs en multipliant toute ré(|uation pnrr, on aura ;
^Ax'-'-y'' :;'^l. "■ '^ V =
après cette opération, tous les termes sont de même degré en xy -t.Oa dit que l'équation est homogène \ d'où le nom ds cyordonnées hoinoijènsf donné à X a a t ,
Les points à l'infini sont ceux pour lesquels f = 0. On dit que cotte équation, qui est du premier degré, représente k plan de l'infliii.
Considérons une sphère de centre x, y^ s^- On obtient sou équation en écrivant que la distance du point (XYZ) au point a^j (yri3„estôi;;ile au rayon R, ce qui donne {§ 113)
(X - x,)' + (Y - v,r- + (Z - ;„)' = II' ou en coordonnées homogènes
(X - tx,y- + {y ~ ty,r + (: - (:„)' = WT-
yGoosle
En faisant ( =: on a les points à l'infini sur la sphère. Ces points sont donc à l'intersection du plan de l'infmi avec la surface x^ + ,f + ~J^O
Celte équation ne contenant ni a;„, ni y„, ni •,, ni R, est la mùme pour toutes les sphères. Donc toutes les sphèns coupent le plan de l'infini suivant la même lifitK. Nous retrouvons ce résultat d'une manière géométrique ; cette ligne s'appelle le cercle de l'infini.
§ 132. — Je vais compléter ici la théorie de l'Iiomologio en donnant des lormules qui permettent de calculer les coordonnées du point correspondant d'un point donné, dans une bomologie.
Nous prendrons pour origine le centre d'homologie ; pour axe des a; une droite quelconque rencontrant en A le plan d'homologie, pour axes des y et des s deux droites parallèles au plan d'homologie.
Soient XYZ les coordonnées d'un point P, X'Y'Z' celles de son correspondant P'.
P et P' étant en ligne droite avec 0, on aura;
maintenant c étant le point ou OP rencontre le plan d'homologie
K étant la constante d'homologie.
Le rapport anharmonique des quatre points O/P'P est égal à celui do leurs quatre projections sur Oe faites p^i'ailôlemsut au plan d'homologie; donc, OAp' et p étant ces projections on a:
Op' . Aj/ _ Ôj) ■ A;) — ou bien en posant 0A^«
d'où par conséquent
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aK+ll-l0"X' ;
/K+ll-KjX' ^"
en coordonnées homogènes
, p éUnt un facteii
ité arbitraire:
px~aa^ f,y=zay' f^z^a- pt^aKt' -\-{l — K)x'
On voit que ces iorniules, qui sont du 1" degré, diaùgerottt une équation de degré m en une autre de degré m; c'e-st -à-dire qu'une ligne on surface est du même ordre que son liomologi-
§ 133, — Voici une remarque résultant de ce qui précède et dont nous aurons besoin plus tard.
Une splière réelle a une équation de la forme :
{x~x,ry + (y~y,t)' + (,z~z,ty-R't' = Oq voit que la figure homologiquo d'une sphère a une équation de la forme ;
PQRS étant quatre polynômes du 1" degré Si l'homologie est réelle, c'est-à-dire si le contre, le plan d'hoinologie et la constante d'homologie sont réelles, PQRS seront des polynômes à coefficients réels; on voit que troisd'entre les quatre carrés ont un certain signe, le quatrième un signe contraire.
On verra sans peine que la ligure homologique d'une siihéro imaginaire a une équation de la forme
P' + Q' + K' + S' = les quatre carrés étant cette fois de même signe.
Considérons une équation de la forme:
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on pourra l'écrire
(P + Q)(P-Q)^(R + S)(S-H) on voit que la surface qu'elle ro|irésente contient la droite réelle
P-J-Q = R + S = el comme nne sphère ne contient pas de droites réelles, cette Hurlace ne saurait être la figure liomologique d'une sphère dans une homologie réelle.
Ces remarques auront leur ulilil6 dans la dernière leçon.
!^ 134. — ,1e terminerai cette leçon par quelques mots sur une manière d'envisager les points imaginaires, due à von Staudt. Dans ce qui précède nous n'avons pas considéré un point imaginaire comme un Être existant dans l'espace ; c'était simplement un groupe de trois quantités.
Considérons une droite X'X, sur celle droite une origine et un
sens posilil.
Soit une é([uation du second degré h racines imaginaires
à cette équation correspond sur la droite une uivolution délhile
par la relation suivante entre les ahoisses x et x de (luiix points
xx-a{x + x)+a^ + b'-^0 et les racines de l'équation du second degré donnent les abcisses des points doubles (imaginaires) de celte involution. Ces points sont deux points imaginaires conjugués sur la droite x'x.
On pourrait donc donner de deux points imaginaires conjugués la délinition suivante:
Donner deux points imaginaires conjugués c'est par délinition donner une droite, et sur cette droite une involution n'ayant pas de points doubles réels.
Cette délinition est très satisfaisante pour définir un couple de points imaginaires. C'est celle qu'admet Gbasies, ou du moins celle de Chaslea en dilfère peu. Pour ce géomètre, donner deux
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points imaginaires sur wiie droite, c'est donner une équation du second degré, n'ayant pas ses racines récllos.
Toute la difïtculté est de délinir un point imaginaire isolément, de le séparer de son conjugué.
^ 135. — Faisons auparavant quckiues remarques relatives à la diilinllion d'un sens sur une droite.
Au point do vue projeetîf, nous ne pouvons pas définir un xem sur une droite en donnant sur cette droite deux points A et B et en disant que le sens cboisi est celui qui va de A vers H. En elîet, si les points A et ont pour projection A' et G', mais si un point M compris entre A et B a sa projection M' à l'inlïni, quand un point P ira de A vers B, il passera par M, et par suite la projection V ira de A' en B' après avoir passé par l'iaflni, c'est-à-dire que cette projection ne parcourra pas A'B'.
Pour définir un sens sur une droite, il laudra se donner trois points ABC, et dire le sens qui va de A en B en passant par C, sans se préoccuper de cette circonstance que pour aller de A vers B en passant par G il faut peut-être passer par l'infini.
Un sens étant ainsi défini, si l'on projette les points ABC, en A'R'C au sens allant de A vers B en passant par C, correspondra In sens allant de X' en B' on passant par C.
S; 136. — Voici maintenant la définilion d'un point imaginaire d'après Staudt. Donner un point imaginaire, c'est donner une droite, et sur celte droite une involution sans points douljies réels et un sens. Aux deux sens différents qu'on peut se donner correspondent alors deux points imaginaires conjugués. Ce qui iait l'intérêt de cette défmition, c'est qu'elle n'emploie que des propriétés projectives, puisqu'on projetant une droite (coniqueinenl) on a une droite, qu'en projetant une involution on a une involution, et qu'à un certain sens déterminé correspond comme nous venons de le voir, un sens déterminé.
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§137. — On peut [aire la remarque sidvanto. Soit ,r i= a -f" ^'i une abaisse imaginaire. Remplaçons cette lormulo par les suivantes
on déduit de là
Les deux points M et M', d'ahcisses x &i x forment donc une involution. I! est facile de voir que quand t varie de — oo à + w ces points se déplacent dans le même sens. On pourra dire que cette involulion et ce sens définissent le point d'abcisse a + î>t-
Le point d'abcîsse a — bi sera défini à l'aide des formules
Ces formules définissent la même involLilion que les deux précédentes, mais le sens n'est pas le même.
^ 138 — Une droite imaginaire (dans un plan réel) sera définie de mLme par deux laiseeaux en involution. avec des rayons doubles imagmaiies et un sens de rotation. Cette involution découpe sur une dioite léelle une involution de points, et le sens de rotation donne un '-ens sur celte droite réelle. On définit ainsi le point imaginaire d'intersection de deux droites, l'une imaginaire, l'autre réelle.
Dans l'espace, on définira un plan imaginaire par un laisceau de plans en involution (à plans doubles imaginaires) et un sens. Une droite imaginaire sera l'ensemble des points communs à deux plans imaginaires.
Cette théorie de Staudt n'est pas nécessaire au point de vue de la rigueur. La définition analytique que nous avons donnée du point imaginaire est suffisante. Mais elle fournit une représentation géométrique du point imaginaire propre à satisfaire l'esprit de ceux qui aiment les choses concrètes.
Si on a une involution sur une droite D, et qu'on projette sur les
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axes de coordonnées en A, A' lî,B' G,C', les points cori'espondants M, M', lie cette involution on définira sur les axes trois points imaginaires qui seront les projections du point défini sur la droite D. Les abcisses de ces points seront les coordonnées du point délîni sur la droite D.
DIXIEME LEÇON PROPRIÉTÉS DES CERCLES ET DES SPHÈRES
Figue es inverses
§ 139. — Nous allons démontrer rapidement ici les principales propriétés de Vincersion. Soit un point dit pôle, d'inversion, K une constante appelée constante d'inversion. Deux figures JP" et F seront dites inverses l'une de l'autre, si à chaque point M de la première, correspondant un point M' de la seconde, situé sur OM et tel que OM X OM' = K.
11 résulte de cette définition, que deux couples de points correspondants MM', PF sont sur un môme cercle, car on a : OM X OM' ■■= OP X OP' — K.
§ 140. — Comercation des angles. — On nomme angle de doux lignes qui se coupent, l'angle de leurs tangentes au point d'intersection, La propriété de la conservation des angles consiste en ceci ; l'angle de deux lignes est égal à celui de leurs transformées par inversion.
Pour le démontrer, considérons d'abord une ligne C, et M un point de cette ligne, soit G' la ligne inverse sur laquelle est le point M' inverse de M. Si M,, est un point voisin de M, et M', l'inverse de M„ les quatre points MM, M'M', sont sur un même cercle s. Quand M, vient se confondre avec M, le cercle devient tangent en M à la courbe C. Le point M', vient alors en M' de sorte que la droite M'M', devient tangente au cercle s. Il en résulte que la courbe C admet une tangente en M' et que les deux tangentes en M et M' aux deux lignes G et G', sont tangentes à un même cercle i., dont le plan passe par le pùle d'in
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§ 141. — Cela posé, soiont deux courbes Cet C,, secouiiant en M, deii\ coQi'bes invei'ses G' et G', passant pai' M', aoîtï le iioint où se coupent les tangentes en M et M' aux coui-bes C et C, T,, le point <le rencontre des tangentes aux mêmes points à C, et C, ; on a TM ^= TM' ftatttimtes issties d'un même poinlj. De tnënie T^M =^ T,M'. D'où suit l'égalité des triangles TMT,, TM'T,, qui ont leurs trois côtés égaux. Les angles TMT, TM'T, sont alors égaux (ce qu'il fallait démontnr).
§ 142. - TuKûnKME. - La ligure inverse d'une droite est un cercle passant par le pûle d'inversion ; la figure inverso d'une spiière est un plan passant par le pôle.
Soit D une droite, M un point de celte droite, M' l'inverse de M, Menons du pôle la perpendiculaire OH sur D, coupant D en H, et soit H' l'inverse 'de H. On a : OH X OH' ^ OM X OM' ou bien: ^ = ^. . Ce qui démontre la similitude des triangles OM'H', OMH, et par suite l'égalité des angles OM'H', OHM, comme ce dernier est droit, le premier l'est aussi, et le point M' est sur le cercle ayant OH' comme diamètre: réciproquement un cercle décrit sur OH' comme diamètre, aura pour inverse D.
En faisant tourner la figure autour cio OH', la droite engendre un plan et la cercle une spl)«re passant par 0; le plan a donc pour inverse la sphère.
§143. —Théorème.,— La figure inverse d'un cercle dont le plan passe par le pôle est «n cercle. Le pôle est le centre de similitude de ces deux cercles. La figure inverse d'une sphère est une sphère ; le pôle est le centre de similitude de ces deux sphères. 1° Soit G, un cercle, M un de ses points, M' son inverse, M, le point où OM rencontre de nouveau le cercle G. On a l'égalité: OM X OM' — k. D'autre part on a par la géométrie élémentaire OM X OM, ^= p (p est une constante appelée comme on sait la puissance de par rapport au cercle G) on a donc ^ =. — , le lieu de M' est donc la ligure homothétique du lieu de M, c'est-à-dire un cercle ayant avec
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G le point pour ceutra da similituili!. 2" Ea faisant tourner la figure autour de îa ligne tla centre?, on obtient doux sphères, qui sont ainsi inverser l'une do l'autro. ft qui o:il l> pour centre de simili-
g 144. — Théorzhk. ~ Deus sphères dans l'espace (ou dou\ cercles dans un plan) sont toujours. inverses l'un de l'antre, le pùle d'inversion étant l'on rinelconque Aa centres de similitude. En effet soit M «n point de l'une des splièrcs, un centre de similitude, M'^ le point homologue de M c'cst-;Vdiro un point o(i OM coupe la deuxième sphère, et tel que ^tj; — j,,- rapport des rayons des deux sphères. OM rencontre la seconde sphère en un point M' autre qne M', tid que OM' X OM', =: i>, p étant la puissance du point par rapport ù cette sphère. En multipliant membre ù membre les lioux égalittis ci-dessus, on a : OM X OM' — P- |r ' Ceci démontre la proposition.
§ 145. — TfiÉjiiLiMU. — L'inverse d'un cercle dans l'espace est un autre cercle, car un cercle est l'intersection de deux sphères ; sa figure inverse est l'intersection des deux sphères inverses, c'est-à-dire un cercle.
§ 146. — Uëlvtion kxxue li'.s longukurs. — Soient A et B deux points, .V et ff leurs inverses. De ce ([ue OA X OA' — OB X OB', ou ^- ^^ ôX' "" déduit cjue les triangles OAB, OB' A' sont semblables, on
. AB OA OAXOI! OAXOB, . ,_, fe. Alï ,
a donc . -^.p. - jy-^-, = ôB-X Ôîi' = -T^ ''°»° " ^ '^ ^ (WOB ■ ^°'mule qui sera utile dans la suite.
Intersection d'une droite avec une sphère ou un cercle
§ 147. — Soit S une sphère de centre 0, de rayon U ; D une droite A un point de D, A'ie point où D rencontre le plan polaire do A. Du contre abaissons Oy. perpendiculaire sur D et la coupant en y. on a :
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,> AX» A'= ir -0«M§ 35)
A et A' forment ainsi une invoiution. Les points doubles sont les points où D coupe la splière. Poui' les dé ter m i ne i'. prenons un point P sur la droite D, et soit PA ^ a:, PA' — x", P f- — ri, PO — a, o m — h oa a PO' — P'.i' + 'j} ou a' =r d' + ''' on iiura : « A = .r — d, M A' := £■ — d, la relation préoédeiite s'écrira donc :
(£ — d) ix' — ri, =: H= — h'oii on dtivftloppant et remplaçant d' -]- V par a' :
xx' — d(x + x'] + II' ~ \V =-- 1> Ko fiiisiint ir = /, on a l'équalion :
:k'-2 d£+ a'- - IV ~0 donnant les abeissos PM, PM' des points M et M' où la droite rencontre la splière. On voit que le produit de ces racines est a' — U'. Il ne clianjîe pas quand la sécante tourne autour de P, C'est là une proposition bien connue, mais la dâioonstralion précédente s'applique encorequanrt M et M' sont imaginaires.
On raisonnerait sur un cercle dans le plan comme nous avons raisonné sur une spliùre dans l'espace.
s; 148- — En prenant dans l'espace par rapport à la splière (dans le plan par rapport au cercle) les polaires réciproques, on a h la place des paints où D coupe la splière, les plans tangents menés à cette sphère par la droite i conjuguée de D, (Dans le plan à la place des pointa où D coupe !e cercle, on a les tangentes menées au cercle par le pftle i de la droite D.)
§ 149. ~ Points à l'in^ni sur un cercle ou sur um sphire. — Considérons d'abord un cercle dans le plan, et supposons que la droite D soit à l'infini. Soit A un point sur D. La polaire de A passera par le centre du cercle, pôle de D, ce sera une droite OA' perpendiculaire sur D. Les points A et A' sont donc les deux points où les deux cûtéa
OA OA' A\m angle droit couj)ent la droite i)o l'inlini. Los points doubles de l'iiivoluLion A, A', s'uppellont les points [et J, ce sont les points où le cercle rencontre la droite D de l'inlini. Considérons deux points et 0', deux angles droits pivotant autour de ces points : ces deux angles droits découperont les mêmes divisions en involnlion sur la droite de l'infini, car si les deux premiers côtés se coupent sur cette droite, c'est-à-dire sont parallèlos, les deux seconds côtés siîront aussi parallèles.
S 150. —Tous loi cordes coupent donc ly droite de n»lini ;iux mêmes points, dits points 1 et J, ou points circolaîies de l'infini ou ])omIs cycIi^uM du plan , Les deux points où les côtés de l'augle droit quelconqueÂOA' coupent la droite de l'inlini, sont conjugués par rapport à ces points.
§ 151. — Dans l'espace, considérons une droite DàTinlini et une sphère S de centre 0. Le pian OU coupe la sphère suivant un cercle C' qui coupe D aux deux points eyclitiues du plan OD.
V.n taisant tourner le cercle C de façon qu'il engendre la sphère, la droite D engendre le plan de l'inlini, et les points cycliques décrivent le cercle d'intersection de la splière S et du plan de l'inlini f Cercle de Virijinij:
Ce cercle sera le même pour toutes les sphères possibles, puisque dans le plan les points cycliques sont les mêmes pour tous les cercles possibles (voir aussi § 130).
§ 152. — Un point A étant dans le plan de l'inlini, le plan polaire de A sera le plan mené par (centre de la sphère) perpendiculaire surOA, Il coupera le plan de l'infini suivant une droite i polaire de A par rapport au cercle derinflni.
Puissance d'un point. — Axes radicaux 153 — Soient dans le plan deux cercles de centre C et C, de
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rayons R et If. Lb lieu (iu point M ayant même puissance par rapport à Cet G' est une droite perpendiculaire à la ligne des centres, appelée l'axe radical de ces deux cercles.
En effet, en égalant les puissances d'un poiul M par rapport aux deux cercles, on a :
MC - R= i^ MO" ~ ï\"-
mais MC = Ml" + CP', P étant le pied de la perpendiculaire ahaissi de M sur CC ; de même: MC'= ^Ml" + CP' il en résulte que : CP' ■ CP' = W" — H' or (S 4) on a G P — CP = CC donc :
CT -|- CP et CP - CP étant conitants, le point P est lixe, ce qui démontre la proposilion.
. L'axe radical passe par les deux points réels ou non où se coupent les deux cercles, car ces points ont une puissance nulle par rapport à ces deux cercles.
§ 154,' — Les axes radicaux de trois cercles C, Cj C,, pris deux à deux, se coupent au même point. En eltet, soit M le point où se coupent les axes radicaux de C, Ci et de C, C,. Ce point aura même puissance
à la fois par rapport â G, Ci et G, il sera donc sur l'axe radical de
G, et C, ce qui démontre la proposition.
5 15S. — TiiiiouÉME. — Deux cpreles queloou(juos sont toujours liomologiques de deux laçons. Le centre d'homologie est l'un des centres de similitude, l'axe d'homologie est l'axe radical.
Soit S l'un des centres de similitude de C et C. C'est en même temps un pôle d'inversion ; soient M et M, deux points de C, M' M', leurs inverses sur C. Comme SM X SM' — S.y, X SM', M M' M, M', ïont sur un même cercles. MM, est l'axe radical de Cet S, M'M', est celui de G' et S, donc d'après le théorème précédent MM, et M'M', so coupent sur l'axe radical de C et de C, Donc M' est l'homologue de M dans
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riiomologie de centre S, ayant pour axe l'axe radical de C et de C et donl M, et M', sont deux points correspondants fce qu'il fallait démontrer).
% 156. — l':xTKNSiON AUX BP!r].;iiK.;-i. — En faisant toui-ncr la lij^urc autour de la ligne des contres, on déduit de là les énoncés suivants velatitsâ des sphères ;
\' Le lieu des points d'égale puissance par rapport à doux sphères est un plan, dit plan radical, perpendiculairo à la ligne des centres.
2° Les plana radicaux de trois sphères prises doKX à deux se coupent suivant uae môme droite (axe radicalj.
3° Deux sphères sont homologiques de doux façons, l'axe d'homologie.est l'axe radical, le centre d'homologie est l'un des contres de similitude.
On verra aussi, comme pour les cercles, que les plans radicaux de quatre sphères prises deux à deux, passent par im même point ayant même puissance par rapport aux quatre sphères.
§ 157, ~ Rapport anharmoniqiie de quatre points d'tm l'erde ou de quatre tangentes.
Soit s un cercle P un point de ce cercle, i une tangente; si ABCD sont quatre autres points de ï, et si les tangentes en ces points coupent i en «1^7 3, je dis que l'on a P {Al! C D) — {«^y 3),
Pour éviter des. considérations d'angles qui. s'appliqueraient mal au cas des points imaginaires, je démontre ce théorème par inversion. P étant pris pour pôle d'inversion, ABCD se transforment en quatre points A' B' C D' en ligne droite (parce que le pùle est sur le cercle) et l'on a; (§146).
p..- _ fc CA _J.^ Cil __,. k. I)A p.,,, „ _^.J>iL
Le second membre ne dépendant pas do la position du point P, !e premier qui est égal à P (A BCD) n'en dépend pas non plus. — Nous
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n'ayons pas tenu compte des signe?. Nous avons simplement prouvé que si P et P' sont deux points du cercle, on a : I' (ABGD) ^^ P' (ADCD) en grandeur. Or si P' décrit le cercle, P' (ABCD) variant d'une manière continue, ne pourrait elianger de signe sans s'annuler ou devenir infini (1) ce qui est impossible, puisqu'il gartle toujours la même valeur absolue. 11 y a donc toujours le même signe.
Si l'un des points était imaginaire, on raisounorait de môme sur la partie réelle du rapport anliarmonique, qui ne peut changer de signe sans s'annuler ou devenir infiiiit', ou Iiien sur la partie imaginaire, si la partie réelle élait nulle.
g 159. — Envisageons luaintenanl lus quatre points a p-/ S où la tangente en Q rencontre les tangentes en ABCi). Comme ils ont pour polaires QA QB QC QD, on a (g 130) Q (ABCD) — {'/.;; ■/ 3) et comme P (ABCD) = Q (AliCO) on a I' (AISCD) = (v. ^-^ y H) , ce qui démontrela proposition.
g 160. — Remarque. — .Si les points A et B étaient les points njcHques, les distances CA, CB,elc., seraient indéterminées, et ia formule qui nous a servi deviendrait illusoire. On tourne la difficulté en transformant le cercle en un autre par homologic, ce qui est possible (§ 155). L'Iiomologio n'altérant pas les rapporte anharmoniquea, le théorème s'appliqiiera à l'un des cercles, c.ir il s'applique à Vautra les points cycliques étant changés en deu?; autres points.
§ 161. — Une autre remarque à faire, c'est que l'hesagone PQAIÎCD est de Pascal [g 27) dés lors l'égalité P (ABCD) — (ABCD) en entraîne d'asilres, commeon l'a vu à ce paragraphe,
5 162, — Voici encore une conséquence de ce qui précède. Considérons deux angles, AOD, APB, dont les eûtes se ccupcnt en A et B, et qui sont égaux et placés de façon que AOBP soient sur un mémo cercle. Les points cycliques I et J étant aussi sur ce cercle on aura ;
ipnine que le rapiiort oiiliiu'iiioiiiiiuf' P (AIÎCD) cat une
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(ABU) — P [AUlJ), et si OA, OB, l'A PB coiipftnl In droile rie l'inlini en a [^ a '-.' on aura
de sorte que l'égalité des deux angles se traduit par celles de ces deux rapports anharmoniques.
§ 163. — PuopaiÉTÉs l'uo.iEGTiVKs. — Si une propriété d'unn ligure F sulisiste pour son homologique ou sa perspective F', on dit que cette propriété est "projective. La propriété pour quatre points d'être en ligne droite, d'avoir un rapport anharmonique déterminé, pour quatre droites de concourir, d'avoir un rapport anliarmonique donné, subsistant dans les ligures homologiques, sont des propriétés vivjectizes.
ONZIKME LEÇON
Définition des sections coniques. Théorème de Chasles. Applications
§ 184. — La section pai- hû plan quelconque dun cùne obhque à hase circulaire se nomme secPon conique, ou simplementioRc/Ke
La section d'un cône de sommet S ayant poui bàff un ceicleC, par un plan P, peut êtreconsiutiee comme la projection conique ou perspective du cercle C sur le plan P le acmmet de piojcvtion Étant situé en S. Comme deux figuie'^ peispeotiies peuvent êtie placées de façon à être homologiqueri, et réciproquement, une section conique peut être définie comme la ligure homoiogique d'un cercle.
Toutes les propriétés projectives d'un cercle peuvent donc être appliquées aux coniques. Nous les déduirons toutes, Comme l'a fait Chasles de deux d'entre elles. Si A B C D P et H sont six points d'un cercle, on a P (ÂBCD) — H (ADCD) ; de mÈme si ces lettres désignant six tangentes au cercle, PA désignant le point de rencontra de P et A, on a la même égalité (§ 15S, 159).
Ces propriétés, d'après les g 27 et 28, peuvent être énoncées ainsi ; Tout hexagone inscrit à une conique est un hexagone de Prtscaf, tout hexagone circonscrit est un hexagone de Piianchon. Ces hexagones possèdent donc les propriétés énoncées aux § 29 et 30.
§ 165. — Soient AetB deux points lixes sur une conique, et M un point variable. On peut écrire avec «ne notation déjà employée: A (M) ^ B (M), c'est-à-dire que les deux faisceaux AM et BM .sont homographiques . Si M vient en A, le rayon AM devient tangent en À à la courbe, tandis que BM devient BA, La tangente en A, rajoa
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tlu premier faisceau, a pour liomolngue le riiyon BA. De môme le rayon Al) a (tour homologue la titngentceii iî.
^ 168. — CorrrèlaUG&')iml, si A ol H sont deux langenles lixes, M une tangente variable, on a A (M) — B (M), c'est-à-dire que la droite M découpe sur A et B deux divisions homograpbiques. D'ailleurs si M vient so confondre avec A, le point où A est coupé par M devient le point où A touche la courbe, tandis que le point do rencontre de B et de M devient celai de 11 et de A. Ainsi sur la dmile A, le point où A touche la courbe a pour correspondant le point de rencontre de A et de B, de mûme le point où A coupe B a pour correspondant sur la droite B le point où lï touche la courbe.
e coupent, coosidéru
§ 167. — Les Hdfiroqw.H de ces théorèmes sont vraies, nous allons les démontrer.
1° Le lieu du point de renconlre de deux rayons homologues dans deuj> faisceaux homographiquss est une action conique.
En effet, soient A et B les soihmets des deux laisceaux, on verra, comme précédemment, que la droite A B a pour rayon correspondant dans le premier faisceau, la tangente en A, et dans le second faisceau la tangente on B.
SoitT le point où ces deux tangor plan passant par le tangente AT, et dans ce plan un cercle ciuelconque tangent a cette droite en A ; menons ensuite du point T la sec.nde tangente au cercle, le touchant en G ; soient AM et BM deux rayons correspondants, AM coupe IIT en ,S, BM coupe Aï en «, joignons 'j.V, qui coupe le cercle en P, et joignons AP qui coupe Cï en ■/■ Do ce que B (M) z:z: A (M* on déduit (-/.) — (p) ; de ce que AP et GP so coupoi
ercle, on diiduit
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A (l'i = C (l') et par suilo (y) ^ (») par conséquent (,';) — (-,), d'auti'o paît, ([uand ^ vient en T, c'est que M vient en A ; alors a vient en A ; P vient en A et 7 vient en T ; donc, dans les deux divisions hoinograpbiques ,S et y, le point T est à lui-miâme son propre correspondant ; donc la droite ,Sy passe par un point lise. Gomme B et G sont doux points correspondants (si S vient en B, « vient en T, y vient en C) ce point lixe est nn point S de .la droite BC ; alors si on prend S pour centre do projection, B se projette en G, et fi en y B« et A,S qui se coupent en M, se projettent suivant Gz et Ay qui se coupent en P, donc M se projette en P, et la courbe iieu de M, a pour projection le cercle lieu de I' (ce qu"d fallait lUmonlrer).
§ 168. — 2° La droite qui joint deux points coi-respondants dt dm, divisions homograpSiiques est tangente à une section conique.
Soient AT et BT les droites qui portent les divisions, A et B le; points qui correspondent à T sur ios deux droites ; taisons passer par AT un plan. Dans ce plan, traçons un un cercle tangent en A à Aï, menons de T (^ ta seconde tangente au cercle, qui le touclie en G. Soient « et ,'; deux points correspondants sur AT et Bï, fy une tangente à C, qui coupe CT ony, ou par hypothèse (-j] ^^ (S); puisque «y touche le cercle on a ('/.) — (y) par conséquent (,'î} ^= (y), d'autre part quand vient en T, « vient en A et 7 vient en T, donc ,Sy passe par un point lixe, qui se trouve d'ailleurs sur liC car si p vient en B, a vient en T et 7 vient en C. Soit S ce point, en le prenant pour sommet dii projection, «y est la projection de '/,5, le plan S«j3 touclie donc le cône de sommet S ayant pour base le cercle, alors la droite «^ trace du plan S«7 sur le plan ABT touche la conique suivant laquelle ce ci'me coupii le plan ABT .'if qu'il fallait dhnon-
yGoosle
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Conséquences des théorèmes précédents. — Tracé des coniques
§ 169. — Théorème, — Cinq points déterminm.t une'conique, ou d'une façon plus précise, par cinq points dont trois ne sont pas en ligne droite, on peut taire passer une conique et une seule.
En ertet soient ABCDE les cinq points, prenons les points A et E comme sommets de deus laisceaux ; on connaît trois couples de rayons correspondants AG, BC, AD BD AE, lîE, l'homographie est donc déterminée, on peut construire le correspondant AM d'un rajon quelconque BM, et par suite construire la courhe par points; on aura la tangente on A par exemple en cherchant le rayon homologue de li.\.
§ 170. — TflÉoitiiME, — Cinq tmif/mtes déterminent une conique. D'une façon plus précise si parmi cinq droites il n'y en a pas trois concourantes, ii existe une conique et une seule tangente à ces cinq droites .
En eiïet, soient ABCDE les cinq droites, prenons les droites A et D comme bases- (le deux divisions homographiques, ou connaît trois couples de points correspondants AG,BC AD,13D AE, Bli! (AG signiiie toujours le point de rencontre de A et G). L'homographie est donc déleriuinée, on peut construire le point AM situé sur A correspondant d'un point donné BM sur B. Alors la droite M est déterminée ; on pe::t construire ia courbe par langentes. On pourra trouver lo point où une tangente A par exemple touche la courbe, en chercliaot le point situé sur A. homologue du point où B coupe A .
§ 171 . — Probli^me, — Une conique étant donnée par cinq points, trouver ses points de rencontre avec une droite donnée à .
Soient ABCDE les points donnés ; les points où les rayons correspondants AM B.M coupent'i forment deux divisions honiographi-
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ques, on a d'aiiloitL-s trois couples fie points correspondants, les points, c c' rf d' e e'. où AC BC AD BD AE BK coupent à, les points douilles de ces deux divisions sont les points cherchés,
8 172. — pRonr.èMiî. — Une conique étant donnée par cinq tangentes, ti-ouvev les tangentes issues d'un point 4 à cette conique.
Soient ABCDE les tangentes (lonnées ; une tangente mobile M coupant A en a et Ben ,5, Ak i;5 forment deux fai scea u s homograp biques, d'ailleurs pour que ai5 qui est une tangente passe par A il faut que i« Ap Coïncident. Il laut donc trouver les rayons doubles de ces deux faisceaux. Or on connaît trois couples de rayons correspondants obtenus en joignant À aux points AC, BC, AD BD, AE BK. On pourra donc construire les rayons doubles.
Remarque. — Dans le premier problème, i peut être la droite de l'inlini, il a'aftit alors de trouver dans les deux laisceaus deux rayons parallèles. On y parvient en menant p:ir le sommet de l'un des faisceaux A, des parallèles aux rayons de l'autre, on a alor^ deux laiseeaux de même sommet, dont on cliercbera les rayons doubles.
Si ces deux rayon.s sont réeis et distincts, la courbe a deux points à l'inlini, on la nomme une hyperbole.
S'ils sont confondus, la courbe est tangente à la droite de l'inlini. On l'appelle une parabole.
Enfin si les rayons doubles sont imaginaires, la courbe qui n'a pas de points à l'infini ae nomme ellipse.
§ 173. — Dans le cas de VhijpeiboU, on peut prendre les points à l'infini comme sommets des deux faisceaux déteruiiaaat la courbe. Les faisceaux sont alors formés de droites parallèles, les rayons du premier à une droite A, les rayons du second à une droite B ; proposonsnous de trouver la tangente en A par exemple (le point A étant â l'infini). C'est la droite du faisceau A qui correspond au rayon B à l'infini. Il suffit d'avoir un point de cette droite puisqu'on a sa direction. Or si on coupe les faisceaux par une droite, onaura deux divisions homographiques, le point cherché est celui dont l'homologue
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dans la deuxième division esta l'inlini ; on sait donc le construire. Les tangentes à l'inlini se nomment les asymptotes de la courbe,
§ 174. — Thimrkme de Desauiîues. — Toutes les comques pamml far quatre poinls ABCD rowpcnt une droite i en deux points M et M con-espondants d'une involution. Les couples décotes opposés et les diagonales conpent A eu trois couples de points correspondants de cette involution.
On a en effet {§ 166) A (BC MM') — D (BC MM')
Si « est le point où AB coupe A, ^ le point où AG rencontre coLte
même droite, ^' et «' ceux oii i est rencontré par DB et DC, on aura ;
«= MM') — (,';'«' MM') ce qui montre (§ 91) i^ne M et M' sont deux couples de points correspondants d'une involution dont ««' ,^5' sont deux couples de points correspondants ,
Le théorème corrélatif se démontre d'une façon analogue, ou on transformant le précédenl par polaires réciproques. Les tangentes issues d'un point fixe 4 à toutes les coniques touchant quatre droites, forment deux faisceaux on involution. Les droites joignant iaux couples de sommets opposés ou aux faux sommets sont des couples de rayons correspondants.
Corollaire: soient deux quadrilatères ABCD, A'B'C'D' inscrits dans une conique, «,5 7 '> les points o£i se coupent (AB, A'B'), (AC, A'C), (BC, B'C), (BD, E'D'). Si c<;S7 sont en ligne droite, S est sur cette droite.
En effet, soient 3, et Sj les points 0(1 la droite a[v/ coupe BD et B'D'. Ce sont tous deux les points correspondants de 7 dans l'involution dont h|3 et les points M M' oii h,S coupe la conique sont desconpleadepoinls correspondants, 3, et 5, sont donc un seul et m&me point, le point S commun à BD, B'D'. On énoncera facilement le théorème corrélatif.
S 175. — Le lliéorème de Pascal résulte delà. Décomposons l'hexagone inscrit en deux quadrilatères ABCD et DEFA. AB et DE se coupent
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en I, EF et CD se coupent eu K. Les eûtes AD et DA coSncidant, un peut Bupposeï- que leur jioint de reucoutre est sur la droite IK. Donc, d'après ce tjui précède, le point î. où so coupent liCct l^F est aussi sur IK, les points IKLsonton ligne droite.
S 176. ~ Coinmc applicalion, clierclioiis à déterminer des coniques passant par quatre points ABCD et toucUanl une droite donnée A. Pour que la conique passant parAllCD, dontilestquestionau tbéorème de Desargues, loue be i, il faut que M et M' soient confondus; on a donc ù déterminer les points doubles de rinvolution, il y eu a deux P et Q, il y a donc deux coniques répondant à la question, l'une passant par ABCDP, l'autre par ABGDQ.
On déterminerait d'une façon analogue les coniques tangentes à quatre droites et passant par un point.
§ 177. — On peut encore résoudre le problème de trouver les coniques passant par trois points ABC et tangentes à deux droites données
Pour résoudre ce problème, faisons d'abord une remarque relative au théorème de Desargues. Si AD et CD viennent se eonfondre,auquel cas toutes les coniques sont tangentes en A et B aux deux droites fixes AC et BD, les pointa « et «' sont confondus, et l'on a un point double en «pour rinvolution.
Cela pose, pour résoudre le problème en question, cberciions les points Ret S inconnus où la conique cbe reliée touche ici a'; cherchons le point I où RS coupe AB ; toutes les coniques tangentes en H et S à A et A' déterminent sur AB une involntion, dont A B sont des points correspondants, ainsi que les points «et ^ où AB coupe i et A'; les points doubles I et V peuvent donc être déterminés. De même les points doubles K et K' dé rinvolution analogue sur AG, donc la ligne RS est IK, ou IK', ou l'K, ou l'K', il y a donc quatre solutions. Les points doubles analogues sur BC que l'on peut aus.si consli-iiire doivent se trouver aussi sur ces droites.
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Un résout delà lai,'on corrélative Ifi problème de constriiiLC ii nique connaissanf deux points et trois tangentes.
Application des théorèmes de Pascal et de Brianchon au tracé des coniques
§ 178. — 1° Pi-obihne. — Cinqpoints d'une conique élantdonnés; construire un sixième |)oint quelconque, et la tangente en l'un des cinq points.
Soient ABCDli les cinq points; par le point A. menons une droite quelconque qui constituera le côté AF d'un hexagone ABCDEF inscrit dans la conique. Il s'agit de trouver le pointF. Supposons que AB et . DK se coupent en « et que CD et Al" se coupent en ^, le point de ren. contre y des côtés BC et KF sera sur «,S, on pourra donc le construire en prenant l'intersection de CC et «,5, en joignant y?, on aura le côté EV qui coupera en F le côte AF. On aura ainsi un sixième point' quelconque de ia conique
Pour avoir la tangente en A, on supposera que AF est cette tangente; alors A et F devront coïncider. On prendra le point « où se coupent AB et DE, le point y où se coupent EF {c'est-â-dire EA) et BC. on prend le point (3, o(i CD coupe "■/■ AF doit passer par ce point, c'est donc la droite A7.
§ 179. — S' Problème. — Cinq tangentes d'une conique étant données, construire une sixième tangente quelconque, et le point de contact de l'une des cinq tangentes.
Soient ABCDE les cinq tangentes. Prenons sur la droite A un point quelconque, qui constituera le sommet AF d'un hexagone circonscrit à la conique. Il s'agit de trouver le côté F. Supposons que la droite, joignant le sommet AB au sommet DE soit k, celle qui joint CD et AF soit P ; la droite 7 qui joint BC et EF passera par le point de concours deaetjï, on pourra donc la construire en joignant BC à cepointde
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concours «,5. Le point où y lenconlre E sera îe sommet i:f, Kii joignant ce sommet au sommet Af on aura la ilroite F,
Pour avoir le point de contHcl de-A, on supposera que ee point est le sommet AF, alors les côtés A et F devront coinoider. On joinilra AB et DE par une droite «, EF (c'est-à-dire EA) et BC, par une droife 7, on a la droite ^ joigaanl. CD au point de concours de k et 7, le sommet AF est sur cette droit*, c'est donc le point oH celte droite-/ coupe A.
DOUZIEME LEÇON
Pôle et Polaire, Centre, Diamètre et Axes
g 180. — On iieut dijrluire la théorie des p'.l. couiqiies (le la mèinfl Ihéoi-ie dans le cprcle, en
et polaires rinns les rnsformaiit le cercle procéder, fon-
en coiiiq le par liomolo'Jtie. Voiul une autre manière dée sue le tliéorème de Desar^ues.
Propos'IwnA . — Autour d'un point A on fait tourner une droite coupant eu P et Q une coaique G. M étant le conjugi^é lioi moniC|ue de A par lai'port à P ft Q, le Heu de M est une droite dite polaire de A, qui pS'ise pur les points de contact des tangentes issues de A à la conique C. A se nomme le pôle decette droite. Outre la droite i coupant la cûni(|ue en P et Q, con.sidérons-en deux autres patesantpar Aet la coupant en RSet TU. Toutes les conii|uea passant par RSTU déterminent sur APQ une invoiiition (§174). Les côtés RS et TU eoupaut celte droite
1 A tous les doi
respoud à lui-môme. Le second point douille est alors le poiat M conjugué de A par rapport à P et Q, mais les points A et M sont conjugués par rapport à deux pointa correspondants quelconques, tels que les points «et p où la droite APQ est rencontrée par RT et SV. Le lieu de M est doQO le lieu du conjugué de A par rapport au couple de droites RT SU, c'.'st donc une droite (§ 25). Si on joint RT, SU qui se coupent en H. RU. TS qui se coupent en K, cette droite est la droite HK. Si on mène par A une tangente à la conique, les points où cette
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droite coupe la courbe, pontcoufontlus au point deconUol. Le conjugué de Ae^t alors ce point do contacL iui-mêiue cjui est ainsi sur lu polaire de A 'ce qu'il fallait déinonti-erj.
1 ' Remaïque. — Si RS, TU touïuenf autour de A, Il et K di^crivent 'a polaiie de Â
S Reinatque. — Si RS, TU coïncident, BT, SU sont les. tangenies en Rel S dinc les tangentes aux points où la droite AHâ coupe la courbe, secoapent sur la polaire de A.
§ 181. — Proposition' II. — Si Ifi polain du point A passe par un point B, eellf. du point II passe par le point A.
En effet, dire que la polaire de A passf par B, c'est dire que Â et B sont coniugués par rapport aux deux points réids ou imagiuiiires oîi AB coupe la conique. On énonce la même cliosc en dis;int que la polaire Je C passe par A.
Autrement : La polaire de A est le lieu des points K et 11 dont il a été question ci-dessus ; si donc la polaire de A passe par B, on peut supposer que B coïncide avec l'un de ces points, .K par exemple, c'està-dire que les droiles HT et SU passent par li. Mais alors la polaire de B passera par le point où se coupent RS et TU {même proposition), c'est-à-dire par le point A.
La spconde remarque du paragraphe précédent résulte de là, car le point B oti se coupent les tanstentes en R et S, a. pour polaire US qui passe par Â. La polaire de A doit donc passer par B.
On voit que si des points sont en ligne droite, leurs polaires sont concourantes. En effet, si des points M sont sur une droite D ayant P pour pôle, la polaire de P sera la droite D qui passe par M, donc la polaire de M passera par P.
De mÈme des droites concourantes en un même point ont leurs pôles sur inie iiièiiie droite.
g 182. — PHOPOsrciox 111. — Le rapport anharmonique de quaUe points en ligne droite est le même que celui de leurs quatre polaires concourantes.
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En pfFet, soit M un yioint fl'nne droite D, M' le conjugué de M sur D, c'est le point où l:i polaire de M coiiije D; M et M' étant conjugués par rapport aux deux points où la eoniqne G est coupée par D, sont deux points correspondaats d'une involution; le rapport anharinoniciue de quatre points M est donc égal à celui des (juatre noints M', c'est-à-dire des quatre polaires. La proposition est donc démontrée.
A l'iiide des propositious précédentes, on peut dédnir les ligures polaivi'S réciproques par rapport à une section conique comme on l'a iait pour le cercle. A un point P on fera correspondre sa polaire par rapport à une conicpie appelée conique de rélérence. Les propriétés de réciprocité <iue nous avons dtmontrées alors subsistent ici avec leurs démonstrations.
g 183. — PnopopmoN IV. — ta polaire réciproque, d'une cnniqxie est une antre conique. — En effet, soit iine conique G, A et B deux points fixes de G, -M un point variable. Aux points A et H correspondent deux droites A, B, au point M une droite M,. Comme A (M) =^ li (M) la proposilion lit donne A, (M,) ^: B, (M,! c'er^t-à-dire que la droile M, joint les deux pointr correspondants A, M,, B, M, de deux divisions
homographiqui'S sur les 'droites A, elB,. Elle touche donc une conique
C qui est ainsi la polaire réciproque de G.
§ 184, " Droites r.ox.iuGiTKKS. — On nomme ainsi deux droites telles que la première soit polaiie d'un certain point de la seconde. 11 résulte alors de la propor^itioo II. que la Sfcoudu est la polaire d'un point situé sur la première.
Supposons que A soit le point de concours de deux droites conjuguées D et D', soit P le pôle de D, situé sur D', P' le pflle de D', situé . sur D, le pôle de PP' esl à la fois sur D et D', puisque le p6le de D et celui de D' sont sur PP', (Proposition II) donc PP' est la polaire de A; elle passe paf les points de contacl des tangentes ï T réelles ou inia- .ginaires issues de A, et alors AP AP- iorment avec ces lauger.tes un faisceau harmonique.
Il est clair que si inversement deux droites (ormcnt un faisceau har-
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monique avpc les taDgeotes issues de leur point de contact, elles sont conjui^ufes, Ib pôle de l'une est le point où l'autre coupe la corite des
§ 185. — PvopOHUion V. — A deux poiuts couiugués par rapport à une coniiiue G, correspoodi'nt dans la ligure polaire réciproque deux droites conjuguées par rapporta la courbe C, polaire l'éciproiiue dfsC. En efiet, soient A et B deux points conjugués par rapport â C, c'està-dire tels que Al! coupe G en deux points P et Q t^ds que AB PQ = — 1. A la droite AB correspond un point S, aux points AB PQ quatre droites A, B., P, Q, concourantes en S, P, Q, touchent G', puisquelles correspondent à deux points de C, et l'on a (Proposition III) (A, B, P, Q,) =; — 1. Ge qui démontre la proposition.
Corollaire. Si un point P et une droite D sont pôle Pt polaires par rapport à C, ladrolleP, correspondant à P, et le point D, correspondant à D, sont polaire et pftle. par rapport â C. En effet D est le lieu des conjugués de P, par rapport aux points où une droite variable contenant P coupe la courbe, donc ^^ est l'enveloiipe des coiijugiit'es de la droite P, par rapport aux tangentes issues des dilîÉrents points de P, ; mais cette enveloppe est précisément le pôle de P, car toutes les conjuguées d'une droite contiennent le pôle de cette droite.
§ 186. — Proposition VI. —Diamètres, — Supposons qu'un point s'éloigne à l'inlini; le conjugué de ce point par rapport à deux points P et Q d'une droite qui le contient, devient \emUieu de P Q (§ 2i}.
Si donc un point est à l'inlini dans autb direction A, sa polaire devient le lieu des milieux des cordes parallèles à A.
Donc l'on oonclut la proposition suivante.
Le lieu des milieux des cordes parallèles à une direction donnée dans une conique est une droite. Cettre droite se numine le diamètre conjugué de la direction des cordes.
S 1S7. — PnopnsinoNVK. — Tous les diamètres passent par un point iixe, ceittre de la courbe. En efîet, quand une droite D s'éloigne à
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l'infini, son pôle devient un cerlain point 0, tel que toute droite passant par coup^ la courbe en P et Q dont est le milieu (0 et te point à l'inlini sur Py étant conjugués par rapport i'i P et Q) est le centre. C'est donc le pôle de la droite de Tintini, si donc un point A est à l'infini, cela vent dire qu'îiest sur la polaire di'O. Iioac iPropo-iliou 11). Le polaire de A (c'est-à-dire un diamètre) passe par (§ 181).
Remarque. - Si la courbe est une parabole, la droite do l'infini lui est tangenle. Or on voit s^ns peine que si une droite touche une conique, son pôle est le point de contact, le centre de la parabole est donc le point oii cette couibe touche la droite de l'inlini; il est donc à rinfini, d'où il résulte que dans une iiaraijole, tous les diamètres sont parallèles.
g 188. - Proposition VIII. ~ Toute droite passant par te centre est un diamètre, c;if celfe droite passant par 0, son pôle est sur la polaire deO, c'est-ô-dire à l'infini.
§ 189. — Proposition IX. — Si le diamètre d'tme dii'eclion A est parallèle à une direction K, le diamètre ciinjugué de ta direction B est parallèle â la direction A, En ellel, dire que le diamètre conjugué de A est parallèle à B, c'est dire que la polaire du point A à rinfini contient le point B à l'infini ; mais alors la polaire de B pa-se par A (Propo-iition H), c'est-à-dire que le diamètre conjugué de B est parallèle à la direction A.
§ 190. — l'iioi'OsiïioN X. — La droite qui joint un poiiU ,iu centre d'une conique est le diamètre conjugué de lapolaire de ce point.
En effet, soit A un point, B le point à l'inlini sur la polaire de A ; la polaire de A passe alors par B, donc la polaire de B passe par A, msis comme B est à l'inlini, cette polaire n'est aulie que le diamètre conjugué OA de la direction de la polaire de A (ce qu'il faliiit démontrer).
D<-ux diamètres tels que l'un soit conjugué des cordes parallèles à l'autre, sontappelés diamètres conjugués. Ce sont deux droites conju-
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S passant par le contre, pnisquc l'un contient le pùlc de l'antre à
§ 191, — Proposition XL — Denx diamètres cnnjngnés sont deux raynns correspondants de deux faisceaux en invoiution. Ed effet, deux (iroitps conjuguées quelconques formant un faisceau harmonique avec ks tangentes issues de leur point de reocontre, forment deux rayons correspondants d'une invoiution dont ces tangentes sont les raj'cns doubles. I! en est encore ainsi quand ces droiios passent par le centre de la courbe. Les rayons doubles sont alors les asymptotes.
I 192. — PaoposiTios XII. — Parmi les diamètres eonjusués il y a toujours un couple rectangulaire, à moins qu'ils ne le soient tous.
Coupons le faisceau en invoiution par une droite quelconque 0, et soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du centre sur D, prenons ce point comme origine ; la relation d'involution a la (orme
Si un angle droit tourne autour de son somitiet sitiré en l>, il découpe aur D une autre invoiution doni P est le point cenl.i'al et donnée par la relation
Il faut chercher les points communs à ci's deux iuvoUitions, or la première relatiou donne en remplaçant x x' par OP'
■ sont alors les racines de l'équatin
s sont toujours réelles (1).
(I] Les points communs Ji doux involutions dont l'unu a sos points doubles imaginaires sont tonjours rftels.
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Le caa où B est nul no doit pas embarrasser œ :^ co a^' ^^ donneraient alors une solution, c'est-à-diie que la parallèle et la perpendiculaire à D résoudi aient la question. D'ailleurs on peut éviter ce caa puisque D est une droite quelconque.
Toutelois, il pourrait arriver que les deux relations d'involution soient identiques, lous les couples de diamètres eonjugés seraient rectangulaires, mais alors les points à l'inflni sur ces diamètres sont conjugués par rapport aux points circulaires, ces points sont donc les points où la courbe cft cuupée par la droite deTintini, IJne telle courbe est on cercle, car si A et B sont deux points tixes sur la courbe, I et J les points circulaires, la courbe est le lieu des points M tels que M (Ali IJ) soit constant, c'est-à-dire tel que l'angle AMB soit constant (§ 162), c'est donc un cercle.
§ 183. — Dans la parabole, on ne peut pas parler de diamètres eonjugés, car tous les diamètres sont parallèles, mais si nous considérons la perpendieuiaire à leur direction commune, celte droite a pour direction conjugqée une direction perpendiculaire. On a donc bien encore deux directions cunjuguées rectangulaires.
Uq diamètre conjugué d'une direction rectangulaire se nomme «n axe, il divise en deux parties égales les cordes qui lui soûl perpendiculaires ; c'est donc bien un axe de symétrie de la courbe.
Dans les courbes â cen.re, il y a deux axes, mais dans la parabole il n'y en a qu'un, à savoir le diamètre conjugué de la direction perpendiculaire à la direction commune de tous les diamètres.
§ 194. ~ Conni« sl'ppi.kmfntaibes. — Si on joint un point M d'une courbe à centre aux deux extrémités A et B d'un même diamètre, les droites MA et MB sont parallèles à deux directions coujuguées.
Soit en effet le centre, i^ui est au milieu de AB, de ce que AO=;OB il résulte que la droite menée par parallèlement à MA passe par le milieu de MB, la parallèle à MA est donc bien conjuguée de la direction MB {ce qu'il fallait démontrer).
LEÇOKH SUR LES MEÏI
iTRlE MORERNK
Equations des courbes
§ 195. — Coiisidêroas une coiivbe à centre ajaiil pour centre 0, et soil A-'A un diamètre de celte courbe. Le pôle de A'A étant à L'infini sur la direction conjuguée de A'A. les tangentes en A et A' qui passent par ce pôle sont paraltèies au diamètre OY conjugué de A'A. Soit M ua point de la courbe, AM et A'M lorment deux faisceaux bomograpbiquea, et les points P et P' où ces rayons coupent OY forment deux divisions homographiques. Quand -M vient en A, P va à l'infini et P' vii-nt en 0, quand M vient en A', P'va àTinlini, P vient en 0. Les deux points I et 8' se confondent donc ici en 0. et par suite l'homograpbii' est ici une involution, et est le point central. Le produit OP X OP' est donc constant, désignons-le par K, on a :
OP X OP' — K
:iintenant OA pour axe des x, et pour
des y la droite déjà désignée par OY, appelons nia longueur OA, a: et y les coordonnées de M. Les triangles seuiblables OPA, HM.A, où H est le pied de l'ordonnée HM du pointM, donnent
il est facile de \
r que cette égalité a toujours lieu e
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!t ceci également e:i grandeur et signe.
On mua donc :
Vah en multipliant et remplaçaiil par k le produit OP X 01'
ou :
Kx' + a' y' = Ka' nu eu divisant tout paf o'K.
Telle est l'équation de la courbe avec les axes de coordonnées quf nous avons choisis.
§ 19S, — Nous distinaiiiei'ona deux ca;> selon que Kest positif ou négiitif. Si K est positif po^oos (t ^ I)'. Dans ce cas là, P et F étant toujours du même côté de 0, AP A'P' ne peuvent pas être parallèles ; M ne peut allei' à l'iulini, la courbe est donc une ellipse, P pent se couloadre avec P', il sulïit '|ue 01' = + b. Le diamètre OY coupe donc la eourbeen deux points réels.
L'é.ï'iatiou de l'elUpse avec deux diamètres conjugués (ou les axes) pour axes de coordonnées est donc ;
et S-ï 2& sont les longueurs de ces deux diamètres.
Si nous supposoys maintenant K négatif, nous pouvons poser K = — bMciily a des points à l'infini, car si OP — (> on a DP' =— b, et AP, A' P' sont parallèles, 11 en est de même si OP ^= — b; on a alors
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OP' =^ b ; la courbe est donc dans oe cas oqb, hyperbole. Ou voit aussi que dans l'hyperbole, les asymptotes sont les diamètres cotilondus avec leurs conjugués.
L'équation delà courbe est -5 1; — I := et l'on yoit q»e le diamètre OY conjugué de OX coupe la courbe en deuï points imaginaires. On appelle souvent 2i) la longuenr d'un diamètre (ou de l'axe) non Iransverse; mais les extrémités d'un diamètre ainsi entendu ne sont pas sur la courbe.
§ 197. — L'équ^iLion de la parabole peut s'établir comme il suit: soit OA la direction commune des diamètres, A étant alors le pointa l'infini dans cette direction. Nous prenons l'origine sur la courbe OA pour axe des x, la tangente en pour axe des y. Prenons une droite A parallèle à OY, qui coupe OX en H, soit M un poiui, de la courbe; OM coupe i en P, la parallèle MA, à OA le coupe en !''; comme OM et AM forment deux faisceaux homograpbîqups, P et P' forment sur A deux divisions liumographiques, il est facile de voir que quand P est à l'infini, P' vient en H, le rayon AO étant l'homologue de la tangente en 0, de même quand P vient en P' va â l'infini, on a donc HP X HF = fe, fc étant une constante. Mais HP — if et ~ — -^- donc le le produit —est aussi constant ; eu le désignant par âp, on a l'équation de la parabole y' = 2px.
En particulier, si on prend pour OS l'axe de la courbe, OY sera perpendiculaire ù OX, et l'équation de ia parai>ole aura la même forme, mais avec des axes de coordonnées rectuuguliiires.
TREIZIEME LEÇON
Propriétés diverses des sections coniques
§ 198. — Cousidiirous une ellipse de centre 0, et pienons pour axes de coordonnées deux diamÈlrea cobjugués OA OB. Soient M et M' deux points de l'ellipse, extréiiiitiÏM de deux autres diamètres conjugués, P et F les points où OM et OM' coupent la tangente en A, parallèle au diamètre OB. D'après ce qu'on a vu précédemment, P et F formeront sur cette tangi'iite untî involution et l'on aura en remarquant que A est le point central, AP X A F ^^ constante.
Pour avoir cette constante, remarquons que si A' est Je point diamétralement opposé à A, B' le point diamétralement opposé à B, A'B A'B' sont deux cordes supplémentaires. Menons par des parallèles à ces cordes, coupant eii Q, et Qj la tangente en A, AQ, et AQj seront OË et OB' trau-iporlôs parallèlemimt à eus-màmes et on aura ; AQ, ^^ — AQ, :=08. Mais OQ, et 03, sont deux diamètres conjugués, on a donc APXAP'^= AQ, X AQi:=— OB*. Ainsi le produit des segments interceptés sur une tangeuta quelconque à partir du point de ooatact par deux diamètres conjugués est égal et de signe eontiaire au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente.
g 199. — FoRMULKS DE Ck.vsles. — Solcnt OA = n, OB = b, xij xy' les coordonnées des points M et M'.
c'est-à-dire :
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(') d'ailleurs on a ; ^j- + '^T — ^^ ^ + fr = ^ tl'^»'' '^i* rpliauchaiit :
Si on tire par exemple de l'équation (') -^ et qu'en porte dans C), en réduisant et ayant égard à (') on trouve
alors la relalioii (') donne
les relations (') et (') entre les coordonnées des extrémités de deui 8 conjugués se nomment formules de Chasies.
Théorème d Apollonius
§ 200. — Supposons que les axes de coordonnées OX OY au lieu d'être dBu\ diamètres conjugués quelconques, soient les ases de l'elii[)se ; on aura dans ce cas
puisque les axes de coordonnées sont rectangulaires.
alors OM' + OM" ^ x' + x" + 'if + y \ ou d'après les formules de Chasies
donc la somme des carrés de deux diamètres conjugués est égale à la somme des carrés des axes.
Maintenant on a :
donc d'après le 1 208 ci-dessotis (fin de la leçon).
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Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est éqiiival'mt au rectangle construit sur IfS axes.
§ 201 . — l'roblème. — Gonuaissant en grandeur el direction deux diiimètres conjugués d'une ellipse, construire les axes.
Le problème se compose de deux parties, i^ construction des axes en direction, et la construction des axes en grandeur.
Soient OA, ORles demi-diamétres conjugués donnés; menons par A la parallèli". à OB, qui est la tangente en A à l'ellipse ; si M et M' sont les points oii les axes coupent cette tangente, on doit avoir (§ 195) AM X AM' r^ — OB'. De là résulte que le cercle décrit sur M.\i' coivime diamètre, doit passer par les points P et Q pris sur la perpendiculaire en A à la tangente en B, el tels que AP = AQ ^ OB.
D ailleur.i, l'angle MOM' étant droit, ce même cercle doit passer par 0.
Il est donc déterminé par les trois points 0, P, Q, et l'on pourrait le construire. ^ Mais M étant le milieu de l'are PMQ, OM est la bisseclri POQ ; et 0.*1' est Sa bissectrice de l'angle supplér de conslruiie les points M et M'.
Soit 5 l'angle AOB; les théorèmes d'Appollonius donuenl lant a ei b les demi-axes.
OA' + 0B= = ft^ + 6* OA X (iBsin6 = ab d'où
OA' + (Hi' -20A.0Bsm&^ (a — bf OA' + 01V-1-2 0A. Oh sine — (fl +b') or, l'angle PAO est le complément de 6- On a donc :
0P=— OA' + OB' — 20A X OB sin 3
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et de même
OQ' — OA^ + 0B= 4- 2 OA X OH mi Q il résulte de là que OP — ffi — h, Od— a + b, or 01' et OQ sont connus, il est donc faciled'avoir a et l>.
§ 202. — Venons maintenant à certaines propriétés de l'hypei-bole. D'aprÈs le lliporùiiie du § 184, on sait que si deux droites AM et AN sont conjuguées pav rapport à une conique C, elles le sont aussi par rapport aux deux tangentes menées du point A à la conique ; supposons que A soit le centie: ces deux tangentes deviennent alors les asymptotes ; donc si deux diamètres d'une hyperliole sont conjugués, ils sont aussi deux droites conjuguées par rapport aux symptcites.
De cette proposition résulte la conséquence suivante; soil MN une corde d'une liyperbole coupant les asymptotes en P et Q, le milieu de MN et celui de P Q sont sur la même droite, diamètre eonjugué de MN dans ^hyperbole et dans le système des deux asyniploles.
Soit H ce milieu ; on a PH — HQ, MH zz HN. donc MP — QN. A imi les portions de sécantes interceptées etitre l'hyom-bole et ses iisyinplotes sont égales.
Ce théorème permet de construire l'hyperbole par poijits, quand on connaît un point et les deux asymptotes.
Si la droite PQ e^t tangente, W et N coïncident, et l'on a yiP = QM, M est le mi lieu de PQ .
Donc: L'i oortion de la tangente comprise entre les asyiniitolcs est divisée en deux parties égales par le point de contact.
g 203. — Théorème. — Si par les deux extrémités M et N d'une corde MN, on mène des parallèles aux asymptotes, de façon à former un parallélogramme MRNS, dont MN soit l'une des diagonales, l'autre diagonale ItS va piisser par le centre de l'hyperbole.
En effet, dans le systi'me des deux droites HM RN parallèles aux asymptotes, RS est le diamètre conjugué de la direction MN. Donc, dans le système des deux asymptotes elles-mêmes, ou dans l'hyperbole, le diamètre conjugué de MN est parallèle à RS, mais il doit passer par le
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milieu de MN. Ce diamùtre coïncide donc avec la droite RS elle-même ; doue ItS eel un diiimétre et passe par le centre.
A l'aide de ce iliéoi'ème,on construit facilement le centre d'une hyperbole connaissant trois points et les directions des asymptotes. Ce qu'on sait dtijà faire du reste (g 173).
S 204. — TuHOUKMiî. — Dans vine Ujperbole., le produit des segments OP X OQ. allant do centre aux deu.'i points P et Q où la tangente PQ coupe les deux asymptotes est c<instant
En elîet, P et Q forment deux divisions homographiques (§ 1-67), d'ailleurs quand P va à l'infini, Q vient en et inversement, parceqiie les deux points de contact des asymptotes avec la courbe sont à l'infini. Donc OP X OQ — constante.
§ 2(fô. — Théobkmi".. — Si on prend pour axes de coordonnées les asymptotes, l'équation de l'iiyperhole est xij ^= constante.
En elfet, le point de contact M de la tangente PQ étant le milieu de PQ, X e?t la moilii^. de OP, et y la moitié de OQ, xy est donc constant d'après le Ibéorème précédent.
Ce théorÈrae permet di' construire les sommets de la courbe quand on connaît les deux asymptotes et un point, on connaît alors la constante, et le produit (en éfant égal à celte constante, et de plus pour le sommet a; étant égal à y, chacun d'eux est la racine carrée de la dite constante.
§ 206.— La distance d'un point d'une hyperbole à son asymptote OX est proportionnelle à y, c'eet-à-dire à — -; elle devient donc aussi petite qu'on voudra, quand j; grandit indéHniment: C'est là la déjinition qu'on donne le phia souvent des asjjmplote.K.
§ 207. ■— Venons à la parabole. Dans «ne conique quelconque (190) le pôle A d'une corde PQ est sur le diamùtre conjugué de PQ. Ce diamètre passe par le milieu M de PQ, et coupe la courbe en deux points conjugués par rapport à P et Q. Dans la parabole, l'un de ces points étant à l'infini, l'autre est au milieu de AM. Si on prend ce diamètre pour
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axe des x, la tangente en [parallèle à PQ] pour axe des ■)/, OM est l'aTtcissc du point M. AM est la sous-tangente, do?it la xom-Umnenle est double de Vabcisse.
§ 208. — Nous nous sommes appuyés au § 200 sur une formule donnant l'aire d'un parallélogramme OACB connaissant les coordonnées des points A et B. Nous allons démontrer celte formule, en, y étant les coordonnées de A, x'y' celles de B, celles de G seront .r + œ' y+'j'.
Soit « la projection de A sur OX, y celle de G on a. Surlace OABC — 2 surface OAC — 2 lOCy — O&A-hAvC)
îlit+vH _ ï? _ ^' [y+^rn _
xy' ~ y:)f
ce qui démontre la proposition. On verra facilement qu'elle subsiste, quelle que soit la posllion de la ligure.
QUATORZIEME ]J-:ÇON Foyers et Directrices dans les Goniqxies
§ 209. — Lemini'. — Dans un quaJrilalùre complet ajant ses qiiatres côtés tangents ù une conique, cliaquc diagonale a pour pôle le point de renconli'c des deux autres.
Soit un quadrilatère complet, ABCDEF, dont leS diagonales sont Alî, CE, DF; appelons K et G les points ofiDF coupe AB et CE. G. et K sont conjugués (§ 25) par rapport à D et F. Le faisceau AC, AD, AG, AK est donc harmonique; AC et AD étant tangentes, AG AK sont deux droites conjuguées, le pôle de AK (ou de AB) est donc sur AG. On verrait de même qu'il est sur DG ; donc ii est en G, ce qui démonfre la proposition.
On peut aussi démontver ce théorème par polaires réciproques ; il se translorme dans le suivant: dans un quadrangio complet dont les quatre sommets sont sur une conique, le point de rencontre de deu.x diagonales est le pôle de la droite joignant les points de rencontre des côtés opposés . C'est la construction de la polaii'e (§ 25 et 180) .
*! 210. — Nous avons appelé points circulaires de l'inlini ou points I et J, les points doubles d'une involution déterminée sur la droite de rinrini, par les côtés d'un angle droit tournant autour de son sommet. Tous les cercles passent par ces points. Nous nommerons foyer d'une conique un point F tel que les deux tangentes issues de ce point passent par les points I et J; la polaire du foyer se nomme directrice-.
§ 211. — Dana les coniques autres que la parabole, il y a quatre foyers : deux rèeU sur un axe ; d^tx imaginaires sur Tanlro. Dans la parabole, il y a un seul faycr situé sur l'axe.
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En effet, des points I et J, on peut mener à lu courbe quatre tangentes: deuxT et S, par [, deux T, et S, par .1. Si la courbe n'est pas une parabole, aucune de ces droites n'est IJ.
11 y a donc quatre foyers, les points où se coupent TT,, SS,, TS,elSTi
Si T et T, sont des droites imaginaires conjuguées, il en est de môme de S, et S, , alors le point ÏT, est réel, ainsi que le point SS,, les deux autres sont imaginaires.
Ces quatre tangentes forment un quadrilatère dont les quatre cùtés sont tangents à la courbe, en appliquant le Lemme, on voit que la droite qui joint ÏT, à PS, est lo polaire dn point oii la droite joignant les deux autres foyers coupe la droite de l'iniini; le deux droites TT,, SS,, et TS|, ST, sont donc deux diamùtres conjugués ; d'ailleurs ces droites coupent la droite de 1 inQui en deux points conjugués par rapport à I et J (§ 25) ; ce sont donc deux droites rectangulaires, qui sont les axes de la conique.
ij 212. — Si la conique est une paralwle S et S, se confondent avec la droite de l'infini; il ne reste donc que le foyer TT,. En considérant ce cas comme cas limite du précédent, on voit que le foyer est sur un axe.
§ 213. — Autre déjinition du foijef. — Deux droites rectangulaires quelconques FP, FQ coupent la droite IJ en deux points P et Q conjugués par rapport à I et J, pour que FI, FJ soient tes tangentes à la conique issue de F, il suffira que FP, FQ soient toujou-rs conjugués par rapport à ces tangentes (c'est-à-dire que ce soient deux droites conjuguées par rapport à la conique) dès qu'elles sont rectangulaires.
Un foyer est donc un point tel que dewa; droites conjugvées pansant par ce point soient toujours redamfuliùres.
§ 214. — Ceci suffit pour démontrer d'une autre fagun que les foyers se trouvent sur les axes.
En effet, en particulier, le diamètre passant par le foyer, OF doit être
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perpDDdiculaire à sa conjuguée, c'est-à-dire h la parallèle au (liamèlro conjugué de OF. Ce diumtlre est doue un axe.
§ 215. — On peut d,îiluii'u do cetlu prupriùlii dos foyers, une autre propriété fort importante.
Soit F un foyer, D la directrice correspondante ; M et M' deux points de la conique, P le point où MM' coupe D, Q le oonjogué do P par rapport à MM'; la polaire do P passe par F, puisque P est sur la polaire de F (§ 181), cette polaire est donc Q''', de sorte que PF et QF sont deux droites conjuguées ; elles sont de plus rectangulaires. Elles coïncident donc avec le syslèrae des deux bissectrices des droites FM, FM' : donc d'après un théorème de géométrie élémeolaire, on a MQ . MF M'ij ~ M'F
menons MH M'H' perpendiculaires sur la directrice, et la coupant on 11
et II', on aura
*»■«= iri- = » ; «» '•""' Mii = irB-
Ce qui moutre que U rapport des distances d'un point M au foyer et à la directrice est indèpeitdant de la position de M sur la courbe. Ce rapport constant se nomme l'excentricité Une conique est donc lo lieu des points dont le rapport des distances à mi loyer et A la directrice correspondante est égala l'excentricité.
§ 216. — Réciproquement une courbe telle que le rapport des distances de chacun de ces points à un point fi.xe F et à une droite fixe D est constant, est une conique de foyer F, de directrice D.
Cai» on peut construire une conique de foyer F, pour directrice D, pour excentricité le rapport donné. Ceci revient à donner deux tangentes (Isotropes issues de F) leurs points de contact (points o(i elles coupent D) et un autre point P, tel que p^ ~ l'excentricité. Cette conique sera te lieu cherché.
Si on se reporte aux paragraphes 39 et 53, on voit quf les courbes trouvées coïncident avec celles déQuies ci-dessus.
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§ 217 . — Soient F et F' les deux loyers réels d'une conique à centre, D et D' les directrices. La coniiiue ayant FF' pour axe de symétrie, D et D' sont symétriques par rapport à FF; elles sont donc perpendi" culaires sur FF', elles sont symétriques l'une de l'autre par rapport à la perpendiculaire au milieu de FF', puisque la conique l'est. Elles sont ainsi parallèles et équidistantes du centre. De plus, à cause de la symétrie, l'excentricité est la même pour le premier et pour le second foyer. Soit M un point de la courije, MH, MH' ses distances aux droites D et D', (', l'excentricité on a:
MF = f. X Mil MF' = e X MH' Deux cas sont à distinguer. selou-que M est, ou n'est pas, entre deux directrices, Dans le premier cas MH + MH' est égal à la distance 3 des deux directrices. On a donc: Ml*' -(- MF' =^ eX S. .
Ainsi MF -\- MF' est constant. La courbe est une ellipse au sens de la géométrie élémentaire. On voit que dans ce cas e est iniériour à l'unité.
Si M n'est pas entre les deux directrices, c'est ladilIérenceMH — MH' ou MH' — MH (selon celle des deux directrices qui est la plus rapprochée de M) qui est égale à S. C'est MF - MF', ou MP' ~ MF qui est constant . La courbe est une hyperbole au sens de la géométrie éMmon- Eaire. C'est ie cas où e est supérieur à l'unité.
Dans lo cas où e — 1 on a MF = MH, et la courlie est une pai-abole au sens de la géométrie élémentaire.
218, —On voit par là, que les coniques que nous étudions sont Celles étudiées en géométrie élémentaire sous les noms d'ellipse, parabole, hyperbole ; les .foyers ont un grandnombre de propriétés déiuon trées en géométrie élémentaire. Quelques-unes do ces propriétés seront étudiées comme applications des théories exposées dans la leçon suivante.
QUINZIÈME LEÇON
Intersection de deux Coniques
§ 219, — TiLiîOUBMK 1". — Deux coniquos ayant an. point rûel conimiiii, sans avoir môme tangente en ce point, ont un second point réel commun.
On peut toujours supposer, on projetant convenablement la Qgure, que l'une des conitiues est une ellipse ou m6me un cercle. Soit C celte courbe, C l'autre, A leur point commun. Si G' et G no sont pas tangentes en A, G' a des points à l'intérieur de G, d'autres à l'extérieur; la partie de G' intérieure à G se compose d'au moins un arc de courbe dont les deux extrtoiités sont situées sur la courbe C. L'intersection des deux courbes se compose donc au moins de deux points" réels.
Remarque : Si les courbes sont des byperboles, l'un de ces poiuts peut être à l'infini.
§ 220. — TniiouicMii II. — Deux coniques qui ont deux points communs en possèdent deux autres, réels ou imaginaires.
Soient A et B les deux points communs, un rayon issu de A rencontre de nouveau la [iremièrc conique en M, la seconde on M' ; AM et BM forment deux divisions bomograpbiques AM' et 13M' également, BM et BM' tous deux liomograpiiiques à AMM' sont hamograpbiques entre eux. Les rayons doubles de cette liomograpUie seront les rayons pour lesquels M et M' coïncident, et l'on sait qu'il yen a deux, réels ou imaginaii es. Ce qui démontre la proposition.
Un de ces points peut coïncider avec A, le rayon homologue AM étant alors Â.B, on voit que les deux coniques sont iangentes en A.
Corollaire. —Dès que deux coniques ont un point rÉel commun, elles ont quatre points communs, dont deux peuvent être imaginaires.
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Ee transformant par polaires ri^eiprociues, on a les propositions suivantes : 1° Deux coniques ayant unu tangente commune réelle avec les deux pointa de contact diDérents, en ont une seconde ; 2' Si elles ont deux tangentes communes, elles en possèdent deux autres, réelles ou imaginaires.
§ 221. — l'ouv aller plus loin, nous nous servirons d'un modo de translormation des ligures, que voici : C et G' étant deux coniques non tangentes, à cha<(ue point P nous iaisons correspondre le point où se coupent les polaires de P par rapport à C et C
Si un point Q correspond à P, le point P correspond à Q, car si les polaires de P passent par Q, celles de Q passent par P. Si 1', se rapproche de P, il est clair que son correspondant Q, se rapproche de Q. Si donc deux lignes sont tangentes, leurs correspondantes le sont aussi.
A une droite D qui n'a pas mûme pùle dans les deux coniques, correspond une coniqui. Soient en effet A et A' les pôles de 1), M un point de D, M son cone&poodant. La polaire de A passant par M celle de M passera pai A ce seia AM'; de m6me la seconde polaire sera A'M'. Ces deux dioiles totment deux faisceaux homographiques, car le rapport anharmonique de quatre droites AM', celui des quatre droites A'M' son égaux tous deux à celui des quatre points M. Le lieu de M' est donc une conique, a moins qu'au rayon AA' ne corresponde le rayon A'A, mais alors cette droite aurait môme pôle par rapport aux deux coniques; ce pùle serait d'ailleurs sur D.
Nous supposerons qu'il n'en est pas ainsi, notre objet étant de montrer qu'il y a toujours des points ayant môme polaire par rapport aux deux coniques, il serait inutile d'aller plus loin si nous savions qu'il y
§ 222, — Considérons deux droites D et D,, auxquelles correspondent des coniques S et S, , soit P le point d'intersection de D et D, et Q son correspondant situé à la fois sur S et sur S,. Je vais montrer que S et S, ne sont pas tangentes en ce poîut, en supposant que P n'ait pas même polaire par rapport ans deux coniques.
Si S et s, iStaient tangentes en Q, à une sécante Q«p coupant S en « S, en, S correspondrait nne conique passant par Pet par le posut H situé sur D et correspondant à s, puis par le point K de D, correspondant à ^. Quand la sécante Q«p deviendrait tangente à S et à S,, H viendrait en P et K aussi, de sorte que ia conique correspondant à Qap serait tengente en P à la lois à D et D, ce qui es!; aljsurde, à moins qu'elle ne se réduise à des droites, c'est le cas écarté.
D'après le théorème premier, S et S, passant par Q ont un autre point réel R; si R n'avait pas même polaire dans les deux coniques, le correspondant de R serait à la lois sur D et D, et par suite en P, ce qui est absurde puisque R n'est pas en Q. Donc R a mômo polaire dans les deux coniques,
§ 223. — TnÉORi!ME. — Il existe deux autres points H, Rj réels ou imaginaires, ayant même polaire dans les deux coniques; chaque sommet du triangle R R, R, a pour polaire le côté opposé (Triancfle conjugué) ,
Soit T la polaire de R, sur ï il y a deux points conjugués à la lois par rapport aux deux coniques, points doubles, des deux divisions homographiques lormées par les doux points Mj et Mi conjugués d'un m6me point M de T par rapport aux deux courbes. Soient R, et Rj ces deux points ; les polaires de R passant par B, celles de R, passent par R ; de mâuie les deux polaires de Ri passent par R, Les polaires de R, passant par R et aussi par R, conjugué de R, coïncident toutes deux avec RRii de même les polaires de Rj coïncident toutes deux avec RR,, ce qui démontre la proposition.
Théorème. — Les points R R, Rj sont sur toutes les coniques S et S, dont il est question ci-dessus.
En eflet soit P le point oii la polaire de R par exemple coupe une droite quelconque D. Les polaires de R passant par P, celles de P (qui sont distinctes) passent par R. Mais P est sur la droite D; donc R est sur la conique qui correspond à D.
CoroU-iire. — Les coniques correspondant à une droite quelconque D passent toutes par les points fixes RR, R..
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Il n'y a pas d'autre point R^ ayant même polaire par rapport aux deux coniques, sans quoi les coniques correspondant à deux droites D et h, qui se coupent en P auraient en commun cinq points R R, It, R, et le point Q ooiTespondant de P, et par suite coïncideraient.
Nous avons vu quesi «ne droite passait par l'un des points R R, Rj la figure correspondante n'est plus une conique mais une droite. Celleci est naturellement la droite R, Rj,
!; 224. — ÏHÉORLJME. — On peut projeter deuxconiques, de façon à avoir deux coniques ayant un diamètre commun conjugué d'une mâme -direction de cordes.
Il suffît évidemment pour cela de projeter H. à l'iulini. Alors la polaire de R devient ce diamètre.
Théorème. — • Deux coniques quelconques ont toujours quatre points communs réels ou imaginaires. Les droites qui joignent ces points deux à deux passent par les trois points R R, Rj.
Je projette le point R ù l'inûni, alors les deux coniques ont un diamètre cpmmuu. l'renons-le pour axe des x, et ia direction conjuguée pour axe des y; alors les deux conkjues ont, d'après ce qu'on a vu au chapitre précédent, des équations de la lorme suivante ne changeant pas quand on change y en — y.
y^ = kx' -\- tm + C y' -— A'.ï- + 2B'.i; + C. égalant les deux valeurs de y' on a une équation du 2° dégrê en ic, sauf le cas ofi l'on aurait A =^ A'.
Cette équation a deux racines réelles ou imaginaires x^x a; ;=r a?' à chacune d'elle correspond une droite parallèle àOY qui coupe évideiiinient les courbes aux deux mêmes points.
Si l'on avait A =: A' l'une de ces deux droites serait la droite de l'iuiini, car les coniques auraient mômes directions asymptotiqiies.
On voit, en revenant à la ligure primitive, que deux des cordes communes AB et CD passent par le point R. Maintenant, pour construire la polaire de R par rapport à lune quelconque des deux coniques, joignons AC BD qui se coupent en R, AD, BC qui se coupent en R;, la
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polaire sera R, R, (§ 180) . Si on construit de la même façon la polaire de R, oa verra qae c'est URj et celle de Rj sera RR,, Les points RR, Rj ont donc bien même polaire par rapport aux deux coniques.
En transformant cette proposition par polaires réciproques, on voit que deux coniques quelconques oBlqualre tangentes communes, et que les droites joignant les points de rencontre des tangentes communes ont même pôle par rapport aux deux coniques. Ces droites sont donc les côtés du triangle RR, Rj. Ainsi les tangentes communes se coupent sur les côtés du triangle RR, Rj.
g 225. — Nous avons supposé dans ce qui précède que les coniques ne sont pas tangentes. Laissant encore de cûté ce cas, et voyons de quellt nature sont les points RR, Rj {réels ou imagiuiiires) suivant la nature des points d'intersection (ou des tangentes communes).
Nous savons que R est toujours réel. C'est donc le point de concours de deux droites A, B et C, D réelles ou imaginaires conjugués.
Si A, B et C, D sont quatre points réels, il est clair que RR, R, sont réels. Supposons A, B et C, D tous imaginaires. On peut supposer A et B conjugués, C et D conjugués. Mais alors, AB et DC sont deux droites réeRes, R est réel; AD et BG sont imaginaires conjuguées elles se coupent en un point réel; R, est réel, de même R,.
Supposons A et B imaginaires, C et D réels, A et B étant conjugués AB est réelle, R est encore réel, rnais ici R, et R. sont imaginaires, car la conjuguée de AC est BC et non BD.
Ainsi pour que RR, R, soient tous réels, il faut que les coniques se coupent en quatre points tous réds ou tous imaginaires.
On peut faire une discussion analogue avec les tangentes communes, en comparant ces discussions, on voit que ;
Si deux coniques se coupent en deux points réels seulement elles n'ont que deux tangentes communes réelles et réciproquement.
§ 226. — Connaissant l'un des points RR, Rj proposons-nous do construire les quatre points communs à doux coniques. Soient ABGD les quatre points, R le point où se coupent AB et CD ,
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Menons une sécante coupant AB en M, CD en M', la première conique en ««' la seconde en ^,5'. Projetons du point R ces points sur la polaire de R, on a six points PF, aa' bb'. D'après le théorème de Desargues, MM' hk' (3j5' et par suite leurs projections PP' aa' W sont trois couples de points correspondants d'une involution Coupons par une autre sécante, on aura six autres points, M, M', «(«', ^i^\ dont les projections seront PP" a,a\ b,b', PP' sera donc un couple de points communs à deux involutions, on saura le construire (§ 92).
Remarquons en terminant que les points RR, Rj sont les mômes pour toutes les coniques qui passent par les quatre points A B C D. Ils forment un triangle conjugué commun à toutes ces coniques.
§227. — Coniques passant par quatre points, ou touchant quati-e àroiies. — Tuéohèjib premiëh. — Les polaires d'un point P par rapport à toutes les coniques passant par quatre points, passent par un second point fixe Q. La droite PQ est divisée harmoniquenient par chacune des coniques du système. Prenons en effet le point Q oii se coupent les polaires de P par rapport à deux des coniques Cet C du sys- ' tème, La droite PQ est divisée harmoniquement par les points W où elle est coupée par C, et par les points ,5;î' oii elle est coupée par C'. Donc P et Q sont les points doubles de l'invoiution déterminée paf ces deux couples de points, et comme une 3" conique coupe PQ en deux points '/■/ qui se correspondent dans cette involution, •/■/ divisent aussi harmoniquement PQ, ot la polaire de P relativement ù cette 3"" conique passe aussi par Q.
ComlatimmeMt, les pôles d'une droite fixe par rapport à toutes les coniques louchant quatre droites sont surune droite fi\e. En paniculier les centres (pôles de la droite do rinlini),sont sur une droite fixe, se nommant droite de Newton.
§ 288. — Tfiiîokkitk M. — Le lieu des pôles d'une droite lixe par rapport à toutes les coniques passant par quatre points est une conique.
Soit en etîet P un point de la droite; son correspondant Q est surune
conique passant par les pôles do la tlroite par rapport à deux coniques quelconques du système. Le lieu de ces pôles est donc identique à la coniquelieu du point Q.
Corrélativement, les polaires d'un point lixe par rapport à toutes les coniques tangentes à quatre droites touchent une conique lise.
Coniques Homologiques
5 229, — Deui faisceaux liomogfapliiques ayant pour homologiques deux faisceaux homographiques, la figure homologique d'une conique est une autie connjue Les points où l'une des coniques renoontre l'axe d'honiologie étant a eu\. mêmes leurs correspondants, sont sur l'autre conique. Ainsi 1 a\p d homologie est une corde commune aux deux coniques.
Les tangentes menées du centre d!homologie â l'une des coniques étant aussi à elles-mêmes leurs correspondantes, touchent la seconde conique; le centre d'homolo g ie est donc. un point de rencontre de tangentes communes, ou ombilic des deux coniques.
Nous savons (§ 224) qu'une corde commune à deux coniques passe par l'un A des trois points ayant même polaire par rapport aux deux courbes. Il en est donc ainsi de l'axe d'ijoniologie; de même un point de rencontre de tangentes communes est sur l'une des droites a ayant même pôle par rapport aux deux coniques. 11 en est donc ainsi du centre d'homologie .
Supposons que les tangentes issues du centre d'homologio S touchent les deux coniques en PQ et P' Q' ; PQ et P' Q' étant homologues, se couperont sur l'axe d'iiomologie ; commes ces droites se coupent en un point ayant mâme polaire par rapport aux deux coniques; elles se couperont en A, et la droite « qui passe par le centre d'homologie sera la polaire de A,
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§ 230. — Héciproquement, conaidérons deux coniques quelconques, et soient M el N deux de leurs points communs. Sui- MN se trouve un point A ayant mÈme polaire par rapport aux deux coniques. Sur la polaire de. A se trouvent deux ombilics, soit S l'un d'eux. Les tangentes issues de S louchent la première conique C en deux points P et Q: la polaire PQdo S passe par A; de môme la droite FQ' joignant les points de conlact des tangentes avec la seconde conique C passe par A; considérons alors Vhomologique C" de C, dans l'iiomologie où S est le centre, MN l'axe, P et P' deux points correspondants. Dans cefte homologie, l'homologue de PQ est P'Q', l'homologue de Q est Q' dès lors C" passe par MN P' Q', et en ces derniers points touche SP' et SQ'. Donc C" coïncide avec C. Ainsi C et C sont homologiques.
Corollaire. — Si les points M et N sont à l'infini, c'est-à-dire si les coniques ont mCmes directions asyuipto tiques, elles sont homothêtiques (voir § 48).
§ 231. — Comme conséquence des théories exposées dans ce chapitre, nous démontrerons ici deux propriétés des foyevs, en nous aidant de la considération des imaginaires. D'après le théorème du § 224' toutes les coniques passant par quatre points ont un triangle conjugué commun, et parmi ces coniques, trois se réduisent à un système de deux droites, dont les sommets du triangle conjugué sont les points de de concours. Corrélativement, toutes les coniques tangentes à quatre droites ont un triangle conjugué commun, et parmi ces coniques, trois se réduisent à un système de deux points (couples de deux points de concours des tangentes communes, corrélatifs des couples de sécantes communes) situées deux à deux sur les côtés du triangle conjugué. D'après le théorème corrélatif de celui de Desargues, les tangentes issues d'un point à une de ces coniques sont des droites en iiivolution; les rayons doubles du faisceau divisent harmoniquement un couple de tangentes quelconques ; appliquons ces propositions en supposant que parmi les couples de tangentes communes il y en ait un qui ait pour point de concours I et un qui ait pour point de concours J. Les coniques auront alors toutes les mêmes foyers. Si d'un point P on mène deux
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tangentes à l'une do ces courbes, T et T'; T et T' seront deux rayons d'une involution; Tl TJ en seront deux autres, puisque parmi les coniques, il y en a une se réduisant au couple de points IJ, donc les rayons doubles du faisceau divisent harmonique ment la droite IJ. Ils sont donc rectangulaires. Or si deux des rayons d'un faisceau harmonique sont rectangulaires, ils sont les bissectrices des angles des deux autres; on en conclut que les couples de tangentes issues d'un point P a toutes les coniques de mêmes foyers ont les mêmes bissectrices.
En particulier, il y a deux des coniques qui passent par P (une ellipse lieu du point M tel que MF + MF' = PE + PF et une hyperbole telle que MF' — MF ^; PF' — PF). Pour ces couiques, les tangentes issues de P sont confondues, ce sont précisément les bissectrices considérées; ces deux coniques se coupent à angle droit.
Enfin, parmi les coniques il y a celle qui se réduit à l'ensemble des deux foyers réels F et F', le couple de droites PF, FF' a donc aussi pour bissectrices les mêmes droites,
De là ws propositions.
Si d'un point P on mène des tangentes T et T à une conique de loyers F et F' les droites T et T' et les droites PF, PF' ont mûmes bis-
Iji tangente menée par un point P d'une conique de foyers FF' est l'une des bissectrices du système de droites Pi-", PF',
SEIZIEME LEÇON
Théorie des Surfaces du second ordre
§ 232.'— Vna surface (In setond ordrn est une sur face couple suivaDt une conique par un pian quelconque, telle est par exemple la figure homologique d'une sphère, car un plan quelconque coupe une sphère suivant un cercle (réel ou imaginaire ; donc la ligure hcinologique est une conique.
11 y a d'ailleurs d'autres surfaces du second ordre, comme nous le verrons plus loin. Parmi les coniques suivant lesquelles des plans coupent une surface de second ordre, il y en a qui se réduisent à un système de deux droites (réelles ou imaginaires), comme nous le verrons tout à l'heure.
§ 233. — Une surface du second ordre est cotipèc par une droite en deux points, car un pian passant par la droite coupe la surface suivant une conique, que la droite rencontre en deux points. Si ces deux points sont confondus, la droite est dite tangente à la surface; dans ce cas, tout plan passant par la droite, coupera la surface suivant une conique que ia droite rencontrera aussi en deux points confondus. La droite sera donc aussi tangente à celte conique.
§234. Théoiiéme. — Si la surface contient trois droites AD, AD', AD" passant par un nrème point A, cette surface est un cône ayant A pour sommet. — En eOet, en premier lieu, ces trois droites ne sauraient être dans un même plan, ce plan pouvant couper la surface suivant deux droites, mais non trois. Menons alors paria droite AD un plan quelconque; ce plan coupant la surface suivant une première droite, doit la couper
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suivant une autre droite A ; cette droite passe pat A, sans quoi elle lennontrerait le plan D'D"en un point qui ne pont être ni sur D' ni sur D", (D' et D" n'étant pas dans le plan AD. Or le plan D'D" ne saurait couper la surface en d'autres points que ceux des droites D'D" (sans quoi il ne couperait pas la surface suivant une conique. 11 résulte do là qu'un plan quelconque passant par AD coupe la surface suivant une droite Ai passant par A, et qui engendre un cono quand on fait varier ce plan, Le lieu est donc une cône de sommet A.
§ 235, — Théouéme. — Si la surface n'est pas un coiie de sommet M, toutes les tangentes menées par te point M de la surface, sont situées dans un même plan, que l'on appelle le plan tangent en M. Ce plan coupe la surface suivant deux droites.
liln effet, soient trois plana PQR passant par M et coupant la surface suivant trois coniques CC'C" non décomposées en deux droites (ce qui est possible si la surface n'est pas un cône de sommet M). Soient T, et T" les tangentes en M à C et C. Si la tangente!" à G" n'était pas dans le plan TT, le plan TT' coupertiit C en nn point M, distinct de M ; alors le plan TT' couperait la surface suivant une conique tangente à T et à T' en M, ce qui est impossible si cette conique ne se réduit pas à deux droites. D'une de ces droites serait alors MM, ce qui est impossible puisque MM, est dans le plan R et que ce plan coupe la surlace suivant la conique C" qui n'est pas une droite.
Il faut donc que T" soit dans le plan ri". Go plan doit couper la surface suivant une conique qui doit touclier T et l' en M ; or une conique n'admet qu'une tangente on chaque point M, sauf dans le cas où elle se compose de deux droites secoiipant enM;dans ce cas, toute droite passant par M située dans le plan des doux droites, coupe la conique en deux points confondus en M. Le plan tangent coupe donc la surface suivant deux droites.
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Pôle et Plan polaire
§ 236. — TsKonkiiE, — Si par un point fixe A on mène une si,'cante variable coupant la surface en deux points M et N, et si E est le conjugué de A par rapport à M et N, le lieu du point B est un plan appelé plan polaire do A, A se nomme le pôle do ce plan.
Je vais démoûtror tpie toute droite qui a deux points P et Q faisant partie du lieu, en fait partie tout entière. Le plau APQ coupe la sorlace suivant une conique C, la partie du lieu situije dans co plan est évidemment la polaire de A par rapport à C, ot comme P et Q sont deux points du lieu, cette polaire est la droite do PQ. ^ji lic\i étant tel qu'une droite y ayant deux points y est située tout entière, est bien un plan.
S 237. — TjikorLme. — Si, le plan polaire- d'un point A passe par nn poitit B, celui du point B passe par le point A. — En otlet, M et N étant les points où la droite AB rencontre la surlace, dire que le plan polaire de A passe par B, c'est dire que A et B sont conjugués harmoniques par rapport à M ot N; dire que le plan polaire de B passe |)ar A, c'est dire la môme chose.
Bf.marqiies. — Si m cl n sont conloudus (droite tangente), l'un des deux points B par oseraplc, est confondu avec M et N, On conclut de là que AB est une génératrice du cône ayant pour sommet A formé par les tang-onlcs issues do A à la surface. La courbe de contact do co cône est alors le Heu do point B; c'est l'iiilorscction de la suriacc avec le pian polaire de A.
§ 238. — Théobème. — Les plans polaires de tous les points d'une droite D passent par une niÈmc droite i, et les plans polaires des points de a passent par D, {D et i sont dites droites conjuguées). Soient P et Q deux points de D, et 4 l'intersection de leurs plans polaires,
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soit M ua jioint (ie i. Piiisiiuc îcs plans polaires do P et do Q passcni. par M, celui dft M passe pai- P ot Q (§ 237), c'ost-à-diro par D , Soit M' UD point de A, pnis(|uo le plan polaire d'un point M de a passe par M', celui de M' passe par M, Ainsi le plan polaire d'un point quelconque ■de D passe par un point fiucleoni|ue de 4, c'est-à-dire par a.
Quatre plans passant par ^ et leurs quatre pôks situés sur Ù, ont même rapport anlMrmoniqite. — Soit en elîet A un point do D, A' lo point do rencontre do D avec !c plan polaire de A. A et A' sont conjugués par rapport aux deux points où AA' coupe la suriace. Ils forment donc une involution, ce qui prouve que quatre poitiis A, et leurs quatre homologues A' ont mùnic rapport aiiliarmoiiiijuc. D'où l'on mndut Ja proposition èhoiicèe.
S 239. — Le pian de l'inlini a unpôle, intersection des plans polaires de (rois points à l'inlini. (Du veste, si on prend la figure homologique, à la place du plan de l'infini, on a un plan quelconque). Toute droite passant par ce point y est divisée par la suriace en deux parties égales, car si un point est à l'infini, on a vu {§ 10) que son conjugué par rapport à un segment, est ie milieu de ce scffment.
Ce point est le centre de la surface. Toutefois, si la surface v^l tangente au plan de l'inlini, le centre est à l'inflni ,
Plans diamétraux et Diamètres
§ 240.. — 'ÏHÉoHi'iMK. — Dans une surlace du second ordre, le lieu des milieux des cordes parallèles à une direction donnée est un plan (Plan diamétral conjugué de cotte direction).
Kn effet, si un point A à l'inlini a un plan polaire P, les cordes passant par A sont toutes parallèles, et le conjugué de A par rapport aux points M et N oCi la corde AMN coupe la surface, est le milieu de MN. Le plan P est donc le lieu des milieux des cordes MN parallèles ù la direction A,
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§241.— 'riiÉoRÈME. — Tous les plans diamétraux passent par te centre. En cITet, le poiot A étant à i'iaiinî, c'est-à-dire dans le plan polaire du centre, le centre est dans le plan polaire do A, c'est-à-dire dans le plan diamétral conjug-ué de la direction A .
Théorème. — Si le plan diamétval conjugué de la direction A est parallèle à une droite B, le plan diamétral conjugué de lï est parallèle à A. Ceci revient en effet à dire que si le plan polaire de A passe par TS, celui (le B passe par A.
§ 242. — Théorème. ~ Dans une surface du second ordre, le lieu des centres des sections faites dans la surface par des plans parallèles à une direction donnée est une droite f Diamètre conjiifiiué des pkmsj.
En eiîet, si par une droite D on fait passer un plan, il coiipe la surface suivant une conique G, le pôle de D par rapport à C est sur la droite i conjuguée de D. Si on suppose que D est à l'inlini, tous les pians passant par D sont parallèles, le pôle de D devient le centre de C, et 4 est le lieu des centres des coniques C dont les plans sont tous parallèles. Le tUéorème est donc démontré.
S 243. — Thmhème. — Si une droite D est parallèle i\ \m plan i', le plan diamétral conjugué de D passe par le diamètre conjugué de P. En ellel, soit C le centre d'une section faite par un plan P, parallèle à P, toutes les droites menées dans P, par C seront divisées par la surface en deux parties égales, il en sera ainsi par conséquent de la droite menée par G parallèlement à D, car cette droite étant parallèle â P sera dans P,. Donc G sera un point du plan diamétral conjugué de D {ce qu'il fallait démontrei).
% 244. — Conique a l'infini, — Le plan de l'inlini, comme tout autre plan, coupe la surface suivant une conique. On peut ramener cette conique à distance flnio par une transformation homologiquc ou plus simplement en considérant le cône obtenu en joignant tous ces points à un point fixe à distance Unie, et coupant ce cône par un plan quel-
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conqiio. Cela éqiiivaiil, somran toulo, ;i uiio livitisfonnaliim lioiiiologique.
Si A est un point à l'iiilmi, P le plan diamétral conjugué de A (ou un plan parallèle), l' est le plan polaire de A (ou un plan qui coupe le plan de l'inlini suivant la même droite que ce plan polaire), La droite D suirant laquelle P coupe le plan de l'infini, sera la polaire de A par rapport â la conique à l'infini delà surface. (Il est bien clair, en cilet, que si par un point A on mène un pian qui coupe la surface suivant une courbe G, le plan polaire de A coupe ce plan suivant la polaire de A par rapport à la courbe C).
Quand le centre de la surlace est à l'infini, le plan de l'infini coupe la surlace suivant deux droites, la conique à l'infini se réduit ici à deux droites.
§ 24b, — Sïst]-;mes oe biamctres conjugués. -— Supposons que le centre ne soit pas à l'inlini. La conique C à l'infini ne se réduit pas à deux droites, menons par le centre une droite OA, coupant lo plan de l'infini en A. Prenons sur la pottiire de A un point quelconque B, la polaire deB passera par A et couptra en D la polaire BD de A. La polaire de D passera alors par A et 1(. Le triangle ABD sera conjugué par rapport à C, cbaquc cùté étant la polaire du sommet opposé.
Alors dans le triùdre OABD chaque face sera le plan diamétral conjugué de l'arête opposée. Les arêtes de ce trièdre forment alors ce qu'on nomme un système de trois diamètres conjugués. On voit qu'il existe une inlinité de pareils systèmes, puisque A est un point arbitraire à l'infini, et AB une droite quelconque passant par A et située dans le plan de l'inlliii.
5 246. — On voit très facilement que si la surface est une sphère, trois dianiÈtrea conjugués sont trois diamètres rectangulaires deux à deux. Car dans une sphère, le lieu des milieux des cordes parallèles à une direction donnée, est un plan perpendiculaire à cette direction et passant par le centre de la sphère.
La sphère coupe le plan de l'infini suivant le cercle de l'infini ; donc
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un. plan et une droite perpendiculaire reDoonlrenlie plan do l'iniini en une droite et un point qui sont polaire et p61e par rapport au cercle del'iormi. On a déjà vu cette proposition (g 152,'. Troia droites rectangulaires deux à deux donnent de même dans le plan de i'infini un tiiani]le conjuçiuè par rapport au cercle de l'infini.
Plans principaux et Axes
g 247. — Propos on s -no us do cborolici' les plans de symùtrie d'une surlaco de second ordre, c'est-à-diro les plans qui divisent eu deux parties égales les cordes qui leur sont perpendiculaires.
Avant d'aborder le problème, nous lerons d'aliord les remarques suivantes :
Nous avons vu (§ 223), que deux coniques qui ne sont pas tangentes, ont toujours un triangle conjuguÉ commua. Notre démoustralion repose sur la coDsidération de la conique qui correspond à une droite donnée. On |ïeut rémarquer qu'il n'y a rien à changer dans le raisonnement si l'une des deux coniques données, ou mCmeles deux sont imaginaires, la polaire d'un point réel par rapport à une telle conique restant réelle. Nous avons vu, si les deux coniques données se coupent en quatre points imaginaires, que les sommets du triangle conjugué commun sont tous réels ; ceci a lieu en particulier quand une des deux coniques données est imaginaire.
§.248. — Considérons le cas où fune des deux couiiiuns est reui. placée par un système de deux droites. Dans ce cas, le triangle conjugué commun sera remplacé par le triangle ayant un de ses sommets en A point de rencontre des deux droites; les deux autres sommets 15 et C sont sur la polaire de A, et conjugués à la lois par rapport au système de deux droites et à la conique. Si cotte conique est imaginaire, li et G sont réels, car ce sout les points correspondants communs à
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deux involutions, ut les points (ioublcs de rime d'elles sont iiiiiiginaircs {§ 192).
•^ 249. — Considérons encore le cas wi les coniques sont bitangenfes, que l'une d'elles soit ou non un système de deux droites. La corde des contacta a alors môme pôle A dans les deux coniques; le point A, et deux points conjugués sur la corde des contacts tonnent un triangle conjugué commun. On voit que dans ce cas, il u a une Infinité de pareils triangles.
§ 250. — Nous sommes maiutenarit en mesure de résoudre le problème proposé. Si un plan est prtjicipai, c'est un plan diamétral conjugué de la même direction de cordes dans la surlace etaussi dans une sphère quelconque ayant son centre dans ce pian. Il coupe donc ie plan de l'infini suivant une droite ayant même pôle par rapport aux deux coniques suivant lesquelles la surface donnée et la sphère rencontrent le plan de l'infini, c'est-à-dire à la conique 2 à riiifmi sur la surface, et au cercle S de l'infini. Ce dernier étant une conique imaginaire, on voit qu'il y a trois droites réelles répondant à cette condition, les trois côtés du triangle conjugué commun à S et à 2. Soit AlîC ce triangle.
S 251. — Si 2 110 se réduit pas à un sjsLèmc de doux droites, le plan de l'infini n'est pas tangent à la surlacc. Le centre pôle de ce plan, est alors à distance finie. Les plans OAD OAC OliC sont des plans principaux, OA, OB, 00. sont des axes de symétrie.
§ 252, — Si i; se réduit à deilx droites se coupant en A, nous avons encore (§ 248) un triangle conjugue ABCdontondos sommets est en A. La droite conjuguée de BC passe par A. Soit A cette droite. Les plans AAB.AAC sont alors des plans principaux, et l'i droite A est un axe de symétrie, c'est le seul. On obtient facilement cet axe de symétrie en remarquant que dans ce cas tous les diamètres passent par A et par
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SLiito sont parallèles, l'ase est le lieu des centres des sections faites dans la surface par les plans pcrpcndicLiloiros à la dlrpctiou A.
§ 253. — Si les conicjuea S et - litaient tangeiitcB, elles seraient bitangenles {car si «ne conique en louche une autre en un point imaginaire, elle le tou cite aussi en son conjugué). Soit A lcp61edola corde des contacts, D celte corde, a la droite conjusuéc de D passant par A, loQS les plans passant par D seront perpendiculaires à A, comme Ils passent tous par les points de contact de S et s, ils coupent la surface suivant des coniques passant par les points circulaires de leur plan, c'est-à-dire suivant des cercles, le centre de l'un do ces cercles est sur le diamètre A. La surface est donc de n'coliiliim autour de la droite A.
§ 254. — HecJieir-lw des plam principale pai- des constni^tions rèiiles.
Les raisonnements précédents prouvent bien l'existence des plans principaux ; ils ne permettent pas d'en donner une construction immédiate. Pour y parvenir, nous allons raisonner d'une auti'e façon. Nous allons nous horner aux surlaees à centre qui ne sont pas de révolution, car dans le cas des surfaces tangentes au plan de l'inflni, et dans le cas des siirinces de révolution, la construction directe est facile.
§ 2b5. — Soit donc le centre de la surface ; par le point ii une droite quelconque 0.\f, soit OM' l'intersection du plan perpendiculaire à OM mené par avec le plan diamétral conjugué do OM. A cliaque droite OM correspond ainsi une droite OM'.
Cette correspondance (tout à tait analogue du reste i\ celle du § 221), est réciproque. En ellet, l'angle MOM' étant droit, OM est dans "le plan mené par perpendiculairement à OM', de plus OM' étant dans le plan diamétral conjugué de OM, OM est dans le plan diamétral conjugué de OM'. OM est donc bien la droite correspondante de OM'.
Quand la droite- OM décrit un plan passant par 0, la ckoite OM' décrit un cônedu second ordre. En olîet, soit OP la perpendiculaire au plan sj donné, et OQ le diamÈLre conjugué de oi. Si OM reste dans le plan w, le plan diamétral conjugué de OM passe par OQ (§ 237) et le plan perpendiculaire à OM passe par OP, de plua le rapport anharmonique des quatre droites OM estégal à celui des quatre points oii elles percent le plan de l'infini, ou à celui des quatre plans polaires de ces quatre points, o'est-à-dire des quatre plans diamétraux QOM' ; le rapport anharmonique des quatre droites OM est évidemment égal à celui des quatre plans perpendiculaires l'OM', donc quatre plans QOM' ont môme rapport anliarmonique que quatre plans POM' correspondants. Si l'on coupe par un plan quelconque, on obtiendra deux faisceaux homographiques PM', QM' ; donc ce plan coupera le lieu do DM' suivaut une conique. M' décrit donc un cône du deuxième ordre .
§ 256. — Considérons doux plans i., et »j,, h. ces deux plans correspondent deux cônes a et o-., qui passent tous les deux par la droite qui correspond à l'intersection de tu et a>,. On verra, comme au g 222, qu'ils ne sont pas tangents suivant cette droite. (On ramène les raisonnements sur CCS c6nes à des raisonnements sur des coniques en coupant la figure par un plan quelconque.)
Us se coupent alors suivant trois autres droites dont l'une au moins est réelle. Soit OA cette draito. Le plan diamétral conjugué de OA coïncidera avec le plan perpendiculaire sur OA. Car si ces plans no coïncidaient pas, ils se couperaient suivant une droite OA' qui serait la correspondante de OA et qui, par suite, coïnciderait avec l'intersection de fil et 0.,. Or à l'intersection de sj et de a,, correspond par bypotliÈse une droite autre que OA,
Le plan diamétral conjugue de OA étant perpendiculaire sur OA, considérons les deux axes OB, OC de la conique intersection de la surface par ce plan, on voit facilement que le plan diamétral conjugué de OB est le plan GOA qui est perpendiculaire sur OB. De même le plan diamétral conjugué de OC est le plan BOA, perpendiculaire sur OC. On voit donc que OA OB 00 so^it ks <xxeB, et l'on démontrera
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facilement que les deux cùn pent suivant ces trois axes, droites réelles.
Nous ne discuterons pas i ter, ce que nous disons ici avons dit au § 222.
s dont il est question ci-dessus, se coun sorte qu'ils se coupent suivant quatre
i les particularités qui peuvent se préson- Uant absolument analogue à ce que nous
Sections circulaires.
§ 2S7. — Nous allons clicrclier les plans qui coupent la surface du second degré donnio suivant des cercles. Nous supposerons que la surlace ne soit pas de révolution, en sorte que le plan de l'inlini ne la la coupe pas suivant une conique bitangente au cercle de l'infini .
§258. — Remarquons en passant le théorème suivant, dont la démonstration est immédiate.
Les sections d'une surface du second degré par des plans '[laratlèks. sont des courbes homoihétiques.
En eflet, des pians parallèles coupent le plan de l'infini suivant une même droite. Cette droite coupe la conique à l'infini de la surlace en deux points, les courbes dont il est question passent toutes par ces deux points. Ayant deux points couiinuns à l'infini, elles sont ho m thé tiques.
La question proposée est facile à résoudre; pour que la section par un plan soit un cercle, il faut qu'elle passe par les deux points où ce plan rencontre le cercle de l'inlini ; or la surface a quatre points », -/, cj Kl sur le cercle de l'infini. Les sections cherchées sont donc situées dans les plans passant par l'une des six droites «, «,, ai a„ h, «,,
Parmi ces six droites, deux seulement sont réelles, si «i et 'j, sont imaginairea conjuguées, de même que «j et «i, ces deux droites sont
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§ 259. — Il y a donc seulement deux directions de sections circulaires réelles, ce sont celles passant par a, a, et colles passant par «a «i. Il est facile de voir comment sont placés ces plans ; soit A le point où se coupent a, «i et «j «c La direction A est celle d'une corde perpendiculaire à un pian principal, puisque c'est l'un des points ABC du ij 250; ainsi les plans de sections circulaires sont perpendiculaires aux plans principaux ; les plans de sections circulaires réelles sont perpendiculaires ù un même plan pi-mri|wl,
§ 260. — Il y a un cas où les plans de sections circulaires ne coupent pas réellement la surlace suivant des cercles, c'est celui où la surface coupe le plan de l'inlini suivant les deux droits réelles k, k„ et «j s\. Dans ce cas, tout plan passant par une de ces droites, coupe la surface suivant une seconde droite, et non suivant un cercle.
§ 261. — Jhéoré-me. — Deux cercles réels, non situés dans des plans parallèles (l'un passant par «, '/.-i et l'autre par «j «,) sont situes sur une même splière.
En effet, soit P et Q les plans de ces deux cercles; ils se coupent suivant une droite D qui coupe elle-même la surface en deux points M et N, Faisons passer une spbère par le premier cercle et un point A du second, je dis que cette sphère contient le second cercle. En effet, le plan Q coupe la sphère suivant un cercle passant par A M et N, et ayant par conséquent trois points communs avec ce second cercle ; ces deux cercles ayant trois points communs, coïncident.
DIX-SKPTIKME LEÇON
ETUDE DES SURFACES REGLEES DU DEUXIÈME ORDRE
Théorème général sur les Surfaces rég-lées
§ 262. — Oïl nomme wurfaue rfi/(ée la surface migcndrée par une droite qui se déplace d'après une loi déterminée. Cette droite se nomme génératrice.
Considérons une génératrice D de la suriace, et un point M sur 1), Traçons sur la surlace deux courbes. C et C,' passant par M, et soient M' et M" les deux points où elles sont coupées par une seconde génératrice D, voisine de D. Quand D, se rapprochera de D, M' et M" se rapprocheront de M, MM' et MM" deviendront les deux tangentes en M aux deux courbes G et G, le plan M M' M" deviendra le plan de ces deux tangentes et puisque le plan MM'M" contient M' M" ou D,, le plan des deux tangentes contiendra la position limite de D, c'est-à-dire D ; ainsi toutes les tangentes à la surface en M seront dans un mÔme plan contenant D, Ce théorème comporte des cas d'exception ; car la démonstration suppose qu'une seule droite D, vienne en D, et que par M i! ne passe pas plusieurs génératricos.
§ 263. — L'existence duplnn langent étant ainsi.démoiitrée, on distinguera doux classes do surfaces réglées : d'abord celles dans lesquelles le plan tangent reste le même en tous les points d'une génératrice. Ou leur a donné le nom de surfaces cîéBeloppabïes ; tels sont les cônes, les cylindres, etc. Laissant de côté ces surlaces, nous allons démontrer relativement aux autres, cette proposition. Le rapport (mharmoniqus de quatre plans tangents en quatre points d'une même f/énérati-ke est èijal à celui des quatre points de contact.
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Soient .« ,9 ■/ 3 les quatre plans liingents aux quatre pointa ABCD d'une même générati-ice L ; considérons sur la surlace quatre coui-jjes passant respectivement par ABCD, et coupées en A,B|C,Di par une génératrice L, voisine de L, désignant par la notation LA, le plan rjui passe par L cl pnr A, on aura (§ 19 ou 129)
L(A,B,C,D,)— A,lï,C,D,
SiL, vient se, confondre à L, A,B,C,D, viennent en AltCD et d'autre part les plans LA, Llî, LC, LD, deviennent les plans tangents « ,5 y 3 ; OB a donc
(«;5y3) — (ABCD). lin qu'il fallaildémonlm-.
i; 264. — Ce tliéorômo va nous permettre d'étudier très simplement la variation du plan tangent quand le point de contact parcourt une génératrice de la surface.
A cet effet, prenons sur la droite une origine, que je supposerai d'abord arliitraire, et un plan arbitraire passant par la génératrice. J'appellerai OX la droite, XOY le plan arbitraire, OY dans ce plan sera perpendiculaire à OX, et OZ sera perpendiculaire au plan XOV. Prenons sur OY un segment m == 1, puis par le point a menons une parallèle à 02, soit si? cette parallèle, si un plan P passant par OX, fait avec le plan XOY' l'angle 0, i! coupera r,>l en un point y. tel que«c,^f5'*.
Soit M un point d'abcisse x pris sur OX, y. le point oii le plan tangent en M coupe w £, 6 l'angle que lait ce plan avec XOY . D'après ce qui précède M et ,1:1 formeront deux divisioas lioiaograpbiques ; on aura donc entre x et t^O une relation de la forme
As- l,}<J+ \Vi' + C(r/; + D^O pour a- iafini (gO a une certaine valeur, choisissons le plan XOY de façun que pour 3; inlini soit droit, ou tij '1 inlini, on aura alors A ^ 0. Do plus, choisissons pour origine le point ((ui correspond à la valeur pour Uj''i, la relation piécédentc se réduit alors à
s MCTiiODËS m: T,
Ii.r + C ;,/'J =
— () tij
On voit ([lie X variant du ~ ce à + co 1 varie de —1 droit ii + 1 droit le plan tangent fait «n tour complet, en tournant toujours dans le même sens, quand lo point de contact décrit la génératrice.
La constante p se nomme le paramèlrs de àhtribution. Le point que nous avons pria comme origine se nomme la point central, le plan langent en ce point est le plan ceniral. Pour chaque génératrice de la surlace réglée, il y a un paramètre de distribution, un point et un plan centraux.
§265. — Avant d'étudier les surfaces da deuxième ordre engendrées par des droites, nous démontrerons encore la proposition suivante, cas particulier d'autres plus générales qui feront 1 objet de leçons ultérieures.
Si un quadrilatère gauclie, dont les côtés successifs sont AB, liC, CD, DA est coupé par un pian P qui coupe AB en c, BC en ,'., CD en y, DA en î, on a (en grandeur et signe) la relation
" «15 ^ ^ÏG ^ ïD ^ SA - +
Projetons toute la ligure sur une droite quelconque piirallèlomcnt au plan P, A, BGD se projetteront en quatre points ab c-d, les points «^■j S se projetteront tous au même point H où le plan P rencontre l'axe de projection ; et l'on aura (en grandeur et signe), d'après un théorème dont nous avons fait souvent usage:
Xa __ nU 1)5 _ Mi Cy _ cH . !)" _ dll ,^ — H (I ' je "^ H« ' yD — m ' Sa ~ H"
d'oij, on muitipliant membre à membre, et remarquant que dans le second membre, à chaque facteur du numérateur correspond au dénominateur le facteur égal et de signe contraire :
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«B (-^C -/D 3a Ve qu'il fallait démontri'r.
§ 266. — Rèi:ipyoque-iwMt,&\ entre quatre points Kpy 3 si tuùs respectivement sur les côtés AB, BC, CI), DA d'un quadrilatùre gauche, on a la relation précédente, ces quatre points sont dans un même plan. En eflet, considérons le plan P qui passe par les trois points «^7, ce plan rencontre la droite OA en un point S", et les quatre points h|Î'/5' étant ainsi dans un même plan, on a, d'après le tliëorèmo précédent:
d'où en comparant celte égalité a l'égaillé (') qui a lieu par hypothèse i
S'A Sa d'où l'on conclut que 3 et 3' coïncident, car il n'y a qu'un point qui divise le segment DA dans un rapport donné en grandeur et signe. Le point S coïncidant avec 3' est donc bien dans le plan a^-iy {ce qu'il fallait dimontrer).
Surfaces réglées du deuxième ordre
§ 267. — 1" Si une surlacc du deuxième ordre contient uaic droite réelle, elle en contient une inlinité ; par cliaque point de la surface il en passe deux.
EneBet, soit D une droite réelle sur la surface, P un poinl quelconque de cette surface, le plan DP doit couper la surface suivant uiie conique, mais cette conique doit se composer delà droite D, et d'une autre droite, cette autie dioite doit passer par P, qui est un point d'intersection de la surlace et du plan Soit icette autre droite, située dans un même plan a^rc D
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Considérons maintenant im [wint (iMcIconqnc M de la surface. Ce point n'est pas dans le plan DA, car ce dernier plan ne peut couper la surface en aucun point en deliors des droites D, A dont l'ensemble constitue une conique, les plans DM et aM coupent alors, d'après Je raisonnement précédent la surlace suivant une droite passant par M, pour chacun d'eux. Cela iaît deux droites passant par M. Ces deux droites ne peuvent coïncider que si elles pa.ssenl parle point de rencontre de D et i. Mais dans ce dernier cas il passerait par ce point trois droites de la suriace non situées dans un môme plan. Nous avons vu (§234), qu'une telle sQrlace serait iiucâne ayant ce point pour sommet. En écartant ce cas, on voit que par tout point M de la suriace, il passe deus droites distinctes, l'une rencontrant D, l'autre A. Noos appellerons les premières (droites du premier sj'Stème) les autres (droites du deuxième système) ,
g 268. — 2" Dsiix droites de mhne xysUme ne sont jamais dana un mime plan.
lîn effet, si deux droites de même système étaient dans un même plan, ce plan contiendrait D qui est rencontré par ces deux droites ; il couperait donc la surface du deuxième ordre suivant trois droites, ce qui, est impossible.
§ 269. — 3' Deux droites de système différent sont toujours dans un ■ittëme plan.
En elîet, considérons une droite K du premier système et une droite K' du second, rencontrant A en A, Le plan KA doit couper la surlace suivant une seconde droite passant par A, cette droite ne saurait être A, car le plan Kl contiendrait la droite D, et par suite couperait !a surface dii second ordre suivant li'ois droites ; puisque cette droite n'est pas A, c'est nécessairement K', donc K el K' sont dans un même plan (ce qu'il fallait démontrer).
§ 270. — 4° Les deux pointu M et M' où une droite naiiable du premier système rencontre deux droites D et D' du second système, for-
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ment sur ces dmx droites, d&ux divisions homof/raphiques, les plans DM' et DM qui se coupent suieant MM' forment deux faisceaux homorjyaphiques de plans.
Coupons la surlaco pur un plan quelconque qui coupd D en A. D' en B, MM' en P; le plan considéré coupe par hypotlsùse, la surface suivant une conique, P est un point quelconque de cette coaique. AP BP lorment donc deux faisceaux homograpliiques, donc il en est ainsi des plans DAP, D'BP, ou DM' et D'M ; ces plans déterminent alors sur D' et D les points M' et M, correspondants de deux divisions liomograplii<iucs,
§ 271 . — o" Rccipi'OqueAnenl, la droite d'intersection do doux fais, ceauxhoinograpliiquesde plans, ou la droite joignant doux points correspondants de deuï divisions homogrnpliiques sur deux droite; non situées dans un même plan, est une surface du second ordre. Soient D et D' deux droites, supposons qu'un plan passant par D coupe D'en M', et qu'un plan passant par D' coupe D en M. Si les plans DM' et D'M forment deux faisceaux homogiapliiques, i! est riair que les points M et M' formeront sur D et D' deux divisions homographiques et inversement. Les deux modes de génération cités dans l'énoncé s'équivalent donc. Si maintenant on coupe la figure par un plan qui coupe D en A, D' en B, MM' en P, le fait que les plans DM' D'M forment deux faisceaux homographiques, entraine que leurs sections AP BP par le plan forment aussi deux faisceaux homographiques. Donc la section de la surface par le plan considéré est une conique qui passe par A etB, La proposition est donc démontrée.
§ 272. — 6° La surface enijendrée par une droite qui rencontre trois droites fixes non situées dans un même plan, est une surface du deuxième ordre.
Soienlen effet D D' D"le3 trois droites fixes, M, MjM., M, quatre points sur D"le planDMi et le plauD'.Vi, se coupent évldeinmment suivant une droite rencontrant D D' et D", Or on a :
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D (M, M, M, M..) — (M, M. M, MJ IT (M, Ma M, Ml} — (M, M, M, Mi) d'uii l> (M, Mi Mj Ml) — D' (M, Mî M,, M.).
d'où il résulte ([uc DM et D'M forment deux faisceaux iiomograpliiques de plans. Leur intersection engendre donc, d'après le Ibéorème précédent, une surlaee du second ordre.
§ 273. — Snrffwes du second ordre passant par un même quadriîalire gauche. — Gonaidërons une surface du second ordre engendrée par une droite «7 rencontrant les deux côtés AB et CD d'un quadrilatère gauche ABCD en «et 7 respectivement. Supposons que BC et DA soient deux positions particulières de cette droite, en sorte que le quadrilatère gaiiclie considéré soit situé sur la surface, « et 7 forment deux divisions liomograpliiques dont A et D, B et C sont dos points correspondants. SiK et y' sont deux autres points correspondants, on
(Alî*0= (DCy/)
Aj( . A«' __ Dv . |)'/ _ A^ Çv __ A(,' G./
"" ■ ^^ ■ «'B ~vC • 7'C "" ■ «B^-^~^^7d
ou encore en remarquant que le second membre est indépendant de «et 7.
k désignant une constante.
Soit |3S une génératrice du second système qui coupe i!C cm-, AD Set!''/ en M. Les deux génératrices étant dans uu mèine plan
f^C ^ 7D -^ 3A a ayant égard à la relation (') ci-dessus :
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Les droites «^ satislaisaat à ia relation (') sont les génératrices du premier système. I.ea droites ^S satisfaisant à la relation (') sont celles du second système.
§274. — TaÉoRKMis. — .Si trois génératrices d'un même syslÈmo sont parallèles à un même plan, toutis les géoératricos de ce système sont parallèles h ce plan, et tontes celles de l'autre système sont parallèles à un autre plan.
Reprenons la ligure précédente : Les portions de droites comprises entre plans parallèles étant proportionnelles, si AD, s.-/ et BC sont parallèles à un mémo plan, on aara :
- ,, —- -,-• (Kngrandeiiret signe)
Mais quand «y cngendrela surface, nous avons vu que le premier membre restait constant. Si donc il est égalai pour une seule position de «7, il est égal ù 1 pour toutes, et alors toutes les génératrices «? sont parallèles à on même plan, ce qui démontre la première partie du théorème.
La constante k étant ici égale fi 1 , on a :
cequi prouve encoreque AB, 5,S et DC sont parallèles à un même plan et démontre la deuxième partie du théorème.
Ces surlaces particulières dont toutes les génératrices sont parallèles à deux plans fixes se nomment des parnboloïdes. On voit facilement que la relation
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définit deux diviaiona homo^raphiques semblables, si w est à l'infini, y est à l'infini. Il résulte de là {|ue ces surfaces (et elles seules) sont tangentes au plan de l'inlini.
Par un quadrilatÈrc gauebe il passe une infinité de surfaces du second ordre (une pour cbaque valeur de A) ; il n'y a, parmi elles, qLi'un seul paraboloklo corrcspondnnt à la valeur I; = 1 ,
§ 275. — iNTr.usKr.TiON d'unk droite et d'usé surface rkqlée nu SECOND ORDRK, — CousidiSrons une droite A, et une surface réglée engendrée par une droite rencontrant trois droites fises D D'I>". Je me propose de chercber les points où la droite i rencontre la surface. Un de ces points est un point M tel qu'une droite passant par ce point rencontre D D' D" ; le problème revient donc à trouver une droite rencontrant les quatre droites données i D D' D", Considérons les deux surfaces définies par les trois droites i D D' et par les trois droites i D D". Soit A un point de D, par ce point passe une génératrice de la surface i D D', coupant i en m, et D' en n' ; par A passe aussi une génératrice Je i D D" coupant i en m' et D" en a". D'après ce qu'on a vu ci-dessus (§ 270) ut et A forment deux divisions homograpliiques, de môme que m' et A. Donc m et m' forment deux divisions bomograpbiques : Pour que m soit un des points cliprchés, il faut que m A et m'A coïncident, c'est-à-dire que m soit «n des points doubles des deux divisions. Par conséquent, après avoir au préalable construit trois couples de points correspondants, on sera ramené k construire les points doubles d'après la niétbode du § 88.
§276. — Il résulte de cette construction, le théorème suivant que nous retrouverons plus loin : Dewc surfaces du second ordre ayant m commun dmix droites ne serencontrant pas ont en commun deux autres droites rencontrant les deux premières et formant par suite avec elles un quadrUath-e gauche.
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lîn effet, aous avons eu dans le problème précédent, les deux sui'faces aDD', A D D", ayant en commnn A et D, et nous avons construit deux droites rencontrant A, D, D' D" et situées sur les deux surfaces. Ces droites pourraient d'ailleurs être imaginaires ou coniondues ; l'une d'elles pourrait être à l'infini.
DIX-HUITIÈME LKÇON
Sur les polaires réciproques
§ 277. — Nous avons défini aux § 44 et suivants, les ligures polaires réciproques par rapport à une splière. On peut aussi prendre des figures polaires réciproques par rapport à une surlace du second degré. L'étude de ce mode de correspondance fera l'objet do cette courte leçon.
Considérons une surface du second ordre B, que nous nommerons surface de référence. A cliaque point M d'une figure F nous forons correspondre son plan polaire u par rapporta la surface R. Nous dirons que u. est le plan corrélatif de M. Les plans corrélatifs des diliérents points de la figure F forment une figure F, qu'on nommera figure corrélative de F.
g 278 TiLÉoni-.Miî, — La figure corrélative de l'ensomble des points d'un plan P est l'ensemble des plans passant par le p6le w du plan P.
En effet, §1 M est un point du plan P polaire de 6> par rapport à U, le plan polaire de «passant par M, le plan polaire;-», de M passera par w (§237).
g 279. — Théorème. — La figure corrélative de l'ensemble des points d'une droite D est l'ensemble des plans passant par la conjuguée i de D par rapport à R.
Ou sait en efîel que les plans polaires des dilîérenls points de U passent tous par i (§ 233).
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S 280. - ïiiÉouiî.MË. - Si IQ lieu des pôles tlDsjilaos tangents à une siiifaco S est une suiiace ï, le lieu des pôles des plans tangents à S est la suriaee S. Les deux surfaces S et s sontdites polaires réciproques; les plans tangents à l'une d'elles forment la ligure corrélative des poiDts de l'autre.
Soient en elîet abc trois points de S, et ABC les plans tangents ou ces trois points se coupant en M ; v.py les polos de ABC situés sur 1 ', de ce que les plans ACC polaires de c.fiy passent par M, il résulte que le plan polaire do M passe par « ,î 7, c'est donc le plan de ces Iroîs points.
Si i) et e se rapproch nt do A en sunant dent li.ncs sut S mjant pas mfinie tangente en \ M lura poui position Imiito le f uint A le plan polaire de M aui a jour 1 si tir n liinilpli'pidn [Olaiic de A ' Pt / se rapprocheront de u (en suii int deu\ hones non tengontbs en c) et le plan limite do « f / sera le plan tangent en a Ce i lan tangent est donc bien le plan polaire de M ue qui dwiionlre U piof osition
On peut ajouter que si une dioitoD touuhe "5 sa eon]u,,uee i par rapport à R towohe - Cai si ï> est la limite d une dioite b coup int S en a et b, quand b vient se confondre avec a, i sera Ja limite de rinteraeclion des plans polaires de (t et de l>, quand le second de ces plans se confond avec le premier.
§281. - Il coQvient d'examiner (|ucllc est la ligure corrélative d'une courijcC, intersection de deux surface S et S'. Les corrélatifs des pointa de C sont évidemment des plans tangents à la lois aux deux surfaces 2 et 5' polaires réciproques de S et de S'.
A une droite D tangente à C correspond sa conjuguée A qui, lorsque D se déplace, engendre une surlace réglée f ; D est la limite d'une corde « (» de C quand b vient se confondre avec A, i est la limite de l'intersection des deux plans polaires de a et de b, c'est-à-dire de deux plans tangents communs « et ,S à ï et t, quand ,S vient se confondre avec k, c'est donc l'enveloppe de ces plans.
A un plan passant par D correspond un point sur A, c'est un point de contact de celui des plans tangents à 1" qui corres|lond au point où D
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touche C. Qimnd le plan tourne aiitoui- de D, le point conespondant décrit i, ce qui prouve que tout le long de A, le plan tangent à r est le môme,
La surlace r est dite la dêveloppablo eircoiisci'ito aux deux surfacns î et 1' . C'est la polaire l'écipi'otiue de. C
§ 282. - Si la coui'be ost piano et située dans un plan 1', les plans polaires de tous ses points passent par un point lixe le pôle m du plan P. La surface F est alors un cône de sommet «.
g 283. — l'uiioRiiME, — La li^'ore polaire réciproque d'une coniciuo est un côuo du second ordre.
Coupons la ligure pac le plaa l' de la conique C, la surlace R sera coupée par une conique p, et les plans polaires des points de P donneront, par leur intersection avec P les polaires par rapport à,û, or, dans le plan P, la polaire réciproque de C par rapport à p est une conique 7, donc la polaire réciproque do C par rapport à R est le cône ayant pour souimet le pèle de P et pour base y, ce qui démontre la propo-
g 284. — TuiMRiîiiE. — La polaire réciproque d'une surlace S du second ordre est une surlace ï du second ordre.
Je vais prouver que S est coupée par un plan quelconque m suivant une conique. Soif P le pôle du plan w; considérons le cône de sommet P circonscrit à Z. 11 est du second ordre, ayant pour base l'intersection do S et du plan polaire de P par rapport à S. Los plans tangents à S qui passent par P sont les plans tangents à ce cône, donc les points communs à S et au plan « sont sur la conique polaire réciproque de ce cône, ce i|ui démontre la proposition.
§285. — THÉoRi-,.Mii. — Si S et :; sont deux surlaces du second oi-dre polaires réciproques l'une de l'autre, à un point P et son plan
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polaire A par i-apport à S, correspondent dan? la tigure cni-rélativc un plan w et son pôle a par rapport à I,
Soit en effet Q un point du plan A ; M et M' les deux points où QA coupe la surface. Les plans tangents en M et M' se coupent suivant une étroite Det lelaisceau D (PQ MM')estliarmonifiue.
Prenons la ligure corrélative, soit li la droite cjui correspond à U, au plan D,Q qui n'est autre (jue le plan A, correspond le point a fjui se trouve sur A ; au plan DP correspond un point ,S qui so trouve dans le plan M coriespondant à P, ans plans DM, DM', passant par D et touchant S, correspondent deux points y- et y' situés sur A et sur ï, Or on a D (PQMM') =1 t«§,a^') car le rapport anbarmoniquo d'un laiscnau de quatre plans est égal à celui de lani-s quatre pôles et comme D (PQ MM') ^ — 1, on a {c/.pu-y:) = — 1, donc ,? est dans le i)laii polaire de «par rapport à £. Mais le lieu de ,5 est le plan w; le plau -> est donc ce plan polaire. Ce qui démontre la proposition,
§ 286. — Classe d'une surface. — Nous verrons plus loin qu'on appelle ordre d'une surface le nombre de points réels ou imaginaires où elle est coupée par une droite quelconque, La classe d'une surface est le nombre de plans tangents qu'on peut lui mener par une droite q^uelconque.
Théorème, — SI deux surlaces S et i: sont polaires réciproques, l'ordre de l'une est égal à la classe de l'autre.
En elïet, si une droite D coupe S en ni pointa, les m plans qui leur correspondent passeront par la droite A qui correspond à D et toucheront s. On pourra donc mener par A m plans tangents à S.
THEORIE DES TRANSVERSALES. — APPLICATIONS
§ 287. — Nous avons vu, dans une leçoD pi'éeédente, ce qu'où devait enteudre par courbe ou sudace d'ordre m ou dedegrém. Je vuirf démontrer qu'une droite quelconque coupe toujours une telie courbe ou surface en m points réels ou imaginaires.
Nous admettrons, pour cela, la proposition suivante appelée Uièorèine de d'Alembert. Une équation algébrique entifiro de degré m (à une inconnue) possède m racines réelles ou imaginaires.
§ 288. — Celte proposition doit être complétée par la suivante qui se démontre à l'aide des propriétés relatives à la division dus polynômes. Si a bc, Isont les racines d'une équation algébrique F (j) — o, Le- polynôme F (z) est identique à un facteur coustant prùs, au produit des m binomea x —a, x— b, w —■ c... x -~ l.
Plusieurs des binômes peuvent ôtrc égaux entre eux. .\lors Ui racine cor res pendante doit compter pour plui
§ 289. — Les formules (") du § 108 donnent les coordonnées d'un point d'une itfoi te AB. On peut dire que les coordo.inées bomogènos de
En substituant ces valeurs dans l'équation de la surface (ou de la courbe) d'ordre m, préalablement mise sous forme iiomogène, comme
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au g 13t, on trouve- uns (iquaLioii donnant les valeurs de >., pour IcsfluollBs le point consîdéi-é 6st sur la suriace (ou la courbe). Cette équation est de degi'é m, elle a m racines à chacune desquelles correspond un poÎQt ; il y a donc bien m points où la droite AB rencontre la surlace ou la courbe. Si quelques-uns de ces poiats sont coniondus, on dit que la droite louche la surkce (ou la courbe).
D'après la remarque laite ci-dessus, on peut (écrire, K étant un facteur constant :
fW = K (.E - a) {x~b) (V - (■)■■. i-c - 1}
lin effectuant le produit qui est dans le second membre, on voit que K est le coelTicient delà p!us bau te puissance de a^, tandis que le terme indépendant de j;estégal à K multiplié parle produit des i-acines toutes cliaugêcs de signe.
§ 290. — Soit V{x, y, s, t) — o l'équation homogène d'une surlaee d'ordre m (ou d'une courbe, en supprimant la variable z). D'après ce qui précÈde, pour obtenir les valeurs du rapport AM ; MB ^= À correspondant à un point M oii ia droil« Ai5 rencontre la surface (ou la courbe), il suffll de remplacer x ij s t par .r„ + '-^i î/o + ''■ f i -» + '^' 1 + À ce qui fournit l'équation :
(') F(Xo-[-),.r„ )/.+ )..,„ ;, -f ).E„ \+l)r^o
Le terme indépendant de :■. dans cette équalion s'obtient on faisant / ^=. o c'est F(î',, i>, ^0, 1) ou pour abréger F„ ; il serait nul si le point A était sur la surlace. Nous supposons qu'il n'en est pas ainsi. \ Si dans l'équation on changeaitÀen — on obtiendrait le niSme résultat qu'en échangeant les coordonnées de .A avec celles de B, carie
rapport AM : MB étant )., le rapport BM : MA est -r
Le terme de degré le plus élevé dans l'équation primitive, devenant celui de degré le moins élevé dans l'équation transformée, est r(.e,, y,, ï|, 1] ou pour abréger F,.
Si F, était n«l > deviendrait inlini puisque BM i MA serait nul. Ceci
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montre que si lo tei-nie degré le plus élevé dans une équation devient aMliientellcniDnl nul, on doit euvisagei' l'équation comme ayant une
§291. — Désignons par p, pj... pn, les m racines de l'équation (') changées désigne, c'est-à-dire les m valeurs du rapport AM : BM, correspondant au cas où M est sur la surlace (ou la courbe). Enlin désignons par P le produit du toutes ces quantilcs. D'apràs le S 289 on aura : F,[^=^K„.
§ 292. — Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer et de démontrer !e théorème des transversales ou tliéorème de Carnot, dont un cas particulier a déjà été démontré au g 271.
Les valeurs p, p,... p. du paragraphe précédent seront appelées, pour abréger, valeurs correspondantes au segment AB.
Cela posé, considérons un polygone (pian dans le cas d'une courbe) et soient A lîG D... ses sommets. Le théorème do Carnot consiste en ceci que le produit de^ valeurs correi pondantes au\ différents côtés AB, te CD eto Oit é^dl i -|- 1
En tffet cBnMdorujù jai exenileuu luadiilit i appelons Fo F F, F3 les résultats obtenus en sulstituant dans le polynôme F les coordonn es le es quatio somn cts Api Ions P le pioduit des rapports qui coiiespondent i AB U II et & ceu" des lapportsqui corresponilent respectivement à BC, CD et DA, on aura :
En multipliant ces égalités membre à membre, cl suppriiniuil les facteurs communs, on a :
§ 293, - Apiiticatiom. — Nous avons vu au § 275, le cas où I surface S est un plan; dans ce cas le théorème admet une réciproqui
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(|ue nous avons démontrée. Il en est de même dans le cas d'un triangle coupé par une droite. Dans ce cas simple o(i Jl n'y a qu'un point sur chaque cûté, le théorème est souvent appelé théorhne de Méné^
laiis.
§294. — Cas d'une conique et d'un triangle. — Soit un triangle jVBC, et une courbe du second ordre coupant BC en «(Ct k,, CAea p, et ^t, AB en y, et y,. 1' sera ici le produit des deux rapports Bk, i C «I et B «j : C!<s, Q sera le produit des deux rapports CS,: A,9, et C,5j : A, ^i- Enfin R sera le produit de Ay, ; By, par Ay^ : B-/,. On aura donc en écrivant que le [produit des niimi^rateurs égale celui des numérateurs :
(') IW, X B-/, XX,S, X C,^, X A7,X Ay. = ll«, X C-/^ X AS X ^P, X By, XBy,
fil six points sont tels que l'on ail cette éqaliti', iU anut sur une conique,
Par cinq de ces points, on peut iaire passer une conique; cette coninique coupera de nouveau le troisième côté en y', par exemple, d'après le théorème de Carnot l'égalité (') est vraie quand oo' remplace y, par y,. En divisant membre à membre l'égalité (') telle qu'elle est écrite par celle obtenue en remplaçant y, par y', on trouve que le rapport de Ay, à By, est égal <i celui de Ay'j ft By'„ ce qui prouve (§ 6) que y, et y, coïncident (as qu'il fallMtdiiuo.ttrer).
Il résulte aussi de là qu'une courbe du second ordre est déterminée par cinq points, car les points si «a pi Pi et y, étant donnés, en menant par y, une droite AB qui coupe jS, ^5i en A h, h, en B, l'égalité (') détermine yi-
Comme par ces cinq points on peut aussi faire passer une conique qui coïncidera alors avec la courbe du second ordre, on en conclut qaa toute conique est une courbe du second ordre.
ThéorLmë diî DESARauEs, — Considérons toutes les coniques passant par a, oa Pt ps, soient y, f 1 les deux points variables -oft elles coupent
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la droite lise AB. Les seuls lacteurs variables dans (') seront ceux qui contiennent, '^, et -/j. On en, conclut que le quofient do Ay, X Ay, par By, X By, est constant. Or on a vu (§ 92) que c'est là nnc relation d'involution. On retrouve ainsi le tlicori>nie de iïesa/v/ues.
g 295. — Cas des courbes du troisième ordre ou cubiques. — Considérons «u triangle coupé par une courbe du troisième ordre. Ici il y aura trois points sur chaque côté, «, «i u^ sur BC, f-., % ,S;, sur GA, 7, y, y, sur AB. On aura donc l'égalité :
(=) B«, X BîT, X B/j X C.% X C% X f/sj X Ay, X Ay. X Ay, —
C«, X 0«, X ^-'-^ X A?, X BP, X k% X By, X By^ X By,
TnÉoniiME. — Si nw: (ies «ewf points comidécés soni sur une conique, les trois autres sont en tuine droite et réciproquement.
En effet, si les six premiers points sont sur une conique, on a l'égalité {') divisant membre à membre l'égalité (') el l'égalité {') on trouve :
(') B«, X es X Ay, --= ^"-1 X A,g, X By,
L'égalité (') exprime que les trois derniers points sont en ligne
Réciproquenient, les trois derniers points étant en ligne droite, on a l'égalité ('). Divisant {") par (') membre à membre on a l'égalilé ('), Les six premiers points sont donc bien sur une conique.
5 296. ~ Théouème Dii Pascal. — Le Ihéorènic de l'ascal est une conséquence de ce qui précède. Observons d'abord que trois droites ayant pour équations P=:0 Q^O B — constituent une cubique ayant pour équation PQR— 0.
Considérons l'hexagone ayant pour sommets a, "i ,?, fii y, ys se suivant dans l'orde indiqué. Numérotons les côtés dans le même ordre.
Soient ABC les sommets du triangle formé par les côtés de rMig
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impair. Les côtés de raog pair constitueront une cubicioe coupant les côlés du triangle ABC d'abord aux six sommets de l'hexagone, puis en six autres points, qui sont les points de rencontre des côtés opposési v.i, fh -h-
D'aprùs le tliéorome précodent, si les six sommets de l'iiexagone sont sur une conique, ces trois derniers points sont en ligne droite et r(Sciproquement. On a ainsi le tli(iorÈme de Pascal ot sa réciproque
%'2Sn . — A.utvt thiovh^iA vtlaXi^ aux ciihiqaen.— Considérons une droite coupant une cubique en trois points 12 3. Une seconde droite coupant cette courbe en 4 o 6. La droite 1, 4 coupe la courbe en un point 7, la droite 2, 5 la coupe en un point 8, et la droite 3, 6 en un point 9. Je dis que les points 7, 8, '.) sont en ligne droite.
Appliquons en effet le tliéorème du § 295 au triangle lormé par les trois droiles 1, 4, 7; 2, 5, 8; 3, G, 9. Les points I, 4, 2, 5, 3, étant sur une conique lormée de deux droites (1, 2, 3) et (4, 5, (!) les trois autres points 7,8,9 sont en ligne droite.
§298. — Ca.5 particulier.— Si 1 et i coïncident, ainsi que 2 et o, auquel cas G et 6 coïncident aussi, les droites 1, 4 ; 2, ;i ; 3, G sont des tangentes fi la cubique. On a alors cette proposition ;
Si trois points d'une cubique sont en ligne droite, les ianoentes en ces points remontrent de nouveau la courbe en trol^ points nitués en ligne droite. Cette seconde droite est souvent appelée droite satellile de la première.
g 399. — Si 1, ^, 7 coïncident, c'est que la droite 1, 4, 7 coupe la courbe en trois points confondus en un seul ; un tel point se nomme un point d'inflexion. Si 1, 4, 7 sont confondus ainsi que 2, u, 8 on voit que 3, 6, 9 le sont aussi. Donc : La droite joignant deux points i.l'injkxion d'une CfUi}iq^le passe par un troisième point d'inflexion..
VINGT! h:ME LEÇON
PRINCIPE DE CORRESPONDANCE
DES GUEIQUES PLANES
§ 300. — Le principe de corirspondunce di>. Charles consiste dans la proposilion suivante :
Si enlre deux sysLèmes de points sur une droite exisle une correspondance telle <[u'it un iioint de la droite considéré comme taisnnt partie du premier système correspondant m points du second système, et qu'à ua point de la droite considéré comme appartenant au second système correspondent p points du premier système, il y a sur la droite m + p points qui coïncident nvee leurs corresimndants.
Soient, en ellet, A et B deux points de ia droite, tels que ni l'un ni l'autre ne coïncident avec un de leurs correspondants. Soit M un point quelconque de la droite ; au lieu de le délinîr par sou abcisse, définissons-le par la valeur À du rapport AM : MB.
Entre les rapports Â, « de deux points correspondants M, P il y a d'après l'hypothèse une relation de degré m par rapport à /, et de degré p par rapport à À, puisqu'à une valeur de ) il correspond m valeurs pour ,«, et à une valeur de n, p valeurs pour 1.
Cette relation ne manque pas de terme constant, car s'il en était ainsi pour X ^^ 0, ou aurait y. ^ 0, et le point A coïnciderait avec un de ses correspondants, Si nous avions BM: MA — /', BP,- PA = ■/ nous aurions
Dans !a nouvelle relation en ''■' et u', il doit y avoir iiû tenue (.■onstant, sans ciuoi B coïnciderail avec un de ses correspondanls ; mais le terme constant de la nouvelle relation provient du terme en /■" tiP dans l'ancienne. L'ancienne relation doit donc contenir un terme de celte espèce. Pour trouver les points qui coïncident avec leurs correspondants, il faut îaire î := ;ii ce (jui donne une équation contenant comme terme de degré le plus élevé un terme en À™ P. ■ Il y a donc m-\-^ racines, v'est-à^dire m^'ppoints coïncidant avec leurs homologues.
Le Ihéorùme s'applique encore, si au lieu de poinls sur une droite, on considôre des droites (dans un plan) iiasaant par un point lixe (on des plans passant par unfe droite lise). Il suffit pour ramener ce cas au précédent, de couper par une droite ne passant pas par le point Qxe {ou par la droite lixe).
§ 301. — Voici' une application de ce tiiéorème: c'est la démonstration donnée par Cliasles du théorôaio dit de Bezout, relatiE aux courbes planes.
Deux courbes, l'une d'ordre m, t'aulre d'ordve p se coiipenf m mp points.
Prenons deux points A et B qui ne sont situés ni sur l'une, ni sur l'autre des deux courbes, par A menons une droite D qui coupe la première courbe en vi points, joignons chacun de ces m points au point B, cela fait m droites; une de ces droites coupe la première courbe en p points; on a donc en tout mp points; en les joignant à A, on obtient mp droites 4, On voit donc qu'à une droite D correspondent mp droites 4. Réciproquement, à chaque droite 4 correspondent mp droites D, comme on le voit, en coinmençanl le raisonnement par la seconde courbe. Donc il y a 2i}ijj droites D qui coïncident avec une de leurs correspondantes.
Or, une droite D peut coïncider avec 4 de deux laçons, scit parce que D et 4 passent par un point commun aux deux courbes, soit parce que U passe par B ; mais si passe par B, les mp droites 4 coïncident avec D, et cela fournit mp solutions pour l'équation donnant les
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droites coïncidant avec leui's liomologiios ; il n'en reste donc que mp provenant des points communs anx deux courbes. (Il (aut avoir soin que AB ne passe par un de ces points sans quoi la délùoQstratioa lie serait pas neUe). Le théorème est ainsi démonti'é, et l'on voit que les abcisses (par Mxcmplii) de ces points, sont donnas par une équation de degré mp.
§ 3(H1. — Voici une proposition sans rapport avec ce qui précède, mais qui nous sera utile dans la suite. Une é{|uallon du second degré à doux variables peut s'écrire ;
(') Ax' + 2 Bxii + Gy'- + 'H)x + 1Ey + V t^O
On peut supposer que C n'est pas nul, car si C était nu!, l'équation n'Étantque du premier degré en y, une parallèle à OY ne couperait la courbe qu'en un point à distance finie; OY serait parallèle fi une asymptote ; on peut, par un choix convenable des axes, faire en sorte qu'il n'en soit pas ainsi.
Si l'on résout cette équation du second degré en y, on trouve pour la quantité sous le radical le polynôme.
n fB'-AC)3;'+ 2{BE-CD):n+E!- CF
On voit bien que pour qup- l'équation du deuxièvie deqrè proposée reprenante deux droites, il tant que la quantité ci-dessus soit un carré pariait alin qu'en extrayant la racine, on trouve pour y deux cxpressioDs du premier degré en x.
En écrivant que le polynôme ci-dessus est un carré parfait, et divisant par C qui, par hypothèse n'est pas nul, on trouve la relation ;
AE' + 2 BDE - CD' + F (B' - AC
Cequ'i) tant retenir, c'est que crtfd relation est du troUiéme degré par rapport attx œef^cientu .
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i des Cubiques planes
§ 303.'- Considérons une ociualion du troisième degni homogùno en 3! y !, son premier membre est une somme de termes de ia iormo A*")/'' ( '"'' e-^y étnnt trois entiers (pouvant être nuls) et dont la somme est ûgale à ('). D'apvos lu § 290, pour chercher l'intersection d'une droite Alt iivec la courbe, il faut remplacer ,v ij t par .r, + '■(■, 3/o+ "'î/i 1 + '■■ "'* obtiendra ainsi une iSquation en À que nous n'avons pas besoin de lorjncr. Il suffît de remarquer qu'en gardant les notations du § 290, ré([uation peut s'écrire.
/■„ c'est f (av /yj, /; c'est /' (r, y,) (§ 290) On voit sans peine que ;/„ est du pi'umier deiirc en .i\ y, et du serond en x, 1/j, comme l'équation ne change pas quand on remplace î. par son inverse en échangeant en mâme temps les coordonnées des points A et B, on voit que f/i se déduit de ';„ en remplaçant »„ y^ par œ, y, et inversement ; ij, est donc du premier degré par rapport aux coordonnées de A, et du second par rapport à celles de I!.
g 304, — Si Ion (ait tourner la droite Ali autour de A, et si l'on prend chaque fols sur cette droite le point B do la^on que (■/„ =: 0, le lieu de lî est une di-oile, car l'équation Qa '— ** est du premier degré par rapport aux coordonnées de I), C'est la droite poi'iire (.if A.
Si l'on lait tourner cette même droite autour de 15, en choisissant chaque fois le point A tel que ij^ = 0, le lieu de A est une coniqM; car l'équation (/, =^ est du second degré par rapport aux coordonnées de A ; c'est la conique jjolaire d& B.
L'équation ;/g ^= exprime donc à la (ois que la conique polaire de B contient A, ou que la droite polaire de A passe par B Donc si l'un de ces faits a lieu l'autre a lieu aussi.
La conique polaire de A se déduit de la conique polaire de B en
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Échangeant )es cooi'doniiôes de A avec celles de I!, Son ôquation est donc ,0, ^ en supposant dans cette équation que x^ y, soient doa quantités fixes, x, y, étant les variables.
fj, étant ainsi considéré comme un polynôme aux vaiiablcs r, y, ses coellicients sont du piemier degré eu x^ y,, ou obtient donc la condiliou pour que la couique polaire A se réduise à deux di-oitcs en mettant dans la relation (') du § 302, la valeur qu'ont les coélHcients dans l'équation y, ^= 0. Mais ces coefficients étant du premier degré par rapport aux coordonnées de A, et la relation O étant du troisième degré, c'est l'équation d'une cubique quand on y considère les coordonnées de A comme variables. Donc le Heu du point A tel que m i-onique polaire se (Urompose en deux ijivites est une ciibiriiie. Celte cubique se nomme la Hessienite de la cubique proposée, du nom de IlftMC, son inventeur.
§ 305. ~ Supposons niiiintenanl que io point A soitsui la cubique, /iest'nul. L'équation (') débarrassée de la racine nulle n'e.st plus que du second degré.
L'équation y. ^^ exprime aloi's que l'équation ( ) a une autie racine nulle, c'est-à-dire que la droite AB loucbe la touibi en \ La coiirbo admet donc en A une tangente ayant pouj équation i/, ^ (j', y, étant les variables). Ainsi la tangente est la dioile polaire rî un point A de la courbe. 11 résulte alors do ce qui préi edc, que si la tangente en A passe par «n point B, la conique polaire de U passe par A . et inA'ersemenl . Les points (h contact des tanijmtes issuen d'un point B sont donc les su) points on k( conique polaire de B coupe la cubique. Il peut arriver que y, soit identiquement nul, c'est-iVdire que le eoeffieienl d'ic, celui d'y, et lo terme indépendant soient nuls. Alors toute droite passant par A coupe la courbe en deux points confondus avec A, on dit que A est un point double.
Ily a des cubiques qui n'ont aucun point double, on peut en donner des exemples. Dans ce qui suit, je suppose que A n'est pas un point double.
A étant toujours sur la courbe, l'équation iJi := e.'iprime que la
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somme des deux racines non iiullca de l'équation d) est égale à zéro Oi- si on nomme M et P les deux points autres que A oft AB coupe 1 cuhique, les racines considérées sont les rapoorts AM : MB et AP : PB' Les points M et P seront donc dans ce cits conjugués de A et B. Ainsi si la droite AB tourne autour de A, et si le point B est choisi de façon que A et B soient conjugués par rapport aux points ou AB coupe la cuinfjue, le lieu de B est la conique polaire de A.
Cette conique touelie la cubique en A. Eu effet, si parmi les sécantes passant par A nous considérons celle qui touclie la cubique en A et la
coupe de nouveau en M, le conjugué de A par rapport à A et M étant
A lui-même, la droite AM ne rencontre la conique polaire qu'en A,
c'est donc une tangente à cette courbe.
Il y aurait exception, si M coïncidait avec A. Dans ce cas, et ((««s
cehi'-ci seulement,. tout point B de !a tangente est conjugue de A par
rapport à A et A, La conique polaire se décompose alors dans la.lan-
gcnte et une autre droite.
La tangente en A coupant la courbe en trois points confondus, le
point A est un point d'iiiQexion.
§ 306. — Si la conique polaire de A se décompose en deux droites, le point. A (!,ii oudouble ou d'infUmon Si An'est pas double, le lieu du conjugua de A ne saurait Être une droite passant par A (car les points M et P sont distincts de A). Si donc le lieu se décompose, il y a deux droites dont l'une ne passe pas par A, et comme la conique polaire touche toujours la courbe en A, l'une de ces droites est la tangente en A. On est donc dans le cas examiné ci dessus.
Il résulte de là que les points d'intlexion sont les points oii la liessienne coupe la courbe. Si donc la courbe n'a pas de points doubles, il y a 3 X 3 ou neuf points d'inflexion. .
Il résulte du § 299 que ces points sont 3 à 3 en ligne droite,
S 307. — TniïoRÈ.Mii. — Tmtle cubique qui po-tse par les neuf points d'inflexion d'une cubique, adjnet aussi ces points pour points d'inflexio^i. Soit en cflet A un de ces points, B, C, D trois autres, les droi-
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f.es AB AC AD sont supposées distinctes ; ollcs coupent dn nouveau la courbe en E t' G, qui sont trois pointa d'inflexion. La coni([ue polaire de A se décompose, donc les conjugué.'^ P Q 11 de A par rapport à BE, CF, DG, sont en ligne droite ; mais PQ R appartiennent aussi à la coconique polaire de A par rapport aune socondu cubique passant par les neuf points d'inflexion. Cette seconde coniiiue polaire ayant trois points P QR en ligne droite, se décompose aussi, donc A est un point d'inflexion pour la deuxième cubique.
§ 308. — Manière dont sont groupés les nisuf roixis i>'ini.'lexion-. — H est facile de ^oii que pir chaque point \ passent quatre droites contenant clidciinc 1p i\ points d inflexion On peut former quatre trimKjtis contenant chacun les neuÉ points d inflexion, H sur cbaquo côté. Soient i 2 ^ 4 b 6 7 b 9 les 9 points désignés chacun par un numéro On pput supposeï que ces tiiangles sontlcs suivants :
I i luan-lo tel
§ 309, — Théorème. —Sur (es neufftoinljid'infiii.ciûa.U <jenii toujours trois réels, et trois seulement. (On suppose que l'équation de (arabiqvs à ses coefficients réels.)
l' Il n'y a pas moins de trois points réels. Si un point est d'infle.tîon et s'il est imaginaire, son conjugué est aussi d'inflexion. On peut donc trouver trois couples de points d'inflexion tels que deux points d'un couple soient ou réels ou conjugués. La droite qui joint deux points d'un même couple est réelle ; elle rencontre la cubique en un troisième point qui est d'inflexion, et qui est aussi réel sans quoi elle rencontre- . rait la courbe en un quatrième point conjugué de celui-ci. 11 y a donc trois points d'inflexion réels au moins, un sur chacune de ces droites,
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et il y a un triangle inflexioiinel rûcl. (Il est facile de voir qu'un i»int d'inflexion ne peut pas ôti-e nii sommet de triangle' itiilexiounel.)
g 310. — 2" /; n'ii n pits î)h!.s de Irrih points i-èeU. Soit AUC le triangle inflcxîonnel riSeJ, a, c, a,, ies points d'inilexion situés sur iiC, l'i, jî, ^,, ceux situés suf CA, '/, y, y,, cenx situés sur AB. Pour abréger, désignons par p, q, i',... los rapports B«, : Ca,, G5, : AS,, A7, : B-/,... ele-
On peut supposer que v.^ est en ligne droite avec ,'3| y^, avec .^j y,, et avec .'^i'/,- On a alors d'après le tiiéorèmc de Carnot :
P, '7i '■, — 1 ■ )h <]i '■. ~ ^ Ih ^< ''i = 1 et aussi !'i)'»Pi <i\(h^\ '1 ''s'':! ^= 1
Multiplions les trois premières égalités membre à membre, et divisons par la troisième, on aura en nomment P lo produit p, p^w
P est réel, c'est le produit des racines d'une équation du troisième degré.
Cette éfjualion ne donne pourp, qu'une seule valeur réelle, et commo elle fournit aussi p. et Pj, j'i et p, sont imaginaires. 11 y a donc un seul point réel sur cbaque côté du triangle considéi é.
§ 311. — On voit par ce qui précède, eomment on trouve Icsiwints d'inflexion quand on a un des triangles inllexionnels. La recherche d'un pareil triangle peut s'eflectuer comme il suit.
Soit F :^ l'équation de la cubique, H ^^ celle de sa hessicune. La cubique * F + H := passe par les neut points d'inflexion . VMa les admet donc pour points d'inflexion (§307), En détcrniinaut /. do façon que cette cubique coïncide avec sa liessienne, Ions les points de celte courbe seront d'inflexion,etelk'sereduiraaux trois côtés d'un triangle inflexionnel. On trouvera donc une équation en î du quatrième degré, dont les quatre racines (ourniront les quatre triangles.
vingt-i:meme lkçox
INTERSECTION DE DEUX SURFACES DU SECOND ORDRE
§ 311. — Une ivurbi' d'ordre m clans l'uspacc, est une conrbc qu'un plan ((uelconquc coupe en m points. L'intersection de deux sut'tacea du deuxième ordre est donc une courbe d'ordre 4 car un plan tiueiconque coupe les deux surfaces suivant deux conirines qui se coupent en quatre points.
Il est clair qu'en un point communaux doux surfaces, les plans tangents aux dites surlaces, s'ils ne coioeidcnt pas, se coupent suivant une droite qui est la lannente à la courbe d'intersection en ce point,
Je supposerai d'abord que la courbe d'intersection ne soit pas l'en- Bcmbie d'autres courbes d'ordre moindre, ot de plus que les deux surfaces ne soient tangentes entre elles en aucun poinl.
■^ 312. — Tuv;(ffli;\ir.. — Si d'un point quelconque île l'espace comme somuict do projccUon, ou projette la courbe sur un plan, on obtient une courbe du quatrième ordreaj-antdcd.i; pouiU (ÎO'tdte réels ou imaginaires.
Soit S. le sommet et P le plan de projection. Un plan passailt par S coupe la courbe suivant quatre poiats et par conséquent le c6ne projetant la courbe suivant quatre génératrices, ces quatre droites rencontrent P en quatre points situés a l'inlerseclion de la droite trace du plan considéré sur le plan P, avec la projection de la courbe ; celte droite et celte courbe projections se coupant en quatre point-s, la courbe est du quatrième ordre.
Considérons maintenant la droite I) (rintorseclion des plans polaire^
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dfiS par rapport aux dsuï sui-îacas. La projection de cette droite sur le pl<iQ P estuae droite A. Je dis que tout point double de ta courbe projection de la proposée est situé sur i. Ea eflet, soit M un tel point, étant double il est la projection de deux points distincts de la courbe de l'espace. Soient P et Q ces deux poinis, L Je conjugué de S par rapport à P cl Q, Lest à la lois dans les deux plans polaires do S par rapport aux deux surlaces puisque P et Q appartiennent aux deux surfaces. L est donc sur D, et comme il se projcite en M, M est
Rèdproquement, si M est à la lois sur la courbo projection et sur A c'est un point double de cette courbe, lin effet, puisque M est un point de la courbe projection, c'est la projection d'un ccvlaiu point P de la courbe commune ans doux aurf'ices. Puisque M est sur A c'est la projection d'un point L située sur D, c'est-à-dire dans cbacun des deux plans polaires de S par rapport aux deux surfaces.
Soient Q, et Qj les deux points où la droite SM qui contient déjù le point P et le point L rencontre de nouveau les deux surfaces. Le conjugué barmonique de -P par rapport à S et L doit être Q, parce que L est dans le plan polaire do S par rapport à la première surface, il doit être Q5, L étant aussi dans le second plan polaire. DoncQ, et Q, coïncident; donc SP rencontre de nouveau les deux surfaces au môme point Q. M est la projeclionde deux points P et Q sur les deux surfaces; c'est un point douljle de la projeclion.
La droite i doit rencontrer cette projection en quatre poinis, mais ces points devant être doubles, il n'y en a que deux distincts, la proposition se trouve donc démontrée.
§313.— Démarque. Lv plan SA ceupe les doux surlaces suivant deux coniques, et S a môme |iolaire I) par rapport à ces deux courbes la construction des points doubles équivaut à celle des deux cordes communes.â ces coniques passant par S, elle se fait comme on l'a vu au
THiioRKME. — Si le sommet S de projeclion est sur la courl)e, lu
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jection de cette courbe c'est plus que du troisième ordre, uiais elle n'a pas de points doubles.
En eflet, le plan passant par S coupe alors la c ourbe en trois points seulemeut en dehors de S ; sa projection sur le plan 1' ne coupe donc la projectioa qu'en trois points.
Ici les deux plans polaires deS passent par S, la droiteD passe par S, la droite A se réduit à im point, ce point est bien sur la eourho projection, mais c'est un point simple, c'est le point où la tangente en S à la courbe coupe le plan P.
^314. ^THÉoaii.ME. — Par un point quelconque S pris sur la courbe, on peut mener quatre plans qui passent à la fois par la tangente à la courbe en S, et par une autre tangente en autre point M. (J'appellerai ces plans des flans bitanijents.)
Pour le démontrer, je projette cette courbe du point S suivant une cubique plane, comme dans !e théorème précédent, et j'appelle ï le point où la tangente, en S rencontre le plan P de pi'ojection ; les plans passant par ST et touchant encore la courbe ailleurs, couperont le plan P suivant une droite passant par T, et touchant la courbe projection.
Réciproquement, il est clair qu'à une droite passant par T et touchant la cubique projçction, correspondra un plan bitangent.
Or la conique polaire de T par rapporta cette cubique, étant tangente en T, coupe de nouveau la cubique en2X3 — 2 ou quatre points, ou a vu au (§ 303) que les droites joignant T a ces quatre points sont tangentes à la cubique ; les quatre plans menés par ST et ces quatre points sont doui; bien bitangents.
§ 315. — TaiioRiiME. — Sur une droite joignant les poîats de contact d'un plan bitangent il existe on point et un seul ayant même plan, polaire par rapport aux deus surlaces, le cône ayant pour sommet ce |)oinl et contenant la courbe d'intersection, est du second ordre.
Soient S et M les deux points de contact d'un plan bitangent, les angeutes en S et M se coupent en un point T, puisqu'elles sont dans ce
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plan. Si donc on coupe los deux surfaces par le plan SMÏ, on aura dBux coniques F, F, bitangentea en M et S, les tangentes en ces points étant MT et ST, Tout point T do SM a pour polaire par rapport ùTctr,, la droite passant par le conjuKuii harnionif(ue de P par rapport ci M ot S, et par lepoiut T.
Considérons un autre plan passant par SM, II coupe les deux surfaces suivant deux coniques C et C, dont SM est une corde commune, SM passe donc par l'un des points qui ont m6me polaire par rapport à C et à C|, soit P ce point (§ 224). Dès lors le point P a même plan polaire par rapport aux deux suHaces, le plan de sa polaire par rapport à r et r, et de sa polaire par rapport à C"et C,. C'est d'ailleurs le seul sur SM possédant cette propriété, car tout point de SM qui la possède, doit avoir mùmo polaire par rapport A C et C,.
I5 316. — 1.0 eone de sommet P ajaut pour directrice la courhe n'est que du second ordre, l'In elle t, soîtPQ une géncratrieedcccconeoblenuo en joignant P à un point Q de la eourbp, soit L le point. 0(1 PQ coupe le plan polaire, le point Q conjugué de R par rapport à P et L appar- . tiendra aussi aux deux surfaces, c'est-à-dire h la courLe. Dès lors un plan passant par P coupera la courbe en quatre points deux à doux en ligne droite avec P, Il ne coupera donc le ci'jne que suivant deux giinèratrices.
On voit facilement que si un cône passant par l'intersoclion est du second ordre, c'est qu'un plan passant par son sommet no le coupe que suivant deux génératrices. Il y a, par suite, deux points du conc sur chacune d'elles, et le sommet du cono a niûme plan polaire par rapport aux tleux surfaces.
§ 317. — ConUldin'. Comme il passe par un |)i)iut doniié'Jo la courbe quatre plans bilangents, il j aura <i<iiilre poinls [lyaiiL même plan polaire par rapport aux deux surfaces.
li 31s. — TuiioRKAEE. — Il y a quatre points ayant uiÈuie plan poliiiie par rapport aux deux surfaces, ils forment un tétraèdre dont
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chaque face est le plan polaire du sommet 0|)posé (THruHn mnjuijué).-
Soit A l'un dos points ayant même plan polaire par rapport aux deux surfaces (Ce qui préetidc prouve son existence). Son plan polaire P coupB les deux surfacoB suivant deux coniques C, C, soit A, AjA., le triangle conjugué commun à ces deux (,oniqueb Letctn ilreAA|A,Ai possède la propriété énoncée. Kn f ftet le pliii pol iirf, do A, passe d'abord par la polaire Aj A, de A jl pa^sc de plus, par \ puisque le plan polaire de A passe par A, i est donc le | \m \A, A„ Même démonstration pour chaque soramcl
Corolkiiee. H'ar l'interseotion de deux surfaces du secoud ordre, on peut faire passer quatre ci'mes du second ordre et pas davantage.
(Il est bien entendu que je iVcxaraine pas ici le cas n(i rinterscclion se compose de plusieurs lignes d'ordre infériour à quatre).
§ 319. — Les tliÉorèmes précédents, transtoriiiés par polaires réciproques, donnent des résulfats intéressants. Les plans polaires des diUéreuts points d'une courbe enveloppent, comme on l'a vu (§281) une développable ; si ia courbe est plane, la développable est un cône, inversement, aux plans tangents à un c6ue correspond uno courbe plane.
Nous avons vu au [% 281) que la polaire réciproque d'une surface du second ordre est aussi du second ordre.
On a, dès lors, la proposition suivante, dont je.n'éerisque l'énoncé.
§ 320. — Les plans tangents communs à doux surfaces du second ordro sont tangents (c'est-à-diro passent les tangentes) à quatre coniques planes, les plans do ces courbes ont même pèle par rapport aux deux surfaces. Il en résulte que ces plans sont les faces du télraèdre AA| A; Aj doni il est question ati paragi'aplie prérédon!.
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Cas particuliers de l'intersection
§ 321 , — 1° Cas particulkr . — Les deux surfaces sont tangontos en uu point. Eilcs n'ont pas de droite commune.
ïuiioRÈME. — Le cûne ayant pour sommet le point de contact des deux sui'iaces (^ passant par l'intersection, est du second ordre.
Soit S ce point de contact, menons par S un plan ([uelcomiue, il coupe les deux surfaces suivant denx coniques tangentes en S, et par suite se coupant seulement en deux autres points P et Q. Ce cùne n'a doiic que deux génératrices SP SQ dans cliai^ue pian passant par S, ce qui démontre la proposition.
Corollaire. — La courbe d'intersoctiou présente un point double en S les deux tangentes étant l'intersection du cône ci-dessus avec le plan tanj^ent en S aux deux surfaces.
On peut remarquer que le point S a ici miime plan polaire par rapport aux deus surfaces (à savoir Ift plan tangent c
§322. — Z' Cas particulier. — Les surfaces se touchent en deux points (qui peuvent être réels ou imaginaires conjugués). Soient P et ■Q ces deux points, M un troisième point de l'intersection. Le plan M P Q coupe les deux surfaces suivant deux coniques tangentes entre elles en P et Q, et passant en outre par M. Ces deux coniques coïncident doQiî et cette conique unique lait dès lors partie de l'intersection. Comme l'intersection doit Être du quatrième degré, un plan doit le couper en quatre points. Si eiio se compose d'une conique unique, c'est que ces quatre points seront toujours conlondus deux à deux, ou qu'un plan coupera les deux surfaces suivant deux coniques bitangontes. Cela exige que les deux surfaces se touchent eu tous les points de la conique d'iotersection, on dit alors qu'elles sont circonscrites , Si nous écSrtons ce cas, nous voyons qu'il y a des pointa d'intersection On dehors de la conique considérée). Soit N un de ces points, le plan
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Nï'Q coupera Ips deux surfaces suivant une même conique, comme on le voit par un raisonnement identique au précédent ; l'intersection se composera donc de deux coniques.
A M cas se rattache le théorème suivant: Si devx surlacen du second ordre ont une conique commune, elles en ont une seconde et sont bitangentes (à moins qu'elles ne soient circonscrites).
Enelîet, si elles ne sont pas circonscrites, elles ont des points communs e.n dehors de cette conique. (Dans un plan quelconque elles en ont deux). SoientM M, Mj trois de ces points, le plan MM, M, coupe le plan de !a conique donnée suivant une droite qui coupe cette conique en deux points P et Q (réels ou imaginaires). Le plan MM, Mj coupe les deux surfaces suivant deux coniques qui ont cinq points communs MM, M, PQ et qui, par suite, coïncident. Cela fait donc deux coniques communes. En P les deux surlaces ont toutes deux pour plan tangent le plan des tangentes aux deux coniques, de même en Q, les surïacea sont donc bitangentes en ces points.
Les deux coniques considérées sont deux coniques qui se coupent en P et Q. Je vais montrer que par ces deux coniques, il passe deux cônes du second ordre. La démonstration est la même au fond que celles que nous avons faites ci-dessus pour les quatre cônes. On voit ici que par une tangente en un point M de l'une des coniques, on ne peut mener quedeux plans tangents à l'autre en M' et M" et sur chacune des droites MM' MM" on trouvera un point et un seul ayant même plan polaire par rapport aux, deux surfaces.
g 323. 3" Cas particulier. — Les deux surfaces se touchent en trois points PQR, mais le plan PQH n'est tangent à aucune des deux surfaces.
On démontre, comme dans le cas précédent, que le plan PQR coupe ces deux surfaces suivant nue même conique. D'ailleurs te point où se coupent les plans tangents communs en PQR, est unique. Car les tangentes en PQR à la conique dans ce plan, forment nécessairement un triangle, cette conique ne se réduisant pas à deux droites puisque le plan n'est pas tangent. Ces, plans ce coupent en un point qui est le
■illO
piilede PQR par rapport aux deux surlaces. Dûs lors les cônes circonscrits aux deux surfaces suivant la conique commune sont les mômes, puisqu'ils ont môme sommet (le pôle do PQR) ut une conique commune ; les deux surfaces étant circonscrites à un môme cône le long d'uno même conique sont circonscrites l'une à l'autre. Klles se tonciient tout le long de la conique et n'ont pas d'autre point d'intersection.
4" t'(!.i purtkuliey. ~ Les deux surlaces ont une droite commune D. Ce cas est très intéressant. Le reste de l'intersoclion est ime courbe coupée on trois points seulement, par un plan quelconque, on l'appelle une cubique g^iuclie. L'étudo de ces courbes fera l'objet d'une leçon spéciale. Démontrons seulement ici que la courbe rencontre IJ en doux points o(i les surfaces ont mèmepfan tangent.
Un plan passant par D coupe la première surface suivant une droite A rencontrant U en A ; la seconde suivant une droite \, rencontrant D en A,, En outre 4 et i,, se coupent en M qui est un point do la cubique. Pour que M vienne sur D, il faut que A et A,, coïncident. Or, le rapport anbarmoniquo do quatre points A. et celui des -quatre pointa A, -sont égaux entre eux comme égaux tous deux à celui des quatre plans AMA, tangents en A ù la première surface et on A, à la seconde. A et A, forment donc deux divisions bomograpbiqucs, dont les deux points doubles réels ou imaginaires sont deux points répondant à la question.
En ces points !* et Q les deux surfaces ont môme plan tangent puisque ces points sont précisément déterminés par la condition que les deux points de contact d'un plan tangent coïncident.
§ 324. — 3" Cas pai-ticitUei-. ~ Les surfaces ont en cominun deux génératrices de môme système 1> et D, .
L'intei-ECClion est alors un quadrilatère gauclio connue on la vu déjà au § 279. On peut encore le démontrer comme il suit; par la droite D commune aux deux surfaces, faisons passer un plan qui coupe la droite D, en M. Ce plan toucbela promièfe surface eu A, la seconde en A) ; A et A, forment deux divisions bomograpbiqnos comme au paragraphe précédent. Soient P et Q les deux points doubles, R et S
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les positions cori-espoiidaiUes de M. PU par eseiuplu esta ]a k.is suc les deux sudaces, puisque les droites AM A, M situées cliacunc sur une des surfaces coïncidenl quand A et A, viennent eu P. Mùme damons t ration pour QH. On voit ici que les surfaces se toucbent en quatre points.
Il est bien entendu que I' l't Q peineiU être réels du iniagijKiires, disliucta ou eoiilondus,
Lo cas- particulier oîi les dfux surfaces auraient en eoaunun deux géuératrices de système dilîôreul, n'est autre que celui où elles ont une conique couimune.
§ 325, - Tit.iouihii;. -- Si deux surfaces du second ordri; seul circonscrites à une même troisième, elles sont bitangentes, et par suite se coupout suivant deux courbes planes.
lin ellet, soient S et S, deux surlaces circonscrites à une troisième :; le long de deux courbes planes G et G,, soit D la droite d'intersection des plans contenant C et G,, 1' et Q les points où elle coupe ï. Ces points sont aussi sur Cet G,. Eu ces poinis, les plans tangents à S et S, sont les mêmes qu'à 2. et par suite, les deux surfaces S et S, sont bitangentes en ces points; elles se coupent donc suivant deux courbes planes F et T, .
Ririp oquement m icux suifaces s cjuieut suivant doux courbes planes leurs pohires lecipio ] i d su nt cucou'ic lies aux deux cônes polauLS iLCipio [ato do e^) dcu\ (.ouiljcs Gf leux nouvelles surlaces (tant circonsciitcs a 1 u\ c6nos sl coupoiont suivant deux courbes ptinea pai lousequeni les deux surfaces piimitives seront circons- '•rites dux deuxcjnes poluiLs lecipi jques des leux nouvelles courbes planes de sorte que deux =iuifucs jui recoupent suivant deux courbes planes sont circonscrites à deux cônes du second ordre.
S 326. — Soit !'■ ™ l'équation d'une surface du deuxième ordre, P := Q = les équations de deux plans ; l'êquatiou v F -j- l'Q — représente une surlace passant par Ions les points oJ!i la surface V ^^
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est coupée par les deux plans. Ou peut d'ailleurs déterminer), deiaçon qu'elle passe par un autre point quelconque. En faisant coïncider les deux plans, on verra que /F 4- P' ^^ est l'équatioo d'une surface circonscrite à F :^ tout le long de son intersection avec P ;= 0.
Soient ).F + P* ^ ^uF + Q' ;^ deux pareilles surfaces ; la surface ayant pour équation ,w(ÀF + P') — >.(« F -)- Q') ^ passe par leur intersection . Cette surface se réduit à 2 plans p/u ± Q (/), ^ ou en posant 1/-^ ^ «, P ± « Q ~ 0.
Ceci démontre d'une autre façon que les surfaces circonscrites à une troisième se coupent suivant deux courbes planes, en outre le rapport anharraoniqiie des qualres plans P:=0 Q— P-[-«Q— P~«Q;^0 est — -"■ ov: — 1. Ainsi les plans des deux courbes planes forment avec les deux plans des courbes do contact un faisceau liarmonique
SURFACES HOMOFOCALES
g 327. — î. Si deux surfaces du second ordre ue sout pas circonscrites tout le long d'une même courbe, de telle sorte (ju'un plan fes coupe en général eu quatre points distincts, par leur courbe d'intersection et un autre point P, on peut faire passer une surface du second ordre et une seule.
Soient en ellet F ^ ^ — les équations des deux surlaces, ï„ y, s" les coordonnées du point P qui n'est pas supposé sur l'intersection, Fo et o)„ ce que deviennent F el f quand on remplace a; y s parles coordonnées du point P.
L'équationFof ~yoF— représente une surlace du second ordre. Pour tout point commun aux deux surfaces F ;^ » = 0, cette équation est satisfaite, car F et y sont nuls ; pour x-=x^ y^^Vt ' ^^ ^o cette équation est encore satisfaite car elle donne l'identité F, ï„ — }-„ 1^, h:^ , Elle représente donc bien une surface passant par l'intersection des deux surfaces données et par le point P.
Pour démontrer qu'il n'y en a qu'une seule, je vais démontrer que s'il y en avait deux M et M,, tous leurs points seraient communs. En effet, soit A un point de M. Un plan passant par A el P couperait M suivant une conique C et M, suivant une conique C,, C et C, ont cinq points communs, le point P et les quatre points où le plan considéré rencontre l'intersection des deux surfaces. Elles coïncident donc, et A qui est sur C est aussi sur C,. Ce qui démontre la proposition. Toutes les surfaces passant par la courbe d'intersection de F = 'j- = sont dites former un faisceau.
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Nous savons déjà que dans uo faisceau il y a quatre cônes (§ 318), les sommets de ces quatre cônes {ormeut (§317) un tétraèdre conjugué par rapport à toutes les surfaces du faisceau.
Pour distinguer ces faisceaux do surfaces d'un avitie genre do faisceau dont nous nous occuperons bientôt, nous nommerons ceux dont noLi-s nous ociiponf actuellement fauceaur ponrtwh
!; 328 — II Ll d \ points M et \1 ou deux s il cas I ou il sceau lencontiant une droite quelconque sonl deux points Cfiiespond<inlidedeu\ dnibionsen iinolution
En effet menons pu h droite un plaa il coupe clniue suitict du faisceau uumnt une conique pissant pai les quatri, points oft il rencontie la courbe commune a toutes les suifaces du faisceau cette conique lencontie la dioito tu\ deux pomts M et \I qui sont iinsi, dapiea Je théoume de Desaigies dou\ points coi i esp m lants d une miolulion
Corollaire.— Parmi les surfaces du faisceau, il y en a deux qui louchent une droite donnée. Ce sont celles qui passent par les points doubles de rinvolution.
S 329. — III. Parmi toutes les siir(acos d'au faisceau, il y en a trois qui touclient un plan donné P. Les points de contact sont les sommets du triangle conjugué commun à toutes les coniques suivant lesquelles le faisceau coupe le plan P.
Le plan P coupe le faisceau suivant des coniques passant par les quatre points d'intersection de P avec la courbe commune à toutes les surfaces du faisceau. Inversement, parTunequelconqueCdes coniques passant par ces quatre points, on peut faire passer une surface du faisceau et une seule. Car il suffit, pour qu'une surface du faisceau contienne C, qu'elle en contienne un cinquième point.
Or parmi les coniques passant par quatre points ABCD, il y a les systèmes de droites (AB, CD) (AC, BD) (AD, BC). Les surfaces du faisceau qui passent par ces systèmes, touchent le plan P. l..es points de contact de ces trois surlaces avec P sont les points de rencontre de
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AB, CD, de AC, BD, de AD, BO qui sonL (§ 224), les sommets du ti'iaDgle conjugué commun à toutes les coniques passant par les quatre points. La propositions est donc démontrée.
g 330. — Les plans polaires d'un point A par rapport à toutes les surlaces d'un faisceau, passent par une droite fixe A. En efiet, considérons les plans polaires du point A par rapport à deux surfaces S et S' du faisceau. lia se coupent suivant une dioite i. Coupous par le plan (A, 4) on aura dans les deux surfaces deux coniques C et C, A aura pour polaue À par rapport à ces deux coniques. Ce sera donc l'un des trois points ABC ayant même polaire par rapporta toutes les coniques passant par les quatre points communs à C et G', {les autres points B et G sont suri). Soit une troisième surface S" du faisceau, coupée suivant une conique C" par le plan A i, la polaire de A par rapport à G" sera encore 4, et par suite le plan polaire de A par rapport à S" passera par i .
On voit aussi (jue le plan AA est tangent en A à celle dos surfaces du laisceau qui passe par A.
S 331 . — Nous allons tranformcr par jwlaires réciproques les c|uatro propositions précédentes.
A toutes les surfaces d'un faisceau ponctuel, passant par tous les points communs à deux surfaces S et S', correspondent les surfaces d'un faisceau dit ianj/mtief; surfaces tangentes à tous les plans tangents communs aux deux surfaces 2 2' polaires réciproques de S et de S'. Los propositions corrélatives des quatre précédentes, s'appliqueront ans surfaces d'un faisceau tangentiel.
i° Parmi les surfaces d'un faisceau tangentiel, il y en a une et une seule qui touche un plan donné.
2° Les deux plans M et H' menés par une droite donnée à une surlace d'un iaisceau tangentiel, sont deux plans correspondants d'une invoiution. Parmi les suriaces il y en a deux toucliant la droite donnée.
3' Parmi les surfaces d'un faisceau tangentiel, il y on a trois qui
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t par un point donné. Les plans tangents en ce point iorment ua trièdre conjugué par rapport à tous les cônes ayant pour sommet ee point et circonscrits aux dilîérentes surfaces du laisceao.
4° Les pôles d'un pian fixe A par rapport à toutes les siiriaces d'un faisceau tangentiel sont sur une droite fixe i. i rencontre A en un point, l'une des surlaces touche A en ce point.
5' Cette proposition : « Par l'interBection de deux surfaces du second ordre passent quatre cônes. Sur chaque génératrice il y a deux points de l'intersection. Ces quatre cônes du second ordre ont pour sommets quatre points formant un tétraèdre conjugué par rapport à toutes les surfaces du faisceau, ponctuel. Trois arêtes de ce tétraèdre, concourantes en un point A forment un trièdre conjugue pai npportà celui des cônes dont le sommet est A » donne la sui^ mte \ ii pul ures réciproques.
« Les plans tangents communs à deux surfaces do seconi in die touchent quatre conJques_. Par chaque tangente à l'une des coni ju s passMit deux plans tangents communs. Ces quatres coniques sont ians les quatre faces d'un tétraèdre conjugué par rapport a tontes les sutfaces du faisceau tangentiel. Trois côtés de ce tètraedie fituee'i dins uiie lace A forment un triangle conjugué par rapport à celle des coniques situées dans la face A ».
Focales, — Surfaces homofocales
!; 332. — Etant donnée une surface du second ordre S, on peut considérer le lai'^ceau tangentiel formé des surface tangentes à tous les plans tangents communs a set au cercle delinhui Les surfaces de ce faisceau sont dites homo/'ocofes a s Vojons ce que deMennent dans ce cas les pi ope SI t ions des païa^raphes pitcedents
1' Parmi toutes Ils surfaces d un faisceau de suifieis h imotonles il y en a une s ule touchant un plan donné
2' Les plans menis pu une diuito donn e tan.,enK i une des surfaces du faisceau sont dcuY plans correspondants dune in\olution.
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Comme parmi ces plans il y a les deux plans tangents au cercle de l'infini menés par la droite (Piam isotropes), oa en conclut que les plans doubles dw faisceau, conju^^ués par rapport £t ces plans, sont rectangulaires. Ce3 plans doubles sont les plans tangents au\ deu\ &ui laces du faisceau qui touchent la droite. Atnsi le» deui suriaces du fdis ceaii qui touchent une droite donnée ont leuis plans tangents aux points où elles touchent la droite lectan^ulaire On conclut aussi de ce qui précède, que les deux points de tontact sont toujoms ri^els En effet, sans cela les plans tangents seraient imaginaires conjugues, et deux plans imaginaires conjugués ne sauraient être rectangulaires. 3" Parmi les surfaces hpmolocales, il y en a trois qui passent par un point donné A. Leurs plans tangents en ce point sont conjugués par rapport à tous les cflnes dont le sommet est en ce point, et circonscrits aux différentes surfaces du faisceau. Comme l'un de ces cônes circonscrits est isotrope, puisque l'une des surlaces se réduit au cercle de l'infini, ces trois plans sont rectangulaire,s. Ce sont, dès lors, les plans principaux communs à tous les autres cônes. Si ou considère un plan tangent à toutes les surfaces ayant pour sommet le point A considéré, il touche tous ces cônes et en particulier le cône isotrope. On en conclut que tous ces cônes ont mêmes lignes focales ('). Ils sont homofocaux. On voit aussi, comme dans le cas précédent, que les trois surfaces qui passent par un point A sont réelles, car leurs plans tangents étant rectangulaires sont réels ; et comme chaque plan n'est touché que par une seule surface, la réalité du plan entraîne celle de la surlace.
Nous avons donc démontré que : 1° T)-oU mt-faces homofocales se coupmt à angle droit ; 2" Les cônes ayant pour sommet un point. ,A et circonscrites à toutes les surfaces homofocales sont homofocaucc, et ont tous pour plans principaux ks plans tangents aux trois surfaces Iwmo focales qui passent par A.
IHaudrail modifier un peu ces résultats si la surface ï était tangente au plan do l'infini ; nous supposerons jusqu'à nouvel ordre qu'il n'en est pas ainsi.
4" Le lieu des pôles d'un plan fixe par rapport à toutes nos surit) Une ligne focidc d'un cùnc est l'infcrscctlon Av. deux plans isotropes tangents à ce cûno.
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faces est une droite fixe A, a l'isneontre le plan iixe au foinl 1' de uonlact de ce plan avec celle des surfaces qui le touchent. Le point à l'infini sur a est conjugué du plan fixe par rapport au cercle de l'infini ; donc la droite A est perpendiculaire au plan fixe
S' Les plans tangents communs à toutes nos suriaces touchent quatre coniques. L'une d'elles est le cercle de rinfini. Ce plan a pour pôle ie centre de chacune des suriaces. Toutes nos suriaces sont donc concentriques et leur centre commun est l'un des sommets du tétraèdre conjugué commun. Les arêtes de ce ttStraèdre situées dans le plan de l'iuflni forment un triangle conjugué par rapport à la conique située dans ce plan, c'est-à-dire au cercle de l'iulini, par conséquent les plans passant par et par ces arêtes lorment un triùdre trireetangle. Ces plans sont, d'après le g 331, conjugués par rapport à toutes les surfaces, ce sont donc taies plans principaux. Toutes ces surfaces ont mêmes plans pnndpaux. Les trois autres coniques par lesquelles passent les plans tangents communs sont dans ces trois plans; on les nomme les focales du sysième.
Propriétés des Focales
§333. — 1° Les points des focales sont les points tels que le cône isotrope ayant l'un d'eux pour sommet soît bîtangent à toutes les suriaces du faisceau, et par suite les coupe suivant deux courbes pianos.
En effet, les plans menés par la tangente à la focale en un point M tangent à toutes les surfaces du faisceau, sont aussi tangents au cercle de l'inlini, et par suite au cône isotrope ayant M pour sommet. Soient A et A' les points de contact de ces plans avec une àurlace du faisceau, en A et A' le cône isotrope et la surface ont même plan tangent; la proposition se trouve démontrée, le cône isotrope et la surface se coupent suivant deux courbes pianos (§ 322). On peut remarquer que la droite A A' qui joint les points de contact des deux plans tangents est perpendiculaire au plan principal contenant la focale. Cela . résulte de ce que la droite AA' est conjuguée de
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la tangentL en M a 1 1 I uil t ttt di ite se n i m h h cri i C3i reapoElinl au poinl M
Récip) oqup-ment si le cône isotiope i>ant pour lomniet un [oiEt M est bitangent à lune des suilices du taiaceiu 1 point \1 est ''ui 1 une des focaleb cm I s deut plans tangents comniun=i lu c me iso trope et 1 la -^uiEace étant tnni^enis a deux tuihits du faisceau (h suilace proposée et le (croie de linfini) le sont i tout s Soient \ et B le points ou ces plans tnnehent le ceicle de 1 infini r et D les poinis ou ili touchent lune des «urhcLS du (ais eiu A et r stnt sui une des gen(!nttices du ecnc isotroje de som met M B et D siii une autie La dioite MAC est lune des ge n ratuces de la du eloppable cuconscrite i toutes les suifices du iaiscenu MBD en est une autre M est dom un point ou passent deux génératnces de cette développablc. Or le lieu des points doubles de la développalile circonscrites à deux surfaces du second ordre est l'enserahle des quatre coniques contenues sur cette développahle. (De même que les plans bitangents à l'intersection de deux surlaces du deuxième ordre sont tangents à l'un des quatre cônes du second ordre passant par cette intersection {§ 315). La proposition est donc démontrée,
§ 334. ~ 2° Le lieu des sommets des cônes de révolution circonscrits à une surface du second ordre est l'ensemble de ses trois focales.
On sait qu'une surface de révolution coupe le plan de l'infini sui; vant une conique bitangente au cercle de l'infmi . L'n cône de révolulion est par suite bitangent (le long de deux génératrices) au cône isotrope de même sommet. Si le côno de révolution est circonscrit à la surface S le long d'une courhe C, et tangent au cône isotrope suivant deux génératrices i,i', ces deux génératrices coupent C en deux points, où le cône isotrope est tangent àla surface S; le côno litant ainsi lïitangentà S, son sommet est sur l'une des focales {§ 332).
Réciproquement soit M un point sur l'une des focales, et considérons le cône T du sommet M circonscrit à la surface S. Le cône isotrope est hitangent à S en deux points, nécessairement situés sur la courbe de
contact du cûûo T, car cellivci ost le lion des points rie contact dos plans tangents à S passant pai' M. En ces deux points, le cône T et le cône isotrope ont mâme plan tangent, dès lors ils sont bilangonts le long dos génératrices passant par ces deux points, et par suite le cùnc T est de révolution,
§ 335. — Nous avons suppose que ics surfaces du faisceau n'étaient pas tangentes au plan de l'inflni, disons en quelques mots ce qui arrive dans ce cas.
Prenons d'abord un faisceau ponctuel quelconque ; nous avons vu que si la courbe d'intersection présente un point double, le cône ayant pour sommet ce point et passant par la courbe est du deuxième degré. Au point double toutes les surfaces dii faisceau ont môme plan tangent (le plan des tangentes à la courbe au point double). En dehors de ce point, il n'y a plus que deux cônes du deuxième degré passant par la courbe. En transformant par polaires réciprofiues, on a des surfaces incritesdans une développable, ayant un plan tangent double, c'est-àdire un plan qui la louche suivant deux génératrices. Les surfaces du faisceau tonehent ce plan en un point lixe (point de rencontre de ces deux génératrices). Alors, hors du plan de ces deux génératrices, il n'y a plus que deux coniques et dans ce plan une troisième Si CLtte tioi sième est le cercle de rinAni, on a des surfaces homotocalcs tangente'^ au plan de l'infini (parabololdes homofocaux). 11 o y a plus que d( uv focales qui touchent aussi le plan do l'infini, rcst i due sont des paraboles.
§ 336. -~ Dans le cas général, on peut voir d'un peu plus près ce que sont les focales.
Considérons deux plans principaux contenant cbacun une îocale. Leur interse.ction est nalureltemeul un pian de symétrie pour cliacune de ces courbes. Soit X'S cette intersection, elle rencontre la première focale en A et A', la deuxième en B et B', A et A' sont les sommets de la première focale, B et B' étant sur une locale, le cône de sommet B' isotrope est bitangent à toutes les suriaces du faisceau et en particulier
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à la |>remière focale. Donc B est un foyer, de même que li'. Ainsi la première focale a pour sommet AA', pour foyers BB'. De môme B et il, sont les sommets, A et A' les foyers de la deuxième locale.
Soient F, F, F, les trois focales, A A' les sommets de F, situés sur 0X,B8'ceux deFs,A,A', les sommets de f,, G,C', ceux de Fj situés sur OY, Bfi\. CjC'j, ceux de F^ et Fj situés sur OZ. Si AA' est l'axe focal de F, ses foyers B et B' sont réels, donc ses autres foyers C,C,' sont imaginaires. On verra aisément en continuant ce raisonnement, que des trois focales deux seulement sont réelles (l'autre ayant 4 sommets imaginaires), une seule a 4 sommets réels (ellipse), l'autre deux seulement (hyperbole).
VINGT-TROISIRME LEÇON SUR LES CUBIQUES GAUCHES
g 337. — Nous avons vu que deux HUifacos du second ordre ayant ime génératrice commune, avaient en commun une courbe, coupée en trois points par un plan. Celte courbe a reçu le nom de cubique gauche. Voici quelques propriétés simples de ces courbes :
1" Le cône ayant pour sommet un point quelconque de la coui:be, et contenant cette courbe est un cône du second ordre.
En eflet, un plan passant par ce point S coupe la cubique en deux autres points A et B, il coupe dès Jors le cône suivant doux génératrices SA, SB, ce qui démontre la proposition.
PLtN OSCULA.TEUR. — La tangente en S à la cubique est l'intersection des plans tangents en ce point à deux surfaces du second ordre qui la contiennent. Cette tangente est évidemment sur le cône de sommet S ; car c'est la position limite de la génératrice SA quand A vient en S ; soit T cette tangente, B un autre point de la cubique. Le plan limite du plan TB, ou du plan de ST et de SB quand B vient en A c'est évidemment lo plan tangent au cône suivant ST. Ce plan se nomme le plan osculateur en S. Los trois points où il coupe la cubique sont confondus en S.
§ 338. — 2" Six points dont quatre ne sont pas dans un même plan, déterminent une cubique gauche.
Soient ABCDEF les six points ; par les cinq droites concourantes eu A, AB AC AD AE AY, ont peut taire passer un cône du second ordre, de sommet A. De même par les cinq droites BA BG BD BE BF on peut
faire passer un cône àa second ordre de sommet B. Ces deux cùnes so coupent suivanL nue cubique gaiiclie, Il n'y en a pas d'autre passant par les sis points, car toute cubique gauche passant par les six points se trouve k la îoia sur les deux cônes dont il vient d'être question.
Remaïque: Plusieurs pointa peuvent être conlondus, alors au lieu de deux points, on a une tangente et son point de contact.
§ 339, — 3" Je nommerai corde, ou sécante double d'une cubique gauche une droite qui la coupe en dmx points (réels, imaginaires ou confondus). Par la cubique et une sé^^a^tc double passent évidemment deux cônes du second ordre ayant pour sommets les points de rencontre de la sécante double avec la cubique. On verra, comme au g 327, que parmi les suriaccs passant par la sécante double et la cubique, jly en a une et une seule passant par un point donné.
S 340. — 4" Le cône ayant pour sommet un point quelconque et contenant la, cMbique est du Irmsiéme ordre, car un plan passant par le sommet coupe la cubique en trois points, et le c6ne suivant trois génératrices. La projection de la cubique sur un plan est donc du troisième ordre. Je vais démontrer qu'elle a un point double et donner le moyen de le construire. Je projetterai la figure d'un point quelconque sur un plan P, Les sommets de deux cônes contenant la courbe seront projetés on A et B ; m étant le point où la ligne des sommets rencontre P, les bases des cônes sur le plan P seront deux coniques passant par w, et que nous nommons C et C Un plan passant par la ligne des sommets coupe P suivant une droite w L rencontrant C en p, C en q: Le plan sécant coupe les deux cônes suivant les génératrices projetées en Ap, Bg ; ces droites se rencontrent en w, projection d'un point de l'intersection.
Ap rencontre de nouveau G en ji' ; joignons « p' qui coupe C en un point q'. Si qq' passait par B, le nouveau plan sécant ayant pour trace wp'q' donnerait le même point.in, qui serait ainsi la projection de deux points de l'intersection. Or la droite pp' passant par un point fixe
A, (Il p, M p\ sont en involution (§ 98) (le théorème démontre alors pour le cercle s'applique aussi aux coniques) cip, ap' étant nn involution, la droite qq', joignant les points où les rayons rencontrent
l'autre conique, passe par un point lixe F, (on le déterminera iacilcment en construisant deux positions de qq'). Joignons FB, et prenons q et q' sur FB, alors les droites joignant w à q et q' seront doux rayons de l'involution de tout à l'beure et pp' passera par A. Le point iit correspondant sera donc bien un point double.
§ 341 , — TnÉoRicME. — Los coordonnées x ij z d'un point d'une cubique gauche peuvent se mettre sous la forme.
(■) x^f^ ., =-^f" ^^4ii'
ffffi et y étant des polygones en t, du degré 3 en plus.
En effet, une surface du second degré ayant pour génératrice l'axe des z- est représentée par équation do la forme.
P et Q étant des polygones du premier degré, car réquaiion devant
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être satisfaite quel que soit s quand x^^o y ^o, tous les termes doivent conteuir un lacteur soit x soit y.
Une autre surlace passant par l'axe des z a une (jquation de la même tonne:
x\" = y 0' posons y ^ tx les deux ùqualions préccrtentcs donneid P = (Q p' = iq-
ces équations avec y^ (x permettront de calculer j.- y z en fonction de (, d'ailleurs si l'on a un plan
A3;-|-Bî;+Cs + D=(I
on obtient les points d'intersection du plan avec la courbe en remplaçant xy s par leurs valeurs en (onction do t, oc qui donne l'équation
A/+B/;+C/, + Dï^O et comme un plan ne doit. couper la courbe qu'en trois points, cette équation doit être du troisième degré et f,//,,/îy doivent donc être au plus du troisième degré.
§ 342. — lUdproquem&i'd, des équations de la forme précédente représentent une cubique gauche, c'est-à-dire qu'en faisant varier î dans les iomiules, on obtient les dîflérents points d'une telle courbe.
Les lormules {') peuvent être remplacées par les suivantes; (') px^Jtt) py=fAt) pr-f=(f) "^-,.(0
Soient uvwh des coiïîeients indéterminés, on aura C) p[ux + mj + wz+ h] -ufW +vf,(t) + w f, (0 + h .f (0
Le second membre est un polynôme du troisième degré en ( ; profitons de l'iadétermination de m p (u h, pour annuler le coefficient de i' celui de ( et le terme indépendant ; la relation C) donnera alors
yGoosle
A étant un certain coefficient qui ne peut être nul sans quoi \o plan ux -{- uy + ws-f'* — contiendrait la courl)e.
Pour annuler le coefficient de î' celui de t est te terme indépendant, il faut écrire trois équations sans second membre à quatre inconnues uvie h, cela ne détermine pas complètement ces quatres inconnues, mais donne en général des quantités qui leur sont proportionnelles.
On pourra de même en choisissant autrement u 'd w h ne laisser subsister dans {') que le terme en i', on aura:
.{-') p{u'x + v--y + >c^s + h:] = hr
de même on pourra déterminer u" v" w" h' de façon que
et enfin u"'v"' ni" h'" de telle sorte que
(') p(u-3:+x.'"y+ii"'z+h"')=-D
En faisant disparaître cette fois tous les termes du second membre de O tous les termes saut le terme indépendant.
Les équations (4) (5) (6) et (7) résolues par rapport à t' (' t et 1 don-
P Q R S étant des polynômes du premier degré. Entre ces quatre polynômes, il n'y a aucune relation de la forme.
'P + ^Q + ^R + SS = (iderdi<[iiemmt) l u. V 1 étant des constantes non tontes nulles, car on aurait alors
W -i- uî* + v( + 6 — et f ne pourrait pas prendre une valeur quelconque.
Divisant'Ies trois premières équations (8) par la dernière, on obtient:
formules qui nous seront d'une grande utilité dans la suite.
En éliminant de différentes façons t entre les relations (9), on a :
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('") QR=iPS, Ii= = QS, Q'^Piï.
Les deux prciiiièrea surfaces ont en commun l'iiitorscction des deux plans R ^^ S ^: 0, la première et la troisième passent par l'interseotion des plans Q = P ^^ 0. La seconde et la troisième contiennent la droite suivant laquelle se coupent les pians R =: Q =; 0. Il est clair dès lors que la courbe est une cubique gauche. Toutes les surlaces ayant pour équation.
(") «(QR - PS) + |3(R' - QS; + 7(Q= - Pli) =
contiennent la courbe. On obtient cette ôqualion en ajoutant les i5quations ('") aprÈs les avoir nmltipliéus par des constantes quelconques.
Théorie des plans osculateurs
g 343. — Considérons une cubique gauche, définie par les équations (') et soit e la, valeur de [ qui correspond à un certain point M de la courbe. Si l'on coupe la suriace par le plan osculateur en M, on doit trouver, pour l'équation qui donne les valeurs de ( correspondant aux points où ce plan coupe la courbe, une équation ayant trois racines égales à S, c'est-à-dire l'équation : (( — 0)^ r= o.
ou /.' -3 t'Û -f 3 M' - 6' = o
Dr le plan ayantpoiir équation :
fournit précisément cette équation quand on y remplaoc PQRS pai' leurs valeurs tirées des formules ('). L'équation C) représente donc le pl(m osculateur.
§ 344. — Proposons-nous de résoudre le problème suivant : Menei' par un point A des plûns osculateurs à la courbe.
Soit 8 la valeur de ( correspondant à l'un des points de contact M cherché : désignons par Po Q„ R» Sj ce que deviennent PQRS quand
on y remplace xys par les coordonnées du poiut A . PuiSfiue le point A doit contenir le plan osculateur enM, ses coordonnées doivent satisfaire à l'équalion (") on doit donc avoir :
Ou SI 1 oa pose ' =^ "^ ^" — "ë 'J = i;~ on voit que l'on obtient l'équation C) on substituant ces valeurs dans l'équalion :
SI', -3RQ, +3QR. -PS
En sorte i(iie le plan représentant l'équation (") rencontre la cubique en trois points dont les sont donnés par l'équation {"). Ce sont donc bien trois points tels que leur plan osculateur passe par A.
Le plan représenté par l'équation {") passe lui-mâmc par A.
En effet, si l'on substitue dans son équation les coordonnées du point A,' on obtient :
S„P, - 3 B„Q„ + 3 Q. B„ — PoS, = ([Ut est une identité.
Le plan représenté par l'équation (") se nommera le plan local de A_ A sera dit son foyer. On voit que le plan focal de A passe par A.
§ 345. — THÉ0Ri.;M[ï. —Si le plan local d'un point A passe par uû point B, le plan focal do B passe par A.
En effet soient P, Q, R, S, ce que deviennent P Q II S quand on y remplace a; y «par les coordonnées du point B. I^ln exprimant que l'équation (") est satisfaite par les coordonnées du point B, ce qui exprime que le plan local de A passe par B, on a ; (") S,Po-3R,Q.-i-3Q,Ri-P,S,~U
pour écrire que le plan focal de B passe par A, il faudrait de même écrire l'équation :
Or cette dernière équation n'est que l'équation C) où tous les termes ont été changés de signe. La même relation exprime donp à la fois que le plan focal de A passe par B et que celui de B passe par A.
g 346. — Théorème. — Les plans focaux de tous les points d'une droite fisc D passent par une droite fixe i qui est dite conjuguée do D. Los plans focaux des diflérents points de A passent par D.
Soient P et Q deux points de D, « et ,S leurs plans focaux ciui se coupent suivant une droite i, soit M un point de 4, M tîtaot à la fois dans le plan focalde P et dans celui de Q, le plan local de M passe pav P et Q, et contient la droite D ; soit M' un point de D. Le plan focal de M passe par M', donc le plan focal de M' passe par M ; le plan focal d'un point quelconque de 4 passe donc par D et le plan focal d'un . point quelconque M' de D passe par un point quelconque M de 4, c'est-
§ 347. — ïaKont;ME. — Le rapport anbarnionique do quatre plans passant par une droite D est Égal au rapport anharmonique de leurs quatre foyers situés, d'après le théorème précédent, sur la droite 4.
Kn effet, le foyer d'un plan étant dans ce plan, les quatre foyers dos quatre plans passant par D sont les quatre points où ces plans coupent 4, et le rapport anharmonique de ces quatre points est bien égal à celui des quatre plans (§§ 19 et 129).
Cette démonstration ne s'applique plus si D et 4 coïncident ; ceci arrive quand on prend iMiur D une droite située dans le plan local A d'un de ces points, donc le plan local d'un .point quelconque de D passera par A et contiendra la droite D.
Le théorème est encore vrai dans ce cas ; on peut le démontrer en supposant que 4 vienne coïncider avec D, ou encore par une vêrilication directe que nous ne ferons pas pour ahréger.
Les droites D et 4 sont dites conjurjuées. Si Dcoïncide avec 4 D est dite conjuguée d'elte-mÈme. L'ensemble des droites conjuguées d'elles-mêmes est donc tel que toutes les droites de cet ensemble passant par un même point soient, dans un même plan, nommé le plan focal de ce point. Un tel ensemble se nomme un complexe linéaire.
Nous avons, maintenant un mode de correspondance entre un point et un plan, analogue A la correspondance entre un point et son
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plan polaire, mais en diflérant par ce lait que le plan corvospondant d'un point passe par c« point. On peut donc, au moyen île ce nouveau mode de correspondance, former des figures corrélatives. Cela sera surtout commode pour étudier les développaliles [ormf'es par l'ensemble des plans osculatcurs à une cubique gauche.
VINGT-QUATRlt!;ME LEÇON
NOTIONS SUR LES SURFACES [DU TROISIEME ORDRE ET EN PARTICULIER SUR LES SURFACES RÉGLÉES.
§348.— Nous nVHud levons pas ]ch surfaces flu ivoislûinc mchc. noiis bornant à dos considiîvatious générales sur lo nombre et , la disposition des droites qui y sont situées. Noua étudieroas cependant avec quelques détails le cas où la surlace est engendrée par une droite.
Nous ne démontrerons pas ici qu'il existe dos droites sur une surlace du troisième ordre, nous bornant?! remarquer qu'une droite définie par les équations
nz + p
y^nz+ q
de ses deux projections
sur les plai
is àa cooi-donnûes
face d'équation
Ffx,y,.
si l'égalité F <mz + p. nz + q, z) =
a lieu, quel que soit s, or cette équation du troisième degré en s présente quatre termes ; en égalant à zéro les quatre coefficients, on a quatre équations à quatre inconnues mnpq, qui permettront en 'général de déterminer des valeurs pour ces quatre inconnues.
Supposons donc que l'on ait trouvé une droite sur une surface du troisième ordre. .le vais faire voir comment cela permet d'en déduire toutes les autres.
Prenons cette droite pour axe des x; L'équation de la surface
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devra être satislailo par 3 ^ o 1; — quel que soit œ. Tous les termes contiendront doni'. soit z, soit 1;, ut l'cquaiiou prendra la forme (') y f U> y, 2) — 3-^ {j:, y, z) —
y eti étant des polynômes du second degré.
Un plau passant par l'axe des x a une équation de la lormc ::=i inij: en remplaçant s par my dans l'éfjuation précédente, elle devient:
divisons tout par y on a ;
C) "/ (■>-•, y y ""J/ — "i -1 (a y, my) — o
c'est- l'équation d'une courbe du denxiûnie ordre, qui esl la projection sur le plan dc3 x y, de la section de la surlace par le plan.
ï^oit ? (/, ;/, /) ~ « X' + a' V* + «" i'-\-i p yz + 2 ,5' 3x + 2 ;." .r/, +
Plus 'f (a:, 1/. ï.) — A a-' + A' ;,' + A" := + 2 B (/: + 2 IV z-v + tV,' ri, 4-iC^+2C'y + 2a'3 + D.
en écrivant explicitement l'équation (') a- et T étant remplacés par ces valeurs, on aura l'équation de la conique. Pour écrire que cette conii(ne est un système de deux droites, il faut écrife entre les coefficients de l'équation (') la relation du § 302. Il est iaeilc alors de voir que cette équation devient une équation du cinquième degré en m ; d'où celte proposition : Par une droite située sur une surface du troisième ordre on peut faire passer cinq plans coupant ia surface cliacini suivant deux autres droites.
La droite donnée et les dix droites cootennea dans les cinq plans, . cela fait onze droites ; mais ce ne sont pas les seules sur la surface.
§ 349. — Considérons en eilel l'un des cinq plana ; il coupe la sursurface suivant trois droites. Par chacune de ces trois droites ou peut ïaire passer quatre autres plans coupant la surface chacun suivant deux droites ; cela fait 8 antres droites pour chacune des trois droites
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primitives ; en tout 24 droites, et par suite 27 droites on comptant les trois premiôres. Ces 27 droites sont eu général distinctes, car ei une des 24 droites se retrouvait deus lois, c'est qu'elle rencontrerait deux des trois droites primitives ; comme elles no font pas dans le même plan, elle se rencontreraient au inôme point et la surface présenterait un point sinj,'ulior, co qui n'a pas lieu eu général.
Il ne peut pas y avoir d'autres droilcs que celles-là, cdr une droite quelconque de la surlacc ne peut couper le plan des trois droites primitives que sur l'une d'elles ; toutes les droites do la surface rencontrent donc l'une de ces trois là.
§ 350. — Supposons maintenant qu'iuie surface du troisième ordre soit réglée. Soit M im point situé sur une génératrice. Un plan passant par la génératrice coupe en outre la surface suivant une conique. Au point où (^ctfe conique rencontre la gi^nératrice, le plan est nécessairement tangent, car le plan tangent est déteriniaé par la f,'(^nératrico et la tangente à la conique en ce point.
Le plan tangent en M coupe donc la surface suivant la fféoératrice et une conique passant par M. Celte conique coupe la génératrice considérée en un autre point A. Si le point A n'élait pas un point singulier de la surface, le plan tauf^ent on A serait encore le |ilan de la conique.
Or cela ne peut être, car comme on a virau (S 264), en deux points distincts d'une f,'i?nératrice d'une sm'face réglée, il y a nécessairement deux plans tangents distincts. Donc A est un point singulier, et comme il ne saurait y avoir une infinité de points singuliers sur une génératrice, A est un point fixe sur la génératrice quand M varie; c'est-àdire que les plans passant par la génératrice coupent tous la surface suivant une conique passant par A.
Un plan passant par A coupera alors la surlace suivant une cubique ayant enA un point muitipïe, puisque la tangente sera indéterminée, de sorte que toute droite passant par A coupera la surface en deux points confondus en A,
Le lien des pointa analogues à A est une ligne doiilile de la surface
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rencontrant en un point chaque génératric CettL ln;ne tsl neccasairemont une droite. Sans quoi si A et B Étaient deu^ points sur cette ligne, la droite AB couperait la surface en deux points confondus en A, et deux en B, total quatre points, ce qui est impo-îSiblr Ij sui fcn^e n'étant quc-du Iroisiôiiie ordre. Désignons celle droite par a.
§351. — Considérons maintenant quatre génératrices ABGD, on peut, d'après le § 275, trouver deux droites rencontrant ces quatre génératrices, une de ces droites est A, l'autre est donc une certaine droite réelle D. Cette droite rencontrant la surface en quatre points sur les droites ABGD est aussi située sur elle. Sur la surface il y a donc deux droites D et 4, l'une simple l'autre double. Soit do plus C nue conique obtenue en coupant la surlace par un plan tangent, conique qui rencontre A en un point A, comme nous l'avons vu. On pourra considérer la surface comme engendrée par une droite rencontrant D, A et la conique G.
Par chaque point P de A passent deux génératrices ; on les obtient en coupant le cône de sommet P et de base C par le plan du point P et de-la droite D. Par cbaque point Q do D ne passe au contraire qu'une génératrice. On l'obtient en coupant le cône de sommet Q et de base C, par le plan de Q et de i. Mais ce plan coupe le cône suivant la droite AQ qu'il faut exclure, il ne reste donc qu'une génératrice passant parO.
§ 352, — Soit P un point de la droite i, deux droites passent par P, qui coupent D, l'une en Q, l'autre en Q'. Je dis que Q et Q' sont deux points correspondants d'une involution.
Projetons en eflet la ûgure sur le plan de la conique C parallèlement à A ; tout point de A (et en particulier P) se projette en A, Q et Q se projettent en q et 5' sur la projection D, de D. Les droites PQ PQ' coupent le plan de la conique en m et m', et la droite mm' étant à la fois dans le plan de la conique et dans le plan QPQ' qui contient D, rencontre D en un certain point o, qui n'est autie que le point où le
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plan lise de la coniqae rencontre la droite lîxe D, w est donc un point lise, lit)»»' passant par un point lise, les droites km Am' ou ce qui est la même chose Aq Aq' tonnent une involution ; donc q et q' forment une involution sur D, et par suite les points Q et Q' dont ils sont les projections, iorm eût ujie involution surD(te qu'il fallait lîimonlrer) .
On voit que si R et S sont les deux pointa doubles de cette involution, les génératrices passant par R et S sont doubles.
THEORIE GÉOMÉTRIQUE DU CALCUL DES IMAGINAIRES
§ 353. — Dans la première partie de la Jccon, noua avons prosonté la tliéorie des imaginaires au point de vue abstrait. Nous allons nous placer ici à un point de vue tout dillércnt, eu (nisnnt usage d'une représentation due fi Caucliy,
Considérons deux axcsj:eclaBgulaii'c.'^ o.r oij, et M un point du plan. Le point est déterminé par ses coordonnées x eti/; il l'est aussi par ]a longiieuv OM (quantité toujours positive) et l'angle de OM avec OX, angle ponvant varier de — oo à -(- =° • ^^o^is nommeroos p la longueur OM et 01 l'angle XOM (avec son signe).
Deux segments Ali et CD sont dits iqià'polknts quand ils sont égaux parallèles et de même seas. Nous écrirons,
AB ■- en
pour écrire que AB est éc]inpollon( à CD.
Comme deux droites parallèles à uee troisième ci de même sens sont entre elles parallèles et de mémo sens, les relations
AB ^ CD, XB ^ \lf entraînent la suivante CD ^ EF
Un segment AB peut être représenté par ces deux i)rojec lions sur OX et sur OY. Si l'on mène par l'origine un segment OM équipoiienl à AB, les coordonnées du point M seront les' projections de OM (ou de AB sur les axes) . On voit que nous ne tenons pas compte de la position du segment dans le plan, mais seulement do sa grandeur et de sa direction.
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On peut aussi représenter le segment par les valeurs de s et de ii dérmiea ci-dessus, p s!appello le module, a l'argument du aegtncnt OM ou du segment AB équipollent.
Nous allons maintenant définir sur les segmenla, certaines opérations analogues aux opérations algébriques. Nous désignons, pour abréger les segments par de simples lettres.
§ 354, — Addition. — Soient ii b r d plusieurs segments. !*reno!:s (in point quelconque A puis par A menons AB ^^ a, puis par B, Bc^^b puis CD bi; c et enfin DK ^^ d; le segment AE sera dit la soiuiiie "géométrique des segments abcd, si, au lieu de partir de A on élait parti d'un autre point A', on eut obtenu une figurcA'B'C'D'E'quî n'eût été que la TigureABCDE transportée parallèlement <i eUe-métue.On eût donc bien obtenu un segment A' E' etjuipolleut à AK,
Les propriétés de l'addition sont les mêmes eine pour U'? soinnus ordinaires. Ainsi l'on a :
. + " -^ î' + " en effet soit AB ^ a BG ^ &, on a par délinition kC ^ a -{- b d'autre part achevons le parallélogramme, ABCD. Les côtés opposés d'un parallélogramme étant équipollenfs, on a :
AD ^BG^d et DC^AB ^ a.
mais pour construire (> + ft, il faut justement mener Al) ^ b ii^i DC ^ a, donc AC est bien b -f <i, ce qui démontre la proposition.
On a aussi : a-\-h-\- e^a-\- {h -\- 1:).
en effet prenons AB ^ (i BC =;= (» CD =^ r, on aura par défluilion :
.AD =i=fl + ÎJ-l-o Mais d'autre part on pou parvenir au point D comuie il siiil, ou a ; AB ^ a, puis BD ^ î» + f^ flo^^ -^^ >-'St bien équipollent t a -{■ b -\- <■ : Un segment nul n'a aucun effet dans l'addition, on a :
lï -J-o ^ a Je vais encore dêuiontrcr que l'équipoUence
en eflet prenons AB ^ a BC la; (> BD ^ c.
La première éqnipollence exprime que AC est égal et parallèle à AD, mais alors C coïacide avec D et par suite BG avec BD ce qu'exprime précisément la seconde équipollence.
On sait que toutes les propriétés de l'addition peuvent se déduire de celles que nous venons de démontrer.
Soit encore AB li; » BG i^i; b CD =i: e.
Si l'on projette les points ABCD parallèlenieut à une droite sur une droite quelconque en « p 7 3, on aura (§ 100)
„3 + f.y + yS + S« = ou k3 ^ aS + iy + yS
c'est-à-dire que la projection «,5 de la somme géométrique AD des segments abc d est égale à la somme algébrique des projections de ces segments.
§ 355. ~ Soiimaction. -Soil a =^ b + r, prenons ARii: b 13C^ c on aura par définition AG ^^ a ; dans les mêmes conditions nous écrirons c^a— boub^ a — c;!a soustraction est donc définie comme l'opération inverse de l'addition. Mais ce qu'il y a d'important, c'est que la soustraction se ramène immédiatement à l'addition. En elîet, soit 0' le segment égal parallèle à c mais de sens contraire.; dans la même figure que tout à l'heure on aura : AG ^ a, CB ;^ c" donc AB sera équipotlont à a -|- c' donc :
(1 =i; a -{- e' mais ou a b ^ n — c donc la soustraction de c équivaut à l'addition de c' égal et do sens contraire.
La tiiéorie précédente s'applique sans modification sensible, au cas des segments non situés dans un même pian. Mais pour la multiplication il n'en sera plus de mÈme.
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J'appellerai segment unitaire un segment dont le module esl é^al à l'unité. 11 est complètement défini par son argument.
Un segment parallèle à ox sera dit une quantité réelle ; si ce segment est du sens ox la (luantitô est dite positive. L'argument est alors zéro ou un multiple de 2-, si le segment est du sens oppose à ox, l'argument est r ou un multiple impair de tt et le segment est dit négatif.
§ ,356 — Multiplication. —- Un segment a est dit égal à b X c, si ie module de a est égal au produit des modules de h et c, et l'argument de a à la somme des arguments de h et de c. 11 est clair d'après cela que l'on a 6X c ^ c X b, et que a X E> X c Si: a X (& X c).
En eflet, si B C A sont les modules de (> c a et fi 7 « leurs arguments les égalités précédentes résultent de ce que :
BXC = GXB AXBXG=;AX(I!XC)
Une autre propriété très importante do la multiplication est ceik qui s'exprime par l'égalilé.
('j + c)Xa=^''Xa-|-cXfl
Pour la démontrer soit OB ^ 6 '^C'^c alors OC ^ )) + c.
Soit p le module, ]•■ l'argument de a : taisons tourner le triangle OBGlout d'une pièce d'un angle «, et agrandissons ensuite ses côtés dans le rapport de ,0 à l'unité ; nous aurons un triangle B" C" dont les côtés sont les côtés du triangle B C tous multipliés par n ,
On aura UB" ^h V. fi, B"C" - c X a C' ^ (6 + () X «
mais d'autre part par la définition do l'addition on a
C" bi; B" + B" C" donc (l) + X (i = '' X a + r X '(
Ce qui démontre la proposition.
Remarquons encore qu'un segment n'est pas altéré quand on le multiplie par un segment égal à -[- 1, c'est-à-dire de module 1 et d'argu-
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ment nui. Il est changé de sens quand on le mulliplifl par— 1. {Segment de modula 1 et d'argument ir)
Le produit de deux segments réels- et positils est réel positif, el égal au produit arithmétique île ces deux segments. La multiplication d'un segment réel par un segment négatil change son signe. Tout ceci se vérifie lacîlement.
La règle de multiplication des polynômes s'applique à la multiplication des segments puisqu'elle est fondée sur les (iroptiotés de la multiplication démontrées ci-dessus.
Représentation nouvelle des Segments
§ 357. — Soit M un segment, I' la projection do M sur OX, soit OP^=x PM^^ t/, X et y sont les coordonnées de M. Désignons par i un segment de module 1 et d'argunteat -î-, on écrii'a d'après nos notations.
OM^OP + PM H étant sur l'axe o £ sera simplement représenté par «■, P M c'est y X i, puisque c'est îc segment réel y qu'on a lail lournnr de l'angle -^- . On écrit doiic avec nos notations.
M =i ,r + VI
D'après la propriété de la multiplication, si .M' est un aiiU'o segment tri ijue
OM X OM' ^ xj:' + ■>!i-'' + '■■'■!!■ + i'tnf
les segments iy.r' i.ci/' sont tous doux p^n-tés sui' une paralliMe à OY leur somme est donc égale à i (yx' + xu') \o signe + dans la parenthèse ayant le sens de l'addition algébrique, de même cou)mc la mul-
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tiplieation pari' équivaut à ajouter deux lois -J- à l'argument, i'/y;/' représente un segment por.lo sur ox en sens inverse de y y' de sorte {[ue x3f -\- i, ytj équivaut à xj/ ny' le sigae — ayant le sens aritliinétique. On peut doDC écrire
OM X OM' ^ '.a' - y}j- + i (ya' + xy'} les signes ont le sens ai'illiniéti(|ue sauf celui qui est place devant le synibola i.
On aboutit ainsi au calcul des imaginaires tel qu'il a été établi autrement, à la huitiènio leçon.
§ 358. — Mais on va déduire de cette manière d'envisager les choses des lonuules de trigonométrie.
Si OM a pour argument a et pour module R, on voit que x — R cos a y ^R diia. Ces formules sont vraies en grandeur et signe ; car si R était égal à l'unité, xety seraient par définition mêmeie sinus et le cosinus de l'angle a-
De même, pour un autre segment M' d'argument «.' et de module R' on aura, af = R' cos a' y' — Wsina.
Or, d'après la définition même de ia multiplication ;
OM X OM' ^ HR' cos (ri + a') + i RR' nn (n + a') dans la [ormule
OM X OM' - .rvf - un' + i (ys' + .■■;/') Remplaçons x et y par leurs valeurs ainsi que x' y', on a ;
OM X OM' ^ RR' (ras a cos a! — sm a sin a') -\- i HR' {.sot a cou a' -|cos a sin a').
de là résulte que;
(') cos (ffl + <i'j — COI a cos a' — sin a sin a'
(-) dn {a + «') ^^ sin a com' -\- cos a sin a'
Ce sont les lormules d'addition des ares que l'on retrouve ainsi d'uac laçon un (jcu indirecte.
Si l'on a plusieurs (juantilés, de module 1, cos a-\- i sin a, cos a + i sina\ cosii''-\-isina" etc., leur produit est égal à cos {a '\- a' -\- a" -]r ■■■) + i sm (ffl + ffi' + a"). d'où il résulte ensuite en les laisatit toutes égales entre elles, que
(') cos ma + i sinm a = {cas a~{-i sin a)'"
Je vais démontrer qce cette formule subsiste quand m est fractionnaire; à ect effet, je remplace dans la formule m par p, et a par
cos a -\- i dn a= | cos -^ + i ■s'î" - 'J de sorte que:
■ co^^+i sin-^^-\/ cos a + isln a = (cos a + i ./» a)"
11 faut toutefois faire atteotioa que quand un segment est donné, son argument n'est déterminé j^u'à un multiple de 2jr près.
Or si on remplace a par lï -|- 2 Ktt, K étant entier, cos a al sin a ne changent pas, mais cos — etsm — . changent; l'égalité précédente exprime donc simplement que le premier membre est l'une des valeurs que peut prendre le second. La formule correcte sera;
cos — ^-T "> -L jsïJi jUî z= [cos a 4- i sin a)
et en multipliant les arguments par m, et ayant és'ard à (')
(•) » Fî±^'] " + ■' •*• '^^^^'^ = !»"■ + * •''" «t"^
eo qui est la[ormulc(")oii m est remplacé par -^-
§ 359- — Je ne veux pas ici faire la théorie complète des exponentielles imaginaires, ce qui m'entraînerait trop en dehors de la géométrie pure ; je veux néanmoins établir une notion qui nous sera utile
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sinon indispensable pour la géométrie nou enclidienne dont je dirai quelques mots au chapitre suivant.
On sait que le logarithme do a dans la base a, est le nombre u tel que «u := z; les propriétés des logarithmes peuvent se déduire tous de cette propriété unique que log s -\- log s' = ïog z^". Et si nous posons log s^:=u log i' ^= o, on aura a" zz: s a'" ^ s', et la propriété ci-dessus résultera de ce que a" X a*' ^= a" + ''.
On voit aussi que la hase la plus commode en analyse est le nombre e qui est la limite de I 1 -|- — 1 pour m infini, et sur los propriétés duquel nous n'avons pas à insister ici.
Soit maintenant une imaginaire «-|-^i^ ! nous poserons par définition
b" + i f^= e " (ras Ci + i sin fi) Je vais montrer que ia propriété t" X c" = e" "'" " s'applique encore ici : en eilet elle équivaut à
e" (eos |3 + i sinfi) X e"-" (cosf-J + i sinf/) zm e"- + "' [cos d^ + ,^5') + i sin (i5 + , S')]
et se déduit immédiatement de la définition delà multiplication.
Cela posé, nous définirons le logarithme d'une imaginaire A + Bi comme une autre imaginaire w, celle e«- =^ A -^ Bi.
Cherclions d'après ceîa le logarithme de r{cos6 + i dnd] on devra avoir:
ex + iv — i- [cosB + isinS] c'est-à-iîire ;
«■'! {cos y-\- i sin y) := r [coxQ -\- i sinli)
Les modules des deux membres doivent être égaux, leurs arguments doivent être égaux à un multiple de Stt près, on doit donc avoir
is>::^ r d'où ai := log r ■i; iiz « + 2 Ktt Le logarithme cherché est donc : log !■ -\- i {6 ■-{- 'i K-)
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§ 360. — On voit qu'il y a une iulinitc de lo<j:aritUiiies, qui différent cutrn eux ijuc d'un multiple de 2 in. Si ^= auquel cas le nombre donné eat réel et positil, l'un d'eux est réel ; Si 'J = -, (nombre nÉj^otif), la partie îmaginaire est' un multiple impair de ii? ; si r = 1, e'cst-à-dire si la quantité donnée a pour module 1, les Ingaritlmics sont purement imaginaires. Le cas que nous aurons à cousidérer dans îa suite est celui où l'on a un rapport anliarmonique.
■i( et u' étant des quantités imaginaires conjuguées, m et m' des quantités réelles: alorsiit— M et m— m' sont conjugués, ils ont même module, le module do y.rl^, est égal à 1, de mfime celui de ]j^_i~^[ ■ Les logarithmes du rapport anharmoniquc considéré sont donc des imaiïinaires pures, et leur quotient par 2 j est une expression réelle. D'après ce que nous avons dit, la iôrmule
Loij. % + Lo(j. «■ = Lo(j. sf L'st onrorc vraie ici, seulement comme les logaritlimcs ont plusieurs valeurs, il est pius correct d'écrire
Log. 3 + Log. z' — 2\i-i-\- i.rm. zz Dans le cas eontraire, il laudraiE entendre que l'une des valeurs du premier membre est égale à l'une des valeurs du second.
VINGT-SIXII^ME LEÇON
SYSTEMES DE COORDONNEES TETRAÉDRIQUES TRANSFORMATIONS LINÉAIRES
§ 361. — IJéfmition iks coordonnées tétraédriqiies. — Soient quatre polynômes homogÈnos à quatre variables x y s t. Noua désiguei'ous ces quatre polynômes par XYZT. En les égalant à zéro, on obtient en coordonnées homogÈnos les équations do quatre plans. Je suppose que ces quatre plans ne se coupent pas en un même point ; ils forment alors un tétraèdre nommé tétraèdre de référence. I,a condition qu ces qu itre plans ne f a»S(,nt pas par un même point c tLaiu t analjtiqucmont par celle ci 11 nj a pas entre les quatre polynômes de lolation de la foi me ) \ + u Y ~|- v Z + T = 0, À u, vO Liant des constantes non loules null s En effet, n'étant pas- nul, dan", une pareille iclation tous les i oints pour lesquels T serait nul seiaicnt ceux lour lesquels on auiait 1 X + a Y + ■' Z = 0, or le plan lepiéiicnté pai une tell cqudtion jasse évidemment par le point commun aux (rois X=^o^ =^ o7 -=0 Ainsi une telle idendité e\primeriit que 1 m dts j laiis j isi; j ti 1 point nù se cinqieiit les tiois autres
§ 362, — Si xyst sont les coordonnées homogènes d'un point P non situé dans le plan X — o, le polynôme X ne devient pas nul quand on y substitue les coordonnées de ce point. Le polynôme X où l'on a substitué le coordonnées de P est proportionnel à la distance de P au pian CI 111), De plus il cliange de signe quand P traverse ce plan. La valeur de X quand P est donné, n'est du reste déterminée qu'à un lacteur constant près, car les coordonnées honiogônes de P ne sont déterminées
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■qu'à un iactcur constant prôs. On appellera coordonnée-^ tètraédrtques du point P des qnantitoB proporLionnelles aux résultats obtenus en sul)sti!uantdans X YZTlcs coordoiinoes liomogÈnes du point P.
Les coordonnées t(^lraédri(|ue.s sont ainsi des fonctions linéaires (Poljnôniês du premier degré) des coordonnées homogènes.
Réciproqueiwnt .^ les coordoiuiécs iioniogènca sont (onctions linéaii'es des coordonnées tétraédriquos.
Considérons en elTct une lonction linéaire (homogène) de X Y ZT uX -j- V \ + vr Z -\- h T. Choisissons, ti r, jc h de laçon qne dans ce polynôme les coelïicients doyst soient nuls, UB)ch seront déterminés à un lacteur près par quatre éfiualions à quatre inconanes sans second membre. Le coefficient de a; dans ce polynôme, ne sera pas nul, car alors le polynôme.serait indcntiquenient nul, ce qui ne peut être (§ 3S1). On aura donc a: en fonction linéaire de XYZT, puisque le polynôme obtenu se réduit à x multiplié par une constante non nulle.
On verra de même que y s t, sont lonctions linéaires des coordonnées tétraédriqueg.
Dès lors, si l'on a une équation homogène de degré m on x ij s I, en y remplaçant xy z t par leurs valeurs en X Y Z T, on obtiendra une équation homogène de degré m par rapport à ces variables. Ce sera l'équation d'une surface d'ordre m en coordonnées tétraédriques.
Remarifue. — t est, d'après ce qui précède, une fonction linéaire des coordonnées tétraédriques, Kn égalant à zéro cette lonction, on a l'équation du plan de l'infini.
§ 363. .— Coordonnées d'un point d'une droile. — Les formules (") du § 108 donnent les coordonnées d'un point <jui divise AB dans un rapport donné m. Dans ces formules, remplaçons Xn y, Sn, x, y, s, par -^"" ~f et les valeurs analogues, mettons à la place de m la valeur ), X y^ on voit que les coordonnées homogènes du point seront scs+ ).■ (T, , y„ + > y,, 3„ + Â 3|, („ + X t„ le rapport anharmonique des quatre points A B M N sera égal an rapport des valeurs de ) correspondant aux points M et N.
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Si nous remplaçons daa^ X, x par j:t> + ^'Ki ^y par j/o + ^!/n etc.,X devient X„ + /. X,. Xj étant ce que devient X quand on y substitue les coordonnées de A ; X,, ce qu'il devient quand on y substitue celles de B. Ainsi les quatre coordonnées tétraédriques de M seront Xo+iX,, Y„4-ÏY,.Zo + >>Z..To +XT,.
^ 364. — Interjection d'une droite el d'une surface. ■— Dans l'éfiuation d'une surface en coordonnées tétraÈdriques remplaçons X Y Z T par Xj + \ X,, etc. Noua aurons comme au § 290 une équation en 1, ■ donnant les valeurs de Â qui correspondent aux points oCi AB rencontre la surface.
Suppo^ns que la surface soit du second ordre, cette équation on i. sera du second degré, elle a deux racines 1 et ,". auxquelles correspondent deux points M et N. Comme le rapport anliarmonique (ABMN) est t- '■ fi, pour que A et B soient conjugues par rapport à M etN il faut que -^ z= — 1 ou ). -f- f. = 0. Le coetïicient de > dans l'équatiou du second degré doit donc être nul.
Une équation du deuxième degré homogène à 4 variables contient deux espèces de termes; des carrés tels que AX', des produits tels que 2BXY (nous mettons 2B comme coetïicient pour avoir le tacteur 2 partout dans le coefficient de >.).
Quand on remplace X par Xo -(- À X,, le coelïicienl de l dans AX' esl 2 AX, X,, le coetïicient de ï dans 2BXY est de même 2 B S„ Y, + 2B Y„X,.
On pourra faire la somme des coefiicients de / ainsi calculés, et après avoir supprimé le facteur 2, égaler cette somme à îéro. On obtiendra ainsi la condition pour que A et B soient conjugués par rapport à la surface.
Cette condition est du premier degré par rapport aux coordonnées tétraédriques de A et B ; ceci montre que quand A est fixe, le lieu de B est un plan (plan polaire de A),
On peut cherclier le plan polaire de l'un des quatre sommets du tétraèdre de référence. L'un des sommets est le point oh se coupent
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les trois plans Y ^^ o Z = o T ~ o. Le plan polaire tle ce soiiimct a donc pour équatiou celle qu'on obtient en remplaçant dans l'équalion du plan polaire de A, Yj Z» et T» par zéro.
En formant de celle façon les équations des plans polaires des i^uatre sommets, et clieicliant la condition pour que eiiat|uc sommet ait pour plan polaire la lace opposée, on trouvera le résultat suivant que je me borne à énoncer.
Pour que le tétraèdre de référence soit conjutjué par rapport à une aurfaee du senonid ordre, il fdut et il auffU que l'équation de cette surface ne contienne que des curréa.
§ 365. - Soit « \' + r^ V + V Z- + S T' ^
l'équation d'une surlace du second ordre eonjugttéi- \r,>r riipporl an tétraèdre de rétérenoo. On ne cliangera pas ce tétraèdre en remplaçant X par î»X, Y par qY, Z par rZ T par sT. On remplace ainsi des coordonnées tétraédriques, par d'autres qui se rapportent an même tétraèdre de référence ; alors k est cliangé en p' a, ,5 en q' ^, ■/ en r' ■/, lî en s* 3 si nous choisissons p q rs, de(a(,;on que p' h, q' ,5, )■' -j-, is^H soient égales ù l en valeurs absolues, l'équation de la surface prendra la forme
les coDificients '. y- ■' ,'- étant égaux à 1 en valeur absolue.
Transformations linéaire
§ 366. -— Soient P Q R S quatre polynômes du premier degré homojrènes de XYZT. Si XYZT sont les coordonnées d'un point A, 1' Q R S celles d'un point B, on voit qu'à chaque point A correspond nu point B. On pourra (comme au § 362) trouver X YZ T en fonction du premier degré de P Q R S (sauf le cas où les plans P := 0, Qz^yR^OS — seraient concourants). Dès lors à chaque point
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B correspondra un point A. A ou plan correspondra un plan, car la transformation qui consiste à remplacer P Q R S par des {onctions du premier degré d'X Y Z T n'altère pas le degré.
A une droite iutersection de deux plans correspondra la droite intersection des deux plans correspondants.
Du reste, si l'on considère les deux tétraèdres dont les faces ont pour équations P ~ 0, Q — 0, R = 0, S ~0, et X — Y i^O Z ^ T = 0, le point A (lonl les coordonnées par rapport à ce dernier tétraèdre sont X Y 2 T, a pour coordonnées par rapport au premier, P Q R S, et ces quatre dernières quantités sont aussi les coordonnées de B par rapport an second tétraèdre. Ainsi deux points forre-i>pondantit sont 'Jeux points ayant mime cooMonnéeK tétmèdnques par rapport ri ileva-. lé~ traèdres di/férmits.
g 367, — Soient quatre points en ligue droilo A B M N, en adoptant les notations du § 363, les coordonuées de M et N seront X, + i X, etc. Xj + y.Jf, etc., celles dos points correspondants seront Pn + ^ Pn etc.
l\+,''ï'i etc. Le rapport aniinrmonique (A B M N) sera — , ce sera aus.si le rapport anharmonique des riuatrc points correspondants.
Le rapport anltrinnoulque di quatre points fera donc hj<i\ n relu! de teurs quatre correspondnnt s.
Comme le rapport anharmoniiiiie de quatre plans se ramène eu coupant par une droite à celui de quatre points, la propiisliioii est aussi vraie pour'quatre plans et leurs correspondants.
S 368. — Parmi les irausloraia tiens du premier degré que nous venons de déllnir, nous allons considérer celles qui chamjeiit en elieméme une- certaine surface du deuxième ordre.
Considérons deux tétraèdres conjugués par rapport à une surlace S du deuxième ordre. Par rapport au premier tétraèdre, l'équalion de la surlace a, comme ou l'a vu, la (orm(;
ÂX' + ,aY' + i.Z' +!,T =
yGoosle
Soient PQRS les uoordoiiiiijes d'un poinl par rapport à l'iiutre tétraèdre, ce sonl des fonctions linéaires et horaogènes do X Y Z T.
Soit « P' + ,5 Q' + 7 R' + 5 S= —
l'équation de la surface par rapport au deuxième tétraèdre. D'après ce que nous avons vu (§ 365) on peut supposer que les coefficients des carrés dans ces équations sont égaux à 1 au signe près. De plus, les signes des carrés doivent Être les mêmes dans les deux équations, car si la surface est homologiquo d'une sphère, il y aura trois carrés de même signe, ou quatre si celle sphère est imaginaire; si la surface est réglée, il y aura deux carrés positifs et deux négatifs (§ 133).
Mais alors la transformation définie par les formules X ;^ P, Y := Q, Z:3:R, T^^S transforme évidemment la surface proposée on elle-
§ 369. — Pour former un tétraèdre conjugué, on peut prendre arbitrairement un sommet A, une arête passant par A, coupée en B par le plau polaire de A, une face passant par AB, coupée en C par la droite oonjugùée de AB et le quatrième sommet D est le pùle du plan ABC. A chaque tétraèdre ABCD ainsi formé, correspondent plusieurs translormations n'altérant pas les surfaces, outre celles définies par X ^ P, Y ^ Q, Z — R, T = S, il y a X = P, Y = - Q, Z = - R, T — - S et X=:P, Y = Q, Z = -R, T — - S, etc.'
Ces sortes de transformations présentent le m^)îi« degré d'arbitraire qm celles qui conmtent à déplacer un corps ou le remplacer par son symétrique.
En effet, si nous considérons un trièdre trirectangle lié au corps, on peut placer l'origine où l'on veut, l'axe des x du trièdre suivant une droite arbitraire passant par 0, te plan des x y suivant un plau quelconque passant pas OX ; c'est le même degré d'arbitraire que pour tracer le tétraèdre ci-dessua ; mais en outre, on peut changer la direction OX, la direction OY, la direction OZ, do même que dans les Iransiormations ci-dessus on peut choisir les signes devant P Q R et S. La transïormation qui consiste à changer X en — X sans changer Y Z T, est l'analoguede celle consistant à prendre la symétrique d'une
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figure par rapport au plan y o s; celle qui consiste à changei' les signes de X et de Y est analogue à celle qui consiste à prendre la symétrique d'une ligure par rapport à OZ.
§ 370. — On peut toujours, étant donnés deux tétraèdres conjuguas T et T,, coDsidérer un tétraèdre conjugué variant d'une façon continue de T à T,, il sufQt pour cela de choisir des sommets A, A, An allant de A (sommet de T) à A' sommet de T en formant une suite continue, puis les arêtes A, Bj Aj Bi de la même laçon, puis les laces A, B, C,... de la mémo façon.
On voit alors que l'on pourra remplacer une des translormations qui change T en T par une série de transformations aussi voisines qu'on voudra les une des autres. Soit X =P, Y = Q, Z — R, T — Sunc telle tranformation ; elle est analogue à un déplacement d'un trièdre triroctangle ; la transformation X= — P, Y — Q, Z^R, T^S sera analogue à un déplacement suivi d'une symétrie.
§371. -La tranformation X' = - X, r = -Y, X'=Z,r = r analogue à une symétrie par rapport à o 2, c'est-à-dire a une rotation de 180" équivaut à une suite continue de transformations. En effet, si l'on pose.
X' = X coi^. t ~ Y rin. t Y'— xsw. (-H Yrcs. (■ ■/: — Z, T' = T on voit que pour ! = ou a la ligure sans changcoieut ; pour t^r.. on a X' ^: — X, Y' ^ — Y de plus, on vérifie sans peine ([ue X' -{- Y' ± Z' •+ T' se change en X." + Y'= + Z" + T" et que par suite la surface dont l'équation s'obtient en égalant à zéro cette somme de carrés^ se change en elle-même.
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APERÇU SUR LA GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE
S 327. — Kii giioiiiûlrio clciiicatairc, ou [ioliiiuc Podu'.atum d'F.uclidt, cet axiome d'aprùs letjucl on ne peut mener par nn poiut qn'nno senle parallèlo à une droite, On a souvent clicrché à dénaonlrcr cette proposition, puis on s'est apoi-^iu qu'elle ne pouvait pas l'être, n'étant pas une conséquence des autres axiomes de Géométrie. Gc qui suit démontve ce tait, et lait connaître en même temps une interprétation concrète de ia géométrie sans le postulatum d'Euclidc, ou géométrie non euclidimne. Cette théorie dont nous ne donnons qu'un simple aperçu, est due à Klein, géomètre allemand et à Cayky, géomètre anglais.
§ 373. — Nous allons montrer qu'eu atlvibuanl aux mots itr-iilMCment, anfile, distance, un sons diŒérent du sens liabituel, les axiomes de la géométrie autres que le postulat d'EucHde subsistent, mais que celui-ci cesse d'être vrai.
Considérons une surface S homologique d'une sphère, et que nous nomnjerons l'absolu. L'espace sera l'ensemble des points intèriews à l'absolu. Soient A et B deux points, P et Ij les points où AB coupe l'absolu. Nous désignet'ons par la notation A13 le logai ithine du rapport anharmonique (ABPQ).
On a alors AB ^^ — BA, car en cliangcant A en B, le rapport anharmonique est remplacé par son inverse, et son logarithme cliange de signe. On aura de même pour des points en ligne droite AB + BC + CA = 0, car le produit de (ABPQ), (BCPQ), (CÂPQ) est égal à l'unité, son logarithme est donc nui. Ainsi les relations entre les poiuts en ligne di'oite subsistent ici.
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§ 374, - Une transformation n'altérant pas l'absolu changera P et Q en deux autres points <ie l'absolu, A et B en deux points A' IV. Elle change donc AB en A'B'.
C'est pourquoi uous appoUerons déplacement une pareille fransformation, si elle équivaut à une suite continue de transtoriua lions, ce sera ufte syméti'ie dans le cas contraire.
L'axiome iondaïuen ta 1 do la géométrie « Etant doniièex deux demidroites AX, BY, et un dffiid-plan P passant par AX, un demi^pian Q passant p«c BY, on pewf toujours amener BY sur AX, e-t le demi-plan Q_sur ieriemi-ptaïf P H, subsiste avec ic nouveau sens que nous doa' nous ail mot dépliu:cmonf..
§ 375. — Pour (iuo Ali soit inliiii, il laut huc A ou B coïncide avec P ou Q, e'est-à-dirc que A ou B soit sur l'absolu. Vabuolu est donc l'ensemble des points A rinfmi.
§ 376. — Soicul M ut N lieux plans passant par une droite ï> (qui reucoutfe l'absolu). Par D jooiion.s doux plans (imaginaires conjugués) tangents à l'absolu, soient P Q ces plans. Lo logarithme du rapport anharmonique (MNPQ) sera (§ 369) une imaginaire pure déterminée à un multiple de 2 i?? près. Ce logarithme divisé par 2i sera une quantité réelle détevuninée à un œulliple de tj près. Ce sera l'angle des deux plans M et N ; comme on a cos. k, -f- i S'in. r;'-^— /, ji: est l'un des logarithmes de ~ 1 ; donc si les plans MNPQ lorment un laisceau harmonique, angle MN ^^ ^r" ; on dit que les doux plans MN sont rectctnijulaires.
§ 377. — On déliiîira t''i)ifile 'le deu-x droites qvi si- coiipi-iit, comuic il suit : le plan de ces deux droites coupe l'absolu suivant une conique à laquelle par lo point de rencontre des droites, on pourra mener deux tangentes ; en divisant par 2i le logarithme ilu rapport anharinonlque de ces quatre droites, on aura t'anrjle îles deux droitts données.
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1* déplacement n'altère pas l'angle de deux plans ou de deux droites. On le démontre comme pour les segments (§ 373).
On a,commeau§373AOB + BOr: + COAz=K tt, si les trois droites OA OB OC sont dans unmÈraeplan.
Soit une droite qui coupe l'absolu en P et Q ; par un point A on peut mener deux droites AP, AQ parallèles à Ja droite, c'esl-à-dire la rencontrant à l'infini. Le Postulatumd'Euclidc. n'est donc pas t>raiavec nos nouvelles dé^nitions-
§ 378. —La Géométrie Riemanimne est une autre espèce de Goomè trie où l'absolu est la ligure homoiogique d'une sphère imaginaire; les points Pet Q où AB coupe l'absolu étant imaginaires, on appellera distance AB le logarithme de ABPQ divisé par 2i.
La dislance de deux points est alors définie à un multiple de t: près ; elle est égale à l'angle des plans irol^ires de ces points par rapport à l'absolu.
On obtiendrait encore une géométrie d'une autre espèce si l'absolu était «ne surface refilée.
Dans la géométrie euclidienne, l'absolu se réduit à une courlie, le cercle de l'infini.
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NOTE SUR L'INVERSION
En multipliant par K les coordonnées xy z d'un point M, et divisant par x' -|" y' + s' (ou OM'}, on a celles d'un second point M'. M et M' sont en ligne droite avec (l'origine), car leurs coordonnées sont proportionnelles. On vérifie que OM X OM' = K. M' est donc l'inverse do M, étant le pôle. M, M' et lui-même peuvent être imaginaires, fcar dans les formules 3 du § 104 abc peuvent être imaginairesj. Ceci fournit le moyen de trouver l'éq'uation de la mrfaee inverse d'unesurface donnée par son équaiion.
On démontrera alors sans peine le théorème du § 142 sans su/pposer les points réels, ce qui est utile pour la suite (§ 157) .
Dans la géométrie plane, on laissera de cùté la variable Z.
ERRATA
Pages i'-^, lignes 23 ol 24, m(dtei le sigiio — api'ès/ (x) cl «u Iku du /(3)-/(3)Imï/{,S)-/(3).
i'oge 28, ligne 29, hw iim de D le plan SOP lises le plan SOP. Paj;e32, HgiM 10, au lieu de le plan polaire, lises les plans polaires. Pafje 43, lUjne 10, au lieu de M M', lises M et M',. Pai/e 48, liijne i, au lieu de S' M', lues S' M',. Page 66, itjTJW 23, au lim de (3, iiws CS.
Page 73, itflusS, »« ((«it de (xys), Uxez (x,y„z,). Page Ta, ligne 18, supprimez le À à la ûa de la parenthèse.
Page S9 ligne iQ_ et 17, au lieu de dominateurs, iàpsdénomiiialours,
Page 91, ligne 10, au lieu de uno sphère est un plan, fixes un plan est une splière.
Page 162, ligne 2, au (ieit de <i.'-i, Wmz «y.
L'indice 1 est en trop aux endniiU suiviuiK :
J'a^eSl, à la lettre M.
Page 17, ftt/ne ii, aux lettres A et U.
Page 29, %Re 7, et à la deuxième lettre A.
Pftj/c 131, iifl/ws 2 et 7, à la première lettre S.
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