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PRÉFACE
Le plan que j'ai adopté est le même que pour le Tome premier. Au lieu d'approfondir les notions primordiales et, dans chaque théorie, de m'attacher strictement à mettre en lumière les hypothèses faites sur les fonctions, travail que M. de la Vallée Poussin, par exemple, fait à merveille, au contraire, mon idée essentielle est de conduire le lecteur assez loin.... Voulant faire une excursion sur un vaste territoire, et en terrain varié, mon allure est bien loin d'être uniforme. L'extension est parfois obtenue aux dépens de la précision et d'une sévère rigueur. Mais il me semble qu'en Mathématiques, comme ailleurs, il est permis de n'être pas absolument complet, pourvu que le lecteur soit prévenu.
Je n'insiste pas sur les questions telles que les quadratures ou l'intégration pratique des types simples et classiques d'équations différentielles; ces questions sont bien assez étudiées dans de nombreux et bons traités de Mathématiques générales.
Au contraire, je parle, par exemple, des formes quadratiques, parce que ce beau sujet a disparu du programme des Mathématiques spéciales.
Lorsque j'arrive au calcul des limites de Cauchy^ qui serait mieux nommé méthode des majorantes ^ je prends, pour application, le calcul fonctionnel^ plutôt qu'autre
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chose, parce qu'on trouve partout les exemples classiques que je ne donne pas,
La méthode des majorantes a permis d'aborder l'étude générale des équations différentielles et aux dérivées partielles, par l'emploi systématique du développement taylorien.
Maisy si\ec h Série de Taylor^ on est vite arrêté; l'étude est absolument locale; on ne sait ce qui arrive qu'au voisinage d'un point.,..
Pour aller plus loin, nous avons les Approximations successives de M. E. Picard; j'en ai parlé dans le Tome premier; j'y reviens encore, avec grand plaisir.
D'autre part, M. Serge Bernstein ouvre des voies nouvelles, en substituant certaines Séries de polynômes au développement taylorien.
Je le remercie vivement de m'avoir proposé une addition à mon Livre, qui est très intéressante.
Dans le corps de l'Ouvrage, je fais pressentir la valeur des idées de M. S. Bernstein, en résumant quelques pages de sa thèse.
Il existe des Traités magistraux sur les Fonctions elliptiques; c'est tout un monde! Je me contente de relier ces belles transcendantes classiques aux théories générales, dont elles sont une merveilleuse illustration.
Quant aux Fonctions entières^ il m'a paru convenable d'indiquer le genre des questions qui se posent, à leur endroit, de montrer le difficile maniement des inégalités qui caractérisent la croissance.
Choix un peu arbitraire des matériaux, variété du mode de construction, autant de raisons qui montrent clairement que mon Livre n'a aucunement la prétention de se substituer aux ouvrages classiques des maîtres contemporains.
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Puissé-je, cependant, rencontrer quelques lecteurs éprouvant, à lire ce Livre, le même plaisir que j'ai eu à l'écrire.
M. Lucien Forgeron, en lisant les épreuves avec grand soin, m'a permis d'éviter plusieurs erreurs ou lacunes. Je le prie de croire à toute ma reconnaissance, car il m'a rendu un grand service.
Adhémar.
FONCTIONS IMPLICITES. INDÉPENDANCE DES FONCTIONS. FORMES QUADRATIQUES
La théorie des fonctions implicites est fort utile, pour la théorie des enveloppes, en (léométrie et dans un grand nombre de questions d'Analyse.
iNous allons la faire, dans le domaine réel et nous la referons, plus loin, pour les fonctions holomorphes ou analytiques,
La théorie des formes quadratiques sera ébauchée, comme application de la théorie de l'indépendance des fonctions, et à cause de son intérêt fondamental.
II est un minimum d'Algèbre que l'Analyse a besoin de connaître.
L Fonctions implicites. — Nous avons la relation : F(ar,^) = o, Peut-on en déduire une relation équivalente, dans un certain domaine :
Tel est le problème, dans le cas le plus simple. Résolvons-le, avec M. Goursat, par les approximations successives.
Premier cas : y=^f{x^ y), — Nous faisons plusieurs hypo-
thèses sur/. D'abord, nous sup\)osoi\ii / lipschitzienne en y, c'eslà-dire :
l/(^, yi ) - /(.^^ yt) I < H I j^, - yt l
Pélanl un nombre yï/îi. Ceci a lieu certainement si /est dérivablr eny^ la dérivée/',, étant bornée ( * ).
Nous admettrons que ceci ait lieu.
Supposons : 2**/(o, o) =o, et 3° f{jc^y) continu quand on a
Ëndn, 4" Z"'^'^**^'" *'^ sorte que nous prenons pour valeur de P ce nombre K
Prouvons alors que l'équation
a une solution et une seule ^ passant par r origine et continu^. Nous poserons
i" Montrons qu'en prenant x assez petit, |j'i|, ..., Ij'nl? ••• restent inférieurs à b. Par hypotlirse pour |.27|<a et |jk|<^i on a
l/(^,r)-/(^'0)|<K|j'| K <i; d'oii
l/(^.r)i<lr.|-^K|j|.
Gomme ^1 tend vers zéro avec x, nous pourrons prendre un nombre a'^a tel que, x restant compris entre — a' et -ha', on
ait
Si 1^1 est inférieur à é, on aura donc
pourvu que x soit compris entre — «'et -\- a\ Il s'ensuit que \y*h •••' ly«l' ••• seront tous inférieurs à 6.
(^) Voir les travaux de M. Lebesgue.
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2° Montrons que y« tend vers une limite lorsque n croît indéfiniment. Soit la série
M ^1 ■+- (ri— ri ) -^ (ra — Jî) H- . . .-+- ( V,|— Vn-l ) -h . . . .
Des relations on tire, d'après la condition de Lipschitz (qui est vérifiée).
Donc la série converge absolument et uniformément et la somme est une fonction continue.
Faisons la vérification.
*\insi yn tend vers une limite \ lorsque n augmente indéfiniment. Cette limite Y est une racine de l'équation (3), car la relation
devient, en passant à la limite, f(x^y) étant continue :
Y est une fonction de la variable x définie dans rinlervalle ( — (('^ -ha'). On a d'ailleurs
ce qui montre que Y tend vers zéro en même temps que x,
Uéquation n'admet pas d'autre racine tendant vers zéro avec X. Soit en effet Z une racine, inférieure à 6 en valeur absolue; des deux relations
Z = /(ar, Z), y,^ = /(r, yn-\ ) on déduit
|Z-j'J<K|Z-^,_,|, et par suite
Donc Z — y,i tend vers zéro avec -•
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Mais lim y„ = Y, donc nous avons ( • )
Deuxième cas : F(x^y)=zo. — Soit une fonction F(Xsy), nulle au point {xq, ^o), continue en x et en x, /a dérivée
n étant pas nulle^ nous avons^ autour de ce points une solution unique y =^ ^{x).
Il suffit, en efl'et, de remplacer Féquation F( J7, y) = o, par celle-ci
et l'on est ramené au cas précédent.
Nous prendrons
a = — r^o, jo) 7^ o,
de sorte que nous aurons
/(jro,yo) = o et
au voisinage du point Xo, y©.
Nous sommes bien dans les conditions voulues.
Si nous dessinons la courbe F := o, nous voj'ons bien que nous sommes arrêtés, dans le problème qui nous occupe, par les points multiples et les points à tangente verticale.
Troisième cas, — Soient p fonctions, /,(j?i,j7j,...,./-„;7,,7,,...,^,,)i ..., /p(^i^^ti"",^n\yi,yi,';yp), des n-\-jj variables Xi^y/f, continues et admettant des dérivées parlielles continues j^ dans le voisinage des valeurs a:j=o,
(») Comme pour les équations difTércntiellcs (t. I, Cliap. XI) l'unicilé de solution est prouvée seulement autour de l'origine.
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X2=o. ..., ar,/=o, j^4 = o, ..., yp=zo. Sîde plus les /? fonctions // et les dérivées -^ s'annulent en ce point, le système
équivaut à celui-ci (au voisinage de rorigine) :
Cette solution est unique et les fonctions o sont nulles à Torigine.
Nous supposerons /i et —^ continus quand on a
et nous supposons a et b assez petits pour qu'on ait encore, avec G <c K < 1 :
nous formons alors la chaîne d^ approximation y,»> =/i(^i, ..., a:«, o, o, .... o),
Il faut prouver la convergence des suites
Mous ne développerons pas la démonstration, la méthode des approximations successives étant suffisamment connue maintenant.
Rappelons seulement qu'on fait usage de la formule des accroissemenls finis.
Passons au cas le plus général.
Quatrième cas, — Prenons un système de la forme
F/>(^i. ar,, .•.,.r;,;7,,^r3, ..., r,,) = Oi
dont les premiers membres sont des fonctions continues^ et admet-
/il? •
tent des dérivées partielles -r-^ continues, dans le voisinage d'un
système de valeurs j:*'. jcJ, . . ., ^l', y% . . •» J^«î pour lequel on a
F, ^o, Ks = o, ..., Fn=o.
Ces équations admettent un système de solutions^ et un seuls
les fonctions ^ étant continues et tendant respectivement vers yj, yj, ..., y*^, lorsque le point (^i, ..., x,t) tend vers (j:®, ..., ^l) à la condition qu'en ce point Icjacobien Jo ne soit pas nul.
Le jacobien en (|uestion est ici
On ramène ce cas au précédent, d'abord en faisant un cliangement d'axes pour avoir
Soit alors rt/A- la valeur à l'origine de
Comme nous avons le système donné peut èlre écrit autrement. Posons
Nous remplacerons le système donné par le suivant
Regardant alors les 'l comme connus, nous résohons ce svstème
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linéaire par rapport aux^ et nous obtenons des solutions
Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent avec toutes les conditions requises (*).
Continuité et dérivation des fonctions implicites. — I*ar lu théorie de la convergence uniforme des séries, on montrerait aisément que les solutions obtenues sont continues.
Nous pouvons alors très facilemeut étudier la dérivabilité.
\^¥{x^y) = o. Si, en plus des hypothèses faites, on suppose les deux dérivées F^ et F^ déterminées et continues, dans le domaine considéré, la fonction obtenue, jk(->p) est dérivable.
On a, en effet, deux accroissements correspondants, Ajr, A>',
vérifiant l'égalité
F{^-h Aa:, j-f- Aj') = o; d'où
V'j:(x -f- A:r, j') Aar -h ¥'y{x, y -+- Oj Ajk) Aj^ = o
(par le théorème des accroissements finis).
Si les dérivées sont continues, on peut passer à la limite, d'où
dx ^'y{x,y)
2** Cas général, — Prenons, pour simplifier,
F(jr, y\ u, V) = o, G(x, y; u, v) = o, D(F, G) ^^
Nous avons, comme précédemment, si les dérivées existent et sont continues :
^'-' {S -^ '-) -^ *" (£ -^ ^'.) -^^"Cë^ ^") = "•
(•) E. GouRSAT, Société mathématique de France^ igoS. J'ai fait une tentative d'extension de la méthode, pour le cas uîi le nombre des fonctions implicites est infini {Société mathématique de France, 1908).
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les e elTi tendant vers zéro avec Ax; d'où
(Kr ~ \}{t, V) * D( M, D *
II. Fonctions dépendantes et indépendantes. Jacobien. — Lorsque des fonctions se présentent, par exemple, coiume solutions d'un svstème diflerentieK il est urgent de savoir reconnaître si elles sont indépendantes, c'est-à-dire si l'on ne peut avoir aucune relation de la forme
les u étant regardés comme variables indépendantes ; autrement dit les j: ne figurant pas explicitement dans 4>.
Nous allons trouver des résultats qui généralisent extrêmement ceux relatifs aux fonctions linéaires, l.e j'acohien jouera un rôle capital.
Nous nous appuierons sur la théorie des fonctions implicites, qui vient d'être faite, d'après M. Goursat.
Lemme I. — Soieni des fondions w(jr, i\ z), f(x,^% z)^ iv(x^y^ z) dont le jacobien ne sanniiie pas : toute relation de ia forme : \du -r Brfr -+- Cdiv = o entraîne les relations
En effet, la relation donnée équivaut aux trois relations
» t^w m^àv , , âw ^ au ^ 011
A h B L -— = o, A ^ . . . = Cl, A . . . = u.
ojr ôr OJT a y oz
\ oici un svstème homogène, dont le déterminant ne s'annule pas : on a donc V = B = C = o.
Lemme IL — Soient des fonctions w, i", «r de x, y\ z dont le jacobien ne s* annule pas. soit une autre fonction tyx.y.z). qui s^exprime aussi sous la forme f{ w, %\ tv): si. par un moyen quelconque, on a obtenu une relation telle que
ttt = Vit II -^ i}d% -^ Rr/«i .
on a certainement
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On a la possibilité, le jacobien n'étant pas nul, d'eicprinier .r, y, z en u, i\ (r; d'où
' = /(". ^y «'); d'oii
lit = fl, du -f- /^, dv H- /„, dw.
On suppose, d'autre part, qu'on a obtenu dt sous la forme
y du -\- Qdi' -f- Rdw.
11 en résulte la relation
(^ - A) du -^ (q — /!,) di^ -h ( R -.O div = o ;
d'oii : P=:/^, etc. d'après le leinnie I.
Il est clair que Ton pourrait prendre n variables au lieu de 3.
Théo R KM F. 1. — Soient n fondions w^, w^i •••> f^n de n variables Xi, X,, ..., Xn] s'il existe une relation u„=/{Ui, w^, ..., //«-i), le jacobien est nul.
En effet, on a en prenant n = 4, pour simplifier,
àu^ _ dui âut , ., duz
ôxx "" •'"» dx^ -'"« Ox^ -^ "• dxi '
àu^ _ ^, àUj dut ^, àUj
dxt -'"' àXi ^"* âxt -^ "• àxt '
Les dérivées y',^,/^,^, ... ne peuvent être toutes nulles; donc, le jacobien est nul, pour ce système homogène.
Théorème II. — Soient n fonctions W|, Wa, ..., u», de (n -\- p) variables Xi , x^, . . ., Xn^p ; pour qu'il existe une relation F(w, , «2, • • -j «n) = o, il faut et il suffit que les jacobiens des u, par rapport à n quelconques des variables .z*, soient tous nuls.
Prenons le cas suivant (les autres se traitent de nirme) : on a quatre fonctions
Ui=zFi{x,y, z, t), Mj=F„ «i=F3, 1/4 = F^.
Le jacobien d'ordre 4
\ dFi ÔV, OFf dFA l âx dy ôz dt ||
est /iw/, (|uelies que soienl les valeurs de x^y^ z^ tj dans un cer- Itiin domaine; et un jacobien d'ordre 3, par exemple :
dVj ôV,- oF,' ô.r Oy ôz
n'est />as identiquement nuly dans ce domaine.
Kn vertu de la théorie des fonctions implicites, on peut faire r inversion, d'où
X = <pi(Wi, Mj, M3, O,
5 = çj(ai, M», 1/3, 0.
d'où
Il faut voir que .1) étant nul, •!/ ne contient pas /, ou bien qu^on a
dt
Partons de Jj el bordons-le avec les différentielles, à droite, et en bas, par les dérivées partielles, symétriquement placées, comme dans le théorème de Rouché,
dVz
dV,, d¥, dV^ ,„ ox ôy ôz
ôVi
dFt
fîF/
„, cri'i . ov( j or i , ov i .
Ox
ôt
On a A EHO. En effet, A est la somme de quatre déterminants, dont les trois premiers ont des colonnes proportionnelles et le dernier est nul comme contenant J» en facteur.
D'ailleurs, développons A, nous avons
\, rfF, -h X, rfF, -f- X, rfFj -^ \, dV-, = o ou
diii= P dui -+- Q dut -r- K dui.
D'après les lemmes, on conclut
11 ne saurait, d'ailleurs, exister une seconde relation de cette
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forme, car si l'on avait
«4=*, (ai, «j, wj) «n f/4=*j(w,, «s, Ui), on conclurait
relation entre </|, f/jj ^':i ; ^^ alors le jacobien J:t serait nul, d'après le théorème I, ce qui contredirait nos hypothèses.
Itemarr/ue, — Si Ton avait Ji = o, tous les jacobîens d'ordre ik
I • • I • Il 1 I 0(^1, 1/4 ) étant nuls, mais un lacobien d ordre 2, par exemple -rr =-?
ne s'annulant pas identiquement, on démontrerait facilement ceci :
"3=*("l, "1), Ui=W(Ui, Ut).
Il n'y aurait aucune difficulté nouvelle.
Cas des formes linéaires. — Soient p formes linéaires, à
n variables,
X, = axiXi-i-aiiXt^. . .-+- «1,1 «r,,,
Xj = rtji Xi 4- «tt Xi-h. . .-h atnXn,
X;,= apiXi-h «/,jXj-+-. . .H- UpnXn.
Théorème 1. — Soient p formes linéaires à n variai) tes, la condition nécessaire et suffisante pour qu'elles soient indépendantes est qu'il existe un déterminant non nul, d'ordre p, tiré du Tableau des coefficients.
Si le jacobien, d'ordre maximum, non nul, J^ est d'ordre r/, moindre que p, on a immédiatement la relation (* )
Donc \x est une fonction linéaire des variables X,, Xa, Xa? X», . . . , Xy
Remarque, — Si n est moindre que /), les (ormes ne peuvent être indépendantes, puisque le premier jacohien non nul ne saurait f^tre d'ordre p.
TiiKOukuE II. — Si p formes linéaires sont indépendantes, si Von effectue une substitution de déterminant non nul, les nouvclles formes obtenues sont aussi indépendantes.
Soit la substitution
le déterminant M^||&A;t|| n'étant pas nul.
i" Supposons p =^n. D'après la théorie du jacohien on a
Donc, les formes X étant exprimées avec les variables j', le jacohien est encore non nul si M n'est pas nul. c. q. f. n. 2" Supposons //=/>-!- A% alors posons
X/>-»-i = :^,,^_l, Xp+j = :r^-f_j, . . . , A„ = x,i.
Il suffit d'écrire le déterminant pour voir qu'on a
Or on a encore
D(Xt x,,) ^^^ r)(x„...,X;,)
Donc X,, Xa, . .., X,| exprimés en fonction des y sont indépendants, en particulier Xj, Xo, . . ., X^ sont indépendants.
III. Formes quadratiques. — Nous supposons les éléments tous réels. Certaines propriétés conserveront leur valeur dans le domaine complexe ; on le voit de suite.
Les formes quadratiques se rencontrent dans les principales questions touchant les coniques, les quadriques, les maxima, etc.
l ne forme quadratique est un polynôme homogèno du second
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degri'', qu^on écrit
F = '^ZaukXhXk (/», k = I, -2, ..., n\ et ank^ «*/*)•
F^e coefficient de Xf^ est ahh-, celui de Xf^Xk est 2 ank- Nous posons
I 0¥ ^1= - -; — = «11^1 -^ «narj-+-. . .-4- ain^w
On obtient de suite cette proposition :
Thkorème I. — Une forme quadratique à n variables peut être mise sous la forme d^une somme ai^'ébrique de n carrés^ au plus, déformes linéaires distinctes des variables.
Premier cas. — Un coefficient ^«aa est non nul ; supposons a, I 7^ o.
Nous avons
F = aiiT\ -h 2 Lxi-h Q,
L étant une forme linéaire de x^', X;,, ..., x,i] Q, une forme quadratique des mêmes variables.
Employons le raisonnement par récurrence. Le tliéorème est exact pour /i = 1 , supposons-le vrai pour (/i — i). Donc nous pouvons écrire, par hypothèse,
les formes^' étant indépendantes.
Ecrivons alors
a,, F -(aiixi-h L;«-+-a,,Q — LV
(Dans le domaine réel, certains carrés peuvent être précédés du signe — ; ceci importe peu.)
Nous posons : y, = «, , jtj 4- L, et nous avons m carrés (m £ n).
Supposons m = n. Si nous écrivons le jacobien des formes j^u ^2,^3, ..., ^,/, comme j^, contient x,, et puisque j^-,, Js, •••,J^/i sont indépendantes et ne contiennent pas .ri, le jacobien est non nul. Donc les formes sont distinctes. On verra qu'il en est de même pour le cas m < n.
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Deuxième cas, — Tous les coef&cienls ahh sont nuls. On
aura
F = lax^XxX^-^ a^i L -H x^\ -- Q,
L el A élant linéaires et Q élant quadratique en x^^ ^9, ..., x^. f.e changement de variables
ramène au cas précédent. Donc la démonslralion est faite.
Il est clair qiie la décomposition en carrés peut être faite d'une infinité de manières et qu'on ne saurait obtenir plus de n carrés indépendants puisqu'avec n paramètres on peut former au plus n formes linéaires indépendantes.
Poussons pins loin cette élude.
Si Ton connaît les éléments du Calcul intégral, on devine que les demi-déri\ées partielles X,, X2, ..., X^ vont jouer un rôle capital. On appelle discriminant leur jacobien
A^!la/,/,||.
Edectuons la substitution
3r\ = Ail X\-^ fi\tyt-^'.>-^fi\ii Vu.
^t = /'SI ri-+- ''« ri-^- • .-^ f*tn y,,,
lhi\y\ -K...-h hnnyn-
le module de la substitution M ee^ || A/y || étant non nul.
()uand F est alors exj)rinié en y^ appelons \\ la demi-dérivée en y,, etc.
La règle de dérivation des fonctions composées donne immédiatement
\^^ /tu \l4-//îi\i-r-...-4- hn\\,t
et nous avons
Exprimons cx|>licitement les \ en fonction des x^ nous avons Vj — A,,a™i-h Aji^-j-f-. . .-+- A,M-^/i,
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Donc le déterminant des A est le produit des déterminants M et A
Si maintenant nous écrivons F sous la forme SSi/,A i'aJ^'a nous avons
Comparons cette valeur de Y avec la valeur [nécédenle. Il en résulte
Soit donc posé
A:-!ift/,Aii.
on a
A'=:M||Ao|| = M*A;
d'où cette proposition :
Théorème 11. — Si Con fait^ dans une forme quadratique^ une substitution de module M non nul, le rapport des deux discriminants de la forme ^ correspondant aux deux systèmes de variables^ est M-; les deux discriminants s annulent en même temps.
Théorème 111. — Si une forme quadratique de n variables peut se réduire à une forme quadratique de h variables f^, /lï •", fkt Ic's fêtant des formes linéaires^ indépendantes, des x^ le discrimant est nul ainsi que tous les déterminants d'ordre {n — i), {n — a), ...,(/»• -h i ), tirés du même Tableau.
Supposons, en effet, qu'on puisse écrire
Evaluons X, en fonction de <ï>, nous avons
' '" 'J^\àf dr, ^'"'^ df.âxj'
c'est-à-dire
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DoHC les II fondions linéaires X peuvent s'exprimer en fonction des A* variables /; nous avons, par suite, un déterminant tel que
ai, ... «u
«Ai . ■ • «/.A
non nulj tous ceux d^ ordre supérieur à k étant nuls^ d'après la théorie des formes linéaires.
Théorème IV. — Réciproquement^ supposons le discriminant nul, ainsi r/ue tous les déterminants jusqu^à tordre k exclus, on aura^ les fêtant des formes linéaires indépendantes.
Nous avons, en eflet, la possibilité, en vertu des hypothèses, d'exprimer Xa_j.i, X^t^-j? •••? X,, en fonction deXi, X.^, X3. ..., X*.
Posons, par définition : X, =/i, X2 =/2- •• •> ^^k^fk et prenons des formes linéaires g^^ gi-, ..., ^«-a, arbitraires, avec la seule restriction de former 9\ccf^f2^ -.^^fk nn système indépendant.
On peut donc exprimer x^^x^, . . .,x,/ en fonction des nouvelles xariables/,, ..^yfkjgt ..., gn-k^
Soient Q, Qi des symboles de formes quadratiques, B un symbole de forme bilinéaire (ne contenant aucun carré); nous avons, par ce changement de variables,
IVenons la dérivée partielle
/>F _ £Q (>B àfx ~ 0/1 "^ àf •
Mais B contient des variables g et d'autre part -jj- s'expriuie en fonction des/ seuls, donc
Prenons la dérivée partielle
<^/ri " agi ' Le premier membre peut s'exprimer en fonction des seules
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variables y, on a donc
Qi^o.
Donc
Loi d'inertie, — Le théorème que nous allons établir est presque évident de par sa signification géométrique : un ellipsoïde, par exemple, ne peut, par un changement de coordonnées, avoir pour équation celle d'un hyperboloïde.
Soit une forme ^ 7/ iijXi Xj-, de m variables.
Etant données deux décompositions dC une forme à coefficients réels en sommes algébriques de carrés de formes linéaires indépendantes^ ces décompositions contiennent te même nombre de carrés précédés du signe — ^etde carrés précédés du signe + .
Il résulte de ce qui précède que les deux décompositions contiennent le même nombre de variables indépendantes. Ecrivons
et montrons que p est nul. Écrivons le système suivant
- . ( yn+\ — yn-ht = yn-hi = '" = ym =0,
^ Zi — 32 — 53 — ... — Sfi-p — O
et remarquons que les valeurs des x tirées de ce système n annulent pas tous les autres termes Zn-p^t-, Zn-p^2t •••? ^w Il faudrait qu'on ail, pour cela
i ^n-p-i-l =■ «1^1-+-. . .-H 3[„-pZn~p-h P/i+i^/n-i -+-...-+- pm^/n.
c'est-à-dire (m -i- p — n) équations entre lesquelles il serait possible d'éliminer les (m — n) variables j^«^i, . . ., ym-
Ainsi, du système (If) on déduirait au moins une relation entre Zt^Zij ..., Zm- Or ceci contredit l'hypothèse de l'indépendance des z. Donc les z ne s'annulent pas tous, avec le choix fait des x. Au système (1) adjoignons l'équation (i) z,n = i, ce qui donne un système de (m — /?-|-i) équations pour m inconnues; pour les
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\aleiirs x correspondantes, nous avons, d'une pari,
F = A, ^î -+-... -i-A„j-J^o, d'autre part,
Il existe une contradiction, qui ne tombe que si p = o.
Transformations orthogonales, — Nous devons étudier une classe spéciale dé transformations linéaires
xt = a/1 yi -h a/î ^, -h . . . + «/« j« ,
la distance étant conservée, c'est-à-dire a\ant posé la condition
(0 a:î-h...-harj = ^î H-. . .H- J'î ;
nous avons donc
D'où la condition nécessaire et suffisante
I pour i = j\
auaij-haaaij-i-. . .-T-af,ia„j =
o pour i ^ j.
Théorème I. — Le module est égal à ±\,
En efl'et, d'après (2), si nous formons le carré M- du module, nous avons
D'où M = ±: I . On a la valeur -h 1 si les deux systèmes d'axes x ely ont la même disposition, c'est-à-dire si Xi coïncidant avec^v (/ r= I , 'Ay .. ., n — 1), x,i coïncide avec y„. Le signe — correspond au cas où, dans ces conditions, Xn coïncide avec — yn.
Théorkme II. — Soit M=r-f-i, chaque élément est égal à
FRACTIONS IMPLICITES. INOBPENDANCB DES FONCTIONS
son complément algébrique. (Pour M == — i, Télément est égal au complément changé de signe).
Ecrivons, en détail, le système (a)
«I I «ly -^ «îl «1/ + ■ . -^- ««1 «/ly = O»
«II «ly -t-«««îy-+-- • •-+- ««j anj=^ o,
axjaxj-^ = i ,
«l«<ï|y-+-«I/i«îy^-- • •-•- ^nn^nj^^ O.
Résolvons par rapport à
«ly» «îyi •••» ««y-
Nous avons, d'après la règle de Cramer,
M aij = o A II -h o A|j -+-...-+- 1 A/y = ... -4- o,
c'est-à-dire
aij = A /y.
Forme canonique, — Une forme canonique est une forme simple, obtenue par une transformation linéaire (un changement d'axes). Nous ne donnons que des éléments de théorie, sinon nous devrions parler ici de groupes et à'invarianls.
Soit
et soit la transformation
donnant la forme canonique
Nous avons conditions, pour cela, et /?- inconnues.
Donc le problème a une infinité de solutions.
Si, en plus, on veut que la transformation soit orthogonale, on
devra avoir
devra élre /2£//pour /^^y el égal à un pour/ =j. bn loul ^ conditions.
Dans ces conditions, on aura ri^ équations el n- inconnues,
Ecrivons donc
(3) U =^oih(bih^\-^"--^b„nT„)^,
Écrivons que (i) el (3 ) sont û/entiques, d'où
h Regardons i comme constant, el écrivons
aa — ^ibiibii -+-...-+- inbinbm.
Uin = »! bii bni-h" -h<Xn bia bnn-
Résolvons ce système linéaire par rapport à
(%xbn) ... (%nbin\
Le déterminant est égal à un el tout élément est égal à son complément algébrique. Cela donne
%j hij = Uix b^j^ an 6jy -+-... -t- «/« 6„y. Faisons alors / = i , 2, 3 . . ., nous avons le système
(an— ^j)bij-^aiihij-i'. ..-^axnbnj= o, rt,i6,y-i-(a,i-i- ij)b^j-^. ..-hai„b„j= o,
a»ïbij-^.,. -h (ann— ^j)bnj=^ o.
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Donc les a sont les racines de Téqualion que nous avons déjà étudiée (t. I, Chap. IV)
an—x ail ... ain
Avec celte équation, on retrouve le théorème fondamental (*).
Invariants. — Quand une substitution linéaire transforme yiaijXiXj en ^bmnymyn^ toute fonction des coefficients qui est multipliée par le déterminant D de la substitution, ou par D/', se nomme invariant {p étant entier).
Par exemple, le discriminant est un invariant. Prenons la
forme
^aijxixj— s{x\ -h. . .-+- ^î),
son discriminant est un invariant, quel que soit s. Si nous faisons une substitution orthogonale, de module D =: + i, nous voyons que tous les coefficients de ce polynôme en s sont des invariants absolus j c'est-à-dire des expressions absolument invariables numériquement.
Ceci est utilisé par les géomètres.
La théorie générale des formes est difficile, incomplète.
Signalons ce théorème : Si l'on excepte les formes binaires, les formes quadratiques et les formes ternaires biquadratiques, la forme définie la plus générale de son degré n'est pas décomposable en une somme de carrés d'autres formes en nombre fini (-).
Remarque. — Si nous avons rappelé ici les théorèmes classiques sur les formes quadratiques^ de même que, dans le Tome premier, nous avons repris la théorie élémentaire des équations linéaires el des déterminants^ c'est parce que toutes ces théories, en prenant une infinité de variables^ donnent des résultats sur les équations intégrales.
( ^ ) Voir Maxime Bôcher, Einfuhrung in die hôhere Algebra (Teubner, 1910).
(') Théorème de M. Hilbert. Voir H. Poincaré, Rapport sur le Prix Bolyai {Bendiconti del Circolo di Palermo^ l. XXI, 191 1).
Au sujet des applications aritlimétiques de la théorie des formes quadratiques, on pourra consulter P. Baciimann, Za/iientheorie^ vierter Thcil. Leipzig, 1898.
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Quand un noyau a des singularités infinies^ il peut arriver qu'un noyau itéré n^ en ait plus. Sinon, dans le cas contraire, on a un noyau singulier; la méthode de M. Fredholm n'est plus valable et il faut employer les méthodes de M. Hilbert ou de MM. F. Riesz et E. Fischer, de MM. Picard et Poincaré.
Ces méthodes reposent sur la théorie des équations et des formes il une infinité de variables (*).
(') Dans ses Mémoires sur les équations intégrales, M. Hilberl étudie les formes quadratiques d'une infinité de variables. Sur cette théorie, voir : K. Hellinoer, Dissertationj Gôttingeo, 1907; Journal fiir die reine und angewandte Mathemaiik^ Band 136 (1909) et encore divers Mémoires de Friedrich Riesz et Otto Tœplitz, parus, comme ceux de M. Hilbert, dans les Nachrichten der K. G, der Wissenschaften zu Gôttingen,
Pour la Bibliographie détaillée, voir T. Lalesco, Introduction à la théorie des équations intégrales^ Hermann, 191 •«.
Nous emploierons la terminologie du calcul des variations en distinguant ïextremum libre et Vextremum lié.
I. Extremum libre. — Nous rencontrons ici des problèmes supérieurement difficiles et dont les cas les plus simples ont pu être résolus parce que des considérations géométriques, mécaniques, étrangères à la pure Analyse, ont guidé.
Nous ne pourrons guère faire autre chose qu'énoncer les difficultés.
Vn maximum ou un minimum s'appelle un exlrenium»
La figure ci-dessous montre les trois sortes de maxima (|ui peuvent se présenter :
Kig. 1.
En A, nous avons la tangente horizontale; maximum relatif.
En B, nous avons la tangente horizontale; maximum absolu.
Le maximum absolu aurait pu être au point C quoique la tangente ne soit pas horizontale. Au point C la fonction est plus grande qu'en les points tout voisins. Au point D, elle est moindre qu'en les points voisins.
ici, B est le maximum, D est le minimum.
Nous supposerons les fonctions définies à droite et à gauche du
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point considéré. De plus, les fondions el les variables sont essentiellement réelles.
Une fonction /(j:, y, 5, ...) estmaxima en un point (a, 6, c, ...) si Ton peut fixer un nombre posilif e tel que, pour |/(?|, |/r|, ... moindres que t on ait
Dans les mêmes conditions, il y a minimum si l'on a f(a-^h, b-^ k, ...)— /(a, b, . . . ) > o.
Prenons une fonction d'une variable f {x)] elle est croissante dans un intervalle contenant :r et j^ lorsque
est positifs décroissanle dans le cas contraire.
Si la fonction est dérivable, on a les critères suivants
f'(x) <^o^ croissance; /'(x) -^o, décroissance.
Il ne peut donc exister un maximum ou un minimum que si f\x) est nul ou cesse d'exister.
Supposons les dérivées d'ordre i, 2, etc. nulles, écrivons la formule de Taylor
Nous avons immédiatement ce résultat :
Si la première dérivée non nulle, en «, est d'ordre impair : ni maximum ni minimum.
Si l'ordre est />air, dérivée négative : maximum] dérivée positive : minimum,
Si/'(^) est discontinue en a et passe du signe H- au signe — , maximum; du signe — au signe 4-, minimum.
Cette discussion est trop facile pour que nous insistions.
Passons aux fonctions de plusieurs variables.
Laissons toutes les variables fixes, sauf une; il est clair, d'après ce qui précède, qu'il ne peut exister un maximum ou un minimum que si la dérivée partielle par rapport à cette variable est nulle ou cesse d'exister.
MAXIMA ET MINIMA. l'i
Maintenanl, la formule de Taylor, si elle est applicable, ramène le problème à l'étude des formes.
Une /orme est un polynôme homogène de n variables.
Elle est dite définie si elle ne peut s'annuler que lorsque toutes les variables s'annulent.
La forme est générale si une transformation linéaire (changement d'axes) ne peut réduire le nombre des variables.
Si une forme esr définie, elle est générale. En effet, supposons :
Gomme on peut annuler y^ et y., sans annuler tous les x^ la forme / ne serait pas définie.
Une forme est dite semi-définie si elle est ^o ou bien ^o, pouvant s'annuler sans que toutes les variables s'annulent.
La forme est indéfinie si elle peut prendre des valeurs positives et négatives.
Soit une fonction /(j7,>', z), possédant des dérivées d'ordre n continues. On peut alors appliquer la formule de Taylor
/(:r„-4-A^ JoH-Ay, Zo-^le}'=^¥(n = j^ F«(e) o<6<i.
Nous supposions, pour simplifier les notations '-/{^o^yo, z-o) =o. On sait que F" est une puissance symbolique
Ceci est une forme en h, k, /, de degré n.
1° Si cette forme est indéfinie, ce qui a toujours lieu quand n est impair^ F" (o), peut changer de signe, quand /i. A', / varient.
11 en sera de même de F"(6), à cause de la continuité, donc le point (xoj jKoi ^o) né peut être un extremum pour la fonction.
2" Supposons définie la forme F"(o). Nous écrivons maintenant
/(^o -H A, J'o -^- A-, 45o + /) = -7^ F« (o) -+- R„_H,. Nous supposons les dérivées d'ordre n-\- i continues, pour pou-
voir ocrire ceci; nous avons n -M Rn-M=F^^-^'(0')
Grâce à la coiUinuitc des dérivées, on a
««^. = /"- (£^ - ^.) -••-''- (gï - ^>) .
£,, . . ., t^ tendent vers zéro avec A, A*, /. Posons F'»(o) = C„.
R/i+i peut se mettre sous la forme
A(Ai)-+-/:(Aî)-f-A6,(BJ) + ....
Les termes entre parenthèses sont des formes de degré n. Soit A„ l'une quelconque de ces formes. Montrons que (A;,:C«) a un maximum et un minimum finis^ lorsque A, A, /, prennent des valeurs quelconques, non toutes nulles. A cause de riiomogénéité nous pouvons, dans A„ et dans C„, remplacer A, /*, / par
On a alors
ce qui exclut le point h' = A' = /' = o, comme il le fallait.
( A„ : C«) est alors une fonction continue de h', k\ /'. Elle reste donc bornée, puisque chaque variable se meut dans l'intervalle ( — 1, +t).
Donc nous avons
( Rn-i-i : Crt ) ~ o pour
Donc le signe de
est le même que celui de F"(o) lorsque A, /r, /, sont assez petits. J)onc il y a maximum si la forme C„ est négative^ minimum si la forme est positive,
3" F"(o) est semi-définie. Dans ce cas, nous ne pouvons rien
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conclure parce que le rapport (R«+i : C») peut contenir un terme tel que
Les variables étant indépendantes^ le rapport n'est pas forcément infiniment petit avec A, /r, l (n = 2/i').
Donc, ici, F"<'o) ne donnée plus le signe de la diflerence f{xQ-\- h, . . .) — /{xq, . . .) et l'on ne peut plus conclure.
Exemple : Fonction de deux variables.
àa db
Oa'i ' da
Etudions
AG — B*< <), /i/ maximum ni minimum.
A > o minimum ,
AC — Bî>o ,
A < o maximum,
Pour V = o, on a
AG — B«<o.
on a alors
le signe peut changer : ni maximum ni minimum. Enfin si l'on a
AG - Bî = o
on peut faire la discussion en se servant des développements des racines infiniment petites d'une fonction implicite (*) (Polygone de Newton), pour le cas des fonctions de deux variables.
II. Eztremum lié. — Soit un point P sur une surface S et soit OP la dislance à l'origine.
(') Cours de M. C. Jordan, t. ï, p. 383. — Voir lea Notes de M. G. l»eano, dans le Caicolo diffère nziale de X. Genocchi (i884).
Si nous cherchons Vextremuni de OP, P parcourant la surface, nous avons un extremuni lié.
Le problème général est celui-ci : trouver les extrema de /o (^1 î ^2> • • • ^«)> dans un espace E„, avec les relations
Bien entendu, /i, /2, ..,,fp sont indépendants. En réalité, nous pouvons écrire
Nous sommes dans un espace à n — /? dimensions. Nous avons
Tê.-'-'
ij = i,a, •; — ,p).
De plus, en un rxtremnm, nous avons
Les deux formes linéaires de diflérenlielles ne sont donc pas distinctes, d'où résulte :
dXi ^ ^ dxi
Nous avons donc {n-^p) équations pour [n -\- p) inconnues, de sorte qu'on pourra généralement résoudre le problème.
Réciproque. — Soit un point (j?J, ..., x^^) où les équations précédentes sont satisfaites.
On pourra déterminer les constantes À donnant, en ce point,
^/= C?(Xo/o-+- X,/i4-. . .H- Xp/^) = o.
Nous écartons le cas où Ton aurait il j a indépendance, d'où
D(j7i, . . ., Xp)
(lliéorie du Jacobien),
Ceci ser\ira à déterminer À|, . . ., A;,, en prenant Ao= i. Alors, dans E„, df se réduira à
Nous avons donc, dans Tespace à (/? — p) dimensions : àf . àf ^
Mais ici, les variables sont indépendantes, d*où
iixl^, Ox%
En résumé, la condition nécessaire pour t extremuni s'obtient en posant
III. Applications. — Exemple. — Exlrema de la fonction
IJ = x*y^ . . . 0{a — 27 — ^ — . . .— 0^ a\ a, Ji, ..., X, [JL sont donnés. Posons V = 4^ ; nous pouvons
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remplacer V par V. Ecrivons
àar " '^ X a — x — y
lit t «— a: — j'--...— /
T V t fl — T — Y — ... — f
J/exlreniuni correspond donc aux valeurs
Xo= aa: Ca-î- [i -+-. . .-h ;jL), ....
Soil Vo la valeur correspondante de ^ .
Posons
X = r„-t- \(x — xq)\ y =>'o-r \{y — yo)\
afin d'éludiei' la différence
l^a formule de Taylor donne
A — — i liij^lZljm! h^L^^ — >>'»)' _ (r -Xa-h,..^'t — (o)n
- 2L ^î "^ rî ""'"' '* (a-x»-. ..-/,)« J
en posant
./-, = .ro-H Xi(./' — JTo). ...,
o<Xi<i.
Le point (toî • • j ^0) donne donc un maximum.
Applicatioas. — Axes cfune section centrale d'une quadrique.
Soient la quadrique
Ax* -f- A'^* -H A" 5* -h X Byz 4- '?. \i'z.r -h >. B'.rj' -h 1 =
e( le plan
Ix -+- m>' - - /i5 = o.
La fonction dont on cherche l'extreinum est /•*= x^-h y^-^ 5*.
UAXIMA KT MIMMA. 3l
Formons la foncllon F =/« H- X/i -i- [jl/î et annulons les dérivées, d'où
jr-hX/ -^ ix(A. x-h \Vy -hW z) = o,
^-t-Xm + |jL(B'j- -4- A'j + B z) = o, 5 -4- X n -f- ;jl( B\r -+- B ^ -H B' 5 ) = o.
Multiplions la première équation par x, la seconde par j^, la troisième |)ar z et ajoutons; il vient
On a alors
^•(1-+- Arï)-4- vB'r* -i-^B'/» -hX/ = o,
a-B'/* -+-^B/* -H 5(i -H A"/»)-*- Xn = o,
équations linéaires et homogènes en x, j-, j et X; l'élimination de ces quantités donne
i-hAr» BV»
BVî I-+-AV»
-+-A'rî
équation du second degré en r^, qui donne les carrés des deux axes de la section.
Axes dune quadrique, — Écrivons l'équation de la quadrique, rapportée à son centre, sous la forme
o étant homogène. Formons la fonction
F = J*' -7- ^* 4- 5* — 5 [ o ( ar, ^, z) — I j .
Annulons les dérivées F^, FL V, ; nous avons une équation en 5, sous forme de déterminant, déjà étudiée (*), dont les racines sont réelles si les coefficients de o sont réels.
On a, par le théorème d'Euler,
(MT. I, p. lo'i.
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Soît donc Si une racine de l'équalion en s, correspondant à un axe. Pour 5 = 5/, on a donc
F = Si.
Les racines s/ donnenl les carrés des axes.
Exemple, — La théorie des fonctions entières nous conduira à étudier les extrema de la fonction
(1) G(/-, O) = -^^^^ Kl I - W I -+- /• COS<p H- - COS2? -f-. . .-h •-- cos/?(p ,
u — r c'?, 1 1 — u\^= i-h r- — 2 /• cos ^, Rappelons qu^on a
et posons q = re'?, nous aurons
Le dénominateur est égal à |i — a l**^ et nous pouvons séparer les parties réelles el complexes, d'où les sommes
A = /-cos'f -h r- cusacp -{-...-+• rP cos/?<p, B = /' sino -{- r* sin*;icp h-, . .-f- rP s'inpo.
Or nous avons
-7- = r - --41(1+ /•*— Î/COSO)) — B L
-- =— i- G-r- -—-T - --4l(i-+- r« — 2/coso;h .
rJr /• rP-*-^ l^z Or ^ '^ /• J
D'après le calcul de A et de B, on obtient
(2) _ =___(sin/?-^iç-rsin/>ç),
(3) -7-= G H i r-lrcosiî© — coso -t- i<p;.
' dr r r\i— u\^ ' * ^ ^^
fiC
Annulons —et alors la formule (3) donnera Textremum de G, que nous écrirons g.
Premier cas : o = 0, l'expression (2) s'annule, et l'on a
Deuxième cas : -^ = t:, (2) s^annule encore et nous avons
( — I )/' I ** />-f-i r-hi
Troisième cas : © ^ Kt: (Rentier). Alors on a
et il en résulte
/• = siup H- I 9 : SI n/?cp,
M = r(cos'i -f-t sino) = i h — : — L-eK/i^-u? ^ sin/7cp
sin/»ç
Montrons que l'on a constamment l'inégalité (4) sin/?9: sinç-1/9.
Cherchons les extrema dey = sinpx : sinx. Annulonsj^', ce qui donne
" Xo ^ o, nous avons
smpj'o— —
p siiiâ^o
l^our /? >- I , on a
y/i -H p- laiig*a:o ^/cos^x^-h /?* siii-w^'o
cos^j: h- p^ sin'^ > i.
Ceci démontre Finégalilé (4)-
:>." Xo= o. L'inégalité (/{) est encore vérifiée. Cela résulte de ce (|ue l'on a, pour x o^ o,
sina:r f>^ %x.
D'où enfin
gi^
Revenons à «^q, [>our montrer {|u'on a, pour la \aleur r^ correspondante,
(') O. Blumentiial, Fonctions entières, un vol. de la Coll. Borel (Gaulhier- Villars, 1910) el A. Denjoy, Sur ies produits canoniques {Journal de Matfiématiq ues pures et appliffuées^ 1910).
ôG
Traçons la courbe —^ = o, cVsl-à-dire
Pour » = o on a
En ce point, la tangente est \f¥licalc-*clv la courbe* esl située à gauche de la tangente. Les angles o et © -j- t: donnant la même valeur, nous ferons varier o de o à t:.
L'origine est un point multiple d'ordre p dont les tangentes sont
'^ = jrn ^^ = ''-^ />)•
Nous avons (/> — i ) directions asyniptotiques
^ = ^ (i:=,,.,3,...,^rr7).
Considérons seulement la boucle entourant le segment f o, )*
et les quatre régions séparées, autour du point > par la
Fig. X
boucle et par l'axe horizontal, régions désignées par les chiffres 1, II, lïl, IV de la figure ci-dessus.
Région I
do II
/• < — ^ î et ? > o ;
r sin/?9 < sin^-Hiç;
Région II : on a
d'où le résultat conlraire
Donc, dans la boucle enlourant Tel II, -ït* passe du négatif au
positif avec o, on peut avoir un minimum, mais non point un maximum.
Ce sera le contraire, dans les régions III, IV, -r- passera du
négatif au positif quand o passera du positif au négatif. Donc, on ne peut avoir un maximum que pour /•>
Nous avons donc, soit pour ^'o, soit pour ^«, soit |)Our g^^ ' g'^^-^" Ce résultat est capital dans la théorie des fonctions entières.
FONCTIONS SYNECTIQUES. — INTÉGRALE DE CADCHY. MAJORANTES.
I. Fonction synectique. Intégration et dérivation. — La théorie (les fonctions d'une variable complexe (très mal nommée théorie générale dr s fondions) n'a pas besoin d*étre justifiée auprès des analystes, grâce à sa beauté remarquai)ie et à sa simplicité.
Mais ceux qui n'ont en vue que les applications peuvent se demander ce que vient faire la variable imaginaire dans des intégrales, des équations différerilielles réelles, où la solution réelle importe seule?
On trouvera la réponse péremploire dans une conférence de M. Painle\é ('); disons seulement ceci :
Il peut arriver que, pour le calcul d'une intégrale réelle, le chemin d'intégration complexe donne plus de facilité. En outre, c'est grâce à l'intégrale complexe que l'on aperçoit bien la double périodicité des fonctions elliptiques, etc.
Inutile de citer d'autres exemples. Avançons d'abord, et puis la foi viendra, comme disait d'Alembert.
Si, un jour, des méthodes, aujourd'hui insoupçonnées, permettent d'éviter le chemin complexe, d'aller directement du réel au réel, les fonctions synectiques de Cauchy resteront cependant, dans l'histoire de la Science pure, le point de départ d'une évolution d*une importance capitale, et une découverte aussi importante (|ue celle de Leibniz et de Newton. Rien, d'ailleurs, pour rinstant, ne fait pré\oir que la théorie des fonctions synectiques soit sur le point de disparaître pour ressusciter dans une harmonie supérieure et plus riche.
( ' ) Congrès des iiiaihéniaiiciens de 1904 ( Heidelherg).
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Définition de Cauchy, — Pour obtenir une \l<if('l)re gént'rale, on introduit le symbole / tel que Ton ait
Prenons la variable z=: x -\- iy. Soient deux fonctions continues, réelles, P (^,JK)? Q (-^j ..k), ajantdes dérivées premières continues (nous reviendrons sur ce point); formons la fonction P-f-tQ; prenons la différentielle totale rfP -j- iV/Q, comme pour obtenir la dérivée de/x- Cauchy nomme fonction synectique une fonction P 4- «Q telle que le quotient (rfP-f-«V/Q) : (dx -h idy) soit indépendant du chemin suivi pour arriver au point (jt, y)^ ne dépende que du point (x,y).
Alors (P 4- /Q) aura une dérivée comme les fonctions réelles
dérivables. Or, soit
(a -¥- bx) \{a' -^ b' x)\
pour que cette expression soit indépendante de x, il faut et il suffit que sa dérivée soit identiquement nulle, c'est-à-dire
Appliquons ce résultat à la fraction
d?-\-idi) dx ->r i dy
11 faut que ce quotient ne dé|)ende pas de -~^« Gela donne
ÙV .00 àP .dO ôx dx _ Oy ày
condition qui se dédouble :
Ox '^ Oy^ Oy ~ Ox
Si ces deux relations sont vérifiées pour tous les points :r, y situés dans une région D du plan, la fonction P-hQ/ aura, dans D, une dérivée par rapport à 3 = »r -hyi] la valeur de celle dérivée s'obtient en faisant dy = o, par exemple; d'où
d ,,, .^ OV .OQ ^.^ dz ^ Ox Ox Ox
38 ruAPiTBB m.
Celle dérivée esl aussi une foncliou de :;, sjneclique. La vérificalion est iinmédiale, d'après (J).
x\insi, d'après Caucliy, P -f- Q* est une fonction sj^neclique de z si les relations (I) sont vérifiées; il en résulte qu'on ne peut choisir arbitrairement ni P ni Q : car en dérivant les idenlités (I) par rapport h y et à x on a immédiatement
c'est-à-dire, A élanl le symbole du Laplacien.
\V = o, aQ = o.
Nous somuies ainsi ramenés au Principe de Dirichlet^ établi précédemment, au moins dans les conlours les plus simples (* ).
On peut se donner les valeurs de V{x^y) sur un contour fermé, la fonction harmonique P est alors définie dans le domaine intérieur. D'après les conditions de synectisme, P élant connu, rfQ esl connu, donc Q est déterminé, à une constante additive près.
Nous voyons donc bien comment on peut construire Aes fonctions synectiques^ définies dans une aire.
Intégrale complexe, — Il esl d'abord entendu que tous les contours plans dont il sera question sont simples (sans point multiple), à moins que le contraire ne soit précisé, et recti- (iables. Par exemple, le contour sera du type N. F. I. ou, plus simplement encore, formé d'un nombre fini de segments sur chacun desquels les dérivées x' (t), y (t) sont continues. Soit un arc de courbe AMB situé dans un domaine d'existence d'une fonction syneclique /(-), dans un domaine D où P et Q ont des dérivées premières continues et satisfaisant aux identités (I).
Procédons comme dans la définition de l'intégrale simple ou curviligne, en décomposant le chemin A.MB en tronçons infiniment petils. On aura
lim S/(2«) A5,i= \\n\y:[V{xn,y,i)-hiQ(:r„,y„}](lXn^i^yn) rrz Ç Pdx -Q(Jy~{-i f Pdy-^Cldx,
( ' ) Tome I et «lernicr Chapitre du Tome II.
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I^es intégrales ont un sens, P et (J étant continus, et le contour étant du type N. F. I.
Théorème de Cauchy. — En vertu des conditions de synectismes cette intégrale, que nous représenterons par
Ç ^ f{z)dz,
ne dépend pas du chemin suivi pour aller de Zq à :;<, si le chemin reste dans un domaine où la /onction est toujours synectique et uniforme.
Vu lieu de dire synectique et uniforme^ nous disons holomorphe.
Parfois, on remplace le mot holomorphe par le mot analytique.
Cette terminologie aurait besoin d'être mieux précisée.
Nous donnerons plus loin la démonstration de M. Goursat.
Voici celle de Riemann (*) •'
Soit C un contour simple, entourant un domaine (C), dans le(|uel fz est holomorphe. Nous avons (t. 1, p. 191) :
Les dérivées étant continues et satisfaisant aux conditions de syneclisme, on a
c étant un contour fermé.
On peut dire, aussi bien, que l'intégrale prise entre deux points Zq et z a. une valeur indépendante du chemin suiin^ pourvu cependant que le chemin reste dans un domaine où le syneclisme a lieu sans aucune exception. Posons
¥{z)= f f(z)dz= f Vdx — qdy-hi f Pdy-^Qdx.
(>) M. C. Jordan donne une très belle démonstration dans fon Cours.
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Or, on sait que Ton a
P(:r,7)=^ f Pdx-qdv
etc.
On reconnaît ainsi que F{z) est synectir/ue et a pour dériK'êef[z).
Donc, toutes les déri^^ées de f(z), qui est synectique, existent et sont synectiques et, de même, toutes les intégrales successives sont aussi synectiques.
Nous retrouverons l'équivalent de ceci, par l'emploi des séries, dans le Chapitre suivant.
Nous appliquerons souvent le théorème sur Tintégrale sous la forme suivante : soit un contour simple F qui entoure complètement les contours simples C|, Co, . . .
jNous supposons essentiellement /{z) uni/orme ou monodrome, c'est-à-dire n'ayant qu'une détermination.
Supposons fz holomorphe dans le domaine compris entre les courbes F, C,, Co, ... ( /t.ir. i)- Traçons une coupure x\B, V'IV,
i^'ii;. i.
entre F et C|. Traçons, de même, une coupure reliant F et C^, etc. Nous pouvons alors, sans aucune interruption, parcourir le bord du domaine ainsi limité, dans le sens positif (voir les flèches sur la fîtçure); on a, en vertu du théorème précédent,
Or on a d'où
/^^ f- r+ f ..Af,dz)^o.
• \H • It'A'
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Celle formule fondamenlale esl obtenue par la considération d'un domaine dont la frontière peut être parcourue d'un trait. Et quand on prend l'intégrale, les coupures artificielles telles que AB, -VB^ donnent un résullat nul, puisque /^ étant uni/orme, a la même valeur^ sur les deux bords, tandis que dz est remplact* par — ds, quand on passe d'un bord à l'aulre.
H. Transcendantes élémentaires. — Dès les cléments, on sait former le carré, le cube, ... de 3. Posons ^ = p (cos cp -H * sin o).
On a
s w = p'rt ( ces //i 9 -h t si n m cp ),
lorsque m est entier.
Nous passerons à des exposants quelconques.
D'abord, remarquons que si l'on calcule
h élant un accroissement complexe, quand | A| tend vers zéro, ce quotient a une limite—» pour | :? | ^ o. Donc la fonction /-=i estsynecti(|ue sauf au points = o.
Parlons de cette remarque et montrons que l'intégrale de/z, suivant un chemin fermé, n'est plus nécessairement nulle si le chemin entoure un point où fz n'est plus synectique. Intégrons la fonction sur un contour fermé entourant Torigine.
Soil il le contour (en pointillé).
Fig. 5.
Comme () est le seul poînt singulier^ c'est-à-dire où le syneclisme cesse d'avoir lieu, on peut remplacer le coniouv fermé C pai
lin autre conloiir/er/?ie, par exemple par un cercle y ayant O pour centre.
L'intégrale ne change en rien, puisque les chemins se transforment l'un dans l'autre par une déformation continue, sans qu'on passe par O.
Or on a, sur y,
z = R(cos9 -4- i sino),
dz = zi d^^
Ceci dit, on peut définir le logarithme Ae (x -H iy), en particulier le logarithme d'un nombre réel négatif.
Logarithme complexe, — L'étude de / -^ \a permettre de
définir le logarithme complexe^ puis les puissances de 5 à exposant complexe^ et les fonctions tri gonomé triques,
La fonction i : z étant synectique dans tout le plan, sauf à l'origine, l'intégrale sera nulle suivant un contour fermé n'entourant pas l'origine. Nous pourrons, de Sq à j, prendre pour chemin :
Fig. 6.
i"un rayon issu de O; 'à'^ un arc de cercle ayant pour rayon |. et O pour centre. Soil
c = p ( cos «p -f- i sin ç ), dz = dp ( cos © -+- / sin 9 ) -r 1 5 <icp ,
d'où
FONCTIONS SYNECTIQUES. INTEGRALE DE CAUCHY. MAJORANTES. 43
Ou appelle logarithme complexe la fonction
(I) £hK*>,
13 n'est défini qu'à iiitz près {n entier); il y a donc une infinilc'^ de logurilhmes de z. Chaque branche de celte transcendante nouvelle est bien séparée des autres si l'on trace, de l'origine à /'mfini^ une coupure que l'on s'interdira de traverser.
Par une coupure artificielle (ainsi nommée parce que le chemin de o à 00 est arbitraire), par une sorte de coup de ciseau, le plan des z est remplacé par un domaine tel que chaque branche du logarithme est définie sans ambiguïté.
Soient deux logarithmes ainsi définis, c'est-à-dire la coupure riant respectée
z = p(coso H- { sinç), Z\ = pi(cos©| -h t sinoi),
£w -+- X^i = £(ppi) -h t(? -i- ?i)- Or, tous les logarithmes de {zz^) sont compris dans la formule £(pp,)-4-/(o i- 9i) -h ■2/2?:* (/lenlior).
Donc la formule du domaine réel
:îL{zz,) = }Lz-^Zz, devient ici
(i) iLn{zzx)-r-inTÛ= £5 -h Jli;ï|,
en désignant |)ar J^o l'une des branches du logarithme de {zzx).
Iinersion, — Posons
£« = 5, M = p(coso -h i sino), z = X -r- ly.
Nous obtenons donc
£p H- t© = or -h «y;
d'où p = c'-^, d'aprrs les éléments, p et ,r étant réels ; cp = >' ; d'où
( J) * /é = e-r(cosçp -+- isino).
I^ar définition nous posons w = ^+0 . Ce symbole n'en l raine pas
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de contradiction puisque, dans les éléments, on obtient, par la série de Tayl.or, la formule
e'? = cosr -H ' sin y.
Mous retrouverons, pour e-, la série de Taylor obtenue dans le 'l'orne I.
Nous remarquons que e-^ est syncctique, quel que soit x réel; que (cosy -i-isuiy) esl synectique, quel que soit^^ réel. Il en résulte que e^ est synectique dans tout le plan. On a, de suite
Donc e^ admet la période 'àtJ^ cY'sl-à-dire f>z— pz^initi (n entier).
Puissances. — Soit m = a-f-JÏ/; on pose, par définition^ Donc
^'«= R(cos<1> -h /sin<1>),
* = P £| ^ -f- a(cp -+- 'xnr.) -f-9. Xt:,
'o étant l'argument de ^, n et N étant entiers. Supposons pj^o, K a une infinité de valeurs. Supposons a irrationnel, 4> a deux
Unités de valeurs, quand // et N varient.
Si ïouJijTC n el M on obtient une des branches de la fonction multiforme 5*" ayant tracé, dans le plan de 5, la coupure o, oc.
Les propriétés fondamentales du domaine réel se compliquent un peu, sansqu^ily ail aucune difficulté. On trouvera, E et E'étanl des entiers, m el m' étant quelconques, réels ou complexes,
( l'indice o indiquant une branche bien séparée);
^/;i ^m' — ( -m-H/M')^ gï7C/{'Mf:-f-m'r:i^
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Dérivées. — Comiiie dans le domaine réel, la dérivée de la fonction inverse est Vim^erse de la dérivée, car on a
Tz lu '=*'
d'où
dz
dz
Si, dans les calculs, on prend une branche bien séparée l^p^? on
pourra écrire
fi dz
(avec la même branche dans les deux membres).
Fonctions trigonométriques, — Le sinus a été développé en série (t. l) par Newton, et en produit infini par Euler (uoir plus loin). La variable étant complexe, nous prenons pour définition les formules déjà rencontrées dans les éléments
('OS5 = , sin5 = : >
sin ^ cosv
tan»:« = » col>5 = -: •
ces -3 sin z
Toutes les formules trigonomélriques étudiées dans les éléments subsistent, bien entendu.
Il faut cependant noter que le module du sinus ne reste plus inférieur ou égal à un (l'oir plus loin).
Immersion, —
La
foi
iiction
arc tang^
est définie
par
= lang//;
d'où
iz :
_ CÎ'«— I
(.îin^l
46 CHAPITRE m.
Prenons les logarilhnies en séparant une branche de chacun
'xiu = £o(' — -«) — iiof« -»-^> -H a Et:/
La fonction u a une infiiiilé de branches. Lne branche de it est bien séparée par une coupure arlificielle allant de H- i à oc, el une coupure de — ik oo.
Ou bien encore, on peut tracer une seule coupure entourant à la fois -f- i et — /.
Sur la figure, nous dessinons un double lacet, étant entendu qu'un lacet est formé d'une coupure recliligne et d'une circonférence entourant complètement le point critique. Soil, en effel, un chemin fermé aw, respectant cette coupure, ce double lacet.
Ce chemin équivaut à une circulation efl'ectuée autour do -f- i\ qui augmente -Ç^oC^ — ^^ a-it/; en outre, à une circulation autour de — e, qui augmente 4^0 (^ -+- ^^ ^'^'•
A cause des signes, l'effet total est nul.
Dérivons, nous avons
.du
dz
De même, la fonction
du
dz
u = arc sin-s
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est définie par
pill /» -iu
z =z sinu =
c'" = iz ± y/i — 5*,
I*osons
iu = £{iz dbv/i — ;;*)• Nous avons d'abord les solutions
M = Mo -4- a E TT.
D'ailleurs on a
(£5-4-/» - z^){iz- -y/i — z^) = — i,
d'où les solutions
U = T. Mo H- 9.Et^.
On dérive suivant les règles ordinaires, d'où
La dérivée a les deux points criti(|ues ±: i.
Une branche de la dérivée est séparée des autres si l'on trace une coupure entourant + i et — i.
En elFel, un contour fermé aco, qui respecte la coupure, équivaut à deux circulations, l'une autour de •+- i, l'autre autour de — i. Posons
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Après la circulalioa nous obtenons
(z — 1)1= Ge'^?+*'«= (z — i)o.
Prenons les racines carrées
Si l'on efi'ecUie un lour complet autour du point -h i, ces deux racines s'échangent.
En effet, la circulation BMB' augmente de itz Targument de {z — i) et de 7î l'argument de y/s — i.
Donc, la valeur de {z — i)* , en B', est égale à la valeur en B, multipliée par e'^= — i . D'où
{z-\)\ en B'=(^-i;f en B.
Dans le cas où l'on envisage la fonction
avec une coupure, formée par deux lacets, par exemple, autour de -r 1 et de — i, l'ensemble de la circulation autour des deux lacets introduit deux fois le facteur ( — i), d'où le résultat 4- i .
Par cette coupure la fonction y/i — ;;- est rendue uniforme.
Par des coupures artificielles^ on rend uniformes les fonctions cilgébriques, qui ont n branches. Telle est l'origine des feuillets de lUemann^ une des plus hautes découvertes du xiv*^ siècle.
III. Généralisations. — Faisons d'abord une remarque. Soit une intégrale complexe
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Zi Z2>"Z„. .. représenlant une subdivision arbitraire en éléments
indéfiniment décroissants.
On a, en général
d'où
fzdz
Ilim2|/(Ç„)| X corder^,, «„+,).
La courbe est supposée rectifiable, on a donc
lim| Zn^i — Zn\ = h'm corde (^n-5„+i)'v/ ds.
Supposons ly^l^M, M étant un nombre positif borné; on a
donc
fzdz
£M X arc(zoZ).
On emploie souvent ce mode de majoration.
So\i¥ {z) wne primitive de la fonction sjneclique /(^), on aura donc
I F(Z) — F(zo)U W X arc(«oZ),
formule analogue à celle que donnerait, dans le domaine réel^ la formule des accroissements finis.
Faisons encore une remarque. Une fonction sjnectique F = P H- t Q résout un problème de Géométrie, la représentation conforme.
Fig. 10. Fig. II.
.xfc.
Au point >So correspond le point F© et Ton a
X étant le module de la dérivée de F, D'A. - II.
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Soient deux triangles infiniment petits qui se correspondent,
abc^ ABC, ayant 5o = a?o4- «JKo et Fo= Po-4- t'Qo pour centres. On
a donc
AB BC GA
ab bc ca vi^w.
Donc les triangles sont semblables^ donc la transformation conserve les angles^ donc on a une carte de plan à plan.
Intégrale complexe généralisée. — On doit, comme dans le domaine réel, essayer de généraliser la définition de l'intégrale.
\^ La fonction a un point critique. — Soit b ce point. Supposons que Ton ait, M étant une constante,
avec, de plus, cette restriction :
Lorsque z tend vers 6, Vargument de z — b reste compris entre deux nombres fixes iùq et (o<. Dans ces conditions, l'intégrale / fzdz a une valeur déterminée indépendante du chemin
suivi.
Bien entendu, nous restons dans un domaine tel que b soit le seul point critique.
Prenons d'abord le chemin rectiligne ab' b et traçons un petit
Fig. 13.
cercle, de rayon r, ayant b pour centre. Soit b\ un point voisin
de 6^ Sur ce chemin, l'intégrale a un sens, car on a
fzdz\f^ o, pour b\ b' ~ o.
il suffit de se reporter à la théorie des intégrales réelles et de tenir compte des conditions (i).
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Prenons maintenant le chemin ab^ b. On a
*^/î6' *'al' ^b'b'
Soient tpo et ©i les arguments relatifs à l'arc b^ V , On a
iLH/;^-'
<Mr»-«(9i — <Po).
Ceci tendra vers zéro avec r.
ayant une limite, / aura une limite et la même.
On peut généraliser encore. Si Ton a
gt étant holomorphe et bornée, la restriction relative à V argument de 2 — b est inutile. C'est facile à voir et nous l'admettons (*).
2" La ligne d'intégration s'étend à V infini. — Nous n'insistons pas sur la démonstration :
On ramène au cas précédent en posant 5=1 : (// — 6) et l'on obtient ceci : Supposons
M étant une constante, ou bien supposons
(ï") /.= fi («>!),
gz étant holomorphe et bornée.
Avec la condition (II), si l'argument de z finit par rester compris entre (i>o et a)|, l'intégrale a un sens déterminé, quel que soit le chemin infini. A.vec la condition (III), même résultat sans restriction relative à V argument de 3 à l'infini.
(*) C. Jordan, Cours d'Analyse, t. II.
Extension du théorème de Cauchy, — Nous avons démontré, comme le faisait Riemann, parla formule de Green-Riemann, que V intégrale dune fonction synectique est indépendante du chemin^ pourvu que les chemins se réduisent les uns aux autres par des déformations continues sans jamais rencontrer aucun point où le s^^neclisme cesserait d'avoir lieu.
Le synectisme suppose, d'après notre définition, que les dérivées premières de P et Q satisfont aux identités classiques et sont continues.
Ceci peut être généralisé.
M. Goursat a démontré (*) que l'intégrale de / (z) suivant un contour fermé ne contenant aucun point critique est certainement nulle si la dérivée f (x) existe. Inutile de la supposer continue.
MM. Montel et Lichtenstein (''*) vont encore plus loin. Donnons la démonstration de M. Goursat.
LfiifME I. — Pour tout chemin fermé y on a
I dz = Oy j z dz ^ o.
C'est immédiat. Il suffit de poser
z = X -\- ijTj dz = dx -\- i dy^
et de regarder les intégrales curvilignes réelles.
Lemme II. — Si dans un domaine (C) limité par la courbe fermée C, la fonction f{z) est dérivable^ il existe un nombre p positifs tel que z et Zq étant deux points du domaine dont la distance est moindre que p, on ait
(^) A = A+(^--»o)(/;,-He),
|£| tendant vers zéro avec p.
On démontre ce lemme par l'absurde. Décomposons (C) en portions indéfiniment décroissantes au moyen d'un quadrillé indéfiniment subdivisé. Si la condition ((t) n'avait pas lieu dans un
(') \\. GouiisAT, Cours cV Analysent. Il ( Guiithier-Viilars). (^; Comptes rendus de V Académie des Sciences^ »9>o.
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domaine partiel quelconque du domaine (C), on arriverait à ceci : elle n^aurait pas lieu en un certain point Z du domaine, défini par une infinité de contours emboîtés les uns dans les autres. Mais alors, en ce point Z, la dérivée/^ n'existerait pas. On voit la contradiction, donc le lemme est démontré.
Théorème de M, Goursat. — Indiquons rapidement le mode de raisonnement.
Puisque la dérivée existe en tout point Zq du domaine, on a
Ceci a lieu uniformément^ c'est-à-dire que, pour | ^ — 5o|<!p, on a
p et Tj étant /?05//(/i et p ne tendant vers zéro que si yj tend vers zéro.
Alors, on décomposera le domaine en carrés de côtés moindres que p, 7j ayant été (ixé ; il restera des aires irrégulières sur le bord, mais cela ne gène aucunement.
On peut remplacer la circulation autour de C dans le sens positif par toutes les circulations autour des petits carrés et domaines irréguliers. Soit l'un de ces petits contours, Zq un point intérieur. Intégrons la partie linéaire
Cela donnera zéro, d'après le lemme.
11 restera
I tu du.
Or on a
I M I ^ p y/a et \du\ = ds,
ds éiani l'élément du contour; d'où d'où enfin
Nous n'avons qu'à faire tendre p vers zéro pour que r; tende
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vers zéro : l'intégrale de contour est déterminée; d'aulre pari, elle peut être rendue infiniment petite : elle est donc nulle.
IV. Formule de Canchy. Séries. — Nous allons obtenir facilement des applications du théorème fondamental sur l'intégrale d'une fonction synectique et uniforme.
Formules de Cauchy. — Soit une fonction uniforme, c'est-àdire ayant une seule détermination et synecticjue, c'est-à-dire ayant une dérivée.
Nous savons qu'on dit alors /« holomorphe. Soit D un domaine à l'intérieur duquel /^ est holomorphe, et soit C un contour simple contenu tout entier dans le domaine.
Fig. i3.
La fonction -^^ n'est plus holomorphe dans le domaine (C),
mais elle est holomorphe si, de ce domaine, on retranche un cercle y ayant a pour centre. La présence de cette singularité a va précisément donner un rôle à /{a). Telle est l'idée de Cauchy. Le théorème fondamental donne
Jr s - a J^z — a
soit, sur la circonférence y,
on aura
z — a = re'? ;
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Ecrivons donc
XA
l'iolégrale du second membre a pour valeur On a
* 'Ny O pour r 'Ny o,
puisque /« est continue uniformément.
Le premier membre est indépendant de r, donc le second aussi;
d'où
6 = pour r f^ o,
El l'on a la formule de Cauchy^
Si 6 est un point extérieur aw domaine (C), on a, au contraire,
^^ r Az)dz
La fonction /(2) est connue en tous les points intérieurs à un contour quand on connaît sa valeur le long du contour : c'est là une importante propriété des fonctions holomorphes.
Calcul des dérivées. — Partons de la formule de Gauchy et
formons le quotient "^^ j- — — — -y faisons tendre h vers zéro,
on obtient aisément la dérivée
•' ^ ^ 27Ci ./ (^ — a)» '
et par des dérivations successives
fi(a) = r / —^ zdz,
•^ ^ 2Tt« J^ (z — a)^ '
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Il est extrêmement facile de prouver la légitimité de ces dérivations (*).
Remarquons, en outre, ceci :
Nous venons d^oblenir une expression analytique qui représente la fonction fz dans le domaine (C) et qui représente la fonction zéro en dehors de ce domaine.
Distinguons donc toujours bien entre une fonction et les diverses expressions analytiques qu'elle peut adopter, dans les diverses régions du plan de la variable complexe.
Développement en série de Taylor. — Soit un domaine D limité par un contour C, dans lequel la fonction /^ est partout
Fig. 14.
holomorphe (synectique et uniforme). Soit un point a, dans le domaine, et soit F un cercle de centre a et de rayon R^, ce cercle étant tout entier intérieur au domaine. Soit x un point intérieur au cercle F ; on a, si z est sur la circonférence^
Ecrivons donc
(0 = — ^- — } I 4-V l ^~^ \ -hp„
^ z — x z — a] Aà\z —al '(
en posant
{z — ay*-^ {z — X)
C) Notons bien ceci. Cauchy pose l'existence de la coiilinuilé de /^ pour définir le synectisme de /^. M. (iuursat montre que Vexistence de/^ entraine sa continuité dans une aire, lin eiïet, f. est continue puisqu'elle est dérivable.
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Parlons de l'intégrale de Caucliy,
dz.
Reportons-nous à Texpression des dérivées de la fonction au point a, et nous avons immédiatement
C'est la série de Taylor et elle converge lorsque x est intérieur au cercle F; ce cercle F est intérieur au cercle F^ de centre a, lequel atteint le bord du domaine D.
De ce domaine, nous verrons plus lard /a définition théorique par le prolongement analytique de Weierstrass.
La formule (2) s'obtient immédiatement par les considérations suivantes. Posons
on a
cette intégrale ayant un module moindre que
Série de Laurent» — Vingt ans après les premiers travaux de Cauchy, Laurent a appliqué cette méthode à Fétude d'une fonction synectique dans un domaine!^ sauf en un point isolé b,
Fig. i5.
Traçons, autour du point 6, un cercle F, de rayon R, intérieur au cercle F^ qui atteint le bord du domaine D.
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El traçons un cercle y de rayon r, intérieur au cercle F. SI nous traçons enfin un petit cercle ayant x pour centre, par la considération des coupures, nous avons immédiatement :
X élanl intérieur à Vanneau circulaire formé par F et y. Appelons z la variable, sur F ; on a
Nous écrivons donc
— X z — ai ^d\z —a/
Appelons ^ la variable, sur y ; on a
— a? X — a] ^à\x—aj \
d'où
Nous savons donc que les restes p,, donnent zéro dans l'intégration, sur F et sur y; il vient donc
les deux séries convergent dans Vanneau circulaire^ et Ton a
intégrales sur F ou sur y ou sur une circonférence intermédiaire. De là résulteront les notions de pôle, de point singulier essentiel et de résidu,
V. Théorèmes généraux. — Théorème I (Li ou ville). — Considérons une fonction f {z)^ holomorphe dans tout le plan de la variable z\ supposons de plus que son module reste toujours
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inférieur à une quantité Jixe M, quelque grand que soit \z\. Nous allons montrer que fa fonction doit se réduire à une constante. Nous pouvons, en effet, développer/(z) en série enlière
f(z) = Ao-l-A.,<«-4-...-+- A,„^'»»-4-...,
et cette série sera convergente à rintérieiir d'un cercle C, ayant l'origine pour centre et un rayon arbitraire R. Nous avons
On a d'où
/•.■;i(o) = A,.= i^ f^dz.
|/(^)|<M, ^=idf, h- 1 = 1;
Or R est aussi grand qu'on veut, donc le nombre A^ est nul (sauf pour m =0), et la fonction se réduit à la constante Aq.
Théorème II. — Généralisation. — Supposons f{z) holo^ morphe dans tout le plan j avec la condition
|A|<M puur |^|>R,
M e^ m sont donnés fixes; R est aussi grand qu^on le veut. La fonction se réduit à un polynôme.
En intégrant sur un cercle de rayon R, le centre étant l'origine, nous avons
d'où
Nous pouvons remplacer R par un nombre aussi grand que nous voulons, supérieur à R et l'inégalité subsisterait; d'où
Donc nos conditions entraînent que/, se réduise à un polynôme de degré m.
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Remarque. — On a posé
e* = e*'(co8^-h isxny).
C'est une fonction holomorphe^ quels que soient x ely*
Donc, si nous considérons les valeurs de e^ sur un contour fermé quelconque contenant Torigine, nous obtenons la série suivante :
IH h '. h... -h -, h...,
puisque e* a pour dérivée e^ et se réduit à i pour z = o. Nous retrouvons la propriété connue, à savoir que cette série converge absolument, quel que soit \z\.
Nous eussions pu d<?/tw/r e* par la série ci-dessus. Une seule chose est nécessaire : ne pas faire de cercle vicieux.
Revenons à la série de Laurent, qui va nous donner des notions nouvelles.
Pôle et point singulier essentiel : i" Pôle, — Lorsque, dans la double série de Laurent, la série des puissances négatives se réduit à un poljnome, on dit que le point singulier isolé a est un pâle.
Si l'on désigne par le symbole 9 une série de Taylor convergente, on a alors, dans un anneau, un cercle entourant a, le développement
et le pôle est dit pôle d^ordre p.
11 est clair qu'alors on a
Le développement 9^ = -^ com^ergera parce que 9 se réduit
à une constante non nulle pour 2 — a = o. Donc la fonction représenlée par i l 9 est sjnectique au point a.
\insi V inverse de / (z) (ne pas confondre avec la fonction inverse de/) aura, au pointa, une racine ou un zéro d'ordre p.
2" Point singulier essentiel. — Supposons a = o.
Lorsque la série des puissances négatives ^b^z " ne se réduit
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pas à lin polynôme, le point considéré est un point singulier essentiel (•).
La fonction, autour de ce point, prend une valeur arbitraire^ à t près y si Von suit un chemin convenable.
Ce théorème capital de Weierstrass a été démontré 1res simplement ^ar M. Picard.
Soit /^ la fonction et soit zéro le point essentiel. Ce point est aussi un poinl essentiel pour
A étant une constante arbitraire.
En effet, si c'était un pôle pour ç, on auraityo = A..
Si c'était un point régulier où o est synectique, / serait aussi synectique. Si <p(o) = o, le point zéro est un pôle de/g.
Nous pouvons donc écrire, les deux séries étant absolument convergentes dans la couronne qui isole Torigine,
Ecrivons la seconde série, qui converge, quel que soit \u\ : B,uH- B,a*-i- B,a»-h
D'après le théorème de Liouville pour |i/|>>R, le module de la série est supérieur à Mr, ce nombre devenant infini avec R. Donc, pour |2| '^ o, on a
D'où
M. E. Picard a découvert la propriété suivante, bien plus profonde : /
Au voisinage (fun point essentiel^ V équation /:= \ a une infinité de racines. Il peut y avoir exception pour deux valeurs particulières de A ('^).
(^) Wbikrstrass, Académie des Sciences de Berlin^ 187O, Il exisle des singularités essentielles autres que celles définies par le développement de Laurent. Ce sont les points où ni / ni i :/ ne sont holomorphes. Ces singularités peuvent former des lignes, des ensembles denses, etc.
(*) Traité d'Analyse^ t. III.
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Nous avons toujours supposé que le poînl, dans le voisinage duquel on Tait Télude de la fonclion, est à distance finie. On considère les valeurs de s d'un module infiniment grund comme formant un point ; on le désigne sons le nom de point de VinjinL II suffit de poser
pour que le point à l'infini dans le plan des z soit ramené à l'origine dans le plan des V.
Les définitions et les théorèmes s'étendent donc sans difficulté au point de l'infini. Celui-ci, par exemple, sera, par définition, un pôle pour la fonction /(^), si la fonction
admet comme pôle le point 2' = o : on aura alors
G(5') étant holomorphe dans le voisinage de 2':=o : donc
/•( 5) = A,„-5"» -h . . . -h Al z -f- G i^-\ ,
Gf -] étant une série entière en -, convergente quand \z\ est suffisamment grand.
Polynômes et fondions rationnelles, — Considérons un polynôme de degré m, nous pouvons le regarder comme une fonction de z ayant, pour toute singularité, le point à l'infini comme pôle d'ordre m. La réciproque est vraie, c'est-à-dire qu'une fonction holomorphe dans tout Je plan, ayant comme seule singularité le point à l'infini supposé pôle d'ordre m, se réduit à un polynôme de degré m. Il est clair, en effet, que, dans ce cas, le rapport
fiz)
reste, à partir d'une certaine valeur de jsj, inférieur à un nombre fixe; par conséquent, d'après ce qui précède, la fonction /(s) doit
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se réduire à un polynôme qui devra être nécessairemenl de degré m, puisque le point à l'infini est un point d'ordre m.
Passons à la fonction rationnelle (quotient de deux polynômes) ; c'est une fonction holomorphe qui n'a dans tout le plan, y compris le point à l'infini, d'autres points singuliers que des pôles. La réciproque est exacte. Soient, en effet, a, 6, ..., / les pôles dey(^), à distance finie.
Soient a, p, ..., \ leurs degrés de multiplicité. Il suffit de former le produit
/(z)(^-a)«...(z-/)^sY(0>
® n'a aucun pôle à distance finie et le point oo n'est pas un point essentiel, donc y est un polynôme et/ est rationnel.
Remarque. — Les notions les plus élémentaires sur les fonctions synectiques nous montrent donc que^ dans lout domaine où le synectisme a lieu, on peut représenter la fonction par une série de Taylor^ convergente dans un cercle intérieur à ce domaine.
Tandis que Cauchy emploie avant tout l'intégrale complexe et que Riemann s'appuie surtout sur le principe de Dirichict et sur l'intégrale curviligne réelle, Weierstrass prend pour point de départ la série de Taylor. Dans le Chapitre suivant, nous nous placerons à ce point de vue.
Remarquons hien que cette propriété de la fonction holomorphe : être développable en série de Taylor^ fait, des fonctions holomorphes, une classe très spéciale de fonctions. Lagrange a bien reconnu le rôle prépondérant des fonctions analytiques, développables en série de Taylor, mais il croyait que toutes les fonctions continues sont analytiques.
C'est inexact. Une fonction réelle, en général, aura une, deux, trois, ..., A: dérivées. Même si elle est indéfiniment dérivable, il n'y a aucune raison pour qu'elle soit analytique (* ).
Les fonctions analytiques ne forment qu'une petite classe, parmi l'infinité des classes de fonctions, mais elles jouissent de propriétés simples qui les rendent beaucoup plus maniables que les autres fonctions.
( *) Thèse de M. E. Borel {Annaiês de l'École normale super iewe, 1B94).
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Nous aurons Toccasion, pour les fonctions réelles analytiques, de voir des développements autres que le développement taylorien, dont la simplicité évidente n'est pas sans apporter aussi certaines entraves.
VI. Fonctions majorantes. — Fonctions synec tiques de plusieurs variables. — Nous sommes encore dans une grande ignorance, sur ce terrain, malgré de beaux et récents travaux (*).
Nous nous contenterons de faire des remarques absolument élémentaires.
Soit/(«, r) une fonction dérivable; posons
/( u, ç') = P( x,y, z, t) -h i Q(ar,7, z, t), a = a? -h iy, ç = z -\" it.
Les fonctions réelles P et Q satisferont à quatre équations aux dérivées partielles d'ordre un (qu'on peut transformer en quatre équations d'ordre deux).
Inutile d'écrire ces équations, dont on n*a jamais fait usage.
Dans cet Ouvrage, nous supposerons, lorsqu'il sera question d'une fonction svnectique de n variables, qu'elle est donnée par un développement taj'lorien absolument convergent, les variables se mouvant chacune dans un certain cercle.
Nous ne nous occuperons pas de définir les cercles de convergence associés.
Il sera entendu que la fonction est synectique dans le domaine défini par
I a — «0 I â '', \v — sffi\^r\
sans qu'on s'inquiète de savoir si les nombres r, r' sont les plus grands possibles; r et r' ne sont pas des rayons de convergence.
(^) M. H. Poincaré a défini les intégrales multiples des fonctions syoectiqaes à plusieurs variables. La question est liée à des considérations de Géométrie de position, ou Analysis situs, qui, dans l'hyperespace, sont extraordinairement difficiles parce que l'intuition de Tespace ordinaire trompe. D'une façon générale, quand on a plus d'une variable, la complication est grande.
Pour donner une idée de la difficulté de ces questions disons qu'un théorème simple, avec une variable : une fonction mëromorphe est le quotient de deux fonctions entières, n'a pu être étendu par M. Poincaré que par un long et savant Mémoire {Acta mathematica, t. Il ).
La question a élé reprise, plus élémentairement, par M. Cousin.
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£n précisant ceci, nous obtiendrons les fonctions dites majorantes^ d\in emploi fréquent.
Fonctions majorantes, — Reprenons la formule capitale de Cauchj,
avec toutes les dérivées successives.
Supposons que la courbe C se réduise à un cercle de rayon R ajant l'origine pour centre, et a = o ; on aura, en posant z = Re^',
Soit M le module maximum à^ fi^z) sur le cercle, il vient
Nous en concluons qu'on peut construire une fonction synectique à l'intérieur du cercle de rayon R ayant pour centre l'origine, dont toutes les dérivées soient positives pour s = o et au moins égales, pour chaque valeur de /i, à la limite que nous venons de trouver pour |/f"^ (o)|. H suffit, en effet, de prendre la fonction
Celte fonction est dite fonction majorante.
Nous verrons son rôle dans la féconde théorie nommée calcul des limites de Cauchy.
Passons au cas de n variables et, pour simplifier l'écriture, soit /l = 2.
Soient des cercles C, C|, dans les plans de x et de y^ tels que, dans les aires (C), (C|), bords compris, f{x^y) soit synectique. Soit M le maximum de \f{x, y) \ quand les points x ely se meuvent dans (C) et dans (C|). Soient r et r, les rayons. ' D'A. — II. 5
Soit a un point de (C) et soit a^ un point de (Ci). On a
dx^
Et ceci donne, en dérivant,
dP^^^JU^aÇi ^ \pjq /•) r /(T,xt)dxt )
Le maximum du module de cette dérivée est inférieur ou égal à
rPrl
Soit, par exemple, a = «i = o, soit la fonction
/(x,y)=^:L\,,gXPy7, on a
Formons ia fonction
rPr'(
La fonction G a une forme maniable, de plus, toutes ses dérivées sont positives, à l'origine, et supérieures aux dérivées correspondantes de/, ce qui s'écrit
On dit que G est une majorante de/; en voici une autre
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Le coefficient de xPy^ est
puisque nous avons n=zp'^q.
Donc H majore plus encore que G.
Passons au cas de n variables, nous avons, évidemment, sans difficulté, les deux majorantes
el toutes leurs combinaisons, telles que
/ Xx\ ( Xt Xz x„\
Il serait utile de posséder des types nouveaux de majorantes, qui majorent finement, pas trop.
Il nous est, malheureusement, impossible de parler ici sérieusement des fonctions holomorphes de deux variables.
Contentons-nous de donner cet énoncé, dû à M. Dulac (*) :
Une série dont les termes sont des polynômes homogènes, à un nombre quelconque de variables, définit une fonction holomorphe, au voisinage de l'origine, à condition que cette série soit uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs des variables, réelles et voisines de zéro.
On peut même aller plus loin :
Soit S/„(a:, ^), /« étant un polynôme homogène de degré n.
Cette série définit une fonction Y^apqXPyt^ holomorphe pour :r =y = 0, si cette série converge uniformément lorsque x et ^ sont Jes coordonnées d'un arc de courbe réelle, tracée dans le plan xoy^ cette courbe, toutefois, ne pouvant pas se réduire à une droite passant par l'origine.
(») M. DuLAC, Acta mathtmatica, t. XXXI.
FONCTIONS SYNECTIQUES.
PROLONGEMENT ANALYTIQUE
I. Séries. — Rayon de convergence {Cauchy^Hadamard). — Soit une série ^UnZ", soit L la plus grande limite de la suite 6,/= V'^l^z/h '^ rayon de convergence de la série est R= r-» ce qui signifie qu'à Vintérieur du cercle de rayon R, la convergence est absolue et qu'à l'extérieur du cercle, il y a divergence.
En effet, d'après la définition (t. I), soit un nombre positif^ aussi petit que l'on veut, s, qui est donné, il existe un nombre entier N lel que, pour /i >• N, on ait :
1° Tous les termes bn moindres que (L-he);
2° Une infinité de termes supérieurs à (L — s).
Soit donc un point zi intérieur au cercle, ] «i | = -, jy pour
/î > N, on a
prenons e <!.A, ce qui est possible^ puisque e est arbitrairement petit et nous voyons que la série converge comme la série progression.
Prenons, au contraire, un point extérieur :?<-, |w<-| = -r= — ?•
Nous avons une infinité de valeurs de n supérieures à N telles qu'on ait
Prenons, ce qui est possible, e < A, nous avons les termes d'une progression de raison supérieure à un] il y a divergence.
Remarque. — Prenons les séries obtenues en intégrant et en dérivant terme à terme; il est facile de voir qu'elles ont encore R pour rayon de convergence; en effet, anZ^ donne
-;:«-»-» et naa^"-!.
Or ^n tend vers un lorsque n devient infini.
Nous retrouverons le théorème déjà rencontré au début : Toutes les dérwées et toutes les intégrales d'une fonction synectique sont des fonctions synectiques.
R étant le rayon de convergence, dans un cercle de rayon r -< R (circonférence comprise), la série converge absolument et uniformément; elle représente donc une fonction continue.
Ceci est clair, puisque la série est comparable à la série progression
Dans le cercle de rayon r on obtient donc la dérivée et l'intégrale de ffZ=i^anZ'^ en dérivant et en intégrant terme à terme. (Même démonstration que dans le domaine réel.)
Substitution d^une série dans une série. — Soient des séries
S = San/»'-»"-»'"' (/»,/»', . . ., sont entiers > o), z = Z bpp» uP u'p\
Z'= ZCpp'UPu'P\
admettant des cercles de convergence, de rayons respectivement R, r, r. Supposons pour simplifier 5(0, o) = z'(o, o) = o.
Si, dans la première série, nous portons les valeurs de Zy z^ données par les séries écrites, nous obtenons une série
S'^Zd'nn'W^u'»'.
Nous allons montrer que la série S' a un rayon de convergence non nul.
Posons
(nous représentons vaoàann psir ^nn^ etc.) et montrons que la somme v est finie lorsque U, C restent moindres qu'un nombre p non nul.
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Nous avons vu (Chapitre précédent) que, M et m étant supérieurs aux modules maxima des fonctions représentées par les séries, on a
Posons Nous avons
Il est clair que o* est y2/i/, donc que la série S' est absolument convergente, si Ton a
Or nous avons, par le même raisonnement,
UpV'p'
Posons
le nombre p n'est pas nul.
Lorsque V et V sont moindres que p, la série S' converge absolument, c. Q. F. D.
Si l'on emploie l'intégrale de Cauchy, et non la série de Taylor, ce théorème est intuitif. Nous avons voulu comparer les deux points de vue. Chacun a sa valeur.
Isolement des racines d^un élément analytique. — Soit une série de puissances entières, ^{z) aj^ant un rayon de convergence R.
On appelle 9{z) un élément analytique. Supposons que l'ori-
gine soit uq zéro^ c'est-à-dire
$1 a aussi R pour rayon de convergence.
Dans tout cercle de rayon r<;R, d'après la définition de R, la la série 9a converge uniformément, donc représente une fonctio n continue.
Nous pouvons donc déterminer un nombre p, non nul, tel que, pour 1^1 < p, on ait
|«i(0-«i(o)|<|ao|.
Soit A un nombre moindre que r et p. Dans le cercle ayant l'origine pour centre et A pour rayon, il n'existe aucun zéro Ç de $|,
puisqu'on a
«1(0) = ao.
A chaque zéro d'un élément est attaché ainsi un nombre A non nul. Ceci constitue le théorème de V isolement des racines d'un élément; deux zéros sont toujours séparés par un écart fini.
Théorème d'Abel. — Soit une série ao-+-«i-5 + «a^*-4- .. .. Si pour le point Zq on a, quel que soit n,
P étant un nombre fini, la série converge absolument en tout
point z tel qu'on ait
\z\<\zo\.
Il suffît, pour le prouver, d'écrire
et puisqu'on a
\z:zo\ <i,
on a à comparer à la série progression, laquelle converge.
Abel a été plus loin et a montré que si la série Sa,, converge, la série Sa^a?" convergera uniformément dans tout l'intervalle zérO'Un^ y compris le point i .
M. O. Stolz va plus loin encore; suivons son exposé (*).
(*) J. Tannbry, Introduction à la ttiéorie des fonctions^ t. Il, p. 3o4 (Hermaan, 1910).
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S,t a une limite, pour n infini; on a donc
P étant un nombre fini.
Soit un nombre x dont le module X est moindre que un.
D'après le théorème qui précède, la série £ ] S« | X" converge. Il en est de même de SX" et de S| a,, |X«.
On peut donc faire le produit des séries et écrire
(2a„ar«)(2a?«) = SS^ar» (X < i), ou bien, en posant/r = Sa^x",
D'ailleurs on a
(2) |2Sna?»|£P(H-X + X«-i-...)=-j-:^.
D'où il résulte
(3) l/xIS ^ •
Cela posé, construisons la courbe
En coordonnées polaires, avec le point un pour origine, on a
X* = IH- p* — 2 p cos G.
D'où, immédiatement,
(X«— i)p = 2X(XcosO-i),
Prenons X > i et nous avons d'abord une boucle (fig^ i6), puis une partie inutile pour notre objet.
L'angle des tangentes 1 1' est voisin de tc si X est très grand. Montrons que la série fx est uniformément convergente dans l'aire de la boucle dessinée.
En effet, pour j; = i , on a •
/(i) = limS«/ D'où
|/(i)|^P<XP.
El, pour X<:i, on a aussi, d'après (3),
Or, ce que nous venons de prouver pour fx s'étend à la fonction f j., si nous écrivons
«4-1 Au lieu du nombre P, nous aurons un nombre e (qui tend vers
zéro avec — )•
Dans la boucle dessinée, nous aurons pour la série un reste dont le module sera moindre que Xe.
Soit donc z^ un point sur le cercle de conçergeace où f{x) converge. En posant z^^^z^u^ nous avons une fonction G(i/) qui converge au point un sur son cercle de convergence. Dans toute boucle, déterminée par X>' i, nous savons donc que la fonction G (m) est continue.
Le théorème d'Abel-Slolz peut s'énoncer ainsi : Si la série Saw-ff" converge au point Zq du cercle de convergence^ f{z) tend vers/(.So) lorsque z tend vers z^ par un chemin
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non tangent au cercle de convergence. Il est, d'ailleurs, bien évident qu'une série ne peut converger en tous les points de son cercle de convergence.
H. Produits infinis. — Il est indispensable, pour aller plus loin, d'introduire les produits infinis à termes complexes, ce qui, d'ailleurs, n'amène aucune notion nouvelle.
Soit
Le produit P« = u^,u2 u^ a pour module pi . p2 p«-
Donc la condition nécessaire et suffisante pour que P^ tende vers zéro, pour n infini, est que la série S-Cp» diverge et ait la valeur — oo.
Supposons maintenant que P/i ait, pour n infini, une limite finie non nulle, on aura
(I) 2:41p« = CR»
(II) £«n=* (àaKirprès).
On reconnaît donc la condition nécessaire de convergence suivante : p„ tend vers w/i, a^ tend vers zéro (pour n infini), ou encore : a« tend vers un, bn tend vers zéro.
Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que le produit soit absolument convergent et ait une valeur non nulle est que la série S | «/i — 1 1 converge.
D'abord, la convergence de la série et la convergence du produit exigent ces conditions
lima„ = i, lim6,, = o, limp,i = i.
Dans ces conditions, le développement en série^ ou la formule de Cauchy (accroissements finis), donne
lim jL£L=i, lim^ = i,
, = ,opJ— I bn
de sorte que les séries (1) et (II) convergent absolument en même temps que les séries
2(0' — I) et Zbn.
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On peut aussi bien prendre les séries
Uan—i) et l,bn,
car pi = al 4- bl et («n-h i) tend vers deux. La combinaison des deux séries donne
2(an-f-«6«— i)=1:(m»— I).
Si cette série converge absolument, le produit convergera absolument (en module).
Montrons qu'on pourra, à son gré, modifier Tordre des termes.
Nous nous appuierons sur ce lemme, très facile a prouver : soient a, b, c, ..., / des nombres quelconques^ soient A, B, C, . . ., L /e5 modules j on a
soil donc le produit rangé dans un premier ordre; P =Pmr,H=^ lim />,«.
Dans un autre ordre, posons
^' = Pm'rm'= lim />„,'.
Si nous prenons m' assez grand, />/»' contient tous les facteurs de p„,j d'où
Pm'==^Pm Pm'i
Om ne contient pas tous les facteurs de rm- Soit
Nous avons donc
|p//l| <eAm4i+A„+,-h....
Or, puisque la convergence est absolue^ on a
lim p,„=i.
D'où D'où
\imp,n' = lim/?/«, P' = P.
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III. Théorèmes de IVeierstrass et de M. Mittag-Leffler. — Théorème de Weierstrass sur les séries uniformément con^^ergentes de fonctions holomorphes. — Soit C un contour simple et soit (C ) Tensemble des points intérieurs, le bord étant compris. Soit x un point du domaine (C). On suppose u„(x) holomorphe et la série Xun{x) uniformément convergente.
Étudions la somme
Soit un point intérieur^ ^ue je supposerai être le point 5eVo. Traçons un cercle F ayant ce point pour centre, et tout entier intérieur au contour C; soit Rie rayon.
Nous savons d'abord qu'à l'intérieur de F et sur le bord, Un{z) est développable en série de Taylor
(0 Un(z) = ao/i+ a,„^ -4- a,„-a«-j-. . . ( | ^ | < R).
Soit X un point fixe dans Vintérieur de F; nous pouvons écrire, grâce à la convergence uniforme qui subsiste sur F,
el nous pouvons inlégrer le long de F, terme à terme (même démonstration que pour les fonctions réelles). D'où
Jr/{z)dz ^ run(z)dz . y^ . . • j-, ^
Renversons alors le raisonnement par lequel on obtient la série de Taylor; écrivons donc
Et nous concluons que f{x) est développable en série de Taylor j donc holomorphe, d'après ce qui précède (formule de Cauchy-Hadamard) el qu'on a
(3) ^i./Ho)=[n_£^dz.
Maînlenant écrivons, comme nous pouvons le faire,
/(£) ^Y Ml)
La relation (4) prouve que la série ^^cinp converge et que sa
somme est le coefficient de x" dans le développement taylorien def{x). D'où le théorème :
En tout point intérieur à C, f{x) est holomorphe et ses dérivées s'obtiennent en dérivant terme à terme la série (*).
Application, — Soient des fonctions holomorphes Un (^); soit une série positive convergente Sa,,, et soit un produit infini.
Nous supposons |M«(5)|<a„.
Donc Sa» est absolument et uniformément convergente.
Donc, N étant un nombre fini, nous avons, quel que soit z dans (C),
Etudions le produit 1 1 au lieu du produit donné, ce qui ne
change rien dans la conclusion cherchée.
La série
(5) Z[i -+- axH.i(z)] -+- £[i -+- aN^,(^)] n-. . .
convergera absolument et uniformément.
Il suffit, pour le voir, de former la série convergente
-xL-^l'^nll
(*) Thèse de M. Paiolevé^ Annales de la Fac, des Se, de Toulouse, 1887.
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d'après le développemeut connu
La somme de la série (5) est donc, d'après le théorème précédent, une fonction holomorphe H(s), et l'on a
JJri+ii„] = ^"i=).
D'où ce théorème :
Le produit infini représente une fonction holomorphe dans toute aire où la série Suj, converge absolument et uniformément.
Théorème de Weierstrass. — On peut construire une fonction entière dont les zéros sont donnés. — Gauchy avait entrevu le résultat auquel Weierstrass est arrivé par ses profondes conceptions. Après le théorème de Weierstrass est venu le théorème analogue de M. Mittag-Leffler; nous nous placerons immédiatement au point de vue de M. Mittag-Leffler (* ).
D'abord observons que les racines (ou : zéros) étant en nombre infini dans le plan et isolées, le module de la n^^^^ racine doit devenir infini avec /i; sinon on aurait au moins un point limite, dans le plan, autour duquel seraient agglomérées des racines en nombre infini. Ceci contredirait le théorème de Visolement.
I® Nous supposerons la série ^j — -, convergente et les zéros simples.
L'inégalité
montre immédiatement que la série ^^ r est convergente,
donc qu'elle représente une fonction svnectique clans tout le plan, sauf aux points ai, as, .. ., a„, ... (|a« |5|a;,+||).
(*) Hkrmite, Cours lithographie^ i* éd'ii'ionf iftgi. On appelle /o/ic/ion entière une fonction holomorphe dans tout le plan.
Soit /"(a:) une fonction entière du type cherché, on a
f(z) = (z--an)F(z), D'où
f{z) z-aa F(z)'
Par suite la fonction
f(^z) Adz — an
est synectiqne dans tout le plan; nous la représenterons par G' (5), Gz désignant une fonction entière arbitraire, mais nulle à Torigine.
Par intégration on obtient de suite
Et nous pouvons encore, d'après la théorie des produits infinis, écrire ceci :
2° Passons au cas où la série
ne converge pas.
Le facteur primaire de Weierstrass. — Weierslrass remplace le facteur f i — ~] par ( 1 — — je'*»^*^ P,, désignant un polynôme.
De cette manière, il n'introduit aucun zéro et il assure la convergence du produit infini. Ecrivons l'identité
h Pa,(5) = -71 y
avec
Faisons, avec Weierslrass, co = n — i; la série dont le terme
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^^^ "Z '" '^w(^) converge absolument. En effet, nous
avons
lim /l u„ I = lim
d'après la loi de distribution des zéros.
Cela posé, le raisonnement se poursuit comme précédemment. La fonction
est entière. Nous la représentons par G' (z). Soit posé
et nous obtenons enfin
Nous avons supposé les racines différentes de zéro; si ce point est racine d'ordre n il suffit d'ajouter le facteur z".
Si la racine Um est d'ordre n et non d'ordre ww, comme la démonstration le suppose, il suffit de répéter n fois le facteur primaire
On vérifiera immédiatement ceci : si la série 7 — ! — converse.
[ji étant un entier, on pourra prendre pour co non plus la valeur [n — 1) variable, mais une valeur fixe ^ la même pour tous les zéros,
Cette remarque a de l'importance dans la théorie des fonctions entières,
A cause de la convergence absolue et uniforme de
jLàaf^{z-a„)
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dans tout domaine excluant les points a/,, on voit que fz a pour zéros les points arbitraires donnés (isolés) et pas d* autres.
Théorème DE M. Mittag-Leffler. — Décomposition des fonctions rationnelles. — Nous venons de trouver la généralisation delà décomposition des polynômes entiers; nous allons obtenir une extension de la décomposition en éléments simples des fonctions rationnelles, ou plutôt nous obtiendrons ceci comme un cas particulier.
Considérons une fonction, synectique dans tout le plan, sauf en des points isolés «i, a^t ..., ««, ..., \an |S|«/*+i|.
Soit une fonction arbitraire entière G,,, formons G^T— - — V
// existe une fonction fz^ holomorphe sauf aux points Oay
ayant G^f — ^^3 — ) pour série de puissances négatives, dans le
développement de Laurent, au voisinage du point a„.
Soit Cn un cercle ayant l'origine pour centre, et de rayon | a,^ |. Soit o<;6<;i. Considérons le cercle C'„, concentrique, et de
rayon 8|a«|. Dans ce cercle , Gnf— - — j est holomorphe, donc
nous pouvons développer en série de Taylor absolument et uniformément convergente :
^n( ^^ ) = ««0-^a«l^-t- OLnt^*-^' "-^ OLnpZP-h Pp= ^n{^) -^
et prenant assez de termes, le module du reste sera moindre que le terme d'une série convergente
Soit r un cercle de rayon R, ayant l'origine pour centre, soient ai, ..., a^i les points de module < R : 6. Posons :
fli^)'^^(Gn-Pn\
fi{z) converge absolument et uniformément dans (F), car on aura
d ou
Dçnc /a (5) est holomorphe dans (F). Donc la dillerence /«— 2(G« — P„) est synectique dans tout le plan; donc nous avons
Telle est Texpression générale, contenant la fonction entière arbitraire gz.
En particulier, soît une fonction rationnelle, quotient de deux polynômes; par la division nous obtenons une fonction dont le degré du numérateur est moindre que celui du dénominateur : la nouvelle fonction est nulle à Tinfini.
Soit une racine du dénominateur, a d'ordre m. D'après ce qui précède, nous obtenons, relativement à ce point, le développement
Nous obtenons donc la décomposition, connue dès les éléments, par les théorèmes généraux sur la divisibilité des polynômes; nous voyons que cette décomposition est unique et si les coefficients sont tous réels, les racines étant imaginaires-conjuguées, on retombe sur la décomposition élémentaire.
Remarque, — Une conséquence remarquable déduite par Weierstrass est relative à la forme d'une îoncXion f {z) uniforme dans tout le plan et n'ajant à distance fînie que des pôles (*).
On peut, en effet, former une fonction entière G (5) ayant pour racines les pôles de /( 5) et avec le même degré de multiplicité; le produit
(^) Une fooction uniforme n'ayant d'autres singularités que des pôles, dans un domaine borné ou dans tout le plan, est dite méromorphe. Certains auteurs n'emploient pas cette expression quand le domaine est borné.
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sera alors une fonction entière H(^), d'où
f{z) peut donc se mettre sous la forme d^un quotient de deux fonctions entières. On remarquera que les fonctions G et H n'ont pas de racines communes, car les racines de G(^) donnent au produit /(<3)G {z) des valeurs finies et différentes de zéro.
IV. Prolongement analytique. — On a cru, autrefois, qu'une fonction ou une expression analytique sont deux choses identiques : par expression analytique, nous entendons une expression quelconque de calculs à effectuer, quadrature, somme de série, produit infini, etc.
Mais il faut, au contraire, distinguer ces deux choses; nous savons bien, par exemple, que l'intégrale de Cauchy peut représenter une fonction synectique à l'intérieur d'un contour et zéro dans tout le domaine extérieur.
De plus, il résulte des idées émises par Weierstrass que, pour les fonctions analytiques, il est un domaine dexistence en dehors duquel la fonction n'a plus aucun sens. Voici ce que cela signifie, en deux mots.
Démontrons d'abord une proposition capitale.
Théorème. — Soit une fonction synectique dans V intérieur d'un contour continu fermé; les zéros de la fonction intérieurs au domaine sont isolés.
Nous avons déjà établi ce théorème pour un élément analytique^ c'est-à-dire pour une série de puissances entières dans son cercle de convergence. Supposons donc un point a dans le domaine, limite d'une suite de points ai, a^, . . . pour lesquels/(^) est nul.
(*) Le prolongement par cheminement ^ dont nous allons parler, a été défini simultanément par Weierstrass et par M. Méray. La notion de domaine d*exi$» tence manquait à Caucliy; qui s'en étonnerait? Au contraire, Weierstrass a vu clairement que cette notion est inhérente à la notion de fonction analytique. Nous ne traçons qu'un schéma parce qu'il faudrait parler àtè Ensembles, parce que la Uiéorie est loin d'être avancée, et parce qu'on pourrait en dire long sans aucùii profit.
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Joignons le pointa à un autre point b intérieur au domaine par une ligne polygonale intérieure et qui, par suite, reste constamment à une distance de la frontière supérieure à un nombre positif h.
Marquons sur le chemin L des points intermédiaires a, ai, ^2, ••• dont l'écart soit toujours moindre que A. Avec chacun de ces points pris pour centre, traçons un cercle de rayon A; nous avons dans chaque cercle un développement taylorien pour la fonction donnée.
Prenons le premier développement relatif à a
Supposons les coefficients /(a). . . non tous nuls^ alors les racines du développement (i) doivent être isolées, mais le point a étant un point limite de zéros, tous les coefficients du développement (i) sont nuls. Donc /(«) est nul sur Tare aai ; mais ai est donc aussi un point limite de zéros; on voit la suite du raisonnement, la fonction est nulle dans tout le domaine si elle s'annule en des points non isolés (*).
Soient donc deux contours fermés c, C{, se coupant mutuellement en deux points.
Soient deux fonctions synectiques/, /i, respectivement définies dans les deux domaines. Si dans Taire commune l'égalité /(s) ==/*!(-) a lieu en des points non isolés, l'ensemble des deux fonctions définit une fonction synectique unique dans le domaine total, car f — fi étant synectique et ayant des zéros non isolés, est identiquement nul.
Cette remarque donne la clé du prolongement analytique. Nous partons d'un élément analytique donné
convergent à l'intérieur du cercle de convergence de rayon Ro- Soit un point ai intérieur à ce cercle, remplaçons z par
(*) Cours d* Analyse de C.Jordan, t. I.
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et la série 9{z) nous donne une nouvelle série de puissances
«i(^-ai).
Par l'intégrale de Cauchy nous savons que le rayon R| du cercle de convergence de cette série est au moins égal à la distance du point ai au premier cercle.
Supposons que le rayon R| surpasse celle dislance, la fonclion esl prolongée dans la région du second cercle extérieure au premier cercle. Prenons de même un point a^ dans ce second cercle et nous passerons de la série en (2 — ai) à une série en (^ — a^). 11 peut arriver que nous sortions ainsi du second cercle, etc.
Le domaine de la fonclion est Tensemble des points du plan que nous atteignons par ce cheminement; la frontière du domaine est un lieu de points au voisinage desquels les rayons de convergence des séries représentant la fonction tendent vers zéro. Cette frontière est nommée coupure nalurelle (par opposition à : coupure artificielle).
Il est clair que, le chemin se fermanl sur lui-même, si Ton ne revient pas avec la même valeur numérique, on a contourné un point critique. Et ces considérations montrent intuitivement que le cercle de convergence a au moins un point critique sur sa circonférence.
Ce qui a surpris davantage, c'est ce résultat que le domaine de la fonclion est souvent le cercle de convergence. Au delà il n'y a plus rien, à moins de nouvelles conventions sur le prolongement qui ne paraissent pas naturelles ni intéressantes. . Reprenons tout ceci, en nous servant, parallèlement, de l'intégrale de Cauchy et de l'élément analytique de Weierstrass; l'exclusivisme logique, qui tendrait à l'usage d'un instrument unique, donnerait lieu à des longueurs déplorables. Mieux vaut, dans la Science, le mode esthétique, qui cherche l'élégance et la brièveté, que le mode logique pur, très philosophique, mais pesant !
Nous avons donc un cercle de convergence, de rayon Rq, puis un rayon de convergence R| et, si le second cercle est tangent au premier, nous ne pouvons prolonger, en partant de l'élément analytique donné. Sinon, nous obtenons un prolongement. Montrons que nous obtenons bien une fonclion holomorphe dans l'aire
formée par les aires intérieures aux deux cercles. M. Painlevé a, en effet, démontré ce théorème :
Soit une/onction holomorphe^ définie dans une aire S : f{z) ; soit une autre fonction holomorphe^ gi.^\ définie dans une aire ï; si les aires SetT ont un bord commun AB (fig^ 17)
et si, sur AB, tes fonctions f et g prennent la même valeur, ces deux fonctions définissent /^/i6 fonction holomorphe unique F (3), dans Paire formée par C ensemble des deux aires:
Posons donc
F s/ dans S, F = ^ dans T.
Traçons deux contours fermés, ABNA dans S et AMBA dans T, et soient w et i' deux points situés respectivement à l'intérieur des contours. On a^ d'après les théorèmes de Gauchy (Chapitre précédent),
(I) 27ct/(a)=r -^dz,
(.) o=r ^dz^
(3) ^iT.g{ç)=f- -^dz,
(4) 0=/ ^rf.,
De plus on a, d'après les hypothèses,
(5) a= f (f,-gz)dz.
Les formules ci-dessus donnent immédiatement
pour a = a OU a = r. c. q. f. d.
On pourrait généraliser le théorème, car la formule (5) peut subsister dans ces conditions différentes.
Déduisons un corollaire. Soit une fonction holomorphe, définie du côté C de la ligne AB et soit une autre fonction holomorphe, définie du côté G et prenant sur la frontière commune AB les mêmes valeurs, cette fonction est le prolongement de la première ; les deux constituent une fonction holomorphe unique.
En particulier, si nous Vivons f(z) =: constante sur AB, /{z) étant définie du côté C, nous pouvons prendre g{z) = constante (la même) du côté C, et cela montre que Ton a
f(z)z= const. dans S.
Nous retrauvons le théorème sur Tisolement des racines d'une fonction synectique et uniforme.
Revenons à la figure qui représente le prolongement par cheminement de Weierstrass et Méraj; dans l'aire commune aux deux cercles, les éléments 9(z) et 9i(z — ai) ont même valeur, en un même point.
Nous pouvons donc former un arc AB, pour appliquer le théorème de M. Painlevé, en prenant pour aire S une aire intérieure au premier cercle, où P(z) converge absolument et uniformément, et en prenant pour aire T une aire intérieure au second cercle; nous avons bien une fonction holomorphe unique dans l'intérieur des deux cercles.
Et ceci montre intuitivement qnUl existe un point singulier ^ au moins^ sur le cercle de convergence^
En effet, si tous les points du cercle de convergence étaient des points ordinaires, réguliers, en chacun de ces points nous aurions
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un rayon de convergence non nul et le minimum de ces rayons serait un nombre r> o.
L'inlégrale de Cauchy montre alors que Télément 9{z) aurait lin rayon de convergence supérieur à Ro, ce qui est contradictoire.
Jusqu4ci, on n'a jamais prolongé aucun élémentparce procédé. C'est pourquoi nons n'insistons pas (*).
Dus prolongements ou extensions ont été effectués par d'autres moyens, par exemple en passant d'une série à une intégrale ( fonction. 2^/a de Riemann),
Signalons enfin Vétoile de M. Mittag-Lejfler. M. Hadamard nous a appris à trouver leà points critiques sur le cercle de conver- ^^ence. Le procède n'est guère réalisable pratiquement, mais a une grande valeur théorique (^).
A partir de chaque point critique en delà fonction^ traçons une ligne La allant à l'infini.
Dans le domaine formé par le plan tout entier, à l'exclusion des lignes L„ (c'est Vétoile)^ la fonction est représenlable par une série de polynômes.
Ce théorème de M. Mitlag-Lefder (*) est de haule importance, mais il ne faut point dissimuler que les théories précédentes attendent encore des applications détaillées et sont, pour ainsi dire, noyées dans une trop grande généralité.
Ce ihéorème a suscité un mouvement intéressant vers les séries de polynômes, à variable complexe ou réelle (*).
Indiquons seulement quelques résultats.
Par un changement de variable, on aura R = i .
Soit donc donné un élément analytique
9{z) = ao-+-«i3-H«2-5'-+- ...-+-rtrt^n -+■••.,
(•) C. Jordan, Cours d'Analyse. — A. Fouet, Leçons sur les fonctions analytiques, — E. BoREL, Leçons sur la théorie des fonctions, — J. Hadamard, La série de Taylor ( Collection Scientia),
(^) Thèse dt M, Hadamard {Journal de Afathém. pures et appliquées, 189a).
Ne pouvant citer tous les travaux, renvoyons, pour la Bibliographie, à quelques Mémoires tout récents : P. Dienes, Essai sur les singularités des fonctions analytiques {Journal des Mathématiques pures et appliquées, 1909). — Paul et Valérie Dienes, Nouvelles recherches {Annales de l'École AormalCy 191 1).
(■) E. Picard, Traité d* Analyse ^K, II.
(*) Collection Borel, Livres de M. Borel {Variables réelles) et de M. Montel ( Variables complexes).
la plus grande limite de y/| a^ \ étanl i. Si les coefficients an sont pris arbitrairement, le prolongement est en général impossible.
M. Fabry avait énoncé ce résultat comme probable en donnant des exemples. M. Borel a précisé l'énoncé et considéré des séries où chaque coefficient a,, est choisi indépendamment des autres; il prouve alors que la circonférence de convergence est, en général, une coupure. M. Fabrjradonné de ce théorème une démonstration qui s'étend à des cas plus généraux. Mais ces démonstrations sont théoriques et n4ndiquent pas comment on peut former de pareilles séries. 11 peut paraître étonnant, comme Ta fait remarquer M. Picard, que Ton ait eu tant de peine à former des séries ajant leur cercle de convergence comme coupure, alors que Ton peut considérer ce cas comme le plus général.
Weierstrass avait indiqué la série Hb" z"" où a est entier.
M. Fredholm avait indiqué la série Sa"^"'.
M. Hadamard a montré quUl en est de même pour la série à lacunes Sa/|2^« lorsque ^""^'"" " ne tend pas vers o, et M. Borel
dans le cas plus général où ^""^IZ " ne tend pas vers o. M. Fabry
a étendu ce théorème au cas où Ci^t — Cn augmente indéfiniment pour des suites particulières, pourvu que ^Oa tende vers i.
Si la plupart des séries connues peuvent se prolonger, c'est que Ton prend pour a,, une fonction simple de /i; M. Fabry a montré que, si cette fonction On est régulière pour les valeurs réelles de /i, la série n'a qu'un point singulier sur la circonférence, et l'on ne se trouve plus dans le cas général défini par M. Borel.
M. Fabry a formé des fonctions ayant des points singuliers arbitraires, et, en particulier! ayant pour coupure une portion déterminée de la circonférence de convergence.
MM. Lerch, Tannery, etc. ont aussi formé des exemples simples de séries ayant pour coupure leur cercle de convergence.
On peut regarder la solution, donnée par Fredholm, de l'équation intégrale (*)
comme un prolongement analytique.
(>) Tome I, Chapitres IX et X.
Posons, comme le faisait Cari Neumann, dans un problème fonda.mental,
©(5) = 90(0 -+- >^f i(«) -H>^* ?î(*) -i-. . .; on aura
dt
(nous ne notons plus les limites a, b). Avec les noyaux itérés^ définis ainsi
Kis K, K„(5, ==jKn-i(s, r) K(r, /) dr,
on obtient
Onis)=jKn{S,t)^{t)dL
Posons donc
on aura
^(s) = ^(s)-^\jKa,s,i)^(t)dt,
On démontre facilement que la résolvante R est représentée par une série convergente au voisinage du point j^= o, si K et 6 sont bornés et intégra blés.
La résolvante de Fredholm est le prolongement analytique de la fonction R, trouvée ici.
V. Étude élémentaire d'mie série sur son cercle de conTergence. -^ L'élude d'une série de puissances entières de la variable complexe, sur le cercle de convergence, supposé fini, est un problème d'une grande difficulté.
Nous nous proposons, ici, de faire cette étude, d'une manière très simple, pour deux cas classiques ; la méthode s'étendrait probablement à quelques autres cas.
I** Étude de ^(i — z) (4^ désigne le logarithme complexe). — Nous établirons, très simplement, que la série converge en tous les points du cercle de convergence, sauf au point un.
De rîntégrale de Cauchy on déduit, nous le savons, la formule
aiir/u= a*it(/o-h "/(?-+- T^fl
(//' désigne la dérivée d'ordre /)).
Étudions ce reste^ avec le contour suivant :
C est un contour tel que, dans Taire (C), bord compris, fz soit sjnectique ; u est un point intérieur au domaine (G).
Étudions le reste p^,.
Supposons la partie réelle de u inférieure ou égale à wn, nous prenons pour contour :
I" Un cercle de centre O et de rayon R, que nous ferons croître indéfiniment plus tard ; 2® Un cercle de centre i et de rayon /•, qui tendra vers zéro; 3° Une coupure suivant Taxe réel de -j- i à + oo.
Fig. 18.
Le reste contient donc trois termes ; on voit immédiatement que
les deux premiers tendent vers zéro avec r et^«
En effet, pourjz | = R, le module de l'intégrale p^ est de l'ordre de(4lR):R/H-i.
Ceci tend vers zéro avec -5 •
Pour I ^ — 1 1 = /% le module de l'intégrale p^, est de l'ordre de /"^r, ce qui tend vers zéro avec /•.
Il reste à étudier l'intégrale de long de la coupure.
Sur un bord, le logarithme est l'^ logarithme ordinaire, réel, que nous représenterons par 4^o(^ — >); sur l'autre bord, le logarithme est ^Q.{x — i) -h 2 « 7î, si le petit cercle a été parcouru dans le sens positif.
Donc, en somme, p^ se réduit à
d'où
II-" l
dx
XP^^{X^ u)
On a, d'ailleurs, x étant sur la coupure,
la:— tt|>|i —
|iF— tt|§|l — W|,
' dx Nous avons enfin
avec l'inégalité
ip;.i<^|-
I — a lïp+ï
Prenons, sur le cercle de convergence, le cercle de rayon 1//1, un point u autre que le point -h i .
On a
donc le reste devient nul si p devient infini. Mais si le point u, pris sur le cercle, tend vers un point un, il est clair que le reste, pour j9 infini, n'est pas nul. c. q. f. d.
2" Étude de{i — z)"^ {m est réel). — Le point critique est le même, nous prenons donc exactement le même contour d'intégration.
D'ailleurs, tandis qu'une circulation autour du point un y dans le sens positif, augmentait le logarithme de 2<:c, ici la même cir-
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ciilation multiplie la fonction par é»^'^"*. Étudions le reste :
La discussion est un peu plus délicate.
Étudions d'abord Tintégrale sur le grand cercle : en prenant p assez grand, il est clair qu'elle devient nulle avec tt-
Considérons le petit cercle : posons
|^-i| = r, r étant très petit. Le module a une expression de la forme
Ir^^K'X"^-
Le point II étant différent du point un^ ceci nous donne, lorsque r tend vers zéro :
Pour m -h I > o, zéro ;
Pour m + I = o, un nombre fini;
Pour m + I < o, l'infini.
Considérons enfin l'intégrale suivant les deux bords de la coupure : nous avons un facteur e**"*^' — i , nul pour m entier, puis une intégrale réelle de la forme
<^ — >"'rfr.
I* Supposons m positif, on a une expression de la forme
dx I
/^devenant infini^ cela tend vers zéro.
2° Supposons
Le point un est un point singulier pour la fonction sous le signe, mais l'intégrale reste déterminée.
Il est facile de voir que cette intégrale tend vers zéro quand p devient infini.
3° Supposons
id m.
Alors Pinu'grale, quel que soit/>, est infinie.
Kn résumé, le long de la coupure, nous avons, pour m > — i, ^1 en mejoranl le module, une expression de la forme
uf*^^
hp tendant vers zéro pour/? infini.
Au contraire, pour m 5 — i? nous aurions un terme infini. Le &oul point du cercle de convergence, pour lequel cette
métiiode ne donne aucun résultat, est le point un^ à cause delà
présence, au dénominateur, du facteur | i — {/ 1.
Mais, en ce point, nous avons à étudier une série réelle^el Ton
a ce résultat :
m positif, série réelle convergente au point i//i; m négatif, série réelle divergente au point i//i (•).
Donc, en considérant seulement le cas où m est réel (le seul que Ton rencontre pratiquement), nous avons obtenu facilement le théorème connu (^) :
ni > o, série convergente en tous les points du cercle de convergence;
mS^ — i, série divergente en tous les points du cercle;
o^ my> — I , série convergente en tous les points du cercle de convergence, sauf au point un,
VK Étude d'une série définie par itération. — Depuis longtemps on i^iiit calculer, par itération, une racine x de l'équation
su voisinage d^un point où l'on a On pose
(^) R. d'Aiïhkmar, Nouv, Ann. de Mathématiques , igio.
et Zn converge régulièrement vers une limite qui est la racine x. Soit cpz une fonction holomorphe dans un domaine. Posons
Un point x est dit une racine d'indice un si Ton a
a? = ?i(a?), xjéf^{x).
Théorème I. — Les points limites à convergence régulière qui sont non singuliers pour y, sont des racines d'indice un et tels qu'on ait certainement
En effet, nous pouvons écrire
et les oLp tendent vers zéro pour p infini, puisque la convergence est régulière.
D'ailleurs, cp^ est holomorphe, d'où
^p+t(z) = ^[^p(z)] = o{x -h ap),
Puisque nous avons x = ©a-? il vient
11 est impossible que l'on ait |cp^|^i, car alors aL„ ne tendrait pas vers zéro pour n infini. c. q. f. d.
Théorème II. — Soit x une racine d^indice un^ il existe un cercle ayant x pour centre tel que^ en partant d*un point quelconque^ à f intérieur du cercle, l'itération conduise constamment au point x.
Autour de x, pris pour centre, il existe un domaine circulaire.
9^ CUAFITHE IV.
de rayon R, dans lequel Og est holomorphe; soit (R) ce domaine. Posons
?c-- 9^— (« — ar)<pi= (-S — ar)« ^{x, z).
La fonction *^g est holomorphe dans (R), comme o,. Soit, dans ce domaine, M un nombre supérieur à | «{/^ | .
Soit
^- — Sf— '
on a
Soit r le plus petit des nombres R, IV.
Dans le domaine (/), nous avons
d'où
Zi — X
Donc, quel que soit ^, Za tend vers x pour n infini, puisque q'' tend vers zéro pour o < y < i •
Application, — Soit une série
^{z)=^UnZn.
Les Un sont définis par l'itération
Uo= u, a, = <p(w), a,= (p(a,), avec la racine d'indice un, u = o. On a donc
avec |a I < I.
Nous allons obtenir le rayon de convergence de F (s) et tous les pôles de cette fonction (*). En efi'et, pour n infini, on a, d'après le théorème qui précède : «/, nu o.
(*) P. ¥kTo\}^ Annales de V École Normale^ 1910.
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Or d'où
— — — f>^ et.
Un
Donc, le rayon de convergence de F est i : |a j.
Multiplions F par (i — clz)\ si ce produit est une fonction ayant un rayon de convergence plus grand que le précédent, nous sommes certains que le point i : a est un pAle simple. C'est ce qui arrive. En effet
F-(i — a^) = aoH-(Mi — aao)^ -H. . .-^{Un — aUn-\)z'^-\-
Formons le quotient
Un— aUn-^i Wj_,(l-i-...)
Ceci suppose bjéo^ mais si 6 = 0, la forme du résultat est la même.
On a donc, pour n infini
u„^i — aun l Un V «
Un — aUn~\ \Un-i/
Donc, F| ^(1 — az)F a pour rayon de convergence
D'une façon générale, la fonction
F„H-i = (i— a<3)(i — aî5)...(i-a'»^)F a pour rayon de convergence
Les pôles de F sont donc
ou certains points parmi ceux-ci (si 6 = o; etc.).
De plus, le produit n(i — ci"z), converge absolument, d'où
Gz désignant une fonction entière.
FOxNCTIONS SYNECTIQUES. APPLICATIONS DIVERSES.
Les applications sont innombrables. Nous donnerons quelques types intéressants et utiles, et d'abord la doctrine fondamentale des résidus.
I. Résidus. — Soit une fonction fz^ holomorphe, sauf en des points isolés^ a, 6,
Autour de Tun d'eux, a, nous avons vu (Chap. précédent) que/^ est développablc en une doul>le série (Laurent)
^Kniz — ay^
convergeant absolument dans un anneau entourant a.
Intégrons /g le long d'un cercle C^. ayant a pour centre eLinlé-
rieur à cette couronne circulaire.
Le terme A_|(s — ût)~* donnera
A_i e / do = i.TriA-i,
comme on l'a vu.
Tous les autres termes donneront zéro.
En efi'et, n{z — a)" a pour primitive (z — a)""*"'. Or celte puissance, à exposant entier, reprend la même valeur quand on a fait un tour autour du point a.
/ /z^^ = 'lÎTzX-
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A cause de ce rôle spécial, le coefficient A_| est nommé résidu.
Soient B_|, ... les résidus en 6, . . .
Soit K un contour fermé simple entourant les points critiques isolés a, 6, On a ce théorème fondamental (Cauchy),
2llï(A_i-h B_i-4-.. .),
U intégrale d^ane fonction qui est holomorphe^ dans un domaine^ sauf en des points isolés, est égale au produit de 2 7r« par la somme des résidus intérieurs au contour d^ intégration.
Désignons la somme des résidus, dans (K) par C^ et le théorème des résidus s'écrit ainsi
^jA')d>=lJi^).
Les points singuliers sont isolés, donc en nombre borné tant que le contour K est borné.
Remarque, — On calcule les résidus en faisant les développements. Posons z — a^= h et soit
-_ Ao-H Al A -h AiA*-h. . .
/i/'(Bo-»-B,/i -^-BJ/i»^-...) Posons
Ao-f-A,A4-A,A«-4-...s[Bo-+-B,/i-t-B8A»-4-...][Xo4-X,A-+-X,;i«-*-...l,
on a
Ao = BqXq,
A|= BoXi-r B,Xq,
A,= BoX,-+-BiX,-hB,Xo,
11 faut calculer X^_| pour avoir le résidu.
Remarquons, en outre, que la théorie de Cauchy prouve, a priori, la convergence des séries obtenues.
Soit, par exemple,
= jîo-+- ^xZ -h Pî-s*-
SI la série £ ^n ^'' converge absolument, ao n'étant pas nul, la fonction i :Sa/i 3" est synectique, donc la série S ^«-5" convergera absolument dans un certain cercle ayant son centre à Torigine.
Résidu a l'ikfini. — On étudie le point infini en posant zX^^=\, Soit une circonférence F dont Je rayon R devient infini, soit
z = Rg'* un point de F, le point- = Ç = re'? parcourt un petit
cercle y, en sens contraire, car on a
Il y a compensation des signes et Ton a
Pour avoir l'intégrale suivant F, nommée résidu à Finfini, nous n'avons qu'à calculer le résidu à l'origine pour la fonction
lAzY
Résidu intégral. — Soit une fonction méromorphe dans tout le plan, n'ayant pour singularités (isolées) que des pôles.
Représentons par F /(^) la somme des résidus dans l'aire C.
Prenons pour le contour de G successivement des circonférences C,„ de rayon R„, évitant les pôles, R;, croissant indéfiniment avec /t, on a
Théorème. — Sillon a
(i) \\m Zn /(£„) = A
uniformément pour o^'f $271, il en résulte
(2) lim r /(^) = A.
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Cette limite est le résidu intégral de Cauchy que l'on représente par le symbole Cfz
Le théorème subsiste si la condition (i) est vérifiée sauf seulement pour/> valeurs de ç et si, en ces points, Znf{zn) conserve un module fini^ quel que soit n.
Prenons le premier cas. Nous avons, d'après (i),
^^/(^)-A = J^j'''[z,/(z«)-A]rfcp.
Pour /i^N, le module de la fonction sous le signe est moindre que e et e tend vers zéro avec \\ n. En passant à la limite pour n infini, on a (2).
Prenons le second cas :
M est fixe, quel que soit /i.
o,, ..., Op sont les points ou la relation (i) est en défaut. Isolons ces points par des arcs de longueur ii\.
Dans la portion du cercle qui reste, la relation (i) a lieu. Reportons-nous à (3). Cette portion donne, pour /i^N, un terme de l'ordre de e, en module.
D'ailleurs, les arcs isolés donnent, dans (3), un nombre moindre que — 2j97j(M-h |A]). Nous pouvons faire tendre r[ vers zéro et ceci tend aussi vers zéro, p étant borné. Donc, on a encore (3).
II. Décomposition d'une fonction méromorphe. — Nous allons faire une application remarquable de la doctrine des résidus. Si les cercles C» peuvent être choisis tels que l'on ait
|/(«/.)|<P, lim/(3,) = B,
la convergence étant uniforme, sauf en p points, quel que soit x^ on aura
|-4=_/(,„)|<P, lim^^/(*„) = B.
or, ceci met en évidence fx comme résidu^ pour 5 = ^, de 73-^»
Appliquons Je théorème précédent, le signe X' indiquant la
somme des résidus correspondant à tous les pôles de /i, nous avons
Soit un cas particulier (* ) :
fz est une fonction impaire^ et Ton a
Jim = o,
n=oo ^/i
la convergence étant uniforme pour o^ç^air.
Etudions le résidu intégral de Cauchy
Le premier terme reste impair; donc^ son intégi^ale eslnulle. Et d'après les hypothèses, Tintégrale du second terme tend vers zéro avec un.
Nous avons donc ici
C- js^x
Exemple, — TzcotT: 5. Montrons que nous pouvons appliquer ce
qui précède. D'abord la fonction est impaire, puis on a- ^ ^^o.
Pour la fonction cot 5, nous prendrons des rayons R„ évitant les pôles, et nous aurons alors \fz\ <C M, M étant un nombre borné assignable lorsque chaque pôle a été entouré par un cercle de rayon iixe, assez petit pour isoler un seul pôle. On a, en effet,
COt-3 = l
;2fS_
Étudions l'expression :
Soit P le domaine obtenu en retranchant du plan tout entier
(■) Voir, Ernst LindelOf, Le Calcul des Résidus ( Gaulhier-Villars, igoS), Collection Borel.
Di^itized by
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les aires de cercles, de rayon A arbitrairement petit, ayant pour centres les pôles 2 Et:/ (E est un entier).
Soit z = X -\- l'y ei soit a un nombre positif quelconque. Dans le domaine P- :
Pour ar > a, on a
Pour X <i — a, on a
Pour — n<x^ a, la fonction est périodique et son module a un maximum fîni.
Il suffira de prendre, pour M, la plus grande des trois limites supérieures ainsi obtenues.
Les pôles sont o, ±: i, dz 2, ±3, ..., chaque résidu est -h i.
On obtient facilement les formules
cotj: = h 7 ( 1 )
X ^^ \a7 — /ITT mzj
(/i = o élant exclus dans la sommation)
sin:r = xl t (i j e«^.
— ao
Signalons un autre produit infini très intéressant (*) relatif à la fonction ^amma : Formule de Weierstrass
m. Intégrale logarithmique de Cauchy. — Nous allons étudier une intégrale importante, relative aux fonctions méromorphes.
Soit K un contour à rintérieur duquel /^ est méromorphe et ©, est synectique. Formons l'intégrale
L=-^. f^z-^dz.
(*) Voir mes Exercices et Leçons d'Analyse (Gaulhier-Viliars).
lOJ CIUPITRB V.
i* Le poînl a étant un point non singulier pour/-, la fonction 4 ^=: Y'jC^X régulière en ce point.
a" Soit 3t un zéro de/*-, on a, autour de ce point,
/; = (-5 — a)'"! Ao-H A, (5 — a) -4-. . .], /* __ m A|H- ■.îA,<'« — a) -H. . .
fz^z — ^ Ao-l-Ai(5 — «)-+-...
Le second lerrae est syoectinue ; nous avons donc, pour i, en t\ uti pôle avec le résidu
car o est partout synectique.
.ï" Soit ]5i un />(î/e de fz^ on trouve, de la même façon, que ^ est un pél*'^ [ïour 'j>, avec le résidu
Nous avons donc
L = 5:^(aj — So(p).
cliâque zéro ou chaque pôle étant compté m fois s'il est d'ordre m.
Appi.icatïow : THÉORÈME PE d'Alembert. — Si 0(2)= I, on ftura la formule
M ëlanl le nombrt^ des zéros de/(c), N celui des pôles, intérieurs à K, chacun d'eux étant compté avec son ordre de multiplicité.
Prenons pour f(z) le polynôme Aq z" -\- A| 5"~* -f- . . ., et pour contour Y une circonférence de centre O et de rayon très grand R. On auTH le nombre des racines de/(3), puisque le polynôme n'a pas de pôles
= - — : / — T^ dz = : / (/i-+- rj — ,
Tft teodatil ver^i z/^ro si le contour Iv devient un cercle de ravon infini.
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On a donc
v/ tendant vers zéro quand R croît indéfiniment.
On voit que M est un nombre entier, aussi voisin que l'on veut
de 7î, d'où
C'est le théorème de d'Alemberi,
Poursuivons ceci. Soit a une racine d'ordre /> de P^, soit G un cercle de centre a, ne contenant aucune autre racine. On a donc, sur G,
I Pz I > H > o.
Faisons varier infiniment peu les coefficients Ao, A|, ..., le quotient P'^ : P^ variera infiniment peu et il en sera de même de l'intéerale
Gomme sa valeur est un nombre entier, cette valeur est encore p. Donc, par une variation infiniment petite des coefficients^ à une racine a d'ordre p correspondent/? racines a^a^, >* -<, ctp, voisines de a.
Tel est le théorème de la continuité des racines.
L'intégrale logarithmique de Gauchy peut servir à calculer des fonctions symétriques.
Soit l'équation
n étant un entier positif. Soit S;, la somme des puissances d'ordre/? des racines, on a
r sera un cercle de rayon assez grand pour que toutes les racines soient à l'intérieur.
Nous avons à calculer un résidu à l'infini.
Nous avons ici
Pour j9<n, nous obtenons zéro et pour p = E (E est un entier); pour ces seules valeurs, nous avons un résidu non nul.
IV. Exercices. 1** Polynômes de Legendre. — On peut élablir plusieurs propriétés en partant de la relation, facile à établir,
i-, /rir:
ffx
Formons le développement
•e (2) ' =l^y^nX,(x).
Prouvons que X„ ^aY «/i polynôme de. degré n. Pour le prouver, montrons que Ton a
Jim = A
jr=M •«
(théorème de Liou ville).
Remplaçons a par a : jr, puis faisons croître x indéfmiment. La formule (a) devient
On a donc
= lim r
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ici, annulons le radical
a = a; zh yjx^- — i .
i*^ Supposons X réel et ]:c| > i, on a deux racines réelles :
ai = â? — ^x^ — I , «j = ar H- yjx^ — i .
Donc, le cercle de convergence a l'origine pour centre et, pour
rayon R,
R<|a,|, Rg|a,|.
2® Supposons X réel et ]x | < i, alors ai et aj sont complexes
et ont pour module urin
Dans ce cas, on a
Il est clair que R, dans tous les cas, est la distance à Torigine du point critique le plus voisin de ladite origine.
Le résultat ne serait pas facile à obtenir par l'étude directe de la série.
2® Une intégrale d'Euler. — Nous allons déduire deux résultats utiles de l'intégration de la fonction
Nous prendrons pour contour la portion CA de Taxe des :r, le
Fig. 19.
demi-cercle ABC, de rayon R et deux demi-cercles, bb^^ aa^^ de
rayon r isolant les points critiques — 1 et o.
On a
'^^ CH4PITRB V.
Donc rinlégrale suivant ABC, étant de Tordre de R""», s'annule quand R devient infini.
Nous prenons la détermination de z" qui est réelle et positive surOA, bien entendu.
Sur le demi-cercle 66,, on a
z -hi = re'^ d'où, pouV l'intégrale, l'expression
e tendant vers zéro avec r ; cela donne donc
J, = — i'ite(rt-i)«/_He', e' tendant vers zéro avec r.
Sur Cb et 6, a, on a
ayant posé | j |r= Z, ce qui donne les intégrales suivantes, en prenant Z pour variable d'intégration.
Sur le demi-cercle aa, , l'intégrale est de l'ordre de r'% donc elle s'annulera avec r.
D'autre part, nous savons que l'intégrale
a-»-» dx
est déterminée.
Nous sommes donc certains que J2 a une limite K pour r=:o, et R = X , et nous écrirons
Celte intégrale est un élément analytique nouveau.
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R est ce qu'on appelle, avec Cauchj, une valeur principale d'intégrale (*).
Séparant le réel de rimaginaire, on a, de suite,
K=TC col/lit, J = -:
sm/i'ir
i*^ Exercice. — De la formule
\-^x sin/117
on déduit
* C"* dx TZ
e*-hi sinmr
^nz
Intégrer la fonction suivant un rectangle de base 2 R et de
hauteur b
Tr<6< 3it.
e^"^ dx , , ««"'ï*
Faire tendre R vers l'infini, on aura
Poser
6 = 2Tr — c (— ir <c<'j:),
on aura
r^* e^^ dx _ e^"g
D'où enfin
Il est clair que cette expression analytique du sinus n'est plus valable si n sort de l'intervalle (0,1).
4° Intégrale de Fresnel. — On intègre la fonction g-*' le long du contour OABO formé par l'axe réel, de O en A (OA = R, par
(») Si l'on prenait f -^ f e et ti étant infiniment petits, indépendants,
on ne trouverait pas une limite déterminée, pour e ~ o et r^^o. C'est pourquoi on emploie le terme spécial de valeur principale.
la bissectrice jK = ^, de O en B (OB = R) et par un arc de cercle AB, de centre O, dont le rayon R croîtra indéfiniment. On sait que l'on a
^R lim / C--
On montre que, sur l'arc AB, l'intégrale tend vers zéro si R devient infini. Pour cela, décomposons AB en deux parties, AC, CB.
est de l'ordre de grandeur de Re
est de l'ordre de ffrandeur de -zr—- — (i — g-R'coaw\ ^ étant
l'angle COA.
11 reste finalement
f cos(j?')rf^= / sin(:r*) t/a? = — -= 5" Problème. — Posons
Fs = eJ H- e-J, A -t- B^-HG>s*-t- D^3
Déterminer les constantes A, B, C, D, E, de telle sorte que F. soit uniforme dans tout le plan ?
Fonctions périodiques. — Nous savons que la fonctions- admet la période iizi
Donc la fonction e '^ admet la période 2 co.
Soit GA la période 2 w et soient L, U deux droites parallèles à 0\ ; nous supposons la fonction /(5) dépourvue de points critiques et holomorphe dans la bande comprise entre L et L'. Soient c, ^0 deux points sur L, on peut écrire
Z Zo= 2 0)^
Lorsque z parcourt toute la droite, la variable réelle t varie de
FONCTIONS SYNECTIQIKS. APPLICATIONS DIVERSES. III
— X à -h X . Posons
IZi— (0 o
e <^= M, ou 5= — :XM.
Lorsque z — Zq varie de o à i , la variable u fait une fois le tour d'un cercle ayant son centre à l'origine et lorsque z — Zo prend
Fig. ao.
loules les valeurs possibles, sur b, u reste constamment sur ce cercle. Deux points tels que z et 3-}-2E(o correspondent au même point u
Donc, la variable z restant dans la bande, la variable u reste dans un anneau circulaire ayant son centre à l'origine ei/(z), considérée comme fonction de u reste holomorphe dans cet anneau.
Fig. 21.
On peut donc appliquer le développement de Laurent (Chapitre précédent), et Ton a
— ao — oe
lia CHAPITRE V. ^^
y étant un cercle de rayon r compris entre R et R', limil< ^ ■ — prises. ^*—
Au cercle y correspond une droite A parallèle à OA; sdîl p— ^ vecteur égal à OA, sur A, on a ..^
ai'îiA,
dz.
Portant cette valeur (2) dans l'expression (1), on obtitî ^.-psérie de Fourier pour une fonction holomorphe. f^
Dans le domaine réel, la question est autre, puisqu'on nif ^^^^ /x simplement continu, ou même discontinu, sans admettre T j^ tence des dérivées. f^
V. Solution d'un problème fonctionnel. Nombres de Bcrndv^^ — Considérons la fonction
Pour |j7|<2 7t, elle est développable en série de ïaylor; vons :
IL
Les nombres B^ sont les nombres de Bernoulli ; montrons * sont rationnels et que les nombres d'indice impair sont nu!-. B| = Ce dernier point résulte immédiatement de vc »j
fonction
ne change pas lorsque x est remplacé par — a: ; on a, en eire
Maintenant^ écrivons symboliquement (en mettant deux p thèses)
Formons le produit e^-^ ((e^)), e^^ n'étant pas symbolique. Cela nous donne
Goo iS
fil !
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«olisme par rapport à B et non par rapport à a. , écrivons l'égalité ordinaire
|:>ons les deux niem!)res par rapport aux puissances *<=> efficients sont identiques pour les mêmes puissances il ne se présente aucune difficulté si, dans les deux :>w:m. remplace X" par B„.
iJt "vons donc écrire
i^ nls des mêmes puissances de x sont identiques, d'où
B-hi — B = i.
^^ ombres bernoulliens sont rationnels ; on a
B^ = — — -, Bc = 7-1
j \ l'^^s DE Bernoulli. — Ce sont les fonctions de ;; définies I ïopi
ppement
= ^ -I- X o, ( 5) -4- a:» (pî(.5) -h . . . -H x« ç„(5) -H . . . ,
i^ent valable pour | a;- ( << 2 tî.
jome de Bernoulli est, par définition, ou bien Çn (2)? ou
Vjui précède, écrivons
-ike^n)-
((e.B + -).r_eB.r))
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Nous avons bien un polynôme lié aux nombres bernoulliens. Supposons z entier ; on a (progression géométrique),
É?*— I D'où
[^çp„(s) = 4>„(z) =I'»-|-2'*H-3'»-4-...H-(-« — I)».
Il est immédiat que ^n{z) est nul pour z = o et z=i. Formons la dérivée
Ecrivons alors
Et nous avons
(p;,(^) = cp«.,(^)+^.
Cette relation est très simple. Rappelons que B« = et que
Ba^^i ^ o.
Les polj^nomes bernoulliens se mettent sous forme d'intégrale définie (voir, à ce sujet, Hermite, Journal de C relie, t. LXXIX).
INTÉGRALE FINIE. — Abel uovàmdxl Intégrale finie d'une fonction Gz une fonction F^ telle que Ton ait
Prenons des fonctions G (5) entières.
M. Guichard a résolu le problème à l'aide des intégrales à coupure de Hermite. M. Hurwitz a donné une autre méthode qui sera une belle application des intégrales complexes.
Soit
soit ^«(3) le polynôme de Bernoulli, si la série
converge, il est clair qu'elle fournit une solution ; mais, en général, elle ne convergera pas. On peut concevoir la possibilité de
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former une série convergente dont le terme sera
îùn ayant la période un. Et alors, le problème serait résolu. Précisément, M. Hurwitz obtient ce résultat avec une parfaite élé« gance (Acta Mathematica^ t. XX).
Partons de la fonction définissant les polynômes de BernouUi
On suppose | j:| < ait. Soit un petit contour, y, sur le plan des a?, entourant l'origine ; on a évidemment]
Soit, au contraire, un grand contour Cr contenant les pôles o, ±211/, . . ., zt 2riî£ de la fonction f. Posons
Nous avons, par le théorème des résidus,
pr/i représente la somme des résidus.
Pour
x = ihTzi (A entier^©), on a le résidu
Doù
9nr-\n 2^ ^-j—^—^.
Cherchons une majorante de | ^nr{z) |.
Prenons pour contour C^ un carré ayant son centre à l'origine et ajant 2 L pour côté :
L = (ar H- 1)71.
Posons x = Ly^ alors la variable y parcourt un carré ayant
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l'origine pour centre, el dont le côlé est 2, soit D^
'"' iT^iJ^^ e^y—i (L^r-^
Soit A le domaine de z dans son plan. A étant donné, on a
Pest borné quand A est borné, y parcourant le bord Au carré D^. On prendra P> 1 , ce qui est possible, d'où
I I- - jj
y étant sur le bord Ae D^, c est-à-dire avant l'une des quatre valeurs D'où enfin
Formons donc, comme nous l'avons dit, avec la fonction entière Gz et les fonctions Wqo. ^'h , • . . ^nn ... la fonction
F-= ao^'oo(-; -f- «i^'ii(^} -^. . .-4- a» Vnni'S) -+-. . . .
C'est bien une fonction entière; en effet, nous avons
avec
lim y/'\an \ = o,
et
Il en résulte que Ton a
lim ybn= o.
Donc, ¥z converge uniformément dans tout domaine borné A; c'est une fonction entière, d'après le théorème de Weierstrass
LA METHODE DES MAJORANTES (CALCUL DES LIMITES DE CAUCHY). DÉVELOPPEMENTS NOUVEAUX DES FONCTIONS RÉELLES.
Nous allons étudier une idée capitale, due à Cauchy, mais bien mal nommée par lui. Nous avons déjà la limite^ la plus grande limite. Abandonnons donc la désignation de Cauchy : calcul des limites, ei employons le terme méthode des majo^ rantes. Nous ferons ensuite, avec M. Serge Bernstein, une tentative d'élargissement.
I. Équations différentielles. — On donne Téquation
La fonction /(^, y) est holomorphe dans le voisinage de Xq et ro- On pe.ui supposer, en faisant un changement de variables
La fonction y (j7, y) sera donc holomorphe par rapport à ^ et à ^' quand J7 et V seront respectivement à l'intérieur des cercles C et G' ayant leur centre à l'origine des :r et à l'origine des j' et sur les circonférences elles-mêmes. Nous appelons M une majorante du module de la fonction f dans ce domaine. Soient a et 6 les rayons de nos cercles.
Si l'équation ( i ) admet une intégrale holomorphe dans le voisinage de a? = o et s'annulant pour celte valeur de la variable, on pourra obtenir, au moyen de l'équation différentielle, les valeurs
des dérivées successives -^, -7-^, • ••> pourx= o. Il suffit de différentier l'équation (i), d'abord une fois, pour avoir ^-^> et de
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substituer dans le second membre a? = o, y=^o\ en difFérentiant une nouvelle fois, on aura -r^ et ainsi de suite. Nous pourrons donc écrire le développement /or/ne/
Nous disons formel, parce que nous ne savons pas si la série converge.
Voilà tout le principe du calcul des limites de Cauchy : i** formation du développement ybr/?èe/; 2** preuve de la corn^ergence, par l'emploi de fonctions majorantes.
A l'équation (i), adjoignons l'équation de comparaison
G étant une majorante de la fonction/.
Imaginons que nous fassions, pour (2), comme pour (i), le calcul des dérivées successives
(5^).' (rfjr).' (i-).' ••"
et que nous écrivions la série formelle
Si la série (S2) converge absolument, il en sera de même de la série (S<). En effet, les coefficients des puissances de x sont obtenus parles mêmes calculs, additions et multiplications^ et, au point de départ, on a des modules plus grands pour le développement (S2); donc, par la suite, les modules des termes analogues restent constamment plus grands pour le développement (S2) que pour le développement (S< ).
Mais notre majorante G a une expression simple, de sorte que nous pouvons obtenir immédiatement Y sans faire le développement taylorien; ceci est essentiel.
Écrivons l'équation
dx
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SOUS la forme
V b/dx"
D'où
Nous prendrons la détermination du logarithme s'annulant pour a: = o, détermination holomorphe dans le cercle de rayon a. Comme Y s'annule pour j; = o, on devra avoir
: — MalogM— ^j,
en donnant au radical la détermination -h i pour x = o.
La fonction Y, ainsi définie, satisfait à Téquation (2); elle s'annule pour X = o, elle est holomorphe à l'intérieur d'un cercle ayant l'origine pour centre, et un rayon p tel que la fonction placée sous le radical s'annule; soit
cela donne
La méthode s'étend à n équations du premier ordre, en prenant une fonction majorante unique pour les n seconds membres.
On aura pour p une expression analogue, mais le nombre 2 sera remplacé par n -h i dans le dénominateur de l'exposant de e.
Nous avons donc démontré^ pour un système holomorphe^ Inexistence d'une solution holomorphe , les valeurs y {xo)^ z{xo)', ' . . étant arbitraires (voir le Tome I, p. 297).
Application aux équations linéaires. — Prenons une équation différentielle linéaire d'ordre n ou bien un système de n équations du premier ordre, l'application de la méthode des majorantes nous donnera un théorème fondamental. Pour simplifier le dis-
cours, prenons /i = 2.
Nous supposons les six. fonctions A, B, C, A|, B,, C| liolo morphes à Torigine; soit R le plus petit des six rajons de convergence de ces fonctions de x.
Nous cherchons une solution holomorplie passant par l'origine. Par les dérivations successives, on obtient immédiatement les développements tajioriens dey et z. Il faut prouver la convergence. Pour cela, soit a un rayon moindre que R, nous prendrons, pour les six fonctions, la majorante unique
et nous écrirons les équations majorantes du dv M
dx dx T
(a-+- i^-hi).
Si nous astreignons u et i> k s'annuler à l'origine, les deux fonctions, si nous les développons, auront le même développement autour de l'origine, donc seront identiques et nous pouvons donc remplacer nos deux équations par une seule équation
du M ,
En intégrant, on a
-îaM
Cette fonction Ux est holomorphe pour \x\ <ia.
Par suite, a fortiori^ JK et ^ sont holomorphes à l'intérieur de tout cercle dont le rayon est moindre que R.
II en résulte qu'une équation linéaire ou un système linéaire holomorphe comportent une solution holomorphe ne pouvant
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avoir d'autres singularités que les points singuliers des coefficients dé Véquation ou du système donnés.
Remarque de M. Féjèr, — M. Féjèr a remarqué qu'il peut être plus avantageux de procéder de la façon suivante, pour la majoration.
Soient les équations
les seconds membres sont liolomophes pour |^/|^^, et ils ne sont pas tous nuls (c'est essentiel) poury/ = o.
Nous cherchons la solution nulle à l'origine. Pour cela, majorons les coefficients de tons les seconds membres à la fois, soit
F est convergente pour \yi\*i ^ et Ton a
F(o)?io.
Posons
j^i = rî = ••• = //» = 5,
dans F, ce qui donne une fonction holomorphe G (5), avec
Nous avons, par une quadrature, la fonction z majorante, en écrivant
Si la variable x figurait dans les seconds membres, il suffirait d'introduire la nouvelle fonction Xn^h définie par la nouvelle équation différentielle
dx
Application. — Prenons un système
«//*= Oih{x)
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o désigne une fonction holomorphe ; le reste correspond à un pôle, les A sont des constantes et p est un entier positif.
Soit <l> une majorante de toutes les fonctions <p.
Soit B un nombre majorant pour les nombres A.
Remplaçons âi par I a I ; ce qui majore les développements des termes polaires.
Soit enfin b un nombre majorant pour les valeurs initiales données, c'est-à-dire soit
Nous écrivons pour majorer En intégrant, nous obtenons
Pour tout point x le! qu'on ait | ^ | < | a |, le second membre est une fonction holomorphe H (^), d'où
Cette fonction de comparaison montre que les solutions yi ont pour rayon de convergence | a |.
II. Fonctions implicites. — Nous avons étudié les fonctions implicites dans le domaine réel, avec le minimum d'hypothèses. Pour les fonctions holomorphes (non seulement indéfiniment dérivables, mais encore développables en série de Tajlor) nous allons reprendre la question. On remarquera que nous avons suivi, de même, ces deux voies différentes, pour l'étude des équations différentielles.
On pourrait faire la même double élude des problèmes fonctionnels; nous ne le ferons pas pour ne pas répéter indéfiniment les mêmes procédés.
Soit la relation donnée
V(x, y) ^ ax -\- by -h ax*-h ^ooy -\-. . .= o, F(o, o) = o.
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On suppose essenliellemenl
dF
(géométriquement, on laisse de côté les points doubles et les points de la courbe F où la tangente est verticale).
Nous avons donc 6^0, nous pouvons alors supposer b = — i et nous écrirons la relation sous la forme
(i) y = ajoa?-haio^'-+-«iia?x-4-«oiJ^*-+-.---
Cherchons la solution sous la forme
(2) j^ = CiX -h Cia?*-f- cjar'-t-
Tout coefficient Cn est connu en fonction des précédents; cela résulte immédiatement de Fidentification; on le verra facilement.
Nous avons donc la solution formelle; prouvons la convergence en prenant une majorante du second membre de (i).
Cette majorante ne doit contenir ni constante, ni terme en y; ce sera donc
Alors l'équation de majoration sera
Ri
^ 0H donné par une équation algébrique du second degré; en
^^^ niant la fonction située sous le radical, on obtient aisément
^^ liombre R2 tel que, pour |^| <; Rj, la fonction u^ nulle
po^ï^ ^=0, soit holomorphe, donc y sera holomorphe, a for-
lior^i^ La question est résolue.
A.vons-nous plusieurs équations
nous pouvons exprimer j^ et z en fonction des x si le jacobien
ày
dF ôz
dG
ày
dG ôz
n'est pas nul à Torigine. Par un changement de variables, on peut toujours se placer à Toriglne, pour toutes les variables, et nous supposons, bien entendu,
Ayant Jo 7^0, nous pouvons résoudre les équations données par rapport ky et z (en regardant, bien entendu, les puissances supérieures comme connues, dans cette opération). On aura donc
( 7 = ai a?i-h. . .-h anar„-+- ^iX^y -h y, j^ï-h. . ., j ^ = a I a^i -f- . . . -H a^ a?/, -»- . . . -+- 8i a^i -5 -H . . . .
Cherchons la solution sous la forme
Identifions, tous les coefficients seront connus, de proche en proche; admettons-le, car c'est facile à préciser.
Prenons maintenant une majorante commune pour les deux seconds membres du système (S) sous la forme
\ R A Ri /
Ri
Écrivons enfin l'équation unique de majoration (u et v devant avoir la même valeur initiale zéro, sont identiques) ; nous avons Féquation du second degré
en posant
^* mm"
t = Ti-r-Xi-h...-hXn.
Comme précédemment, il existera un nombre Ko tel que, pour
LA MÉTHODK DES MAJORANTES. 125
on ait une racine ii holomorphe, nulle pour ^ = o, et, a fortiori^ y et z seront holomorphes, dans les mêmes conditions ( ' ).
Pour préciser, on se reportera à la théorie de la substitution d'une série dans une série (p. 69).
III. Problèmes fonctionnels. — Nous allons appliquer la méthode des majorantes à un problème fonctionnel.
On donne une fonction f{z), holomorphe au point x pour lequel on a
et si Ton pose
on suppose
On donne les quatre fonctions de 5, Ah, A21, A12, A22Î holomorphes autour du point x et Ton se propose de trouver deux fonctions de z^ holomorphes autour du point z = x ei satisfaisant au système
Ui(z) = AHM,(zi)-t- A„a,(.5i), Ui{z) = A„Mi(5i)-+- A„a,(^,).
Nous posons, pour simplifier
-31 = /^-)» a: = o, Ati(o) = an,
Les valeurs des u à l'origine sont données par les équations
(Mi)o= a,i(a,)o-hai,(ai)o, (M,)o=a,i(w,)o-ha„(a,)o.
Si nous voulons des valeurs non nulles, nous poserons
i — «it — ait — a2i I — flii
(») Si l'on veut aller glus loin, voir la théorie du Polygone de Newton^ par exemple dans le Cours de M. C. Jordan (t. I, p. 346), et la Thèse de M. H. Poincaré ( Gauthier- Vi Mars), dans laquelle Tauteur perfectionne la théorie, pour l'application aux équations aux dérivées partielles.
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Nous déterminerons ainsi, avec un facteur arbitraire, les valeurs
(wi)o, (wi)o;
Supposons les modules moindres que un.
Cherchons alors les dérivées premfères, en dérivant les équations données
dui __ . dut dzx . dui dzi
dz ^^ dzi dz ^^ dzi dz '"*
Les termes non écrits sont évidemment connus, à l'origine.
Ecrivons :
Ui (z) = Xq + ^1 -5 ■+■ Xt^* -h. . .,
M, (z, ) = Xo -+- Xi -zi -h X, -«î -h . . . , a, (z) = [Ao-f-p-i^ -h }x,<3« -+-...,
M,(^l)= {Xo-h [Al^l-h ^1,-5}-+-....
Nous avons
D'où le système
\ dz Js=ù \dZi/z^=:ù
X| = an/iXi-+- aij/ifii-h. .., Kl = «ît /iXi -h a» A fii -f-
Soit D< son déterminant,
I — au A — aijA
Si ce déterminant n'est pas nul, les dérivées premières sont connues, à l'origine. Passons aux dérivées secondes, en dérivant
encore
dz^
Les termes non écrits sont connus, à l'origine, d'après ce qui précède et nous aurons sans ambiguïté les dérivées secondes à l'origine si Da n'est pas nul
I — rtii/iî — cixth^
On voit immédiatement que toutes les dérivées à l'origine sont
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calculables sans ambiguïté si les déterminants
I — aiihJ — aiihJ
ia7
a^xhJ I — at\hJ
sont diflFérents de zéro, quel que soit y.
Nous allons prouver que la solution (avec le degré d'arbitraire que nous avons constaté) est holomorplie (* ).
Prenons le système majorant suivant
Vi = V,=
au lieu de Ui et Ux.
F= » au lieu de/: B = 1
au lieu des A.
La vérification est immédiate
z \ Hz
Il faut poser quelques conditions. D'abord nous avons supposé
De plus nous voulons avoir
\dz9 /o I cizl o'
Or on a, \k étant supérieur au module de ^i, dans le cercle de rayon R
Il faut donc avoir
pour cela, r sera choisi moindre que R et que RH : [jl.
(») Grévy, Tbése Sur les équations fonctionnelles ( Gauihier-Viilars, 189^). — Léau, Thèse sur les équations fonctionnelles ( Gauthier-Vil lars, 1897). Citons aussi MM. Kœnigs, Lémeray, Laitè?<, et, avant tout, Abel.
Soient, pour le système majorant, A, A|, Aj, nants analogues de D, D<, D2, ..., on a
., les détermi-
A; = (i — - Hy)'— j IW = I — \V> o.
Ecrivons les valeurs des dérivées des u et de V, à l'origine. [ dJux \ _ I c,y — a„H/
a«Hy
— -Hy
ïv i-^Hy
:Ay.
Ciy désignant les termes de la premirre équation dérivée j fois, sauf ceux contenant des dérivées d'ordre y des 11^ dj désigne Je résultat de la substitution de o à ;; dans Ctj.
Comparons les coefficients de Ctj et de Y<y; appelons ces coefficients etj et€iy.
Nous voyons qu'on a
\e,j:^u\<?' quels que soient ieij.
En efiet, le dénominateur ne s'annule pas pour 1=1, donc on peut trouver une limite p, dépendant des a.
D'ailleurs le rapport tend vers un quand y devient infini.
Pour /= 2, le rapport tend vers zéro^ ipowvj infini.
Il n'y a aucune difficulté.
Dj étant essentiellement différent de zéro pour y = i , 2, 3, . . ., nous avons
a est une constante qui dépend des a.
On a aussi
Ay<i,
d'où
I Dy I > a Ay.
Nous prendrons a <; 1 , pour avoir 1 : a > i .
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Remarquons enfin qu'on a pour majorante des quatre fonctions A l'expression
M correspondant au rayon r précédemment choisi. D'où
A|o<'iMBo,
dz9
dzi lo'
Désignons par Q le plus grand des nombres : p et 2 M. On a p > I , d'où Q > I . Reprenons le calcul des dérivées des m, nous avons
dz
Imaginons le calcul analogue fait pour V, nous aurions V(o) = i, à ]a place de Wi(o), avec [ 1*1(0) |<i.
Ces termes entrent dans un déterminant, ce qui introduit deux fois le facteur Q
numérateur de
du dz ,
< Q« X numérateur de
d\ dz
dénominateur de -7dz
> - X dénominateur de '^
Tz
du
Qi dV
dz
0^ a dz
Donc
Reprenons le calcul des dérivées secondes, nous avons
wi(z,)
dz'^
/dku\ (dux\ /dzA , /d^Xn\
Imaginons le calcul analogue pour V, et tenons compte du résultat relatif aux dérivées premières. Pour le numérateur, nous avons D'A. — II. 9
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le facteur Q provenant du coefficient ^12 de c^2 dans le déterminant et le facteur Q provenant de A ou des dérivées de A.
Nous avons enfin le facteur Q^ : a, provenant de la dérivée première, quand elle figure, comme dans le premier terme écrit de c<2.
Enfin, le dénominateur introduit toujours, par majoration, le facteur i : a.
Nous avons finalement, par la majoration.
La loi est évidemment générale
d'iu
dz^
■" V a / \dzn
Nous avons donc à comparer les développements
Or le développement de V converge pour
Donc le développement W converge certainement pour
Nous avons donc, pour les w, un rayon de convergence non nul.
Remarque, — Comme les équations différentielles, les problèmes fonctionnels se traitent par les approximations successives aussi bien que par la méthode des majorantes.
Pour des tjpes extrêmement simples^ on peut obtenir des solutions complètes, tandis qu'avec des types généraux^ on n'obtient les solutions que dans un petit domaine autour d'un point (*).
(') Citons un Mémoire tout récent : Nouvelle méthode d'intégration d'unsys-
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IV. Équations de Briot et Bouquet. — Revenons aux équations différentie lies .
Dèà que les fonctions données ne sont plus holomorphes (dans le domaine complexe) ou continues et lipschitziennes (dans le domaine réel), les méthodes ordinaires ne réussissent plus, la solution peut ne pas être unique, etc.
Une équation différentielle très importante est celle-ci
Nous supposons f{OjO)=:o^ la fonction / étant holomorphe autour de V origine. Écrivons Téquation donnée sous cette forme
(i) xy^ — by =i o(x,y) = ax -¥• aiX^-\- b^xy-^, . .
la fonction cp ne contenant ni constante, ni terme en^', puisqu^on a fait passer ce terme dans le premier membre.
Calculons les dérivées successives à Toriçine. On a, en général,
_- {xy'^)= xy^^i H- nyn^
d'après la formule de Leibniz.
Faisons a? = o, après les dérivations successives des deux membres de (i), nous avons
ro(i — ^) = «'
yîii — 6) = 2ai-+-2 6,7j,
yS(n^b) = fonction de^i,jK5i -..j^o"*- Nous pouvons donc former le développement taylorien X - x^ -:
tème de n équations fonctionnelles linéaires. .., par L. B^ttcher {^Annales de l'École Normale., 1909)-
Citons encore: E. Goursat, Sur un problème de la théorie des équations aux dérivées partielles {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, -2* série, t. y et VI). — R. d'Adhémar, Journal de Mathématiques pures et appliguéesy 1909. — E. Picard, Acta Mathematica , t. XVIII et XXIII. — H. Poincaré, Journal de Mathématiques pures et appliquées j 1890, etc.
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à la condition que b ne soit pas Vun des nombres 4-i, 4- 2^ -h 3, . . ., -h Al, etc.
Pour prouver la convergence de la série, on emploie un moyen nouveau, on se sert à\\ne fonction implicite.
Soit
une majorante de /(x^y); on prendra pour ç(x, y) la majorante ï M-M^.
Soît, lorsque n prend toutes les valeurs entières positives, w le minimum de\n — fe [; nous posons
Il est facile de voir que m (:r) es tune fonction majorante pour j^(j7).
Il suffit, pour cela, de dériver les deux membres de (2) et d'observer que o) a" correspond à (/? — 6)7" .
Remarquons alors que u est défini par une équation du second degré et sera holomorphe dans un certain domaine autour de l'origine, en vertu de la théorie des fonctions implicites.
Donc, a fortiori^ nous avons une intégrale y holomorphe autour de V origine si b n'est pas un entier positif .
Nous reviendrons, plus loin, sur cette équation.
V. Ëquatioas aux dérivées partielles et aux différentielleft totales. — Nous allons indiquer brièvement la méthode à suivre, en renvoyant le lecleur au Cours de M. Goursat (Tome II).
I** Soit l'équation du premier ordre
dz .[ àz\
f désignant une fonction des quatre variables x^ y^ s, q (on désigne souvent -- par p et — par q) holomorphe autour du point (o, o, o, o).
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Il existe une solution^ holomorphe autour de Vorigine^ et contenant la courbe donnée
37 = 0, z = Ai^-f- Ajj'ï-f- ... , -hA„j"»-+-
Oq peut, d'abord, calculer, à l'origine, toutes les dérivées
Admettons-le. Nous avons alors une solution formelle
dont il faut prouver la convergence.
Soit a la constante, premier terme du développement tajlorien de/. On la fait disparaître en changeant z en 5 4- clx.
Nous avons alors la majorante
On connaît la signification des constantes M, r, p. Soit o < a< i » M. Goursat remplace^ dans la majorante, x par x\tL, puis il pose ic -4- ay = w .
Il obtient alors, pour équation de majoration, l'équation différentielle ordinaire
dz^^ M ^
du ^
La solution z' =. ç(w), nulle pour m = o et holomorphe, prouve la convergence absolue, autour du point 07= j>^= o, du développement formel de z.
Nous aurons à revenir sur celte équation (Chap. VIII).
2** Soit l'équation aux différentielles totales
dz = PL {x, y, z)dx-^h {x, y, z) dy, A et B sont des fonctions holomorphes autour du point
Supposons la condition d'intégrabilité satisfaite {voir
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Chap. vil); on pourra calculer, au point {Xq, }'o)) toutes les dérivées de w, sans ambiguïté. Admettons ceci, qui doit être examiné avec soin.
Prenons x^ = >'o := o et choisissons une majorante à A et à B
Nous pouvons alors poser x-^y=t et nous aurons, pour équation de majoration, Féquation difTérentielle
Mdt
dz —
La solution z^ ^o (^), se réduisant à Zq pour / = o, holomorphe autour de ce point, prouve' la convergence du développement formel de 5, autour du point ^o= Vo= o.
Nous avons donc une solution holomorphe autour du point (•^oîJKo)î ^0 étant donné arbitrairement^ si la condition d'inlégrabilité est satisfaite.
Contentons-nous de ces indications sommaires, car ces problèmes vont être repris, d'une manière plus complète, dans lés Chapitres VlIetVIlI.
VI. Étude des équations différentielles par des développements nouveaux des fonctions analytiques réelles. — La méthode de Cauchy, dont nous avons donné plusieurs applications, repose essentiellement sur le développement taylorien. Cette méthode est donc limitée aux domaines intérieurs aux cercles de convergence de ces développements. Or il est urgent de considérer, si possible, tout le domaine d'existence. Nous avons vu que, théoriquement, la ressource se trouvera dans les développements en séries de polynômes. M. S. Bernstein, dont on lira la Note à la fin de ce Volume, a employé des séries particulières de polynômes, dont il a brillamment tiré parti. Quoique la question soit toute nouvelle, nous lui consacrons quelques pages. Si la forme des résultats n'a pas cet aspect classique, cette beauté qui résulte des simplifications apportées par les générations successives, du moins, les idées
A MÉTHODE DES MAJORANTES
exposées sont suggestives. 11 faut bien se représenter la Science comme un progrès perpétuel et l'on pourrait même dire, avec unq pointe (le paradoxe, que les choses trop définitives perdent un peu de leur intérêt. Voici l'origine du travail de M. S. Berslein; il a voulu généraliser un théorème capital de M. E. Picard, sur les solutions de l'équation
ô^ Il ô^ u du , du
— — -h -T-T- -f- a ho- h cii = G,
dx* ùy^ ùx Oy
a, è, c étant des fonctions analytiques^ si la solution u a des dérivées d^ ordre deux^ finies et continues^ elle est analytique.
Voulant employer les approximations de M. Picard, M. Serge Bernstein fut arrêté, en employant la méthode sans aucune modi^ (ication ; la convergence était impossible à prouver parce que les seconds membres des équations eussent contenu des dérivées de même ordre que les premiers membres
Pour se tirer d'affaire, M. S. Bernstein imagine un mode nouveau de développement des fonctions, les séries normales.
Si l'on parle de fonctions analytiques et si Ton se maintient dans le domaine réel, une singularité complexe, comme, par exemple, le pôle / pour la fonction i : (i -{- x^) arrête notre développement taylorien, même sur l'axe réel, pour |j;|>i.
Donc, ce développement taylorien et sa majorante et toute la méthode des majorantes de Cauchy^ point de départ merveilleux, tout cela doit être dépassé en vertu même du dynamisme admirable des méthodes de Cauchy.
M. S. Bernstein a réussi à sortir des voies de Cauchy, poussé par Cauchy lui-même.
Il passe donc de la série de ïaylor à des modes plus souples de représentation et nous allons montrer son idée, sous sa forme la plus facile.
Mais, M. S. Bernstein a poussé bien plus loin sa méditation et, plus tard, dans un Mémoire écrit en langue russe, il a cherché aussi des développements nouveaux, souples, maniables, pour les fonctions réelles^ non analytiques, seulement une ou deux fois dérivables.
Il a bien voulu résumer ses idées en français dans la Note que nous publions.
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Ce qui suit permettra de suivre la genèse des idées de ce savant (♦).
Les séries qu'il introduit sont les séries doublement ascendantes
Nous dirons qu'une telle série est normale si elle converge absolument et uniformément pour o^a^^R.
TnéoRÈME. — Toute fonction f(x) holomorphe à V intérieur d*un contour S entourant le segment (o,i) est développable en série normale sur ce segment.
En effet, on a d'après le théorème de Cauchy
Il suffit par conséquent de démontrer notre théorème pour une
fraction simple » où A est une constante (par rapport à x) et
z Taffixe d'un point sur le contour S. Il est évident que si z est situé à gauche de la verticale V© passant par O ou à droite de la
verticale passant par i, V|, — — - aura comme développement
normal soit la série de Taylor en i , soit celle en o. Nous pouvons donc ne considérer que le cas, où z = a-\- bi^ avec ] 6 1 ^zé o et i^a^o. On a
1 a — X — bi
a-\-bi — x X*— 2ax -{- a*-^ b*
(Nous excluons les portions de S situées à droite de V< et à gauche de Vq.)
Le numérateur étant fini, il n'influe pas sur la convergence,
(<) La thèse de M. Serge Bernstein (Paris, 190^) est imprimée dans les Mathematische Annaleny Band Sg.
Voir le Livre de M. Montel, Sur les séries de polynômes^ dans le domcUne complexe^ dans la Colieclion Borel (Gauthier-Villars ).
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on a
a:» — 2aa7 -t- a*H- 6" i-ha*-i-A* — {'lax -\- i — x*)
2 1 /^ax-Hi — ir«\'»
OU bien
I ■+■ a'-h 6* — 2ax — (i — X*) ~ji(a*-h 6'-i- i — ixax)'*-»-*
Ce sont deux formes du développement
u-v " u-i vu/ ' u
On a bien, chaque fois,
rr < I , car ceci donne
condition vérifiée, avec des nombres réels.
Posons
(n-^i),,.(n-^ A) / lax \^ "]
{\-k-xY
Cous les termes de P^ (x) sont positifs pour
•et Ton a
\{^-xY^n{T)\^
En effet, on a d'où
(«*-+- 6* -h I — 'laiT ;'*-♦•*
a«-f- ô«-i-i — 2aa;> 6« et (i -i- 6«)(i — j:') < rt*-h 6*-+- i — 2ax, car ceci donne
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Nous avons donc
et la série converge absolument et uniformément pour
On passe de là à fx en multipliant par (a — x — bi) et en intégrant sur S, donc noire fonction /(j:) aura naturellement un développement de la même forme, lié au contour S.
P,i(:r) ayant pour pôle le point ; = ; > i, est représenté par une série de Ta^^lor dont le rayon de convergence sera ^ i .
Donc pour xr>u i , on aura
Et ceci subsiste si l'on remplace la fonction P,, par la fonction P,i, obtenue en substituant à chaque coefficient^ dans P», son module,
(considérons alors le terme P;, (j7).(i — ^)"; x variant sur le segment (o,i), ce terme a un maximum, M/,. En général, la valeur de x correspondant à ce maximum variera avec n. En prenant par conséquent la série
nous obtenons, dans le cas où elle converge, une sorte de limite supérieure de notre série/(j7); nous rappellerons norme réelle de f{x). Si nous considérons l'ensemble des développements normaux dont/(x) est susceptible, il définira un ensemble de nombres positifs qui sont les normes réelles correspondantes. Cet ensemble aura une limite inférieure (qui, en général, ne sera pas atteinte); nous rappellerons norme réelle inférieure de f{x) sur le segment o — i et nous la désignerons par le symbole X ou Xoi. Sur l'intervalle o — R, nous prendrions le symbole 5boR pour plus de précision.
En particulier, si /(x) est développable en série de Taylor à
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coefficients positifs, convergente pour x = R,
f{T) = ao-H aiJ7-^ aiwT'-H. . .-f- a«x"-4-. . ., on aura
Mais si les termes n'étaient pas positifs, la série de Taylor définirait, en général, une norme bien supérieure à la norme inférieure, et si le rayon de convergence était inférieur à R, elle ne définirait même plus de norme de/(j:). Soit, par exemple
on a
avec
\b\ ^ o et 1^ allo.
Ainsi 6 peut devenir aussi petit qu'on veut, le développement de Taylor va diverger et pourtant f{x) aura une norme finie.
Ce qui caractérise cet exemple particulier, c'est que la norme de M. Bernstein (qui, nous le rappelons, est toujours le résultat delà sommation d'une série convergente à termes positifs) se présente sous forme d^ une série dont les termes sont inférieurs à ceux d'une progression géométrique. En reprenant le raisonnement du début, on voit que la même circonstance se présentera pour toute fonction analytique régulière dans une région S comprenant à son intérieur le segment (o, i).
M. Bernstein est ainsi conduit à introduire une nouvelle notion.
Soit
M = Mo-hiMi-^...-hM„-+-...
une norme réelle def{x) sur OR; si la série
„.„..„,(«i£)....^«.(ii£)V...
converge, nous dirons que N est une norme de f{x) à l'intérieur du contour fermé Tqr^ qui est formé par les deux tangentes menées du point R au cercle C de rayon r, ayant le centre en O, et la partie gauche du cercle C. Nous définirons comme aupara-
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vant la norme inférieure dans Vaire limitée par Tor,. et nous la désignerons par ^[/(^)]r,.-
Ceci posé, nous démontrerons le théorème suivant :
Théorème. — Si une série ^ normale sur le segment OR, f{x) admet une norme finie N à r intérieur du contour Tor,., elle est uniformément et absolument convergente à ^intérieur du contour et sur le contour FoRr lui-même.
Soit
avec et
SI
(R - x)« ( I a„o I + I a„, I a: -t- . . .-+- I an* I ^*-+-. • •) S Mn olar^R.
En particulier, nous avons
( R — r)« ( I a„o I -H I eï«i I '• + . . .) = M«. Supposons maintenant x sur le cercle C i\x\=.r. On a I R - X I ^ R 4- r,
d'où
D'autre part soit O < « <C R • Lorsque x est situé sur un»cercle de
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rayon r, = r f ^ ) ayant le cenlre en a, on a aussi
Les cercles étant homothëtiques, on a
R — g-f- /i _ R -H r H — a — r, "" ir^'
Donc, sur le cercle de centre a, on a
Pour a=R la même inégalité a certainement lieu, puisque f{x) est représenté par un développement normal. Donc la convergence absolue et uniforme def{x) est assurée sur tous les cercles homothétiques à C ayant leur centre sur le segment o — R.
Donc f{x) converge absolument et uniformément sur le contour et à son intérieur.
D'après le théorème de Weierstrass, la fonction admettant une norme finie à l'intérieur d'un contour, est analytique à l'intérieur de ce contour.
La convergence est uniforme et chaque élément est analytique, donc la somme est analytique (p. 76).
Théorèmes relatifs aux sommes et aux produits. — Si la fonction /(x) admet la norme N et si la fonction g{x) a la norme N', la somme et le produit des fonctions ont une norme inférieure ou égale à la somme et au produit des normes N, N'.
Soit d'abord la somme
/(a?)=2Pn(R-:p)", ^r^)=2P'«(R -•«■)",
V:c=fx+gx=^ K ( R - X
Nous posons donc
P,(xj(R — j-rëM;,,
et M',,, M"j sonl les nombres analogues relatifs à ^x ^l Fa- On a
d'où
Formons
et la proposition est immëdiatement prouvée.
On peut généraliser
Passons au produit, on a évidemment
D'où
En remplaçant les normes par leurs limites inférieures on peut énoncer notre théorème en écrivant
El, plus généralement, on déduit de ce qui précède :
DZ F[©i(.r), ©2(./), ...] < FfXo,(ar), ,^bcp2(ar), ...],
F représentant une fonction analytique des paramètres 0|, 'f 2î • • • ?X7 développahie en série de Taylor pour
I ^i(x)\'= •)bcp,(.r), \Oi(.r)\^:)Zo^(x)
Il est inutile d'énoncer ces théorèmes en langage ordinaire. Les formules suffisent.
Ihéorème. — 'boit gx=zxP I YxX'idx et soit un contourV^^ à V intérieur duquel VxCi une norme finie ; soient p et q des
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nombres entiers satisfaisant aux conditions ;/>^o,/?-h5'-+-i^o. Pour ; y -f- 1 ^ o, OAi a
Pour ; ^r 4- I = o, on a le facteur — au lieu de
pe I y -♦- 1 1
En effet, intégrons par parties
Appliquons la mérae formule à i]i~l et nous arriverons ainsi à l'intégrale
.0 (R— ^)'*-hX-^i
(2) J« = (R — x)'*+^ nx(a-),
flx désignant un polynôme de degré X.
Posons
Ilx = Ao -+- Al a:- H- . . . -i- k\xf^.
Dérivons les deux membres de ( a )
x'^ = (n-h])ni^ (R — r)Il).
Nous avons donc, par identification
o = (n-i- I )Ao— RAi, o = (n -hi)\i — 2RAj,
1 = (n -hX -hijAx.
Donc tous les coefficients A sont positifs.
D'où ce résultat
(3) xP r Pn(f<—x)'' dx = xPTn+i(x)(R — xy'^^,
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T,i^.i représentant une série de puissances entières de Xj convergente puisque la fonction est normale.
De plus, si Ton remplace P» par P„, la sériejT„^.i est remplacée par une série ^„^.i dont tous les coefficients soni positifs.
Soit M„ le maximum de P,,(R — j:*)", on a
^ . Rp/x\p ,/H\P ^ ^
Ecrivons — f ^ 1 "^l "" ) ^ remarquons que, pour ^ > 1 , on a
(construire la courbe j^ :=— et poser z = e").
Donc, pour y -h i =0, le second membre de (4) devient
pe
Prenons le premier cas : y + i ^ o.
On voit facilement d'après ce qui précède que
Donc
N;,_H, = i\Ia\imum de 5:/' T„h_, ( R — x)"+« ^ -j p M^.
Rp-^^-^i R-h r
En remplaçant les normes N et M par leurs limites inférieures^ on retrouve les formules annoncées.
Pour le second cas : çr _|- i = o, ce n'est pas plus difficile.
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Application aux équations différentielles, — SoilTéqualion
Nous supposons /(x, y) et j- /(^^y) analytiques en x et ayant
des normes moindres que M et M' pour |y | <; L, ^ étant à Tintérieur du contour r„^R.
Fig 23.
Dans ces conditions, la solution de V équation, qui s^ annule en b est analytique. Il faut recourir à la méthode des approximations successives de M. Picard. On a successivement
(-2) ^'0= f fi^.t)dt,
(3) ^1= r fy^y^in]dt,
(4) y^=^ f f[t,ydt)]di.
etc.
D'abord, ii faut avoir, quel que soit n
^yn < L.
Puis, U/i étant un terme d'une série convergente
Alors nous aurons
liin^rt= \xy /i= •
et la norme de Yj. sera finie, donc Yx sera analytique.
Posons H = p ^ ■ R. D'après le théorème précédent, appliqué à l'intégrale (3), on a
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Posons HM <; L. On aura alors
En second lieu, soit M' un nombre supérieur à la norme de f'yi^^y), pour Ij/'I < L, l'application du théorème des accroissements finis donne, on Ta vu (* )
yn—yn~\= f (yn-\—yn-l) f dt,
''l/i-2(^) étant compris entre y,^_i(^) et j'„_2(0*
«^(^1 — ^'o) = H X maj. (D^jo x M', ^^(ri— 7i) = *ï X maj. ^b(j^i— ^'o)x M',
(may désignant un nombre supérieur à la plus grande valeur possible, dans le domaine considéré).
11 suffit de poser
nM<L, HM'<i
pour que le théorème soit établi.
Les conditions que nous venons d'obtenir peuvent nous amener à rétrécir le domaine, en remplaçant a par a! et R par R', au mo^'en d'un cercle homothétique au premier.
En tout cas nous aurons pu, par ce procédé, dépasser le domaine correspondant aux dé^'eloppements tayloriens.
Remarques, — Nous donnons, dans cet Ouvrage, pour l'intégration des équations différentielles, la méthode des approximations successives et la méthode des majorantes. Il est bien évident que ce sont les méthodes que nous avons voulu faire valoir et que nous n'avons pas songé à donner une théorie sérieuse des équations différentielles. Pour cela, il eût fallu donner la théorie de Cauchy- Lipschitz^ laquelle regarde la différentielle comme une différence, puis [)asse à la limite.
Il eut fallu parler des équations linéaires cl de la théorie de Fuchs ; de la théorie de Sophus Lie : étude par les groupes con-
(') Tome I, dernier Chapitre.
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tinus ; des fonctions fuchsiennes de M. H. Poincaré^ lesquelles intègrent une classe d'équations linéaires ; des travaux de M. Klein; de la classification des transcendantes solutions des équations dilTérentielles, par M. Drach^ etc.
Nous avons encore le point de vue si fécond de M. Painleré : mobilité ou immobilité des singularités des solutions lorsque varient les constantes arbitraires ; le point de vue de M. Henri Poincaré : élude qualitative des solutions réelles, avec les principes de.VAnalysis Situs. Autant de domaines immenses (•).
( ' ) Contentons-nous d'indiquer deux Ouvrages classiques, celui de M. Picard et celui de M. Painlevé; puis celui de M. Pierre Boutroux, dans la collection Borel.
Au point de vue de la variété extrême des singularités, votV les beaux Mémoires de M. Henri Dulac : Thèse insérée dans le Journal de l'École Polytechnique^ 1904. et Mémoires insérés dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ 1909 et 1910.
ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES
La théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre constitue une vaste doctrine.
La seule chose que nous fassions ici est la réduction des problèmes les plus simples à des équations différentielles ordinaires.
De sorte que, à chaque instant, nous aurons besoin des résultais de cette théorie, établis, pour les variables complexes^ par la doctrine des majorantes et, pour les variables réelles^ parla méthode des approximations successives (t. I et t. II).
Nous ne pouvons nous occuper des systèmes d^ équations ^ mais inéquation aux différentielles totales constitue un système très particulier et ce système-là sera étudié ici.
Commençons par faire quelques remarques sur les systèmes différentiels^ dans le domaine analytique. Prenons le système
dx
les fonctions/ et g sont holomorphes autour d'un point ^ = «, y = ^> z = c.
Regardons le système (i) comme un système d'équations aux dérivées partielles^ x, z étant les fonctions inconnues, x^ x^y ^0^ ^Q {valeurs initiales) étant les variables.
D'après la méthode dos majorante^, nous verrions facilement
que le système admet une solution (i) holomorphe autour du
point
X = Xo = a, y = o, z^c.
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Ecrivons celle solulîon
{2) jr=F (x, xo, yo ^o), z=zG(x, xo, yo, ^o)-
Et réciproquement^ si nous regardons j^q et Zq comme les inconnues, nous aurons
(3) j^o=F(a?o»ar,jr, z), ^o=G(aro, x,y, z).
Laissons Xq constant et nous déduirons de (3) les relations d¥ d¥ . d¥ dG dQ . dG
D'après ces relations (4) si; dans (i), nous prenons pour inconnues les nouvelles fonctions
(5) Y = F(aro, a?,^', 5), Z = G{x^, x, y, z),
ce système (i) devient
/A^ ^Y dZ
Donc, dans le domaine d'holomorphie^ les solutions de (i) satisfont à des relations de la forme
(7) F(a:o, ar,^, -5) = const. G(a?o» ^» ^. -») = const.
Ce sont des intégrales premières du système (i).
Cette nolion joue un grand rôle, en particulier dans la Mécanique.
Ajoutons une remarque sur runicité de la solution [voir t. I, p. 298).
Dans le domaine d^holomorphie^ le système (i) n^ admet pas d^autre solution que la solution holomorphe^ se réduisant à (roi «0) pour 37 = 0:0 (*)•
En efiet, on peut regarder la solution y^ z (holomorphe ou non) comme définie par le système (3). D'ailleurs, F et G étant holomorphes, on peut écrire
^o=F(aro, ar, ^, «) =^-+-(a: — Xo) Fj (a-o» x, y, z) -50= G(j:o, iP,y, «) = «-f-(a? — a?o)Gi(aro, x, y, z).
(>) E. GouRSAT, Cours, t. II, p. 36i.
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Pour X = Xq. le iacobien ., ; ^' ^^ se réduit à un.
Par suite, les équations (3) ont une solution unique, autour de ce point (Chap. 1).
1. Équation linéaire du premier ordre. — i ° Equations linéaires ET HOMOGÈNES. — Considérous d'abord l'équation linéaire et homogène
, . ^r àz _, ôz _, dz
dans laquelle X|, Xa, ..., X„ sont des fonctions données et z une fonction inconnue des n variables indépendantes jc,, X2, ...,J?«. On suppose que la fonction inconnue :; n'entre pas dans les coefficients X et qu'un au moins de ces coefficients n'est pas identiquement nul. Nous admettrons que c'est X| .
Considérons le sj^slème adéquations différentielles ordinaires
dJTi _ dxt _ _ dxn
Al -\j .\„
et considérons un domaine dans lequel les rapports
et leurs dérivées partielles restent continus. Prenons x^ comme variable indépendante. Le système (S) a, nous le savons, une solution dépendant de n — 1 constantes arbitraires
x/= Oi{xi^ Si, . . ., a,i_i).
Si nous résolvons ce système d'équations par rapport aux constantes arbitraires il viendra
u^ixx.xu ...,^«) = «1,
iirt..i(:ri,a:j, . . ., Xn) = «/i-i-
Ces expressions u sont dites intégrales premières.
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Les intégrales premières Wj, ...,w„_i sont distinctes, indépendantes, puisque les constantes a sont arbitraires.
Théorème 1. — Une intégrale première du système (S) est une intégrale de l'équation {^) et réciproquement.
En effet, soit u une intégrale première; on a
, du , du ,
au = - — ctXi -h - — dxi -h . . . = o.
Eliminons les difTérentielles ; il vient
^ ' ôxi OXi
Réciproquement, soit u une intégrale de (i), elle vérifie Téquation (2).
En efiet, si les x varient en vérifiant les équations (S), on voit que Ton sl : du = o; u = const.
Théorème II. — V équation (i) admet n — i intégrales distinctes W|, W2, ..., Un-\\ toutes les autres intégrales sont fonctions des précédentes et toute fonction ç(w,, Wa, ..., Un-\) est une intégrale.
En effet, soient «,, f^o? "-, ^'«-m ri — \ intégrales distinctes. Ajoutons une nouvelle intégrale quelconque Un\ nous aurons /i identités
„ dui -- dui V ùui
àXx OXi ()Xn
d'où, en éliminant les X (qui ne sont pas tous nuls),
D(Wi, Wj, ..., Un) _ ^
D(a7,, a^i, . . .^ Xn)
Cette identité prouve qu'il existe une relation au moins entre les U ; mais, comme il n'y en a pas entre «i, ..., w„_j, il vient
Réciproquement, toute expression de cette forme, demeurant
constante avec «i, «/a? •••» W/i-i? est une intégrale du système (S) donc de l'équation (i).
Il résulte de fà que, si Ton a intégré le système (S), on connaît l'intégrale générale de (i).
En un mot, pour intégrer (i), on intègre (S), en cherchant (/i — i) intégrales premières et Ton pose^o désignant une fonction arbitraire
« = <P(m,,M,, ..., Mn_,).
2** Équations linéaires non homogènes. — Ce sont les équations de la forme
Xi/)i-
Mais ici, X/ et Z sont fonctions des x et de z. Nous allons ramener l'équation (5) au système
Soient çi(a:i, . . ., ar», «), Ç2j ?3» .••7O/1? /i intégrales premières indépendantes, pour ce système (S).
Désignons par U le premier membre de l'équation (5) et considérons le système d'identités
U = Z ~ Xi/>i — Xi/>i — ... — Xrt/),i,
La première est une définition et les suivantes expriment que les f sont des intégrales. Le déterminant n'est pas identiquement nul, car, si on le développe par rapport aux éléments de la première ligne, on a
dz âxi
— Pn dXn
àXn
= Jo — />|Jl — />lJl — • • '—Pn^n^
et les mineui^ J^, .. ., J;, sont des fonctions de Xi, ..., Xn et z dont
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Tune au moins n'est pas nulle, puisque les n fonctions <p sont indépendantes.
Mettons J sous la forme d^un jacobien
^i étant la fonction (pi* où Ton regarde z comme fonction de jTi, x^j •••, 3Cn* On peut ajouter aux éléments de la deuxième colonne, puis à ceux de la troisième, ... les éléments de la première multipliés par j9|, puis par )92, ... Il vient ainsi
dz dxi
Pi
àz
àXn '^^ àz
àXn '
dz dx\ el, par conséquent,
■Pl
dz
dxi ^^ dz
dXn^^^'dT
dXn ^ àz
àOn ài^n à<fn <^?/i
àxi ^* àz '" àx„ ^" àz
En regardant z comme fonction des x, nous avons bien un jacobien. Maintenant, tirons X| du système (6) ; on aura
X,J =JiU.
Or, nous pouvons supposer J| non identiquement nul; donc, pour annuler U, il faut annuler J ou X| .
Nous avons donc deux sortes de solutions pour Téquation proposée ;
i** La solution ordinaire J ^ o, c'est-à-dire
définissant z comme fonction implicite des x, F ne contenant pas explicitement les variables Xj et F étant le symbole d'une fonction arbitraire.
2** La solution singulière qui, en général, n'exisle pas : il faut,
rj^i^T^T^
en elTet, qu'elle vérifie l'équalion Xi =o, et, par suite aussi, les équations Xa = X3 = . . . = Z == o.
Cette solution, si elle existe, est définie simultanément par (n-f-i) fonctions implicites.
Nous parlerons de la signification géométrique des singulières dans le Cfiapitre VIII.
Notons que la théorie qui'précède est due à Gilbert, sous cette forme.
Pkoblème de Cauchy. — Le problème de Caucliy, pour notre équation du premier ordre, linéaire, consiste à déterminer une solution (ou intégrale) par la condition de passer par une courbe gauche donnée C
Nous appellerons courbe caractéristique une courbe définie par le svstème
ffe, dxt dz
Par un point ^?,5®, passe une caractéristique et une seule^ si certaines conditions sont remplies, ce que nous supposons.
Or, nous avons prouvé qu'une surface solution est un assemblage de caractéristiques^ arbitraire; donc, on peut résoudre le problème de Cauchj-, si la courbe donnée n'est pas une caractérislique, en prenant les caractéristiques passant par tous les points de la courbe C.
Précisons ceci.
Nous verrons que c'est plus compliqué pour une équation non linéaire.
Soit, par exemple, l'équation
Les caractéristiques sont
dx_dy_dz
Soit la solution, se réduisant à r° et à z^ pour x=zx^
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On peut se donner une relation arbitraire entre y^ et z^ sous la forme
En portant ces expressions dans le système (7), nous obtenons la surface contenant la courbe donnée (non caractéristique ). On peut aussi se servir de la variable X et écrire la solution
07®, yo, z^ correspondant àX = o, si Ton veuL
Soit la courbe C non caractéristique, donnée par ses coordonnées
Posons
a:<^=gi(u), y^:=gi{u), z^=gj,{u),
et portons ces valeurs dans cp,, ©j, 03; nous avons la solution, sous une nouvelle forme.
Exemples :
x*)yy -+- (2^*— ar
Écrivons
x^y* dx __ x^y"^ dy y^x — •! a?* ~" iy^ — x^y
Cela donne Puis
jl X x'^\ X x^
En ajoutant, il vient
La solution est
dx dy dz X y ^z ' zx^y^ = p.
j-^ji=f(^^'y')-
Donnons-nous la courbe C, pour résoudre le problème de Cauchy, nous devons avoir
ar«
-=/[4.(ar):r'?(x)'],
c'est-à-dire, A^ et ^^x étant connus,
Faisons Y inversion de Bj, c'est-à-dire soient /=rBj., x=^bt deux relations équivalentes, / ^ B(6^), on a
cp et tj; doivent être tels que C ne soit pas une caractéristique.
Multiplicateur {Euler et Jacobi). — Établissons un lien entre les équations différentielles et les équations aux dérivées partielles. Soit
dy— F(x,y)dx = o.
Cherchons une fonction M (x^y) telle qu'on ait ( 2 ) M ( cÇ^ — F dx) = df ( digère miellé exacte ).
Il faut et il suffit, pour cela, que le système (I) soit satisfait
(,) g = M. g=-MF;
d'où
On peut substituer (3) à (i) et cela est parfois commode (*).
Soit M' un autre multiplicateur; cherchons une relation entre M et M'.
Soit
M' satisfait à Téquation (3), d'où
(4) Ji + F^ = o.
âx ây
On a, d'ailleurs, d'après (1),
âx Oy
Les relations (4) et (5) donnent
ou bien
^désignant une fonction arbitraire. Telle est la relation entre M et M'.
Nous avons immédiatement la conséquence suivante. Si l'on
(') Une solution particulière de l'équation aux dérivées partielles donnera donc la solution générale de Téquation différentielle.
Notons que M. Appell vient de donner un exposé nouveau de la théorie du dernier multiplicateur de Jacobi, dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences {^ novembre 1912).
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connaît deux multiplicateurs M et M', rintégrale première de (i) peut s'écrire de suite
M : M'= const.
Revenons à l'équation (3) et développons-la. Cela donne
âx oy oy
Les caracléristiques seront
dx _ dy __ — i/M
Exemple, — Soit l'équation linéaire du premier ordre y-+-P^-+-Q = o,
P et Q dépendant de x seul. On retrouvera la solution connue (méthode de la varialion des constantes, de Lagrange).
Remarque. — Nous ne nous occupons pas d'établir les théorèmes classiques en faisant, sur les fonctions, le minimum de V hypothèse. Sinon les questions deviennent très difficiles (*).
IL Équation aux différentielles totales. — On nomme ainsi les équations de la forme
<f -3 = A û^a7 -f B dy ou
P rfar -^ Q dy -4- R û?5 = o,
A, B, P, Q, R sont des fonctions de x^ v, z.
Si les fonctions sont analytiques^ on peut employer la méthode des majorantes de Cauchy ; cela ne présente aucune difficulté.
(*) Voir M. Baire, Tfièse {Annali di Matematica^ «899).
Dans ce Mémoire, M. Baire intègre l'équation : — = -r-» sans supposer continue* • on dx dy
,.. . du du
les derivccs -— > -7--
ôx dy
Au lieu d'un simple changement de variables, il doit édifier toute une doctrine.
Ce genre de travaux doit mettre en garde contre les généralisations hdtives qu'on
serait parfois tenté de faire.
i" Étudions Tëquation, sans cette hypothèse. Soit donné (i) dz = S.dx-k'Bdy,
Représentons la fonction A par A lorsqu'on a remplacé z par la solution supposée existante ; faisons de même pour B. On a
-- = _ 4-B— , dy dy Oz
On doit donc avoir, pour que la solution existe
Oy Oz ox oz
et il y aura deux cas à distinguer, suivant que la relation (2) est une identité ou non.
Si (2) n'est pas une identité^ cette relation (2) définira z(x,y) par le théorème des fonctions implicites.
Nous allons supposer la relation (2) identiquement vérifiée et nous allons rechercher la solution qui contient une constante arbitraire (nous l'avons déjà vu).
Considérons la relation
comme une équation différentielle^ en regardant la variable y comme un paramètre. Nous aurons la solution
La constante arbitraire a doit être remplacée par une fonction quelconque, u{y). On peut déterminer u de sorte que la fonction, déduite de (4 ),
satisfasse à la relation
On écrira
df df du _r y/ M
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d'où l'on tirera
et, la condition (2) étant identiquement vérifiée, on trouve que ^ ne dépend pas de x
àx
Nous avons, en efTet,
du et nous devons vérifier la relation
^^ àii\dx'^ àf àx àxdy) dadx\^^'''^'^^^'d^\^'''
Or, on a -^ = A(x,.j^,/) et il en résulte que (5') se réduit à (2).
Nous avons donc finalement à intégrer
Donc^ V équation {i) est ramenée à deux équations différentielles ordinaires (*).
2*^ Prenons Téquation (1) sous la forme
(7) P clx-^(ldy-¥-V^dz==o.
Posons
Téquation (7) prend alors la forme (i) et la condition (2) devient
Deux cas, encore, suivant que cette relation (8) est, ou non, une identité.
(*) K. G0UR8AT, Cours, t. II.
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Nous écrirons cette condition sous la forme
et nous pouvons mettre F sous la forme d^un déterminant symbolique (en changeant le signe partout),
Ts
ôx dy 0z
.\ la dernière ligne, nous notons P au lieu de P, pour indiquer
-T- là où Ton a le produit — •
que Ton prend la dérivée -77 là où Ton a le produit —- • P
Posons
Pûte -h Qrfj -H ^dz devient Vdu -h Qrf(^ -|- R dw.
Soit r l'analogue de F, formé avec les fonctions P, Q,R et les variables w, (^, w
du dv dtv
Fs
On vérifiera aisément cette relation :
r = rx
Donc T et r sont nuls en même temps.
Après cette première remarque essentielle, faisons-en une seconde :
Nous retrouvons cette condition (8) si nous cherchons un
multiplicateur^ c'est-à-dire une fonction ^{x^y^z) telle qu'on
ait
P dx -^ Q dy -i- R dz =^^d^{x^y^ z).
Montrons-le.
Regardons z comme un paramètre constant ; nous savons, d'après la théorie du multiplicateur d'Euler, qui précède, qu'on D^A. -II. u
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peut déterminer des fonctions
(5 est la valeur du paramètre z) donnant lieu à la relation
Puis, faisons varier s, nous pouvons alors ajouter R dz et nous avons
p(P dx -^ Qdy -^ Kdz) -^ dQ(x,y, z) -h (pR -^ dz.
Posons Û' ^ -— et cherchons à obtenir la relation oz
Or, la condition nécessaire et suffisante est que û'' ^ p R — Û', soil une fonction de z et û, regardés comme variables indépendantes.
Donc, le jacobien -^ry- — '■ — ^ doit être identiquement nul, soil
ôx
dQ
dz
dx
dû"
ày
dz
Mais on a
c^(pP) __ dipQ) dy dx
et alors, nous obtenons aisément la condition précédente (8).
Nous voyons donc que, si la condition est vérifiée identiquement, nous avons une solution avec une constante arbitraire, car la relation dm-^o donne
Cfix,y,z) = C.
De ce qui précède, nous déduirons une méthode d'intégration, souvent préférable à la précédente.
Méthode de J. Bertrand. — Suivons l'exposé de M. Goursal.
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Si nous pouvoDS faire un changement de variables (u, ^, pp»), tel
que Ton ait
la condition (8') deviendra, d'après les remarques précédentes
Or, le premier membre est, à un facteur près, la dérivée de P : Q. La relation (9) indiquera donc que ce rapport est indépendant de iv. Telle est donc la forme que prend la condition (8).
Joseph Bertrand introduit alors Téquation* aux dérivées partielles linéaire
/ ^ v/^v /<^Q àR\df /dW dP\df /^P àQ\df
Pour l'intégrer, on sait qu'il faut écrire les équations dx __ dy _ dz
dz
dx
ôz
dx
Soient a = a et r = p deux intégrales premières distinctes; on a djonc
Et nous introduirons, au lieu des variables x, y^ z, les variables x^
Nous supposons d'autre part que (8) est une identité. Entre les équations (8) et (i i) éliminons les parenthèses. On obtient
du du du
dx dy dz
dv dv dv =■ o,
dx dy ôz
ce qui peut s'écrire, d'après la théorie des déterminants
'^ dx ^ ôx^
^ . du dv
dy ^ dy
^ . du du
oz ^ dz
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L'équation (7) a donc maintenant la forme (12) X du -h iJL di> = o,
et la remarque précédente nous montre que - est fonction de u el de {> et non point de w.
Joseph Bertrand ramène donc Téquation (7) à l'équation (12) qui est une équation différentielle ordinaire.
En un mot, nous tirons de (10') les relations
f^(^,yy -5) = a, ^{^,y^ z) = .3, d'où
dy = Gi rfa: -f- Ci rfa -4- Gp rfp, dz—
Nous portons ces valeurs dans (7) et nous savons a priori que les coefficients de x et de dx sont nuls^ ce qui donne Téquation (12), sous la forme
Supposons maintenant que la condition n'est pas remplie.
(I) P(Qi_R;.)_^Q(Ri-.rv)4.R(p;-Q;)^0,
on aura alors
(i) P rfa: 4- Q û(x -+- R ^5 = * <f<p -+- <£t|/.
Démontrons ce théorème.
Cela revient à obtenir les fonctions o. A, ^, telles qu'on ait
(2) p = *(pi-f-r^;, Q = <|>ç^^^^^ R = *?;4-t|.;,.
Éliminons ^, en formant les combinaisons suivantes
Multiplions les deux membres des équations (3) respectivement par ©r, Oy, o', et faisons la somme, il vient
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€11 posant
a, 3, y sont les expressions qui figurent dans (I). De même, on obtient
II suffira donc de prendre pour o et ^ deux solutions particulières de l'équation
Et alors, A^, Yy, J;^ seront déterminés par le système (2) et Ton aura bien tj^^^= tj>^^., etc., puisque l'on est parti de ces relations pour passer du système (2) au système (3).
Il suffit d^oblenir une seule solution particulière de (4), y = ç, et ^ sera alors donné par des quadratures.
Supposons, en effet, <p connu et alors, cherchons à déterminera par les deux dernières équations (3), au lieu de prendre l'équation (4), déduite de (3).
Posons
il en résulte
EL
ôx *' dx, '
dy " àxi àyi '
dz ^ àxi azi
Et alors, les deux dernières équations (3) où l'on remplace ^ par/, deviennent
ày\ <Px' àzi <pi.
Puisque nous cherchons une solution particulière, faisons X{ = const., et nous avons
{S désignant une fonction arbitraire de X| = ç).
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Ayant obtenu ^; ^^, ^j^'^,, i/'. sont connus, donc i^ s'obtient encore des quadratures.
Exemples :
le symbole W désignant (comme en Géométrie) une sommation de
termes analogues enj;, ^, z, La condition est vérifiée. Appliquons la méthode de J. Bertrand.
Nous avons donc le système
dx ^ dy ^ dz z — y X — z y — X
d'où les intégrales premières
Nous en tirons y^ 5, en fonction de x^ ol^ ^ et si nous portons les valeurs de y, z^ dy^ dz^ dans l'équation, elle prendra la forme
A rfa -t- B t^P = o.
Nous savons que x et dx disparaissent; nous pouvons donc les remplacer par zéro^ étant donnés les calculs à effectuer, et nous pouvons donc l'écrire pour notre objet
y -\- z = iLj dy ->(- dz — rfa,
^«-+-^» = a?, ydy-^zdz^ d^,
d'où les valeurs de dy el dz (avec notre convention) ^zd.-dp^ ^^^^?-yd.^
D'ailleurs l'équation donnée se réduit (avec notre convention) à
z^ dy -^y^ dz ^ o, ce qui donne
or
{z^-\-yZ'^y^)dr — {z-\-y)d^ — o.
d'où Féquation cherchée
(a«-i-2P)rfa — 2aû?3 = o.
Posons 2j3 = Y, par intégralion nous avons
X -^y -^ z "" Telle est la solution
Soit encore le système
à* , ^ àz ,
La condition est
1° m = /i, on trouve la solution
z = x-\-y^[{i-m)ix-^y-^C)Y^'.
2" m ^zé ^, on a la solution
z = X -hy sans aucune constante.
III. Application aux équations de Briot et Bouquet. — Nous voulons montrer qu'il peut être très utile de ramener une équation différentielle à une équation aux dérivées partielles. Nous avons montré (Ghap. VI) que Téquation
xy' = ax -4- 6j' H- . • . ,
a une solution holomorphe, si b n^ est pas un entier positifs le second membre étant holomorphe en ^ et^ autour de Torigine.
Poursuivons celle étude en montrant que, pour 6 > o, il existe une infinité de solutions^ non holomorphes, passant par l'origine.
Soit Y la solution holomorphe obtenue, posons
on aura
ar(Y'-+- X6a:*-ï-+- ar'^X') = aar-+- ô( Y -+- \xà)
-+- Aar«-+- Bx(Y -4- Xar*) -4- C( Y -h Xar*)«-+-. . .,
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et Ton a
ar Y'= a:r -4- ô Y -+- Aars -h BjrY -+- GY*. .. ,
11 reste donc
X'= (B -+- 9.Ca,)X -h GX^ar*-». . . .
Supposons d'abord é>i; dans ces conditions, les puissances de Xj dans le second membre, ont un exposant positif et X est en facteur.
M. Picard pose alors
et regarde X comme une fonction de x et de u. L'équation précédente devient
ç est holomorphe en X, a?, u.
On peut encore écrire
D'après les théorèmes d'existence (Chap. VI), cette équation linéaire du premier ordre, aux dérivées partielles, a une solution holomorphe X(:r, a), prenant la valeur arbitraire X^ pour x= u = o^
X = Xo-hPa7-+-YW-h
Nous avons, en faisant maintenant u = x^"*, une solution X(j7, a:*™*), contenant une constante arbitraire Xq. g. q. f. d.
Remarque. — Si l'on a i > 6 > o, on n'a qu'à poser x = X'', et à prendre p tel que l'on ait pb>i, et l'on est ramené au cas précédent.
Enfin, pour 6 < o, la solution holomorphe est la seule solution passant par l'origine.
Posons, Y étant la solution holomorphe,
^ = Y-+-5, d'où la nouvelle équation
dz dx.. - .
Soit Xq un point voisin de zéro et z^ un nombre non nul, L une ligne allant de x^ à zéro.
Écrivons
i dz I dx ^ . .^
z I -h «1.5 -f-aj^^-Haj^'-h. . . X ^ . \ 7 /j
en mettant en évidence les termes ne contenant que z^ dans le premier membre. Intégrons de Xo à a; suivant L. Cela donne
x£ £— =/ (co-<-c,5-+-...)û^^-+- / o{x,z)dx.
o Zq Xo J^^ J^^ •
Si Z tend vers zéro avec a?, le second membre a une limite finie déterminée A.
On aura donc
rX X — '^A,
o Zq Xq
Z Zq ..
— - nu —Te^°.
Si b est réel^ et s'il est négatif, cette égalité asymptotique est impossible, donc il n'y a pas d'autre solution que Y, passant à l'origine. c. q. f. d.
Si b est complexe, il faut faire une discussion détaillée (*). Indiquons ce qui se passe pour 6 = N entier >> o. D'abord posons
et nous obtenons l'équation.
xz*=z a'a:-h(N — \)z-\-
Nous pouvons donc supposer é == + i .
Si nous avions é= i -f- A, nous avons vu que nous aurions une
(*) Em. Picard, Comptes rendus de l* Académie des Sciences, 1878; et Traite' d'Analyse^ t. III. — C. Jordan, Cours d'Analyse, t. III.
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solution holomorphe en x et x*, avec une constante arbitraire. Posons
nous aurons une solution holomorphe en x el t. Pi. la limite, pour 6 = 1, on a
Wmt =: xZx.
Nous admettrons (on le prouve) que pour 6 = -+-i, on a une solution holomorphe en x et xJt^x^ avec une constante arbitraire (*).
Ces équations didérentielles ont été étudiées, dans le domaine réel, par M. Bendixson (2).
(*) C.Jordan, Cours d'Analyse, t. III, a* édition. (2) Acta Malhematica, t. XXIV.
NON LINÉAIRES
SOLUTIONS SINGUUÈRES.
La théorie des équations aui dérivées partielles a été renouvelée par Sophus Lie. Ce domaine étant immense, nous ne parlerons que du problème de Cauchy et des travaux de Lagrange.
Noms poserons ensuite le problème des solutions singulières qui, autrefois, était étudié, sans précision aucune, par l'intuition géométrique.
Soit une équation du premier ordre
/ dz dz\
Nous appelons problème de Cauchy^ la recherche d'une surface intégrale définie par une courbe gauche que la surface doit contenir.
On peut montrer par le calcul des limites de Cauchy (méthode des majorantes), que l'équation du premier ordre non linéaire comporte une solution contenant un segment de courbe plane.
On se rend compte que, par un changement de variables, on peut astreindre la surface intégrale à contenir un segment de courbe gauche. Mais, bien entendu, la méthode des majorantes suppose essentiellement qu'on peut obtenir d'une manière unique toutes les dérivées de la fonction inconnue ^, en un point O. Il faut donc préciser.
Nous appellerons courbes caractéristiques les courbes lieux des points où ce calcul est indéterminé.
11 résulte des travaux célèbres de Lagrange, Charpit, Cau-
chy, etc., que, les courbes caractéristiques étant connues, la solution du problème de Cauchy en résulte. Ceci est d'autant plus remarquable que ce fait n*aura d'ordinaire plus lieu, pour les équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur à i.
I. Caractéristiques. — Comme nous n'avons pas besoin des dérivées de tous les ordres^ adoptons la notation suivante
ôz
P=Tx'
âz
^ " âx dy^ '
Soit alors une courbe C définie
par les équations
ix =
.xil),
et
une surface intégrale, contenant cette courbe. On doit avoir
(2) dz =p dx -hq dy.
Dans (i) et (2) x, y^ z^ /?, q sont des fonctions de \ et les difierentielles sont prises relativement à X. Posons, pour simplifier la notation
dp ' dq ^
La condition nécessaire et suffisante pour que p et q soient déterminés d'une manière unique par les équations (i) et (2) est que
le jacobien
dx dy
ne soit pas nuL
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Pour obtenir r, 5, /, sur (C), c'est-à-dire, en fonction de X, nous dériverons en ^ et^ l'équation (i), ce qui donne :
(3) XH-^Z-hPr-+-Q5 = o,
(4) Y-h^Z-+-P*-hQf = 0,
équations auxquelles nous joindrons les relations entre les difTérenlielles
( 3' ) — dp -h r dx -^ s djr = o^
( 4' ) — dq -h s dx -^ t djy :=: o.
Pour calculer r et 5, prenons le système (3) (3') dont le jacobien est J; pour calculer s et /, prenons le système (4) (4') dont le jacobien est encore J.
s esl obtenue de deux manières différentes, mais, d'après les principes du calcul différentiel, nous savons que si les valeurs obtenues sont continues, elles sont identiques. Donc ceci ne nous embarrasse pas.
Ecrivons que les trois dérivées 7\ 5, t sont indéterminées sur (C), en annulant tous les déterminants du Tableau :
dx dy —dp — dq P Q X-h/>Z \->rqZ
Posons donc
dx ^ dy ^ — dp __ — dq T" " "^ ~ XTTpZ "" Y H- 9Z'
et, en tenant compte de (2), on a aussi dx ^dy _ dz
"F - -$■ " p^Tq?'
Pour que r, 5, t soient indéterminés il faut et il suffit donc que x^y^ 5, />, q satisfassent au système
(S^ ^^ rfr_ dz _ -dp _ -dq _^
(On peut faire figurer explicitement la variable X, quand c'est commode).
Remarque. — Faisons abstraction du paramètre X, nous avons quatre équations.
Donc l'intégrale du syslème (S) contient quatre constantes arbitraires. Mais Tune de ces constantes doit être nulle^ dans la question qui nous occupe. Ceci est capital.
En effet, on vérifie immédiatement que l'on a une intégrale première de la forme
^{^.y, ^ip.q) = const.
Or Téquation donnée (i), exige que celte constante soit zéro. Les intégrales premières du système sont donc
On peut encore écrire la solution sous la forme
ni) r=r(--o,
(liï) z =z(...),
IV
Par le même raisonnement, on pourrait écrire un syslème différentiel définissant x^ j', ^, /?, y, r, 5, t de façon que a, ^, y, soient indéterminées^ ce qui n'est d'ailleurs d'aucune utilité dans le problème actuel. Par définition nous dirons que le système (S) définit les caractéristiques d^ordre un, c'est-à-dire des courbes en X, y-j z, p, q. Nous appelons caractéristiques d'' ordre zéro les courbes véritables en x^y, 5. Combien en avons-nous, passant par un point fixe (a, 6, c) ?
11 suffit, pour le voir, d'écrire
Nous pouvons éliminer, /?, y, puis calculer C2 et Cj en fonction de C|.
Donc les courbes passant par («r, 6, c) contiennent un paramètre arbitraire.
Par le point (a, 6, c) passe donc un conoïde de caractéristiques, c'est-à-dire une surface tangente, en ce point, à un cône ayant ce point pour sommet.
Cône des tangentes. — Il suffit, pour l'oblenir, d'ëliminer p et q entre les équations
F(a,b,c,p,q) = 0, dx ^ dy __ dz
où, dans P et Q, comme dans la fonction F, x, y^ z ont été remplacés par les constantes a, 6, c.
On obtient une relation entre dx^ dy^ dz. Remplaçant dx^ dy^ dz respectivement par \ — a, tj — 6, s — <^î nous avons le cône des tangentes ou cône-élémentaire (en allemand elementarkegel)^ de sommet (a, 6, c).
II. Intégration. — La solution du problème de Cauchy a une signification géométrique extrêmement simple.
Nous voulons obtenir une surface intégrale contenant la courbe donnée U.
D'abord il faut vérifier que cette courbe U n*est pas caractévistique.
Cela fait, au point M (j?®,^®^ ^o) sur U, nous menons la tangente MT à la courbe, et par la droite MT, nous menons les plans tangents au conoïde caractéristique.
Fig. 24.
Supposons d'abord qu'on ne puisse mener qu'un seul plan tangent. Ce plan tangent détermine une caractéristique F® sur le conoïde.
U association des caractéristiques F® relatives à chaque point M donne une surface intégrale. Prouvons -le.
Sur la courbe U, x^^ y^, z^ sont des fonctions d'un paramètre u. Prenons un point P sur F», ce point est déterminé par les deux
paramètres )., u. \ fixe la position de P surF^j on peut prendre X = o, quand le point P est en M, sur U.
Nous avons bien une surface intégrale si les équations (i) et (2) sont vérifiées, a?, y^ 2, /?, q étant maintenant des fonctions de deux variables.
I** Quand X varie seul, on a F^o, d'après la définition des caractéristiques par (S).
Appelons /?«, q^ les valeurs de /? et y en M, en fonction de u.
Nous devons donc avoir la relation
(6) FCarOj^'O, 50, /?o, 5fO) = o ou Fo(m) = o.
2° La condition (2) lorsque X varie seul (sur la caractéristique) est vérifiée puisque cette condition fait partie des équations (S). Nous avons donc
dz dx dy
quelque soit w. Il reste à remplir la condition H = o, ayant posé
du du ^ du
Calculons -^» nous avons
dW _ d^z d^x d^y dx dp dy dq
1\ ~ d\du "^^ d\du ""^ riôrdâ"" dûàk~"dû7k'
nous avons aussi
dK __ d^z d^x d^y dp dx dq dy
du ~" d\ du ^ d\du d\ du du d\ du d\
Cette dérivée est identiquement nulle, d'où
OW _ dp dx dq dy dx dp dy dq d\ " du dX du OK du d\ du d\
Remplaçons les dérivées par leurs valeurs tirées de (S); il vient . . dH ^ dx _,dv ^dp ^ dg ^ 1 àx dy\
Nous avons, d'après (6)
du du du du du
d'où enfin, d'après (8) et (9)
Nous avons enfin, en intégrant sur la caractéristique
- rVw/x
H = Hoe * •
H® désigne la valeur de H pour X = o, c'est-à-dire, quand x^ y^ z^ /?, q se réduisent à x», j^», z^^ p^^ q^, sur la courbe U. Donc, pour que H soit nul, il faut et il suffit que Ton ait
Ho = o, c'est-à-dire
du ^ du ^ du
En résumé, nous avons deux équations (6) et (10), qui déterminent p^ et q^. Portons ces valeurs dans (I), (II), (111) et nous avons la surface intégrale.
Les deux équations de condition (6) et (10) ont l'interprétation géométrique que nous avons donnée :
La première exprime que le plan ayant pour paramètres/?^, q^ est tangent au cône des tangentes des caractéristiques;
La seconde exprime que ce plan tangent contient la tangente à la courbe donnée.
Remarque, — Notre théorie suppose que les (onctions P, Q, X + /?Z, Y + yZ, Z, ne sont pas toutes nulles à la fois. Ceci se rapporte à la théorie des solutions singulières.
Quand nous intégrons l'équation (9), nous supposons essentiellement que Z a une valeury?n/e.
Remarquons que si nous cherchons à calculer p^ et q^^ fonctions de e/, par les deux équations
dz^ dx^ dy^
nous ne sommes assurés de l'unicité de la solution que si le D'A. — II. 12
jacobien
dpo
ôF
au
du
est différent de zéro et alors, si les éléments sont analytiques, nous avons une solution analytique
Supposons ce jacobien nul; posons donc
(lO
du ou
La tangente MT de la courbe U a pour paramètres
du
dz^
Soit MB la tangente en M à la caractéristique F®, celte droite a
pour paramètres
Po, Qo, Po^o-hQoyO.
L'équation (ii) exprime que les directions MT et MB coïncident.
Si donc ces droites coïncident, nous avons, en général, un certain degré d'indétermination pour/?® et g^, c'est-à-dire un point singulier de la surface intégrale.
Si, en chaque point de la courbe U, la tangente MT est tangente au conoïde caractéristique, l'ensemble des caractéristiques de contact forme une surface intégrale.
Remarquons que nous sommes partis des éléments a/?rt(;^'//<jrMe5 (exception au théorème de Cauchy-Kowaleska). Chemin faisant, on s'aperçoit que la solution obtenue suppose seulement les éléments donnés dériiahles un certain nombre de fois et lipschitziens.
Dans le cas de l'équation linéaire
nous avons obtenu la solution la plus générale (sauf la singulière par un assemblage de caractéristiques d'ordre zéro (courbes
véritables). Ces caracléristiqiies sont définies par le système différenliel
dx dy dz . - .
(Méthode de Gilbert).
Par un point (jc®, y^^ z^) passe une caractéristique et une seule si P, Q, R sont continus et lipschilziens en x, y^ z (t. I, p. 298).
Pour l'équation non linéaire
les caractéristiques d'ordre un sont définies par le système différen-
liel
dx __ dy __ dz — dp __ — dq / __ j\\
T ^ "Q ~ P/?-+-Qy "X^TZ ■" Y-f-^Z^"" ^*
Par un point {x^y y^, s®, /?®, q^) passe une caractéristique et une seule si P, Q, etc., sont continus et lipscliitziens en x^y^ z^ p^q.
Nous venons de voir, d'après Cauclij, que, des caractéristiques d'ordre an, on peut détacher des caractéristiques d'ordre zéro et qu'on obtient une solution, contenant la courbe donnée U, par un assemblage de ces courbes caractéristiques.
La solution est-elle unique^ quand V n'est pas caractéristique?
C'est ce qu'il faut étudier.
III. Unicité de la Solution. Théorème de Cauchy. — Kowaleska. — La courbe U, donnée^ n'étant pas caractéristique, elle définit une solution, et une seule, de Inéquation
(1) ^{op,y, z,p, r/) = o,
lorsque P, Q, X, Y, Z, p, -p, -, -^ sont continus et lipscliitziens.
Dans la méthode des majorantes, Féquation (i)éliit donnée sous une forme plus simple.
Il faut passer de W forme générale [i)^ la courbe donnée U étant quelconque,
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(maïs non caractéristique) à Informe canonique (2)
avec la courbe donnée sons la forme
ou, plus simplement, la courbe donnée étant Taxe Oy
Posons
x = Xh-X(Y), ^ = Y, nous aurons
de sorte que Téqualion donnée F = o devient
Si la courbe U n*esl pas caractéristique, cette équation pourra s'écrire
et nous avons à rechercher, pour cette nouvelle équation, la solution z (X,Y) se réduisante [jl (Y) pour X = o. Pour simplifier, nous prenons jjl = o.
Nous pouvons donc étudier V unicité de la solution de la manière suivante. Nous prenons l'équalion sous la forme
et nous étudions la solution, obtenue par un assemblage de caractéristiques, contenant un segment de l'axe Oy^ autour de l'origine
(3) z = fj^(x,y).
Supposons qu'il existe une seconde solution, contenant le même segment de l'axe Oy
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Formons la différence t := z — u et montrons que t est identiquement nul, au voisinage de V origine. Nous avons les relations immédiates
du - r «^"1
Posons
Nous avons immédiatement
ou bien
La fonction /, qui est connue, satisfait à une équation linéaire du tvpe (6).
Intégrons cette équation (6).
Nous savons, d'après l'exposé de Gilbert, qu'il n'existe pas de solution singulière puisqu'une telle solution devrait annuler le
coefficient de — q"i est un.
(Nous parlons, plus loin, des solutions singulières, mais, pour le moment, nous n'avons pas besoin d'en savoir plus long.)
Donc, toutes les solutions possibles de (6) sont des assemblages de caractéristiques. Celles-ci sont fournies par le système
dx _ dy _ dt
Nous avons immédiatement une intégrale première
d'où Posons
T(;r, a)= f ^ (x, a) dx, *-
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nous avons
n en résulte que la solution t(x^y) devant contenir, aulour de l'origine, un segment de l'axe Oj^, est identiquement nulle.
L'unicité de solution, pour (2) est donc prouvée si elle l'est pour (6).
Il suffit, pour cela, que l'équation difTérentielle
dy = Gtlx
ait une solution unique, au voisinage de l'origine. D'après (5), on a
G(^,r)=-jr^(^:r. ...)
Cette expression doit être lipschilzienne, pour que nous puissions affirmer l'unicité. Nous supposerons donc
du dt df ,
continus et Upschitziens et l'unicité sera prouvée.
Nous avons, d'ailleurs, déjà admis, pour l'unicité des caratéristiques d'ordre un de l'équation (2), que
df df àf df ,
dx' T/ Tz' Tq^^^y^'-^'i^
sont lipschitziens et continus.
Il serait facile de passer aux conditions relatives à la forme (i). X, Y, ..., représentant respectivement
dY dY
Ox Oy
nous avons
dx'^ P ' dy" P ' dz~ P ' dq'^ P ■
Nous pouvons donc affirmer l'unicité de la solution de (1) si tous ces rapports sont continus et lipschitziens.
La condition est remplie si/(^, y^ 5, q) est holomorphe, au voisinage du point
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En ce qui concerne les systèmes d'équations aux dérivées partielles, nous nous conlenterons de l'énoncé du théorème.
La méthode des majorantes (calcul des limites de Cauclij) don ne le théorème suivant, dont nous avons indiqué rapidement le mode de démonstration, et que nous nommons théorème de Cauchy- Kowaleska (quoique M"® de Rowaleska ait été encore plus loin).
Soit le système
dzj
les seconds membres ne contiennent pas les dérivées par rapport à Xi ; ils sont holomorphes autour du point x]^ 5J, /?]J^. {en
posant pH,,= ^y
Ce système admet une solution holomorphe au voisinage du point x\^ x\^ . . . , a:^,, se réduisant^ pour x^^x^ à p fonctions holomorphes données ©a (072? ^35 ^n) telles qiCau point arj, j:J,...,xJ, on ait
et
La solution est unique.
IV. Méthode de la variation des constantes, de Lagrange
Nous avons intégré, d'après Cauchy, l'équation aux dérivées partielles du premier ordre non linéaire. Tant au point de vue historique qu'au point de vue d'idée elle-même, nous devons donner aussi la méthode de Lagrange.
Intégrale complète. Intégrale générale. Intégrale singulière. — Soit une fonction
a et b désignent deux constantes arbitraires; dérivons, nous avons (2) p = Fi(ar, y, a, b), q = V\\x, y, a, 6).
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Eliminons a et b entre ces trois équations^ nous obtenons
OU bien
si z disparaît dans rélimination.
Avec Lagrange, faisons varie/* les constantes, c'est-à-dire cherchons la condition pour que, a et 6 étant remplacés par les fonctions com^enables de x ei y^ Téquation (i) conduise à la même équation (3), par l'élimination des dérivées. Nous avons, dans ce cas, en dérivant (i), les valeurs
dF da dF âb Ox
t ov oa or
Il «
f ^ ~" y^ da ây '^ db ây' Ecrivons : p'=p, q' = q'^ cela donne les équations
àFàa i)F^db^_ ôFda àF db _
^ ôa dx Ob Ox ~~ '^ àa oy db dy ~~
Ce système (4) joue ici le rôle fondamental. Lagrange remarque qu'il existe trois solutions pour ce système (4) '-
i^ a et b constants ; solution banale d'où nous partons;
3" pv ' — =0, c'est-à-dire, d'après la théorie du jacobien,
(6) 6 = vj/(a), /onction arbitraire.
Dans ce cas, les deux équations (4) se réduisent à l'équation unique
Par définition, nous dirons que réquation(i) donne une intégrale complète de (3).
Les équations (i), (()), (7), donnent une intégrale générale : nous voyons que c'est l'enveloppe d'une famille de complètes à
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un paramètre^ puisque l'on a
Les équations (i), (5), donnent Vinlégrale singulière^ enveloppe de toutes les complètes. Contrairement à l'opinion de Lagrange, F intégrale singulière n'existe pas, en général, parce qu'en général, dans les éliminations, on sera arrêté par des singularités (voir toutes les conditions d'existence des fonctions implicites, Chap. I).
Nous sommes assurés d'avoir ces trois solutions de l'équation aux dérivées partielles, si nous savons obtenir une complète : on sait ramener ce problème à un système d'équations différentielles; nous le verrons. Auparavant, démontrons la réciproque.
Toutes les intégrales de (i) sont données par le système (i), (5), ou par le système (i), (6), (7), ou par (1).
1° Soit l'équation
(3) ^ = A^ir^p^q)'
Soit Z (jc^y) une intégrale, c'est-à-dire qu'on a, en posant:
(8) z=/(^,jr, P, Q).
AGn de comparer z donné par l'équation (i) et Z, posons le système d'équations
(9) P = Fi(.r, jK, «, à) = Zi, q = F;.(a:, y, a, b) = Zy.
De ce système de deux équations, nous pouvons, si certaines conditions sont remplies, tirer a et 6, qui seront, en général, fonctions de a: et ^
Pour ces valeurs de a et 6, nous aurons
Et, d'après (i), nous en déduisons
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Si les valeurs a et ^ trouvées pour a el 6, d'après (9), sont constantes y alors ou a
Sinon, dérivons les deux membres de (10) et nous obtenons alors les équations (4), d'après les équations (9).
Or, nous connaissons les trois seules solutions possibles de ce système (4).
Donc une intégrale Z (jc, y) rentre forcément dans l'un des trois types envisagés : complète^ générale^ singulière, c. q. f. d.
Donc, toutes les intégrales rentrent bien dans l'un des trois types de Lagrange, si aucune singularité des surfaces ne vient troubler l'application de la théorie des fonctions implicites, ne vient troubler les éliminations. Passons au second cas.
2° Supposons l'équation de la forme
On peut changer z en z-^h {h étant constant), sans changer la forme de l'équation aux dérivées partielles ; donc, ici, l'intégrale complète dont on part doit être nécessairement de la forme
(12) ^ — 6= F(ar, ^, a).
Le raisonnement est le même que précédemment. Prenons l'une des deux équations (9), par exemple: p = P, pour calculer a. Nous aurons
C'est la seconde équation (9).
Nous avons ainsi
a = ix(a:,y).
Déterminons 6 = ^ {^^y) par l'équation suivante
Nous avons alors, comme précédemment
et comme on a il reste
c'est-à-dire : ou bien a et 6 constants^ ou bien b = 'h (a). Nous retrouvons Tintégrale générale. Ici, il n'existe pas de singulière, La conclusion subsiste.
Remarque, — Il est utile de souligner que l'élimination de a et b entre les équations (i), (2) ne peut donner une autre équation que l'équation (3).
Supposons, en effet, que cette élimination donne deux résultats différents
Nous pourrions tirer p et q, de ces équations, en fonction de x, y, z, et nous aurions une équation aux différentielles totales^ avec une solution contenant deux paramètres a et b. Nous avons vu que ceci est impossible, puisqu'une telle équation (où la condition d'intégralité est satisfaite) admet une solution avec un paramètre arbitraire (*) {voir p. 162).
Recherche d'une intégrale complète. — Pour pouvoir appliquer la théorie de Lagrange, il faut savoir trouver une complète. Or, rien n'est plus facile si l'on se reporte à la théorie des caractéristiques et à leurs équations (S).
Soit Téqualion
Soit une intégrale première du système (S)
(2) *(^, r» ^^Py ^) = «-
tirons p et q des équations (i) et (2), cela nous donnera une équation intégrable
dz ^ p dx -^ q dy,
( * ) Voir P. Mansion, La théorie des équations auœ dérivées partielles du premier ordre (Gauthicr-Villars, 1875), et le Mémoire de V. G. Imchenetsky, traduit par J. Houel.
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rf'oM Vintégrale complète. En effet, nous n'avons qu'à vérifier la condition d'' intégrabiliié
(3) ±^'±ç = pL + 'Sp
Nous avons, d'abord, les équations
dF àFdp^ dF^dq^ _
dx dp dx dq dx '
c^ d^ dp d^ dq __
dx ' dp dx dq dx '
et les analogues en dérivant en v et en z.
Nous en tirons
dq dp
dx dy
Portons ces valeurs dans (3); on obtient une identité, parce que (2) est une intégrale première, c'est-à-dire parce que l'on a
d*. d*^ d^ ^ cM» d^
dx dy -^ dz dp ^ dq ^
Le calcul est facile, aussi ne le faisons-nous pas.
Au moyen de Vintégrale complète^ on résout le problème de Cauchy comme avec les caractéristiques.
Nous avons, en effet, à chercher l'enveloppe des surfaces à un paramètre
(i) ^[oc,y, z, a, o(a)] = 0,
et nous voulons qu'elle passe par la courbe U ayant pour équation
^ = /i(w), y^'Mu), z = /3(u).
Portons ces valeurs dans (i) et dans la dérivée
, , d\ dV ,
ôa do • Nous obtenons les deux équations
/ M *^W dW ,
la fonction cp devant être telle que la première soit une identité la différentielle totale devra être nulle. Ceci donne, en tenant compte de la seconde équation
d\V(u, a, cp)
du
Éliminons donc u entre les équations
' Ou '
et nous ohliendrons ainsi la fonction o(a) non point par une équation différentielle, mais sans aucune constante arbitraire^ par la théorie des fonctions implicites.
Si, en cherchant, d'une manière quelconque, à déterminer ç, on rencontrait, dans la solution, une constante arbitraire, cela avertirait de ce fait que la courbe U donnée est caractéristique. (Nous donnons un exemple, plus loin. )
V. Courbes intégrales, Exercices. — Courbes intégrales, — Soit une intégrale complète
Posons 6 = ©a et prenons la dérivée
dW ÔV ,
Les courbes représentées par (i), (2), ont une enveloppe qui s'obtient en écrivant encore
Cette enveloppe, fournie par (i), (2), (3), est nommée courbe intégrale.
Elle dépend d'une fonction arbitraire o.
On peut montrer qu'on n'obtient pas ainsi, en général, une caractéristique.
Cherchons l'équation correspondante.
Soit, au point M, û le cône des tangentes aux caractéristiques passant par ce point.
On obtient l'équation de ce cône en éliminant p el q entre les équations
(û) { dx ^ dy _ dz
d'où
(4) ^{^^y^ 2; dx, dy, dz) =0.
C'est une équation homogène en dx^ dy\ dz.
Remplaçons dx^ dy^ dz par Ç, /^, JJ; x^ y^ z^ coordonnées de M, étant ici des constantes, nous avons l'équation du cône élémentaire
(5) w(ar,>', z\ Ç, TQ, = 0.
Si, dans (4), nous posons y=zfj.^ f désignant une- fonction arbitraire, l'équation (4) devient une équation difTérentielle en x et >', d'où la solution
Les équalions
y = fx, z-=gx
sont celles d'une courbe intégrale, enveloppe de caractéristiques (avec une fonction arbitraire).
Supposons que la courbe donnée U, dans le problème de Cauchy, soit une courbe intégrale.
En chaque point de U, on a une courbe caractéristique tangente à U et le lieu de ces caractérisliques est la surface cherchée.
Notons que la courbe U sera une ligne singulière sur la surface intégrale. Sinon, en effet, les dérivées r, 5, t auraient des valeurs finies et la théorie faite ci-dessus en vue de la recherche des caractéristiques s'appliquerait et montrerait que U est une caractéristique, ce qui est contraire à notre hypothèse (').
Il suffît, pour s'en rendre compte, de comparer le système (û), qui vient d'être décrit ici, au système différentiel qui définit les caractéristiques.
Remarque, — Le conoïde caractéristique est aussi une solution [non analytique) de Téqualion aux dérivées partielles. Soit {x^^yxy Z\) le sommet du conoïde
(') E. GoLUSAT, Cours d'Analyse, t. Il, 2" édition, Gauthier-Villars, 1911.
Le calcul de Cauchy, identique au précédent, montre que Ton a une intégrale si l'on a
/>* et g* sont variables, fonctions de u.
En efiel, comme précédemment,
d\ dX du '
— f Zdt
or l'on a H* ^ o puisque Xt , y^ , :; i sont constants.
Exemple : z^ (i -^- p- -h g-) — i = o.
Les caractéristiques sont donnôes par le système
rfa? __ dy _ dz _^ — dp _ — dg
pz "" qz ~' z(p*'-^q^) ~~ p{i-^p^-i-ç*) "~ q{i-^P*-^ q*)
Nous avons quatre intégrales premières
F = o, x-hpz=zci, y-{-qz = Ci, p:q = Ci.
FLIiminons p et q^ nous obtenons
( {x — ci^-h (y — Ci)^-h z^= i , ( ^ — Ci — Ciiy — Ci) = o.
Ce sont les caraclérisliques des cercles de rayon égal à un. L'équation du cône élémentaire [est donnée par
(^«— i)(dx^-^ dj'^) -h «« dz^ = o.
Remarque, — Les théories de Cauchy et de Lagrange s'étendent au cas où l'on a n variables x^^ ..., x„. Soient /?|, .,,^p„ les
dérivées- — » .... ^ — ,
ÔX^ ' OXn
Voici un cas où Ton a immédiatement une intégrale complète. Soit
Posons
G = Xx-^ aiXt-\- a^xz-i-. . .-\- UnXn-
192 CHAPITRE Vill
On a
dz dz dz
Alors l'équation aux dérivées partielles devient
En intégrant, on a la complète, avec n constantes.
Exercice, {py — qx^— cos» V {x'^ -+-y^) {\-\- p'^-\-q'^) = o,
V est une constante.
Écrivons les équations des caractéristiques, on a
d{py — qx) = 0, py — qx=^a,
constante le long d'une caractéristique.
Or, nous avons
(/?2-h q^)(x^-^y'^) = ipx -f- qyy-^ {py — qx)^. D'où
px -+- qy = /a* tang» V — (a7*-+- j*).
Nous connaissons p et y, d'où
y I Csfb^^^t ,,
z — c — a arc tane — h — 1 ai
® J7 ij t
(en posant \ t^^ x- -\-y^ ; b = a tangV).
Nous avons une intégrale complète entre les deux constantes a et a, etc.
Plus généralement, soit l'équation
on aura l'intégrale première
py — qx^a.
Exercice, {p — q)''-\-q^ — 4 ;; = o.
Solution passant par la courbe : x=z o^ z =y*.
Intégrale complète, — On pose t^= x -{- ay^ d'où l'équation différentielle
d'où la complète
X H- ay -+- 6 = A sfz.
L'intégrale générale sera donnée par
ar-t- a^-+- <p(a) = A v/5, /) -4- cp'(a) = A' /z.
Si nous faisons a?^ o, nous avons
a^-l-<p = Ky, ^-h©'= A>.
D'où résulte
- = -jj— ^, ç = C(A-a),
C étant une constante arbitraire*
Ceci nous avertit que la courbe donnée est une caractéristique de l'équation.
Vérifions-le.
Caractéristiques
dx __ dy ^ ^^ ^ ^P ^ ^9 ^ ^1
Cela donne
l'indice o correspondant à la valeur X =0.
Puis
On trouve bien la caractéristique donnée en prenant
p^=g^='iyo, y?o«= 4^^.
Exercice. /?y — xy = o.
Intégrale première : p = ax.
D'où l'intégrale complète.
Caractéristiques
i- = — -, -L.=ji-, avec pogo^x^y^,
po x^ g^ y^
z — z^^ A_(ar2— aroj = _(yi_j^oi).
D'A. — II. i3
On vérifiera, en prenant une courbe U caractéristique, que l'on n'obtient pas la fonction o cherchée dans la solution du problème de Cauchy, en partant de la complète.
Exercice. — Former l'équation aux dérivées partielles admettant pour intégrale complète le plan
(i — a^)x -]- lajr -h m(i -+- a^)z -1-6 = 0,
m est donné, a et b sont les constantes arbitraires. Poser b = 4^a et trouver les courbes intégrales. Si l'on a
on obtient des courbes minima^ qui jouent un rôle dans la théorie des surfaces minima (Sophus Lie).
VI. Solutions singulières. — Equation différentielle du premier ordre, — Considérons une équation
Soit un point ( J7, y) tel qu'on ait
dp
Le théorème d'existence de Cauchy ne s'applique plus, car on ne peut calculer les dérivées successives.
Si, malgré cela, on peut trouver une solution, elle sera dite singulière.
Nous allons partir de ce point de vue : exception au théorème de Cauchy, pour le relier ensuite au point de vue de Lagrange.
La théorie de Lagrange était partiellement inexacte ; c'est surtout M. Darboux qui a débrouillé ces délicates questions (*).
(•) Les iravaux de M. G. Darboux se trouvent dans le Bulletin des Sciences mathématiques y 1873, et dans les Mémoires de l'Académie des Sciences^ i883.
Le premier travail est consané aux équations différentielles; le second aux équations aux dérivées partielles.
Il est impossible de citer tous les auteurs qui se sont occupés de cette question capitale.
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Recherchons donc les solutions singulières. Ces solutions proviennent de l'élimination de p entre les équations
Lagrange remarque qu'à ces équations on doit en ajouter une troisième, obtenue en différentiant la première et tenant compte de la seconde.
àf àf
Ainsi, la solution singulière devra satisfaire aux trois équations
àf àf àf
Ces trois équations, considérées comme équations en y', ne pourront pas, en général, être vérifiées pour une succession de valeurs de a? et ^ correspondant à une courbe. Une condition nécessaire pour l'existence des solutions singulières est donc qu'il j ait une succession de valeurs Ae x el y correspondant à une courbe R(x, y) = o, pour lesquelles les trois équations aient une solution commune. D'ailleurs Véquation K{x^y)=^o donnera
certainement une solution singulière, si -^ h* est pas identique^
ment nul pour la valeury de x tirée de l'équation R = o. Soient, en effet, les trois équations
àf àf . àf
qui ont une solution commune en X sur la courbe R=:o. Cette solution commune peut être considérée comme fonction de a? ; en différentiant la première équation, on a
àl_^àfdy^^ dx dy dx '
ôy\ dx) ~
Donc, si -^ n'est pas identiquement nul quand on remplace y
et A et par leurs valeurs en fonction de x, on aura
X = ^, dx
ce qui montre que la fonction ydex tirée de l'équation K{x^y) = o satisfait à Téquation diflTérentielle
Supposons que y entre, dans l'équation, au 2* degré ; c'est-à-dire que l'on ait
(i) y= xoc.jr) + c(x,y) /b(ï;7).
Supposons Inexistence de la solution singulière et cherchons la relation qui existe entre elle et les solutions ordinaires. La solution singulière Y(x) satisfait à la relation
Supposons qu'elle passe à l'origine : Y(o) = o. Tout le long de la singulière, on a donc
si l'on pose alors j^ = Y -f-z, l'équation (i) devient, en supposant A, B, C, holomorphes
(2) ^ = ^ «p(^, -5) -+■ C(x, Y-hz))/z ^(x, z), o et ^ sont holomorphes, on peut écrire
^{x,z)=z^i{x)-hz^i{x)-^....
En général, on a
Nous le supposons.
Si Ton pose z = t^, l'équation (2) devient
(3) ^=^t<fi(x)-h,,.-hC{x,Y-ht^)\/^i{x)-^t^^t(x)....
Ayan t^{/|(o)=?^o,le second membre est holomorphe pour x = t = Oj donc (3) admet une solution holomorphe
d'où
d'où
Donc il existe une solution ordinaire tangente à la singulière. Nous retrouvons le point de vue de Lagrange, l'enveloppe des solutions ordinaires.
Supposons maintenant que les deux premières équations (I) ne ne soient pas compatibles avec la troisième le long de la courbe B=o.
Alors il /l'y a pas de singulière. Posons
^{x,y)^ax-^-by^..., \{x^ y) = \-\- aiX -\- biy-h
Soit [ji = a + 6X. On a [x ^z^ o, sinon on aurait une singulière puisque A(o, o) = X et que rn = — alb est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe B = o à l'origine.
Mais l'origine est ici un point arbitraire de cette courbe. Etudions la solution de (i).
Transformons (i) en posant x == X^, y = ZX^, on aura
(4) X^= — 2Z-+-2X-f-...-hx(X,Z)/a-+-^»Z4-Xe(X,Z),
y^ et 6 sont des fonctions holomorphes, comme A, B, (].
Ceci est une équation de Briot et Bouquet dont le coefficient de Z est — 2 (non entier positif). De plus, pour Z = a, le radical est holomorphe puisque [x n'est pas nul. On a donc une solution holomorphe, prenant la valeur ). pour X= o,
Z = X ^- X $(X) = X 4- /^ çe(v^),
L'origine est un rebroussement. Donc nous obtenons, au lieu
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d'une singulière, un lieu de points singuliers des intégrales ordinaires (*).
Ayant montré, d'après M. E. Picard, comment on peut aborder, analytiquement^ la question, indiquons le point de vue géométrique,
Lagrange croyait que la singulière existe toujours ; il disait : la solution générale contient une constante arbitraire; prenons l'enveloppe et nous aurons une solution sans constante arbitraire^ que nous appellerons singulière,
La grave lacune de ce raisonnement, lacune naturelle, au xviii® siècle, consiste en l'omission de cette remarque capitale : quand on recherche une enveloppe, on trouve, du même coup, le lieu des points singuliers des courbes de la famille.
La théorie des multiplicités de Lie est extrêmement propre à apporter de la lumière dans ces questions.
Nous nous contenterons de l'aperçu suivant, touchant les singularités. Soit l'équation
Appelons courbe Q le résultat de l'élimination de p entre les équations
Appelons courbe J le résultat de l'élimination de p entre les équations
En un point de J, une solution de l'équation a, en général, un point ai inflexion. En effet, on a
c)F d¥ , <^F , •p n'est pas nul, sinon nous serions aussi sur Q, d'où
( " ) E. Picard, Traité d'Analyse^ t. III.
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De plus, une transformation de contact simple change J en Q et réciproquement.
Enfin, cette transformation (par polaires réciproques) change en un point d'inflexion en un point de rebroussement.
Donc, Q est, en général, un Jieu de points de rebroussement.
Pour faire la discussion complète des singulières, on peut poser p=:z el étudier les courbes gauches
IF(x,^,z) = o, [ F(t,^, s)=o,
d¥ Ji I c^F c^F
Il existe une singulière, si ces courbes gauches ont une portion commune. Nous admettons qu^on n^a pas constamment sur la
courbe
Si, au contraire, la surface F = o admet une ligne multiple, on a, sur celte ligne
~' ûx ~ ôy ùz
Il faut alors une discussion plus complète pour discerner s'il y a, ou non, une singulière (*).
Lagrange pensait donc que les équations du premier ordre ont, en général, des solutions singulières ; ce résultat est tout à fait opposé à ce que nous avons dit.
L'explication de celte contradiction est facile. A une équation diCFcrenlielle arbitraire /(^,y, JK') = o correspond comme intégrale générale, une famille de courbes
à laquelle on ne peut appliquer la ihéorie des enveloppes; au lieu de Tenveloppe on trouvera un lieu de points singuliers. Il peut paraître étrange, au premier abord, qu'à une équation différentielle arbitraire corresponde une famille de courbes jouissant, au
(*) Citons encore, sur celle question, le Mémoire de M. W. von Dyck, IJher die singulàren Losungen . . . ^ Abhandlungen der K. Bayerischen Akademie der Wissenschafter (Mûnchen, 1910).
point de vue de la théorie des enveloppes, de propriétés spéciales, tandis qu'à une famille arbitraire de courbes, pour laquelle on pourra appliquer la théorie des enveloppes, correspondra une équation différentielle spéciale, qui aura une solution singulière. Mais, comme le remarque Clebsch, ceci n'est pas plus étonnant que le fait auquel nous sommes habitués, relativement aux coordonnées ponctuelles et tangentielles. Nous savons qu'une courbe générale en coordonnées ponctuelles a des singularités tangentielles. Nous savons qu'une courbe générale en coordonnées tangentielles à des singularités ponctuelles.
Equation aux dérivées partielles du premier ordre. — Nous appelons encore singulière une solution qui fai^ exception au théorème d'existence de Cauchy-Kowaleska.
Soit F (j7, y, z, p, g)=z o l'équation, soient toujours X, Y . . . les dérivées partielles de F, nous avons donc, en tout point de la singulière
ce qui entraîne encore, comme pour l'équation différentielle ordinaire
Appelons élément singulier simple un élément satisfaisant aux cinq relations
et élément singulier double un élément satisfaisant aux six relations
Montrons d'abord que deux éléments singuliers simples infiniment voisins, relatifs à l'équation F = o, sont unis. Soit
(x-h dx, ..., r-hdq)
l'élément infiniment voisin de l'élément (x, . . ., q). Les éléments sont unis, par définition, si l'on a
dz =pdx-h q dy.
On a
avec
d'où
o =sZ{dz — p dx — q dy).
Les éléments sont unis, piiisqii\)n a
On voit donc qu'en général, il n'existe pas de singulière, à moins que les cinq équations (S| ) ne se réduisent à trois.
Les éléments doubles n'étant pas nécessairement unis^ la discussion sera moins brève dans ce cas.
I** Les éléments définis par (S2) dépendent àUin paramètre; pas de singulière.
2** Les éléments de (Sa) dépendent de deux paramètres; la singulière existe si les éléments sont unis.
3** Les éléments dépendent de trois paramètres, alors (S2) se réduit à deux relations distinctes
?(a^» yi -«, />, q) = o, ^{x, y, z, p, q) = o.
(a) la condition d^intégrabilité relative aux fonctions p q{. q déduites de çp = tl = o
p = k{x, y, z), q = B(ar, y, z)
n' est pas identiquement satisfaite : il peut exister une intégrale de l'équation aux différentielles totales.
Ce sera une singulière.
(p) la condition d'intégrabilité est identiquement satisfaite^ alors, nous aurons des intégrales de l'équation
dz = X dx -^ B dy
renfermant une constante arbitraire; ces surfaces sont des singulières. Si cette famille à un paramètre admet une enveloppe, celle-ci aussi constituera une singulière.
4® Les éléments de (83) sont à quatre paramètres; alors
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réquatlon donnée est, en réalité, de la forme
Il faut alors étudier 4> et non F.
Posons-nous le problème de Cauchv, la courbe donnée U étant une courbe tracée sur la singulière,
M. Darboux a montré que la courbe L définit encore une surface intégrale autre que la singulière.
Prenons, avec M. Darboux, un exemple simple (*)
A, B, G étant des constantes et^ une fonction analytique telle que l'on ait
Dans ces conditions, le plan z = o est une solution singulière. Prenons le système différentiel des caractéristiques en posant
rfX= -^ afin que le point initial de la caractéristique, situé sur la
singulière, corresponde à la valeur 6 = 0. Nous avons
Puis, posons p=zp'^j q = q'^] alors :; contient G*-* en facteur, d'où P = F9, Q = Q'6, X = X'63, Y = Y'e^ ;
P'= A/?'-h By' . . . ; Q'= Bp'-hCq' ...
et nous avons le système suivant :
dp _ dq _
Nous pouvons intégrer, en choisissant arbitrairement les
(*) G. Darboux. Mémoires de l'Institut, i8S3.
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valeurs initiales /?'»= a, q'^^=z ^. Nous obtenons
P'o= Aa-^B8, Q'o= Ba-f-Cp.
D'où
a: = (Aa-hBp)0-^-...,
j^ = (Bi-+-Cp)Ô-+-..., ;5 = Ke«-+- ....
VoiJà une caractéristique passant par le point (o, o, o) de rintégrale singulière et tangente à la singulière.
Elle contient une seule constante^» car le système différentiel
ne change pas par la substitution 0, CO.
Ici le cône élémentaire {Elementarkegel) est un plan, le plan tangent à la singulière.
Dès lors, comment former l'intégrale si la courbe donnée U devient une courbe V tracée sur la singulière?
Soit M un point de V, défini par le paramètre o-.
L'on a, bien entendu, F^ o, quelle que soit la caractéristique F et quel que soit le point P, sur F,
ds dx ây
Il faut avoir, quel que soit P,
-,, âz dx dy
Or,
d'où
Il faut donc avoir
H = me.
(duy
m est une fonction de d qui doit s'annuler sur la courbe V
c^t^o (jîj;0 d^y^ àp^ dro dq^ dy^
Les trois premiers termes sont nuls; il reste
ce qui achève de définir ia caractéristique à choisir en M.
Ainsi, dans le domaine analytique, M. Darbouxa montré que la courbe U définit encore une surface intégrale si elle devient une courbe V tracée sur la singulière.
La singulière se présente donc bien comme une enveloppe, ainsi que Lagrange Tavait prévu, quand cette singulière existe. Elle n'existe pas, en général, i** parce que les éliminations, posées par Lagrange, peuvent ne pas se faire, et a" parce qu'une équation aux dérivées partielles, donnée a priori^ ne résulte pas de l'élimination de a, 6, entre les trois équations déduites d'une intégrale complète hypothétique. En cherchant la singulière^ on pourra obtenir un lieu de points singuliers des solutions ordinaires.
PÉRIODES DES INTÉGRALES. — FONCTIONS ELLIPTIQUES. FONCTIONS ENTIÈRES. - APPUCATIONS.
Nous allons, dans ce Chapitre, aborder quelques questions très importantes dont chacune comporterait un Volume pour être convenablement traitée. Signalons seulement les premiers principes, les faits primordiaux.
I. Périodes des intégrales elliptiques. — On nomme intégrale abélienne une intégrale complexe de la forme
R(z, u)dz,
R désignant une fonction rationnelle et u étant une irrationnelle définie par la courbe algébrique
Q(3,a) = o, (Q étant un polynôme;.
L'étude des intégrales abéliennes, leur inversion^ conduisen à l'un des sommets de l'Analyse, aux travaux illustres de Jacobi Abel, Hermite, Weierstrass, Halphen, Riemann, etc. Nous renvoyons aux Ouvrages spéciaux et nous allons seulement dire un mot du cas le plus simple.
Soit Z un polynôme du troisième degré
Z = (;5 — ei)(5 — <?,)(-s — ^3).
Considérons un lacet, c'est-à-dire un chemin fermé entourant un point critique.
Nous prenons un cercle, de centre e^, dont le rayon tendra vers zéro, et les deux bords infiniment voisins d'un chemin allant
de Zo à et en ligne droite. La fonction y/Z a deux déterminations (voir la définition de 5'"). Soit Tune d'elles -H y/Zo, au point ^Q. Quand on circule autour de et, on passe d'une détermination à l'autre, donc on passe de -h\/Z à — ^Z, Soient deux
points infiniment voisins sur la coupure, m et m'. Dans l'intégrale — ? on a, en m, l'élément ^ et, en m', l'élément ^^
Ces deux éléments s'ajoutent et V intégrale sur le cercle devient nulle avec le rayon. Donc l'intégrale suivant le lacet se réduit à
r'' dz
Formons l'intégrale complexe dite elliptique
r^ dz
Uq et Zq étant des constantes quelconques et le chemin suivi de ^o à z étant arbitraire.
Formons les lacets relatifs aux Irois points critiques g^, Cj? ^3» en partant du point Zq : la valeur la plus générale de l'intégrale quand ou déforme arbitrairement la ligne d'intégration qui va de Zo à 5, s'obtient, en prenant pour ligne d'intégration une suite de lacets, suivie du segment rectiligne ZqZ.
Posons
en supposant que, dans les Irois intégrales, on parte de Zq avec une même valeur déterminée, 4- y/Z^.
Si l'on parcourt le premier lacet, on aura l'intégrale 2 A| et, au
ao7
point Zo, la fonction est de^renue — v^Zq, de sorte que si, ensuite, on parcourt le deuxième lacet, l'intégrale totale sera 2A| — aAj.
De plus, on sera revenu en ^o avec la détermination -f- y/Z^.
Introduisons maintenant les périodes.
Af — Ai=a>|, A3 — Al = (1)1.
Considérons le triangle z^et e^ et le chemin fermé sur Zo, formé par les bords de lacets et les arcs de cercle provenant aussi des lacets.
Dans le domaine intérieur, y/Z reste synectique et uniforme.
Partons de Zq avec la détermination + V^Zo, nous avons donc
c'est-à-dire
^zç •>"«?, *^et
•2(i)4 et 2(02 sont les périodes de / --=.
Prenons un double lacet entourant ei et e^; 2(i)f est l'intégrale
Fig. a6.
suivant ce double lacet. Tout chemin fermé sur ^09 entourant ce double lacet, donne pour l'intégrale 2104, car on peut, par une déformation continue, passer du chemin ZqMzq au chemin
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ZoCtCiZo (Jig' 2t6) et l'intégrale suivant les deux bords de la coupure Zq^i est nulle, les éléments se détruisant deux à deux. Si nous posons
r'* dz
dij:
on a, en intégrant à Tintérienr du triangle 61^3^3
(1)1 -h (0| — tt}^=z o.
Donc 2 tos n'est pas une période nouvelle. Nous n'avons que deux périodes. Tout chemin fermé sur z^ comprend :
I** Des lacets, — D'où une intégrale telle que 2Aj= 2a)j-h 2Aj,
Soit -h U la valeur de l'intégrale suivant le chemin rectiligne z^Zy toujours avec la détermination initiale H-y/Zo* Après un lacet, nous revenons avec le multiplicateur — i. Donc, si ensuite nous allons de Zq à ^, ce chemin d'intégration donnera — U, et non -hU.
2** Des systèmes de deux lacets, — D'où une période et, de 5^ à z, l'intégrale -h U, puisqu'on a deux fois le multiplicateur — i. En définitive, r intégrale suivant un chemin quelconque ^ de z^ k z^ a l^une des deux formes
p Qi q étant entiers, positifs ou négatifs.
Posons W0 = ti)4 et ZQ=e^\ ce qui donne A< = o. On a
dz
r" dz_
Considérons la fonction inverse zz=tf[u) et admettons que z soit une fonction uniforme de u dans tout le plan. iNous y reviendrons.
Les valeurs de //, qui répondent à une même valeur de 5, sont
Inversement, à ces valeurs de u correspond une seule valeur de 5 = ©(«), puisque 'f(w) n'a qu'une valeur si u est donné.
Donc, quand on fait varier arbitrairement les entiers p^ et çr,, la fonction © (2/>j (o< -h 25^(03-1- o>, H- U) garde la même valeur, ou plus simplement
ï>(M-h2a)i)=- îp(a-h2a>i) = o(i*).
Donc 'f (m) est une fonction doublement périodique de u, aux périodes 2 w^, 20)2 (*)•
Nous allons maintenant préciser un peu V inversion en définissant la fonction sn ou sinus amplitude.
II. Uniformité de la fonction snu. Pôles. — Nous avons dit un mot des fonctions elliptiques (t. [, p. 3oi). Nous avons maintenant tous les éléments voulus pour aller plus loin.
Partons de l'intégrale
dx
y/i — ar* v^i — k^x^
en supposant k réel>o et<; 1 .
D'après ce qui précède, nous allons chercher les périodes de w.
Suivons l'axe réel, en évitant les points critiques i et i :Ar, par des demi-cercles dont le rayon tendra ensuite vers zéro.
Partons de l'origine avec la valeur -{- 1 pour le radical et posons
dx
Nous avons d'abord la période 4^.; oa le voit en traçant une coupure fermée autour des points — i et -j- i (p. 207). Puis, intégrons de o à i : A* {Jig- 27).
(') M. Camille Jordan, Cours, t. II.
Dans ce Volume, on trouvera, en 200 pages, tout l'essentiel de la théorie des fonctions elliptiques. Celte théorie est une superbe application des théorèmes généraux sur les fonctions synectiques et, à un autre point de vue, on rencontre une sorte de Trigonométrie, c'est-à-dire un ensemble remarquable de formules d'addition, de multiplication, etc. l\ y a même une Trigonométrie des fonctions 8n, en, dn de Jacobi et une autre Trigonométrie avec les fonctions p de Weierstrass.
Nous avons d'abord K, puis une intégrale
Que devient ici le radical? Posons : i — j7-=re'? ; x allant de o à I , nous pourrons prendre es =: o et faire varier r de i à o ; r restant fixe et très petit, le point x décrira un demi-cercle autour
Fig. 27.
du point 1 , si l'on fait varier cp de o à — tc {Jig. 27 et 29). A droite de H- 1 , ona |i — x\ =a? — i ; par suite, y/i — x doil être remplacé, quand x vient à droite de + 1 , par
y/a? — i e * ou — i \/ x — i .
Donc, de i à r> nous aurons l'intégrale
dx
que nous désignerons par «K', la constante K' étant comme K réelle et positive. De o à 7> nous aurons l'intégrale
Considérons maintenant une coupure fermée autour des points i
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et I : kj nous avons la seconde période
Définissons maintenant complètement snu.
Nous avons, dans un cercle de rayon R < i , ayant l'origine pour centre, un développement absolument convergent
= I -r- aifl:*-h afX^-¥- 0337' -H. . ..
y/ 1 — a?' / 1 — A* a:* Nous pouvons intégrer, d'où la série absolument convergente
w = ir -+- -T- X* -h -^ a:* -h
On peut faire l'inversion, dans un cercle de rayon p, non nul, d'où
Ceci résulte de la théorie des fonctions implicites. Montrons que la fonction x (w), définie par (i), ou par
est partout synectique^ sauf aux pôles, seules singularités possibles.
Considérons les points critiques
Autour de Fun de ces points, x reste synectique. En effet, autour de + 1 , par exemple, posons
Nous avons alors Téquation différentielle
G désignant une fonction holomorphe autour du point ^ = 0.
Donc, d'après les théorèmes vus, on a une solution holo-
morphe^(ï/). c. q. f. d.
Prenons le point x = cc.
Nous aurons Téquation différeulielle
dz ^
G désignant une fonction holomorphe autour du point z = o. Nous avons une solution z holomorphe, donc nous avons, pour la fonction x^ un pôle.
Donc la fonction x{ii) n'a que des pôles.
Montrons qu'elle est uniforme dans tout le plan.
Elle est uniforme autour d'un point quelconque u du plan. Mais cela ne suffit pas (*).
Appelons snw la fonction sjnectique et uniforme définie, dans le cercle de rayon p, par le développement (2).
Nous avons obtenu, dans le Tome I (p. 3o3), la formule
(4) sn(2M)= ,/ ./ / »
Cette formule (4) définit, d'une manière unique^ sn(2«), c'est-à-dire que la fonction sn(w) se trouve définie d'une manière unique dans un cercle de rayon 2p.
Nous avons une expression rationnelle en sn(//) et sn'(M). Elle peut devenir infinie (pôles), mais elle est déterminée sans ambiguïté.
En refaisant ce raisonnement, nous passons du cercle de rayon 2p au cercle de rayon 4pî elc.
Donc sn(w) est uniforme dans tout le plan et n'a pour singularités que des pôles.
Etudions les pôles. Prenons l'intégrale suivant le contour suivant :
D'abord l'axe réel, de O à R,' en évitant 1 et i lA" par des demicercles; puis un quart de cercle, du point R au point iR ; enfin
(') Em. Picard, Traité d'Analyse, t. II, 2*éditioD, p. 379.
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Taxe vertical. On a d'abord K -|- iK! d'après ce qui précède, puis une intégrale réelle G et une intégrale purement complexe
.= r"; —«H = lim f
L'intégrale sur le cercle devient nulle avec i :R
On a
K-^iK'-f-G — ni=o,
équation qui donne
G-+-K = o et
Nous avons donc
d'où
sn(«K') = 1».
De même
sn(— eK) = — roo.
Nous avons donc les pâles ±iK^. Prenons un autre chemin, tel que le lacet (oio) suivi du chemin OA {Jig* 27). Avec une même détermination pour le radical, on a
J^iR y, A *^o
Et comme l'intégrale prise suivant le lacet (010) a pour valeur 2K, nous avons alors
f =aK-iK'.
Il suffit d'examiner tous les chemins possibles et Ton constate que les pôles de sn(M) sont
2/nK-H(2n -h i)zK'.
Les zéros sont
2/nK-4-amK' («).
(') P. Appell et E. Lacour, Fonctions elliptiques, 1897.
De ce qui précède résulte encore ceci :
sn(±K) = dii, sn(Kd=*K') = ^-
III. La fonction thêta et la méthode d'inversion de Riemann
La fonction thêta, — Nous voulons donner une idée de la géniale méthode de Riemann. Étudions d'abord son instrument fondamental, la série thêta.
Posons, a étant une' constante,
Théorème I. — La série 9 converge absolument^ si la partie réelle de a est négative.
En effet, posons
a = a H- ip,
le terme général devient
g» .r -+- irt ^ -H «• a -+- in • P
Pour a < o, il y a convergence d'après la règle de Cauchj. Remarque. — On peut écrire
C'est évident, la série comprenant toutes les valeurs positives et négatives de n.
Théorème II. — La fonction 9 admet la période 27:i. En effet
0(^ -\- 2.1:1) = S e« = -»-îîCm-j-/i«a_ 2 ^n5-4-n«/i^
Théorème III. — On a, m étant un nombre entier^ la relation fondamentale suivante :
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En effet
— 7— r—{z-htna)*
0(5) = <? *"Se*- D'où
e(z-4-2ma)=e *" Se*"
= c *" Se*" ,
car m étant fixe, p =: m -h n prend la même série de valeurs que n.
Donc
— -— ; —-{z-i-ipa)*
b{z-^2/na) = e ^"e *" 2 e*«
Cas particulier : m = i . Nous aurons
Théorème IV. — Les zéros de ^{z) sont de la forme
J = (2/?i-f- i)Trt -h (^/n'-f- i)a,
m et m! étant entiers ^ o.
Nous chercherons les valeurs Ç annulant séparément tous les termes de la série, mise sous une forme nouvelle. Nous avons
(/? étant un entier quelconque) Prenons la demi-somme
Or, pour avoir on doit poser, R désignant un nombre entier,
B-.A = (2K-4- l)Tzi.
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Donc ^ pour annuler chaque terme de la série que nous venons d'obtenir, il faut poser
-—[-5' -h 4a^(/i — /?) -h 4a*(n — /?)* — -«* -h iazn — 4«*/i] =(2K-f-i)irf 4 ci>
(an — />)(^ — ap ) = (iKi-i)Tzi, La condition sera satisfaite parles relations
z — ap = (2m -h I ) - f , /? = am'-h r.
En effet, nous avons
car n étant fixe, n — m' varie de la même façon que m' et le produit (2m' — i)(2/n -+- 1) est un nombre impair quelconque. Donc la valeur
Çs=(2/nH-i):ri-+-(2/n'-Hi)a
annule bien chaque terme de la série.
Nous avons ainsi des zéros de la fonction ^(z).
Nous verrons que ce sont les seuls zéros. Auparavant, nous allons passer aux fonctions thêta ^ àqnX. on se sert dans Y Inversion^ et qui se déduisent facilement de la fonction ci-dessus.
Soient deux nombres complexes co et co' satisfaisant à la condition
eu'
Nous verrons que les périodes de l'intégrale elliptique répondent à cette condition.
Nous prouverons, en effet, que s n^ est pas nul^ de sortequesi^ était < o, on changerait eu' : (o en gj : w' et Ton aurait s>o.
Nous serons donc bien dans les conditions voulues pour V Inversion de V intégrale elliptique ,
Des fonctions on passe aux fonctions véritablement employées, les fonctions 0, en remplaçant
par
KlZ
par
ITdj' i
La convergence est assurée puisque s est positif , Écrivons
On aura, d'après les théorèmes II et III,
e(z-hoi) = 0(5),
et en particulier
[Ici : a = Tz i(r -i- si) = — tzs -i-Tzir, la condition 5 > o donne la convergence.]
Les zéros deviennent, d'après le théorème IV,
7/w -h I -im' -+- I , r = a> H (o .
•JL 2
Dans le plan de la variable z^ dessinons un parallélogramme, ayant pour sommets les points zéro, w, w H- co', w'. On obtient ainsi le parallélogramme des périodes OAO'A'. Le point A représente w, le point A', to' et O' sera o> ■+- w'.
Si, à partir de O', nous faisons de même, le plan sera pavé par des parallélogrammes pareils.
Les zéros Ç sont les centres des parallélogrammes; c'est immédiat.
Nous allons préciser le théorème IV en montrant qu^un paraiiélogramme contient un seul zéro de 0(5). Nous emploierons, pour cela, l'intégrale logarithmique de Cauchy.
La fonction ^{z) n'avant aucun pôle, nous avons (p. io4), N étant le nombre des racines, dans un parallélogramme :
^5 = 27riN,
l'intégration étant effectuée sur le contour OAO'A'O. Prenons, sur les côtés parallèles, AO' et OA', deux points p et />' homologues, c'est-à-dire situés sur une parallèle à l'autre côté OA- On aura
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Donc les intégrales suivant les côtés AO' [et A'O se détruisent. Soient, de même, m et m' deux points homologues sur les côtés O.V et A'O^, on aura
6„|' = 6//I e D'où, en passant aux logarithmes.
D'où
D'où
r*" r^' itJ
I -Jr I = CJ = 2iri
Les zéros de la fonction thêta sont donc connus. Revenons maintenant à l'intégrale elliptique.
Rapport des périodes de V intégrale elliptique. — Nous avons besoin du résultat suivant : Soient deux périodes de Vinté-
grale l -p=.y leur rapport ne peut être réel.
Une intégrale est une limite de somme de nombres complexes infiniment voisins les uns des autres.
Considérons deux nombres complexes a et 6 et leur somme. Si la différence des arguments est moindre que tt, on voit immédiatement que arg(a-H6) est compris entre arg(a) et arg(fe).
Cette propriété s'étend aux intégrales (0| et toj, qui ont été définies antérieurement (périodes).
Soit
Nous avons
- c*'' El - r'* El.
Supposons, pour simplifier le discours, que la droite eie* coïncide avec l'axe réel. Soient ei, £2, £3 les angles du triangle ete^e^.
PËKIODE DES INTEGRALES. FONCTIONS PÉRIODIQUES. 21i)
Dans l'inlégrale (o^, on a
arg(</^) = arg(^ — ej) = o, arg(j; — Cj) = 7t. arg(^ — ^s) varie de tch-êj à ir-f- S|-+- E3.
D'où II résulte :
arg ( wi ) compris entre — t et — i: »
arg(a),) = -7r--^ - 6 i' (o<e<i).
Dans rinlégrale wj, on a
arg(cf^) = arg(-5 — e, ) = Ei, arg(^ — ^3) = ir -h s,, arg(-8 — cj) varie de it à ir — êj.
arg^wj) compris entre — i: et — tih >
arg(toj) = — TT -h 6' î^ ( < 0'< i).
Nous avons, d'ailleurs,
arg^^^ =arg(cii,) — arg(w,) = ^ ^6^ -f-6'^.
La différence des arguments n^est pas nulle.
D'autre part, on peut l'écrire sous la forme
Elle est donc moindre que -• ^ 2
Si donc nous posons
s n^est pas nuL c. q. f. d.
Nous pouvons maintenant faire saisir la géniale conception de Riemann.
/^ clz
Cherchons, d'après Kiemann, à exprimer :; en fonction de m, au moyen des fonctions théta^ par l'application des théorèmes généraux.
Modifions un peu les notations, en appelant w el(i>' les périodes de r intégrale elliptique.
Formons le parallélogramme des périodes.
Formons Va fonction thêta
er
On a démontré (\\x\in parallélogramme des périodes contient une racine et une seule de 0.
Introduisons la constante A|, qui a été définie et formons, A étant une constante, la fonction
Cette fonction de z est uniforme (p. 208).
De plus, dans le plan des z^ elle a une seule racine. On le prouve en faisant usage du contour {fig- 28), formé de quatre
Fig. 28.
lacets, le quatrième lacet étant un cercle F, de rajon R (R tendant vers l'infini).
Formons de même la fonction :
k étant une autre constante.
Si h et k sont bien choisis, on arrive à ce résultat :
La fonction
i^ est uniforme dans tout le plan de z ;
2® a un zéro X dans tout le plan de z ; 3** a un pâle [x dans tout le plan de z ; 4" admet les périodes co et o)'.
Diaprés les théorèmes généraux (Chap. III) nous pouvons conclure
F,:G==Mi^.
M est une constante.
D'où l'expression de z à Taide des fonctions thêta. L'inversion est faite, en principe.
Pour les fonctions abéliennes on emploie les séries thêta à plusieurs arguments et la théorie est infiniment plus compliquée.
Notons bien ceci. Lorsque le degré de Z surpasse le nombre 4» on n'obtient plus, par inversion, une fonction uniforme.
C'est facile à voir, intuitivement.
Imaginons une courbe réelle y=f[x). Bien entendu, nous la supposons s£Lns points multiples. Si, en un point, la tangente est horizontale^ aux points voisins, pour une valeur y=X, j'ai deux valeurs de x^ soitXi (X) et X2Çk)'
Donc un seul point à tangente horizontale empêchera la fonction inverse d'être uniforme.
Prenons
du = — = •
Si le degré de Z surpasse 4? on a, au point infini^ une tangente horizontale, donc l'inversion uniforme est impossible et alors il faut chercher une fonction de deux variables. Celle-ci devra être uniforme dans tout le plan et s'exprimer à l'aide des fonctions thêta de deux variables.
Encore une remarque. La difficulté de l'inversion provient du fait suivant :
, y par inversion
on obtient le ^m;/^, fonction périodique.
On obtiendrait ainsi le sinus par V inversion de Varc sinus. C'est ce point de vue détourné (\ui\ a fallu découvrir pour trouver les fonctions périodiques par l'inversion d'intégrales douées de périodes.
IV. Théorèmes généraux sur les fouctions elliptiques* — On appelle fonctions elliptiques des fonctions méromorphes dans tout le plan et doublement périodiques.
Après les préliminaires que nous avons donnés sur Vinversion des intégrales elliptiques, donnons les propriétés les plus générales.
Théorème 1. — Si une fonction holomorphe admet une période infiniment petite, elle se réduit à une constante.
En effet, soit une fonction synectique et uniforme, ses zéros sont isolés (p. 71). Cela démontre le théorème.
Théorème II. — Toute fonction admettant plus de deux périodes distinctes, ou deux périodes distinctes dont le rapport soit réel, admet une période infiniment petite.
Soient trois périodes distinctes :
iii = a-\- bi, ^u}'= a'-h b'ij a ou' = a
c'est-à-dire qu'il n'existe aucune relation de la forme 2 Eu) -h 2E'w'-+-2E'a)'= o,
E, E', E'' étant entiers, positifs ou négatifs.
Prenons trois entiers arbitraires, p, /?', p^; nous aurons donc la
période
2 û = 2/> w -f- ip' to' -h 2/>' to' = A H- i B.
Soit M un nombre supérieur à
i«;, \^'u \^'i \àu \b'i |6'i
et soit h un nombre entier quelconque.
Donnons successivement à p,/?', /?*" les valeurs o, i , 2, 3, . . ., /i; nous avons (h -\- i)' systèmes de valeurs et nous avons constamment
Soit n le plus grand entier <; (A -|- i)^.
Dans le plan de la variable A-4-B/, construisons un carré de côté égal à 6 MA et décomposons ce carré en n^ carrés égaux.
Le point A 4- Bt tombera dans V un des carrés et le nombre des hypothèses distinctes que Ton pourra faire sera n^<C {h -H i)'.
Donc, il existera certainement deux systèmes de nombres {PiiP\^ Pi) ^^ {P^t P'i^ P\) ^^^^ V^^ ^^^ nombres correspondants A| 4- B4 «, As -h Bq/ tombent dans un même carré.
On aura alors
lA A i<6M/' ,R ^ .^ r>MA
I Aj — A 1 1 ^ —^ , 1 Bj - Bi I = — j^p-
et il en résulte une période aÛj — 2Û| de module < -^ — ^• * n
Si nous faisons croître h indéfiniment, cette expression tend
vers zéro^ n étant d'ordre - par rapport à A. c. q. f. d.
Supposons maintenant Texistence de deux périodes distinctes dont le rapport soit réel. Ce rapport est irrationnel^ puisque les périodes sont distinctes.
Posons
Posons
i=^p-t-pi, p = ^,pi-f-p„ ...,
^, ^,, ... étant entiers et p», pa, formant une suite illimitée
telle qu'on ait
|pn-Kl|S \\9nV
Nous en déduisons
2U> = 2 5'a>'-h 2pi(«J, 2ai'= ^ÇTipiCO -h 2pïU),
Nous obtenons encore des périodes
2piW, 2pjC0, ...
dont les modules tendent vers zéro, c. q. r. d.
Observons que le rapporl de deux périodes de l'intégrale elliptique n'est pas réel (nous l'avons montré), et nous saisissons l'importance de ce fait pour V inversion.
Le théorème qui suit va montrer pourquoi nous devons prendre des fonctions méromorphes à deux périodes.
Théorème 111. — Toute fonction doublement périodique et entière se réduit à une constante.
En efTet, soit ABCD un parallélogramme des périodes, la fonction sera holomorphe dans (ABCD) et, dans cette aire, on aura
M étant un nombre borné.
Mais la relation (i) va subsister dans tout le plan. Donc, on a, d'après le théorème de Liouville,/(M) = const. (p. Sg).
Théorème IV. — La somme des résidus d^une fonction elliptique, relatifs aux pâles situés dans un parallélogramme fondamental, est nulle.
En effet, elle est égale à l'intégrale
prise sur le contour du parallélogramme, dans le sens positif.
Or, les intégrales relatives à deux côtés opposés se détruisent, car en deux points correspondants, situés sur une même parallèle à l'autre côté, f{u) a la même valeur, el du a des valeurs égales et de signes contraires.
On dit qu'une fonction elliptique est d^ ordre n si elle a n pôles dans un parallélogramme fondamenlal, oii un pôle multiple d'ordre n.
Corollaire. — lln^y a pas de fonction elliptique d^ ordre un. Car une telle fonction n'aurait qu'un pôle simple; son développement autour de ce pôle a serait donc de la forme
f{u) = hBo-l-B,(a — a)-|-...,
A désignant le résidu; la somme des résidus relatifs aux pôles intérieurs à un même parallélogramme étant nulle, on aurait A = o, et a ne serait pas un pôle.
Thiêorème V. — Une fonction elliptique a autant de zéros que de pôles dans un parallélogramme des périodes.
En effet, la différence m — /i, entre le nombre de zéros et celui
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des pôl«s, est égale à l'intégrale (p. io4)
prise le long du contour du parallélogramme. Or, cette intégrale est nulle, car la fonction /'(u) admettant les mêmes périodes que /(tt), la fonction sous le signe est elliptique^ et les intégrales relatives aux côtés opposés se détruisent.
Corollaire, — Soit f{u) une fonction elliptique d'ordre n: l'équation /(u) = c (c étant une constante) a n solutions dans chaque parallélogramme : car la fonction elliplique /(a) — c a évidemment les mêmes pôles que /(u); elle est donc du même ordre /i, et elle aura n zéros dans un parallélogramme.
Théorème VI. — La somme des valeurs des zéros d'une fonction elliptique est égale à celle des valeurs des pôles contenus dans le même parallélogramme, à une période près.
En effet, la différence entre la somme des valeurs des zéros et celle des valeurs des pôles, dans un même parallélogramme, est égale à l'intégrale (p, ïo/\) :
: / '' ' U du,
prise dans le sens positif, le long du contour du parallélogramme ABCD.
Or, si l'on désigne par u un point du côté AB et par
le point correspondant du côté CD, quand le point z décrit CD, le point u décrit BA, de sorte qu'on a
d'où
D'A. — II. i5
Mais aux points B et A, pour lesquels les valeurs de la variable ii diffèrent de 2iùi, f{u) reprend la même valeur; la différence des logaritUmes est donc un multiple entier de 2Tzi^ soit 2A*2'n«; de même les intégrales suivant BC et DA donnent le terme 2 w, . 2 Ati tc«, et Tintégrale qui représente la différence entre les sommes des valeurs des zéros et des pôles est :
:( — acoj aA-jTTt H- au)i ikiizi) = îAriOJi — aA:]i02,
c'est-à-dire une période. c. q. f. d.
Théorème VU. — Il existe une relation algébrique entre deux fonctions elliptiques ayant les mêmes périodes.
Soient /„, Ou deux fonctions elliptiques admettant les périodes 2(0,, 20)2. Dans un parallélogramme des périodes, considérons les points a,, . . ., a^ qui sont des pôles de /ou de cp, ou des deux à la fois.
Soit Pi Tordre de multiplicité relatif à a/ (s'il y a deux nombres />i, prenons le plus grand des deux). Posons
Soit F(x,y) un polynôme entier de degré n,
SoitF(/„,ç«) = G(w).
Gu est une fonction elliptique dont les pôles ne peuvent être que les points a/ (aux périodes près). Ecrivons que Gu se réduit à une constante. Chaque pôle donne, au plus, npi conditions; donc, au total, nous avons, au plus, N/i conditions.
D'ailleurs, le polynôme ¥[x,y) contient ^^-^^ ^coefficients.
Donc il suffit de prendre n assez grand pour avoir
/i(/i-+-3)> 2N/1 et nous aurons la relation cherchée
F(/a, <p«) = const.
Certaines courbes algébriques pourront donc être représentées paramétriquement par les fonctions elliptiques. Pour faire cette
représentation, en général, il faut faire intervenir les fonctions fuchsiennes^ et c'est là une découverte capitale d'Henri Poincaré. On part, pour définir les fonctions fuchsiennes, de la relation fonctionnelle
a, 6, c, d sont des constantes, réelles ou non. Poincaré, on le voit, a découvert ces fonctions en partant d'une sorte de périodicité généralisée.
Les fonctions fuchsiennes ou automorphes, en outre, permettent d'intégrer les équations différentielles linéaires à coefficients algébriques, c'est-à-dire de la forme R(x, j), avec P(j:, j) = o. (R désigne une fonction rationnelle et P désigne un polynôme.)
Construction des fonctions méromorphes bipériodiques. — M. Appell et M. Painlevé ont fait une construction synthétique, très belle, des fonctions bipériodiques à une ou à n variables (*).
Indiquons la méthode :
Soit une fonction méromorphe de période Û, on a
g et h sont des fondions entières, n'ayant pas de zéro commun. Soit a un zéro de g. On a A(a) ^ o, d'où g{oL + Û) = o. Donc g{x) et g{x + ù) ont mêmes zéros, c'est-à-dire que
J'on a
ff(x-*-Q) h{x-^Q)
<f étant une fonction entière.
Posons
<l(a:-h û) — ^{sc) = ®(rr)
et nous savons qu'il existe une solution J^, fonction entière. (Intégration finie, p. II 4-)
(*) P. Painlevé, Comptes rendus de V Académie des Sciences, i*' sem. 190a, page 808.
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Posons enfin
Nous voyons que G et H n^ont pas de zéros communs et admettent la période Û, d'où ce théorème : une fonction méromorphe dans tout le plan, ayant la période U, est le quotient de deux fonctions entières ayant séparément la période û.
Supposons que f{x) ait une seconde période û'.
Nous aurons
G(:g-KQ') ^ G(x) H(x-hQ') "" Uix)'
D'où l'on déduit, comme précédemment,
G(ar-i-û') H(jr-hû')
Oi désignant une fonction entière.
De plus, la période Û donne lieu à la relation
c'est-à-dire, n étant un nombre entier^
<Pi(j:-4- û) — çi(a?) = inizî^
/ rx^ 2/1111. ^. , . 2/l1tï
Donc la fonction entière Oi(x)-i q"^ admet la période Û^
donc elle est développable en série de Fourier (p. 1 1 1),
Déterminons encore la fonction entière ^i par la condition Et 'Il est encore développable en série de Fourier,
Posons enfin Nous aurons
^ el ^* sont des fonctions entières ayant la période û, et Ton a, en outre,
V(a?-+-Û') = <5 • ÛV(af)
avec
Et cela nous ramène à la fonction thêta ( * ).
V. Exercices évlt les fonctions non uniformes. — 1. Calcul de 3 = I y/i — j?^ rfx, suivant un chemin allant du point o aa point -h 4? au-dessus de l'axe réel.
Nous pouvons prendre pour chemin équivalent celui-ci : O A^, puis un demi-cercle AoMA,, ayant -pi pour centre, puis A, 4-
De cette façon, nous respectons le point critique -h i et nous passons, par une déformation continue, du chemin donné à celui-ci, qui est plus simple.
Sur le segment OA^, nous prenons la valeur réelle positive de y/i — x'^.
Que devient cette fonction^ parTeffet de la circulation Aq M A| ?
Soit r le rayon du demi-cercle.
On a sur le cercle
Au point Aq, on a
I — «=-Hr, ao = o.
(') P. Appbll, Sur les fonctions périodiques {Journal de Mathématiques pures et appliquées ^ 1891).
En M; sur la verticale issue du point + i, on a Enfin, au point A,, on a
tti = — ic.
Nous avons, bien entendu,
et le second facteur est voisin de 2, pour r^u o. Prenons la racine carrée.
D'après ce qui précède on a, en Aq,
V^i — -S =-t- /r (nombre réel > o); en M, on a
_ Hz
/i — z =5 y/r « * ; et en A,
/i — z = yfr e '= — i/r (/r étant réel > o).
Donc la fonction qui était égale à \J \ — x'^ (réel > o) sur le segment OAo, devient, sur le segment Ai 4 : — i^x^ — i (le radical étant réel > o).
Finalement on a
J= / v^ I — x^ dx — il /ar« — i dx^ Ji — iJj,
car l'intégrale sur le demi-cercle tend vers zéro avec r.
On voit quelles différences existent entre les fonctions synectiques et les fonctions réelles.
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On pourrait définir une fonction réelle par la condition /^= y/i — x'^ entre o et i avec /r= ^x^ — i entre i et 4 et alors son intégrale serait J, H- Ja-
Mais, quand on se donne la détermination de hi fonction holomorphe \j\ — z^ sur le segment réel (o, i), la détermination de cette fonction sur le segment (i , 4) s'en déduit et n'est donc pas arbitraire.
Calcul de
x"» dx
n est un entier positif et a est réel positif.
On intègre suivant les deux lacets L, U, tracés autour de -f- 1 et
de — I ifig' 3o).
Fig. 3o.
On prend, par exemple, la détermination du radical, telle qu'on
ait
v/i — -52 = + /i-i-a* pour«= — «i
Au départ, pour z = — /e, e ^^ o, on aura alors
On prendra ensuite une coupure A, allant de zéro à l'infiDi, et un cercle de rayon infini F.
Calcul du résidu à rinfini
T-J ! -1—da
{voir les notations, page loo).
Posons
/a' — 1 = tu /i — M*,
/e radical se réduisant à -hi, pour « = o, to est égal à -h / ou à — i. Comment choisir ?
Reprenons notre convention.
Pour z = — b i [b réel > o), nous devons avoir
/i — *' = -f- v^i -h 6* (réel ).
Faisons donc
On a
v/i — u^ sera égal à l/ i -f- ^ = ^— y — le radical se réduisant
à -h 6 pour 6 = -f- 00, donc à -h i , pour b = o. On doit donc avoir
les radicaux se réduisant à -h i pour 6= o. Cela donne I = — iui d'où w = i.
Ceci compris, on calculera les résidus aux pôles ± ai et la valeur de l'intégrale demandée (réelle) sera donnée aisément par ce contour complexe.
3. Calcul de Vintégrale B= i x\/i — x^ dx. — Soient a, P, y les points représentant les racines cubiques de -f- i,
JTZi 4 71/
a=i, p = e^, Y = pî =<?=*.
On voit de suite quel système de lacets (^fig* 3i) rend uniforme
F- = vi — ^»
et, de plus, que Tintégration suivant les trois lacets donne (*)
Fig.3i.
Occupons-nous seulement du résidu à Tinfini p.
Quelle est, sur le grand cercle F, la détermination de F^?
Suivons le chemin OMQN P {fig. 32).
Fig. 3a.
Nous partons, en O, avec la délerminatlon -f- 1 pour F (o).
F est réel sur OM. Sur le demi-cercle MQN, dont r est le
rayon, on a
^M — I s* r tf-'^, ^x — I = r.
En M, F est réel. Écrivons
(i -f- 5 -f- z^Y sera pris réel> o pour z réel > o. On a
( ' ) Voir mes Exercices et Leçons d'Analyse ( Gauthier- Villars ).
d'où
tù = e * .
De N à P, 5 — I est réel, nous avons donc sans difficulté
Fp=(u[^2 — l)(l -h ^ H- -«*)]»".
en prenant la valeur réelle >-o du radical.
Si P s'éloigne à l'infini, soit 3 = -;
u étant réel, on prend la détermination réelle, soit
d'où (p. loo)
d'où le résidu et l'on a
3B(i — P) = 'iirtp.
VI. Principe de Dirichlet. La formule de Poisson. Extrema d'une fonction harmonique. Module d'une fonction holomorphe. — Nous allons revenir au principe de Dirichlet, à cause du lien qui unit les fonctions harmoniques aux fonctions analytiques. D'ailleurs, lorsque se produit une puissante synthèse, comme celle de MM. Fredholm, Hilbert, etc., pour les problèmes de la Physique mathématique (à caractéristiques imaginaires), il est intéressant de retroui^er^ par la méthode nouvelle, les solutions anciennes relatives aux cas les plus simples.
Nous allons voir que, par la théorie des potentiels, et sans faire usage des transcendantes de M. Fredholm, on retrouve facilement la formule de i^oisson.
II s'agit, on le sait, de trouver la solution de Téquation de Laplace :
la fonction u étant donnée sur une circonférence. C'est le problème de Dirichlet.
Nous rappelons que Ton résout le problème de Dirichlet intérieur^ dans le plan, par un potentiel de double couche. Soit W^ ce potentiel, au point/?; on aura
L étant la longueur du contour donné ; rp la distance du point p au point s sur le contour; o étant l'angle de la droite rp avec la normale au contour au point s] v étant la densité; ds étant l'élément d'arc du contour.
La densité v, est donnée par l'équation de Fredholm
/ V I /*^cos(p , W/ ,
W| est la fonction donnée sur la frontière et r est la distance du
Fig. 33.
point fixe Û, sur le contour, au point mobile 5, sur ce même contour (^^. 33).
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Si le contour est un cercle de rayon R, on a
COSO I
i = consl. = — K >
Dans ce cas, on a immédiatement v,= tj;,-h \. A est une constante, que nous dëlerminons pai identificalion, ce qui donne
A est donc connu, donc v^ est connu, et nous avons à calculer W;> par la formule (i).
Nous avons d'abord
Reprenons la formule (i), qui prend la forme
(4) W;,= f\^s-^\)^ds.
Remarquons qu'on a, d'après la théorie du potentiel de double couche {voir le Tome 1, p. 218),
'p le point/? étant intérieur au contour. Cela donne
/ A — ^â?v = 2itA,
Jo 'p
coscp
€/5 -h ai:A.
Dans le triangle 0/>s nous avons, en posant Op = /, /« = R» -H rj — 2 R Tp cos çp,
et, d'après la formule (3'), il vient
Soil Ff la fonction donnée sur la circonférence
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Nous avons \^ formule de Poisson
On peut écrire
et
r» = Rt-H/s— 2R/cos{e — <p),
/ et (p étant les coordonnées polaires de p^ ou bien a et 6 étant les coordonnées cartésiennes.
Vérification. Synthèse. — Nous allons faire la vérification et la synthèse^ travail inutile avec la théorie de Fredholm. Mais l*étude est intéressante et nous verrons ce qui arrive quand la donnée F, est discontinue.
M. Schwarz fait la vérification en se servant des fonctions synectiques (*).
Prenons R = i et formons la fonction
Sa partie réelle est — j— > fonction qui se trouve sous le signe, dans (6).
D'après les éléments de la théorie des fonctions synectiques^ on
a donc
Étudions la convergence à la frontière (synthèse). Nous supposons la fonction donnée /(6) discontinue mais bornée.
Soit un point A(/, ç), qui se rapprochera indéfiniment d'un point, sur le cercle, défini par 8 = a>, valeur donnée.
Faisons, avec M. Schwarz, la remarque suivante :
Soient deux cordes infiniment voisines^ issues du point A, joignant les points
e = ^ et e = x:,
puis
e = 4;' et = ^'.
On a donc
(*) Journal de CreUe^ t. LXXÏV. — Gesammelte Math. Abhandlungen^ t. II.
Les triangles A^^' et Ayy' sont semblables, et l'on a D'où ' _
El la formule (6) prend la forme
Supposons que le point A tende, suivant le rayon, vers un point o) du contour, et que w soit un point de discontinuité pour la fonction donnée /(6). Posons donc
Iiin/((o-+-e) = /j Iim/(ai — e)=/i
Prenons, autour du point w, deux arcs (o,(i) et wwj qui deviendront infiniment petits.
Faisons usage, pour la portion principale du cercle, 0)3 C0|, de la formule (7). Nous avons, y étant bornée, une intégrale qui tend vers zéro lorsque le point A tend vers le point w.
Puis employons la formule (7) pour la portion du cercle voisine de co, (i)|C0(02. L'arc coico donne un terme qui tend vers 7t/i quand Aw tend vers zéro. En effet, la variation de l'arc y^ tend vers it, dans ces conditions. Et Tare towa donne ic/j, pour les mêmes raisons. Donc, lorsque A tend vers un point de discontinuité, W(a, b) tend vers la demi-somme "^ — ^ (*).
Unicité de la solution. — Nous voulons maintenant prouver que la solution du problème de Dirichlet est unique, avec certaines restrictions.
Soit un contour fermé simple C et une fonction harmonique
(^) Si le point A tend vers (a suivant une direction A qui, prolongée, coupe le cercle au point Q; soient ic d= <t> les deux arcs ((>>û); W(a, b) tendra vers
prenant sur C des valeurs données. Soient A un point intérieur à C et r un cercle intérieur à l*aire (C), ayant A pour centre et p pour rayon.
On a
Va=-^ Ç\ds,
d'après la formule de Poisson.
Si le point A correspondait à un maximum AeXa fonction V(j?,j^), on aurait sur la circonférence F
p étant assez petit.
D'où
V<Va.
c'est-à-dire
Jvds<Jvj,ds,
-!- f'Vds<\j,,
Il y a là une contradiction qui ne tombe que si le point A venant sur le bord C, il devient impossible de tracer le cercle F, intérieur à (C). D'où celte proposition :
Soit une fonction harmonique à l'intérieur de Vaire (C), le maximum et le minimum de la fonction ont lieu sur le bord C.
Soit donc C un contour fermé simple, sur lequel la donnée V est continue.
Montrons qu'il ne peut y avoir plus d'une fonction harmonique continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres à l'intérieur de l'aire (C) et prenant en tous les points de ce contour une succession donnée de valeurs.
Nous supposons que la succession des valeurs données sur le contour forme une suite continue. Désignant par Vm la valeur donnée (continue) en un point quelconque m du contour, nous disons que la fonction Y{x, y) tend vers V,« quand le point (ar, y) tend vers le point m d'une manière quelconque, en restant à l'intérieur du contour.
En effet, s'il existait deux fonctions jouissant des propriétés précédentes, leur différence U satisferait encore à l'équation de Laplace et s'annulerait en tous les points du contour C. Dans ces
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conditions, elle devrait avoir au moins un maximum ou un mî* nimum à l'intérieur du contour, mais cela est impossible, d'après ce que nous avons vu précédemment. La fonction U est donc identiquement nulle.
Applications. Maximum du module d'une fonction holo- MORPHE. — Soit donc V{x, y) une fonction harmonique (dont les dérivées secondes sont continues), les courbes U(a7, j^) = consl. ne sont pas fermées.
S'il y a une singularité^ par exemple pour U = .Qr, alors, au contraire, les courbes U = a peuvent être fermées.
Soit maintenant une fonction holomorphe
/(^) = U-+-iV
dans un contour fermé simple C.
Les courbes U = const. et V= const. forment un réseau or/Ao- ^o/ia/ (c'est immédiat).
U| et U]| sont les courbes correspondant au minimum et maximum de U, relativement à l'aire (C) {fig. 34).
Fig. 34.
De même V, et V^, correspondent aux extrema de V, dans l'aire (C).
Le maximum de 1/(^)1, dans un domaine^ a lieu sur le bord de ce domaine.
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Posons, en effet,
Oz est holomorphe tant que /s est holomorphe, à condition que/, ne soit pas nul.
Dans (G), isolons donc les zéros de/z par des cercles de rayon assez petit.
Ce n'est sûrement pas dans l'intérieur de ces cercles que \/z\ sera maximum.
Soit (G) l'aire ainsi obtenue, après l'isolement des racines.
Dans (C), Oz est holomorphe et l'on a
c^(<p5) = X|y, I (logarithme arithmétique).
Donc la fonction W = 4^|/a| a son maximum sur le bord C, puisqu'elle est harmonique.
Donc \/z\ a son maximum sur C.
Le minimum, bien entendu, correspond à un zéro, et peut être à l'intérieur.
Ceci est capital pour la théorie des fonctions entières.
Le maximum du module^ sur un cercle de rayon R est une fonction M(R) croissante.
On connaît aujourd'hui des relations entre la fonction M(R) et la densité des zéros de la fonction entière.
Nous donnerons une idée de cette doclrine.
Démontrons, auparavant, un théorème très intéressant.
Théorème sur le plus petit maximum. — Nous allons résoudre le problème suivant (') :
Parmi toutes les fonctions sjnecliques dans un cercle de rayon R, ayant pour zéros a^, a^t ..., a» dans ce cercle, prenant la valeur A pour ;; =: o, quelle est la fonction dont le maximum du module est minimum?
Soit a\ le point conjugué de ah par rapport au cercle C de rayon R
( ») Note de MM. Carathéodory et Féjer, Comptes rendus de V Académie des Sciences, 1907.
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Posons
Soit/j la fonction étudiée; posons /= Q.o. ç^ sera synectique dans C et Ton aura
Sur la circonférence de C, on a | Q | = constante ; d'où
aj as . . . flf,|
D'où
max |/(Re'^) | = p max | ©(Re'"ô)|.
Mais le maximum de cp, sur C, est ^y(o); d'où max|/(Re'^)|i:A : p.
La fonction donnant le plus petit maximum est donc :
Théorîîme de m. Jensen. — Parlons de l'intégrale logarithmique de Cauchy en prenant ©2 = •C(-) (p» io3).
Cette fonction est holomorphe si nous traçons une coupure arlificielle, de o à oc.
Prenons un cercle C de ravon /•, à Tintérieur duquel une fonction méromorphe fz aura «i , «a, . . ., am pour zéros et 6| , . . ., bn pour pâles. Prenons un petit cercle y, ayant, comme C, son centre à Torigine et soit A la coupure partant d'un point de y, aboutissant au point réel -h r sur C, et évitant les points a et ù,
La branche du logarithme est choisie telle qu'au point + r on retrouve le logarithme arithmétique J^r,
Nous avons
le contour K étant formé par y, A, C.
Faisons une intégration par parties, nous aurons
/of.. = o.«-/<:/=ï-
Quand on décrit le contour K, en partant du point + /• et en y revenant, ^z reprend la même valeur au retour et J^/z est accru de la quantité 2Tzi(m — n) (d'après l'intégrale logarithmique de Cauchy où Ton ferait o^^i). Supposons /(o)= i, d'où ^/■(o) = o.
La fonction ^^ sera holomorphe dans le cercle y, qui ne renferme aucun point critique et son intégrale, suivant les deux bords, de la coupure A. est nulle; d'où
et nous avons Hnalemenl Prenons les parties réelles
Oi . . . Un \ * *' «/q
Soit une fonction entièrej on aura /i = o, d'où
Si M {r) désigne le maximum de \fz\ sur le cercle C de rayon r, on a donc
|a,^j...a,„| Si les modules \ak\ sont rangés par ordre de grandeur, on aura I ai «î . . . a,n I < I a,n |"S
Nous voyons ainsi comment on trouve des relations entre les modules des racines et les maxima des modules des fonctions entières sur des cercles.
VII. Le genre et Tordre des fonctions entières. — La découverte par Weierstrass des facteurs primaires (Cliap. IV) a été
Torigine de toute une science nouvelle. Bornons-nous à quelques propriétés élémentaires.
1** Genre, Ordre réel. — Posant
la forme générale des fonctions entières est celle-ci : F.= «c..x«I];[(.-£)eO.],
Gx élant aussi une fonction entière et le nombre o) relatif à Tindice n étant en général fonction de n.
Si G est identiquement nul, on dit que la fonction est ca/ionique. Si G est un polynôme de degré k et si les nombres g> restent toujours bornés, appelons p le plus grand des nombres k et (i>; p est le genre.
Prenons maintenant les zéros; soient A|, Aj, A3, ... leurs modules, rangés par ordre de grandeur. S'il existe un nombre fixe entier q tel que la série
diverge^ tandis que la série
converge, nous savons déjà (p. 80) que nous pouvons prendre
o) = y = const.
De plus, il existera un nombre p compris entre q ei q + 1 tel que la série
diverge ou converge suivant que le nombre arbitrairement petit e sera pris négatif ow positif .
Ce nombre p est Vordre réel, et l'on a
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Rappelons maintenant une propriétë des facteurs primaires qui a été établie (Chap. II).
On a
Ceci est dû à M. O. Blumenthal.
On peut établir une propriété voisine de celle-là, lorsque le genre p est Jîni.
C'est ce que nous allons faire (*).
Lorsque |tt|est très grand, |«/|''+* est beaucoup plus grand que \u\P^ etc. et \u\ est beaucoup plus grand que 4^| u\.
Les rapports sont infinis avec \u\.
On a aussi, pour |a|<^(X),
Il I «** I I w'' I I «'' I
On en déduit de suite, si a est supérieur à p,
Il existe donc un nombre R tel que, pour |«/| >R, on ait
(1—^)6^"*" ^'^""^ p |<el"l'.
Écrivons maintenant, en supposant |£/| < i ,
L(« — ")«* « A^J =— if H-if -h
Le module de ce logarithme sera moindre que
p-^i ^ '* ' * ^ />-i-ii — |a|
Supposons |w| <)w<; i,ce module sera moindre que A|a|'''*'*, a /o/Viori moindre que A |m|«, A étant un nombre borné, fonction de X, ayant posé p <.0L^p -\-i.
(I) Citons les travaux de Laguerre, H. Foiocaré, M. Hadamard, M. Picard, MM. Borel, Blumenthal, Wiman, LindelOf, P. Boutroux, Denjoy, Mattson, etc.
Maintenant, pour X ^ | w | < R, X et R étant donnés^ on peut trouver un nombre B tel qu'on ait
|Ep(u)|<c«l«l«.
Appelons â le plus grand des deux nombres Â et B et nous avons
\E,{u)\<e^\-\\ quel que soit \u\.
Module d' une fonction entière canonique. — Étudions alors une fonction canonique
f-n^'ir}
Soit p le genre (fini), soit p l'ordre réel.
Premier cas, — La série
converge.
On a donc
Prenons donc a = p et décomposons y en deux parties
Pj^ comprend un nombre borné de termes.
Soit donné e arbitrairement petit, le plus grand exposant dans l'exposant de E^ étant p<pî on peut fixer un nombre r assez grande de sorte qu'on ait
|P«|<e6'^ pour \x\>r.
Etudions R>,. Nous pouvons supposer l'entier N choisi assez grand pour qu'on ait
la série considérée étant convergente.
: Nous avons donc . -
I/c|<€"'•^ pour \:r\>r.
Second cas. — La série
divergé.
On a donc nécessairement
Prenons un nombre e assez petit ; on aura encore
Nous savons que la série
converge.
Nous prendrons alors a = p -h £ et nous aurons immédiatement, en écrivant encore /x ^ P.^ . Rn?
\M<er'^^'\ pour \x\lr\
Et nous avons ce théorème :
Soit p V ordre réel d'une fonction canonique et soit e un nombre arbitrairement petite on peut fixer un nombre r assez grand pour qu'on ait
\fx\<e''^^\ pour \x\^r.
Si la série
coni^'erge^ on a, de plus,
|/c|<e«'•^ pour \x\>r.
Nous avons ainsi donné une idée des problèmes qui se posent dans cette théorie toute récente : limitation du module de la fonction^ d'après la limitation des modules des coefficients et inversement; expressions asymptotiques, etc.
Etude du module. Second problème, — Nous avons obtenu des inégalités fournissant une majoration du module d'une fonction entière; maintenant, cherchons, inversement, une minoration.
Cela nous montrera la complication du phénomène de la croissance des fonctions entières.
Nous prendrons une fonction de genre p=o et à^ ordre réel
Établissons quelques lemmes :
Lemme I. — Soit une série convergente
quelque petit que soit le nombre c >► o, on aura, pour une infinité de valeurs de /?,
En effet, d'après une proposition concernant les séries positives (t. I, p. 47), on a
la fonction a)(/i) devenant infinie avec n. D'où
rnu{n) D'ailleurs, les séries
2ànw{n) ^^ 2à7r£:ji
sont, l'une convergente, l'autre divergente. Il est donc impossible que l'on ait, quel que soit n > N, nombre fixe,
ou bien
rnij(n)
/iX/i
Donc il existe une infinité de valeurs de n pour lesquelles on a
D'autre part, pour n > N' (nombre fixe), on a
Reportons-nous à (a) el le lemme exprimé par(i) est prouvé. Lemme 11. — On a, pour o <C.x <C i , {inégalité
Cette inégalité s'obtient immédiatement par la construction des deux courbes
Onauraj^ = z, pour :r = a, nombre compris entre i et 2, et, entre zéro et A, on a j > z. C'est immédiat.
Lemme 111. — Soit une série positive^ à termes décroissants^ com^ergente^
en peut trouver un nombre r, arbitrairement grand, et tel que Von ait, quel que soit /i,
En effet, sur Taxe Ox^ que nous nous représenterons par un irait rouge^ marquons en bleu tous les segments
(Ap— I, Ap-Hi) (/? = i,2, 3, ...,/i).
La portion bleue aura une étendue ^ 2 /î. D'ailleurs, pour nr^œ, on a
(théorie des séries, t. 1).
On peut donc trouver un nombre r, arbitrairement grand, dans la portion bleue. c. q. f. u.
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Soit maintenant la fonction du genre zéro et d'ordre réel p < i,
étant donné e > o, arbitrairement petit, il existe une infinité de cercles j de rayons indéfiniment croissants, sur lesquels on a
Vinégalité
Démontrons ce théorème. Si e est pris assez petit, on aura
r est choisi de façon à satisfaire : i" à Tinégalilé (4), et 2** à celle-ci :
On a posé A^ = | a^, | ; N est déterminé par la condition (7) A><ar<A>-^i
et rinégalité (6) est possible puisque la série
est convergente (*).
Posons
/(^)=fIxJJsPNRN,
1 N-Kl
et étudions | P^ | et | R,^| sur le cercle de centre O et de rayon r ; nous avons
i^»isn^>n^î(K)'
d'après (4). et finalement, d'après (7) et (6),
(8) ipm|>^-'*'''"-<:'«'».
(*) Si la série Vl-r-) converge, on peut établir l'inéçalilé (pour une infinité le valeurs de /) :
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Eludions Rj)]. On a
pH-Ell,
et rinégalité (3) peut donc s'écrire
(9) i-u>e-««^^' ^pouro<M<iV
Pour l^?! = /' et ^ >N, on a de sorte que Finégalité (9) sera utilisable. Elle donne
en posant
tiB"-
A cause de la convergence de la série, on a
2ac.N<A,
Dombre borné, ce qui donne
(10) IRîj|>ô-Ar^-''.
Employons les relations (8) et (10); remarquons que l'on a, /* étant pris assez grand,
2p-»-6£(2r)-h A <re;
changeons 2e en e et nous obtenons le théorème (5), pour une infinité de valeurs de r ( * ). c. q. f. d.
2" Ordre apparent. — Avant de définir ce nombre, établissons un lemme.
Reprenons l'inégalité (J) du n° VI de ce Chapitre. Supposons
(') On étend ce théorème aux fonctions canoniques de genre quelconque, par l'artifice de Laguerre. Soit w une racine (/? -h i )•*""• de 1, on étudie la fonction
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la fonction V étant croissante ainsi que la fonction ^ (r) "=. rV (r), avec la condition V (o) = o.
Cherchons le minimum de e^^''^ : r^\ on trouve ^(r) = /w.
Soit o la fonction inverse de tj^, on a
r=ç(m), V(r)= r'J^/nrfm, de sorte que le minimum cherché sera
©•(m) m rfm
On a donc, relativement à la fonction /(x)j en supposant toujours/(o)=i, l'inégalité
|aiaj.. .a,rt | et a fortiori
(12) .^_^<T(mr.
Si la condition M (r)^e^^''^ n'est remplie qu'à partir d'une certaine valeur de r, les inégalités (i i) et (12) auront lieu à partir d'une certaine valeur de m.
Soit maintenant une fonction entière-dtJiî^le genre est fini.
En complétant un peu ce qui précède, on voit facilement qu'il existe un nombre jjl répondant aux conditions suivantes : quelque petit que soit s >- o, 0/1 a V inégalité
<i3) UirXer^'-^
à partir d*une valeur finie de r, et Von a V inégalité
pour des valeurs infiniment grandes de r. |jl est l'ordre apparent. Nous démontrerons le ihéorème suivant : l'ordre réel ne peut dépasser V ordre apparent.
Nous pouvons supposer /(o) = i car, si le premier terme du
développement taylorien était KxP^ on écrirait
f(x) = KxPFix),
et l'on remplacerait / par F.
Nous avons alors, en nous reportant au lemme qui précède,
V(r) = rlA+e,
•^ — r- m dm =
et, par suite, d'après la relation (12), on a
L'inégalité (i5) a lieu lorsque m est choisi assez grand, e étant donné.
Donc la série
converge pour £ > o, ce qui prouve le ihéorème.
Nous ne pouvons donner une idée des problèmes qui se posent dans cette théorie toute récente.
Renvoyons aux livres classiques de M. Borel, de M. E. Lindelôf (*) et de M. Blumenthal, en notant que ce dernier semble nous ramener aux méthodes relatives au domaine réel, évolution très intéressante.
y III. Application. — Équations différentielles linéaires dont les coefllcients sont des polynômes ; méthode de Laplace. — Les in tégrales complexes servent fréquemment pour l'intégration des équations différentielles. Montrons comment.
Laplace emploie la transformation suivante. Il pose
^ dSy
(*) E. LiNDELÔP, Acta SocietaUs Scientiarum fennicœ^ l. XXXI, 1902.
l'intégrale étant prise suivant un chemin complexe, et il ramène l'équation d'ordre quelconque à une équation dont Mordre sera le degré maximum des polynômes coefficients. Bien entendu, il faut choisir convenablement le chemin A.B.
Rappelons les formules d'intégration par parties :
rUrfV = [UV]- TvrfU,
rUV'»-^»rfx = [UV«]--fU»V«-i]-H...-+-(— i)«[U''V]-h(— 1)«-^» TvU'^-^idjT.
On a, y"^ désignant la dérivée d'ordre m en j: :
xy = f\z(3: e-^) dz = [V. e-' J — f^ e=' dz,
y^=Jy,ze'''dz,
xy'^= Cz Vc(:r e=*) dz = [^V, e'^'] - T^^^ e-^ dz, • î
ym— j\ ,zfn e-' dz,
— r rd(z'^\)
xy"'== I z'f'\.(Te^')dz =[z"'\ze='^]— I -^ ' e-^ dz.
On calculera de même
xPy, x/\y~^, ..., xPy'»'^.
Suivons maintenant l'idée de Laplace et prenons, pour simplifier l'exposé, une équation de la forme
(ao-f- bQx)y'^-^(ai -h ^>i x)7'«^-t-. . .-h (a,;i-h 6,„ar)j' = o.
La transformation donne
R, P et Q désignent des polynômes.
Annulons séparément les deux termes.
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' D^abord, annulons la fonction sous le signe, en posant
as
iP et Q ont le même degré^ donc en décomposant en éléments simples, on aura, en supposant les racines distinctes,
-- = ( K H ' h . . . ) rfz,
V = C «K=(S — W,y'.(5 — Wj)/'i ... (5 - («);„/'«..
Telle est la valeur de \ ,
Supposons que les constantes //| et A2 aient leur partie réelle positii'e. Prenons A = Wi et B = a>2 ; nous aurons
donc nous aurons une intégrale parliculicre.
Plus généralement, soit Q| un lacet décrit, autour de a>«, avec une origine arbitraire, et soit Û', ce même lacet décrit en sens inverse. Nous pourrons prendre pour chemin d'intégration Alî une combinaison de lacets telle que OiQ^Û'iû.,, etc.
On peut encore prendre pour chemin AB un chemin parlant de l'infini et revenant à l'infini, un lacet partant de — x et y revenant, le long de l'horizontale passant par C0|.
L'intégrale
a un sens si l'on a
p -h a > o, en ])Osant
De plus, le terme complémentaire s'annule.
Si l'on avait, au contraire, p -f- w << o, on formerait le lacet partant de H- ao et y revenant, le long de l'horizontale passant par (i)|.
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Supposons maintenant que (i>i soit une racine double^ on a alors
Nous avons toujours une intégrale, formée avec le lacet allant à Tinfini, mais il faut, en plus, retrouver l'intégrale particulière correspondant au chemin joignant deux racines, quand ces racines sont confondues. Étudions ceci.
Posons
5 — o), = r e^, /lo = R «'^,
^" = - [cos(X — 6) -+- t sin(X — 6)].
Nous avons une région^ autour de tO|, définie par la condition
cos(X — 0) < o,
telle que V tende vers zéro quand z — o), tend vers zéro, en restant dans cette région. En prenant un chemin fermé, autour de cOf, formant, en (0|, une pointe située dans ladite région, nous aurons encore un chemin fournissant une solution particulière de Téquation.
Equations à coefficients constants. — On peut, par la méthode de Laplace, retrouver les résultats élémentaires connus sur les équations différentielles à coefficients constants. Soit
bQ= bi = . ,. = o.
Soit Iz le polynôme caractéristique d'Euler,
Nous aurons ici R ^ o et il faut annuler
e^'VArfc.
L'intégrale est nulle si nous prenons un contour fermé à l'intérieur duquel la fonction V^A* soit holomorphe.
Prenons un contour C entourant une racine simple s de Ai = o.
Od aura
V-As= Ha (fonction holomorphe
H', étant holomorphe. Posons
z — s = h et développons
,, , r hx (hx)^ 1
D'où le résidu
d'où
y = I \ e^'^ dz = 2i:ip e^'.
Nous retrouvons la solution e^^.
Prenons maintenant un contour C entourant une racine multiple d'ordre p\ nous avons alors
H' étant holomorphe. Développons encore
r hx (hx)P-i 1
gZJT = e^X , _, h ... H ; — h . . . .
L ' [p^zi J
D'où le résidu
[X XP-i 1
Nous retrouvons la solution (*)
e^'( Ao -f- A| J7 -4- . . . -4- Xp^ixP-^ )
correspondant à une racine d'ordre p.
Équation de Bessel :
xy" -f- ( 2 /i -h I ) j^' -+- xy = o, n = a-\- ib.
(*) A„ Ap ..., A , sont, bien entendu, p constantes arbitraires, donc nous avons obtenu p solutions.
On peut supposer a^o, car, si l'on pose .V = ux"^"^ réqualion en u est celle en j' où n serait remplacé par — n. On aura la solution
On peut prendre, pour chemin AB, une suite de deux lacets, le premier, dans le sens positif, autour de -4-/; le second, dans le sens négatif, autour de — /.
On peut prendre un lacet, allant à Tinfini, autour de -+- £ ou de — I .
On peut, aussi bien, prendre A = f , B = — i, en suivant la ligne droite. Posons alors z = i À, on aura
ou encore
dont on obtient immédiatement le développement taylorien (*). Pour une étude approfondie, nous renvoyons aux Traités de M. Picard et de M. Goursat.
(*) H. PoiNCARK, American Journal of MathematicSy t. VII, et Acta mathematica^ t. VIII.
E. Picard, Traité d'Analyse^ t. III.
Note de M. Sehge BERNSTEIN.
De tous les développements connus, ce sont certainement les séries de Taylor
qui sont les plus simples et les plus maniables. Mais, malheureusement, ces développements ne sont applicables que lorsque la région, où Ton étudie la fonction qui, d'ailleurs, doit être supposée analytique, est un cercle. On sait bien former des développements valables dans d'autres régions, mais ces développements ne jouissent pas, en général, de la propriété fondamentale des séries de Taylor que toutes les opérations analytiques efTecluées sur elles terme à terme (addition, multiplication, différentiation et intégration) conduisent à des séries de même nature. Si Ton veut construire des développements jouissant de celle propriété et applicables aux fonctions non analytiques aussi bien qu'aux fonctions analytiques régulières dans des régions quelconques, on est conduit naturellement à envisager les développements multiples d^ordre ^^^^^^^'^^u^ ^^ ^^ foriire
^^^Xp^^^,(x - a)P(x - b)v{x - cY
qui supportent les opérations mentionnées sans changer de nature. L'élude de ces séries n^a été faite jusqu'à présent que pour le cas de deux indices, qui est le plus important. On donne alors à la série double
supposée absolument convergente sur le segment ab^ le nom de série normale sur ce segment (page i34).
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I. — Développement en séries normales des fonctions de variables réelles.
1. Théorème. — Si la fonction / {x) de la variable réelle x admet une dérivée finie et continue sur le segment oi^ elle est développable en série normale sur ce segment.
i'* Supposons d'abord que /(a*) admel une dérivée seconde. On pourra alors appliquer la formulé ('), pour oSx^ i,
/(a:) = i r /Va)|x-a|^aH-A-hBjr,
dont on vérifiera Texactitude en la difTérentiant deux fois; pour déterminer les constantes A, B, on fera xz=zo et xzzzi^ ce qui donne
Et puisque
.j//'(«)(^ + «)^«=:^[/'(0(i + ^)-"/'(o)x]-^/(i)+I/(o), on aura
Remarquons, d'autre part, que (*) (3; \x — a|=-+- y/a*-»- x*— iix
= -+-/i-Ha* — {i — X^-\- '2.7.x)
A — 3) / i — ar«-f-iaar
(') Cette formule que j'avais obtenue comme limite d'une formule d'interpolation rectiligne dans une Note : Sur V interpolation {Bulletin de la Société mathématique de France^ i9o5), résulte aussi de la formule de Grcen généralisée par M. Hilbert : Grundziige einer allgemeiner Théorie der linearen Intégralgleichungen (Zweite Mitteilung : Gottingen Nachrichteny 1904).
(') Voir BoREL, Leçons sur les fonctions de variables réelles^ p. 60.
SUR LES SÉRIES NORMALKS. tîGl
la série (3) étant absolument et unifornuément convergente tant que
S i ; donc, en particulier, pour o5|^|l i, oSal i,
qui sont les seules valeurs dejr et a que nous ayons à considérer.
Par conséquent, en décomposant chaque terme de la série (3) en une somme de termes de même signe au moyen de l'identité
(i— arî-h2aar)*a= ( i — :r')*-h A-.2ax(i — ar')*->-f-. . .-4- (aaa?)*,
j? étant positif, on la transformera en une série à double entrée absolument convergente
<4)k-ai=ATïir.-^i^)-^-2fB,.,-''(.--*4
.3...[2(/>-hy)-31
De même, en remplaçant x par — x, on aura
x-\-(x = v/i 4-a* donc
///.• X la: — a|-4-ar4-a i^Ols) -! ! =v'l
l'exposant p ne recevant que des valeurs paires. Mais une série absolument convergente sur oi
est identique à la série ^^ bp^qXP{ï — x)^^ absolument convergente et par conséquent normale sur le segment ci, dans laquelle les ît 6p,^rz=Bp,^ -h^Bp_,,^4- ... +Bo,^. Cette
coefficients b
remarque étant faite, nous allons conserver le développement (4 bis) et l'introduire dans la formule (2).
On aura ainsi
X v/i H- a« doL-h/ii)—f(\) -¥- xf'{o),
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et, en intégrant terme à terme la série absolument et uniformément convergente, on trouve
ou
pzso <7=o
Ap,^= o
(/>pair) (/> impair)
1 r\n^)dx
OLP doL
(i-haî)'
Ao.o= f /'(a)(n-a«)^6fa-f-/(i)-/7i).
Nous avons donc obtenu un développement normal de la fonction /(j?) deux fois dérivable. Avant d'aller plus loin, nous pouvons remarquer, en passant, que la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe yz=f{x) [/(^) étant deux fois dérivable] soit convexe est que tous les coefficients k\i.^g {k-\-q^i) soient négatifs; on pourra vérifier également, comme exercice, que si un des coefficients Aj;t,^(Ar-f-<7^i) est nul, tous les autres étant non négatifs, tous les A', jt, ^ {k-^qli) seront nuls et la courbe sera une droite.
Sans insister sur ces propriétés, dont nous n'avons pas à faire usage, transformons les formules (5) en intégrant par parties :
r.ZIl),_/V'(a). — =^-,1
La ' (i-+-aî) »J
(5 his)
Ai,,=
A'o,.= [/'(•) (/îi- 0-/(0) + /(i)-jr/'(«)rf(i--a')'l-
Or, en verlu de la formule (3), où l'on aura posé az= o, il vient
et, en vertu de la formule (4 bis), où Ton pose a = i, il vient
On aura donc finalement
où
(/)pair) i(P+9>o),
Ap,y=o (^impair) I
A..0 =/(!)- r /(»)rf(i + a«)i
20 L'égalilé (6) n*est établie jusqu'à présent que pour les fonctions deux fois dérivables.
Mais nous pouvons écrire a priori le développement normal dont les coefficients sont donnés par les formules (7), en supposant seulement que f{x) admet une dérivée première finie et continue. Nous allons démontrer que^ dans ce cas, le développement
(6 bis) F(x) = \ V Ap,ya7/'(i — a:î)7
sera aussi absolument et uniformément convergent, et nous en déduirons alors facilement que la fonction F (x) qu*il représente est identique kf{x).
Soit
go
le reste de la série des modules de F (jr), où
en supposant mit.
Or, lorsque a varie de o à i,
)rf
aA»
aP
atteint son maximum
P. P ^^ égal a ^--i^: 1 1 — pour a = (
p-^^g^lj
Donc, en désignant par M le module maximum de/'(^), on a .■3...h(/>-^V)-31M
OLP
OLP
hy)~3]M pUp-^'?.q — if
_ aM[2/> + ay
-,. ©ïf--0'
Posons ensuite
et remarquons que, n étant un entier positif, on a
(«) ZCJar/'(i — a?2)7= [a:2-+- (i — .r»)]" = i,
si Ton prend toutes les valeurs entières non négatives de /?, q, telles
p que - -l-<7^= n.
On aura d^abord
|Ap,,|<2C» M
\'^ / (/> + ?--) et, en appliquant la formule de Stirling (t. I, p. i^Q))
/i!= n'»e-'»/Iït7î.cp(/i), [i<«(/i)<e««J.
I A^,^| < 2XMC; \2l
^ , r.{p--r'iq)
= c-aMC? ^ -é/——! — -,
X<ev
Donc
I A,,,, 1< / ' mc;î /— — — — -i ;
€l, à cause de régalité (8), on aura
-en prenant toutes les valeurs entières de pj 7, telles
Par conséquent»
Mc"« M
La série (6 6«) est donc absolument et uniforménrient convergente.
Or, étant donnée une fonction /(^) avant une dérivée première finie et continue, on peut former une suite de fonctions /„ (j:) deux fois dérivables qui tendent uniformément, ainsi que leurs dérivées premières, vers /(^)et/'(a:) respectivement. [On pourra prendre, par exemple, comme fonctions approchées, des lignes brisées inscrites dans la courbe ^=/(x), dont les sommets seront arrondis par de petits arcs de cercle tangents.] Les fonctions /„ (a:) seront développables en séries normales (6)
Mx)= 2 ^^'p':,^'(^-^^)''
p — ù tf — O
ses coefficients étant donnés par les formules (7), et
A' étant un nombre fixe et En le maximum de )/' (x) — f„ {x) |, qui tend vers zéro par hypothèse; donc
F(ar) =Um/n{x) =/(.r). c.q.p. D.
2. Généralisation. — Une fonction continue quelconque est déi'eloppable en série normale.
Pour établir cette proposition, nous admettrons le théorème de Weierstrass, diaprés lequel une fonction continue quelconque est développable en une série de polynômes absolument et uniformément convergente (t. 1, p. 288),
(10) f(x)= Mo(ar)-h Ui(x)^...-r- Unix) -h..,,
OÙ Ton* peut supposer, pour fixer les idées, | Un {x) \ <— > pour/i>o* Ceci posé, nous allons résoudre le problème algébrique suivant :
Mettre le polynôme
sous la forme
p=o 7=0 de telle sorte que le maximum, de
soit aussi petit que possible (o5j:£i). Nous pouvons appeler ce nombre le maximum normal de degré m^ nà\x polynôme P (^r).
Le fait remarquable que nous allons découvrir est que le maximum normal de degré m d'un polynôme quelconque P(x) a pour limite^ lorsque m croit indéfiniment, le maximum du module de
P{x)y {Oixj,!).
Il est clair que, si cette afOrmation est exacte, il suffira d'effectuer sur chaque terme Un de la série ( lo) la transformation conduisant au maximum normal d^un degré m assez élevé,
p + ff = mn
u. = ^^\'^':,xP(i-a^)'>,
p = <7 = o pour que la série
p = tj = p = q q = o
ao ab
soit absolument convergente, et, par conséquent, normale. On pourra même prendre les nombres m assez grands pour que
diffère aussi peu que Ton veut de la somme des maxima des modules des termes de la série (lo), et si cette série (lo) a été convenable-
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ment choisie, on pourra aussi rapprocher le maximum de la somme 22 I Ap.y I ^'^ ( I — œ)f autant qu'on le veut du maximum de |/( J:) |.
Or, la résolution du problème posé résulte immédiatement de la remarque suivante :
Soit
et
L = maximum de \^ 7^ I ^/j.7 1 37/^(1 — x)"!. pz=o <7=o
Je dis que, si Ton remplace chaque terme ap^pXP{i — x)f dans lequel p -h g = m — A:(A>o) par
ap^fjXP{\ — a:)7 [a: -h (i — a:)]*'
la transformée de P(j?) que Ton obtiendra
P(x)= 2 àp.n^n^-^)'' sera telle que
L| = maximum de ^ I^/'.çI^^'Cï — x)^S,\j.
p + q ssm
En effet, avant la réduction des termes semblables, le maximum de la somme des modules reste le même, car chaque terme est remplacé par une somme de termes de même signe; mais la réduction des termes ne pourra que faire diminuer la somme des modules. Par conséquent, les conditions les plus favorables, dans lesquelles on pourra se placer pour diminuer autant que possible le maximum considéré, seront de ne prendre que ceux des termes
ap^qjcP ( ï — x)'^ (P'^q = m),
pour lesquels p -\- g z=z m. On devra donc mettre le polynôme donné
F (a') = rtrtX" +«n_i x"~* -h . . . -+- «0 sous la forme
A,rtT"«-h A„i_ix'"-'(i — ar) -f-.. .-h Ao(i — x)"^. L'identification A;„ a:'" -H A„i_i :r'«- » ( I — a: ) -h . . . -h Ao ( I — a;)'" = a„ a:'» -f- ai,_i a:"-* -t- . . . -f- a©
conduit à (m -4- i) équations linéaires qui déterminent les (m 4- i) coefficients Aq, . . . , A^^, :
/ Ao = Oqj Al — /nAo= ctif
\ A;,,— A,„_i-f-...-4-( — i)'"Ao= a,„,
où ajfr=o, si ^> Al.
Donc
,' Ao= a©, Al = ai H- mao,
Aj= aiH-(m — i)aiH aj,
A*= a* -h CJ,_jt4.iajt-i-H. . .-h Cj;,ao,
A,« = a,rt + a,«_i -h . . . -4- ao.
Les formules (i3) peuvent aussi être tirées directement de l'identité
a^ar^-h. . .-+- aïo^H- ao= a,ia:«[a7-h (i _jr )]"»-«-+-. . .
-f- axx[x -4- (i — x)]"»-» -h ao[r -4- (i — a-)]"*.
Quoi qu41 en soit, les formules (i3) résolvent le problème posé : le module normal de degré m du polynôme donné sera
N = maximum de \^| Ait |j?*(i — :r)"«-*.
Mais, fi m croît indéfiniment {n étant fixe), on a En effet,
/• kik-i) k /ky '""Â
= aoH ai-] ; ^a,-h...= aoH «i -4- ( - aj
/Il m {m — I) m \mj
Deux cas sont à distinguer.
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Premier cas : k est un nombre fixe; le second membre est alors une somme d'un nombre limité de termes qui, sauf le premier, tendent vers zéro. On a donc
lim ^=ao=P(o) = p(^).
Deuxième cas : X croît indéfiniment; alors chaque terme du second membre a pour limite «j ( — J > et le nombre de termes étant limité,
le second membre aura pour limite
aQ-hai h.. .-4- a,i( — ) =P( — )•
Donc, dans ce cas également,
m = «Gj, \nij
Par conséquent,
où t'^iil tend vers o avec — > quel que soit A". Mais alors
2|AA|ar^(i-:rr-^ = 2|p(^) + ^ii'
< f M -f- a) V Cj^a-^d — 3:)"*-**= (M 4- a) [a: -h (i — x)Y^ = M H- a,
où M est le maximum de | P J et a un nombre qui tend vers o
avec — (M. c. Q.F. D.
Remarque. — On pourrait aussi arriver à la même conclusion, en appliquant la formule
(i5) /(^)= Hm^2-^(i^)^*''^''^'~'^^'""'''
valable pour une fonction continue quelconque, qu'on peut établir
(') On vérifiera aisément que a < — » où ,Q = | a, | -+-.. .-t- (/i +i)* |a„|.
directement par des considérations analogues à la démonstration classique du théorème de Bernoulli dans le calcul des probabilités (*).
Etant donnée une série normale
qui, par définition, est absolument convergente, il est toujours utile d^envisager la série
Il peut être aussi quelquefois avantageux de considérer la série 2 ^'^P'i\- Maximum de xn^^-x)1 = ^ ^\x^,j\—^3l-..
^ = 0//=rO p = ^=0
Cette série pourra avoir une somme infinie. Mais si cette somme est Jinie^ on lui donne le nom de norme réelle du développement considéré.
On voit que celte norme (qu'on pourra appeler nouvelle^ pour éviter toute confusion) est, en général, supérieure à Pancienne norme que j^avais introduite dans ma Thèse (t. Il, p. i34).
De même, on donnera le nom de nouvelle norme à Tintérieur d^un contour Foir à la somme
y Via,.,! ""'f ('-±L\''.
Les normes, nouvelles et anciennes, jouissent de propriétés presque identiques et, dans la plupart des cas, on peut substituer les unes aux autres; ce n^est qu^exceptionnellement que cela n*est pas possible, et, en particulier, ce sont les premières qu'il convient d'envisager dans la théorie des équations aux dérivées partielles.
(>) Communication faite à la Société mathématique de Charkow, 191a.
une
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Problème (*). — Déterminer sur le segment ( > -f
fonction F (x) telle que F (o) = Ao, F;,, = A, . . ., ^^ = A„, . , ., A„ étant des nombres donnés quelconques, et qui soit analytique sur tout le segment ( » 4-- )> sauf peut-être à l'origine.
A cet effet, remarquons que la série
oii/(p) est un entier positif quelconque et e^ = ±: i, est absolument et uniformément convergente pour ..x^-y ainsi que ses dérivées de tous les ordres; de plus, elle est analytique sur tout ce segment, sauf peul-êlre à l^origine.
Il en sera donc de même de la fonction
(16) F(x) = \',-^ \\x -^^tpXP[(i- x^)f^p^- b^l
où o < 6^^ I, lorsque e^ =z 4- 1 ; et i 1 &,, < 2, lorsque e^ =: — 1 et de plus ^0= ^1 = '• Je dis que, parmi les fonctions (16), il y en a toujours une et une seule qui satisfait au problèmCy pourvu que Ton pose Zp = i chaque fois que/(/?) =1 o. En effet, la série T{x) et ses dérivées étant uniformément convergentes, on aura leurs valeurs à Torigine en faisant .r = o dans les séries correspondantes. En d'autres termes, si, après avoir développé (i — x^y^P\ on réunit les mêmes puissances de x dans la série ( 16), le terme libre sera F(o), le coefficient de x sera F'(o); et, en général, le coefficient de x**
sera Donc, pour résoudre le problème, il faut et il suffit de
( ' ) Cf. BouEL, Leçons sur les fondions de variables réelles, p. 68.
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satisfaire aux équations
j Ai -h eo(i — 60) = Ao,
l ei(i — 6,) — eo/(o) = Aï,
et
a;-+-£i(i — ôi) = Al,
D'où Ton tire d'abord A^ =: A^, A', = A,, puisque 60=61 = 1. Posons, d'autre part, A,, = an 4-(3«, où a„ est un nombre entier et oljâ;,< I. Faisons ensuite ô„ = j — £„;/„ et remarquons que les conditions relatives à b^ entraînent o5y„< i.
Les équations (17) prennent la forme
(\7bis)
Yî— eo/(o) = aj-hp„
et
Ta— e,/(i) = aa-l-?3,
Donc
et enfin
/ —60/(0) = aj, — sj /( ^) -*- ^0 ; = «4»
(r8) y — ^«/'/(2/^)-^ ^îp-« ^ ='"=^tp-hiy
et — 61/(0 = ««»
^tp-tA V — -»- Êîp- s • — -"^i-^ = • . • = «ÎP-+-1
Les équations (18) déterminent successivement les produits £0/(0), €1/(2), etc., et Ton devra attribuer chaque fois à /la valeur absolue du produit et à £(= ±: i) son signe; /(i), £p/(3), £3, etc., se déterminent pareillement.
Le problème est donc résolu.
5. Généralisation. — Il suffira d*ajouter quelques simples remarques pour résoudre le problème plus général de déterminer une /onction de la variable réelle ayant des dérivées données de tous les ordres en plusieurs points.
En effet, pour résoudre le problème général, il suffira de savoir construire une fonction ^ (x) telle que ses dérivées de tous les ordres s^annulent aux. points a^, ^S) • • •) ^/-i> ^1+1» >••) <^a et prennent des valeurs données quelconques au point a/. Nous pouvons supposer, pour fixer les idées, at = o, et déterminons, comme nous venons de le faire, une fonction F(x) par la condition que pour a? = o toutes ses dérivées soient égales à celles de la fonction
Dans ces conditions, la fonction
aura à Torigine des dérivées égales à celles que devait avoir ^{a:) et des dérivées toutes nulles aux points a,, a,, . . ., a/_i, Oi^^y , . ., a,.
Mais la généralité même de la méthode indiquée, qui conduit à attribuer une valeur à une série divergente quelconque, en est un
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défaut qui diminue notablement son intérêt pratique : une méthode qui donne toujours une fonction sans singularités sur un segment déterminé ne donne évidemment pas, en général, la fonction qu^on obtiendrait par prolongement analytique, dans le cas où le rayon de convergence de la série de Taylor donnée est non nul .
On pourrait, sans doute, appliquer les séries normales pour sommer pratiquement (*) les séries de Taylor divergentes; mais je crois qu'il est moins conforme à la nature des séries normales de procéder ainsi que de les employer directement à intégrer les équations différentielles qui conduisent à des séries de Taylor divergentes ('). Celte remarque me conduit à indiquer une méthode générale pour développer directement en séries de polynômes qu'on pourra, si Ton veut, transformer en séries normales (§ 2), les intégrales des équations dilTérentielles, dont les développements de Taylor ont des rayons de convergence nuls.
IV. — Application de la méthode aux équations différentielles.
6. Intégration de Inéquation différentielle •^ = — y -\~1? {x), — Considérons d^abord Téquation diflerentielle
et cherchons son intégrale qui s^annule, lorsque x tend vers zéro par valeurs positives. En écrivant a priori
(20) ^ = aia?-f-.. .-l-a,jar«-h. . .,
on est amené à attribuer aux coefficients de la série (20) les valeurs
La série (20) serait donc partout divergente.
Nous allons pourtant démontrer que l'intégrale en question existe effectivement y en la développant en une série de polynômes convergente uniformément, ainsi que toutes ses dérivées^ pour o^ j?S i et ayanty par conséquent ^ le développement (20) comme développement de Taylor (ou asymptotique) à l'origine,
A cet effet, faisons les deux remarques suivantes :
( * ) Voir BoREL, Leçons sur les séries divergentes, ^^) Voir ma Thèse.
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Première Remarque. — L'équation différentielle
dv
x^ -^ =— ^ -t- A|(3r*-4- a?) -h At(2a7'H- J?*) -h. . .H- An(/iar«-»->-f- a?'»)
a pour intégrale^ qui s* annule à l'origine^ le polynôme
Ai a? -4- At a?* -H.,. -h A«rF«,
quelles que soient les constantes A,, A,, ..., A».
Deuxième Remarque. — «Si / est une intégrale s'annulant à l'origine de Inéquation
ou |P (.r) I < ùt sur un segment OB de l'axe positifs on aura sur le même segment | j | .< a.
En effet, si y, qui est nul à IWigine, atteignait, en croissant, la valeur de oc, on aurait en même temps y =^ ot, et -^ ^o, ce qui est incompatible avec Téquation (21) et Thypothèse faite sur P(.r).
Il résulte aussi de ce que |/ | < a et |P (^) | < a, que Ceci posé, considérons le polynôme
x(i — a?)"-» = a: ~ Ci_, a7»-f- CJ_,a:». . ,(— i)«-*a7'»,
qui reste, en valeur absolue, inférieur à -> lorsque o5j?5 i. Maison
peut évidemment identifier un polynôme quelconque de degré n, sans terme libre, à une expression de la forme
Aoar-h Ai(ar*-har)-i-...-H A„_i[(/i — 1)3?»-+- a?»-*]. En particulier, on aura
(22) x(i — ar)«-i = Aî,"-»îa? -4- A««-»î(ar«-h a^) H-. . .
-♦- Air-i*n('* — i)a?«-4- a7«-«],
si
(/i-i)A<.'L-,t)==(_,)„-,Cji}, (n^2)Al,'«_V)+AÎ-i'> = (-i)«-«CSiî, • ï
xa;;-»+a;--." = (-')*c*-.,,
D*où, successivement.
Ai».-,' ) = L_LL_ ( C7-Î + il2^ ) ,
(.3) A<-.) = (_,)*^[-CA;_, + _i_C*±t +
aj?
Gjtî-
Cg-{
Sans examiner de plus près les valeurs des coefficients A^, remarquerons seulement que, quel que soit le nombre /t, on déterminer N assez grand pour qu'on ait
dès que n > N.
Ceci posé, divisons Tégalité (22) par AJ,'*"'^ et posons
nous aurons
nous peut
= ar — j B^^-i^Carî-h ar) -H. . .4- B5,'LV[(i — i)a?'»^- ar'^-M ! ;
donc, pour n suffisamment grand,
(^4) où
\^-M^)\< -rrûTT) < TnrTi
Or, en vertu de la première remarque, Téquation
admet une intégrale /„ s'annulant à Torigine
(25) ^„= B^,"-» J a: -+-... -f-BS».-!*'^"-*- . . . .
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En attribuant à n des valeurs entières croissantes, ou conclut de la seconde remarque que la série de polynômes
converge uniformément pour ola?^ i, cary„+, — y„ étant une solution, qui s'annule à Torigine, de Téquation
dy
on a
puisque
|A_,(ar)-/„(a7)|<^.
De plus, la fonction y définie par la série (26) sera Tintégrale s^annulant à Torigine de Téquation
^*^=-r + /i(^) + [/î(^)-/i(^}]^-...+ [/«(^)-/«-iWJ-...
ou de Téquation ( 19)
fV
dx
puisque
Il résulte enfin de Tinégalilé | /n-n — /« | < "Xm* ^"* ® ^'®"» ^"^^
que soit h^ pour des valeurs de n assez grandes^ que la série (26) est indéfiniment dérivable (*), et, par conséquent, y a la série (20) pour série de Taylor.
Voici, à présent, comment on pourra intégrer l'équation générale
où P(^) est une fonction quelconque holomorphe et nulle à Torigine
P(j7)= 6oiF+ 6,a?«4-...-4-6„ar«-»-'-i-....
( * ) S. Bernstein, Sur V approximation des fonctions continues par des polynômes^ théorème V {Comptes rendus^ 27 février 1911). On pourrait aussi déduire
dy d^ Y direclement de Téquation (19) que les séries représentant x"^-^! ^^TTa' ^^^'
CLX cLX
convergent uniformément.
En cherchant de nouveau la solution qui s'annule à Torigine, on obtient, en général, une série de Taylor partout divergente. Je dis que cette solution Y existe égaleoaent; de plus, y étant la solution (26) que nous venons de trouver de Téquation (19), on a
où la constante
et F (07) est une fonction holomorphe à Torigine. En effet, identifions
(28) P(ar) = 6oar-h6ia?s-i-...-h6„a:«+»-4-...= Aoa?-+-A,(ir«-ha?)-+-...
H-A„(/iar«-^>-4-ar«)-|-
Nous en tirerons immédiatement les formules (27) comme nous avions obtenu les formules (28), si nous nous arrêtons à une valeur déterminée de n :
Art = — 9 n
bn-\ bn
An-i =
* k k(k-hi) k{k-^i)(k+ciy -^^ ^' k{k-\-\)...n
Ao =6o-6.-i--^-H... + (-i)«^.
Mais en faisant croître n indéfiniment, nous voyons que tous les coefficients A ;t tendent vers des limites déterminées, qui font converger le second membre de (28) à l'intérieur du cercle de convergence de P(j7). Par conséquent, il suffira de prolonger indéfiniment ces seconds membres des formules approchées (27) pour avoir les valeurs exactes des coefficients A^t :
1 Ao=6o-6,+ ^ +...-^(-i)«^+...,
28o 8EBGB BERN6TE1N.
La série (si8) se décompose en deux parties : Ao^* et
Fi(ar) = Ai(a:«H-ar) -I-. . .-h A„(nx«-^»-+-ar'») -h. . .. L'équation
aura pour intégrale s^annulant à Torigine A^y = ^Ï^V étant donné par la formule (si6), et Téqualion
aura pour intégrale
F(ar) =s Aiar-H Ata:« + .. .-h A«a?«-+-. ..,
qui est holomorphe à l^origine. Donc
Y = ar + F(x).
7. Relation de la méthode proposée avec la théorie des séries sommables de M. BoreL — Quoique les lignes suivantes m^éloignent encore des séries normales, il me semble utile de terminer cette Note en indiquant le lien étroit entre le procédé d'intégration du paragraphe précédent et la théorie bien connue des séries divergentes de M. Borel qui, comme on sait, est également applicable à l'équation (21). Dans ce but, reprenons nos calculs en supposant ;r(i — j:)'*"* remplacé par un polynôme quelconque
R«(a?) = [GSzîart-CSzîar^-i-h... -h (-i)«-iCS.,ar] (-!)'«-«,
où nous conservons les mêmes lettres pour les coefficients qui sont à présent arbitraires en valeur absolue.
Il est facile de voir quelle est la condition générale qu'on doit imposer au polynôme Rn(^) et que nous appellerons condition A.
Condition A. — La condition nécessaire et suffisante pour que la méthode d' intégration du paragraphe précédent^ où l'on remplace x{i — a:)"~* par R^(j:), conduise également à une expression de la solution^ convergente pour oSx^h^ est que
G^t + GA,,^~c;_,-^..:+ ^^^_^^^, cgz{
tende uniformément verso avec -, lorsque O-xSh.
Il suffit, en effet, de remarquer que les A^/~*^ étant toujours donnés par les fornaules (a3), on a, en posant comme précédemment,
nin-X) ^k
où
/«(a:) = B'«-»J(x«-ha?) -t-. . .-h Bl.'lri^^K/i — i)a7«-h a?«-ï].
Par conséquent, il sera nécessaire et suffisant que l'expression (29) tende vers zéro pour que le polynôme
(25) yn = Bi'»-iïa: -h. . .-h BJ/LV'ar'»-»
tende uniformément vers la solution cherchée^ de Téquation (19). Or, voyons comment le polynôme (29) est lié au développement (so) partout divergent de y. On a, évidemment,
LcA -4 ' çk+i I , î rn-\
ou bien, en remplaçant Tindice (n — i) par n^ et en remarquant que, dans la série divergente ( 20), a^ = ( — i )*~ ^{^'— i ) î >
= éiA =akV^ '.
Ainsi, nos polynômes approchés se mettent sous la forme
où tous les >. sont positifs et inférieurs à i.
, Rappelons, d'autre part, les principes fondamentaux de la théorie des séries divergentes.
Soient une série quelconque
S = wj -+- Mj -h . . . -h a„ -h . , .
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et ses sommes partielles
S, = ui-hUi,
Nous considérerons avec M. Borel les sommes
S^") = a',«> S, + ûti«> S, 4- . . . H- a;«î S„,
tous les a étant positifs. Il convient de donner le nom de sommes de M. Borel aux sommes S^"^ jouissant des propriétés suivantes :
I" ait*' tend vers zéro^ si, k étant quelconque^ mais fixe^ n croit indéfiniment.
20 a^j'')4- «(«) 4_.. . 4- a^«J = , _ a(«)^ où oLn"^ tend vers zéro^ si n croît indéfiniment.
Ces deux conditions sont, comme on le vérifie facilement, nécessaires et suffisantes pour que lim S^"^ = S, lorsque la série S converge.
Et enfin :
3*» f^a limite de la différence. Celte condition (remplie d'ellemême pour les séries convergentes) exprime que, si le procédé de sommation donne une valeur déterminée L à la série S, le même procédé appliqué à la série m© -+- "i -♦-"»-+-•••-+- «nH-- . • fera attribuer à cette dernière la valeur t/o+L. C'est à cause de cette condition qu'on peut affirmer, par exemple, que toutes les fois qu'une somme de M. Borel relative à la série S = i — 2-1-4 — ...-f-( — 2)"-!-... aura une valeur déterminée L, elle satisfera à l'égalité L =: i — 2L;
donc L = j9 valeur qu'on obtient par le prolongement analytique de pour x = 2.
tend vers zéro uniformément (dans une région déterminée, si les u,. sont des fonctions) pour n = 00.
Ceci posé, nous allons montrer que notre condition A est équivalente à la condition 3°, et, par conséquent, toutes les sommes de M, Borel^ relatives à l'équation (19) [oa à l'équation (21)], con-
çergent vers une même limite parfaitem^ent déterminée^ qui n^est autre que l'intégrale de cette équation ( * ).
En effet, on peut écrire le polynôme (25 bis) sous la forme
où les expressions
sont des sommes partielles de la série (20) et
Par conséquent
> pour o < A-^ /i.
En posant ensuite
nous trouvons également
GO
Donc
^ GO >t- G» -;- — - G» -4- -u G"
= «^S, ^- af,«>S2 -h. . .4- ai«) S„H-,) — («7») Si -h. . .-h <«> S«)-
Ainsi, la différence qui figure dans la condition 3» est identique à notre expression (29).
(») La convergence pour Téquation (21) peut être déduite du fait établi plus haut que son intégrale ne diffère que d'une fonction, holomorphe à l'origine^ de l'intégrale (multipliée par une certaine constante) de l'équation (19).
1. Singularité des fonctions analytiques. Théorème de M. Hadamard* — Soient deux éléments analytiques :
9{X) = l.anxn^ (S^{x) = ZbnXn
ayant pour rayons de convergence R et Rj et définissant des fonctions /(a:), g{x) n'ayant que des singularités isolées, «i, Oj, *.. pour/, et Pi, Pî, ... pour g.
Formons l'élément $j(ar) = 2û:„6„a?«; il définit une fonction F(a?) ne pouvant avoir d'autres points singuliers que les points («a, fit).
Pour le prouver, formons un contour G de la manière suivante :
Un cercle c, de rayon r < R et <RRi, ayant l'origine pour centre. Puis un cercle F ayant O pour centre et un très grand rayon p. Enfin un petit cercle (a) autour de chaque point a et une coupure / réunissant les cercles V et (a).
Nous avons alors un domaine D dans lequel /a; est holomorphe.
Si la fonction gi — ) n'est pas holomorphe, quand le point z est sur le
contour G, c'est que l'on a x = z^.
Le point rr = zp, pétant fixe^ décrit un contour Cp, semblable à G.
Formons de même les contours Cp , Gp , ....
Au cercle (a) correspondent des cercles (api), (xPt\
A la coupure l correspondent des coupures /^ , /p , ....
Excluant les cercles et respectant les coupures, nous avons un domaine, dépendant de p, Àp ; rr étant à l'intérieur de Ap et z sur G, les fonctions
/(-s) et ^f — j sont holomorphes.
La fonction \\{x) définie par la relation
,.-H(.)=jr/u)^(f)^
est donc holomorphe.
Dans le cercle c, on aura le développement
^{x):=^anbnX^,
Donc H(a:)est \^ prolongement analytique de l'élément $*, etc.
2. La fonction /^ étant méromorphe dans tout le plan^ quelle est la condition pour que U fonction
du
soit uniforme dans tout le plan ?
(Il faut et il suffit que tous les résidus de /- soient nuls.) Même question pour la fonction
Ç Udu
= eJ X.
(Il faut et il suffît que tous les résidus soient des nombres entiers et, s'ils sont > o. Gj sera holomorphe.)
(G. HuMBERT, Cours y t. II.)
Calculer l'intégrale définie
en déduire la différence I — K entre les deux intégrales
l'intégrale I étant prise en supposant que la variable x et le radical /i — ar' sont réels; l'intégrale définie K est prise, dans le plan de la variable complexe js, suivant un chemin L joignant le chemin z = o au point ^ = 2, et située au-dessus de l'axe réel, la valeur initiale du radical étant un.
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Problème de l'agrégation
Soit une surface S et soit s une portion quelconque de S, sans point commun avec Oz et n'ayant pas de plan tangent parallèle à 0;;.
I. Soient A Vaire de la projection de * sur le plan xy\ B le volume limité par 5, par A et par le cylindre projetant; C le volume limité par s et le cône ayant s pour base et O pour sommet; D le volume limité par s et par le conoïde ayant pour directrice le contour de *, O-5 pour axe, le plan xy pou^ plan directeur.
Montrer que l'on a
tant que s n'est pas traversé par certaines lignes situées sur S.
II peut y avoir des conventions de signe à faire sur B, C, D ; on les énoncera géométriquement.
II. Le cône (réduit à une nappe) qui limite C détermine, sur le cylindre de révolution qui a Oz pour axe, et de rayon u/t, une aire dont les éléments seront affectés des mêmes signes que les éléments correspondants de C : soit E cette aire.
On fait tourner s autour de Oz et l'on désigne par F le volume de révolution ainsi engendré, par G l'aire de la section méridienne de ce volume, un élément de F ou de G étant également affecté d'un signe.
Déterminer la surface S de manière que, pour toute portion s (sans point commun avec Oz ni plan tangent parallèle à Oz) prise sur cette surface, on ait la relation
(9.) aA-i-6B-4-3cC-HcE-+--^ h^G = o,
OÙ a, 6, c, e,/, g sont des constantes. Montrer que S doit vérifier une certaine équation aux dérivées partielles du premier ordre dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x, y^ z^ p, où p = ^x^ -+- y^ (le radical étant pris positivement). Indiquer (en l'énonçant encore géométriquement) la détermination du signe commun à donner à un élément quelconque de F et à l'élcment correspondant de G de manière que cette équation soit la même pour toute la surface considérée.
Trouver les caractéristiques de l'équation aux dérivées partielles ainsi obtenue, en employant les coordonnées semi-polaires p, a> (coordonnées polaires de la projection du point sur le plan xOy).
Étudier les projections de ces caractéristiques sur le plan xOy. Faire voir qu'il peut exister des caractéristiques qui soient situées sur un cylindre de révolution d'axe 0>s, et discuter leur forme.
ni. On suppose les constantes 6, c liées par la relation (3) 6h-3c = o.
On considère l'intégrale curviligne
prise d'un point M à un point M' de la surface S, le long d'un chemin L situé tout entier sur cette surface. Montrer que si S satisfait à la condition
qui lui a été imposée dans la deuxième partie, et si, sous le signe / , le
signe du terme en dz a été convenablement choisi, l'intégrale I ne change pas de valeur lorsque, M et M' restant fixes, on déforme d'une manière continue, sur la surface, la ligne L tracée entre ces deux points.
Si, au lieu de la relation (3), les constantes &, c ont entre elles la relation
une propriété analogue à la précédente appartient à l'intégrale
J =z I z — i — {x dy —y dx) — tgz -^ (x dx-hy dy)
-4- P e/p* dz — a(x dy — y dx)
où P est un polynôme entier en p convenablement choisi et e est l'une des deux quantités -hi, — i.
IV. On suppose en outre que la surface S contient une circonférence dont le plan passe par G 2 et qui n'a aucun point commun avec O^, ni avec le cylindre de révolution précédemment considéré (deuxième partie). Sur chacune des caractéristiques issues des différents points de cette circonférence, on prend un arc limité, et cela de manière que la portion £ de S ainsi délimitée ne contienne aucune singularité.
En supposant donnée la valeur de l'intégrale I [dans le cas de la relation (3)] ou J [dans le cas de la relation (4)] le long d'un certain chemin L joignant M et M' et situé sur £, quelles sont les autres valeurs que peut acquérir cette intégrale lorsqu'on remplace L successivement par tous les autres chemins qu'on peut tracer entre les mêmes points sur Z ?
Indiquer la relation qui' doit exister entre le rayon de la circonférence, la distance de son centre à Oz et les coefficients de l'équation (2) pour que la valeur de l'intégrale considérée soit unique dans ces conditions.
6. Intégrer la fonction e--' le long d'un rectangle formé par l'origine, le point R, le point R + ia et le point la. On fera croître R indéfiniment, a est donné. En déduire les valeurs de
I e-'^ C0S2 ax dx et / e-'* s'in^ax dx.
On donne Véquation
a étant une constante, et Ton demande de choisir le chemin d* intégra^ tion L de sorte que l'intégrale
/ e^ ^«-> {z — !)-«-> dz
soit une solution de l'équation différentielle.
10. Quelle est la forme des équations F(r,^, z,j5, ^) = o telle que les équations différentielles des caractéristiques admettent les intégrales
p ±q = const., p ; q =z const.
H. Chercher les solutions singulières des équations au\ dérivées partielles
pq-z=zo^
pq -^ z-¥- ax -4- 6j^ = o,
F^ -+- Fif -+- FJ = o,
les F étant des fonctions de x^ y y z^ p, q\ X, fz, v étant des nombres entiers > i.
(Ë. GouRSAT, Leçons sur les équations aux dérivées partielles du premier ordre,)
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12. Chercher les solutions singulières de Téquation diiïérenlielie
(J. HoRN, GewÔhnliche Differentialgleichungen, Samnilung Schubert, L).
13. Application des approximations successives. — Soil X = — X, £ désigaant le logarithme népérien. Posons
Si l'on a
Inéquation a une racine j? = a entre o et - et une racine a: = 3 entre - et 1. On les obtient par ces deux chaînes d'approximations :
xt l{xx) =yy x^\{xt) =y, Xi\(xt)=y, jr,X(a?,) =j^,
(A. SoHMERPELD, Nachrichtcn der Gesellschaft der Wissenschaften zu GÔttingen, 1908.)
Si l*on avait une équation différentielle ordinaire
l'intégrale serait
z = eJ * \a-^j^ieJ* dx\.
Montrer que si l'on donne, sur une courbe A(^, /)) du plan xy : z = a{ty
et si l'on forme l'intégrale curviligne, du point ({, 1]), au point (x^ y),
dy suivant une courbe G, définie par -^ =/(a7, y)^ la solution sera
s = e^lri la{t)-hl ^{x,y)e^lrï dx \.
Appliquer la méthode des majorantes aux équations
[A, B, C sont holomorphes, à l'origine des sp\y(o) = o].
xy-{-jrssax-+- bx*-hcxy -h dy^-^ ey^ [^(o) = o], /. = F(y)
(F désigne une fonction holomorphe, à Forigine; la solution % doit contenir un segment de Taxe O^, voisin de l'origine).
18. Déterminer une fonction holomorphe dont la partie réelle a la forme \{x).^{y) et telle qu'elle admette pour racines doubles les points nici\ n étant un nombre entier quelconque.
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aussi synectiques 38
Si une fonction est holomorphe dans une aire, son intégrale, suivant un
contour pris dans cette aire, est nulle (Cauchy ) •. 39
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