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PRÉFACE
Celle deuxième Partie de mon Cours a été écrite dans le même esprit que la première. Laissant de côté les détails accessoires, je me suis proposé de mettre le lecteur en possession des faits mathématiques vraiment essentiels, et j'ai cherché à les relier entre eux par des méthodes aussi directes que possihle. C'est dire que, dans ce Volume comme dans le précédent, la question de l'ordonnance des matières m'a préoccupé tout autant que le choix des matières elles-mêmes. Tout se tient en Mathématiques, peut-on dire; c'est une raison de plus pour rechercher si tel groupement de faits n'est pas plus conforme à la nature des choses que tel autre, justifié seulement par des habitudes acquises. Il est certain, par exemple, que la division surannée de l'Analyse en Calcul différentiel et Calcul intégral n'a plus aucune raison d'être. Par contre, on n'insistera jamais assez sur la distinction fondamentale qui existe entre l'Analyse des variables réelles et l'Analyse des variables complexes. Ce sont là presque deux sciences distinctes, qui, bien entendu, se prêtent un mutuel appui, appui d'ailleurs d'autant plus efficace qu'on aura mieux insisté sur la différence des points de départ.
Le Chapitre lY, par lequel s'ouvre le présent Volume, est précisément consacré aux fonctions analytiques. Ici surtout, les idées que je viens d'exposer d'une manière générale prennent une importance particulière. Il est généralement admis ([u'on doit, dans l'exposition de cette partie de la Science, se placer au point de vue, soit de l'un, soit de l'autre des fondateurs de la théorie, ce qui conduit à reprendre les mêmes résultats par trois
ou quatre procédés distincts. Il me semble qu'on peut avantageusement modifier cette méthode. Un cours d'Analyse n'est pas un cours d'histoire de l'Analyse; le fait d'éviter systématiquement de mélanger les théories de divers auteurs, sans doute pour mieux respecter leur œuvre, me paraît provenir d'un scrupule traditionnaliste que je ne partag'e pas. A coup sûr, il est intéressant de savoir que, à telle époque, tel géomètre est arrivé à construire tout un corps de doctrines, indépendamment des travaux de ses contemporains. Mais, à mon avis, le meilleur hommage à rendre à nos devanciers est encore de continuer leur œuvre; c'est pourquoi j'estime que nous devons aujourd'hui cherchera opérer, non plus une simple juxtaposition, mais une véritable synthèse entre les diverses méthodes qu'ils nous ont léguées, de manière à en construire une nouvelle, qui participe des avantages de toutes les autres.
C'est en partant de ces idées que j'ai cherché à utiliser en même temps la notion d'intégrale de variables complexes et la notion de série entière. D'ailleurs, le résultat le plus essentiel de la théorie des fonctions analytiques réside précisément dans ce fait qu'une fonction qui a la propriété d'avoir une dérivée est par cela même représentable par une série entière. C'est donc la préparation et la démonstration de ce théorème fondamental qui font l'objet des premiers paragraphes du Chapitre. Une fois cette identité établie, on se trouve en possession des avantages de l'une et l'autre méthode, puisque, dès qu'on peut, par un moyen quelconque, montrer qu'une fonction satisfait aux conditions d'holomorphie, il en résulte que son développement taylorien est applicable, ce qui permet de Tutiliser dans les calculs. Ce même théorème fondamental, établi d'abord pour le cas d'une variable, est étendu plus loin au cas de plusieurs, au moyen d'une transformation très simple, qui ne nécessite pas l'emploi des intégrales multiples de variables complexes.
En ce qui concerne le choix des démonstrations, je ferai remarquer qu'il n'y a aucune raison plausible, sous prétexte qu'on est dans le domaine complexe, pour s'interdire de revenir à la décomposition en parties réelle et imaginaire; en fait, ce retour aux variables réelles fournit des démonstrations très
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simples et très naturolli^s de plusieurs résultais foii(l;iiii(iil;iiix, en particulier fie rou\ (pii sont fies extensions dr llK'oirincs relatifs aux fonctions réelles, tels que, par exemple, le principe des fonctions composées, celui de la dérivation des intégrales par rapport à des paramètres, etc.
C'est dans ce même (Chapitre ([ue je traite la théorie des séries de fonctions. Bien qu'à mon avis Tintroduction de termes nouveaux ne doive se faire qu'avec une extrême prudence, il m'a paiii indispensable de caractériser par une loculioii brève le cas le plus simple et de beaucoup le plus courant des séries uniformément convergentes, celui des séries dont les termes sont moindres en module que des nombres positifs formant série convergente (ce qu'on appelle quelquefois critère de JVeierstrass). J'appelle ces séries normalement convergentes, et j'espère qu'on voudra bien excuser cette innovation. Un grand nombre de démonstrations, soit dans la théorie des séries, soit plus loin dans la théorie des produits infinis, sont considérablement simplifiées quand on met en avant cette notion, beaucou]) plus maniable que la propriété de convergence uniforme.
Dans le Chapitre Y, consacré aux équations diflerentielles et aux équations aux dérivées partielles, je me suis contenté d'exposer les fondements de la théorie, en m'attachant surtout à faire connaître les cas, en petit nombre, où l'intégration peut être effectuée. J'ai tenu à indiquer, par un exemple classique emprunté à la Physique, comment les équations aux dérivées partielles interviennent le plus souvent dans les applications, quel rôle essentiel jouent les hypothèses complémentaires, et comment on doit en faire usage pour la résolution des problèmes posés.
Le Chapitre YI contient les applications géométriques. J'y expose les propriétés les plus importantes de la théorie des courbes et des surfaces, de manière à préparer le lecteur à une étude plus approfondie de la Géométrie supérieure. Dans l'étude des surfaces, j'ai donné le plus souvent la préférence aux démonstrations qui utilisent les coordonnées curvilignes générales, à cause des avantages de symétrie qu'elles présentent, mais j'ai également mis à profit l'étude du cas où l'équation est résolue
par rapport à une des coordonnées, cette seconde méthode se prêtant mieux à l'établissement de certains théorèmes.
Enfin, voulant donner au moins une application des théories générales exposées dans l'Ouvrage, j'ai, dans un dernier Chapitre, exposé les principes essentiels de la théorie des fonctions elliptiques.
M. Cousson a continué de m'apporter son concours le plus dévoué pour la rédaction et la mise au point de ce second Volume. M. Denjoy, agrégé de Mathématiques, a bien voulu aussi m'assister dans le travail de revision des épreuves. Je leur en adresse ici mes plus affectueux remercîments. Enfin, si tout le monde sait combien est précieuse à un auteur scientifique la collaboration de M. Gauthier-Villars, il convient de dire que la chose apparaît mieux encore peut-être lorsqu'il s'agit d'un Livre destiné à l'enseignement, où tous les détails de l'exécution doivent concourir au but à att(Mndre.
Dijon, le 10 avril 1908.
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I. — Nombres complexes
2O0. Les nombres complexes ou ini((giiiaires s introduiseal en Algèbre à propos de rétude des é([ualions algébriques de degré supérieur à 1. Par définition, un nombre complexe ^ est une expression de la forme a + bi^ a et b étant des nombres réels.
On définit les quatre opérations arithmétiques élémentaires sur ces nombres de la façon suivante. L'addition, la soustraction, la multiplication sont définies par des conventions qui peuvent se résumer ainsi : Un polynôme par rapport à des nombres complexes
z = a -h bi, z' = a' — b' i, ...
est le nombre complexe obtenu en efiecluaril sur ces nombres les calculs indiqués, suivant les règles ordinaires du calcul algébrique, et remplaçant dans le résultat i- par — i.
Cette convention peut être remplacée par la >uivante : On considère comme équivalents deux polynômes en i de la forme
Ao -T- Al t -t- A2 i'^ -(-... , By -f- Bi f -t- Bo f- -7- . . . , B. — II, I
les nombres A et B étant réels, si les restes de la division de ces deux polynômes par f- + i, qui sont du premier degré en /, sont identiques. En effet, les puissances de / :
où n est un entier positif ou nul. sont, au sens précédent, équivalentes respectivement à
On en déduit que le polynôme Ao-f- A, /-i-. . . est équivalent au nombre complexe obtenu en y remplaçant les expressions (i) par les expressions (2) correspondantes; cela revient à remplacer /- par — 1 dans ce polynôme.
La seconde lornie donnée à la convention montie que les lois du calcul algébrique relatives à l'addition, la soustraction, la multiplication s'appliquent aux nombres complexes.
206. Deux nombres complexes a -{- bi, a' -^ b' i sont dits égaux s'ils sont équivalents, c'est-à-dire si l'on a à la fois a = «', b = b' .
Un noml)re complexe a + bi est /ml s il est équivalent à zéro, c'est-à-dire si l'on a a = o, 6 =1 o.
Deux nombres a + bi. a' -^ b' i sont dits opposés ou égaux et de signes contraires si leur somme est nulle, c'est-à-dire si a'^ — a, b=—b.
Quand, dans un nombre complexe a -+- bi, on a 6 = o, on dit que le nombre complexe se réduit à sa partie réelle. Si l'on a «^o, on dit que le nombre est imaginaire pur.
Deux nombres complexes sont dits conjugués s'ils ont même partie réelle et pour coefficients de i deux nombres opposés.
207. Etant donnés deux nombres complexes z = a ^ bi et z'=a'-\- b'i, clierchons un nombre complexe c -\- di qui, multiplié par z\ reproduise z. On doit avoir, d'après la règle de multiplication,
a'c—b'cl^a. h'c-^a'd~b.
Ce sont deux équations linéaires en c et d. Le déterminant des coefficients des inconnues est «'--h 6'-, qui est différent de zéro dès que z' l'est; c et d sont donc déterminés par ces équations; il existe
I. — NOMIIUKS COMIM.KXK
lin nombre c -h di et un seul vérifianL la condition r('({tiise : c'est le quotient de z piir z' .
Si ; csl (lillViciii (Ir céro et ;;' nul, il n'y a pas de nombre complexe qui, mulli|)li<'' par z\ reproduise z.
En efi'ecluant mit- des nombres complexes les quatre opérations arilliméh(]ues, ou oldicul (]e.s //actions /v/fio/inelles.
l208. On aj)pell(' module d'un nombre comj)lexe z =^ a -{- bi la quantité positive ou nulle p = y/a-+^-. On reconnaît que, pour qu'un nombre complexe soit nul, il faut et il suffit que son module soit nul. Nous désii;ner()ns par | 3 | le modide de :;.
On démontre que :
i" Le module de la somme algébrique de plusieurs nombres complexes est inférieur ou égal à la somme des modules.
2° Le module de la difïerence de deux nombres complexes est supérieur ou égal à la différence des modules.
3" Le module d un |)roduit est égal au produit des modules.
4° Le module d un quotient est égal au quotient du module du dividende par le module du diviseur.^
D'après la Trigonométrie, on sait qu'étant donnés deux nombres a et 6, il y a un angle ,:;, déterminé à un multiple de 27û près, tel que l'on a
a = ^a-^ h'-coi-s, b = \J a'- ^ ô-sincp.
L'angle o ainsi déterminé est dit X argument du nombre complexe a -h bi.
Le produit de plusieurs nombres complexes a pour argument la somme des arguments des différents facteurs.
209. On représente géométriquement les nombres complexes en considérant dans le plan deux axes de coordonnées rectangulaires, 0:c, Oy. Au nombre a-^bi on fait correspondre le point .M dabscisse a et d'ordonnée b.
Le module du nombre a-\-bi a pour valeur la longueur OM, et son argument est l'angle, défini à un multiple de 2- près, de OM avec Ox.
210. A'oiion de limite. — Un nombre complexe z,i = ci,i+ ib,i, variable avec l'entier /z, a pour limite z = a -\- ib si l'on a simultanément Uina,i = a, lim 6„ = 6.
Cela revient à dire que le module de la difTérence (z,i~z) doit tendre vers zéro.
En effet, on a
d'où
\z„-z\ = s/{an — a)^^{b„—byK
Pour que | ;;,/ — ^| tende vers zéro, il faut el il siiKil que (a„ — a) et {b,i — b) tendent vers zéro.
Le théorème de Cauchy sur les limites (t. I, n" 22, p. i5) s'applique aux nombres complexes et s'énonce ainsi : La condition nécessaire el suffisante pour qu'une suite de nombres complexes z-i, z^^ ..., z,,, ••• ait une limite est (jii'à tout nombre positif z corresponde un entier p tel que les conditions [a>/>, V >/) entraînent | ?,j, — z., \ << s.
En ed'et, en posant z„^= a„-[- ibn, la condition \z^ — :;v | < s s'écrit
I ( «jj, — «v ) -+- i ( ^H — ^v ) I < £•
Cette condition, supposée remplie, entraîne
(l) |«a— «v|<ï, |<^iA— ^v|<£-
Donc a,t et bn tendent vers des limites a cl b; par conséquent, z„ tend vers a -+- bi.
Réciproquement, si z„ a une limite a -\- bi^ on a
lime?,; — a, Wmbii — b.
Quand u. et v dépassent une certaine valeur, les conditions (i) sont vérifiées; il en résulte
ce qui montre que la condition du lliéoréme de Cauchy est vérifiée.
II. — lONCriONS llK VAUIAIU.KS CO.MI'I.KXKS
certiiiu (loniainc h du |)hiii des./', y. Si ; |)i(;ii(l iiiic suiU; de valeurs x,i-{- iy„ tendaiU vers iiiu' valeur lixe x-{-iy^ les nombres l*(^„,y„), Q(a.',/,J'«) lendeiil vers l*(u:-, y), Q(.r,y), de sorte que u[z„) tend vers u{z). On exprime ce fait en disant que // est l'onction conlinae de ,^.
Cela posé, donnons à c deux valeurs difiV-renles z^x-\-iy, z + Iz =^ X ^ Aa- + i\y + ly).
Soient // et ii -\- \u les \aleurs correspondantes de la fonction. On a \u --= AP -i- i \{) et, par suite.
Ah _ \P -+- j AQ
Introduisons l'hypothèse que P et Ç) ont, pai- rapport à x et y, des dérivées partielles du premier ordre continues dans le domaine D, et cherchons dans quelles conditions il y a, pour le rapport — . une limite déterminée quand A.r et Ay tendent vers zéro
d'nne manière quelconque.
Considérons d'abord deux cas particuliers :
i" Si Aj'- = o, c'est-à-dire si x varie seul, on a, quand A:r tend vers zéro,
,. lu ,. AP + tAQ dV .dO
1 1 ni = h m = 1- i - — •
A;; \x ox ox
1^ Si Aj? = o, c'est-à-dire si y varie seul, on a, quand Ar tend vers zéro,
,. \u ,. AP-+-/AQ .ÔP dO
Il m — Il Ml : = l ! r — •
Aj i ly ôy uy
TT • , 1- • I AM j
Une première condition pour que le rapport — tende vers une
limite déterminée, quand àx et A;' tendent vers zéro d'une façon
II. 1 dP .dCl
quelconque, est (jue les deux nombres complexes — +'t-'
.dP ôO . . ' . ,• r
— i- i — -^ soient ci^aux, c est-a-dire (lue 1 on ait
ôy ây '- '
OV dO dP àO
ox oy t)y dx
Je dis que ces conditions sont suffisantes. En elTet, supposons-les remplies, ^x et ly étant quelconques, on a, d après la formule des
6 CHAPITRE IV. — rONCTIONS ANAI.VTIQfLS.
accroissements finis,
AP = - ( a:- -(- 0 A:r, r -f- 0 A y ) Aa7 + — - ( a; + 0 Ar, y + 0 A y ) A v, dx Of
AO = — ^ (a: + 0' A:r, k -t- 0' Ar ) A.r -(- — ( j: -t- 0' \x, y + 0' Ay) Ay,
0 et G' étant compris entre o et i .
Les valeurs des dérivées qui enlrenl dans ces formules peuvent se mettre respectivement sous la forme
— (^,jy)+£,, ^-(3^, y) -+-£2,
et par suite de la continuité de ces (juatre dérivées partielles, élaiil donné un nombre positif s, il est [)0sslble de trouver un nombre positif a tel que, dès <jue l'on a
I A.r 1< a, I Aj»' | < a,
les quatre nombres s,, =.>, £.,, î.j soient eu luodule inférieurs à t. Cela étant, on a A« = AP + / AQ, c'est-à-dire
d^ .dQ\ /àP .dQ
( 'i ) ■ \àjc Or / \ dy dy
-t- £i Sx ~ £2 ^y -+- ^( £3 ^^ -^ Si Aj' )
D'après les relations (i), on peut remplacer —-1-/---^ par
./dP .dQ\ , , . , . . ■
n -T— -f- i -7— ) • Les deux premiers termes de A;^ deviennent
dP .dQ\
h i~ ( \x -h iSy),
dx dx I "^
de sorte qu'en divisant par Ag les deux membres de (2) on a Lu dP .OQ Sx Ay .Sx . Ar
àz dx dx \z - \z Sz Sz
j Sx Sy , ,
J^es rapports —, ~ sont au plus égaux en module a 1 ; si \x
et Aj)^ tendent vers zéro d'une manière quelconque, les nombres s,, £0, £3, £4 tendent vers zéro. On a, dans ces conditions,
,. Su dP .00
Sz dx dx
FONCTIONS lir, VAIUAIII.IS COM l'I.lAKS
On ox|>iiin(' ic i<''siill;il m dis, ml (|ii°il \ ii |)<iiir // i/nc (li'inrr pnr rapport à z cl (|m' ii csl holoDiorphc par nippori à z (tu point considéré. On drsij^iic celle (l('ii\ t'c |);ii' //_.
On appelle (Ujf'érenticllc de // el l'un désigne pur dd le prodnil de la dérivée lî. par l'accroissement Ac: de lu variable. En considc-raiiL z lui-même comme fonction de c, on est conduit à écrire dz = A«.
On modilie alors la nolalion prf'cédonte et l'on pose
(lu = 11- (Iz
avec
dz — dr -+- i dy.
On déduit de là une nouvelle manière décrire la dc-rivi-e ri.:
, _ du ~ dz
212. Nous appellerons fonction li(d(innirpln' de :;, dans un domaine D, toute fonclion conlinue par ia[)port à :; et ayant une dérivée déterminée en tout point du domaine D. Les conditions (i) seront appelées conditions cV holomorphic.
On est certain quune fonction /(::) est holomorphe si l'on peut
d une manière quelconque montrer (jue le rapport -. ■
tend vers une limite déterminée quand A tend vers zéro.
Par exemple, :;'", ni étant entier et positif, est fonction holomorphe dans tout le plan, car, d'après la théorie de la division, on a
^^ = mz"'-^~- h -^i z, /i),
cD(:;,/i) étant un polvnome. En vertu des propriétés des polynômes, on vérifie directement que le module de es est borné dans tout domaine borné et Ion en déduit que le premier membre a pour limite, quand h tend vers zéro, l'ex^pression niz'"^'^.
213. Fonctions de plusieurs variables complexes. — Soient plusieurs variables complexes z ^ x -\- iy. ;'= ar'-j- i y' . ... : on dit que le nombre complexe
u — P(a7, y^ x . y, . . .) -h iQ(x, y, x\ y', . . .)
esl fonction holomorplie par rapport à l'ensemble des variables z, z', ... quand ces variables sont respectivement dans des domaines
D, D'. . . . de leurs plans si P et Q sont des fondions continues par rapport à l'ensemble des variables réelles x,y^ x\ y' , ... admettant des dérivées partielles du premier ordre, elles-mêmes continues, et si a admet une dérivée par rapport à chacune des variables complexes
Il faut et il suffit pour cela qu'on ait Tensemblc des conditions
dx
dx'
dq
ôx
dx'
T 1 - • / I ' du du
l.cs dérivées de i/ se représentent par — > -t-t' • • • • ' ' Oz dz
21 i. Fonctions composées. — Soit u = F(^, z' , . . .) une fonction holomorphe des variables complexes z = x -+- iy, z' = x' -\- iy'j . . . quand z, z', ... sont dans certaines régions de leurs plans.
Supposons que s, :;', ..., au beu d'être variables indépendantes, soient fonctions bolomorplies de nou\elles variables coiuplexes
/ = 0 -H iT, ti = hi~i-.i, ...;
Il peut être considérée comme fonction de i, ^,, ... par l'intermédiaire de z, z', .... On dit que c'est une fonction composée de t., <,,.... Je dis que u est fonction holomorphe par rapport à /, <, , ....
En effet, posons u = \*{x, y. . . .) + iÇ)(x, y, . . .).
Lorsqu'on remplace r. z'. ... par leurs valeurs en fonction de t, tf. ..., P et Q deviennent des fonctions composées des variables réelles 0, t, 8(, t,, .... Formons les dérivées de ces fonctions par rapport à f) et t par exemple. On a
dP _^ /dP dx dP dy\ dQ _ -^ /<^Q ^x dQ dy
'M ~ ^\dx dïï ^ dj df) ) ' 'dh ~ jLà\'dx ôÏÏ ~^ 'dj dîî
oQ dy
dP_ _^ (dP dx dP dy\ dq _^ (dq dx
dz ~^\dx d- (jy oz/' <)-. ^ ^\dx d-.
dy dx
les signes 7 s'appliquant aux différents couples de variables (x, j'),
Comme u est fonction holomorphe de z^ on a
àP^ _dq dP _ dq
dx dy dy dx
II. — l'DNCTIONS l»K VAHI\llI.i:S COMl'I.f.XKS
De même, s élaiil IoikIiom lidloiiioiplM' ilf /, on a
(}j: Oy ùjr _ ôy
ô() "^ ih' d^ ^~ r)(i '
Par siiito do ces lelalions, on ronslate (juil y a i(J<'nlilé entre —^ el
dO . . . ùV àO ^ , , . , ,
-7-^, ainsi (lu entre -— cl ^' Donc // a, |)ar rapport a la varialjle
complexe / ^ 0 -{-i~, une (leiixéc déterminée, à savoir :
âxjTiT) ^ \ày^'' ôy) ciO J '
ùu ôV
'ai ~ IJi) '^
c'est-à-dire
du
.dQ\
d.r ^ . dy \ _ V^ au ôz m^^'^J ~ ZdJz àt
Ainsi, a est fonction holomorphe par rapport à l'ensemble des variables t. /,, ^2' •••• et ses dérivées par rapport à chacune de ces variables sont données par la règle habituelle des fonctions composées.
21o. Comme cas parlicuilier, on voit que la somme, le produit el le quotient de deux fonctions holomorphes sont des fonctions holomorphes dont les dérivées s'obtiennent par les règles applicables aux fonctions de quantités réelles.
\]n polynôme par rapport à plusieurs variables z, z\ ... est fonction holomorphe de ces variables, chacune d'elles étant arbitraire dans son jjlan.
Considérons la fonction dune seule variable « = -• Elle est holomorphe dans tout le domaine D obtenu en supprimant du plan des :; un cercle de centre O. Cest en effet le quotient des deux fonctions holomorphes i et ::. et ; est différent de zéro dans D.
\]ne fonction radonnelle de plusieurs variables complexes, c'està-dire une fonction égale au quotient de deux polynômes, est holomorphe si les variables ;, z\ ... sont assujetties à rester dans des domaines D, D', ... de leurs plans respectifs choisis de telle façon que le dénominateur de la fraction ne soit jamais nul.
!210. Pondions ini/jliciles. — Considérons une équation de la forme
CIIAPITKI': IV. — FOXCriOXS VXAl.VÏIQUKS.
Fêtant fonction holoinorphe des variables c, z\ ... quand ces variables sont dans certains domaines D, D', . . . de leurs plans respectifs. Soient Co, ^'y, ... un système de valeurs de z, ;', ... intérieures à D, D', .... Comme dans le cas des Aariables réelles, nous appellerons point un tel système de valeurs. Supposons que l'on ait
Je dis que, dans ces conditions, on peut, au voisinage du point (^0) ^07 •••)' résoudre l'équation (i) par rapport à ^, c'està-dire trouver pour :; une fonction holomorplie des variables z' ., s", ... quand c', c", ... seront dans certains domaines contenant^!,, s'q, . . ., cette fonction satisfaisant à l'équation (i) et se réduisant à ^o quand z', s", ... se réduisent à :;'y, ;'y, ....
Soient ^ =z a: -f- iy ^ z' =^x + iy\ ..., F = P 4- «Q.
Résoudre l'équation ( j ) revient à résoudre par rapport \x x, y \q système
D'après la théorie des fonctions implicites de variables réelles (t. I, p. io4), il faut étudier le déterminant fonclionnel de P et Q par rapport à .r, j', c'est-à-dire
Ox Oy
dx Oy
En vertu des relations dbolomorpliie, il est égal à
dx)
or, on a
dx
dx
et cette dérivée est différente de zéro au ; point (z^^, z'^^, z"^, ...);
•1 ' u <^P ''Q II
il en resuJte que — ^ et -^ ne sont pas tous deux nuls en ce point.
Donc le déterminant fonctionnel précédent est diflerent de zéro pour le système de valeurs (x^, yo, ^'a-, y'^' •••)• J^^ous sommes alors dans les conditions d'application du théorème des fonctions implicites. Des équations (2), on peut tirer pour x, y deux fonctions continues des
II. — PONCTKl.NS l>K VAIIIVIIl.l.S (OM l'I.i; \ KS. ri
autres variables ./', y\ x'\- y" , .... dcdiiK s dans ccrlains iiiici\all(;s (le variation
ces fondions se r('(liii>anl à .r„. Iq «l'iaiid x' , y\ x" , ... se réduisent
En revenant aux variables complexes, on \oiL (|uc :; est fonction
déterminée de r/. r", ... et se réduit à ;„ quand z\ z" , ... se réduisent à ;„. ;j,, ....
Je dis (|ue cette fonction z a des dé/ivées |)artielles par rapport à z\ z", .... Montrons-le par exemple pour z' . On a, en diUerentiant les étj nations ( i i,
oP , oP , dP , ,
— dx -\ clv -)- -r-< "'^" ~i~ . . = o,
Ox ()y *^ àx
on , oQ, àQ , ,
—^dx~{-—^dy^ -.dx-^...= o.
Ox dy "^ Ox
Multiplions les deux membres de la seconde équation par / et ajoutons. On a. en tenant compte des relations d'holomorphie,
(dP .cyQ\ , . ,
dx -i- i dy ) -^ . . .= O
\ Ox Ox /
OU
( 3 ) -— ( dx -+- i dy ) -f- -— • ( dr ~ i dv ^ -^ . . . = o.
Oz -^ Oz
Supposons que les xariables indépendantes z\ z", ... reçoivent des valeurs fixes, sauf c'. L'équation (3 ) montre que. dans ces <ondi-
tions. -7^-; —Y—, a une limite déterminée quand dx' A- i dy' tend vers
dx — i dy T ^
zéro. Donc ; a par rapport à r une dérivée donnée par la formule
oF
Oz Oz'
oz
C'est la même règle que pour les variables réelles. Ainsi z est fonction lioloniorphc de z' , z"
1:217. Supposons maintenant <pi"on ait /i écpialions de la forme
1 Fi ( z. z', . . ., u, a . u". . . . ) = o, (U ' •••
f Pn{^, -s', . - ., «, u', II", . . .j = O,
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les variables u étant au nombre de n et les F étant fonctions holomorphes des variables complexes z eX u dans certains domaines. Soit Zq^ ^„, ..., Uq^ n'^, ... un système de valeurs des variables vérifiant ces équations. Suj)posons que le déterminant fonctionnel des F par rapport aux u soit différent de zéro |)our ce point, soit
Je dis que l'on peut trouver pour a. u', u", ... un système de fonctions holomorphes de z, z', z\ ... au Noisinage du point {zo,:^^,^'^, ...), satisfaisant aux équations (i) et se réduisant pour Zq, z'^^j ^j,, ... à Mo> "o7 i^o' • • •■ ^^^ théorème est démontré pour n = i . Admettons-le pour n — I et démontrons-le pour /i.
D'après (2), l'un au moins des mineurs d'ordre (/i — i) du déterminant fonctionnel des F par rapport aux a est diftérent de zéro pour le point considéré. On peut supposer que c'est
On peut résoudre les (/? — i) premières équations (i) par rapport à «', m", ... et exprimer ces (n — 1) variables par des fonctions holomorphes de z, z', z", ... et n. Soient par exemple
Portons ces expressions de u', a", . . . dans la fonction F„, et soit ^(Zj z' . . . .. u) la fonction obtenue. <I> est fonction holomorphe et l'on a (cf. t. I, p. 106)
d^ ^ D(F,.F.,, ....¥„) . DrFi,F2 F„_, ) ^
du D( u, u', u", . . .) ' D(u\u'\...)
Donc, pour le point (cq, :■„■< ■ ■ -, ifo^ u'o, ■•■)■, on a
â<i> ou
On peut donc résoudre l'équation
par rapport à u. c'est-à-dire trouver pour u une fonction holomorphe de 5, z', z", ... au voisinage du point (:;,j, z^, z"q, ...), satisfaisant à l'équation (4) et se réduisant à Uq quand z, z', z" ., ... se
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rcdiiisciil à c„, :?„, r I'>ii iciii|>l;i(;;iiil n |);ir (('llo (oiuIidu djins
les cqualioiis ( .> ». ou oldicnl |hiim- //. //, //". ... des fonclioii^ lioloiiior|)lics de r. z\ z" . ... vénliaiil les <''(|iialions (' i ).
On voit cjiie le svslème (i) est résolu par rapport aux ii, la proposition avant le rnt-ine sens que pour les fonetions de variables réelles, en remplaçant la condition pour une fonction d'être continue et pourvue de dérivées |)ar la condilion d (Hre holomorphe dans un certain domaine.
218. Fonctions imcrses. — Kn j)articulier. soit une ("onction holomorphe de z
Considérons cette relation comme une équation en ;; pour la résoudre par rapport à c, posons F(;) = /'(::) — tt \ il sagil de résoudre 1 équation
On pourra le faire au voisinage de tout point ^n, pour lequel — yé o.
ô¥ . , of
Uz
dzo holomorphe de u. On dit que c'est la fonction inverse de f\ soit
x; = » ( if ) celte fonction. On constate, en dérivant par rapport à ;, que 1 on a
219. ]3e même que pour les variables réelles, on peut définir les fonctions dépendantes et indépendantes de variables complexes, et Ion peut établir pour ces fonctions les résultats obtenus pour les fonctions dépendantes et indépendantes de variables réelles (c/'. t. I, p. I o8-i I 2).
III. — Intégrales de variables complexes
220. Soit f{z) = P 4- fQ une fonction holomorphe de z dans un domaine D. Considérons un arc de courbe F^ allant de A à B, et ayant en chacj[ue point une tangente {fi;j;. >8) ; marquons sur cet arc,
Mais -^ n est autre que -^- Donc, au voisinage de tout point ^o te' que -— 52= o. on peut considérer z comme lonction déterminée et
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en allant par exenij)lc de A à B. des points intermédiaires correspondant aux valeurs z^, :■,. ..., z/, z„ de ;, z^ correspondant au
point A, z„ au point B.
Vis. i8.
Posons z/i^=x/i^ LVh. l-*renons sur Tare [zh^K.z-f,) un point arbitraire "Çh el soit 'Cj, = Ça 4- /y,/,. Formons la somme
OU, en mettant en évidence les parties réelle et imaginaire,
-^- f'^ [ Q (i/o ■0/<M\r/.— .r /,_,) + P{UjJi){yh — yh-'i)\-
Si l'on suppose que la loi de partage de lare AB varie de façon que la plus grande dislance des points ^a-i, ^h tende vers zéro, cette somme tend, d'après la théorie des intégrales curvilignes, vers une limite déterminée qui est
/ V dx — Q dy -i- i i () dx^-F dy.
Cette expression est ce que Ton obtiendrait si. dans l'intégrale I /{z)dz, on remplaçait / par P -f- /Q, c/z par dx^idy. On convient de la représenter par
ff(z)dz ou ff{z)dz,
et Ton dit que c'est l'inlésrcde de la fonction de variable complexe f{z) pî'ise le long de l'arc AB.
Remarques. — i" On reconnaît, d'après cette définition
iNTi;(.nAi.i;s m: v\ui\iti.is compi.kmcs.
que, SI C l'St un |)()iiit de I ;irc AI), on a
j J\z) <lz -. I f{z) dz ~ I fi z)dz. ' Al! ''\r. • cii
Si nue courbe esl ioiinéc! pai" la rt'union honl à Ijonl (J'arcs remplissant les eondilions requises, Ja courbe elle-nièino ne les remplissant pas. rinl(''i;iale de /'(:;) esl, par définition, la somme des intégrales prises le lonj; des arcs j)arliels.
2" Si l'on change le sens de parcours sur l'arc \B, on a
I f(z)dz^— I fyz)dz.
3" Si L est un contour yc/v/if'^ j f[Z](lz est indépendante du
point de dc'part, mais ilépend du sens <Ju |)arcours, el esl multipliée par — I si ce sens est changé.
4" Si M est la borne supérieure du module de f{z) sur Varc AB, on a
I ff{^)dz
^ M . longueur I^.
En effet, remarquons que la distance des deux points Zh-\> '•/, est égale au module de la différence z-/, — z/i_i. On a donc
|/(^^)(3/, — -/,-i) I^M. (Iislance2/,_,c/, IM. arc^/,_iS/,.
En donnant à h les valeurs successives i, 2, ..., «, et en ajoutant membre à membre les inégalités obtenues, on trouve
La somme (i) étant au plus égale en module à M. arcL, sa limite,
qui est 1 intégrale / /(z)dz, satisfait à la même condition. » L 5" Supposons l'arc L défini j)ar des équations de la forme
t étant un paramétre réel. Pour calculer i f<^z)dz ou encore
/ P dx — Q dv -f- ' / Q dx + P <^r, on doit, dans chaque intégrale •■I. " '\.
curviligne, exprimer P el O en fonction de t et remplacer dx par
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'z>'[L)dt, dy par <l'it)dt. Cela revieni à reinj)lacer, dans / J(z)dz,
z par '^ -i- i'b et dz par (:p'4- /-V) c/^, puis à eU'ecluer les calculs et séparer ensuite la partie réelle et le coeflicient de /.
'22!2. Fonctions primilwes. — Soil un clianip G dans lequel f{z) est holomorphe. Les expressions
V dx — () dy, qdx-^V dy
sont des difierentielles exactes (t. 1. |). i38), en vertu des conditions
<)V _ ôÇ) <)q _ ')V
Oy ôx (ly ôx
11 existe donc des fonctions I*,(.r.j>^), Q((^,JK) telles qu'on a, dans G.
Ox dy ^ Ox dy '
D'après ces relations, P, + /Qi est une fonction holomorphe de z dans G, soit F(;), et Ton a
^ ' Ox Ox ^ J\ )
Dautre part, d'après la théorie des intégrales cur\ilignes (t. 1, p. 225), on a, en supposant l'arc VB contenu dans G, les jKjints A et B étant :;„ = x^-^ iy„, z = x -h iv,
Ç \> dx — Qdy= P, (x,j')-P,(j-o,jKo),
AB
= Y{z)-¥{zo).
L'intégrale du premier membre est prise sur un chemin quelconque joignant ^îq à ; et contenu dans G. On la désigne aussi
On dit que F(^) est nne fonction primitive de f{z).
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Deux foncliDiis priiiiil i\ es de /'(:•) (lillV-rciit |);ir une roiisliinlc, car Ifiir (lillV'icncr <I> doit avoir [xiin- (It'iiNéc zi ro. Or, si ^P(Zj a pour dérivée zéro, c esl que, eu [tosaiil
.|. = l> -f- jQ.
on a
dP _ dP _ (>Q_ ^ _ .
Ox ' Oy ' r).r ' Or '
donc P el Q sont constants et, par suite. <!> l'est aussi.
Coinnie j)oui' les variaMes réelles, nous désignerons par / f\z)dz une l'onction primitive de /(;;), définie à une constante additive près.
"ïl'^. Périvatinn par rapport à des paramètres. — Considérons une fonction de plusieurs variables complexes /{z, z' , z", . . .) supposée holomorphe par rapport à ces variables lorsque z, z' , z'\ . . , sont dans certains domaines D, D', D", ... de leurs plans respectifs.
Prenons rintéi,n'ale dey(:;) par rapport à ; le long d'un chemin L contenu dans le domaine D (L pouvant être un chemin fermé), soit
| = P, + iQ,= I f(z,z',z\ ...)dz.
Les variables z\ z" , . . . jouent le rôle de paramètres. Je dis que cette intégrale est fonction holoniorplie de z\ z" , . . . et que ses dérivées s'obtiennent par la règle valable pour le cas des variables réelles. Posons
z = x^iy, z' = x'^iy\ ..., /=P-^fQ;
on a
P,= fpdx—qdy, Q, = fqdx-^Pdy.
Dans P et Q figurent les paramètres réels x', y', x", r", .... D'après la théorie des intégrales curvilignes (t. I, p. 216), P, et Q, sont fonctions continues de ces mêmes paramètres et ont des dérivées qui s'obtiennent en dérivant sous le signe / . On a, par exemple,
i^= f^:^dx-'^dy, ^= f^Rdx-'±dy
\ <iy' A ^y ^y ^ ^y Jl ^y' <^y' ^
|8 CIIAPITRi!: IV. — FONCTIONS ANAUVTIQIKS.
On reconnaît que ces quatre dérivées partielles sont fonctions continues des variables qui y entrent. De plus, les relations d'holomorphie
<)P _ ^ dP __ dq
dx' oy' oy dx'
entraînent, d'après (i),
dPj_ _dQ^ ^ __ ^
ôx' Oy' dy' dx'
Donc P, et Q, satisfont, par rappoil aux dillérents couples de variables (x',y), (x",y'), ..., aux relations d'holoniorj)hie. Par conséquent, le nombre T est une fonction F des variables s', z", ... holoniorphe par rapj)ort à toutes ces variables. Calculons ses dérivées ; on a
dF dP, .do, f/dP .àq\., _ ., r df ,
—-7 = -—7- -H i —^ = / I -^, ^ i —^ ) {dx -^ i dy ) — / -^, dz. dz dx dx Ji \dx dx j J^ dz
Ainsi, la dérivée de l' intégrale par rapport à z' s'ohlient en remplaçant, sous le signe j , la fonction / par —,•
2^24. Théorème de Caiichy. — Soit A un domaine du plan des z dont la frontière est constituée par un contour simple C {cf. t. I, n° 197, p. 219); soit /"(s) une fonction holomorphe en tous les points de A, contour compris. Je dis qu'on a
(1) j f(z)dz = o.
En eflet, on a, si /= P + /Q,
f f{z) dz= fpdx-Qdy^ifqdx^P dv.
La formule de Green est applicable à chacune des intégrales curvilignes du second membre, et donne (t. I, n" 199, p. 228)
En vertu des relations d'holomorphie, les éléments différentiels des intégrales doubles sont nuls, ce qui établit la relation (i).
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!2î2o. Cas it'un dunidiru; Innilr par /ih/sieurs conlonrs s/ni/i/is (cf. t. 1, [). 2>3). — Soit V un domiiine liinil«i par un <:<)nl()ur simple v; on retranche de A un ou plusieurs domaines A,, An, ... contenus dans A, extérieurs l'un à l'autre, et limités respectivement par les contours simples y,, yo? • • • {J^r- '9)5 ^^^^ ^ ^^ région res-
Fig- '9.
tante. So'\l f{z) = P + i() une fonction holomorphe dans B et sur les contours v, v,, v.>, ....
Par application de la formule de Green (t. I, p. 2>-4)) on peut écrire
- f f (^ ^ ^ ) dx dy = fpd:r-Q dy -^ T P dx — Qdy -^- . . . , ffi'^^ -^j^-rr/r= [Qdx-i-Pdy-^Jqdx^Pdy^...,
les intégrales curvilignes étant prises dans le sens positif par rapport à B sur "', yi , yo, ....
Les premiers membres sont nuls en \erlu des relations d liolomorphie. Changeons le sens de parcours sur y,, ya, ... de façon que ces contours soient parcourus dans le sens positif par rapport à A,, Ao, ... ; nous avons les formules
dv
fpdx — qdj= f p dx — q
j qdx-^Pdy ^ C qdx-^P dy ^.
Par combinaison de ces formules, on oi^tient la formule londamcntale suivante :
ff(z)dz= f/(z)dz-^ f/(z)dz
les intégrales étant prises clans le sens positif sur tous les contours y, V,, Vo, .... C'est le théorème de Cauchj pour les contours complexes (').
Formule fondamentale de Cauchy. — La fonction
est holomorplie par rapport à z- clans tout domaine c[ui ne contient pas le point a. Prenons un cercle G de centre a et de rayon /■ et évaluons l'intégrale / — ^^« • 'c - — «
En tout point M du cercle, on peut poser
z — a = /-(cos<p -f- f sinç.),
o variant, par exemple, de o à 27: lorscpie M décrit le cercle dans le sens positif. On déduit de là
dz = r{ — sin cp -i- i cosç) f/cp
ou
dz =: ir{ cos «p -l- t sin o ) d'f^
et, par suite.
r dz r'~-.
Cela étant, soient /(z) une fonction holomorphe de la variable complexe z dans un domaine D, a un point intérieur à D.
Soit A. un domaine compris dans D, contenant intérieurement a, et limité par un contour simple C {/ig. 20). Prenons un cercle y de centre a, de ra von /•, contenu dans A.
Remarquons que la fonction -=2 — — est fonction holomorphe de z
dans tout domaine contenu dans D et ne contenant pas a. en particulier dans la région comprise entre les contours C et y. Il en résulte, d'après le théorème de Cauchy (n" 223), qu'on a
Jf^ z — a " J z — a
(') Dans la suite, à moins d'indication contraire, une intégrale telle que
\z)dz,
fj^-
où y est un contour simple, représente l'intégrale prise dans le sens positif de parcours par rapport au domaine intérieur à y.
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Il en résulte aussi (|ue riiih'-i^i'.ilr du sefunil nn-niltre r«;slr- iri\;iriable si Ion rrnipl.Mt' -- |»,ir iiu cercle coiicciil rn|nc inh-iicur- •''; autrement ilit, la valeur de rinlt'-^ralc est ini|c|»ciiilaiile du lavon /•.
Fie. 30.
D'autre part, comme y est fonction continue, étant donné un nombre e positif, on peut trouver un nombre positif a tel que sous la condition /• ■<! a on ait, en tout point du cercle y de centre a et de rajon r,
Ecrivons alors
Jv -2 — a J,^ z — a J^ z — a
La première intégrale du second membre est égale, d'après (i), à ii—f(a). Comme l est indépendant de /•, la seconde doit aussi être indépendante de r. Gomme on a, sur v,
on voit, en appliquant la règle qui donne une limite supérieure du module d une intégrale (n" !2;21, p. i j;, que Ion a
fiz)-na)^^
Cette seconde intégrale est donc en module plus petite que 2-0: par suite, elle peut être rendue aussi petite que Ton veut. Comme elle a une valeur bien déterminée, indépendante de /', il en résulte qu'elle est nulle.
Nous avons finalement \a formule fondamentale de Caucliy
r f(z)dz rf(z)dz . . .
/ ' = / =ïi-f^a),
Je z — a X z-a
OU encore
Elle est valable dans les conditions suivantes : a est intérieur à un domaine d'holomorphie D, l'intégrale est prise dans le sens positif sur un contour simple C entourant a et contenu dans D.
227. Considérons la formule (2) obtenue. Si l'on suppose que n varie, en restant intérieur à C, on a dans le second membre, sous le
signe / , une fonction holomorphe de la variable complexe a, qui
joue le rôle de paramètre dans 1 intégrale. Donc le second membre est holomorphe par rapport à a] par la règle de dérivation sous le
on obtient
Dans celte nouvelle formule, l'expression à intégrer est fonction holomorphe de a. Donc le second membre et par suite le premier ont une dérivée par rapport à rt, que nous obtenons en déri\ant sous
le signe / ; cela donne
iiTZ J^^ {z — a )'
Je dis, d'une manière générale, que f{(i^ a des dérivées de tous les ordres, la dérivée d'ordre n étant
En effet, celte formule étant admise pour une valeur de n, on peut la dériver par rapport k a\ on obtient ainsi la même formule, n étant remplacé par n -\- i .
228. Soit maintenant une fonction / holomorphe par rapport à plusieurs variables complexes x^ y-i^^ , . . , quand ces variables sont respectivement dans des domaines A, B, C, . . . de leurs plans. Si toutes les variables, moins une, reçoivent des valeurs fixes, / se réduit à une fonction d'une seule \ariable. D'après ce qui précède, cette fonction a. par rapport à cette variable, des dérivées de tous les ordres dont on connaît l'expression par une intégrale.
III. — iNTi':(;it Ai.Ks m-: v\ui\iim;s compi.kxks
Ciola posé, siiil ii^ b, c un sysU'iiic de \al(ius de 37, y, z inltîrieiires aux domaines A, B, C. Soit y un cercle contenu dans A et auquel le point a est intérieur. Laissons (ixes les j>oinls />, c et le cercle v, et faisons varier a à l'intérieur de ce cercle.
On a, par a|)pli(alion de la fonmilc ( .! ).
d" fia, h, c) n\ r f(r, h. c) dx
n\ rf{.r
Dans l'intégrale, 6 et c sont des paramètres; la fonction à intégrer, étant quotient de deux fonctions lioloniorplies par rapport aux variables x^ <7, b, c, est clle-inéme foiu^tion holomorplie par rapport à ces variables. 11 en résiille qu'on peul appli(pier la règle de dérivation par rapport aux paramètres b et c.
En particulier, en prenant d'abord le cas de « = i , on voit que la
dérivée ^ est fonction bolumorplie de a, b, c, et cela dans tout système de domaines A.', B', C obtenu en prenant A' composé de points intérieurs à A, B' de points intérieurs à B, C de points intérieurs
à C. Il en est de même pour ;, -t ^^
' <) h oc
En résumé, cbacune des dérivées du premier ordre de f est fonction holomorplie des variables a, b, c, elle a une dérivée par rapport à chacune de ces variables, ces dérivées sont elles-mêmes fonctions holomorphes de a, 6, c, et ainsi indéfiniment, de sorte que si l'on considère les lettres a, b, c, qu'on etTectue sur y des dérivations par rapport à a, b^ c en nombre quelconque et dans un ordre quelconque, l'expression obtenue a un sens
Enfin, de même que pour les fonctions de variables réelles, Vordre des dérivations est indifférent. Il suffit de le vérifier d'abord pour une fonction holomorplie de deux variables 5, z' et pour les deux dérivées
Oz (iz Oz Oz
Posons On a
t>, Z'=x'-^iy, /=:P-HtQ.
Oz Oz' Ox Ox'
of _ Oz "
Ox
or '
oz' Oz
OîP . J2 0
Ox' Ox ' "^ Ox' Ox
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On voit que - — —, et — -r— sont identiques à cause de l'identité
' oz dz dz dz '
de 3 — j— , avec -—, — et de - — -^ avec
dx dx' dx' dx dx dx dx' dx
Comme pour les fonctions de variables réelles, on en conclut que d'une façon générale l'ordre des dérivations est indiflérent.
La conclusion est la suivante : Toute fonction f(^x ^ }\, z\ holomorphe par rapport aux variables complexes x, y^ z^ a des dérivées de tous les ordres par rapport à ces variables, V ordre des dérivations étant indifférent, et cela pour tout système de points «, 6, c intérieurs aux domaines d'fiolomorphie.
229. Fonctions harnionirjues. — Considérons une fonction d'une variable complexe
Ecrivons les relalions d'Iiolomorphie
dx dy dy dx
Nous savons que les fonctions P et Q ont des dérivées de tous les ordres, en particulier des dérivées secondes. Dérivons la première relation par rapport à .r, la seconde par rapport à / et ajoutons.
Il vient
(P_P_ d'^P _ dx- ' dy'^
Dérivons de même la première par rapport à r, la seconde par rapport à ^ et ajoutons-les après avoir midiiplié la seconde par — i . Il
vient
£2Q^ d^ _ ~dx^^ 'dy^ ~ °'
P et Q sont donc solutions d'une même équation aux dérivées partielles du second ordre qu'on appelle écjuation de Laplace. D'une façon générale, on appelle fonction harmonique toute fonction qui satisfait à cette équation.
IV. — si:rui> nie N()MHiu:s ciiMi'i.r.xics
monlc uidclimiiiciiL. La condiliou nices.saiic (M siiKi^aiilr pDiir (jui; cela soil est f|iie les séries de Icrines généraux a„ cl h„ soicnl convcrgenles.
Etant donnée une série de tonnes complexes, si la série des modules est convergente, la série donn<'e l'est aussi. En eHcl, soit «„ = a„H-<Y/,j le terme général de la si-rie donnée. On a
|a„|<:|»„|, \l>„\-\Un\.
Donc, si la sc-ric de terme génc'ral ] //„ ] est convergente, il en est de même des séries de termes généraux a i, el A„.
Une série de termes complexes dont la s(''rie des modules est convergente est dite absolument convergente. Pour une telle série, comme la somme S„ des n premiers termes a un module Inférieur ou égal à la souime des modules des n premiers termes, la somme de la série, qui est la limite de S,/, a un module inférieur ou égal à la somme de la série des modules.
Dans une série ahsolnment convergente, on peut déplacer les termes d une manière quelconc|ue, la nouvelle série ainsi obtenue est équivalente à la première. Ce déplacement revient en effet à opérer simultanément le déplacement des termes correspondants dans les deux séries de termes généraux a,i et bn- La somme de ces deux séries nétant pas changée, il en est de même de la série de terme général a„ H- ib„-
Il en résulte que Ton peut aussi dans une telle série grouper les termes dune manière quelconque, rex|)ression ayant le même sens (|ue pour les séries de ternies réels absolument convergentes.
*23i. Séries doubles. — Soit Un.p une quantité réelle ou complexe dépendant de deux indices qui peuvent prendre toutes les valeurs entières positives (certains systèmes de valeurs pouvant d'ailleurs (Hre exclus). Disposons ces quantités en un Tableau T :
On peut toujours ranger ces quantités en une suite infinie unique; on procédera par exemple de la façon suivante. On écrit d abord le terme i<i,i, pour lequel la somme des indices est égale à 2, puis les
termes 1(0,1, "1,2? pour lescjuels la somme des indices est égale à 3, puis les termes ^3^, «2,21 '^1,37 pour lesquels la somme des indices est égale à 4, et ainsi de suite. On obtient bien de cette manière tous les termes du Tableau une fois et une fois seulement.
S'il arrive que toutes les séries A obtenues en disposant les termes de ï en une suite unique sont convergentes et ont même somme S, nous dirons que T constitue une sé/'ie double convergente de somme S.
Considérons d'abord le cas où les m sont des nombres réels positifs. Formons les sommes obtenues en prenant dans T dune manière quelconque un nombre (lui de termes. Klles ont une borne supérieure S finie ou infinie. Toute série V obtenue en disposant les termes du Tableau T en une suite infinie unique est telle que la borne supérieure des sommes d'un nombre fini de termes de A est égale à S.
Si S esl Ji ni, A est convergente et a pour somme S, et, d'après la définition, T est une série double convergente de somme S.
D'autre part, considérons les lignes horizontales du Tableau T; soient a-, , 7^, ..., o-^, ... les sommes des séries constituées par ces lignes, chacun des nombres a- étant fini si la série correspondante est convergente, égal à -h a; si cette série est divergente. Soit S' la borne supérieure des nombres a-, + a-;, +...-{- o-^ pour toutes les valeurs
de/>. Je dis que l'on a
D'abord, quel (jue soit/>, on a
CTi -i- ao -H . . . -t- o-^j ^ S,
car les termes qui entrent dans les p premières lignes du Tableau T figurent dans la série A. Il en résulte que l'on a S'5S.
Donnons-nous maintenant un nombre positif B inférieur à S. Nous pouvons, dans la série A, prendre au commencement un nombre q de termes, suffisant pour que la somme de ces termes surpasse B. Si p est assez grand, ces q termes figurent dans la somme t, +7o -i-... + T^, et l'on a t, + 0-^4-. . .+ o-^ > B, d'où S'>B. Comme cela a lieu quel que soit B -< S, cela veut dire que l'on a
S'^S, d'où finalement
On voit donc que, quand S a une valeur finie, les lignes du Tableau forment des séries convergentes et les sommes de ces séries
IV. — si;nii:s i)K N()Mnni;s cn\ii'[,i;xr.s
lorinent oll('•^-rmMnos iiik" srne convt'rf;;(Mile (|iu a j)f)iic Nomriie S. Oïl peut aussi, an lion de faii-e la somme des lermes du Tahlfaii I' par lignes, la faire par colonnes. On ol)lienl encore des séries convergentes dont les sommes forment elles-mêmes une série convergente de somme S.
Si S est égal à -(- 00, on dit (juc les (juanlilés 11,1, /> foinieiil une série double divergente.
Etant donuf'-es deux séries doubles de termes gé'néraux/?o.v/V//!< ii„^pi i'n.p-, si Ton a i',i^p'£ a„^p, et si la série a est convergente, il en est de même de la série v. On le reconnaît en considérant la série ordinaire A. équivalente au Tableau.
Supposons maintenant les u réels et de signes quelconques. Posons
U,t,f,= (lln,f>-^ I "«,/; I) — I ^n.p I :
ff/i,P apparaît ainsi comme la diflérence de deux quantités dont chacune est positive ou nulle et égale au plus en module à 2 | //„,y, |. Si la série double formée par les quantités | u„^p \ est convergente, on peut former deux séries doubles T) et T^ dont les termes généraux respectifs sont les deux termes de la différence précédente et qui sont toutes deux convergentes. A toute somme d'un nombre fini ou infini de termes de T correspond dans T, et T-, une somme, et la première somme est la difi"érence des deux dernières. On en déduit qu'une série A olitenue en disposant les termes de T en une suite unicpie est convergente et a une somme toujours la même si 1 on dc'plaee les termes de A; c'est aussi la somme obtenue en elïeetuant d'abord dans le Tableau T la sommation par lignes par exemple, puis en eflectuant la somme de la série des nombres obtenus.
Enfin, si les quantités u sont des nombres complexes de la forme
et si la série double de terme général ! Un^p j est convergente, chacune des séries de terme général a„,p. b„^p est convergente. Soient P, Q leurs sommes. Toute série A obtenue en écrivant les lermes du Tableau en une suite unique a pour somme P -h /Q. On dira que la série u„^p est absolument convergente et a pour somme P -t- /Q-
232. MuUipUcation des séries. — Soient deux séries à termes réels ou complexes de lermes généraux w„, Vn.
Si ces deux séries sont convergentes et ont respecli\ ement pour sommes S et ï, on peut former une série convergente de somme S S,
en prenant la série ayant pour terme général
c'est-à-dire
Supposons maintenant que les deux séries données soient absolument convergentes. Considérons tous les produits tels que u„Vp, obtenus en multipliant un terme de la première par un terme de la seconde. Disposons ces quantités it,iVp en un Tableau (T) à double entrée :
"2 ^l, «2 »'2, Un Vu U„l>i,
l'ni'p,
Je dis que ce Tableau constitue une série double absolument convergente.
Considérons en ellet la série double T' des modules correspondante, c'est-à-dire le Tableau de terme général | ;/„ | | '> |- Prenons une somme d'un nombre fini (pielconque de termes du Tableau T', et soit g un nombre plus grand (jue les indices de lignes et de colonnes de ces termes. Ceux-ci sont compris dans le carré formé par les q premières lignes et les q premières colonnes. Or, la somme des termes de ce carré est
.+ l'Vl)-
Comme ce produit est inférieur à S'S', S' étant la somme de la série ! a,, |, S' la somme de la série | v„ |, il en résulte que, dans le Tableau T' des modules, la somme dun nombre fini de termes reste inférieure à un nombre déterminé. Donc la série double T' est con- ^ergente, et la série T, de terme général i{„Vp, est absolument convergente.
Cela posé, on peut faire la somme du Tableau T, soit par lignes, soit par colonnes, soit en disposant les termes d'une manière quelconque en une suite unique infinie. En particulier, on les dispose souvent de la façon suivante :
«l(-'l4- {Uii<.2-h UoÇi)
(UiV„^ U-2Vn-i
lini'l)
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V. — Séries de fonctions réelles et complexes
!2I^3. Nous considf'rcroiis des s(''ri<'s doiil les Iciincs sonl loiiciidus, soit trime ou plusieurs \ iiiiiililes réelles, soit dune ou |ilu>iciirs \;iri;d)les complexes, ces fondions étant déllnies j)our les svsli'rues de valeurs des variables appartenant, sui\anL les cas, à un intervalle, à un domaine, à un domaine dans le plan des z, ou enlin à plusieurs domaines s'il s'agit de plusieurs variables complexes. Soit, dans tous les cas, E l'ensemble des systèmes de valeurs des variables.
Convergence normale. — Soit une série
"il "2» • • • ) "«1 • • • ,
dont les termes sont fonctions de certaines variables réelles ou complexes, déiinies pour un ensemble E.
Nous dirons que la série est nornialemenl conKergenle pour l'ensemble E si, y.„ étant la borne supérieure de \ u„ | da/is cet ensemble, la série nuDiéric/ue à termes positifs
est convergente.
Remarquons que Ton |)eut affumer qu il en est ainsi si Ton connaît une série numérique à termes positifs, convergente,
«1, a-i, . . . , a„, . . . , telle que l'on ait en tout point de E
Si une série satisfait à la condition de l'énoncé, elle est convergente pour tout système de valeurs de E. De plus, donnons-nous un nombre positif £. On peut trouver un entier p tel que, pour n >/?,
on ait
Dans ces conditions, le reste de la série donnée, arrêtée à son
^ième terme, c'est-à-dire la quantité R/, = «,,4.1 H- «,,+2 + est, en
tout point de E, au plus égale en module à s.
C'est à celte propriété qu'on donne le nom de convergence uniforme.
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Une série convergente
est dite uniformément convergente pour un ensemble E si, quel que soit le nombre positif e, il y a un entier fj tel que, pour n >/?, et pour tout système de valeurs de l'ensemble E, on a
ce qui s'écrit, avec les notations usuelles,
Nous allons montrer quo/? pcul ramener le cas de la convergence uniforme au cas de la convergence normale. En effet, soit une série uniformément convergente. Donnons-nous une suite de nombres positifs décroissants et formant une série convergente
D'après l'hypothèse de la convergence uniforme, nous pouvons trouver un entier n^ tel que l'on ait
puis un entier /?) > n„ tel que
et d'une manière générale un entier ///>> /i/_i tel que
I S„_ — S I < a/+.i- Posons
on peut écrire, pour « = i , 2, . . .,
U/=(S„,-S) — (S„,._,— S), d'où résulte
I U/I^a,--;- a/-Hi < 2 3c,-.
D'autre part, U; est la somme d'un certain nombre de termes consécutifs de la série donnée. On peut donc, par un certain groupement de termes consécutifs de la série donnée, obtenir une série normalement convergente
Uo, U., ..., U,, ....
SF.nilCS l)K l'ONCTIONS IIKKM.KS IT COMI'I.KX KM.
Rn rlVcl, les t(>niics l , ;'i |);ulir(lii scioiiil, sont rcsprcliN ciikiiI |)Iii-i |irlil> en iiKxliile (iwc \vs Icrincs de l:i si-nc cooNrij^ciiU;
■l'Xi, ■?.y..i, ..., ■?.'x„ ....
23a. J (friables rrrllrs. — Une sérir dont les termes sont fonctions continues d/' une ou plusieurs variables réelles x, y, ... dans un domaine D, et qui est uniformément convergente dans ce domaine, a pour somme une fonction continue dans ce domaine.
Considérons, en cilel, une série renijDlis.sanl ces conditions :
Ui{x, y, ...) -h...-4-«„(a", jK, ...)-*-
Soit /(j, r, . . .) la somme de cette série. Donnons-notis un nombre positifs. On peut déteiniiuer un entier n tel cpie Ton ail
On a, en appelant S„ la somme des n. premiers termes de la série,
Or, S/, étant la somme d'un nombre fini de fonctions continues, est elle-même fonction continue. Soit (.Tq? J o? •••) im point du domaine D ; on peut trouver un nombre a tel que les conditions
\x — Xo\<'J., |j'— JKo|<a,
entraînent
I S„(.r, y, . ..) — S„{xo, JKo, •• •) I < ^■
D ailleurs, on a
|H„ï.r,j^, ...)|<£, \RJxo,yo, ...)\<^.
Cela posé, on peut écrire
/{x.y, ...j— /(.ro, jor •••)= Sn(x,y, ...) — Sn{3^o,yo, • • •)
-r- K„0, y, ...) — Rni^O, yo, ■..}.
Le second membre est plus petit en module que 3s, d'où
Comme t est arl)itraire, il en résulte que la fonction f(.x,y\ ...) est continue.
Une série de fonctions continues peut être convergente pour tous les points d'un certain domaine sans que la somme de cette série soit
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une fonction continue dans ce domaine. Prenons, par exemple, la série
Supposons que x soit positif. Nous avons une progression géométrique de raison dont la somme est
^ i-h ce
Cette somme (i -\- x) tend vers i quand v tend vers zéro. Mais, si l'on fait a: = o dans la série proposée, on voit que tous ses termes sont nuls; donc sa somme est nulle. Si donc on donne à x des valeurs positives tendant vers zéro, la somme de la série tend vers i et non pas vers sa valeur pour x ^ o.
23(5. Drrival/on . — Considérons une série dont les termes sont des fonctions d'une variable réelle .r avant des dérivées, et qui est convergente pour toutes les valeurs d un intervalle. Soit
cette série. Je dis que, si la svric des dérivées
est normalement corner ne nie f/ans l' intervalle, elle représente la dérivée de la série donnée.
D'après l'hypothèse, il y a une série numérique convergente a,, ao, ...,a«, ... telle que l'on a
Donnons-nous un nombre positif s, et prenons un entier n tel que 1 on ait
a„-Hi-,-a,;4-2-H. . .< £.
Soient /"(.r) la somme de la série donnée, '-5(r) la somme de la série des dérivées. Si l'on désigne par S,^ la somme des n premiers termes de la série donnée, la somme des n premiers termes de la série des dérivées est S^^, de sorte qu'en désignant par x et x -\- h deux
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vaK'iii'S (le I inlt'iN aile, n()ii> nmiNons ('•ciirc
ii,( a- -t- // ) — it,( :r )
ll'i( jr i\
D aprrs la fonmilc des accroissemciils liiiis, on a
— '- = it',{.r -+- 0 A ) ( o < 0 < I ).
Donc le ternie relatif" à Tinclice /. sous le signe 1' est |)liis petit en module (|ue 2 a,. La somme des Icrnies sous le signe S est inlerieure en module à
et. par suite, luféiieuie à :>.î.
Cela posé, si nous faisons tendre h vers zéro, la première différence du second meudjre de ( i) tend vers zéro. Donc, cjuand \ /i \ est mféiieur à un certain uoiuhre, le second membre, et par suite le premier, est plus petit en module que 3î. Gomme î est arbitraire, .cela veut dire que, quand h tend vers zéro, le premier membre tend vers zéro. Donc f {x) est continue et a pour dérivée 'j(-^).
Ce résultat s'étend au cas où Ion suppose seulement que la série («') des dérivées est uniformément convergente. En elfet, opérons dans celte série un groupement de termes consécutifs de façon à obtenir une série (U') normalement con\ergeute. En groupant de la même manière les termes de la série donnée, on obtient une série (U) telle que chaque terme de la série (U') est la dérivée du terme correspondant de la série (U). En appliquant aux nou\elles^ séries le théorème précédent, on voit que '^. somme de la série des^ dérivé(\s. est la dérivée de /*.
Intégration. — Soit une série
f(T)=^Ui{x)^a,(x)-^...
uniformément convergente dans un intervalle (a, b) et dont les termes sont fonctions continues d une \ariable r dans cet intervalle. Je dis qu'on peut l'intégrer terme à terme.
En elfet, donni)ns-nous un nombre positif t. On peut dt'terminrr un entier p tel qu'en posant/f-r ) =z a^ -t- u^-i-- • ■-— n,, -r K,^, on ait^ li. - II. 3
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pour n >■ /'.
On a, en intégrant de a k b les deux membres de Téqualion précédente,
/ /(x)dx= I Uidx^ I u-2 dx ->-. . .-^- I u,idx-\- j H„ rfar.
La dernière intégrale du second mcnd)re est plus j)etite en module que t{h — a). Si donc on failcroîlre /? indéfiniment, elle tend vers zéro.
Donc la série de terme général / m„ dx est convergente et a pour somme linlégralc / J\x)dx.
On démontrerait de même qu'on peut prendre terme à terme l'intégrale double ou l'intégrale triple d'une série uniformément convergente de fonctions de deux ou trois variables réelles dans un domaine donné.
238. Séries de fonctions de variables complexes. — Considérons une série
«1, «2j • • •) "re> ■ ■ • >
dont les termes sont fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes z, z', s", . . . quand ces variables sont respectivement à l' intérieur de domaines A, A', A", ...de leurs plans. Supposons, en outre, que cette série soit norn^alement convergente. Je dis que sa somme S?/,< représente une fonction liolomorphe des variables complexes z, ^', s", . . . pour tout système de valeurs de ces variables intérieures respectivement aux domaines A, A', A", ...et qu'on obtient les dérivées de celte fonction en dérivant terme à terme la série donnée.
Donnons-nous un nombre positif /• et considérons la région A du plan des z. Désignons par A, l'ensemble des points de cette région dont la distance à un point quelconque de la frontière G de la région A est plus grande que /•, de telle sorte qu'un cercle y de rajon /■, ayant pour centre un tel point, est tout entier intérieur à A, Remarquons que si l'on choisit à l'avance un point intérieur à A, en prenant le nombre ;■ suffisamment petit, on obtiendra une région A, contenant ce point.
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Soient de même A',, A". .. . les enscmMes de points des régions \', A", . . . jouissiiMl (le l;i iiK'iiH' propriété relativement à ces régions.
Considérons un système de valeurs f/, a\ n" , ... altrihuées à s, z', z" , ..., appartenant res|)eclivement à \,, A',, A'j, .... I^e eerele v de centre a et de rayon /• étant tout entier dans la région A, nous avons (n" S'a?, p. 2'i)
à Un
àa
a, a , a . . . .) = — :— / (Iz
D'après l'hypothèse, a„ désignant la horne supérieure de | u„ |, la série de terme général a„ est convergente. D'autre part, sur le cercle y, on a | c — « | = /•, d'où
Uniz, a', a", . . .) I ^ «n
et, par suite, la longueur de v étant 2-/-,
u„( z, a', n", . . .) dz
On a donc
(z — ay-
du„( a^ a . rt",
arr = 27:
ôa
On a de même
I ùii„i a . a, a",
ôaJ
diiaia^ a . a" .
Oa
Séparons les parties réelles et les coefficients de i en posant a = X -^ iy, a ^= x' -\- iy\ .... m„ = P„ -i- « Q„.
On a alors
âa ôx dx 6y dy
Par conséquent, les dérivées par rapport à x, y., x'., y' , . . . des
fonctions P„ et (),, sont au plus égales en module à '' •
D'autre part, comme | P„ j fi y.„. [ Q„ | ^ y.„, les séries de fonctions de variables réelles SP„, SQ„ sont normalement con\ ergentes, donc représentent des fonctions continues; posons
Considérons les séries
^ âx ' Zd Or ' ' ' ' ' ces dernières séries, ayant leurs lernies au plus éinaux en module à ceux de la série convergente 2^~''' ^'^^^^ norinalemcnt convergentes.
Elles représentent donc des fonctions continues ipii sont les dérivées des séries SP„. -Q„. On a, par exemple.
^ = y 'Zi!i' ,
OX ^mà dx
dO _ ^ 6*Q„ ôx ~^ ^ ôx
De plus, des relations d liolouiorpliie
dx Oy dy ôx
on déduit les mêmes relations |)Ouiles séries correspondantes ^ Ox ^ ^ Or ' ^ dy " ^ dx '
Donc P et O, en tant (|ue lonctions de x, y. satisfont aux conditions d'iiolomorphie, et la déri\ée de P -f- i() = ^H/, par rapport à a est
dP
dx
•^ — y îiE^ _u -y ^^ — "V '^""
Ox Jmà dx Zd dx ^^ Oa
En résumé, ^u„ est une fonction liolonioiplie des variables complexes rt, «', a'\ ..., et sa dérivcc par rapport à chacune des variables s'obtient en dérivant ternie à terme la. série donnée, le résultat étant établi pour tout système de valeurs a, a', a", ... tel que a soit intérieur à la région A, a' intérieur à la région A\ a" intérieur à la région A", etc.
La série > — ? en vertu de ce ciue 1 on a -t— <" — > est norma-
.^J Oa . ^ I da /•
lement convergente dans le système de régions A,, A, , A",
Je dis qu'e/? tout point intérieur à A, A', A", .... Ut dérivation terme à terme de la série donnée peut s^ effectuer indéfiniment.. Admettons-le pour toutes les dérivées jusqu'à l'ordre n; admettons aussi que les séries des dérivées d'ordre n sont normalement convergentes dans un système de régions A,, A',, A,, .... Dans ces conditions, cliacjue série des dérivées d'ordre n peut être traitée comme la série -^/«. Donc toute dérivée d'ordre [n -\- i) s'obtiendra en déri-
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vnul Icrnic ;"i Iciiiir iiiic des .sctIcs (lfri\(''<'s d'ordic n . le n''siill;il <'l;inl valal)le pour Loiil système de valeurs «, a', a'\ ...intérieures à A,, A,, A',, .... De plus, les séries obtenues sont normalement convergentes dans un système Ao, A',, A'Jj, .. . situé par rapport à .\,, A',, A^, ... (M)iunie ce dernier est siuu' |>;u' rapporta A, A', A", .... Le procéilé de récurrence s'appiicpie donc.
Enfin, si l'on clioisit à l'avance un poinl intérieur à A, A', A", . . ., on peut laire en sorte que ce poml soit intiM'icur à Ao, A!,, A'.',, ...; cela achève d'établir la proposition.
Une série uniforme ment convergente de fonctions Itolomorphes de 5, c', ... représente une fonction holomorphe, puisqu'elle peut, par groupement de termes, se transformer en une série normalement convergente.
!239. Intégration. — Soit une série
f{z) = Ui-t- Uo
dont les termes sont fonctions liolomorplies d'une variable complexe z dans un domaine A et qui est uniformément convergente dans ce domaine. f{z) est, d'après ce qui précède, fonction holomorphe. Prenons à l'intérieur de A un chemin L allantd Un point;:,, à un |)oint z. Considérons les intégrales le long de L des fonctions w,, u-,, . . ., u,i
et f. Etant donné un nombre positif e, il y a un entier/? tel que l'on a, pour /i>>/?, en désignant par R„ le reste de la série arrêtée au
terme.
et cela en tout point du domaine A. Nous pouvons écrire dans ces conditions, comme R,, est holomorphe.
/ f{z)dz= I nidz-^...-h I Undz-^ j Rn On a d'ailleurs
dz.
f l\ndz
< £ loiiiïuenr «le l'arc L,
de sorte que, si n croît indéfiniment, cette intégrale tend vers zéro; la difïerence entre le premier membre de l'équation précédente et la somme des n premiers termes du second tend vers zéro. Par consé-
quenl, la série dont le terme général est / u„ dz est convergente et
a pour somme l'inlégrale / f(^z)dz. Cela re\ienl à dire qu'on peut
intégrer terme à terme la série donnée. Nous constatons, en outre^ que la série des intégrales est elle-même uniformément convergente, et que, si la série donnée est normalement convergente, il en est de même de la série des intégrales.
VI. — Séries entières à une variable
240. On appelle série entière par rapport à ;; une série de la forme
(i) «0+ «15 H- ao^^-f-. ••— rt„5"-+-. . .,
les constantes a et la variable :; étant des nombres complexes. Posons a\^= \a,i |. Considérons la série auxiliaire à termes positifs
où p recevra des valeurs positives ou nulles.
Si la série (2) converge pour une valeur attribuée à 0, elle converge pour toute valeur inférieure à celle-là. 60/^ Ro la borne supérieure des nombres p tels que la série (2) soit convergente ; Rq peut être nul, égal à un nombre fini positif, ou à +co; la série (2) est convergente si o<^Ro, divergente si 0 ^ R^ ; désignons par Co le cercle de centre O et de rayon R^ (dans le cas de Rq fini).
Je dis que la série (i) diverge en tout point z extérieur à Cq. Supposons en effet pour un instant que la série (1) soit convergente pour une valeur z de module R, >> Rq, alors le module du terme général de (1), soit 6f)^R'^, tend vers o quand n croit indéfiniment; donc les nombres a„V\" sont, quel que soit /«, inférieurs à un nombre fini A.
Prenons Ro tel que Ro <C Ro <! Ri ; on a
Donc la série de terme général a',^V\", a ses termes au plus égaux à
(W ^ ri ^ \ 5 qui est une progression
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géoinéliKiuc (l(''('iniss:mi(' : donc hi si'iie ('>,) converge pour ]r nombre \{, supérieur à !{„. conliMii-euieiil ;i l;i (Ifrinilion de l»„; l;i proposition est dénionlrée.
Soll inainlenant (dans le cas de l^,)I>t') ^ ""^ cerele (Je centre O et de rajon Pi^Bo; la série de terme général «„R" est convergente; quand le point z est dans G, on a | c 1 1^ R, d'où | a „ z" \ ":! a]^h." , la série (i) est donc normalement convergente dans G; d'ailleurs, chaque terme de (i) est f'oncliou liolomorphe de c, donc ( n" 238) la série (\) représente une foacMion /"(s) liolomorphe en tout point intérieur à G, les dérivées s'ohtenant en dérivant terme à terme la série (i). Gomme on peul prendre 1\ aussi voisin (pToii veut dc'Ro, le résultat est valable pour tout point intérieur à Go, et l'on a l'énoncé suivant :
La série (i), dans tout l'intérieur de Go, est convergente et représente une fonction f[z) holomorphe de z dont les dérivées s'obtiennent en dérivant (i) terme à terme. Elle diverge en tout point extérieur à Go-
Le cercle Go est dit cercle de convergence de la série entière (i), Ro est le rayon de convergence. Pour les points du cercle de convergence, il y a doute en ce qui concerne la convergence de la série.
Quand Ro = -|-30. la fonction f{z} est holomorplie dans tout le plan.
Quand Ro=^ o, la série (i) n'est con\ergente que j)our z = o.
On peut intégrer la série (i) terme à terme dans Gq. Soit en effet z un point intérieur à Go; intégrons le lerme général a,iZ" le long du rayon O:; -, on a
;« dz = —
La série (i) est normalement convergente dans tout cercle intérieur à Go; on peut l'intégrer terme à terme le long de O- (n° 239); cela montre que la série
est convergente en tout point intérieur à Gq, el représente une lonction primitive (\ef{z).
24L 11 résulte de ce qui précède que, si la série (i) admet pour
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rayon de convergence Ro, la série dérivée, savoir
a aussi pour i*ayon de convergence Ro- En eflet, son rayon de convergence est au moins égal à Rq ; mais il ne peut lui être supérieur, car, en revenant à la première série par intégration de la seconde, on trouverait pour cette première série un rayon de convergence supérieur à Ro.
D'une manière générale, une série entière et toutes ses séries dérivées ou intégrales ont même rayon de convergence.
EtanI donnée la série entière (i), je dis que son rayon de convergence est (-gai à la plus petite limite de la suite
en convenant de remplacer dans celte suite pai- + ce un terme correspondant à un coeflicient nul.
Soit en effet R la plus petite limite de cette suite. Supposons d'abord R fini et positif. Etant donné un nombre a <! R, prenons A tel que p < A < R.
D'après une [)ropriété de la plus petite limite, à partir d'un certain rang dans la suite (3), on a
par suite
— = > l ou a'„ < -^ , va,, '■
h est plus petit que i, donc'les termes de (2) sont plus |)etils que les
termes d'une progression géométrique décroissante. Par suite, la série (2) est convergente pour 0 -< R.
Si, au contraire, nous nous donnons un nombre p > R, on peut, quel que soit l'entier /?, trouver n >/> tel que
j^-= < p ou «'„ p" > I .
11 y a donc, dans la suite (2), et cela indéfiniment, des termes plus grands que i . Donc la série (2) est divergente pour p >> R.
Par conséquent, la plus petite limite R de la suite (2) est égale au rayon de convergence de la série (i).
si;nii;s i: nui; mes a im: \\iii\iti.i
Si R est nul. du ;i|i|)I|([(|(' -<(iilciiiriil hi ><'((tii(lr pititif (lit l'.iisdnncmeiit. S'il est égal à + ce. du ;i|i|)Ii(|ii(' I;i prcmicie piiilic
2-42. Nous a\oiis \ii (|n une sc'-rie cnlirie |)enl on un pDint du cercle de convergence être convergente ou non. Je dis f|iie, si /a sr/ir est convergente pour un point z^^ du cercle, et si un point z se flrplace sur le rayon Ozq en restant à V intérieur du cercle et en tendant vers z^^^ on a
\\mf{z)=f{Za),
c'est-à-dire qu'^Y y a continuité le lona du rayon. Pour établir cette propriété, nous allons d abord établir le lenime sui\ant :
Lemmk n'AcKL. — Soient a^, a,, . . ., a^, . . . des quantités réelles ou complexes, en nombre fini ou infini, telles que toutes les
sommes
sont inférieures en module à un nombre A. Soient d' autre part
des nombres positifs décroissants £(,, S), .... tp Je dis que
Von a
(4) I Soao— îi2:i — • • -—^p-J-p I < îoA.
En efl'et, nous avons
^0 ^^^ ^Oi . ^I =^ -^I Jç>i • • • 1 "^p ^^ ^ p — ^ p—\ 1 • • • )
doù
£o^O~i~ -1 ^I "^ • ■ •"*" -/^ ^Z' = ^0 Sii-^- îl( S] — So) -H. . .-r- £/)( S/, — Sy,_i)
= So(îo ^l) -r- Si (El — 12) ~î~' • •
Par hypothèse, toutes les dillerences Sq — -i < -1 — -2? • • -^ -/)-< — */> sont positives; elles sont multipliées par des nombres So, S(, ..., S^_i, Sp inférieurs en module à A; on a donc
I Eo^o-t- Si^'i-r--..-!- '-p^p i < A Ceo— îi-^ £1 — ^î-t-- • --i- ïp)= Ae„.
L'inégalité (4) est donc établie.
Cela étant, revenons à la série entière
Formons /'(:;o) et ./( >*>^o )•. >*- élant un nombre positif plus petit que I. que nous ferons tendre vers i. Dans ces conditions, t-z^ re-
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présente bien un point variable tendant vers z-o sur le rajon O^^o et restant à l'intérieur du cerele de convergence. On a
(6) /(>^2ol = rtc-4- a,X-3oH-. • .-t- «„À"So -+-
La première série étant convergente, à tout nombre positif e on peut faire correspondre un entier p tel que, pour n >/>, le reste R,, de cette série soit plus petit en module que t. Par suite, h étant un entier positif quelconque, on a, si n >/?,
Ceci s'écrit
Appliquons le lemme précédent en remplaçant les quantités ag, a,, . . . , y.p par
,- -«+1 ^ ^'1 + 2 ri , -n+k
et les quantités £o' ^i ' • • • •> -p P^r
) «-Hl / « +-2 > «-t-/j .
on a, par application du lemme, la quantité désignée par A étant ici 2£,
Laissons Ai fixe etjfaisons croître h. Le premier membre de cette inégalité a une limite qui est le reste R,j de la seconde série (6), Cette limite est donc au plus égale à 2c. Ecrivons alors, en posant /= S„+ R«,
f{lzo)~f{zo)= S„(Xso) — S„(Zo)^-R„(Xzo)- R„(5o).
On a, quel que soit n >>/? et quel que soit A,
|R«(-o)|<-, |R„(Xi;oj| <2£.
La différence SnO^^-o) — S„(:;o) est un polynôme en X qui tend vers o quand À tend vers i. Donc |/(A2n) — /(-o > | peut être rendu inférieur à 4^5 en prenant ), assez voisin de i. Comme e est arbitraire, cela montre que/(A.3o) tend vers/(.3o) quand À tend vers i, ce qui établit la proposition.
243. Séries entières réelles. — Il y a lieu de considérer le cas où les coefficients a^, cii, ... et la variable z sont réels. On reconnaît
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(luuno i>(-v\c (Miliùre de (-(itc (oiiiic, (iiToii appelle série entière réelle, a un mleivalle de eouvcrgence détermine (^ — li„, + Ko)- ''^"fesl converj^eiile en loul pomi intérieur à eel inlervalle, divcrgenlc en tonl point extérieur; il v a duule |)our les exlréinitf'vs de l'intervalle.
Une telle série représente dans son inler\alle de convergence une fonction continue avant des dériv(''es de tous les ordres qui s'oblicnncnl en la dérivant ternie à lernie.
!2ii. Létude des séries entières montre que ces séries représentent des fonctions holomorplies.
Nous allons maintenant démontrer que, réciproquement, toute fonction holomorphe est représentable [)ar une série entière.
Série de Taylor. — Soit /"( :; ) une fonction d'une variable complexe ;, dont on sait qu'elle est holomorphe dans un cercle C de centre a (contour compris) {fig. '^i); x étant un point quelconque
Fig. -il.
intérieur au cercle C, on a la formule
HT. L Z — X
Ecrivons
En tout point du cercle (>, on a
de sorte que, en vertu de la théorie de la division étendue aux fonc-
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lions de variables complexes. peut se remplacer par la pro-
gression géométrique décroissante
d'où
fiz) ^ {x — a)'\f(z)
Considérons cette dernière relation. En tout point du cercle C, la série du second membre est normalement convergente. En etrel, soient M une borne supérieure de [/"(r)], r le module de x — a, R le module de ^ — a, c'est-à-dire le rajon du cercle C.
Le terme général de cette série est en module plus petit que ^^^^ > qui est le terme général d'une progression géométrique décroissante. Donc la série peut être intégrée terme à terme sur le contour C, et l'on a
f(x\=-^ f JJJ2ÉÎ ^ _^ y r(-r — ayfiz)dz •^ 'ii~J^^ z — x li- Zd j^ (^_a)"+'
ra = 0, 1, ...
Rappelons que nous avons trouvé (n" 227, p. 'x-i) ■
,, , r rf(z\dz . ,^ n\ r f(z)dz f(a)=^ ■- , f<M) a)=—r- / -^ -*
d'où, en sul)stituant dans l'égalité précédente,
C'est la série de Taylor.
On voit que toute fonction /(:•) holomorphe à V intérieur et sur le contour d'un cercle de centre a est représentable à r intérieur par une série entière en ( z — a).
245. Série de Laurent. — Supposons qu'une fonction /(:;) soit holomorphe dans la couronne comprise entre deux cercles C et G' de centre a et de rayons R, R' (R'<:; R) {fig. 22).
Etant donné un point x intérieur à la couronne, prenons; un cercle y de centre x intérieur lui aussi à la couronne; on sait que l'on a (n" 22o)
Jf. z — x J z — x Jy z —X '
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les trois cercles C, C, y éUinl parcourus dans le scn> [(«•■^ihl; or.
jirili'yrale de -_ le l<iiii; de v csl égale à :>.i7Z fix). On di-duii
donc de ( i)
Fig. 22.
I)é\eloppons séparémenl les deux inli'grales du second membre. Pour la première, remplaçons ^ — ^ par la m('"me somme que précc-
demment, c'est-à-dire par y
r — Cl}' /( J )
, cette série étant
encore normalement convergente. Pour la seconde intégrale, comme
on a sur le cercle C <
nous écrirons
/(z) ^ f(z) ^ fis)
et, en développant en série convergente la quantité
obtient
Soit M la borne supérieure de |y(^) | dans la couronne.
Le terme général de cette série est en module plus j)etit cpie
qui est le terme gênerai d une progression géométrique
{x — a)i'-^ décroissante. Donc la série est normalement convergente.
En intégrant terme à terme ces deux séries et en substituant dans l'équation qui donne /(■x), on obtient
_ _j_ -^ r {x — ay>f(z)dz i ^ r(z — a)i\f{z)dz
On a ainsi pour /{:r) un développeuicnt de la forme
/(a;) = Ao-+- A, (a; — a) -+-... -f- A„(j- — «)«-+-.. .
les coefficients A et B étant définis par les relations
■HT. Je (z—a)"+^ ' -i-i-J^.. •>
Pour tout point de la couronne où elle est holomorphe, /'(-s) se présente ainsi comme la somme de deux séries, la première entière
en ;; — a, la seconde entière en -; • C'est la série de Laurent.
VII. — Fonctions e~, %\\\z, ç.o%z
2i(). 1mi applicjuant la formule de Tajior (t. I, n" 121, p. i 17) à des fonctions réelles, on peut obtenir de ces fonctions des développements en séries entières. On a, sous certaines conditions, en appliquant la formule de Taylor au cas de .r = o et mettante au lieu de A, la formule de Maclaurin :
f{x) =/(0) -f- -/'(o) +. . .-+- ^/(«'(o) -4- -^—-7 /«+"(Oar).
S'il se trouve que, x étant fixé, le reste — : f^"'^^'>{nx) tend
vers zéro quand n croit indéfiniment, on en déduit que la série de
terme général — t/^"H^) '^^^ convergente et a pour somme /(x); on
a un développement de /(x) en série entière.
Un cas dans lequel on est assuré que le reste tend vers zéro est celui où les valeurs des dérivées de tous les ordres sont inférieures en module à un nombre A. En effet, dans ces conditions, le reste R«
x"~^^ x"~*~^ est en module plus petit (lue A r- Or, r tend vers zéro,
car c'est le terme général d'une série convergente (le rapport d'un terme au précédent, soit ; tend vers zéro
^ ' rt-4-I j
VII. — l'ONCTiONS e-^ sin«, c.os;;. \n
Comme exemples de fondions rcmplissinil (c^ condilioiis, on i»cul citer les trois foiK^lions de variables réelles ^•', sin.r, cosx. Pour siiu; et cos.r, les (léri\ées de Ions les ordres sont au plus éj^ales en module à I. Quant à e-^\ les valeurs de toutes ses dérivées sont égales à c-^ et forment par suite un ensemble borné.
Cliaeune de ces trois fonctions est donc rcprésenlabic par une série entière; la formule de iMaclaurin donne
eX = 1 H H 1- . . . H r -f- . . . ,
I 3! ^ ' {-y.p^xy. '
247. Soit maintenant z une variable complexe. Considérons les trois séries entières suivantes :
I 1.2 ni
( )n reconnaît que ces trois séries sont convergentes quel que soit 3, car le module du rapport d'un terme au précédent tend vers zéro quand n croît indéfiniment. Chacune de ces séries re[)résente donc une fonction de la variable complexe z qui est holomorphe dans tout le plan. Nous constatons de plus que, si :; reçoit une valeur réelle Xj les fonctions obtenues sont identiques respectivement à e-^, sina:, cosx. Par définition, lorsque z est une variable complexe, nous désignerons ces trois Jonctions par e=, sin^, cos:;.
coss est une fonction paire, sin :; une fonction impaire.
En prenant les dérivées des trois séries, on trouve (e^y=:c'^, .(sins)'= cos:;, (cos5)'= — s'inz.
Je dis que l'on a
gZ qZ' — e3+-',
:; et z' étant deux c[uantités complexes quelconques. En eircl, les séries représentant e~ et e^' sont, quels que soient z et z', deux séries absolument convergentes. On peut leur appliquer le tliéorème de la multiplication des séries (n" 232, p. 28). Ordonnons les ternies du
produit en groupant ensemble tous les termes de mémo dei^ré li par rapport aux variables z et z' . Le terme général ainsi obtenu est
-Il -' -/(-l ~'i -//— 2 -■/!
Ii\ \ (h -^i\\ ' -il (Il — -x)'. Ii\
ou encore
ll\ OU
On a donc
!2i8. R.emplaçons ô par iz dans le développement en série de e-.
Les termes de rang impair constituent le dévelop|)ement de cosx;,
les termes de rang pair constituent le développement de /sine, d'où
la relation
e'- = cos^ -+- j siii .3.
En remplaçant r par — :;, on a
g-iz =00
doù, par addition et soustraction,
e'~ — e-'- . e'- — e- (\) coss = j '•\nz = —
coiz — i s\nz.
En élevant au carré ces deux expressions et en ajoutant, on obtient
cas- z = I ,
Il existe pour sin:; et cos5 des formules d'addition identiques aux formules relatives aux variables réelles. Pour établir ces formules, partons de la relation
c'est-à-dire
(cos^ -T- /sin 2) (cos^'-i- i sin^') = cos(5 -t- ,s') -i- i siii (^ -i- ^'j,
ou, en développant le premier membre,
, , \ COS.SCOS.S' — sin^sinc'
( -1- i(sin 2 cos^'-4- sinj:' COS5) ^ cûs(2 -4- .3 ) -i- t sni (^ + ^ ). .
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llccnvons la riièiiif (V)riiiulo en cliaii^eaiil z cri — z cL z' en — z' \ il vient
l cos^cnsc' — siiiô«in:;'
} — t( siii j c'dsc'-f- sins' cos;; ) = cos(;; -f- c') — i ■<\\\( z -¥- z' ).
Ajoutons et retranclions iiuMiihif ;~i mcmhrc les r(;latif)ns (aj et (3),
il \ ient
coi{z -h jz') — cosz cosz' — sin;; sins',
sin ( j -t- c' ) = sin;; cos^'-*- sin z' cosz.
Ce sont les mêmes relations que pour les variables réelles et, du même que pour les variables réelles, on en déduit toutes les relations qu\)n obtient en trigonouK'trie.
On désigne par eos byperbolique de :; et sin hyperbolique de :;, ce qu'on écrit ch:; et sli::;, les fonctions suivantes :
chz
-Sf '
sliz
(2yO-t-l)!
2i0. Considérons la fonction e^, et mettons^ sous la forme x-\-iy. X et)' étant réels. Nous avons
g: = e-c+'r = e-''e'r = e-*'(cos jk -f- i sin j^).
La partie réelle de la fonction e' est donc e^'cosjj^, le coefficient de L est e-'sinj^. Comme e^ est positif, le module de e" est e'^, so/t argument est y à un multiple de 2- près. Quand :: augmente de 2/-, le module de e= ne change pas. son argument augmente de 27:. On exprime ce résultat en disant que e^ admet la période 2 ir^.
On en déduit que eJ- et e^'-' admettent la période 2-; par suite, d'après (i), il en est de même de coss et sin:;.
Cherchons d'une manière générale à résoudre l'équation
u étant une quantité donnée. Distinguons deux cas. i" M ^ o. Posons
Il = o(c.osfo -\- i si 11(0 ) ^ p e'^.
Nous savons que. si :; est de la forme x + iy, e' a pour module e^ et pour argument >-. Pour que les deux nombres complexes e= et u soient égaux, il faut et il suffit (pie leurs modules soient égaux et que B. — II. 4
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leurs arguinenls dillèrenl d'un multiple de 3-. (J)n doll donc avoir
e-*' ^ p, y = M -T- 'i/cT ( /.• entier).
La première équalion détermine .r et donne
Lo désignant le logarillnne né|)érien (t. 1, n"* 73, p. 65); la seconde donne pour y une infinité de valeurs.
2" M=z o. 11 n'y a pas alors de nombre l'éel x tel (|ue Ion aile-^=o. l^e problème est impossible.
^oO. JNous déliniron^ les lonclious lang; et cot:; par les formules
ïiiiij cos;:
laiiirô = » colz = —. •
CDSC sin z
La première est définie pour toutes les valeurs de c, sauf celles pour lesquelles on a cosz =o, la seconde est définie pour toutes les valeurs de :;, sauf celles pour lesquelles on a sln:; = o; Or, on a C0S5 = o (piand on a
giz _^_ g-iz _ (j on ^2iz = — I ^ ,
fl Ton a sin:; = o quand on a
e'~ — e-'- = o ou e"-'^ = i . D'ailleurs, en posant toujours z = x -\- iy, ou a
Donc, pour ces points exceptionnels, on doit avoir \e-'^\ =:e~^^;= i, d'où y = o, ce qui montre que z est ?-éel.
Ainsi, les seules valeurs de z qui annulent cos^ ou sine sont les \aleurs réelles de x qui annulent cosx ou sin.2;, savoir z =^ - -]- /ctz pour cos z et c = k— pour sine (A" entier).
On reconnaît que les fonctions tange et cote sont impaires et admettent la période —, d'après les propriétés de cose et sine.
VIII. — Fonctions multiformes : l^og^. z"^, arctangj, arcsin^.
2ol. Nous avons ^u que lécjuation
e" - z = z e'<^, si p ^ o, a une infinité de racines différant entre elles de multiples
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de 21—. Rein;ir(jiionsi](|iic, dans le cas de c ic'fl el [xisiill, mic de ces racines esl le noini)!!; IjO (cf. !.. I, n"* (52 cl l'A).
D'une manière générale, cliacune de ces racines csl dite le iofii^arithnic de z. Nous désignerons rensemble de ces valeurs par Loge. D'après cela, on a
U = I-iOf^Z = Lp -+- t(to -4- -x/cTz).
Imaginons <|u"on parle duii point :;o <'" pli^n», dislinel de Tongiiie, parsuile tel (pie le motluK; p,, de ce poinl soil dilFérenl de zéro. Choisissons pour Log^o n'ïc délerminalion en lixanl l'argunienl, soil (o„. Cela élanl, si un poinl :; se déplace dans le plan en parlanl de z^ el endf'crivaut une courhe (pielcontpie sans passer jamais |)ar l'origine, la délerminalion de rargumenl de :; qui pari de too varie d'une façon conlinue el a pour chaque poinl de la courbe une valeur délerminée. La délerminalion de Log2 qui pari de la v.ilcur Loq + fcoo esl donc j)0ur cliacjue poinl bien délerminée el varie d'une manière conlinue.
Fis. 23.
Prenons deux deini-droiles pirlanl de O el considérons rune des régions R du plan limitées par ces deux droites {fii^. 23). Si z se déplace dans celle région el revient à son poinl de départ, la détermination de l'argument lo qui part de coq reprend sa valeur initiale; en effet, la variation de cet argument est égale à un multiple de 2 7c; or, elle est plus petite que l'angle formé par les deux droites qui limitent la région R, angle qui est lui-même plus petit que a?:. Donc celte variation est nulle, et par suite la détermination de Loge qui part de la valeur Loo-h«o)o re|)rend celle valeur (piand :; rexieutà son poinl de départ z^^.
Supposons maintenant que :; décrive un contour simple fermé entourant 1 origine. La détermination de l'argument de c. ipii csl égale
à oJo quand z est en ^o? devient égale à o>o+ 2 -quand z revient en .^o après avoir parcouru une fois le contour dans le sens positif. Si ;; décrivait le contour dans le sens négatif, cette détermination dexienilrait ioq — 2—. Dans tous les cas, la détermination de 1 argument varie de 2-, et la délerminalion choisie jjour Log:; varie de 2/7:.
On est conduit à considérer toutes les déterminations de iM'jiz comme les déterminations dijj'crenles d'une même fonction, cjuon dit être une fonction multiforme, ces déterminations étant susceptibles de s'échanger entre elles quand z se déplace dans le plan d'une manière continue.
Le point o autour duquel se permutent les déterminations est dit point critique [)our la ionction Loge.
Lne détermination u de Loge est. dans la région R, dont on aura enlevé la |>iirlic contenue dans un cercle de centre o et de rayon s, une fonction à détermination unujue. autrement dit uniforme. C'est une fonction inverse (n" 218, p. li^) de z = e"^\ c'est donc une fonction holomorphe de u et sa dérivée est
- -' pli
252. Si ;; et z' sont deux valeurs de la variable z telles que
z = oe'^, z' — p'e'<^', on a
Log;; -+- Lo^-s' = Lpp'-H t [a» -4- w'-r- xi Ix -\- k' )~\.
Or, le produit :;;' a pourniodiilc op'et pour argument w + to'. On a donc
Loy^zz' = Log^ -I- Log^',
en entendant par là que la somme de deux déterminations quelconques de Loge et Loge' est une détermination de Logée'.
253. Si Ion considère la fonction Log(e — « ), où a est un nombre complexe donné, en posant e ^ a + e', on reconnaît que a joue pour cette fonction le rôle que joue o pour la fonction Loge.
Elle a une inlinité de déterminations dont chacune est holomorphe dans une région obtenue en menant par a deux demi-droites quelconques, en prenant la portion du yjlan comprise entre ces deux demidroites après en avoir retranché un cercle de centre a et de rayon £. On en déduit, par exemple, que chacune de ces déterminations est holomorphe dans un cercle du plan ne contenant pas le point critique a.
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l'.ii |»iirli(iilicr. ;i|t|»li(|iii)n.s ce r<';siill;it .m •m-' il*- o :::= — i. ()m \oil que cliiu|iu' délcriniualioii de [^o^(i-i-c) esl linluinorplic thiiis Irjut. cercle de centre O'el de ravon plus petit que i. (^etle d<'lermiiialiuii esl donc déveIo|)pable en série de Tajlor, !<; développeineni <'l;m( valable pour tout point inUM'icur au cercle C <le rayon i. Prenons, j)ar exemple, la délei'ininalion cpii s annule pour ^ = o, et clierclions son déveloj)peinent. On a
f(z)=-^, f'[z)= ! — -, ..., /«)(;;, = (_,y'-i^ZLZLii:,
d'où
/>t)(o) = (— i)"-i(rt — i)!
r.a lorniule de Tajlor donne donc
le développement étant valable pour tous les points intérieurs au cercle C, réserve étant faite pour les points du cercle. En particulier, le développement est valable pour toutes les valeurs réelles de z inférieures à I en valeur absolue.
l2o4. Nous allons faire maintenant létude de la série sur le cercle <le convergence.
Deuxième lemme d Abel. — Soit «o? <'^f« •••• '^^/»< ••• f^'î^ suite infinie de quantités telles que les sommes
sont toutes inférieures en module à un nombre A. Soit d'autre
part
Ko, ai, . . . , a,,,
une suite infinie de nombres positifs décroissants et tendant vers zéro. Je dis que la série
(2) aoao-i- «ix, -4-. . .-F a/,a/,-^. . .
est comergente.
\\n. edel, la somme
qui est égale à S„+^ — S„, est en module plus petite que 2 A. Donc.
par application du premier lemnie d'Abel (n" 242, p. 4i)? on a
Soit S„ la somme des n -\- \ premiers termes de la série (2). Cette inégalité sécnt
Quand n croît indéfiniment, aAa,,^, tend \ers zéro. Donc la somme S,; satisfait aux conditions du théorème de Cauchy (n" 210, p. 4) et, par suite, a une limite; donc la série (2) est convergente.
255. Cela posé, étudions la série de terme général ( — i)"~' — sur le cercle de rayon 1 . On a sur ce cercle
z = cosO -+- i siuO = e'O, z" = cosnO -t- i siti /i6,
0 désignant langle du rayon variable O:; avec Ox. Nous sommes conduits à étudier les séries
cos-iO cos3 6
cosO sin6
En changeant 0 en 9 + tt, ces séries se changent, au signe près, en , cos';>. 8 cos3f)
COsO H 1 h. . .,
. „ sin>. 6 sinSO
sin6 H 1 ; h. . ..
Nous allons montrer c|ue les sommes suivantes :
cosO -t- COS2Ô -I-. . .-H cosn6, sinO -I- sin •>. 6 H- . . . -I- sin/( 6,
sont, quand n Aarie, bornées en module, quel c|ue soit 0, excepté pour les valeurs de la forme 6 = 2/7:. Partons de l'identité
Dans le second membre, le numérateur est en module plus petit que 2. Le dénominateur est diflérent de zéro si 0^2^71. Donc, en écartant le cas de 0 = Ak-, on a
vm. — K(tN( iiiiNS Mil m <)iiMi:.s. et, en iciiiphiciiil 0 |)iii' — 0,
Or. oïl a
cosO -r-. . .-r- cos/iO = - ( <?''0 -i- . . . — e"''^-i- e-'O-i-. . . -(- ^-"'0 ,,
sinO -H. . .-t- «innO = —.( e'^J -+-... -+- e"'^ — e ''^ — . . .— e-"'ô >.
Donc les deux soinines (|iii lii;iirpnl dans les pienders menihies de ces relations sont borni'-es fjuand a \aiif. (3n en déduit, par a[t|>li(alion du deuxième leiuine d Ahel, la convergence des séries suivantes :
^ cos>. 6 cof!/iO
COS tJ -1 h ... H ■ f- . . . ,
inO
sinaO sin/tO
et, par suite (en remplaçant 0 par fj + -), la convergence, pour
(j ^ (2// + i)-, des séries
. COS -2 6 , . C0S/l6
(i) cosO _...-+-(_ i)'i-i -—...,
s in /iO
ft
si II 7,
(2) sinO — ^ i-. . . -i- (— i/'
Pour 0 = (2/,-+ I ITT, la série (2) a tous ses termes nuls, mais la série (i) est divergente (série harmonicpic 1. Donc la série
est convergente sur son cercle de convergence, sauf pour c = — i .
On a vu (n" SiS, p. 4 0 cjne, si unt^ série est convergente en un point du cercle de convergence et si un point variable tend vers ce point du cercle en se déplaçant à l'intérieur du cercle sur le ravon correspondant, la \aleur de la fonction sur le cercle est la limite de ses valeurs sur le rayon à l'intérieur du cei'cle. D'autre part, la limrtion Log(i +^) est continue cjuand 5 se déplace sur le ravon. Donc il y a, en tous les points intérieurs au cercle et en tous les points du cercle, sauf au point z =^ — i. égalité entre Log(i -r ^) et la série précédente, la détermination de Log^ étant celle qui s'annule
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en niènie teiDps que z. En résumé, on a, si | :; | ^ i et ; ^
Log(i -+-2)= 1 --(-...-(-(— I )"-• H. . .
2o6. Quand z est égal à f'^, on a
I -1- 2 = I -f- cosO -!- i sinO = a ces - ces — f- « sin
Plaisons varier 0 entre — t: et H- t:, les valeurs extrêmes étant exclues. Dans ces conditions, cos - reste posilil: donc on a
I I -(- z I = 2 cos - •
(hianl à rarguinenl de i + c, c'est -• Par conséquent, l^og(i -\- z)
2 cos- 1 et. pour coefficient de i, — f- ik^z.
Mais, d'après le dé\eloppement en série de Log(iH-c), la partie réelle de Log(i + :;) est la série (i), le coefficient de i est la série (2). Nous avons donc, pour — 7: << f) <C tt,
I / '^ \ f, cos?.0 L ( 2 cos - I = cosO
inO
sin'B
Considérons la formule (3j. Une valeur (juclconque de f), augmentée d'un multiple convenable de 21:, donne une valeur 6„ comprise entre — t: et -h ~, et qui, par suite, xérifie la relation (3); on a d'ailleurs
On
cos «6 := cosnOo,
Donc, quel que soit h :^ {ik -\- \)t., on a
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série «lu second membre est converj^en te (|ii<l i\nr so'ilH ^ ('.*./,■ -}- i)-. I3'aill('uis. pour 0 =^['i.k H- i )-, les termes de la série sont lous niil>. V.n n'-suiiK', hi srri'p convt'rar (jupI que soit 0 et représenl'- mii<' eerlaine fonction /(^i) jouissant des propriétés suivantes :
l'our — - < 0 < -, on a /( 0) = -•
Pour 0 ^ — - et 0 = -, on a /(^O ) = o. Par conséquent, si nous posons
y(0) est représentée dans l'intervalle ( — -, +•::), les limites étant exclues. [)ar un segment de droite avant pour équation r = - et par deux points isolés correspondant à ces limites (//^. 24).
Fi
Comme /'(f)> est une fonction périodique et admet pour période 27:. on voit que. géométriquement, ./ (^ » sera représentée par une succession de segments de droites et de points isolés. Nous avons là un exemple de fonction discontinue représentée par une série de fonctions continues.
2o7. Fonction :■"'. — z étant un nombre comjilexe quelconque diflerent de zéro. /// un nombre complexe quelcon(|ue, nous poserons par définition
Log :r étant lune quelconque des déterminations de la fonction logaritlimique définie précédemment. Remarquons que cette relation est bien vérifiée dans le cas où ; est réel et |)Ositif. et m réel. Log3 étant remplacé par Lz {cf. t. 1, n'" ()!2 et 73). Dans le cas général, soit
z = p(co<cp -I- j sincp), m=p-T-iq.
On a alors
Il y a pour z'"- une infinité de délerminalions. Dans toute région du plan où une détermination de Log^ est fonction holomorphe de z, :■"' est aussi fonction holomorphe de :;.
Considérons en particulier le cas où m est réel; nous avons q = o, d'où
Si p est entier, on voit qu'il j a pour zP une seule détermination.
Si p est fractionnaire et é<ral à une fraction irréductible -> deux
déterminations différentes de zf diffèrent |)ar le facteur r'P'^''~. Cette quantité peut prendre s \aleurs distinctes, il v a donc pour zP s déterminations. Ces déterminations se permutent l'une dans laulre quand :; décrit un cercle de centre O, car, dans ce mouvement, 1 argument de z augmente ou diminue de a?:.
Si p est irrationnel, il y a pour zP une infinité de déterminations.
Sauf dans le cas où m est entier ^ o, le point z = o est critique.
Dans tous les cas, une détermination de :;'" a une dérivée que nous allons calculer. On a, comme z'" ^= ^my.ue:^
la détermination de c'"~' étant obtenue en prenant le même argument que dans la détermination choisie pour :;'".
258. Vu lieu de s'", considérons la fonction (l^-^)"^ G est le point z = — I qui est point critique pour cette fonction, comme 5 = o l'est pour la fonction z^K Dans tout cercle de centre O et de rayon plus petit que i, (i + z)^ est holomorphe. Il en résulte que le déveloj)penient en série de Taylor est valable à l'intérieur du cercle de rayon i . On a
/'(s) = md-f- 3 )'«-!,
f"(z) = ni( m — i)(ï -^ z)
/'Pi (z)= ni( m — ij. . .(/?i — /) -f- i)(i -H z)"*~i'. Prenons la détermination de ( i + ^)'" qui est égale à i pour
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:; z=: c). ( )n voit <[iic, pour :; ^ o, /*, /', _/', ...,/'' prennent res[»f( tivenienlles valeurs i , «<, /ti[/n — i ), . . ., ni (ni — \ ). . .(m — /> ■+■ i >. d'où
/)> nt( m — i) ^ ni( ni — \). . .( ni ^ p A- \ \ ^
C'est la série Ji/ Innonic; elle est applicable pour | :; | <; i.
2o0. La fonction ;'", quand m n'est pas entier, donne un exemple de fonction multiforme. Prenons, pour fixer les idées, la fonction
q étant entier positif. Avec les notations précédentes, nous aurons
- / 'z, -~ -t.k- . . o -~ ik- \
z'J = s7 cos ■: h i sin -i •
Cette fonction a. comme nous lavons vu. </ déterminations qui s'obtiennent en donnant, à l'entier k. (j valeurs entières consécutives, par exemple les valeurs o, i, 2. .... q — i. Une détermination de ii correspondant à la valeur k se change, quand le point z décrit dans le sens positif un cercle de centre O. en la détermination correspondant à A -j- I . u est donc une fonction multiforme à q déterminations, ayant pour point critique 1 origine.
t2(>0. Pour prendre un autre exemple, considérons la fonction a définie par l'équation suivante :
u^^^ (z — ax){ z — a, ) . . . ( 5 — a,^ ),
rt|, a-x-, ..., dp étant des nombres complexes distincts. Quand z est distinct de «,, a-xi . . -, cip-, il y a deux valeurs distinctes de u satisfaisant à cette équation. Posons
On a
«2 =, ,., ,..^. . _r^^ gM0,+ 0.+ ...-+-9^).
U a donc toujours pour module (/'i r.^ . . -rp)'. Soit H largunienl de u.
iH est 1 argument de a-, mais n.'- a aussi pour argument
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à un multiple de 2t: près. On a donc
26 = Oi^62-f-...-+-0/,-f- -ikr.,
d'où
Suivant que k est pair ou impair, on a deux séries de valeurs pour 8 et, par suite, deux déterminations opposées pour a. Quand :; décrit un cercle de centre <7, ne contenant aucun des points «05 • • •? a p, l'argument 0) varie de 2-; donc H varie de r, chacune des déterminations de u se chang^e en l'autre. La fonction u est donc une fonction multiforme à deux déterminations, avant pour points critiques les points «, , «j, . . ., ap.
Fonction arc tang:;. — Nous définissons la fonction
u = arc laiigz par la relation
z = langM.
En remplaçant tangw par sa valeur ( n" 250, p. 5o), on obtient l'équation
j f>iii ç-iu e'-'" - I
- e-'" f(e-'"-f-i) qui, résolue par rapport à t-'". donne
g'itu — - __ ,
i — iz i — z d'où
U — : I.Og
■Il l ^-
Nous prendrons donc par définition
I , arc tang^ = — ; Log' ■Il
arc tang^ est ainsi une fonction multiforme. Cherchons ses points critiques.
11 y a point critique pour Log . et, par suite, pour arctang^
si l'on a
z =ZÏZ (.
Dans un cercle qui ne contient aucun de ces points, toute déter-
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ininalKiii du Loi; el. |);ir suilc. de ;irclani;\; csl li(»l(iiii(»i plie. (hi;iu<l 3(lf('nl lin |Miit ('«'iclc ;iiil(iiir de I un de ces |)oia(s, la iN'Iciiniiiii tiou cliolsie |)()iir Ir l>oi; anyinenlc de zii 2 /t:, la dt-LenninaLlon correspondante de are langj augmente de in-. IJailIcurs , comme :; = tang// admet la période -, il est sur (pie //. a une infinité de déterminations ditlérentes entre elles de niullipics de t:. Cheicli<»ns la dérixée de arc tanjir. Nous avons
z'u = i -r- laii^-a, doù
Toute détermination de arc tang5 est holomorphe à l'intérieur du cercle de centre O et de rayon i, puisque les seuls points critiques sont sur ce cercle. Pour avoir le déveloj)pement en série entière de arctang;, remarquons cpie nous avons immédiatement celui de la dérivée ; on a, en ellel, pour | - | <C h
d'où, par intégration.
arc tangs =
la détermination de arctang; ainsi obtenue étant celle qui sannule avec 5, et le développement étant valable pour | ;; | << i . On arrive au même résultat en partant de la formule
arc taiig- = — r [ Logd ~y- iz ) — I.ogi i — iz )\
et des dévelopj)ements
Los(i -h iz)= 2^ (29^1),
Lo<^(i — iz) = y — (5?= — i).
Cette méthode montre que le développement de arctangc est valable sur le cercle de co/n-e/s^^ence, sauf pour z = ±: i.
En particulier, pour x réel et tel que — i<a:^i, le développement représente la détermination de arc tangx qui s'annule avec x.
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2f)2. Fonction arcsiu:;. — ÎNoiis déliiiirons la fonction
u = arc si 11 c paj- la relation
I ^2ui — j
z = SI II M = —^(c"" — e-"') =
il ■ -Me"'
Posons e"'=: t ; l est donné par la relation
ii z I = t- — I
on
t- — -xi z t — I = o,
d'où, en résolvant cette équation du second degré,
t = iz±i \f\ — Z-.
On a donc
M = - Lu;;/ = - \.og{iz dr /i — z-) .
On voit qu'il y a poui* ;/ une induite de déterniinalions se groupant en deux séries suivant le Mgiie choisi devant le radical. D'ailleurs, la quantité dont on jirend le Log ne s'annule jamais, car il laudrait pour cela que l'on eut
(iz)2=i — c-, d'où 1 = 0.
Les seuls jioinls critiques de u sont les points ^ :^ =b 1 , jiour les- (juels il y a échange de déterminations pour le radical.
Pour avoir la dérivée de «, appliquons le théorème des fonctions in\ erses ; on trouve
' _ JL _ ' -'
Toute détermination de arcsin:; est holomorphe à l'intérieur du
cercle de centre O et de rajon i, par suite, est développahie en série
entière dans ce cercle.
Pour avoir ce dé\ eloppement, cherchons le développement de la _i dérivée (i — z'-) ' par la série du binôme. Le terme général est
(— !)/'(— |)(—?— I )...(— i—/>-+- 1 )='-p _ 1 .3. ..(i/? — pz^/'
JLu inte"i"ant la série 7 — j y on a le développement
» À^ -il' p\ ^^
cherché :
arc sin ô = H. . .-1 , r . . . ,
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le dévcloppcniciiL éliiiil valable à l'iiilérieiir du (•ciclc de ia\()ii i il la détcnninalion considérée étant la délcrniiiinl nui dr ,\\i>ii\z i|iii s'annule ave<" :;. Ku jiai Ik iiIki . puni- ./■ réel et coiiiidi^ riili»; — i et -r I , le dé\ eloppeinenl est \alahle et rej)r('seiite la lonelion réelle aicsina: qui s'annule avec ./'. On eonslate, de j)liis, (pie la si-rie est converi;ente pour ji" = riz I ; le dé-\clii|»peiiiciil sapplii|iic donc encore à ces valeurs, d après un raisoniieniciil dépi employé ( n" !2o.j, p. 55 j.
203. Applicrtlion à l' iiitcgralion des /raclions radonneLles. — Celte ('tude montre Tanalogie qu il j a, d'une part, entre la lonelion logarithmique et les lonctions circulaires inverses, d'autre part, entre rexponentielle et les lonclions trigonomélriques.
Reprenons, au point de vue complexe, l'étude des fractions rationnelles ; une telle expression est une somme d'éléments de la forme
A , ,. , , , 1 A • Lmtei^rale (le cette expression est — si o > i
et A Log(^5 — <7) si /> = 1 .
Pour rattacher ces résultats à ceux (jn'on a acquis dans le cas des variables réelles (t. I, n° 96, p. 83), supposons qu'on o|)ère la décomposition d'une fraction rationnelle à coefficients réels en éléments simples, sans réunir ensuite les éléments correspondant aux racines imaginaires conjuguées. Soient, par exemple,
M 1 -H Ni f iM 2 — No i M/, -4- Si, i
Ml — >it ISlo— M.,t M/,— A/,t
X — y. ^- 'ji [ X — 2 + 3 / )- ' ' ' [ X — a -H ^ i)'^
les termes correspondant à deux racines imaginaires conjuguées d ordre A, a -t- |j/, a — [jf.
Nous avons, comme intégrale des termes dont le dénominateur est de degré ).(A^2), à un facteur numérique près,
{x — OL — '^ i )>'-'^ ( J- — a -i- ^A )5--'
La somme de ces deux quantités est réelle.
Quant aux termes dont le dénominateur est de degré i, ils donnent
i Mi -^- .\i i) l-ogi X — a — !: « ; n- ( M , — ^\i) Log(,7- — a -<- '^i \.
Soient o le module et 'i rargument de la cpiaiitité x — a -h |j /, on a
p = y/( j- — a »- -h [i^^ cp = arc laiii; — '■ ,
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et l'expression précédente devient
(M,-f- N,i)(Lp — /tp)^- (M,— NiOd.p + iç),
c'est-à-dire, après réduction,
■xMi Lp -I- •iNitp.
On retrouve les résultats précédenmicnt élahlls.
Comme cas particulier, rappfdous les formules suivantes :
/— :3=^ = L ( 07 -+- y/ 1 -f- x^j, I — z= = aie sinx.
\u point de vue des variables complexes, ces deux formules n'en forment qu'une seule, à cause de l'identité de la fonction arc sin avec la fonction Log. On passe de l'une à l'autre en changeant x en ix.
IX. — Généralités sur les fonctions analytiques
26i. — On appelle fonction analvlic/ue une fonction (l'une variable complexe z qui est bolouiorplic au moins dans une certaine région, sauf en certains points exceptionnels.
Un point a tel que la fonction analjticjue f{z) est holomorphc dans un certain cercle de centre a est dit point régulier poury(3) ; on dit que f{z) est régulière en a. On sait (n" 2ii) que dans un tel cercle /"(s) est représentable par une série entière en (5 — a).
On di^^eWe fonction entière une fonction analytique qui est régulière en tout point du plan, c'est-à-dire liolomorplie dans tout le plan.
Citons, comme exemple de fonctions entières, les fonctions e^, sin 3, cosî, cli^, shc, un polynôme en z, ou encore toute série entière obtenue en multipliant les termes de la série e^, par exemple, par des nombres arbitraires dont l'ensemble des modules est borné.
265. Théorème de Liouville. — Une fonction entière dont le module est borné se réduit à une constante.
En elFet, soit y (s) une fonction entière dont le module a pour borne supérieure un nombre fini A. Celte fonction est développable
z" en série entière en.:; ; le terme général du développement est —. f^"'> [o).
On a, pour n ^ o,
f{Z)dz
., ,, n\ rf{z)d
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Y t'taal un cercle (|iielcoiu[iM' de <eiili c ( ) ; soil li le raj'oii de ce cercle. Evaluons une limite supérieure du modide de /'"'^ (o). On a
Comme R jieul être pris aussi grand que Ton veut, le second memhi-e peut être rendu aussi petit que l'on veut; donc, quelque soit /^,/^"^ (o) est nul. Par suite, dans le développement de Tajior,
tous les terme-; sont nuls à jparlir du second : /"(^) se réduit à une constante.
26(k Etant donnée une (onction analytique /"(v), tout j)oint non réj;ulier pour cette fonction est dit point singulier. Nous dirons que a est un point singulier isolé poury(c) si l'on peut trouver un cercle de centre a dans lequel n'existe pas d'autre point singulier que a.
Une première catégorie de points singuliers est constituée par les pôles. On dit que a est un pôle d'ordre p pour /(s) si la fonction (:; — a)P/{z), p étant un certain entier positif, ailinct a comme point régulier et tend vers une valeur différente de zéro quand c tend vers a. Dans cette hypothèse, la fonction (5 — a)Pf(z) est liolomorphe dans un certain cercle de centre a ; on a donc un développement de la forme suivante :
Bo
A partirdu (p 4- i Y*""" terme, on a une série entière en z — a, de sorte que la fonction /*(^) est représentée dans un certain cercle de centre a, en mettant à part le point a. pnv un développement qui comprend une série entière en :; — «et un nomhre fini de fractions rationnelles. On voit que, quand z tend vers a, le module de/ augmente indéfiniment.
On appelle pa/'lie pj'incipale du développement de y (;;) l'ensemble des termes fractionnaires.
267. Prenons comme exemple une fraction rationnelle irréductible
— — -• Elle a comme pôles toutes les valeurs de z qui annulent Q, l'ordre
de cliaque pôle étant le degré de multiplicité de ce point en tant que racine de Q. En eflet, si a est racine d'ordre p de Q_{z), on peut
poser
Qiz) = (z-a)i'Riz) [R(«)^o],
de sorte que l'on a
Dans un cercle de centre aeldc rayon assez petit, R(:;) est diffé-
rent de zéro; donc ^rr— r est fonction lioluinornhe dans ce cercle et a
une valeur dillerente de zéio au point c/. Donc ce point a est pôle
d'ordre p pour -- •
Comme autre exemple, prenons la (onction
cos z
col z = -: :
sin z
on reconnaît que l'on a
sin z = z 'l (z),
•i>(s) tendant vers i lorsque z tend vers zéro. Donc ^cot2 est fonction holomorphe de z au voisinage de l'origine. Par suite, z = o est un pôle d'ordre i pour cot z.
268. Un pôle, pour une fonction analytique, est un point singulier isolé. — En effet, si a est pôle d'ordre p pour f{z), cette fonction /(z) est égale, dans un certain cercle C de centre «, à la somme d'une fonction holomorphe de z et de l'expression
B,,^ Bi(^ — a) + ...-l-B,,_i(^- a)i'-'^ ( z — a)i'
laquelle est le quotient de deux fonctions qui sont holomorphes dans tout cercle C contenu dans C et ne contenant pas a. Donc f {z) est holomorphe dans les mêmes conditions. Il n'y a donc pas dans C de point singulier autre que a.
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269. Une roiiclion analylique est dite mcromorphe dans une certaine région si, dans celle région, elle n'a [)asd'aulr<!s |)oinls singuliers que des pôles. Par exemple, une ("raclion ijilioniiclle en z rs\ foiichon niéroniorplie dans lonl le |d;iii, car elle ne cesse d'circ ré-gidirtc fnTcii un pôle.
Dans un domaine, borni', les pairs d' une Jonction méroniorplusont en nombre fini, car, si cela n'était pas, il y aurait (t. I, p. 42) un point A tel que lonl cercle de centre A contiendrait une infinité de pôles; Ane serait donc ni un point régidier, ni un pôle (qui est nécessairement is(dé).
Remarijuons (|ue, si f{z) est analytique, son inverse '0{z) = -: — -
l'est aussi (n" !21o, p. ()). En un j)oint a où f{z) est régulière et ^irt'érente de zéro, cp (;:) est régulière, l'.n un point a tel que
fiz) — (z — a)P<h{z), p étant positif et 'l [a) étant dilîerent de zéro, on a
oiz) = '— T^,
<i est donc un pôle d'ordre p pour ci ; on dit que c'est un zéro d' ordre p pour/". Inversement, un pôle d'ordre /> pour /est un zéro «d'ordre/) pour cp. 11 résulte de là que Les zéros d^ une fonction analytique, c'est-à-dire les points pour lesquels elle est nulle, sont des points isolés, puisque ce sont les pôles d'une fonction analytique. •On en déduit aussi que, dans un domaine borné, une fonction méromorphe a un nombre fini de zéros.
270. Tout pDiiil singulier d'une fonction analylique qui uest pas jpôle e%l à\l point singulier essentiel. Jl y a lieu dt-tudier d'abord lies points singuliers essentiels isolés.
Soit a. un point singulier isolé. Traçons un cercle C de centre a ne contenant pas d'autre point singulier- que a et un cercle C concenitrique et intérieur à G. Dans la couronne comprise entre ces deux 'Cercles, f{z) est liolomorplie et par suite dévelo{)pable en série de Laurent ( n" 24o, p. :\(\). Comme les coefficients du développement ine dépendent pas du rayon de C, le développement est valable en tloul point intérieur à C autre que a. Ainsi, étant donné un point singulier isolé a, f{z) est représentable en tout point intérieur à lun certain cercle de centre a, sauf au point a, par un développe-
ment de la forme suivante :
/(^) = Ao-i- Ai(5 — «)-(-.
Si les termes fractionnaires de ce déxeloppenienl sont en nombre
limité, a est un pôle et réciproquemenl. Il n v a point singulier
essentiel cpie si ces termes sonl en nombre illimité.
Prenons, par exemple, la lonclion e". On reconnaît que Ion a en tout point, l'origine étant mise à j)art.
L'origine est un ))oinl singulier essentiel isob- pour cette fonction.
"271 . Point à l'infini. — il peut a- avoir lieu dY-tudier une fonction aiialvli(pie /"(:;) (piaud r croît indéliniment. On pose pour cela
et Ton ('■ludie la fonction _/"( —\ = Z'(z-') au voisinage du point ::'^o.
Sui\ant que ce j)oinl est régulier ou singulier, Z(''ro ou p(')le pour cp(5'), on convient de dire que le point à V infini du ])lan des r est poury(;) un point régulier ou singulier, un zéro ou un pôle.
!27;2. Prolongement analytique. — Etant donnée une fonction analyticpie liolomorplie dans un certain cercle C de centre <7, soit b
uu point intérieur à ce cercle {Jig- aô). On sait que, dans G, 'la fonction est représentable par une série entière en z — a, soit P(5 — a). Or, il existe un cercle de centre b tel que la fonction est aussi
\. — ncsiiiis. (if)
h(tlomor|ilu> diiiis ce ccrclo, <lc suiic (jii il cxi-,!!: pour |.i loin lion un clévelojt|)iiiiriii en sc-n'c entière en :; ■ — h. >(»il ()('c — h), il peiil arriver que celle «Icinière série ;iil |ioiir (•ciclc de cniiNfr-ciKT un «erclc C rearcrnuinl une |);n"tie exl('ii<nre ii (>.
Les deux développenienis V(z — r/), i){z — h) représenhni l.i même fonction /(3) tl;in> \;\ parlie eornuiune à (î el (','. Hn dil (pic CCS deux séries sont \e prolongement (tnalylifjui' Wuw de I autre, et que ce sont deux éléments iVunc nn-me fonction analytique.
Parlant de ("/. on pourra répéter la même opt-ralioii, et ainsi de suite. On peul ;iiiisi dc'-linii- une lonelion analvti(jue dans toute la région du plan dont les points sont intérieurs à l'un au moins des cercles d'une série C, C, C", ..., deux cercles consécutifs ayant toujours une partie commune, i/opération que Ton ellectue ainsi ■s'appelle [e piolongement analytique de la fonction donm-e.
X. — Résidus
273. Soit a un point singulier isolé pour la fonction f(z). Considérons ( n" âio, p. 46) le coefficient B, de dans la série de
Laurent qui représente^ ( ^) dans un cercle ■' de centre a. ne contenant pas (Tautre |^oint singulier que a. On a
,B,= 4^ //<.,rf=
■ou encore
Le nombre 1ji est dit le résidu de la fonction relatif au point singulier a.
274. Théorème DES iiÉsinus. — Soitfiz) une Jonction analytique considérée dans une région R dont la frontière est un contour simple Ca. f étant régulière en tout point de C et ayant dans la région R un nombre fini de points singuliers^ a, b, .... /
Évaluons l'intégrale i f(Z)dz. Pour cela, de eliacun des |)oints • (.
singuliers a, 6, .... / comme centre, décrivons un cercle (pu ne contienne pas dautre point singulier tpie son centre. Soient 0^,
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Ci, . . . , C/ ces cercles. On a (n" !22o, p. if))
I f{z)dz= f/(z)dz-^f/(z)dz-^...^ ffi^)dz, Fis. afi.
car/(s) est régulière en loiil point de la rt''i;ion oljleniie en enlevant de R ces difTérenls cercles.
D'après le n" 273, en appelant A, B, . . ., L les résidus de /relatifsà a, b, ...,/, la formule précédente donne
ff{z)dz = 'li-iK ^ B -f-...-4- L).
Ainsi r intégrale de f prise dans le sens positif le long de C est égale au produit par iItz de la somme des résidus relatifs aux différents points singuliers contenus dans R. C'est le théorème général des résidus.
27o. Considérons le résidu relatif à un pôle a d'ordre i . H y a dans le développement de / un seul terme fractionnaire; son coefficient, qui est le résidu, est donc certainement différent de zéro. C'est la limite, pour z =z a^ de l'expression (5 — a)f(z). Supposons, par
exemple, que/(z) puisse se mettre sous la forme d'une fraction Tyr^- >
a étant zéro simple de Q et n'annulant pas P. On a, dans ces conditions,
Q(s) = (^_ajR(5), R(a)^o.
Le résidu relatif à a est -=r-^ • Or, on déduit de la relation précé-
dente
Q'(z) = Riz) ^(z-a)W(z},
d'où, en faisant z = a.
Q'(a) = R(rt),
de sorte que le résidu est égal à 7J—-I • ^ ^ Q(«)
Si a esl |)ùlc croidrc p >• i pour /, le rcsidti csl le rof^nieictil de (:; — a)P~^ dans le développernetil de la fonction holomor[)he
{z — a)Pf{ z ).
Il convient de reinarcpier (|ue, dans le cas d'un pôle d'ordre supérieur à I ou d'un j)oint singulier essentiel, le résidu peut être dillerent de zéro ou nul.
276. Supposons que J\z) soil niéromorphe dans la région R, c'est-à-dire n'ait pas d'autres points singuliers que des pôles. Considérons l'intégrale / , " ' dz. La fonction*^ ne peut avoir pour points
singuliers que les zéros et les pôles àc f. Soil a un pôle ou zéro dey. On peut poser, dans les deux cas,
cp(<2) étant fini et difterent de zéro. Si /.» «< o, a est un pôle d'ordre égal à — p\ si/> >> o, rt est un zéro d'ordre p. On a, par dérivation logarilliinique,
IL ^i. ^ p
f cp c — a
La fonction — est régulière au point a, de sorte que la fonction =-j
admet a comme pôle simple, le résidu correspondant étant p. On en conclut que, si f possède dans la région R, limitée par le contour simple C, h pôles et k zéros, chaque zéro ou pôle étant compté avec son ordre de multiplicité, on a
f'{^)dz
.. =z -ii-ik — h).
277. Le lliéorènie des résidus a de nombreuses applications; il permet, par exemple, d'évaluer certaines intégrales définies réelles. Prenons la fonction
giniz
m étant un nombre positif. Celte fonction admet comme points singuliers les deux points / et — i. Considérons le contour formé par une demi-circonférence de rayon R > i et un diamètre A' A de cette
demi-circonférence {fig- 2j); on a, d'après le ihéorème des résidus,
AlîAA
Fig. 27.
11/ élaiil le résidu relalif au j)()inl singulier z = /. (jomme i esl une racine simple de i -|- c-, on a
d OÙ
et, par suite,
Jf gimz f — dz — Tze-"'.
ABA-A
D'autre part, évaluons directement l'intégrale prise d'abord le long de la derai-circonférencc ABV, puis le long du diamètre A'A. On a, sur le cercle,
z = R(cosO + /sinO),
d'où
giinz — ; gOTR(/cos6 — sin6i_ I giinz I ^^ g— mRsinb •
m sin9 reste positif ou nul sur la demi-circonférence ABA', d'où
I e"«= |li,
et, comme le module de la somme z- -h i est supérieur ou égal à la différence des modules R- — i . on a
X. - iu:sii)is
d'où, la loii'iiK'iir tic; \BA' riiiiil r.W,
<lz
1tA\
( )ii voil (lue, (Miiiinl II i;r.iii(lil 1 iiilihiii iiiriil . le iiioijiilr ilr I int*'gi'alc |)i'is(' le ioni; (!<• hi ijcmi-ciiroiiti rené»' VHV Iciid \<ts /,(;iu.
D';nll(Mirs, on ;i. (l'upics ( 1 ),
• A 11 A A ^ ■ ' . 'au A' '
Sur le (liamèlre A' \, :; est réel: <louc
dz
dz.
ar'-l- I
Si nous faisons <;i;iu(lir I! uulélininient, la rolation ( 2) donne, à la limite,
dx = T.e-'".
En séparant dans (;ette intéyi-ale la partie réelle et le eoefficient de /, on a
cos m X
dx,= -e-'",
dx = o .
La seconde de ces relations est évidente si Ton remarque que la fonction que l'on intègre est impaire, et que, par suite, les deux parties de l'intégrale concernanl les intervalles ( — ce. o), (o, 4- 00 ) ont une somme nulle.
La première relation donne la valeur d une intégrale définie réelle.
278. Comme autre application du calcul des résidus, considérons la fonction colz. Elle a pour singularités les zéros de sins, qui sont (n" 250, p. jo ) le> mulli|)Ies de -; chacun d'eux est zéro simple pour sine. En effet, nous laNons constaté pour e =: o, et la propriété en résulte pour les autres à cause de la périodicité de sin:;. Ainsi cot:; est une fonction méromorphe qui admet comme pôles simples tous les points z = k~.
Soil a \i\\ point qu( Icoiupie tlu plan distinct des points k~. Prenons un carré V de coh-s paiallMes aux axes et de centre O, qui contienne à son intérieur le point a et flont les intersections a\ec ().r
soient de la forme x =:± (m -\ — Jtt, m étant entier ( /ig'. 28). Appliquons le théorème des résidus à l'intégrale
f colz , I CIZ.
Jr z — a
Fig. 58.
coiz
La fonction _^ a pour pôles les pôles de cot^ et le point 5 = <2.
Les pôles de cot:; contenus à l'intérieur de F sont les points o, ± tu, ± 271, . . . , rtr nnt. Le résidu K^ relatif au point z = /nz est égal à
( Z /iTZ) cote
iim
Z=hT.
Posons s = /<7i H- r-' ; on a
,. (z — hiz) col.
ou encore
iim
R/, = lim
z' cot( At: -\- z'} 'z'=o II- -^ z' — a
= lim
si 11 e' A 71 -t- 3' — a h- — a
Pour le point s = a, le résidu est colrt. Par conséquent, on a, par le théorème des résidus,
r col;
dz = -îiiz cota -7
li = 0,±i.
Cherchons maintenant à évaluer direclement l'intégrale du premier membre. Ecrivons
X. — RKSIDIS
d'où
cote
r col :; /• c<.l z
I dz = I (fz -1- a
col z
La première inléj;rale du second membre est nulle; en efl'et, est une fonction |)aire de 3 et le contour Test symétrique par rapport à l'origine. Donc deux éléments du contour symétriques par rapport à O donnent deux éléments d'intégrale dont la somme est nulle.
Eludions la seconde intégrale lorsque F s'éloigne ind<'finiment. Evaluons le module de col;. On a
.e' cols = i —
ou, en remplaçant r par x -+- rr,
e~y( cos^ -i- i sin.r ) -h eJ( cos:r — i sin:r )
e-y(cosT -H i %[nx } — eJ'(cosa7 — i sinx)
{ ey — e y ) sina- -i- i(ey -\- e-y) cosa?
cet;; = i
coli =
( ey — e -y ) cosa: -h i( ey -+- e~y ) sin:r '
d'où, en prenant le module du niittit'raleur et le module du dZ-nominaleur.
'iey — e-y)- sin^a- -+- ( ey-i- e-r\* cos*a? cotr ' — ' '
(ey— e-y)^ cos-:r -1- ( e-' -h e-y)'- %\n.''-x
e2.v_j_ e-iy — 2 cosaa"
Cela posé, considérons d'abord {^fig- 28) les côtés AB et DC. Sur
ces côtés, nx est de la forme (2m. H- i)?:, cos2J7 est égal à — i; donc
on a, d'après (3),
1 col- I < I.
IVenons maintenant les côtés BC et AD, et remarquons que Ion a toujours, en vertu de — i ^cos2^^ i ,
Sur BC et AD. cette limite supérieure du module est constante
puisque j' est constant. Quand j>^ croît indéfiniment, elle tend vers i .
Par conséquent, en se donnant un nombre plus grand que 1, par
exemple 2, il est possible de prendre m assez grand pour que l'on ait
en tout point de F
I cet- I < 2.
D'autre pari, si m est assez grand, on a, pour tout point :; de F,
Supposons toutes ces conditions remplies, et évaluons alors une limite supérieure du module de la seconde intégrale du second membre de (2). On a ijig- 28), comme | ; ! ^OH,
d'où, la longueur du conlour étant 8 OU,
coiz
dz
<«0"ôTP
Quand OH grandit indéfiniment, le module de cette intégrale tend
donc vers o, par suite aussi celui de / — dz. Va\ nous reportant
à l'équation (i) et faisant grandir m indéfiniment, on obtient lim / cola -\- ^
\ 1. rt _l_ .
d'où, en mettant z- an ]i<'n de r/, et en réunissant (pour h y£ o) les deux termes
en un seul, savoir
lim / cot5
On en déduit le développement
col^ = -
XI. — Séries entières à plusieurs variables
279. On appelle série entière à plusieurs variables (trois, par exemple, x, y, z) une série de la forme
-Aa,ri,ya7='j'P3r,
les coefficients A et les variables a?, j', 3 étant des nombres complexes.
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Si I (III coiHiiiil iiii svslrmr de Iioin inniil)rcs iidsilils 15. 1'»', [{" lels (|uo lu sf'rie
(2) 1| Aa,[i,v|H*I^MV'Y
SOll coii\f'ri;enlc, on rcconiiiill (|ii('. |h)iii- loiil sy>lriiic de v;ilciir.s x, y. :■ lies variahlcs Irllo (|iie
(3J l^-l-K, IJ'UIV, \z\ R",
la série (1) a ses termes au pins <''^aiix en nioduic à ceux de la série niiinéri(jue con\ergeiite ( 2 ). Donc la série (i) est normalement converi;ente dans le système de cercles tléfinis par les équations (3), el représente une lonclion liolctmorplie de x, y^ z (pMiid X, y, z sont dans ces cercles. Par application des théorèmes généraux, celte fonction est dérivable terme à terme indéfiniment, en chaque pointa;, y, z, tel que | ,r | < R, | r | < R', | :; | < R" (n" 238, p. 66 ). De même, si I on a une série de la forme
et si l'on connaît (ies nondtres [\. R'. R" tels (pie la série (2 ) soit convergente, on en déduit que la série (3) i"eprésenle une fonction holomorphe de x,y, z, lorsque ^"i y, z sont, dans leurs plans respectifs, à l'intérieur des cercles de centres jc^, j'o, :;o et de rayons R, R', R".
280. Béciproquement, soit une fonction y'(a;, j^, z) de plusieurs variables complexes, holomorphe par raj)p(nt à ces variables lorsque x, y, z font partie de certains cercles de centres Xq, t'o, ^0 <Ians leurs plans res|)eclifs. Faisons d abord un changement de variables de façon à prendre pour origine dans chaque plan les points Xq-, yoi ^o- Nous aurons alors à considérer, dans les plans x, y, z^ des cei'cles C, C, C" dont chacun a son centre à lorigine, et de rayons R, R', R".
Soient x,y, z des valeurs des variables respectivement intérieures à ces cercles, et soit t une nouvelle variable. Si t reste inférieur en module aux quantités
(chacune de ces quantités devant être remplacée par 4-co si son dénominateur est nuP), les points (x, ^ r, tz sont respectivement à l'intérieur des cercles C, C, C". Donc la fonction
est holomorphe de ^ dans le cercle |^|«<P, si p est le plus petit des
trois nombres - — r' ~, — r ' -; — r- Ces trois nombres étant supérieurs
1^1 Ijk| ^J-l_ _ '
à I, le point ^ = i est à l'intérieur de ce dernier cercle; par conséf|uent, la fonction csf^) est développable en série de Taylor pour la valeur / = i , et Ton a
cp(i) = ci(o)-+- l./(o)+...+ -i^(«)(o)+.... Calculons les dérivées successives de '-5(/); on a
^'{t) = x — {tx,ty,tz)-\-y ^{tx, ty, t z) ^ z -^{tx, t y, tz),
<?^"^(t) = (xf-^y^-^z^] ,
d'où
ou, en développant la puissance symbolique,
cp(«)(o) = y--^(' ^-^j ) x-^y^z^,
le signe 2 étant étendu à toutes les combinaisons des entiers positifs ou nuls a, ^, y telles que a + ^i + y = /j.
En portant cette valeur de '^^"'(o) dans le développement de '-5(1), et revenant à la fonction y. on obtient
1 /(^,JK,2) =/{o, o, 0)-+-...
<•) ', -i- > , r,, , r^^ x^y?zy^....
/ .^^ a ! 3 1 Y ! \ Ox^ oy'^ Oz^ / 0,0,0
281. Dans la série (i), tous les termes en x'^y'^z'^ pour lesquels la somme a H- ^ H- y est la même sont réunis en un seul. Je dis, en outre, que l'on peut séparer les différents ternies en x'^y^z^ et les placer dans un ordre quelconque. Il suffit pour cela de vérifier que la série ainsi obtenue, que nous désignerons par
Ja^ ôx^ ôy? oz^, ^ • ^ • ( •
«st absolument convergente quels que soient x, t, :;, pris à l'intérieur de C, C, C".
Pour faire cette vérification, nous allons d'abord calculer une limite supérieure du module des dérivées de /. Soit M une borne
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supérieure de |/'| (l;ms C, C, (/'. (.loiisidirons uno (lciiv('(; dt; l;i
forme -t-%' '*>U|)j)()Son.s (|iu' i- el r ;iicnl reçu des \idcur>. fixes; on a
Comme on a d'aulre pari
I Je ^""•'
il en résulte
^»-fl/
Gela étant, fixons ^, el considérons la (lérivée ( — — '-=^ ) On a
et l'on en déduit de la même façon
dx^ àyp
On a enfin
d'où
oi«+?-"T/(o, o, o) I ,, g ! 3 ! Y !
1 (J^r* dj^f* dzT r RaR'^R'r Cela posé, considérons la fonction auxiliaire
(-R)(-fr)^-^) En supposant | j- 1 < R, | ) ; < R', | :; l < R", on a
I -4- tt;; H
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Par niulliplicatioii des deux premières séries, qui sont absolument convergentes, on voit (luc la fonction a pour déve-
loppement la série ^^ \ ,^; puis, en multipliant par la troisième,
, , , . • "Sn M.x'^ >'?^ï 1 on reconnaît que 'j est representahie |)ar la série > ^— > les
termes de cette série étant écrits dans un ordre quelconque et le développement étant valable dès que l'on a |.r|<:;R, |y|-<R', ]z\<R".
En comparant le coefficient du terme géni-ral de celte série en x, y, z avec la borne supérieure obtenue pour le module de la dérivée
^ > on \oil(|ue dans le développement ( i ) de f(ic, r, s),
dx^oyiidzy ' ' ' V / y V './' /'
le terme en x^y'i^ z^ a un coefficient moindre en module que le coefficient correspondant dans le dévelopj)ement de ci.
Comme le développement de cp forme une série convergente, on en conclut que la série (2), obtenue en écrivant les termes de (1) dans un ordre quelconque, est absolument convergente, ce qui établit la proposition.
!28!2. En revenant au cas général où les cercles d'bolomorphie G, C, C" ont pour centres des points .Tq, Vo? ^05 *"^ ^7 P*^^^^' /{■^■> yj ^)^ ^^ développement suivant :
a, ^, V prenant tous les systèmes de valeurs entières positives ou nulles.
Le développement est unique, cest-à-dire qu'il ne peut y avoir pour une même fonction deux développements difïerents.
En effet, soit
un autre développement. D'après le n" 279, p. 'j-, la série (5) est dérivable terme à terme. Si l'on prend a fois la dérivée par rapport à .r, |j fois la dérivée par rapport k y, v fois la dérivée par rapport à z, et si l'on fait x = Xq, y =yo, z = Zo, on obtient l'égalité
Donc le second développement est identique au premier.
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On flil (jii iiiH' loïKiioii fi.r. y. z) «^sl rr u ni nTr |>oiic If »«vs|rnif' (le Niilciir-^ ,r„, i',,, ::„ si vWv fsl lioloiiiorplic (|ii.iiiil ,r. y, z sont rrsppclivemenl i\ rinUM'iciii' (\o crrliuiis cercles <!(• cfnlrfs ./■„. y^, ::„. I^n loiil point r<'';^iilicr (rime fonction, los rc-snltats pi't'côflonts sont npplic;il)l<'s.
28)^. Opérations sur tes séries entières. — Il arrive sonvr-nl <\\\r Ion |ieiil. par application des thcorcincs f;cn('raiix. montrer (piiinc ionnlion (li'linici! une certaine manière est liojomorplie. Il en résulte, d après ce (pu précède, qn elle est développahie en série entière : si l'on peut dune façon quelconque former cette série, on sera d'avance assuré de sa convergence. On peut, en particulier, pour calculer ses coefficients, emplover la méthode des coefficients indéterminés.
Soit, par exemple, une fonction holomorphe
dont le développement est valable dans un certain cercle. Les fonctions i'-, y'K ... sont fonctions holomorphes de x dans le même cercle. Chacune d elles est donc représentahle par une série entière. On obtiendra y- par la multiplication des séries
y- ^= (il -\- 1 <7o «1 X -!- ( a\ -^ 7. a Q a o) T- -^ . . . .
On peut trouver de même les développements de r''
Picmarquons que le coefficient de xP dans le dévelopj)cmenl dune puissance quelconque de y dépend seulement de r/„, a,, . . ., np.
Ln calcul analogue permet d'avoir l'expression du produit j-c, y et c étant deux fonctions holomorphes de jc données par leurs développements en séries entières.
On peut de même calculer le quotient de deux fonctions holomorphes et l'obtenir sous form'e de série entière. Soient /"et es deux fonctions holomorphes dans certains cercles de centre O, '^ avant pour X = o une valeur ditlérente de o. Soient
/= «(,-1- «,.r -i-. . . , o =^ l}ç>^ l>iX —. . . (fjo^o).
Considérons le quotient
rtn^- <T|.r — . . .
b„ -+- lj,.r —
Soit C un cercle dliolomorphie commun aux deux fonctions. Puisque P.. — II. 6
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b(f^ o, il y a un cercle C de centre O, contenu dans C, à rinlérieui-
f duquel es est diffiM-ent de o. Dans le cercle G', le ([uolienf- est liolo-
niorphe.
\in posant
nous devons avoir- liileulilé
«0 -H « 1 ^" H- . . . = t /^o -H Aj .r -4- . . . ) ( Cj — Cl ar -I- . . . ),
d"où
«0 = ^oCu, «1 = ^o'i -^ ^1 fort.) =^ h„Ci -+- /Ji Cl H- A^Co,
b^ étant dilTërent de o. la |)reniièi(! relation loiiriiiL Tq, la seconde C|, la troisième Co, et ainsi de suite. On a ainsi tous les coefficients de proclie en proche.
Ou j)rocéderait d uue manière identique s'il s'agissait de séries entières à plusieurs variables.
284. Substitution cVuiw série entière dans cV autres séries entières. — Soit
u =/ij', :■,...)
une fonction holomorj)he des variables )', ;. ..., qui sont ellesmêmes fonctions holomorphes de la variable complexe .r. Considérons les développements en séries entières de ces différentes fonctions :
(1) 11^ A.-hBy -^Cz ^Dy--{-Ejz^Fz'-^...,
( 2 ) y — a -\- bx -\- c.r'^ -h. . .,
Supposons que les points y z= a, z = a' soient intérieurs aux cercles dholomorphie relatifs à la fonction f. Dans ces conditions, on peut trouver des cercles y, y' de centres respectifs a, a', contenus respectivement dans les cercles dholomorphie relatifs à /. (^uand x reste dans un certain cercle T de centre O dans son plan, y et z restent dans v et y'; u est alors fonction holomorphe de x. Soit
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son cl(''vel()|)p(Mn('nl. Le Iciiiu' consliml a ol l;i \;iliiii d'- // [iDiir ./• = o. On a doue
a = A-i- Ma -t- Ga'-h Urt" +-
Supposons qu'on reniplaoe dans {\)y et r par leurs développeMimls et qu'on calcide dans le nouveau dévelop|)enient ohlenu le coeriiciful de X, ce coefficient sera éj^al à |î, par identification avec ( /j i. Ou peut ainsi, par identifications successives, obtenir tous les coefficients de (4)- On reconnaît que Ion peut écrire (4) sous forme d'une série double, de la façon suivante :
A-hBa -hCa' -f-
-+- Bcx- -T- Ce' x'--\- . . ..
Eu résumé^ on voit que Ton peut effectuer la substitution de r et z par les séries qui les re|)résentent, le nouveau développement obtenu étant valable dans un certain cercle V du plan des x.
28o. Fonctions ini/dicites. — Soit
une équation dans laquelle /(.r, r) est une fonction liolomor|)lif de X, y dans certains cercles avant pour centres les origines de leurs plans respectifs. On suppose, en outre, que l'on a
df
/(0,0) = 0, ^(O, Ojjzéo.
Dans ces conditions, il existe ( n" 210, p. i i) pour y une fonction déterminée de x^ holomorphe par rapport à x dans un certain domaine entourant Torigine du plan des x et satisfaisant à /= o. Cette fonction liolomorpbe est représentable dans un certain domaine par une série entière. D'ailleurs, / est aussi représentable par une série entière, que nous pouvons C(jnsidérer comme connue. Soit donc
f — S.X ^ Bj' -4- Cx'^-r- -iDxY -^ E.>'--H- • ■ ( B -c O),
y =^ ax -k- bx'^ -~ . . ..
Remplaçons r |)ar son di''\ eloppement dans / et écrivons que la fonction de x obtenue est idcnlicpienient nulle. On obtient les rela-
lions
CIIAIMTHIC IV.
Bb
FONCTIONS ANALYTIQIES.
2 Da -i- Ea- =: O,
B étant dillérenl de o. la première détermine a, la seconde détermine b, et ainsi de suite de proche en proche.
Dans tous ces exemples, on voit que les coefficients incoumi.s se déterminent cliacmi pai- une écpialitm linéaire. Par suite, si les coefficients des fonctions données sont tous réels, il en est de même pour les coefficients obtenus.
CIIAPITHE V.
ÉQUATIONS LUll'ÉlŒMlELLliS.
I. — Existence des solutions des systèmes différentiels
!2(S(). On sait quon appelle équation différentielle une <''<|Ucilion entre une Nariable, une fonction inconnue de cette variable et les dérivées de cette fonction jusqu'à un certain ordre. Dans l'étude des équations diirérentielles, il y a lieu de se placer à deux points de vue ditîerents. suivant que les variables que l'on considère sont réelles ou complexes. Mais il est important de renuircpier que les fonctions de variables réelles quon a le plus souvent occasion de rencontrer, étant représentables par des séries entières, rentrent dans la catégorie des fonctions analyticpies. On conçoit donc que, nièiiie s'il s'agit de variables réelles, il peut y avoir avantage à se placer au point de vue des \ariables complexes.
Si Ion a plusieurs équations entre plusieurs fonctions inconnues y, :;, . . . dune variable x et des dérivées de divers ordres de ces fonctions, on dit que Ton a un système d'équations différentielles ou un système différentiel. On peut toujours remplacer un tel système par un autre système où n'entrent que les dérivées premières des fonctions inconnues. En effet, s\ y par exem|)le entre par ses dérivées y', y', ..., y^'^\ on introduit les fonctions auxiliaires suivantes :
dy clv\ dvn^i
y' = 7rx' ^'' = ih' ■■■' •^''-'=-^51-'
et l'on a
d-y dyi d"-^y dy„-2 d"y _ drn-\
dx- dx dx" - ' dx dx" dx
11 suffit de remplacer -7^> • • • j -7-^ par ces valeurs dans les équa- ' dx- dx"^ ^ '
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lions proposées pour avoir un nouveau système renfermant n — i équations eX. n — I inconnues en plus, mais clans lequel les seules dérivées des fonctions y, ^,, .... j'„_, qui inter\iennent sont les dérivées premières.
î287. Cela posé, considérons un système de n équations différentielles de la forme suivante :
-j^ =fx{^.y\,y2, ■■■, yn),
-^ =fu{T,yi,y^, ...,yn).
Nous allons démontrer que, si les fonctions J ,, fo, . . .. /„ des variables complexes x, y,^ . . ., y,i sont l'égulières au point x = a, J'i = ^n • • -5 .Yti = ^«; il existe pour yi, y-2, • • •> Xu ftn système de fonctions holomorphes de x dans un certain cercle de centre a, satisfaisant aux équations{\) et prenant respectivement les valeurs bf, . . .^ b,i lorsque x prend la valeur a.
Pour sinq^hlier 1 écriture, faisons d'abord un chanoement de variables .r = a -h X, j^, = 6,H-Y,, ... qui ramène le système a, bf, ..., b„ au système o, o, ..., o; il s'agit alors de trouver pour j^i, ..., y,, des fondions holomorphes de x satisfaisant aux équations (i) el s annulant en même temps que x. De telles fonctions, si elles existent, sont représentables par des séries entières de la forme suivante : *
En remplaçant dans les équations (i) y, , Vo, . . ., y/i par ces séries, les deux membres de chaque équation doivent être des séries identiques. Les fonctions y'/ sont régulières au point o, o, ..., o; soit, pour f ^ 1 , 2, . . ., /?,
fi = A, ^ B,x -+- Ciji -+- D,jK2 -^...-T- EiX^ -r- . . . ; on doit avoir (n" Î284, p. 82)
ax
= A,-H BiX -+- C/(a,3~ -i- Pix--T-. . .j-rDiioL-iX -4- ^«a;* ■+-. . . )-h
r. — KXisTKNCE i)i:s soi.i TioNs Di:s svsti:mi;s i)irKi;iir:NTiKi.«. S7
Va\ ('^iiliinl les termes C()msI;iuI> tiaiis les deux meMilti( s. on a la \aleur de a,; en égalant les eoeflieients de .r, on a dans le premier membre |j/. dans le second une qiiantih' (|tii ol ((inmic drs (|iir les v. sont connus; on en déduit ^j,.
D'une manière générale, dans le second meiniMe, le coeHicicui de xP dépend des coefficients des J) et des coefficients 7.. '1>. ", ... relatifs à x^ x-, ..., xP dans les développements des y, en l'égalant au coefficient de xP dans le premier membr(\ qui dé|)cnd de la valeur du coefficient de xP'^* dans >/. on aura ce dernier coefficient; on peut donc avoir de proche en proche tous les coefficients des séries yi- On exprime ce résultat en disant qu'on peut trouver, pour les yi, des séries entières (2) satisfaisant formellement aux équations (1).
S'il y a un système de fonctions holomorphes, solutions de (1), ce système est nécessairement donné par les séries (2), et ces séries constituent elîeeti\cmenl un système de solutions de (1) si elles sont convergentes. Nous sommes donc ramenés à démontrer que les séries (2) sont convergentes dans un certain cercle.
288. Soit M une borne supérieure pour les modules des /"/quand x. y,, ..., y,i restent dans leurs cercles de convergence respectifs, et soit pie rayon minimum de ces cercles. Considérons la fonction
?(^, j'i, ■•-, yn) =
et le système auxiliaire
(4; ^ = tp(a:, jKi, ..., JK„) (i =1, ■}.,..., n).
On sait que la fonction '^ est développahle en série entière par rapport à .r, y,, . . ., y,t et que chacune des fonctions f, développée en série entière, a des termes au plus égaux en module aux termes correspondants du développement de -j ( n" 281, p. 80).
Appliquons la méthode du numéro j)réeédent au système d'équations (4). Les coefficients A,, B,-, . . . qui figurent dans f sont remplacés par des nombres positifs qui leur sont supérieurs ou égaux en module. Si Ton calcule. |)our le système (4)- les coefficients a, on obtient des valeurs positives au moins égales en module aux valeuis obtenues pour le système (^ i). Quant aux coefficients 3, y, ....que l'on calcule successivement, chacun deux est défini comme une certaine
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cuinbuiaison linéaire à coeflicients posilil's j)orraiil dune jjarl sur les quantités A/, B/, . . . qui figurent dans fi^ d'autre part sur les coeflicients a, |j, ... déjà obtenus. Il résulte de là que les coefficients [î> pour le système (4) sont des nombres positifs, supérieurs ou égaux en module aux coefficients |j j»uur le système (i); de même pour les coetlicients y, .... On voit linalement cjue la métliode de détermination des coefficients, appliquée à (4), donne pour j^,, ..., yn des séiies entières (S) à coefficients positifs, au moins égaux aux modules des coefficients coi-respondants des séries (2). Par conséquent, si les séries (S) sont convergentes, les séries (2) le ievonl a fortiori.
Pour montrer que les séries (S) sont convergentes, il suffit de montrer directement tpi il existe jiour (4) des intégrales liolomurphes dans un certain cercle et s annulant a\ec .r. En ellet, s il exisle de telles intégrales, elles sont représentables par des séries entières qui sont identiques aux séries (S) in" 287).
Dans le s-ystèine (^4 '; ^c> " équations ont des seconds membres identiques; les fonctions ), , . .., y^ ont même dérivée et sont toutes égales à o pour j: = o ; elles doivent donc être identiques à une même fonction \ . ^>uus sommes ramenés à intégrer la »eule équation
dx ~ i X , I V \ « '
OU
M^^=(',-lj".^Y,
Supposons I j; i <^ i ; le premier membre est la diflérentielle de — Mp Log (1 — ^ I , en prenant la détermination du Log qui est nulle
avec x\ le second membre étant la ditférentielle de '■ — (1 ) j
l'équation intégrée est
'^- i I - - ) ""^^ - - M . Loi;Y , - - W c,
c étant une constante; en faisant x =^ Y = o, on obtient c = — — - — >
et 1 équation précédente devient
Y\ «-Hl
Quand X tend vers o, le second membre de cette équation tend
11. — Égr.MioNs un ri:iti:NTii;i.i.i:s ix i'iti:Mii:n oudiu;. Hij
vers I. Il résulte de la llicoric îles <!'(niuLioiis hiiioiiio (jn'il v a imo racine { // -|- i)"^'"" du second niend)re (|ui Icnd \("r> i ipiand x tend Ncrs u; désign')ns celle racine par y , nous allions
n-?jj
Celle tonclion est hicn iioioinorpiie dans un certain cercle <le centre O, c esl-à-dire que (4 ) ;» n'i syslcnie d'iiité;;ral<'> lioioinoipiic-s rej)résentables par des séries entières. La convergence des séries relatives au systcine (i) en résulte.
Donc le système (i) adinci une solution dans les condition» indiquées.
289. Remarquons (jue, dans le cas particiiliéreiuent important ou les coefficients des/) aonl /-t^els, l'application de la méthode conduit à des coetlicienls à \aleur réelle; les séries ('2 ) sont des séries entières à coefticienls réels.
II. — Équations différentielles du premier ordre
!290. Une équation dilTérentielle du premier ordre, résolue par rap{)ort à la déri\ ée, est de la forme
dx
Par application du théorème précédent, si la fonction / des deux variables .r, y est régulière en un point (.ro, y^)-, il existe pour j^ unr fonction holomorphe de x dans un certain cercle de centre x^^ satisfaisant à l'équation donnée et prenant, pour x = Xo, la valeur ro- O" reconnaît ainsi que la solution générale obtenue par ce procédé renferme une constante arbitraire, savoir la valeur de la fonction correspondant à une valeur donnée de la variable.
Rajjpeloiis que la solution de l équation ditlérentielle
est
dy dl-
■fi^)
y=j fi^ïdj'-
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L'opéi'alion qui consiste à déduire de (2) l'équation (3) est dite une quadrature.
■^Ol. 11 y a souvent avantage à donnera une équation dillerentielle' au lieu de la forme (i), la forme plus symétrique
(4) \dx^\dy = o,
X et \ pouvant être fonctions de.r. y. On ne spécifie pas ainsi quelle est la variable indépendante. On peut choisir comme variable indépendante soit .r, soit j>', ou bien chercher à exprimer x et >' en fonction d'une troisième variable indépendante, ou encore chercher à établir entre Jc, y une relation C5(x, j^) = o, telle que, lorsque x^^y sont liés par cette relation, lécpiation dillerentielle proposée soit vérifiée.
Dans le cas où \ dépend seulement de x et Y de j)', le premiejmembre de l'équation (4) est la dillerentielle exacte de l'expression
^Wdx+ j\dy,
et, comme cette dillerentielle est nulle, c'est que l'on a
fxdx^ f \ dy = c,
c étant une constante arl)itraire. On obtient ainsi une relation entre x^^y dépendant d'une constante arbitraire et qui constitue la solution générale de l'équation différentielle donnée. On dit, dans ce cas, que dans l'équation donnée les variables sont séparées; une telle équation s'intègre par quadratures.
292. Etant donnée une équation dillerentielle X dx -i- Y dy = o,
proposons-nous d'obtenir une fonction u(x,j)^), appelée facteur intégrant, telle que l'expression
\J.{x, y){X dx -h Y dy )
soit la différentielle d'une certaine fonction C2(.r, y).
Si nous supposons le problème résolu, la solution générale de l'équation différentielle sera constituée par la relation
II. — i:nlATIO\S DlKFKRENTIEI.l.F.S T)V PUEMIKH Olililli:. ijl
l'uur (jiie aX<:/xH- |J.\ d)' suit la (lillV-rc nlicllc loUilc d<.: i, il liiiil que l'on ait
()y Ox
c'csl-à-dire
., d[t. 0\ ^, rVu d\
oy' o(^ o.r ox
On a ainsi, pourclélenniner <x. une t'quation aux dénv(''cs pailiellcs.
Sauf dans les cas où Ton aperçoit miiii('diatein(;nt un fadeur intégrant, sa reolicrche conduit en général à un proLlcine plus dilliciie que le problème de l'intégration de 1 équation proposée.
293. Indiquons quelques types d'équations du premier ordre (jue l'on peut intégrer.
E(jii((tions homofiènes. — On appelle équation homogène une équation qui peut être mise sous la forme
dx ■^\x)'
Pour intégrer cette équation, posons
y = ux.
Nous avons d où
dv du
dx du
On voit que l'on arrive à une équation différentielle où les variables sont séparées. On peut intégrer cette équation par quadratures, puis revenir aux variables primitives x ely.
Toute équation de la forme
dans laquelle y est le quotient de deux polynômes homogènes et de
même degré par rapport à x,y, rentre dans ce cas. On voit de plus
que l'on sera ramené à des intégrations de fractions rationnelles.
On peut aussi ramener à ce cas les écjuations de la forme sui\ante :
dy _ / ar -i- bv -i- c \
dx "" \a'x -+- b' y -t- c'/
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En eftet, posons
a" = X-a, jK = Y + 3,
dv
a et 3 étant des constantes actuellement indéterminées, i- se tians-
dx c d\
lorme en -jri en même temps que Ion a
ax -\- h y -:- c =aX -^ b\ ^ ai. -1-6^ -i-c, a' X -^ h' y -h c' ^ a' X -f- 6' Y + o' a -t- 6' !î -I- c'.
Déterminons a et ^ de manière ([ue
] est possible de le faire si (lU — ba' ^ o, et l'on a alors d\_ _ ! a\ ^h\ \
équation qui est homogène.
Si ab' — ba! ■= o, en posant
j< = a.r -4- by -\- c,
on a, A et j. étant certaines constantes,
a X -^ b' y -1- c' = À « -t- tji,
de sorte <{ue le second membre de Téquation donnée est une fonction
de u. On a d'ailleurs
du = a dx -r- b dy, d'où
dv 1 du a
dx b dx b
de sorte que l'équation donnée est de la forme
du
é([uation dans laquelle les \ariables sont séparées.
294. Equations linéaires. — On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation de la forme
(i) ^ -^P(ii7)7-^Q(a;j = o,
P et (^ étant des fonctions données de x.
On dit que l'équation est linéaire et homogène si Q est nul, c'est-
II. — Eoi'AiioNs Dii'iKiuM ii:i.Li:s 1)1 I'hi;mii;ii niuiui:. <(i
à-diiL- SI I ('([uation est de la lornn-
Intégrons cette équation (2), qu'on appelle encore équation sans second membre. Ou peut séparer les variables eu I éerl\aul
— h i i T ) dx =^ (),
(I où. eu reuiarcpiaul (jue —■> INj:^') sont les dérivées logarilhmifiue»
de j
/et e^' ,
fp ( a 1 d.f
ye^' = const.
La solution générale de l'équation (2 ) est donc
y = ce .'
On voit ([u elle renferme eu facteur une constante arlulraire. Deux solutions différentes de léqualiou (2) sont donc dans un rapjturl constant.
21)0. Considérons maintenant l'équation (1 ). Pour Tintégrer. désignons par « uue solution de 1 équation sans second membre (2); cher cliuns à vérifier (i) par une fonction t de la forme
y = uz,
a satisfaisant, comme il vient d'être dit. à l'écjuation
dx
Fai remplaçant t par // z dans l'équation (i ), on obtient
du dz ,, r^ / ~
Z—--^U-: h V { X) UZ -tn Q{X) = O, ■
a.r dx
ou, eu tenant compte de (3),
dz r\ ' \
dz . ,. , .
équation en y- qui louruit :; par une (piadrature :
dx -I- c.
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On peut prendre pour u [x) la fonction <î~'' , et l'on a J '"''^ / q(x) e'^^''' dx -^ ci-
el, par suite,
La solution générale se présente donc sous la forme
y = u{Za-~ c) =y„-h uc,
U étant l'une des solutions de l'équation sans second membre, Zq l'une des intégrales de l'équation en z, Vn l'une des solutions de (i). Par conséquent, la constanle arbitraire entre linéairement dans la solution générale.
296. Equation de Bernoulli. — On appelle équation de Bernoulli une équation de la forme
^ ^P(a7)^ + Q(;r)jK"=o,
P et Q étant des fonctions données de x. Si n=.o, on a l'équation linéaire; si /« = i, on a l'équation linéaire homogène. Supposons n différent de o et de i, et divisons les deux membres de l'équation par j'". 11 vient
dy ^ I' ^
ax y"^ ^«-1 Prenons comme nouvelle fonction inconnue u = ;: k étant un
y ni '
certain facteur numérique, on a
j I dy
da= - ^^ ,
de sorte que l'équation précédente s'écrit
On obtient ainsi pour déterminer u une é([ualion linéaire avec second membre; u étant connu, on en déduit jk-
Equation de Riccati. — On appelle équation de Riccati
II. — KoiATioNs iiirFi:iti:Mii:i.i.i:.s m i'iii;.Mii:u ohdiii;. gj
une équation de la foruie suivante :
dy
-y — t- P ( X )>'*-+- Pi ( .r ) r -f- Wt j- ) =0, a.r
P, P,, P2 étant des fonctions donuées de z.
Ru ijjénéral, on ne sait pas intégrer »^elle équatiou. Mais, si IV)n en connaît une solution paiticnliére )'■, , on peut trouver la solution générale. Posons
L'équation donnée se transforme en
-j-'- -^ ~ -^- \^ ( X ) (y , -+- z)- -i- P i ( x ) ( y i -^ z ) -^ ]\{X) = o, ou, en teuiiut coniple de ce <jue r, est uue solution particulière, -f- ^ ^ [•>. P(j-) xi-i- Pi(^)l -i- -s^P ix) — o.
( )n \oit que r doit satisfaire à une écpiation de BernouUi, que nous savons intégrer. On pose ?/ = - ; u est donné par une équation linéaire.
Soit «0 une solution particulière de cette équation linéaire; w est de la forme a = «0+ cp, v étant une certaine fonction. Un a
«u-T- cv r x-^c3
a, |j, V, 0 étantcertaines fonctions déterminées. La solution généiale de l'équation de Riccali est donc, par rapport à la constante arbitraire, une fraction du premier degré. Soient alors _^, , j'o? JKsjJ'h quatre solutions ditlérentes de 1 é(juation de Fiiccati; elles sont comprises dans la formule générale et correspondent respectivement aux valeurs c,, Co, C3, C4 de la constante c. D'après la propriété connue des fractions du premier degré, pour une valeur donnée de x, le rapport anharmonique de ces quatre fonctions est égal au rapport anharmonique des quatre constantes correspondantes :
Le rapport anliarnionique de (juatre solutions données de l'équation de Riccati reste donc constant quand x varie.
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298. Étant donnée une équation difiércntielle entre x et y^ si Ton peut opérer sur x^ y un cliangeinent de variables qui transforme Téquation en une équation rentrant dans un des types précédents, on en déduit la solution générale de l'équation donnée.
299. Les équations que nous avons étudiées étaient toutes résolues dx
par rapport à -^- - Considérons maintenant une équation mise sous la
forme
On peut chercher à résoudre cette équation par rapport à r' de façon à être ramené au cas précédent. Toutefois, il existe certains cas oii Ion peut se dispenser d'effectuer cette résolution et intégrer directement l'équation non résolue. Donnons-en un exemple.
Équation rie Lagrani^e. — On appelle équation de Lagvanf^e une équation de la forme suivante :
■ù et '!/ étant des fonctions données. On voit qu'une équation de Lagrange est une équation linéaire par rapport à xet y.
Dérivons les deux membres de cette équation, x étant variable indépendante. On obtient
(2) y= 'i{Y')^xo'( y')y"^^'{y')y''.
Dans cette écmati<)n. |)reii(uis y' couiine fonction inconnue et posons j^^/». L équation s écrit
(3) p-'^{p)='^[^'^(.P)^'^'ip)]-
Sous cette forme, c'est une équation dilTérentielle entre p et x^ résolue par rapporta -j- ■ Elle peut se mettre sous la forme d'une équation linéaire par rapport 'd x ei -j- ■> en récrivant
de sorte que, si 1 on considère x comme fonction inconnue de /?, on peut intégrer cette équation. On obtient ainsi x en fonction de/». Si
II. — KyrvTioNS i)Ikki-;ii:;n riKi.i.Ks dv i'iti;\m;u ouohk. ((7
l'on peut de celte relation tii er /' en Innclioii <le ./ . m |>iirl;ml la valeurde p dans l"é(jualion
on aura. |)i)iir I <''(|iiatu»ii donnée, la solution yt'-nérale r en fonction de X.
On peut aussi conserver rex|)rcssion de x en fonction de /> el porter celle valeur dans l'expression (5) de y. On aura ainsiy en fonction de />. En résumé, on voil que Ion exprime ./;el r en fonction
d'un paramètre />, -f- élanl éyal à /^ et les dillérenlielles de x eljvdans
ces conditions élanl liées par la relation d).
La mélliode employée s'ap|)elle la méthode û' intégral ion par dérii'ation.
300. V])j)ll([uons celte mélliode à un exemple. Soil l'écjualion diirérentielle
4jk'^ — ^' y'' ^~ ^{y — -2" ) = <>■
Posons )'' =/> el dérivons celle équation :
dp dp
ou
L'équation obtenue est vérifiée de deux manières : une première solution est /> = i , une seconde solution est celle qui donne lieu à l'équation différenlielle
Pour celle seconde solutictn. on a, en intégrant cette équation,
ip"^— Zx = c; d'où
Portons cette valeur dans 1 équation donnée, il vient
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Nous avons ainsi une solution de l'ct|ualion donnée, constituée par les deux fonctions de p
c — ■>/>- or — î/?3
l*]n langage géométrique, on obtient une certaine famille de courbes unicursales dépendant d'une constante arbitraire, le paramètre p en fonction duquel varient les coordonnées il" nu |)()iiil de la courbe étant le coefficient angulaire de la tangente à la courbe en ce point.
Considérons maintenant l'autre solution. De /> = i résulte
Pour qu'une fonction de cette forme vérifie l'équation donnée, il
faut que l'on ait
4 — (j -h t) c = 0 ; d'où
La fonction y = x -\ — est une intégrale de l'équation donnée. Nous trouvons ainsi pour cette é(juation deux espèces de solutions différentes : l'une renfermant une constante arbitraire, l'autre entièrement déterminée et ne rentrant pas dans la famille précédente.
301. Un cas particulier de l'équation de l^agrange est l'équation de Clairaut
dx \ dx ,
On obtient ici, en appliquant la méthode précédente,
dp , , , dp
^-p-^'-di'^^^i'^irx' ^[^ + ■}'(/>)] = 0.
Cette équation peut être vérifiée de deux manières différentes,
suivant que l'on prend
dp
dx OU
X -)- ^' ip) = o
La seconde solution donne
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et, en portant cette valeur de :r dans 1 ('(jualiou (Joiinéc,
On a ainsi des fonctions x et y de p qui satisfont a r('(|uati()n iloun(''e et ne renferment pas de constante arbitraire.
En prenant la solution -j- = o, on obtient
p = a, d'où, en remj>laçant dans l'équation donnée,
y = ax -h 'li(a).
On obtient ainsi pour )' une intégrale de l'équation donnée d('!pendant d'une constante arbitraire a. On dira, en langage géomélri([ue, que l'on a une famille de droites satisfaisant à cette équation.
302. Solutions singulières. — P2n résumé, étant donnée une équation difTérenlielle non résolue
on peut dans certains cas l'intégrer directement et il peut y avoir :
I" Une famille de solutions dépendant d'une constante, c'est-à-dire une famille de courbes dépendant d'un paramètre;
2" Des solutions non comprises dans cette famille et ne renfermant pas de constante arbitraire.
Supposons que F soit fonction analytique des trois variables :r, y, y, et que, pour un système déterminé de valeurs Xo, JKo? Jk|, attribuées aux trois variables, considérées actuellement comme indéj)endantes, on ait
dF
D'après la théorie des fonctions implicites, nous pouvons, au voisinage du système de valeurs j:^,): J^o» jKo» résoudre l'équation (1) par rapport à y' , c'est-à-dire trouver pour y' une fonction déterminée de .r, y vérifiant l'équation (1) et prenant la valeur y\^ pour x ^=: x^^ j' =!'(,. On est ainsi ramené au cas d'une équation dilférentielle
résolue par rapport à -j—' Cette é(juation a une intégrale (jui, pour
x = Xo^ se réduit à yQ. En résumé, on trouve pour y une fonction bien déterminée de x vérifiant l'équation [i), prenant pour x^ la
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valeur jKo et dont la dérivée prend en même temps la valeur y'^. Supposons maintenant que nous fassions varier ^o, j'o dans un domaine aAoisinant ce point. Les conditions (2) seront encore réalisées ety'„, en tant que solution de la première équation (2), est fonction continue de Xo, jo- On peut donc dire que, Xq étant fixé, on obtient par le procédé indiqué une solution de l'équation (i) renfermant une constante arbitraire, à saAoir j'o- Ainsi se trouve établi le fait suivant : au voisinage d'un système de valeurs Xq, yoi .x'o '^^fijiant (2), toute solution de (1) /entre dans une famille dépendant d'une constante arbitraire.
Examinons maintenant le cas d'un système de valeurs x^^ y^^ y'^ vérifiant l'équation (i) et l'équation (3)
Eliminons ) ' entre (i) et (3), et soit
le lésultat de lélimination. Il peut arriver que cette équation définisse pour T une fonction de x satislaisant à (i). Cette solution, qui est d'une nature difiérente des précédentes, sera dite une solution singulière de léquation (1). Dans l'équation de Lagrange donnée
comme exemple (p. 98), y =z x -\ — '■ est une solution singulière.
Dans l'équation de Clairaut, la solution
a; = — d/'(/?,i, y =' — P'^'ip)-^'\{p)
est aussi une solution singulière.
303. Remarquons qu'en général il n'y a pas, pour une équation diflérentielle donnée, de solution singulière. En efiét, si nous remplaçons l'équation donnée (1) par l'équation
en opérant sur cette équation (5) comme sur léquation (i), nous obtiendrons la même équation (4). Or, une fonction y de x satisfaisant à l'équation (4) donne, pour y\ une fonction bien déterminée qui ne peut évidemment satisfaire à toutes les équations telles que (5). Cela n'aura lieu que par exception et pour des valeurs particulières de a.
II. — ÉQUATIONS niFFi':nn:NTii:i,i-Rs m; prucMUcn ordric. ioi
30i. l'examinons maiiitenanl le cas où rf'MniaLioii (i) est (jhlcnnc
par •'•liininalion (l'un paramèlre c entre des é(}iiations fie la forme
A tout système de valeurs Xo, jKo> JKo satisfaisant à (i) on peut alors adjoindre une valeur Cq du paramétrée, telle que le système Xq^Yq^ r'„, Cq satisfasse aux équations (6). Cette valeur Co, qui est déterminée (|uand .ro, Yq, y'^ le sont, peut être considérée comme une lonclion de X, de sorte qu'il y a, pour y et c, deux fonctions de x telles que, t' étant la dérivée de y, les équations (6) sont vérifiées par ces deux fonctions. Dans ces conditions, en dérivant par rapport à j? la première des équations (6), on olnient
d^ ô'ji , d'-s de dx dy de dx
ou, en tenant compte de la seconde équation (6),
d-o de de d.r
de Cette équation peut être vérifiée de deux manières. Si ion a ^ = o,
on en déduit
c = const.
Les intégrales correspondantes de (i) sont des fonctions >' dépendant d une constante arbitraire ; on retrouve les familles de courbes dont on est parti pour obtenir F. Ce sont les solutions ordinaires de [i).
do L'autre solution de l'équation précédente est -^ = o. Cela montre
que l'équation (i) est vérifiée aussi pour les systèmes de solutions
vérifiant
do o = o, — ' = o.
Oc
En éliminant c entre ces deux ('(luations, on obtient une certaine équation '{'( x, y) = o qui définit y en fonction de x. Cette fonction^ de X est solution de (i).
D'ailleurs, F étant le résultat de l'élimination de c entre les équations ^^6), on peut poser
Pi^,y,y) = ?(-^, 7, C),
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à comlilion de considérer c comme la l'onction définie par la seconde équation (6j; doù, en dérivant par rapport àj',
c^F do de dy' de dy'
Donc tout système de valeurs qui annule — ^ annule aussi — ;: par •^ ^ de dy ' ^
suite, la solution y que nous venons d'obtenir et qui correspond à -^ = o est la solution singulière de (i).
On voit, en résumé, que si l'équation (i) est obtenue par élimination de c entre deux équations telles que (6), cette équation a des solutions ordinaires et une solution singulière; les solutions ordinaires s'obtiennent en résolvant (i) par rapport à i' et intégrant l'équation obtenue; elles correspondent à la famille de courbes à un paramètre ayant pour équation o ^= o. La solution singulière correspond à y- = o. En langage géométrique, elle est constituée par ïen-
veloppe de la famille de courbes ayant pour équation ':> = o.
D'ailleurs, il est évident a jiriorL que, si une famille de courbes satisfait à une équation différentielle et a une enveloppe, cette enveloppe satisfait aussi à l'équation différentielle. En efiet, une équation différentielle n'est autre qu'une relation entre les coordonnées d'un point d'une courbe et le coefficient angulaire de la tangente à la courbe en ce point. Or, en tout point commun à 1 enveloppe et à l'enveloppée, les tangentes à ces deux courbes sont confondues.
III. — Équations différentielles d'ordre n
30o. Une équation différentielle d'ordre «, résolue par rapport à la dérivée d'ordre /i, est de la forme
Pour étudier les conditions d'existence de ses intégrales, ramenons cette équation au système auxiliaire (^n" 286. p. 85) :
/ dy _ dy^
(2) est un système de n équations différentielles du premier ordre
m. — KQi viKiNs itiKi i:ui;\rii;i.i.i:s d'oiidiik n. io3
qui est i''(|iil\aleul à I t'{|ii;ilion proposée. Soit a, h,,, /y,, .... />„ . , un système de xiilciiis Ici que la foiicllon (le ('//-+- i ) variâmes
/{■^^ X^ ^ "■" f^jr>i-i ) ^^^^ régulière pour le point o. A„. //,, ...,
Le théorème d'existence des intégrales est applicable au système [2 i,
1 •••II dy <l"-^ y
en prenant pour valeurs initiales de x, y, -p- > • • -, • , ^^_^ respectivement <7, 60, 1^1, ..., 0„_i.
On constate ainsi que Ton peut se donner comme constantes arbitraires les valeurs de la fonction et de ses (/? — i) premières dérivées |)our une valeur donnée de x: la solution de l'équation (i) dépen<l donc de n constantes arbitraires.
Nous allons indif[u('r un ce ri. nu nombre de cas où I on [jeut abaisser 1 ordre de 1 équation ou la ramener à un type connu.
Soit l'équation
Elle s'intègre par n quadratures (|ui donnent successivement
d'i-l y dy
-j-^^i ■••■> -J-- Chaque quadrature introfluit une constante additive
qui, dans la quadrature suivante, se multiplie par x, de sorte qu'on trouve pour y une fonction déterminée de x, plus un poljnome arbitraire d'ordre n — i .
307. La fonction y n entre dans C équation que par ses dérivées à partir d'an certain ordre k. — On prend comme nouvelle inconnue la dérivée d'ordre k ; on obtient ainsi une équation d'ordre n — k. En supposant cette équation intégrée, on est ramené au cas précédent. On obtient j' par k ({uadratures successives.
308. X n'entre pas explicitement dans V équation différentielle. — Celle-ci est alors de la forme
d" y _ fl dy d"-\y\
Faisons un changement de variable en prenant r comme \ariable et
X comme fonction inconnue de y. Daprès la théorie du changement
I -Il 1 1 . • - dy d- y
de variables, les dérivées -r-> -r-V» ••■ s expriment rationnellement
dx dx- ^
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au moyen des nouvelles dérivées x'^^ jÇ^, . . ., de sorte que l'équation donnée se transforme en une nouvelle équation dans laquelle x n'entre que par ses dérivées à partir du premier ordre. En prenant x' comme nouvelle Ibnction inconnue, l'équation n'est plus que d'oidre n — i .
Pour faire le changement de \ariaijle, on peut procéder de la manière suivante. Posons
dy
et cherciions ce que devient —r^ dans le chani;ement de variable.
^ dx- ^
C'est la dérivée de p par rapport à ^' ; si l'on reuiarque que l'on a, quelle que soit la fonction y,
^ _ ^ dx dy
15 1 • I d- V dp
on voit que Ion doit rcin|)laccr —r^ way~i<. ' ' dx- ' dy'
Ue même, -f^-> qui est la dcrivce par rapport a x de —r^i doit
dx-^"
être remplacé par ^ {/''dj)^'' c'est-i-dire par |^(^^y + y>^ j^, et ainsi de suite.
Prenons, par exemple, lequalion
d\y dx-
\dr)
C'est une équation dilTérentielle du second ordre par rapport à j>', ne contenant pas explicitement la variable x. En prenant y comme
variable indépendante et posant -j- =/>, l'équation se transforme en
la suivante :
ou
dp 'dy
Pdp
y dy,
équation du premier ordre dans laquelle les variables sont séparées.
III. — KQiATio.Ns DiKFKnKNTiici.LEs o'onnnr: n. lo
On peut liiUyrcr celle équation cl en th'diiiie luu; irlalioii ciUic />
et r. En |)orlanl dans
dy
dx ou
dx =
P on aura x par une quadrature.
309. L'équation donnée est homogène par rapport à y et ses dérivées Jusquà U ordre n.
Une telle équation est de la forme
Posons
el prenons z comme nou\eile fonction inconnue. On a
D'une façon générale, on reconnaît (pie )'^^' est égal à e^ multiplié par un polynôme contenant les déri\ées de :; par rapport à ce jusqu'à
■y' y" yrifli
Tordre A" inclusivement, de sorle que les rapports — j -=^> •••> - —
s'expriment par des polynômes en ;', z", . . . , z^"^ et, par cette transformation, léquation prend la forme
c'est une équation d'ordre n ne renfermant la fonction inconnue z que par ses dérivées à partir de l'ordre i . En prenant :;' comme fonction inconnue, l'équation n est |)lus que d'ordre n — i.
310. L'équation donnée est homogène par rap>port aux quantités X, y, dx, dy, d'-y, . . . , d"y.
Ln exemple dune telle équation est l'c-quation
Le premier membre est homogène et de degré o par rapport aux quatre quantités x, y, dx, dy, car il ne change pas quand on multiplie x,y, dx, dy par A.
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D'une manière générale, la condition de l'énoncé étant réalisée, si l'on remplace x^ y par \x^ \y^ le premier membre de l'écjuation sera mnltiplié par une certaine puissance de X, soit )/". Posons
y = "^, et soit
<p(a7, u^ dx, du, . . .) = o
l'équation transformée. Quand on remplace x par Aa^, sans changer u, le premier membre de cette équation doit èlre multiplié par A"'. Transformons l'é(piation es = o en pr(!nant x comme fonction de //, ( liangemenl que nous avons étudié sur d'autres exemples. La nouvelle équation obtenue est telle que, si l'on multiplie la fonction inconnue .r, et par suite toutes ses dérivées, par À, sans changer la variable //, le premier membre de l'équation est multiplié par A'". Ce premier membre est donc une fonction homogène et de degré m de x et de ses dérivées par rapport à u. C'est le cas précédent.
Considérons une équation de la forme
Multiplions les deux mend)res par 2y'. On a
■iyy'= if{y)y.
Sous cette forme, le jjremier membre est la dérivée par rapport à x de j''^. On a donc, en intégrant.
y'- = 'iJ/iy)dy'^C.
On est ramené à une équation du premier ordre
y-= P(y)- Cette méthode peut s'appliquer, par exemple, à l'équation
mais cette équation rentre aussi dans le type des équations linéaires, que nous allons étudier maintenant.
IV. — Équations différentielles linéaires
31^. On ;i|)prlle écjualion di Jf'érentlcllc lint'alrc cl Itonio^rne cVordre n une cqualion de la forme
P,, l\, [*„ étant des fonctions données de j:. Kn ^«'-néral. nruis
supposerons que ce sont des fonctions analyticpies.
On appelle équation dij/'érentielle linéaire d'ordre n mm homogène, ou avec second membre, une équation de la forme
P,, P.j, . . . , P„ et y étant des fonctions données de .r, qu'on suppose en général analytiques, [^'équation (2) comprend comme cas particulier l'équation (i).
L'équation (1) appartient aussi au tvpe des équations homogènes par rapport à y et ses dérivées. En posant y = e^, elle se triinsforme en une équation dordre n — i en :;'. Mais cette nouvelle équation n'est plus linéaire, de sorte que la transformation n'est pas, en général, avantageuse. Pour le montrer sur un exemple, j)renons l'équation linéaire et homogène du second ordre
En posant y = e^. on a
L'équation devient, après avoir disisé par e^,
z"-^z^^ Vz'^O ^o OU, en posant z' = a,
u'-^ u- -i- P « -:- Q = o ; on voit que a dépend d une équation de Hiccati.
313. Revenons au cas général et faisons quelques remarques concernant les é(juations linéaires.
Supposons qu'on connaisse une solution ri de léquation [i). Posons
io8 On a
dy _ cly\ dx dx
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dz_ dx
dx'^ dx'^
dr, d^ dx dx
dx-
Formons la combinaison
dx" ' dx"-'
c'est-à-dire le premier membre de (i). On reconnaît que dans celte fonction le coefficient de :; est nul, car c'est l'expression
d"yi dx"
d"-'ri dx"-'
p«ri
Vinsi, l'équation transformée est linéaire <;t d ordre n — i en -t~"
On peut dire que la connaissance d'une solution j)arliculière de (i) permet d'abaisser l'ordre d'une unité. Ce résultat a son analogue dans la théorie des équations algébriques.
314. A cause de la forme de (i), on voit que, si jj^,, jKj, . . . , jKa sont solutions, la fonction c, j>^) -h CojKa + • • • + <^'/fjK/f, où c,, r.,, ..., c/^ sont des constantes, est aussi solution. En eiïet, en remplaçant dans [i) y par cette fonction, on voit que les coefficients de C), C2, . . . , C/( sont tous nuls.
Etant données k fonctions de x\ y, , y.y-, • • • 1 J'k, on dit qu'elles sont linéairement indépendantes si aucune d'elles n'est égale à une combinaison linéaire et homogène des autres. Je dis que si, parmi les fonctions y, , j'-o. .... v/t-, l'une est fonction linéaire et homogène des autres, le déterminant
yi
dx
d^-\yx d''-\v.y dx'^-' dx'^-'
yic
dy/c dx
dx'^-'
est nul. En effet, supposons que rA-, par exemple, soit combinaison linéaire des autres fonctions. On a une relation de la forme
)mJ>-1^>-,J-2
IV. — KQrMioNs i)rii-i;ni;N TiiM.i.KS m m: ai mes. I*ai- (lcTi\ alioii, celle relation cnlraîiic les /. — i siiivanlcs :
dv,
il y-,
' lc-\
dvi. -
dx
dyk dx
d'^-'y^ dxi'-^
. di< \y,^, d'-^y,, ^k-i i—TT-, 1 T—r—r — o.
dxi'-^
Pour clia<|ue valciif de .r, on a le relalioiis homogènes enlre les /»• ([uanlilés non toutes nulles A|, \-,i • • • ■> >'>A-), '• Donc, le ch'terminant des coelficients de ces k quantités, qui est D, est nul.
11 résulte de là que si, étant données /c fonctions j^,, Ko, .... y/f^ on a
il est impossible que l'une soit combinaison linéaire des autres; en d autres termes, les A' fonctions sont linéairement indépendantes.
31o. Cela posé, nous allons montrer que, si l'on connaît, pour r équation différentielle homogène (i), un système de n solutions y i^y*-, ...^Vit linéairement indépendantes, on peut avoir la solution la plus générale de V équation non homogène (2) par des quadratures.
Puisque j^,, y-^, .... y« sont linéairement indépendantes, on a
Nous allons chercher une solution y de l'équation (2) de la forme
(3) y = ^\y\-^ ^lyi-r- -.^ ^uyn,
les z étant des fonctions inconnues auxiliaires entre lesquelles nous établissons n — 1 relations, savoir celles que l'on obtiendrait par dérivation de (3) si z^^ z^, ..., Zn étaient des constantes ; nous avons ainsi les relations
Jl
yn
dy\
dx
dy,t dx
d"-^y, dx"-^
f/"-i r, dx"-'^
d'-'yn dx"-^
dy dx
dvy -"' dx
dv.
dVn
dx
d"-\r dx'^-^
d"-^yu
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Nous avons n -^- \ fonctions inconnues y, :;,, ..., z,i qui doivent satisfaire aux n + i équations (2), (3) et (4). Au moyen des équations (3), (4), formons la combinaison qui figure dans le premier membre de (2). Pour cela, multiplions l'équation (3) par P„, la première des équations (4) par P„_i, la seconde par P„_o, la dernière par P, et ajoutons membre à membre. Le premier membre de la rela-
lion obtenue est égal, en tenant compte de (2), k J\x) — 77^' Dans
le second membre, le coefficient de r,, en tenant compte de ce que j^,
est solution de (1), est ^- Donc on a
iiX"
•^ dx" ^ dx"- dx" dx'>- /
Dérivons chacune des n équations (3) et (4), en tenant compte pour chaque équation de Féquation suivante et, pour la dernière équation (4), de l'équation (5). Nous obtenons
dx ' dx
yn.
(iyn.
dx
yn
dx"^
dx'^-^ ^ dx"-^
Ce système (6) est un système de n équations linéaires par rapport a :;, , z.^, . . ., ^„.
Le déterminant des coefficients de ces inconnues est le déterminant D qui est difTérent de o, par hypothèse. Ces équations peuvent donc être résolues par rapport aux z'^ et donnent pour ces quantités un système de fonctions bien déterminées. De chacune de ces fonctions z'- on déduit la fonction Zi correspondante par une quadrature. La solution la plus générale de (2) est alors fournie par la relation (3).
Cette méthode est dite la méthode de vdiiation des constantes.
Tout système de solutions f, , ^35 • • •: Yn formé de fonctions indépendantes est dit un système fondamental d' intégrales de l'équation ( 1 ).
316. Considérons le cas particulier de l'équation homogène (1). Pour avoir les fonctions :;'^ correspondantes, faisons y(^) = o dans (6).
iv. — Kui \iioNs 1)11 I i;iu;mii;i.i.i;s MNKAIRES. mi
Ce syslcine devient un système d'équations lini'-aires et homof^ènes dont le déterminant D est dillérent de o et qui, par suite, n'admet que la solution
Les fonctions 3), Zo, •••, z„ se réduisent dans ce cas à dos constantes. On a donc le résultat suivant relatif à l'équation linéaire et homogène : t, . i^., . . . , r,i élanl n soht lions particulières de l'équation II), constituant des fonctions indépendantes, la solution générale de l'équation (i) est donnée par la combinaison linéaire la plus générale des fonctions yt , y 2, . . ., y„ :
Propi>sons-nous de trouver une intégrale j^ de (i) qui, pour la valeur a 0 <Je la variaMe, prenne une valeur donnée Yq, les dérivées de r jusquà l'ordre n — 1 inclusivement prenant également des valeurs données r'y, r„, . . ., .i',,' ''•
La solution cherchée est de la forme
y=c,y, + c.2yî-h...~c„rn.
On a, en dérixant n — i fois,
dv _ dv\ dvi dvn
dx dx dx • • • Il ^^
Donnons à x la valeur Xo\ soient (.>'i)oj •••1 ( "7"^ ) '
l dx"-^ /( dx"-^
dx )
1 I 1 dv\
'•■ les valeurs que prennent alors k,, .... -7 — >
On a les n relations
y^ = Ci(\Xi)o -t- . . . -^ C„ (jKn )o,
^' -'"\~d^''=^l,^---^''''\ dx-^ ),:
C'est un système de n équations linéaires à n inconnues c, , Co, . . • , c«. Le déterminant des coefficients de ces inconnues est le déterminant D, pris pour la valeur Xq. Donc, en tout point Xq pour lequel
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D ^ o, on peut trouver une intégrale de (i) qui prenne en ce point une valeur donnée, ses n — i premières dérivées prenant aussi des valeurs données.
317. Remarquons qu'une équation linéaire et homogène conserve la même forme si l'on change de variable indépendante. Soit, en effet, le changement de variable défini par
On reconnaît [cf. t. I, p. 124) que chaque dérivée de y par rapport à t s'exprime en fonction linéaire et homogène des dérivées àe y par rapport à x. Inversement, on peut exprimer les anciennes dérivées par des combinaisons linéaires et homogènes des nouvelles. Le premier membre de (1) se transforme donc par ce changement de
variable en une expression de même forme par rapport à S-' • • ••
318. Equations linéaires et homogènes à coefficients constants. — Supposons que P,, P^? •■■■, ^u soient des nombres donnés. Nous allons chercher à satisfaire à l'équation (1) par une fonction de la forme
(7) y=^er^,
r étant une constante à déterminer. On déduit de (7)
dy (r/2 y d'' y
dx ' dx- ' " ' " ' dx'*^
En portant ces valeurs de y et de ses dérivées dans l'équation (i) et divisant par e''^ qui est en facteur, on obtient l'équation
(8) cp(/-) = r«-f- Pi /•'•'-! -1-.. .-r P„= o.
C'est une équation en /•, algébrique et de degré n. On l'appelle V équation caractéristique relative à l'équation (i). Si /•, est une racine de cette équation, e''^^ est une solution particulière de (i ). Par conséquent, si (8) a n racines distinctes /•,, /v, ..., /Vo on connaît pour (i) les «solutions particulières suivantes :
Je dis (\\x' elles forment un système de fonctions indépendantes.
IV. — KoiAiioNs hii'i i:ui. M 11:1,1. i;> i,im:\iui
Imi cllcl. (oiiiioiis pour CCS ((uiclioiis le dctcrininanl l) de hi llit-oric iiéncralc. ( )ii a
/■ic'.-^-
• "-1 (,ri,.r
Ce second (U'IciiniiiiUiL (de \ andeniioiide 1 est é^n\ iiii |)r(nliiil des dillérences deux à deux des /? (jiianlilës /,. /-.j, . . ., /•„. Il esl donc dillerent de zéro si ces quanlilés sont dislincles. Dans ce cas, les n solutions |)articulières obtenues forment un système fondamental el la solution la plus générale de (i) est
Prenons comme exemple léquation
L'équation caractérislicpie est
Elle a deux racines distinctes qui sont rt i; à l'une correspond e-^, à l'autre correspond e~-^. La solution g('nérale de l'équation est
Prenons maintenant l'équation
j" + J' = o- Léquation caractéristique esl
elle a pour racines dzi, d'où les deux intégrales particulières e'-^, e~'-^' et. par suite, la solution générale
y = Ae'>-i- Be-''-^= ( A -t- B ) cosa; -H t( A — B) sin^r,
ou encore
y =^ a cosiX -+- b siiiar.
Considérons enfin léquation
dx>*
II
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L'équalioii caractéristique est
elle a pour racines i , — j , /, — /. I^a solution g('nérale de l'équation est donc
y = Ae^-+- Be-^^ Ce'-^+ De-''^= Ae-^-H Be-^^-t- A'cosa?-i- B'sina?.
320. l\xaniinons uiaiiilenant le cas où léquation carachTislique a des racines iniiltiples.
/• étant un nombre quelconque, considérons la l'onction obtenue en remplaçant j- par c'-'' dans le j)reniier uienibre de (i). On a
d"(e'-'-) ,- d"-Ue'-') ,, ^ ^
Dérivons cette relation par rapport à /• en intervertissant, dans cbaque ternie du |)rcniier nicnibre, Tordre des dérivations, ce qui
revient à écrire
dJ- \~d^ ) ~ d^-^'^^''^^-
On obtient la relation
oJ" ,^ d'^
-j—^^ (a?e''-'") -+- P| _^ ^ {xe>-'= )^. . .-^ V„xe'-^= (?''-f [.ro(/-) -4- 'f (r)].
Si /• est racine d ordre supérieur ou égal à 2 de l'équation caractéristique, 'f (/') et 'f'(/) sont nuls; par suite, le second membre est nul. Cela montre que xe'-'^ est une intégrale de l'équation (1).
D'une façon générale, dérivons h — 1 fois par rapport à /• la relation (9) en intervertissant, pour cbaque terme du premier membre. Tordre des dérivations par rapport à r et par rapport à /•. Si Ton reuiarque que Ton a
f/Z'-i /rf^-e'--^\ df'
(f/./i-i V dx/c / d.v'^'
on reconnaît que Ton obtient dans le premier membre l'expression
dx" ' dx''-^ ^ '
Quant au second membre, il est égal à e'"'' multiplié par un polynôme linéaire par rapport à cp, -^', ..., -pf'''~'^ Si r est racine d'ordre /i de l'équation caractéristique, il annule toutes ces fonctions et, par
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suite, \r sccdikI mcmluc. I )i)n(: .r^' ' f?''-'" csl une intt-i;f.ilc de rt'wiii.ilii'ii (I). 1^11 lésimié, si r est racine d'ordre h de réffucition C((/(tctérisli(/ue, les h fonctions e''-', xe''^, x'-e''-^, ..., .r^ ' e''-^ sont solutions de ( i).
Sdit'iil /,, /o /•) lt>s racines dislineles de riWjiialion caraclé-
risti(jiie: // , . //. //> leurs ordres de nudliplicilé respectifs. IXous
avons comme solutions particulières de (i) // , -f- A^ -+-. . .-f- /i> = // f\)nc lions, savoir :
(in I
xli\-i gr,_x_
On ohlieut une solution en prenant
n,, ..., ri), étant des polynômes arbitraires de degrés respectifs
h\ — 1 Ii\ — I. Je dis que c'est là la solution la plus générale
de (i). 11 suffit, pour le faire voir, de vérifier que les n fonctions (lo) sont linéairement indépendantes, c'est-à-dire qu'il n'existe pas entre ces fonctions de relation linéaire et homogène à coefficients constants non tous nuls. Cela revient à montrer (pion ne peut avoir de relation de la forme
Pi I^> étant des polynômes non tous nuls. En divisant par e'' ^
on aurait
o = P,(:r)-^...-f- e''n.-i\)jc R-, (.r ),
les dilFérences /^ — /•,, . . ., /) — i'\ étant toutes diflerentes de zéro. On peut dériver cette relation un nombre suffisant de fois pour faire disparaître les termes de P,(.r). On aurait alors une relation analogue contenant un terme de uKjins, les polvnomes qui remplacent P,. .... n'étant pas tous nuls. Kn opérant sur cette relation comme sur la précédente et en continuant ainsi, on arriverait à
o = e^-^'Tix),
s étant dillVrenl de zéro et T n étant pas identiquement nul. L ne telle relation est impossible; par suite, les n fonctions (lo) sont linéairement indépendantes, et la solution l;i plus ^é'ut'rale de (i) a la forme indicjuée.
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321. Considérons le cas où l'équation différentielle donnée a ses coefficients réels. L'éqiialion caractéristique a ses racines réelles ou imaginaires conjuguées deux à deux. Aux racines a H- [ii et a — [if correspondent les solutions suivantes :
ou
e^-^{co%'^x -T- i ^xw'çtx), xe^-^{cos^x -^ i ûn^x), ....
e*-'^' ( cos p 37 — fsin^or), a:e*'^(cos j3a7 — tsin^a?), ....
La partie de l'intégrale générale corres[)ondant à ces racines peut se mettre sous la forme
e*-^cos3a7l'i(.r) + e'^-^' sin ^r Qi (a^), Pi et O, étant des polynômes.
Exemple. — l^renons léquation
L équation caractéristi(pu; est
elle admet la racine double /■ ^ — i , d'où l'on déduit les deux solutions particulières e"-*', xe''' et, par suite, la solution générale
y = e--ï'(A -f- \ix).
323. On peut ramener aux équations linéaires et homogènes à coefficients constants les équations cVEuler, qui sont de la forme
(/"y , 6?"-'>' dv
p\: p-i-, ... ; Pn étant des constantes.
Posons
d'où
Evaluons les dérivées de y par rapport à la nouvelle variable t. On a
j't = y'x^'t = ^y'x, fi^ = ^y'x^ x''-y\^,
D'une façon générale, yp est une combinaison linéaire de xy' ^ x-y\ . . ., xPy^P\
IV. — KQi ATioNs i»iKKi':rii:Mii;i,i,i:s i.im;aiiu:h
En ellet, adiueltons-Ie jus(|irà l'ordre/; inclusivcmenl : m <I<'mI\;iiiI (le nouveau, le terme .r^r^à donne a.r'^)'''*' -j- .r'-'"'"' )-f''<+".
f.a dérivée d Ordre /> H- i esl donc hicu de l.i (miiif iudiriué'e. Inversement . en résolvant les équations obtenues par ia|)|)ort à xy\
.t-.T'", l'HyUt)^ Qj^ obtient, jjour ces quantités, des expressions
qui sont des eond)inaisons linéaires et homogènes de r^, y)',, ...,^J"'. En portant ces valeurs dans l'équation donnée, celle-ci se transforme en une équation linéaire et homogène, t étant la vaiiahlc indépendante. Cette équation a des solutions de la l'orme
c'est-à-dire, en revenant à la \arial)le x,
z'', x'']^x, x''(Lx)'-
On est alors conduit, pour intégrer l'équation donnée, à poser
;• étant indéterminé. En écrivant que l'équation est satisfaite pour une fonction 1' de cette forme, on obtient une équation dans laquelle x'' est facteur d un certain polvnome en /". En annulant ce polynôme on a une équation en /•, dite équalion caractéristique. A toute racine /"o d'ordre // de cette équation correspondent les II intégrales particulières .r'u, x'oL.r, . . ., ^'■"(La;)^"' .
Equations avec second membre. — Considérons léqriPtion
soient y^ une intégrale |)arti(ulière de cette équation, y 1 intégrale générale. En posant
on \(>il que :; est la solution générale de léquation précédente où l'on fait /'^ o, c'est-à-dire de l'équation sans second membre.
D'autre part, nous avons vu que, si 1 on connaît la solution générale de Téquation sans second membre, la méthode de la variation des constantes permet d'obienir l'intégrale générale de (2) par des quadratures.
Remarquons (]ue si le second membre de (2) est de la forme ç* 4- 6-1- y, si }', est une solution de l'équation dont le second membre est 'j, y^, une solution de l'équation dont le second membre
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est 'h, ) 3 une solution de l'équation donl le second membre est y, j'i -hj)'2 + JK3 est solution de (?. ).
Nous allons montrer comment, dans le cas où l*,, P^, . . . , V,/ sont constants, on peut trouver simplement des inl('grales particulières lorsque /"(a:) est un polynôme par ra|)])()rl à ,r et à des expressions de la forme e^^.
3;2o. En premier lieu, supposons que le second membre de (2) soit un polynôme Iv(j:) de degré |a
Ao-r!^— Aia-P--' + . . .H- A|j._,.T- -+- Ajj..
Je dis que l'on peut trouver une intégrale de (2) constituée par un polynôme de degré pi, soit
y — 'Xqx\>--t- a,rt^-' -4- ...-+- au,.
En effet, cherchons à satisfaire à (2) par une fonction de cette forme. Nous sommes conduits à identifier l'expression
P„(ao.r!A-i-. . .-^ a^, ) — P„ , ( ;i.ay j-l^--' -:- . . .-;- au._i ) -1- . . .
avec H(.r). En égalant les cocilicieuts de u.!^-, on a
P„ao= Ao.
Si P«^ o, on tire de là 7.,,. En égalant ensuite les coefficients de.r!^~*,
on a
P„a,+ P„_, îiao= A,,
relation qui détermine a,. On détermine ainsi successivement les a + 1 coefficients de )\ Donc il y a, dans le cas de P„^o, un polynôme de degré a qui est solution de (2 ).
Supposons I^„ nul, ainsi que P/,_), ..., P,i_k+\', alors la dérivée
d ordre minimum qui iigure dans ( 2) est -j-^'
On peut considérer l'équation comme étant d'ordre n — ■ k par rapport à cette dérivée, qu'on prendra comme fonction inconnue. Cette nouvelle équation rentre dans les conditions précédentes. On
y satisfait en prenant pour -^-^ un polynôme de degré y.. Par k qua-
dratux-es, on en déduit pour y un polynôme de degré u -+- /.■ qui satisfait à (2).
3!26. Supposons maintenant que le second membre de l'équation donnée soit e^-^'R(x), g étant un nombre constant, R un poljnome.
IV. — EQl'ATIONS nirriildCMIKI.LES I.INEAIUICS. II
Pdsons
7 = ceA'«-,
d.v " \ clx
(ly / dz \ fl-v / (l^ z dz
d''-Y fd^z dz \
,lk y
Dune façon "énéralc, —~- est écal à eS'' nniltiplii' |);ii' iiru- coinlii-
liaison linc-aire de :;, -7^ ^ • • • > —rA-- Kn iiorlanl ces valeurs dans (a), dx dx'' ' '■ '
on voit que eS'' est en l'acteur dans les deux membres. En supprimant
ce facteur, on obtient en r une équation difï'érentiell'C linéaire
d'ordre «, dans laquelle le second membre est un [lolynome. Celte
équation renlre donc dans le cas précédent et admet pour intégrale
un polviioiiie.
327. Supposons (pie le second membre soit de la lorme l^eS-^ Vi^x). On cherche séparément une intégrale pour chaque équation obtenue en prenant dans le second membre un seul des termes eo-^P(.r). On prend ensuite la somme de ces intégrales particulières. C'est une intégrale particulière de l'équation donnée.
La méthode exposée s'applique au cas où le second membre est un polynôme en x, e»'". ..., cosax, sinajc, cos,3.r, sin^r, ..., en exprimant les fonctions trigonométriques au moyen d'exponentielles.
328. Systèmes d'équations linéaires. — Considérons le système de n équations différentielles linéaires à n fonctions inconnues
(1) ' dx
ig-^p,r + Q,= +. .^R,<=v,.
dx
les P, Q, R, . . . , V étant des fonctions données de x.
Le problème de l'intégration de ce système peut se ramener aux problèmes précédents par des o|)érations algébriques. En effet, dérivons n — I fois chacune des équations (i). Nous obtenons ainsi n- équations entre lesquelles nous pouvons éliminer les fonctions ;, ..., t et leurs dérivées jusqu'à Tordre n, soit donc en tout {n — 1) (/i -h i) = /i- — I fonctions, qui d'ailleurs entrent linéairement
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dans les équations. Le résultat de réliminatiou est une équation linéaire entre y et ses dérivées jusqu'à l'ordre //. Nous allons étudier directement le système (i ).
Étant donnés plusieurs systèmes de fonctions Ji
nous appellerons combinaison linéaire et homo<iène de ces systèmes le système suivant, où les A sont constants :
jK = /Mri + ..
■ •-<- >Vi7/;.
Etant donnés plusieurs systèmes, si aucun d'eux ne se réduit à une combinaison linéaire et homogène des antres, nous dirons que ces systèmes sont indépendants.
330. Supposons qu'on ait/î systèmes de solutions des équations (i) où l'on fait V, = Vo =. . .^ ^ «= o, c'est-à-dire des équations (i) sans seconds membres, soit
JK«i -^«, ■ ■ • 1 t „
et que le déterminant de ces n- fonctions ne soit pas identiquement nul. Il en résulte que ces n systèmes sont indépendants au sens précédent. En effet, si l'on avait, par exemple,
yn= Al J", -+-... -+-/l„_,JV_i.
tii — "1 /| — • . • -^ n^/i— 1 tii-
le déterminant serait identiquement nul.
Nous allons chercher, en partant de là, la solution générale des équations (i) avec ou sans seconds membres. Cherchons à satisfaire
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à ces ('qiialions par dos loiiclioiis de l.i loiinc
t = c-i<i -+-. . . I- Cil,,,
f,, r.j c„ élaiiL certaines fonctions de .r qu'il s'agit de déterminer. Portons ces expressions dans les équations (i) et cherchons par exemple le coefficient de Ci dans le premier membre de la première écpiiilion. On a
dy dy r ,
dx dx
on voit (pie le coefficient de C| est la fonction
qui e^t nulle j)ar liy|)othèse. De même, les coefficients de c^. sont nuls. Les ('(piations (i) sont donc remplacées par
^ c'a yi-^. .
On a ainsi /? équations linéaires entre c, , c.,, .... c\^. Le déterminant de ces équations est diflerent de o, du fait que les systèmes de solutions sont indépendants. Elles permettent donc de calculer c', , c.'., . . . , c\^. Par des quadratures, on en déduira C(, Co, . . .. c„.
31^1 . Si les \ sont nuls, la solution de ce système est
Cela montre que la solution générale du système sans seconds membres est une combinaison linéaire et homogène des premières solutions.
332. Dans le cas où les P, Q, ..., Rsont constants et où les \ sont nuls, en utilisant les résultats obtenus (n" 318), on reconnaît que 1 on doit trou\er pour r une solution île la forme y.r''^; de là résulte (jue z, qui est une cond)inaison linéaire et homogène de y et de ses dérivées, est aussi de la forme (Se'*"; il en est de même pour les autres
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fonctions. On est alors conduit à chercher directement pour (i) des solutions de cette forme.
l'renons, pour fixer les idées, le système de trois équations suivant :
dy
-j h ay -\- bz -^ eu = o,
dz dx
du „ , ,,
a^ b, . . . étant des nombres donnés.
Cherchons un système de solutions de la forme
— -ip.rx'
on est conduit à résoudre les écpialions
Ce sont trois équations homogènes en a, p, y qui doivent avoir en a, ^, Y des solutions non toutes nulles. Il faut donc que Ton ait
an-/' b c
Cette équation en r est l'équation caractéristique du système (i); si /"o en est une racine simple, pour r ^= î\ les écjuations (2) sont compatibles en a, [3, y et déterminent a, ^3, y. 11 en résulte, pour (i), un système d'intégrales. Si /o est une racine double de (3), l'équation en jK a pour intégrales correspondantes e''"^ et xe''^''. On cherche alors à satisfaire à (1) par des fonctions de la forme
y = e''o-^(k -+- hx), z — e''o-^( A'-hB'a-), Il = e/-„j:( v'-^ BV),
A, B, A', B', A", B" étant des coefficients constants que l'on détermine comme on a déterminé a, 3, v.
Prenons par exemple le système suivant :
^- 3r dx
dz dx
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l'osons
y = ae''-^, z — {ie'"-*",
a, |j, /• L'iiuil (les conslaiilcs à déterminer; en >nl»siiiiiniil ces expressions dans (4), on a, en divisant par e'-'",
rx — 3a-4-^— o, /-p — ^ a. -Jr 'j^ =^ o ^
OU
L'équation caractéristique est
(/•-3)(/--T-i)^-4 = o, ou
/•2 — ir — i — o.
Elle admet la racine double /■ = i . Nous sommes conduits à clierclicr des solutions de la l'orme
y = e^iX-^hx), 5 = e-^(A'-f- B'ar).
En faisant de nouveau la substitution, on obtient en divisant par e-''
\ A -t- B:f -+-B — 3(A-f-Ba:)-+- A'-i-B':r=:o, I A'-HB'a--4- B'— 4(A-r-B:r)-H A'4- B'^ = o.
Ces équations devant être xérifiées quel ({ue soit x, il faut que Ton ait
— 2A^B+A' =o, — aB-^ B' = o, 2A'-hB'— 4A = o, — 4B-t-9.B'= o.
La deuxième et la quatrième sont identiques et donnent
B'=iB;
de même la première et la troisième donnent toutes deux
Nous avons ainsi les quatre coefficients en fonction de deux d'entre eux, d'où la solution générale en fonction de deux ccuistantes arbitraires
y = e^( A -h Ba"), z = e-^{ik — JJ -r- 2 Bjt ).
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V. — Systèmes différentiels et équations linéaires aux dérivées partielles.
333. Considérons un système d'équations diiïérenlielies contenant autant de fonctions inconnues que d'é(|uations, résolu par rapport aux dérivées, soit
;^=/l(^,yi, ■■■Jn),
On peut encore l'écrire
d.T dv\ dy^ dy„
TT
Nous modifierons les notations de façon à introduire la symétrie entre la variable et les fonctions et nous considérerons un système d'équations dilTérentielles mis sous la forme
dx\ dxn dx„
les X étant des fonctions données des n varialjles .r,, X21 • ' • x„- De celte manière, on ne spécifie pas quelle est, parmi les variables .r,, x> . ■ ■ x,,^ la variable indépendante. Si, dans un certain domaine de variation pour x^^ x-2-, . - • x„, la fonction X,- par exemple reste diflerente de o, le système pourra se mettre sous la forme suivante
dxk X/, . .
—7 — = T7-> A- = I, 2 / — I, j + I, . . . , rt ;
dxi Xi
on AU — I équations différentielles ordinaires, la variable indépendante étant Xi elles fonctions inconnues étant .r,, ...,.r/_,, Xi^i^ ...,x„. On peut encore procéder autrement, en introduisant une nouvelle variable t et écrivant
dx^ dx,i ,
On considère alors x^^ x-2,. . . ..x„ comme fonctions de la variable indépendante /.
334. Dans tous les cas, on sait que, sous certaines conditions qui
V. — SYSTKMKS DIK|-KHIiNTIl:i,S liT KOI'ATIONS I.IM: AIRKS. ty,
ont élé préciscTS dans le tli('orrino ircxislfmc, \c svsirmo (i);Hlm<'i un sjslènie (l'inlégralcs dépr-ndanl de // i < unslantfs arhili aires f'i' fiii •••? ''i/.i- Si 'i |»ar exemple est la vaii.dtle iiidi'jxMidaule, un auia une stdulidu de la forinc
Xi = 02{Xt, c,, . . ., c„_,i.
^n= 0„(.ri. C|, . . ., c,,-,)-
Supposons qu'on puisse résoudre ces équations par rapport à c,. Co. . . . .c« |. On obtiendra n — i relations de la forme
/i {-ri,.ro, ...,rf„) = d, ^2^ j /î (>i,-r2, ...,J'„)= 6-2,
Etudions les propriétés de ces fonctions /. L'une quelconque dentre elles reste conslanle lorsque .ri, .r._., ^ ,/ Narienl de manière à satisfaire aux équations (i), de sorte que l'on a, dans ces conditions,
Or, on a toujours
•^ ÔXi OXa
En tenant compte des équations (i ), on doit donc a\oir la relation
oxi âxo ox,i
cette relation étant vérifiée pour toute fonction / qui reste constante lorsque ^i , .ro, . . ., x,i varient de façon à satisfaire aux équations (i). Or, dans les intégrales de (i). mises sous la forme (2), par exemple, on peut prendre arbitrairement la valeur initiale {xx)o de .Ti, puis les valeurs initiales (o^ojo, •-•1 (-^/Oo correspondant à (^i)o; par conséquent, (3) doit être vérifiée pour tout svsième de valeurs de x,, .r^, ..., cT,,, c'est-à-dire doit avoir lieu identiquement, avec la seule réserve que les systèmes de \aleurs considérés sont compris dans le domaine où les conditions d'existence et d'holomorphie sont réalisées. La relation (3) est une équation linéaire et homogène aux dérivées partielles. On ^oit cpie toute fonction f du système (2) satisfait à cette équation.
126 CHAPITRE V. — ÉQUATIONS DIFFÉKENTIELLES.
Réciproquement, étant donnée une fonction /"satisfaisant à l'équation (3), si les quantités Xf, x<xi •••, Xn varient en fonction d'un paramètre de manière que leurs différentielles satisfassent aux relations (i), on reconnaît que la différentielle rf/' correspondante est nidle. Donc, dans ces conditions, /reste constant.
Toute fonction f satisfaisant à (3), c'est-à-dire toute intégrale de (3), est dite une inlégiale première du système (i).
33o. Soient /'(./"o /'/,, Il intégrales de (3). Je dis que toute
fonction
constituée en prenant une fonction arbitraire de J^. /.,, ..., y/,, est une intégrale de (3 ;. En ctlet. nous avons
dxi df\ dxi dfi dx, ' ' ' ' of/i Oxi ^ ■> • • -i
Formons la combinaison
dV t)F dV_
dx I ' dXi ' ' ' " ÔXn
Le coefficient de -> est X, -^ -+-. . .-i- X,, t^> c'est-à-dire o par oji dxi dx„ I
liypolhèse; il en est de même pour les coefficients de -^) • • ■ , — !-• La fonction F vérifie donc la relation (3).
5e dis c\ue^ si l'on connaît n — i intég/rdesde (3), f^^/^, ...;/,;_,, constituant un système de fonctions indépendantes , toute autre intégrale de (3) est une fonction des n — i premières.
y,, /"s, ..., /n-\ étant des fonctions indépendantes, si l'on considère le Tableau des dérivées
df,- fi =1, '2, . . ., n — 1 \
dxi, \k = \, 1, . .., n /'
les déterminants d'ordre n — r issus de ce Tableau ne sont pas tous nuls. Soit /'une intégrale de (3); remplaçons successivement dans (3) la fonction inconnue par/,, /o, ...,/„_,,/. On a ainsi n relations linéaires et homogènes entre les fonctions non toutes nulles X, , X;., . . ., X„. On en déduit que le déterminant correspondant est nul,
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'Il
àx„
dXi
Oj.,
dX.r
OXn
C.oniine les déterminaiils d'ordre n — i issus des n — i premières lignes ne sont |)as tous nuls par hypothèse, la théorie des fonctions dépendaules luoiili-c (|ue / est lonclioii de /", , J\, ...,/„_, (^cf. l. I. n" I lo, p. loc) ).
En résumé, l(( solution générale de (3) est de la Jornw C2 (/\,/'2^ • ■ •: fn-\ )i 'f étant une fonction arbitraire et /',, f\^ . . ., /fi-{ étant n — i solutions particulières de {?>) formant un système de fonctions indépendantes.
336. Nous allons étudier ce que deviennent, par un changement des variables indépendantes j:,, Xo, . . ., x,i, d'une part le système ( i), d'autre part l'équation (3).
Soit le changement de variables défini par les relations
(4) a", = 9,(7i, ..., j„). ..., .<••„= 9„(7i, ...,JK„)-
On suppose que cette substitution est réversible, c'est-à-dire que
^iru r-2: ■■■,jn)
EfTecluons d'abord le changement de variables défini par (4) dans les équations (i). Soit À la valeur c(jinmune des rapports -^; ces équations s'écrivent :
dxi = X X/.
Parlons des formulci
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En tenant compte de (5), elles deviennent
On voit donc que si l'on pose
' âxi ' " " àxo ' ' ' " àx,i
le système (i) se Iransioiine en un svslènie qui j)cut se n)etlre sous la forme
cr^ l'j — ^ — - ':!Zji
Effectuons maintenant le même changement de variables dans l'équation (3).
Etant donnée une lunction quelconque /(^,, ^a? •••^•x^/i): désignons par F(j", , T'j, ....j'„) ce que devient cette fonction par le changement de variables considéré. Nous avons
^ _ OF dj^ à^àyi OF dy„
OXi àji dxi Oji OXi ' ' ' dy,i ôxi
Formons, avec ces expressions, la coml)inaison X "^f ^x ^/ ^ ■ x "^
axi ôx^ <)x,i
c'est-à-dire le premier membre de (3). On reconnaît que le coeffi-
j àF cient de - — est
àyk
OX, ÔX-y OX,i
c'est-à-dire 11 a.
Léquation (3) se transforme donc en léquation suivante :
.- àF ,, ùF ^, dF
Ainsi, en ellectuant le même changement de variables, d'une part sur les équations (i^, d'autre part sur l'équation (3), on obtient
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les équations (6) et (■j), la iclaliitn i^u\rn ((')) et (7) (•l.nil l.i iiiriiic qu'cnlre (1) et (3).
D'a|)rès cela, siy est une lnt(-grale de ('■'»), la fonrlioii I' I r;iri-.rorin<'e dey est une intégrale de (7), et rrciprocjucmmi. Un système do A intégrales indépendantes de l'une des éf(ualions (3) ou (7) se Iransforme en un système de h intégrales indépendantes de l'autre.
337. En ce qui concerne l'intégration du système (1), si l'on connaît /i — i intégrales indt-pendanles de l'équation ('.]), soient y,, /2i • ■••ifii-\i en les égalant à des constantes C), Co, . . ., c„_( , on a des équations que Ton peut résoudre par rapport à n — i des variables et (pii fournissent la solution gén('rale du système (i); on peut disposer des constantes pour faire correspondre à une valeur donnée de x^^ n — ■ i valeurs données pour .To, . . ., x,,.
338. Supposons (pie l'on connaisse p [p <C n — i) intégrales premières de (i), constituant/:) intégrales indépendantes de (3^. Cherclions à tirer parti de la connaissance de ces intégrales pour faciliter la résolution du [iroblème.
Soit donc/i, /o, . . ., fp un système de p intégrales indépendantes de (3). L'un au moins des déterminants fonctionnels dey"), y^, ..., Jp par rapport aux x est différent de o. Supposons que ce soit
Kjii ./2> ■ ■ ■ij i>> ^ Paisons un changement de variables en inlrodni- D(a-,, a-î, ..., ic,,) "
sant des variables j^ définies de la façon suivante. Nous posons
' fi (.7-,, Xi, . . ., X„) =1-1,
fl.iX^, X-i. . . ., Xn) =f,„ (8)
X ,1 — y II .
Ce système d'équations peut être résolu par rapport aux x. Il siiflil pour cela de faire rinverslon des p premières relations par raj)|)ort àjTi, x-^. ..., Xp, ce qui est |)(>ssil)lc d'après l'hypothèse
On peut donc définir le changement de variables par des équations B. - II. 9
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de la forme suivante :
^'n — yn •
Par le changement de variables (9), le système (i) et l'équation (3) se transforment resj)ecti\ement en un système (6) el une équation (7). Cette équation (7) doit être vérifiée par les fonctions F qui sont les transformées de/,, /., .... fp, c'est-à-dire par les fonctions y,,
Or. |)Our F= r,, par exemple, on a
0¥ _ oV _ «^f _
^yi ~ ' '>yi ' ' ' 4>'«
Pour que {- ) soit vérifiée par cette fonction, il faut que l'on ait
On reconnaît de même que l'on doit avoir V'î = . . . = Y/, = o, «le sorte que Téqualion ( 7 ) a la forme suivante :
Le système (6) est le suivant :
dj'\ dVi __ dVf, 00 0
dt■,,-^-l
dVn
il conduit aux équations
dyi = dy, = .
..= dyp=o
et
dvp^i
Des/? premières équations résulte <:,, Co, .. ., Cp étant des constantes arbitraires. Il reste à intégrer un
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svsiriiic coiilciiiiiil n /' v;iii;il)|cs ]'/,^i . .... 1',, liirs UAV II n ~ \ rclalions (liHV-renlirlIts.
I*r;ili(|iiemcnl, on pciil ;i|)|)li(jti('r ccllf nM'lliotle en iii<'ii;iiil ilaii> Ir» <(| liât ions (8), à la placr de ri,.!'.., ..., jk^, des conslanlcs C,, Co, ..., c p. ( )n |)('ul (lonr énoinei" la rè^lr |)rali(|iic suivante :
Si Con connaît /> intégrales jircniicn's indi'iii'iiilantea lir (i), on 1rs égale à des constantes Ci, c^, .. ., Cp, on résout les j) éfj nations ainsi obtenues par rapport à .r,, ./■._, r,, rfiii se troinent
exprimées en fonction de Xp^y^ ..., .r„ et de c,, Oo Cp. On
jtorte ces fonctions dans le système (i), qui se réduit alors à un système d'équations difjérentielles comprenant p fonctions et p équations de moins.
H résiille de tout l'ensenihle de la ihéoric que le proijlèine de la lecherclie de la solution "énérale du système (i) et celui de l'intésTralion de (3) sont deux problèmes éf[ui\alents.
ii39. Donnons (|uelques applications de cette théorie. Soit le système
dx dy ilz
(i) - =r /•(- — (iz- -^ —. pz — r.r, __ z= r/.r — py.
^ dt ' dt ' ,lt ' '•^'
/>, q, r étant (\e> fonctions données de t. Formons la combinaison
dx dy dz , , , ...
X -, '- y -, -\-z-j-; le second membre est identiquement nul. et.
al ^ dt dt '
comme le premier est la dincrentielle de x--r-y--\- ;-, on en déduit
La fonction x- -\- y- -r- z- est une intégrale première du système donné. La combinaison que Ton a formée pour l'obtenir est dite une combinaison intégrable des équations données.
On |)eut de la relation obtenue tirer, par exemple, z en fonction de x^i JK, c, puis, j)orter dans les écpialions ( i) qui se réduisent alor.» à deux. On a
et les deux équations
dr I
<iy :, ;
-— = p y C — X- — V* — rx.
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On peut vérifier que la troisième équation est satisfaite d'ellemême. On à, en effet, d'après l'équation (2),
dx dy
dz ~ '^ li '^ ■^ dl
dt
ou, en remplaçant 7^ et -^ par leurs valeurs,
dz ( q X — py ) s/c — x- — y'
-j; -- — — — = 9x- py-
ai ^ Q j-i yl
La connaissance d'une intégrale première nous permet donc, comme la théorie générale nous lavait ap[)ris, de diminuer d'une unité le nombre des équations et des fonctions inconnues.
Soit le système
dv dz
-di-y'^ 777=^^'"' dï'-''y'
ou encore, en supprimant la variable /,
dx dy dz yz~ zx ~ xy
En égalant le premier et le second rapport, puis le premier et le troisième, on a
X dx — y dy = 0, x dx — z dz ^= o, d'où
a"- y-z^LCx, X- — Z' = c-,.
On a ainsi deux intégrales premières. On pourrait, en égalant le second et le troisième rapport, en avoir une troisième j'- — z- = c-,, ; mais elle n'est pas indépendante des deux premières.
On déduit des deux relations précédentes
y = ^x- — Ci, z =z \/ x- — C).
On a ainsi j^ et :; en fonction de x. Pour avoir x en fonction de l^ portons ces valeurs dans la première équation. On a
-dt = v/(^^-c, M. ,— .,,.
Si l'on peut intégrer cette équation, on aura la solution du système donné.
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3il. Supposons niainlcnant cju'il s'agisse {l'éludlor une f'qnalion linéaire el lioniogrnc aux dcrivôcs parlielles. Soil It-qualion
' ôx ^ (ly dz
D'après la théorie générale, on doii former le système d'équations difierenlielles auxiliaire
(ix dy riz
En égalant le premier et le second rapport, puis le premier el le troisième, on obtient des équations difierenlielles dans lesquelles les variables sont séparées cl d'où Ton tire, en intégrant,
^ = r-i, == cj.
Donc la solution générale de l'équation donnée est la fonction
CD étant une fonction arbitraire. On sait qu'en l'égalant à o, on a l'équation générale des cônes de sommets «, è, c.
S^â. Soit à intégrer l'équation
x'^4- — •'■^y^ — {ix"^-^ xz-\- ^y'^)4- = *>•
dx ày -^ ' dz
Considérons le système auxiliaire
dx _ dy dz
x'^ zxv -iX'-h X z -r- ^y-
En prenant les deux premiers rapports, on oblicnl lintégrale première
Pour simplifier l'étude du système, lirons de celte équation j- en fonction de y el de x, et portons cette \aleur dans le troisième rapport, que nous égalons au premier.
Il vient
dx _ dz
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1 ix- -t- t z -^ ^ ) d.r — - x- ilz = (I.
ou, en divisant par :r,
■XX -^ s -+- \- \ clx -r- X (/z = O. X- j
En remarquant que zcIx-\-xdz esl la difFérenlielle de xz., on voit que le premier membre de cette relation esl une dillérentielle exacte. On déduit de là
On a finalemetil les deux intégrales |)i'emit'rcs
x-y = A, x' -+- X z — xy- — ijl.
Par suite, la solution générale de l'équation aux dérivées partielles
donnée est
o( x-r, x- -+- xz — ■xy- )■
343. Équations aux dérivées partielles linéaires non homogènes. — Consi(l»'rons 1 ('-(piation
<)Xy ' 0X2 0X„
Z étant une fonction inconnue des Nariables J7,, x^-, 'l'n', l'i-
Po, ..., P«, R étant des fonctions analytiques données de r,, ..., x,i , z .
Nous poserons, d'une façon générale,
àz L'équation (i) s'écrit alors
Cherchons à déterminer une fonction Y de .r,, x-^^ •■ •, x,i. z telle que l'équation
(•2) ^ (.''"1, Ti X„. Z) — O,
résolue par rapport à ::. définisse pour z une fonction de .r, . .r.j, . . ..x„ qui soit solution de (1). Chei'chons à quelles conditions doit satisfaire V. c- étant défini pai- (2). dérivons cette équation {y. ) par rap-
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porl à .r/; on a
d\)ii
Pi
dxi Oz
Oz
Kn portant cette valcnr de />/.dans ré(|ualion (i), celle-ci prend lu forme
Oxi <).r-2 Ox„ Oz
C'est, par rapport à la fonction inconnue ,V, une équation homogène à /i H- I variables. Si l'on a une solution de l'équation (3), en égalante o cette solution, on définit une^certaine fonction implicite :? deo^i, ..., Xi, qui véiilie l'équation (i). Mais nous ne savons pas si l'on obtient par ce procédé toutes les solutions de (i).
3i4. Supposons qu'on connaisse la solution générale de (3), ce qui suppose qu'on a déterminé n solutions indé-pendantes V,, Vo, ..., \n de cette équation. Toute intégrale de (3) est de la forme ^(Vi, Vo, ..., V„). Nous allons chercher si toute intégrale de (i) satisfait à une relation de la forme <I> :^ o.
Partons d'une intégrale déterminée de (i). Dans V,, \ 2, •••, ^ «> remplaçons :; par cette fonction et posons d'une façon générale
tl((3"i, 3^2, . . .,Xn) — V/( 2,3-1, ■ . . or„) { i = \ . . . . , n ).
Formons le déterminant fonctionnel A des U par rapport aux x. On a
O.r, Ox , Ox„
Or, Ox.,
Ox„
Or, on a
dU/ OMi Oz Ox,, oz Ox,,
OV, Ox„
d'où
0\i 0\\ OVt dV, Ox, ~*~ Oz^' Ox, Oz P-
0\\ 0\\ Ox., dzP"
0\'n , à\'„ 0\ „ Os„ Ox, ^ Oz ^' ox, Oz '''-
à\'n ^ à\„ Ox„ ' dz P"
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En décomposanl ce délerminant par la niétliode liabiuielle, on obtient une somme de i" déterminants partiels. Tout dëterminantpartiel contenant deux colonnes renfermant les quantités/? est nul, comme ayant deux colonnes proportionnelles. A est donc égal au déterminant par-
-, ■,.,,., I)(Vi, V2, . .., V„) tiel ne contenant aucune quantité />, c est-a-dirc a ■=— -^
plus la somme de p déterminants dans chacun desquels une colonne contient en facteur/?/. On a donc
(4) ^ = ,>. .. ,. :— , '- y.Pi
D'autre part, les ^ étant solutions de l'équation (3), on a les n relations suivantes :
(5) \\-^-^\\-—-^-...^V„—±=—\\--L (f = 1,9., ...,rt .
OXi (Jjn OXn ôz
Le système (5), considéré conime un système d'équations linéaires homogènes par rapport aux quantités P,, Po, ..., P//, R, les définit à un facteur de proportionnalité près, car, si Ton pose
D{Xi,X2, . . .,x.,)'' ' D(./-,, ...,./•,_,, ^, .?/^_], .. .,j-„/
les déterminants D,,, D,, .... 1)„ ne sont pas tous nuls, du fait que V,, Vo. ..., \ ,j sont intégrales indépendantes de (3).
En résolvant les équations (5) par la règle de Cramer, on obtient, M étant un certain facteur,
(6) r/=:MD„ R=— MDo.
Remarquons que, les D n'étant |)as tous nuls, on peut, d'une au moins des relations (G), tirer M, qui peut donc être considéré comme connu.
Cela posé, l'équation (4) s'écrit
d'où Ion déduit, d'après (6), en multipliant par M,
(7) AM^vp.^._R.
Or, lorsque :: est intégrale de (i), le second membre est nul;
donc on a alors
AM = o,
ce qui exige soit A = o, soit M = o.
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Si A = u, c est que les fonctions U sont liées par une rel.ition '!>( U,, Uî, U„; = (),
ce qui revient ;i dire (|ue2, considéré comme solution de (i), satisfait
à l'équation
et est défini par cette équation. Donc, dans le cas de A = o, la solution z de l'équation (i) est fournie par la méthode indiquée.
11 reste comme intégrales pouvant n être pas données par celle méthode celles qui satisfont à 1 équation
Ce sont des intégrales qu'on j)eul appeler intégrales singulières; elles annulent P,, 1\, ..., 1'/,. R, et ne contiennent ni constantes, ni fonctions arbitraires.
Si l'on cherche seuleu.enl les solutions de (i) contenant des fonctions arbitraires, on a la règle pratique suivante :
Etant donnée l' équation [i)^ pour l'intégrer, on forme le système d'équations dijjérentielles
dxi dx-i _ _ dx,i __ dz
t; ^T7 ==•••= iv"ir'
Supposons qu'on ait la solution générale de ce système, c està-dire qu'on en connaisse n intégrales premières indépendantes,
/l = C], . . ., J II = C,i';
on établit entre ces intégrales premières une relation arbitraire
La solution générale de (i) est la fonction z de Xt, x-i-, ■■ -, JCh définie par cette équation.
3io. Donnons des exemples dapplicalion de cette méthode. Soit
1 équation
dz ^^ , ^-^ _ -
Xy h X2 -— i-. . .-f- a*,j -— - — pZ^
clXi OXî OXn
où p est une constante donnée. ?sous de\ons considérer le système d'équations différentielles suivant :
dr^ dx-i lIx,i dz
X\ x-> X /i pz
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Cherchons des inlégrales premières de ce système. En égalant le premier rapport successivement à chacun des autres, on a des équations que l'on peut intégrer et qui donnent
— = Cl. — = C2, . . . , = C„_i, — - = C„.
Xi Xy Xi X'(
D'ailleurs, toutes ces intégrales premières sont indépendantes. La solution générale de l'équation donnée s'obtient en établissant une relation arbitraire entre ces fonctions, soit
Xi Xi
Xi xi'J
ou, en résolvant par rapport à z^
/ Xi X.i Xn\
z = X^iOl — , — , ■ ■ -, — .
\Xi Xi Xi I
On voit (pie ; est une fonction homogène et de degi'é /? des variables
Xi , X-^1 .... X I, .
Soit Técpialiou
dz ^ r)z
a et b étant des constantes, z une fonction inconnue de x, y. Le système auxiliaire est
cfx dy dz a b I
d'où les intégrales premières
X — a -3 = Ci, y — bz = c-2.
La solution générale en z est définie par l'équation
ç( X — az^ y — bz) =^ o.
C'est l'équation générale des cylindres parallèles à la direction de paramètres a, b, i .
Soit l'équaticjn
bx — ay -~ (bz— cy) h (ex — az) -— = o.
ox ' dy
\ - sA>ii;.Mi:s iHrriciiKMiKi.s kt kuiatkins i.im; \itiis. i !<»
Le système auxiliaire esl
li.r fly riz
h z — c y ex — a z a y — /)x
Clierelions à fi)riiier des conihinaisons inlri^iablcs de ces ••(|iiaLi(»iis, c'est-à-dire des combinaisons doniianl iieii à diflérentielles exactes. Multiplions les deux termes du premier rap|)ort par a, les deux termes du second par ^, les deux ternies du troisième par c, et ajoutons. Le dénominateur obtenu est identiquement nul; donc on doit
a\ i)ir
a (il- - h (ly -i- c c/z = o,
d'où l'intégrale première
ax -h by -^ cz = c,.
En multi|diant de même par .r, i', z et ajoutant terme à terme, on
obtient
X dx -h y dy ^ z dz = o.
d'où l'intégrale première
On a deux intégrales premières qui sont d'ailleurs indépendantes. Il en résulte que la solution générale de l'équation est donnée par
(s(x- -r- y- -i- z'^, ax -i- by -{- cz ) ^ o.
C'est l'équation générale des surfaces de révolution ayant pour axe la droite passant par l'origine et ayant pour paramètres a, b^ \.
348. Interprétation géométrique de la méthode d'intégration. — Prenons d'abord le cas d'une fonction z de deux variables indépendantes X. y, et posons
dz dz
Considérons l'équation aux fb-rivées parlieMcs ( I ) Vp — Q ^ = H ,
P, Q, R étant des fonctions données de x, y. z. Il s'agit de trouver une fonction z = '-^{x, y) vérifiant (i).
Considérons la surface représentée en coordonnées cartésiennes
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rectangulaires par l'équation
(2) z = aia;y).
Nous dirons que c'est une 5;^/;/<2ce m/^^o/r//<? pour (i). Le plan langent à cette surlace au point (a:, y, z) a pour expiation
Convenons de faire correspondre à tout point (x, y, z) de l'espace la droite D ayant pour équations
(4) _Ar^- _ Y-^ _ Z-.
D'après cela, et en \ertu de Téquation (i), 5/ z =r^ '^{x, y) est une su/face intégrale j)Our {^\), en tout point {x, j', z) de cette surface, le plan tangent contient la droite D correspondante.
Nous appellerons courbe caractéristique une courbe définie par la condition d'être, en chacun de ses points, tangente à la droite D correspondant à ce point. Or, on sait qu'en un point a:, y^ z d'une courbe, les coefficients directeurs de la tangente sont proportionnels à dx^i dy, dz. On doit donc a\oir en tout point d'une courbe caractéristique
dx _ dy dz
P(2-, j-, 5) Kl(x,y,z) R(a7,j, 5j
Réciproquement, toute courbe vérifiant ces relations est une courbe caractéristique.
Ce système (5) est le système auxiliaire que nous avons introduit pour intégrer (i). Soient
deux intégrales premières de ce système; ce seront les équations des courbes caractéristiques. Elles dépendent de deux paramètres.
D'autre part, la solution*générale de (1) est obtenue en introduisant une relation arbitraire entre 'h et «1/,, soit
D'après la théorie de la génération des surfaces, cette équation est l'équation générale des surfaces] engendrées par une courbe de la famille
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se déplaçant en fonction d'un paramètre. Donc. j)our obtenir 1rs surfaces intégrales rie (i), on considère les courbes caraclérislif/ues dont les équations (6) s'obtiennent en intégrant le système (5). On assujettit les deux paranictri's À, a dont dépendent ces courbes à une relation F(X, ij.) :=o. Elles varient alors en fonction d'un paramètre et engendrent des suif aces qui sont surfaces intégrales pou/- (i).
Dans rexonij)le du n" 346,
dz L ^^ _ ôx ày '
les courbes caraclérislifjues ont pour équations X — az = )., y — b z ^ \x.
Ce sont des dioiles parallèles à la direction delparamètres «, b^ i. Les surfaces intégrales sont des cylindres ayant ces droites pour génératrices.
Dans l'exemple du n" 347, les caractéristiques ont pour équations
ax -^ h y -f- C-; = X, ^■- -i- y- -h ;;'- = a.
Ce sont des cercles ayant pour axe la droite d'équations
X r z abc
Les surfaces engendrées par ces cercles, c'est-à-dire les surfaces intégrales, sont des surfaces de révolution.
On sait ([ue le mouvement d'une courbe dépendant de deux paramètres estdélini si l'on assujettit cette courbe à rencontrer une courbe fixe. La courbe mobile engendre une cei'taine surface qui contient la courbe fixe. En appliquant ceci aux courbes caractéristiques, on voit qu'étant donnée une courbe fixe, on peut trouver une surface intégrale contenant cette courbe fixe.
3-49. Dans le cas de n variables indépendantes [n > 2), on peut interpréter les résultats en un langage géométrique conventionnel. Nous dirons qu'une relation
; = cp(.r,, x^, .,.,x,i)
définit une surface dans l'espace à n -\- 1 dimensions, et (pi'un système de relations où X| , .r-j; . . ., .r„. z sont fonctions de t définit une courbe dans cet espace.
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Cela posé, étant donnés l'équation aux dérivées partielles et le sjslcnie auxiliaire ((ui lui est associé,
cl.i^ (Ij-i rl.r,, (Iz
si la solution générale de ce système est
i]>i(jri, . . ., j;,j, s ) = Cl, ...., •l„{.ry, .. .. Tu, z) — c
nous dirons encore (pie ces équations représentent une famille de courbes caractéristiques. Ces courbes dépendent de n paramètres ; en établissant une relation arbitraire entre ces paramètres, c'est-à-dire en faisant varier les caractéristiques en fonction de n — i paramètres, on obtient des surfaces intégrales.
VI. Équations aux différentielles totales
350. Considérons la relation suivante : ( I ) dz ^ fidri-T- /'., dxo -f- . . . j- /„ dx„ ,
dans laquelle z est une fonction inconnue des variables .r,, .r^, . . ., x,, et y*,, J2, ...,/rt des fonctions données de :;, x,, x-,-, ..., x„. Nous nous proposons de voir si l'on peut déterminer une fonction z des
variables ^(, x-^i c,i telle que sa diderentielle satisfasse à (1).
Cette équation (1) est é(|uivalente au système de n équations
(•2) -izr = /' (f = I, 2, ..., n).
Nous sommes ramenés à un système de n équations aux dérivées partielles. S'il existe une fonction z vérifiant (j), nous pouvons
exprimer une dérivée de cette fonction telle que ^ de deux ma-
nières différentes, en dérivant l'équation (2) de rang i par rapport à Xii et l'équation de rang k par rapport à Xi. En égalant les deux expressions obtenues, on a
^^^ dT,^ ozJ'- àxi^^J'-
En considérant tous les différents couples de nombres ^, /•, on a
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relations (|uc nous a[)j)cllcrons coiidilioiis (T inir i^rahili It'.
Deux cas sonl à (lislingiier :
i" Les (.'•(|iialions (3) ne sonl pas loules vérifiées i(lcnli(|iiiiiirMl,
c'esl-à-dire (jiielles que soient les valeurs données à a^i, Xj, r„, z.
Celles qui ne le sont pas constituent des équations de condition auxquelles doit satisfaire z. H y a lieu de voir s'il existe une fonction z satisfaisant à ces conditions et à la relation (i). Les fonctions z qu'on peut obtenir ainsi sont déterminées et ne contiennent pas de constantes arbitraires.
2" Les équations (^3) se réduisent à des identités, c'cst-à-diie sonl vérifiées, (|uels que soient .r,, x.., ..., x,,^ z. Nous allons montrer que, dans ce cas, on peut trou\er une fonction :; dépendant d'une constante arbitraire et vérifiant (i). Nous dirons alors que réf[ualion (i) ou le système (2) est complètement iiitégrahle.
Partons de la première des équations
Si l'on fixe x^, •• •. Xn, celte équation est une équation dinV-rentielle ordinaire. Elle a en 5 une intégrale dépendant d'une constante arbitraire u\ dans u, x.,, .... x,i figurent comme paramètres. Soit
;; =: o(./|, .T->, .... 3",,, Il )
cette intégrale. Tout revient à introduire entre .r^ r„ et // (pii
reste arbitraire des relations telles que cette fonction z =^ -s^ satisfasse aux autres relations (2). Portons celte valeur de :; dans les n — 1 équations (2) restantes; elles deviennent
c'-i ô'-P au . . .,
OXi Ou dxi
On tire de là
du ■'' O.r,
^^' dXi 0^ V , , .
du
Nous avons là un système analogue à (2), mais ne renfermant plus que n — 1 équations. Nous allons démontrer que dans ce système (4).'
1" Les seconds membres des équations ne contiennent pas Xf et par suite se réduisent à des fonctions 0^, . . ., 9,, . . ., 0,^ de .ro, .... .r„.
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2° Les fonctions 0,- satisfont aux conditions d'intégrabilitc du système (4)-
Pour établir le premier point, nous posons
au
et nous allons montrer que ~ est nul. Calculons d'une façon ffénéraie — '-• On a, eu déri\ant (5),
\<^"/ '^■3^/. \f^-2'/. "^ ''•s à.r/^ dx'idxic) du \ <^-^j / àudx/,-
Faisons maintenant A' = i , il vient
fà-^Y ^ _ / dfi_ ^àft^ do_ _ atçp \ ^ _ / ^\ d'-^
\ôu / àxi ~ l''J'i (>-' '^3"i d.Ci dxi / ()u \ ùxi J ôii ùxi
Or, on a
d'où, en dérivant par rapport à ,r/, puis par rapport à w,
(Po <)fi dfx <)o d-'-f _ àfi d(f
dxi (JXi dxi dz dxi dx^ du dz du
Remplaçons - — |— > — — '-■ par ces valeurs dans l'équation (7);
remplaçons aussi, en tenant compte des relations (3) et (8),
dfi àfi do dfx àfi ,. ., ■ , ,. . , do
-^ + -^ — ^ par ^^ H- -^ //: 11 vient, en divisant par — =-» dxx dz dxy 1 Ox,- dz-" ' ^ du
dod(^ ^<^ _^àf^ ^. _ fdf^ ^dj^ do_ f do_\df^ ^^_
du dxy dXi dz ' ' \dxi dz dx, ' \ ' dxt J dz
C'est ce qu'il fallait démontrer.
3o3. Montrons maintenant que les fonctions 9/ satisfont aux condition d'intégrabilité relatives au système (4), c'est-à-dire qu'étant donnés deux nombres i et k choisis parmi les nombres 2, 3, ..., //>
on a
o^U , d^i ^^ ^ 00 /, dOi,^ dx/,- du ' dx/ du
M. — Kyi ATioNs Ai\ ihi-ki;iii:ntii:i,i.i;s toiai.ks. i.'\'>
Nous allons calculer I mu- de ces expressions, la prcniicrc par exemple, et montrer (pi elle se transforme en elle-m(Mn<' par permutation de f et /.". La relation |)récédente en résuilei'a immédiatement.
Nous avons déjà calculé -—' -, calculons — '-• On a, d'après (5), •' (Ar/i Ou ' • '
^^' \0u/ au ~ \ Oz Ou Oxiôuj Ou \-^' Oxi ) du^ '
Formons l'expression ( -^ ) ( - — '- H- 0/, — '-] ■ EWe est enraie, d'après ^ \ ou / \ Oxu Ou j o > t
(6) et (g), à
( l ^fi àfi ^'^ _ 0*2 ? W? (f Oo\ O'^O
1 \dxu àz âx/; Oxidx/,) Ou \ oxi/dudxk
fOfj_ do 0-2 y Y'^^^ //•:_il\^0/,.
\ dz Ou dxiduj du '' \ dxijdu'^
f O-o do . , ■ . , c
Le terme — '■ — — -' Qi'i est svmetriciue en lel /r, se transiorme
dXi c/.rx. o« ^ '' '
en lui-même quand on permute i et /»", nous pouvons le supprimer;
il en est de même pour le terme [ji -^ ) "ri ^^' M^' ^ cent encore
•" dxi) y-'' àXk) àu-2
du
T I / /■ ào \ d^ o d-o do i\ !• I •
Les deux termes /,• -^ et — -r- 'ja- se transiormeut 1 un
\*^ OxiJ OuOxi; O'JCiOu Ou
dans l'autre quand on permute i et/f, leur somme ne cliange pas; par
conséquent, nous pouvons les supprimer. 11 reste l'expression
\dxk dz dxicj Ou Oz \0u j
Remplaçons dans cette expression ^h— par sa valeury^it ^11 nous
reste, après réduction,
du\dxk ~^ Oz-""}'
expression qui. d'après (3), se transforme en elle-même par permutation de i et k. La proposition est démontrée.
351. Le système (4) satisfait donc aux mêmes conditions que (li). B. — II. 10
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On opérera sur lui comme sur le système (2) et l'on aura successivement (en meltant 3, au lieu de u)
Z = tp (3-1,^:2, .. .,a7„, -3,),
-3i = =Pi(aro, 373, . . ., .r„, S2),
■^n—\ ^^ T'n—\\'^it') C),
c étant une constante arbitraire. :-,/_i étantconnu, on aura successivement Zn_2, . . ., vi et finalement z en fonction de x, , x^, . . ., x,i.
Dans la pratique, il est inutile de vérifier d'avance si les conditions d'intégrabilité sont remplies. Si .r, disparaît des équations analogues à (4)^ si Xo disparaît des équations suivantes et ainsi de suite, c'est que le problème est possible. On le recounait ainsi en même temps qu'on obtient la solution. S'il n'en est |)as ainsi, c'est que les conditions d'intégrabilité ne sont pas vérifiées. Elles donnent lieu à certaines conditions auxquelles doit satisfaire z.
3oo. Prenons comme exemple l'équation
du = -ixz clx 4- ly dy -\ — dz.
Celte équation est équi\ aïeule au système
du Ou Ou u — y-
Ox "' Oy "" ' dz z
Considérons dans la première z comme un paramètre; on a, en intégrant,
u =^ zx"^-^ 0,
■o étant une fonction inconnue de y, z. Calculons, en partant de
, , On Ou
cette valeur de w, — et — :
' oy Oz
du 0(0 Ou , 0(f
Oy Oy Oz Oz
En portant ces valeurs dans les deux autres équations, celles-ci 4^leviennent
c*cp 0'^ o — y-
Oy ~ ^-^^ ôz ~ i
X avant disparu de ces équations, nous pouvons continuer l'applica-
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lion do ht inélliode. On di'tluiL de la première
Nous allons déterminer '!>(-) de façon que ':> satisfasse à la dernière é([uation ; on a
d'où
et, par intégration,
<i^(z) =cz,
c étant une eonstante arbitraire. On en déduit
o=y^-\-cz et finalement
u = x'^ z -^ y- ^ CZ.
35(3. Le problème de l'intégration dune dillérentielle totale peut se poser sous une forme un peu différente, d'une façon symétrique par rapport aux variables que l'on considère. On peut, par exemple, étant donnée l'équation
V dx + Cl dy -^ R dz = o,
chercher s'il existe entre x, y, z une relation qui entraine l'équation donnée. Gela revient à chercher si l'équation
dz=— ^dx — -dy
est complètement intégrable. La condition d'intégrabilité est, pour cette équation,
dy '^ dz \ r) ôx ^ dz \ ?i
Oy "^ Oy ~^ \ Oz dz / R
dq ôR / dQ ^^JR\P
dx dx
ou, après réduction,
\dy dz I ^ \ dz dx ) \ dx dy )
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VU. — Équations aux dérivées partielles du premier ordre. 357. Méthode des caraclérisliques. — Soit une équation
z étant une fonction inconnue de J7,, . . ., x,t. pi étant ée-al à -^ et F
étant une fonction donnée de toutes ces quantités. Nous allons d'abord étendre à cette équation la notion de caraclérisliques que nous avons introduite dans létude des é(juatiuns aux dérivées partielles linéaires. Posuns
F, en tant (juc fonction des 2 // + i \ariables z, x et/v, a, par rapport à ces \ariaLles, des dérivées partielles; nous poseruus
az OXi api
Remarquons que, lorsque r est linéaire par rapport aux /j, — n est
autre que le coelficient de pi dans ré(|uation donnée, coefficient que nous a\on5 désigné par P, dans 1 étude de ces é(|uations. Nous avons été conduits à un système coniprenant les équations difiérenlielles
dix \ dx n
Supposons qu on connaisse une intéi;rale de (1), soit (■1) - = r'-^i' ■ • -^-^n)-
La \aleur correspondante de pi est
t étant une variable auxiliaire, considérons le système
,„, ,, dxy (Lt„
(3) dt=-^=...= —,
en supposant que, dans les fonctions ï*,, on remplace z par
c2(a(, . . ., x,t ] et Pi par ^-- 11 y a, pour a?), .r^, . . ., x,,^ un système
' OXi
de fonctions de t dont les diflerentielles satisfont à (3). Imaginons
vil. — KQLATioNs Ai:\ KKiii \ i;i;s l'Mvnr.Li.iJs nu i'Hi;.\iii;n ohdui:. l'if)
que thms (2) et (2 bis) ou reMi|)l;i(e .r, , ^r^, . . ., .r„ pai- ces fonelious; :: cl les /> dcNieniient des loncliDiis de /: ciilciilnn^ Ifni^ diUV-renliellos. Nous a\oiis
''^ ^ 2 J^ f/o-, = V /,, dxi = df^ \\pi, dpi:= Pi ^ dxi-h.. .-i-/^,,„r/j„ = dt( P,/J,,,-^-. . .-H P„ /?/,„). Dénvoiis j)iu- r.ipporl à ^z ré(|ualion (1), z- étant suppcjsé remj)lacé par z> et />, par — ^j j;,, .ro, . . ., X',i étant les variables Indéjjeiidantes. On a. F élanl constaunnenl nul,
Zpi-^ X/— Pi/),,,-;- ViPi,,^. . .-h F„/>„,, = o (t = 1, 2, . . ., n);
ces relations, qui ont lieu, les x étant variables indépendantes, ont encore lieu si les ,r sont considérés comme fonctions d uns n juvelle variable. On déduit des deux dernières équations
dpi = — dl( Xj -^-Z Pi).
H en résulte que, quand x,, X21 ..., Xn sont fonctions de t satisfaisant à (3), z étant défini par (2) et ses dérivées partielles par {'2. bis), les in -{- \ fonctions x^, . . ., Xn., z, /;,, . . ., p,i de t vérifient le système
dx, dx„ dz dpi dpn
{^) dt — — — — — — —
Remarquons qne ce svstème (4) peut être écrit, a priori, sans connaître la fonction es, qui n'y entre pas d'une manière explicite.
Gela posé, soit (ç,, ;j, . . . , H//) un système de valeurs attribuées aux variables .r,, X2, •••, x,/', soient "Ç la valeur qui en résulte pour
:; = 'y[X,, . . . , x„), et TZi la valeur qui en résulte pour yy/= -~- Nous
dirons, d'une façon générale, qu'un tel ensemble de valeurs ç, , . . . , ;„, V, Tï,, . . . . -îz,, constitue un élément de V intégrale o.
Partons du système (3) dans lequel z serait remplacé, comme précédemment, par '.p, et/?/ par —-• Il y a un système bien déterminé de
fonctions x^. x-,. . . . . x,i de t satisfaisant à (3) et prenant pour t^o les valeurs ^,, ^o? • • • - ?« (ceci en supposant remplies certaines conditions ])récisées dans les théorèmes d'existence).
D'autre part, partons du système (4), considéré indépendamment de son origine, c'est-à-dire les dillérentes fonctions X, P, Z étant fonctions des 2 /^ H- i variables indépendantes x/, :;, />/. H y a, pour
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ces variables, un système de fonctions de t satisfaisant à (4) et prenant pour ^ =1 o les valeurs Ç| ...., ^„, w, —,,..., t:^.
Or, du système (3), auquel on adjoint (2) et (2 bis)^ nous a\ons pu déduire le système (4). De |)liis, au système initial i^o, X, :^ Çi, . . . . x„= z,t correspondent pour c, />,, . . . , p,i les valeurs <, t:,, .... -„. Donc la solution de (4) déterminée par le système initial i = o, Xi=^ ç,, ^ = V, f)i=zT.i est idenli(|ue à la solution de (3) partant du système initial ç,, . . . , \„ pour / ^ o, à laquelle ou adjoint les équations (2) et (2 bis).
Or, le système (4) est, comme nous l'avons vu, indépendant de o. Cela montre que deux intégrales z = o, difierentes, mais contenant le même élément (^, , . . . , ç,^, u, tt, , . . . , ?:„), contiennent, par cela même, tous les éléments Xt, . . . , a:,i, z, pt, . . . , p,i constitués par les fonctions de t qui sont solutions de (4) et partent de Ç|, .. ., ç„, ^, 7:, , . . . , 7z,i pour ^ = o.
On appelle caractéristique toute suite d'éléments Xi, z, pi qui sont des fonctions de t satisfaisant à (4). On voit (\u.'une caractéristique est déterminée par un seul élément et c\n une intégrale de (i), dès qu' elle contient un certain élément, contient par cela mêm.e tous les éléments de la caractéristique déterminée par cet élément.
358. Donnons une forme géométrique à ces considérations, en prenant d'abord le cas de deux \ariables indépendantes .r, y. Soient p et q les dérivées partielles de z par rapport à x et à y. Un système de fonctions x, y, z dun paramètre t définit une courbe. En chaque point de cette courbe, considérons le plan d'équation
Une intégrale :; = c2(.r,r) de l'équation donnée est représentée par une surface dont le plan tangent au point (x,j> % :;) est le plan précédent. Les résultats obtenus dans le cas général s'interprètent ainsi :
Une surface intégrale qui renferme l'élément (^, -/], ^, t:, y ) contient par cela même tous les éléments de la caractéristique définie par ce point, c' est-à-dire qu'elle contient tous les points de la courbe caractéristique et est tangente en chacun de ces points à un certain plan dont la position ne dépend que de l'écjuation aux dérivées partielles données.
VII. — KQIATIONS AIX HKIll VKKS PAU! IKI.I.ES 1)1 l'IlKMIKri ohDlli:. I>|
En ;i(l()[)laiil le iiièinc langage géoméliifjiK.' |»()ur // varial»lr'>, nous (lirons (juc, dans l'espace à n -\- i diniensions, une earacléri.sli(|ue est consliluéc par une C()url)e décrite par le point {x^, . . . , x,,, z) drmi les coordonncM's sont fondions d'un paramètre /, un certain plan étant attaché, en outre, à chaque [)oint de la courbe, à savoir : le jtlan d é<|uation
jo 1 ( Xi — 37, ) -H . . . 4- y^ ( X„ — .r,, ) — ( Z — ^ ) = o.
3o9. Cela étant, toute intégrale de (i) est constituée par un système de caractéristiques. Or, dans l'intégrale, il v a /? variables indépendantes, tandis que dans une caractéristique il n'y a qu'une variable indépendante. On doit donc, pour former une intégrale, chercher à faire varier une (caractéristique en fonction de n — i paramètres.
Une caractéristique est déterminée par un de ses éléments, soit ç/, ^, -/. Prenons pour ç,, "C, t:/ des fonctions de n — i paramètres u,, U21 -.., Ui,-\' et désignons par Xi^ ^, /?, les intégrales du système (4) qui partent de l'élément initial
Xi, 5, Pi sont, dans ces conditions, des fonctions de n variables indépendantes, savoir : /, «,, «2 ihi-\-
Pour que ces 2 /i -\- i Ibnctions Xi, z. pi constituent une solution de (i), il faut et il suffit que, si l'on change de variables indépendantes en remplaçant ^, «(, . . . , Uu-i par les x^ z devienne une fonction des X qui satisfasse à l'équation (1) et dont la dérivée partielle par rapport à Xi soit />/. On peut exprimer ces deux conditions sans faire le changement de variables, en exprimant que :
I" Les fonctions de ^, «,, ..., u,t-\ obtenues pour a:,, ^:, /?/ satisfont à (i);
2" Les dififérentielles de ces fonctions sont liées par la relation
dz — /?] dxi — . . . — pli dxa = o.
Cette relation exprime bien, en eflet. (jue z a pour dérivée /// par rapport à Xi.
360. Occupons-nous d'abord de la première condition. Remarquons (jue le premier membre de (1), en tant que fonction des 'III -\- \ variables indépendantes j?/, z, pi^ constitue une intégrale première du système (4 )• La dillerenlielle de cette fonction est, en
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effet,
'Ldz-^-L X, dxi -h Z P, dpi
ou, en remplaçant dz, dxi^ dpi par des quantités proportionnelles tirées de (4),
Z V P,7>,- + Z X, P,— V P,(X,+ Zpi\
c'est-à-dire o. Par conséquent, F reste constant lorsque Xi^ ^, pt varient en satisfaisant à (4). On a, en particulier,
Y{z,Xi.pi) = Y{X.,.\i.-Ki).
Pour que la première condition soit vérifiée, il est donc nécessaire et suffisant de prendre pour w, ^/, t/ des fonctions de «,, ..., «„_, satisfaisant à l'équation
361 . Cherchons maintenant à réaliser la deuxième condition, c'està-dire à vérifier hi rehition
dz — i/>, <:/jv= o,
les variables indépendantes étant w,, //o, .... w,/_(, t.
Si l'on exprime ces dillerentielles dz et dxi en fonction de t et des //, on devra annuler, dans le premier membre, les coefficients de dt^ du^^ ..., du„_^^ ce qui donne d'abord la relation
( 5 ) 7 Pi = o,
puis (a? — 1) relations de la forme
ÔZ V^ '^^i
ùu ^^ Ou
où u est remplacé par ;/,. w^. .... ««_,.
L'équation (5) est vérifiée, car on a, d'après (4),
Pour chacune des autres équations, posons
dz V '^^i
ou A^ (tu
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A (Inil r\\'C nul. ( liilciiloMS -— :
(Il
0\ à- z •^ âp, Or, ^ à^T,
~ôt ~ Ou Ot jLà ~ÔT dit JL ''' ()it 01
En dérivant (5), on a
ôp, 0.r, ■^ 0-T,du 01 ~ ^ Ou Ot Z,à ^' ou ot
VAX porlant fctte \alciir de r- dans -—, on a
' du Ot dt
Oh. -^ (Opi Oxj Oxi Opi Heniplaçons — par P, cl '-^ par — (X,H-Z/?/); il vient
ot ^mi L Ou OU J
Dérivons par rapport à ii l'écpiation (i) que Ton suppose \éri(iée (n" 360); nous avons
ou JmA du ^ad Ou
de sorte que nous pouvons mettre - . sous la tonne
OA
Cela montre que 1 on a
Ot
En intégrant celte équation diflérentielle. / étant la seule \arial)le (les u recevant des \aleurs constantes), on obtient
_ I Ldt
de sorte que, pour que A soit nul quel que soit ^, il faut et il sulfit que A( o) soit nul. Or, pour / = o, Xt, z. pi prennent les valeurs ç/. X., -i\ par conséquent, on devra choisir pour ç,, J^, tt/ des fonctions
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de Uf. ..., Un_i satisfaisant aux n — i relations
Ou ^^ ou
En résumé, si l'on construit les courbes caractéristiques de (4), on aura une intégrale de (i) en prenant pour élément initial d' une caractéristicjue des fonctions ç/, Ç, -, de n — i variables a,, «o. . . . , u,t-{ vérifiant les n relations
( Cm/, ^ Ouu ' ) /
La solution de (4) qui part du système initial ;,, X^. ?:/ constitue une solution de (i).
362. Indiquons deux solutions particulières du système (6). Supposons en premier lieu qu'on demande de trouver une intégrale de (i) qui, pour j:, = ?,, se réduise aune fonction donnée des autres variables, soit •bî^x-y-, ..., .r«); cette (juestion constitue \e problème de Caucliy. il faut que Ton ait
Z ;,, ar,, . ..,Xn) = '^J{X^_, . . .,Xn).
Cherchons à satisfaire aux équations (6) en faisant jouer le rôle de Ml, ..., u,i-i à Ço, ..., ^,j. La première équation ne change [)as de forme; les n — i autres deviennent
TTi
TZ
OU
àl
dh
àh
dl
àU
'Wn~
Nous satisferons à ces équations en prenant
d'il O'I
Cl = const., ^ = 4' (b^ ■ • •■ ti)i "2= -T' ••• ' ~>i- -7- ^
et en considérant t:, comme étant la fonction définie par 1 équation
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é<nialion (|iii peut élre rcsolue par iaj)j)orL à -,, pourvu (juc I*, soil dillérenl i\r <>.
Dans ces conditions, le syslcnic (4 ) définit pour x/, z, pi des fonctions de ç^, ,.., ç„, ^satisfaisant à l'équation (i). i*our ^ = o, on a a:, =:= ;,, x-i^=Ç2i •••1 -^74= \iti - = ^•^ tic sorte que pour x, = ç, on a bien
Dans le cas de deux variables indépendantes .r, )', le problème se pose ainsi : Déterminer une surface intégrale en V assujettissant à passer par une courbe donnée, située dans un plan parallèle au plan des yz. Soient
les équations de cette courbe. En désignant les valeurs initiales de x^y^ z, p, q par ç, r,, !Ç, -. y, et considérant r, comme un paramètre, les équations à vérifier sont ici
< _ oi _ _
Or, " Or. '• ~
Nous prendrons comme solution de ces équations : ç constant,
'^ = '^ (y,), y = -j' j -Tz étant défini par la première équation
363. On a une solution des équations (6) en prenant Çi.q^ ?//• ^
constants; Ti,, ...,-,; seront liés par F = o; on prendra /t — i de ces dernières variables comme paramètres. La solution que l'on obtient ainsi contient /i -f- i constantes arbitraires.
36i. Motion d'intégrale complète. — Soit une équation (i) V(z, a-i, . . ., Xn. «1, • . ., a,,) = o,
Z étant une fonction des x définie par cette équation, les a étant des paramètres en nombre égal au nombre des variables .r. Dérivons cette équation par rapport à cbacune des variables; nous avons, avec les notations habituelles, les n relations
(2) h--pi=0 { l = 1.2. . . ., n).
oxi oz Si l'on ('limine «, , «o? •••< c^n entre les n -h i équations ( i) et (2 1, on
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ohticiil en général une é(juation, soit
Celle équation (3) conslllue une équalion aux dérivées partielles du premier ordre à laquelle satisfait la fonction z définie par (i). On dit que celle fonction z est une intégrale complète de l'équation aux dérivées partielles (3). Dune façon générale, nous appellerons intégrale complète d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre toute intégrale qui eoutient autant de pai'amètres qu'il y a de variables indépendantes.
Nous allons monlrer (pie, si Ion connaît une intégrale complète de l'équation (3), on peut trouver toutes les intégrales de (3) par des opérations de dérivation et d'élimination. Intégrer (3), qui est le résultat de l'élimination de «,, ..., «„ entre (i) et (2), revient à trouver des fonctions z, a,, a.,-, ..., On de ^,, x-^-, -.., x,i vériliaut les équations (i) et (2). Or, les prêtant variables indépendantes et^, «i,..., «« étant supposés renqjlacés par leurs \aleurs en fonction des x^ on déduit de (i) par dillerentiation
d\ , dV , d\ ^ f)\ ^ ÔY .
(i ) — (U ^ - — rfa^i -I- . . . -h - — dxn -(- -; — rfai -f- . . . -t- -; — da,i = o. Oz dxi ox,i dai Oa,i
En tenant compte de la valeur de dz et des relations (2), celle équalion se réduit à
(j) -7 — rfai-+-. . .-h - — dan= o.
âai âon
L'équation (5) est équi\alente à ( 4 ) quand ( i) et (2) sont véinfiées; (5) peut l'être de diflerentes manières : i" En prenant
d\ dV dY
oai dan <fa„
Ces équations jointes à (1) et (2) forment un système de 2 n -{- i équations qu'on peut résoudre par rapport à :;, (7), ..., a,i, pt, ...,p,i. On a ainsi une fonction z de Xt, ,.., x,i dont les dérivées sont égales aux p, d'après (2), et qui constitue une solution ne renfermant rien d'arbitraire : c'estce qu'on appelle une solulion singulière de l'équation (3).
2" Si les dérivées -— ne sont pas toutes nulles, (5) est une relation
diÛerenlielle proprement dite. Il faut, pour qu'elle soit vérifiée,
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(jue (/,, ..., iiii soicul lies |i;ir mic ichilloii iiii moins. Sii|)[)OSons, cl'iiiie façon générale, (juil y ail, calic les <■/, /,• rclalioas (i'^/îl'i)-, soient
• . cl„ ) --
■ ■,Hn) ■
Elles
euti
nînv
ela
lions
iUiUvi
Mih(
Wet
'Il
di(i
dUn
àA , 0/,.
- — aa< -r- . . . H • aa„ = o.
ocii (Ja,i
(5) doit en être une consécjiience, ce qui exige (|ue le picinier nienibre de (5) soit une combinaison linéaire des premiers memijies de ces équations. Uonc, il existe des coefficients À,, ..., À/, tels (lue
l Util Oa^ dciy (8) '
1 da,i dctn da,i
Nous ol)tiendroiis une solution de la manière suivante. Nous clioi-
sirons arbitrairement l'entier /,•, puis les fonctions /', , /'y,. Gela
étant, l'équation (i), les équations (2), les équations (G) et les équations (8) lorment un système de -2 n -\- k -h i relations qui déterminent les fonctions z, p, , ..., p,i^ f/, , ..., a„, À, , ..., A/;. En éliminant les a et les À entre ces équations, on a en z une intégrale qui dépend des fonctions arbitraires /',, ...,//,-.
Remarquons qu'on peut prendre A" =/t, ce »|ui revient à attrii)uer aux a des valeurs constantes; on retrouve comme intégrale l'intégrale complète dont on est |)arti.
365. Examinons en particulier le cas de deux variables indépendantes. Soit ré(juation
a, 6 étant deux paramètres arbitraires. Avec les notations habituelles, les équations (2 ) sont
0\ 0\ 0\ dV (a) r /> — =0, - -h <7 = O.
^ ' dx ^ dz ' dy ^ dz
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Soit
le résultat de réliminalion de a cl h entre (i) et (2). On dit que (i) définit pour ; une intégrale complète de (3). Dire que (3) est vérifiée revient à dire quil existe pour z^ a, b des fonctions de x^ y vérifiant (i) et (2). Ces fonctions satisfont à l'équation obtenue en difterentianl (i) :
— d-z^ dx -h — ay-^- —- da -{- -— do = o.
âz ôx oy -^ ôa Ou
En tenant compte de (2), cette éipialion se réduit à
(4) -da^-^dU = o.
On peut satisfaire à celle-ci en prenant
Enjoignant ces deux équations à (i) et en éliminant a et 6 entre les trois équations obtenues, on a une intégrale singulière de l'équation (3).
Si — et — r ne sont pas tous deux nuls, la relation (A) montre qu'il
oa do ^ ^ '■
existe une relation au moins entre a et b. Si l'on se donne deux relations entre a et 6, cela revient à prendre « et 6 constants. On retrouve, comme intégrale de (3), l'intégrale complète définie par V = o.
Si l'on se donne une relation seulement entre a et 6, soit
l'application de la méthode générale montre que, pour avoir une intégrale, on doit éliminer a el b entre les trois équations
V(2, X, y, a, b) = u, b — o( <2j, à\ aV , oa (Jb ' ^ '
L'intégrale qu'on obtient ainsi dépend de la relation arbitraire introduite entre a et b.
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300. Eu résumé, la connaissance (riiiic iiil('i;r;ilo ff)in|tl(''ic (riiuc équalion aux dérivées parlielles peiinct d uhifnir le-, int(i;i;ilcs de cette é-quation. Nous sommes doue eondiiils i'i la reelier(die des intégrales eomplèles. Remar(|iions <jue la méthode des earacléristiqucs permet de trouver des intégrales complètes, en prenant la solution indiquée au n" 303, p. i55.
On peut dans certains cas, étant donnée une équation, en apercevoir directement une intégrale complète. Prenons, par exenq)le, l'équation de Clairaut généralisée, qui est
y étant une fonction donnée. I.,a fonction
z = «i^^i -1- a.>.r., -i-. . .-+- a„Xn^/[ai, «2, ■ • -, ««)
satisfait à cette équation; c'est une intégrale complète, car elle dépend de n paramèti-es «i, a^-, . . ., ««•
Considérons de même, dans le cas de deux variables x, y, l'équation
La fonction z = ax ~ vf^fi) + 6, où a et 6 sont deux constantes arbitraires, est une intégrale complète. On a, en effet, pour cette fonction, p = «, q ^f{^a) ^f(p).
307. Nous allons indiquer, en nous bornant au cas de deux variables indépendantes x, y, une méthode pour la recherche d'une intégrale complète.
Supposons d'abord l'équation donnée résolue par rapport à lune des dérivées partielles, soit
Supposons qu'on puisse trouver pour p une fonction 'l(x,y., z) dépendant dune constante arbitraire a et telle que l'équation aux différentielles totales
dz ^ 'l dx -^fix, y, z, '^ ) dy
soit conqjlèlement intégrable. En eilectuant cette intégration, on introduit une nouvelle constante arbitraire et l'on obtient une fonction .3 de .r, y renfermant deux constantes arbitraires et satisfaisant à (1) : c'est une intégrale complète de (1).
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Donnons un exemple de cas où Ion peut apercevoir directement la fonction -]> ; soit l'écjuation
Posons p = rt, il en résulte q ^f(a, y); ré(juation
dz = a dx -^ j\a^ y ) dy
est intégrable et donne
z = ax -\- I f{n, y) dy -^ b.
On a là une fonction dépendant de deux paramètres a, b et satisfaisant à Téquation donnée. C'est donc une intégrale complète de cette équation.
368. Pievenons maintenant au cas de l'équation générale (i) F(-ï^, JK, z, /j, q) = o,
et cherchons à applicpier la méthode précédente. Pour cela, nous chercherons à adjoindre à cette équation une équation de la forme
telle qu'en résolvant ces deux équations par rapport à /> et q, on trouve. pour/> et r/, deux fonctions de .r, j^, :; rendant complètement inlégrable léqualion
( 3 ) dz — p dx -r q dy.
Il faut et il suffit pour cela (n^' 350, p. 142) que l'on ait
ôp dp Oq Oq
^^' dy ôz^ dx <Jz'
Dérivons les équations (1) et (2), les variables indépendantes étant X, JK, ^, tandis cjue />, q sont les fonctions de ces variables définies par ces équations (i) et (2). Soient X, Y, Z, P, Q les dérivées de F par rapport à .r, j, :;, p, ^; X, , Y,, Z,, P, , Q, les dérivées de * par rapport à x, 7, c, />, q.
Nous avons, en dérivant (i) et (y) par rapport à c,
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d'uù
P,Z— l'Z,-^(P,Q-I'Ô,)^ =o; on ohlienl de mcuie
Q,Y-QY, + (PQ,-QI>,,^=o,
Oy
P,X-PX,^(P,Q-PQ,)^ =o.
Ox
On voit que la relation (4) se transforme en Q.V-QY,-:-g(Q,Z-QZ,)-^(PiX-P\,)+/?(P,Z-PZo = o
(en supposant PQ, — QP,^o).
En groupant les termes en X,, Y,, Z,, P,, Q,, cette équation s'écrit
P— -)-Q— --+-(Po-i-Q7j— — (\-^ pL) (Y-i-oZ) -=o.
dx ^ dy ^ ^ ^^ ' (Jz ^ '>P ^ ' ùq
Pour trouver une intégrale de cette équation linéaire, on est conduit, d'après la méthode générale, à considérer le système diflérentiel suivant :
dx dy dz dp dq
C'est précisément le système auquel on est conduit par la méthode des caractéristiques, mais on l'utilise différemment. On en connaît une intégrale première, savoir : F; on cherche à en obtenir une seconde intégrale première <I>, telle que le système
puisse être résolu par rapport à p et q^ soit
L'équation
dz = '^ dx -\- i/ 1 dy
peut être complètement intégrée et donne pour :; une fonction de x^ y renfermant deux constantes arbitraires et qui constitue pour l'équation donnée une intégrale complète.
Traitons un exemple. Soit l'équation
pq—z=o.
Le système différentiel auxiliaire est le suivant :
dx _ dy _ dz _ dp _ dq q ~ p ~ ipq ~ p ~ q
En égalant le deuxième et le quatrième rapport, on a dy = dp. d'où p ^= y -\- a.
A cette intégrale pi-emière, résolue par rapport à />, joignons l'équation donnée, résolue par raj)port à q^ soit
Nous avons à intégrer l'équation différentielle totale
dz ~ {y -^ a\ dx -{ ~ — dy.
ce qui revient à intégrer le système
dx ' dy y -i- a
On déduit de la première équation, où l'on considère y comme un
paramètre,
La fonction o doit donc satisfaire à l'équation
?(7) J-^«' d'où
'i(y) = b(y -ha),
■b étant une nouvelle constante arbitraire. La fonction
■est une intégrale complète de léquation donnée. Pour avoir la solution générale, nous introduirons, entre a et ^, une relation arbitraire,
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et nous éliminerons a cL b entre les trois ('(jualions
z — {x -i- b){y ■■\- a) — o, 'if\a)(y -\- a) -^ X -\- b =^ o, b — <]^{ a),
ce qui revient à éliminer a entre l(;s deux é(jiiations
z — \x ^<]^(a)]{y ^ a) = o, J;'(a)( j H- a) -+• .r -H -Ma) — o.
370. Si Ton veut, pour la même équ.ition, employer la méthode des caractéristiques, il faut intégrer C(}inplèlemenl le système dilFérentiel précédent. On en déduit d abord
Mettons en évidence un système de valeurs initiales Xq, Kq, Sq, poi Ço' Ces trois équations s'écrivent
D'ailleurs, des trois derniers rapports, on déduit]
dz q dp -i- p dq
d'où
■^pq %pq
dz = q dp -r- p dq ,
d où, en intégrant,
{■i) z — z^ = pq~-p^qo.
En joignant cette relation aux trois autres, nous avons une solution du système différentiel auxiliaire, et les quatre «'quations obtenues peuvent être considérées comme définissant une courbe caractéristique pour l'équation donnée.
Gela étant, résolvons le problème de Cauchy, c'est-à-dire cherchons une intégrale qui se réduise, pour x = x^^ à la fonction z = '^{y). D'après la méthode générale (n"*3(32, 363, p. i55), il faut prendre pour Xo, J'o, -Soj Po: fjfo des fonctions d'un paramètre u vérifiant les équations suivantes :
Ce, ()x„ <Jy„
P» 70 —-0=0, — />u ÛTo -— = o.
Ou ' Ou ' Ou
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Prenons j)'o comme paramètre u et ^o fixe; la seconde équation se réduit à
Or, on doit avoir
du
Zo= «?(jKo) = ?(«),
Nous prendrons donc Ço=cp'(M); /^o sera donné par la première équation, c'est-à-dire que l'on aura
q»~ o'(m) En résumé, on prend
:r, jj^, z, p, q sont donnés par les quatre équations (i), (2) en ionclion delun d'entre eux et de a"o, J'o, ^oi/'oï ^o? cest-à-dire de u.
VIII. — Équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur
371. 11 résulte de lélude des équations du premier ordre que la recherche de l'intégrale générale peut toujours se ramener à Tintégration d'un système d'équations diflerentielles ordinaires. Il n'en est plus de même pour les équations aux déri\ées partielles d'ordre supérieur ou égal à 2. Dans ce cas, c'est par exception que l'on peut résoudre le problème. Nous avons \u quelques exemples d'équations aux dérivées partielles particulièrement simples que nous avons pu intégrer soit directement, soit par un changement de Aariables (t. I, p. i3ô).
Le plus souvent, on doit renoncer à chercher la solution générale d'une équation donnée et se borner à résoudre certains problèmes particuliers. On adjoint par exemple à l'équation donnée certaines conditions et 1 on cherche une intégrale qui satisfasse à ces conditions.
Citons, dans cet ordre d'idées, le problème de Dirichlet : on se donne dans le plan une aire A ayant pour frontière une courbe (>, on se donne en outre sur C une succession de \aleurs formant une fonction continue, et l'on se pi-opose de trouver une fonction /' de deux variables réelles .r, y définie en tous les points de A, y compris le
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coalDiif, se réduisaiiL sur le cuiiLour ;"i la loaclloii doaaée eL sullslaisual ou loul point iulérieur à A à 1 é(|uuliou de La|)lace
ôx'-
or
372. iMouLroas par un exemple coniaieal un peul trouver une fonction assujettie à satislaire à une équation aux dérivée& partielles et à certaines conditions supplémentaires. On étudie, en Acoustique, la question suivante : on a un tuvau cylindrique rempli d'air, fermé à une extrémité et considéré comme indéfini dans un sens (_/ï,^. 29); ou imagine que l'on imprime à la tranche d'air AB, au moyen de la paroi, un certain mouvement, et l'on cherche la xnodilication qui en résulte pour la colonne d'air contenue dans le tube.
Des considérations physiques conduisent au résultat suivant : soient MN une tranche d'air située à la distance j: de AB, a son déplacement à l'instant /, compté positivement dans le sens AM; u est fonction des
Fig. 29.
deux variables ^, x et satisfait à l'équation
a étant une certaine constante positive.
Les conditions initiales, qui constituent les relations supplémentaires auxquelles doit satisfaire la fonction u cherchée, sont les suivantes :
i" A l'instant origine ^ = 0, la paroi et la colonne dair sont au repos, c'est-à-dire que l'on a
du
Ot
pour ; = o, x^o.
1" On imprime à la paroi ou à la tranche initiale, au moyen d'un piston, un mouvement dont la loi est donnée, c'est-à-dire que l'on a
u = J'{t ) pour .r ^ o, f ^ o,
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f{t) étant une fonction donnée satisfaisant aux conditions
Cela posé, il résulte de l'équation aux dérivées partielles (i) que u est de la forme {cf. t. I, p. i3(5)
(4) u = '^{x ^ at)-^ 0\{x — at).
Nous allons déterminer les fonctions es el i, au moyen des conditions initiales (2) et (3). On a
(5) — =a^'{x-{-at) — ao\{x — at).
Pour / = o, les équations (4) et (5) donnent
H = cpfa-j-f- cp,(a-), — = d'^ (x)— aci, (x),
d'où, en tenant compte des conditions (2),
La première relation donne, par dérivation,
<f'(x)-+- cç'i (x) = o,
d'où, en comparant a\ec la seconde,
On déduit de là, en désignant par c une certaine constante, les valeurs de es et '^1 pour des valeurs positives de l'argument :
(6) o{x):=c, çpi(a") = — c (x^o). Pour X = o, on a, d'après (4),
a = œ (af ) -+- 'fi( — at), d'où, en tenant compte de la condition (3),
et, en tenant compte de la première équation (6), 'f,( — at) =/(t) — o(at) = fit) — c.
Nous pouvons en déduire la valeur de la fonction o, quand l'argu-
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ment est négatif. I*osons — ai = z, il \iciil
Nous sommes à présent en mesure de résoudre le prohième. I^a solution est la suivante :
Considérons la tranche MN d'abscisse t. IJislinj^uons deux cas : 1 " On a
t S. - ou X — at>o.
Les aryumenls de 'j et de z>, sont tous deux positifs. On a
tp = c, Çl = — c.
d'où
La tranche MN est en repos.
2" On a
/ > - ou X — fl/ < o.
On a toujours '^ = c: mais, l'argument de o, étant négatif, on a
Oi{x-at) = f{ — ^--!li) — cr=/l t--^\ — c,
u = c+/[t-^)-c=flt
d'où
On voit que, si l'on considère une tranche déterminée d'abscisse x^
tant que ^ < - . cette trancdie reste immobile: quand f > — » son dépla- ^ ~ a ^ a ^
cernent est^f^ ^1- Cela correspond à ce fait physique que le
déplacement imprimé à la tranche initiale se transmet intégralement aux tranches suivantes avec une vitesse égale à a.
I. — Enveloppes des courtes et surfaces
373. Dans un système de coordonnées cartésiennes :r, y^ z^ an système de trois équations de la forme
où t est un paramètre, définit une courbe. Une équation entre x, y, z de la forme
représente une su/face. Ln système de trois relations de la forme x=/(UjV). y = (^(u,v), z = '\i{u,v)^
où M, V sont deux paramètres, représente aussi une surface. On sait que la tans,' en te à la courbe
au point de paramètre t, a pour équations
/'(O ~ 'f'U) ~ <h'it)
en supposant que f, 'j', 'V ne sont pas nuls tous trois. On doit examiner à part le cas de /'=z z,' = <ii' = o. 11 peut y avoir en un tel point, suivant les cas, une tangente déterminée ou non. Les équations de la tangente «'écrivent encore
X — X V — r Z — z dx dy dz
car dx, dy, dz sont proportionnels 'd/'(t), ^'(t), '\i'{i)-
Le plan normal à la courbe au point de paramètre t a pour équa-
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linn. si les coordonnées sonl rectangulaires,
(X-.-r;/'(0 — (V — r)cp'(/) + {7. — z)'y(t) = o ou
(X— cr)dT-{-(\ —y)dy-{-(Z — z)dz = o.
Considérons niainlenanl une surface ayant pour éfjuation
et une courbe tracée sur cette surface. Les coordonnées .r, j', z d'un
point de cette courbe varient en satisfaisant toujours à l'équation de
la surface. Leurs diderentielles, si elles existent, sont donc liées par la
relation
/i dx ^fy dy ^fLdz = o.
Cela montre que la tangente à la courbe en un point est toujours située dans le plan d'équation
(X-.r)/i-i- (Y -7)/;+ (Z - z)fL^o.
C'est \e plan tangent à la surface en ce point.
Dans le cas où /j, y^'., /^ sont nuls, on a, en général, un point singulier.
La normale à la surface en un point est (en coordonnées rectangulaires) la droite d'équations
Jx J y Jz
Dans le cas particulier où l'équation de la surface est résolue par rapport à l'une des variables, soit
l'équation du plan tangent prend la forme
(X— a:)o:^+(Y— j')cp;.— (Z— z) = o.
Si l'on considère une courbe ])lane d'équation fi^x., y^ = o, la tangente au point x.y a pour écjuation
(X-x)f!, + (\-y)fy=o. ■
Ces différents points étant rappelés, nous allons étudier la théorie des enveloppes.
Enveloppe d'une courbe plane. — Considérons une famille
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de courbes planes dépendant d'un paramètre a, ayant pour équation
Prenons deux courbes de celte famille correspondant aux valeurs a el a -\- Ad du paramètre :
I /(x, y, a -f- Art) = o.
Elles peuvent avoir des points communs dont les coordonnées satisfont alors aux équations (2) et, par suite, à l'équation
,0^ /(x, y,a-\- Art) —/(jr, r, a) _ ^
qui est une combinaison des équations (2).
D'après la formule des accroissements finis, cette équation (3) s'écrit
-T-(oc, V, a -+- 0 A«) = o,
h étant variable avec x^ y, a, mais toujours compris entre o et i ; et, d'après la théorie des fonctions implicites, si Aa varie d'une manière continue, les coordonnées x, y d'un point commun aux deux courbes varieront d'une manière continue, ceci sous certaines conditions précisées dans la théorie des fonctions implicites. Quand A« tend vers o, les points communs tendent vers les points communs aux deux courbes
(4) ôf^
ceux-ci sont dits points limites pour la courbe (i). Quand a varie, ils ont un lieu géométrique dont l'équation s'obtient en éliminant a entre les équations (4). Ce lieu s'appelle Venveloppe de la famille de courbes donnée.
Soient
son équation, et (57^, Yo) un de ses points.
Les équations (4), où l'on remplace x^ y par o-o, Vo, ont au moins une racine commune en a, soit «o- H J ^ povir x et y des fonctions continues de a satisfaisant à (4) et se réduisant à Xq^ y^ quand a se réduit à «q. Si l'on suppose que Ton remplace x, y par ces fonc-
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lions dans (i), le premier membre sera i(ienli(|ucment nul, ;iiii.>i (|iic toutes ses dérivées, c'est-à-dire que l'on aura
()f dr ùf dy <)f
d.r (ta (.)}■ au Oa
ce qui donne, d'après (4),
df dx . df dy _ dx da dy da
Si, pour le point considéré, -r- el -r- ne sont pas tous deux nuls, ' ' ^ âx dy ^
celte équation montre que la tangente au lieu décrit par x, y, de
coefficients -j-f -r-> est idcnliciue à la tangente à la courhc (i) qui da da ' " i
passe par ce point. Le fait n'a plus lieu si (x^^ jKo) est un point singulier pour la courbe (i) de paramètre «o-
375. Cherchons directement si, étant donnée la famille de courbes (i), il existe une courbe tangente à toutes les courbes de cette famille, le point de contact variant dune manière continue avec a.
Soient X, y les coordonnées de ce point de contact inconnu. La
ï ^ . dx dy
tangente au lieu de ce point a pour coefficients -t-> -7- et, comme
elle doit coïncider avec la tangente à la courbe (i) en ce point, on doit avoir
dx da Oy da
De plus, .r, jKj fonctions de c/, vérifient l'équation ( i) ; on en déduit
en dérivant
df dx df dy of _ dx da dy da da
En comparant ces deux équalions, on trouve
ôa
de sorte que, si le problème est possible, tout point du lieu satisfait à l'équalion R(,r,y)^o obtenue en éliminant a entre les éi|uations (4).
376. Remarquons que, s'il y a un point singulier dans chaque courbe de la famille (1), le lieu de ce point fait partie de l'enveloppe.
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En effet, ses coordonnées satisfont aux équations
f àf àf
•^ dx ày
et par suite aussi à l'équation
da Prenons comme exemple la courbe ayant pour équation f{x, y,a)=y*—y^--^{x — af = o, a étant un paramètre variable. On a
L'élimination de a donne l'équation
y-{y'^ — I ) = O) qui se décompose en
Or, la courbe mobile est une courbe se déplaçant parallèlement à l'axe des x et ayant pour point double le point .r = «, j" = o.
L'axe des j? est donc un lieu de points singuliers, de sorte que l'enveloppe proprement dite se compose simplement des droites j)^ = ± i .
377. Supposons maintenant que les courbes variables aient pour
équation
a et b étant deux paramètres liés par la relation
Considérons b comme une fonction de a définie par cette relation et déri\ons par rapport à a la première équation. 11 vient
of àf db oa ôb da
D'ailleurs, de la relation entre a et b on déduit
do d':. db _ da ob da
ENViM.oppics ni:s coihhks f.t surfaces.
On ix'iit I lier (le là la \aU'ur de -r-- Un norlanl celle valeur dans la l'clalioii |nécédente, celle-ci se mel sous la lorine
El
ûa
à/ db
ob
On doit, pour avoir l'équation de l'enveloppe, éliminer a el b enlie cette relation et les équations
378. Remarques. — i" Etant donnée une famille de courbes dépendant d'un paramètre, si celui-ci entre linéairement dans l'équation des courbes, il n y a pas d'enveloppe. En eilet, l'équation de ces courbes est de la forme
Deux quelconques de ces courbes se coupent en des points fixes, communs à toutes les courbes de la famille; le lieu des points limites se réduit à ces points eux-mêmes.
2"* Si le paramètre entre algébriquement dans l'équation des courbes, c'est-à-dire si celle-ci est de la forme
/oa'«-^/ia'«-i
fni = o,
pour trouver l'enveloppe, on reconnaît que l'on est ramené à éliminer a entre les dérivées de cette équation par rapport à a et par rapport à
une variable d'homogénéité b obtenue en remplaçant a par -.- et multipliant ensuite les deux membres de 1 équation par b'"-.
379. Enveloppe dhitie surface dépendant d'un paramètre. — Soit une surface dépendant d un paramètre a et ayant pour équation
Deux surfaces de cette famille correspondant aux valeurs a et a -\- la du paramètre ont en commun une courbe qui varie quand Xa tend vers o. On peut prendre pour é(jualions de cette courbe
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(^uand Art tend vers o, cette courbe tend vers une courbe limite qui a pour équations
(i) /(ar, j, c, a) = o,
C'est la courbe caractéristique de la surface considérée, et son lieu, quand a varie, est dit Venveloppe de cette surface. En éliminant a entre les équations (i) et ( 2), on a son équation:
Rl'.r. y, :;) = o.
Si un point (.r, y, z)se déplace en restant sur l'enveloppe, à chaque svstème de valeurs de ic, y, :; on peut associer une valeur de a telle que le système x^y^ 5, a satisfasse aux équations (1) et (2), par suite à l'équation obtenue en difîerentiant (i), c'est-à-dire à
dx -^ -(- dy -^ -fdz-¥- -^ da = o
dx dy oz oa
En tenant compte de (2), cette équation se réduit à
^ ' dx dy -^ dz
Cette équation montre que le plan tanj^ent à l'enveloppe au point {x,y, z) est le même que le plan tangent en ce point à la surface (i).
380. Réciproquement, étant donnée la famille de surfaces (i), cherchons s'il existe une surface tangente à chaque surface (1), les coordonnées (:r, y, z) d'un point de contact étant fonctions de deux paramètres dont l'un sera a. A tout système de coordonnées (.r, y^ z) d'un tel point correspondra un nombre a tel que le système x, y, z, a vérifie l'équation (1) et qu'en outre le plan tangent au lieu du point {x, j, z) soit confondu avec le plan tangent à (i). Cela exige que l'on ait
-^dx -^ ^-dy^ ^dz = o.
dx dy -^ dz
D'autre part, on déduit de (i)
df ^ df , df . df ,
-f- dx-^ -^dy-^ ^- dz -^ -^ da = o.
dx dy '^ Oz da
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d'où, par coiunaraison de ces deux relations,
ôa
La smiace cliercliée, si elle existe, ne peut donc être (jur l'cnveloj)pf (les surfaces (i).
Les résullals du n" 377 s'appli([nenl au cas des surfaces dépendant de deux paramètres liés par une relation.
381 . Enveloppe d'une surface dépendant de deux paramètres. — Soit
l'équation d'une surface dépendant de deux paramètres indépendants a, b. Considérons deux surfaces de cette famille correspondant, l'une à a, b, l'autre aux valeurs a -+- Art, /> -+- A6 des paramètres; la seconde a pour équation
(2) fi^^y^ -1 <^ -•- ^'^i /> -H a6) r= o.
Ces deux surfaces se coupent suivant une certaine courbe; si Art et A/> tendent vers o d'une manière quelconque, parmi les points de cette courbe, il y en a qui tendent vers des positions limites bien déterminées qui sont les points d'intersection des tiois surfaces
àf ,
(3) \ da^ ' -^^ ' '
àf , -^{x,y,z,a,b) = o.
Ces points s'appellent les points limites, et leur lieu, lorsque a et b varient, est encore dit Venveloppe des surfaces (i).
Un point limite {x^ y, z) a des coordonnées variant d'une façon continue avec a, b; l'équation (i), qui est identiquement vérifiée par ce système de valeurs de ^, JK, ^, donne par différentiation
(4) -^dx-\- -^-dy-^ ^dz^ 4-(ia^ 4ûdb = 0, ôx ày ùz oa ûb
d'où résulte, en tenant compte de (3), la relation
dx -\ — '— dy -t- -~- dz = o
dx Oy -^ dz
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qui montre que le plan tangent à l'enseloppe au point (x, r, s) est le même que le plan tangent en ce point à la surface variable.
382. Réciproquement, étant donnée la famille de surfaces (i), cherchons s'il existe une surface tangente à toutes les surfaces de cette famille. Si cela est, les coordonnées x, y^ z d'un point de contact seront des fonctions de a, b telles que l'on aura
-^ dx -V- '- dv -\- — dz = o.
dx Oj -^ dz
Or, de (i) on déduit encore par difïérentiation la relation (4j. Il en résulte, par comparaison avec la relation précédente,
-r- da-\- -,- du — o.
da Où
Ceci, devant avoir lieu quels que soient a et b, exige
oa do
La surface cherchée, si elle existe, coïncide donc avec l'enveloppe.
Nous nous sommes placés dans le cas général; il peut arriver que les points limites soient lixes, ou encore que le lieu des points limites soit une courbe.
383. Enveloppes des courbes gauches. — Considérons une courbe gauche C définie comme intersection de deux surfaces dépendant d'un paramètre a
Cherchons s'il existe une courbe F tangente à toutes les courbes C, le point de contact variant d'une manière continue avec a.
Les coordonnées x, r, z du point de contact d'une telle courbe, si elle existe, seront fonctions continues de a, satisferont aux équations (1) et par suite à
, df , ôf df df
\ -r- dx H — a y h — — dz -^ -^— da = o,
1 dx Oy -^ dz da
' c^ca d-:. do do
—^ dx H dy -+- — dz -t- — ^ aa = o.
dx dy dz da
KNVKi.opi'KS i)i;s col i»iti:s i:r siufacks
Puiir que 1" et G soient lani;cnles. il faut ri il ■<i\f\'\[ que Ton ail ; 0/ du- ()/ dy Of (Iz
da
ày
da
Oz
da
dx da
ûlcp
'ày
da
dz da
d'où, par comparaison avec (2),
Un point (j?, y, z) (Je l'enveloppe P, si elle existe, satisfait donc anx équations
(5) ' df__ do _
f da ^ ôa '
11 faut que ces quatre équations définissent des fonctions x^ y, z (\ea\ cette condition, qui est nécessaire pour que F existe, est d'ailleurs suffisante, car le point de coordonnées x^ y, z c[ue l'on déduit de ces relations satisfait à (2) et par suite à (3), donc décrit une courbe tangente à G. Mais, en général, ces quatre équations ne sont pas compatibles, de sorte qu'en général une courbe gauche n\( pas cVenveloppe.
38i. Remarques. — Si l'une des équations (1) ne dépend pas de «, c'est-à-dire si l'une des surfaces qui définissent la courbe est fixe, les équations (4) ^e réduisent à une; on n"a plus que trois équations qui définissent en général ,r, y, z en fonction de a. La courbe variable a une enveloppe.
Revenons à la courbe ayant pour équations
Quand a varie, elle décrit une surface dont on trouve l'équation en éliminant a entre (1), soit
D'après la remarque précédente, la courbe avant pour ('cpialions
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a une enveloppe. Celle contradiclion apparente lient à ce fait que le système (i) n'est pas complètement équi\ aient au système (2); la courbe (2) contient en général la courbe ( 1) plus d'autres courbes.
Considérons une surface dé|)endant d'un paramètre
Elle a une enveloppe définie comme lieu de la caractéristique
Cette caraclérisiiqiie est une courbe qui a une enveloppe. En effet, en appliquant la théorie, on doit prendre les <juatre é(pialions
On voit qu'elles se réduisent à trois et |>ar suite qu'elles définissent .x", y, z en fonction de a.
387. Enveloppe de pians à un paramètre. — Considérons un })lan variable
(1) Aa:-4- BjK-H G^-t-D = o,
A, B, C. D étant fonctions d'un paramètre. Lorsque ce paramètre varie, le plan a une enveloppe. Sa caractéristique est définie par l'équation (1) et par
A', B', C, D' étant les dérivées de A, B, C, D par i^apport au paramètre.
D'après le n" 386, cette droite, en tant que caractéristique, a une enveloppe qui est le lieu du |)oinl dont les coordonnées sont définies par les équations (1), (2) et l'équation
La surface engendrée par la droite, c'est-à-dire l'enveloppe du
II. — Courbure et torsion des courbes gauches
!^SS. Plan oscuLateur. — Considérons une courbe gauche ayant pour équations
Considérons la tani;enle MT au poinl \I(j7, i', z) de paramrire t :
J'\l ) ~ o'{t) ~ 'h'it) '
Soit M' un point voisin de M, correspondant à la valeur t -\- It du paramètre. Menons par M la parallèle MO à la tangente en M' ; iécjuation du plan défini par MT, iM9 est
fit) o'(j) 'Vif)
f'(f-{-M) o'(t^lt) <\i'(t-r-\t)
X — x Y— jK Z — z
fit) oit) ^yu)
f'(f—'^\t) — f'it) 'j'(f-i- AQ — o'fn <\''{t^^t) — '\>'(tï
it
it
Si It tend verso, les éléments de la dernière ligne de ce déterminant tendent vers
fit) o"(t) y'(0,
de sorte que le plan TMB varie en tendant vers une position limite déterminée qui a pour équation
fit) cp'(o y(n /"(/) o"(j) Y(n
Ce plan est dit le ///f/zi osciilntnn- à la coiirhe en M. Son équation s'écrit
( ') Ces déiiomiiialioiis seront jusliliécs i)lus loin {voir Seclioii \).
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Le plan est déterminé tant que A, B, C ne sont pas nuls tous les trois.
Ce plan dépend du paramètre <, il a donc une en\elopj)e. Je dis que la caractéristique du plan oscillateur à une courbe en un point est la tanuente à cette courbe. En elVet, pour définir cette caractéristique, nous devons adjoindre à ré<(uation (i) l'équation dérivée par rapport à /, qui est. toutes réductions laites,
c'est une droite passant par M. De plus, si Ton remplace dans ses équations X — .3",\ — ^?^ — ^ P*'' ^'t y'' ^' M"' ^^^^^ ^^^ coefficients de la tangente, elles sont vérifiées. C'est donc la tangente en M,
On \oit que le lieu des lanj^cntes à une courl)e g;auche G est une surface enveloppe d'un certain |)lan à un paramètre, par conséquent, d'a[)rès le n" l^<S7, une surface c/ri'elo/>pable.
Toute droite menée |)ar M dans le plan normal est une normale à la courbe. On appelle normale principale la normale située dans le plan osculateur; on ajipelle binormale la normale perpendiculaire au plan osculateur,
389. Considérons une courbe raf)portée à trois axes rectani^ulaires Ox, 1% c. D'après la définition de la longueur d'un arc de couibe (t. I, p. i4^^'; t)ïi '*j 6" étant l'arc compté positivement dans le sens des t croissants,
Considérons en M (Jig. 3o) le plan normal à la courbe. Il di\isc au voisinage de M la courbe en deux parties, situées de part et d autre
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par raiiiioit à lui, cl la laiii;ciiLc eu di'ux ilciiii-droilcs. ( .iiu-^kI/tous la (Iciui-laiii^ciilc (lui csl du uu^ine colc par rapport au plan iiDiiual (pic l'arc de courbe parLaiil de M dans le sens des ù croissants. Nous dirons tpie c'est la deini-langente dirigée dans le sens positif on la demi-tangente positive. Soient a, (3, y ses cosinus directeurs, on a
Supposons par exem|)le .r'^o. cela veut dire que x croît avec t. Si nous menons par M le plan parallèle au plan yO z, la deini-tanfj;enle dirigée dans le sens des t croissants est donc par rapport à ce plan du même côté que la partie positive de l'axe Ox\ l'angle de cette demitangente avec O.r est donc aigu, par suite a est positif. Gela montre que devant le dernier rapport il faut prendre le signe +, de sorte
que l'on a
ou
dx a _ y _ ^.y z' _ dz
~ -' ds ' ^ s' ds^ ' s' ds
390. Courbure. — Soient M un point de la courbe, M' un point voisin, oj l'angle des tangentes à la courbe en M et M', la détermination cboisie pour cet angle étant celle qui tend vers o quand M' tend vers M, son évaluation étant faite en parties de la circonférence
de ravon i. Considérons le rapport ^rrr,: nous allons montrer que,
quand M' tend vers M, ce rapport tend vers une limite déterminée qu'on appelle la courbure en M. L'inverse est dit le rayon de courbure en M.
Par l'origine des coordonnées, menons (Jig. 3o) un segment Oit de longueur i parallèle à la demi-tangente positive en M; cela revient à considérer le point a de coordonnées a, ^3, r. Lorsque M décrit la courbe donnée G, [x décrit sur la spbère de rajon i et de centre O une certaine courbe qu'on appelle [indicatrice sphérique. Soit t la longueur de l'arc de courbe décrit par le point pi à partir d'une origine quelconque, compté positivement dans le sens où jjl décrit l'indicatrice lorscjue s croît. Soit |j.' le point de l'indicatrice correspondant à M', on a
O) = iiOii'=^ arc (le j^rand cercle ijljjl'.
Or, cet arc de granfJ cei'cle ijlu.' est un infiniment petit écjuivalent à
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la corde pia' et par suite à l'arc d'indicatrice [j.[j.'. Nous sommes donc ramenés à étudier la limite du rapport
arcjjLiji' Ad \t
arc MM' \s \s
Quand li tend vers o, ce rapport a une limite qui est
—ou -y,
Sf as
de sorte que la couilnire en M est -^, le ravon de courbure -y- Cal- * as ^ (h
culons ces qiianlitcs en fonction des éléments qui définissent la
courbe.
On a
De a = — on déduit s
a d'où
ou, en développant le second membre,
,., _ s'-^(x"^ ~ y"- — -s"-) -t- 5'^(.r'2-^ k'- — z'-) — -is' s"(x' x" ^ y y" -^ z' z" )
Dérivons la relation
on obtient
s' s" = x' x" -^- y' y" -Jr- z'z",
de sorte que nous pouvons écrire après simplification
,, _ (' a^'ï -4- J''2 -f- z'2 j (a-"2^y2_|_ ^"2) _ ( ^' or" -{- y y" -L. -'z"y-
ou, d'après l'identité de Lagrange,
En posant, comme précédemment,
II. __ cornnt'iiE et torsion di;s coluuks (iAiciiics. i
nous aurons
\2 + Bî -H C2
d'où l'expression du rayon de courbure (quantité essentiellement positive) :
391. Revenons à Tindicalric-e sphérique. Le plan [J-0|x' a pour position limite, quand 'j.' tend vers '.x, le plan mené par O parallèlement au plan osculateur en M, de sorte que la tangente en <j. à lindicatrice sphérique est en même temps perpendiculaire à 0|j. et parallèle au plan osculateur en M. Elle est donc parallèle à la normale principale en M. Choisissons sur elle et par suite sur la normale principale, comme direction positive, celle de la demi-tangente à l'indicatrice sphérique dirigée dans le sens des arcs 7 croissants.
Remarquons que si l'on change le sens de parcours sur la courbe donnée, ce qui a pour effet de changer le sens de la direction positive de la tangente, chaque point ;j. est remplacé par son symétrique par rapport à O ; l'indicatrice est remplacée par la courbe symétrique par rapport à O. Comme on change aussi le sens de parcours sur cette courbe, on voit que la direction positive sur la normale principale reste la même. Donc, sur la normale principale, la direction positii'e est indépendante du sens de parcours choisi sur la courbe donnée et, par suite, de la représentation paramétrlf/ue.
Soient a,, |j,, v, les cosinus des angles que tait cette direction avec les axes Oxyz. En appliquant à l'indicatrice sphérique les formules générales t-= — , ■ • -, nous a\ons ^ s
d-jL „ B' d'à Y d-(
-j-i Pi — -S- = -7- ' Ti = ~ = TT ■
d'où, en remplaçant c/t par -g-» •
di. ai f/3 â| d'[ Yi
SF^R"' 57 "^ R"' 57 "^ r"
Ces formules constituent le premier groupe de formules de Frenet.
Cherchons à évaluer a,, ^3|, -'1 en fonctions de .r, y.^ z et de leurs
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dérivées. On a. en remplaçant a' et n' par leurs valeurs,
v/A2-i- B2-T-G2 ' y/A2-HB2-i-C2
392. Enveloppe du plan normal à la courbe. — Soit P le plan normal à la rourhe au point M : il a j)our équation
Quand M décrit la courbe, ce pian a une enveloppe. Sa caractéristique est définie par léquation (^i j jointe à l'équation dérivée
(■X) a'(X — X) -\- p'{\' — ^)-+- y'(Z — 3) — (aa7'-4- 3j'-i- '( z' ) = o.
Or, de a :^ -7 1 • • • on déduit
aa~'-i- 3_K'-f- v;;' = —^^ — ' =s'.
L'équation (2) s'écrit donc
a'(X — .r) -t- ,S'( Y —y) -t- y'fZ — z)
c'est-à-dire, comme — = 7-. • • •, s K
(Q) aii(X — x)-i-f^i( \ —y) ~-^;i(Z — z)— R = 0.
Le plan Q, que représente cette équation, est, comme on voit, perpendiculaire à la normale princijjale. Soient X, Y, Z les coordonnées du point où il la coupe. Posons
X = a; -r- ai p, \ = y -h ^ip, Z = z -h y, p.
En portant ces valeurs dans Péquationde Q, on trouve
Le plan Q est donc le plan perpendiculaire à la normale principale mené par le point C situé, sur la partie positive de cette droite, à la distance R du point M (Ji'g'. 3i).
La caractéristique D du plan normal, qui est l'intersection des plans P et Q, est donc la droite menée par C perpendiculairement au plan osculateur . D est dite la droite polaire et C le centre de courbure.
Le lieu de D est la surface polaire.
M. — roiUuniK KT TORSION DKS COURFIFS fiAiniKS.
On jtcul (mIciiIci- les coortlimnt'cs do (l: rn rxiiis sfrvanl de X 1= :r -H a, r>. il \ icnl
A2-I- ir^-^c-'
Ou reconnaît, en avant éyani aux \aleurs de s'- et .s'."?" (n" 390), que ces coordonnées s'expri/nenl ralionncllement en fonction des dérÏK'ées premières et secondes de x^y^ z.
393. Etudions la position de la courl)e par rapport aux éléments qui ont été définis. Transportons l'origine au point M ; prenons pour axe des X la demi-tangente positive en M, pour axe des V la normale principale {fig. 3i). x, j', :; s'expriment en fonctions linéaires
Fie. 3i.
de X, Y. Z, x' ^ y\ z' en fonctions linéaires de X', Y', Z', et x'\ j", z en fonctions linéaires de X", Y", Z". On doit avoir, dans le nouveau système,
doù
fX';M>o, (Yj.M=(Z';.M=o, A = ( Y Z"— Z'Y" jm = o.
Pour que le plan XMY soit le |.lan osculaleur. il faut de j)lus que 1 on ait
ce qui entraîne, daprès les conditions précédentes,
(Z")M=0, (\")y\ydo.
Dans ces conditions, un a, la normale principale étant .M\ ,
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ai =: V, = o, d'où
D'ailleurs on a (n° 391), comme A et B sont nuls,
^ _ \"s'— Y's" _ YV
■"" iGi ~rci'
5' étant positif, Ti, a le signe de Y". Si l'on prend pour axe MY la normale principale dirigée dans le sens positif, on doit donc avoir (Y")m>o.
Cela étant, étudions la pcjsition de la courbe par rapport au plan ZMX, mené par la tangente perpendiculairement au plan osculateur. Au point M, on a Y=: Y'=: o, Y">> o; donc Y a constamment le signe + au \oisinage de M. J)onc la courbe, au voisinage de M, est, par rapport au plan ZMX, tout entière du côté du centre de courbure.
Examinons maintenant sa position par rapport au plan osculateur XMY. (Z'jj, et(Z")j| sont nuls; Z" est dillerent de o en M en général. Donc, au point M, Z change de signe en s'annulant; cela montre qu'en général le plan osculaleur traverse la courbe.
Imaginons un observateur dirigé suivant la droite polaire D et regardant le {)oint M. Il voit la courbe au voisinage de M aller de gauche à droite en montant, ou de droite à gauche en montant, le fait étant indépendant de la direction de l'observateur sur cette droite polaire. Il v a ainsi pour une courlie deux dispositions didérentes qui sont dites dispositions dextrorsuni et sinistrorsum.
394'. Torsion. — De même que nous avons étudié l'angle de deux tangentes infiniment voisines, nous allons étudier l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins, ou, ce qui revient au même, l'angle de deux binormales infiniment voisines.
Choisissons comme sens positif sur la binormale la direction telle que le trièdre formé par les directions positives de la tangente, de la normale principale et de la binormale soit direct, c'est-à-dire de même sens que le trièdre des coordonnées. On sait que dans ces conditions, si l'on appelle aj, ^So, y^ les cosinus directeurs de la direction positive sur la binormale, on a
II. — f:(ti iiiti »!■: i;t iohskin i»i:s coriutics (;au(:hi;s. 187
et
_ v' i z" s' — c'.v") — zUy's' — v' s" ) \
(le nirme. on a
P^.= 7rr.
Quand M parcourt la courbe donnée, le point v de coordonnées 7.2, 3o. l'.j décrit une certaine courbe sur la sphère de centre O et de ravcin i. On reconnaît, comme précédemment (n" 390), que l'éb'meiil de 1 arc de celte courbe est un infiniment petit équivalent à 1 aui^le de deux plans osculateurs infiniment voisins.
De plus, la tangente an lien décrit par v est parallèle à lu normale principale en M. Il suffit, pour le montrer, de prouver que cette direction, dont les paramètres directeurs sont proportionnels à </3Co, rf^o, û^Yo, est perpendiculaire à la fois à la tangente MT et à la binormale en M, c'est-à-dire que l'on a
S a d'il ^ o, X «2 dx^ -— o.
La seconde relation est une conséquence immédiate de
Pour démontrer la première, partons de la relation Saa^=o; nous en déduisons par difterentiation
S a d'j.-2 -i- il ^2 c/a ;= o.
Remplaçons, dans Sao f/a, r/a par -V—' il vient
„ , ds ^
>: ao aa = -— S a, 7.0 = o, K
d'où
1 a r/ao =: o.
Cela étant, nous prendrons comme sens positif de parcours sur la courbe décrite par v le sens correspondant à la direction positive de la normale principale, t étant l'arc de cette courbe compté à partir d'une origine quelconque, on a, d'après cette définition,
_ a'., _ di^ f/3, r/-'o
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On appelle torson al gébriquc le rapport algébrique -^ on — >
et rayon de torsion T linverse de cette quantilé.
Cherchons à évaluer T en fonction de x^ y. z et de leurs dérivées. Tout revient à calculer-:'. Ecrivons
^1 .2 i2 . ii —.-«.1^0 ^ I
^1 .Si 7i ^î— i^i^ïi De la relation lia, aj ^= o on di-diiit
d où
et. en remplaçant aj, fj.^, -'., par leurs valeurs.
et par suite
Pour avoir x\, écrivons
d'où
Calculons a". On a
, I îti = a — ,
les termes qui suivent le premier contenant en facteur soit x' ., soit.r". Rappelons que nous avons
X A ar' = (j , SA x" = o,
et, par suite,
X Aa = G, Z Aa' = G.
On peut donc écrire
par suite
II. — (;()l mil lU: KT TOII^ION DIS cm UltKS UVLCIIES
D'ailleurs lA.z" esl éi;al au dclci luinaul
et 1 on a finalement
- Bî
On \(>it (jue T est un nombre aLgébviqne qui a le si<^ne opposi' à celui (le A.
Portons rorij,Miie au point M considéré et prenons pour axes les axes MX, MY, MZ définis précédemment. Nous avons vu (n" 393^ que 1 on avait pour r()rij;ine
d où résulte, pour la valeur de A en ce point,
D'ailleurs X' et Y" sont positifs, T a donc le signe contraire à celui de Z'". Si T << o, on a Z'''>> o. Z" croit au voisinai^e de .M, donc il est d abord négatif, puis positif. Z' est constamment positif, donc Z est d abord négatif, puis positif.
Dans le cas de T > o, les conclusions sont renversées.
On \ oit que la position dexLrorsuin ou sinistrorsum dépend du si s ne de T.
393. Formules de Frenet. — Les formules de Frenet donnent les dérivées des neuf cosinus directeurs du trièdre MXYZ attaché à chaque point de la courbe. Nous avons déjà obtenu les formules suivantes :
dm a, fFp 3| d-^ v,
d^i ai '/io yi d(.i Yi
"^^t' "^""t' IT^T"
le second groupe résultant de la définition de T (n" 394). La relation
a- -f- a? H- xi; = I .
dilTérentiée, donne
c esl-à-dire
ds
di.
ds ' ds
di.\
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d'où nous lirons
177 ~~ ÏÏ "~ T' Nous aurons de même
lîi ~ R T' T?7~~ÏÏ~T' C'est le troisième groupe de formules de Frenet.
I^9(). Courbes planes. — Considérons le cas particulier des courbes planes; tous les résultats généraux que nous avons démontrés s'appliquent. Il suffit de faire, par exein|)le, Z = o dans les formules obtenues; il en résulte A = o, B = o; C conserve la même valeur j^y — y' x" . L'expression du rayon de courbure devient
Étant donnée une courbe plane, si Ton cherche l'enveloppe de la normale à cette courbe, le point de contact de cette normale avec son en\eloj)pe est le centre de courbure, car (n" 392), deux plans normaux quelconques se coupant suivant une perpendiculaire au plan de la couri)e. la droite polaire est ici la perpendiculaire au plan de la courbe menée par le centre de courbure.
Pour une courbe plane, la torsion est nulle en tout point.
397. Cas singuliers. — Etant donnée une courbe définie par les coordonnées x., y., z d'un de ses points en fonction d'un paramètre /, la tangente en un point est déterminée tant que les dérivées x' , y\ z' ne sont pas toutes trois nulles pour ce point. Si l'on a j;'^^ j/'=z 3'= o, les équations de la tangente se présentent sous fox-me indéterminée. Cependant, il se peut qu'il y ait en ce point une tangente déterminée. 11 faudra, dans chaque cas, faire une étude particulière de la courbe en ce point.
De même, si A, B, C ne sont pas tous trois nuls en un point, le plan osculateur est déterminé. Si l'on a A = B = C = o, il faut faire une étude particulière, en revenant à la définition du plan osculateur, pour voir s'il y a ou non un plan osculateur déterminé. De plus, en un tel point, le rayon de courbure R est infini. Si Ion prend x comme variable indépendante, on a .r'= 1. x" =. o, d'où
m. — CONTACT iii;s col nni;s kt simikacics. Mjr
Pour qu'on ail A= B = C ^= o, ii laul y"=iz"=o. Cela indicjuc c|ue les j)iojeclions de la rourhe sur le plan des xv ou des xz présonteiil au poiiiL lonsulcrc une iiillcxioii.
l'^n tout point d'une droite, le rajon (Je courbure R est infini.
Cherchons si 1 on peut a\oir en un point d'une courbe 1\ = o. En supposant que les dérivées premières et secondes restent finies, 11 faut que Ton ait x' ^=y' = :^' =^ o. Mais alors R se présente sous iorine indéterminée, il y a lieu à discussion. Prenons, par exeiujjle, la courl)C plane définie par les équations
on constile que R, pour ^ ^ o, est de l'ordre de grandeur de ^, donc s annule avec /. L'origine est pour cette courbe un point de rebroussement à rayon de courbure nul.
Cherchons si en un point d'une courbe T peut être infini, c'està-dire si la torsion peut être nulle. En général, il y a un nombre fini de j)oinls de la courbe jouissant de cette propriété : ce sont les points j)Our lesquels on a A = o. On les appelle points stationnaires. Avec les axes particuliers MXYZ déjà choisis, nous avons vu que l'on a A = X'Y"Z'", de sorte que A ^ o entraîne Z'"= o. En un tel point, si l ou supjjose en outre Z^^^^o, le plan osculateur ne traverse pas la courbe, car on reconnaît que Z garde un signe constant au voisinage de M.
398. Lne courbe dont la torsion est nulle en tout point est une
courbe plane. — En effet, les formules -r^ = -^, ••• montrent que
as \ ^
pour une telle courbe ao, |j2. Y^ sont constants. Le plan osculateur a donc une direction fixe et les tangentes à la courbe, qui restent parallèles à celte direction de plan, sont, par suite, perpendiculaires à une direction de droite fixe. En prenant l'axe des Z parallèle à cette dernière direction, on aura, en tout point, y = o, d'où Z'= o, Z = const. La courbe est donc dans un plan.
III. — Contact des courbes et surfaces
399. Considérons deux courbes C et C| tangentes en un point A. Choisissons des axes de coordonnées tels que la tangente commune en A ne soit pas parallèle au plan des t; ^ fig- 02).
Dans ces conditions, pour chaque courbe, x, au voisinage de A,
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varie dans un sens déterminé. On peut donc, pour clxaque courbe, prendre x comme variable indépendante, cest-à-dire supposer les
Fie. 32.
deux courbes définies par des équations de la forme
1 z = -fCr), ( -z = <i>(x).
Soit Xn l'absfMSse de \. Pour (|ue les deux (tourbes soient tauyentes en ce point, il faut et il sufHl (jue Ton ait
Supposons dune manière générale que l'on ait avec ces relations (1)
if'i^o) =P"(Xo), <f"(^o) =*"(.ro),
et que Ton nail pas simultanément
/''+>'(aro)= F!"+"(.ro), o(''+"(.ro) = «i>(''+i'(:fu).
Coupons les deux courbes C, C| par un plan parallèle au plan des yz et d'abscisse J7 = .r„-i-A. On obtient ainsi sur C un point \i{X, y, z), sur C, un point M,(x, y,, z,); étudions les dill'érences ri — y-, ^i — -■■ On a
Ji—r = F(xo^h) -/Cro-H A.).
Les fonctions F et / sont développables par la formule de Tajlor arrêtée au n + i'^""' terme; en les remplaçant par leurs développements, on a
III. — CONTACT i)i:s conuiKs i:t svhiacks. iy
cl de mrmc
Par liypollièse, (|ii;m(l // lend vers o, les diflerencos entre crochets ne tendent pas toutes deux vers o. I^'une au moins des deux qu;inlités j-, — y^ '-K — '• f^l donc infiniment petite d'ordre n 4- i seulenienl par rii|)|)()rl à //, l'autre pouvant être d'ordre supérieur ou égal à n -\- \ . La distance jMM, est par suite, de toute façon, infiniment petite d'ordre n -\- i pai- rajjport à h. D'ailleurs, la distance AM est un infiniment petit de l'ordre de h, de sorte que MM, est, par rapport à AM, un infiniment petit d'ordre n -\- \ .
Je dis que ce résultat est indi'pendant des a^es de coordonnées choisis, jiourvu que la tangente eu \ reste non parallèle au plan r^. En effet, ellecluons un changement de coordonnées en passant du système X, ) , z à un autre système X, V, Z, On sait que y'^^ z'^. sont fonctions des nou\ elles dérivées Y^, Z^, que i'^.,, s',,, sont fonctions de Yx, Zj. Yx", Zxî, etc., de sorte que, si pour les deux courbes C et C) les dérivées de y et 5 par rapport à x sont identiques jusqu'à l'ordre /?, il en est de même des dérivées de Y, Z par rap|)ort à X ; en d'autres termes, les relations (i) se transforment en des relations de même forme. I^a propriété géom('lriqiie à laquelle on |)ar\ienl, à savoir : que la distance MM| est un infiniment jietit d'ordre n -\- i par rapport à la dislance AM, est donc indépendante du choix des axes de coordonnées; cela revient à dire que l'on peut, pour obtenir les points M et M,, couper les deux courbes C et C| par un plan V parallèle à une direction de plan arbitraire mais fixe. Lorsque le plan P variera en se rapprochant du |)oint A, la distance MlM, sera un infiniment |)etit d'ordre n + i par rapport à la dislance AM.
Par d('finition, on dit (|u';7 y a au point A un contact d'ordre n entre les deux courbes.
400. JNous allons chercher à exprimer les conditions d'un conlacl d'ordre n onlrc (\ç\\ii courbes dont l'une C est définie |)ar les ('(|Uiitions
et dont l'autre C| csl définie en fonction d'un paramètre t.
Soit Mo( oCo, J'n? ^0 > un point commun aux deux courbes, la tangente à chacune d'elles en ce point n'étant pas parallèle au pi. m des j)'5. Soient M(j7, ^-, z) un point de C, M, (.r, ^',, ^, ) un point 15. - II. i3
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de C,, M el M, étant tous deux, voisins de M» et correspondant à la même abscisse. Posons y, —y= u, s, — z = v. Il faut, pour qu'il j ait un contact d'ordre n, que a et ç soient infiniment petits d'ordre n + I par rapport à x — .To- Remplaçons, dans les fondions F et <I>, X, y, z par les coordonnées x, y,, Zi du point M, exprimées en fonction de l. On a
+ r -7- ( a:, V 4- 0 » , c 4- 0 (> ) . dz ^
Comme F(j7, j', ;?) = o, on peut écrire (i) Fia-, jr,,3i) = -Va-f- Bc,
A et B avant pour limites, quand le point M varie et tend vers le
. , , , dV d¥
point commun (Xq, l'o, -o)< 1*^^ nombres - — > - —
De même, on a
<l>(j;, ji, ;,) = Gif -h De,
G et D avant pour limites, dans les mêmes conditions, tes nombres Le déterminant
de ces quantités est différent de o, du fait que la tanj^ente en A à C est supposée non parallèle au plan des jk^. On peut donc résoudre, au voisinage de Mo, les équations (i) et (2) par rapport à m, r, et obtenir pour a, i> des expressions linéaires en ¥(x^ yt, Zf), $(.r,y, z^ ). Pour que u et i> soient tous deux infinimeut petits d'ordre n H- i par rapport à x — Xq, il faut et il suffit que F(.r,r,,s,) et $(.r, y,,^i) le soieut, ou, ce qui revient au même, que F(.r, jKu^i) et C>(.r, y,, 5,) soieut infiniment petits d'ordre n -{- \ en t — to, t^ étant la valeur du paramètre pour le point My. On peut donc énoncer la règle pratique suivante :
On remplace, dans F et <ï>, x, jk, z par leurs valeurs en fonction de t^ et l'on exprime que les fonctions de t ainsi obtenues, G( /)
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et Gi(/)î 50''^ toutes dcu.r infiniment petites d ordre /? + i por rapport à t — /„.
On \()il que dans ce résultai il ne reste pas trace de Thypotlièse faite sur la direction de la tangente, de sorte que la règle est \alable sans cette restriction.
Pour exprimer que G(f) et G|(^) sont des infiniment [)clits d'ordre n -\- i par rapport à ^ — ^,,7 il suffit d'exprimer que chacune de ces fonctions s'annule, ainsi que ses n premières dérivées, pour f = /fl ; on a ainsi ?. n -H 2 conditions.
401. Cas des courbes planes. — Tous ces résidtats s'appliquent en particulier au cas des courbes planes. Pour exprimer par exemple qu'il V a un contact d'ordre n entre une courbe C avant pour équation
et une courbe C| définie en fonction d'un paramètre /, on devra écrire que F(.r, y)., où l'on remplace .r, y par les fonctions de / qui définissent C|, est un infiniment petit d'ordre n H- i par ra[)port à t — ^0- On aura ici /7 + i conditions.
402. Courbes osculalrices. — Considérons une courbe déterminée C et un point A de cette courbe. Soit, d'autre part, une famille de courbes dépendant d'un certain nombre de paramètres. On peut chercher à disposer de ces paramètres de façon à obtenir une courbe de la famille ayant en A, avec la courbe C, un contact d'un certain ordre.
On appelle courbe osculatrice en un point A de C une courbe de la famille considérée ayant en A avec G un contact d'ordre maximum par rapport aux autres courbes de la famille.
403. Considérons par exemple la famille formée de toutes les droites de l'espace. Une droite dépend de quatre paramètres. Un contact d'ordre n exigeant in-\-2 conditions, nous pouvons donc avoir /? = 1 .
Prenons les équations de la droite sous la forme
X — a z — p ^ o, y — bz — q=o,
et remplaçons dans ces équations ^, y, z par les fonctions de t qui définissent la courbe donnée. Les équations obtenues doivent être
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vérifiées, ainsi que celles qu'on obllenl en les dérivanl par rapport
à /, savoir :
x' — a-'==o, y — bz'=o.
On déduit de là
Cela montre que a, 6, 1 sont les coefficients de la tangente à !a courbe au point considéré. D'ailleurs, les deux premières relations, qui déterminent p et ^, montrent que la droite passe par ce point. C'est donc la tangente en ce point, de sorte que, parmi les droites de l'espace, celle qui a le contact maximum avec une courbe quelconque en un point donné est la tangente à la courbe en ce j)oint.
■404. Un cercle dans l'espace est une courbe dépendant de six paramètres. On peut en disposer de façon à obtenir un cercle qui ait, en un point donné, avec une courbe donnée, un contact du second ordre. Ecrivons les équations d'un cercle sous la forme
en mettant ainsi en évidence son centre (a, 6, c), son rayon 0 et les <oefficienls A, B, C de son plan.
Une courbe étant donnée par les coordonnées d'un de ses points en fonction d'un paramètre t, remplaçons x, y, z par ces fonctions <le t dans les équations (i) et (2), puis annulons les dérivées premières et secondes des premiers membres de (1) et (2). On a les quatre nouvelles équations
(3) kcr' ^ By -i- Cz' = o,
Ces quatre équations, jointes aux deux premières, permettent de déterminer a, ^, c, 0, A, B, C. Les équations (3) et (4) montrent que A, B, C sont les coefficients du plan osculateur à la courbe au point considéré, de sorte que le plan du cercle chercbé est le plan <isculateur à la courbe.
Dans les équations (5) et (6), considérons a, />, c comme les coordonnées coux-antes. (5) représente alors le plan normal à la
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courhe an point considt'ré, cl ré(|ii;ilion ( ()) csl colle (jiroii (thiiciit en dérivant (5) par rapport à /. r/cnscnihlc de ces deux cf|ii;ilious représente donc la caractérisli(pie du phiu norniid (ju;in(l le point (.r,y, z) varie snr la conrbe donnée, c'est-à-dire la droite polaire.
De pins, l'équation (i) exprime c|ue (a, 0, c) est dans le plan osenlalenr. Le point (rz, b, c) est donc à l'intersection de la droite polaire avec le plan, oscnlatcnr, c'est-à-dire au centre fie courhure.
Enfin, Téqnation (2) montre qne 0, le rayon dn cercle, est éfjal à la tlistance du point [x, y, z) de la conrbe an centre de conrbnre (a, b, c).
En résumé, le cercle osculateur est le cercle qui a pour centre le centre de courbure et pour layon le rayon de courbure. On l'appelle aussi cercle de courbure, parce qu'il a au point (j:, y^ 5) même courbure qne la courbe donnée.
40o. Contact d' une courbe et d' une surface. — Etant données une conrbe C et une surface S tangentes en un point A, on dit qu'il y a en A, pour C et S, un contact d'ordre /i, s'il existe sur S une courbe F passant par A et ayant avec C en ce point un contact d'ordre n. Soit
l'équation de S. F sera définie par Tintersection de S avec une certaine surface. Une première condition est donc que F, si l'on y remplace ^, y, z par les fonctions de t qui définissent la courbe C. soit infiniment petit d'ordre ti -\~ 1 par rapport à t — ^o- ^0 étant le paramètre correspondant au point A.
Je dis que cette condition est suffisante. En efl'et, supposons-la remplie et prenons des ax.es tels que la tangente à C en A ne soit pas parallèle an plan des j':;: {fig. 33). Nous savons que, dans ces conditions, nous pouvons prendre, pour définir la conrbe G, x comme variable indépendante. Soit
l'équation du cylindre projetant C parallèlement à O :; snr le jdan des xy. Nous allons montrer que la courbe T, intersection de S avec ce cylindre, a avec C un contact d'ordre n en A. En effet, F a pour équations
Quand on remplace dans les premiers membres de ces deux équa-
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lions X, j', z par les fonctions de t cjiii définissenl la courbe C, la fonction j' — f{^) 6Sl identiquement nulle, donc satisfait à toutes
Fig. 33.
les conditions imposées; par hypothèse, la fonction F satisfait aussi à ces conditions. Donc F a, avec C en A, un contact d'ordre n.
iOG. D'après cela, étant donnée une courhe G, si l'on considère une famille de surfaces dépendant de n + i j)aramètres, on peut disposer de ces paramètres de manière à obtenir en un point M, entre la courbe et une surface, un contact d'ordre n. Pai'mi les surfaces d'une famille, on aj>pelle surface oscidatrice à une courljc donnée en M celle qui a en ce point, avec la courbe, le contact d'ordre maximum.
Cherchons, par exemple, le plan qui a le contact d'ordre maximum avec une courbe définie en Ibnclion d'un paramètre. Comme un plan dépend de 3 paramètres;, cet ordre sera égal à 'j.. Soit
A.Î-+- B^-i-Cz + D = 0
l'équation du j)lan. Remplaçons dans cette équation jr, j-, z par les fonctions de t qui définissent la courbe. Nous devrons avoir, outre l'équation précédente,
\x' -^ By-H 0-'= o, Ax"-+- By'+ Cz"=o.
On trouve ainsi pour A, B, C les coefficients du plan que nous avons appelé plan oscidaieui- dans l'étude des courbes gauches.
IV. - l)l':\ IvI.OPI'KKS KT DKVHLOPPANTKS. Ujf
Si la cuurbc C esl une ilroilo, la normale reste [larallèle à une direction fi^e; elle n'a pas d'enveloppe.
Si C est lin ('erclc, la noriiiaic passe |)as un point (ixc; on peut duc <pr('llc a pour en\eloppe ce poiiil.
Rc''(iproquonienl. si pour une coiirlie la normale a une direction fiïe, la taiigcnle a aussi une direelion fixe; ses coefficients a, [j sont constants. Si Ton |)iend des axes tels que ^ = o, on en déduit y =z const. ; donc la courbe est une droite.
Si la normale passe par nn point fixe, prenons ce jjoint pour origine et écrivons {"('(piation de la normale
(X — x)dx-^ ( Y — J-) dy = o.
Puisqu'elle passe par l'origine, c'est (pie l'on a
•c dx -h y dy = o, d où, en intégrant,
x^-{- y'^ = const.,
ce qui montre que la courbe est un cercle ayant pour centre l'origine. Ces deux cas mis à part, la normale varie en direction sans passer par un point fixe; il existe sur cette droite un point limite qui est le centre de courbure (n° 396). Lorsque le pied de la normale prend toutes les positions sur la courbe C, ce point décrit une courbe qui est la développée de C.
408. Dans le cas d'une courbe plane, les formules de Frenet deviennent, en conser\ant les notations précédentes,
ds ~
d^ ds
f/a, ds ~
ds ~
Soit C5 l'angle de la demi-tangente dirigée dans le sens positif avec Ox\
■on a
a = coscp, ^ = siii'J.
Le centre de courbure (.r,, j', ) a pour coordonnées <i) a", = ar-t-aiR, jKi=7-+-piR.
On a, en difl'érentianl les formules (i),
dx^ = dx -+- ai ^R -r- R doLy,
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c'est-à-dire
dxx = ids -{- 'Xi dR — a (/s = aj dR,
de même
dvi = 'iidR.
Soit .9, l'arc de la développée compté à pailir d'une ceilaine origine;
on a
ds] = dx\ -r- dy'l = clR"^.
Il en résulte que si, pour un certain arc de la courbe donnée, le rayon de courbure varie toujours dans le même sens, la valeur absolue de l'accroissement de S\ est égale à l'accroissement de R, de sorte (]ue la longueur de C arc de développée correspondant est éi;ale à la quantité dont a augmenté ou diminué le rayon de courbure.
11 résulte aussi de là que si, pour une courbe, R est constant, ds^ est nul, :r,, j^, sont constants, le centre de courbure est fixe; c'est le cas du cercle. Le cercle est donc la seule courbe plane à rayon de courbure constant.
Les formules (7j7, = a, c/R, ... montrent encore que, si pour \i\\c courbe plane quelconque R passe |)ar un luaxiinum, on a, pour le point [Xi,ys) correspondanl.
dx^ = f/Ki = o.
Gela indique en général, comme l'on sait, que ( x,, y,) est pour la développée un point de rebroussement. C'est, en eflfet, ce que l'on trouve en construisant la développée d'une ellipse, d'une hyperbole ou dune parabole.
409. Développantes. — Considérons une courbe et sa développée ; la première est dite la développante de la seconde.
Etant ^donnée une courbe, cherchons si elle a une développante, c est-à-dire une courbe qui admette comme normales les tangentes à
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la première. D'après ce qui précède, l'accroisseincnl de lonj;iieiir de la normale {Jig. 34) (en enlendanl par longueur de la normale la distance du point dlncidence M au point limite A) doit être égal à l'accroissement de l'arc de la courbe donnée.
Soient \y •/\ les coordonnées du point V fjiii décrll la courbe donnée, T Tare de celle courbe complé à partir d une certaine origine. IjCs cosinus direeliMirs de la direction positive de la tangente sont
Portons sur cette direction, à partir du point (^, y;), un segment AM ayant pour valeur algébrique / — t, Z étant une constante arbitraire. Je dis que le point M (.c, v) ainai obtenu décrit une courbe normale à la tangente en A.
En efl'et, nous avons
d'où, en dillerentianl.
cLt — d\ — %d's ^{l — 7 )<-/'/ = (/ — T ) dx,
de même
dy = {l — z)d^.
Pour vérifier que le lieu de M est normal à \M, il suffît de vérifier
a dx -I- ^S dy = o.
Or, on a
OL dx ^ i dy = ( l — rr) (tl dx -h 'i dZ ) ~ o.
On obtient ainsi comme lieu de M une développante de la courbe donnée; elle dépend d'un paramètre arbitraire l. Une courbe a doncune infinité de développantes, deux quelconques d'entre elles étant des courbes parallèles. On dit que la famille de développantes coupe à angle droit toutes les tangentes à la courbe donnée, ou encore que chaque développante est une trajectoire orthogonale de ces tangentes.
4lU. Trajectoires ortliogonales. — D'une manière générale, étant donnée une famille de courbes dépendant d'un paramètre, on peut trouver une seconde famille de courbes telle que deux courbes quelconques, prises l'une dans la première famille, l'autre dans la seconde, soient orthogonales en l'un de leurs points d'inlerseelion.
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Soit
fiT,y,a) = 0
l'équalinn de ]a ftimille de courbes donnée. Formons l'équation différentielle de ces courbes, soit
En un point commun à deux courbes des deux familles, les tangentes ^ ces deux courbes doivent être rectangulaires. Donc le coefficient
angulaire de la tangente à la seconde est ;• On en déduit que la
seconde famille, si elle existe, a pour é(juation diflérentielle
Fi . .
En intégrant cette équation, on aura l'équation d'une fiimille de courbes orthogonales aux courbes données.
On peut rattacher à cette théorie certaines propriétés des fonctions harmoniques. On sait que, étant donnée une fonction /(s) d'une ■variable complexe z^ x -+- iy^ elle se met sous la forme
/= P(a7,^)-+-«Q(x,jK), P et Q étant des fonctions harmoniques; on a
Ox ôy ' Oy dx
On déduit de là que les deux familles de courbes ayant pour équaions
■a e\. b étant des paramètres arbitraires, sont orthogonales. En effet,
soit [x, y) un point du plan; considérons les deux courbes qui
passent par ce point. Les coefficients de la tangente à la première
sont
dx ôy'
ceux de la tangente à la seconde sont
dx dy
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■Ces ck'ux droiles sont rc(Ianj;ulniiTs, car on a, (J'a[)rès (i),
dcc dx ()y <)y
411. Déi'eloppées c/es courbes gaucJies. — Etant donnée une <:ourbe gauche C, clierchons s'il est possible de trouver une droite variable la rencontrant en un point M, normale à C en M, et en même temps tangente à une autre courbe, qui sera dite une développée de C.
Si cela a lieu, soient a\ y, z les coordonnées (rectangulaires) de M ; soit 1 le point de contact de la droite avec son enveloppe, soient a €t b les valeurs algébriques des projections de MI sur la normale principale et la binorniale; les coordonnées X(, j',, Zf de 1 sont, d'après cela.
Pour (jue Ml satisfasse aux conditions du problème, il faut et il suffît que le déplacement du point x,,jKi, c, ait lieu tangentiellement à MI. Or, les cosinus directeurs de Ml sont proportionnels à X( — x, JK) — JKj 5) — z. On doit donc avoir
xi — x vi — y Zi—Z
Soit A la valeur commune de ces trois rapports. On en déduit trois relations telles que
(fxi = À (c/ai-i- Occo).
D ailleurs, on a
dxi = dx -+- a dyii-i- b dr-y -t- ^i c/a -t- ^2 <^lb^
<i'où la relation
dx -^ a doLi -+- b d'x-i-^ ai da -i- i^db — ).(«a, -!- bt'i) = o.
Remplaçons dx par a.ds, t/a,, da..^ par leurs valeurs tirées dos formules de Frenet, il vient
OL ds -\- a ds(— Y.—^) -+- b ds-^ -^ ■Xida -^ 'x.^db — \( a'J.\-\- b%2) == o\
C est une relation de la forme
Aa-(- Bai-+-Gx2=o.
On obtient de même les deux antres relations
Av-T- Hyi-+-C-',=^ o.
Nous avons ainsi trois cqualions lin«îaires et homogènes en A, B,C.
Le déterminant formé avec les coefficients de ces quantités étant
différent de zéro, il faut, ponr que ces trois équations soient vérifiées,
que Ton ait
A = li = C = o,
et d'ailleurs ces conditions suffisent. Elles s'écrivent
La première relation montre que I on a d = R, donc le point I est sur la droite polaire; la développée, si elle existe, est sur la surface polaire. Eliminons A entre les deux autres relations, il vient
ds i^h".^ \\ï)^ -^bdR — Rdb = o,
d'où
ds _ ï\db — bdR T ~ Z>2 -f- R2
Soit 'j l'angle de MI avec la normale principale, on 35= ^^^§'i>i
, ds
— \a -T- da
ds -a-
— Ib-h db
et il en résulte
Rdb — bdW ^ ds
Cette relation 7^ = d'^ détermine la différentielle de cp. On voit que le problème proposé est possible et comporte une infinité de solutions. En effet, langle es est donné par la formule
r '" ds
il dépend donc d'une quantité arbitraire o^ qui est la valeur initiale de z>. Une fois cette valeur initiale fixée, cp et, par suite, le mouvement de MI sont déterminés.
Une courbe gauche a donc une infinité de développées. Deux
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quelconques de ces (lc\el<)|)[)('es sont telles que deux uornudes nu niènie point AI correspondîinl ;'i ces deux (lé\elop|)écs se coupent sous un ;ini;le <|ui leste constant lors(|uc M varie. jL'accroissemcnt de '^ est, en eflet. le juruie pour- joutes les développées,
Ul2. Considérons l'arc de la d('\ elopp«'e : on a r/s^l z= rl.T\ -4- fly] -^ rfz\ , ou. en reinf>lacanl r/.r, par "),( ny., -^ hy..^). etc.,
Or, nous avons les équations
h -r-- -^- da — "> a — o. — n ~ -h dh — Ih = o:
on en déduit
o da ^ h dh — ). ( n"- ■- fA) = o.
a dn -^ h dh
Portons cette valeur de ). dans l'expression de r/.ç'^. il \ient
( n dn -u /; dh ) -
Or. on a
n dn -^ h dh ,/ . — — , , .,,„
— , = d{ v/a2 -+-h'^) = d( MI ),
yjn^--^h^
d'où, finalement.
Cela montre que, si pour un certain arc l'accroissement de Ml est toujours de même sens, 5, croît de la quantité dont augmente ou diminue MI. C'est un résulat analogue à celui que nous a\ons obtenu pour les courbes planes.
•413. Développantes. — Cherchons à porter, sur la tangente en M à une courbe gauche, un segment de longueur variable /, dont Textrf'mité P décrive une courbe normale aux tangentes de la combe donnée. Soient a:, t, z les coordonnées du point M qui décrit la courbe donnée; les coordonnées .r, , y,, r, du point P sont
.rj — X ^ It., V\= V ^ l'i. C| = - -i- /y-
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Pour que le lieu de ce point soit une courbe normale à la droite MP^ il faut et il suffit que l'on ait la relation
dj
dzx — o,
qui. en tenant compte de
dxx = dx -\- l dt -\- -x dl, ds -f- «^/ = o.
devient
c étant une constante et s étant l'arc de la courbe donnée compté » partir d'une origine quelconque.
V. — Étude de quelques courbes
414. Cycloïde. — Si 1 on fait rouler, sans glissement, un cercle sur une droite, la courbe décrite par un point quelconque du cercle s'appelle cycloïde; la droite est dite la base. Prenons deux axes rectangulaires Ox, Oy, Ox étant la base. Considérons le cercle partant de la position pour laquelle le point de contact avec la base est O {Jig' ^^). Figurons une seconde position du cercle; soient I le
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nouveau point de contact, M la position occupée par le point qui était en O dans la première position. Le cercle roulant sans glisser, on a
arc Ail = 01.
Prenons comme paramètre l'angle o dont a tourné le rayon CM,, c'est-à-dire l'angle ICM. Les coordonnées de C sont
X ^ R ce ,
V. — ktidf: de oi'i:i.OI ks couniiKS
En menant par O la parallèle à CM, on voit que
(0/,CM)=-9, d'où
(Or,CVI) = (0.r, oy ) -4- (O7', CM j = - ^ - o.
Les coordonnées de M sont donc
a" = R '^ -f- R co? (— - — oj = RCï— sin-j), ^=R -f-Rsin|— -^ — oj = R(i— cos'f).
Quand '^ augmente de 2-, y reprend la même valeur et x augmente de 2-R. Il suffit de construire la partie de la courbe correspondant à l'intervalle (O, 27:); la courbe tout entière se compose d'une infinité de portions semblables, se déduisant l'une de l'autre par une translation parallèle à la base et égale à 2- H. Calculons les dérivées premières et secondes de x^y :
a:' = R(i — COS9), ^'=Rsin9, ar"=R«ino, y=Rcostp.
On voit que la courbe part de O langentiellement h O)', car pour ç» = o le coefficient angulaire de la tangente '^, qui est égal à cot *^ est infini.
Pour 'i r= 7:, la tangente est parallèle à Ox, _/ passe par un maximum égal à 2R. La droite o: = -R, qui passe par ce point, est un axe de svmétrie pour la branche de courbe que nous construisons, car, si Ton donne à o deux valeurs équidistantes de ?:, y prend la même valeur, x prend deux valeurs équidistantes de ttR.
Calculons la longueur de lare ; on a
s'2= 4R2^in2?,
1, , . cp . . „
a ou, comme sin-|- est positif,
5' = 2 R sin - •
La longueur de la brandie étudiée est
s=f 2Rsin^ =4R( — cos? )'"=: 8R.
Cherchons quelle est la normale au point M.
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La tangente a pour coefficient angulaire cot-;'-' Elle fait donc a\ec Ox un angle égal à ^ — f : c'est la droite Ml', I' étant le point
du cercle diamétralement opposé à I. 11 en résulte que Ml est la normale. Calcidons le rajon de courbure p. On a, d'après la formule génf'ralr,
8R3sin3
sin -
cry — y 3'" \ K-(i — coscp)|
Comme < n a MI := aR sin-, on en (h'diiit
p — iMl.
Le centre de courbure oj est donc symétrique de M par rapport à I : ses coordonnées sont
Posons
il \ient
a"i = H (ç. -)- sincp), J'i = — ^(^ — cosç).
X = H('^, — siu'^] ), V = R(i — coscfi ), Le lieu du |)oint w est donc une cycloïdc égale à la première.
415. Chaînette. — C'est la courbe plane représentée en coordonnées rectangulaires par léquation
Fig. 36.
a étant une constante positi\e. Cette courbe, qui présente une forme parabolique, est sjmélrique par rapport à Oy et rencontre cet axe en un point A, d'ordonnée a {Jîg- 36). Calculons les dérivées première
V. — KTIDK l»K yriM.yl i:S COIUUKS. 7.0<J
cl secoudo (lo )', a; ('In Ml l;i variaMc iii(l(''|)('n(l,mtc : mi a
Soit M lin point «le la ("oiirhc; ralciiloiis le ravon de coiiihiire ou ce point. La fornuile générale ihîvient
Nous avons ici
d'où
Considérons la tangente MT à la courbe en M; soit cp l'angle qu'elle
fait avec Ox. o est défini par sa tangente qui est égale 'à. y' \ on en
déduit
SI 11'^ = - = — 1 COSCj;
Menons la normale MN à la courbe; on a, P étant la projection
de M sur Ox,
PiM = MNcoscp,
d Où
coso a
MN étant égal au rajon de courbure, le centre de courbure est le symétrique de N par rapport à M.
Evaluons lare AM: nous avons
ds — J i-^ y'-dx = - dx = -Ke" -\- e " } dx. -^ Il x ' '
d où, en prenant A comme origine des arcs, arc A M = T - (e"'
-\- e " dx = - \e" — e
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Abaissons tic l' la perpendiculaire PG sur MT. Je dis que l'on a
arc AM= GM.
En efter, on a
GiVl = r.M sin o = y—, -. = - \e" — e
Reniarcjuons aussi que l'on a
PG= PMcosç = 7- = a.
416. Traclrice. — Considérons niainlcnaiiL le lieu du point G. Pour obtenir G, on porte sur la langcntc en M à la cbaînctle un segment MG égal à la longueur de l'arc AM. Or, c'est là la construction générale d'une développante d'une courbe. Le lieu deG est donc une développante delà chaînette; on appelle cette courbe la traclrice. Elle part du point A, tangentiellenient à Oy et est symétrique par lapport à cet axe; sa normale en G est GM, sa tangente est GP. Nous avons vu que ce segment GP a une longueur constante et égale à a. On dit (jue la traclrice est une courbe à langcnlcs égales, en entendant par tangentes les segments tels que GP.
Dans le triangle TMP on a
GM.GT= GÏ»'= «2.
Or, pour la Iractrice, M est le point de renconlre de la normale avec son enveloppe; GM est donc le rayon de courbure de la tractrice. En appelant normale le segment GT, c'est-à-dire la portion de normale comprise entre le point d'incidence et l'axe des .r, nous pouvons dire que dans la tractrice le produit du rayon de courbure par la normale est constant.
Quand M s'éloigne indéfiniment, GT tend \ers o, o vers 7 » la courbe est asymptote à Ox.
417. Hélices. — Soit C, une courbe plane {Jig. 3^); prenons un système d'axes rectangulaires, le plan des xy étant le plan de C|. Soit m un point de cette courbe Cj ; sur la perpendiculaire en m au plan des xy., portons à partir de m un segment mM proportionnel à l'arc Oi w?, O) étant une certaine origine prise sur la courbe C|. Le lieu C du point M, lorsque m décrit C|, est une hélice.
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Soient ,"v, lare ( )| ///, .v Vnvr 0|M '\r I Ih'Iicc : on ;i, /»■ ('lanl <f»ii^l;iril ,
D'auU'c [)aii, (ui a
-d'où
Fis. 3-.
Nous allons tléduiro de là dllTérentes conséquences. Nous avons, avec les notations de la théorie générale,
ds
cest-à-dire que y est constant. La tangente à l'hélice fait donc un angle constant avec la perpendiculaire au plan de la courbe C(. Réciproquement, soit C une courbe telle que la tau'iente à celte courbe fasse un angle constant avec une direction fixe. Prenons Os parallèle à cette direction; yest constant. Comme on a d: = r ds, on en déibiit
en ciioisissant convenablement l'origine des arcs sur la courbe G. Cela étant, projetons orlhogonalement la courbe sur le plan des xj., «t soit .V, l'arc de la projection, en prenant pour origine la projection <ie l'origine des arcs de C. On a
ils] = dj"^ -^ dy- == ( a2 -^ ^2 ) f/A-2 = ( I _ yî ) ds'd'où, en intégrant,
\']n comparant avec :; =. v.ç, on en déduit
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La courbe C peut tloac être obtenue par la construction précé- (lenlc ; c'est donc une hélice.
4 18. Dans l'hélice, la normale principale est parallèle ait plan (le la co«/"Z?<? G,, c'est-à-dire, avec les axes choisis, pcijieudicuiaire à ():;. En ellel, on a. avec les notations habiliirlles,
ds W'
Comme v est constant, on en déduit
Yi = "i
ce (|ui établit le fait. On peut encore le voir en consi(l<'r,iiit l'indicatrice sphérique. Le point (a, ,3, v) décrit sur la s|)hère de rayon i un petit cercle dans un plan parallèle au plan Ory. La tangente à ce cercle et, par suite, la normale principale sont coustaninient parallèles au plan xOy.
Soient R et R| les ravons de courbure de (^ct C|.
Le rapport de R à R, est constant. On a, en elFet,
ds^
ds";
rf?^'
et, comme cb' est nul, on a
ds ds\
•419. Montrons enfin que le rapport des rayons de courbure et de torsion d' une hélice est constant. En efî'et, nous avons vu que *' est constant et que y, est nul. Donc y^ est constant. F. i formule
devient alors
ds
COIlSt
Réciproquement, toute courbe pour laquelle t^ est constant est une hélice. En elFet, on a, les axes de coordonnées étant suj^posés
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rectangulaires,
don, en tli\isaiil mciiihrc à iiicmhic,
(h^ _ rf(î. _ dj^ _ R
Soit/r la \al»Mir eonstaiilc du lapi^orl ,» k élauL fini et différent de o. On lire de là
a2=/ia-+-r, 3, = />: Jî -r- c', ^2 = >^"Y~*" ^"'
c, c', c" élant des conslanles. En niulliplianl ces relations par a, ^, v, <'t ajoutant, un a
o = A -(- c a ~ c' fl -T- c" Y, ca~c'|i+c"Y = — A".
Celle relation monlre d'abord quec, c', c" ne sont pas tous trois nuls, de sorte qu'il y a une direction dont les coefficients sont proportionnels à c, c', c", et ensuile que cette direction fail avec la tangente de coefficients a, 3, y un angle conslanl.
La couihe est donc une hélice.
Si Tune des quanlités R ou T est constante, l'autre l'est aussi; la courbe C|, cpii sert à délinii' rii('iice, est un cercle, car son rayon de courbure R, est conslanl; on a alors une hélice circulaire tracée sur un cylindre de résolution. C'est la. seule courbe pour laquelle la courbure cl la torsion soient constantes (tout en ayant des valeurs finies et difîérentes de o).
VI. — Équations intrinsèques des covu-bes
420. Courbes planes. — Considérons une courbe plane rapportée à des a\es reclangidaires, les coordonnées d'un point de cette courbe élant données en fonction d'un paramètre t. L'arc 5 de la courbe, compté à [)arlir d'une certaine origine, et le rayon de courjjure p sont deux fonctions de /. Si l'on élimine / entre ces deux expressions, on a une relation entre p et s, soit p =■ o(s).
Soit 0 l'angle avec Ox de la direction positive de la tangente ; on a
a = cosô, ^ = sin 0.
La quaiitilë ch- définie dans la théorie générale est ici égale à d'y.- + cVp-, c'est-à-dire à d^'- ; donc
Cela posé, étant donnée une relation 0 = 0(5), cherchons une courbe dont le rayon de courbure et l'arc satisfassent à cette équation. Supposons d'abord que 8 et 5 croissent en même temps; on
aura
ds
d'où
d'où, en intégrant et désignant par O,, la valeur de B qui correspond à l'origine des arcs,
Soient Xo, jKo 'es coordonnées du point origine des arcs; on aura, en intégrant les relations dx = a ds^ dy = |i ds^
X — J^o = / cos6<y5, y — y a— 1 sin
Ods.
On a ainsi les coordonnées d'un point de la courbe.
En partant de l'hypothèse où 8 et s varient en sens inverse, on ferait les mêmes calculs en remplaçant cp par — cp. Dans les deux cas, on trouve une courbe dont la forme est bien déterminée. En elFet, les constantes arbitraires dont dépend celte courbe sont Bq, Xq: fn- A différentes valeurs de 80 correspondent différentes courbes qui peuvent s'obtenir par le déplacement de l'une d'elles dans le plan : de deux courbes correspondant aux valeurs Q05 ^'01 P^"^ exemple, la seconde ne diffère de la première cpie par ce fait qu'elle a tourné de l'angle B'^ — B^. De même, à différentes valeurs de .ro, j) 0 correspondent des courbes qui se déduisent les unes des autres par des translations.
En second lieu, suivant que l'on prend pour p la valeur -^ ou la
valeur jr, on a pour B deux séries de valeurs opposées. On reconnaît que les deux séries de courbes qui correspondent à ces valeurs peuvent être obtenues en parlant de deux courbes symétriques Tune
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par rapporL à 1 attire et tlonnanl à rliariiiic d'elles lotiles les |)f)sili(tn'^ dans le plan.
Va\ l'ésumé. nous lioiiNons titie iiilinil»'- de coiirhes satisfaisant à la relation o = 'j(.s), toutes ces courbes ayant inèine forme et ne différant enlre elles que par leur p;)sition dans le plan. L'équation p = 'f (•^) est dite l'('f/f('i(co/i i/il/i/isr//(/i^ de ces courbes.
i^ll . Courbes gauches. — ■ lieiiiaïqiions (ptc, potif iitie roiirbo quelconque, x^ y, z élanl définis en ronclion ditii paramétre /, s se trouve défini en fonction de ce paramètre. On peut inversement exprimer /, puis -v^y, z en fonction de s, qui est alors le paramètre.
Supposons que, pour une courbe, on connaisse R et T en fonction de .ç, soit R = '>2'(v), T = ']>(■?), les fonctions '^ et 'h étant holomorphes, c'est-à-dire développables en séries entières. Supposons de plus que les coordonnées x,y, z soient, au voisinage d'une certaine valeur /„, développables en séries entières; soit .ç„ la valeur de s correspotidante. s est fonction holomorphe de /, / est fonction holomorplie de s et, par suite, x^ y, z sotit fonctions holomorphes de s. Cherchons leurs développements en séries entières par rapport à s. Nous aurons
fdx\ , I /d''x\ , „ I (d'^x\ ,
tout revient a avoir -7-. ~, — j • • •• Un a
ils as ■
dr _ d-x dy. y.j
ds ' ds- ds K
Admettons que 1 on ail d une façon générale
—j— = A„aH- B/^a, -t- C,, a^, ds"
^ =A,Y-f-B„Yi-i-G„Y„ ils ' ' ' '
A/,, B,,, C/, étant certaines fonctions de s. Dérivons ces expressions et utilisons les formules de Frenel; il Aient
Il suffit de poser
A — \' ^" n — lî' -u '^" _i_ ^" r — c ^"
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pour retrouver une exj)ressioii de même forme que l'expression de -z — En particulier, pour les dérivées premières, secondes et troisièmes, on a
Al = r, Bi = o, Cl = o,
Ao = o, '^- = ïï ' ^'- = "'
d" X (/" y d" z On peut ainsi calculer de proche en proche — 7^> , • ? -r-^» dès ciue ^ ^ ' as" as" as" '
R et T sont connus en fonction de .s-, et, ]iar suite, a\oir les déxohjp-
j>ements de x, y, z.
Donnons-nous arbitrairement le point x^^, y^-! -^oi hi lani;enle en ce point et la direction de la normale |)rincipale dans le plan normal, ce qui correspond à six paramètres arbitraires. Une fois ces éléments fixés, les neuf cosinus a, [3, v, a,, ... sont déterminés, ainsi que tous les coefficients qui figurent dans le dévelo|)|)ement de x, y, z; on a une courbe bien déterminée.
La forme d'une courbe est donc- déterminée par les relations (jui donnent Iv et T on fonction de s. Ces relations s'appellent les crjualious inirinsèques de la conibe.
VII. — Étude d'une surface au voisinage d'un point
422. Considérons une surface définie par des équations de la forme
u, p étant deux paramètres indépendants.
u, V constituent un système de coordonnées curvilignes auxquelles est rapportée la surface. On obtient une courbe tracée sur la surface en établissant une relation entre u et r. Nous avons, en dillérentiant (i),
\ dx = — du -(- —- d\\ dy = -^— du -+- ■^— dv,
\ Ou r)i- -^ Ou Ov
f dz ■= — du -4- -^ dv.
\ Ou Ov
Les coefficients de la tangente à cette courbe au point (a;, y, z-)
Ml. — i:ti i)i: I) iMC smikack w \oisi\Ar.K n in I'oim-. /ij
sonl pi'oporliouncls à (/./", (/j\ (/z. Kliinl doniK" un poiiil (l('l(;riimi('' de la surface, ou reconnaît (|iio les tan^(Mites aux dill/'r-ciilcs cduilics tracées sur la surlace el passant |)ai" ce point sonl loulcs c(uilcnues dans le plan (pu a |)(>iir (''(|ualu)n
fX_,.)£iil±) +(Y-^>i^lii' +(Z-=,g<^» = o.
Ce [)lan est W' plan tangcnl à la surface an point {x^y, z). Nous poserons, dans celte élude,
D(r, z) V)iz,x) \)(T.y)
•423. Calculons, pour une courbe tracée sur la surface, le carré de l'élément linéaire de lare, e'est-à-dire la quantité désignée par ds'-. On a, d'après (a), en supposant les axes de coordonnées rectangulaires,
ds"^ := dx- -+- dj- -+- dz- =^ li dii--+- ■>. F du dv -4- G r/f -,
€n po.sanl
E=yC^)\ F^y^t"' G=y(:^y,
les signes 7 étant appliqués auv lettres x, j', :;. Entre ces (piautités
K, F, G et les quantités A, B, C déjà définies, on a d'ailleurs la relation sui\anle (identité de Lagrange) :
EG — F2= A2-H B2+C
Désignons par H la quantité posilixe y E(j — V- el rappelons (pie nous avons trouvé comme expression de l'aire d Une surface courhe
/ f\\ du
•421. Les courbes de la surface oLlenues en donnant à l'un des paramètres une valeur fixe sont dites courbes coordonnées sur la surface. Elles forment sur celle-ci deux familles, et par un point donné de la surface passe une courbe et une seule de cliaque famille. Evaluons l'angle 0 que font entre elles les deux courbes passant par le point {x^y, z). Si nous considérons la courbe v= const., les difTé-
rentielles c/.r, dy., dz correspondantes sont proportionnelles à — >
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-i-> -7-' de sorte que les cosinus directeurs de la tangente à cette ou Ou ^ '^
courbe sont
i dx ^ ày \ dz
v/E au ' ^/ïi du ' ^Ë t^"
De même, les cosinus de la tanj^ente à la courbe u = const. sont
I dx I ày I âz
On en déduit
cosO = L 7 -—
Or dx
v/EG -^ '^" '^'' y/EG
Quand on a F = o, les deux courbes sont ortliogonales. Si cotte condition est remplie en tout point, on a, sur la surface, un système de coordonnées orfltngonales.
42o. Nous allons étudier la courbure des différentes courbes tracées sur la surface en un jioint. lùiint donné un point M de la surface {Jig- 38), la normale en M à la surface a pour coefficients A, B, G;
IMK. 38.
ses cosinus sont ±77' — û' — û" Nous conviendrons d'appeler
direction positive sur La normale celle qui a pour cosinus ^5? B G H' h'
Cela posé, considérons une courbe quelconque G tracée sur la surface et passant par M. Le plan osculateur à G en M passe par la tangente MT. Il suffit, pour le définir, de donner la normale principale en M, laquelle est une droite perpendiculaire à MT. Soit B l'angle de la direction positive de cette normale principale avec la direction positive de la normale à la surface. En adoptant pour la courbe G les notations employées précédemment, nous avons
cos6 = — -;-! lL,
KTUDK I) UNK SURFACK AU VOISINACK I) IN POINT.
OU, on inlroduisanl le rayon de conihuic P> de l;i ronthe m 1\I, ;iii nioven des formules de Frenel, -r^ r= -— , . . -,
1\ (tS
llcosQ _ A rfg + B d'à -\- (] rh; Nous avons
dx ,
a = -7- , dot.
ds
dx d'^x — dx d- s ds-
d'où, comme on a A dx -\- B dy -\- (Zdz ^= o,
H cosO _ A d^-x -h B d'y -4- G d-z
E\aluons d-x^ ^^'Yt <^'^-] on a, jiar exemple,
d^x = -T- „ du- -I- •?. - — — du dv h — — - «c ou^ ou av dv^
Ox dx
ou 04'
En formant la combinaison A.d'-x -\- ^ d'-y -{- Od- z^ on voit que
dans cette expression les termes en d-u et d'-v ont leurs coefficients
nuls, de sorte qu'il reste une forme quadratique en du, dv. Nous
écrirons
H cos 0 _ El du^-^'i F, du dv ^G^dv^
fT" d?- '
en posant
^^ ôuc'est-à-dire
du dv
dx ày dz
du du du
dx dy dz
dv dv dv
du^ du- du-
Gi =
dx dy dz
du du du
dx dy dz
dv dv dv
dv- dv- dv-
dx dTi
du
dz du
dx dv
dv
dz âv
du dv du dv du Ov En remplaçant ds- par son expression en du, dv, nous avons la
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formule fondamentale
H cosO _ El r/?/2 -h ■>. F, du Hv -+- G, <7c2 ^'^ K ~ [iclu-^ ■>ldu(/v- (WA--
426. Cette formule montre que le rayon de courbure d'une courhe tracée sur la surface est déterminé des que l'on se donne, d'une pai-t,
le rapport — et, dautre part, l'angle 8. Le rapport -r- fixe la position de la tangente à la courbe, et l'angle 9 fixe ensuite la position de la normale principale, c'est-à-dire du plan osculateur. En d'autres termes, le rayon de courbure ne dépend que de la position du plan osculateur: il est le même pour toutes les courbes passant par M et ayant en ce point même plan osculateur. De plus, la direction positive de la normale principale est la même pour toutes ces courbes; cos6 a, en eflet, un signe déterminé, le signe du second niçnd)re de(.).
L'angle 0 est donc toujours aigu ou toujours obtus; donc loulcs les courbes ayant même tangente et même plan oscillateur en M ont même centre de courbure.
127. TuKOui:ME DE Mels.mih. — Faisons varier H en laissant fixe
ch
le rapport -^, c'est-à-dire considérons des courbes C tracées sur 1
surface, passant par M et assujetties seulement à a\oir même tangente MT. La formule (i) montre (pic pour ces courbes le ra|)-
l-ig. 39.
, ces 6 , /->•!> • I-
port —r— demeure constant. Considérons en particulier, parmi ces
courbes, la section de la surface par le plan qui contient MT et la normale en M à la surface; pour cette courbe, 8 est égal à o ou u, |cos8| = i; par suite, en désignant par p son rayon de courbure,
vil. — KiiKi-: Il t m; snu\(i. \i voiM.wt.i; d i n point. 'jivi
on a
z=z - (III K — û|cosO|.
Cola montre (//i? . 39) que le centre de courbure Y de la courbe C^ est 1(1 projection orthogonale, sur la normale principale à C, du centre de courbure C„ de la section normale passant par \V\ .
11 en r(''siilt(' que, pour les courbes (i, le lieu de T est, clans !<• phiii [leipciiiiiciihiire à MT, un eercle (lécril sur MC^o comme (liamrlie.
4^8. Lu cas |)aili( iilier impoiiaiil de la représentation paraiin'- Irique des surfaces est celui où l'on prend comme |)aramètres deux des variables x, )', c. Su|)posons, par ('xein[)le, que Ton prenne j", y\ la surface sera délime par une écpialion de la forme
l^osons
ùz ôz ù'-z rr-z à'-z
' dx dy dx- dx oy uy-
On a dabord
dz = p dx -+- q dy ,
ds"- — dx"- -H dy- -f- dz- — {\ ^ p^ ) dx- -i- -y.pq dx dy -i- (i -h c/-) dy-.
Formons le tableau des dérivées premières de x.y^ z par rapport
aux paramètres
Les ([uantités que nous avons désignées par A, B, C sont remj)lacées par — />, — q, 1. Calculons E, F, G, H; on reconnaît qu'on a
p]=iH-/>-, V = pf/, G=i — <7-, 11= ^^i ^ p- - '/':
puis, en calculant de même E|, F,, G,, on trouve p:, = /•, Fi = .V, G, = t.
Kn prenant |)our direction positive sur la normale à la surface eu
Mil- I ' — P — */ un point Al la direction de paramètres , . ,
' — , et désignant par H l'angle de cette direction avec la s'\ — p'—qnormale principale à une courbe tracée sur la surface en M, la lor-
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mule (i) devient
\/ 1 — n- — q- „ r tlx- -^ is dx dy -^ t dy-
^2) - — cos U = '■ •
R {\ -^ p"-) dx'-^^ ipq dx dy— {\ ^ q- ) dy''-
Etablissons celte formule Jirectemcnl : soit une surface ayant pour équation
L'angle fi étant défini comme précédemment, on a, avec les notations
déjà employées,
— /?a, — <7^, -I- Yi cosO= — >
yj \ -^ [>''■ -^ q'-
d'où
cos 6 y/ 1 -I- /?■- -H 7^ _ — pd% — q d'^-^ d'( R ^ TFs
La tangente à la courbe étant dans le plan tangent à la surface, on a
•d'où, en diflerenliant,
— pdi — q <j?^ -f- f/y — 'J- dp — 3 dq = o.
<Jeci nous permet d'écrire
cos6 v/i —-/J^ -^ 7- af^p-^'idq H ^ ds *
Or, nous avons
dp = r dx — s dy, dq = 5 dx — t dy,
d'où, en remplaçant dp et clq par ces valeurs, puis dx et dy pav7.ds el |j ds,
En remplaçant a, |j par -j^, -j- , puis f/5- par sa valeur, on retrouve la formule (2).
429. Pour étudier la courbure des courbes tracées sur la surface en M, il suffit donc d'étudier la courbure des sections de la surface par des plans normaux en M. Pour ces courbes, 0 est égal soit à o, soit à T.. Nous conviendrons de compter comme positif le rayon de courbure R d'une section normale s'il est dirigé sui\ant la direction
VII. — i:iii>i; i> im; si ukacic ai vnisi\\(.i; n i n i'hini. » / 5
po.sili\e de ki noriiKilc ii la stiil'iicc cl coiiiiiic ii('';;alil > il <s| diri;^!' en sens iinerse. Moyennant celle conNcniion, R dcvlcni une (|iianlitc ali;cl)ri(|iif (lui c^l (h'Iiiiiccn ^l'andcnr <■! <'r) si^nc pai' la iclalioii
H _ !•: , dir- -~ -i V , tlu (h -(- G 1 f/c2 ÏÏ ~ V.dir- -i.Vdadv-r- Gdv^ '
ou. si x^j sont les paramètres, par la relation
l*laçons-nous dans ce dernier cas et portons Toriginc des coordonnées au point M qne l'on étudie, de façon que le plan langent •<Mi M dc\icnnc le ])lan des xy. On a alors, pour M,
La formule précédente devient
R étant le rayon de courbure compté algébriquement sur l'axe Oz. Soit to l'un des angles de la tangente à la section normale considérée
avec Ox; on a
a = cosw, ^=sina).
<roù
•Crest au moven de cette formule que nous allons étudier les variations <lu rayon de courbure pour les différentes sections normales en M.
430. Indicatrice. — Sur la tangente MT, portonsà partir de M, de ])arl et d'autre de M, une longueur M {jl égale àv/|R|. Le lieu du j)oint 'j. (piand w varie est appelé V indicatrice. Nous allons étudier cette courbe. Soient ç, y, les coordonnées de jj.; nous avons
t = y/|H|cosw, Tj = /l R| sinoj.
Ecrivons que cos to et sinoj satisfont à la relation (4 K il Nient r\^-^ is ^r, -i- ^ ï)- = ± I . C'est l'équation du lieu du point ;jl. 11 y a troi'^ cas à examiner
suivant le signe de la quantité rt — 5- qui est le discriminant de la forme quadratique en Ç, yj du preuiier membre :
i*' rt — 5->>o. Le trinouie /•eos- oj -h 25 sin to cosco-f- f eus- w, et nar suite aussi R, a un signe constant. Gela montre que, pour toutes les sections normales, le centre de courbure est du même coté du plan tangent. Ces dillerentes sections ont donc toutes leur concavité tournée d'un mèin(; (;ôté. Au voisinage du point M la surface est tout entière d'un mêuie côté du plan langent : on dit (pi'elle est convexe en M. L'indicatrice est, comme on le voit, une ellipse.
■x" rt — s'-<^o. Le trinôme en to est tantôt positif, tantôt négatif, suivant les valeurs de lang (o. 11 en est de même de Pi, de sorte que les sections normales ont leur concavité les unes d'un côté du plan tangent, les autres de l'autre côté. La surface est, au voisinage de M, de pari et d iiiilre (hi |)lan langeiil. Il va en outre deux directions pour
lesquelles le trinôme en o) s'anuulc. Pour chacune d'elles on a — = o,
c'esl-à-dire qu'il v a inflexion j)our la section normale correspondante : on dit que la surface est à courbures opposées. Quant à l'indicatrice, elle se couipose de deux branches d'hyperboles ctjnj liguées ayant pour asviuptotes les deux droites correspoudaut aux valeurs de lu pour lestpielles le trinôme s'annule. F^cs deux asymptotes de l'indicatrice sont dites taiifienles principales.
S" rt — s''^= o. Le trinôme en co a \\\\ signe constant, mais est nul pour une certaine valeur de langw. Pour la section correspondante R est infini; il y a donc inflexion en M. Toutes les autres sections ont leur concavité tournée d'un même côté du plan tangent, (^uant à l'indicatrice, elle se compose de deux droites parallèles.
Considérons, dans les trois cas, les directi(jns des axes de l'indicatrice. Pour ces directions, R est maximum ou minimum. On appelle ces valeurs de R les rayons de courbure principaux en M. Les sections normales correspondantes sont les sections principales en M.
On appelle ombilic un point pour le(piel l'indicatrice est un cercle ;
en un tel |)oint, R est constant pour toutes les sections normales. Il
faut et il suffit |>our cela que l'on ait, dans le système particulier
d'axes choisis,
431. L'indicatrice nous apparaît dans cette théorie comme une courbe auxiliaire représentative. On peut encore la considérer sous un aspect dînèrent. Prenons les mêmes axes que précédemment et
VII. — KTiDE h iMî si;nK.\(;i': ai; voisinac;!-; i> un point. T/t
supposons fpie : soit r('pr('s(Mil(': pur iiiif! l'onction (h; .v^ y di^vcloppaMc par lit fornuilc de 'l"ii\ lor. Le plan tan<;('nl m ;M clanl lo plan des .ry, z nv conlicndia pas de termes du piciiiiei- (l<-^ro on .î",y; lo lornics du second de|;rc scronl iw- -{- 2Sj:j' -\- ty- cl Ton aura, en arrêtant la formule de Tavlor au troisicino terme.
Le plan tangent en M coupe la surface sni\anl la coiiri)e ajani pniir c(piation dans son plan
c'est une courhe pour hupielle Toriginc est un point douhle. Les tangentes à celte courbe en ce point sont les langenles principales. Elles sont imaginaires, confondues ou r(''elles suixant que /■/ — .s'est positif, nul ou négatif.
Coupons maintenant la surface par un plan parallèle au j)lan tangent, soit zz=h, et projetons la section sur le plan tangent; cette projection a pour équation
A = i ( rx^- -+- ■>. s xy + ty^ ;n- i ( xj^ + yf'y)[^^.^ f,^.
Transformons cette projection en posant
A étant un certain facteur qui reste à di'terinlner. L'équation de la courbe transformée est
■2A2 ^ 6X-' I ÛT^ V A A / J
ou
3A [ Ox^ \ A A / J
l^renons A tel que l'on ait
Cela étant, faisons tendre A a ers zéro; nous devons, pour conserver la relation entre A et h, faire croître A indéfiniment. Nous sommes conduits à dire que la couibe obtenue tend, dans ces conditions, ^ers la courbe ayant pour équation
/■X«-+- 2sXY -+- n'2 = ± I.
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Ceci conduil à la défmition siilvaiile de Tindicalnce : on coupe la surface par un plan parallèle au plan tancent et infiniment voisin de ce plan. On amplifie la section ainsi obtenue suivant la loi indiquée. L' indicatrice est la limite ve/s laquelle tend la courbe transformée, lorsque le plan sécant vient se confondre avec le plan tangent.
i32. Prenons, par exemple, la surface ayaiiL pour étuialion ^ = a"--r- '>.y'--¥- '-^nisr^ y),
'j.T étant un polynôme de degré su[)érleur ou égal à .). L'indicatrice est une ellipse.
Pour la surface
z ^.r-^ -iy^+o^ix, y),
•j;, ayant la même significalion, c'est une hyperbole. Enfin, pour la
surface
c'est une parabole.
433. Courbure totale. — Soient R|, R^. les rayons de courl)ure principaux (n" i30) en un point d'une surface. On appelle courbure totale en ce point le produit ,, „ > c'est-à-dire le produit des courbures des sections principales.
La courbure totale en un point est [)ositive si la surface est convexe en ce point, négative si la surface est à courbures opposées en ce point. Enfin elle est nulle en tout point où l'indicatrice est parabolicpie.
On appelle courbure moyenne l'expression ^ — 1~ û~'
Si l'on considère deux sections normales rectangulaires correspondant, par exemple, aux angles (o, w + -■, et si l'on désigne par R et R' leurs rayons de courbure, on a
— ^ /• cos-io -1- is sinoj cosio -f- / sin^oj. i\
-—==/• Sin- CO — 2* SOI eu COStO -r- / cos-io,
d'où résulte
TT -H ,-, =/•-:-/ = consi.
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434. Aux ('Indes picccdfiih's >c liilhiclii' IClinIc des l(»iu;lioiis de deux vai'iahlcs iv-clles. l'.liidier mu; \o\\K-X\in\ J\x^ y) do deux varlahlrs revient, en cllcl, à éludicr la surface représentée par l'équaliou
Etant donnée une fonction :; =f(^x^y)^ il y a niaxiniuin pour ('olte fonction au point (xq, y^)-, si dans un certain champ des \arialjles .r, y auquel esl inlénciii- le |)()iul (xo,y„), on a constaïuincnt
Si, au contraire, on a conslauiment
il V a miiuimuin au point (j^o-' .}^o)-
Pour (jn'il v ait luaxiinuiu ou niliiliuuin. Il faut évidemment (piil V ait inaxiMuiiu ou iniiiiniuin (juand Tune des variables varie seule, l'autre rece\ant une valeur fixe. On eu déduit, comme conditions nécessaires d'un uiaxinuim ou ininiinuni, que les dérivées partielles
-^> -4- doivent être nulles au point considéré. (On obtient le même ()x oy '
résultat si, au lieu de deux variables, on en a un nombre rpielcouque.) Supposons ces conditions remplies en un point (-c,,, y^). La question de savoir si la fonction a, en ce point, uii maximum ou un minimum, se ramène à l'étude de la forme de la surface au voisinage du |)oint {xq^Yçs).
En conservant les notations précédentes, si ri — s- est posilit, l'indicatrice est une ellipse, il y a effectivement maximum ou minimum. Si r t — s- est négatif, l'indicatrice est une hyperbole, il n'y a ni maxiuium, ni minimum. Si rt — s- est nul, le cas doit être considéré comme douteux; il y a lieu de faire une étude com[)lémentaire.
4"?o. Revenons aux coordonnées curvilignes générales; nous avons obtenu la formule
Il l'^i (lii- — >. F) du dv -+- Gi dv- R E du- -t- 1. F du dv -\- G dv-
II en résulte, d'après l'étude classicpie des fractions du second degré, que, pour que -5 soit constant, il faut et il suffit (pie l'on ail
E, _ II. _ G, E F G
Ce sonl les conditions pour que le point soit un ombilic (n" 130). J^orsque l'on prend x,y comme variables indépendantes, nous avons \u cpie l'on obtenait la formide
\/ i -h p^-^ (/- r d.r- -h is d.r dy -i- / dy-
11 ( I -i- p' } dx- -I- -xpq dx dy -^ {\ -r (j- ) dy-
Les conditions pour qu il y ait ombilic sonl
pcj I -r- q-
VIII. — Lignes asymptotiques
130. On appelle ligne asyniptolicjue d' une surface une ligne tracée sur cette surface et (jui, en chaque point, est tangente à une fies tangentes principales, c' esl-à-dire à V une des asymptotes de V indicatrice en ce point. Pour qu'il y ait une ligne asymptolicjue réelle passant par un point, il faut qu'en ce point l'indicatrice soit non elliptique, c'est-à-dire que la surface soit à courbures opposées.
Supposons la surface définie en coordonnées curvilignes générales. Il s'agit de trouver une relation entre u et v telle que le point dont les coordonnées curvilignes vérifient cette relation décrive une ligne asymptolique (h; la surface. Or, en tout point d une telle courbe, la tangente coïncidant avec une asymptote de lindicatrice, la section normale passant par cette tangente a un rayon de courbure infini. La
formule générale qui donne -r- montre que, dans ces conditions, u et i'
doivent èlre liés par la relation
Ej du- -h 7. Fj du dv -\- Gi dv^ = o.
On dit <pie cette relation est Vérpiation différentielle des lignes asymptotiques. C'est une équation du second degré en -y-- En la résohant, on est conduit à deux équations de la forme
Cliacuno de ces équations admet une intégrale dépendant d'une constante arbitraire.
11 existe donc sur la surface deux familles de lignes asymptoticpies, dont cliacune dépend dune constante arbitraire. Par un point de la surface passe en général une courbe de chaque famille et une seule.
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Ces courhos son! r«''ellos si K|G| — F;^ << o ( c'est le cas d un point où la surface est à coiirhiires opposées), iinaj^inaires si E| G] — F;î^<» (cas (le la surface convexe). Fnlin, si l*>|(î( — V^^ = o (p(nnl par-iholique), il n'y a plus (.[u'une langenU; principale.
Supposons maintenant que J?, j)^ soient les variables indf'pcnd.inles. Le raisonnement est le même, et Ton lron\(; cpie I ('(iintinn dillV-rcntielle des lignes asvmploti(|ii("s esl
/• d r- -7- -is tir dy -+- t dy- = o.
T-. . 1 ■ , dv 1 • I
\Ln resolvant cette e([tiali()n p;ir ra|)p()rt a -4— > on ohlient (hmix
équations dllYérentielles du premier ordre; chacune d'elles correspond à une famille de lignes asjmptotiques (|ui dépend <rune constante arbitraire.
437. En tout point d'une ligne asymptotique, le plan osculateur à cette ligne coïncide avec le plan tangent à la surface en ce point. En eflet, prenons les coordonnées curvilignes générales; le plan tangent à la surface au point (?^, e) ayant pour coefficients A, B, G, les conditions pour que le point («, v) décrive une ligne dont le plan osculateur en chaque point soit le plan tangent à la surface
sont
A dx + 13 dy -h C dz = o,
La première condition est vérifiée pour toute courbe tracée sur la surface. D'après un calcul fait précédemment (n°42o, p. 219), le premier membre de la seconde est égal à
El du- -I- 2 Fi dit dv -^ Gi fA- .
Cette reconde condition est donc équivalente à
El da--^ 2F1 du dv -i- Gj dv- — o.
11 en l'ésulte qu'il y a bien identité entre les courbes ainsi définies et les lignes asymptotiques.
438. Cherchons les lignes asym|)totiques sur une surface réglée. Les génératrices de la surface en constituent une première famille. En efiet, en un point ^[ de la surface, la droite qui passe par ce point est dans le plan tangent et constitue une section normale de la surface à rayon de courbure infini. C'est donc l'une des deux tangentes
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principales, de [sorte qu'elle constitue une courhe qui, en chacun de ses points, est tangente à une tangenle [irincipale.
En particulier, pour une surface réglée du second degré, les tangentes principales en chaque point sont les dexix génératrices de la surface qui passent par ce |)oint. L'indicatrice est, en tout point, hyperbolique, et les lignes asjmptotiques de la surface sont ses deux familles de génératrices.
Dans le cas général d'une surface réglée, cherchons l'équation différentielle de la seconde famille de lignes asymptotiques. Supposons la surface définie par les équations
.ro-!- a H,
Î0-+- yif,
•^05 J'o5 ^oj 2^5 (J^ Y élaiil des fonctions doniu'es d'un paramètre c. Quand u varie, r restant fixe, le point (^, J', ^) décrit une droite; en d'autres termes, t' = const. représente la famille de génératrices reclilignes de la surface. Calculons les fonctions E,, F,, G), nous avons
àro
dx du
d-^x du-
dy
du
IZ
d7t "" '' ' o;î dz
dz^
d'i dv'
du^
E(, qui est le détermimuil loi nié avec ces neuf quantités, est donc nul. 11 en résulte que l'équation dillérentiellc des lignes asymptotiques est de la forme
2F1 du dv -(- Gi dv- = o.
Elle admet donc la solution dv = o ou r ^ const. Nous retrouvons ainsi comme première solution les génératrices de la surface. Pour
calculer F, et G), formons
d''-x du dv
Fi
<)xo
dv dv
dx
dv'
doL ^Ko dv
d^ dv
.... On a
du ov
d-x d-x„ dv^ dV^
0*2 a dv-
àz^ ^ ^^d^( dv ^ dv
dry
dv
dv
dv^
"Tv
En développant, on voit que F, ne dépend pas de m; c'est une
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fonclion de c. En fonuiml de m^mc G|, on ohlieni un polynomn du second deyré en it, doni les eoelfieients soni des loiuMioiis de r. I) ;mtre p;irl, 1 ('qiiiilion (hHi'ieiilitdle de la seconde fainilh' de lignes asvni|)t(>li(|ues esl
v. l'i f/« -'- Gi rfr = ().
D après ee que nous \en(^)ns de voir pour F, cl (i,, elle peut se mettre sous la forme
av
L, M, ]\ ('lanl des fonctions de r. C'est une équation de Rieeali.
4-39. TidiiiCiilrs conjuguées. — Etant donné un point M d'une snifaee S, nous dirons que deux droites menées par M dans \c plan lanj;enl à S sont deux tangentes conjuguées par rapport à S si ces deux droites sont conjuguées parra|)port à lindicatrice. Cela revient, comme on sait, à dire qu'elles sont conjuguées par rapport aux asymptotes de l'indicatrice.
Supposons la surface définie en coordonnées curvilignes générales. Considérons une courbe tiacée sur la surface et posons, pour cette
courl)e, -j- = a. Celte quantité a définit en chaque point la direction de la tangente à la courbe. Projetons cette courbe sur le |)lan des xy par exemple, et soit tu le coefficient angulaire de la tangente à la projection. On a
ôv , ùy , Or oy
, -^ du ^ -f-ilv h ;x --
cly lia fh' ou ov
dx â.T r)x Ot ()t
— du rtc \x —
Ou (Jv t)u ot'
On reconnaît ainsi que m et u sont liés par une relation homographique.
Cela ])osé, rappelons que le coefficient 'x relatif aux asymptotes de l'indicatrice est défini par l'équation
(i) El -+- •> Fi u -f- G] '1- = o.
Pour que deux directions de coefficients [j. et u.' soient deu\ directions de tangentes conjuguées, il faut et il suffit que leurs projections sur le plan des xy par exemple, de coefficients m et m' , soient conjuguées par rapport aux asymptotes de la projection de l'indicatrice. 11 en résulte, à cause de la relation liomograpliique qui existe entre u
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et m d'une pari, uJ et m' d'autre part, cpie 'j. et a' doivent être conjtij^ués par rapport aux racines de l'équation (i). La condition pour qu'il en soit ainsi est, comme l'on sait,
El -i- Fj ( [X -h a' ) -4- Gi ;ji;jl' = o.
T-. fA' , oc , . . , .
lin posant <j. = -— . u = -^ , cette relation s cent
El du on ^!- Vi( du oc -;- dv ou ) -f- Gi dv w = o.
Cherchons à obtenir directement celle condition dans le cas où x^ y sont variables indépendantes. L'indicatrice en un point a pour projection sur le plan des .rr une conique homothétique à la conique ajant pour équation
/•X'--i- 25 XV ^- t\' — const.
Pour que m et m' soient, dans le plan des x\\ les coeflicieuls angulaires des proj<;clions de deux tangentes conjuguées, il faut el il suffit que l'on ail
r -\- s ( m -{- m' ) -+- tmm'= o,
dy f oy ou, en posant m = -^, ni = -^ , '■ dx ox
r dx ox ^ si dx oy -^ dy ^x) -~ t dy 0/ = o.
En un point d une surface, deux tangentes conjuguées sont distinctes, à moins qu'elles ne coïncident avec une tangente principale.
i40. Si deux familles de courbes tracées sur la surface, telles qu'il passe par chaque point une courbe de chaque famille et une seule, sont en outre telles que leurs tangentes en chaque point sont deux droites conjuguées, on dit que ces deux familles de courbes forment deux familles conjuguées.
Supposons qu'on se donne une première famille de courbes telle que par chaque |)oint de la surface passe une courbe de cette famille et une seule. Le coefficient angulaire m de la tangente à cette courbe en chaque point est déterminé, et par suite le coefficient angulaire ni' de la tangente conjuguée est aussi déterminé. Nous pouri'ons donc trouver une seconde famille formant avec la première un système conjugué, en déterminant une famille telle qu'en chaque point de la surface le coefficient angulaire de la tangente soit égal à m', c'està-dire à une fonction déterminée et connue des coordonnées.
VIII. — i,ii;m;s vsvmi'Toik,)! i;s
Si l'on |)rc!i(l pour \,iri;il)lfs m l('|>i'iiil iiilcs x. r, !<• corriiciciil
.iiil;!! hiirc -^ sciM ((imiii en cIlhiiic ihiiiiI ; en d iiiiln--. Ici'iiK'S, l;i scd.r ' '
cuucic lainillc sera tlclciiniuce par I \'(jualiua elillcrenlicllc de sa projection sur le plan des xy.
iil. Soienl C une coiirhc tracée sur une surface S, M un |)oiul variable de C. Quand M di'-crit C, le plan tanj^ent en M à la surface S varie en fonriioii d'un pai'ainètre et, par suite, enveloppe une certaine surface il. Soit A la caractéristicjue du plau tangent, c'est-à-dire la droite qui engendre S. Je dis qu'en chaque point de G, A esl conjuguée de la tangente à G. En elFet, le plan tangent a pour équation, en prenant X, j' C(nnine variables indépendantes,
Adjoignons à cette équation lécpiation ol)tenue en dilTérentiant :
dpi X — X) -^ dq (Y — y) — /> dx — q dy -h- dz = o.
Or, pour tout di-placement du point (j^, JK, ^) sur la courbe G, on a p dx -r q dy — dz = o.
La seconde équation se ré<luit donc à
dp{\ — x)-{- dq(Y — y) = o.
G'est l'équation de la projection de A sur le plan des .r)'. Le coefficient angulaire m' de cette projection est
, dp r dx -H s dy
dq s dx -f- t dy
ou, en désignant par ni la quantité -—, c'est-à-dire le coefficient angulaire de la projection de la tangente à G,
s -r- t/n Vai uiettiint sous forme entière, on a entre m et m' la relation /• -4- .■;( m -i- /»' ) -f- t nini' =^ o,
ce qui, d'après le n" 439, démontre la propriété indiquée.
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IX. — Lignes de courbure
14*2. On appelle ligne de coin ùu/c d'une sur/ace S une ligne /racée sur celte sur/ace et tangente en c/taque point à l'i/n des axes de V indicatrice relatii-e à ce point. Supposons la surface définie en coordonnées curvilignes générales et partons de la formule fondamentale relalixe aux sections normales (n" 4^, p. 22.3):
II li| dii'--T- -i V \ (tu itv — Gi di- ^'^ îï "^ Ji du' -f- -i F du di- — G <rA-2
D'après l'étude qui a été faite de la variation de R (n" 4-30) , le premier membre est maximum ou minimum quand la courbe coirespondante est tangente à un axe de l'iiiflicatrice. On aura donc les courbes tangentes à un axe ^\(' rindicaince en chcrcliaut les valeurs
de — nvii rendent maximum on iniiiiiiinni le second nicinbic. Or, ce uu 1
second membre est une fraction du second degré, et l'on sait (piiine
expression de la foi-me /'=-|-5 — '-^, où c5 et 'i sont des polynômes
homoecnes et du secf)nd dc<;ré en x et r, est maximum ou minimum lorsqu'on a
D'après cela, R est maximum ou minimum lorsqu'on a H ¥.,du^V,dv F,du — G,,/v
R E du -r- F di> F du -~ (i dv
En ("galant les deux derniers rapports, on a la relation à laquelle
doit satisfaire -j- pour que le point (w, v) correspondant décrive une
ligne de courbure. Cette relation est \ équation différentielle des lignes de courbure. En la mettant sous forme entière, on obtient
( El F — FFi ) du^ -^ { El G — EGi ) du </i- -r- { F, G - FG, ) fA-2 = o.
C'est une équation du second degré par rapport à -r-- En la résolvant par rapport à -r— j on obtient deux équations differenlielles du
premier ordre. A chacune de ces équations coiTCspond une famille de lignes de courbure dépendant d'un paramètre arbitraire, de sorte que Ion a sur la surface deux familles de lignes de courbure, et que
IX. — i.K.NKs i»i-: cnriiiM lu:. >'iS
pai- cliiuiiic |)(tiiil (le la siirlacc |)iiss(' en j^i'-ni rai imc li^ric de (;lia(|ii(; lainillc cl une seule, l/enseiiihle de ces deux raiiiilles l'orme sur la suilaee un réseau de eourhes à la lois oillioi;ouales el eoii|nj;ui'es.
H'A. Re\enons aux i'elali<ins [-à). Un en (l<'duil
( EU — E, l\ ) </u -h ( FH — F, li) ih- = o, (FH — F,R)r/»-(-(GH — G,R)f/t. = o.
JNous |)ouvons, enlie ces i\c\\\ reialions, eiiMiinei' f/i/ el f/^'. L ('-(lualiou (lu second degn-en 1\ que nous obtenons ainsi d('liiiil en cliaque poiiil les rayons de courbure ])rinci[)aux. C'est 1 ë(|ualion
( KM - F, H )(GH — G, Ri — (Fil — F,nj2=o,
ou encore
O; ( E, G,— Ff)R2— (EGi-f-E,G — 9.FF,)1IR + IF- = o.
On sait que le cocffîeient H est essentiellement diflérent de zéro en un point ordinaire. Celle équation n'a donc pas de racine nulle. Le coefficient de R- est EiG, — F^ ; il est nul en tout point pour lequel les directions des asymptotes de l'indicatrice sont confondues, c'est-à-dire en tout point parabolique. En un tel point l'équation aux rayons de courbure principaux a donc une racine infinie.
Pour un ombilic, on a
On peut poser, dans ce cas,
E, =aE, F, = aF, Gi = XG.
L'équation aux rayons de courbure principaux de\ient
(H — aR)2 = o.
Elle a ses deux racines égales; lindicalrice est bien un cercle, comme nous le sa\ions déjà.
444. Dans le cas où Ton prend comme yariables in(léj)endantcs./", i'. la formule fondamentale qui définit le rajon de courbure diine section normale est (n° 435, p. 228)
V^i — /'- ^7- '' d.r- -^ ■> s fl.r cly -^ t (/v^
( I -t- /j- ) (tx- -i- y.pq dx dy -r ( 1 — 7- > '(»-
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En lui appliquant la même méthode, on est conduit à écrire pour un ravon de courbure principal et une courbe tangente aux axes de l'indicatrice
\/ \ -r- />' — q- r clx -f- s dy s dx -f- t dy
H ( r -f- /y- ) dx -f- pq dy jiq d.r -t- ( i -H 7 - ; dy
En égalant les deux derniers rapports, on a r(''(juation dillérenticlle des lignes de courbure, ou plutôt de leurs projections sur le plan des xy :
[(l -{- p- )S — pq'] dx- -h [(I -^ p- }t — {1 -i- q- )r\ dx dy
-\-[pqf — (i -:- q-)s\dy- = o.
-iio. Autre définition des lionnes de courbure. — Clierclions à déterminer sur une surface S une ligne telle que la normale à la surface en chaque point de cette ligne reste tangente à une courbe, par suite (n" 388, p. 180) engendre une surface développable. Prenons comnie variables indépendantes x ely. La normale au point (.r, y, z)
a jiour équations
Jl s'agit de faire varier x, y en fonction d'un paramètre, de façon que cette droite reste tangente à une courbe. D'après l'étude des en\eIoppes de courbes (n" 383, p. i-(')^, il faut exprimer que le système fornK' par les équations de la normale et ces équations différentiées par r;ip|)ort au paramètre sont compatibles en X, Y, Z. Or, on obtient par dillérentialion
— dx -!- dp ( Z — z ) — p dz =0,
— dy — dq ( Z — z) — q dz ^^ o.
Ces deux équations contiennent seulement Z; si elles donnent la même valeur pourZ, les deux premières équations fourniront X et Y, et le système sera compatible. Le point X, Y, Z ainsi déterminé sera tel que son déplacement s'effectuera tangentiellement à la droite ellemême.
En écrivant que ces deux équations sont compatibles en Z, on a la
condition
dp dq
dx -+- p dz dy -\- q dz
OU, en exprimant dp^ dq. dz en fonction de dx^ dy.,
r dx — i' dr s dx -^ t il \
(1 -T- p- ) dx -r- pq dy pq dx -t- ( • -f- ^ - j dy
i\. — i.i(;m:s uv. coi riiiiKK. vi'jy
Colle relation, à la<jiu'Ile doivent satisfaire les ikui doDnées x, y d un point de la conrlje eliereliée, est 1 ('M|(ialion df'jà ohtrniie pour les lii;nes d<' coiirhure (n" iii). On a donc le i('-<idtal ^iii\aiil :
Li'.s lii^ncs de courbure sont les lii;iies tel/es ffue ht norninle à 1(1 surface le long de ces lignes reste tui\genle à une enurhe, par suite engendre une surface dé<i'eloppahle.
l'renons, par exemple, une surface do rc\oluliun. lui chatpnj point, la tangente à la méridienne est, par raison de sjmétrie, un axe de lindicatrice. L'antre axe est la tangente au parallèle qui passe par ce point. Les méridiens et les parallèles forment les deux familles de lignes de courbure. Si Ton considère un parallèle, les normales à la surface le long de ce parallèle formenl un eone ; on jx-ul diie (pie leur enveloppe se réduit à un point, le sommet du cône. Les normales à la surface le long d'une méridienne forment un plan et sont, dans ce plan, tangentes à la développée de la méridienne.
i46. Comme ajiplication des théories précédentes, cherchons les lignes de coiirljure du paraholoïde équilatère qui a pour équation
a A*, y étant les variables indépendantes, nous avons ici
p ^= —, CJ =^ —, /• = O, V = — , t z= O,
L'équation dillérenlielle des lignes de coui'bure devient
— dy — à.r
OU
flx''- dy-
dy dx X- -H a^ y"^ -r- a-
d'où, en extradant la racine carrée,
flx dr
\fx-^ — a- ^y- ■
En intégrant, on obtient
L(a: -H v/^"--r- a') = ± I-(^ -i- \ly- -t- a-) -+- const.,
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(1 OÙ les équations des deux fainilles de lignes de (ujuihin e
(x -I- \/x- -^ a-) {y -+- ^j^-\- a') = X, [x -h \/x' -+- a'^ ) (j- — //"' -f- a^ ) = ;Jt-
447. Comme second exemple, considérons la surface engendrée par une droile parallèle au plan des xv rencontrant o3 et s'appuvant, en outre, sur une hélice circulaire ayant pour axe oz. C'est une surface de la famille des conoïdcs appelée liélicoïde à plan directeur.
Définissons l'hélice en prenant pour paramètre l'angle 0, tel que les coordonnées d'un point de l'hélice soient (/• étant fixe)
a7 = rcos0, j^ = /"sinO, ^ = «0.
On j)cut considérer l'Iiélicoïde comme défini par les mêmes équations, 0 et /• étant deux paramètres indépendants. Faire varier /•, 0 étant fixe, revient en eflet à considérer tous les points de la génératrice de l'hélicoïde. En faisant ensuite varier Q, on obtient tous les points de la suilace.
h'ormons le lahleau des dérivées de x., >', z par rapport à /• et 0 :
dx „ — - = cosO.
dr
dr
dz
dx . , _=-,-. m 0.
"y Ci
dz
Or-^ - "'
<Jr-
drd^= ""'^■
dr d^)
dr (>0 ~ "^ '
On en déduit, les coordonnées //, (^ de la théorie générale étant remplacées par /■, H,
Kj = o, Fi = — a, Gi = o,
Les équations générales donnant les lignes de courbure et les rayons de courbure principaux (n" 412, p. 234) deviennent
yr- -+- a "- a <r/0 a dr
^'^ Û "" ~d7 ^~ (r-^-^a-i)df)'
i\. i.1(;m;s di: coi mu iik. v.mj
I /<''(jii;il iim ilillV;r'culit;llf dcîs lij^iics de courhiirc csL donc
d'où, en. ial(''i;iiml (;l di'SigiMiit |)iu- Oq uïw roii-ilimlr iiiliitr.iirc,
L'cqiialiou aux ravoiis de coiirlmre prinrlpatix s'ohtient ici en <''^alanL le carré du premier rapport (i) au produit des deux derniers; c'est donc;
ou
On voit (pien clxa([ue point, les rayons de courhure principaux sont deux nombres opposés.
On appelle surface inininia une surface jouissant de cette propriété; c'est une surface dont V indicatrice en chaque point est une hyperbole é<juilatère.
448. Développée d' une surface. — Soit G une ligne de courbure sur une surface S. Nous avons vu que, si un point M se déplace sur C, la normale en M à la surface reste tangente à une courbe. Supposons la surface définie en coordonnées curvilignes générales, et soient x, y, z les coordonnées de M, X, ^ , Z celles du point de contact de la normale avec son enveloppe. Les cosinus de la direction positi\e sur la normale en M sont
'•-ÏÏ' '^-H' '-ÏÏ'
et l'on a, en api^elant o la distance du point M au point (X, \. /i comptée algébriquement sur la direction A, a, v,
\ — ar -i- Àp. Y = ^ -+- [jLp, Z = ^ -^ vp.
Eci-ivons f[ue le dé|)lacemenl du point ( X. Y, Z) se fait tangentic'llement à la normale, c est-à-dire que l'on a
d\ (t\ dL
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Remplaçons c/X, r/Y, (IL par leurs valeurs,
d\ = dx -1- X rfp -t- p d\, . . . , il vient, après réduction,
dx -4- p <7À f// -I- ,^ d[^ _ il^ -^ '^ d'i
En multipliant les deux termes du premier rapport par }v, ceux du deuxième par a, ceux du troisième par v et ajoutant, on obtient
>. dx — ;jL r/i- -1- V dz -f- o(\ (Tk -- [J. d\x -f- v c/v) X'^ -f- ;ji- — v2 '
et ce nouveau rapport est égal à cliacun des précédents. Son numérateur est d'aiileuis nul, car on a s('parément
X dx -- iJL dy -f- V dz =0, ). d'k -i- ,a d\x 4- v rfv = o.
On doit donc avoir
dx -r- z cCk — o, dy -+- p rfa = o, dz -f- p f/v = o,
d'où
p ~ dx dy dz
En difierentiant les formules a = jj? • • •» on a Hf/V — Af/H
irk = jj^ ,
d'où, en remplaçant a'/ . f/a. (h par ces valeurs,
I _ kd\\-\\ d\ _ B d\\ — \\d?y _ C ^H — H ^G p ~ W^dx "" H^ dy ~ 11= dz
et, en multipliant les termes de ces trois rapports respecti\ement par dx^ dy^ dz et ajoutant,
I _ — H ( rfA dx ~ dB dy -X- dC dz ) p H- ds-
Évaluons HdAdjC. En différenliant la relation S\c/a; = o. nous
avons
Z X d'-x -\- - dX dx = o,
d'où, par un calcul déjà fait (n" 42o),
I ZX d'-x E| du- -+- i F) du dv -^ G| dv-
H «fi- il ( E «?«- -h ■> E <;/a (/(■ -+- G <^/^'2 )
i\ — i.icNKS i»i: rociuniRK. i4 r
( )ii \()il (|iie 1 On ;i z W . W ('•t.int le r;ivoii do coiiiIhiii' de la scdioi» normale lanocnle ;"i la couiIk' Ikmi de M.
Donc /<' point de coiilacl di' la nornutlc en M cnoc son envelo/inr , quand M décrit if/tc Ligne de couihuve, est le centre de courhnre de la section normale qui passe par M et qui est tangente en M à cette ligne.
Knlre .x , j\ :-, )., |j., v et 1^. (in a, en onlr*-, les relations
dx -h R d\ = o, i/y -h R d^ = o, '/z ~ W di = o ;
ce sont les formules de Rodrigues.
On voit ainsi qn'à chaque lij^ne de courbure dune surface S correspond une courbe, enveloppe de la normale. Si l'on fait varier la ligne de courbure sur la surface dans la famille à laquelle elle appartient la courbe considérée décrit une certaine surface 2. A l'autre famille de lignes de courbure correspond, de même, une surface S'. L'ensemble de ces deux surfaces S, S' constitue ce que l'on appelle la développée de la surface donnée.
Si l'on part d'une surface définie par une équation algébrique, ï et S' seront, en général, non pas deux surfaces analjtiquement distinctes, mais deux nappes d'une même surface.
4-49. Comme application de la proj^riété précédente des lignes de courbure, indiquons une nouvelle manière d'écrire l'équation de ces lignes en coordonnées curvilignes générales. Soient (^,j^, z) un point d'une ligne de courbure, (X, \, Z) le point de contact de la normale au |)oint (.r, y^ z) avec son enveloppe. A. B, C étant, soit comme plus haut les déterminants fonctionnels àex, y, z par rapporta u. e, soit des quantités respectivement proportionnelles à ces déterminants, soit z une quantité proportionnelle à la distance des deux points (^, Tj ^)') ( X. Y, Z); nous aurons
X=;7-^Ap, Y=r^Bp. z^z^Cz.
Les conditions auxquelles doivent satisfaire X, Y, Z sont
A ~ "B" "~ TT
d'où
dr — p ^A _ dy -^ ; ^B _ dz-~odC A ~" B ~ it '
B. - II. i6
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soil /•" la valeur comnuine de ces rapports. Les équations
dx -+- p dk — A /,- = o, dy -+- p rfB — R / — o, dz -{- 0 dC — C/i = o,
qui sont trois équations linéaires et homogènes par rapport aux trois quantités non toutes nulles i, p, — />", doivent être compatibles. Leur déterminant doit donc être nul; c'est-à-dire que Ton a
dx dy dz ABC dk rfB dC
Cette relation, à laquelle doi\cnt satisfaire x, y^ z^ est Véquation différentielle des lignes de coiivhurc.
ioO. Théorème de Joachin\slhal. — Si deux surfaces Sel S' ont en commun une ligne de courbure, elles se coupent sous un angle constant en tout point de cette ligne.
En elTet, soient C la ligne de courbure commune, M un point de G. Quand M varie sur C, la normale à S et la normale à S' ont, l'une et l'autre, une enveloppe, et ces deux courbes enveloppes sont deux développées de C. Or (n" 411, p. 2o4), étant donnée une courbe C, si deux normales à cette courbe C au même point ont des enveloppes, elles font entre elles un angle constant. Cet angle étant jiisteiuent ici l'angle des deux surfaces S et S' en M, la projiriélé énoncée en résulte.
Réciproquement, si deux surfaces S et S' se coupent sous un angle constant suivant une courbe C et si C est ligne de courbure pour S, C est aussi ligne de courbure pour S'.
En effet, la normale à S le long de C reste tangente à une dévelo])pée de C. D'après l'étude des développées de courbes gauches, si Ion fait tourner cette normale d'un angle constant en restant dans le plan normal à C, la droite ainsi obtenue a elle aussi une enveloppe. Mais cette droite n'est autre que la normale à S' le long de C. Donc C, qui remplit par rapport à S' la propriété caractéristique des lignes de courbure, est une ligne de courbure pour S'.
Remarquons, en particulier, que toute courbe plane peut êire considérée comme une ligne de courbure de son plan; de même, toute courbe tracée sur une sphère est une ligne de courbure pour cette shpère. Il en résulte que, pour (ju'une ligne plane ou spliérique
IX. - MUNIS i)i; COI mu m:. :?. i i
tidCA'C siif II lie siirfiicc S sm'l lii^nc de courbure pour S. il fdiit eL ilsuffit (jiic le l'hin ou la sji/iere «jui contient celte ligne rencontre S sous un a ni; le eonsliinl .
'ù\\ . S]stè//ies Irijjles orthogonaux . — Un appelle systènn' triple orthogoniil un système de Irols familles de surfaces tel (|iic |>ar loiii point de l'espace passe une surface de chacjue famille <l une seule, ces trois surfaces se coupant deux à deux à angle droit.
Par exemple, étant donnés trois axes de coordonnées reclanj^ulaires, le svslème i\('> |)laiis parallèles aux Irois plans (le cooi-ddUiK'es e^l un système triple ()rtln)i;()nal. Ln antre exemple est fourni par le système lies coordonnées semi-polaires : une [)remière famille de surfaces est iormée par les |)lans parallèles au plan des xy, une deuxième famille par les cylindres d'axe O^ et enfin la troisième famille par les plans passant |»ar O-;. Un troisième exemple est fourni par le système des coordonnées ])olaires; les trois familles de surfaces sont : des sphères de centre O, des cônes de ré\olution d'axe Oz et des plans passant par O z.
•io2. Sujiposons les équations des trois familles de surlaces mises sous la forme
A, 'JL, V étant des constantes. Pour qu'an point [x, y, z) les deux j)remières familles soient orthogonales, il faut et il suffit que l'on ait
df do Of do df do _ (JT ô.r ' dy dy dz dz
En exprimant de même les deux autres conditions d'orthogonalité, <n\ a deux relations analogues relatives à a, 'l d'une part, '!/. / d'autre part.
Imaginons maintenant que Idn ait résolu par rapport à ^, J', z les équations (i). x^ y, z deviennent ainsi des fonctions de A. a, v, et l'on est amené à considérer le système de coordonnées curvilignes A, a, v. Quand A, u, v varient de toutes les manières possibles, le j)nint(.r,^, z) engendre l'espace. Quand v, par exemple, reste fixe, le point (j^,y, z) enirendre une surface de la troisième famille. Si <j. et v restent fixes, A étant seul variable, le point (x, j', z) décrit une courbe (|ui est l'intersection de deux surfaces de deux des familles obtenues, l'une en
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faisant varier A et u, Tautre en faisant varier À et v, c'est-à-dire (\e> deux surfaces v = const. , u. = const.
Etant donné un point M de l'espace, les trois surfaces passant par ce point se coupent suivant trois courbes passant par M. Ces trois courbes s'obtiennent en laissant fixes deux des paramètres et faisant varier le troisième. Ecrire que les trois surfaces sont orthogonales en M revient à écrire que les trois courbes ). = variable, ijl = variable, v=i variable sont trirectangles en M. La condition d'orthogonalité des deux premières est
dx dx dy dy Oz dz d\ dix ' o\ d\x (fh d<x
OU
2dx dx d\ ()ix ~ '
le signe S s'appliquant aux lettres x, y, z.
En permutant À, iji, v, on a les trois conditions
V^ dx dx v^ dx dx v^ dx dx
^ ' jLd d/. dix ^ d'x (J^i ^ (hi OK
/-. . 1 , 11 I • ■ • dx dy dz
L-onsiderons les deux relations qui contiennent — , -^1 — > nous
1 ij-t (h d-i
pouvons en tirer des valeurs proportionnelles à ces quantités: nous
aurons
dx dy dz
dv c/v <ht
ùiy.z) \y(z,x) D[X, y)
D{)., [jl) D(A, ;jl) D( à, IX)
Dérivons, d'autre part, par rapport à v la relation
Vdx 0x jiu Oh dix
il vient
V^ d-x dx v^ d'-x dx
"^ d-x dx ■^ d'-x dx ^ d'/. &> d-x ~^ jLmi d'x &i dl
ju^^cx^xiwii.- ^^cx . ^ ..^^^.v-o^.w.. /,~r~) — T" 6t par Q et Pv. les expressions qui s'en déduisent par permutation circulaire de A, u, v. La relation précédente s'écrit
R + Q = o. On obtient de même
x Ox -^ à'^x dx _ •^ d^T Ox
Théorème de Diipin. — Les surfaces iV un système triple orthogonal se coupent deux à deux suivant leurs lignes de courbure ou, d' une façon j)lus précise, l' intersection de deux surfaces appartenant à deux familles di (Jérentes est ligne de courbure pour chacune de ces deux surfaces.
Pour tlénionlrer ce tliéorènie, il suffit de démontrer que les lignes de courbure» d'une surface v = const. sont, sur cette surface, les liiines A = const. et les lignes a =z const. *
Considérons la surface v = const. comme définie en fonction des deux paramètres À, ij. qui remplaceront ici les paramètres m, v de la théorie générale. L'équation différentielle des lignes de courlnire de cette surface est (n° 442)
E, cfA-^ F, f/;a _ Fi cFl — G, d\x E d'h -f- l'" d\x ~~ F dl -T- G <r/;jt OU
El F — EFi ) ^,2 _|_ ( E, G - EG, ) rt7> rf.a + ( F, G — FG, ) d^^ ■.
Nous allons montrer que les quantités F et F, sont nulles. Pour F, la vérification est immédiate; on a, en effet, d'après les conditions d'orthogonalité,
^ V^ dx dx F =>—.--—= o.
^ CA du.
Calculons F, ; nous avons
F, = A#?,^Bi;^^c''' =
cX d^ âl 0\j. ' dl dii
Or \, B, C, c'est-à-dire 7—^-—^ j ••• sont, d'après (3), proportionnels
D(A, jj.) i \ / 1 1
, dx dy d a — , ^, -
que l'on a
fijr^ ()'y ()^ , . . ,
à — > -^, — Pour vérifier que Fi est nul, il suffit donc de vérifier
dx d^x _ dv d'h dix
C'est précisément la condition P =i o que nous avons obtenue.
F et F, étant nuls, l'équation difierentielle des lignes de courbure
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se réduit à
f/X ilix = o,
d'où les solutions
\ = const., [Ji = consl.,
ce qui démontre le tliéorème énoncé.
453. Comme nouvel exemple de systèmes triples orthogonaux, citons les systèmes de qualrlques liomo focale s. On montre, en effet, que les trois surfaces liomofocales à une quadrique donnée et passant par un point donné sont deux à deux ortlioj^onales en ce point. De là résulte la propriété suivante, |)ar application du tliéorème de Dupiii :
Étant donnée une surface du second degré, on considère les (piadriques qui lui sont liomofocales; elles forment trois familles et, par un point de Uf première surface, passe une surface de chacune des deux autres familles. Ces deux surfaces coupent la quadrique donnée suivant ses lignes de courbure au point considéré.
454. Remarque . — La notion de système triple orthogonal est l'extension de la notion de trajectoire orthogonale plane. Toutefois, il existe une difTérence entre les deux. Etant donnée dans le plan une famille de courbes, il existe toujours une deuxième famille formée des trajectoires orthogonales des courbes de la |)remière, tandis qu'en général, une famille de surfaces donnée ne fait pas partie d'un système triple orthogonal.
Considérons le plan variable
(1) A 37 -+- Bj^ -f- C s -i- D = G,
A, B, C, D étant des fonctions d'un paramètre t. Nous avons vu (n" 387. p. 17B) qu'un tel plan enveloppe une certaine surface S qui est le lieu de sa caractéristique. Cette caractéristique est définie par l'équation (i), à laquelle on adjoint l'équation dérivée par rapport au paramètre, cest-à-dire l'équation
La caractéristique reste tangente à une certaine courbe G; les coordonnées du point de contact satisfont aux équations (i) et (2) et
à 1 équiilioii (3)
X. — SrUKACKS DKVKI.OI'I'.MU.KS
Je dis que le plan variable {\) est osculaleur à d au point {x, y, z). En eH'et, les coordonnées de ce point sonl des fonctions de t définies par les équalions (i), (2), (3), et si, dans ces éfjiialions, on roinpl;icc .r, y^ z par les (onctions de t ainsi définies, elles sont \ (''rifi<'cs idciili- (|uenient. Dans ces conditions, on a, en dérivant (1) et tenant compt*; de (2),
(4) A.r'-+- Bj^'-t- G^'= o.
De même, en dérivant (2) et tenant compte de (3), on a (j) A'a-'-t- B'j''-4- G '3'= o.
Enfin, dérivons (4) et tenons com|)le de (j); il vient
(6) kx"^ lîy -I- C z" — o.
Les équations (4) et ((3) montrent que A, B, C sont proportionnels aux déterminants j/:;" — z' y''^ — Donc le plan (i), qui passe d'ailleurs par le point (^, y, :;), est le plan osculateur à la courbe C.
On a vu (n" 388, p. 180) la réciproque, à savoir que, si l'on part d'une courbe, le plan osculateur à cette courbe a pour caractéristique la tangente.
4o6. La courbe C est dite Varète de rebroussemenl de la surface S. Pour justifier ce nom, montrons qu'étant donné un |)uint M
y"\'ji,. lo.
de G, tout plan passant par M et non tangent à C en M coupe la surface suivant une courbe qui, en général, a un point de rebroussenient en AL
Pi-enons ce point M pour origine, le pian sécant pour ])lan des xy, la laugenle à C en M pour axe des z, le plan osculateur à C en M pour plan des zo! {Jîg. ^o). Enfin, prenons :; comme variable ind»''pendante; x'^ ^^ y'z ^^^^ nuls pour Torigine. Ecrivons, de plus, (pie le plan osculateur, de coefficients A, B, C, est le plan y = o. C est nul du fait que ce plan passe par la tangente, c'est-à-dire par Os. 11 suffit donc d'annuler A. Or, on a A =: — y". Donc y" doit être nul pour l'origine.
Cela étant, considérons la surface S; elle est engendrée par la tangente à C. Soient X, \, Z les coordonnées d'un point de la tangente au point de paramètre z, voisin de M; ses équations sont
X - r _ Y-K _ jr _
Pour avoir la seclion S de S par le plan des xy^ faisons, dans les équations précédentes, Z = o; nous en lirons les équations de i\
z étanfle paramètre \ariaijlc. On on dé'duit, en dérivant,
Pour le point M, on a s =o, d'où résulte (comme y'=:o)
et (en général)
Cela indique que, au voisinage de M, on peut poser
avec a ^ o, Z> ^ o, î et s' tendant vers o avec z.
Ces équations représentent, comme l'on sait, une courbe ayant un point de rebroussement à l'origine, la tangente de rebroussement étant MX.
Ceci nous donne une idée de la forme d'une surface développable au voisinage de son arête de rebroussement. Considérons une courbe gauche, une demi-tangente à cette courbe gauche. Cette demi-tangente décrit une nappe de la développable, la demi-tangente opposée décrit une autre nappe. Ces deux nappes se raccordent le long de la courbe et sont en quelque sorte placées l'une au-dessus de l'autre.
X. — SURl'ACKS DKVr.I.oPl'Alir.ES. v4i
io7. liqualioii aux dérivées [Kiilicllcs des surfaces d<\i-lo/)pables. — Soit
r('{|ii;ilion (riine surface (h'-vcloppable.
Le [)liiu Umi;eut au poinl {x. y, z) de la surface a pour •'•(pialion
ou
p{\ — x)-^q{X—y) — ÇL — z) = o p\^fj\— Z-r-Z — px — (jy = o.
Ce plan, riant le même tout le long d'une génératrice, ne doit dépendre que d'un paramètre; par conséquent, les trois fonctions />, q, -■ — px — qy doivent être fonctions de l'une d'entre elles. En parliculicr /? et q doivent être fonctions l'un de l'autre, c'est-à-dire sont lies par une relation. La condition pour qu'il en soit ainsi est cjue Ton ait
Or, on a
D(a:, y) d'où la condition nécessaire
= rt
it
D'ailleurs, on a
D{z — px — qy^ p ) D{x,y)
rx — sy
SX — ty s
yirt-s-^).
Ce déterminant fonctionnel est donc nul, et, par suite, il existe une relation entre z — px — qy el p.
La condition / 1 — 5- = o est donc nécessaire et suffisante pour que les trois fonctions/?, q, z — px — qy soient fonctions de l'une d'entre elles, c'est-à-dire pour que le plan tangent ne dépende que d'un paramètre. Toute surface dé\eloj)pable satisfait donc à l'équation
rt
io8. Réciproquement, démontrons que, si cette condition est remplie, la surface est développable. En efl'et, il résulte de cette condition que/? et q sont liés par une relation au moins. Si p et q étaient liés par deux relations distinctes, cela signifierait que p et q sont constants, z serait alors de la forme z = ax ^ ùy -h c, la surface serait un plan.
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Ce cas mis à pai^t, supposons p et q liés par une relation et une seule; alors l'une au moins des deux fonctions />, q n'est pas constante; supposons que ce soit/>, et soient
les relations qui existent entre /? et q d'une part, z — ■ px — qy et p d'autre part. La l'onction z (\c x,y satisfait donc à l'équation
(i) z — px —y o(p) — <h(p) = o.
Dérivons par rapport à x et à j' cette relation; nous obtenons, après
réductions,
r[x-+-yrs'{p)-i-<l'(p)] = o,
s[x-i-y<f'(p) -h'Yip)] = o.
r et s ne sont pas tous deux nuls, sans quoi p serait constant, contrairement à riijpotlièse. Ces relations exigent donc que l'on ait
x,y, z satisfont aux équations (i) et (2); en éliminant p, considéré comme un paramètre, entre ces deux équations, on aura l'équation de la surface.
Cela étant, considérons le plan ayant pour équation
p étant un paramètre. Pour avoir l'enveloppe de ce plan, nous devons éliminer p entre cette équation et l'équation dérivée par rapport au paramètre, c'est-*à-dire l'équation
X ■+■ <{)'(/>; V -H 'l'ip) = o.
Ces deux équations sont identiques aux équations (i) et (2); on trouvera donc comme enveloppe de ce plan la même surface que précédemment. En résumé, il existe un cei'lain plan dépendant d'un paramètre dont la surface donnée est V enveloppe. C'est donc bien une surface développable.
E,G,-FÎ
C'esl une équallon aux (l('Ti\(''('s parlH;llf'> du s(((uid oïdir culiiles \ anal)les //, w
41)0. \\\\ (luKpic poiul dune surface développahlc, il iiv a (|u umligne asvuipldl upic : c'esl la i;('n('ralii('e de la suilacc.
Clierclions les lignes de courbure. I^es génératrices conslilueul une première famille de lignes de courbure, car en chaque point la génératrice constitue un axe de l'indicatrice. L'autre famille se compose des trajectoires orthogonales des génératrices sur la surface. Or, une trajectoire orlliogonale des génératrices est une courbe telle que certaines de ses normales, à savoir: les génératrices elles-mêmes, sont tangentes k l'arête de rebroussement. C'est donc une dévelop[)anle de l'arête de rebroussement (n** il3, p. 2o5). On sait que, pour obtenir une telle courbe, on porte sur la tangente à Tarête de rebroussement une longueur / — .v, l étant une constante, s étant l'arc de l'arête de rebroussement compté à partir d'une certaine origine.
XI. — Surfaces réglées
461. Une surface réglée est une surface engendrée par une droite variant en fonction d'un paramètre. Soient
x = az -h T., y =■ b z -^ '^
les équations de la droite, rt, ^, a, [3 étant quatre fondions données d'un paramètre u. Le point de coordonnées x, y, z engendre la surface réglée qui se trouve définie en fonction des deu.x^ paramètres z et u.
On sait que, pour que la droite reste tangente à une courbe, il faui qu'il y ait compatibilité entre ses équations et les équations dérivées jiar rapport au paramètre u. Soient «', b\ a', ^' les dérivées de a, b, OLj ^ par rappoi't à u. Les (''([ualions dérivées par rapport au paranièlre
sont ici
a'z-i-oc'=o, 6'z-(-3'=o.
l'our (pie les ([(lalre écpialions soient comj)alibles, il faul cl il siillil
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que les deux dernières donnent la même valeur pour z, c'esl-à-dire que l'on ail
C'est la condition pour que la surface soit cléveloppable.
462. Reprenons le cas général et cherchons l'équation du plan tangent en un point (x, j^, z). Ce plan contient la génératrice rpii passe par ce point; son équation est donc de la forme
X — aZ — 7. — l(Y — hZ — '^) = o.
Considérons sur la surface un déplacemeut du [joint l^-^, JK, z) correspondant à une \ariation de u, z étant constant. On a, pour ce déplacement,
dx = z da -+- </a, dy = z db ^ d'^, dz = o.
Ces valeurs de dx, d\\ dz délinissenl la direction de la tangente à la courbe /< = varial)le qui passe par le point (x, y, z). Écrivons que le plan tangent est parallèle à cette direction, cela nous donne la condition
sa'-f- a'-i- À I zb' -r- p' ) = o.
Cette relation détermine).; Téquatioii du plan tangent au point de cote z est donc
(X — aZ — a)(6'^-f- ^')— ( V — /Î/Z — '^)(a'z -}- u' ) — o.
On reconnaît que À est fixe, c'est-à-dire que le plan tangent est le même tout le long de la génératrice, si le rapport "_ est indépen-
dant de z. 11 faut pour cela que l'on ait
a' ol'
c'est-à-dire
Comme nous l'avons déjà nu, la surface est alors une surface développable.
463. Ce cas mis à part, le plan tangent varie avec z le long de chaque 'génératrice. Pour étudier sa variation, prenons pour axe des Z la génératrice considérée ; l'équation du plan tangent devient
M. — SUUKACKS llKfiLKKS.
Suit '|/ l auyic de ce pliin avec le |>liin des /A ; on a, en .sii|)|)()saiil les axes de coordonnées rectaii"iilaiies.
taii"<!/ — —,
lang'l et z sont liés par une relation homographiqiie. Cela montre que, quand :; varie, le plan tangent prend toutes les positions possibles autour de OZ, c'est-à-dire de la génératrice. Quand z croît indéliniment, le plan langent a une position liinile pour hupielle on a
tangl^-.
Faisons tourner les axes autour de OZ de façon à prendre cette position pour plan ZOY. On aura, avec ces nouveaux axes, a' = o ; tang'i» sera lié à ; par une relation de la forme
tang'/ = /:(5^A).
Déplaçons enfin les axes parallèlement à eux-mêmes, de façon que 'l soit nul en même temps que z; nous aurons
lang6 = kz,
k est dit le paramètre de distribution. L'origine dans ce système de coordonnées s'appelle le point centrai : c'est le point pour lequel le plan tangent à la surface est perpendiculaire au plan tangent à la surface au point à l'infini sur la génératrice.
i()4-. Considérons deux positions voisines D et D, de la génératrice de la surface, correspondant respectivement aux valeurs //, (( -\- \[( du paramètre. Les coefficients a, b, a, [i ont pour la première les valeurs a, b, a, |^ et pour la seconde les valeurs a -+- Aa, b -+- A/y, a-t-Aa, 3-t-A3. Nous supp(jsons a, b, a, [i développables par la série de Taylor en fonction de ii.
Nous allons évaluer l'ordre Infinllésimal, lorsque D et D, devlcnnenl infiniment voisines : j" de leur augle oj; 2" de leur plus courte distance 0. Nous avons
a ( a -^ In ) -\- /) ( b -^ \fj ) -^ \
v/rt - -r- /; - -r- 1 y/( a -r- Aa /- H- ( 6 -H A6 )'- — 1
On en déduit, en utilisant ridentité de Lagrange,
Aa2 -H a62 -f- ( a \h — /; la )-
sin-to = 1 — cos-w =
( a2 -t- 62 H- I ) [( a -f- Aa )« -f- ( 6 -+- A6 )2 -)- 1 J
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On reconnaît que sinw et, par suite, to est un infiniment petit du même ordre que Am.
11 y a lieu de mettre à part le ras où m est nul, c'est-à-dire où l'on a Aa := Aft = o.La droite décrit alors un cylindre.
Etudions uiaintcnant la j)lus courte distance o entre D et D,. Pour cela, nous prenons la dislance dun point de 13, au plan parallèle à D, mené par D; son équation est de la l'orme
A doit être tel que c<; [)lan soit parallèle à la direction « + Ar/, ù -^ A/>, i , c'est-à-dire qu'on ait ■
a -}- Aa -î- X ( ^ -F- A/v ) — ( « -h X 6 j = o ;
celte c([uation détermine A :
L'équation du j)lan considéré est donc
A^(\ — «Z — a) — Aa(Y— /yZ— [i) = o.
Considérons le point de la droite D, (pii a pour cote o. On a, pour
ce point,
X = a -I- Aa, Y = !î + Ap, 'A ^ o.
La dislance de ce point au plan précédent est
., _ ;a6 Aa — A« A°> '
v/Aa2 -H A62 -i_ ( a \b — h la f^
he dénominateur est, comme nous l'avons \u, du premier ordre par rapport à Aw. Etudions le numérateur; Ar/, par exemple, est de
la lorme
Art = rt \n -i A«2 _| \u^ -+-...:
AZ>, Aa, AjS ont des développements analogues, de sorte que le numérateur contient comme terme de plus bas degré en A« un terme en Amqui a pour coefficient b'a' — a' 'it' . Celte quantité étant difterente de o, sauf pour une surface développable, nous voyons que, pour toute surface non développable, ù est du même ordre infinitésimal que A?/, et, par suite, que to.
(^Jierchons quel est, pour une surface développable, l'ordre du numérateur de S. Remplaçons comme précédemment Aa, A/>, Aa, A[j
M. — SI IIFACKS lIKtil.KKS. •> V'i
par It'iiis (l('\ cloppriiiciiK cii loriimlc de TaNlor airrh's, Mii\aiit le cas, ail Iroisiriiic ou an (piatririiic Icrmc. Le cocrficiciil de A//- ('■laiil mil, cherchons le coeflicKul (h- A//'; c'esl
C'clte (>\pressi(in ii'esl atilrc (pie la (léii\éc de a"i' — Z»'a'; elle (;sL donc nulle. Le coefficient de ^it' esl
.le dis (pi'il est, en général, dillerenl de o. Cherchons à (pielle condition il peut être nul. Dérivons le coefficient de Am^ ; nous obtenons les deux expressions entre parenthèses dans l'expression précédente, mais avec des coefficients numériques dillerents. Le coefficient de A//* ne peut donc être constamment nid (pie si ces deux expressions sont constamment nulles séparément. En particulier, il faut (pi'on ait
En résumé, en mettant à part le cas de d"^J' — b" o!' := o, le numérateur de 0 contient comme terme de plus bas degré un tcinie en Am*. Donc S est du troisième ordre en A//.
Cherchons à quelle condition on aura «"3" — b" v'.' ^o. De la condition «'^' — b' a.' =z o nous déduisons
a' = la. 3'= \b\ d'où
a" = X a" -+- À' rt', 3" = À b" -h À' b\
«"p" — b"oL" = a"[\b"-+- V b') — b"{la"-h Va') = \'(a"b'— b" a' ).
Nous sommes ramenés à étudier les solutions de l'écpiation
i" Nous avons la solution
À' = o, d'où
X = ccjnsl.
et, par suite,
a = X rt -T- [JL, p = X 6 -(- V,
[ji et V étant des constantes. Les équations de la droite \) dexienncnt
X = rt ( Z -f- X) -f- |JL, Y = i ( Z + X ) -^ V.
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On voit que celte droite passe par le point fixe
La surface est un cône, la plus courte distance de deux droites quelconques est nulle.
2" Une seconde solution de Técpialion est
ce qui exprime que le rapport — est constant. Supposons a' et b' non constamment nuls, et posons
b' = ka' ;
nous en déduisons
b = ka -H c,
c étant une constante. De plus, la relation a'|j' — b' v.' ^ o s'écrit
a a d'où
Les équations de la dioite prennent la forme suivante : X = rt Z -+- a, Y = ( Aa -r- c) Z -+- Aa -!- \i.
On voit (pie les coordonnées de tout point de celle droite satisfont à réfpiation
Y = k\ + cZ -f- [JL.
La droite reste dans un plan, et la plus courte distance de deux génératrices quelconques est nulle.
Nous avons laissé de côté le cas où a' et b' sont constamment nuls ; a ei b sont alors constants, la droite engendre un cylindre, to étant constamment nul, il n'y a pas lieu de comparer o et (o.
En résumé, il résulte de cette étude que, dans une surface réglée non développable, la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines et l' angle de ces deux droites sont deux infiniment petits de même ordre. Dans une surface développable qui n^ est ni un cône, ni un cylindre, ni un plan, la plus courte distance est du troisième ordre relativement à V angle. Enfin, dans un cône et un plan la plus courte distance est nulle, dans un cylindre l'angle est nul.
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XII. — Déformation et représentation des surfaces. i6o. Etant donnée une surface défi nie par les formules
on a obtenu (n" 4-23) la relation
ds- ■— K du- -T- iF du dv -H G dv^.
Remarquons que les fonctions E, F, G ne changent pas si l'on eflectue une transformation de coordonnées rectangulaires en gardant les mêmes paramètres M, v, car on a toujours
ds^- = dx-^ -+■ dy^ -+- dz^ = dx"^ -4- dy">- ^ dz">-.
Supposons maintenant qu'on remplace u^ v par deux nouveaux paramètres w,, e,, le changement (jui permet de passer de ii. v 'a ;/,, t', ('-tant réversible. Nous avons
<)x it.r <)u i)x ik'
du\ Ou dui ôv Oui
ùx dx du dx dv
dv\ du dv^ dv dvi
et, en appelant A, , B, , G, , E, , ... les fonctions analogues à A, B, (', E, . . . avec les nouveaux paramètres, nous en déduisons
j,^^ dui / ^,oui / du\ dui \dUi/
E, est donc fonction linéaire de E, F, G et dépend, en outre, dc^s (hrivées des anciens paramètres par rapport aux nouveaux, l'^ormons de même F,, nous aurons
_ , du du / du dv du dv \ dv dv
di/i dVi dU\ dv^ dv i du ^ ) i)Ui 'Ivx
Enfin on sait que ! on a
D(?/i, Vi) D(//i, i| ) D(M,, c,
d'où
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466. Cela élaiil, considérons deux surfaces diirérenles définies de la façon sui\anle. Pour la première, s, on a
el pour la seconde. S, on a, u et v étant les mêmes paramèti'es, X=:F(m, t'), Y = *(?<,(•). Z=T(«^, r).
Soient e, /, g, h les fonctions relatives à s, E, F, G, H les fonctions analojj-^ues relatives à S.
A un système de valeurs de «, v coriespond un point m sur la première surface et un point M sur la seconde. Ainsi se trouve établie une correspondance point par point entre les deux surfaces; c'est cette correspondance que nous allons étudier.
Considérons sur 5 deux courbes c et v se rencontrant en un point m et sur S les deux courbes correspondantes C et F qui se rencontrent au point M, correspondant à ni {fig- 40- Cberchons à quelle coudi-
l'ig. 4'.
tion l'angle des deux courbes tracées sur s est égal à l'angle des deux courbes tracées sur S, ou, plus brièvement, cherchons à quelle condition l'angle de deux courbes se conserve dans la correspondance.
Soient u et f les paramètres des points ni et M.
Désignons par du^ dv les accroissements correspondant à un déplacement à partir de ni sur la courbe c, et, par suite, à un déplacement à partir de M sur C, par dx^ dy^ dz les différentielles de x, y, z correspondantes; soient 0;/, oi^, ox, oy, oz les quantités analogues relatives à *' et r.
Nous aurons, en appelant 6 et0 les angles des tangentes en m et M,
,, c/.r ^x -r- dy or -t- tlz riZ cosO = —^
lis o.v
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II- , Oj
ou, eu rcMipliicaul '/r \y.iv il 11 -\- fl\-
co?0
y/l^e du- ■+- ■}./ (lu d\' -t- l; d\' ) ( e o/^--f- 'Jou of -I- A' oc- )
cl, lie uièuie,
I'^ du r,ii -j- I"( rfn of -4- di- r,ii 1 -+- (' <h' w
cose
\l( K du- ~r- ■>. V du (h- -I- (1 d\>- ) ( V, 0//2 -f- •}. V rju Oi' -f- G w- )
jNIeltous en évidence les rapports
au fjK
L'égalité des angles 0 et 0 exige que l'on ait
(e ^ ifk -f- gk'- 1 ( r H- ^./A'-^ ,^A'2 ) ( !•: ^ ■>. V A -+- G k'- ){V.-^-i F A'-^ G A'2
et, j)Ourqu il en soit ainsi {piellesque soient les courbes c et*', il faut f|ue cette relation ait lieu quels cpie soient k et A'. On a|)ejçoit l;i solution évidente :
En efl'et, si l'on a ces relations, les deux UK-mbres de (i) sont identiques. Je dis que c'est la seule solution. Imaginons (jue Ion nieHc' l'équation (1) sous forme entière. L'expression e -\- ifk -{- gk-, qui divise le second membre en tant (jue polynôme en /.■ et /.', doit diviser le premier, qui est
\e—f{ k -H A' ) ^ gkk' ] 2 1 F ^ -i F k -^ G A^ ][!•: + ■>, F A' -- G k"- \ .
Remartjuons que rex|)ression e -\-f{k -^ k') -^ gkk' , en tant que polvnome en /.• et A"', n'est pas décomposable. En edct. si elle l'était, elle se décomj)Oserait en un produit de la forme
l(e^fk){e^fk'),
et. en identifiant ces deux expressions, on obtient
Le'- lef a/^ — -7^-—'
d'où
eg —p = o.
ce qui est impossible. L'expression e -\- f{k -\- k' ) + gkk' n étant pas
aGo CIIAPITRK VI. — APPIJCATIONS GÉOMÉTRIQUES.
décomposable, il faut que les deux facteurs qui entrent dans e H- "ifk + gk"^ divisent les deux facteurs de E + 2 F/ + G A-, c'està-dire que ces deux trinômes soient proportionnels. Gela exige que l'on ait les conditions (2).
Supposons ces conditions remplies pour les surfaces s et S, et soit \ p la valeur du rapport—; nous aurons
Dans la correspondance entre les deux surfaces, l'angle de deux courbes est alors conservé. On exprime ce résultat en disant i\^il y a similitude entre les éléments infiniment petits des deux surfaces. Cette correspondance est dite une représentation conforme.
Considérons, en |)articulier, le cas de A = 1 ; on a
Outre les proj)riétés précédentes, .v et S possèdent la propriété suivante : deux arcs de courbes correspondants tracés sur ces deux suifaces ont même longueur. Deux surfaces pour lesquelles il est possible de réaliser une correspondance de cette nature sont dites applicables V une sur l'autre.
467. jNous allons montrer par un exemple (pie deux surfaces peuvent être applicables tout en étant complètement différentes de forme. Considérons une surface de révolution d'axe O^, les coordonnées d'un de ses points étant
^• = ;'coscp, y = /-sincp, z=/{r).
On a pour cette surface
ds- — dr- [ I -t- / '2 ( /•,! j -r r- do"-.
Considérons, d'autre part, un liélicoïde à plan directeur (c/". n"447, p. 288), défini par les équations
L'élément linéaire de cette surface est
r/ij _- du'-— {a^^ u- ) di-.
JNous allons chercher à déterminer une surface de révolution applicable sur l'hélicoïde à plan directeur. Pour cela, nous allons chercher, par un changement convenable de paramètres, à identifier les deux dsde ces surfaces.
MI. UrFOUMATION l'.T 11 IM'UKSIINT VTION DKS S|:m'Ari:S. ''"U
K(Mnar(|uoiis i|uc rexprcssioii '//' | '-!-,/'■ (/")], <|"i ne coiiImmiI que /", peut être mise sous la (orme du carrr d'uiu' dilli rcnlH-llr. Clierclious des fouclions //, v de /', 'j telles (jne
dr y/i -+-/''^{r) — du, r^ df- = (a'^-^ ii'^) c/»-.
Prenons pour cela
doù
/• dr = w <i«.
La première relation devieul
du r
' dr u
OU
v//--2 - adoù, en intéiirant,
f{r) = a I^(/- -i- y//--— a-) -H const.
L'équation de la méridienne de la surface de révolution cherchée est
^ = aL(/' -t- /'"' — <^-) + const,
ou, en choisissant convenablement la constante,
ae" = r -1- \/ r- — a-.
On en déduit
ae " = r— y/r^ — a^, d'où, par addition.
Cette méridienne est une chaînette (n°4-lo, p. 208) ayant pour axe de symétrie l'axe des ;• ou des x. La surface de révolution engendrée par cette chaînette tournant autour de O:; s'appelle Valysséide. Elle est applicable sur Vhélicoïde à plan directeur représenté par les équations
X = \/ r- — a- cosi|), y — \/ r- — a- sin ç, :z^a-s.
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Pour la surface de révolution, les courbes .5 := consl. sont les méridiennes, pour l'IiélicoVde, ce sont les génératrices; les chaînettes correspondent ainsi aux droites sur riiélicoïile. De même, les parallèles sur l'alvsséide correspondent aux hélices sur la seconde surface.
468. Etudions les surfaces applicables sur un plan. Soit a, [B un système de coordonnées rectangulaires dans le plan. Considérons une surface applicable sur ce plan et prenons a, ^ comme paramètres sur cette surface. jNous devons avoir, dans ces conditions,
cix'^ 4- dy"^ -+- dz"- r= (loL-i -+■ cl<^'^.
Exprimons r/.r, dy et r/z en fonction de c/a et d[i, et identifions les deux formes <piadratiqucs en r/a, d'^ ainsi obtenues. Nous aurons
<" im-'^ l{%)"-'^ T£rr-
Dérivons les deux premières relations par rapport à a et [S; nous obtenons
^ dx O-x _ yr\ dx ô-x ^ âx ô^x -^ dx O^x
Dérivons mainleuant la troisième des relations (1) en tenant compte de celles que nous venons d'obtenir; nous aurons
■^ dx à'-x y^ ()x â^x
Parmi les six relations obtenues, celles qui contiennent — ^> — =^,
-— montrent que ces trois quantités sont proportionnelles aux déterminants x\, B, C. On reconnaît qu'il en est de même, d'une part
(P X â'^ y fP z .. 0^-x ô'-y d-^z .
P^"'' T~7^' "i — Tq' 1 — lo ' (1 autre part pour —r;-, —^, -7—, de sorte que,
si l'on tonne le tableau des dérivées secondes de x, jk? ^ par rapport à a, ^, les trois lignes du tableau seront formées d'éléments proportionnels. Il en résulte que tout déterminant du second ordre issu de ce tableau est nul.
Gela étant, considérons les fonctions -t-5 ^> -r-; le déterminant
da da dix
fonctionnel de deux quelconques d'entre elles par rapport à a, (3 est nul, car c'est un déterminant du second ordre issu du tableau précédent. Donc ces trois fonctions sont fonctions de l'une d'elles. De
XII. — iiii nn\i \ I ION II m I'I(i:m.n lA I KiN lus M m u,i:s. >('>',
Ox (ly <)z . , ,.
""'"*' (i3 ' dS ' ()iÀ ""*"' '"'"''""'^ •''■ ' ""•■ <l «lli'S ()i-, (111 ;i «'iilrc rcs
six (l('rlvt'es une ri'hitiOn (|iii rsi
Il (-11 rôsiille (|iio cos six (li'Tl\érs sont, fonctions (riim- seule d'eiitie elles.
Imaginons niainlen;ml (|ii"on re\iemie. pour- (ji'iinir hi snrfiicc, ;iiix \arial)les indépendantes x, y. Nous obtiendrons les relations entre les nouvelles dérivées el les anciennes en ))artant de
f)z iJz Or Oz Oy da. <).T 0% dy ùx Oz dz dx àz à y
âp"^ âx O'î '^ ÔJ- d^^'
Fin résohant ces équations, nous aurons ,- el ~, et, coinme les
'■ dx dy
dérivées de .r, y, z par rapport à a, ^3 sont fonctions de l'une d'entre
Il -1 àz Oz 1 ■ ,. àz Oz
elles, il V aura entre — et-— une relation; autrement dit, — et —
àx ày Ox Oy
seront fonctions l'une de l'autre. Nous avons constaté (n" io8, p. 249) (juil faut, pour qu'il en soit ainsi, que la surface soit développabie. Ainsi, les surfaces applicables sur un plan sont des surfaces fIé\eloppables.
-i69. Réciproquement, étant donnée une surface développable, nous allons montrer qu'elle est applicable sur un j)lan: pou'- cela, nous allons chercher, par un choix convenable des paramètres ?t, c, à mettre le ds- de cette surface sous la forme du- ^ (h-.
Considérons la développable comme la surface engendrée par la tangente à son arête de rebroussement. Soient M(jc, y, z^ le point de contact de cette tangente, a, ^, y ses cosinus directeurs. Un point cpielconque M, de cette tangente, situé à la distance / du point M, a pour coordonnées
.r, — .r-f-/a, y^ = y-^Vp, z^— z -\- l'[.
Quand le point M et la longueur / varient, le point M| décrit la surface dé\eloppable. Soient 5, l'arc d'une courbe quelconque décrite par M,. .< lare de laréte de rebroussement; nous avons
ds\ — ^ dx\ = ^ I dx -^ l d-j. -\- 'X dt )"-,
^52 ^ V [ a ( f/.v - dl)-^ IdT-Y^i ds ^ dt )■' H- /-^ '/ï^
R étant le rajon de courbure de l'arête de rebroussement en M, remplaçons dy. par ^ flfi ; il vient
ds\ — {ds -h dl )'- -h — c/s-.
Nous allons chercher à mettre ds- sous la forme
c'est-à-dire
(dX^idY){dX — id\ ).
Or, ds'-^ peut être mis scms la forme
ds] = (ds ^dl^ il '-^ ] fds -i-di — il, ^ \ . Cherchons une fonction'ijL telle que le produit
lilds-^dl-^il — \ — rxl\~- --\ds ^ u dl
soit une difl'érenlielle exacte; autrement dit, cherchons un facteur intégrant pour 1 expression
ds -h dl -h il -T- • K
On est conduit à l'équation
à r I il -.T àyi
/ il \ d'j. i d'j.
On a une solution en prenant [a indépendant de / et satisfaisant] à
ou
doù
C?[JL i
'ri.
D'ailleurs, les deux facleuis ds + dl -^ il---, ds -\- dl — il-f^ étant
K ri
imaginaires conjugués, le second a pour facteur intégrant e '"', et, comme le produit de ces deux facteurs intégrants est égal à i , nous pouvons écrire
ds-, —
ds -1- dl -f- il -^
ds ~ dl — il
ds
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Cliicuu (le CCS facU'ur-, doil èlrc une diUérciilicIlc exacle. Pour mettre ee fait en éNidence, posons
"^./ H- IjC premier facteur de ds'^ s'écrit
e'"'J dl -H le''^i d-s -t- 6''<^ d$ ;
c'est la dinerenlielle de
Dans cette expression, sé()arons les parties réelles et les coefficients de /, et posons
X — / C0S7 -h / COS7 ds^ Y = / sina -h / bin j ds.
Nous aurons
ds\ = ( d\ -t- < t/V )\ dX — / d\ ) = d\-~r- dY'-.
11 y a donc application entre la surface donnée elle plan (X, Y), ce qui démontre la proposition.
Examinons la correspondance qui se trouve ainsi établie entre la surface et le plan. Pour /= o, le point M, décrit l'arête de rebroussement de la développable; le point qui lui correspond dans le plan décrit la courbe ayant pour équations
X r= / COS7^.Ç, Y = / si 11 7 (^/s.
A une tangente à l'arête de rebroussement, obtenue pour 5= const., correspond une droite, car X, Y sont fonctions linéaires du paramètre /, de sorte que, dans l'application, aux droites de la surface correspondent des]droites du plan. Ces droites sont d'ailleurs tangentes à la transformée de l'arête de rebroussement.
470. Cotiilnire totale. — Nous avons appelé courbure totale en
chaque point d'une surface le produit > R, et Ro étant les rayons
de courbure prineipaux^en ce point. Nous avons vu que ces rayons de courbure sont les racines de l'équation du second degré sui\ante :
(EH — E,R)(GH — G,R^ — (FH — FiR)'-=o,
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de sorte qu'on a
Nous allons montrer que la courbure totale en un point d'une surface ne dépend que des fonctions E, F, G et de leurs dérivées. Il suffit,
d'après la forme de ,, ^ , de montrer que la fonction E,G| — F^ II] n2
s'exprime en fonction de E, F, G et de leurs dérivées. Rap|)elons
qu'on a
dx
àx
dx
dû
lia
du
dx dv
dx
dx
dv
ÔKr
'JïF'
dv^
du dv
En effectuant le produit des deux premiers déterminants lignes par lignes, nous avons
FiG.
■^ dx d-x ^dlîi dû^
y^ dx d'-x j^ du dv^ •^ dx d-x .t^ dv dv^ ir^ dx d^x ^ d-x d-x Z^ dv "dïï^ ^ "dv^ du^
nous avons de même
dx d-x
•^ ()x 0-x ^1 dx
^ ou du dv jLà dv I
dx d'^x )u dv
•v^ dx d-x j^ du du dv •^1 dx d-x ^ dv du dv
jLd \dudv )
Dans ces deux déterminants, tous les éléments, sauf le dernier dans chacun d'eux, s'expriment en fonction de E, F, G et de leurs dérivées. On a, en effet, en dérivant E et G,
I dE
dx d^-x
dx d- X
dïL -^ ox d-x ' "'^ _ V "*^
1 du j^ du du- 1 dv jb^ du du dv
f Lr ^ dx
dx d-x
dG
dx d'^x
d-x 1 oU ^■^ dx d'-x
1 du ÀM dv du dv 2 dv ^^ dv <îv-
iJérivons F par rapport à a et v^ et tenons compte des relations
XII. - hKKOHMATION RT IIFI'UKSKNT VTION |)i;« MMIKACKS. 'tfj
|ii<''(M'(lnites. On a
(iV I (>!•] ^ O.r d-.T
du }. dv Jmmà (h- du-
dv x dit j^ du dv^
II résulte de là ([iie, clans le dt-Neloppcment de E,Gi — F^, Ions les termes s'expriment en fonction de E, F, G et de leurs dérivées, sauf |ieut-ètrc le terme
,EG-F»,vr:;ir:f£_('i!£.)n.
^^ [ 'lu- dv- \Oudv/ J
Or, en déri\ant par rap|)orl à u la somme
■^ dx
^dû
par rapport à e la somme
^d du du dv
el retranchant la seconde dérivée de la première, il reste
dx d-x
(III- (H''^ Ou fJi
qui s'exprime donc aussi en fonction des dérivées de E, F, G.
Par suite, la courbure totale en un point ne dépend que des fondions E, F, G et de leurs dérivées.
Nous avons vu qu'étant données deux surfaces applicables l'une sur l'autre, il existe une certaine représentation paramétrique telle qu'en deux points correspondants, E, F, G sont les mêmes pour les deux surfaces. Il en résulte qu'en ces deux points les surfaces ont même courbure totale. On exprime ce fait en disant que la courbure totale se conserve dans la déformation.
Constatons, en particulier, que cela a lieu pour les surfaces dé\eloppables, qui sont des surfaces applicables sur un plan. La courbure totale en clnupie point de ces deux surfaces est nulle.
471. Signalons ce fait, qu'il existe des surfaces dont la coiirljure totale est constante. La sphère, par exemple, est une surface à courbure totale constante et positive.
Citons un exemple de surface à courbure totale constante et néj;ati\e : c'est \dL pseudo-sphère ou surface de révolution engendrée par
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la tractrice en tournant autour de son asymptote. En nous reportant à la figure 36 (page 208), nous voyons que GM, rayon de courbure de la Iractrice en G, est l'un des rayons de courbure principaux en G ; l'autre est GT. Les sections principales en G sont, en efïet, la section méridienne et la section qui lui est perpendiculaire. Ces deux rayons de courbure étant ici de sens contraires, la courbure totale est négative; de plus elle est constante, car on a (p. 210)
GIM.GT = GP2 = const.
472. Représentation d'une surface sur un plan. — Supposons qu'on se propose de représenter une surface sur un plan, c'està-dire d'établir une correspondance point par point entre la surface et le plan, cette correspondance devant réaliser certaines conditions géométriques qu'on indique.
Cherchons, par exemple, une représentation qui conserve les angles [représentation conforme {cf. n" 466)].
Soient M, V les paramètres dont dépend la surface, X, Y les coordonnées rectangulaires dans le plan, ds- le carré de l'élément linéaire de la surface, d\'- -\- dY- celui du plan. Nous avons
ds^ = E du^ -+- 1 V du dv + G f/c^,
et nous devons mettre cette expression sous la forme )v(âfX^+ dY'^). Pour cela, mettons d'abord la forme quadratique en w, v qui représente ds- sous la forme d'un |)ro(biil.
{a du -^ b dv ) («' du -h b' o^c),
a! et b' étant imaginaires conjugués de a et b. On cherchera un facteur intégrant pour l'expression adu-\- bdv., c'est-à-dire un facteur m + n i [m et n étant réels) tel que l'expression
( m -+- ni ) (a du -^ b dv )
soit différentielle exacte; m — ni sera facteur intégrant pour l'expression a' du -h b' dv.
Si nous posons
( m -h ni){a du — b dv) = dX -4- i d\ ,
nous aurons
(m — ni) (a' du -i- b' dv ) = dX — i dY^
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d'où
d\-'-hcf\^
[.e |)r<)l)l«"'nic sera rt'soln, le (acleiir /. ;iv;ml pour \,ilciir
i73. Clierclions, en parliciiller, des représenlalinns d'imc s|)lière sur un plan, dans les(|iielles les angles soient conservés. Prenons j)our coordoiuK-cs d'un point de la sphère
a' = R sin 0 cos'J, j- = R sinO sin-^, z- : On a, dans ces conditions,
Pour avoir une solution du problème, écrivons
\\ cosO.
\ ' siii-oy
dO
Comme c^cc et -.—7- sont deux différentielles exactes, il suffit (Je ' sint)
poser
r/O siiiO
tans
pour a\oir une représentation confornie de la sphère sur le plan (X,^ ).
ris. '.'.
Supposons qu'il s'agisse de représenter une poilion du gloljf leirestre, c'est-à-dire d'en tracer une carte, l'renons pour axe OZ l'axe polaire. Les courbes cp = const. sont sur la Terre les différentes méridiennes; les courbes 6 = const., les parallèles. Il leur correspond dans le plan les droites X = const. pour les premières, les droites Y :=Lz const. pour les secondes (Jis^'- 4-)- -^ diirérents UK-ridiens Taisant «ntre eux des angles égaux correspondent des droites également dis-
laiites les unes des autres, mais à diflerenls parallèles obtenus en donnant à G les valeurs 0, G + i°, 6 + 2". . ,. correspondent des droites s'écarlant de plus en plus l'une de l'autre. Si l'on va sur une
méridienne de l'équaleur au pôle, H varie de -i^ à o, tang - varie
de 1 à o, \ varie donc de o à + oc. \ léquateur correspond donc l'axe des X ; à des points voisins du pôle correspondent des points très éloignés dans la direction de O^ . On désigne cette projection sous le nom de projection de Mercator.
On appelle ioxodromie une courbe tracée sur la surface iki ghdje terrestre et qui coupe tous les méridiens sous un angle constant. Je dis que, dans la projection de Mercator, elle est représentée par une droite.
Soient, en effet, deux points A, B du globe terrestre ayant pour images A' etB'. .Joignons A'B'. Ce segment A'B', ([ui rencontre toutes les droites X ^const. sous le même angle, est l'image d'une courlje tracée sur la sphère. Comme l'angle de deux courbes se conserve dans la projection, celte courbe AB rencontre tous les méridiens sous un angle constant. C'est donc bien une Ioxodromie.
474. Indiquons une autre représentation plane de la sphère, conservant également les angles. Nous pouvons écrire
. , , ,0 / W-cm ^, /» , as- = 4 cob* - / j- -r K - lanj^- - d'u
\ 4 cos* -
Posons on en déduit
de sorte qu'on a
K taiitr-:
_ Rf/0
•j. ces- -
ds"^ — 4 cos^ - ( <7o ' -f- ;■- f/cs- ).
L'expression dz,- -r- 0- <;/'j- représente le carré de l'élément linéaire d'un arc dans un plan rapporté à un système de coordonnées |)olaires es et p. Il suffit d'établir entre 9 et o d'une part, p et cp d'autre part, la relation
0 = K lang -) ' 2
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pour avoir une re|tr(''scMlal ion plinic de |;i spliric «Luis ),m|ii(IIc Ir-, angles sont consei'\és.
Cesl une projection stéréogr<i/>/ti(ii(c olitcnue de la laçDu sui- \anU' : Soient (.) rime des extrc'uiilés de Taxe polaiie i flg. /['.'>),
Fis. '.i.
A un point de l'héniisplière qui ne contient j)as to. On pientl pour image de A l'intersection a de Ato avec le plan de l'cquateur. Eu ellet. prenons un méridien déterminé, c'est-à-dire attribuons à '^ une certaine \aleur; on a
OcoA = ^-,
d'où
0« = 0 = W lan" -•
XIII. — Lignes géodésiques
47o. On appelle Ligne géodésicjae à'nne surface une courbe tracée sur celte surface et telle que son plan osculateur en chaque point est normal à la surface. Su|)posons la surface définie en fonction de deux paramètres m, v. Etant donnée une ligne décrite par le point {x,\\ z), le plan osculateur en un point de cette ligne est défini par les deux directions de coeflieients respectifs dx^ dy, dz et d-x\ d'-y^ d-z. Pour que ce plan contienne la normale à la surface, il faut et il suffit que les trois directions {dx^ dy^ dz), {d-x, d'-y. d-z), (A, B, C) soient parallèles à un même j)lan. d'où la condition
I (/.T dy dz I ( I ) (l-x d^r d-z =0.
On a ainsi, eu exprimant tous les éléments de ce déterminant en
fonolion de ii, v, Véquation différentielle des lignes géodésiques. Cherchons quelle est la forme de cette équation. Remplaçons dx^ d'-x, . . . par leurs valeurs :
, ()T , ôx ,
dx ^ — c/u -1 — ^ av.
Ou ov
d'i X = ——- du- -f- 1.
ou- ou Oi-
du dv J r — d\- -+- ^ rt- « -f- -— d'V.
ov- Ou ov
On voit que le premier membre de l'équation (i) se présente sous la forme d'un polynôme en du^ dv^ d^u, d'^v, du troisième degré par rapport à <r/w, dv. L'ensemble des termes contenant seulement les différentielles premières est de la forme
L du^ -1- AI du- di' -+- N du (U- -t- I' dv^.
11 peut y avoir, en outre, des termes en diid'-u, dvd'-v^ dud-\\ dvd-u. Les deux premiers ont leurs coefficients nuls, car ce sont des déterminants ayant deux lignes identiques. Le terme en dud'-v a j)Our coefficient
dx du
,)y Ou
Oz Ou.
r)x ôv A
Ov B
Oz Ov
c'est-à-dire A- H- H- + (l- ou H-. iJe même, le coefficient de dv d- u est — H-, de sorte ({ue léqualion difiérentielle des lignes géodésiques peut se mettre sons la forme
(2) L du'^ -+- M du"^ dv -h \ du dv"- -i- P dv^ -~lV-{ du d^ v — dv d'-u)^ o.
Si l'on prend comme variable indépendante «, v étant fonction de u, on a l'équation
a, |j, Y, 0 étant certaines fonctions de it, c; on déduit de là c\u^une ligne géodésie/ ue est déterminée par un point et la tangente en ce point. En effet, donner un point, c'est donner un .système de valeurs Woi '^0 ; donner la tangente revient à donner la valeur de r,',, et, d'après le théorème d'existence des solutions d'équations différentielles, il y a une fonction déterminée i' de u qui satisfait à Téquation (3) et qui, pour ;/ = Uq, prend la valeur v^ en même temps que sa dérivée première prend la \aleur v'^.
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i7(). Arlievons de (ItUfriniiier l'(''(jii;ilioii (liflr-rciiliclle des li^'iics géodésiques en calciilanl les foiirlions L, M. N, F*. K('inarf|ii()ns fine // et V joueuL le même rôle, saiiftjiie, par pciiimhitiim de // el i','' \. |{, C changeai de signe; de sorle que P se d«jdiiil de L, et N se dcdiiil de M par permutation de // et r, et changement de signe. Il nous sullit donc de calculer L, coefficient de du\ et M, coefficient de da'^ dv. Nous avons
ôx ait
ôû
du'
et
Or
'dz
dx
dy
dz
ou
Ou
du
dv
dv
dv
à-'z du dv
x du
0\y Ou'
Ou Ov
Ou dv
du'
Je dis que tous les coefficients de l'équation (2) s'expiimcni en fonction de E, F, G et de leurs dérivées. Il suffît de le montrer pour L et M. En développant chaque déterminant par rap|)ort aux éléments de la seconde ligne, nous avons
vi==.yfB±-G^)-^^^y
^ \ du du du dv ^
dj_ IJv
dv\ d''x
dv / du'
Foi
dz
Ou du
dz dy _ / dz dx dz dx\àz / dx dy dx dy \ dy
du
du
du dv
dv du I du
du dv
dv du ) du
dx 'dv dx dv dx
) '\duj\ du \du dv du dv
dx dx
Ou dv
dv
^, dx P — ' du
En permutant a et e, le premier membre se transforme en
- B h G — : le second, en G —
Ov Ov Ou dv
r —1 de sorte qu on a
dv dv dv du
iS
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En portant ces valeurs dans L el M, il \ient
^ ô-x ôx y^ ()'-x dx
"' ~ ^^ Ju^ àv Jmà du- au '
•^ O-x dx p^ ^'■^' '^~'' v\^ '^^^ ''•'' r ^'^'^ ^-^
~ ^ du dv dv ^ du dv du ^ du^ dv Aai du'^ du '
Toutes les quantités liguranl dans ces formules sous les signes 2_, s'expriment (n° 470, p. 266) en fonction de E, F, G et de leurs dérivées. Donc, tous les coefficients de l'équation différentielle des lignes géodésiques ne dépendent que de E, F, G et de leurs dérivées.
Il en résulte que, dans Vofjplicalion de deux surfaces l' une sur Vautre, les lignes géodésii/ues de r une ont pour courbes transformées les lignes géodésiques de l'autre : autrement dit, la propriété pour une ligne d'être géodésique se conserve dans la déformation.
477. Nous allons clierclier une autre formé de l'équation différentielle des lignes géodésiques. Prenons comme paramètre, sur une telle ligne considérée comme inconnue, lare >v de la courbe; «, (^ seront des fonctions de s liées par la relation
Pour exprimer que la ligne en question est ligne géodésique, il faut exprimer que sa normale principale en chaque point est normale à la surface, c'esl-à-dlie perpendiculaire aux deux directions de coefficieiils
dx
dz
el
dx
dy
dz
du
du'
'dv'
dv '
dv
(Jr, étant donnée une courbe, si l'on prend l'arc comme variable dépendante, la normale principale a pour coe On a, en effet, avec les notations habituelles.
indépendante, la normale principale a pour coetticients -rv' ■;7T' TT
ai d'x K~ Ts
On a donc les deux conditions
'^ dx d'-x ' ^ Ou ds- ~
■^ dx d'^x jhd ïïT ds-
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\ni\> allons leur ddiiiicr une loiiiic (hni-iiiili-. l'^divons |)Our crhi
():r (i^ T ^ (Is Ou ! dx \ Ou. I
du (/s- ds ds ds
(le sorte que la première eoiulilion (5) peut s écrire
d( — ) d v^ dx Ox ^ dx \ Ou '
ds ^^ ds Ou ^U ds ds
,^ . dx Ox du dx dv
nemplacoiis -;- par -, — | — ■ 7-5 nous aurons
^ ' ds ^ Ou. ds oc ds
dx dx „ du
dv
^ dx Ox du dv
^i ds Ou '' ds ds
Nous avons, d'autre part,
d / àx\ _ d'-x du d^x dv
ds \du / du- ds dudr ds
dx d I Ox \
du
Ox 0'- X
•^ dx d ( ''^ \ I du \- ■^ Ox 0-x ^ ds ds \ du j ~ \ds j ^ Ou du'^
' du \ ( dv\ / ^ d.v d'-x -^ dx d- x \ds/ \^dû dudv '^ jàU'dv Ou-
ds
( dv\^ V^ dx d- X \ ds I ^ÊÂ dv du dv ce qui s'écrit
"Y dx d_/dx\ _ i^dE ( duy ^ ^ f ^\ f ^\ ^/^V"! Jmd ds ds \du / 1 du \ ds / du \ ds J \ds / du \ ds / J
La première condition (5) prend donc la forme suivante :
ïàE/duy dF /du\ /dv\ àG/dvy-^_ y ôû \ds/ '^^ôû \ds/ \ds/ "^ dû \ds) J ~ ° '
'■* ' 7h ^ Ts) YdE/duY- d¥/du\/dv\ dG /dvY
ds
d*' même, la seconde condition est
'"' ' <ls "" " ds) _ r^ fchir- à¥_ /du. /dv\ dG /rfç^y 1 _ ds y Ov V ds) ^ ''' Ov \d^) \7n) ^ IF [d^) J ~ "
Nous avons deux équations différenlielles du second ordre par rapport à n et r considérés comme fonctions de s. A ces deux équations
il faut joindre la relation
Ces relations vont nous être utiles pour démontrer une propriété importante des lignes géodésiques.
478. Calcul des variations. — Considérons, dans un plan rapporté à deux axes de coordonnées, deux points A(a7o, j'o)? ^(■^nJKi) et une courbe C passant par ces deux points, d'équation
Supposons qu'on donne une fonction V(.x-,y, j^') dépendant de x, de y=zf[x) et de la dérixée àe y par rapport à ^, qu'on suppose exister en tout point. A une courbe C déterminée joignant les points A et B correspond, pour la fonction \ , une valeur déterminée.
Cela posé, considérons l'intégrale
U = ^ y{x,y,y)dx.
qui est en quelque sorte une intégrale curviligne prise le long de C. Proposons-nous de déterminer la courbe G de telle manière que U ait sa valeur minimum.
Supposons le problème résolu, et soit
l'équation de la courbe chercbée. Faisons rentrer cette courbe dans une famille de courbes dépendant d'un paramètre. Nous obtiendrons ce résultat en prenant, par exemple, la famille de courbes suivante :
jK = F(.r, a) =/(a") -4- a(a7 — a"o)(a7 — x^) o{x,'j.),
cp étant une fonction arbitraire de x et de a assujettie seulement à conserver une valeur finie et à avoir des dérivées également finies. On reconnaît que pour a = o on obtient la courbe C. De plus, on a, quel que soit a,
L'équation j' = F(a?, a) représente donc bien une famille de courbes passant toutes par A et B, et cette famille renferme la courbe C.
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Si, dans V, on fail y r=: F(.r, a), U devient une eerlaine loncuion de a, (jui doit avoir sa valeur niiniiuiiui pour a :=: o. (hie condiliou
nécessaire pour cela est (iiie la d<'Tivëe -— soil ludlr iiniir a = o. I 1 di '
llemarijuons que y esl loiicliou de x v\ de a, (|u on a y' = —
et que F(:r, a) prend, quel (jue soil a, la même valtnir jjour x = Xf,:
de même pour .r = a^i . U en résulte que -j- doit être nid pour .r = x,^
et X = X f, quel que soil a.
Cela élant, nous avons
doi
dY - Evaluons — > \ dépendant de a par lintermédiaire de y et de jk'
da
Or, on a
dOL
dY dy dV dy' dy d% ' dy' da
dy'
d^y \ di 1
ÔOi
dx dy. dx
dV dy dW \cya / ')y 1)7. dy' dx
dx.
Iranstormons 1 intégrale / -— ; — ^ dx: on a, en inteiirant par
'^ , ' dy' dx ' b I
parties,
rdY_ J àf
d(^ àY \ doL
dx
dx
_ dY dy r dy
dy' doc J doc
dy \ dy'
dx
dx,
1 ^ /àY\ ...... dY . -J ' .
en entendant par -r- ( — ; la (icrivee de — r prise en considérant )' ' f/.r V dy J (ty ^
et y' comme fonctions de x. Prenons les intégrales définies, nous
avons
V doi ) , _ / à\ dyy r''<Jy ^'
r"'"^' w^ / 7 . _ / 1^^' dry r'''^y K'J.y
dx.
dy
Comme -^ est nul poui' x = Xq et .r =r j^j, la première expression
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du second membre est nulle, de sorte qu'on peut écrire
da J 0% [_<Jy-
et cette (|uantité doit être nulle pour que L puisse être miuiiuum pour la courbe C. Je dis que, si la fonction U est minimum pour 1 arc AB de la courbe C, elle l'est aussi pour une portion quelconque de l'arc. En effet, si elle ne l'était pas, il y aurait deux points A,, B, entre lesquels on trouverait un nouvel arc A, B, pour lequel la fonction U aurait une \aleur moindre. En raccordant cet arc aux arcs AAi et B, B de C, on aurait une nouvelle courbe pour laquelle U aurait une valeur plus petite que pour la courbe C, ce qui serait contraire à l'hypothèse.
La fonction U étant minimum pour une portion quelconque de l'arc, je dis qu'il en résulte qu on a, en tout point de l'arc,
dy dx
En efi'et, supposons que le premier membre de cette équation ait une \aleur positive pour tous les points d'un certain arc; on peut
trouver pour y une fonction F(x, a) telle que — soit positif, autrement dit on peut faire rentrer la courbe à laquelle appartient l'arc considéré dans un faisceau tel qu'en passant d'une courbe du faisceau
à l'autre, -p reste différent de o et positif. Dans ces conditions, — aurait
une valeur différente de o, ce qui serait contraire à l'hypothèse. En résumé, une condition nécessaire pour que l'intégrale U soit minimum le long de la courbe C est qu'on ait, en toiit point de C,
Dans chaque question particulière, il y a lieu de voir si cette équation, qui est une équation différentielle du second ordre en y, définit une courbe déterminée à laquelle correspond effectivement un minimum pour U.
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Soieiil (ao,»oK ("d^'i) 'es coordonnées <iir\ ilij;iic> «If (Ifux |i(>iiils donnés A et 13 sur iiiir suiTacc l)(''rinissons iiiif coiirlic [);i>siml [».ii ces deux points jiar une rcliiliou df hi lorine i" = 'iiu), cl cluMclions à quelle relation doit satisfaire la fonction o pour que Tare \B de cette courbe soit iniiuimim. I.a lonp,ueur de cet arc AI» ol
^ M -+- v. K v' -^ ( j v'- dii^
V étant remplacé dans la fonrlifui sous le radical |)ar 's( u). En appliquant l'équation (8) du numéro précédent, on voit qu'une condition nécessaire pour que U soit minimum est qu'on ait
V/E — -2 Kc'-r- Gf'2/ (h- ()V tiv
En introduisant la différentielle ds de 1 arc, qui est égale à
y/E + 2Ft''+ Gv^ du, cette condition s'écrit F -r/tt -u G df
\ ds j XôE/da''^ o¥ fdu\/dv\ dG ( dvy-l
^9^ ds [^(i^j -''-^^^sjKTsj-^-ô^ydSj J="-
C est l'une des conditions que nous avons obtenues (n" Ail) pour qu'une ligne soit géodésique sur la surface. En intervertissant le rôle de u et c-, on montrerait que cette ligne satisfait aussi à l'autre condition. Donc, le plus court chemin d' un point à un autre sw une sur/ace ne peut être qu une ligne géodésique.
Cela étant, supposons qu'on ait tracé sur la surface : i' une famille de lignes géodésiques telles que par un point de la surface passe une ligne de cette famille et une seule; 2" une famille de courbes orthogonales aux premières. Rapportons la surface à ces deux familles prises comme courbes coordonnées ; prenons comme courbes w = const. les géodésiques, comme courbes « = const. les courbes orthogonales. Cherchons la forme des fonctions E, F, G. On a
d'abord
En second lieu, la ligne v = const. doit satisfaire à l'écpiation fg ). On reconnaît que cela exige
oE _
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E se réduit donc à une foncliDii de u. Le carré de rélément linéaire de l'arc est, jiar suite, de la forme
Prenons un nouveau paramètre tel 'que sa difrérentielle soit égale à ^/E(«) du. On voit que ds- prend la l'orme
ds- — (/»- -f- G{u, r ) (/i-,
et, pour une ligne géodésiquo. nous aurons
ds^= du-.
La distance de deux points Ai ?/o. io^- B( //, , v „") sur une géodésique est donc
Considérons une iiiilre ctuirhe joignant les jtoints A el B. La longueur de l'arc AB sur cette rourhe est
= / V ' "^ Gi- - lia.
C'est l'intégrale de 1 expression y/i-f-Gv-, qui est constamment supérieure à i, c est-à-dire à la dérivée de u. Donc la valeur absolue de L est supérieure à [ //, — u^ \ et, par suite, à | 5, — Sq |. Les Usines géodésiques sont donc Ok'/i des courbes de longueur /ninimu/n. tout au moins dans une région siit'lisammiMil [letite.
I. — Produits infinis
480. Con^;^(lt'ron^ une suite de quantités réelles ou complexes ?/|, (f.^ u,i. ... et formons le produit
P„= lliU».. . .«„.
5/ ce produit (end vers une limite finie F* quand n crott indéfiniment, on dit que le produit infini
UiU^. . .Un- . ■
est con'^er^ent et a pour valeur cette valeur limite. Soit, par exemple, une série convergente
«1— (1-2-^. . .-H rt„-4-. . .
dont la somme est s. Le jiroduil
est égal à e'^^'^'^i'^--'^''». Par suite, lorsque n grandit indéfiniment, il a pour limite e^. Nous dirons que le produit infini de facteur général c'-" est un produit infini convergent.
Comme pour les séries, on peut, dans l'étude de la convergenc^e d un produit iniini. supprimer un nondiro fini de termes au commencement du produit.
Remarquons que. si un facteur est nul. tous les produits à p;nlir d un certain rang sont nuls, leur limite est zéro.
Cela posé, considérons un produit infini de la toruie
(H- Ui){i-+- ;<j !.. .((-+- «,,)
Je dis qu"///? produit de cette forme, où les nom/tres ?/,, u^
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ii,ii • • • sont réels et positifs, est convergent ou non en même temps que la série de terme général Un est convergente ou non. En effet, supposons d'abord cette série divergente; la somme de ses n premiers termes tend vers + oc avec n. Or, on a
P/i = ( I -I- Wi ) (l -1- Mo ) • • • ( I -+- «« ) > 1 -H » I -f- . . . -^ Un ;
donc P„ tend vers -t- oc.
Supposons maintenant que la série soit convergente. On a
e''i>i-f-Mi, e"»>i-t-«2, .-., e"">n-M^, d Où
e".+">+-+"»> (l-h Mt)(l -H M.,)...(l -+- Un).
Quand n grandit indélinimeiit, le premier membre, par suite de la convergence de la série, tend vers une limite. Le second membre, qui est P«, va en croissant et reste inférieur à cette limite; il a donc, lui aussi, une limite P.
Je dis que cette limite est indépendante de l'ordre des facteurs du produit, c'est-à-dire que si l'on opère nn déplacement de termes dans la suite Mi, «2? •••^ "«< •••' de façon à former une suite f,, i'j, ..., t'„, ... composée des mêmes termes écrits dans un autre ordre, le produit
est convergent et a même limite que le premier. D'abord, il est convergent parce que la série
t'i +- P"., -h. . .-h t^rtH-. . .
est convergente. Soit P' sa limite.
Fixons un nombre /i, et prenons q assez grand pour que, parmi les q premiers termes v, se trouvent les n termes «i, Wo, ..., m,,. Nous aurons, comme tous les facteurs sont supérieurs à i ,
P« i P'^ i P'. On en déduit, en faisant croître // indéfiniment,
P = limP„^P'.
On montrerait de même que l'on a P'<P. En lésumé, on a
ce qui démontre la proposition.
I. - l'UODl ITS IM'IMS
482. TiiKOuÈME oÉNÉiiAL. — S/' Il \ ^ n>, •••, "//, ••• sonl <lcs noinhrcs complexes formant une série absolument, con^'ergentc, le proiluit
est convergent; il a une valeur dijjérenle de zéro, à moins que l'un fies facteurs ne soit nul; cette valeur est indépendante de l'ordre des facteurs.
1" Gardons les notations précédentes, et posons, en outre,
u'n = 1 u„ j et
La série
étant par lijpothèse convergente, le produit P^, qui rentre dans le cas du n" 481, est convergent; soit P' sa limite. Donnons-nous un nombre positifs. En vertu du théorème de Cauclij sur les limites (t. I, p. i5 ) et du fait que P„ tend vers P', il existe un entier p tel que, pour n^ p, on a, quel que soit A >> o,
Formons, d'autre part, l'expression P«+a — P» :
Pn+h—^n= (I-H Ml )...(•-+- «„)[(! -h U«-t-i ) . . . (l + "„+/,) — l]-
On voit que le second membre, si on le suppose développé, est une somme de termes dont chacun est le produit de certains facteurs u et est alTecté d'un coefficient positif. L'expression P^^^^ — P^, diffère de la précédente en ce que chaque quantité Un est remplacée par u'^j, de sorte que les termes de cette seconde expression sont égaux respectivement aux modules de ceux de la première. Il en résulte qu on a
I » n+A — Prt 1 = P«+/i "il
et, par suite,
En résumé, à tout nombre positif s correspond un entier p tel que l'on a, pour /i > /.» et A >» o,
Cela prouve, d'après le tlu'orème de Cauchy (p. 4)? ^"^ ''* quantité P„ a, pour n inliui. une limite déleiiuiiiée.
2° Je dis que, si aucun facteur du produit n^esl nul, cette limite P est différente de zéro.
Un tendant vers zéro, on a, pour n supérieui à un certain entier/»,
Mettons de côté les termes pour lesquels cette inégalité n'a pas lieu, c'est-à-dire supprimons au commencement du produit les termes de rang inférieur ou égal à />, et supposons que parmi ces termes aucun ne soit nul. Tout revient à montrer que le produit infini commencé au (/? -f- 1)"='"^ terme a une limite dilFérente de zéro, ou, en d'autres termes, qu'un produit infini dans lequel tous les u sont plus petits que i en module a une limite dillerente de zéro. On a en effet, dans ces conditions.
L inverse de cette quantité est un nombre fini cpie nous écrivons
de sorte que nous avons
Je dis que ce produit -^ a, pour n infini, une limite finie, c'està-tlire que c'est un produit infini convergent. Posons
nous avons, comme Un tend vers o,
hm — = i.
Donc la série de terme général v,, est absolument convergente,
comme la série des u„. Par suite (i"), le produit -^ est convergent;
donc le produit P,; a une limite différente de zéro.
3° Montrons enfin que cette limite P est indépendante de l'ordre des facteurs.
Soient t',, 4^2, ..., Vni ... les quantités ;/,, Wo, ..., m„, ... écrites
I. — l'IlOKI lis INI'IMS. -iS't
dans un aiilrc ordi-c. l'osons
Q'n= (i -^ ^''i)(i ^ i'-i). • Al ^ V'n)'
La série de ternie i;én(''ral c,/ i'l;iiil al)Solunicnt convergente, le produit Qn est convergent; soit (^ sa limite. D'autre part, P)^ et Q), (qui rentrent dans le cas du n" 481) ont des limites P' et Q' qui sont égales.
Donnons-nous un nombre positif e; nous pouvons trouver un entier p tel (pie Ion ail. (|U(d (pie soit h >/?,
|Pa-P'|<s, iQ;,-Q'|<e.'
h étant choisi plus grand que p, prenons un entier li''^h assez grand pour que tous les facteurs (i-f-w,), ..., (i + «^) appartiennent au produit Q^ . On reconnaît que dans ces conditions l'expression Qa — P/i est une somme de termes dont chacun est le produit de certains fadeurs u. On en déduit, comme plus haut {cf. i"),
! Q/.'- Pa i ^ ! Q);.- Pa ; ^ i QÂ-- Q' 1 + i P^i- P'I,
d"où
IQ/.'— P/,i<2£.
Quand li grandit indéfiniment, h' grandit aussi indéfiniment, Q^et P^ tendent respectivement vers Q et P, et l'on a
IQ-P <2e;
£ étant arbitraire, cela montre ([ne l'on a
ce qui démontre la jiroposition.
On dit, dans ces conditions, que l'on a un produit infini absolument convergent.
483. Considérons maintenant un pi'oduit infini dans lequel les facteurs sont fonctions d'une ou plusieurs variables réelles ou complexes. Le produit infini runstitue lui-même une fonction de ces variables. Posons, comme précédemment,
P/, = ( 1 -T- £<i ) ( I -H «2 ) • • • ( 1 — "« ) ; nous avons
Pn+l = P« ( I ~i~ "«-1-1 j = P« -r- "«-Hl P«5
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el, si le produit est convergent et a pour limite P, nous pouvons écrire
P = limP„=P,+ (P.,-P,) + (P3-P2)-^-..+ (P«-+-i-P«)+..., ou, d'après la relation précédente,
P = I -t- «1 -4- Pi ?<2+ Pï^S-!-' ••-!-?« lln+l -H. . ..
Nous avons dans le second nieiiibr<' de cette relation une série; nous dirons (qu'elle est équivalenLe au produit donné.
Supposons que les fonctions Mi, u^-, •••■, u„, ... forment une série nornuilement convergente, c'est-à-dire qu'il existe des nombres positifs ^1, g-x., . . ., gni • • • formant une série convergente et tels que
dans les domaines que l'on considère, l'osons
Le produit 0,^ rentre dans le cas du n° 481 et a une limite G quand n croît indéfiniment. D'autre part, de
I 1*11 I = Sn
on déduit, d'après un raisonnement d('jà fait,
Considérons alors la série numérique à termes positifs
I -t- H, -I- PiU2-T-. . .-^ P„a„H-i-i
a ses termes respecti\ement inférieurs ou égaux en module aux termes de cette série; donc elle est normalement convergente. On en déduit les conséquences suivantes (n"'* 23o et 238, p. 3i et 34) :
Si les u sont fonctions continues d' une ou plusieurs variables réelles dans un certain domaine relatif à ces variables où la série des uest normalement convergente, le produit P est dans le même domaine une fonction continue des mêmes variables.
Si les u sont fonctions holomorphes de variables complexes dans un certain système de domaines A, B, G, ... oii la série des u est normalement convergente, le produit P est une fonction holomorphe en tout point intérieur aux domaines A, B, G, ....
I. — l'iiom lis INFINIS. 7.S
•iSi. Dérivée loi^aril liDiiiiuc (T 11 n /iiodiiil in/ïni. Soit
f{Z) = (I -i- «1 !.. .(IH- Un ). . .
nu jM'odiiil iiilini, les //„ rl;iiil foiiclKtiis iHildinorplics d une; \;in,il)li'
foinj)ic\<> r, cl la série^//„ élant normalement convergente dans un
domaine IJ. Soit a„ la borne supérieure de | «« 1 dans D; a„ teiul \ers 0 quand // tend vers + 00. Prenons un nond)re p tel que o<<p<C'; quand // dc'passe un certain (entier yy, on a a„ << p. Posons
(1) f{Z) =(l -f- «l)...(H-it;,jO(5),
(2) o{z) = {i-^ Up-^i). . A\^ u„)
D'aiilrc jiart, en supposant | w ] < i , désignons par Log(i + u) la délenninalion du logarithme qui s'annule avec m, et qui est rej)rrsentée (n" 253, p. 53) par la série
Cette série représente une fonction liolomorphe dans tout le cercle [ m | £ p, puisqu'on a p <C i •
Le rapport de cette fonction à u est égal à la série
qui, élant comme la précédente, liolomorphe dans le cercle j m j^p, reste dans ce cercle inférieure en module à un nombre fini M. On a donc, sous la condition [ m ] ^ p,
et par suite, pour n >/>,
I Log(i ■+- Un) l = Ma„.
On en déduit que la série
(3) Log(i-+- U,,+x)^. ..-H Log(i-^ Un) -H-.. .
est normalement convergente dans D; elle représente donc une fonction holoinorphe en tout point intérieur à D, soit g^z); on déduit
de (3)
ce qui s'écrit
cp(-j = (l -h «/,+l). . .(1 -H Un). . .= eS^^K
Par conséquent, g{z) est, pour chaque valeur de 2, égale à une détermination de Loges (2).
La série (3), étant normalement convergente dans D, peut être dérivée terme à terme, en tout point intérieur à D (n° 238, p. 36); en outre, si D, est formé des points de D dont la distance à la frontière de D surpasse un nombre positif /', la série dérivée est normalement convergente dans D,. En formant cette série et remarquant que la
dérivée de toute détermination de Log'j(5) est —, on ohlient
Ghacunedes/? fonctions (i -h «,),.. ., (i + ;/^), étant holomorphe, a, dans un domaine borné, un nombre fini de zéros (n° 1269, p. Q'j).
Soit A un point intérieur à D et pour lequel /(s) est différent de o; aucun des facteurs précédents n'est nul en A. iNous pouvons prendre un domaine borné A auquel A soit intérieur, ne conlenant aucun zéro de/(5), et contenu dans une région telle que D, obtenue par le procédé rappelé.
Chacune des fonctions , •••, est holouiorphe en tout
I ^- «1 I -t- Up r
point de A, donc reste bornée en module dans A qui est fermé et borné; il en est de même de m',, «^j • • -i "d? ^^ sorte que les p fonctions ^ — > •■ -, — - — sont bornées en module dans A. Cela étant,
par dérivation logarithmique de (1), et en tenant compte de (4), on obtient
Cette for/nule est établie pour tout point A c/ui n\innuLe pas /(z), et la série du second membre est normalement convergente dans tout domaine tel que A (par exemple, il y a certainement un cercle de centre A dans lequel la convergence normale est réalisée); par suite, on peut effectuer la dérivation logarithmique du produit f(^z)^ et dériver indéfiniment la jormule obtenue, le résultat restant toujours valable pour tout point autre qu'un zéro de f{z).
I. l'UDDt IIS INTIMS. lH<J
Les Iciines de celle série soal les dérivées l<tjj;;irilliiniijiies des expressions
Fonnons alors le produil
La série > — r— r est nonnaiemenl converireiUe dans loiil domaine
borné; par suite, le produil considéré représenle une fonclion /(s) holoraorphe dans toul domaine borné, par suite dans tout le plan, autrement dit une fonction entière. Par application du n" 484, on peut opérer la dérivation logarithmique de cette série, ce qui donne
f{z) s jà^ Z^ — rt-K-
Mais la fonction sins a aussi pour dérivée logarithmique cot:; ; on en déduit que le rapport -7- — est égal à une constante A. J'our déterminer A, donnons à z une suite de valeurs tendant vers 0 ; on reconnaît, d après (i), que "^-^ — - tend vers i comme ^3—; donc A =: i . hn
résume, on a
On peut, en parlant de là, obtenir un développement en j)roduit inlini de cos:;. On a, en efïel,
•et
En portant celle valeur ainsi que celle de sins dans la relation j)récédente et en remarquant, une fois le fadeur 2:? supprime, (pie les termes du dénominateur sont les termes de rang pair du nmncraleui-, il vient
COSS = / 1
Remarquons (pie 1 on relr(juv(' bien ainsi, en annulant le> dilierents B. — II. M»
•igo
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facteurs du produit, les zéros de cos2, de même que le développement de siii:; met en évidence les zéros de sin^.
•486. 11 V a lieu de remarquer que, dans le développement de sins, chaque terme, sauf le facteur z, peut être décomposé en un produit de deux facteurs du premier degré; mais le produit infini
^ V "~ TC / \ i: / ' \ m-/\ nir,/
que Ton obtient ainsi ne satisfait pas aux conditions de convergence. En effet, les quantités a corres|)ondantes né forment pas une série convergente. Mais je dis cpi'on |)eut écrire
SMl 5 — Z
en considérant comme facteur du produit II chaque expression
. Pour montrer que ce produit infini est con-
pour /?? = ±: I , ± ^i, vergent, posons
U,„ tend vers o avec — • Évaluons Tordre de grandeur de U,„ par rapport à — quand — tend vers o; cela revient à évaluer l'ordre de t m ' m
grandeur de Log(i + U,M) (en désignant ainsi la détermination du Log qui s'annule avec U,„). Or, nous avons
Log(. + U.„ )=^^-^ l^og (. _ -f-) = -1- - [-1- + -^ +...],
\j,n est donc comparable à^' en entendant par là que le rapport
de U,„ à ^^ tend vers un nombre fini quand m tend vers ±x, par m -
suite, la série de terme général U,„ (m = ± i , ±2, . . .) est normalement convergente dans tout domaine borné. On en conclut (n" 483) que TT(i H- U,«) est holomorphe dans tout domaine borné, et, par suite, dans tout le plan.
II. — DKKIMTION nr. -ïll, ^11. ]> Il . i^l
D'ailleurs ce proiluil csl cvi(l(Mii iiciit <;(|iii v.iIl'iiI au produit (iiii représciile siii3, car si Ton j^rotipe les lerincs couiim; il est iiidifiiir, eu prcuaul ilcu\ valeurs de m ('•^alt;s et de sij^^ues coulrain--,, le produit de ces deu\ tacleurs est égal au ii-rine g('a('r, il du proiluil -,iii;.
En résumé, on peut écrire
sin z = z
Celte fonction sinz et, ilune façon générale, toutes les fonctions trigononiélri(pies, les fonctions exponentielles sont des fonctions à une période. iNous nous proj)ostMis, dans ce qui suit, de définir des fonctions analytiques de 3 à deux périoles.
Défiaition de ::'//, Zu, pu.
487. Soient a et b deux nombres complexes dont le rapport est non réel. Us sont représentés dans le plan par deux, points A et B non en ligne droite avec O. Considérons les nombres de la forme nia-\- nh, où m et n j^renuenl tous les couples de valeurs entières. Leurs point> représentatifs sont les sommets d'un réseau de parallélogrammes construit sur O \, OB {/ig. 44 )•
Cela posé, éludions la série à termes positifs
^•i I ma -h iib i'- À étant un nombre positif et 7 iiidi piiiit la somme des terme;
obtenus en donnant à m et n tous les couples de valeurs entières possibles, sauf le couple m = n = o. l'accent clanl mis pour rappeler cette exclusion.
Je dis que, si\ est plus grand que 2, cette série est coincer gente. En effet, groupons les points ma H- nb de la façon suivante. Prenons d'abord le parallélogramme P, de centre O, tel que A et B soient milieux de côtés pour ce parallélogramme. Il j a sur P, huit points qui sont sommets du réseau. De plus, on voit que Ion obtiendra tous les sommets du réseau en prenant successivement tous les parallélogrammes P,, Po, ..., Pa, .... Pa étant liomothétique de P, par rapport à O, le rapport d'homothétie étant A {fig. 44)-
Soit p un nombre positif tel que le cercle de centre O et de rajon p soit intérieur à P,. Les huit sommets situés sur P, ont des modules supérieurs à p, de sorte que, pour chacun de ces huit sommets, nous avons
I ma -r- nb |* p^
P2 contient 2.8 sommets, et le modide de chaque terme correspondant de la série est plus petit que r- Dune façon générale, P/, contient 8/i sommets, et le module de chaque terme correspondant de la série est plus petit que — — x* H p'» résulte que l'on a
^d\ma^nb^- \p/ \ •>• ? / \fi?/
nb >' s>- \ 2> 1 A>-»
Si À >> 2. A — I est supérieur à i et la quantité entre crochets est une série convergente. Par conséquent, la série de terme général
r- est convergente si ). >> 2 (les termes de cette série peuvent
ma -+- nb ]'•
être écrits dans un ordre quelconque).
4'88. Remplaçons dans ce qui précède a par 2 w et b par 2m'. On
pose
t, , Il II-
iu étant mis pour d{u), I 1 désignant le produit infini des facteurs
II. — DKKIMTION l»K j l( . "^ l( . pu. Jif
obtenus en laisanL .v = 2 ///(>) + ^, /m.»', ni <i // |>irii;ml liiii> \i> ((»ii|)|fs (Je valeurs entières sauf le couple m = n rz^ o.
Nous allons (TaLord nionlrcr (|iie I 1 <s| rdin crf^fiil . iJt'si^iKui^ U'
faficur <;t''néral de ce piodiiil par 1 -f- 1/ ; on a
U est une f'onclicHi entière de — • Konnons L('g(i -\- U), <{ui est, comme I on sait, comparable à L ; nous avons
u u- (a 11^ lû \
Log(i + U)=-(i^+...).
La détermination de Log(i+ U) qui s'annule avec U est donc une fonction analvtique dont le développement en série commence par
un terme du troisième degré en — ; il en est donc de même pour U.
Soil R^o. Astreignons-nous d'abord à prendre u dans le cercle C : | m j ^R; soit p un nombre positif inférieur aux modules de tous les nombres s autres que zéro; on a, dans ces conditions,
On peut, d'autre part, écrire
bH
la série entre crochets étant fonction entière de — • Comme — reste
borné, cette série Veste bornée; soit M une limite supérieure de son module. On a ainsi
La série ^ ^ , (les terine-< de cette série étant écrits dans un ordre quelconque) est convergente (n°487); on déduit de là que la série^ U, qui a ses termes au plus égaux en module à ceux d'une série à termes positifs con\ergente, est normalement con^er^ente dans C; donc le produit M (i -f- U) représente (n" 483) une fonc-
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lion holomorphe dans tcut cercle C intérieur à C. Comme le rayon R
de C est arbitraire, le produit I 1 (' + I ) est holomorphe dans tout
le plan.
D'après cela, o'w est une fonction entière de a. Elle ne s'annule que si l'un des facteurs est nul (n" 482). Or, le facteur général s'annule pour it = 5, le premier pour ;/ =: o; les zéj'os de du sont donc les sowmeis du réseau des points s, chacun d'eux est zéro simple.
La fonction du est impaire. En effet, le produit 1 1 est une fonction paire, car on peut grouper ses iacteurs deux à deux en mettant dans un même groupe les facteurs correspondant à deux nomlires s opposés. Si l'on change u en — u. chacun de ces factciirs se change
en l'autre et, par suite. I | ne change pas, du étant égal au produit
■d'une fonction paire par le fadeur u est une fonction impaire; on écrit
tf ( — M ) = 'i U.
489. Par application du jnincipe dw n" WÀ. cm peut effectuer la dériNation logarithmic|ue de la formule qui d('finil du, puis ensuite dériver indéfiniment la (oimule obtenue, les résultats étant valables en tout point autre qu'un point s. On pose
lu = ^ — \-y { \ h —
r' u II ^^ \ u — s s s-
X>u ——t' u = -1, ^7 -, : rA
, 2 XT'' —
U^ Jmd ( u —
(u — sf
du étant impaire, d'u est paire; donc J^w, p' u sont impaires, pu est paire. Les seuls points singuliers de ces fonctions sont les points s; soit 5o l'un d'eux. On a, s^ étant zéro simple de du,
on en déduit
CT M u 5o ^
Donc Z,u admet 5o comme pôle siniple, avec résidu i. Par dérivation, on voit que pu admet le même point comme pcile double, la
II. — i>i:iiMiio\ m-: ^it. ^u. ji
i-*.M). ('Aiiisidorons hi Idriimlc
le signe ^ élanl «''Iciulii à Unis les poiiils .v. sniil I oiiijinc. < )ii pcnl
enc(»re écrire
p' Il =
le signe 7 (iniil éleiidii à lous les soiimiels du rt'seaii sans exeeplion.
Sous eetle forme, on reeonnaîl que p' ii est une l'onelion tloublement périodique ayant pour périodes ?. to et ao/. En effet, augmentons u de 2(0 par exemj)le; l'ensemble des expressions (ti — s) est identique à l'ensemble des expressions (?/-|-2a) — s), car le terme (u — 5o) du premier ensemble est égal au terme [w-|- ato — (a'o + 2(o)] <\u second.
Donc p' u ne change pas quand on augmente u de 3io. De même, on reconnaît que p' a admet la période '2to', de sorte que l'on a, m et n étant deux entiers quelconques,
En parliculier, on a
p'(u -4- -iw) = p' u, <J\)ù. en intégrant,
p (u -h o.ui ) = p u + con«t.
Pour déterminer la constante, faisons u = — (-), ce qui est b'gitirne. ce point n'étant pas sommet du réseau ; il vient
pco — p( — to ) -1- const.,
et, comme pu est une fonction paire, on déduit delà que la constante doit être nulle. On a donc
p(u -f- 2aj) = pu,
ce qui montre Cjue pu admet conin.e jiériode 2oj. On \eirait de même que aw' est aussi période.
En résumé, nous \ovons qu'fï existe des fondions aïKilviniucs uniformes doublement fiériodicjues, à sa^oir la fonction j3// et toutes ses déri\ées. Toute fonction uniforme, en particulier toute fonction rationnelle, de pu et de ses dérivées, possède la ini-me propriéti'.
III. — Théorèmes généraux sur les fonctions elliptiques
491. Considérons, d'une façon générale, une fonction admettant pour périodes les nombres ato, 2ti>', dont le rapport est non réel. Formons romme précédemment le réseau de parallélogrammes dont les sommets sont les différents nombres 1 m <ji -\- '>. nio' . Nous dirons que deux nombres complexes z, z' sont congrus, ou que les deux points correspondants sont homologues, par rapport à ce système de périodes, si la difiérence z' — z est égale à une combinaison linéaire des périodes ; on écrit alors
z' ^ z (inod.aoj, ■^. w').
Les [joints homologues d'un point quelconque A sont tous les sommets d'un réseau de parallélogrammes obleuu en faisant subir an premier réseau une translation égale au \ectcur OA. Remarquons aussi qu'étant donné un parallélogramme <]uelconque de périodes, par exemple celui qui a pour sommets les points o, aoj, aw', aoi + ato', tout point a un homologue dans ce parallélogramme.
i92. Posons
(1) 10 1 = Àw -r- JJIU»',
À et ij. étant deux entiers positifs ou négatifs. Il est évident qu'une fonction qui admet comme périodes aw et 210' admet aussi comme période 2104.
Supposons maintenant k et jj. premiers entre eux; on peut trouver (en faisant les opérations du plus gi-and commun diviseur) deux entiers )/ et p.' tels que
).[/-[jiX'=i.
Posons, dans ces conditions,
(2) t)i\ = À' te -f- fJL'o)'.
Les équations (i) et (2) peuvent être résolues par rapport à 03 et ta'; les valeurs que l'on en tire sont de la forme
w = ),] Wi -4- ;jLi coj. (o'= X'j Wj -H iJLj tuj,
}.i, [j.,, X'i , Y-\ étant des entiers. On reconnaît, d'après cela, que toute combinaison linéaire de 2w et 2(t>' est combinaison linéaire de 2(0,,
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2(o', , et récipror|iiemcnl. On dil que le sjsfènir r/r />rr/n(/rs 9. ».), v. (•)' est écjuàalent au systi-mc de périodes •?.^o^, :n<i\. Vax n'inf)laraiit l'un des systènirs pur la 11 tic, 011 nlihcnt les iiirm<'ssriiiinir'ts dr* n'sfMiix. Soil R l'enseinhle di\s points s obtenus on partant d'un systruie r|c périodes aw, ao)'; on dit que ce sjslcnie de périodes esi primitif pour une fonction si cette fonction admet ces périodes et n'admet pas de système de périodes tel que le réseau correspondant à ces nouvelles périodes comprendrait d'autres sommets que ceux de R.'
i93. On appelle fonction elliptiriiie une fonction 'méromorphe doublement périodique. Par exemple, pu et toutes ses dérivées sont des fonctions elliptiques.
Par définition, une fonction elliptique n'a pas d'autres points singuliers que des pôles, qui sont d'ailleurs, comme pour toute foiulmn méromorphe, en nombre fini dans toute région limitée.
49i. Une fonction elliptique entière est nécessairement constante. En eflet. le module d'une fonction entière considérée dans un domaine borné est borné. Donc le module d'une fonction ellij)tique entière est borné dans un parallélogramme de périodes. Par suite de la double périodicité de la fonction, il reste donc borné' dans tout le plan. D'après le théorème de Liouville (n" 2Go), une fonction qui possède cette propriété se réduit à une constante.
Une fonction elliptique qui ne se réduit pas à une constante a donc des pôles.
A%o. Dans un parallélogramme de périodes, la somme des résidus d'une fonction ellipticiue f{u) est nulle.
Remarquons d'abord que nous pouvons toujours prendre un parallélogramme de périodes ne contenant aucun pôle sur son contour, en efi'ectuant au besoin une translation. Soit ABCD un tel parallèle-
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gramme {Jig. 4^^ -^I^ étant un vecteur é(nii[)ollpnl au vecteur 20), AD au vecteur lui.
Nous axons [lliéorèmc <l<'s résùhis, n" "274)
/ f( Il 1 (lu = ■> f'-r ^ 1^ ,
• AlfCIi" ^^
/ P> reprt'scnlanl la somme des résidus relatifs aux jkMcs de y" contenus dans ABCI). D'autre part, considérons dans l'intégrale les deux parties
f f(u)dii — f f(u)dii.
Posons. (|uand // décrit DC,
U = Ui -+- ■xio'.
Quand le |)oiul // décrit le côté DC, il i décrit A 15, et l'on a, à cause <le la périodicité de /,
/ f{ II) fùi = I f{iti)d/ti= I /'{u)du,
' ne «^ Alt • AH
d où
/ /{indu — / /(it)da = o.
AI! «^DC
On reconnaît de même que l'on a
/ /(u) du — / /( u ) du = o,
• Al) • ne d'où
/ /( u I du = o
• ABCIl
et. par suite,
ce qui démontre la proposition.
Il résulte de là qu'il ne peu l existe?^ de fonclion elliptique ayant dans un paT-allélogramme de périodes un pôle simple unique. En eftet, pour un pôle simple le résidu est difff'rent de zéro; d'ailleurs, le pôle étant unique, la somme ^R se réduirait à ce résidu et ne pourrait être nulle.
i96. Dans un parallélogramme de périodes relatif à la fane-
III. — THKOHKMI'S (JIInKHA l \ SIR I.I.S FONCTIONS KI.MI'TIOI'KS. 'f'MJ
tion J\u ). le non/b/r f/rs zrios de rcl Ir fniicli'nn rsl (''i^nl ait nornhir de ses fiâlcs, cIkkuh dru.r rhinl (ani/'lr <ivcc son ordre de iinillip licite.
Remarquons d almic] que les zéros sont en uoinhif lini, rnr cv soiil
les pôles (le -. qni est une fonction (•Ili[>tiqiio. Prenons ini paiiilh'-
logramnie de périodes \B(.D ne conlcnant ni jxMc ni /.l'ro sur son contour.
D'après le numéro nréciMlcnt, romiiie =^7 fst un»- lonrtioii rllii»-
licpie aux mômes périodes (]ue /, la somme de ses résidus dans le parallélot;rammc A1)(]D est nulle. D'autre part, cette somme est égale (n" 276, p. -i i à ^/> — a-i^I'A-iP *^"'^'^^ ^^' >i""il>''e des zéros de f dans le parall(''l()i;ramme ARCI), ^7 'f ncunfire de ses pôles. On a donc
On en déduit la consé<]iience >ui\;inlc :
Considérons la fonction /(?/) — C, C é-tant une constante. Elle a les mêmes pôles et les mêmes périodes que y. Donc elle a dans un parallélogramme de périodes un noniLie de zéros égal au nombre de pôles de /(«)• Donc une fonciion ellipli'que prend dans chaque parallélogramme de périodes toute valeur finie ou infinie le même nombre de fois. Pour appliquer ce théorème, on aura soin de prendre un parallélogramme sur le contour duquel fiu) ne prend pas la valeur C.
497. fUins un parallélogramme de périodes ndal if à une fonction ellif)ti(jue f[u)., la somme des zéros diffère de la somme des pôles d'une combinaison linéaire des périodes.
Considérons le parallélogramme de périodes ARCD, et prenons l'intégrale
^f}inj^du-f^ii^.iu.
duc /'«> ^'av f'"^
Posons, sur DC,
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quand le point u parcourt DC, le point w, parcourt AB, et nous avons I -^7 — — du = I ( M, + ^.to ) •-— dux,
d'où, en mettant dans la seconde intégrale u au lieu de M|,
^V /(") .'ab /^") •\b/(")
et, de même,
/ —j-^-du— f ■ du = 9. o) / • du.
Pour évaluer / -.-, — r- du. par exemple, remarquons que, en A et B, .'ai, A") ' ' 11'
f • /(u) a la même^•aleu^; la fonction primitive de >> qui est une détermination de \^o^/(n), augmente, quand u va de A en B, d'un niul-
'—X-, — -du. En revenant à l'in-
ARC
f uf'iu) J . ,
I — - , . au =■ iiTzi irniù -h inu} ),
.'abcd /^")
m et n étant des nombres entiers.
Evaluons, d'autre part, cette intégrale, par application du théorème
des résidus. La fonction -—-, — — a pour points singuliers les zéros et
les pôles de /; en un point a qui est pôle ou zéro pour^, posons
f=(u — a)Acp(î<),
'-^(a) étant fini et différent de zéro; on en déduit
— étant régulière au point a. On déduit de là
uf ^uh Ci' ah , «p'
J u — a cp u — a cp
ce qui montre que a 'est pôle simple pour la fonction -y-> le résidu correspondant étant (di. En prenant le parallélogramme de pé-
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riodes ABCD de façon qu'il n(? contioniK; aiictin pôle ou zen» dey sur son contour, on voit que l'on a
/ — =^ du = iiTz 7 ah,
\ aA étant la soumie des zéros diniiiiiK-e de la soninie des pôles. I'>u comparant les deux valeurs obtenues pour 1 intéf^rale, on a
\^ ah := 'j. ni w -I- 2 « (o',
ce qui démontre le théorème. On dit encore que la somme des zéros est congrue à la somme des pôles (mod. ;^(o, :nxi').
498. Si deux fonctions elliptiques aux mêmes périodes ont les mêmes pôles et même partie principale pour chaque pôle, elles ne digèrent que par une constante.
Soient, en effet, f{u) et o{u) deux fonctions remplissant ces conditions, a un pôle d'ordre h pour ces deux fonctions. Ecrivons, en mettant en évidence les parties j)rincipales en ce point,
{il ~ ay^ ' (u — a j''-! ;/ — a
f{ii) = —— -^ . _!__+.. ,+ J1±:L. +/,(«),
v(u) = r H i — r -4- . . . -+- H cpi ( a ),
^^ ' {a — a)'' {II — a}''-'- u — a ^' ^'
J\ et C5( étant deux fonctions régulières en a. On voit que / — 'j. qui est une fonction elliptique aux mêmes périodes que / et es, est régulière en a. Comme /' — 'v ne peut avoir d'autres pôles que ceux dey et de es, et qu'elle est régulière en chacun de ces points, y — es se réduit à une constante (n" 4-94).
499. Si deux fonctions ellip(i<jues aux mêmes périodes ont les mêmes pôles et les mêmes zéros avec le même ordre de multiplicité, leur rapport est constant.
En etlet, le rapport de ces deux fonctions a une valeur finie et différente de zéro en chaque zéro et en chaque pôle. Comme il ne peut avoir d'autres points singuliers que ces zéros ou ces pôles, il se réduit à une constante.
11 résulte de là (^u' une fonction elliptique est déterminée, à un facteur constant près, par ses pôles et ses zéros, chacun étant donné avec son ordre de multiplicité.
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IV. — Propriétés des fonctions y, », p
oOO. La foaclioa 'C^u a, eu O, un pôle simple de résidu i, et Ton a (n" 489, p. 294)
u Ja\u — s s s- ) ^
La louelion X.u est lioloaioruhe dans luuL cercle C de centre O
ne contenant pas de point s autre que O; elle est dono, dans G, déve-
loppable en une série entière. Ecrivons donc
La série 2, '^'^' premier lueiuLre est noriualeuient convergente
dans G et peut être dérivée indéfiniment par rapport à u (n"^ 484, 489); on a ainsi, [)our n^2,
du" jLà (.V — U )'^1
En faisant u = o dans celte relation, on a
\ du" /u ^ V'+i'
donc
Pour f^ ^ o, la souiuie^ et sa dérivée première N — —
sont nulles; donc Ay = V, = o. Enlia les somai-s ^ — ;' x, — ' • • • d'exposant impair sont nulles, parce que le réseau des 5 est svuiétrique par rapport à O. iNous avons donc, eu posant ca = ^ — ^ '
s « = C-, U* — c . W — Cill' ....
u oOl. Nous pouvons, d après la théorie des fonctions analytiques.
IV. — l'HOPKIKTKS BKS FONCTIONS ?, 1^, J). Jo J
dériver celle série leniic ;'i tciiiu^; non-, nljUniniis aiii>i, en cliiiu^eiinl tous les signes
J) ;/ ;^ -f- j c, //- -I- j Cj // ' -" - r., U" -n . . . .
ce (l(''velo|)|)ein('iil (''hiiil v.ilahlc dans le cercle C. 1mi il<'Ti\,iiii ili.- nouveau, ou a successix enienl
pu = -h bCiU -h -io Ci lû -+- 4'^ C; tt» -t- . . . ,
Tout [jolynoiue par rapporl à pu el p'w est une fonction elliptique aux mêmes |)ériodes que pu el ne peut avoir d'autres points singuliers que ceux de pu. Nous allons chercher à former un polynôme en pu et p'w qui soit régu]i(;r en (). Ecri\ons
J>" = — ( I -t- 3c2a*-i- 5cjM'î-t-. . .;, y>' u = -(i — 3c2«* — lOfjjf'"— . . . ).
Nous sommes conduits à former p - u — 4j^ ' '^
p'*« 4P^" = -g [(1 iCiU* — lOC^W — . . .y^ — il-ir- SCiW -+- 3 c, M- — . . . j'J.
Les premiers termes de l'expression entre crochets sont de degié4 par rapport à a, et l'on reconnaît que l'on a
(ioc.
p'u— lip'u = ^ 1400,-+-. . ..
les termes qui suivent le terme i4t>Cj étant égaux au produit de upar une série entière en u. En comparant cette expression avec le développement de pu, nous sommes conduits, pour avoir une expression entière en w, à former
p''^ u — .\p'* u -t- 60 Co () n — 140C3.
Ce pulviioine en pu el pu est une fonction ellijuùjuc de u: dans C, il est égal au produit de u- par une série entière en u: il s'annule pour u = o. Nous pousons trou\er un parallélogramme de périodes avant pour centre l'origine et dans lequel il ne peut a\oir d'autre pôle cjue o. Comme ce j)oint n'est pas pôle, la fonction n"a
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aucun pôle el se réduil, p ir suite, à une coiistunLe. Goiinne au voisinage de l'origine le développement est applicable et que pour « =: o la fonction est nulle, il en résulte qu'elle est constamment nulle. pu satisfait donc à la relation suivante :
p''^u = 4p^« — 6oci pu — 140C3, ou, en posanl
-2= (>oc2= bo^ — » ^§■3= uoc, = 140^ — ,
(1) p'^u = .\p^u - g^2pu — i-i.
Les nombres ^2 ^^ §i sont dits les invariants de la fonction pu. 0O2. lin dérivant cette relation, on en déduit successivement
k p u ^^ yt p- u, — (2)
p U = lipu p U,
L'une quelconque des dérivées de pa s'exprime |donc au mojeii d un polynôme en pM et p' u.
On a obtenu (n" 501)
pu—-r,-i- y {in — i)CnU-"-^,
p" u = — -h 2, (2/1 — i)(2« — ■z){2n — 3)c,iU^"'
En portant CCS expressions dans la première relation (2), on obtient I identité en u
[()-+- \ (in — i){^fi — ■i)('2n — 3)c„«-" «=2,3,... J
= 6 ! -r- V {in — l)CnU'^"\— — uK L n = i,3,... J
En égalant les coefficients de u' et u'', on a des identités. En éga- «ant les coefficients de a-"(/i^4)? ^'^ •' ^'^^ égalité de la forme
(•2ft — l)(2/i — 2)(-2/l— 3)C„= 6[i(-2/i — IjC„-F aCîC„_2-t- ^ Cj C,j_3 -f- . ..J,
a, t^, . . . étant numériques. Ou tire de là une formule de la forme
C„ = A Ca C„_2 -I- B C3 Cn—3 -t- ^ C4 Cn-k 4- . . . ,
A, B, . . . étant des nombres variables avec n.
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\insi clmqiir rocdiciciil i-„, \\ ywvùv de r,, s"c\|iilnir rw Iudi imn (le r^, ('3, . . ., Cn-i-
Il on résulte quo /o//.v ces co(\(ficiciHs s'cxpiiincnl en fmn linn i/r c-y et C;,, c'est-à-dire des invariants g^ ci g^. \a\ il.miio in iii<-. les sommes > -r- s'exi)riment en fonction (Je > — cl > — •
o03. IloniogcnritC. — Si {"on iiiiilti|)lic u). ut''r\'ii |i ir im larlcur •/.
on reconnaît que tous les facteurs de du restent in\ari;il»les, siiiif le
facteur u : du est donc muilipli»' par [j.; de même "tu est midiipli*' |);ir - .
y)u par — •
Hemarquons, d aulre |»ail, que gy-, g% sont, |)ar lappoil à oj, (o', liomogènes et de degrés respectifs — ,\^ — 6
501. Nous avons vu que p//. ainsi que ses dérivées, admet les |)ériodes aw, 2(0'. Eludions l'elVet de l'addition de-20) ou aw' à l'argument de X^u. Partons de la relation
En prenant les louclions |)rimili\cs des deux membres, iu)us a\ons
w( // 4- liM) — ^ « = COIlSl.,
doù. en faisant // = — (>),
!Ioj — !!( — w) = const.,
et. comme la fonction X^ est iiupaire. on voit que la constante est égale à '.îXw, de sorte que l'on a
et, 'de mcme,
( >n pose d ordinaire
d'où
(3) Ç(m -!- 20)) =[^K -f- ar,, ::(« -~ 2U)' ]= ^// -f- i r/.
En remontant à la fonction j, on déduit de là
3'(m -I- 2to ) = j » e'-l'^c.
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Pour dclerniiner la constante c, faisons it = — to ; nous avons
s'a) = - ( — w)e-*"'iwc,
et, comme d esl impaire,
On a ainsi les formules suivantes :
^ ( ^(w -H 210') =— cr;/ é'2';' «+w).
oOo. Les constantes rj, 7,' jouent un rôle inipoilanl clans les or_ mules précédentes. Il y a d'ailleurs une relation sinip e entre les quatre constantes to, d)', r,, r\' .
Considérons un parallélogran.nie de périodes AJiCD ne contenant sur son [contour aucun point singulier de la fonction {/ig. 4^)? et
prenons l'intégrale / "Cudu. Remarquons que le contour ABCD
»^AUCI>
ttl diie( l ou ncn sui\aiit les valcuis relatives de w et 10'. E\ahions
du 'i»c
r Indu— f Zu ^\b «^ i»C
Sur DC, posons
quand u parcourt UC. u, parcourt AB, et nous avons
/ ll^udu— I ^ ( «1 -f- 2W') 6^Ml.
ou, d après ce qui précède,
/ ^udu— I ^ »i rfwi -!- 2t/ / dui
"^bC «^ AB «-^AB
En remplaçant / du par sa valeur 211J, nous déduisons de là
IV. l'HontiiiiKs i»i;s i-dnctions -j , ^, j
d'où. |»iU' iiildilioii,
;i u du =
DuiiUe p;irl, ;'i I inlôrieiii- ilii |i;ii iilJt''lo';raninio do périodes, il n'y a qu'un pôle, qui est simple cl a poui- rc'sidii 1. [/inl<'}^ralc précédente est donc égale à + 2 « tt ou — 'lir. sui\aiil (jut- le contour est [)arcouru dans le sens direct ou non. On a donc la iclation
rw — r. 10 = ±: — ,
le signe qu'il laut j)rendre de\anl le second nicndue dépendant df la position relative des points 13 el D.
506. Clierclions maintenant à e^priuiti' les lonc tions elliptiques les plus générales en fonction de rf, C, _p.
Expression cl une fonetion clUptique au nwj e/i de d. — Soit une fonction elliptique /'(w) ajanl pour périodes ato, 2to'. Considérons lin parallélogramme de ])ériodes ne contenant sur son contour aucun jiôle ni aucun zéro de f et contenant à son intérieur les zéros a,, a^f ..., a,i et les pôles ^i, h^, .... b„ (ces points étant distincts ou non). Nous avons montré (n" 197. p. h)!) que Ion a
«t -H </2-+-. . .-I- «„^ Z»! -(- A2-1-- .-!- '^« ( mod.2(», 210').
Remplaçons a,i par un nombre qui lui soit congru el tel que la •congTuence précédente se transforme en égalité. Cela posé, considérons la fonction
, , "i { Il — r/] I :ri // — a., ) . . . 3'i « — a „)
S^ ' " ) = zr, 7 — 3 r z ; — • •
-Un — U\ ) :j { Il - i>.i\. . ,j [ u — i),i)
Je dis que cette fonction admet la période 20J. En effet, si nous augmentons u de 20), d[u — <//) est multiplié (n° 504, p. 3o6) par — g2if)(«-aj+w)^ Je sorte que le numérateur est multiplié par ( — i^«e2T,(«u-i:a,+«w) ]3g même, le dénominateur est multiplié pai-
(— i)"e-^''""^-*<+'"^^ CommeV (r//=V ^^, cp(,/) est multiplié par 1,
et, par suite, admet la période 20). De même '^{u) admet la période 20)'. '.2 étant d'ailleurs méronior|die. est une fonction elli[)tiqii('.
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Je dis que -j qui esl, par suite, aussi une fonction elliptique, n'a
|)as de pôles. En efiet, cette fonction ne peut avoir d'autres points singuliers que les zéros ou les pôles de f et cp. Or, en chacun de ces
points, c'est-à-dire en chaque point «,, a-j.. ..., o,i^ 6,, ..., bn^ - a une
f valeur finie et dift'crente de zéro. Donc '' se réduit à une constante A,
et l'on a, par suite,
/(»)= Acp(«).
Nous avons là une expression pour une fonction elliptique dont, on connaît les zéros et les pôles.
o07. Comme application, considérons pu — p<7, a n'étant pas congru à zéro, c'est-à-dire pa étant fini. Cette fonction est elli|)tique et a, dans un parallélogramme de péiiodes contenant l'origine, un pôle unique dorrlre i en O. Kllc a donc deux zéros dans un parallélogramme de périodes : ce sont, comme on le constate directement, «et — a. Ces deux zéros sont, en général, distincts; ils ne sont confondus que si l'on a
a = — a -f- 2 n? w -+- x n co'
OU
En mettant à part ces valeurs et appliquant le résultat précédent •> nous avons
. :f(it — ci) :f( Il ^ a ) p M — prt = A —-,
Pour déterminer A, multiplions les deux mcinlircs de cette n-hilion par u- et faisons tendre u vers zéro. Le j)remier membre tend \ers i y
tend vers i ; à la limite, on a
1 ^ A 3" ( — a) j a = — A ^ - « , d'où
(5) p« — pa =
D'ailleurs, les deux membres étant fonctions continues de a, l'égalité a encore lieu pour les valeurs r/:=/?îo3-|- nio' que nous a\ions. mises à part; la formule est clone générale.
IV. — 1'uoi'UIi;ti;s dks fo.nci ions -i , ^, ji. to
o08. l*ienons los clcrivt'-es log;»rillmii(jiu's dos «Icnx ineiiiLrcb de (5); nous ohtenoiis
et, en periniilnnl a et r/,
n'rt
d'où, en ajoiilant membre à membre et (li\isanl par 2,
"i pu — pa
En dc'-rivanl les deux membres de cette formule, nous obtenons
formule qui peut être considérée comme une formule d'addition pour la fonction pu.
En développant le second uiembre, il vient
I p"u(pu — prt) — p'«( p' ;/ — n'a ) p(u-^a) — pu= i ^ i — î ^
Permutons de nouveau u et a, et ajoutons membre à membi'e; il
vient
. I p" u — u" a I ( p' u — p' aV
2p(M-t-rt) — pu — pa = • 1 — — — •
ipu—^pa i^pu — paf
D'autre pari, d'après la relation (2) (n" oOl2), nous avons
p"u — p"a = 6p'^u — 6jV-« = G(pu — pa) (pu -hpa).
En portant cette valeur de p" u — ■ p"(i dans la relation précédente, nous avons finalement
(9) p(» + .)=-(^^^_;^J-p«-pa;
c'est la formule classique d'addition de pu. En la dérivant, nous aurons une expression de p'{u-\-a) en fonction de pu^ p'u. En résumé, nous savons exprimer p{u -+- a), p'(u-\-a) en fonction rationnelle des valeurs de ces fonctions pour u et a.
3io ciiai'hhk vu. — fonctions elliptiques.
oOÇ). Expression d' une fonction elliptique au moyen de 'C et de ses dérivées. — D'après l'étude de J^, on a, a étant une valeur quelconque de M,
Ç(a — a) = -f- fonction régulière en a,
t'{u — a) = -+- fonction régulière en a,
( — I )" ~ ' ( 2 - I ) I !I^^-"(m — a) = 1- fonction régulière en a.
Cela posé, soit /(u) une fonction elliptique ayant pour pôles a,
b, ..., /, d'ordres de multiplicité resj)ectifs a, [îi, ..., ),.
Mettons en évidence la partie principale de /"en a; soit, au voisinage de a,
f(u) = - — — h. . .-I- 1- fonction régulière en a.
La fonction
/( a ) — Ta, Ci; " — a j — A2 C( " — « ) -+- • • • + ^~J^~'f'' r(*-"( " - « ) I
est, d'après la manière dont elle est formée, régulière en a. Formons des développemeats analogues pour chacun des autres pôles b,
c, ..., /, et prenons la fonction
<f(u)=fiu)- 2 ^\rju-a)~...-i- ' ^J^_-;"!;(a-i)(„_a)
La fonction '^ ne peut avoir d autres points singuliers que a, 6, ..., /; étant régulière en chacun de ces points, elle est donc partout régulière.
Je dis qu'elle admet la période ato. En effet, si nous augmentons u de 2C0, les fonctions î^', ^", . . ., Ç^*~'\ . . ., qui sont elliptiques et de période 2(o, ne changent pas; /(u), par hypothèse, ne change pas
non plus; "^(u — a) augmente de 27, , donc ^.\.|J^(m — a) augmente de 2/1 \ A,. Or^A, est nul, comme étant la somme des résidus
de /(a). .,^
En résumé, 'f{u) est une fonction elliptique de périodes ato, 2 0)',
IV. — puoi'iuKTics i)i:s FONCTIONS y, Ç, p. parloul réyiilirre. G csl donc une constante C, de sorir qii'dn n
Ceci nous donne une expi-ession de la fonction elUfdique f, connaissant ses pôles et les parties principales relatives à ces pôles.
oiO. Expression cV une fonction elliptifjue enfonction de pu^p'u. — Une fonction elliptique de périodes 2 w, 2 m' est fonction rationnelle des fonctions pu, pu construites avec ces deux périodes.
En effet, 'utilisons la dernière formule obtenue en remarquant que, dans le second membre, toutes les fonctions, sauf les fonctions 2^(« — a), sont, à des facteurs numériques près, éf^ales à p et ses dérivées, par conséquent s'expriment en fonction de p et p'. Comme d'autre part, en remjilaçant a jiar — a dans (^) (n" 0O8), on obtient
Ç(m — a) = rw— ^a-h - i ,
•x pu — pa
nous avons
^ Aj ^( « — a) := ^/( \ .\i -t- fonction rationnelle île p u
et [) n
^A) étant nul comme nous lavons vu, il ne reste, dans l'expression de f{u), que des fonctions rationnelles de p u, p' u.
511. Deux fonctions elliptiques de mêmes périodes sont liées par une relation algébrique. — Soient, en effet, /(m) et 'f (w) deux fonctions elliptiques de périodes aw, 20)'; considérons la fonction p a construite avec ces périodes; nous avons
/(«)]= R(ptt. p'«), ?(") ='Ri(P", p'")i
R et R, étant deux fonctions rationnelles. Joiii^nons à ces deux équations la relation
p'-'-u = 4p^« — gipu]— gi.
Si, entre ces trois relations nlj^ébriques, nous éliminons p et p' ^ nous obtiendrons une relation algébrique entre y et '^, ce qui établit le fait énoncé.
3l2 CHAPITKE VII. FONCTIONS KI.l.lPTIQl ICS.
olâ. Considérons la fonction pu. On reconnaît (|u'elle a. dans iiii {)aralléloj;ranime de périodes contenant l'origine à son intérieur, un seul pôle, à savoir : l'origine, qui est pôle triple; donc p' a a, dans un parallélogramme de périodes, trois zéros (n" 496). Je dis que ces trois zéros sont congrus respectlvenienl aux nombres to, to', oj -\- m . En effet, la relation
donne, en faisant // = — o),
d'où, comme p'to est (ini,
Le même raisonnement s applique à [co' et (o + w' ; deux quelconques de ces trois nombres ne sont pas congrus entre eux, car si Ton avait, par exemple,
tu' = 10 -f- 2 m nj — ■>. Il dj',
on en déduirait que le rapport —7 esl réel; ainsi ces trois zéros sont distincts.
Cela étant, si nous désignons par (^,, (?o, e-^ les racines du trinôme
nous avons, en \ertu de la relation fondamentale (i) (n" oOl. p. 3o/î), p"^u = 4(p;/ — e,)(ptt — eo )(p« — 63).
Chacun des trois nombres o_), oj', w -h w', qui annulent jj'w, doit annuler l'un des trois facteurs du second mend^re. Donc j3to doit être égal à l'un des trois nombres e,, e^, ^3; de même pour pw' et p((o -t- w').
Ces trois nombres j3co, pw', pfw + to') sont distincts. |En effet, on a vu que l'équation p« = C a deux racines de somme nulle (n" 507) ; donc, pour que deux valeurs (de u donnent la même valeur à j3, il faut que leur somme ou leur différence soit une combinaison linéaire des périodes, ce qui n'a pas lieu pour les nombres w, w', w + co' considérés deux à deux. Donc les trois nombres e^, eo, e-i sont distincts;
V. — Cas des invariants réels
513. Nous allons maintenant particulariser celle «'hide l'n sap//osont le réseau des points s symétrique par rapport if l'axe Ox (par suite aussi symétrique j)ar rapport à Oy). Je dis que, dans ces conditions :
i" g2 et «"s sont réels, ainsi que tous les coefficients désignés par Ca, Cj, ... ;
2° rf, ^, p, jd', ... prennent pour deux xaleurs conjuguées de u des valeurs conjuguées, et en particulier prennent |)our // r(''»'l des valeurs réelles.
Nous distinguerons, dans le réseau, dune part les sommets situés sur O.r, d'autre part les sommets non situés sur 0./\ qui se groupent par couples de deux, deux points dun même couple étant symétriques
par rapport à Ox. Dans les sommes \^ — ' ^ "ïï' '"' distinguons
de même les termes qui se rapportent à ces deux sortes de points. Aux points situés' sur Ox correspondent des tenues réels. A deux points SMuétriques par rapport à Oj: correspondent deux termes
dont la somme est réelle. Donc les sommes ^ — ' ^ ~' •"*' 1'^^
suite les quantités «o- g^t c-ii c^i •••i sont réelles.
Démontrons maintenant la seconde propriété. Rappelons que les facteurs de a", les termes de X^. de p ou p' sont tous des expressions contenant l'argument u et une certaine valeur de s. Soient Uq. U\ deux valeurs imaginaires conjuguées de l'argument. A un facteur qui entre dans s'Mq et qui contient le nombre 5o, faisons correspondre
(') On ramène le polynôme considéré à la forme [{{x'^-^ px + q) en posant
p — —f-^1 q = — -p-^ 1 d'où résulte
',/>'+ 27 y- = - —\^l-2-,Sl).
3f4 CHVPITRK VII. — KONUTIONS ELLIPTIQUES.
dans itit le facteur qui contient le nombre 5,, conjugué de .«o. V chaque facteur de 3'Mo correspond ainsi un facteur et un seul de 3'm,, et deux, facteurs correspondants sont imaginaires conjugués.
De même, les jtermes de ^ii^ sont les imaginaires conjugués des termes de ^«o! '1 eri est de même encore pour pu, pu.
Donc du,, s"t? .P'^i5 ••• sont imagin lires conjugués de i Uo-i ^'^05 ,P«o, . • ••
51 i. Gherclions de quelle manière le réseau des points s peut être symétrique par rapport à Or. Soient s unsomm 't non situé sur Ox, .s' le symétrique par rapport à Ox. En complétant le parallélogramme sur Os et Os', nous obtenons un point qui fait partie du réseau et qui est situé sur Ojt. II y a donc des sommets du réseau situés sur Oa:.
Prenons le soinnicl situé'' sur G j: le plus rapproché de O; S(jit A
Fig
ifi.
yi
ce point {/ig. i6). Menons par A la parallèle] Aj^, à O^; deux cas sont possibles :
i"" Il n'y a pas, entre Oy et A^i, de sommet du réseau. Tous les sommets sont alors sur Oy, Aj^,, et des parallèles successives équidistantes. On a un réseau de rectangles {fig. 46)- Soit B le sommet le plus voisin de O situé sur Oy\ un parallélogramme de périodes sera le rectangle 0\GB construit sur 0\ et OB, et nous voyons que les périodes jiriniitwes OA et OB sont, V une réelle, l'autre imaginaire pure.
2" Il y a, entre Oy et A/, , des sommets du réseau. Soit A la parallèle à Oy équidistante de Oy et Ay, {fig. 47)- S'il y avait un sommet C du réseau entre Oy et A, on en déduirait, en construisant le parallélogramme sur OC, OG'(G' étant le symétrique de G par rapport à Ox^. un sommet D. situé sur Ox entre O et A, ce qui serait cou-
CAS DKS INVAIIIAMS IIKKI.S.
Iritirc au lait que A esl le soininet le pins lapprDclié «le (). [l'oiis |c, soinnicis (lu réseau situés entre Oy et Ajk, souI ddiic sur l.i dioili' A.
Soit B eelui de ees sommets (|ui est le plus ra|)proclié de O.r; soit^B' son symétrique. Le parallélogramme OBAB' est un losange; les périodes primitives OB, OB' sont deux nombres imaginaires coniugars.
Nous allons étudier les fonctions elliptiques parlicidières qu'on obtient dans ces deux cas.
olo. Supposons 0) réel et positif, w' imaginaire pur : soit
(1)' = iX,
X étant réel et positif. Soient A le point co, B le point o)'; considérons le rectangle OACB construit sur OA, OB {/ig' 48). Un
Fig. 48.
parallélogramme de périodes est le i-ectangle K ayant O p^ur ceiiiie. OA et OB comme demi-côtés.
Cherchons les valeurs de u qui 'rendent pu réel. A cause de la double périodicité de la fonction _p, il suffit de chercher ces valeurs
3lt) CHAPIIIIE VII. — PONCTIONS lil.LIPTiy tlîS.
dans un parallélograinine de périodes, par exemple dans le rectangle R. La fonction pu étant paire, il suffit d'étudier cette fonction dans la moitié du rectangle R située à droite de Oy. Enfin, la fonction prenant des valeurs conjuguées pour deux valeurs conjuguées de II, on peut se contenter d'étudier pu dans le rectangle 0ACI3. Soient
u — a -+- bi. Uo= a — bi
deux valeurs conjuguées de l'argument: comme pu el pUt, sont conjuguées (n" S13), pour que pu soit réel, il faut et il suffit qu'on ait
pu ^ puo.
Or, nous avons vu que, pour (jue deux arguments donnent la même valeur à p. il faut et il suffit que leur somme ou leur difVérence soit égale à une combinaison linéaire des périodes. Nous devrons donc avoir
lin remplaçant u par a -r Oi^ /<„ P<'i' ^ — t'h ^'^' P^'' ^^^) 6t en prenant soit le signe +, soit le signe — , nous aurons les deux solutions
1° a = mui -+- nil,
n = o. ^/ = m oj ;
2" bi =: //J O) -r- /j/X,
d'où
m = o, b = nA.
La première solution a = nnù nous donne, dans le rectangle OACB, les côtés OB et AC. La seconde solution, b =: n\, nous donne les côtés OA et BC.
En résumé, dans le leclangle OACB, pu est réel pour tous les points du contour et pour eux seulement.
Dans le plan, pu est réel en tout point dont V abscisse est un multiple de to ou l'ordonnée un multiple de X, et pour ces points seulement.
ol6. Etudions la variation de pu sur le contour OAGBO. En A, C, B, nous avons pour valeurs respectives de pu les trois nombres pa>,
V. — r\s DKS iNVAtiiANTS iii':i:i.«;. 'I
))((.) -)- w'). ,pf'^'- <|"' •''*'"' t}j;iiii\ lians leur fiisLinhlf aux mniihi i--. /',, t'o. f»;! (n" 512). Posons
pw = ei, pfo) H- (o') = C.2, pa»'=f,,.
haiis le cas actuel, (^,, fo. e^ .sv)//^ /•e^'/.v e/ (lisiincis, «Ir xn-i»; (|ii 011 a
I) ailleurs, quaiKl p ;/ esl réel, ,p'//. dont If carii' est réel, iir |ifiil être <|iic réel ou iuiaglnaire pui\ Sur OA, pu est réel d u a. en dehors des poiuls O et A, ni piMr ni zéro. Donc, sur|0\. pu \arie
toujours dans le même sens. Il paît de -\- zc | |)ms(|ue la |)arli<^ jirincipale est — 1 et dccroit jusqu^à e^ lorsr/iir it varie de <> à oi.
En outre, comme p'- a = 4 J^' ^ — ^jP" — r 3 n'est pas nul sur OA, sauf en A, on \oit que e, rsl la [dus grande racine du pol) nonir '\X^ — g\x — g-i.
Posons x=.pu\ nous aurons, sui- OA,
dx = p' <i du =r — y/ 4 ^^ — »i ^ — >i du . du = —
dr
d'où, en intégrant entre les limites .r :^+ x, j" = e^
dr
.Vous exprimons; ainsi (o en fonction des invariants g-^. g.^. Pour étudier pu sur OB. |)osons
r allant de o à A (piand // décrit le e(')té ()!). Nou> de\ons étudier la fVnietion j>(/c) construite avec les périodes 2fo. io) , ce qu'on désigne par
Nous avons, daprès une remarrpie laite .^ur I liiimt>i;t''néité in'f>(>'ii.
p(n'|0J, OJ ) := -r^p (C -:, -j j
3i8 chapituh: vu. — fonctions ki.liptiques.
ou
pi ii' I M, co' ) = — P ( •' I ^s ' w ),
en remarquant que l'on peut changer l'ordre et le signe des périodes sans changer la fonction construite avec ces périodes.
Nous sommes ramenés à étudier la fonction p{v |)>, «w) quand ç va par \aleurs réelles de o à ).. Cest justement l'étude que nous \enons de faire. De plus, les in\ariants de cette nouvelle fonction p sont égaux (n" o()3) aux invariants de pu multipliés respectivement par /' et /'', c'est-à-dire à g-, et — ^3.
En appliquant le résultat obtenu, on voit que lorsque v va de o à À, jD(t'|)., iiû) décroît de H- 00 à la valeur p(A j)., iw), et cette valeur est la plus grande des 'racines du polynôme 4^^ — ^2^ + ^3- Or, ce polynôme est, au signe près, le transformé en — x du polynôme 4;r' — g^x — g3. Ses racines sont donc — e,, — 62-, — ^3, et — Cg, qui est égal à j3(). | A, fcj), est la plus grande de ces racines. Donc, 63 est la plus petite racine du polynôme 4x'* — g2^ — g3-
En résumé, quand u XKt de O en \i sur le coté ()B, fa fonction pu est réelle et varie de — ce à e-i, e, étant la plus petite racine du polynôme 4-2^' — gi^ — ^3. En C, pu prend la valeur 63, qui est la racine moyenne du polynôme.
Sur OB, p' u est imaginaire pur, car l'accroissement de la variable est imaginaire pur.
Par application de ce qui précède, on a
dx
Quant aux valeurs de pu sur AC et sur CB, elles sont également réelles; de plus, p' u est réel sur BC, imaginaire pur sur AC. D'ailleurs, p' u ne s'annule ni dans un cas ni dans l'autre, sauf au point C; donc pu varie toujours dans le même sens soit sur AC, soit sur CB. En résumé, quand un point u parcourt le co/î^om/' OACBO, pu est lécl et décroît de -\- ce à — oc, en passant par les valeurs e, en A, €2 en C, e-i en B.
En appliquant les deux principes de symétrie énoncés au début, on en déduit la valeur de la fonction pw en tout point où elle est réelle.
ol7. Supposons maintenant les deux périodes primitives ima-
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<^iHiiiii's coiij II pitres, soit
a ^'/ p tliiiit clcuj nonilncs i)(isitij's . IVoiis lirons <lc l;i a =; to -t- lo', p / = w — tu'.
Cherclioiis 1rs valeurs do 1 argiunoiil qui inulcnt pu réel. Soiciil dc'Ui \aleuis conjuguées de l'argumeut
i/ = a + èi, «u = <'' — f^i\ pour que j^w soit réel, il faut et il suifil que Ion ait
ce qui exige
« ± «u = 2 //i a» -t- 2 n lo',
m et n étant entiers.
On obtient, en prenant le signe +,
2 rt = ( /?! -I- n) -x-^ {m — n)^ice qui exige m = n, a = ma et. en prenant le signe — ,
ifjï = (m -h n) OL -r- (m — n) ^i, ce qui exige /? =: — m, /» = /» 'i.
Fiji. ^9-
II faut donc que a soit multiple de a ou que b soit multi|)le de |j. Tous les points u ^ a + bi satisfaisant à cette condition sont le> points des diagonales du réseau des parallélogrammes {fig- 49)- ÎNous avons ainsi tous les points diin réseau de rectangles formé par K;
parallèle à Oy menée par A, la parallèle à Ox menée par C et les parallèles équidistantes.
Posons encore
Nous avons
pw = t'i, p( co -^ eu') = e,,
,p(tO -r- lo') = J)X = ^-2.
ptt) = 63.
e.2 est réel, e, et e-^ sont imai;inaires conjugués, car les points to et to' n'appartiennent ni Tun ni l'autre au réseau de rectangles. Par suite, pour le polynôme 4-*' — gi-^ — ^3, on a
A cause de la double périoilicité de J)M, il suffit, pour étudier les valeurs réelles de celte fonction dans tout le plan, de les étudier sur OA et sur OC.
Lorsque u décrit OA, p' 11 (pii est réel ne s'annule pas, sauf au point A. pu varie donc toujours dans le même sens: il décroit c?<? + oc à e-i lorsque u varie de o à a. Posons encore
nous aurons
X =^ pu;
-^ =p'" ^—\/\x^—giX — g3,
Intégrons entre les limites j"=z+x, x=:^e.2. u va de o à 7., d'où
r"^ dx r^- d.
\/ 'iT-'—A'or
sfjx^
Nous avons ainsi la valeur de a en fonction de ^o et ^3. Étudions maintenant la fonction sur OC. Posons, sur OC, m = iv. Quand a va de O en C, v varie de o à |B. De plus, on a
J)( IX I OJ. (O ) = — p ( c
I co' \
Le svsteme de périodes -^i —^ n est autre que le système p — «a, 3 4_ /a. On passe donc de la fonction étudiée à cette fonction auxiliaire p(r -r5 ^)> en permutant le rôle des deux nombres a, ^.
\ I - IN\ i;iisi(i\. "l'f.i
LorS(|UO f vaiic de o à p, ccMv (oiiclioii \;i dn -^ v, ;i l:i iMciiif réelle du polviiome correspondant. ( )f, les imarianls iioiiNcaiix >ont éyaiix aux ancicus. mullipllcs res|)ecli\<'Mwul par /' cl /''' ; ce suiil donc g-i et — i,'3. Le p()l\ii()Mic en x corres|>()ii(lanl est /j.r' — giX -^ g-^^ et ses racines sont — <?,, — r'^, — c^. La racine réelle est — e^, et l'on a
La fonction auxiliaire allant de -f- x à — r.j, la fonction donné'c va de — oc à <^..
VI. — Inversion
318. D'après la théorie i;énérale, g.^ et g^^^ sont fonctions de w, o/; dans le cas du réseau symétrique par rapport aux axes, nous avons inversement obtenu les expressions de w et to' en fonction de g.^ et ,^3. Nous allons, en restant dans ce cas, étudier d'une manière plus complète les relations entre les périodes 2co, 2(0' d une |)art, et les invariants g-ii gi d'autre part.
Considérons le cas (n"^ ."^JIo, 5 1(5) où w et -r- sont réels et j)ositifs; nous avons obtenu
dx
\J !^X-^— g-lT— g^ * -^-e, \J '\X^~ g-iX -\- g^
Nous allons tout d'abord transformer la pi^emière intégrale. Les racines Ci, Co, <?;i du poljnome sous le radical sont réelles, et l'on a
Nous poserons (i) a-^ = e,-.3, A-= lr=li.
On a k- < I ; en adjoignant aux deux dernières équations la relation e, H- e^H- e■^ = o, on peut les résoudre par rapport à e,, f,, ^3, ce (|ui donne
( 2 A-"- ) [J.- ( 2 A'- — T ) [Jl2 — ( I -:- /,-2 ) [Ji2
^1 = rr- -■> 6-2= r, 5 ^3= :; •
On reconnaît ainsi (ju à tout système de deux nombres positifs u- B. - II. 21
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et A- tels que A - << i correspond un système de trois nombres réels e, , eo, C;} satisfaisant à e, + 62 + ^3^0, et, par suite, un polynôme 4^^ — g-iX — ^3 de discriminant positif. Ecrivons
\/(x — e^ ){x — e.2) [X — e.j ) Nous poserons
allant de 1 à o quand x ^a de e, à -f-cc. On déduit de là
a? — ei = a: — é-s — (e, — Ca) = j
:c — ^2=37 — Ci— (e.,— e-i) = »
r/z dx
dx — ]±- dz 3'
•i.^{x — ex)(x — ei){x — c^) ^^ \x^ \/{i — z- )(\ — h- z^-
d'où, en changeant le signe de l'intégrale,
(3) c^-iy
dz
Pour passer de œ à )., il faut remplacer les nombres e,, ^2, e^ par — 63, ' — go? — ^( '1 P^i' cette transformation, a- reste invariable, A- est remplacé par le nombre
/-'2 — -- go— (—g,) _ e^— eo _ _ ~ — g3— <— ^1) ~ e, — g3 ""
On a donc (4) \ = ^ f -= /'' — - (A'^ = i->f2;.
ol9. Nous sommes conduits à étudier la fonction de k
IJ-k^z'-)
VI. — invi:ksion
Posons 3 = siii'^, ':; all;iiit <lc o ;i -• (ioiiiiiK' on ii
dz = c(i>:p (lo, y/ I — j'^ = cosci,
il \icnl
• ' v/ I — A- sin-o t/„
1 — li- sin- Ci) - r/'j.
On peut aj)|)li(|uer à la fonction à intégrer la fornuiie du binôme,
[juisqu on a
k- sin^o ^ A-< i ;
on obtient une série normalement convergente, qui peut s'intégrer terme à terme, de sorte quon a
t!/(A)= h > X-/' / ■éwi^fod^.
Pour avoir la \aleur des intégrales du second mendjre, parlions de la formule
(si 11 2/'-' coscj/ = {ip — i ) sin-/— 2 Ci cos-o — sin-/'-^ =: {ip — I) siii-/^~-<3 — -ip siir-/'o,
qui. intégrée entre o et —, donne
Il 7C
o=(2/> — i) I sln-i'-'-od'jf — 2/1 / sin-/'oi/ci. Par le procédé de récurrence, on en tire
f ■ , , -r: 1. J...2/- — / sin-/'ci rto = - ;
et, par suite, en supposant toujours A" << i ,
'}(Aj est une fonction croissante de k\ je dis que. quand k tend
vers I, J>(/i') croît indéfiniment. Reprenons la formule
do
'- 0 V ' — ^' siiT^Q
Remarquons cjue, si Ion remplace k par i, la fonction sous le signe / est > dont la fonction piimilive est
et cette fonction croît indéfiniment (piand '^ tend vers-- Cela posé,
considérons l'intégrale
r/cp
v'i — k- sin-o
Le dénominateur reste borné inférieureinent, de sorte cjue cette intégrale est fonction continue du paramètre A", même pour /r = i ; elle a donc pour limite, cpiand /•■ tend \ers i, rintégrale
laquelle, si 1 on a choisi î assez petit, peut surpasser tout nombre donné. La fonction '}(/*), supérieure à la valeur de Tintégrale 1, peut donc surpasser tout nombre donné.
En résumé, la fonction <]'(A'), lorsque k varie de o à i (extrêmes
exclus), va en croissant de — à + x.
oi20. Cela posé, partons dun système de deux nombres positifs arbitraires (lo, À); construisons la fonction ,p(// 1 w, i'À); elle satisfait à une équation de la foi-me
p ^ K = 4 ]y^ U — g.2 p U — ffs
De g2 et ^'3 on déduit (n" ol8) un système de deux nombres positifs ([X, k) (A"<^i) qui peut être considéré comme fonction du système (to, \). Ces quantités sont liées par les relations (3), (4),
M. — INVKHSION. il')
qu OU peut iiicllre sous hi lurmc
(6) to = -6( /.). >. = ' 'Hs/T^/P').
IJL [JL '
On eu déduit
Le second membre de cette relation est une fonction de /. ; ([uand /. va de o à i . le nunn'-ratenr va de - à -h co en croissant, le d(''uominateur va de + oo à — en décroissant; le ra|)porl va donc en croissant de o à -4- !>o. I^ir suite, eu considérant inversement k couiuie fonction de T- ' on voit que, lorsque 4- i^a de o à -h ce, k prend une fois et une seule chaque valeur comprise entre o et i .
Si 1 on iait varier maintenant to et K de manière que — reste tixe,
la relation u. = — '!>(A) montre, k étant fixe, que u. peut prendre
toutes les valeurs positives possibles, chaque valeur étant obtenue pour une seule valeur de w.
En résumé, si l'on attribue à l'avance à |jl et k certaines valeurs positives et telles que />' ■< i , o/f peut trouver un et un seul système de nombres positifs to, A pour lequel les fonctions u.. /v, précédemment définies, prennent ce système de valeurs.
D'autre part, un système de nombres (ix, A") (A<i) détermine (n" 518) un polynôme 4^'* — g-i^ — 8'^^^ discriminant |)Ositif, et réciproquement.
Par conséquent, 5/ 10 et À varient de toutes les manières possibles, les invariants .?^., gs qui s'en déduisent prennent tous les systèmes de valeurs possibles pour lesquels on a gl — 27^3 > o, chaque système (g.,, g-t) étant obtenu pour un seul système (to, a). De là résulte la conséquence suivante :
Soit l'équation difterentielle
^^^ \dii) ^^■'^^~^-''^~^' [(*°-^-'-i7^5)>oj-
II existe un et un seul système (w, À) tel que la fonction pu correspondante satisfasse à cette équation; ce système, étant unique, est nécessairement donné par les relations (i).
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Donc, étant donnée l'équation différentielle (7), la fonction p{u I (1), co'), construite avec les demi-périodes
f"^" dx , . r'^^ dx
-'.', sZ-^x-' — ^2-'r — §'3 -'-<■, \Ai ^^ — .•?'2 ^ -+- ^:j
oi> <?, e< ^3 50/1/^ /« plus gi'ande et la plus petite racine du. polynôme ^x^ — g2^ — o:t' satisfait à cette équation différentielle. La relation (-) |)oiivant se mettre sous la fornie
, di-
cta =
\/l\X'^— g,x — gz
on exprime le résultat en disant (.yxon effectue l' inversion de l'intégrale elliptique
(ta-
V/'lT»
Remarquons enfin que, pour calculer w, a, connaissant i'2, g'-i-, on se sert des formules (3) qui donnent a et /.•, puis des formules (5)
et (6).
52 1. Considérons maintenant le cas des |)ériodes imaginaires conjuguées (n" 317). On a
'2 to = a -:- ^ «'. 2 w' = a — Si, a > o, p > o,
^e. \I!^X^— g.2 X — g. J_. e„ v/4 ^'* — rt 2 ^ ^ * 3
62 étant Tunique racine réelle du dénominateur. Comme ^i, e^ sont imaginaires conjuguées, nous poserons
i go — 63= p(cosO -t- f sinO),
( ^2 — ei=p(cosr) — isniOj.
Faisons d'abord, dans l'intégrale qui représente y., le changement de variable
^ allant de o à + ce. On a alors
X — e-i — p ( r- -h ces 0 -I- t sin 0 ), ~r — g] = p(<--!- cosO — i sin 6),
dx = 2p< f/^.
4a^^ — ^2^ — ^3= 4(^ — e, )(a7 — e,) ("ï" — es) = 4P'^^-[(^"-+- ces 0)2+ sin^O],
M. — IWlillSION, 39,7
d'où
v/p • 0 y/l -I- Ui- eus') -r- /'•
ce (|iil |)cul s'('rrii'e
Posons inalnlenaiil
. 0 , , o <ll ,h
sin^ - = k- ^ ^ = tai)ff - 1 = — - ;
nous ferons varier -o de o à — . On peut alors écrire
D'ailleurs, en faisant dans la dernière intégrale ce =rz 7: — es', 'j' allant de — à o, on reconnaît que les deux dernières intégrales ont même valeur, d'où
y/p c-'o y/ I — A- sin-cp y/p
Pour passer de a à 3, il faut remplacer e,^ eo, e^ par — ^3, — e-2-, — e,, ce qui revient à remplacer 0 par 0 + 7:, ou sin- - par
cos- - =1 — /."-. On a donc
et, par suite,
De même que précédemment (n° o*20), on tire de ces formules les conséquences suivantes. Si -^ \arie de o à + x. /.' prend une fois et une seule chaque valeur comprise entre o et i ; si a et j varient, - restant fixe, /. reste (Ixe et p prend toutes les valeurs positives, cha-
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cune étant obtenue pour une seule valeur de a. Par suite, il y a un et un seul système de valeurs positives de a et ^i donnant à p et k un système de valeurs donné à P avance (k étant ■< i).
D'autre pari, un sjsLènie (^p, k) définit (pai- l'intermédiaire de l'angle 0), à l'aide des relations (9) et de l'équation e, H- e^ -h e-i = o, un système de nombres ei, ^..>, eu (eo réel, <?,, e-^ imaginair'es conjugués) et, par suite, un polynôme 4-^^ — A's-^ — »;> ^^ discriminant négatif. Réciproquement, un tel polynôme détermine un système
On en déduit que, si les deux nombres positifs a, [i varient de toutes les manières possibles, les invariants ^>;>, »;( de la fonction
p[u *— » ■ — ] j)rennenl tous les systeuies de valeurs possiuies
pour lesquels on a g'I — 'âj gl<i o^ clia(|ue système {g-2i gs) étant obtenu pour un seul système (a, [i). Donc, étant do/inée r équation diJJ'érentielle
la fonction py u I— ^> — — ^ 1 telle que l'on a
dx
e-i étant la racine réelle de /\x-^ — g.,x — g-j,. satisfait ii cette équation.
Le calcul de a et |j, connaissant g-^i g-i^, se fait au moyen des formules (5), (10), (i 1).
o22. En résumé, nous sommes parvenus à intégrer l'équation différentielle (ij) ou (12) dans tous les cas où g.2 et g^ sont réels (en supposant gi — "^1 Sz 7^ o). La fonction p obtenue se note
p("; ^2,^3)- On a donc
d'où
.^=j.'u = ±s/hx^-g,x
Comme u n'intervient que par sa différentielle, on peut, dans la
VI. — iNvi:nsi()N. i-K
solulion, rcin|)la(('r // |);ii- 1/ -\ i\ c r\.\\\\ wnr ronstiinlc nrhiliiiir*-. Le l't'siilliit jXMil nicdic s iiilcipn'ici- de l;i iiKiniri'o siiiviinli- : Si l'on a ilen.r ri///(t/>/i's ./•, r //V'v.v ^u//- une rchilii)n ili' ht fnrnir
g'ij t?.! f'l('"( réels el gi — '■*-' -i'i cL'ii^t (Uj/vieiil <le o, on peut trouver pour x el y des fonctions uniformes (V un paramètre u satisfaisant à celte relation : il su (lit p>our cela de prend r<'
Ce résiillal est à i-a|)j)i()(liei' de la théorie de la re[)résentatiori uiiicursale des courbes.
Reinar(|uons d'ailleurs que, dans le cas où gl — '-^"J f^'l = t)? l'équation dilTérentielle esl de la forme
-^- z= oAx — a) J X — b.
du
On est ramené, pour Tintéi^rer, à effectuer la (juadralure de la
lonclion . (jui se ramène aux fonctions rationnelles.
Considérons maintenant l'équation
(^y= A.r3-+- B.r2_^G3'-HD = F(3-),
où A, 13, C, D sont des coeKicients réels queiconcjues. Pour ramener ce cas au précédent, effectuons sur x la transformation à coefficients réels bien déterminée
telle ([ue le |)olynome en y transformé de P(.t) ait 4 pour coefficient de x^ et o pour coefficient de x-. Posons aussi
l'équation prend la forme suivante :
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On l'intègre en prenant
dy
et Ton en déduit, pour l'équation donnée, o2-i. Prenons le cas de l'équation
R étant un polynôme du quatrième degré à coefficients réels admettant des racines réelles. Supposons qu'on détermine une racine réelle ^0 de ce polynôme ; soit alors
Posons
_ dx _
l'équation donnée devient
I /dxy / I \ I / I \ P(x)
P étant du troisième degré; on est ramené à l'équation
' dx \ -
/ dx \ ■ [dïi)
Pix).
C'est le cas qui vient d'être traité (n" 5^23). x s'exprime en fonction
dz
elliptique de u ; il en est donc de même de c et de -r^ = \/W{z)
o2o. Nous allons indiquer une autre méthode pour l'intégration de l'équation
dans le cas où R(c) est un polynôme réel du quatrième degré dont le coefficient de z^ est positif.
Remarquons que le cas qui échappe à la méthode du n° 5!24, à savoir le cas où R a ses quatre racines imaginaires, est compris dans le cas
VI. - iwi.nsioN
acliicl ; eu elTfl, \c itnlviioinc iiv;nil alms un si^;!!»' <<)ii^laMt |pniii' les valeurs rt'-elles de c, si eo si^nc est — , I ri|ii;ii iim n Oi Mrilii'f jimir aucun syslènie de valeurs réelles, nous ne nous en (»((ii|p<i omn |i;is. Si le si^ne esl -f-, c'est (jue \e coeffieicnl >\r z' csl [xisilil. Par une lransli)niial um de hi loiMue
5 ^ Xi^i -t- iji.
A cl u. élanl rceU, on peut remplacer l'étjualion donnée par une autre de même forme, où le eoelfîeient de z'' sera i et où le coefficient de G'' sera nul. Nous sommes ramenés au prol)lème suivant. Etant donnée une relation de la forme
nous allons chercher pour :: et z' des fondions elliptiques fie 11 vérifiant cette relation, l^renons
(0 ^^^yu-v^a
■>. pu — pu
nous allons montrer que la fonction p et la constante a peuvent être déterminées de manière que celte fonction satisfasse à la relation précédente. Rappelons la formule générale d'addition [n" 0O8, formule (9), p. 309],
I / p' //. — p' a pu -^ pa -i- p(u-\- a) — ' '
ou. en tenant compte de (1),
pu H- Jlcf -r- j>( a H- a) = z'-.
Nous axons obtenu la formule [n" 508, (8 )]
pu — p(u^a)= - — - '- ^--
?. (lu \ pu — p a
ou, avec les notations actuelles,
(2) pu — p{u-^a) = z.
De (i) nous déduisons
_, I pi' uipu — pa) — p u(p' u — p ft ) ^ ~ 1 {pu — paf
Remplaçons, en tenant compte de la valeur de z, p' h — p' a par •Az(pu — J3^^); il vient
, _ I p" Il 'iZ p' Il
d'où, d'a|)rès (2),
(3) pu — p{u-^a)= '■
Posons, pour la suite du calcul,
A = jj M — pa, B = p ( M -+- rt ) — j) rt .
Dans (3), permutons u et a; en remarquant que z ne change pas, nous obtenons
(4) pa — p{u + a)= .
■?.pu — p a
Nous pouvons écrire
A -;- B = pa -t- p a -h p ( « -1- a ) — ipa,
d'où, en tenant comj)te de la valeur de 5-,
A -f- B = c2— 3prt.
Calculons de même AB. En comparant avec la formule (4) mise sous forme entière, on reconnaît que l'on a
A . B = -( p" a — 'izp' a).
D'ailleurs, on a aussi, d'après (2),
z"^ — [pu — p{ii -f- a)]2=: ( A — B j-, ou
•s'- = ( A -1- B ;2 _ 4 AB = {z^- — ipaf- — 2 ( j)" a — -izp' a).
Nous vojons ainsi que z'- est égal à un polynôme du quatrième degré en ::. Cette relation n'est autre qu'une équation différentielle à laquelle satisfait la fonction elliptique z, définie par la formule ( i). En développant, nous avons
z'- = z'* — 6paz--+- 4p' az -+- gp-a — 2p"a,
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on. rn iein|)l;i(;iinl }>' ii par ')|)-rf — —,
Nous allons chercher une fonction elliptique pu et une coiislanlrr/ telles (pi il V ait identité entre les |)ol\ nomes
et
z* — 6p«^2_(_ ^P'ct3 — ■^■p^a -r- gz.
Cela exige que 1 on ail
pa =~ À2, p' a = lj, — 3 j)2 a -h g. = À . .
Prenons comme inconnues les in\arianls ^25 ^ 3 ^^^ '** Ibnclion p cherchée. De la dernière relation on tire, en tenant compte de la première,
go = Xi -f- 3 p' a = A; -î- 3 X^ .
D'autre |jart, on a
p'^-a = 4jvî« — gipa — g3, d où
X^=-4Xi^X,(X4^3X2)- -3, o-3=x,X;-X|-X2.
go et o 3 ^®^'- ^ifisi déterminés; la constante a est déterminée par les deux relations
prt= — X2, p'a—'/,^
qui sont compatihles, car, en \ertu du calcul fait, on peut en (h'-duire
p'-^ a^ /ip-^a — gipa — g^ ;
par suite, elles déterminent un nomlire a à une combinaison linéaire des périodes près. En effet, dans un parallélogramme de périodes, la fonction pu prend deux fois la valeur déterminée — À2 pour deux valeurs différentes de u^ ces valeurs étant congrues à deux nombres opposés. Pour ces deux nombres opposés, p' u prend deux valeurs opposées et, par conséquent, dillerentes. L'une de ces valeurs sera égale à Aj ; la valeur correspondante de l'argument sera la constante cherchée a.
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La fonction pu et la constante a étant détei^minées, la fonction
i p' a — p a •1 |j a — jj a
est telle que l'on a
:: et -7^ =y/K(5) s'expriment tous deux en fonctions elli|)li((ues de //•
526. On appelle inlégrale elliptique une intégrale de la forme Ç V\x, \/V{x)\dx,
P étant un polvnome du troisième ou du (|ua[ricme degré n'ayant pas déracines multiples et Fune fonction ralionncUc. Nous supposerons, de plus, les coefficients et les variables réels. Posons
X = slV{x).
On peut (n"^ 0*22 à o2o) exprimer a: et X en fonctions rationnelles de ytu et ,[)'//< ,p'/ étant convenablement choisi. L'élément différentiel de l'intégrale prend alors la forme $( pw, p' /<)f///, $ étant rationnel. Posons alors
<I>, étant une fonction rationnelle par rapport à ; et à jk, peut se mettre sous la forme suivante :
Bo^- B, Y ^ ^lY-
Ao, A,, . . ., B„, B|, ... étant des polynômes en z. Remplaçons j'- par le polynôme 4 3^ — g-^z- — g-^ ; O prend la forme
G -4- Dr
Multiplions et divisons le second membre par G — Dy. Le dénominateur G- — D-j/"- s'exprime rationnellement en s ; la fraction se ramène à la forme
R + Sj-,
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Il cl S élaiil r.ilioiuicls en ;. [/inL(-i;i-;ili' ;'i <alciilor est
/ Kl pu)<iu — / S( c )y'fn- Comme on a )'</// :^^ (/z, la seconde iiilt'i;iale s Ct rit
c'est une intégrale de fraction iMtiunnclIc (]ue 1 on sait évaluer.
En prenant u comme nou\ elle variable, nous sommes donc ramenés à évaluer l'intégrale
/ l\( p II) du^
où R est une fonction rationnelle de pu.
R (.p//) constitue une fonction elliptique aux mêmes périodes que pu. Appliquant à cette fonction la décomposition en une somme de fonctions s, 'Q-, • • • (n" o09, p. 3io), on a une formnle de la forme
c étant une constante et le signe ^ étant étendu aux dillérents pôles (7, 6, . . ., / de la fonction K. En intégrant, on déduit de là
I R( pu)du = cit — 2,\ ALogïf » — a)-i- Al ^( i< — a)-;- Ao^'C" — «)—... .
La théorie des fonctions elliptiques fournit ainsi Fexpression d'une inlég;rale elliptique.
VII. — Cotirbes de genre un
o27. Considt-rons la fonction elliptique pu. et posons <i) x:=pu. y = p'u.
Nous avons vu que x et r sont liés par la relation suivante : .(2) _>'2 = 4a-3— o-j.r — ,^3.
En nous bornant au cas où g--, et gj sont réels, nous savons
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construire la courbe représentée par cette équation en coordonnées rectangulaires. C'est une cubique ayant pour axe de symétrie l'axe des X et pour direction asymptotique l'axe des y.
Si l'on a g\ — 2^03>>o, autpiel cas le polynôme a trois racines réelles, la courbe rencontre l'axe des x en trois points (Jig. oo).
fi s. 5o.
Si gl — 2'ji,'i]<; o, auquel cas le polynôme n'a plus qu'une racine réelle, la couibene rencontre l'axe des a; (|u'en un point réel (Jfg. 5i).
A une valeur de u correspond un point de la courbe. In\ersement, soit (xn.ya) un point de la courbe, c'est-à-dire un système de valeurs de X() et jKo satisfaisant à (2). Cherchons combien il y a de valeurs de u correspondant à ce point.
Etant donnée une valeur Xq attribuée à j:, il y a dans un parallélogramme de périodes deux points u pour lesquels pa^=Xo. Ces deux valeurs de u sont congrues à deux nombres opposés w,, et — Uq et donnent à y == p' u deux valeurs différentes, dont l'une seulement
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est égale à la valeur rlioisie y^. Donc, à un systrnir de luilmrs (•^'oj.l'o) vérifiant (2) correspond, à une conihinaison lin (''(tire près (les pt'riodcs, une seule Vdieur de it . On («xprimc ce Hiil en disiiiil qu'/Y )• a correspondance entre le paramètre u et les points de la courbe.
528. Donnons quelques applications géométriques de la tliéoric des fonctions elliptiques.
Clierclions la condition pour que trois points de la cul»i(pie correspondant respectivement aux valeurs «,, Mo, «3 du paramètre soient en ligne droite. Cherclions l'intersection de la courbe avec la droite d'é({uation
ax -\- by -H c = o.
L'équation aux paramètres des points d'intersection est a^u -H b-p' «/ -t- c = o.
Le premier membre de cette équation est une fonction elliptique aux mêmes périodes que j3M,,p'« et n'a, dans un parallélogramme de périodes contenant l'origine, d'autre pcMe que l'origine, lequel est pôle d'ordre trois. Cette fonction elliptique a, par suite, trois zéros dans un parallélogramme de périodes. De plus, la somme des zéros est congrue à celle des pôles ; la somme des pôles étant nulle, si M,, Moj «3 sont les trois zéros, on a, m et n étant entiers,
Wi -f- Ui -+- U3 = -2. m oi -i- 7. n iji'.
Telle est la relation à laquelle satisfont les paramètres de trois points de la courbe situés en ligne droite. Je dis que cette condition qui est nécessaire est aussi suffisante, c'est-à-dire que, si elle est remplie pour trois paramètres, les trois points correspondants sont en ligne droite.
En effet, considérons la droite D qui joint les points de paramètres M), u-^; elle rencontre la cubique en un troisième point autre f|ue w,, Mo. Soit M3 le paramètre de ce point; nous avons
Ml -(- Mj-f- Kj ^ o.
En comparant celte relation avec celle qui existe par hypothèse entre «i, «2, '^3, on voit que m» et u'.^ sont congrus. Donc u^ et B. — II. 22
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ii'^ correspondent au même point de la courbe. La droite qui joint w,, //o passe par «3, ce que nous voulions démontrer.
Considérons sur la courbe un point de paramètre u ; la tangente à la courbe en ce j)oint la rencontre en un autre point de paramèlre r. En considérant cette tangente comme la position limite d'une sécante passant par a et par un second point voisin a, qui se rapproche indéfiniment de «, on voit qu'on doit a\oir
Cherchons à quelle condition u sera point d'inllexion pour la cubique; il faut que la tangente en ce point rencontre la courbe en trois points confondus avec le point de conlacl. 11 faut pour cela qu'on ait
d'oii la condition
On reconnaît que, pour a\oir tous les points d'intlexion, il suffît de donner à m et 11 trois valeurs entières consécutives, par exemple o, I, 2, et de prendre toutes les combinaisons de ces valeurs deux à deux. Ces combinaisons étant au nombre de neuf, il y a neuf points d'inflexion.
529. Considérons d'une façon générale une cubique ])lane. On démontre qu'une telle courbe ne peut avoir plus d'un point double sans se décomposer. Si elle a un point double, elle est unicursale. Nous mettrons à part ces cas, et nous étudierons les cubiques planes sans point double.
Étant donnée une telle courbe, plaçons l'origine en un point de la courbe ; son équation sera de la forme
03, Oo' '-2, étant des polynômes homogènes et de degrés respectifs 3, 2, I. Coupons la courbe par une droite passant par l'origine, d'équation jK =: t^- L'équation aux abscisses des points d'intersection autres que l'origine est
a72cp3(i, 0-4- ^792(1, 0 + ?i(i, 0 = Oi
VII. — cnrniiKs lu: (;i:mii: ////. 3l
(loù
o\ — /{'-^i '-2:1 f"^' "" jx'l vnomc (In iiiinl firme (lri;r(' en I . >(iil 1» ( / ). ( )ii sait, au moyen de la lliéonc des loni'lions ellipliijiics. i'\j)iiiiiir t et y/R(^) au moyen de fonelicuis elli|)li(|ues d'un inrinc paraiiirlic //. l\ous pom'ons donc exprimer les coordonnées d'un jxnnl île la courbe par des fonctions uniformes (V un paranu'he u.
o30. Courbes planes de genre un. — On dt'monlie, en (jéom(';liic analytique, que le nombre maximuiu de points doubles d'une courl)C
plane de degré /?, ([ui ne se décompose pas, est- Un
démontre en second lieu qu une courl)e de degré n qui a
[)oinls doubles est unicursale, c'est-à-dire f|ue les coordonn('-es d'un de ses points [leuvent s'exj)rimer en fonctions rationnelles d'un paramètre; la réciproque est vraie.
Etant donnée une courbe de degré ii qui ;i d points doubles, on appelle genre de cette courbe le nombre
de sorte que les courlies unicursales sont les courbes de genre zéro. Nous allons étudier les courbes de genre un. I^e nombre de leurs points doubles est
Soit C une telle courbe, ayant pour (-quation
Nous allons introduire des courbes auxiliaires d'ordre n — 2, que
nous appellerons des adjointes. Rappelons qu'une courbe d'ordre n
, , . , n(rt -+- 3"» ,. . ^• ' • 1 . 1
est déterminée par conditions linéaires, de sorte qu une
courbe d'ordre n — 2 est déterminée i)ar (« — 'i)( n. -h 0 ,^^- ., i ,,„
' points. Assu-
jellissous une adjointe à passer par les — — points doubles de C.
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Il faut encore, pour la délerininer, un nombre de points égal à
{n — 2 ) ( /* H- I ) Il (a — 3 )
Si donc nous assujettissons cette adjointe à passer en outre par (n — 3) points simples choisis arbitrairement sur C, il restera dans son équation deux paramètres linéaires arbitraires. Elle sera de la
forme
A/i(^,7) -+- \^Mx,y)-\- Cf^{x,y) = o,
y,, f.y, fi étant des fonctions déterminées, A, B, G des paramètres arbitraires. On a ainsi un réseau de courbes adjointes.
Etudions l'intersection d'une courbe y de ce réseau avec C. Ces deux courbes étant d'ordres /i et n — 2, le nombre de leurs points d'intersection est, d'après le théorème de lîezout, ni^n — 3). Or, en chaque point double de C, il y a deux points de l'intersection confondus, d'où n{n — 3) points d'intersection fixes. De même, les n — 3 points simples de C par lesquels |)asse y donnent n — 3 points d'intersection fixes. Le nombre d'intersections qui restent, et qui sont les intersections variables, est
Ainsi, C et y ont trois points d' intersection variables. Cela étant, posons
A un point {x,y) correspond, moyennant ces formules, un point [x\y'). Quand le point {x,y) décrit C, le point [x' ,y') décrit une courbe C dont l'équation s'obtiendi'ait en éliminant x.,y entre les équations (i) et (2).
Inversement, je dis qu'à un point (^x',y') de G' correspond un point (x,y) de C et un seul, c'est-à-dire que, x\y' étant donnés, les équations (2) jointes à (i) n'ont en j?,jk qu'un seul système de solutions variable avec x\y' .
En effet, supposons qu'il existe deux points (a, ^), [a' , b') correspondant au même point (x'^y') et variant d'une façon continue avec x' y' ; on aura
j\ [a,b) ^ /i ( u\ b') ' f(rt,b)~ /i ( a', (>' ) '
fx(n\b') ^ f^(a'J>') ^ f,(a',h
fxya.b) /na,b) ~ /An, h) '
Considérons le réseau des courbes y et assujettissons les courijcs de ce réseau à passer par (a. h). Nous déterminons ainsi dans le réseau un l'aisceany,. En vertu de (3), toute courbe du réseau qui contient {a^b) contient aussi [a\b'). Les courbes (b; v, conlciianl ((7, b) et (a'.b') ne rencontrent donc G qu'en .5 — 2, c'est-à-dire un point variable. Gomme l'équation de ces courbes dépend linéairement d un paramètre, on pourrait exprimer les coordonnées de ce point en fonctions rationnelles du paramètre. G serait donc une courbe unicursale. ce qui n'est pas, puisque G n'a pas son nombre maximum de points doubles.
Donc il ne peut correspondre à un point (>^', jk') de G' qu'un seul point (a, 6), et, par suite, les équations (2) n'ont <|u'un seul système de solutions en x, y variable avec .r', y'. On peut obtenir par des opérations lationnelles ce système de solutions, soit
'>2, et 'jo étant des fonctions rationnelles. On dit (\u'il y a entre les deux courbes G et G' une correspondance biunivoque et birationnelle.
Gherchons le degré de G'. Prenons son intersection avec la droite
d'équation
Aa^'-i- Bj''-!- C = o.
En rem|)laçant j?', y' par leurs valeurs en fonction de x^ nous sommes conduits à Téquation
kf-iix.y) -t- B/3(.r, V) -f- G/, (a;, y) = o, x^ y étant liés par léquation de la coiu'be G,
Nous savons que ces deux équations ont, en dehors des points de ba>e du n'seau, trois systèmes de sobitions variables. G', étant rencontré par une droite quelconque en trois points, est donc du troisième degré. En rc^sumé. nous voyons qu'// est possible d'établir une correspondance biunivoque et birationnelle entre une courbe quelconque de i^enre un et une certaine courbe du troisième degré. Gomme d'autre part les coordonnées d'un point d'une cubique peuvent s'exprimer en fonctions elliptiques d'un paramètre, il en est donc de
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même pour les coordonnées d'un point de la courbe de genre un. On peut exprimer les coordonnées d^ un point d^ une courbe de genre tjn en fondions elliptiques d'un paramètre.
o31. Remarque. — Soit une courbe unicursale; exprimons les coordonnées d'un de ses points en lonctions rationnelles d'un paramètre t et posons t = '^(u),, ce étant une fonction elliptique, x et y sont ainsi exprimés en fonctions elliptiques du paramètre u. Je dis que cette représentation ne possède pas toutes les propriétés de la représentation obtenue pour les courbes de genre un.
Considérons une courbe de genre un ; faisons-la correspondi'e à une cubique plane que nous pouvons faire correspondre elle-même à la courbe
Les coordonnées x, y d'un point de cette courbe s'expriment au moyen de deux fonctions elliptiques. Dans un parallélogramme de j)ériodes commun à ces deux fonctions, à un point de la courbe donnée correspond un seul point u et inversement. Lne telle représentation est dile propre.
Montrons qu'elle ne peut exister pour une courbe unicursale. En effet, la courbe étant unicursale, x, y sont fonctions rationnelles d'un paramètre t, et, inversement, t est fonction rationnelle de x^y, de sorte que. si a' et jk sont fonctions elliptiques d'un paramètre //, t sera aussi fonction elliptique de u. Cette fonction aura pour périodes tout système de périodes commun à x et y; et, dans uu parallélogramme de périodes, à une valeur de ^, c'est-à-dire à un point de la courbe, correspondent au moins deux valeurs de u. Autrement dit, il est impossible de trouver un parallélogramme de périodes tel qu'à un point de la courbe corresponde une seule valeur de u dans ce parallélogramme. C'est ce qu'on exprime en disant que la représentation obtenue est impropre.
VIII. — Équation d'Euler
o3!2. On appelle équation d' Euler une équation différentielle de la forme
R étant un polynôme du troisième ou du quatrième degré.
vni. — KOI VTKiN i)'i:n.i:u. 3 {3
l\<'iiiai(|iu)ns (|iie, si R csl du itrciinrr ou du dcuxuiuc dcj^r»', icllc é(|uation a une solution (jui esl ali:(''l>ii(|U(>. Sii|)|>(jsoiis par cxcniplf R(a) du deuxième degré; nous |)ou\(uis, |):ir une liausfoi iiMlion linéaire, ramener R(a) à la forme
L"é([ualion à intégrer est alors
Posons riiit(''grale est d où
\/i — X- \/i — [i.'^ arc sinX d= arc sin jjl = const.
arcsinX = «. arc sin ijl = (^;
Il rh V ^ const.,
sin( u ± v) = sin u cosi' ±: sin v cos u = const..
X/i — |Jt-± \J-\/' — ^'^ = const.
En faisant disparaître les radicaux, on obtient entre ). et u. une relation algébrique entière qui est l'intégrale cherchée.
o33. Supposons maintenant R du troisième ou du quatrième degré et posons
J v/R(A) J v/HÔT)'
on tire de là, en faisant l'inversion de l'inlc^grale,
y étant une certaine fonction elliptique. D'ailleurs, avec les nou\ elles variables «, ç, l'équation difrérentielle s écrit
du ± dv =^ o.
d'où
u± i> = const. = c,
f = dz ( c — u), K=/[±(c-«)l.
f[±(c — m)], en tant que fonction de u, est une certaine fonction elliptique y", (?a). Entre les deux fonctions k=f(if). a=y, (m) aux mêmes périodes existe une relation algébrique. Ainsi, ia solution générale de (i) est donnée par une relation algébrique entre ). et [j..
534. Cherchons la forme de cotte relation. [*aitons d une relation symétrique en a et [j. et du deuxième degré par rapport à chacune de ces vaiiahles, soit
(?) F(X, .aj = o,
ou, en ordonnant par rapport à jj., F(X, iJL) = (AX2^-BX-(-G)[JL=+(HÀ2^- DX+ [i!) ,a + GX^-t- EX + F = o.
En différentiant cette équation, nous avons (3) FxrfX + F'jji^[jL = G,
ce qui définit le rapport -y^- Calculons, par exemple, Fjj,
F|jL = 2 .ui ( AX2 + B X ^ G ) ^ BX2 -+- DX + E. Résolvons d'autre part F(a, ^.\ = o par rapport à a; nous avons
_ — (' BX^ -^ DX -f- E) ± v/rTa) ^ ~~ 2 ( A X- -1- B X -+- G )
R(X) étant un polynôme du quatrième degré en),. On reconnaît que Ion a
on obtiendrait de même
Fx = ±v/R(7T.
La relation difïérentielle ( 3j peut donc s écrire
di. , d\x
c'est précisément une relation de la forme (i).
Je dis que Téquation (^2 i constitue rintégrale générale de (4).
Mil. — KouATioN i)'i:ri,i:n. '{4.'i
Cela résulte de ce (|ue dans F()., u) il y a ciini paiMiiirtrcs iirld- Iraires, tandis qu'il n'y en a (jue (|nalre dans !>. I'' contrnanl un paranii'lre (.le plus ([ue 1>, on j)()unM dispoxT de ic |),ir,inu'lrc pour faire corres|)ondre à une valeur donntM- A,, de ). une \;di'iii- ;iil)itraire ^„ de ^.
F(a, iji.) = o est di»uc rinlégralc générale de r(''(|Uiili()n djjdcr. Il reste à faire le calcul des coefficients de F, en supposant connus ceux de R. Pour cela, nous ferons usage de l'inlcrprétalion f;(;f)métri(pie suivante.
o35. Interprétation géométrique. — Donnons-nous une conique G et exprimons les coordonnées de l'un de ses points en fonction rationnelle d'un paramètre /. Soit y une autre conique qui coupe la j)remière en quatre points distincts correspondant respecti\einent aux valeurs a, 6, c, d du paramètre. Désignons ces quatre points pai- les mêmes lettres a, b^ c, d {fig- Sa).
IMK. 52.
Gela étant, prenons sur G deux points de paramètres )., [jl, et cherchons la condition pour que la droite qui les joint soit tangente à y- La relation entre ). et u. qui exprime cette condition doit être algébrique et symétrique en \ et [j.. De plus, à une valeur donnée de \ correspondent deux valeurs de [x, car par un point de G on peut mener deux tangentes à y, et à chacune de ces tangentes correspond un point a. Donc cette relation est de la forme étudiée au n" riîH, soit
Je dis que les racines du polynôme ri(>) qui se déduit de F par le procédé du n" 534- sont les paramètres «, ft, c, d des points communs à G et à y. En effet, chacpie racine de R("A) est telle que les deux valeurs de p. correspondantes sont confondues en une seule. Les deux
tangentes à y issues de ce point ). sont confondues. Donc ce poinl appartient à y.
11 résulte de laque, si v varie en passant par les mêmes points a, 6, c, d^ F()v, a) varie, mais les quatre racines de R()^) restent invariables; la relation dilTérentielle entre ). et |ji. reste donc aussi la même.
On peut déduire de là un moyen prati<pie |)our former F(a, |j.), étant donnée l'é(|uatioii (i), c'est-à-dire R(a). On considère une conique C définie en fonction d'un paramètre ^, et l'on prend les points de cette conique correspondant aux valeurs du paramètre qui sont racines de R(^)- Ces quatre points déterminent un faisceau de coniques Y- On exprime que la droite passant par les points )v, ^ de G est tangente à une conique y. La relation obtenue est l'intégrale cherchée.
o3G. On peut rattacher à cette méthode un théorème classique de Géométrie. Prenons sur G quatre points «, b^ c, d et considérons plusieurs coniques yi, y-j, ...,y«_,, passant par ces quatre jioints. Soit A, un point de G; menons par A, une tangente àyi, elle coupe G en un second point A.^; par Ao menons une tangente à y^, elle coupe G en un second point A3, et ainsi de suite. Nous arrivons finalement à un point A,j_, par lequel nous menons une tangente à y/,_i; cette tangente coupe G en un second point \„. Je dis que la droite A^A, obtenue en joignant le dernier point au premier en^^eloppe une nouvelle conique v,^ passant par a, b, c, d.
En effet, soient ^,, t,, . . ., t,i les valeurs du paramètre correspondant à A,, Ao, . . . , A/i. Du fait que la droite A, Ao est tangente à y,
résulte que l'on a
dt\ dtv
v/R(/,) \/KÛI)
c, étant égal à =t i et gardant un signe déterminé si /,, to varient d'une façon continue. De même, Ao A3 étant tangente à ya, on a
dt.y dt->
et finalement
dtn^i dtn
v/R(^«-i) /hû7j
VIII. - KQIIATION II ICM.KIl
On a, en imillipliiiul ces relalions nuMnhrc à iiinnlirt:,
Ceci monlri! (|ii oiilrc /| cl t„ cxislc une rcl.ilion ;il;;('liii(|iic de \,t forme F(X, a.) = o. Donc la droite A, A„ qui joint Irs ilciir puiiils de paramètres /,, t/t est tangente à une eonif/iie //asso//f jutr <i, b, c, d.
i-l.\ 1)1 TO.Mi: li
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