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Chapitre I

L’intégration a été définie tout d’abord comme 'opération inverse de la dérivation ; c’est I'opéra-
tion permettant de résoudre le probleme des fonctions primitives :

Trouver les fonctions F(x) qui admettent pour dérivée une fonction donnée f(x).

On sait que, si ce probleme est possible, il I'est d'une infinité de maniéres, et que toutes les fonc-
tions primitives F(x) d'une méme fonction f(x) ne différent que par une constante additive. Ce
qu’on se propose, c’est de trouver I'une quelconque des fonctions F(x).

Al’époque ot le probléme des fonctions primitives fut posé sous la forme que j’indique, c’est-a-
dire a I'’époque de Newton et de Leibnitz, le mot fonction avait un sens assez mal défini. On appelait
ainsi, le plus souvent, une quantité y liée a la variable x par une équation ou intervenait un certain
nombre des symboles d’opérations que ’on avait I'habitude de considérer. Les principales de ces
opérations étaient : les opérations arithmétiques (addition, soustraction, multiplication, division,
extraction de racines), les opérations trigonométriques (avec les signes sin, cos, tang, arc sin, arc
cos, arc tang), les opérations logarithmiques et exponentielles (avec les signes log, ax).

Pour un grand nombre de fonctions exprimées de cette maniere on avait pu exprimer, de la
méme manieére, les fonctions primitives, de sorte qu’il apparaissait comme certain que toute fonc-

tion admet une fonction primitive. D’ailleurs on pouvait répondre a qui doutait de cette
proposition.

Soit (fig. 1) la courbe T',y=f(x), représentant la fonction Fig. 1.
donnée f(x) ; les axes sont rectangulaires. Supposons, pour simplifier, f(x) positive ; soient aA, bB
deux paralléles a I'axe des y, d’abscisses a et x. Ces deux paralléles, I'arc AB de T, le segment ab de
Ox, limitent un domaine d’aire S(x). En évaluant I'accroissement bBCc de cette aire, on voit que f(x)
est la dérivée de S(x).

Remarquons que dans les considérations précédentes le mot fonction a déja re¢u une extension
considérable. La relation entre S(x) et x est en effet une relation géométrique et non plus une rela-
tion algébrique-trigonométrique-logarithimique. De telles relations étaient encore considérées
comme définissant des fonctions ; seulement, on distinguait soigneusement entre les figures géo-
métriques définies a 'aide de lois exprimables par des égalités géométriques et les figures qui
n’étaient pas définies ainsi. Les courbes y=f(x) de la premiére espéce ou courbes géométriques défi-
nissaient des fonctions f(x) ; les courbes de la seconde espéce ou courbes arbitraires ne définis-
saient pas de vraies fonctions. Lorsqu’on employait le mot fonction pour ces deux especes de cor-
respondances entre y et x, on distinguait les premiéres en les appelant fonctions continues.

1l y avait aussi une catégorie intermédiaire de fonctions, celles qui étaient représentées a 'aide
de plusieurs arcs de courbes géométriques ; on les considérait plus volontiers comme formées de
parties de fonctions.

Les fonctions continues étaient les vraies fonctions. On donnait ainsi au mot fonction un sens
assez restreint parce qu'on croyait que toute fonction continue, définie géométriquement ou non,



était représentable par une expression analytique, de la nature de celles dont il a été parlé précé-
demment, et qu’on croyait cela impossible pour les fonctions non continues.

Mais Fourier montra que les séries trigonométriques, qui pouvaient étre employées dans des cas
étendus a la représentation des fonctions continues, pouvaient servir aussi a la représentation de
fonctions non continues formées de parties de fonctions. En particulier, une fonction nulle de o
a m, égale a 1 de m a 271, admet un développement trigonométrique convergent. Le seul critére per-
mettant de distinguer les vraies fonctions des fausses disparaissait. Il fallait, ou bien étendre le sens
du mot fonction, ou bien restreindre la catégorie des expressions algébriques, trigonométriques,
exponentielles qui pouvaient servir a définir des fonctions.

Cauchy remarqua que les difficultés qui résultent des recherches de Fourier se présentent méme
lorsqu’on ne se sert que d’expressions tres simples, c’est-a-dire que, suivant le procédé employé
pour donner une fonction, elle apparait comme continue ou non. Cauchy cite, comme exemple, la
fonction égale & +x pour x positif, & —x pour x négatif. Cette fonction n’est pas continue, elle est for-
mée de parties des deux fonctions continues +x et —x ; elle apparait au contraire comme continue
quand on la note +x2.

Pour conserver aux mots fonction continue leur sens primitif, il aurait donc fallu ne considérer
que des expressions analytiques trés particuliéres ; Cauchy préféra modifier considérablement les
définitions.

Pour Cauchy y est fonction de x quand, a chacun des états de grandeur de x, correspond un état
de grandeur parfaitement déterminé de y.

Cette définition parait la méme que celle donnée plus tard par Riemann, mais en réalité les cor-
respondances que Cauchy considere sont encore celles qu’on peut établir a I'aide d’expressions ana-
lytiques, car, apres avoir défini les fonctions, Cauchy ajoute : les fonctions sont dites explicites si
I’équation qui lie x a y est résolue en y, et implicites si cela n’a pas lieu. Le fait que les correspon-
dances sont établies a I'aide d’expressions analytiques n’intervient jamais dans les raisonnements
de Cauchy, de sorte que les propriétés obtenues par Cauchy s’appliquent immédiatement ainsi que
leurs démonstrations aux fonctions satisfaisant a la définition de Riemann.

Pour Cauchy, une fonction f(x) est continue pour la valeur xo si, quel que soit le nombre positif
€, on peut trouver un nombre n(e) tel que I'inégalité |h|=n(e) entraine

|F(x0+H)—F(x0)|sE ;

la fonction f(x) est continue dans (a,b) si la correspondance entre € et 11(€) peut étre choisie indé-
pendamment du nombre x0, quelconque dans (a,b).

On reconnait 1 les définitions aujourd’hui classiques.

Pour démontrer l'existence des fonctions primitives des fonctions continues, il suffit de re-
prendre la démonstration géométrique indiquée précédemment. Dans cette démonstration on a
fait appel a la notion d’aire. Cette notion, déja assez peu claire lorsqu’il s’agit de domaines limités
par des courbes géométriques simples comme le cercle ou lellipse, le devient moins encore lors-
qu’il s’agit des domaines intervenant dans la démonstration qui nous occupe.

Les courbes I' qui limitent ces domaines ne sont plus nécessairement des courbes géométriques,
elles peuvent étre formées de parties de courbes géométriques (y=+x2) ; on sait donc quelles



peuvent étre compliquées sans savoir ou s’arréte cette complication. Aussi Cauchy crut devoir pré-
ciser ce que I'on doit entendre par le nombre S(x) de la démonstration précédente ; il lui suffit pour
cela de reprendre les opérations qui servaient ordinairement & calculer des valeurs approchées de
S(x) considérée comme aire et de démontrer que ces calculs conduisaient a un nombre limite. On a
ainsi la démonstration maintenant classique de I'existence des fonctions primitives.

Soit (a,X) l'intervalle que nous considérons. Divisons (a,X) en intervalles partiels a 'aide des
nombres croissants

AO=A,A1,A2,...,AN—1,AN=X ;
et formons la somme
S=(a1-20)r(x1)+(a2-Aa1)F(x2)+...+(AN—AN—1)F(XN),

ou xi est un nombre quelconque compris entre ai-1 et ai. On démontre que S tend vers un
nombre déterminé S(X) quand le maximum de ai—ai—1 tend vers zéro d’'une maniére quelconque.

Le nombre S(X) ainsi obtenu s’appelle I'intégrale définie de la fonction f(x) dans l'intervalle
(a,X). Depuis Fourier, on le représente par la notation [aXf(x)dx.

Ce symbole n’a jusqu’a présent de sens que dans les intervalles positifs (a,X), (Xza) ; par défini-
tion, on pose

JaXF(x)px+ [ XAF(X)DX=0.
1l est évident que 'on a, quels que soient a, b, c,
JAB+[BC+[ca=0.

Remarquons encore que si L et 1 sont les limites supérieure et inférieure de f(x) dans (a,b),
Jabf(x)dx est comprise entre L(b—a) et I(b—a). La fonction continue f(x) prenant toutes les valeurs
entre 1 et L, y compris les valeurs 1 et L, on peut écrire

JaBr(X)DX=(B—A)F(E),
€ étant compris entre a et b ; c’est le théoreme des accroissements finis.

Le nombre S(X) étant maintenant défini d'une maniére précise, on démontre l'existence de la
fonction primitive de f(x) sans difficulté. En effet, on a

S(x0+1)—-S(X0)H=1HJXOX0+HF(X)DX=F(XO+0H),
égalité qui démontre que la fonction S(X) est continue et a pour dérivée f(x).
La fonction S(X) qui figure dans la démonstration précédente ou plus exactement la fonction
S(X)+K=K+ [aXr(x)px=K1+ [AXF(X)DX,

dans laquelle K et K1 sont des constantes quelconques et a une valeur de x prise dans l'intervalle
ou f(x) est définie, s’appelle I'intégrale indéfinie de la fonction f(x) et se note [f(x)dx. On voit que
I'intégrale indéfinie d'une fonction f(x) est la fonction F(x) la plus générale telle que 1'on ait, quels
que soient a et § dans l'intervalle ou f(x) est définie,



On voit aussi que, pour les fonctions continues, il y a identité entre les intégrales indéfinies et les
fonctions primitives.

Dans ce qui préceéde, I'intégrale définie apparait comme un élément permettant de calculer la
fonction primitive ; dans la pratique, les fonctions primitives servent, au contraire, au calcul des in-
tégrales définies. Ces intégrales définies, qui sont des limites de sommes dont le nombre des
termes augmente indéfiniment tandis que la valeur absolue de ces termes tend vers zéro, se ren-
contrent dans un grand nombre de questions d’Analyse, de Géométrie et de Mécanique. Pour le cal-
cul de certaines de ces limites de sommes, par exemple pour la définition et le calcul de I'aire com-
prise entre une courbe et son asymptote, I'intégration des fonctions continues ne suffisait plus ; on
a été ainsi conduit a s’occuper de I'intégration des fonctions qui sont infinies en certains points ou
au voisinage de certains points. D’autre part, pour certaines applications des intégrales définies,
par exemple pour le calcul des coefficients de la série trigonométrique représentant une fonction
donnée, il semblait y avoir avantage a définir I'intégrale d’une fonction qui, tout en restant finie, est
discontinue en certains points. Aussi, dés I'introduction de la notion d’intégrale définie, a-t-on
étendu cette notion a certaines fonctions discontinues.

On a été conduit a la définition qui sera donnée plus loin en posant en principe l'identité,
constatée dans le cas des fonctions continues, de l'intégrale indéfinie et de la fonction primitive.
Considérons la fonction f(x) qui, pour x#0, est égale a 1x3. Les seules fonctions continues qui ad-
mettent, sauf pour x=0, une dérivée égale a f(x) sont données par la formule K+32x23 ; on a dit que
F(x)=K+32x23 était I'intégrale indéfinie de f(x), et convenu que la formule (1) donnait I'intégrale
définie de f(x) dans un intervalle quelconque (a,f3).

Soit encore la fonction f(x) (considérée par Fourier) égale a —1 pour x négatif, & +1 pour x positif.
Les seules fonctions continues qui admettent f(x) pour dérivée, sauf pour la valeur singuliére x=0,
sont les fonctions (considérées par Cauchy) K+x2 ; si 'on considére ces fonctions comme des inté-
grales indéfinies, on en déduit la valeur de I'intégrale définie de f(x) dans tout intervalle.

Cauchy énonce d’'une maniére trés précise la définition dont on vient de voir deux applications.
Pour lui, si une fonction f(x) est continue dans un intervalle (a,b), sauf en un point ¢, au voisinage
duquel f(x) est bornée ou non, on peut définir I'intégrale de f(x) dans (a,b) si les deux intégrales

JAc—HF(X)DXET [c+HBF(X)DX
tendent vers des limites déterminées quand h positif tend vers zéro ; alors on a par définition
JaBE(X)DX=LIMH=0[ [AC—HF(X)DX+ [C+HBF(X)DX].

Si dans (a,b) il existe plusieurs points de discontinuité, on partage (a,b) en assez d’intervalles
partiels pour que, dans chacun d’eux, il n’existe plus qu'un seul point singulier ; on applique a
chaque intervalle la définition précédente, si cela est possible ; on fait ensuite la somme des
nombres ainsi obtenus.

Cest a ces définitions que se rattachent les critéres connus relatifs a I'existence des intégrales
des fonctions infinies autour d’un point.

Pour des recherches relatives a la théorie des fonctions et en particulier pour I'étude des séries
trigonométriques, Lejeune-Dirichlet a étendu la notion d’intégrale. Les recherches de Lejeune-Diri-



chlet, qu’il avait annoncées lui-méme, n’ont jamais été publiées ; mais, d’aprés Lipschitz, on peut
les résumer comme il suit.

Soit une fonction f(x) définie dans un intervalle fini (a,b), dans lequel il faut I'intégrer ; soit e
Iensemble des points de discontinuité de f(x). Si e ne contient qu'un nombre fini de points, nous
appliquons les définitions de Cauchy.

D’aprés Lipschitz, le cas qu’étudie Dirichlet est celui ot le dérivé e’ de e ne contient quun
nombre fini de points, comme cela se présente, par exemple, pour la fonction 1sinix, ol e’ ne
contient que x=0.

Les points de e’ divisent alors (a,b) en un nombre fini d’intervalles partiels, soit (a,) I'un d’eux.
Dans (a+h,3-k), il n’y a qu'un nombre fini de points de e. Si, dans cet intervalle, les définitions de
Cauchy ne s’appliquent pas, on dira que la fonction n’a pas d’intégrale dans (a,b). Si au contraire
elles s’appliquent, on considére l'intégrale [a+hp-kf(x)dx et I'on fait tendre simultanément h et k
vers zéro suivant des lois quelconques. Sil’on n’obtient pas une limite déterminée, f(x) n’a pas d’in-
tégrale dans (a,b) ; si au contraire on a une limite déterminée, on pose

JABF(X)DX=LIMH=0,K=0 [A+HB—KF(X)DX.
L’intégrale dans (a,b) est, par définition, la somme des intégrales dans les intervalles (a,[3).

On voit que la définition de Dirichlet repose sur les mémes principes que celle de Cauchy ; la dé-
finition générale qui découle de ces principes peut s’énoncer ainsi :

Une fonction f(x) a une intégrale dans un intervalle fini (a,b) s’il existe dans (a,b) une fonction
continue F(x), et une seule a une constante additive pres, telle que 'on ait

dans tout intervalle ou f(x) est continue. F(x) est I'intégrale indéfinie de f(x) et 'on a
JaBr(x)px=F(8)-F(a).

Pour que cette définition s’applique, il faut d’abord qu'’il existe une fonction continue F(x) véri-
fiant la formule (1). Ceci revient, dans les deux cas traités par Cauchy et Dirichlet, & supposer I’exis-
tence des limites qui ont servi dans la définition. Nous supposerons cette condition remplie et nous
allons chercher comment doivent étre distribués les points singuliers de f(x) pour que cette fonc-
tion ait une intégrale. Au point de vue qui nous occupe, les points singuliers de f(x) sont ceux qui ne
sont intérieurs a aucun intervalle dans lequel f(x) est continue ; ce sont donc les points de e et ceux
de €’, ces points forment un ensemble que nous désignerons par E. Tout point limite de points de
E, par sa définition méme, est aussi point de E ; E contient donc tous ses points limites. C’est un
des ensembles que Jordan appelait parfaits et M. Borel relativement parfaits ; nous appellerons un
tel ensemble un ensemble fermé.

Pour que la formule (1) définisse entierement F(x), il faut que, dans tout intervalle, il en existe
un autre ou f(x) est continue. L'ensemble E doit donc étre tel que, dans tout intervalle, s’en trouve
un autre qui ne contienne pas de points de E ; c’est ce que 'on exprime en disant que E doit étre
non dense dans tout intervalle.

Cette propriété de E n’est nullement suffisante ; pour énoncer la propriété nécessaire et suffi-
sante que doit vérifier E, il faut avoir recours aux propriétés des ensembles dérivés.



L’ensemble fermé E a des dérivés successifs E’, E”, ..., Ew, ... ; on sait que, si I'un des dérivés est
nul, E est dit réductible, c’est un ensemble dénombrable ; sinon I'un des dérivés est parfait, E et
tous ses dérivés ont la puissance du continu.

Ce sont ces propriétés qui vont nous servir. Supposons qu'’il existe une fonction F(x) satisfaisant
a I’égalité (1) dans tous les intervalles ou f(x) est continue et recherchons si F(x) est bien détermi-
née ; lorsqu'’il en sera ainsi, I’égalité (1) servira de définition a I'intégrale.

Nous nous appuierons sur cette remarque évidente : si I'intégrale [aff(x)dx, qui figure au pre-
mier membre de (1), a un sens dans tous les intervalles qui ne contiennent aucun des points x1,
X2, ..., Xn, en nombre fini, les différentes fonctions continues F(x) satisfaisant toujours a I'égalité (1)
ne peuvent différer que par une constante.

Si E ne contient qu’un nombre fini de points, F(x) est donc bien déterminée, d’oti la définition de
Cauchy.

Le premier membre de (1) a maintenant un sens dans tout intervalle ne contenant pas de points
de E’ ; donc, si E’ n’a qu'un nombre fini de points, F(x) est bien déterminée, d’ou la définition de
Dirichlet-Lipschitz.

On passe de 1a au cas ou E”, E”, ..., En ne contient qu'un nombre fini de points.

Dans tout intervalle o Ew n’a pas de points, F(x) est donc bien déterminée et, par suite, le pre-
mier membre de (1) a un sens dans un tel intervalle ; de 1a on conclut que F(x) est bien déterminée
quand Ew n’a qu'un nombre fini de points. On passe ensuite au cas ou Ew+1, En+2,... n’a qu'un
nombre fini de points ; puis au cas ol c’est E2w qui jouit de cette propriété, et ainsi de suite.

Nous voyons ainsi que, si E est réductible, F(x) est bien déterminée, de sorte que notre défini-
tion s’applique ; il existe alors une intégrale que ’'on obtient par 'application répétée de la méthode
de Cauchy-Dirichlet.

Pour avoir des exemples de fonctions auxquelles s’applique cette méthode, il suffit de prendre
un ensemble réductible E, de ranger ses points en suite simplement infinie, x1, x2, ..., et de former
la série

F(X)=SIN1X—X1+12SIN1X—X2+...+12PSINIX—XP+1+....

Supposons maintenant que I'ensemble E des points singuliers de f(x) ne soit pas réductible.
Nous allons voir que, s’il existe une fonction F(x) satisfaisant a la condition (1) dans tout intervalle
ou f(x) est continue, il en existe une infinité.

Soit Ea celui des dérivés de E qui est parfait ; Ea s’obtient en enlevant de I'intervalle considéré
(a,b) les points intérieurs a des intervalles 81, 62, ..., qui forment une suite dénombrable si E est
non dense dans tout intervalle, ce qui est le seul cas qui nous intéresse.

Définissons une fonction ¢(x) par la condition d’étre nulle pour x=a, égale a 1 pour x=b. En tous
les points de 61, @(x)=12. En tous les points de 82, (p(x)=14, si 62 est entre a et 81 ; et p(x)=34, si 62
est entre 81 et b. D’une fagon générale, ayant attribué a ¢(x), dans 81,82,...,6n-1, les valeurs
A1,A2,...,An-1, on attribue a ¢(x), dans 6n, la valeur Ai+Aj2, i et j étant les indices de ceux des deux
intervalles 61,52,...,6n—1 qui comprennent &n.



Tout point de Ea est limite de points de certains intervalles &n ; il est facile de voir que si des
points de 8a1,6a2,... tendent vers x,Aa1,Aa2,... tendent vers une limite déterminée ; on prend cette
limite pour valeur de @(x). @(x) est ainsi partout déterminée, c’est une fonction continue non
constante dans (a,b) et, cependant, constante dans tout intervalle ne contenant pas de points de E.
De sorte que, sil existe une fonction F(x), satisfaisant a I’égalité (1) dans tout intervalle ou il n’y a
pas de points de E. F(x)+@(x) satisfait aussi a cette condition.

Maintenant, si 'on remarque que E et e sont réductibles en méme temps, on voit que, pour que
la définition adoptée s’applique, il faut et il suffit que I'ensemble des points de discontinuité de la
fonction a intégrer f(x) soit réductible et qu'’il existe une fonction continue F(x) vérifiant (1) dans
les intervalles ou f(x) est continue.

Mais, si l'on applique les définitions de M. Méray aux fonctions de la variable complexe, on se
trouve conduit nécessairement, comme me 1’a fait remarquer M. Borel, & considérer des fonctions
discontinues d’une variable réelle. Par exemple, lorsqu’une série de Taylor est convergente sur son
cercle de convergence, ses valeurs, sur ce cercle, peuvent définir deux fonctions réelles discontinues
de 'argument.

Pour des exemples d’ensembles réductibles, voir la Note.

Chapitre 11

Les fonctions auxquelles s’appliquent les définitions précédentes peuvent avoir une infinité de
points de discontinuité ; mais ces points sont encore exceptionnels, en ce sens qu’ils forment un en-
semble non dense. Dirichlet a rencontré incidemment la fonction

X(x)=LiMM=oo[ LIMN=00(cosm!TIX)2N],

dont tous les points sont des points de discontinuité, puisqu’elle est nulle pour x irrationnel,
égale a 1 pour x rationnel. Les considérations de Cauchy et de Dirichlet ne s’appliquent donc pas a
toutes les fonctions au sens de Cauchy. Riemann a montré, sur un exemple, comment ’emploi des
séries permettait de construire des fonctions dont les points de discontinuité forment un ensemble
partout dense, fonctions auxquelles les définitions précédentes ne peuvent donc s’appliquer.

Soit (x) la différence entre x et I'entier le plus voisin ; si x est égal a un entier plus 1/2, on prend
(x)=0. La fonction ainsi définie se nomme excés de x ; c’est une fonction au sens de Cauchy, car elle
admet un développement de Fourier, procédant suivant les lignes trigonométriques des multiples
de 27tx, qui est partout convergent. Considérons la fonction, au sens de Cauchy,

F(x)=(x)12+(2x)22+(3x)32+... ;

on voit immédiatement que si x n’est pas de la forme 2p+12n (n et 2p+1 étant premiers entre
eux) f(x) est continue. Au contraire, si x est de la forme indiquée, quand x tend en croissant vers
2p+12n, f(x) tend vers une limite que 'on note

F(2r+12N—-0)

et qui est



F(2P+12N—0)=F(2P+12N)+11216N2 ;
quand x tend vers 2p+12n en décroissant, f(x) tend vers

F(2pP+12N+0)=F(2P+12N)—11216N2.

Dans tout intervalle, f(x) a des points de discontinuité ; les considérations du Chapitre précédent
ne sont pas applicables a f(x).

En employant un procédé analogue a celui de Riemann, il était possible de former de nombreux
exemples de fonctions trés discontinues. En utilisant la notion maintenant classique de série uni-
formément convergente, il est facile de donner un énoncé général : une série uniformément conver-
gente de fonctions discontinues fn définit une fonction f qui admet pour points de discontinuité
tous les points de discontinuité des fonctions fn, pourvu que chacun de ces points ne soit point de
discontinuité que pour une seule fonction fn. Lorsqu’il n’en est pas ainsi, comme dans I'exemple de
Riemann, il faut rechercher si les différentes discontinuités, que l'on rencontre pour la valeur
considérée, ne se compensent pas de telle maniere que f soit continue.

On a souvent l'occasion d’appliquer un procédé analogue, quand, connaissant des fonctions fn
qui présentent une certaine singularité en des points isolés An, on veut construire une fonction pré-
sentant cette singularité dans tout intervalle. On essaie si 'on n’obtiendrait pas le résultat désiré en
prenant une série uniformément convergente de fonctions fn, telles que les An correspondants
forment un ensemble partout dense. Cest cette méthode de construction qui a recu le nom de prin-
cipe de condensation des singularités.

Les exemples de Riemann montrent que les fonctions, auxquelles les procédés de définition exa-
minés dans le Chapitre précédent ne peuvent s’appliquer, ne forment pas une classe tres particu-
liére dans '’ensemble des fonctions au sens de Cauchy. Et comme la restriction que nous avons im-
posée, avec Cauchy, aux fonctions f(x), savoir que la relation entre f(x) et x soit exprimable analyti-
quement, n’est jamais intervenue dans nos raisonnements, elle n’a simplifié ni les énoncés, ni les
solutions des problémes que nous nous sommes proposés. Il n’y a donc aucun inconvénient a dire,
avec Riemann : y est fonction de x si, a chaque valeur de x, correspond une valeur de y bien déter-
minée, quel que soit le procédé qui a permis d’établir cette correspondance. C’est cette définition
que nous adopterons maintenant ; seulement, au lieu de supposer toujours que x puisse étre pris
quelconque dans un intervalle (a,b), nous supposerons quelquefois que x doive étre pris dans un
certain ensemble E pour les points duquel la fonction y sera ainsi définie, sans I'étre pour tous les
points d’un intervalle. Par exemple, la fonction [1x]! est définie pour 'ensemble des inverses des
entiers positifs.

Avant d’entreprendre I'étude de I'intégration des fonctions au sens de Riemann je vais donner
celles de leurs propriétés qui nous seront utiles dans la suite.

Si l'on sait qu'une fonction reste toujours comprise entre deux nombres finis A et B, on dit
qu’elle est bornée. C’est a I'étude des fonctions bornées que I'on s’est le plus souvent limité. Lors-
qu'une fonction est bornée, elle admet une limite supérieure L et une limite inférieure 1 ; ces
nombres sont définis, on le sait, par la condition que (1,L) soit le plus petit intervalle contenant
toutes les valeurs de f(x). w=L-1 est dit 'oscillation de f(x).

Soit A un point limite de 'ensemble E dans lequel f(x) est définie. Soit 81 un intervalle contenant
A ; dans cet intervalle il existe des points de E ; ils forment un ensemble e1. La fonction f(x) définie



sur e1 admet des limites supérieure et inférieure, L1, 11, une oscillation w1. Soit 62 un intervalle
contenant A et compris dans 81, il lui correspond les nombres L2, 12, ®2 ; et 'on a évidemment

ris12sL2sL1,L2-12=02=01.

Si nous considérons des intervalles 61,62,63,... contenant tous A et compris les uns dans les
autres, nous avons une suite de limites supérieures et inférieures vérifiant les inégalités

L1s12s13=...sL3=sL2=sL1.

Les li d’'une part, les Li d’autre part, tendent donc vers deux limites 1 et L (1=sL) et les wi tendent
vers

o=L-1.

Nous allons voir que les nombres ainsi obtenus, L, 1, o, sont aussi les limites des nombres L'i, 1'i,
'l correspondant a des intervalles §'i contenant A et dont les deux extrémités tendent vers A
quand i augmente indéfiniment ; en d’autres termes, ils sont indépendants du choix des intervalles
61 et 'on peut supposer que ces intervalles ne sont pas contenus nécessairement les uns dans les
autres. En effet, i étant choisi arbitrairement, si j est assez grand, 8'j est contenu dans 6i, si k est as-
sez grand, 8k est contenu dans 6'j ; donc on a

ce qui suffit a démontrer la propriété.

Les nombres L, 1, o sont appelés le maximum ou limite supérieure, le minimum ou limite infé-
rieure et l'oscillation de la fonction en A. A est un point de continuité ou de discontinuité, suivant
que o est nul ou positif, c’est-a-dire suivant que L et | sont égaux ou inégaux.

Si x0 est I'abscisse de A et si 'on convient de ne considérer que les valeurs de x supérieures a xo
(x>x0), on obtient le maximum Md, le minimum md et l'oscillation wd a droite en A. Si wd=o0,
c’est-a-dire si Md=md, f(x0+0) existe et est égale 4 Md. Si Md=md=f(x0), la fonction f(x) est dite
continue a droite. On définit de méme les nombres Mg, mg, wg.

Si wd et wg sont nuls, c’est-a-dire si f(x0+0) et f(x0-0) existent, la discontinuité est dite de pre-
miére espéce, sinon elle est dite de seconde espéce.

Toutes ces définitions pourraient étre données pour des fonctions non bornées ; rien ne serait
changé, sauf que les nombres définis ne seraient plus nécessairement finis.

Aux notions précédentes, on peut rattacher la notion de limite d’indétermination qui nous sera
souvent utile ; cette notion est due a P. du Bois-Reymond.

Un procédé de calcul fournit, dans certaines conditions, un nombre déterminé ¢ ; dans d’autres
conditions, au contraire, il ne fournit plus un nombre déterminé, mais, suivant la maniére dont on
Tapplique, il fournit différents nombres qui forment un ensemble A. On peut alors, ou dire que le
procédé ne fournit plus aucun nombre, ou dire que le procédé donne pour nombre ¢ I'un quel-
conque des nombres de A. Le nombre ¢ est ainsi considéré comme indéterminé. Le plus petit inter-
valle qui contient tous les points de A, soit a son intérieur, soit confondus avec ses extrémités, a
pour origine et pour extrémité les limites inférieure et supérieure d’'indétermination du nombre ¢.
Ces limites sont finies ou infinies, elles ne font pas nécessairement partie de A.

Par exemple, on donne I'expression



O=LIMN=QXN,

ou n est entier. ¢ est nul pour |x|<1 ; pour calculer ¢ dans ce cas on peut choisir arbitrairement
une suite d’entiers croissants n1,n2,... et prendre la limite de la suite xni correspondante. Si x n’est
plus compris entre -1 et +1, en opérant ainsi et en choisissant convenablement les ni, on aura en-
core une limite, mais cette limite dépendra en général du choix des ni. Pour x=-1, 'ensemble A de
ces limites contient les deux seuls nombres —1 et +1 qui sont les limites d’indétermination. Pour
x<-1, 'ensemble A ne contient que + et —o qui sont les deux limites d’indétermination.

Pour x=1, ¢ est égal a 1. Pour x>1, ¢ est égal a +c.

La notion des limites d’indétermination peut souvent étre remplacée par la notion plus simple
de plus petite et de plus grande limite, notion que 'on doit & Cauchy.

Supposons que le nombre ¢ soit défini comme la limite pour A=A0 d’un nombre () ; A prendra
toutes les valeurs possibles ou seulement celles d’un certain ensemble dont Ao est un point limite
(Iexemple précédent se raméne a ce cas si I'on prend A=1n, ou n est entier, et A0o=0). La fonction
W(A) n’est pas définie pour A=A0, mais nous savons qu’elle a pour A=)\0 une limite inférieure 1 et
une limite supérieure L ; ces nombres, finis ou non, sont respectivement la plus petite et la plus
grande des limites que I'on peut obtenir quand, dans w(}), on fait tendre A vers Ao. 1 et L sont les
deux limites d’indétermination précédemment définies ; mais, dans le cas qui nous occupe, ces
nombres sont compris dans 'ensemble A des valeurs limites, tandis que, dans le cas général, ils
font seulement partie de A ou du dérivé A’ de A.

Mais il se peut aussi, et 'on en verra bient6t des exemples, que la fonction y(A) ne soit plus une
fonction bien déterminée, mais soit une fonction a plusieurs déterminations.

On dit que 'on a une telle fonction si, a chaque valeur de A, prise dans un certain ensemble ot la
fonction est définie, on fait correspondre un ensemble de nombres ; chacun de ces nombres est re-
présenté par la notation (). Ce qui a été dit relativement aux limites supérieure et inférieure pour
les fonctions a une seule détermination, s’applique sans aucun changement aux fonctions a déter-
minations multiples. p(A) a donc une limite inférieure 1 et une limite supérieure L pour A=A0, qui
sont, respectivement, la plus petite et la plus grande des limites que I'on peut atteindre en choisis-
sant une suite de nombres Ai tendant vers Ao et en choisissant convenablement les nombres y(Ai)
correspondants. Ces deux nombres sont les limites d’'indétermination de la limite de w(A\) quand A
tend vers Ao.

Revenons maintenant a I’étude des fonctions.

Il y a une relation trés simple entre les oscillations relatives aux intervalles contenus dans (a,b)
et les oscillations aux divers points de (a,b). On peut I'exprimer ainsi :

Si, en tous les points de (a,b), I'oscillation est au plus égale a w, dans tout intervalle intérieur a
(a,b) et de longueur A, l'oscillation est inférieure 4 w+e dés que A est assez petit ; € étant un nombre
positif quelconque.

§’il en était autrement, on pourrait trouver des couples de points ap, bp, tels que bp—ap tende
vers zéro et que 'on ait

|#(BP)—F(aP)|>Q+E.



L’ensemble des ap a, au moins, un point limite a. Si 'on prend une suite de valeurs ap tendant
vers a, les bp tendent aussi vers a, donc en a l'oscillation est au moins w+e. Il y a 1 une contradic-
tion avec I’hypothése.

La propriété est démontrée. Dans le cas ol =0, elle se réduit a ce fait bien connu : une fonction
continue en tous les points d’un intervalle est continue dans cet intervalle.

La réciproque de notre propriété n’est pas vraie. Soit une fonction égale a —1 pour x négatif, a +1
pour x positif, nulle pour x nul. Son oscillation pour x=0 est 2 et, cependant, si 'on emploie le point
de division x=0, la fonction a une oscillation seulement égale a 1 dans chacun des deux intervalles
obtenus.

Nous allons maintenant définir I'oscillation moyenne d’une fonction bornée f(x) définie dans un
intervalle fini (a,b). Partageons (a,b) en intervalles partiels 61,62,...,86n. Soit wi 'oscillation de f(x)
dans l'intervalle 6i, les extrémités de 6i étant ou non considérées comme faisant partie de I'inter-
valle. Et formons la quantité

A=A101+A202+...+ANQNB—A.

Si Q est 'oscillation de f(x) dans (a,b), w1,w2,...,on étant au plus égaux a Q, A est au plus égal a
Q. Si donc nous divisons &i en intervalles partiels 6i1,5i2,...,6ipi, auxquels correspondent les oscilla-
tions wi1,wi2,...,wipi, on a

AIQIZY J=1J=PIALJQLJ.
En subdivisant les intervalles i on remplace donc A par un nombre plus petit.

Considérons deux séries de divisions de (a,b) en intervalles partiels ; aux divisions de la pre-
miere série correspondent les nombres A1,A2,... ; a celles de la seconde les nombres a1,a2,.... Nous
supposons que, pour chacune des deux séries, le maximum de la longueur des intervalles employés
dans la i division tend vers zéro avec 1i ; dans ces conditions nous allons voir que les Ai et ai ont
une méme limite.

Comparons Ai et gj ; les intervalles qui seront dans la division Aj qui donne aj sont de deux es-
péces : les uns, les intervalles d, contiennent a leur intérieur des points de la division Di qui donne
Ai ; les autres, les intervalles d’, sont compris dans les intervalles de Di. La contribution des inter-
valles d au numérateur de qj est au plus nAjQ, si n est le nombre des points de division de Di et Aj le
maximum de la longueur des intervalles de Aj. Les intervalles d’ font partie de la division A'j obte-
nue en réunissant les points de division de Di et Aj, donc ils fournissent au numérateur de oj une
contribution au plus égale a (b—a)A'j, ou A'j est le nombre analogue a A et relatif a A'j. Mais,
puisque l'on sait que A'j est au plus égal a Ai, on en déduit

AISAT+HNAIQ).

Tous les aj, a partir d’'un certain indice, sont inférieurs a Ai+e, (¢>0) ; donc leur plus grande li-
mite est au plus Ai+e et, puisque i et € sont quelconques, la plus grande limite de qj est au plus
égale a la plus petite des Ai. Rien n’empéche d’échanger dans le raisonnement Ai et qj ; donc,
toutes les limites des Ai et des aj sont égales, Ai tend vers une limite déterminée. Cette limite w est
T'oscillation moyenne de la fonction dans (a,b).



1l faut remarquer ce que nous avons démontré : Ai tend uniformément vers w ; c’est-a-dire que,
dés que tous les intervalles sont inférieurs a un certain nombre A, le nombre A ne différe de w que
d’une quantité inférieure a € choisi a I'avance.

Ces définitions posées, arrivons a la définition de I'intégrale telle que I'a donnée Riemann.

Riemann porte son attention sur le procédé opératoire qui permet, dans le cas des fonctions
continues, de calculer I'intégrale avec telle approximation que I'on veut, et il se demande dans quels
cas ce procédé, appliqué a des fonctions discontinues, donne un nombre déterminé.

Soit une fonction bornée f(x) définie dans un intervalle fini (a,b). Divisons (a,b) en intervalles
partiels 81,82,...,06n et choisissons arbitrairement, quel que soit i, un point xi dans 6i ou confondu
avec I'une des extrémités de 6i. Considérons la somme

S=a1F(x1)+a2F(x2)+...+ANF(XN).

Augmentons constamment le nombre des intervalles & et choisissons-les de telle maniere que le
maximum de leur longueur tende vers zéro. Alors, si S tend vers une limite déterminée, indépen-
dante des intervalles et des points xi choisis, Riemann dit que la fonction f(x) est intégrable et a
pour intégrale, dans (a,b), la limite de S.

Lorsque 81,52,...,6n sont choisis, le nombre S n’est pas entierement déterminé ; ses limites infé-
rieure et supérieure d’'indétermination sont :

S_=YwuaLS =Y Lia,
ou li et Li représentent les limites inférieure et supérieure de f(x) dans 8i. Posons Li-li=wi, alors
S -S=S -S_=Yarar

Pour que S tende vers une limite déterminée, il faut d’abord que S* —S_ tende vers zéro ; mais
¥ 6iwi, tend vers (b—a)w, ol w est 'oscillation moyenne de f(x) ; donc, pour que f(x) soit intégrable,
il faut qu’elle soit a oscillation moyenne nulle.

Cette condition est suffisante. Pour le démontrer, il suffit de prouver que S a une limite bien
déterminée, puisque S-S tend vers zéro. Supposons, pour faire cette étude, que I'on raisonne non
sur la fonction f, mais sur f+k, k étant une constante telle que f+k ne soit jamais négative.

Soient les divisions D1,D2,... ; A1,A2,..., telles que le maximum de la longueur des intervalles
partiels tende vers zéro, ce maximum est Aj pour Aj. Soient S1~,82 ... ; 1,32 ..., les nombres
analogues 4 S~ et correspondant a ces divisions.

Comparons Si et 3j . Partageons les intervalles de Ai en deux espéces, comme il a été dit dans
I’étude de l'oscillation moyenne (p. 23). Les intervalles d fournissent, dans 3j , une contribution au
plus égale a nAjL, ou L est le maximum de f(x) dans (a,b). Les intervalles d’ figurent tous dans A'j, a
laquelle correspond X' ; donc, la contribution des intervalles d’ dans 3j  est au plus égale a 2j .
Mais A'j s’obtient en morcelant les intervalles de Di ; il est évident, dans ces conditions, que 3'j  est
au plus égale & Si_ . De tout cela on tire

35 =S1 +NLaJ.



De cette inégalité on conclut, comme précédemment, que Si et Zj ont la méme limite et méme
qu'’ils tendent uniformément vers cette limite.

La propriété est démontrée pour f+k, donc elle est vraie pour f, car, en passant de f a f+k, on
augmente toutes les sommes S de k(b-a).

1l est important, pour la suite, de remarquer que nous avons démontré I'existence d’une limite
pour S sans faire aucune hypothése sur la fonction bornée f(x). La condition que f(x) est a oscilla-
tion moyenne nulle est intervenue seulement lorsque, de I'existence d’une limite pour S, nous
avons déduit I'existence d’'une limite pour S.

On peut transformer la condition d’intégrabilité obtenue : il faut et il suffit que la somme Y 8iwi
tende vers zéro. Cela revient a dire que les intervalles 81, dans lesquels wi est supérieure a un
nombre positif e arbitrairement choisi, ont pour i assez grand une longueur totale A aussi petite que
T'on veut, caron a :

AESY AIQIS(B—A—A)E+AL,
Q étant l'oscillation de f(x) dans (a,b). On a ainsi I’énoncé donné par Riemann :

Pour qu’une fonction bornée soit intégrable dans (a,b), il faut et il suffit qu'on puisse diviser
(a,b) en intervalles partiels tels que la somme des longueurs de ceux de ces intervalles dans lesquels
T'oscillation est plus grande que €, quel que soit >0, soit aussi petite que 'on veut.

Si une telle division est possible, il s’en trouve une infinité dans toute suite de divisions telles
que le maximum de la longueur des intervalles partiels tende vers zéro, puisque, quelle que soit
cette suite, ¥ 6iwi tend toujours vers le méme nombre.

De cette propriété de Y 8iwi résulte aussi que, si a une suite de divisions de la nature considérée
correspondent des nombres S_ et S ayant la méme limite, nous pouvons affirmer 'intégrabilité de
la fonction considérée.

La forme donnée par Riemann a la condition d’intégrabilité montre bien que les fonctions conti-
nues sont intégrables, mais elle ne met pas en évidence le rdle des points de discontinuité de la
fonction. Paul du Bois-Reymond a mis ce rdle en évidence par une transformation de la condition
d’intégrabilité. L’énoncé de du Bois-Reymond suppose connue la définition des groupes
intégrables.

Un ensemble de points d'une droite constitue un groupe intégrable, si les points de I'ensemble
peuvent étre enfermés dans un nombre fini de segments dont la somme des longueurs est aussi pe-
tite que 'on veut.

Un nombre fini de points constitue un groupe intégrable, mais la réciproque n’est pas vraie.
Considérons I'ensemble Z des points dont les abscisses sont données par la formule

dans laquelle tous les a sont égaux a 0 ou 2. Cet ensemble s’obtient en retranchant de I'intervalle
(0,1) d’abord les points intérieurs a l'intervalle (13,23), puis les points intérieurs aux intervalles
(132,232), (23+132,23+232) puis les points intérieurs aux intervalles (133,233),
(232+133,232+233), (23+133,23+233), (23+232+133,23+232+233), .... On divise donc toujours
chaque intervalle restant en trois parties égales et 'on enléve la partie du milieu. Apres n de ces
opérations, il reste 2n intervalles ; ces 2n intervalles peuvent servir a enfermer les points de Z ; or,



ils ont une longueur totale 2n3n, Z est donc un groupe intégrable. Cette construction de Z montre
de plus qu'il est parfait, donc il a la puissance du continu.

1l est évident que I'ensemble formé par la réunion des points de deux groupes intégrables est un
groupe intégrable.

Voici maintenant I’énoncé de du Bois-Reymond :

Pour qu’une fonction bornée soit intégrable, il faut et il suffit que, quel que soit £>0, les points
ot l'oscillation est supérieure a & forment un groupe intégrable.

Supposons f intégrable, alors on peut diviser (a,b) en intervalles partiels tels que ceux dans les-
quels l'oscillation est supérieure a € aient une longueur totale inférieure a . Un point ou l'oscilla-
tion est supérieure a € ne peut étre contenu dans un intervalle ou I'oscillation n’est pas supérieure a
¢, donc un tel point est nécessairement I'un des points qui ont servi a la division de (a,b), ou bien il
est dans les intervalles de longueur n. Les points de division étant en nombre fini, les points ot I'os-
cillation est supérieure a € peuvent étre enfermés dans un nombre fini d’intervalles de longueur to-
tale 2n, et, comme 1) est quelconque, ils forment un groupe intégrable.

Réciproquement, nous supposons que les points d’oscillation plus grande que & forment un
groupe intégrable. On peut donc les enfermer dans un nombre fini d’intervalles de longueur totale
n. Employons ces intervalles I a la division de (a,b) et soient I' les autres intervalles. Dans chaque
I’, il n’y a plus de points d’oscillation plus grande que €, chacun de ces intervalles peut donc étre di-
visé en intervalles partiels I” dans chacun desquels l'oscillation est au plus 2¢. Les seuls intervalles,
a oscillation plus grande que 2¢, sont donc certains des intervalles I ; leur longueur totale est au
plus n et cela suffit, d’apreés le criterium de Riemann, pour affirmer que f est intégrable.

Dans I’énoncé précédent, on peut remplacer 'ensemble G(e) des points ou l'oscillation est supé-
rieure a € par 'ensemble G1(e) des points ou l'oscillation n’est pas inférieure a €, car G(e2) contient
G1(e) qui contient lui-méme G(e).

L’ensemble G1(e) jouit d’'une propriété qui va nous permettre une derniere transformation de la
condition d’intégrabilité : G1(e) est fermé. En effet, si A est un point limite de G1(g), tout intervalle
contenant A contient des points de G1(¢) et f a une oscillation au moins égale a e dans cet intervalle.

Pour le nouvel énoncé de la condition d’intégrabilité, je vais faire appel & une notion qu’on re-
trouvera dans la suite : celle d’ensemble de mesure nulle. C’est un ensemble dont les points
peuvent étre enfermés dans un nombre fini ou une infinité dénombrable d’intervalles dont la lon-
gueur totale est aussi petite que I'on veut.

Un point, un groupe intégrable sont des exemples d’ensembles de mesure nulle. L'ensemble E
formé par la réunion d'un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles En de mesure
nulle est évidemment aussi de mesure nulle ; tout ensemble dénombrable de points est de mesure
nulle. Ceci suffit pour montrer la différence qu’il y a entre un ensemble de mesure nulle et un
groupe intégrable : le premier peut étre partout dense, le second est toujours non dense.

Soit f(x) une fonction intégrable, ses points de discontinuité sont ceux de I'ensemble obtenu par
la réunion des groupes intégrables G(1),G(12),G(13),... ; ils forment donc un ensemble de mesure
nulle.



Soit maintenant une fonction bornée f(x) dont les points de discontinuité forment un ensemble
de mesure nulle. G1(¢) faisant partie de cet ensemble est de mesure nulle, et il est fermé ; nous dé-
montrerons plus tard que cela suffit pour affirmer que Gi(e) est un groupe intégrable. f est
intégrable.

Pour qu’une fonction bornée f(x) soit intégrable, il faut et il suffit que I'ensemble de ses points
de discontinuité soit de mesure nulle.

Comme exemple de fonction discontinue intégrable, Riemann cite la fonction

F(x)=(x)1+(2x)4+(3X)9+....

Son intégrabilité résulte du fait que les seuls points de discontinuité, étant de la forme
x=2p+12n, forment un ensemble dénombrable, donc de mesure nulle ; ou encore, du fait que, I'os-
cillation étant m28n2 pour x=2p+12n, les points en lesquels I'oscillation est supérieure a e sont en
nombre fini.

Pour avoir une fonction intégrable ayant une infinité non dénombrable de points de discontinui-
té, reprenons I'ensemble Z qui a été défini précédemment (p. 26). La fonction f(x) admettant la pé-
riode 1, qui entre 0 et 1 est nulle pour tous les points, sauf pour les points de Z ou elle est égale a 1,
est intégrable. Ses points de discontinuité forment en effet le groupe intégrable Z ; Z étant parfait a
la puissance du continu.

Si 'on veut maintenant que, dans tout intervalle, il y ait un ensemble non dénombrable de
points de discontinuité, il suffira d’appliquer le principe de condensation des singularités. On pour-
ra considérer, par exemple, la fonction

o(x)=rF(x)1+F(x2)22+F(x3)32+....

Ses seuls points de discontinuité sont, d’apres les propriétés des séries uniformément conver-
gentes, ceux ou certains de ceux des fonctions f(x),f(x2),... ; donc ils forment un ensemble de me-
sure nulle et ¢ est intégrable.

Le raisonnement qui précéde est général, il permet de démontrer que :
Une série uniformément convergente de fonctions intégrables est une fonction intégrable.

En effet, les points de discontinuité de la fonction somme sont compris dans '’ensemble E formé
des points de discontinuité des différents termes. Les points singuliers d’un terme forment un en-
semble de mesure nulle, donc E est de mesure nulle et la série représente une fonction intégrable.

En particulier, la somme de deux fonctions intégrables est une fonction intégrable. De méme le
produit de deux fonctions intégrables est une fonction intégrable, car les points de discontinuité du
produit sont points de discontinuité pour I'un au moins des facteurs.

De méme aussi, si f est intégrable et que 1f soit bornée, 1f, est intégrable ; si f est intégrable, la
racine m arithmétique de f, si elle existe, est intégrable ; si f est positive et intégrable et ¢ inté-
grable, fo est intégrable ; etc.

L’opération f(¢p), appliquée a des fonctions intégrables, peut au contraire donner des fonctions
non intégrables.



Prenons pour f une fonction partout égale a 1, sauf pour x=0, ou elle est nulle. f n’ayant quun
point de discontinuité est intégrable. ¢ sera nulle pour x irrationnel et égale a 1q pour x rationnel et
égal a pq (p et q premiers entre eux). ¢ est intégrable puisque ses points de discontinuité, étant
ceux d’abscisses rationnelles, forment un ensemble dénombrable.

La fonction f(¢) est ici la fonction x(x) de Dirichlet (p. 15), fonction non intégrable puisque tous
ses points sont des points de discontinuité.

On peut préciser les deux premiers théoremes qui viennent d’étre obtenus. Soient f et ¢ deux
fonctions intégrables ; partageons l'intervalle ou elles sont données en parties 61,62,...,6n dans les-
quelles nous choisissons des valeurs x1,x2,...,xn. On a

S ar[F(xD)+a(x1)]=Yarr(x1)+ Y aro(xI) ;

or les trois sommes qui figurent dans cette égalité sont des valeurs approchées des intégrales de
f+o, f, ¢ ; donc l'intégrale de f+@ est la somme des intégrales de f et de .

L’intégrale d’'une somme est la somme des intégrales. On suppose, bien entendu, qu’il s’agisse
d’une véritable somme, c’est-a-dire de la somme d’un nombre fini de termes et non pas d’une série.

Pour arriver au cas des séries uniformément convergentes, il nous sera commode de nous servir
du théoréme de la moyenne.

Soit f(x) une fonction comprise entre 1 et L dans (a,b). L'intégrale de f est, on le sait, la limite de
la somme S=Y5if(xi), mais on a

(B—a)L=Yam=Y arr(x1)=YaiL=(B—a)L.

Donc S, et par suite sa limite, 'intégrale, est comprise entre (b—a)l et (b—a)L ; elle est donc de la
forme (b—a)y, ol p est compris entre 1 et L ; c’est le théoréme de la moyenne.

Ce qui le distingue du théoréme des accroissements finis, démontré pour les fonctions conti-
nues, c’est qu’il nous est impossible d’affirmer que p est I'une des valeurs que prend f dans (a,b).

De ce théoreme il résulte que, si le module de f est inférieur a €, I'intégrale de f est en module in-
férieure a |b-ale.

Ceci posé, soit une fonction f somme d'une série uniformément convergente de fonctions
intégrables

F=U1+U2+...+UN+....

Soient sn la somme des n premiers termes, rn le reste correspondant, F, Un, Sn, Rn les inté-
grales de f, un, sn, rn. Sn est la somme des n premiers termes de la série

U1+U2+...4+Ux,
d’apres le théoréme sur I'intégration d’'une somme. Ce méme théoréme montre que
F=Sn+Rn.

Or, dés que n est plus grand que n1, rn est en module inférieur & €, donc Rn est en module infé-
rieur a |b—ale. Dés que n est plus grand que ni1, |[F-Sn| est inférieur & |b—ale. La série Y Un est
donc convergente et de somme F.



Une série uniformément convergente de fonctions intégrables est intégrable terme a terme.

Les théorémes précédents ne sont démontrés que dans le cas ou l'intervalle (a,b) est un inter-
valle positif (b>a), puisque I'intégrale n’a été définie que dans ce cas. On complete la définition
comme précédemment.

L'intégrale dans (a,b) se notant toujours [abf(x)dx, la définition complémentaire s’exprime par
Tégalité
JABF(X)DX+ [BAF(X)DX=0.

1l est évident que les théoremes précédemment démontrés pour les intervalles positifs sont vrais
aussi pour les intervalles négatifs.

J’ajoute qu’on vérifie immédiatement que
JABF(X)DX+ [BCF(X)DX+ [ CAF(X)DX=0.

La définition qui vient de nous occuper a été obtenue en appliquant, a des fonctions disconti-
nues, le procédé de calcul des intégrales de fonctions continues. Nous savons qu’il existe des fonc-
tions bornées, les fonctions non intégrables, pour lesquelles ce procédé ne conduit pas & un nombre
déterminé. Mais on peut cependant, a 'aide de ce procédé, attacher a chaque fonction bornée deux
nombres parfaitement définis.

Nous avons vu (p. 25) que les sommes S =Y8iLi, tendent vers une limite parfaitement détermi-
née quand les 8i tendent vers zéro d’'une maniére quelconque, cette limite est I'un des deux
nombres dont il s’agit ; on l'appelle I'intégrale par exces et on le représente par le symbole
Jabf(x)dx , qui s’énonce : intégrale par excés de a a b de f(x).

De la méme maniere, on peut démontrer I'existence d’une limite pour les sommes S_=Y5ili.
D’ailleurs, en étudiant 'oscillation moyenne (p. 22), nous avons vu que Y8iwi tend vers une limite
parfaitement déterminée (b—a)w et comme I'on a

S -S_=Yaar,
I'existence de la limite de S__ est démontrée. C’est I'intégrale par défaut qu’on note fabf(x)dx_.
Ces deux nombres ont été définis pour la premiere fois, d’'une fagon précise, par Darboux.
Pour compléter leurs définitions, données seulement pour b>a, on pose
JaB” +[BA =0,[AB_+[BA_=O0.

1l faut remarquer que, dans un intervalle négatif, I'intégrale par exces est plus petite que I'inté-
grale par défaut.

On a toujours
faB +[BC +fca =0,faB_+[BC_+[ca_=0.
mais, I'intervalle d’intégration étant positif, on a

JE+2) =[F +fo =0,f(F+o)_+[F_+[o_=0.



comme on le voit par un raisonnement analogue a celui de la page 31, et non pas les mémes rela-
tions o les signes d’inégalité sont remplacés par des signes d’égalité ; les signes d’inégalité sont in-
dispensables ; par exemple, prenons f(x)=x(x) (p. 15), et @(x)=—x(x) ; nous aurons, dans (0,1),

¥ =1fo =[r+o =1,[F_=[F+o_=0,fo_=—1.
L’intégrale a été définie comme la limite du nombre
S=Y atr(x1)

quand le maximum A des 6i tend vers zéro. Posons S=y()\), nous définissons ainsi une fonction a
déterminations multiples (p. 21). Les limites d’indétermination de la limite de yw(\) pour A=0 sont
les deux intégrales par exces et par défaut. Ceci fait prévoir que ces deux intégrales nous feront
souvent connaitre des limites inférieure et supérieure d’'un nombre quand on saura que ce nombre
est donné par I'intégrale [fdx toutes les fois que f est intégrable.

Pour mieux étudier I'indétermination de la limite de S, il faudrait déterminer I'ensemble A de
toutes les valeurs limites de S. Pour le cas de I'intégrale, on a cette propriété que je me contenterai
d’énoncer : Tout nombre compris entre les intégrales par excés et par défaut est I'une des limites
des sommes S, quand A tend vers zéro.

F(0)=0,F(X)=1XPOURX+0.
Sauf avis contraire, je me servirai toujours de la définition du texte.

Je crois qu’il vaut mieux adopter le langage du texte, plus conforme aux idées modernes sur la
détermination des fonctions.

(B—a)o=[r(x)px —[F(x)px_=JL(x)px —[L(x)px_=[0(x)DX .

Les mémes relations sont vraies si, dans la définition de L(x), 1(x), o(x), on exclut la valeur x de
la variable, ou si, par ces notations, on désigne les limites supérieure, inférieure et l'oscillation a
droite ou a gauche, x étant exclu ou non. (Voir la note 1, p. 19.)

Chapitre III

Dans le premier Chapitre, la définition de I'intégrale a été rattachée a celle de certaines aires ; nous
allons rechercher si, par une voie géométrique analogue, on peut arriver a la définition générale de
Riemann. Nous verrons que cela est possible, de sorte que 'intégrale de Riemann apparait comme
la généralisation naturelle de I'intégrale de Cauchy, que 1'on se place au point de vue analytique ou
géométrique.

Je vais d’abord attacher aux ensembles des nombres qui seront les analogues des longueurs,
aires, volumes, attachés aux segments, aux domaines plans ou aux domaines de I'espace. Cest a
M. Cantor que I'on doit la premiere définition de ces nombres ; je vais adopter la méthode d’exposi-
tion de M. Jordan qui a simplifié et complété la définition donnée par M. Cantor.

Soit E un ensemble borné de nombres ou, si 'on veut, de points sur une droite. Soit (a,b) I'un
des intervalles contenant E. Divisons (a,b) en un nombre fini d’intervalles partiels. Soit A le maxi-



mum de la longueur de ces intervalles. Je désigne par A la somme des longueurs des intervalles
partiels qui contiennent des points de E et par B la somme des longueurs de ceux dont tous les
points font partie de E. Jordan démontre que A et B tendent vers deux limites parfaitement déter-
minées quand A tend vers zéro. Pour nous, I'existence de ces limites est évidente, car A et B sont des
valeurs approchées des intégrales par exces et par défaut de la fonction y égale a 1 pour les points
de E, nulle pour les autres points.

La limite de A s’appelle I'étendue extérieure de E, ee(E) ; celle de B est I'étendue intérieure,
ei(E).

Quand ces deux étendues seront égales, nous dirons que 'ensemble est mesurable J, c’est-a-dire
par le procédé de M. Jordan, et d’étendue

e(E)=e1(E)=e£(E) ;

dans ce cas, la fonction y attachée a E est intégrable au sens de Riemann et son intégrale dans
(a,b) est e(E).

Interprétons la condition d’intégrabilité de y. Les points de discontinuité de y sont les points de
E qui sont limites de points ne faisant pas partie de E, et les points limites de E qui ne font pas par-
tie de E. Ces points sont appelés, par Jordan, les points frontiéres de E ; leur ensemble est la fron-
tiere de E. Donc, pour qu'un ensemble soit mesurable J, il faut et il suffit que sa frontiere forme un
groupe intégrable.

Cette condition peut se transformer si 'on remarque que, par définition, pour un groupe inté-
grable, A tend vers zéro. De sorte qu'un groupe intégrable est un ensemble d’étendue extérieure
nulle ou, sil’on veut, un ensemble mesurable J et d’étendue nulle.

La méthode précédente ne pourrait étre appliquée aux ensembles formés des points d’un espace
a plusieurs dimensions que si nous avions étudié au préalable les intégrales multiples par défaut et
par exces. Une telle étude ne présente pas de difficultés, mais il est plus simple d’employer la mé-
thode de M. Jordan qui est, en somme, la démonstration de I'existence de ces intégrales dans le cas
particulier de la fonction w.

Considérons dans le plan un ensemble de points E borné, c’est-a-dire tel que 'ensemble des co-
ordonnées des points de E soit borné. Un tel ensemble est tout entier contenu dans un carré conve-
nablement choisi, d’aire R. Divisons le plan en petits carrés dont le maximum de la diagonale est A.
Soient A la somme des aires de ceux des carrés qui contiennent des points de E et B la somme des
aires de ceux dont tous les points appartiennent a E. A et B sont plus petites que R. Il faut montrer
qu’elles tendent vers des limites déterminées quand A tend vers zéro ; pour cela, considérons
d’abord une suite de divisions D1,D2,..., auxquelles correspondent les nombres A1,B1,A2,B2,..., et
telles que les A correspondants tendent vers zéro ; et soit une suite de divisions Aj auxquelles cor-
respondent les nombres qj et f3j, et telles que les nombres Aj correspondants tendent vers zéro.

Comparons Ai et aj. Les carrés de Aj sont de deux espéces : les carrés d qui contiennent a leur
intérieur des points des cotés des carrés de Di, les autres sont les carrés d’. Les points des carrés d
forment un ensemble qui est contenu dans I'ensemble des points distants de moins de Aj de 'un au
moins des points des c6tés des carrés de Di.



Si dans Di, il n’y avait qu’un seul carré de périmeétre 4c, cet ensemble serait décomposable en do-
maines dont la somme des aires, au sens élémentaire du mot, serait 8cAj+(;t—4)Aj2 pour ¢>2}]j ;
plus généralement, si dans Di la somme des périmétres des carrés est 1, 'ensemble correspondant
sera divisible en domaines dont la somme des aires est au plus 21)j. Ce nombre est aussi le maxi-
mum de la contribution dans aj des carrés d.

Quant aux carrés d’, ils donnent évidemment une contribution au plus égale a Ai. Donc, on a
AJSAT+21AJ,
et cela suffit pour démontrer que qj et Ai tendent vers une méme limite A.

Le nombre A, dont I'existence vient d’étre démontrée, est I'étendue extérieure de E, ee(E) ; mais
il s’agit ici d'une étendue superficielle. Cette distinction est importante a noter, car tout ensemble
de points en ligne droite a une étendue superficielle extérieure nulle et peut avoir une étendue li-
néaire extérieure quelconque.

On démontrerait de méme que Bi et (j tendent vers une méme limite 8. On peut aussi remar-
quer que, si a la division Aj et a 'ensemble des points du carré d’aire R, qui n’appartiennent pas a
E, on associe deux nombres a'j et Y, analogues a qj et j, on a

A'7+BI=R

et I'existence, qui vient d’étre prouvée, de la limite de a'j montre I'existence de la limite de f3j.
Cette limite est I'étendue superficielle intérieure de E, ei(E).

Comme pour les ensembles linéaires, on dira qu'un ensemble est mesurable J et d’étendue
e(E)=ee(E), si les deux étendues extérieure et intérieure sont égales.

Si nous remarquons que les carrés qui servent dans A sans servir dans B sont ceux que 'on de-
vrait considérer pour avoir I'étendue extérieure de la frontiere de E, on voit que la frontiére de E a
pour étendue extérieure ee(E)—ei(E) ; de la se déduit la condition nécessaire et suffisante pour
qu’un ensemble soit mesurable J.

J’ai déja employé le mot domaine, il est utile ici de préciser ce qu'’il faut entendre par la.
Une courbe est 'ensemble des formules

ou x(t), y(t), z(t) sont des fonctions continues définies dans un intervalle fini (to,t1). Les points
de la courbe sont ceux que 'on obtient en donnant a t une valeur déterminée quelconque ; les
points qui ne correspondent qu’a une valeur de t sont dits simples, les autres multiples. Si les deux
points correspondant a to et t1 sont identiques, la courbe est dite fermée ; si le point to, t1 ne cor-
respond a aucune autre valeur de t, ce point n’est pas considéré comme multiple.

Sil'on remplace t par une fonction toujours croissante ou toujours décroissante de 6, on obtient
une nouvelle courbe qu’'on ne considere pas comme différente de la premiére ; mais deux courbes,
auxquelles correspondent le méme ensemble de points, peuvent étre différentes ; c’est le cas des
deux courbes, définies dans (-m2;+m2), par x=sint, y=0, z=0, et par x=2tnsin2n24t, y=0, z=0.

Dans le cas d’une courbe fermée, on peut faire la transformation 6=t-toti-to et considérer les
fonctions de 6 obtenues comme périodiques et de période 1. Alors, pour définir la courbe, il suffira
de se les donner dans un intervalle quelconque d’étendue 1 et non plus nécessairement dans (0, 1) ;



enfin 'on pourra, dans cet intervalle, remplacer 0 par une fonction toujours croissante ou toujours
décroissante de 1. Toutes les courbes ainsi obtenues sont regardées comme identiques.

M. Jordan a démontré rigoureusement, dans la deuxiéme édition de son Cours d’Analyse,
qu’'une courbe fermée sans point multiple sépare le plan en deux régions ; nous admettrons ce
résultat.

Les points de la région intérieure constituent ce que ’on appelle le domaine limité par la courbe.
Relativement aux points de cette courbe, on peut faire deux conventions, les considérer comme
points du domaine ou non, cela a en général peu d’importance.

La frontiére d’'un domaine est constituée par la courbe fermée qui sert a le définir.

Lorsque les deux étendues extérieure et intérieure d'un domaine sont égales, le domaine est dit
quarrable et son étendue superficielle est appelée son aire.

Pour qu'un domaine soit quarrable, il faut que sa courbe frontiere soit d’étendue extérieure
nulle ; une telle courbe est dite une courbe quarrable. Un carré est évidemment quarrable.

De la définition des domaines quarrables, il résulte que rien n’aurait été changé si 'on avait sup-
posé que la division Aj (p. 39) était une division en domaines quarrables de diamétres inférieurs a
A

Voici maintenant des exemples des diverses circonstances qu’on vient d’envisager.

Les groupes intégrables nous fournissent un premier exemple d’ensembles mesurables J linéai-
rement. En particulier, 'ensemble Z (p. 26) est d’étendue extérieure nulle. Il en sera de méme, a
fortiori, de tout ensemble formé a l'aide des points de Z ; tous ces ensembles sont donc
mesurables J et d’étendue nulle. Comme Z a la puissance du continu, il est possible d’établir une
correspondance biunivoque entre les points de Z et ceux d’'un intervalle, de sorte qu’a tout en-
semble de points de cet intervalle correspond un ensemble de points de Z ; donc 'ensemble des en-
sembles mesurables J a une puissance au moins égale a celle de I'ensemble des ensembles de points
et, comme il ne peut évidemment avoir une puissance supérieure, il a exactement cette puissance.

Un autre exemple d’ensemble mesurable J linéairement nous est fourni par un nombre fini d’in-
tervalles. Si d’'un tel ensemble on retire un groupe intégrable, il reste un ensemble mesurable J,
I'étendue n’a pas varié.

On verra facilement que 'ensemble mesurable J le plus général ne différe d'un ensemble mesu-
rable J, formé par une infinité dénombrable d’intervalles, que par I'addition d’un certain groupe in-
tégrable G1, et par la soustraction d’un autre groupe intégrable G2.

1l est facile aussi de citer des ensembles mesurables J superficiellement. Tout ensemble borné
71, se projetant sur I’axe des x suivant 'ensemble Z, de maniére qu’a chaque point de Z ne corres-
ponde qu’un point de Z1, est un ensemble mesurable J de mesure superficielle nulle. Les ensembles
de mesure superficielle extérieure nulle jouent, dans la théorie des intégrales doubles, au sens de
Riemann, le méme role que les groupes intégrables sur une droite ; on peut les appeler les groupes
intégrables du plan.

Un carré est un ensemble mesurable J superficiellement. A partir de carrés et de groupes inté-
grables dans le plan, on construit tout ensemble mesurable J du plan comme on I’a fait dans le cas
de la droite.



Les groupes intégrables du plan peuvent étre assez différents des groupes intégrables de la
droite. Z1 est, comme Z, un ensemble discret ; c’est-a-dire qu'on ne peut passer par un chemin
continu d’un point a un autre de cet ensemble qu’en passant par des points qui ne sont pas de I'en-
semble. Mais un groupe intégrable dans le plan peut étre un ensemble continu, c’est-a-dire un en-
semble tel que deux quelconques de ses points puissent étre joints par une courbe ne passant que
par des points de I’ensemble ; nous savons en effet qu’'un segment, un polygone, une circonférence,
une ellipse sont d’étendue superficielle extérieure nulle.

Les courbes qui sont des groupes intégrables sont celles que nous avons appelées quarrables.

Pour avoir un ensemble non mesurable J, il suffit de prendre un ensemble partout dense qui ne
contienne aucun intervalle, s’il s’agit d’'un ensemble sur la droite ; qui ne contienne aucun domaine,
'l s’agit d’'un ensemble dans le plan ; pour un tel ensemble, en effet, I'étendue intérieure est nulle,
Tétendue extérieure ne l'est pas. L'ensemble des points dont les coordonnées (ou la coordonnée)
sont rationnelles n’est donc pas mesurable J.

P. du Bois-Reymond a remarqué qu’un ensemble peut étre partout non dense sans étre mesu-
rable J. Prenons une suite de fractions, a1,a2,..., telles que le produit infini P=a1xa2x... soit
convergent et différent de zéro ; on prendra, par exemple, an=4n2-14n2. Divisons I'intervalle (a,b)
en trois parties, celle du milieu étant de longueur (b—a)(1-ax1), les deux extrémes étant égales. Bar-
rons les points intérieurs a I'intervalle du milieu et opérons sur les deux intervalles restants comme
sur (a,b), a1 étant remplacé par a2, et ainsi de suite. Soit R I'ensemble des points restant apres
toutes ces opérations. Si I'on se sert des divisions successives qui ont donné R pour calculer 1’éten-
due extérieure de R, on voit que cette étendue est P(b-a), donc qu’elle est différente de zéro. Or
I'étendue intérieure est nulle, puisque R est partout non dense, R n’est pas mesurable J.

Une construction tout a fait analogue peut étre faite dans le cas du plan ; on pourra, par
exemple, diviser un rectangle, par deux séries de trois paralléles a ses cotés, en neuf rectangles et
barrer les points intérieurs a celui du milieu, qu’on choisira de maniére que son aire soit (1—az1) fois
celle du rectangle primitif. Puis on opérera sur chacun des huit rectangles restants en remplagant
al par a2.

Parmi les ensembles non mesurables J dans le plan se trouvent des courbes non quarrables,
c’est-a-dire dont I'étendue extérieure n’est pas nulle ; mais toute courbe non quarrable n’est pas né-
cessairement non mesurable J.

M. Peano a construit le premier une courbe qui passe par tous les points d’un carré ; M. Hilbert
a ensuite indiqué une méthode géométrique simple permettant de construire de telles courbes ;
toutes ces courbes sont non quarrables.

Pour avoir une courbe passant par tous les points du carré o=x=1, 0sys=1, définie en fonction
d’un parameétre t variant de 0 a 1, je pose

quand
T=A13+A232+...+AN3N+....
ot les ai sont égaux a 0 ou 2. Alors t fait partie de 'ensemble Z de la page 26.

Soit une valeur de t non contenue dans Z, alors elle fait partie de I'un des intervalles qui ont été
enlevés dans la construction de Z ; soit (to,t1) cet intervalle. Aux points to et t1 de Z correspondent



les valeurs x0,y0 ; x1,y1 ; alors on pose, pour tout I'intervalle (to,t1) :
Dans (to,t1) la courbe se réduit donc & un segment.

Notre courbe est complétement définie ; mais, pour parler de courbe, il faut démontrer que x et
y sont des fonctions continues de t dans (o, 1). Il suffit évidemment pour cela de le démontrer
seulement pour les fonctions x et y de t définies sur Z. Et cela résulte du fait que, si t (appartenant a
7) est assez voisin de 0 (appartenant aussi a Z), les 2n premiers chiffres a1,a2,...,a2n de t, écrits
dans le systéme de base 3, sont les mémes que pour 0, c’est-a-dire que les n premiers chiffres de
x(t) et x(0) d’une part, de y(t) et de y(0) d’autre part, sont les mémes quand on écrit ces coordon-
nées dans le systeme de base 2.

Notre courbe remplit bien tout le carré, elle passe méme plusieurs fois par certains points. On
démontre facilement qu’il n’en peut pas étre autrement.

Ce qui vient d’étre fait dans le cas d'une et de deux dimensions peut évidlemment étre répété
dans le cas d'un nombre quelconque de dimensions.

En particulier, dans le cas de trois dimensions, on définira le volume d’un domaine. Cela exige-
rait, au préalable, la définition précise d'une surface fermée et, pour la définition des domaines, des
études analogues a celles de Jordan sur les courbes fermées.

Soit une fonction f(x) continue positive, définie dans un intervalle positif (a,b), et le domaine
abBA que nous lui avons attaché (fig. 1, p. 2). Cherchons si ce domaine est quarrable. Pour cela, di-
visons (a,b) en intervalles partiels 61,52,...,6p. Le plus grand rectangle, de base &i et dont tous les
points font partie du domaine abBA, a pour hauteur la limite inférieure li de f dans 6i. Le plus petit
rectangle, de base &i et qui contient tous les points du domaine qui se projettent sur 8i, a pour hau-
teur la limite supérieure Li de f dans §i.

De ceci résulte que les deux sommes
S_=YaurS =Yaili

tendent, quand le maximum des & tend vers zéro, vers des limites déterminées qui sont les éten-
dues intérieure et extérieure du domaine. Or S_-S  tend vers zéro, car les fonctions continues sont
a oscillation moyenne nulle ; le domaine abBA est donc quarrable.

Si nous employons la méthode du début, si nous appelons intégrale définie de f dans (a,b) I'aire
de abBA, nous retrouvons l'intégrale de Cauchy. Il n'y a, entre cette définition et celle de Cauchy,
que des différences de forme.

Dans le cas ou f(x) n’est pas toujours positive, la courbe AB rencontre I'axe des x un nombre fini
ou infini de fois et 'on a deux espéces de domaines, les uns au-dessus de ox, les autres au-dessous.
Chacun de ces domaines est quarrable d’apreés ce qui précede.

La somme des aires de ceux qui sont au-dessus de ox, diminuée de la somme des aires de ceux
qui sont au-dessous, est, par définition, 'intégrale de f(x).

Considérons maintenant une fonction f(x) quelconque, définie dans I'intervalle positif (a,b). Soit
E(f) 'ensemble des points dont les deux coordonnées sont liées par la seule condition que y ne soit
pas extérieur a I'intervalle positif ou négatif [0,f(x)]. En d’autres termes, on a
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L’axe des x partage cet ensemble en deux autres : les points situés au-dessus de ox forment
E1[f(x)], ceux qui sont au-dessous forment E2[f(x)]. Quant aux points situés sur ox, on les mettra
indifféremment dans E1 ou E2, cela importe peu dans la suite, car ils forment un groupe intégrable
du plan.

Par analogie avec la définition précédente, il est naturel d’appeler intégrale de f la différence
lorsque E1 et E2 sont mesurables J.

Lorsqu'un ensemble n’est pas mesurable J, son étendue peut étre considérée comme un nombre
indéterminé dont les deux limites d’indétermination sont les étendues intérieure et extérieure de
T’ensemble ; cela conduit, pour I, aux deux limites d’indétermination

I_=ei[E1(F)]-Ee[E2(F)],] =ee[E1(r)]-E1[E2(F)].

Nous allons calculer ces deux limites d’indétermination et pour cela supposons d’abord que f
n’est jamais négative, c’est-a-dire que E2 ne contient aucun point. Le calcul des étendues intérieure
et extérieure de E (ou E1) se fait comme dans le cas ou f est continue, c’est-a-dire que ces étendues
sont les limites des deux nombres S_ et S . Les étendues sont donc les intégrales par défaut et par
exces de f.

Pour étudier le cas général posons f=f1-f2, ol f1 est égale a f quand f est positive ou nulle, et est
nulle quand f est négative. On a alors, évidemment,

ei[E1(r)]=/F1px_,EE[E1(F)]=[FiDX ,
ei[E2(r)]=r2px_,ke[E2(F)]=[F2pX ,
donc
I_=[ripx_+[-F2px_,I =[FIDX +[-F2DX ,

1l est, en général, impossible de remplacer des sommes d’intégrales par exces ou par défaut par
les intégrales par exces ou par défaut de la somme (p. 34), parce que le maximum d’une somme est,
en général, plus petit que la somme des maxima des termes de la somme, tandis que le minimum
est, généralement, plus grand que la somme des minima. Mais ici, dans tout intervalle, le maxi-
mum (ou le minimum) de f=f1—f2 est bien la somme des maxima (ou des minima) de f1 et de —f2.
On peut donc écrire

I_=[rox_,I =[rpx .
Nous retrouvons ainsi les intégrales de M. Darboux et nous avons leur signification
géométrique.

Remarquons que E(f) est mesurable J quand E1 et E2 le sont et que, inversement, si E(f) est me-
surable J, E1 et E2 le sont aussi. Ainsi, notre définition géométrique de l'intégrale s’applique
lorsque E est mesurable J ; mais, dans ce cas, et dans ce cas seulement, I et I_ sont égaux, c’est-a-
dire que les intégrales [fdx et [fdx_ sont égales, donc :

Pour qu’une fonction bornée f soit intégrable au sens de Riemann, il faut et il suffit que E(f) soit
mesurable J superficiellement ; dans ce cas, 'on a



I=[FDx.

La définition géométrique de I'intégrale est entierement équivalente & la définition analytique
donnée par Riemann.

Pour éviter toute difficulté, il est commode de considérer un point comme un ensemble de trois
nombres X, y, z ; un déplacement comme un changement de coordonnées dont les coefficients sont
assujettis aux conditions connues. Alors, par définition, la distance des deux points (a,b,c), (a,B,y)
est

+(a-a)2+(B—B)2+(c-1)2.

La fonction ainsi définie est, a un multiplicateur constant pres, la seule fonction de deux points
qui reste invariable dans les déplacements et telle que I'on ait

F(P,Q)+r(Q,R)=r(P,R),
lorsque Q est sur le segment PR. C’est de 1a que vient I'importance du nombre longueur.

L’aire d’un polygone est définie par les théorémes de la Géométrie élémentaire ; I'importance de
ce nombre se justifie comme celle de la longueur. (Voir la Géométrie élémentaire de M. Hadamard,
note D, ou encore la Géométrie de MM. Gérard et Niewenglowski.)

Cette définition est équivalente a celle de I'étendue extérieure donnée par Jordan (t. I de la
2 édition de son Cours d’Analyse).

Minkowski s’est servi du nombre f(p). Dans le cas ou M est formé de points d’une courbe, Min-
kowski considére le rapport f(p)np2 ; s’il a une limite, c’est ce que Minkowski appelle la longueur
de la courbe. L’aire d’une surface se définit par le rapport f(p)2p.

On voit que le nombre f(p) peut rendre des services dans la théorie des ensembles. Ce qui pré-
cede semble montrer qu’il peut étre employé de différentes maniéres suivant le nombre de dimen-
sions de E ; d’ailleurs, M. Cantor indiquait dans son Mémoire que la notion de volume lui servait
dans la définition du nombre des dimensions d’un ensemble continu. Dans beaucoup de questions,
il semble qu’une telle définition serait fort utile, malheureusement M. Cantor n’a pas publié ses re-
cherches sur ce sujet.

Si un ensemble E contient un ensemble E1 et est contenu dans un ensemble E2, E1 et E2 ayant
méme puissance, E, E1, E2 ont méme puissance.

La courbe de Peano est mesurable J et d’étendue non nulle, elle ne peut servir a limiter un do-
maine. Il existe des courbes sans point multiple et non quarrables ; ces courbes ne sont pas mesu-
rables J, elles peuvent servir a limiter des domaines non quarrables. Voir W.-F. Osgood, A Jordan
curve of positive area (Trans. of the Amer. Mat. Soc., 1903) ou H. Lebesgue, Sur le probléme des
aires (Bull. de la Soc. math. de France, 1903).

Chapitre IV

La notion de mesure linéaire est une généralisation de la notion de longueur d’'un segment, une
autre généralisation conduit a la définition de la longueur d’un arc de courbe. En étudiant les ques-



tions relatives a la rectification des courbes, nous aurons I'occasion d’appliquer quelques-uns des
résultats que nous avons obtenus sur I'intégrale ; nous verrons, en méme temps, I'importance d’une
classe de fonctions définies par M. Jordan : les fonctions a variation bornée.

Soit une fonction f(x) bornée définie dans un intervalle positif fini (a,b). Partageons (a,b) a I'aide
des points

AO=ASA1SA2S...SAN=B ;
la somme

est ce que I'on appelle la variation de f(x) pour le systeme de points ao, at, ..., an. Si, quel que
soit le systéme des points de division, v est bornée, la fonction est dite a variation totale finie ou,
simplement, a variation bornée. La variation totale finie ou infinie est, par définition, la plus
grande limite de v, quand le maximum A de la longueur des intervalles partiels employés tend vers
zéro. Il est a remarquer que si, entre les points de division choisis, on intercale de nouveaux points,
on augmente v ou, du moins, on ne le diminue pas ; en intercalant ainsi indéfiniment de nouveaux
points, de maniére que A tende vers zéro, on a une suite de nombres v tendant vers une limite, finie
ou non, qui est au moins égale au nombre v dont on est parti. On peut donc dire que la variation to-
tale de f est la limite supérieure de 'ensemble des nombres v.

On voit aussi trés simplement que, dans les définitions précédentes, on peut remplacer v par
0=01+02+...+0N,
ou wi est l'oscillation de f dans (ai-1,ai), les extrémités comprises.

Acause de cette propriété, quelques auteurs appellent les fonctions qui nous occupent fonctions
a oscillation totale finie ; I'oscillation totale étant la limite supérieure des o.

Une fonction a variation bornée est intégrable ; elle est, en effet, & oscillation moyenne nulle,
puisque cette oscillation est la limite, quand A tend vers zéro, de

> (ar-ar-1)aisy aor=aY o1=10=A0,
Oétant l'oscillation totale de f(x).

L'intégrabilité résulte aussi de cette proposition évidente : les points en lesquels une fonction a
variation bornée a une oscillation supérieure a a (a>0) sont en nombre fini et, par suite, forment
bien un groupe intégrable.

Choisissons des nombres at, a2, ..., qui tendent vers zéro en décroissant. Les points en lesquels
Poscillation est supérieure a an sans étre supérieure a an—1 sont en nombre fini, de sorte qu'une
fonction a variation bornée a au plus une infinité dénombrable de points de discontinuité.

La réciproque n’est pas vraie ; il existe méme des fonctions continues a variation non bornée.

L'oscillation d’'une somme f1+f2 étant, dans un intervalle quelconque, au plus égale a la somme
des oscillations de f1 et f2 dans cet intervalle, l'oscillation totale de f1+f2 est, au plus, la somme des
oscillations totales de f1 et f2. Donc la somme de deux fonctions a variation bornée est une fonction
a variation bornée.



Des raisonnements analogues permettraient de démontrer que les opérations effectuées aux
pages 30, sur des fonctions intégrables, donnent des fonctions a variation bornée quand elles sont
effectuées sur des fonctions a variation bornée.

Mais il n’est pas vrai qu'une série uniformément convergente de fonctions a variation bornée
donne nécessairement une fonction a variation bornée. La propriété qui remplace celle-1a est la
suivante :

La limite vers laquelle tend (uniformément ou non) une suite de fonctions a variations totales au
plus égales a M est une fonction dont la variation totale est au plus égale a M.

En effet, prenons une division de l'intervalle ; la variation correspondante pour les termes de la
suite tend vers la variation relative a la fonction limite et a la division employée ; donc, cette varia-
tion est au plus égale a M et il en est de méme de la variation totale de la fonction limite.

Ce qui précede nous permettrait de citer des fonctions a variation totale bornée. Une fonction
croissante f(x) est, en effet, une fonction a variation totale finie et égale a f(b)—f(a) ; de méme, une
fonction décroissante est a variation bornée. Par suite, la différence de deux fonctions croissantes
est une fonction a variation bornée. Nous allons démontrer maintenant la réciproque : toute fonc-
tion a variation bornée est la différence de deux fonctions jamais décroissantes.

Reprenons la variation

et soit p la somme de celles des quantités f(ai)—f(ai-1) qui sont positives et —n la somme de
celles qui sont négatifs. On a évidemment

d’ou

p est la variation positive pour la division choisie, n la variation négative. Les deux dernieres
égalités montrent que les limites supérieures V, P, N, de v, p, n, que I'on appelle variation totale, va-
riation totale positive, variation totale négative, sont liées par les mémes relations que v, p, n.

Ceci posé, soient V(x), P(x), N(x) les trois variations totales dans (a,x), (x>a), on a
F(x)=F(a)+P(x)-N(x).

Mais P(x) et N(x) ne peuvent pas décroitre quand x croit, donc le théoréme annoncé est
démontré.

On a, de plus,
V(x)=P(x)+N(x).

Une fonction a variation bornée peut étre mise d’une infinité de maniéres sous la forme d’une
différence de deux fonctions croissantes. Si 'on ajoute a P(x) et N(x) une méme fonction A(x) non
décroissante, on obtient deux fonctions non décroissantes P1(x) et N1(x) telles que I'on ait

F(x)=r(a)+P1(x)-N1(x).

On voit facilement que les fonctions non décroissantes P1 et N1 les plus générales satisfaisant a
cette égalité sont celles qui viennent d’étre construites.



Pour calculer la variation totale d’une fonction discontinue comme limite d’une suite de varia-
tions v, il faut choisir d’'une maniére trés particuliére les points de division ; par exemple, pour une
fonction qui est partout nulle, sauf a l'origine, il faut que I'origine soit un point de division. Pour les
fonctions continues, on a cette propriété : la variation d’une fonction continue, relative a une divi-
sion quelconque, tend uniformément vers la variation totale de cette fonction quand le maximum A
de la longueur des intervalles employés tend vers zéro.

Soient, en effet, deux suites de divisions D1,D2,... ; A1,A2,... pour lesquelles les A tendent vers
zéro, et soit Aj la valeur de A pour Aj. Le maximum de l'oscillation de f(x) dans un intervalle d’éten-
due Aj est un nombre €] qui tend vers zéro avec Aj. Comparons les variations vi, v'j relatives a Di et
Aj.

Les intervalles de Aj étant toujours partagés en deux classes, soient d’ ceux qui ne contiennent
aucun des points de division de Di. Considérons tous ceux des d’ qui sont entre xi et xi+1, ils
couvrent un intervalle dont l'origine est entre xi et xi+Aj et dont 'extrémité est entre xi+1-2j et
xi+1. Les valeurs de f(x) pour cette origine et cette extrémité different de €j au plus des nombres
f(xi), f(xi+1). La contribution dans v'j des intervalles considérés est donc au moins

|F(x1+1)—F(x1) | -2E7,
et la contribution de tous les d’ dans v'j est au moins égale a
[ |r(x1+1)—F(x1) | —2EI]=VI—2NEJ,
si les points de division de Di sont en nombre n. On a, a plus forte raison,

et I'une quelconque des limites des v'j est au moins égale a I'une quelconque des limites des vi.
Mais on peut permuter v'j et vi, donc les v'j et les vi tendent vers une méme limite bien déterminée.

Voici une conséquence immeédiate de cette propriété : les trois variations totales d’'une fonction

continue a variation bornée sont des fonctions continues. Il suffit de le démontrer pour V(x)
puisque P(x) et N(x) s’expriment immédiatement a I’aide de f(x) et de V(x).

Pour calculer V(x0), j’emploie une division a1,x1,...,xn,x0 ; la variation v correspondant a cette
division est égale a celle correspondant a a,x1,...,xn plus |f(x0)—-f(xn)|, v est donc au plus égale a

et, puisque f(x0)-f(xn) tend vers zéro quand on fait tendre vers zéro le maximum des xi+1-xi,
V(x0) est au plus égale a V(x0—0). Mais V(x) est une fonction croissante, donc on a

la fonction est continue a gauche.

Etudions la variation totale de f1(x)=f(-x) entre —b et —x, (x<b) ; cette variation totale est évi-
demment égale a

V(B)-V(x).

Considérée comme fonction de —x, elle est continue a gauche de —xo0 ; donc, en tant que fonction
de x, elle est continue a droite de xo0. La fonction V(x) est donc continue.

La seconde partie de cette démonstration suppose essentiellement que la fonction est a variation
bornée. Si V(x) devenait brusquement infinie pour x>x0, et nous verrons que cela est possible, le
symbole V(b)-V(x) n’aurait aucun sens pour x>X0.



Puisque P(x) et N(x) sont des fonctions continues, toute fonction continue a variation bornée est
la différence de deux fonctions continues non décroissantes.

La variation v, pour la division D, a été définie seulement dans le cas ot D ne contient qu'un
nombre fini d’intervalles ; pour la suite, il est utile d’étudier un cas oi D comprend une infinité
d’intervalles. C’est le cas ou les points de division de D forment un ensemble fermé réductible E ;
alors nous appellerons variation u, pour cette division, la somme de la série ¥ |f(xi)—f(xi-1)|, éten-
due a tous les intervalles (xi1,xi) contigus a E.

Nous allons comparer 'ensemble des variations u qui viennent d’étre définies a 'ensemble des
variations v antérieurement définies.

L’ensemble des u contient I’ensemble des v, donc la limite supérieure de I'ensemble des u est au
moins égale a la limite supérieure de I'ensemble des v. Il suffira de démontrer que u est toujours in-
férieure a la variation totale pour qu'’il soit prouvé que la limite supérieure des u est la variation to-
tale V.

Soit (a,f) un intervalle contigu & E’. Soient a1 et f1 deux points situés dans (a,B) ; la contribu-
tion de (a1,B1) dans U est au plus égale a celle qu’elle fournit dans V, puisque E ne contient qu'un
nombre fini de points dans (a1,B1). Faisons tendre les points a1 et f1 vers a et 3, la proposition
reste vraie et I'on trouve que (o,pB) fournit dans V une contribution au moins égale a celle qu’il
donne dans u.

On prouvera de méme que la proposition est vraie dans un intervalle contigu a E”, ou E”,... ;
mais 'un des dérivés de E étant nul dans (a,b), la proposition est vraie pour (a,b).

Ainsi les u peuvent remplacer les v.

Lorsqu’il s’agit d’'une fonction continue, le nombre u, comme le nombre v, tend uniformément
vers la variation totale, quand le maximum A de la longueur des intervalles contigus a E tend vers
z€ro.

La série u étant convergente, la série Y [f(xi)-f(xi—1)], étendue a tous les intervalles contigus a E,
est absolument convergente. On peut donc parler de la somme de ses termes positifs et de la
somme de ses termes négatifs, ces deux sommes peuvent servir a définir P et -N quand A.

11 est important de remarquer qu’on ne peut pas remplacer I'ensemble réductible E par un en-
semble non dense quelconque sans que certaines des propriétés précédentes cessent d’étre vraies.
Soit, en effet, la fonction §(x) définie par

28(X)=A12+A222+A323 +...,
quand

ou les a sont égaux a 0 ou a 2. x appartient alors a I'’ensemble Z. On vérifie immédiatement que,
pour les deux extrémités d’'un intervalle contigu a Z, § prend la méme valeur ; nous assujettissons §
a rester constante dans un tel intervalle. £(x) est maintenant partout définie ; c’est une fonction non
décroissante et, cependant, on trouvera zéro pour u, si, parmi les points de division employés, se
trouvent les points de Z.

Je terminerai en donnant quelques exemples des diverses particularités qui ont été signalées.



La fonction xsin1x est égale a (—1)K+11Kn—n2 pour x=1Kn-mn2, donc, si 'on emploie ces valeurs
de x pour calculer u dans I'intervalle (0,171), on trouve

v=1Kn-n2+22Kn-n2+33Kn-n2+...,

et la fonction est a variation non bornée bien qu’elle soit continue. Pour une fonction continue
nulle pour x négatif, égale a xsinix

pour x positif, la variation totale de —1 a x saute brusquement de 0 a +® quand x dépasse la va-
leur 0. La fonction xsinix a une infinité de maxima et de minima, mais cette condition ne suffit pas
pour qu’une fonction soit a variation non bornée. La fonction x2sin1x43 admet un maximum ou un
minimum, et un seul, dans chaque intervalle (1(K7n)34,1[(K+1)7]34) ; si I'on remarque que la valeur
absolue de ce maximum ou de ce minimum est au plus 1(K7)32 on voit que la fonction est a varia-
tion totale finie au plus égale a Y1(Kn)32. Les deux fonctions précédentes n’ont une infinité de
maxima et de minima que dans le voisinage de l'origine ; si I'on veut qu’il en soit ainsi autour de
tout point, il faut appliquer le principe de condensation des singularités. Il est nécessaire d’em-
ployer ce principe d’'une facon assez particuliére parce que la limite vers laquelle tendent uniformé-
ment des fonctions a variation bornée peut étre a variation non bornée et parce que les maxima et
minima ne se conservent pas dans I'addition. Considérons les deux fonctions, définies dans (-1,
+1),

A(X)=XSINITX,B(X) =X2SINIIX43 ;

l'une et 'autre s’annulent pour -1 et +1, la premiére est a variation totale V infinie, la seconde &
variation totale V bornée. f1(x) désignera I'une ou l'autre de ces deux fonctions.

f1(x) a une infinité de maxima et de minima qui se présentent quand x appartient a un certain
ensemble E1.

f2(x) est une fonction continue qui s’annule aux points de E1 et qui, dans l'intervalle (a,) de
deux points consécutifs de E1, est égale a

(B—a)2F1[2B—A(x—A+B2)].

f2(x) a méme variation totale que fi(x) parce que, dans (a,B), la variation totale de f2(x) est
B-a2V.

La fonction fi+122f2 a, dans chaque intervalle (a,f), une infinité de maxima et de minima ; en
effet, si fi=a, elle est a variation non bornée dans (a,p) et si fi=b, f1 a une dérivée bornée dans
(a,pB), tandis que la dérivée de f2 prend toutes les valeurs positives et négatives. Soit E2 'ensemble
des valeurs de x pour lesquelles f1+122f2 est maximum ou minimum.

En opérant, a partir de E1+E2, comme a partir de E1, on formera f3, d’'ou fi+122f2+132f3 et E3.

En continuant ainsi, on définit les différents termes de la série
F(x)=r1(x)+122F2(x)+132F3(X)+...,

qui est uniformément convergente, car |fi| est inférieure a 1.

La fonction continue f(x) a des maxima et des minima dans tout intervalle. Dans un intervalle
quelconque (1,m), en effet, pourvu que n soit assez grand, il y a plus de deux points de En. Suppo-



sons qu’il y ait les trois points consécutifs r, s, t de En, f étant égale a fn pour ces trois points, f aura
un maximum ou un minimum, au moins, entre r et t, suivant que s correspond & un maximum ou a
un minimum.

De 1 résulte aussi que la variation totale de f est au moins égale a celle de sn, donc f est & varia-
tion non bornée dans tout intervalle si fi=a. Au contraire si fi=b, la variation totale de
sn=f1+122f2+...+1n2fn étant finie et inférieure a V(1+122+...+1n2), f est a variation bornée dans
tout intervalle (voir p. 51).

Occupons-nous maintenant des fonctions discontinues & variation bornée.

Voici une propriété des points singuliers, qu’il était facile d’ailleurs de mettre directement en
évidence, et qui résulte immédiatement de la construction de la fonction a variation bornée la plus
générale a partir de deux fonctions croissantes : tous les points de discontinuité d’une fonction a
variation bornée sont de premiére espéce.

Soit x0 un point de discontinuité ; la quantité

$6(x0)=F(x0)-F(x0-0)
est le saut de la fonction a gauche de x0 ;

sp(x0)=F(x0+0)—F(x0)
est le saut a droite de x0, enfin

s(x0)=F(x0+0)—F(x0-0)
est le saut au point x0.
Ceci posé, considérons la fonction des sauts de f(x)
(x)=Y ASXI<XSD(XI1)+ Y A<XI=XSG(XI),

ou chacune des séries contient tous les xi qui satisfont a I'inégalité placée au-dessous du signe ¥,
correspondant. On verra aisément que ces deux séries sont absolument convergentes et que, si 'on
pose

F(x)=o(x)+w(x),

W(x) est une fonction continue a variation bornée ; la variation totale de f étant la somme de
celles de @ et de .

La fonction discontinue la plus générale qui soit a variation bornée s’obtient donc, soit en faisant
la différence de deux fonctions discontinues croissantes, soit en ajoutant a une fonction continue a
variation bornée la fonction des sauts @(x). Cette seconde méthode montre qu’on peut construire
des fonctions a variation bornée en choisissant a volonté I'ensemble dénombrable des points de
discontinuité, et méme les sauts de droite et de gauche sd et sg, pourvu que les séries Ysd(x),
>sg(x) soient absolument convergentes.

Par exemple, I’ensemble des points de discontinuité pourra étre 'ensemble des nombres ration-
nels, les sauts étant, quand x s’écrit ab sous forme irréductible,



sp=(—1)A1a282,5D=(—1)B1A3B3.
Soit une courbe C définie dans (a,b)
x=x(T),y=Y(T),2=2(T).

Considérons un polygone P inscrit dans cette courbe et dont les sommets, dans I'ordre o ils se
rencontrent sur P, correspondent a des valeurs croissantes de t, a,a1,a2,...,ap,b. On peut considérer
P comme une courbe définie dans (a,b) a I'aide de fonctions &(t),n(t),{(t) égales a x(t),y(t),z(t) pour
les valeurs a,t1,t2,...,tp,b de t.

Ceci posé, soient deux suites de polygones inscrits dans C, Pi et 7tj, choisis tels que le maximum
des différences tk—tk—1 tende vers zéro avec 1i d’une part, avec 1j d’autre part. La longueur d'un po-
lygone étant la somme des longueurs de ses cotés, nous allons comparer la longueur si de Pi a celle
oj de 7j.

Supposons que deux sommets consécutifs m1,m2 de Pi correspondent a t=01 et t=02. Les points
de 7tj, u1,pu2, qui correspondent a ces valeurs de t tendent, quand j augmente indéfiniment, vers
m1,m2 ; la plus petite des limites, pour j infini, de la longueur de 'arc p1p2 est donc au moins égale
ala longueur du c6té mim2. Mais ceci est vrai pour chaque coté, et la plus petite limite des oj est au
moins égale a si. Par suite les longueurs si et gj tendent vers la méme limite quand i et j aug-
mentent indéfiniment, et elles sont toujours inférieures a leur limite.

Lorsque le maximum de la longueur des c6tés d’'un polygone inscrit dans une courbe tend vers
zéro, la longueur de ce polygone tend vers la limite supérieure des longueurs des polygones inscrits
dans la courbe. C’est cette limite que 1'on appelle la longueur de la courbe.

Une courbe est dite rectifiable si elle est de longueur finie. L’étude des courbes rectifiables a été
entreprise par Ludwig Scheeffer, puis continuée par Jordan a qui 'on doit le résultat suivant :

Pour qu’'une courbe soit rectifiable, il faut et il suffit que les fonctions x(t),y(t),z(t) qui la défi-
nissent soient a variation bornée.

En effet, un c6té quelconque d’un polygone inscrit dans la courbe est de longueur au moins
égale a chacune des projections 6x,5y,5z de ce coté sur les axes, et de longueur au plus égale a
6x+8y+8z. Mais la somme des projections 6x est la variation vx de la fonction x(t) pour les valeurs
de t correspondant aux sommets. La longueur du polygone est donc supérieure a vx, vy et vz et in-
férieure a vx+vy+vz ; la propriété est démontrée.

De plus la longueur de I'arc de to a t (t>to) d'une courbe rectifiable est une fonction continue
non décroissante de t, puisque I'accroissement de cet arc, dans un intervalle quelconque, est com-
pris entre les accroissements de vx et vx+vy+vz.

Pour calculer la longueur d’'une courbe, on pourra se servir de polygones ayant une infinité de
sommets correspondant a des valeurs de t formant un ensemble réductible ; car le raisonnement
du début s’applique a ces polygones.

Une courbe rectifiable plane est quarrable, car si on la divise en n morceaux de longueur égale a
sn, chacun d’eux peut étre enfermé dans une circonférence de rayon s2n, et la sommet ns24n2 des
aires de ces cercles tend vers zéro avec 1n.



Supposons que x(t),y(t),z(t) aient des dérivées intégrables ; alors |x’(t)[,|y’(t)[,|z’(t)| sont aussi
intégrables, car on peut écrire

et si l'on éléve au carré ou si I'on prend la racine carrée arithmétique d’'une fonction intégrable,
on ne cesse pas d’avoir des fonctions intégrables.

Si 1,m,n, L,LM,N sont les limites inférieures et supérieures de |x’|,|y’|,|z’| dans un intervalle
(t1,t2), les sommes telles que ¥ (t2—t1)(L-1), étendues a une division quelconque de (a,b) en inter-
valles partiels, tendent vers zéro quand les intervalles employés tendent vers zéro.

La corde (t1,t2) a une longueur & qui vérifie les inégalités
A=(12-T1)L2+M2+N2=As(12-T1) L2+ M2+ N2=A.

Donc un polygone inscrit a une longueur comprise entre les sommes Ya, > A correspondantes. Si
T'on fait tendre vers zéro, les longueurs des cotés du polygone YA et Ya tendent vers une méme li-
mite, car I'on a

SA-FasY(t2-11)(L-1)+Y (r2-11)(M-M)+3(12-T11)(N-N).

La limite de YA et Ya est la longueur de la courbe. Mais, puisque I'intégrale fabx’2+y’2+z’2dt,
qui existe d’apres nos hypotheéses, est toujours comprise entre Ya et YA, nous pouvons conclure
que, si x’,y’,z’ existent et sont intégrables, la longueur de I’arc (a,b) est

JABX'2+Y'2+7'2DT.

Le raisonnement précédent montre aussi que si f'(x) existe sans étre intégrable, et nous verrons
que cela est possible, la longueur de la courbe y=f(x) est comprise entre les intégrales par défaut et
par exces de 1+f'2.

Nous obtiendrons la généralisation de cette proposition, ainsi qu'un résultat relatif au cas ou
x'2+y’2+2’2 est une dérivée, a 'aide des considérations qui suivent.

On suppose que x’,y’,z’ existent ; alors, du point x0,y0,z0,t0, quel qu’il soit, comme origine, on
peut tracer une corde dont la longueur 6x02+8y02+8z02 différe de edto, de la quantité
5tox'02+y'02+2'02 ; et nous pouvons méme assujettir &to a étre inférieur a une certaine quantité
donnée a I'avance A.

La courbe étant définie dans (a,b), du point a=t1 comme origine, nous pouvons tracer une corde
remplissant les conditions indiquées ; elle correspond a (t1,t2). De t2 nous pouvons tracer une nou-
velle corde qui correspond a (t2,t3) et ainsi de suite. Si aprés un nombre fini d’opérations on arrive
en b, la construction est ainsi achevée. Sinon les tn ont un point limite tw a partir duquel, comme
origine, on peut tracer une corde (tw,tw+1), puis de tw+1 on trace (tw+1,tw+2) et ainsi de suite. Si
T'on n’atteint pas b, on se rapproche d’un point limite t2w, a partir duquel on opére de méme qu’a
partir de tow.

On a ainsi des intervalles dont les origines ta ont pour indices les différents nombres finis et
transfinis a. Il faut démontrer qu’on arrivera en b avant d’avoir épuisé la suite des nombres transfi-
nis, c’est-a-dire a l'aide d’une infinité dénombrable d’intervalles (ta,ta+1). Cela est tout a fait
évident, car il n’y a pas plus de b—ae intervalles de longueur supérieure a &, et tous les intervalles,
étant supérieurs en longueur & l'un des nombres e,e2,e3,..., forment un ensemble fini ou
dénombrable.



L’ensemble des valeurs t1,t2,... est réductible, puisqu’il est fermé et dénombrable ; donc on peut
se servir des cordes tracées pour évaluer la longueur de la courbe. La somme des longueurs de ces
cordes différe de la somme

au plus de
EX(TA+1-TA)=E(B—A).

Si nous faisons tendre simultanément ¢ et A vers zéro, (b—a) tend vers zéro, la somme des lon-
gueurs des cordes tend vers la longueur s de la courbe, I tend donc vers s. Mais, d’aprés la forme de
1, on peut écrire, si x'2+y’2+z’2 est bornée,

[ABX'2+Y'2+7'2DT_s8=[ABX'2+Y'2+7/2DT .

Supposons maintenant que x’2+y’2+z’2, bornée ou non, soit la dérivée d’'une fonction o(t). Si
nous avons choisi chaque intervalle (ta,ta+1) de maniére qu’il satisfasse, non seulement aux condi-
tions précédemment indiquées, mais encore, ce qui est possible, a I'inégalité

EATAZ |ax(TA)—ATAX 2(TA)+Y'2(TA)+2"2(TA) |,

Itend vers I'accroissement o(b)—o(a) de o(t) dans (a,b) quand ¢ et A tendent simultanément vers
zéro. On a donc

s=x(8)—x(a).
La longueur de l'arc est 'accroissement de la fonction o.
J’appelle I'attention sur la construction employée dans la démonstration précédente.

Je suppose qu'un procédé, permettant de construire un ou plusieurs intervalles ayant pour ori-
gine un point quelconque to, ait été indiqué. Je dirai qu’un intervalle (a,b) a été couvert, a partir de
a, par une chaine d’intervalles choisis parmi les intervalles définis par le procédé donné, lorsqu’on
aura construit par ce procédé un intervalle (t1,t2) d’origine t1=a, puis un intervalle (t2,t3) d’origine
t2, etc., puis, si cela est nécessaire, un intervalle (tw,tw+1) dont 'origine est la limite de t1,t2,..., et
ainsi de suite. Il a été démontré qu'on arrive ainsi nécessairement a atteindre b au bout d'un
nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’opérations, de sorte que la chaine construite couvrira
bien tout (a,b).

Chapitre V

Soit f(x) une fonction bornée intégrable définie dans (a,b) ; la fonction
F(x)=Jaxr(x)px+K
est I'intégrale indéfinie de f(x).

En appliquant le théoréeme de la moyenne on voit que l'intégrale indéfinie de f(x) est une fonc-
tion continue, a variation bornée, et qu’elle admet f(x) pour dérivée en tous les points ou f(x) est
continue.



Que se passe-t-il si f(x) n’est pas continue en a ? Alors il se peut qu’il y ait une dérivée égale a
f(a), c’est le cas pour a=0 si f(x) est nulle pour x quelconque, et égale a 1 quand x est I'inverse d'un
entier ; il se peut qu’il y ait une dérivée différente de f(a), c’est le cas pour a=0 quand f(x) est par-
tout nulle sauf pour x=0 ; il se peut qulil n'y ait pas de dérivée, c’est le cas pour a=0 quand
f(x)=cos£|x| pour x+0 et f(0)=0.

Ainsi l'intégration peut conduire a des fonctions n’ayant pas partout une dérivée. Cette consé-
quence a été signalée par Riemann qui a appelé I'attention sur I'intégrale indéfinie de la fonction

F(x)=Y (Nx)N2.
Cette intégrale indéfinie F(x) admet f(x) pour dérivée quand x n’est pas de la forme 2p+12n.

Supposons a=2p+12n et faisons tendre  vers a par valeurs croissantes, on a vu que f(f8) tend
vers f(a)+m216n2 donc, d’apres le théoréme de la moyenne, il en est aussi de méme de F(f3)
-F(a)p-a.

Au contraire, ce rapport tendra vers f(a)-m216n2 si 'on fait tendre f vers a par valeurs décrois-
santes ; donc F(x) n’a pas de dérivée pour les valeurs de la forme 2p+12n.

C’est le premier exemple que 1'on ait connu d’une fonction n’admettant pas, en général, une dé-
rivée. On connaissait bien des fonctions, celle de Cauchy, par exemple, +x2, qui, en certains points,
n’avaient pas de dérivée ; mais ces points étaient exceptionnels, ils ne formaient jamais un en-
semble partout dense ; dans 'exemple de Riemann, au contraire, il y a des points sans dérivée dans
tout intervalle. Le principe de condensation des singularités nous donnera autant d’exemples que
nous le voudrons de fonctions analogues a celles de Riemann ; si les ap sont tous les nombres ra-
tionnels, [Ycos£|x—ap|p2dx est une ces fonctions.

L'intégration fournit des fonctions qui n’ont pas toujours une dérivée. Par une méthode toute
différente, Weierstrass a construit une fonction n’ayant jamais de dérivée ; il est évident que I'inté-
gration ne peut pas donner de telles fonctions : Les points en lesquels une intégrale indéfinie n’ad-
met pas de dérivée forment un ensemble de mesure nulle, puisque ces points appartiennent a I'en-
semble des points de discontinuité de la fonction intégrée f(x).

Lorsqu’une fonction f(x) est bornée, mais non intégrable, on peut lui attacher les deux intégrales
indéfinies par excés et par défaut

F(x) =faxr(x)px +K,F(x)_=/[axr(x)px_+K.

Ces deux fonctions sont continues, a variation bornée, et admettent f pour dérivée en tous les
points ot f est continue.

Ala notion d’intégrale indéfinie se rattache une généralisation importante de I'intégrale définie.

Si une fonction f(x) définie dans (a,b) est non intégrable dans (a,b) mais intégrable dans tout in-
tervalle (a,B) intérieur a (a,b), on peut espérer définir une intégrale dans (a,b) en posant en prin-
cipe la continuité de I'intégrale indéfinie et en appliquant les méthodes de Cauchy.

On voit facilement que les conditions supposées ne sont jamais réalisées si f(x) est bornée. Mais,
si f(x) n’est pas bornée, on peut étre conduit par la méthode de Cauchy & un nombre déterminé ; il
en sera ainsi en particulier si, autour de a et b, |f(x)| est inférieure & une fonction d’ordre d’infini-
tude déterminé, inférieur a 1.



On peut refaire au sujet de I'intégrale de Riemann tous les raisonnements faits au sujet de I'inté-
grale de Cauchy et des procédés de Cauchy-Dirichlet ; je n’insiste pas sur ce point.

L’intégration s’applique a des fonctions qui ne sont pas des fonctions dérivées. Une fonction
nulle partout, sauf pour x=0, n’est pas une fonction dérivée, puisque sa fonction primitive, si elle
existait, devrait étre continue, constante pour x positif, et pour x négatif, donc toujours constante et
cependant sa dérivée ne serait pas nulle pour x=0. Ceci montre que les notions d’intégrale indéfinie
et de fonction primitive sont différentes.

Il semble que l'on ait admis pendant longtemps que la premiere de ces notions comprend la se-
conde et que, par suite, I'intégration permet toujours de résoudre le probléme de la recherche des
fonctions primitives. En tout cas, au lieu de s’occuper de ce probléme, on a étudié quels services
pouvait rendre I'intégration dans la résolution de problemes, généralisations, en des sens divers, du
probléme des fonctions primitives.

Pour 'étude de ces problemes il nous sera utile de connaitre quelques propriétés des nombres
dérivés.
Soit f(x) une fonction continue, prenons le rapport
R[F(x),X0,X0+H]=F(xO+H)—F(XO)H ;

et faisons tendre h vers zéro. Si nous assujettissons h a ne prendre que des valeurs négatives, la
plus petite et la plus grande des limites du rapport sont les deux nombres dérivés a gauche au point
x0. Ces deux nombres, qui ont été définis et étudiés par P. du Bois-Reymond et Dini, sont encore
appelés les extrémes oscillatoires antérieurs. La plus petite limite est le nombre dérivé inférieur a
gauche, la plus grande limite est le nombre dérivé supérieur a gauche.

En donnant a h des valeurs positives on définit les deux nombres dérivés a droite ou extrémes
oscillatoires postérieurs.

Ces quatre nombres, qui ne sont pas nécessairement finis, se notent
AG,AG,AD,AD ;
sil'on veut rappeler la fonction f et la valeur xo dont il s’agit on écrit Agf(x0), Agf(x0).

La signification géométrique de ces nombres est simple. Soit la courbe y=f(x), considérons I'arc
AB de cette courbe correspondant a I'intervalle (x0,x0+h) ; supposons-le positif. Toutes les droites
joignant A a un point quelconque de AB sont toutes les droites d'un certain angle XAY. Faisons
tendre h vers zéro, I'angle XAY varie de telle maniére que, pour la valeur h, il contient tous les
angles correspondant aux valeurs inférieures a h.

Ceci suffit pour qu’on en conclue I'existence de droites limites €A, nA pour XA et YA. Les coeffi-
cients angulaires de ces deux droites limites sont les nombres dérivés a droite.

On pourra faire la figure pour la courbe y=xsin1x ; pour x=0 les deux nombres dérivés inférieurs
sont égaux a —1 et les deux nombres dérivés supérieurs sont égaux a +1. Pour cette courbe I'angle
XAY est fixe. Au contraire, il varie pour la fonction

Y=XSIN1X+X2SIN1X,



qui admet les mémes nombres dérivés que la précédente pour x=0.

Les nombres dérivés peuvent remplacer dans certaines études les dérivées ordinaires. Dans
I’étude de la variation d’une fonction par exemple : si les nombres dérivés sont tous quatre positifs,
la fonction est croissante ; si les deux nombres dérivés postérieurs sont positifs, la fonction est
croissante a droite ; si les deux dérivés postérieurs sont positifs et les deux antérieurs négatifs, la
fonction admet un minimum pour x=x0 ; si les deux nombres dérivés & droite sont de signes
contraires, la fonction n’est ni croissante ni décroissante a droite de x=xo0, mais si I'un des deux est
nul on ne peut plus rien dire.

Lorsque Ad=Ad on dit que la fonction admet une dérivée a droite, égale a Ad ; si Ag=Ag, la valeur
de Ag est dérivée a gauche.

Si Ad=Ad=Ag=Mg, la fonction a une dérivée égale a Ad. Cette définition est identique a la défini-
tion classique, sauf le cas ot Ad=zco.

Faisons une application de ces définitions a I'intégrale. Le théoréme de la moyenne donne

si F est 'une quelconque des trois intégrales indéfinies et si 1 et L sont les limites inférieure et
supérieure de f dans (a,f) ; on peut méme supposer que a est exclu de I'intervalle (a,f).

Si nous faisons tendre B vers a par valeurs plus petites que a, nous voyons que le nombre dérivé
supérieur a gauche pour x=a d’une des intégrales indéfinies d’'une fonction bornée f(x), est au plus
égal a la limite supérieure de f(x) a gauche de a et le nombre dérivé inférieur de f(x) a gauche est au
moins égal a la limite inférieure de f(x), a gauche de a.

Supposons que f(a—0) existe, alors les deux limites de f(x) a gauche de a sont f(a-0), donc :
quand f(a-0) existe, I'une quelconque des intégrales indéfinies de la fonction bornée f(x) admet,
pour x=qa, une dérivée a gauche égale a f(a-0).

On raisonne de méme pour les nombres dérivés et la dérivée a droite.

La fonction de Riemann Y (nx)n2, n’admettant que des points de discontinuité de premiére es-
péce, conduit a une intégrale indéfinie qui a, en tout point, une dérivée a droite et une dérivée a
gauche déterminée. C’est en somme l'existence de ces dérivées a droite et a gauche qui a été dé-
montrée a la page 65.

Si f(a—0) et f(a+0) existent et sont égales, I'intégrale de f(x) admet la valeur commune de f(a—0)
et f(a+0) pour dérivée, quand x=a, quel que soit le nombre f(a).

1l existe pour les nombres dérivés une proposition analogue au théoréme des accroissements
finis :

Si L et 1 sont les limites supérieure et inférieure de I'un quelconque des quatre nombres dérivés
de la fonction f(x) dans (a,b), on a

L=r[F(x),A,B]<L.

Je suppose que 1 et L soient relatifs & Ad et je vais démontrer seulement qu’il existe des valeurs
de Ad au moins égales a

R[F(x),,B].



J’adopte pour cela le langage géométrique parce qu’il me parait plus expressif ; on le traduira fa-
cilement si I'on veut en langage analytique.

La propriété est évidente si la courbe C qui représente f(x) se réduit a la corde AB joignant ses
extrémités (fig. 2).

S’il n’en est pas ainsi et s’il existe des points de la courbe C au-dessus Fig. 2.
de AB (c’est-a-dire du coté de y=+), je déplace la droite AB parallélement a elle-méme en A’B’ de
maniere qu’elle coupe C.

Au-dessus de A’B’ il y a des arcs de C, soit PQ I'un d’eux. Au point P de A’B’, Ad et Ad sont évi-
demment supérieurs ou au moins égaux au coefficient angulaire de PQ, c’est-a-dire a r[f(x),a,b] et
la propriété est démontrée dans ce cas.

Enfin si C n’a pas de point au-dessus de AB (fig. 3), je déplace AB parallélement a elle-méme
vers y=—c, et soit A’B’ la derniere Fig. 3.
position dans laquelle elle ait des points communs avec C. Si P est 'un quelconque de ces points, en
ce point Ad et Ad sont au moins égaux a r[f(x),a,b] ; la propriété est démontrée dans tous les cas.

Du théoréme précédent il résulte que les quatre nombres dérivés ont la méme limite supérieure
et la méme limite inférieure dans tout intervalle.

Comparons, en effet, les limites supérieures L et L’ de Ad et Ag. Puisque Ad a pour limite L et
que Ad est la limite de rapports r[f(x),a,B], ot a et § appartiennent a I'intervalle considéré (a,b), on
peut trouver a et § dans (a,b) tels que r[f(x),a,p] soit supérieur a L—e. Le maximum de Ag dans
(a,B), donc dans (a,b), est par suite au moins égal a L—¢. Ceci suffit pour démontrer que L et L’ sont
égaux.

La valeur commune de L et L’ est en méme temps la limite supérieure du rapport r[f(x),a,p].

La propriété énoncée pour les limites supérieure et inférieure dans un intervalle entraine la
méme propriété pour les limites supérieure et inférieure en un point ; en particulier, si pour I'un
des nombres dérivés ces deux limites sont égales, il en est de méme pour les autres, ce qui
s’énonce : Si en un point x0 I'un des nombres dérivés est continu, il en est de méme des trois autres
nombres dérivés et de plus la fonction admet une dérivée pour x=xo.

Voici une autre conséquence évidente : si les quatre nombres dérivés sont bornés, ils admettent
la méme intégrale supérieure et la méme intégrale inférieure ; si 'un d’eux est intégrable, tous le
sont et ils ont méme intégrale.

Dans le cas des dérivées le théoreme de Rolle est un cas particulier du théoreme des accroisse-
ments finis ; dans le cas des nombres dérivés le théoreme analogue au théoréme de Rolle peut
s’énoncer ainsi : Si la fonction continue f(x) s’annule pour a et b, les limites des nombres dérivés
dans (a,b) sont, ou toutes deux nulles, ou toutes deux différentes de zéro et de signes contraires.

Cet énoncé se justifie en remarquant que si f(x) n’est pas constant, r[f(x),a,] prend des valeurs
positives et des valeurs négatives.

On peut aussi dire : si la fonction continue f(x), non constante dans (a,b), s’annule pour a et b, il
existe des points de (a,b) pour lesquels les deux nombres dérivés a droite (ou a gauche) sont posi-
tifs et non nuls et d’autres points ou ils sont négatifs et non nuls.



La réciproque peut s’énoncer sous la forme suivante : si I'on sait que les deux nombres dérivés a
droite (ou a gauche) de f(x) ne sont jamais tous deux de méme signe, f(x) est une constante.

Parmi les fonctions continues il faut remarquer les fonctions 8 nombres dérivés bornés qui pos-
sedent beaucoup des propriétés des fonctions dérivables. Cette classe de fonctions comprend les in-
tégrales indéfinies. Les fonctions a nombres dérivés bornés sont celles pour lesquelles on a toujours

[R[F(x),4,B]| <M,

ou M est un nombre fixe. Cette inégalité, connue sous le nom de condition de Lipschitz, inter-
vient dans presque tous les raisonnements sur l'existence des solutions des équations différen-
tielles. Ceci montre 'importance pratique des fonctions a nombres dérivés bornés.

Nous reviendrons au Chapitre VII sur ’étude de ces fonctions ; pour le moment il suffira d’en si-
gnaler une propriété immédiate :

Une fonction & nombres dérivés bornés et inférieurs en valeur absolue & M est & variation bor-
née, sa variation totale étant au plus M8 dans un intervalle d’étendue 6.

Soit maintenant une courbe rectifiable
définie dans (a,b), et soit s(t) son arcde a a t.

L’équation s(t)=s peut étre résolue en t quand s est dans l'intervalle [0,s(b)] et n’admet qu'une
solution, sauf le cas ou x(t), y(t), z(t) seraient constantes a la fois dans un intervalle. Sauf dans ce
cas, t(s) est une fonction croissante bien déterminée,

représentent la courbe donnée et les fonctions de s sont des fonctions continues & nombres déri-
vés au plus égaux a 1.

L’étude des courbes rectifiables, et par suite celle des fonctions a variation bornée, est donc inti-
mement liée a I’étude des fonctions a nombres dérivés bornés. Nous aurons 'occasion de nous ser-
vir de cette remarque.

1l existe d’ailleurs des fonctions continues a variation bornée et a nombres dérivés non bornés,
la fonction x2sinix en est un exemple.

Revenons a la recherche des fonctions primitives. Le probléme :

A. Trouver une fonction dont la dérivée soit une fonction donnée,

n’admet pas en général de solution. Aussi le remplace-t-on par deux autres :
B. Reconnaitre si une fonction donnée est une fonction dérivée.

C. Trouver une fonction connaissant sa dérivée.

Aces problémes correspondent les suivants :

A’. Trouver une fonction dont le nombre dérivé supérieur a droite (ou I'un des autres nombres
dérivés) est donné.

B’. Reconnaitre si une fonction donnée est le nombre dérivé supérieur a droite d’'une fonction
inconnue.



C’. Trouver une fonction connaissant son nombre dérivé supérieur a droite.

Nous allons d’abord préciser I'indétermination de la solution du probléme C’ en démontrant
qu'une fonction est déterminée, a une constante additive pres, quand on connait la valeur finie de
I'un des nombres dérivés pour chaque valeur de la variable.

Soient, en effet, deux fonctions f1(x) et f2(x) ayant en chaque point le méme nombre dérivé su-
périeur a droite. Nous avons, par hypothése,

ApFr1(x)=Apr2(x)
et aussi
Ap[-F2(x)]=-Abpr2(x),

comme on le voit en se reportant a la définition géométrique ou analytique des nombres dérivés.
Cette définition fournit aussi I'inégalité

AD[F1(x)-F2(x)]=ApF1(x)+AD[-F2(x)]sAp[F1(x)-F2(x)],
dans laquelle le terme du milieu est nul.

La fonction f1(x)-f2(x) n’a donc jamais ses deux nombres dérivés a droite différents de zéro et
de méme signe, elle est constante.

Notre proposition est démontrée. La démonstration ne suppose pas que la fonction soit a
nombres dérivés bornés, mais elle suppose que le nombre dérivé donné est fini, sans quoi le terme
du milieu, dans I'inégalité qui nous a servi, n’aurait aucun sens.

1l serait trés intéressant de savoir si, dans tous les cas, une fonction est déterminée, a une
constante additive pres, par I'un de ses nombres dérivés ; cette question n’a pas encore été tran-
chée, méme dans la cas de la dérivée ordinaire, si I'on admet qu'une dérivée peut étre infinie : on
sait que deux fonctions, qui ont toujours la méme dérivée, ne difféerent que par une constante
lorsque cette dérivée est finie ; pour le cas général on ne sait rien.

On peut cependant étendre le résultat précédent a certains nombres dérivés non toujours finis,
quand I'ensemble des points ot le nombre dérivé est infini est assez simple. Par exemple, si le
nombre fini Adf(x) est donné pour toute valeur de la variable, sauf pour les points d'un ensemble E,
la fonction continue f(x) est déterminée a une constante additive prés dans tout intervalle contigu a
E ; donc il en est aussi de méme dans tout intervalle si E est réductible, comme on le voit en repre-
nant les raisonnements employés au Chapitre I, a 'occasion des recherches de Cauchy et Dirichlet.

Nous aurons un résultat analogue toutes les fois que nous connaitrons un ensemble solution de
I'un des problémes suivants :

D. En quel ensemble de points suffit-il de connaitre la dérivée finie d’'une fonction pour que
cette fonction soit déterminée & une constante additive pres ?

D’. En quel ensemble de points suffit-il de connaitre la valeur finie du nombre dérivé supérieur
a droite d’une fonction pour que cette fonction soit déterminée a une constante additive pres ?

Nous venons de citer une famille d’ensembles répondant a la question : les ensembles réduc-
tibles ; on doit a Ludwig Scheeffer une solution plus générale :



Une fonction est déterminée, a une constante additive pres, quand on connait pour chaque va-
leur de x, sauf peut-étre pour celles d’'un ensemble dénombrable E, la valeur finie du nombre dérivé
supérieur a droite de cette fonction.

Soient f1(x) et f2(x) les deux fonctions ayant en général le méme nombre dérivé supérieur a
droite fini ; nous allons démontrer que I'on a toujours

F1(x)-F2(x)=r1(a)-F2(a),
et pour cela nous démontrerons que I'égalité

ou H est différent de zéro est impossible. 11 suffit de considérer le cas ou H est positif, puisque
Pautre cas se réduit a celui-la par le changement de f1 et f2 ; de méme on peut supposer b>a.

Considérons la fonction
oc(x)=c(x—-a)+F1(x)-F2(x)-r1(a)+r2(a)+H2,
dans laquelle ¢ est une constante telle que
o<c<H2(B-A).
Alors
oc(a)=H2>0,0c(B)=c(B—4)-H2<0 ;

la fonction @c étant continue s’annule entre a et b ; soit xc la plus grande des valeurs comprises
entre a et qui annule @c. On a évidemment

Apac(xc)=o0.
On peut conclure de la que xc est un point de E.
En effet, nous avons démontré, p. 74, que pour tout point n’appartenant pas a E, on a
Ap[r1(x)-r2(x)]z0 ;
donc pour ces points on a
Apoc(x)zc>0.

Achaque valeur c de Iintervalle [0,H2(b—a)] correspond ainsi un point xc de E. Mais, si ¢ et c1
sont différents, xc et xc1 le sont, car I'égalité

aoc(xc)=oc1(xc1)=0
entraine
et xc est différent de a.
Donc, pour que I'égalité (1) soit possible, il faudrait que E ait la puissance du continu.

Une conséquence de cette propriété, signalée par Ludwig Scheeffer, est qu'une fonction est dé-
terminée quand on connait sa dérivée pour toutes les valeurs irrationnelles. Mais une fonction n’est
pas déterminée quand on connait, pour chaque valeur rationnelle de x, la valeur finie de sa dérivée.



Pour le prouver, soient x1,x2,... les nombres rationnels positifs. Tragons un intervalle 81 de lon-
gueur incommensurable, ayant x1 comme milieu. Soit xa2 le premier des xi ne faisant pas partie de
61 ; tracons un intervalle 82 de longueur incommensurable, de milieu xa2 et n’empiétant pas sur
61. Si xa3 est le premier des xi qui ne fait partie ni de 81, ni de 62, xa3 est le milieu d’'un intervalle
incommensurable n’empiétant ni sur 81, ni sur 62, et ainsi de suite.

La fonction f(x), égale a la somme des longueurs des intervalles § et des parties d’intervalles &,
compris entre 0 et x, est une fonction continue croissante de x, qui admet +1 comme dérivée pour
toutes les valeurs rationnelles de x. Et cependant cette fonction n’est pas nécessairement de la
forme x+const., puisque f(+%)—-f(0) est la somme des longueurs des 5, somme qui a telle valeur po-
sitive que I'on veut.

La fonction continue f(x)-1 n’est pas constante et dans tout intervalle il existe des points ou sa
dérivée est nulle.

C’est a 'occasion d'une fonction dont la dérivée s’annule dans tout intervalle que Ludwig Scheef-
fer a entrepris ses recherches sur la détermination d’une fonction par ses nombres dérivés.

Comme fonctions dont la dérivée s’annule dans tout intervalle nous pouvons encore citer la
fonction ¢(x), p. 13, la fonction §(x), p. 55.

La démonstration précédente est assez artificielle, en voici une autre :

Les deux fonctions f1 et f2 ayant méme Ad en tout point, sauf peut-étre aux points de E, la fonc-
tion f(x)=f1-f2 a, en tout point n’appartenant pas a E, un Ad positif ou nul et un Ad négatif ou nul.
Si a est un tel point, faisons-lui correspondre le plus grand intervalle (a,a+h) tel que 'on ait

F(a+H)—F(A)<EH.

Supposons les points de E rangés en suite simplement infinie, x1,x2,.... A xn faisons corres-
pondre le plus grand intervalle (xn,x'n) tel que I'on ait

F(X'N)—F(XN)<E2N.

Chaque point de (a,b) est maintenant I'origine d’un intervalle § attaché a ce point ; nous pou-
vons couvrir (a,b), a partir de a, a 'aide d’une chaine d’intervalles &, p. 63. Servons-nous de ces in-
tervalles pour calculer f(b)-f(a), nous trouvons que cette quantité est au plus égale a

EYH+EY 12NSE(B—A+1) ;

or ¢ est quelconque, donc f(b)=f(a) ; et, puisque ce raisonnement pourrait étre employé pour
une partie quelconque de (a,b), la fonction f(x) est constante.

Ce mode de démonstration conduit & un autre résultat. Supposons que E soit, non plus nécessai-
rement dénombrable, mais seulement de mesure nulle. Cela veut dire que les points de E peuvent
étre recouverts a I'aide d’'une infinité dénombrable d’intervalles d dont la somme des longueurs est
aussi petite que 'on veut.

L'intervalle § attaché 4 un point ne faisant pas partie de E a été défini. A un point P de E nous
faisons maintenant correspondre, comme intervalle §, I'intervalle 61 dont l'origine est P et dont
Iextrémité est I'extrémité de I'intervalle d contenant P.



Nous recouvrons (a,b) a partir de a a 'aide d’une chaine d’intervalles § et 81 ; cette chaine
donne, comme limite supérieure de I'accroissement f(b)—f(a) de f(x) dans (a,b), le nombre £¥h aug-
menté de la somme des accroissements de f(x) dans les intervalles 81. La somme A des longueurs
des 81 est plus petite que la somme relative aux d, donc elle est aussi petite que 'on veut. Cela ne
permet pas d’en conclure en général que la somme correspondante des accroissements de f(x) est
aussi petite que I'on veut ; mais si f1(x) et f2(x) ont des nombres dérivés inférieurs en valeur abso-
lue a M, cette somme est inférieure a 2MA\. Ainsi :

Une fonction f(x), & nombres dérivés bornés, est déterminée, & une constante additive pres,
quand on connait son nombre dérivé supérieur a droite, pour toute valeur de x, sauf pour celles
d’un ensemble de mesure nulle.

Cet énoncé ne nous fournit aucun renseignement relativement a lindétermination du
probléme C’ quand le nombre dérivé donné n’est pas borné, puisque f(x) est supposé a nombres
dérivés bornés. Cette restriction est d’ailleurs nécessaire : la fonction &(x), page 55, n’est pas une
constante, elle a sa dérivée nulle partout, sauf peut-étre aux points de Z qui est de mesure nulle.

Les théorémes précédents peuvent étre avantageusement transformés ; pour ces transforma-
tions j’utiliserai une généralisation heureuse de la notion de limite inférieure et supérieure qui est
due a M. Baire.

Soit une fonction f(x) ; la limite supérieure de f(x), dans un intervalle (a,b), est un nombre L tel
que I'ensemble E(f>m), formé des points x de (a,b) tels que f(x) soit supérieure a m, existe des que
m est inférieur a L, tandis qu’il ne contient aucun point pour m>L ; la limite inférieure de f(x) dans
I'intervalle (a,b) peut se définir de méme.

1l existe de méme un nombre L1 tel que I’ensemble E(f>m) est dénombrable pour m>L1 et ne
T’est pas pour m<L1. Ce nombre L1 est appelé par M. Baire la limite supérieure de f(x) dans (a,b),
quand on néglige les ensembles dénombrables.

Cet exemple suffira pour faire comprendre ce qu’il faudra entendre par la limite supérieure ou
inférieure, dans un intervalle ou en un point, d'une fonction quand on néglige les ensembles dé-
nombrables, ou les ensembles non denses, ou les ensembles de mesure nulle. Si, en négligeant cer-
tains ensembles, on obtient des limites inférieure et supérieure égales, on pourra dire, qu’a ces en-
sembles pres, la fonction est continue.

Ces définitions posées, voici les deux propositions que j’avais en vue : Les limites inférieure et
supérieure d’'un nombre dérivé sont les mémes, que l'on néglige ou non les ensembles
dénombrables.

Les limites inférieure et supérieure d'un nombre dérivé fini sont les mémes, que I'on néglige ou
non les ensembles de mesure nulle.

Je démontre, par exemple, la premiére de ces deux propositions. Si les limites supérieures L et
L1 d’un nombre dérivé Adg(x), obtenues en tenant compte puis sans tenir compte des ensembles
dénombrables, sont inégales, et si K est un nombre fini compris entre L et L1, le nombre dérivé
Ad[p(x)-Kx] est négatif, sauf pour les points d’'un ensemble dénombrable pour lesquels il est posi-
tif. Or il suffit de reprendre, en le modifiant 1égérement, 'un ou l'autre des deux raisonnements qui
nous ont conduits au théoréme de Scheeffer, pour voir que cela est impossible.



Nous allons essayer de résoudre les problemes B’ et C’ dans le cas ou la fonction f(x), donnée
comme Ad, est bornée.

Divisons I'intervalle positif (a,b) en intervalles partiels. Dans (a,f) les limites inférieure et supé-
rieure de f(x) sont 1 et L, donc on a, si F est la fonction cherchée telle que

ApF(x)=F(x),
(B—A)L=F(8)-F(a)=(B—a)L.

Si nous faisons la somme des inégalités analogues, relatives aux intervalles partiels, nous avons,
en faisant tendre ces intervalles vers zéro,

JaBADPF(x)px_=F(8)-F(a)=[aBADF(X)DX .

De cette inégalité il résulte en particulier que : siI'un des nombres dérivés d’une fonction f(x) est
intégrable, auquel cas les trois autres le sont aussi et ont méme intégrale, son intégrale indéfinie est
de la forme f(x)+const. ; et cet énoncé, plus particulier encore : lorsqu’une dérivée est intégrable, il
y a identité entre ses fonctions primitives et ses intégrales indéfinies.

Ces énoncés s’appliqueraient évidemment au cas ou la fonction donnée deviendrait infinie au
voisinage des points d’'un ensemble réductible, a condition d’employer la généralisation de I'inté-
grale qui a été indiquée page 66.

Si nous tenons compte des théorémes énoncés a la fin du Paragraphe précédent, nous voyons
que si 'on connait partout le nombre dérivé, sauf pour les valeurs d’'un ensemble dénombrable, —
ou si on le connait partout, sauf pour les valeurs d’'un ensemble de mesure nulle, et si I'on sait de
plus qu’il est borné partout, — on peut encore appliquer les théorémes précédents, a condition
d’étendre les intégrales qui y figurent a 'ensemble dans lequel on connait le nombre dérivé.

Acette remarque s’en rattache une autre plus importante. Le cas dans lequel nous savons ré-
soudre le probléme C’ est celui ot le nombre dérivé donné est intégrable. Ce nombre dérivé a alors
des points de continuité ; en ces points il y a une dérivée égale au nombre dérivé donné, et 'on
connait partout la dérivée de la fonction inconnue, sauf aux points de discontinuité, c’est-a-dire
sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle. 11 suffirait de se servir des valeurs connues de la
dérivée pour avoir la fonction. Le cas résolu du probléme probleme C’ se raméne donc en réalité au
probléeme C.

Les raisonnements qui préceédent nous permettent de répondre aux questions B et B’ dans un
cas important, celui ou la fonction donnée est intégrable. Pour reconnaitre, par exemple, si une
fonction intégrable donnée f(x) est une dérivée exacte, on formera son intégrale indéfinie F(x), puis
on recherchera sil'on a

F(x)=LiMa=0F (x+1)-F(X)H.

On a donc un procédé régulier de calcul permettant de reconnaitre si f est ou non une dérivée
exacte. Il est vrai qu’il faut rechercher si une certaine expression a ou non la limite connue f(x) ;
mais une dérivée étant par définition une limite, il est peu probable qu’on puisse remplacer le pro-
cédé de calcul indiqué par un autre dans lequel on n’emploierait pas les limites.

Nous avons trouvé une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction intégrable soit
une dérivée ; elle ne se présente pas sous la forme que 'on donne habituellement a de telles condi-



tions. Le plus souvent on énonce, comme condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’un
fait A, I'existence d’une propriété B qui accompagne toujours le fait A et est toujours accompagnée
par lui ; mais, pour que 'on ait autre chose quune tautologie, il faut que I’on connaisse un procédé
régulier de calcul permettant de savoir si I'on a ou non la propriété B. C’est ce procédé qui a été di-
rectement donné pour le cas qui nous occupe.

Si I'on tient a énoncer la condition nécessaire et suffisante trouvée sous la forme habituelle, on
pourra, comme le fait M. Darboux, appeler valeur moyenne dans (a,b) d’une fonction intégrable
f(x) la quantité 1b—afabf(x)dx ; puis on appelle valeur moyenne au point xo la limite, si elle existe,
de la valeur moyenne dans (x0-h,x0+k), quand les nombres positifs h et k tendent vers zéro ; et
T'on aI’énoncé suivant :

Pour qu’une fonction intégrable soit une fonction dérivée, il faut et il suffit qu’elle ait en tout
point une valeur moyenne déterminée et qu’elle soit partout égale a sa valeur moyenne.

Nous avons vu que l'on a généralisé de différentes maniéres le probléme des fonctions primi-
tives ; recherchons maintenant si I'une de ces généralisations permet de considérer I'intégration au
sens de Riemann comme le probléme inverse de la dérivation.

Si nous nous rappelons qu'une intégrale indéfinie admet comme dérivée la fonction intégrée en
tous les points ou celle-ci est continue, nous sommes conduits a nous poser, avec M. Volterra, le
probléme suivant : Rechercher une fonction continue qui admette une fonction bornée donnée f(x)
pour dérivée en tous les points ot f(x) est continue.

Ce probleme est toujours possible, car les deux intégrales par défaut et par exces de f(x) ré-
pondent a la question. Mais il est en général indéterminé, c’est-a-dire que toutes ses solutions ne
sont pas comprises dans une formule de la forme F(x)+const. Lorsque f(x) n’est pas intégrable, le
probléme est toujours indéterminé. Si f(x) est intégrable, il se peut que le probléme soit déterminé ;
c’est le cas quand I'ensemble des points de discontinuité est réductible, mais il se peut aussi qu’il
soit indéterminé. Il en est ainsi lorsque I'ensemble des points de discontinuité contient un en-
semble parfait E ; nous avons appris, p. 13, a former une fonction continue non partout constante,
mais constante dans tout intervalle contigu a E ; cette fonction, ajoutée & une fonction solution du
probléme proposé, donne une nouvelle solution de ce probléme.

Ainsi notre probléme comprend comme cas particulier le probléme de 'intégration indéfinie rie-
mannienne, mais il est plus vaste que ce dernier probléme.

Proposons-nous maintenant de trouver une fonction & nombres dérivés bornés qui admette une
fonction bornée donnée f(x) comme dérivée en tous les points ot f(x) est continue.

Ce nouveau probléme est toujours possible et admet encore pour solutions les deux intégrales de
f(x) ; mais, si f(x) est intégrable, il est déterminé, car la dérivée de la fonction a nombres dérivés
bornés cherchée est connue partout, sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle. Ce probléme
n’est donc déterminé que pour les fonctions intégrables ; lorsqu’il est déterminé, sa solution est
I'intégrale indéfinie de f(x).

Nous pouvons ainsi, en un certain sens, considérer I'intégration riemannienne comme l'opéra-
tion inverse de la dérivation.

La fonction de Weierstrass est a variation non bornée dans tout intervalle.



Si une fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a,b), et admet une dérivée bien déterminée
pour chaque valeur de x intérieure a (a,b), il existe un nombre € de cet intervalle tel que

F(8)-F(a)=F'(z)(B-2)

Cet énoncé ne suppose pas que f’(x) soit bornée ou méme finie, mais si f’(x) est infinie, ce doit
étre +o, ou —co, et non pas +w.

Si une fonction continue f(x) s’annule pour a et b, et admet pour les points intérieurs a (a,b) une
dérivée déterminée de grandeur et de signe, finie ou non, cette dérivée s’annule dans (a,b).

Chapitre VI

Nous avons obtenu des théorémes permettant théoriquement, dans des cas étendus, de reconnaitre
si une fonction donnée est une fonction dérivée et, s’il en est ainsi, de trouver sa fonction primitive.
En réalité, un seul de ces théorémes est employé couramment : toute fonction continue est une
fonction dérivée. Quant au calcul effectif des fonctions primitives il ne se fait jamais au moyen de
T'intégrale définie, mais a ’aide des procédés connus sous le nom d’intégration par parties et d’inté-
gration par substitution. Ces deux procédés s’appliquent, qu’il s’agisse de fonctions continues ou
non.

On peut aussi utiliser le théoréme suivant : Une série uniformément convergente de fonctions
dérivées représente une fonction dérivée.

Sa fonction primitive s’obtient en faisant la somme des fonctions primitives des termes de la sé-
rie donnée, les constantes étant choisies de maniére que la série obtenue soit convergente pour
T'une des valeurs de la variable.

Soient
F=U1+U2+...=U1+...+UN+RN=SN+RN,F=U1+U2+...=U1+...4+ UN+RN=SN+RN,

la série donnée et la série des fonctions primitives, laquelle est, par hypothése, convergente pour
une certaine valeur xo.

Choisissons n assez grand, pour que I'on ait, quel que soit p positif,
[sN+p(x)—sN(X) | <E ;
le théoréme des accroissements finis donne, si (a,b) est I'intervalle considéré,
| SN+P(x)—-SN(x) | <E|x—XxO| + | SN+P(x0)—SN(x0) | =E(B—A)+ | SN+P(x0)—SN(X0) | .

Cette inégalité montre que la série F est uniformément convergente dans (a,b), puisqu’elle est
convergente pour x0.

Evaluons le rapport
R[F(x),x,x+H]=F(x+H)-F(x)u=AF(x),

AF=ASN+ARN=ASN+LIMP=c0A(SN+P—SN).



La quantité A(Sn+p—Sn) est inférieure en valeur absolue a &, d’apres le théoréme des accroisse-
ments finis, donc, si 'on fait tendre h vers zéro, 'une quelconque des limites de AF ne différe que
de ¢ au plus de la limite sn(x) de ASn. Puisque € est quelconque, il est ainsi démontré que F(x) ad-
met f(x) pour dérivée.

Ce théoréme permet aussi d’employer le principe de condensation des singularités a la construc-
tion de fonctions dérivées.

Lorsqu’une fonction dérivée est donnée par une série de fonctions dérivées non négatives, on
peut prendre les fonctions primitives terme a terme a condition de choisir les constantes de ma-
niére que la série obtenue soit convergente.

Pour le démontrer, je conserve les notations précédentes, et je suppose, pour simplifier le lan-
gage, que la série F soit convergente pour l'origine de l'intervalle (a,b) considéré et que U1,U2,...
s’annulent pour x=a. Soit & celle des fonctions primitives de f qui s’annule par x=a. Il faut démon-
trer que F=5.

Tous les Ui sont positifs, donc Sn croit avec n. Mais, puisque f est au moins égale a sn, #(x) est
au moins égale a Sn(x), et Sn(x) tend vers une limite F(x), au plus égale a #(x).

Le méme raisonnement appliqué a l'intervalle positif (x,x+h) montre que #(x+h)-#(x) est au
moins égale a F(x+h)—-F(x), et par suite f(x), dérivée de #(x), est au moins égale a AdF(x).

D’autre part F(x+h)-F(x) est supérieure a Sn(x+h)—Sn(x), donc AdF(x) est au moins égale a la
dérivée sn(x) de Sn(x), et, puisque n est quelconque, AdF(x) est au moins égale a f(x).

F(x) a donc une dérivée a droite égale a f(x) ; en raisonnant de méme sur l'intervalle négatif
(x,x-h), on voit que F(x) admet aussi f(x) pour dérivée a gauche ; le théoréme est démontré.

Nous pouvons dire aussi : si des fonctions dérivées fn tendent en croissant vers une fonction dé-
rivée f, leurs fonctions primitives tendent vers la fonction primitive de f(x) si les constantes sont
choisies convenablement.

On peut écrire en effet
F=F1+(F2-F1)+(F3-F2)+...,

et tous les termes, qui sont des fonctions dérivées, sont positifs, a I'exception peut-étre du
premier.

Le théoréme est encore vrai si, au lieu de considérer des fonctions fn(x) croissant avec ’entier n,
on consideére des fonctions dérivées f(x,a) croissant avec le parametre a, et tendant vers une fonc-
tion dérivée f quand a tend vers ao.

Enfin, il faut remarquer qu’il est nécessaire de savoir que la fonction f, limite ou somme, est une
fonction dérivée, pour avoir le droit d’appliquer le théoréme précédent : la fonction

F(X,A)=—E—AX2

tend en croissant, quand a augmente indéfiniment, vers la fonction f(x) partout nulle sauf pour
x=0 ou elle est égale a —1. Cependant f(x,a) est une fonction dérivée et f(x) n’en est pas une.



Ces deux propriétés vont nous permettre d’effectuer la recherche des fonctions primitives dans
des cas étendus.

Tout d’abord, quand une fonction est la somme d’une série uniformément convergente de fonc-
tions dérivées, c’est une fonction dérivée dont nous savons trouver les fonctions primitives. Voici
une application théorique importante.

Soit une fonction continue f(x) définie dans (a,b). Marquons les points x0=a,x1,X2,...,xn=b pris
assez rapprochés pour que, dans (xi,xi+1), I'oscillation de f soit inférieure a e.

Dans la courbe y=f(x) inscrivons la ligne polygonale y=¢(x) dont les sommets ont pour abscisses
X0,X1,...,xn, f(x) et @(x) different de moins de €. Cest dire que @(x) tend uniformément vers f(x),
quand ¢ tend vers zéro ; il nous suffira donc de démontrer que @(x) est une fonction dérivée pour
que nous puissions affirmer qu’il en est de méme de f(x). Mais ¢(x), étant dans (xi,xi+1) le poly-
ndme du premier degré

o(x)=F(x1)+(x—x1)F(x1+1) —F(X1)X1+1-XI,
est la dérivée de la fonction continue qui, dans (xi,xi+1), est définie par
D (x)=Y1=15=1(xJ—XJ—1)F(xJ) —F(xJ—1)X1+1—X1+ (X XD F(X1) + (X —X1) 2 2F(X1+1) —F(XI) XI+ 1—XI.

1l est démontré que toute fonction continue est une fonction dérivée, et cela sans avoir recours a
l'intégration.

Lorsque nous saurons mettre une fonction sous la forme d’une série de fonctions dérivées toutes
de méme signe, nous aurons un procédé régulier de calcul permettant de reconnaitre si f est une
dérivée exacte, puisque la fonction primitive de f ne peut étre autre que la somme des fonctions pri-
mitives des termes de la série donnée (comparez p. 82).

Ainsi les deux théoreémes sur les fonctions primitives des séries nous permettent de faire dans
certains cas, relativement a la détermination des fonctions primitives, ce que les théorémes sur I'in-
tégration nous permettent de faire pour les fonctions intégrables.

Je laisse de coté les remarques analogues relatives a la recherche d’une fonction admettant pour
nombre dérivé une fonction donnée. Je vais indiquer quelques propriétés des fonctions dérivées
qui permettront parfois de reconnaitre immédiatement quune fonction donnée n’est pas une fonc-
tion dérivée.

Une fonction dérivée ne peut passer d’'une valeur a une autre sans prendre toutes les valeurs in-
termédiaires. Supposons, en effet, que I'on ait f’'(a)=A, f’'(b)=B, et soit C un nombre compris entre A
et B. On peut prendre h positif assez petit pour que r[f(x),a,a+h]=Af(a) soit compris entre A et C et
que Af(b-h) soit compris entre B et C. La fonction Af(x) est, h étant fixe, une fonction continue de
X ; quand x varie de a a b—h elle passe d’'une valeur comprise entre A et C & une valeur comprise
entre B et C, donc pour une certaine valeur xo de (a,b—h) on a Af(x0)=C. Le théoreme des accrois-
sements finis montre que dans (x0,x0+h) il existe une valeur c telle que f'(c)=C.

Les fonctions dérivées jouissent donc de 'une des propriétés des fonctions continues. M. Dar-
boux, dans son Mémoire Sur les fonctions discontinues, a beaucoup insisté sur cette propriété. On
avait pris, en France, I'habitude de définir une fonction continue celle qui ne peut passer d'une va-
leur a une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires, et 'on considérait cette défini-



tion comme équivalente a celle de Cauchy. M. Darboux, qui construisait dans son Mémoire des
fonctions dérivées non continues au sens de Cauchy, a pu montrer que les deux définitions de la
continuité étaient fort différentes.

1l est facile de citer des fonctions discontinues qui ne passent pas d’'une valeur & une autre sans
prendre, une fois au moins, chaque valeur intermédiaire. C’est le cas de la fonction égale a sinix
pour x#0 et a n'importe quelle valeur de I'intervalle (-1, +1) pour x=0.

1l est assez curieux qu’une fonction puisse jouir de cette propriété qui a été prise pour définition
de la continuité et étre cependant discontinue en tout point. Pour construire une telle fonction,
jécris le nombre x, pris entre 0 et 1, dans un systéme de numération, le systeme décimal par
exemple

X=A110+A2102+A3103+....

Considérons la suite des chiffres de rang impair a1,a3,as,.... Si elle n’est pas périodique, nous
prendrons @(x)=0 ; si elle est périodique, et si la premiére période commence & a2n-1 nous
prendrons

®(X)=A2N10+A2N+2102+A2N+4103+A2N+6104+....

11 est évident que la fonction ¢(x) ainsi définie prend toutes les valeurs de (0, 1) dans un inter-
valle quelconque si petit qu'’il soit, donc @(x) est discontinue en tout point ; d’ailleurs ¢(x) ne prend
pas de valeurs extérieures a (0, 1), donc ¢(x) ne passe pas d'une valeur a & une autre b sans prendre
toutes les valeurs de (0, 1), et, a fortiori, toutes les valeurs comprises entre a et b.

11 faut aussi remarquer que, avec la définition critiquée par M. Darboux, la somme de deux fonc-
tions continues n’est plus nécessairement une fonction continue. En effet, si

F1(X)=SIN1XPOURX+OETF1(0)=1,
etsi

F2(X)=—SIN1XPOURX#OETF2(0)=1,

les deux fonctions f1 et f2 ne peuvent passer d’une valeur a une autre sans prendre toutes les va-
leurs intermédiaires et il n’en est pas de méme de f1+f2, puisque

F1+F2=0POURX#OETF1(0)+r2(0)=1.

La somme de deux fonctions dérivées étant une fonction dérivée, il y a lieu, d’apres la remarque
précédente, d’énoncer comme une propriété nouvelle ce fait que la somme de deux fonctions déri-
vées ne peut passer d’une valeur a une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. On
peut dire aussi que la différence de deux fonctions dérivées ne peut changer de signe sans s’annu-
ler, ce qui, si l'on songe a la représentation géométrique, peut s’énoncer ainsi : Deux fonctions déri-
vées ne peuvent se traverser sans se rencontrer.

Voici un exemple de I'application de cette propriété. Soit y(x) une fonction égale a la fonction
@(x), p. 90, quand @(x) n’est pas égale a x, et égale & 0 quand @(x)=x. P(x), comme ¢(x), ne peut
passer d’une valeur a une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires, le premier théo-
réme ne permet donc pas d’affirmer que (x) n’est pas une fonction dérivée ; mais, puisque y(x)



traverse la fonction continue x dans tout intervalle et ne la rencontre cependant que pour x=0, la
deuxiéme propriété montre que y(x) n’est pas une dérivée.

Avant de rechercher si la fonction ¢(x) est une dérivée, je vais montrer comment un cas particu-
lier important du théoréme de Scheeffer se déduit immédiatement du théoreme de M. Darboux.

Supposons que la dérivée d’une fonction f(x) soit toujours bien déterminée en grandeur et signe
(on ne suppose pas qu’elle soit finie), alors si elle n’est pas toujours égale 4 un nombre donné A,
I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles f(x) est différent de A a la puissance du continu. En ef-
fet, ou bien f'(x) est constante et la propriété est démontrée, ou bien f’(x) prend deux valeurs B et
C, et alors elle prend aussi toutes les valeurs comprises entre B et C qui sont toutes, sauf une peut-
étre, différentes de A. L’ensemble de ces valeurs de f'(x) différentes de A ayant la puissance du
continuy, il en est de méme de 'ensemble des valeurs de x correspondantes.

Ceci posé, si f(x) a toujours une dérivée, et si cette dérivée est nulle, sauf peut-étre pour un en-
semble dénombrable de valeurs de x, on peut affirmer qu’elle est toujours nulle. C’est le théoreme
de Scheeffer, dans un cas particulier.

Revenons a la fonction ¢@(x). Est-elle une dérivée ? Les deux théoremes précédents ne semblent
pas fournir facilement une réponse a cette question. Une premiere méthode consiste dans I'applica-
tion d'un théoréme démontré précédemment ; une fonction dérivée bornée a le méme maximum
que I'on néglige ou non les ensembles de mesure nulle. Il n’est pas difficile de démontrer que @(x)
n’est différente de zéro que pour un ensemble de valeurs de x de mesure nulle (voir p. 109), ¢(x)
n’est donc pas une fonction dérivée.

Ce résultat peut étre obtenu d’une tout autre maniére. Une dérivée ne peut pas étre discontinue
en tout point, et @(x) est discontinue en tout point.

Cette propriété des fonctions dérivées résulte d'un théoreme dii a M. R. Baire. f'(x) est la limite,
pour h=0, de la fonction r[f(x),x,x+h] continue en x quand h est constant ; c¢’est donc une fonction
de premiere classe, c’est-a-dire une fonction limite de fonctions continues. Or M. Baire a démontré
que si 'on considéere une fonction de classe 1 sur un ensemble parfait quelconque, il existe des
points ou elle est continue sur cet ensemble parfait ; en d’autres termes, elle est ponctuellement
discontinue sur tout ensemble parfait.

Dans beaucoup de cas nous savons, sans le secours de l'intégration, reconnaitre si une fonction
donnée est une dérivée et nous pouvons aussi espérer trouver sans intégration la fonction primitive
d’une dérivée donnée. Précédemment nous résolvions ces questions en nous servant de l'intégrale
définie ; on peut se demander si, inversement, nous ne pourrions pas définir I'intégrale a I'aide des
fonctions primitives. C’est la méthode de Duhamel et Serret. Pour ces auteurs une fonction f(x) a
une intégrale dans (a,b) lorsqu’elle admet dans (a,b) une fonction primitive #(x). Cette intégrale
Iab est, par définition,

IaBr(x)px=7(8)-(a).

Cette définition n’est pas équivalente & la définition de Riemann. D’une part, il existe, nous le sa-
vons, des fonctions intégrables, au sens de Riemann, qui ne sont pas des fonctions dérivées ;
d’autre part, il existe, comme nous allons voir, des fonctions dérivées non intégrables au sens de
Riemann.



Le premier exemple de telles fonctions est di a M. Volterra (Giornale de Battaglini, 1881) ; voici
comment on 'obtient :

Soit E un ensemble parfait non dense qui ne soit pas un groupe intégrable, p. 43. Soit (a,b) un
intervalle contigu a E, considérons la fonction

o(X,4)=(X=A)2SIN1X—A ;

sa dérivée s’annule une infinité de fois entre a et b, soit a+c la plus grande valeur de x non supé-
rieure a a+b2, qui annule ¢’. Ceci posé, nous définissons une fonction F(x) par les conditions sui-
vantes : elle est nulle aux points de E ; dans tout intervalle (a,b) contigu a E, elle est égale a ¢(x,a)
de a a a+c ; de a+c a b—c, la fonction F est constante et égale a ¢p(a+c,a) ; de b—c a b, F est égale a
-@(x,b).

Cette fonction F(x) est évidemment continue. Elle a une dérivée ; ceci est évident pour les points
qui n’appartiennent pas a E ; soit xo un point de E, le rapport r[F(x),x0,x0+h] est nul si xo+h est
point de E. Si xo+h n’est pas point de E, il appartient a un intervalle contigu a E, soit a celle des ex-
trémités de cet intervalle qui est dans (x0,x0+h) ; on a évidemment

|R[F(x),x0,x0+H]|=|F(x0+H)H|=(x0+H-A)2|H|<|H],
donc F(x) a une dérivée nulle en tous les points de E.

La dérivée F’ de F est bornée, car la dérivée de x2sin1x, qui est nulle pour x=0, et qui, pour x dif-
férent de zéro, est égale &

2XSIN1X—COS1X,

est bornée. Cependant cette dérivée F’ n’est pas intégrable, au sens de Riemann, car en tous les
points de E le maximum de F’ est +1 et son minimum est —1, puisqu’il en est ainsi au point x=a
pour la fonction ¢’(x,a) ; or E, par hypothése, n’est pas un groupe intégrable.

Par une application convenable du principe de la condensation des singularités, on obtient une
fonction dérivée qui n’est intégrable dans aucun intervalle si petit qu’il soit.

La définition de Duhamel s’applique donc & des fonctions bornées auxquelles ne s’applique pas
la définition de Riemann ; de plus, la définition de Duhamel s’applique & des fonctions non bor-
nées, car il existe des dérivées non bornées, mais toujours finies, la dérivée de x2sinix2, par
exemple.

Ala définition de Duhamel et Serret on peut appliquer la généralisation employée par Cauchy et
Dirichlet. Je ne m’occuperai pas de cette généralisation ni, pour le moment du moins, de la sui-
vante, qui contient comme cas particulier la définition de Riemann et celle de Duhamel pour les
fonctions bornées : Une fonction bornée f(x) est dite sommable, s’il existe une fonction a nombres
dérivés bornés F(x) telle que F(x) admette f(x) pour dérivée, sauf pour un ensemble de valeurs de x
de mesure nulle. L'intégrale dans (a,b) est alors, par définition, F(b)-F(a).

Adoptons sans généralisation la définition de Duhamel et Serret. L'intégrale de Duhamel (inté-
grale D) jouit de certaines des propriétés de I'intégrale de Riemann.

On a



Ias+IBc+Ica=0.

La somme de deux fonctions intégrables D est intégrable D et a pour intégrale la somme des in-
tégrales ; mais le produit de deux fonctions intégrables D n’est pas nécessairement intégrable D.

Une série uniformément convergente de fonctions intégrables D est une fonction intégrable D et
Tintégration peut étre effectuée terme a terme ; c’est la proposition de la page 85. De celle de la
page 86 on déduit que si des fonctions intégrables D, fn(x), tendent en croissant vers une fonction
intégrable D, f(x), I'intégrale de fn tend vers celle de f, en croissant s’il s’agit d’un intervalle d’inté-
gration positif.

La proposition analogue pour les intégrales de Riemann est vraie. Nous en calquerons la dé-
monstration sur celle de la page 86.

Conservons les notations de cette page 86. f, ut,u2,... sont maintenant des fonctions intégrables
positives. &, U1,U2,..., sont celles de leurs intégrales indéfinies qui s’annulent pour l'origine a de
T'intervalle considéré.

On a évidemment fzsn, d’ott #2Sn, et puisque les Sn croissent la série des U est convergente.
L’accroissement de ¥, dans un intervalle positif quelconque, est au moins égal a celui de Sn, donc a
celui de F et F est a nombres dérivés bornés. Pour montrer que F=5, il suffit de montrer que ces
deux fonctions ont méme dérivée partout, sauf pour un ensemble de valeurs de x de mesure nulle.
En tout point ou f, ui,u2,... sont toutes continues, ¥, U1,U2,... ont des dérivées et le raisonnement
de la page 87 montre qu’en ces points F a méme dérivée que &. Mais les points ou f n’est pas conti-
nue forment un ensemble de mesure nulle E(f), les points de discontinuité de ui, forment I’en-
semble de mesure nulle E(ui) ; la réunion de tous ces ensembles donne un ensemble de mesure
nulle E. Et 'on a F'=5’, sauf peut-étre aux points de E.

De la se déduit le théoréme :

Lorsque des fonctions intégrables fn tendent en croissant vers une fonction intégrable f, I'inté-
grale de fn tend vers celle de f.

Nous devons nous demander maintenant quels services peuvent rendre les intégrales au sens de
Duhamel et Serret.

Ces intégrales ne peuvent rendre aucun service dans la recherche des fonctions primitives, puis-
qu’elles supposent cette recherche effectuée, mais les intégrales au sens de Riemann servent sur-
tout a calculer les limites de somme.

Le raisonnement de la page 78 montre qu'une intégrale D est une limite de somme ; on peut
donc espérer se servir de ces intégrales pour le calcul des limites de somme. Nous avons vu, p. 63,
que cela était effectivement possible, puisqu’il a été démontré que la longueur d’une courbe était
Tintégrale D de x’2+y’2+z’2, toutes les fois que cette intégrale existe.

De nouvelles études sur I'intégrale sont cependant nécessaires, car nous n’avons pas encore ré-
solu le probleme de la recherche des fonctions primitives ; d’ailleurs, pour le calcul de la longueur
d’une courbe ayant des tangentes, 'une et I'autre intégration sont insuffisantes.

J’ajoute encore que si les deux intégrations que nous avons étudiées paraissent en général suffi-
santes, cela tient uniquement a ce que, presque toujours, on se restreint de parti pris a la considé-
ration des fonctions continues et méme souvent a la considération des fonctions analytiques.



Les différentes fonctions F(x) correspondant a une méme fonction f(x) ne difféerent que par une
constante additive.

J'ajoute qu’il existe effectivement des fonctions dérivées bornées, non intégrables au sens de
Riemann, qui admettent un développement trigonométrique. Pour la démonstration de ces pro-
priétés, ou pourra se reporter a un Mémoire Sur les séries trigonométriques que j’ai publié dans les
Annales de I’Ecole Normale (novembre 1903).

La courbe y=F(x) ne peut donc étre rectifiée ni par l'une, ni par 'autre des deux méthodes
employées.

Pour I'application indiquée dans la Note précédente, les deux intégrations sont aussi insuffi-
santes, comme on le voit en considérant la somme d’une dérivée non intégrable représentable tri-
gonométriquement, et d’'une fonction non dérivée représentable trigonométriquement.

Chapitre VII

Les applications classiques de I'intégration des fonctions continues, les applications faites précé-
demment de l'intégration au sens de Riemann ou au sens de Duhamel et Serret, suffisent pour
mettre en évidence le role de certaines propriétés simples, conséquences de toutes les définitions
de I'intégrale déja étudiées, et pour convaincre que ces propriétés doivent nécessairement apparte-
nir a l'intégrale, si I'on veut qu’il y ait quelque analogie entre cette intégrale et I'intégrale des fonc-
tions continues.

C’est pourquoi nous nous proposons d’attacher a toute fonction bornée f(x), définie dans un in-
tervalle fini (a,b), positif, négatif ou nul, un nombre fini, fabf(x)dx, que nous appelons I'intégrale
de f(x) dans (a,b) et qui satisfait aux conditions suivantes :

1. Quels que soient a, b, h, on a
JABF(X)DX=[A+HB+HF(X—H)DX ;
2. Quels que soient a, b, ¢, on a

[ aBF(X)DX+ [BCF(X)DX+ [CAF(X)DX=0 ;

JaB[F(x)+(x)]px=[ABF(X)DX+ [ABO(X)DX ;
4. Silon a fzo et b>a, on a aussi
JABE(X)DX20
5.0na
Jo11xpx=1;

6. Si fn(x) tend en croissant vers f(x), I'intégrale de fn(x) tend vers celle de f(x).



La signification, la nécessité et les conséquences des cinq premieres conditions de ce probléme
d’intégration sont a peu prés évidentes ; nous ne nous y étendrons pas.

La condition 6 a une place a part. Elle n’a ni le méme caractére de simplicité que les cinqg pre-
miéres ni le méme caractére de nécessité. De plus, tandis qu’il est facile de construire des nombres
satisfaisant a quatre quelconques des cinq premieéres conditions, sans satisfaire a toutes les cing, ce
qui montre que ces cing conditions sont indépendantes, on ne sait pas si les six conditions du pro-
bleme d’intégration sont indépendantes ou non.

En énoncant les six conditions du probléme d’intégration, nous définissons I'intégrale. Cette dé-
finition appartient a la classe de celles que I'on peut appeler descriptives ; dans ces définitions, on
énonce des propriétés caractéristiques de I'étre que I'on veut définir. Dans les définitions construc-
tives, on énonce quelles opérations il faut faire pour obtenir I'’étre que 'on veut définir. Ce sont les
définitions constructives qui sont le plus souvent employées en Analyse ; cependant on se sert par-
fois de définitions descriptives ; la définition de l'intégrale, d’apres Riemann, est constructive, la
définition des fonctions primitives est descriptive.

Lorsque l'on a énoncé une définition constructive, il faut démontrer que les opérations indi-
quées dans cette définition sont possibles ; une définition descriptive est aussi assujettie a certaines
conditions : il faut que les conditions énoncées soient compatibles. Le procédé jusqu’ici toujours
employé pour démontrer que des conditions sont compatibles est le suivant : on choisit dans une
classe d’étres antérieurement définis des étres jouissant de toutes les propriétés énoncées. Cette
classe d’étres est généralement la classe des nombres entiers ; on admet que la définition descrip-
tive de ces nombres ne contient pas de contradiction.

1l faut aussi étudier la nature de 'indétermination des étres que I'on vient de définir. Supposons,
par exemple, que 'on ait démontré 'impossibilité de I'existence de deux classes différentes d’étres
satisfaisant aux conditions indiquées, et que, de plus, on ait démontré la compatibilité de ces condi-
tions en choisissant une classe d’étres y satisfaisant ; cette classe d’étres sera la seule définie, de
sorte que la définition constructive qui a servi a effectuer le choix est exactement équivalente a la
définition descriptive donnée.

Nous allons rechercher une définition constructive équivalente & la définition descriptive de
I'intégrale.

On démontrera d’abord sans peine en s’appuyant sur les conditions 3 et 4 que l'on a la
condition S

lorsque k est une constante. Ceci posé, soit f(x) une fonction quelconque, nous désignerons par
E[a<f(x)<B] 'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on a a<f(x)<p, et par E[f(x)=a] I'ensemble
des valeurs de x pour lesquelles on a f(x)=a.

Soit (1,L) I'intervalle de variation de f(x) ; partageons cet intervalle en intervalles partiels a 'aide
des nombres

LO=L<L1<L2<...<LN=L,

supposons que li+1-li ne soit jamais supérieur a .

Désignons par wi (i=0,1,2,...,n) la fonction égale a 1 quand x appartient a E[f(x)=li], ou a
E[li<f(x)<li+1], et nulle pour les autres points ; désignons par Wi (i=0,1,2,...,n) la fonction égale a 1



quand x appartient a E[li-1<f(x)<li], ou a E[f(x)=li] et nulle pour les autres points. On a
évidemment

o(x)=Y 1=01=NLI¥I(X) =F(x) =Y 1=01=NLIP1(X) =D (X).

Lorsque nous saurons intégrer les fonctions y qui ne prennent que les valeurs o et 1, nous en dé-
duirons, grace aux conditions 3 et S, les intégrales des ¢(x) et @(x), lesquelles comprennent I'inté-
grale de f(x) (conditions 3, 4).

De plus @(x) et ®(x) different de f(x) de € au plus, donc tendent uniformément vers f(x) quand
tend vers zéro ; il est facile d’en conclure que leurs intégrales tendent vers celle de f(x).

En effet, si les limites inférieure et supérieure de g(x) sont 1 et L, d’apres 3 et 4, fabg(x)dx est
comprise entre

JaBLDX=LABDXET [ABLDX=L[ABDX ;
faisons maintenant
c(x)=rF(x)-o(x),
ona
ezlzLzo0,
donc I'intégrale de g(x) est inférieure en module a £fabdx, quantité qui tend vers zéro avec e.

Pour savoir calculer I'intégrale d’une fonction quelconque, il suffit de savoir calculer les inté-
grales des fonctions y qui ne prennent que les valeurs o et 1.

11 faut remarquer que nous avons démontré incidemment la possibilité d’intégrer terme a terme
les séries uniformément convergentes, si le probléme d’intégration est possible.

La quantité fabdx qui figure dans la démonstration précédente se calcule facilement ; en se ser-
vant de 1, de 2 et de 5, on voit qu’elle est égale a b-a.

Si la fonction f(x) est comprise entre 1 et L, son intégrale dans (a,b) est comprise entre 1(b—a) et
L(b-a) ; c’est le théoréme de la moyenne.

Si nous appliquons ce théoréme aprés avoir décomposé (a,b) en intervalles partiels, nous trou-
vons que [abf(x)dx est comprise entre les sommes qui servent a définir les intégrales par défaut et
par exces ; l'intégrale est donc comprise entre les intégrales par défaut et par exces. En particulier,
si le probléeme d’intégration est possible, pour les fonctions intégrables au sens de Riemann, il n’ad-
met pas d’autre solution que I'intégrale de Riemann.

Occupons-nous maintenant des fonctions g qui ne prennent que les valeurs o et 1. Une telle
fonction est entiérement définie par 'ensemble E[y(x)=1] des valeurs ou elle est différente de o ;
I'intégrale d’'une telle fonction, dans un intervalle positif, est un nombre positif ou nul qu'on peut
considérer comme attaché a la partie de I’ensemble E[y(x)=1] comprise dans I'intervalle d’intégra-
tion. Si'on traduit en langage géométrique les conditions du probleme d’intégration des fonctions
P, on a un nouveau probléme, le probléme de la mesure des ensembles.



Pour I’énoncer, je rappelle que deux ensembles de points sur une droite sont dits égaux si, par le
déplacement de 'un d’eux, on peut les faire coincider, qu'un ensemble E est dit la somme des en-
sembles e si tout point de E appartient a I'un au moins des e. Voici la question a résoudre :

Nous nous proposons d’attacher a chaque ensemble E borné, formé de points de ox, un nombre
positif ou nul, m(E), que nous appelons la mesure de E et qui satisfait aux conditions suivantes :

1’. Deux ensembles égaux ont méme mesure ;

2’. L'ensemble somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles, sans point
commun deux & deux, a pour mesure la somme des mesures ;

3’. La mesure de 'ensemble de tous les points de (0, 1) est 1.

La condition 3’ remplace la condition 5 ; la condition 2’ provient de l'application des
conditions 3 et 6 a la série

W=wl+w2+...,

dans laquelle tous les termes et la somme sont des fonctions y ; quant a la condition 1’ c’est la
condition 1. Une explication est cependant nécessaire ; il y a deux especes d’ensembles égaux : ceux
que l'on peut faire coincider par un glissement de ox et ceux que I'on peut faire coincider par une
rotation de m autour d’un point de ox ; c’est aux premiers seulement que s’applique la condition 1’.
Je n’ai pas mis cette restriction dans I'énoncé parce que, dans les raisonnements suivants, on peut
s’astreindre a ne pas employer d’autres déplacements que des glissements et cependant on obtien-
dra toujours pour deux ensembles égaux de I'une ou I'autre maniére des mesures égales.

Une conséquence simple des conditions 1/, 2’, 3’ est que tout intervalle positif (a,b) a pour me-
sure sa longueur b—a, que les extrémités fassent ou non partie de I'intervalle.

Si 'on se reporte au Chapitre III, on voit immédiatement que, si le probleme de la mesure est
possible, on a

E1(E)=m(E)=ex(E) ;

pour les ensembles mesurables J, le probleme de la mesure est possible au plus d'une maniere et
la mesure est I'étendue au sens de M. Jordan.

Soit maintenant un ensemble quelconque E, nous pouvons enfermer ses points dans un nombre
fini ou une infinité dénombrable d’intervalles ; la mesure de I'ensemble des points de ces inter-
valles est, d’apres 2/, la somme des longueurs des intervalles ; cette somme est une limite supé-
rieure de la mesure de E. L’ensemble de ces sommes a une limite inférieure me(E), la mesure exté-
rieure de E, et 'on a évidemment

M(E)=Mme(E)=ee(E).

Soit CAB(E) le complémentaire de E par rapport a AB, c’est-a-dire 'ensemble des points ne fai-
sant pas partie de E et faisant partie d'un segment AB de ox contenant E. On doit avoir

M(E)+M[CAB(E)]=M(AB),

donc



M(E)=M(AB)-M[CAB(E)]zm(AB)-Me[CAB(E)] ;

la limite inférieure ainsi trouvée pour m(E), limite qui est nécessairement positive ou nulle, s’ap-
pelle la mesure intérieure de E, mi(E) ; elle est évidemment supérieure ou au moins égale a I'éten-
due intérieure de E.

Pour comparer les deux nombres me, mi, nous nous servirons d’un théoréeme dt a M. Borel :

Sil'on a une famille d’intervalles A tels que tout point d’'un intervalle (a,b), y compris a et b, soit
intérieur a 'un au moins

des A, il existe une famille formée d’un nombre fini des intervalles A et qui jouit de la méme pro-
priété [tout point de (a,b) est intérieur a I'un d’eux].

Soit (a,) 'un des intervalles A contenant a, la propriété a démontrer est évidente pour l'inter-
valle (a,x), si x est compris entre a et § ; je veux dire que cet intervalle peut étre couvert a 'aide
d’un nombre fini d’intervalles A, ce que j'exprime en disant que le point x est atteint. Il faut démon-
trer que b est atteint. Si x est atteint, tous les points de (a,x) le sont ; si x n’est pas atteint, aucun des
points de (x,b) ne l'est. Il y a donc, si b n’est pas atteint, un premier point non atteint, ou un dernier
point atteint ; soit x0 ce point. Il est intérieur a un intervalle A, (a1,p1). Soient x1 un point de (a1,x),
x2 un point de (x,p) ; x1 est atteint par hypothese, les intervalles A en nombre fini qui servent a 'at-
teindre, plus I'intervalle (a1,B1), permettent d’atteindre x2>x0 ; x0 n’est donc ni le dernier point at-
teint, ni le premier non atteint ; donc b est atteint.

Du théoréme de M. Borel il résulte que si 'on a couvert tout un intervalle (a,b) a I'aide d’une in-
finité dénombrable d’intervalles A, la somme des longueurs de ces intervalles est au moins égale a
la longueur de lintervalle (a,b). En effet, on peut aussi couvrir (a,b) & I'aide d'un nombre fini des
intervalles A et le théoréme, étant évidemment vrai quand on ne considere que ces intervalles en
nombre fini, 'est a fortiori quand on considere tous les intervalles A.

Reprenons maintenant I'ensemble E et son complémentaire CAB(E). Enfermons le premier dans
une infinité dénombrable d’intervalles a, le second dans les intervalles a, on a

M(a)+Mm(8)zM(AB),
puisque AB est couvert par les intervalles a et B. De 13, on déduit
ME(E)+ME[CAB(E)]z2M(AB),ME(E)zM(AB)—-ME[CAB(E)],ME(E)zMmiI(E).
La mesure intérieure n’est jamais supérieure a la mesure extérieure.

Les ensembles dont les deux mesures extérieure et intérieure sont égales sont dits mesurables et
leur mesure est la valeur commune des me et mi. Il reste a rechercher si cette mesure satisfait bien
aux conditions 1/, 2/, 3’. Cela est évident pour 1’ et 3/, reste a étudier la condition 2’.

Soient E1,E2,... des ensembles mesurables, en nombre fini ou dénombrable, n’ayant deux a deux
aucun point commun, et soit E 'ensemble somme.

On peut enfermer Ei dans une infinité dénombrable d’intervalles ai et CAB(Ei) dans des inter-
valles i de maniére que la mesure des parties communes aux ai et fi soit égale a &i ; les € étant des
nombres positifs choisis de maniere que la série Yei soit convergente et de somme €.



Soient a'2, B'2 les parties des a2 et f2 qui sont contenues dans les intervalles 1, soient a's, '3
les parties des a3, B3 qui sont contenues dans les (3'2 et ainsi de suite. Ei est enfermé dans o'i. E est
donc enfermé dans ai+a'2+.., sa mesure extérieure est donc au plus égale a la somme
m(a1)+m(a'2)+m(a'3)+...=s ; évaluons cette somme. On a évidemment

M(a1)+Mm(B1)=M(AB)+E1,M(A"D)+M(B'D)=M(B'1-1)+EI,
et ceci suffit pour montrer que la série s est convergente ; d’ailleurs on a
M(ED=m(a'n)=m(ar)=m(E1)+E1,
donc s est comprise entre ¥ m(Ei) et Ym(Ei)+e. Cela donne
ME(E)=YM(ED).

Le complémentaire de E, CAB(E), peut étre enfermé dans ' ; or f'1 a, en commun avec
a1+a'2+a'3+..., les intervalles a'i+1+a'i+2+..., plus une partie des intervalles communs, a a1, fi,
une partie de ceux communs a a2, 2, ..., une partie de ceux communs a ai, fi. f'i a donc une me-
sure au plus égale a

[M(AB)—-s]+E1+E2+...+E1+M(A'T+1) +M(A'T+2) +...,
et, par suite,
ME[CAB(E)]=M(AB)-YM(E1),
c’est-a-dire
mi(E)zYMm(ED).
L’ensemble E est donc mesurable et de mesure Y m(Ei), la condition 2’ est bien vérifiée.

L’ensemble des ensembles mesurables contient 'ensemble des ensembles mesurables J, mais il
est beaucoup plus vaste, comme on va le voir. On peut, en effet, sans sortir de 'ensemble des en-
sembles mesurables, effectuer sur des ensembles mesurables les deux opérations suivantes :

1. Faire la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles ;

II. Prendre la partie commune a tous les ensembles d’une famille contenant un nombre fini ou
une infinité dénombrable d’ensembles.

Pour le démontrer, remarquons d’abord que la seconde opération ne differe pas essentiellement
de la premiére, car si E est la partie commune a E1,E2,..., C(E) est la somme de C(E1),C(E2),.... Il
suffit donc de s’occuper de la premiére ; soit

E=E1+E2+E3+....
Si E'i est 'ensemble des points de Ei ne faisant pas partie de E1+E2+...+Ei-1, on a
E=E1+E'2+...,

les termes de la somme étant sans point commun deux a deux. Or, il est facile de voir que E'2 est
mesurable ; en effet, enfermons E1 dans les intervalles a1, C(E1) dans les intervalles 1, E2 dans a2,
C(E2) dans B2 et soient €1 et €2 les longueurs des parties communes aux a1 et 1 d’une part, aux a2



et B2 d’autre part. Si a'2 et '2 sont les parties des a2 et f2 communes aux (1, E'2 peut étre enfer-
mé dans a'2 et C(E'2) dans a1+f'2 et les parties communes a ces deux systémes d’intervalles ont
une mesure au plus égale a e1+e2, donc E'2 est mesurable. De 1a résulte que

E1+E2=E1+E'2,

est mesurable, donc que E'3, partie de E3 n’appartenant pas a I'ensemble mesurable E1+E2, est
mesurable et ainsi de suite. Tous les E'i sont mesurables, E I’est.

Un intervalle étant un ensemble mesurable, en appliquant les opérations I et IT un nombre fini
de fois a partir d’intervalles nous obtenons des ensembles mesurables ; ce sont ceux-la que M. Bo-
rel avait nommés ensembles mesurables, appelons-les ensembles mesurables B. Ce sont les plus
importants des ensembles mesurables ; tandis que, pour un ensemble quelconque, nous pouvons
seulement affirmer I'existence des deux nombres me, mi, sans pouvoir dire quelle suite d’opéra-
tions il faut effectuer pour les calculer, il est facile d’avoir la mesure d’un ensemble mesurable B en
suivant pas a pas la construction de cet ensemble. On se servira de la propriété 2’ toutes les fois
qu’on utilisera 'opération I ; quand on se servira de 'opération II, on emploiera un théoréme dont
la démonstration est immédiate :

La mesure de la partie commune a des ensembles E1,E2,... est la limite de m(Ei) si chaque en-
semble Ei contient tous ceux d’indice plus grand.

Les ensembles fermés sont mesurables B parce qu’ils sont les complémentaires d’ensembles for-
més des points intérieurs & un nombre fini ou a une infinité dénombrable d’intervalles. Soit E un
tel ensemble, la mesure de son complémentaire est évidemment I’étendue intérieure de ce complé-
mentaire, donc la mesure d'un ensemble fermé est son étendue extérieure. De 1la découle la pro-
priété qui nous a servi : un ensemble fermé de mesure nulle est un groupe intégrable (p. 29).

Comme application de ces considérations théoriques, calculons la mesure de 'ensemble E1 des
points de (0, 1) tels que la suite de leurs chiffres décimaux de rang impair soit périodique (p. 92).
Soit

un tel nombre, écrivons-le

y est rationnel, I'ensemble des nombres y est dénombrable. A chaque nombre rationnel y corres-
pond un ensemble de nombres x ayant méme mesure que I'ensemble des nombres z dont les
chiffres de rang impair sont nuls. Pour démontrer que E est mesurable et de mesure nulle, il suffit
donc de démontrer que I'ensemble des nombres z jouit de cette propriété. Or cet ensemble s’obtient
en enlevant de (0, 1) I'intervalle (110,1), puis de (0,110) les intervalles (p102+1103,p+1102), ou p est
un entier inférieur a 10, puis de chaque intervalle restant (p102,p102+1103) les intervalles
(p102+Q104+1105,p102+q+1104), et ainsi de suite. A chaque opération nous enlevons les 9/10 des
intervalles qui restent. L’ensemble des z est donc mesurable B et de mesure nulle.

Pour que les considérations précédentes nous permettent d’attacher une intégrale a une fonc-
tion f(x), il faut que, si petit que soit €, nous puissions trouver les nombres li (p. 101) tels que, ou les
fonctions i correspondantes, ou les Wi, soient associées a des ensembles mesurables. Supposons
que les ensembles correspondant aux i soient mesurables, et soient a et f deux nombres quel-
conques. A un nombre & correspond un certain systéme de nombres li ; soient Ip le plus petit de
ceux qui sont compris entre a et 3 et Ip+q le plus grand. L’ensemble



E(wr=1)+E(wr+1=1)+...+E(wr+Q=1)=E(E)

est mesurable ; or quand on donne a € une suite de valeurs décroissantes tendant vers zéro
€1,e2,...,0n a

E[a<r(x)<B]=E(E1)+E(E2)+...,
donc E[a<f(x)<f] est mesurable.

Nous dirons qu’une fonction bornée ou non est mesurable si, quels que soient a et , 'ensemble
E[a<f(x)<B] est mesurable. Lorsqu’il en est ainsi, 'ensemble E[f(x)=a] est aussi mesurable, car il
est la partie commune aux ensembles E[a—h<f(x)<a+h] quand h tend vers zéro. On verrait aussi
que, pour qu'une fonction soit mesurable, il faut et il suffit que 'ensemble E[a<f(x)] soit mesu-
rable, quel que soit a.

La somme de deux fonctions mesurables est une fonction mesurable. Soient les deux fonctions
mesurables f1 et f2 ; a tout nombre ¢ faisons correspondre une division de leur intervalle de varia-
tion, fini ou non, a I'aide de nombres li, tels que li+1-1i soit au plus égale a &, et considérons les en-
sembles Eij de valeurs de x, tels que I'on ait a la fois

LI<F1(X),LI<F2(X)(LI+LI>A).

La somme E(g) des ensembles Eij est mesurable, puisque chacun d’eux l’est ; et si 'on donne a €
des valeurs ¢i tendant vers zéro, on a

E[a<r1+r2]=E(£1)+E(g2)+...,
donc f1+f2 est une fonction mesurable.

On démontrerait de méme que I'on peut effectuer, sur des fonctions mesurables, toutes les opé-
rations dont il a été parlé au sujet des fonctions intégrables (p. 30) sans cesser d’obtenir des fonc-
tions mesurables. Mais il y a plus : la limite d’une suite convergente de fonctions mesurables est
une fonction mesurable ; si fn tend vers f, 'ensemble E[a=f(x),a<f(x)] est la somme des ensembles
En, En étant la partie commune aux ensembles E[fn(x)<a],E[fn+1(x)<al],..., et tous ces ensembles
sont mesurables si les fonctions fn sont mesurables.

Appliquons ces résultats ; les deux fonctions f=const., f=x sont évidlemment mesurables, donc
tout polynéme est mesurable. Toute fonction limite de polyndmes est aussi mesurable : donc,
d’apres un théoreme de Weierstrass, toute fonction continue est mesurable. Les fonctions disconti-
nues limites de fonctions continues, que M. Baire appelle fonctions de premiére classe, sont mesu-
rables. Les fonctions qui ne sont pas de premiére classe et qui sont limites de fonctions de premiére
classe (M. Baire les appelle fonctions de seconde classe) sont des fonctions mesurables.

Remarquons encore que les fonctions ainsi formées de proche en proche sont mesurables B,
c’est-a-dire que les ensembles qui leur correspondent sont mesurables B ; ce sont ces fonctions que
nous rencontrerons uniquement.

On peut souvent démontrer qu'une fonction est mesurable en se servant de la propriété
suivante : si en faisant abstraction d’'un ensemble de valeurs de x de mesure nulle, la fonction f(x)
est continue, elle est mesurable. Car les points limites de 'ensemble E[a=f(x)] qui ne font pas par-
tie de cet ensemble font nécessairement partie de 'ensemble de mesure nulle négligé, donc ils
forment un ensemble de mesure nulle. L'ensemble E[a=f(x)], étant fermé 4 un ensemble de mesure



nulle pres, est mesurable. On voit ainsi, en particulier, que toute fonction intégrable au sens de Rie-
mann est mesurable ; on voit aussi que la fonction x(x) de Dirichlet, qui est non intégrable, est
mesurable.

Définissons maintenant I'intégrale d’'une fonction mesurable bornée en supposant l'intervalle
d’intégration (a,b) positif. Nous savons que, s’il s’agit d’'une fonction , cette intégrale est

m[E(v=1)],

et que, s’il s’agit d’'une fonction f(x) quelconque, I'intégrale doit étre la limite commune des inté-
grales de @ et @ (p. 101) quand le maximum de li+1-li tend vers zéro. D’apres les conditions du
probléme d’intégration, ces intégrales sont

=Y 1=01=N—1LI(M{E[F(x)=L1]}+M{E[Li<F(x) <L1+1]}),Z=Y 1=t1=NLI(M{E[L1- 1<F(x) <L ]} +M{E[F(x)=11]}).

Nous savons déja que ces deux nombres different de moins de e(b—a) parce que ®—@ est infé-
rieure a &. Si nous faisons tendre ¢ vers zéro, en intercalant entre les li de nouveaux nombres, alors
o croit, ¥ décroit, 2o tend vers zéro ; donc o et T ont une méme limite.

Soient 01,%1;02,X2;... les sommes obtenues par ce procédé ; soient 0'1,X'1;0'2,32'2;... les sommes
obtenues en faisant tendre € vers zéro d’une autre maniére ; soient 6’'1,2’'1 les sommes obtenues en
réunissant les nombres li donnant 01,21 et 0'1,2'1 ; soient 6”'2,%"'2 celles obtenues en réunissant les
li donnant 02,32 ; 6'1,2'1 ; 6'2,2'2 ; et ainsi de suite. On a évidemment

ssz"1=Y"1=31L,y"1=3""1=3"1=3

la seconde de ces inégalités montre que o'i et 2'i ont la méme limite que ¢”'i et £"'i, car nous sa-
vons que ¢’'i et ' ont une limite et que X'i—0'i tend vers zéro. La premiere montre que cette limite
est aussi celle de oi et Xi.

La valeur de l'intégrale est donc indépendante de la maniére dont le maximum de li+1-1i tend
vers z€ro.

Nous complétons cette définition en posant
JABF(X)DX=—[BAF(X)DX.

1l reste a voir si I'intégrale satisfait bien aux conditions du probléme d’intégration ; il nous suffit
évidemment d’examiner les conditions 3 et 6.

Lorsque I'on additionne deux fonctions ne prenant chacune qu’'un nombre fini de valeurs diffé-
rentes, comme les fonctions ¢ et ®@ de la page 101, la condition 3 est évidemment vérifiée. Soient
maintenant f1 et f2 deux fonctions mesurables bornées ; nous savons que f1 et f2 différent de moins
de ¢ de deux fonctions @1 et (2 de la nature de celles dont il vient d’étre parlé, donc fi+f2 differe de
moins de 2& de @1+p2 ; [ab(fi+f2)dx differe de moins de 2¢|b-a] de
Jab(@1+@2)dx=[abpidx+[abp2dx, c’est-a-dire de moins de 4elb-a| de [abfidx+[abf2dx. La
condition 3 est donc bien remplie.

La condition 6 est aussi remplie, car on a la propriété suivante :

Si les fonctions mesurables fn(x), bornées dans leur ensemble, c’est-a-dire quels que soient n et
X, ont une limite f(x), 'intégrale de fn(x) tend vers celle de f(x).



En effet, nous savons que f(x) est intégrable ; évaluons
JaB[F(x)-FN(x)]DX.

Sil'on a toujours |fn(x)|<M et si f—fn est inférieure a € dans En, f—fn, étant inférieure a la fonc-
tion égale a e dans En et 8 M dans C(En), a une intégrale au plus égale en module a

EM(EN)+MM[C(EN)].

Mais ¢ est quelconque, et m[C(En)] tend vers zéro avec 1n parce qu’il n’y a aucun point commun
a tous les En, donc

JAB(F—FN)DX
tend vers zéro. La propriété est démontrée.
Une autre forme de ce théoréme est la suivante :

Si tous les restes d’'une série de fonctions mesurables sont en module inférieurs a un nombre
fixe M, la série est intégrable terme a terme.

Les définitions et les résultats précédents peuvent étre étendus a certaines fonctions non bor-
nées. Soit f(x) une fonction mesurable non bornée. Choisissons des nombres ...,1-2,1-1,l0,11,12,...,
en nombre infini, échelonnés de - a + et tels que li+1-1i soit toujours inférieur a e. Nous pou-
vons former les deux séries, infinies dans les deux sens,

s=Y —co+ooLM{ E[LIsF(x) <L1+1]},2=Y —co+coLM{E[ L1- 1<F(x) =L1]}.

En reprenant les raisonnements précédents, on voit immédiatement que, si I'une d’elles est
convergente, et par suite absolument convergente, I'autre 'est aussi et que, dans ces conditions, o
et X tendent vers une limite bien déterminée quand le maximum de li+1-li tend vers zéro d’'un ma-
niére quelconque. Cette limite est, par définition, I'intégrale de f(x) dans l'intervalle positif d’inté-
gration ; on passe de la a un intervalle négatif comme précédemment.

Nous appellerons fonctions sommables les fonctions auxquelles s’applique la définition
constructive de I'intégrale ainsi complétée. Toute fonction mesurable bornée est sommable.

Les raisonnements employés montrent que le probléme d’intégration est possible et d'une seule
maniere, si on le pose pour les fonctions sommables.

On ne connait aucune fonction bornée non sommable, il est facile au contraire de citer des fonc-
tions non bornées non sommables. La fonction nulle pour x=0 et égale a

(x2SIN1X2)’=2XSIN1X2 —2XCOS1X2

en est un exemple ; cependant cette fonction peut étre intégrée par les méthodes de Cauchy et de
Dirichlet développées au Chapitre I. On pourra, dans certains cas, appliquer ces méthodes aux
fonctions non sommables pour définir leur intégrale ; je n’insisterai pas sur cette généralisation.

Voici une derniére définition ; si une fonction f(x) est définie dans un ensemble E, nous dirons
qu’elle est sommable dans E si la fonction f1, égale a f pour les points de E et a 0 pour les points de
CAB(E), a une intégrale dans AB, qui sera, par définition, 'intégrale de f sur E. Donc, si un en-



semble E est la somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles mesurables Ei,
sans point commun deux & deux, on a

JE=fE1+[E2+...;

cela est évident si la fonction sommable considérée est bornée ; on le démontrera sans peine
pour une fonction sommable quelconque.

La définition constructive de I'intégrale a laquelle nous venons d’arriver est analogue a la défini-
tion développée au Chapitre II ; seulement, pour calculer une valeur approchée de l'intégrale, au
lieu de se donner comme dans ce Chapitre une division de l'intervalle de variation de x nous nous
sommes donné une division de l'intervalle de variation de f(x). Recherchons maintenant s’il est
possible d’obtenir une définition analogue a celle du Chapitre III.

Cela suppose résolu le probléme de la mesure des ensembles formés de points dans un plan,
probléme que I'on pose comme pour le cas de la droite, la condition 3’ devenant : la mesure de I'en-
semble des points dont les coordonnées vérifient les inégalités

est1.

On démontrera facilement que la mesure d'un carré est son aire, au sens élémentaire du mot. De
1a on déduira que la mesure d’'un ensemble quelconque est comprise entre sa mesure extérieure et
sa mesure intérieure, mesures qu’on définira comme dans le cas de la droite, les carrés remplagant
les intervalles.

Pour démontrer que la mesure intérieure ne surpasse jamais la mesure extérieure, il faudra dé-
montrer qu'un carré C ne peut étre couvert a 'aide d'un nombre fini de carrés ci que si la somme
des aires des ci est au moins égale a I'aire de C, ce que I'on peut faire élémentairement ; puis il fau-
dra démontrer le théoréeme de M. Borel lorsqu’on remplace dans son énoncé le mot intervalle par le
mot carré ou le mot domaine.

La démonstration peut se faire comme pour le cas de la droite, mais je veux, a cette occasion, in-
diquer comment on peut employer la courbe de M. Peano et les autres courbes analogues (p. 44).
Soit le domaine D dont tout point (ainsi que les points frontiéres) soit intérieur a 'un des domaines
A. Nous pouvons définir, a 'aide d’'un parameétre t variant de 0 a 1, une courbe C qui remplit le do-
maine D et qui ne passe par aucun point extérieur. Chaque domaine A découpe sur C des arcs cor-
respondant a certains intervalles de variation pour t, soient § ces intervalles. Un domaine A peut
d’ailleurs avoir des points de sa frontiere communs avec C, ces points ne formant pas d’'intervalles ;
nous négligeons ces points et nous ne nous occupons que des intervalles. (0, 1) est évidemment
couvert avec les §, donc avec un nombre fini d’entre eux, d’apres le théoréme de M. Borel pour le
cas de la droite, et, par suite, D est couvert avec les A en nombre fini qui correspondent a ces 6.

Cette propriété démontrée, la suite des raisonnements et des définitions se poursuit comme
dans le cas de la droite, les intervalles étant toujours remplacés par des carrés. Comme dans le cas
de la droite on définit les ensembles mesurables, les ensembles mesurables B, et 'on démontre a
leur sujet les mémes propriétés.

Il ne faut pas confondre la mesure des ensembles de points dans le plan avec celle des ensembles
de points d’une droite ; nous les distinguerons lorsqu’il y aura doute en les qualifiant mesure super-
ficielle ms et mesure linéaire ml.



Arrivons a la définition de I'intégrale.

Atoute fonction f(x) attachons les deux ensembles superficiels E1[f(x)],E2[f(x)] (Chap. III,
p. 46) ; par analogie avec ce qui a été fait précédemment, il est naturel d’appeler intégrale de la
fonction fla quantité}}

I=ms[E1(r)]-Mms[E2(F)].

Etudions dans quels cas cette définition s’applique ; nous allons démontrer que c’est lorsque la
fonction f est mesurable et seulement dans ce cas. Pour cela, il suffira évidemment de le démontrer
pour la fonction ¢(x) égale a f(x) quand f(x) n’est pas négative, et nulle quand f(x) est négative ;
c’est de cette fonction ¢(x) que nous allons nous occuper.

Quand on fait décroitre a, 'ensemble linéaire E(pza) ne perd aucun point, de 1a on déduit que
les mesures linéaires inférieure et supérieure ml,i[E(pza)] et ml,e[E(¢pza)] sont des fonctions non
croissantes. De plus, E(pza) est I'ensemble des points qui appartiennent a tous les E(pza-h) ; de
14 on déduit que mLi[E(pza)] et ml,e[E(¢pza)] sont des fonctions de a continues & gauche. Ceci
posé, supposons que 'on ait

ML,E[E(0za)|>MLI[E(0za)]+E,

alors il en sera encore de méme dans tout un certain intervalle (a—h,a). Considérons la partie E
de E1(¢p) comprise entre y=a-h et y=a. Enfermons les points de E dans des carrés A, les points de
C(E) dans des carrés B ; on peut supposer les A et B de c6tés paralléles a ox et oy. Ils ont en com-
mun des rectangles C dont la somme des aires est au moins ms,e(E)-ms,i(E) et en différe aussi peu
que l'on veut. La section des carrés A par la droite y=K est composée d’intervalles a qui enferment
E[p(x)zK], celle des carrés B est composée d’intervalles b qui enferment C{E[¢(x)zK]}, celle des
rectangles C est formée des parties e communes aux a et b ; on a donc

MmL(c)zML,E{E[o(x)zK]}-mL,{E[o(x)zK]}.

ml(c) est donc supérieure a € quand K varie de a-h a a, et ms,e(E)-ms,i(E) est au moins égale a
eh. E et par suite E(¢) n’est donc mesurable que si ¢ est mesurable.

Supposons que ¢ bornée soit mesurable et partageons l'intervalle de variation de ¢ a I'aide de
nombres li. Soit E la partie de E(¢) comprise entre y=li-1 et y=li, nous allons évaluer sa mesure.
Enfermons dans des intervalles a les points de E(gzli) et ceux de C[E(gzli)] dans des intervalles b,
soient c les intervalles faisant partie des a et des b. Considérons I’ensemble A des points dont les
abscisses sont points de a et dont les ordonnées sont comprises entre li—1 et li ; soit € I’ensemble
analogue relatif a c. L’ensemble A-C étant contenu dans E, on a

Ms,L(E)zms(A)-ms(C)=(Li-Li—1)[MmL(a)—-ML(c)],
de la on déduit
Ms,I(E)z(Li—Li—1)ML[E(ozL1)].
En faisant la somme de toutes les inégalités analogues, on a
ms,I[E(0)]zY LML E(Liso<ii+1)]=3.

En raisonnant d’une fagon analogue, on voit que



ms,E[E(@)]sYtML[E(Li-1<osL1)]=X.

Nous avons démontré que les deux quantités o et ¥ tendent vers une méme limite quand le
maximum de li+1-1i tend vers zéro, donc E(¢) est mesurable et I'on retrouve la définition de I'inté-
grale déja donnée.

Nous appellerons intégrale indéfinie de f(x) 'une quelconque des fonctions
F(x)=faxr(x)px+K.

Les intégrales indéfinies sont des fonctions continues. Si f(x) est une fonction bornée, cela est
évident. Supposons ensuite f(x) sommable mais non bornée, alors on peut trouver a assez grand
pour que les intégrales de f(x) dans les deux ensembles E(f>a), E(f<-a) soient toutes deux infé-
rieures en module a €. Posons f=f1+f2, f1 étant nulle pour les deux ensembles E(f>a), E(f<-a) et f2
étant nulle pour E(-asf=a). Alors l'intégrale indéfinie de f1 est une fonction continue ; 'intégrale
de f2 dans tout intervalle étant 2¢ au plus, autour d’un point quelconque xo, on peut donc trouver
un intervalle dans lequel 'accroissement de F(x) soit au plus 3¢, ce qui prouve que F(x) est
continue.

Si f(x) est sommable, |f(x)| 'est aussi et, dans tout intervalle, I'intégrale indéfinie de f(x) subit
un accroissement en module inférieur a celui de 'intégrale indéfinie de |f(x)| ; cette derniére inté-
grale étant croissante, toute intégrale indéfinie est a variation bornée.

Les propositions trouvées au Chapitre V (p. 69) relativement a la limitation des nombres dérivés
de F(x) a l'aide des maxima et des minima de f(x) sont encore exactes ; elles se démontrent de
méme.

Occupons-nous de la recherche des fonctions primitives. Soit #(x) une fonction ayant une déri-
vée f(x), nous savons que f(x) est mesurable, car c’est une fonction de premiére classe. Supposons
que f(x) soit bornée, alors r[#(x),x,x+h] est aussi borné, quels que soient x et h. Et puisque f(x) est
la limite pour h=o0 de r[#(x),x,x+h] on peut écrire, d’apres un théoréme énoncé a la page 114,

Joxr(x)px=LMH=0 [Ox[ & (x+H)-& (x) Joxu=& (x)-(0),
car #(x) est une fonction continue.

Donc les intégrales indéfinies d’'une fonction dérivée sont ses fonctions primitives. Nous avons
résolu le probléme fondamental du calcul intégral pour les fonctions bornées. De plus, nous avons
un procédé régulier de calcul permettant de reconnaitre si une fonction bornée est ou non une
dérivée.

Pour aller plus loin, démontrons que les nombres dérivés d’une fonction continue sont mesu-
rables et méme mesurables B. Considérons pour cela une suite de fonctions u1,u2,..., et les fonc-
tions u ,u_ égales, pour chaque valeur de x, a la plus grande et a la plus petite des limites un ; ce
sont les enveloppes d’indétermination de la limite des u. Voici comment on peut obtenir I'enve-
loppe supérieure u_; vi est la fonction qui, pour chaque valeur de x, est égale a la plus grande des
fonctions u1,u2,...,ui ; wi est la limite de la suite de la suite croissante vi,vi+1,vi+2,... ; u_ est la li-
mite de la suite décroissante wi,w2,.... Si les ui sont des fonctions continues, il en est de méme des
vi, les wi sont donc au plus de premiére classe et u au plus de seconde classe. Un raisonnement
analogue s’applique a u_.



La définition des enveloppes d’indétermination aurait pu étre donnée pour une fonction g(x,h),
ou h est un parameétre remplacant I'indice de la fonction ui. L'un des nombres dérivés de f(x) est
T'une des enveloppes d’indétermination de r[f(x),x,x+h], quand on fait tendre h vers zéro, par va-
leurs de signe déterminé. Mais r[f(x),x,x+h] étant continue en (x,h) pour h+0, on peut, pour la re-
cherche de ces enveloppes, remplacer I'infinité non dénombrable des valeurs de h par une suite de
valeurs de h tendant vers zéro et convenablement choisies. Les nombres dérivés sont donc au plus
de seconde classe et en tout cas.

Ceci posé, soit A le nombre dérivé supérieur a droite de f(x), nous le supposons fini. Prenons ar-
bitrairement des nombres In échelonnés de —o a +o quand n parcourt la suite des nombres entiers
de - & +o, et supposons que In+1-In ne surpasse jamais €. Prenons des nombres positifs an, tels
que Y—co+man|In| soit inférieure a . Désignons, pour abréger, E(In<Asln+1) par en, et rangeons
les ei en suite simplement infinie en1,en2,.... Enfermons en1 dans des intervalles An1, et C(en1)
dans des intervalles In1 choisis de maniére que la somme de leurs parties communes soit au plus
an1. Enfermons en2 dans des intervalles An2, et C(en1+en2) dans des intervalles In2, les An2 et les
In2 étant intérieurs aux In1 et ayant des parties communes de longueur au plus égale a an2. On en-
fermera de méme en3 dans An3 et C(eni+en2+en3) dans In3, ces intervalles étant contenus dans
In2 et ayant pour mesure de leurs parties communes ang au plus.

En continuant ainsi, on enferme en dans An et m(An)-m(en) est au plus an ; de plus An n’a en
commun avec les autres An+p que des intervalles, chacun d’eux étant compté une seule fois, de
longueur totale inférieure a an.

Les deux sommes Y [In|m(en) et ¥ |In|m(An) sont convergentes ou divergentes a la fois et, si
elles convergent, elles différent de moins de €. Les deux expressions [|A|dx et Y |In|m(An) ont donc
un sens en méme temps et, si elles en ont un, elles différent de moins de e(b—a-1), (a,b) étant I'in-
tervalle positif d’intégration. La méme remarque s’applique aux deux expressions [Adx et
SInm(An).

Soit un point x appartenant a ep, A'p celui des intervalles Ap qui contient x. Nous attachons a x
le plus grand intervalle (x,x+h) contenu dans A'p, de longueur au plus égale a ¢, et tel que

LP=R[F(X),X,X+H]SLP+1SE.

Al’aide des intervalles ainsi définis, on peut former une chaine d’intervalles couvrant (a,b) & par-
tir de a (p. 63). Cette chaine peut servir a évaluer une valeur approchée de la variation totale de f.
Cette valeur approchée ainsi trouvée v est comprise entre vi-g(b-a) et vi+e(b-a) ou
vi=Y |lp|m(Bp), en désignant par Bp les intervalles employés dans la chaine et qui proviennent des
points de ep. Les points de Ap qui ne font pas partie de Bp font nécessairement partie de I'un des
ensembles Ap+q (q+0), donc leur mesure est au plus égale a ap et v1 différe de ¥ |In|m(An) de
moins de Yan|In|<e.

Donc, pour que I'un des nombres dérivés d’'une fonction, supposé fini, soit sommable, il faut et il
suffit que cette fonction soit a variation bornée ; sa variation totale est I'intégrale de la valeur abso-
lue du nombre dérivé.

Si, reprenant le raisonnement précédent, on se sert des intervalles employés pour calculer 'ac-
croissement f(b)-f(a) de f(x) dans (a,b), on voit que 'intégrale indéfinie d'un nombre dérivé som-
mable est la fonction f dont il est le nombre dérivé.



Ainsi nous savons résoudre les probléemes B, B’, C, C’ quand la fonction donnée est bornée ou
quand on sait que la fonction inconnue ne peut étre a variation non bornée.

Voici d’autres conséquences : soit une fonction f ayant ses nombres dérivés a droite partout fi-
nis, on a

F(8)—F(a)=JABAD(F)DX=[ABAD(F)DX

donc Ad-Ad est une fonction non négative d’intégrale nulle et, par suite, elle est partout nulle,
sauf peut-étre aux points d’'un ensemble de mesure nulle. Sauf en ces points, f a donc une dérivée a
droite.

On peut aller plus loin et démontrer qu'une fonction a variation bornée et 8 nombres dérivés fi-
nis a une dérivée pour un ensemble de points dont le complémentaire est de mesure nulle ; de plus
une telle fonction est I'intégrale indéfinie de sa dérivée considérée seulement pour 'ensemble des
points ou elle existe. Ces deux propriétés, qui s’appliquent en particulier aux fonctions & nombres
dérivés bornés, résultent des considérations suivantes :

Les intégrales indéfinies des fonctions sommables ont toutes, nous allons le voir, des dérivées en
certains points ; nous comparerons cette dérivée a la fonction intégrée f. Considérons d’abord le cas
d’une fonction mesurable y ne prenant que les valeurs 0 et 1, soit W son intégrale indéfinie et po-
sons E(y=1)=E. Enfermons E dans des intervalles Ap dont la somme des longueurs est m(E)+¢ep et
faisons tendre ep vers zéro. L’ensemble & commun a A1,A2,..., contient E et n’en différe que par un
ensemble de mesure nulle, de sorte que, dans le calcul de W, on peut remplacer y par y’ tel que
E(p’=1)=¢. ¢’ est la limite vers laquelle tendent en décroissant les fonctions yp attachées a Ap,
E(yp=1)=Ap ; soit Wp l'intégrale indéfinie de yp. Dans tout intervalle positif, 'accroissement de
Wp est au moins égal a celui de ¥, de sorte que

AWrzAW=zo0,
A étant 'un quelconque des nombres dérivés.

Mais AWp étant égal a 1 pour tous les points intérieurs aux intervalles Ap, n’est différent de zéro
qu’en ces points et en un ensemble de points de mesure nulle. Par suite, A® n’est différent de zéro
qu’en des points de & (ou de E) et en un ensemble de points de mesure nulle. Mais, puisque AW
n’est jamais supérieur a I, que W est I'intégrale de AW et que, si E est contenu dans (a,b),

W(s)-W(a)=M(E),

AW est égal a 1 pour les points de E, sauf pour les points d'un ensemble de mesure nulle. Cela
étant vrai pour I'un quelconque des nombres dérivés, p est la dérivée de W, sauf pour les points
d’un ensemble de mesure nulle.

Soit maintenant la fonction sommable f, reprenant les notations de la page 101 nous considérons
f comme la limite vers laquelle les fonctions ¢ tendent en croissant quand le maximum de li+1-li
tend vers zéro. @ est la dérivée de son intégrale indéfinie, sauf pour un ensemble de mesure nulle,
car c’est une somme de fonctions . On déduit de 14, en faisant tendre li+1-1i vers zéro, que les
nombres dérivés de I'intégrale indéfinie F de f sont au moins égaux a f sauf aux points d'un en-
semble de mesure nulle, car dans tout intervalle 'accroissement de I'intégrale de f est au moins égal
a celui de l'intégrale de . De méme, en considérant les fonctions @ qui tendent vers f en décrois-
sant, on voit que ces nombres dérivés sont, sauf en un ensemble de mesure nulle, au plus égaux a f,



donc l'intégrale indéfinie d’'une fonction sommable admet cette fonction pour dérivée sauf aux
points d’'un ensemble de mesure nulle.

Si I'on rapproche cet énoncé de la définition proposée a la page 94, on reconnait que cette défi-
nition est exactement équivalente pour les fonctions bornées a celle étudiée dans ce Chapitre. L'in-
tégration des fonctions sommables bornées est donc, en un certain sens, 'opération inverse de la
dérivation.

Soit une courbe rectifiable

définie dans (a,b) par les fonctions x(t),y(t),z(t) & nombres dérivés bornés. Ces fonctions ad-
mettent toutes trois a la fois des dérivées, sauf pour un ensemble de valeurs de t de mesure nulle, E,
et soit E le complémentaire de E. Nous allons démontrer que la longueur de la courbe est

L=[&x’(T)2+Y'(T)2+7’(T)2DT.

Remarquons d’abord que, dans un intervalle (to,t1), I'arc s croit au plus de M3(t1-to) si les
nombres dérivés de x,y,z sont inférieurs en valeur absolue & M. Donc on peut enfermer les points
de E dans des intervalles A dont la contribution dans s est inférieure a € et dont la contribution
dans I'intégrale 1 est aussi inférieure a e.

Ceci posé, partageons l'intervalle fini de variation de
P(T)=x"2+Y'2+2'2

a l'aide de nombres li tels li+1-1i soit inférieur & €. en étant I'ensemble E(In<p(t)sln+1) nous
pouvons enfermer en dans des intervalles An dont les parties communes avec d’autres An+q ont
une longueur totale au plus égale a an ; les nombres an étant tels que la série ¥ |In|an soit conver-
gente et de somme ¢. A tout point t de ep attachons le plus grand intervalle (t,t+h) d’origine t, de
longueur au plus égale a ¢, intérieur a celui des An qui contient t et tel que

N=[xX(T+n)-x(1)]2+[Y(T+1)-Y(1) ]2+ [2(T+1)—2(T) |]2SLN+1+E.

Aun point t de E, nous attachons le plus grand intervalle (t,t+h) d’origine t, de longueur au plus
égale a € et contenu dans celui des A qui contient t.

Avec ces intervalles, on peut couvrir (0, 1), & partir de o, par une chaine d’intervalles qu'on peut
employer pour le calcul de I'arc. Cela donne une valeur approchée de I'arc différant de moins de
g(b-a)+e de 0=Y1lim(A'l), en désignant par A’ les intervalles employés provenant des points de ei.
Les points de Ai qui ne font pas partie de A'i sont des points de A ou de Ai+j (j+0). Or les points de
& contenus dans A fournissent, dans

s1=Y LiM(AI),

une contribution qui differe de moins de e(b—a) de I'intégrale de p(t) dans A ; c’est-a-dire qu’ils
donnent une contribution au plus égale a e(b—a)+e. D’autre part, les points des Ai qui font partie
des Ai+j (j+0) fournissent, dans o1, une contribution au plus égale a Yli|ai|=¢. Donc 01-0 tend vers
zéro avec € et comme, dans ces conditions, o1 tend vers 1, la propriété est démontrée.

La fonction s(t) qui représente I'arc, étant l'intégrale indéfinie de p(t), admet p(t) pour dérivée,
sauf pour les points d'un ensemble de mesure nulle.



Ainsi lorsqu’une courbe rectifiable est définie a 'aide de fonctions de t a nombres dérivés bor-
nés, on a la relation

s’2=x'2+v'2+72'2,
sauf pour des valeurs de t formant un ensemble de mesure nulle.

Considérons une courbe rectifiable ; exprimons ses coordonnées a ’aide de I'arc s ; alors on a, en
général,

Xs'2+vs'2+7s'2=1.

Soit o I'arc de la courbe (x,y,0) projection sur le plan des xy ; o est une fonction de s 8 nombres
dérivés bornés et I'on a

38'2=xs"2+vs'2,1=58"2+75"2,
sauf pour un ensemble de points de mesure nulle.

De la résulte que 'ensemble A des points ot os’ et zs’ sont nuls en méme temps est de mesure
nulle. Sauf aux points de A, 0s’zs’ a une valeur déterminée finie ou infinie. Si os’ est nul et zs’ non
nul, la courbe a une tangente paralléle a oz ; si s n’appartient pas a A et si os’ est différent de o,
puisque os’2=xs'2+ys2, xs’ et ys’ ne sont pas nuls a la fois, la courbe a une tangente.

Les courbes rectifiables ont donc en général des tangentes, les points ot il n’y a pas de tangentes
correspondent a un ensemble de valeurs de I'arc dont la mesure est nulle. Ce sont ces points que
T'on peut négliger dans le calcul de I'arc a I'aide de I'intégrale de x’2+y’2+z'2.

Soit f(x) une fonction a variation bornée continue, appliquons la propriété qui précede a la
courbe y=f(x). Cette courbe a, en général, des tangentes ; si s est son arc, xs’ et ys’ existent sauf
pour un ensemble de valeurs de s de mesure nulle. Sauf aux points de cet ensemble et a ceux de
I'ensemble E oti xs’ est nulle, ys’ existe et est finie. Je dis que A est de mesure nulle.

S’il n’en était pas ainsi, les points ot I'un, convenablement choisi, des quatre nombres dérivés de
f(x) serait infini, formeraient un ensemble de mesure non nulle. On pourrait alors reprendre le rai-
sonnement des pages 121 et 122 pour évaluer f(x) a I'aide de ce nombre dérivé Af(x), mais parmi les
li figurerait 'un des nombres 1-co=—c, l+0=+0, et I'on aurait les ensembles e—c, e+, 'un d’eux
étant de mesure non nulle. L'intervalle que 'on attacherait au point x de e+ serait le plus grand
intervalle (x,x+h) de longueur au plus égale a €, contenu dans celui A'-o des A—~ contenant x et tel
que 'on ait

M=r(x+H)-F(X)H,

Métant choisi arbitrairement. La chaine d’intervalle correspondante donnera une valeur appro-
chée de la variation totale qu’on pourra faire croitre indéfiniment avec M et 1¢ si 1+ est de mesure
non nulle et sil'on a pris

Ma+oo+Ma—co+Y —co+00|LI|AI<E ;
ceci est contraire a ’hypotheése, E est de mesure nulle.

Or, par hypothése, f(x) est variation bornée, donc xs’ est nul pour un ensemble de valeurs de s
de mesure nulle. ys’ existe donc et est finie sauf pour un ensemble de valeurs de s de mesure nulle.



Mais aux valeurs de s, formant un intervalle 8, correspondent des valeurs de x formant un inter-
valle 81 au plus égal a & ; si I'on enferme les valeurs de s d’'un ensemble E dans des intervalles de
longueur totale 1, les valeurs correspondantes de x forment un ensemble E1 qu'on peut enfermer
dans les intervalles correspondants de longueur totale au plus égal 4 1. A un ensemble de valeurs de
s de mesure nulle correspond donc un ensemble de valeurs de x de mesure nulle.

11 est ainsi démontré que toute fonction a variation bornée f(x) a une dérivée finie sauf pour les
valeurs de x d’'un ensemble de mesure nulle. Le raisonnement de la page 122, tel qu’il vient d’étre
complété, montre méme que cette dérivée est sommable dans I'ensemble des points ou elle est fi-
nie, mais sa fonction primitive n’est pas nécessairement f(x), comme le montre I'exemple de la
fonction §(x) de la page 55. Le théoreme qui vient d’étre démontré est donc différent de celui
concernant la dérivation des intégrales indéfinies ; en d’autres termes, il existe des fonctions conti-
nues a variation bornée, §(x) par exemple, qui ne sont pas des intégrales indéfinies.

On pourrait le démontrer dés a présent, sans se servir de la valeur de I'intégrale des fonctions, et
T'on pourrait aussi démontrer que, si I’on supprime les

On a déduit du théoréme, tel qu’il est énoncé dans le texte, une jolie démonstration de 1'unifor-
mité de la continuité.

Soit f(x) une fonction continue en tous les points de (a,b), y compris a et b ; chaque point de
(a,b) est, par définition, intérieur a un intervalle A dans lequel l'oscillation de f(x) est inférieure a €.
A Taide d’un nombre fini d’entre eux, on peut couvrir (a,b) ; soit 1 la longueur du plus petit inter-
valle A employé, dans tout intervalle de longueur 1 l'oscillation de f est au plus 2, car un tel inter-
valle empiéte sur deux intervalles A au plus ; la continuité est uniforme.

Cette application du théoréme complété fait bien comprendre, il me semble, tout 'usage qu'on
en peut faire dans la théorie des fonctions.

Les conditions S (p. 100) et S1 constituent ce qu'on peut appeler la condition de similitude, elles
font connaitre ce que devient une intégrale par les transformations

X1=KX,F1(x)=KF(x).
Peut-étre pourrait-on remplacer la condition 6 par des conditions de cette nature.

M. Borel avait indiqué (note 1, p. 48 des Lecons sur la théorie des fonctions) les principes qui
nous ont guidés dans la théorie de la mesure.

Toute fonction mesurable est continue, sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle, quand
on néglige les ensembles de mesure &, si petit que soit €.

Voir Borel, Comptes rendus, 7 décembre 1903 ; Lebesgue, Comptes rendus, 28 décembre 1903.

Si, dans I'énoncé de la page 94, on n’assujettit pas f(x) a étre bornée, ni F(x) a étre a nombres dé-
rivés bornés, mais seulement a la condition précédente, on a une définition de l'intégrale équiva-
lente a celle développée dans ce Chapitre et applicable a toutes les fonctions sommables, bornées
ou non.
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