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BUT DE LA MÉCANIQUE PHYSIODE. NOTIONS CINÉMATIOHES INDISPENSABLES
i . — Idée générale de la Mécanique.
L'espril humain, en observant les phénomèues naturels, y reconnaît, à côté de beaucoup d'éléments confus qu'il ne parvient pas à débrouiller, un élément clair, susceptible par sa précision d'être l'objet de connaissances vraiment scientiligues. C'est l'élément géométrique, tenant à la localisation des objets dans l'espace, et qui permet de se les représenter^ de les dessiner ou de les construire d'une manière au moins idéale. 11 est constitué par les dimensions et les formes des corps ou des systèmes de corps, par ce qu'on appelle, en un mot, leur configuration à un moment donné. Ces formes, ces configurations, dont les parties mesu-
( ' ) Ces Leçons sont les premières du Cours de Mécanique physique professé i la Sorbonne par M. J. Boussinesq, cours dont le but est une eipositioD approfondie des idées et des métliodes permettapt de mettre en équation les problèmes de la mécanique des solides naturels, des fluides et des semi-fluides, avec un aperçu des résultats qu'on en déduit, complété, chaque année, par l'étude de quelqu'une des questions spéciales les plus important«s.
B. — Leçons synthétiques. i
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rables sont des distances et des angles, tantôt se conservent, du moins à peu près, pendant un certain temps et paraissent mente se maintenir dans les mêmes régions de t'espace (ou dans ce qui nous semble tel), pour constituer ce qu'on appelle le repos, tantôt changent sans cesse, mais avec continuité; et leurs changements de lieu sont ce qu'on appelle le mouvement local ou simplement le mouvement.
D'une manière générale, l'étude de ce mouvement, des changements de lieu éprouvés par les corps, se nomme Mécanique.
La Statique en est la partie relative au cas spécial où s'annule le mouvement, c'est-à-dire o£i persistent la situation et, par suite, la figure des corps. On y comprend, par une extension bien naturelle, l'étude des cas, an moins les plus simples, où un système de corps, tout en se déplaçant, conserve des distances invariables entre ses diverses parties, c'est-à-dire ses dimensions avec sa forme, éléments constitutifs de sa configuration. Et, par opposition à la Statique, on appelle. Dynamique l'étude propre du mouvement.
2. — HypothftsoB spéciales i la HAoaniqoe rationnelle; leur insuffisance dans l'étude de phénomènes très importants.
Pourquoi a-t-on été amené à diviser la Mécanique en Mécanique rationnelle et en Mécanique physique? A quoi répond cette distinction? Telle est la première question que nous devons nous poser ici.
Les phénomènes naturels se trouvant très complexes, et, de plus, nos connaissances sur la constitution intime des corps étant fort imparfaites, nous sommes inévitablement conduits, dans l'étude de leurs mouvements, à faire, sur cette constitution, des hypothèses seulement approchées, très précieuses néanmoins lorsqu'elles sont simples et qu'il existe des cas, reconnaissables à l'avance, où la nature les réalise à fort peu près. Or ce qu'a de propre la Mécanique rationnelle tient justement à deux hypothèses de cette espèce, imaginées, chacune, pour une des deux sortes de corps que l'on rencontre le plus souvent et qui diEfèrent autant que possible l'une de l'autre. Je veux parler des solides et des fluides, les premiers pourvus d'une forme déterminée, les seconds affectant successivement les formes les plus diverses,
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mais surtout celles des solides qui les louchent. La Mécanique rationnelle, fruit des premières spéculations mécaniques des géomètres, a tout naturellement poussé à l'extrême les caractères distinctifs de ces corps. D'une part, elle a supposé les solides invariables, c'est-à-dire tout à fait indéformables, de manière à simplifier au plus haut degré la question de leurs mouvements, qu'elle réduit à n'être que des mouvements d'ensemble où se conservent toutes les distances mutuelles des diverses parties. Et, d'autre part, elle a supposé, au contraire, les fluides doués de la propriété, diie Jluidité parfaite, consistant en ce qu'ils seraient absolument dépourvus de toute tendance à garder une forme quelconque.
Or ces hypothèses, suffisantes pour l'explication de certains phénomènes, se trouvent absolument en défaut dans d'autres.
Supposons, par exemple, que les déformations d'un solide, bien que fort petites, même imperceptibles, atteignent les limites qui amènent la rupture. Que deviendra, à partir de ce moment, l'hypothèse de la conservation absolue de la forme du corps, alors que cette forme est détruite ? Et comment se contenter d'une théorie qui, négligeant absolument les petites déformations, dont les grandes sont de fréquentes conséquences, ne permet pas de prévoir ces grandes déformations, c'est-à-dire le phénomène de la rupture, si capital pour l'ingénieur tenu avant tout d'en préserver ses constructions? Le physicien lui-même est . très intéressé à connaître les petites déformations dont il s'agit; car ce sont elles qui différencient les corps sous le rapport de leur plus ou moins d'élasticité et de dureté, elles aussi qui, se produisant dans des milieux matériels de natures diverses, iransmel- - tent et constituent le son, la lumière, la chaleur.
Quant aux fluides, l'hypothèse de \evT Jluidité parfaite ne se montre pas moins insuffisante dans l'étude d'un très grand nombre de faits. Tel est, pour ne citer que le plus important, l'écoulement le long des tuyaux de conduite ou dans les cours d'eau. Par exemple, un fleuve issu, comme le Rhin ou le Rhône, de sources situées à des altitudes de aooo™ et plus, aurait d'après cette hypothèse, en arrivant dans la plaine ('), une vitesse yj'igh
(') Malgré l'iinDiobiliBatiaQ d'une mince couche liquide, adhérente au lit. '
NOTION DU POINT UATÉniGL ; SA RAISON Ii'£TRK. 5
4. — Hypothèse atomiqtie Bor la constitution des corps ; points matériels.
Dès le début de toute étude sur un système donné de corps et sur leurs mouvements, le géomètre sent la nécessité de bien se représenter et définir les objets dont il s'occupera. Or il ne parvient à la netteté désirable, dans cette construction idéale des phénomènes et dans leur expression analytique, qu'en regardant chaque corps comme un ensemble à^atomes sans étendue ni dimensions, dits points matériels, dont il voit chacun occuper à tout instant, dans l'espace, une situation déterminée ; et il définit quantitativement cette situation elle-même, au moyen de ses trois coordonnées X, y, s par rapport à un système d'axes rectangulaires fixes.
Ce qui l'oblige à arriver ainsi jusqu'à des éléments sans étendue, jusqu'à àes points, c'est que, justement, les points sont les seuls êtres géométriques dont la situation soit précise, ou puisse s'exprimer nettement au moyen de trois quantités simples, de trois longueurs ^ly, a- Autrement dit, la distance, qui est par excellence, dans les phénomènes, la chose mesurable, n'a de sens que lorsqu'elle relie deux points. C'est, on le voit, une nécessité logique inhérente à la nature même de l'esprit humain, qui nous fait idéaliser de la sorte les éléments matériels. Portés, par une tendance instinctive, à ramener l'inconnu au connu, l'obscur au clair, nous profitons de la ressemblance des objets extérieurs avec les formes géométriques pour les leur identifier : notre intuition des figures géométriques présente, en elTet, le plus haut degré de netteté, landis que nous n'avons des objets extérieurs qu'une - perception confuse.
Aussi plusieurs géomètres, le P. Boacovich, Ampère, Cauchy, de Saint- Venant, etc., ont-ils regardé cette conception d'atomes sans étendue comme réelle, comme parfaitement conforme à la véritable structure de la matière. Sans aller jusque-là (car ce serait supposer un accord bien extraordinaire, bien parfait, entre le monde idéal atteint par l'esprit du géomètre et le monde physique perçu par nos sens), nous remarquerons que les procédés d'observation, aux moments de leurs plus grands progrès, n'ont jamais reconnu d'erreur dans les conséquences résultant de l'ap-
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plîcation de nos idées géométriques aux choses : preuve que ces idées n'oDl pas cessé d'être supérieures, pour l'exactitude pratique, aux moyeus de mesure les plus précis, et que les désaccords possibles ou même probables entre elles ei les objeu, ou notamment entre les points matériels hypothétiques, atomes sans étendue, et les véritables éléments de la matière, se trouvent relégués dans une sphère, celle des infiniment petits de la nature, inaccessible à nos intelligences et destinée probablement à nous échapper toujours.
S. — État statique d'un système matériel.
Concevons donc un système fini de points matériels, que nous imaginerons d'abord assez éloigné de tout autre pour pouvoir être supposé seul dans l'espace. Nous appellerons
M|, Mj, .. ., M^, ..., Mf, ..., Mn les n points qui le composent: ix„y„z,), {Xi,y3,zt}, ..., {xp,yp,sp), ...,{x,,y,,z^), ,.., {x„,y„,Sn) leurs coordonnées à l'époque t, par rapport à un système d'axes rectangulaires fixes ; /■p^ la distance mutuelle de deu\ quelconques d'entre eux M^, M; , distance déiînissant leur situation relative et dont l'expression générale est
enfin apj, bp^, Cpq les cosinus directeurs de cette droite, censée tirée de M^ vers M,, cosinus dont les valeurs sont
= ZsZll£
Quand nous aurons à écrire ainsi plusieurs formules analogues, il nous arrivera souvent, pour abréger, de les condenser en une formule multiple, qui sera, par exemple, à la place des trots relations (2),
{_apq, OpqjCpqf —
rpq
De même encore, pour abréger, nous supprimerons les indices lorsqu'il n'en résultera pas d'équivoque, c'est-à-dire quand il s'agira momentanément d'un seul point ou encore d'une seule
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distance ; alors dous désigneroDs le point par M, ses coordonnées par X, y, z, et la distance unique en question par r. Si nous avions à parler de plusieurs distances, maïs sans qu'il fût nécessaire de désigner les points matériels qu'elles relient, nous les représenterions par r, r', r", . . ,.
En résumé, c'est au moyen des coordonnées x,y, z des divers points M à une époque considérée t que sera définie analytiquement, c'est-à-dire quantitativement, la situation ou, comme on dit, Vétat statique du système à l'époque (, cet état que les points M eux-mêmes, supposés donnés dans l'espace, définissent géom étriq uement.
État djoamique ; vitesses
Or l'état statique change, en général, d'un instant à l'autre ; car X, y, z sont, pour chaque point M, trois fonctions graduellement variables de t, ne se réduisant à des constantes que dans le cas très particulier du repos. Donc, pendant que s'écoule, à partir de l'époque i, un instant infiniment petit dt, x, y, z éprouvent certaines variations ds, dy, dz ; et il est clair que la rapidité actuelle du changement de place, ou du mouvement de M, est mesurée par les '^^'^'^^^^ 'j; ' ~^ ' j7 ' ^^^ nous appellerons souvent, pour abréger, u, v, w. Ces trois dérivées '^' — ■ , augmentations instantanées, rapportées à l'unité de temps, des coordonnées du mobile M, sont dites ses trois vitesses suivant les axes; et l'on appelle sa vitesse réelle une droite V, égale au rapport à dt du chemin simultanément parcouru
menée à partir de la position actuelle du point dans la direction même de cet élément ds de la trajectoire décrite. La droite V dont il s'agit, quand on se la représente construite dans l'espace, est l'équivalent des trois vitesses u, v, w suivant les axes, qui expriment analytiquement, c'est-à-dire au moyen de quantités variables seulement en plus ou en moins, ce qu'elle exprime géométriquement, c'est-à-dire pour Vorientation et la grandeur tout i ta fois. Le mouvement actuel de M se trouve donc corn-
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plètement représenté, en grandeur (rapidité) et en direction, par cette Mgne
^-wm-^mHi
diagonale d'nn parallélépipède rectangle ayant pour arêtes, parallèles aux X, y, z, les vitesses u, v, fv du point suivant les axes, censées représentées de même par des droites tirées, à partir de M, dans les sens positifs ou négatifs des axes selon que leurs signes sont plus ou moins : elle vaut, en grandeur, la racine carrée de li
dt
et elle dépend, en direction, des rapports mutuels de celles-ci.
On appelle état dynamique du système cet état actuel de
mouvement, exprimé par les vitesses géométriques V = jt de
tous les points du système ou par leurs composantes algébriques
{u, v, w) = '^' Il pourra, comme on voit, se délînir, d'une
manière abrégée, la dérivée de l'état statique par rapport au temps.
7. — Digression snr l'addition géométrique ou composition des droites.
On remarquera que, dans le parallélépipède dont V et m, v, w sont respectivement la diagonale et les trois dimensions, V joint les deux extrémités de la ligne brisée formée par trois arêtes ayant respectivement les grandeurs et les directions des composantes u, c, w.
Généralisant cette remarque, pour l'appliquer à des droites en nombre arbitraire et orientées à volonté dans l'espace, on appellera composantes d'une droite donnée issue d'un point quelconque, d'autres droites émanées du même point, telles, qu'une ligne brisée en émanant aussi, et formée de côtés respectivement égaux et parallèles à ces autres droites, aboutisse au même point que la proposée. Celle-ci est dite la résultante, ou encore la somme géométrique, de ses composantes; et elle a évidemment pour projections, sur un quelconque des axes coordonnés, la somme algébrique des projections, sur le même axe, des compo-
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saates ou parties géométriques que l'on a mises ainsi bout à bout en forme de ligne brisée. La condition nécessaire, et évidemmeat suffisante, pour qu'il y ait composition , ou addition géométrique, de plusieurs droites eu uue seule, tirées toutes d'une même origine, sera donc qu'il y ait addition algébrique de leurs projections de même nom pour donner la projection analogue de la droite dite leur somme. C'est bien, en particulier, ce qui a lieu pour les trois composantes u, c, w, suivant les axes, de la vitesse V de chaque point.
Accélérations mÏTant les axes et accâlèrstiOQ totale
L'étal dynamique du système considéré est lui-même généralement variable d'instant en instant ; car aux deux époques consécutives f, ( -f- dt, les composantes «, v, w de la vitesse d'un point M ont des valeurs légèrement différentes, dont les secondes dépassent les premières de d(u,e, w), c'est-à-dire de rf j^'^ • ^ rapidité de variation de l'état dynamique est évidemment, pour le mobile M, délinie par les rapports de ces excédents à dt, accroissements actuels par unité de temps des vitesses du mobile suivant
les axes, (jcs rapports -y- ou — ^û — ■' dérivées secondes
des coordonnées, s'appellent les trois accélérations du mobile suivant les axes. Nous les désignerons souvent par u', t', w'.
Or celles-ci, qu'on peut représenter par trois droites issues de M, ayant pour longueur leurs valeurs absolues et tirées dans les sens des (x,y,z) positifs ou négatifs suivant leurs signes, admettent une résultante, diagonale issue également de M, dans le parallélépipède construit sur ces trois droites comme arêtes. Cette résultante s'appelle Vaccélération totale. Multipliée par dt sans changer de direction, elle aura évidemment pour composantes
dt*
ou d{u,v,w), c'est-à-dire les accroissements infiniment petits éprouvés durant l'instant dt par les vitesses u, v, w du point suivant les axes. Ainsi, l'accélération totale multipliée par dt est la ligne dont il faut ajouter algébriquement les projections à celles
de même nom de la vitesse V de M à l'époque /, pour obtenir sa vitesse V + tfV à l'époque t-\-dt. C'est, en d'autres termes, la ligne infiniment petite qu'il faut composer avec la vitesse V, relative à l'époque t, pour avoir la vitesse V -+- rfV à l'époque t + dt; et, par suite, elle se trouve représentée, tant en direction qu'en grandeur, par le second côté d'un triangle infiniment aigu, qui aurait pour ses premier et troisième côtés, respectivement, deux droites égales et parallèles aux deux vitesses considérées successives V, V -t- cfV du mobile.
L'accélération totale est par conséquent indépendante du choix des axes, comme la vitesse totale.
AocAlératiOQ tangentielle et accélération centripète
Ses composantes particulières les plus remarquables s'obtiennent en prenant pour les deux premiers axes, à partir du mobile M considéré à l'époque t, la vitesse V elle-même, tangente à la trajectoire, et le rayon R de courbure de celle-ci, situé dans le plan osculateur où commence à se produire, après l'époque t, le changement de direction de la courbe, et oiî l'on peut ainsi supposer comprise, au moment t •+- dt, la nouvelle vitesse V -|- dV. Cette dernière, tangente à la seconde extrémité de l'arc élémentaire parcouru ds =\dt, fait par suite avec la vitesse précédente V l'angle de contingence c(6 ^== -g- de cet arc. Ainsi, tandis que les cosinus directeurs de la première vitesse V sont
ceux de la seconde V ■+- t/V seront, sensiblement ou sauf errei d'un ordre de petitesse supérieur au premier,
Les trois composantes de la vitesse étant donc, à l'époque (,
et, à l'époque t + dc,
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lears accroissements respectifs, divisés par dt, valent
Cela revient à dire que l'accélération totale se compose d'une accélération dirigée suivant la vitesse même V, ou langentielle, égale à la dérivée de cette vitesse par rapport au temps, et d'une accélération normale centripète, dirigée vers le centre de la courbure -^ de la trajectoire et égale au produit de cette courbure par le carré de la vitesse.
LES DEUX PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA MÉCANIQUE
10. — Des lois fondamentales da moavement. — Première loi on premier principe : c'est d'après l'état statiqne qoe se règle la rapidité de variation de l'état dynamique.
La Mécanique, science des lois effectives du mouvement, est basée sur deux grands principes qu'a fait admettre une longue expérience aussi variée et aussi précise que poâsible, complétée, dans ses lacunes inévitables, par la croyance naturelle de la raison à des règles simples ou à un ordre intelligible en toutes choses.
Le premier, connu, dans un cas particulier qu'a signalé Galilée, sous le nom de Principe de l'indépendance des mouvements simultanés, consiste en ce que, le système matériel considéré étant supposé très éloigné de tout autre ou seul dans l'espace, la rapidité avec laquelle change d'instant en instant son état dynamique^ dépend, d'une manière déterminée, de son état statique seul. Autrement dit, les accélérations — — j y^ — - de ses divers points égalent certaines fonctions, déterminées dans chaque cas par les lois physiques, des coordonnées actuelles x,y, z de tous. Les mouvements sont ainsi régis par des systèmes d'équations différentielles du second ordre. Ces équations laissent donc disponible ou arbitraire Vétat initial du système, comprenant l'ensemble, tant des situations (j:,_j', s), quedes vitesses J.' — ■' à une époque spéciale t^t^ prise pour origine ; mais elles relient étroitement à cet état initial du système matériel ses autres états, ultérieurs ou même antérieurs.
Par exemple, l'accélération d'un corps qui tombe à la surface
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du globe est une fonctioQ leutement variable de la position relative qu'il a atteinte par rapport à la terre ; celle d'une planète est une fonction analogue de ses distances aux autres corps du système solaire et principalement du soleil ; l'accélération d'un solide, fixé à l'extrémité d'un ressort qui se détend, dépend de l'écart existant entre les dimensions actuelles de ce ressort et ses dimensions à l'état naturel de repos ; celle de la partie d'un corps contre laquelle un autre corps vient se heurter est fonction du rapprocbement qu'éprouvent leurs matières respectives, etc.
11. — Valeur toujours finie des accélérations ; graduelle variation des vitesses ; inertie ; distinction entre le contact géométrique et le contact physique.
Tout porte d'ailleurs à admettre que les lois physiques ne permettent jamais aux accélérations dont il s'agit de devenir infinies; d'où il suit que les vitesses, dont ces accélérations sont les dérivées, ne le deviennent pas non plus, ni ne peuvent être discontinues ou passer brusquement d'une valeur à une autre. Aussi suppose-t-on que, dans les chocs dont il vient d'être parlé, les accélérations ou modifications de vitesses surviennent dès que le corps heurtant arrive à de certaines distances imperceptibles du corps heurté, ou avant qu'il y ait entre eux contact géométrique. Sans cela, le corps heurté, qui ne cesse pas de se trouver au-devant du corps heurtant, devrait brusquement, à l'endroit et au moment du contact géométrique, acquérir une vitesse pour le moins égale à la vitesse primitive du corps heurtant, à moins que celui-ci n'en perdît lui-même brusquement une partie. Or une telle discontinuité de ces deux vitesses ou, de l'une d'elles est contraire au grand principe de la graduelle variation de toutes choses. De plus, elle serait scientifiquement bien regrettable; car elle empêcherait l'application de l'Analyse infinitésimale au problème du choc et rendrait vraisemblablement impossible la théorie de ce phénomène si fréquent, conséquence qui accroît encore son improbabilité.
Ainsi, nous admettrons qu'un certain temps est nécessaire pour engendrer ou pour détruire une partie quelconque de vitesse ; et tout point matériel, animé à un moment donné d'une certaine
.yGoogle
■ 4 PRIHIÈRE LOI rONDAMrHTALE : LA DBKITÉE DE LÏ
vitesse, la possédera encore après un intervalle de temps assez petit.
C'est ce fait de la conservation, au moins pendant un temps très court, de la vitesse dea corps, que l'on entend quelquefois par Vinerlie de la matière, ou propriété qu'elle aurait de persévérer dans son état actuel soit de mouvement, soit de repos. On l'appelle encore l'effet de la vitesse acquise, quand on dît qu'un corps se meut en vertu de sa vitesse acquise.
Il résulte, d'autre part, des mêmes considérations, que le corttact physique de deux corps, susceptible de degrés divers suivant les différences de vitesse qui l'amènent dans le cas d'un choc, ou suivant le degré de compacité de la matière entre les parties adjacentes de laquelle on l'observe à l'état de repos, devra être soigneusement distingué du contact géométrique ou absolu, qui est purement idéal : ce ne sera pas autre chose qu'un rapprochement de deux corps, suffisant pour provoquer de rapides modifications de leur mouvement, si d'ailleurs aucune autre circonstance ne s'y oppose.
12. — Extension du premier principe, malgré d'apparentet diUcultéa, premièrement, à la résistance des fluides.
En voyant la vitesse d'un corps lancé à travers un milieu comme l'air ou l'eau, se ralentir ordinairement d'autant plus vite, ou éprouver d'instant en instant une diminution absolue d'autant plus grande, que sa valeur actuelle est plus forte, on pourrait être tenté de faire dépendre les accélérations, des vitesses actuelles, en même temps que des situations actuelles. Mais uo peu d'attention montre de suite que ce à quoi tient l'accélératioti négative du corps considéré est l'intimité plus grande, à son avant qu'à son arrière, de son contact physique avec le milieu fluide qui le gène dans son mouvement. Donc l'accélération considérée se règle bien uniquement d'après des rapprochements entre particules, ou d'après les situations relatives des points matériels du système.
Si, au lieu de cela, on la suppose, dans les Cours de Mécanique rationnelle, fonction de la vitesse du corps, c'est qu'on s'y home, d'une manière implicite (car on néglige de le dire), aux circon-
stances ordinaires où le corps a son mouvement assez lentement varié pour que la manière d'être du milieu par rapport à lui ait eu le temps de se régler, à fort peu près, d'après cette vitesse même ; d'où il suit que celle-ci se substitue dès lors, comme variable définitive et unique, à toutes celles dont dépend immédiatement l'influeDce retardatrice du fluide. Et l'on restreint ainsi la question afin de la rendre plus abordable, en permettant d'éliminer toute considération directe du milieu pour ne s'occuper que du corps lui-même.
En réalité, ce n'est pas seulement de la vitesse, mais aussi de l'accélération, de la dérivée de l'accélération, etc., ou plutôt de toutes les circonstances du mouvement antérieur auxquelles serait dû, pour une part quelconque, l'état de rapprochement actuel du solide et du fluide ambiant, que dépendrait le retard apporté par le fluide au mouvement du corps, si l'état relatif de celui-ci et du fluide ne parvenait pas à se régler, c'est-à-dire n'atteignait pas un degré suffisant d'uniformité ou, comme on dit, Aq permanence. Un pendule qui oscille dans l'air ou dans l'eau, et dont la durée d'oscillation est assez brève, fournit un exemple simple de ce cas plus général : l'influence retardatrice du fluide ^ dépend, en majeure partie, de l'accélération et non de la vitesse.
13. — Deuxièmement, an frottement des solides et au frottement intérieur des milieux qu'on déforme avec une certaine viteBse.
Une deuxième exception apparente au premier principe se produit quand un solide glisse sur un autre avec une certaine vitesse. La déformation qu'il fait naître sur celui-ci n'est pas symétrique de part et d'autre d'une normale commune à leurs surfaces, par suite de l'impossibilité, où se trouve la partie du corps fixe sans cesse atteinte par le corps mobile, d'acquérir, surtout instantanément, la vitesse de ce dernier. Le corps mobile est ainsi, à tout instant, plus gêné ou retenu à son avant que poussé à son arrière; d'où résulte encore pour lui une accélération négative qui, si le mouvement se règle, dépend, tout au moins en direction, de la vitesse. En efl'et, cette direction change quand celle de la vitesse change elle-même. Mais là encore, on le voit, la vitesse n'entre dans l'équation différentielle du mouvement du corps qu'après
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l'éliminatioD des vraies variables seules propres à y figurer directement, qui sont les distances séparant le corps mobile, à son avant et à son arrière, d'avec le corps fixe.
De telles diss^métries de configuration, à la partie antérieure et à la partie postérieure de coips ou même seulement de groupes moléculaires en mouvement entourés par d'autres, peuvent donc avoir pour efi'et d'introduire, dans l'accélération de ces groiipes, des termes négatifs, qu'on regardera presque toujours comme fonctions de la seule vitesse actuelle des mêmes groupes par rapport à la matière ambiante, quand on voudra se dispenser de faire entrer dans le calcul les dissymétries en question.
De pareils lermes sont, à on facteur constant près, ce qu'on appelle des frottements intérieurs. Et il importe au plus haut point d'observer que leur existence n'est pas en contradiction avec la grande loi d'après laquelle les accélérations dépendent uniquement de l'étal stati(}ue actuel.
li. — Troisièmement, enfls, à certains pliénomèiieB, mal connas, électriques ou autres.
Les exemples précédents suffisent pour montrer que, lorsqu'on rencontrera, dans des parties de la Science encore obscures et dont Vidée mère nous manque, comme l'Éleclrodjnamique par exemple, les formules, au moins provisoires, d'accélérations paraissant échapper à cette loi fondamentale, il faudra non pas conclure à son défaut de généralité, mais attendre, des progrès ultérieursdela Science, l'explication de désaccordspurement apparents sans doute. Et si les formules en question sont réellement fondées sur l'expérience, on aura tout lieu d'espérer découvrir à la suite de quelles éliminations elles auront pris leur forme paradoxale.
Quoi qu'il en soit, rien ne serait actuellement moins sensé, que de faire servir les parties non débrouillées de la Mécanique physique à obscurcir ce qu'elle a acquis de plus clair depuis deux siècles, savoir, son premier principe, qui résume l'expression d'un nombre déjà prodigieux de faits.
K. — Considérations tendant à établir la Kénéralité du premier principe.
D'ailleurs, a priori, on conçoit que la manière d'être, relativement à UD point matériel, des autres points matériels situés tout autour et, par suite, l'influence qu'ils peuvent avoir sur son accélération, dépendent de leur situation par rapport à lui. Mais on ne conçoit pas qu'elles dépendent de leurs vitesses ; car celles-ci, durant l'instant imperceptible où se produit l'accélération considérée, ne font varier que dans des rapports infiniment petits la configuration du système ou les distances mutuelles de ses diverses parties (distances supposées, bien entendu, ne s'annuler jamais tout à fait, même pendant les chocs). Autrement dit, le point dont on considère l'accélération et que l'on serait peut-être tenté de croire, en quelque sorte, directement sensible à son propre mouvement, mais non certes à celui des autres, n'a, pour ainsi dire, aucun moyen de s'apercevoir des changements tout à fait négligeables survenus autour de lui durant un instant dt. C'est donc, à sa vitesse près, uniquement d'après l'e'(a( statique actuel, qu'il devra, pour ainsi dire, régler son accélération, ou que les autres points du système influeront sur elle.
Dès lors, la seule vitesse qui semble pouvoir entrer dans l'expression de l'accélération d'un point sera la vitesse même V de ce point. Or cela encore est inadmissible. En eH"et, si, pour l'instant considéré, que rien n'empêche de choisir comme instant initial, on prend égales et parallèles à V les vitesses alors arbitraires de tous les autres points, vitesses reconnues sans influence sur l'accélération à évaluer, tout le système ne se trouvera animé à ce moment que d'un mouvement commun V de translation dans l'espace. Mais le principe expérimental, reconnu par Galilée, de V indépendance des mouvements simultanés, apprend que, dans un tel cas, les déplacements ultérieurs des divers points du système matériel, par rapport à des axes coordonnés possédant la translation dont il s'agit, sont les mêmes que si cette vitesse V était nulle. Et comme, vu la proportionnalité simple, au temps ultérieurement écoulé, des différences entre les deux coordonnées correspondantes X, y ou z d'un même point, par rapport aux deux syslènnes d'axes, les uns fixes, les autres mobiles, les dérivées secondes B. — Leçoiu lyntkétiquei. a
~—~J,T~~~ seront aussi les mêmes quand on les évaluera dans l'un ou l'autre de ces deux sjstèmes d'ases, il suit b!en de là que ces accélérations, à l'époque considérée où îl n'y a pas d'autres vitesses que V, dépendront uniquement de l'état statique, c'eslà-dire de la configuration du système.
En résumé, nous pouvons admettre comme premier principe de la Mécanique, comprenant ou plutôt exprimant en son entier celui de l'indépendance des mouvements simultanés, la loi suivante :
Dans un système matériel indépendant de tout autre, les accélérations des divers points sont des fondions parfaitement déterminées de leurs situations actuelles.
16. — Deuxième principe, oon^stant dans la conaerrstioa dei forces Tives ou de l'énergie ; notion de maase.
Un second principe non moins important, suggéré sans doute par ce fait que dans l'Univers le mouvement se communique d'un corps à l'autre sans disparaître jamais définitivement, a été entrevu par Descartes, puis dégagé par Leibnitz : c'est celui d'une certaine conservation du mouvement, supposé évaXaé séparément ches les divers points matériels du système d'après une règle invariable simple, puis réuni pour tous en tine somme unique, lanj y tenir compte des différences de direction.
Pour des points exactement pareils, animés d'une égale vitesse V, la grandeur à évaluer se trouve évidemment U même, ou donne un total proportionnel à leur nombre, c'est-à-dire à la quantité de matière en mouvement. Et il est naturel de penser qu'un point matériel de nature difTérente, mais animé encore de la vitesse V, équivaudra, sous ce rapport, à un certain nombre entier ou fractionnaire, le même quel que soit Y, de points de la première espèce, nombre dont la constance ne sera autre cbose que l'expression matbématîque du principe de la conservation de la matière, fondamental dans toutes les Sciences de la nature. Ce nombre, que nous représenterons par m et qui s'évaluera, pour chaque point, en prenant comme unité une quantité définie d'une certaine matière, s'appelle la masse du point. Il sera, dans l'expres-
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sion cherchée du mouvement, le fadeur caractéristique de l'élément de matière mû,
Quantité de moarement et force vive; énei^e actoelle
Mais l'autre facteur, qui dépend évidemment de la vitesse V, ou qui égale une certaine fonction simple de V, sera-t-il V, comme l'avait pensé Descartes, qui fat ainsi conduit à appeler le produit m\ la quantité de mouvement du point ?
Ne sera-t-il pas plutôt, comme une Science plus avancée le fit voir à Leibnitz, proportionnel au carré V de la vitesse? En effet, dans la décomposition si naturelle du mouvement suivant trois directions rectangulaires, ce carré V* égale justement, d'après une remarque aussi simple que profonde de Leibnitz lui-même, la somme des trois carrés analogues des vitesses composantes du point, et se montre ainsi apte à donner des produits, tels que mV, s' agrégeant dans tout un système par simple addition arithmétique malgré les différences de direction, puisque chaque terme mV* est déjà lui-même une somme de parties mu^, mv*, mw*, non moins diverses ou, pour ainsi dire, non moins hétérogènes quant à la direction des vitesses qui y figurent ('). L'expression qu'il s'agit de former, appelée par Leibnitz force vive du système, serait donc S/teY^, c'est-à-dire la somme des produits obtenus en
(') Caractère géométrique dislincti/ de la force vive, on de la puisttmce vive qui est sa moitié. — Si, en effet, la fonction de V dont il s'agit, destinée i évaluer le mouvement d'un point, et que j'appellerai /( V), doit être déterminée par la condition
il viendra, en difleren liant celle-ci,
"^' <iV du dv div
d'oiï
u du + V dv + tv duf.
c'est-ft-dire (5)
muUipliant les masses de ses divers points matériels par les carrés de leurs vitesses respectives.
L'expérience a prouvé que la quantité qui se conserve est bien cette dernière £mV', ou encore, ce qui revient évidemment au même, mais se trouve plus commode dans les formules, que c'est
valeur de d\ qui, subslJtuée dans (p), lui dnnoe aisément la forme ) L" rf« V d\' J"''"^[w dv V rfV J
\ ^ [«■ d«- V rfV J
Cette relation, devant être vériliée quels que soient les rapports mutuels des différentielles du, dv, dtv, exige évidemment que
D'ailleurs, comme u, c, iv sont trois quantités arbitraires, indépendantes Cane de l'autre, les trois premiers membres de (t) ne peuvent être é^iai que si leur rie ni avec u, qui Tigure seulement dans le premier memli a'j ligureat pas. Celte valeur commune est doue une tant qu'il s'agit d'un même point matériel. Ainsi, considérant, par exemple, le quatrième membre de i, on a
r'est-i-dire
d/(V) = niVdV.
et, par une intégration immédiate,
(;) /(V) =7"^ -H une constante C.
Il en résulte (T,) /(H) = m-^ +C, /(i.) = m ^' + C, /{«-) = m ^ +C.
Enfin ces valeurs (ï), (ij) de /(V>, /( u), /(i'), /{»•), substituées dans la relation (a), y satisfont identiquement, vu (f ), i la condition nécessaire et suffisante que l'on pose
Donc la fonction cherchée est bien, connue le pensait Leibniti,
ffi y désignant la masae du point matériel considéré, c'est-à-dire le coefficient proportionnel d'importance ou la valeur mécanique de ce point, dans l'appréciation de sa part d
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la moitié, >^ , de la somme en question, moitié désignée
sous les noms de puissance vive et d^énergie actuelle du système.
18. — Énerve potentielle au capital latent de puissance vive, qui, joint à l'énergie actuelle, donne une énergie totale invariable.
Mais en quel sens cette quantité >' -mV se conserve- l-elle? En ce sens qu'elle se retrouve pareille, malgré ses différences possibles de répartition entre les points, chaque fois que le système repasse par la même configuration ou disposition relative de ses diverses parties. L'exemple d'un poids qui, en montant, c'està-dire en s'éloignant du sol, perd sa force vive, pour la retrouver en descendant, ceux d'un ressort bandé, dont la vitesse, d'abord nulle, augmente à mesure qu'il se détend, ou d'un mélange explosible qui crée du mouvement par un groupement nouveau de sa matière, prouvent, en effet, que les changements de forme et de dimensions d'un système entraînent certains accroissements ou certains décroissements de sa puissance vive : mais ces accroissements ou ces décroissements doivent plutôt être appelés des développements ou des dissimulations, que des créations ou des anéantissements, puisque les quantités de puissance vive produite ou détruite qu'ils représentent disparaîtraient ou reparaîtraient par des changements inverses de figure.
On peut donc concevoir qu'une certaine provision, un certain capital de puissance vive, variable avec la configuration du système, s'y trouve, par le fait même que ce système existe, emmagasiné sous une forme invisible et, lors des changements de configuration, accroît de ses pertes ou diminue de ses gains l'énergie actuelle primitivement communiquée au système en quantité arbitraire, suivant les vitesses plus ou moins grandes imprimées initialement à ses divers points.
On appelle énergie potentielle cette provision actuellement latente de puissance vive, qui dépend de la figure formée par les divers points du système ou qui est, par conséquent, une certaine fonction V(r, i^, i', . . -) de leurs distances mutuelles. Et le second principe fondamental de la Mécanique, appelé Principe de la
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conservation des forces vives ou de l'énergie, s'exprime en disant que l'énergie totale du système, somme de son énergie actuelle V - m V* «( rfe son énergie potentielle W{r, i\ /■", . . ,), est invariable, ou que l'on a
(3> 2 3 '"^''*' *^' ■ '■'■''■■■' = "ne consunte.
Les distances ou droites de jonction r, r', r", . .. ne sont pas toutes indépendantes ; car, lorsque trois d'entre elles, côtes du triangle ayant pour sommets trois des points matériels, sont données, les distances à ces trois sommets de tous les autres points situés, par rapport au plan du triangle, d'un même côté, suffisent pour déterminer les positions relatives de ces autres points et, par suite, toutes leurs distances mutuelles. On pourrait donc éliminer de la fonction W un grand nombre de variables r, r',
r", Mais cette fonction doit avoir une forme naturelle, que
nous supposerons adoptée, où elles figurent toutes ; car il est rationnel d'admettre que chaque distance joue un rôle dans la produclioD des phénomènes, en tant qu'exprimant le rapport des deux points qu'elle relie.
D'ailleurs, comme nous ne connaissons pas d'état des corps où leur énergie potentielle soit complètement épuisée, c'est-à-dire où leur puissance vive ne puisse plus s'accroître par aucun changement de configuration, cette fonction W ne sera déterminée que dans sa partie variable, ou à une constante arbitraire près. Celle-ci se réduira avec la constante arbitraire du second membre de (3), et il sera dès lors permis d'en faire abstraction.
ACTIONS MUTUELLES, ETC. - PESANTEUR
in. — Forme des équations du mouTement.
Des deux principes fondtiDientaux de la Mécanique se déduisent presque immédiatemenl d'imporlantes lois; car la formule, (3) [p. 22], de la conservation des forces vives permet de préciser la forme des équations diifére miellés du mouvement, beaucoup plus que ne l'indiquait le principe, même généralisé, de l' indépendance des mouvements simultanés.
Diffère niions, en effet, celle relation (3) par rapport au temps,
aprèsavoirremplacéV='par(^jy-.-(J)V(~y. ce qui donne,
I I, ■ . j 1 1-., I -A dx d'3- dy d'y dz d*z pour la dérivée de - V ^, le trinôme -r- -y-r -^ -1- -nr + -jt -n: 1 • i ' dt dr dt dl* dt dfl
et observons que W, fonction des distances mutuelles des divers
points du système, ne dépend en définitive que des coordonnées
actuelles de ceux-ci, vu la valeur (1) [p. 6] delà dislance r^^ de deux
points quelconques Mp, M^, En groupant ensemble les termes du
résultat où figurent comme fadeurs les trois dérivées '"jf' ' "
relatives à un même point M^(dont nip désignera la masse), et en
DOUS contentant d'indiquer l'existence des autres termes, nous
aurons l'équation
V'"'' rf'' '^ d^iJ <i' "■'"'" dt' '^ dy,.) dt { ■" x""'' dp ■■ di,,) di~ ■■"
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Il faut d'ailleurs s'y représenter les accélérations 'ai" ^
remplacées par leurs valeurs, qui, d'après le premier principe, dépendent uniquement de l'étal statique du système, c'est-à-dire des coordonnées x^y, z de ses divers points, comme les dérivées mêmes de W en Xp, yp, Zp.
Cela posé, rien n'empêche de choisir l'époque actuelle t pour l'instant initial et de s'y donner arbitrairement toutes les composantes des vitesses. Ou, si l'on aime mieux, on peut imaginer que, successivement, le système matériel considéré préseate, pour une même configuration quelconque définie par les coordonnées X, y, z, toutes les combinaisons possibles de vitesses, c'està-dire tous les modes possibles de grandeur relative des composantes l^'' • Or, alors, l'égalité constante à zéro du premier
membre de (4) exigera évidemment l'annulation séparée du coefficient total, le même dans tous ces cas, de chaque composante
*" j/" ^'' ^^ vitesse, coefficient du terme unique auquel se réduirait le premier membre si U composante de vitesse dont il s'agit différait seule de zéro.
L'ensemble des deus principes fondamentaux implique donc l'annulation, dans (4), de chaque quantité entre parenthèses ; ce qui donne, pour tout point M^ du système, en transposant finalement le second terme, les trois équations de mouvement
, rf-Cj-p.^p.-»,.)
Si l'on se rappelle d'ailleurs que W ne dépend de Xp,yp, Zp que par l'intermédiaire des distances /-^^ du point M^ aux autres points M^ du système, et que les trois dérivées de rp^ en Xp,yp, Zp sont, d'après l'expression (i) de ces distances.
d{xp,y^,Zp) /-p, '
c'est-à-dire, plus simplement, — i^pqt ^pi^ '^pi) *■* vertu des formules (2) [p. 6] des cosinus a^„ bp^, Cpç qui définissent la direction des droites r^j, les trois équations (5) deviendront évi-
IHPLIQUÉE F
demmenl
i dr.
où les signes de sommation S s'étendent à toutes les valeurs I, a, .,., n de l'indice q, auiresquep.
Or, sous cette forme délinitîve (6), les équations du mouvement admettent une interprétation géométrique remarquable et simple, qui doit maintenant nous occuper.
20. — Ce qu'OD «atend par forces, forces motrices, actions mataelles, action et réaction.
Menons, à partir du point quelconque M^ : i° d'une part, la droite dont les projections sur les axes égalent respectivement tes
premiers membres nip ''!/,%" '' ' droite de même sens que l'ac-
céléraLioo totale de ce point et valant le produit de cette accélération par la masse irip ; 2° d'autre part, des droites dont l'une quelconque, dirigée, si elle est positive, suivant la ligne r^^ qui joint le point M^ à tout autre point M^ du système, ou dans le sens opposé si elle est négative, ait pour valeur la dérivée -J-; — 5 c'est-à-dire pour projections sur les axes les termes écrits des seconds ou troisièmes membres de (6).
De plus, donnons à toutes ces droites le nom de forces, dénomination que nous nous réservons d'expliquer ou de motiver un peu plus loin. Et appelons, en particulier : 1° force motrice du point M^ la première d'entre elles, produit de la masse de ce point par son accélération ; 3° action de M^ sur Mp, celle des autres qui est dirigée suivant la ligne rpç = MpMq, force évidemment égale et contraire à l'action analogue -3 — -i de M^ sur M,; 3" action mulueile du couple de points M^, M^, l'ensemble de ces deux forces égales et contraires, dont l'une, la première considérée, s'appellera simplement Yaction et, l'autre, la réaction. Enfin, convenons, comme il a été déjà dit {p. K), de nommer résultante d'un système de droites données, issues toutes d'un même point, la droite, émanée également de ce point, qui a sa projec-
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lion sur ud aie quelcoDque égale à la somme algébrique des projections, sur le même axe, des droites données, et qui joint, par conséquent, les deux estrémités d'un« ligne polygonale ajant ses divers côtés égaux et parallèles aux mêmes droites.
il. — Loi de loTtaatàoa do la force motrice de chaque polm au moyen des actions des antres points sur celni-li.
Alors les relations (6) exprimeront évidemment que In force motrice d'un point quelconque du système est la résultante d'actions partielles, dont citacnne, exercée sur ce point par l'un des autres, se trouve dirigée suivant la droite qui Joint ces deux points, égale et contraire à ta réaction du premier sur le second, et n pour valeur la dérivée, par rapport à leur distance, d'une même /onction V des dislances actuelles de tous les points du système.
Aussi appelle-t-on, au signe près, /onction des /orces, cette fonction potentielle ou énergie potentielle V, pour rappeler qu'elle donne par difrérenliation toutes les actions mutuelles exercées à l'inlérieurdu système. On la prend avec le signe moins, aiin que ses dérivées complètes par rapport aux trois coordonnées Xp, yp, Zp du point quelconque Mp représentent exactement, d'après (5), les trois composantes de la force motrice de ce point.
ta. — Éqnililve; sa stabilité, son instabiUté.
Uéquilibre est dit avoir lieu entre les diverses forces quand, pour les n points du système, les seconds membres des formules (5) ou (6) s'annulent. Alors les 3/i équations que représentent ces formules se trouvent vérifiées par des valeurs constantes de toutes les coordonnées a:, y, r, et, si les vitesses initiales données des points sont nulles, le système pourra indéfiniment rester en repos. Ce cas tend souvent à se produire à la longue dans les systèmes matériels. De là le grand intérêt qu'il offre, accru encore par sa simplicité relative. En effet, les 3n équations du problème cessent d'y être différentielles en t, pour devenir des relations finies où cette variable ( ne parait plus. Lear résolution iera connaître la figure correspondante du système, ainsi que les réactions mutuelles -z — de ses diverses parties.
.yCoogle
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Les conditions d'équilibre exprimenl donc, vu la forme même des seconds membres de (5) [p. a4], l'annulation des dérivées partielles premières de l'énergie potentielle W par rapport aux coordonnées, toutes indépendantes, x, y, -, x', y, =', x". ..., dont elle dépend. Ce sont, d'après le principe usuel de Kepler et de Fermât sur les raaxîma ou minima des fonctions bien continues, les premières conditions pour que la fonction ^ soit maximuD) ou minimum ; car elles définissent une configuration du système où son énergie potentielle égale, à des infiniment petits du second ordre près, ce qu'elle est dans toutes les configurations infiniment peu différentes.
Le cas le plus important, parce que la nature le réalise souvent, est celui du minimum. Appelons Tq la valeur de ^ correspondant à l'équilibre considéré et moindre que toutes ses voisines. Alors de très petits déplacements initiaux quelconques imprimés aux divers points, à partir des situations d'équilibre, et aussi de très petites vitesses initiales quelconques qu'on leur communiquerait, n'ajouteront à l'énergie totale W^ relative au cas du repos, qu'une quantité insignifiante e'. L'équation (3) des forces vives, devenue
Vv
c'est-à-dire
astreindra évidemment l'accroissement essentiellement positif V — Wn de l'énergie potentielle à ne pas dépasser s^, ou les variables r, /-', r", ... (dont dépend '¥), à ne changer que dans d'étroites limites. La figure du système ne s'altérera donc presque pas, et, de plus (par suite de l'inégalité évidente V -mV-< e'\, ses vitesses resteront fort petites ; double circonstance qu'on exprimera en qualifiant l'équilibre de stable.
Il y aurait, au contraire, instabilité, si la configuration du système pouvait cbanger sensiblement à la suite d'une rupture insensible de l'équilibre. C'est ce qui arrive quand, l'état d'équilibre dont il s'agit correspondant à un maximum de V, la valeur e^-t- (^0 — W) de la demi-force vive ^^ -mV* varie dans le même
sens que les écarts d'avec cet étal déjà produits; car !1 en résulte que le mouvemeal s'accélère par ces écarts mêmes.
Enfin, l'équilibre est dit indifférent quand ^ := coast. : car aucune demi-force vive ne se trouve alors engendrée par les changements de configuration, et la somme \] - mV* reste toujours infiniment petite comme au départ; ce qui implique, il est vraî, la conservation indéfinie du mouvement imprimé, mais aussi celle de sa lenteur.
Acttou moléonUireB et notions de peunteur
Pour pouvoir préciser encore plus la Forme des équations de mouvement (6) [p. 25], il reste à connaître celle de la fonction potentielle 'V, ou plutôt de ses variations correspondant aux changements qui se produisent dans les distances mutuelles des divers points du système.
Et d'abord, les phénomènes vulgaires de pression, de choc, d'explosion, etc., montrent que de minimes changements survenus dans les imperceptibles distances qui séparent des points du système très proches les uns des autres, ou, si l'on \eat, physiquement contigus, amènent des absorptions ou des dégagements de force vive sans comparaison plus grands que ceux qui résulteraient de variations, même très sensihles, dans les distances de points séparés par des intervalles appréciables. Donc les dérivées ■^ relatives aux distances r accessibles à nos sens sont presque nulles, en général, à côté de celles que l'on prendrait par rapport à des distances imperceptibles. En d'autres termes, les actions, dites de pesanteur, s'exerçanL aux distances de grandeur notable, peuvent être regardées comme infiniment petites en comparaison de celles, appelées le plus soaveat actions moléculaires, qui existent, entre points matériels, à ces distances absolument inseosîhles auxquelles se produit le contact physique des corps, et dont même la plus grande, dite rayon d'activité des actions moléculaires, échappe complètement à nos mesures.
AUXQUELLES ELL
leur nombre incomparablement plus élevé et surtout par la permanence de leur action. En elTet, un léger éloignement, suffisant pour soustraire un point matériel au contact physique de ses voisins ou à ce que nous appelons leurs actions moléculaires, ne modifie pas d'une manière appréciable ses distances aux autres points matériels plus éloignés, ni, par suite, \es actions de pesanteur qu'ils ei^ercent sur lui : car la partie de ces dernières due aux points assez voisins pour que leurs petites distances au proposé aient changé dans des rapports notables, n'est pour ainsi dire rien à côté de celle qui provient des points éloignés, incomparablement plus nombreux ; et l'on peut la supprimer sans erreur appréciable.
De là, aussi, une bien plus grande constance des actions de pesanteur, et la possibilité de les prendre comme type ou comme terme de comparaison pour toutes les forces, c'est-à-dire d'évaluer les forces en poids; ce que nous verrons dans un instant.
Le simple phénomène de la chuie d'un corps, tombant d'une certaine hauteur, dans le vide ou même à travers l'air, jusqu'à la rencontre du sol ou d'ua obstacle quelconque, suffit pour mettre en évidence le contraste entre la faiblesse relative des actions de pesanteur et l'intensité des actions moléculaires. C'est, en effet, dans un instant extrêmement court que toute la vitesse du corps, acquise dorant le temps sensible de la chute, est anéantie au contact de l'obstacle; d'où il résulte bien que les accélérations négatives éprouvées par le corps vers la fin de sa course, par l'effet des actions moléculaires, sont incomparablement supérieures à l'accélération positive de pesanteur qu'il a éprouvée durant tout le trajet. Celle-ci, à vrai dire, ne le quitte à aucun moment, mais est finalement neutralisée par l'accélération négative due au contact persistant (quoique affaibli ou moins intime qu'au premier moment) de l'obstacle et du corps.
2S. ~ Considératioiia relatiTes A la manière dont l'Anargle potentielle doit dépendre des distances de grandeur sensible; et, d'abord, éléments rationnels paraissant déterminer jusqu'i un certain point cette dépendance.
D'ordinaire, les changements de configuration se succèdent assez graduellement pour que, durant tout le cours d'un phé-
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nomène, ce soient les mêmes points qui restent tr^s procUes les uns des autres et les mêmes qui restent relativement éloignés. D'ailleurs, des mélanges qui n'auraient pour effet que de substituer à certains points matériels d'autres points d'égale masse et de même nature, comme il arrive dans un liquide sillonné de courants contraires, ne changeraient évidemment ni les actions produites quelque part, ni l'énergie potentielle qui s'y trouverait engagée. On peut donc distribuer en deux catégories les distances mutuelles dont l'énergie potentielle W est fonction : mettre dans l'une les distances, absolument imperceptibles, qni par leurs variations développent les grands ou rapides changements de puissance vive el donnent naissance à la presqun totalité des phénomènes, dans l'autre, toutes les distances perceptibles, comme infinies par rapport aux précédentes, el dont les changements font comparativement peu varier l'énergie potentielle V du système ou, par suite, sa demi-force vive.
Nous appellerons ces grandes distances R, R', R". ..., et, les petites, r, r', i',
Il n'y aura pas à en considérer d'intermédiaires, c'est-à-dire de moins insensibles que r, i-", /-", ... ; car les actions de pesanteur qui s'y exerceraient se trouveront toujours négligeables, n'étant en tout, comme il sera démontré plus complètement vers la fin de la TV* Leçon (p. 4^)1 qu'une insignifiante fraction de l'ensentble des actions de pesanteur, dont le rôle total n'est déjà pas le plus important, malgré ce qu'il a d'essentiel.
Cela posé, cherchons comment ^, fonction de r, r,' r", ... el de R, R', R', . ... pourra dépendre de ces grandes variables, R, R', R', . . ., ou plutôt de leurs inverses ' d"-' h*' '■ ' mieux en rapport, par leur petitesse, avec leur faible influence sur les valeurs de V.
La lenteur croissante avec laquelle change W quand R, R', R", . ■ - grandissent, conduit à penser que, même en portant ces variables jusqu'à l'infini ou en atténuant leurs inverses h' u7» Dï ' " ' jusqu'à zéro, on ne ferait varier V que d'une quantité finie ; car il doit y avoir un certain degré d'éioignement au delà duquel, à en juger par le sens commun, l'influence réciproque de
deux corps sur leurs états respectifs doit rester désormais inappréciable. Or, la foQctioD V étant supposée, dans ces conditions, finie et bien continue même pour R, R', R", . , . infinis, ou pour ^, g, , g;) ■'■ nuls, il est naturel que ses très faibles accroissements, corrélatifs auï petits changements, à partir de zéro, de ses variables piKV'ni' ■■■' s'expriment à la manière d'une simple différentielle totale, ou soient de forme linéaire par rapport à => p^,< jp, Ces inverses, en effet, s'y trouveront presque nuls, comparativement aux valeurs en quelque sorte normales (comme -y pour lesquelles se produisent les principales variations de V, regardée comme dépendant de tous les inverses analogues des distances intermoléculaires.
Donc, si nous appelons *, fonction inconnue de r, t^, i", . , ., ce que deviendrait l'énergie potentielle V du système pour R, R', R', . ., infinis, et — B, — B'. — B*, .. . des coefficients dépendant peut-être aussi de r, r', r", nous pourrons poser
Il en résulte, pour l'action réciproque des deu\ points éloignés dont R est la distance, et pour celle des deux points très proches que sépare seulement une distance imperceptible r, les valeurs respectives
rfR ^ Rï ' dr " dr R dr R' dr '
Ou voit que, si B dépend effectivement de r, r', >•", .... la distance R, relativement très grande, influera d'une petite quantité — rf~ r' pi'Oportionnelle à son inverse ^, sur l'action mutuelle -y— des deux points très proches reliés par la droite r, tandis que, sur la propre action mutuelle ^^ des deux points qu'elle relie, elle n'inilue que proportionnellement au carré, incomparablement plus
faible, de celinverse = - Or ilo'est pas naturel quel'exislenced'un couple de points dont chacun fait naître sur l'autre, suivant leur droite R de jonction, des accélérations si minimes, en détermine, ou sur un de ces points, ou sur d'autres n'appartenant pas même au couple, d'incomparablement plus grandes suivant une autre droite, /■, de jonction. On doit donc supposer nulles les dérivées comme -3-, -j-i ■ ■ ■) ou admettre que B, B', B", ... sont de simples coefficients constants.
26. — Éléments historiques qui semblent svoir complété la même dépendance, ou la spécification des lois de la pesanteur, dans notre système solaire.
Il faut observer d'ailleurs que nous nous bornons, presque toujours, à l'étude de corps faisant partie d'un même système solaire, dont le passé a probablement compris une longue période d'élaboration pendant laquelle sa matière, très disséminée, ou dite à l'étal de nébuleuse , ne devait guère être soumise qu'à ces forces de pesanteur. Or une pareille matière se serait évidemment dispersée dans l'espace, au lieu de se condenser, comme elle a fait, en corps de masses perceptibles sous des volumes restreints, si les accélérations réciproques des points matériels du système s'étaient trouvées dirigées à l'opposé des droites de jonction R, et non suivant ces droites, ou, en d'autres termes, si les actions mutuelles -js = pj avaient été des répulsions, et non des attractions.
Ces actions sont donc tenues, au moins dans un s)'stème comme celui que nous connaissons, d'être attractives, et de constituer par conséquent, en chaque point de l'espace occupé par lui, sur la matière palpable qui peut s'y trouver, ce qu'on appelle la pesanteur, c'est-à-dire une gravitation vers les autres points. Ainsi les coe/- Jicients B y sont positifs.
Mais il fallait de plus que, dans toutes les .situations relatives susceptibles de se produire et qui ont eu bien le temps de se réaliser, il y eût parité des accélérations imprimées par la pesanteur aux divers atomes de la nébuleuse réunis en un même endroit ; car des accélérations tant soit peu différentes les auraient bientôt séparés. Par suite, dans chaque région de l'univers, comme est celte qui
comprend tout notre système solaire et peul-ètre même stellaire, il n'a dû rester définitivement ensemble, pour participer désormais aux mêmes mouvements généraux, que de la matière sur laquelle les accélérations produites par les forces jd = ^ sont constantes en un même endroit ou aux mêmes distances R de l'ensemble des corps. Or une telle égalité de pesanteur implique évidemment la proportionnalité des forces en question, ^> aux masses sollicitées par elles, quelle que soit la nature chimi(/ue de ces masses.
Ainsi, quand on passe des actions' exercées sur un point par ceux qui en sont sensiblement éloignés aux actions analogues exercées sur un autre très voisin du premier, le coefficient B varie dans le simple rapport des masses de ces deux points ; d'où il suit que ce coeiïlcient est proportionnel, quelle que soit l'espèce du point attiré, à sa masse m. Or il résulte alors de la parité de la réaction à l'action qu'il l'est de même à la masse m' du point attirant ; car, dans les couples que forme un même point avec divers autres, ceux-ci, attirés par lui proportionnellement à leurs ma&ses, l'attirent à leur tour avec les mêmes intensités.
Par conséquent, en appelant k un coefficient positif, unique pour toute la matière qui nous est connue ou qui accompagne notre système planétaire, et m, m' les masses d'un couple quelconque de points situés à une distance perceptible R l'un de l'autre, la seule partie de la fonction des forces W qui dépende de R sera —^ — ; et la fonction V aura la forme
■ri kmm'
le signe S a'étendant à tous les couples de points du système dont les droites R de jonction sont d'une grandeur accessible à nos mesures.
27. — Lois de la pesanteur auxquelles conduisent les réflexions prAcédentes, «t que l'observation a fait connaître; cavité.
On déduit d'abord de la formule (9), pour l'action mutuelle -jk
de la distance et proportionnelle aux masses; d'autre part, pour la pesanteur, résultante de toutes les actions pareilles exercées sur un même point et divisées par sa masse, ou accélération que leur ensemble imprime aux corps, une valeur constante, à un moment donné, en chaque endroit de l'espace, et lentemenl variable d'un endroit à l'autre, ou fort peu dans des régions même très étendues- En effet, les actions qui y dominent sont exercées d'assez loin pour n'être pas modifiées sensiblement par un déplacement modéré.
A la surface de la terre, cette accélération prend le nom de gravité, après qu'on lui a fait subir une légère modification (dont nous n'avons pas à parler autrement ici) pour permettre de raisonner à fort peu près, dans l'étude des mouvements ou lents ou médiocrement rapides que nous oflrent, par rapport à des axes liés BU sol qui nous porte, les objets du monde terrestre, comme si ce sol ou plutôt l'ensemble de notre globe était lîxe dans l'espace.
L'expérience montre qu'elle a alors ses valeurs (représentées par g) assez peu différentes partout, près de la surface, de 9*", 8, les unités de longueur et de temps étant le mètre et la seconde, et qu'elle se trouve, en chaque endroit, très sensiblement constante non seulement quant à la grandeur, mais aussi quant à la direction, indiquée par le^^ aplomb (<). Multipliée par la masse des divers corps terrestres, cette accélération g exprime l'action de la gravité sur eux, ou ce qu'on appelle leur poids; et l'on sait que cette action s'évalue pratiquement, sans mesurer le nombre g, eu utilisant des phénomènes d'équilibre offerts par les balances.
{') Toutefois, cette double constance de l'accélérBLioD g en chaque endroit du globe n'est vraie, bien entendu, que dans la mesure où se conserve le mode de répartition, avec les dimensions, de la masse terrestre, et où même son mouvement autour de son centre de gravité se trouve réductible i une rotation uniforme autour d'un aie fixe dans son intérieur.
Elle n'est vraie aussi qu'abstraction faite de légères perturbations sans cesse variables avec les positions de la Lune, du Soleil et même des planètes par rapport à la région considérée, pertnrbalions tenant à la très faible différence des petites accélérations imprimées par les astres aux objets qui occupent cette région et au corps même de [a terre qui porte les aies coordonnés : elle» demeurent, du reste, tout i fait insaisissables â l'observation, sauf dans les changements de forme de l'Océan qui constituent les marées.
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!, dynamomètres, dans lesquels elle est mise en comparaisoD directe avec le kilogramme, poids d'un décimètre cube d'eau qui devient ainsi, non seulement l'unité de poids, mais enencore, par suite, l'unité de force.
Quoi qu'on puisse penser des inductions théoriques précédentes, tout le monde sait que l'étude des phénomènes comparés de pesanteur à la surface ou autour de la Terre, jusqu'à la Lune inclusivement, et dans les mouvements des planètes, a conduit d'abord Newton, puis les astronomes et mécaniciens ses successeurs, à affirmer l'esactitude physique de ces lois d'attraction, évidemment équivalentes à la formule précédente (9).
28, — Différence de l'éther lumineux impondérable d'avec la matière planétaire ou stellaire : comment il peut Atre soustrait i la
Observons enfin que, dans notre tentative pour y motiver deux circonstances importantes, savoir le sigae positif da coefficient B et son expression simple kmm', nous avons eu à faire intervenir un élément historique, savoir une sorte de sélection, un véritable triage, effectué pendant les premiers temps de la période d'élaboration de notre système solaire, et qui n'aurait permis à ce système d'entraîner définitivement, dans ses mouvements à travers l'espace, que des matières pour lesquelles les deux circonstances dont il s'agit auraient été réalisées d'elles-mêmes. Donc, en fait de matière palpable, ou assez massive pour être directement perçue par nos sens, et qui soit en même temps située à notre portée, il n'y a sans doute que des corps également pesants à masses égales.
Mais l'uniformité de pesanteur que nous y constatons n'étant pas nécessairement, comme on voit, une loi physique universelle, rien n'empêche de concevoir, à côté de ces corps, qui comprennent notre Terre et tous les astres, ou du moins ceux du système solaire, une matière d'une autre nature, pour laquelle on aurait B ^ o, et qui, par conséquent, ne pèserait pas. Cette matière, ainsi soustraite à toute accélération dépendant des corps éloignés, pourrait rester immobile dans l'espace, si elle était, en outre, assez ténue, c'esL-à-dire assez raréfiée, pour ne pas gêner d'une manière appréciable les mouvements des corps célestes.
mais passer librement dans les intervalles compris entre les groupes d'atomes ou de points matériels dont ces corps sont formés, bien mieux que l'eau d'un lac, très massive malgré sa fluidité, ne passe à travers un filet à larges mailles qu'on y promène. Et ce défaut de résistance la rendrait incapable d'aOecter notre toucher à la manière des corps beaucoup plus denses.
Ainsi se comprendraient à la fois les deux faits de Vexistence, et de [^immobilité complète ou presque complète dans l'espace, d'un éther sans pesanteur mais non tout à fait sans masse, dont les phj'siciens ont besoin pour expliquer, par d'imperceptibles vibrations que propagent ses actions interatomiques exercées aux plus petites distances imaginables, tous les phénomènes de lumière et de chaleur rayonnante ( < ).
(') La mani^m dont nous avons essayé d'expliquer l'uniformité de la pesanteur laisse également le champ libre pour les teolativea de théorie que l'on pourrait donner de ces modifications considérables, mais accidentelles, du poids des corps, qui constituent les actions électrostatiques, et auxquelles s'étendent les lois newtonïennes, sauf la constance de k (en grandeur et en signe) pour toute la malière. Maïs nous n'avons pas l'intention de nous occuper ici des phénomènes soi l électriques, soit magnétiques, restés jusqu'à présent une énigme, et dont la tendance actuelle serait plutôt de rendre compte par des actions moléculaires ou des pressions d'une espèce particulière.
ÉNERGIE POTENTIELLE LNTERNE. ACTION MOLÉCULAIRE
29. — Division de l'énergie potentielle en énergie de pesanteur et en une autre partie, 4>, où n'entrent que des distances imperceptibles ; données d'expérience touchant les actions moléculaires, qui sont les dérivées partielles de cette seconde partie -P.
L'énergie potentielle ^ étant ainsi déterminée quant à sa partie, — V — jT — > qui dépend des distances R de grandeur sensible, ou que l'on peut appeler énergie potentielle de pesanteur, il resle à s'occuper de son autre partie *, où entrent seulement des distances mutuelles imperceptibles r, >', r", ... des points du système, et dont les dérivées partielles -j- ;r— : sont les forces
ordinairement qualiiîées d'actions moléculaires, comme il a été déjà dit.
Une chose évidente pour le sens commun, du moins après l'observation des phénomènes les plus vulgaires, est que l'action réciproque -p: de deux points, situés dans un même espace d'un rayon égal à celui d'activité des actions moléculaires, ne peut pas plus (ni même autant) dépendre des droites de jonction de points situés dans tout autre espace analogue, que des droites de grandeur appréciable les reliant à ceux du premier. Par conséquent, ■-T- n'est fonction que de la droite de jonction correspondante r, et, peut-être aussi, de celles qui l'avoisinent, dans le rayon imperceptible (de l'ordre des plus grandes droites r) appelé rayon d'activité des actions moléculaires.
30. — Proportionnalité de Ift fonction 4>, toutes choses égales â'aillenrs, A la masse on an volmne.
Or, imagiaons que l'on divise loute la matière du système, au Dio^'en, par exemple, de trois familles de surfaces, en parties ne s'entremélant pas, du moins pendant un temps de durée sensible, et occupant ainsi des volumes juxtaposés, que nous appellerons éléments de volume, de dimensions très petites, mais pourtant
plus grandes sans comparaison que les dislances r, r', r" Les
droites de jonction imperceptibles, comme r, /■', i-", ... qui traverseront la surface d'un volume élémentaire, et même toutes celles qui s'en trouveront assez voisines (bien que situées dans le volume) pour que le^ actions mutuelles des points reliés par elles puissent être influencées par la présence de la matière extérieure, seront évidemment en nombre insignifiant , à calé des autres distances des points intérieurs très proches remplissant le volume. Et l'on peut en dire autant pour tous les éléments de volume juxtaposés qui composent le corps.
Si donc on considère la variation, -T-_rf/ -H j— ,(//■-!- .., éprouvée d'un instant à l'autre par la fonction ■&, ses termes ayant en facteur la différentielle des droites de jonction coupées ou presque atteintes par la surface séparative de deui volumes élémentaires pourront être ou supprimés, ou modifiés dans un rapport fiai quelconque, sans erreur appréciable, à moins que quelque circonstance extraordinaire dont nous ferons abstraction, comme serait, par exemple, une destruction mutuelle presque totale des autres termes, ne compense la petitesse relative du nombre de ceux que l'on supprime ou change de la sorte.
Par conséquent, la différentielle totale rf* se compose, sauf erreur négligeable, des valeurs qu'elle aurait séparément dans les diverses parties en lesquelles on a divisé le système, si chacune de celles-ci, qui comprend toute la matière occupant un même petit espace, existait seule, maïs continuait à présenter les configurations successives de ses points qu'elle affecte dans le système. Et il suit immédiatement de là, en intégrant cette somme de différentielles totales exactes, que, sauf une constante arbitraire, la fonction * est la somme des énergies potentielles que posséde-
raicDt, isolées, toutes ces parties d'étendue presque imperceptible. Autrement dit, la fonction * est, toutes choses égales d'ailleurs, proportionnelle à la niasse ou au volume des corps dont elle donne, par ses dérivées du premier ordre, les actions moléculaires,
31. — Raison de la dénomination d'énergie potentielle interne donnée à cette fonction 4> ; autre manière de reconnaître sa proportionnalité i la masse ou au volume.
On peut donc, s'il y a, par exemple, parité ou uniformité d'état physique dans des étendues sensibles, rapporter les valeurs de * à l'unité de ces espaces, en un mot, diviser celte fonction en parties correspondant séparément aux diverses portions de la matière, ou leur appartenant en propre. De là le nom d'énergie potentielle interne, attribué à la fonction 4>, par opposition à l'énergie potentielle de pesanteur — \ — 5 — > laquelle, expression de rapports entre corps (ou fragments de corps) éloignés, se trouve être extérieure à cbacun d'eux.
On arrive à la même conséquence, de la proportionnalité de * à la masse quand il y a parité de l'état physique autour de chaque point, en groupant d'une manière simple les termes
dont se compose la dilTérentielle de ^ relative à un changement élémentaire de configuration. Nous pourrons, à la condition de prendre ensuite la moitié du résultat total, compter deux fois chacun de ces éléments, savoir une première fois en nous occupant de l'un des deux points matériels que joint la droite correspondante /', et une seconde fois en nous occupant de l'autre. Alors il y aura autant de termes, de la forme -r-. dr, relatifs à un même point matériel quelconque du système, qu'il existera d'autres points dans le voisinage de celui-là, à l'intérieur d'une sphère l'ayant comme centre et décrite avec le rayon d'activité des actions moléculaires. Ces termes, dont nous désignerons l'ensemble par S-^dr, ne dépendront d'ailleurs que des deux états consécutifs
E SUPERFICIE
de la matière dans la même sphère. Il faudra évidentmerit ajouter ensuite toutes les sommes analogues, se rapportant, chacune, à un des points du système, puis enfin prendre la moitié du total général. Et, si une infînité de changements élémentaires se succèdent, la variation intégrale fd^ de l'énergie potentielle interne sera de même la demi-somme de toutes ces expressions partielles S-r-.dr intégrées séparément, c'est-à-dire remplacées par / S-j-dr, expression où le signe ^l'indique la sommation efTectuée des valeurs successives de S-r-dr pour un même point matériel.
Donc, à une constante arbitraire près qui dépend du premier éiat considéré, * se compose de parties relatives, chacune, à un des points du système, et pareilles pour tous les points autour desquels les circonstances auront été les mêmes dans une étendue imperceptible ; ce qui rend bien la valeur de 4> pour l'ensemble de ces points proportionnelle à leur nombre, ou à leur masse totale.
32. — Cette proportionnalité n'eit cependant pas absolue : <»s exceptionnel où la fonction <l> comprend une partie sensible proportionnelle à la surface, en outre de celle qui l'est au volume.
Mais on voit toujours qu'il faut pouvoir faire abstraction de ceux, avoisinant des surfaces, qui se trouveraient dans des conditions plus ou moins exceptionnelles quant à la manière dont ils seraient entourés d'autres points.
De fait, si, comme on peut parfaitement te concevoir dans le calcul de "P, les éléments de volume, de grandeur presque imperceptible, en lesquels on divise fictivement un corps, avaient, une fois séparés les uns des autres, leur matière artificiellement maintenue groupée comme elle l'est quand ils se touchent, ce n'est probablement pas la suppression des termes -r- dr relatifs aux droites de jonction r coupées par les surfaces de ces éléments, non plus que les changements de grandeur éprouvés par les termes analogues se rapportant à des droites de jonction comprises dans une couche contiguc d'une épaisseur égale au rayon d'activité des actions moléculaires, qui pourraient modifier d'une manière appréciable l'évaluation de ■& pour tout le système ou pour un de ses
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fragments. Mais, en réalité, les conditions particulières dans lesquelles se trouve la matière contiguë à une surface effective peuvent j produire un état spécial, se propageant vers l'intérieur jusqu'à des distances très supérieures à ce rajon d'activité, quoique presque (sinon tout à fait) inappréciables; et l'on conçoit qu'alors la fonction * comprenne, outre un terme de l'ordre de la masse ou du volume, propre à exprimer l'énergie potentielle interne delà matière intérieure, un second terme, quelquefois appréciable, de l'onlre de la sur/ace, pour exprimer l'énergie potentielle interne des couches minces de matière possédant cette constitution spéciale, et dont l'ensemble est appelé la couche superficielle Aa corps.
33. — I>a dénomination d'énergie potentielle interne suppose que la pulvérisation de la matière ne soit pas poussée trop loin.
On voit que, tout en justifiant d'ordinaire son nom d'énergie potentielle interne, c'est-à-dire d'énergie répandue dons les diverses parties du système, et qui s'y retrouverait en détail si l'on venait à les séparer, la fonction 4> n'est pas toutefois, d'une manière absolument rigoureuse, décomposable entre ces fragments, dont il ne faudrait pas pousser trop loin la pulvérisation. Et cela se conçoit, puisqu'une telle décomposition oblige à supprimer
de sa différentielle tous les termes de la forme —r- dr relatifs aux dr
imperceptibles droites r de jonction coupées par la surface de séparation de deux fragments, et reliant un point de l'un à un point de l'autre.
34. — Hypothèses plausibles sur les actions moléculaires ou exercées aux distances imperceptibles.
Les propriétés précédentes de l'énergie potentielle interne *, basées sur celle dont jouit sa dérivée, -j-^ par rapport à une droite quelconque de jonction r imperceptible, de n'être pas" fonction des autres droites analogues qui en sont éloignées d'une manière appréciable, s'expliquent d'elles-mêmes quand on admet, comme on le fait souvent, que l'action réciproque de deux points ne dépend, pas plus aux petites distances qu'aux grandes, des droites
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de joDction autres que ia leur. Cette hypothèse réduit, en effet, T-^i daas tous les cas, à une simple focclion /{/") de la variable unique r (ou R) ; et elle rend, dans chaque couple de points matériels, le rapport des deux points aussi simjile quand il y a un nombre quelconque de ces couples, que lorsqu'il n'y en a qu'un.
Alors les sommes S -;- dr considérées tout à l'heure, ou relatives
dr '
à chaque point en particulier, sont séparément et en toute rigueur
des différentielles exactes ; car, la dérivée -j- avant la forme simple
/(/■), chaque somme S -t- dr devient dSf/{r)dr.
Mais voyons comment il faudra, dans l'hypothèse simple dont il s'agit, supposer variable avec leur droite de jonction r l'action réciproque /(r) de deux points matériels, c'est-à-dire de deux atomes, pour se rendre à peu près compte des phénomènes qui se produisent au contact (physique). Quoiqu'on n'en connaisse pas l'expression, certainement plus complexe que celle de la petite attraction newtonienne à laquelle cette action se réduit aux
distances sensibles R, on peut cependant regarder comme certain qu'elle change de signe une ou plusieurs fois, de manière à être négative on répulsive a.ui plus petites distances r, positive ou attractive aux moins petites; et que, de plus, dès que r grandissant tend à devenir sensible, elle décroit très rapidement, au point de s'être déjà, comparativement, comme évanouie ou réduite presque à rien, dès que r commence à être mesurable pour nous et même dès que la forme asymptotique — — devient tant soit peu propre à représenter la fonction _/'(r).
C'est ce que nous allons reconnaître, en commençant par établir que l'action moléculaire est répulsive aux plus petites distances et peut changer de signe plusieurs fois.
33. — Ces actions doivent Atre répulsives et indéfiniment croissantes aux pins petites distances, pour expliquer l'impénétrabilité. Répulsions et attractions chimiques ou interatomiqaes ; répulsions et attractions physiques ou intermoléculaires.
D'une part, en effet, puisqu'on admet que les vitesses, même dans les chocs, varient avec continuité, et que nul conuct géo-
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métrique (c'est-à-dire absolu) entre corps ou entre atomes ne se produit jamais, c'est, aux plus petites distances, la répulsion, et une répulsion indéfiniment croissante quand la distance tend vers zéro, qui, seule, peut maintenir distincts les atomes et conserver aux corps un certain volume apparent, tenir lieu, en un mot, de ces pressions de surface conti'C surface, de cette impénétrabilité, que l'imagination ferait admettre entre des corps se heurtant, si l'on rejetait la continuité de variation des vitesses.
D'autre part, les imperceptibles assemblages d'atomes que fes chimistes appellent des molécules, et qui, doués de stabilité, souvent même très résistants, se présentent à côté les uns des autres, en nombre incalculable, exactement pareils dans toute l'étendue d'un corps composé ou même d'un corps chimiquement simple, ne se produiraient évidemment pas, si, à des dislances de l'ordre de grandeur deleurs dimensions, l'action /(r) n'étaitpas devenue attractive pour contrebalancer les répulsions exercées à des distances moindres. Ainsi l'action /(/■), négative ou répulsive, et extrêmement grande, pour les plus petites valeurs de r, s'annule et devient attractive à la distance où se produit l'équilibre chimique de deux atomes, alors qu'ils se groupent statiquement pour former une molécule.
Or, outre l'équilibre propre ou intérieur de la molécule, il j a cet équilibre, de molécules agissant à des distances très supérieures aux dimensions de l'une d'elles, qui constitue les états liquide et solide, états dont la stabilité exige entre atomes, tout a la fois, des répulsions aux plus petites distances intermoléculaires, pour s'opposer à un rapprochement plus grand des molécules que forment ces atomes, et des attractions à des distances moins faibles, pour produire la cohésion ou, tout au moins, limiter l'expansion d'une particule matérielle, de grandeur sensible, supposée placée dans le vide; car, par exemple, une couche d'un liquide non volatil devrait s'}' dissiper en un instant sans ces attractions, alors qu'elle s'y constitue dans un état d'équilibre.
Peut-être même y a-t-il plus encore, du moins à l'état solide. On dirait que les molécules chimiques s'y trouvent groupées en associations complexes, en molécules intégrantes, bien plus étendues que chacune d'elles, et dont le mode d'agrégation, variable à la suite des déformations persistantes que peuvent produire cer-
laines causes énergiques, caraclérîserail les diverses structures, cristalline, fibreuse, etc. La cohésion résulterait alors justement des actions mutuelles de ces molécules intégrantes, ou plutôt de tous les atomes qui les composent.
36. — Multiples valeura de la distance de deux atomes, pour lesquelles s'annule leur action mutuelle; rajon d'activité des actions chimiques on atomiques.
Donc, lorsque la distance r excède dans un rapport notable les dimensions d'une molécule chimique, ou ce qu'on pourrait appeler te rayon d'activité des actions chimiques (entre atomes), au delà duquel commencent les actions physiques {entre molécules), la force /(/■), qui s'était déjà annulée pour la valeur de *■ correspondant à l'équilibre chimique des deux atomes, doit, de nouveau, changer de signe, de manière à se trouver négative ou répulsive quand r atteint la distance des molécules d'un liquide les plus voisines, pour s'annuler une troisième fois à la distance de l'équilibre physique de deux molécules, el redevenir enfin positive dès que cette situation d'équilibre physique est dépassée.
On peut justement prendre comme rayon d'activité des actions chimiques la distance où I'action_/'(-/), après avoir été positive ou attractive, s'annule el redevient négative. A celle distance, en effet; les deux points sont évidemment en équilibre instable, puisque le moindre rapprochement y provoque une tendance de chacun des deux vers l'autre, et, le moindre écartement, une tendance opposée; de sorte que l'équilibre instable dont il s'agit marque, en quelque sorte, la limite séparative des deux domaines chimique etphysique.
Enfin l'existence des diverses conlexlures que présentent les solides, explicable par un groupement en molécules intégrantes, semble même indiquer plusieurs dislances différentes produisant l'équilibre physique; car autre chose est l'équilibre propre de chaque molécule intégrante et autre chose l'équilibre du système formé par deux ou plusieurs de ces molécules. Donc, pour r grandissant de zéro à l'infini, la fonction continue /(r) passerait plus de deux fois du négatif au positif, avant de devenirdéfinitivemeni positive, et puis inversement proportionnelle à r' ou à R*, comme on constate qu'elle l'est aux distances R appréciables.
37. — Bayon d'activité des actions physiques et des actions dites de contact ; possibilité de négliger les actions de pesanteur exercées aux petites distances.
D'ailleurs, la dislance où/{r) a déjà assez décru, et où la rapidité de son décroîssement s'est déjà assez ralentie, pour que commence à se produire, même grossièrement, celte proportionnalité de l'action à l'inverse de /■* ou R* peut être prise pour le rayon d'activité des actions moléculaires, c'est-à-dire pour la limite au delà de laquelle il n'y a plus de contact physique, plus d'effet sensible local, ou émanant d'une petite quantité de matière et non de grandes masses très étendues ; car les effets de pareilles actions i nverses de r*, bien que produits à des distances encore imperceptibles, se fondent dans ceux de la pesanteur sans les modifier sensiblement et restent ainsi inaperçus.
11 suffit, pour le reconnaître, de considérer l'attraction exercée dans l'hypothèse newtonienne, sur une molécule, par toute la nialière située relativement à elle d'un certain côté quelconque, ou comprise à l'intérieur d'un cfine aigu ajant cette molécule pour sommet.
Si l'on désigne par w le petit angle solide du cône, angle que mesurera la portion interceptée de surface sphérique décrite de son sommet comme centre avec un rayon égal à l'unité, la molécule en question sera attirée, par la couche de matière située dans le cône entre les distances r, r + dr du sommet, ou ayant pour volume lar^dr et une masse numériquement comparable à ce volume, avec une force, d'ailleurs inverse de r*, dont la valeur totale sera évidemment de l'ordre de -j(<Dr*rfr) =i wrfr; et, par conséquent, cette attraction ne se trouvera pas plus grande que celle des couches de la même épaisseur dK =^ dr situées dans le cône à des distances sensibles quelconques R. Or ces dernières couches sont plus nombreuses, sans comparaison, que les précédentes, contiguës ou presque contiguës au sommet; et l'on voit bien, en répétant le même raisonnement pour tous les cônes analogues, que l'attraction newtonienne totale de la matière avoisinant la molécule considérée n'est, pour ainsi dire, rien à côté de celle qu'exerce sur cette molécule la matière éloignée.
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Il esl vrai que, aux très petites dislances r, l'hi,' po thèse, introduite dans notre calcul, de la continuité en étendue de chaque couche attirante, ou plutôt de sa parité (quant à l'ordre de grandeur) au volume tùr^dr qu'elle occupe, n'est pas aussi pennise qu'aux grandes dislances R; car, en se représentant la niasse de chaque iao\écti\e,Jicthement disséminée dans tout l'espace internioléculaireenvironnant,arinde pou voirfaircles sommations comme pour une matière continue, on altère les distances /• et, par suite, les résultats, dans des rapports d'autant plus grands que r est plus petit ou comprend moins de fois l'intervalle de deux molécules voisines. Mais ces rapports ne seraient très considérables, au point de changer l'ordre de grandeur du résultat, que pour les molécules les plus proches de la proposée. Or il n'y a pas lieu de s'en occuper ici, le calcul actuel n'étant relatif qu'aux distances, très supérieures à l'intervalle de deux molécules voisines, où les actions moléculaires sont seulement de l'ordre de celles qu'exprimerait la formule de Newton.
On peut, d'après cela, regarder les actions dites moléculaires, ou actions physiques, et, à bien plus forte raison, \e% actions chimiques, comme n'existant pas aux distances où la loi newtonîcnne commence à s'appliquer. Elles ne s'exercent que dans des rayons bien plus imperceptibles.
38. — Explication, par les actions moléculaires, de divers phénomènes, et, d'abord, de la non-adhésion des solides qui se touchent.
. Ces quelques idées, malheureusement un peu vagues, sont tout ce qu'on a pu, jusqu'à ce jour, établir de vraisemblable sur les actions moléculaires. Elles permettent de se rendre assez bien compte de phénomènes avec lesquels une longue habitude nous a
I familiarisés, mais dont l'explication reste délicate.
Tel est, en premier lieu, le fait de deux solides contigus, qui exercent l'un sur l'autre d'énergiques répulsions, indiquant un rapprochement supérieur à celui ou entrent eu jeu des attractions considérables, et qui, cependant, ne manifestent aucune cohésion mutuelle, ou se séparent sans que ces attractions se fassent sentir, de manière à rester distincts, à garder chacun leur individualité. Imaginons, en etTet, pour fixer les idées, qu'un solide pesant
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soit déposé sur un sol horizontal ; et demandons-nous comment il , peut, sans y adhérer, s'y mainteuir en équilibre. Il s'en approche pourtant bien assez, comme il vient d'être dit, pour que des attractions se développent entre eus ; puisque le sol exerce en somme sur ce corps une répulsion qui l'arrête dans sa chute ou qui neutralise l'accélération produite sur lui par la pesanteur, et puisque, d'autre part, les répulsions moléculaires ont lieu à des distances plus petites que les attractions analogues, destinées qu'elles sont à empêcher un trop grand rapprochement, de même que les attractions à empêcher les trop grands écartements. 11 y a donc lieu de chercher pourquoi le rapprochement du corps et du sol, suffisant pour faire naître des répulsions énergiques, ne développe pas, à plus forte raison, des attractions équivalant à une adhérence sensible, et capables de retenir le corps dès qu'en le soulevant légèrement on fera disparaître les répulsions.
L'explication se trouve dans ce fait, que les répulsions sont, à masses égales, beaucoup plus grandes que les attractions. Pour le concevoir, imaginons, par exemple, un solide à l'état naturel, c'est-à-dire non comprimé ni tiré ; ce qui signifie que, si l'on mène à son intérieur un plan quelconque et si l'on considère les actions moléculaires exercées par la matière située d'an côté de ce plan sur celle qui est de l'autre côté, leur ell'et total est nul, ou que ces deux quantités de matière ne s'impriment en somme, l'une à l'autre, aucune accélération. Or, parmi les forces dont il s'agit, !es répulsions sont produites seulement par une couche jnînce de molécules contiguës au plan, sur une couche pareille adjacente, tandis que les attractions, exercées de plus loin, sont incomparablement plus nombreuses sur chaque molécule de cette dernière couche, et s'étendent en outre à bien d'autres couches moins rapprochées du plan. Donc les attractions ont besoin de s'exercer entre des quantités de matière beaucoup plus grandes que les répulsions, pour les neutraliser.
Cela posé, notre corps Eolide, placé sur le sol et toujours plus ou moins rugueux comme celui-ci, n'est en contact physique avec lui que par des saillies ayant de grandes courbures. Autour du point de contact de chaque plan tangent (apparent) commun, les répulsions, exercées de très près, sont presque en aussi grand nombre que si les surfaces du corps et du sol y étaient planes
(car les écarts de celles-ci d'avec le plan tangent y sont négligeables), tandis que les attractions, ne se produisant qu'entre molécules moins rapprochées, dont l'une au moins sur deux est quelque peu éloignée du point de contact, et n'ayant pourtant de valeur sensible qu'à des distances Lien plus faibles que les dimensions des rugosités, sont loin de s'exercer en atissi grand nombre que dans le cas où les surfaces en question seraient planes. Les attractions se trouvent donc très insuffisantes pour contrebalancer les répulsions, et aucune cohésion ne se produit.
39. — Deuxièmement, adhérence entre Boliâes, établie par de fortes presBiouB momentanées.
Il n'en serait évidemment plus de même, si une pression énergique rapprochait assez les deux solides pour qu'il n'y eût entre eux que peu de vides sensibles; alors les attractions entreraient en jeu au même degré que les répulsions et le corps adhérerait au sol. C'est ce que prouvent de remarquables e\périences, celles, par exemple, de M. W. Spring, qui, en comprimant fortement des poussières de nitrate de potassium et de sodium, de la sciure de bois, etc., a obtenu des blocs durs, très résistants, plus compacts que ceux que donnait la fusion (quand elle était possible) et, parfois, translucides même (').
40. —Troisièmement, inBuffisance du simple contact physique pour déterminer les combinaisons cilimiques ; énormes Tslenrs des forces enjeu dans ces combinaisons.
Les répulsions considérables auxquelles se réduit presque l'action des particules, en contact physique, de deux solides à surfaces plus ou moins rugueuses, peuvent rendre très difficile un rapprochement, entre leurs molécules les plus voisines, sufGsanl pour mettre en jeu leurs actions chimiques réciproques, dont le rayon d'activité n'est sans doute comparable qu'aux dimensions mêmes d'une molécule chimique.
') Bulletin de l'Académie Hoyate des Sciences, des Letties I de Belgique; i" juin 1878, t. XLV, p. y,6, et 11 mai
efiis nr.e actio\s chimiques. ^9
Ainsi s'explique l'adage des chimistes « corpora non agunt, nisi soluta », eu vertu duquel les changemeuts iniimes de composition exigent, pour se produire dans un mélange non comprimé, que l'un au moins des corps en contact soit liquide ou gazeux, à l'exception peut-être de quelques cas singuliers dont UD examen attentif permettrait vraisemblablement de se rendre compte. Il serait, par exemple, à cet égard, curieux de voir si un morceau de sodium, posé sur un bloc de glace, le décomposerait à une température assez basse pour que le bloc ne dégageât [jas de vapeur d'eau en quantité sensible. On conçoit d'ailleurs que la fluidité de l'un des corps entrant dans un mélange, et même celle de plusieurs, ne suflise pas toujours pour en opérer le rapprochement au degré qu'exige la mise en train d'une réaction; et qu'il j faille encore, par exemple, des cbocs, une agitation appropriée, principalement sous la forme de vibrations calorifiques, lumineuses, sonores même, etc.
Observons à ce sujet que les attractions chimiques entre atomes, s'exerçant à des distances beaucoup plus faibles que les répulsions physiques, sont probablement plus grandes qu'elles, et que les répulsions chimiques entre les mêmes atomes, répulsions qui contre-balancent les attractions chimiques dont il vient d'être parlé, quoiqu'elles ne s'exercent qu'à des distances moindres, doivent être bien plus considérables encore. D'ailleurs, il faut
que, en général, les forces chimiques, dérivées -^ de l'énergie potentielle interne par rapport aux plus petites droites de jonction r de points matériels, soient excessivement grandes, presque infinies en comparaison de la pesanteur. Sans cela, les imperceptibles rapprochements ou écartements d'atomes zp \r qui constituent les phénomènes de combinaison et de décomposition ne pourraient pas déterminer les variations énormes de "!> et, par suite, les considérables dégagements ou absorptions de demifurce vive, que mesi\rent, quand cette demi-force vive ne consiste qu'en une agitation invisible, les chaleurs émises ou absorbées lors de pareils changements de la constitution moléculaire d'un mélange.
Les oscillations que présente l'action /(R) ou /(/■) de deux atomes, quand on y fait décroître la distance U ou f de l'infini à B. — Leçons synlketigues. 4
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zéro, paraissenl donc avoir de plus en plus d'amplitude, dans le sens des ordonnées y de la courbe y ^f{r) représentant y(r), à mesure qu'elles se resserrent davantage dans le sens des abscisses r; en sorte que les valeurs successives les plus petites de celte fonction f représentent les attractions s'exerçant aux distances R sensibles, et qu'au contraire les valeurs les plus grandes, infinies même, expriment les répulsions que ferait naître un contact matbématique des deux atomes, s'il était réalisable. Ce mode de variation de f{r) n'a rien d'invraisemblable ni même de compliqué.
CINQUIÈME LEÇON
PRINCIPES DE LA CONSERVATION DES QUANTITÉS DE MOUVEMENT ET DE LEURS MOMENTS, POUR UN SYSTÈME MATÉRIEL INDÉPENDANT 00 SANS RELATIONS EXTÉRIEURES.
41 . — Existence de six combinaisons des équations générales de la Dynamique, d'où sont éliminées les actions et réactions mutuelles.
Dans l'étude des mouvements intérieurs de chaque espèce de corps (fluides, solides, plastiques ou pulvérulents), nous suppléerons au défaut de données précises sur la constitution intime de ces corps et sur leurs actions moléculaires, par l'utilisation de quelques propriétés spéciales ou de quelques faits, toujours fort simples, que l'expérience nous indiquera comme caractéristiques de l'espèce considérée et qui seront, en quelque sorte, eu égard du moins à l'état actuel de nos connaissances, la défînilion même de la classe de corps ou de phénomènes les présentant. Mais de pareils faits ne sufiGraient pas pour mettre les problèmes en équation, sans deux grands principes généraux, d'une application continuelle, dits des quantités de mouvement et des moments, qui se déduisent des équations du mouvement, (6) [p. 25], auxquelles nous sommes parvenus. Ces principes, en les donnant d'abord pour notre système matériel complet ou indépendant de tout autre, sont exprimés en effet par six combinaisons, immédiatement intégrables, des 3n équations différentielles simultanées du second ordre que forment les relations (6) appliquées successivement aux n points du système.
Si hanièhb dont s'iirrnoDOit, dans la mécahioue, la notion
43. — Relations simples concenumt diaqae couple d'sotions élémentaires, et qui rendent possifale l'élimination dont il s'a^t.
Afin d'y arriver simplement, appelons, pour abréger, X, Y, Z les trois composantes, suivant les axes, de l'action -^ d'un point M' sur un autre M, action que nous d(?signerons aussi par F, tandis que r exprimera la distance de ces deux points; enfin, soient m, x,yiZ, pour M, et ni', x\y, ^ , pour M', leurs masses et leurs coordonnées à l'époque t.
La réaction inverse de F, ou action de M sur M', aura ses composantes évidemment égales et contraires à celles de F; en sorte que, si on les désigne par X', Y', Z', il viendra
De plus, l'action mutuelle des deux points s'exerçant suivant leur droite de jonction, il ; a proportionnalité de X, Y, Z aux cosinus directeurs de cette droite MM' ou à ses trois projections, ^ — ^-.y — yt -s' — 3, sur les axes; d'où il résulte que l'on peut écrire
(io6ù) (î'-i)X-{y-r)Z = o,
Et le rapprochement de ces trois relations, changées de signes, avec les précédentes (lo) donne en tout, sous une forme plus symétrique :
/ X-(-X' = o, Y-H Y' = o, Z + Z' = o; (iil J0-Z-iY)-i-(yZ'-^'Y') = o,
j (sX— 3^Z)-+-(«'X' — a^'Z') = o, ((:rY-^X)^-(^'Y'-yX'} = o.
i3- — Comment on est conduit à la notion des moments des forces.
Les trois premières de ces six égalités s'interprètent immédiatement et signifient que les composantes, suivant chaque axe en particulier, des actions mutuelles de deux points quelconques, ont leur somme algébrique nulle. Mais il reste à interpréter de même les trois dernières, où figurent, pour chaque force y'X' + Y ^ + Z^ ou F, les déterminants binômes ^Z — sY, sX — .rZ, «Y — ^X.
A cet effet, coasidérons, par exemple, la projection, <^XF+Y^, sur le plan des xy normal à l'axe des z, de la force F ou MF appliquée au poiut M {^g. i), projection qui a évidemment X et Y pour composantes suivant les x et les y, el qui fait avec une pa-
rallèle aux X posilifs, en tournant dans le sens des x positifs vers les^ positifs, un certain angle A (compris entre — uet h-tc), lié à X et à Y par les deus relations
(12) X = /X»-i-Y«cosA, Y = /X>-+-Y>sinA.
Soit, de plus, [1 La projection de M sur le même plan des xy, point de dépari de la droite ou force ^if ^ ^^X* + Y*, dont il vient d'être parié; et, ayant mené le rayon vecteur 0[ji == \/x^+y^ qui joint l'origine à ce point [i, appelons a l'angle (également compris entre — nei -i-iz) que fera ce rayon avec les x positifs, angle tel, de même, que
(13) 3- = A» -(- J-» cosa, y = i/x'+f'sma.
Le troisième binôme en question, xY — yX., deviendra de suite, par la substitution de ces valeurs de X, Y, x et y,
v/^ÎIjr^ /XÏTTî (sin A cos « - cos A sin a)
Sous sa dernière forme, il exprime l'aire du parallélogramme construit, dans le plan des xy, sur les deux droites 0[ji = \lx' + y^, [jiy ^ y'XM-Y^, c'est-à-dire, d'une part, sur le rayon vecteur </x' -i-y^ joignant l'origine au point [*, d'autre part, sur une parallèle 0<fi menée par l'origine à la force ^X" -t-\' et de mêmes sens
rOTIO!« DES MOHRNtS DES FORCES;
et grandeur qu'elle, parallèle dont l'angle avec ce rayon vecteur est bien évidemment A — a (à un multiple près de an). Cette aire se trouvera, d'ailleurs, prise ainsi avec le signe de sin(A. — a), c'est-à-dire positivement, quand la force [xtp^^/X'-l- Y' sera, par rapport au ra^on 0[ji joignant l'origine au point {jl, du côté des angles xO [t ^ a croissants, côté où arriverait le rajou vecteur 0[i en tournant à partir de sa position actuelle, de moins de [80°, dans le sens qui va desx positifs vers Ies_^ positifs; el elle se trouvera prise négative ment dans le cas contraire. En d'autres termes, son signe est -f- ou — , suivant que les côtés 0[i et 0^1 du parallélogramme oiTrent même disposition relative que Ox et O^, ou dieposition inverse.
Une pareille aire xY — yli, dont la valeur absolue égale aussi le produit de la force ^).1>= ^X"-+- Y*, qui est un des côtés du parallélogramme, par la hauteur correspondante OP, dite bras de levier de la force, distance de l'origine ou de l'axe considéré des z à cette force, s'appelle le moment par rapport à /'aa:e en question des;, soit de cette force, soit de la force F^ ^X'-f- Y'-f-Z* qui l'a pour projection sur un plan normal à l'axe.
44. — Relation entre le moment d'une résnltajite et les moments
Comme X et Y j entrent linéairement, il est clair que la décomposition de la force proposée F en autant de forces que l'on voudra appliquées au même point M, et dont nous appellerons X,, Xi, X,, ..., Y,, Yj, Yj, ..., Z,, Zj, Z„ ... les composantes ayant pour sommes respectives X, Y, Z, donnera, pour ces diverses forces, des moments par rapport à l'axe considéré des s, arY, — ^X), j:Yj— _j'X,, ..., dont la somme algébrique vaudra le moment même .rY — ylL de la force décomposée ou résultante F. Il en sera donc, dans la décomposition et dans la composition des forces appliquées à un même point, de leurs moraeats par rapport à un axe, comme de leurs composantes relatives à cet axe : aux compositions et décompositions géométriques des forces dans l'espace, par la loi du polygone des forces {p. 26), correspondront des compositions et des décompositions purement algébriques tant de leurs moments que de leurs composantes, par rapport à un axe quelconque.
B CBS HOHEHTS.
45. — Relations entre les momeots d'une force par rapport à trois axes coordonnés et la direction dn plan mené par l'origine suivant cette force.
Remarquons encore que ie parallélogramme Oji^ç, (même Jig. i) construit, dans le plan des xy^ sur les deux projections correspondantes du rayon vecteur 0M = ^:c"+^'+3", joignant l'origine au point M, et de la force MF— ^X' + Y*+ Z', est la projection du parallélogramme de l'espace, OMFF, , dont, nons appellerons OÏL l'aire, qui a pour côtés ce rayon OM et cette force MF, ou ce rayon et une droite OF, menée, à partir de l'origine, parallèlement à ta force avec même longueur qu'elle. Le moment, que nous désignerons par aiL^, de la force proposée F relativjsment à l'axe des 3, égale donc, en valeur absolue, la projection, sur le plan xOy, de ce parallélogramme 3K/ de l'espace ; et, si l'on appelle cosa, cosp, cosy les cosinus directeurs de la normale au propre plan de celui-ci OÏL, tirée provisoirement du côté qui fait un angle aigu avec les z positifs, on aura Sfij :=±3fL' cosy.
De plus, en considérant les deux plans menés suivant l'ase des z qui projettent ainsi sous des angles aigus, sur le plan des xy, les deux côtés du parallélogramme SK- de l'espace émanés de l'origine, savoir, d'une part, le rayon vecteur 0^^ ^x" -!-y*-|- ■s*,
d'autre part, la parallèle OF, à la force MF = /X.*4-Y»-|- Z», on verra que ces deux côtés se trouveront toujours disposés, par rapport à un observateur les regardant qui aurait ses pieds à l'origine et la tête suivant la normale dont il vient d'être parlé, de la même manière que le seront leurs deux projections sur le plan des xy, par rapport à un observateur ayant de même ses pieds à l'origine et sa tête du côté des z positifs. Il suffît donc, pour que le moment 31L^ ait le signe de !a projection 31L cosy, de prendre y ou aigu ou obtus, suivant que l'observateur normal au parallélogramme de l'espace voit le rayon vecteur OM et la parallèle OF, à ta force F, disposés respectivement comme le sont les deux axes positifs des x et des y pour un observateur identifié de même avec l'axe des z positifs, ou suivant qu'il les voit présenter la disposition inverse ; car, dans ce dernier cas, ils lui offriront, au contraire, la même disposition, s'il se place dans la direction normale
exactement opposée, en changeant de signes cosa, cos^, cosy et en rendant, par consé(]uent, f obtus.
Ainsi le signe de cosy sera celui du moment on.t, si l'on convient de tirer, à partir de l'origine, la normale ON au plan du parallélogramme .''IL de l'espace, d'un côté tel, que le rayon vecteur OM ^\/^-|-_y"-t-3- et la parallèle 0F| à la force F soient disposés respectivement, par rapport à celte normale, ON, comme le sont par rapport à l'axe positif des z les deux axes des x et des y positifs. Il faudra, en d'autres termes, qu'un changement d'orientalion imprimé à l'ensemble du parallélogramme et de sa normale ON, de manière à amener la normale suivant les z positifs et le côté OM = \/x^ -\-y^ -H s^ du parallélogramme suivant les X positifs, amène le parallélogramme 3\L lui-même du côté des y positifs ; et il est d'ailleurs évident qu'alors une rotation de la même figure, OMFN, propre à amener la normale ON suivant les X positifs et le côté OM suivant les^ positifs, amènera le parallélogramme du côté des z positifs, ou encore, qu'une rotation propre à amener ON suivant les^ positifs et OM suivant les z positifs, amènera le parallélogramme du côté des.r positifs.
Grâce à ce choix dans la direction de ON, le moment xY — yli. de la force F = y/X*-t- Y'-t- Z" par rapport à l'axe des z. et, pour les mêmes raisons, ses moments jkZ — z\, zX — .rZ par rapport aux axes des x et des_^, seront donc, en grandeur et en signe, les trois projections positives ou négatives OK cosa, ajLcos^, i'fLcosy, sur les plans coordonnés respectifs normaux à ces axes, du parallélogramme 3IL construit en prenant pour côtés contigus la force proposée et le rayon vecteur qui joint l'origine à son point d'application.
i&- — Construction d'tme force ayant, par rapport aux axes coordonnés, trois moments donnés à vclonté.
Il suit immédiatement de là qu'on peut toujours imaginer une force, de telle grandeur F qu'on voudra, ayant pour moments relatifs aux trois axes des x, y, - trois quantités données quelconques SKx, OJly, aHi) car, après avoir posé
an. = /âiïï^aitf^ncf ,
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il suffira de porter cette force F à uaedistaDce de l'origine exprimée par ■=- 1 de manière qu'elle détermine avec le rayon vecteur joignant Torigine à son point d'application un parallélogramme d'aire Mj dans le plan, mené par l'origine, dont la normale aura pour cosinus directeurs, conformément aux convenlicms faites, les trois rapports
■ 3ÏL
Mais, s'il est permis de lui attribuer une grandeur arbitraire F, on ne pourra pas supposer tout à fait quelconques son orientation ou les rapports mutuels de ses trois composantes X, Y, Z, auxquelles sont proportionnels ses trois cosinus directeurs — '-^ — ■ Il faut, en effet, qu'elle puisse venir se placer sur le plan ainsi défini, et qu'elle vérifie par conséquent la condition de perpendicularité à la normale de celui-ci, obtenue en annulant la somme des trois produits deux à deux de leurs cosinus directeurs respectifs. Donc, quand les six quantités données X, Y, Z, StL^, ^y^ i^z satisferont à cette condition de perpendicularité
(i6) X3IL:r + ÏOn.y + ZJIL; =0,
mais seulement alors, il sera possible d'imaginer une force unique ayant, par rapport aux axes coordonnés, X, Y, Z pour composantes et SH-x, 3ILj-, 3H.5 pour moments. Cette condition était d'ailleurs, a priori, bien nécessaire, puisque, si OKj, OIL^-, 3llj sont les moments d'une force dont les composantes s'appellent X, Y, Z, on a
47. — Principes de ta conserration des quantités de moaTement et de leurs moments.
Cela posé, les équations (i i) [p. Sa] signifient que les actions exercées sur les divers points du système ont, par rapport à un axe coordonné quelconque, soit leurs composantes, soit leurs mo-
58 coNeEnvATioN des ouANirTEs de mouvement et de le ments, deux à deux de même valeur absolue, mais de signes coii' traires. Donc il suffira, pour élimiaer ces composantes et ces moments, d'ajouter ensemble les équations de mouvement, comme (6) [p. 2d], relatives aux n points du système, après les avoir multipliées par des facteurs propres à ne faire figurer dans le second membre que des composantes ou des moments comme celles ou ceux que contient chacune des relations (i i).
En substituant, pour plus de simplicité, m, x,y, ; à mp, Xp, yp, 3p, les équations (6) pourront s'écrire
*''* ""rfi"^^-^' '^^ii-^^' '"dTT-i^'
et les facteurs par lesquels il faudra ainsi les multiplier, respectivement, avant de les ajouter ensemble et à leurs analogues multipliées de même, seront évidemment
11 en résultera les six équations ou combinaisons cherchées
I 2i"^ do -"'
I ^ dfl
où les signes de sommation S s'étendent à tous les points M du système.
Or on reconnaît, par une dilférentiation' immédiate, qu'un binôme comme y -j^ — ^ "^ ^^^ '^ dérivée en ( d'un autre binôme, savoir ^y^ — z^; en sorte que les six équations(iS) peuvent évidemment s'écrire encore, si on les groupe trois par trois
DANS DU BTSTEHK
en deux formules multiples,
[ -'' V m '^(^■■>''') _ „ I dtZi'" dt ""■
\ d -^^ / ds dy dx ds dy dx\
( dtA* Y dt di dt dt dt ^ dt j
La première de celles-ci exprime que la quantité totale de mouvement, ^"î-yT' ''"2'"rfi'°"^"*rf/' P°^^^^^^ P^'' '^ système dans le sens d'un axe coordonné quelconque, a sa dérivée j- nulle, ou reste invariable pendant tout le mouvement.
Ainsi le principe de la conservation des quantités de r. ment, imaginé par Descartes (p. 19), est exact pourvu qu'on l'entende du mouvement projeté suivant un même aie pour tout le système, puis ajouté non en valeur absolue, mais algébriquement. Cette rectification est due à Hujgens. Et comme, d'autre part, la somme arithmétique totale du mouvement évalué par les demi-forces vives au lieu des simples produits des masses par les vitesses se conserve également d'une certaine manière (p. 21), on peut dire que la conceplion fondamentale de Descartes contenait en germe, moyennant deux rectifications différentes, les deux lois de la Mécanique qui se trouvent être les plus importantes, ou du moins les plus utiles dans les applications, lorsqu'elles deviennent celles des quantités de mouvement et du travail; ce que nous verrons bientôt.
Quant à la seconde équation multiple (19), si l'on y assimile la quantité de mouvement m V de chaque point à une force s' exerçant sur ce point dans la direction de la vitesse V el qui aurait évidemment mu, mv, mw pour composantes suivant les axes, on remarquera que les quantités sous le signe îi y expriment les trois moments correspondants d'une pareille force. C'est pourquoi l'on appelle ces quantités les moments des quantités de mouvement animant les divers points du système ; et la seconde équation multiple (19) signifie que les moments, relatifs à un axe fixe quelconque, des quantités de mouvement possédées par les divers points du système, ont leur somme totale invariable. Les deux formules {19) traduisent donc ce qu'on peut appeler les deux
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principes de la conservation des quantités de mouvement et de leurs moments.
Mais elles comportent une interprétation encore plus géométrique.
48- — Autre forme de ces deux principes ; et, d'abord, coDs^rratiou du mouvement du centre de gravit A.
Représentons-nous, dans l'espace, le point (idéal) mobile, dit centre de gravité du système, dont les coordonnées, que nous appellerons Ç, r,, i[, sont à chaque instant les moyennes arithmétiques des coordonnées de même nom des divers points matériels M, chacune de celles-ci comptant, dans la somme, pour autant que l'indique la masse m du point auquel elle appartient. On démontre aisément que ce point (Ç, il, X,), ainsi défini par les trois équations
est bien le même dans l'espace, quels que soient les axes choisis (' ). Or les formules (20), multipliées par Sm et différentiées
(■} Car, si X,, y,, «, sont les coordonnées, par rapport à d'autres aiies, itu point {,x,y, i) du système, et %„ 1),, C, les coordoonées correspondantes du point (I, T|r '^)i on sait que E, et x,, par exemple, s'exprimeront linéairement, en fonction (1< %• 'ti 1 ou de X, y, s, par des formules comme
ic, = aa; -h 6r + es + a, î, = aî + tii + cî + a, dans lesquelles a, b, c, a désignent quatre constantes. Or, en remplaçant \, ij, ;, dans cette eipression de \, par leurs valeurs (10), puis faisant passer a, b, c ECUS les signes de sommation £ et réduisant tous les termes du second membre au dénominateur commun Sm, il vient évidemment
c'est-à-dire, vu ta valeur a;, de l'ei pression ax + by + c^ -H a,
et l'on aurait de même
^' %m ^' Sm
Ainsi, le point <Ç, t|, () se trouve bien être, dans le nouveau système d'aies non moins que dans l'ancien, celui dont les coordonnées sont les moyennes de celles de même nom de tous les points matériels du système.
De là résulte, dans un solide invariable, la fiiité du centre de gravité par rapport i des axes coordonnes quelconques liés i ce corps.
ce qui signifie que les quantités totales de mouvement, possédées suivant les trois ases par le système, sont identiquement celles qui animent son centre de gravité, censé avoir comme masse toute la masse Sm du système qu'on s'y représenterait condensée. Ces trois quantités se conservant, la vitesse du centre de gravité a donc ses trois composantes invariables; et ce centre se meut en ligne droite avec sa vitesse initiale, dont les composantes sont, en vertu de (21), les moyennes de celles de même nom imprimées alors aus divers points el qu'on doit supposer données.
Principe des aires
L'interprétation géométrique des secondes équations (19) [p. 59] est presque aussi simple. Considérons, par exemple, celle d'entre eUes que nous savons pouvoir s'écrire
et où figurent les moments, par rapport à l'axe desz, des quantités de mouvement m\ ^ m-^ des divers points M. La projection, sur le plan des xy, de la droite mV ^ -T-ds dirigée, à partir de la position actuelle de M, suivant le chemin élémentaire ds que M va parcourir, est évidemment le produit, pa' jj' de la projection analogue, que nous désignerons par d^, de cet élément ds de sa trajectoire. El ce que nous avons appelé le moment de m V est, de même, le produit, par ^, du parallélogramme construit sur dv el
sur le rayon vecteur Oja ^ \^'x'-hy^ { p. 53) joignant l'origine _à sa première extrémité |jl (projection de M), parallélogramme double du triangle, ayant même base (/<t et son soinmet à l'origine,
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que décrit durant l'iDstaat dt, en projection sur le plan des xy, le rayon vecteur variable mené de l'origine au point mobile M. Désignons paridia valeur de l'aire projetée ainsi décrite depuis une époque fixe quelconque : dta sera son accroissement positif ou négatif durant l'instant dt; et nous aurons, par conséquent, comme moment de mV, le produit de -r par a r/u, c'est-à-dire la dérivée — -^ — -• Ainsi l'équation (22) deviendra
et signifiera que la double somme algébrique des produits des aires <o par les masses des points correspondants a sa dérivée égale à la constante c.
Par conséquent, les aires que décrivent durant chaque unité de temps, en projection sur un même plan, les rayons vecteurs des divers points du système, donnent, multipliées par les masses de ces points, une somme algébrique constante pendant tout le mouvement. De là le nom de principe des aires qu'a reçu cette loi de la conservation des moments des quantités de mouvement.
SIXIÈME LEÇON
PRINCIPES DES QUANTITÉS DE MOUVEMENT ET DES MOMENTS POUR UN SYSTÈME PARTIEL; DE LEUR APPLICATION A LA FORMATION DES ÉQUATIONS DE MOUVEMENT DES CORPS.
50. — Ce qa'on entend par système partiel, forces Intérieures et forces extérieures.
Dans notre système matériel indépeadant de tout autre ou supposé seul dans l'espace, nous aurons souvent à considérer, en particulier, un ou plusieurs corps désignés, c'est-à-dire certains groupes plus ou moins étendus de points. Alors l'ensemble de tous ces points constituera un système partiel; leurs actions et réactions mutuelles, égales et opposées deux à deux, seront ce que nous appellerons des forces intérieures, tandis que les actions exercées sur ces points par les autres du système général et qui, par conséquent, n'auront pas leurs réciproques dans le système partiel, seront dites àa forces ou actions extérieures.
Si. — Principes des quantités de mouvement dans le cas d'un système partiel; impulsion des forces.
Il est clair que, si l'on ajoute ensemble les premières, ou les secondes, ou les troisièmes équations (17) de mouvement [p. 58] relatives aux seuls points du système partiel, équations dans lesquelles figurent les accélérations de ces points suivant l'axe coordonné des X, des y^ ou des z, les forces intérieures seules, en s'entre-détruisant deux à deux, s'élimineront du second membre obtenu. Celui-ci deviendra, par conséquent, la somme des composantes, suivant l'axe considéré, des actions extérieures ; et, après multiplication de l'équation par dt^ il égalera ['impulsion totale.
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pour l'instant dl, de ces composantes, pourvu que l'on appelle impulsion d'une force le produit de celte force par un temps durant lequel elle agit. Le premier membre, multiplié de même par
de, sera rf\ m ^-^ — ^ rfX /n{u, f, tv), ou exprimera l'ac-
croisseraent, pendant l'instant dt, de la quantité totale de mouvement possédée par le système partiel suivant l'axe coordonoé en question. On pourra donc énoncer comme il suit cette ex tension, aux systèmes partiels, de la loi de conservation des quantités de mouvement propre aux systèmes complets ou sans relations extérieures :
L'accroissement algébrique, durant un instant infiniment petit dl, de la quantité totale de mouvement du système suivant un axe quelconque, égale la somme, multipliée par cet instant dt, des composantes, suivant le même axe, des forces extérieures appliquées au système, ou vaut, en d'autres termes, l'impulsion totale exercée pendant le même instant par ces forces extérieures, dans le sens du même axe.
Tel est le principe dit des quantités de mouvement. Enfin, introduisons dans les expressions
des quantités de mouvement possédées suivant les trois axes par le système partiel, les composantes — ^'J'' de la vitesse de son centre de gravité qui, multipliées par Sm, donnent précisément
X^/n ^^~~' <i'''ut''e part, observons que les produits, parSm,
des vitesses initiales de ce centre suivant les aies égalent les quantités correspondantes totales de mouvement î]m(u, v, w) possédées au début par le système. Et nous verrons alors le principe des quantités de mouvement signifier que le centre de gravité du système partiel se meut comme il le ferait si l'on y avait réuni toute la masse S»i de ce système, avec sa quantité de mouvement initiale, et si l'on y transportait, parallèlement à ellesmêmes, toutes les forces extérieures agissant sur ses diverses parties.
PRINCIPE DGB aires; IMPULSION E
S2- — Prfncips des aires pour un système partiel; Impulsion de rotation des forces.
Pour passer maintenant au principe des aires, ajoutons les équations (ij) [p. 58], multipliée» respectivement par o, — s, y, ou par 2,0, — X, ou par — y, x, o, acs équations de mouvement des autres points du système partiel multipliées par des facteurs analogues. Les seconds membres des trois résultats, sommes des moments, par rapport aux axes des x, des j^ ou des z, de toutes les forces agissant sur le système, se réduiront évidemment, par la destruction mutuelle de ceux des forces réciproques, aux moments des actions extérieures^ et, d'autre part, les premiers membres
i Zà, Y dix '■ dt^ }
ou
dtAà Ydt dtr
exprimeront les accroissements durant un instant infiniment petit, divisés par cet instant ou rapportés à l'unité de temps, des moments, relatifs aux mêmes axes, des quantités de mouvement animant le système partiel. Il viendra donc, au lieu de la loi de conservation des moments des quantités de mouvement qu'on aurait pour un système complet, le principe suivant, dit des moments: La somme algébrique des moments, par rapport à un axe quelconque, des quantités de mouvement animant les divers points d'un système, s'accroît dans l'unité de temps d'une quantité égale à la somme algébrique des moments des forces extérieures par rapport au même axe.
Le produit du moment d'une force, relatif à un axe quelconque, par un temps infiniment petit durant lequel agit cette force, peut être appelé, 1res naturellement, l'impulsion de rotation, pour ce temps, de la force autour de l'axe considéré, à cause des rapports existant (comme on le verra bîentdt), d'après le prin- B. — Leçoru syathétiquet. 5
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cîpe même des moments ou des aires, entre les moments des forces et les mouvements de rotalioD imprimés aux corps; et, par suite, la somme de tous tes produits pareils, pour les éléments dt composant un temps fini quelconque, peut être appelée de même Vimpulsion de rotation de la force pendant ce temps. Grâce à ces désignations, le principe des moments s'énoncera donc encore ainsi ; Le moment total, par rapport à un axe fixe quelconque, des quantités de mouvement d'un système, s'accroti sans cesse de l'impulsion correspondante de rotation des forces extérieures. On pourrait d'ailleurs, évidemment, substituer dans ces énoncés, au moment de la quantité de mouvement possédée par chaque point, le double produit de la masse de ce point par l'aire que son rayon vecteur émané de l'origine décrit, durant l'unité de temps, en projection sur unplan normalà l'axe considéré.
53. ~~ Application des deux principes à on solide rigide ; formation des équations d« mouvement d'un tel corps.
Supposons d'abord que le système partiel étudié soit un corps solide, assez peu déformable pour qu'on puisse attribuer, à chacun de ses points matériels, des coordonnées constantes Xi,y,, s,, par rapport à un système d'axes entraînés dans ses mouvements et se croisant, par esemple, à son centre de gravité. Alors les coordonnées X, y, z de ces mêmes points, relatives à notre système général d'axes axes, s'expriment, comme on sait, très simplement, au moyen des coordonnées invariables x,,yi, ^^, et des six fonctions de t qui caractériseront la situation, à chaque instant, des axes mobiles, savoir, les trois coordonnées ^, T), ^ de leur point aciuel d'intersection et trois angles (les angles d'Euler par exemple) définissant leur orientation actuelle. On aura, en effet,
Iy =i-H-i- bx,+ b'y,-i- b'si,
les neuf coefficients a, 6, c, a', 6', c', a", 6", «"étant des fonctions connues des trois angles dont il s'agit. Donc les six équations fournies par les principes des quantités de mouvement et des moments suffiront, si l'on donne les actions extérieures qui, seules, y parais-
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sent ('), pour déterminer à chaque instant les dérivées secondes, par rapport an temps, de ces six quantités variables, et aussi, par suite, celles de a, a', a", b, 6', ft", c, c', c", x^y, s, c'est-à-dire les
accélérations -~ — -■, qu'on n'aura plus, désormais, besoin de
demander aux équations individuelles de mouvement (17).
Autrement dit, les six équations ainsi formées tiendront complètement lieu, en vue de la détermination du mouvement, de toutes les équations (17) ; et les divers points matériels du corps n'y figureront que par leurs masses m et leurs coordonnées constantes x,, yt, 3], ou auront pour seul effet d'en modifier les coefficients. Ce n'est donc pas la forme de ces six équations, mais seulement la valeur de leurs coefficients, qui variera avec la figure du solide et la distribution de sa masse.
Si. — Translation et rotations du solide.
Les trois premières, fournies par le principe des quantités de mouvement, feront connaître, comme on vient de voir, le mouvement du centre de gravité, point qui sera ici invariable dans le corps, ou défini, par rapport aux axes mobiles, par des coordonnées constantes, comme celles des divers points dont elles sont' les moyennes. Il ne paraîtra évidemment, dans ces trois équations, aucun autre coefficient dépendant des divers points du corps que la masse totale Sm,
Les trois dernières, fournies par le principe des moments, beaucoup plus compliquées, et dans les coefficients desquelles les divers points matériels figureront à la fois par leurs masses m et par leurs coordonnées constantes x^^y^, s,, serviront donc uniquement à déterminer ce qu'on appelle les rotations du corps autour, de son centre de gravité, c'est-à-dire les changements d'orientation du système des axes mobiles, changements liés aux variations des trois angles dont dépend la direction de ces axes.
Dans le cas très simple oii, les neuf coefficients a, b, c, a', b\ d , a", b", (f se trouvant constants, ces rotations seraient nulles, tous les points du corps décriraient évidemment, durantcbaquein-
(<} A l'exclusion des forces intérieures ou réactions mutuelles des diverses parties du corps.
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siant dt, des élëmeots rectiligaes ds é^aax et parallèles, ou posséderaient le même mouvement que le centre de gravité. Un tel mouvement commun est appelé la translation du corps; el l'on voit que, en général, les rotations dont il vient d'être parlé se superposent à celte translation pour donner le mouvement effectif.
59. ~ Béânction, i des intégrales, des sommes constituant les ooeUcients des Aquations de mouvement du solide.
Non seulement on se dispensera de considérer les équations de mouvement spéciales à cliaque point matériel du solide, mais même les sommes 2m, Smj^J, Y.myiZ,, ..., figurant en coefficients dans les sis combinaisons obtenues de ces équations, se détermineront sans tenir compte individuellement des masses ou des coordonnées des divers points, ni, par suite, des groupements inconnus de ces derniers en molécules plus ou moins complexes. Comme les valeurs absolues de X\, y^ Z{ seront, en général, très supérieures pour chaque molécule à ses dislances d'avec les molécules voisines, on n'altérera les sommes dont il s'agît qu'eitrêmement peu ou, pour ainsi dire, qu'infiniment peu par rapport à elles-mêmes, en étalant fictivement chaque masse m, d'après une loi continue, dans tout l'espace in ter moléculaire environnant ; et, dès lors, ces sommes 2 se calculeront à la manière d'intégrales. La densité de la matière en chaque endroit {x,, y,, ^,), fonction graduelle des coordonnées, paraîtra seule, avec .r,, y,, .^i, sous les signes fff, et dispensera de considérer les vrais arrangements moléculaires de la matière du corps.
56. — Réflexion sur la manière dont les problèmes de Mécanique deviennent abordables.
Nous n'avons pas à nous occuper en détail de cette détermination des mouvements d'ensemble d'un solide, qui constitue le problème capital de la Mécanique rationnelle. Mais il était bon de remarquer ici comment le fait très simple de la quasi-invariabilité des dislances inlermoléculaires, combiné avec les principes des quanlilés de mouvement et des moments, dispense d'_y faire une étude, qui serait inextricable, des actions mutuelles intérieures et des
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groupemenls d'alomes. 11 n'a pu, d'ailleurs, on le voil bien, suppléer à notre ignorance sous ces deux rapports, qu'avec le cod~ cours des deux principes généraux des quantités de mouvement et des moments. Nous reconnaîtrons peu à peu qu'il en est de même, ainsi que nous l'avons déjà dit (p. 5i), dans toutes les branches de la Mécanique physique ; seul, le fait simple choisi comme hypothèse ou point de départ des raisonnements changera suivant
S7. — Systèmes de forces dits statiquement équivalents.
Contentons-nous itii d'observer, au sujet de ce problème du mouvement d'ensemble d'un solide, que les forces extérieures y figureront uniquement par les six sommes respectives de leurs composantes suivant les axes coordonnés et de leurs moments relatifs aux mêmes axes.
Donc, quand deux systèmes de forces donneront à ces six sommes les mêmes valeurs, ils sevoni statiquement équivalents, c'est-à-dire équivalents au point de vue de la Statique classique, qui a été édifiée jusqu'à ce jour dans la supposition d'une rigidité parfaite des corps, ou sans y tenir compte des déformations qu'ils subissent. L'on sait, en effet, qu'une telle équivalence se déduit élémentairement, dans les cas les plus compliqués, du fait, admis à titre de postulalum fondamental par la Statique classique, de son existence dans le cas le plus simple, savoir, celui de deux forces égales et de même direction, exercées en deux points quelconques d'une droite rigide ayant cette direction. Comme il est évident qu'en déplaçant une force le long de la droite suivant laquelle elle agit, on ne change ni les valeurs de ses projections, ni la plus courte distance {perpendiculaire commune) de cette droite à un axe quelconque, ni, par suite, le moment où entre comme bras de levier cette plus courte distance, le postulatum fondamental de la Statique élémentaire se trouve, ici, bien justifié.
Appelons les six sommes respectives données -\i, J, %, OKx, 3ILj-, OIlj, les trois premières quantités étant les composantes totales et, les trois dernières, les moments totaux. On a vu précédemment (p. 57) que, si elles vérifient la relation
une force unique F suffira pour les donner toutes les six. Donc cette force produira exactement, quant au mouvement d'ensemble considéré du corps, le même effet que toutes les actions extérieures dont il s'agit : aussi en sera-t-elle dite ia résultante ou, d'une manière plus précise, la résultante statique (encore au point de vue de la Statique classique, c'est-à-dire abstraclion faite des déformations et des réactions intérieures développées).
Comment on est conduit i la notion de couple
Si, au contraire, la condition
.'V-0Tl^H-J3K.^-i-i-31l,j =
n'est pas vérifiée, on pourra toujours imaginer : i" une force ayant pour composantes les trois premières sommes ^, ?, % et passant par l'origine des coordonnées, ou à moments OP.^, OIL^, aiLjj nuls, force pour laquelle les six quantités caractéristiques seront par conséquent
a° d'autre part, une force F ayant les trois moments totaux donnés 3^x, 3[i/y, dlLi, et à laquelle on en adjoindra une autre Fi égale, mais de sens contraire, passant par l'origine ou à moments nuls, pour que l'ensemble de ces deux forces, tout en n'ajant pas de moments différents de ceux de la première seule, ne donne suivant les trois ases que des composantes totales nulles.
Alors les deux forces de sens contraire F et Ft considérées en second lieu ont évidemment, pour leurs six quantités caractéristiques totales,
o, o, o, OILi, 31Lj, ails ;
leur ensemble s'appelle, comme on sait, un couple. On voit qu'il est propre à exprimer trois moments totaux arbitraires M.^, OTL-j-, OlLï, sans composantes totales, tout comme l'est une simple force appliquée à l'origine pour exprimer trois composantes totales arbitraires S!-, g*, %, sans moments; et que, enfin, le système entier formé par cette force et le couple équivaut au système quelconque donné d'actions, défini au moyen des six sommes %, ^, £>, SILf, 3iLf, 3SVg de composantes et de moments.
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Un parallélogramme construit sur les deux forces F et F| ou — F comme côtés opposés équivaut évidemment à celui que détermine, dans le même plan, la première d'entre elles F avec une droite parallèle et de même sens menée par l'origine, et que nous avons, plus haut (p. 55), appelé 91L.
Le parallélogramme construit sur les deux forces F et — F aura donc, lui aussi, pour projections respectives sur les plans coordonnés desyz, des zx et des xy, les moments totaux donnés 3fLx, ^Itj., 311,. Ainsi, les trois moments du couple par rapport aux axes seront simplement les projections du parallélogramme SSL construit sur ses deux forces F et — F ; d'où il suit que, son effet dépendant uniquement de ces trois moments 3\l„ SÎLj-, dlL,, sa valeur dynamique se trouvera parfaitement définie au moyen de l'aire 31b du parallélogramme et des trois cosinus directeurs de sa normale. De là le nom de moment du couple, donné à l'aire Clique comprennent entre elles les deux forces F, — F et qui mesure ainsi son importance : ce moment égale, comme on voit, le produit de l'une des forces par leur distance perpendiculaire.
Remarquons, «n terminant, que, l'une, — F, des deux forces du couple peut être composée, par la règle du polygone (ou plutôt du parallélogramme) des forces, avec celle dont les six quantités caractéristiques sont X., ^, &, o, o, O, e( qu'il reste alors, pour représenter le système donné quelconque de forces extérieures, non plus une force et un couple, mais bien deux forces, dont l'une passe même par l'origine qui est un point arbitraire. Nous retombons ainsi sur un théorème connu de la Statique élémentaire,
S9. — Équations d'équilibre du solide.
Avant de quitter ce sujet, observons encore que le repos sera possible, car les six équations du mouvement se trouveront satisfaites par les suppositions — - ' ^' — - ^ o, si l'on a tout à la fois, avec des vitesses initiales nulles,
Donc, vu les expressions SX, ÏY, SZ, ^yZ — zY), ..., deSt, 7, 3s, 3fli, ■■■, les équations caractéristiques de l'équilibre d'un
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solide seront, comme on sait,
1 2X = o, 2Y = o, SZ = o,
formules où les signes de sommatiou S s'élendeat à toutes les forces extérieures appliquées au solide.
60. — Sot l'application des principes des quantités de mouvement et des moments à l'étude de l'état moyen local d'une particole matérielle quelconque.
Eq résumé, comment les deux principes des quantités de mouvement et des moments, par leur combinaison avec l'hypothèse de l'ittdéformabilité du corps, rendent-ils abordable l'étude du mouvement d'ensemble d'un solide? Ce n'est pas seulement en dispensant d'y considérer la multitude des réantions intérieures mutuelles des divers points du corps, c'est aussi parce qu'ils relèguent et fusionnent ensemble, dans desimpies coefficients constants, les rôles de ces innombrables points matériels où l'on se serait autrement perdu, pour appeler l'attention, exclusivement, sur les déplacements du centre de gravité, qui constituent la translalion du corps, et sur les rotations autour de ce centre, qui s'ajoutent, se composent avec la translation.
Or ces principes sont encore propres à rendre les mêmes services dans la question ta plus essentielle de la Mécanique physique, savoir, l'étude du mouvement moyen d'une particule très petite en tous sens, mais d'ailleurs quelconque, faisant partie d'un corps ou d'un milieu matériel.
Mais délinissons d'abord ce que nous entendrons par un tel moin'emeKt moyen, et montrons pourquoi il sera nécessaire de le considérer.
Nos connaissances du monde extérieur, si bornées qu'elles soient, nous permettent d'entrevoir l'extrême complication des groupements de points, dans les moindres parcelles visibles de matière, ainsi que l'infinie variété de ces imperceptibles quoique très vifs mouvements de détail dont nos nerfs y ressentent, en chaleur, le sourd retentissement, comme, au bord de la mer (suivant une comparaison célèbre de Leibnitz), notre ouïe perçoit sous la forme d'un bruit confus les innombrables chocs des Ûots. Donc
E MOUVEKENI DE L4 KATIKBE EH CHAQtK ENDROIT. 73
;uff!5eot de reste pour qous convaÎDcre de l'impossibilité où nous serions de voir rien de clair dans les mouvements intérieurs d'un corps solide -ou fluide, si nos formules devaient exprimer, pour toute son étendue, l'agitation incessante des groupes d'atomes constituant ses molécules chimiques, ou même seulement des groupes de molécules chimiques, diversement conformés et orientés, qui s'y trouvent répandus partout. Que seraient, en effet, des fonctions qui devraient, presque à tout instant et dans tous les sens, présenter des milliards d'ondulations opposées? Mais heureusement l'expérience prouve qu'il règne, dans chaque petite région du corps, un mouvement général, ayant sa vitesse variable graduellement d'une région à l'autre et d'un instant à l'autre. Ce mouvement est seul mesurable; car, seul, il reste assez longtemps de même sens pour produire des déplacements sensibles, que puissent apprécier avec quelque détail nos instruments et nos organes. Les inégalités qui l'affectent sont aussi de sens divers d'un point à l'autre, et assez faibles ; sans quoi elles produiraient la dislocation de la particule.
C'est, dès lors, ce mouvement m.oyen local seul visible, se dégageant, en chaque endroit, de l'agitation confuse qui y règne, que nous chercherons à nous représenter d'une manière précise. L'hypothèse même de son existence, dans les conditions énoncées, sera ici le fait très simple qui nous dispensera d'une connaissance détaillée des actions moléculaires contribuant à le produire et des groupes de points qu'il affecte.
til. — De la vitesse moyenne locale.
La vitesse qui l'exprimera en chaque endroit et à chaque instant sera ce que nous appellerons la vitesse moyenne locale : elle se trouvera définie analytlquement au moyen de ses trois composantes suivant les axes, formées en prenant les moyennes des composantes de mêmes sens d'un grand nombre de vitesses successives ou simultanées, savoir celles qu'ont, pendant un petit temps sensible, les divers points composant la particule.
D'ailleurs, malgré cette intervention de composantes suivant trois axes rectangulaires des X, y, s, il est aisé de s'assurer qu'elle n'en sera pas moins indépendante de l'orientation de ceux-ci, soit pour la grandeur, soit pour la direction. Car si, par exemple, u,
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p, w désignent les composantes, suivant les x, y, z, d'une des
vitesses vraies V dont on prend la moyenne, et a, b, c Les c des angles d'un nouvel axe quelconque avec les x, y, s, la composante de V suivant ce nouvel axe égalera, comme on sait, au + èf -+- cw. Or, celte expression étant linéaire en u, v, w et sans terme constant, on en déduit de suite, pour composante, suivant le nouvel axe, de la vitesse moyenne qu'il s'agit de former, la somme des produits respectifs de a, b, c parles valeurs moyennes de u, c, fV, c'est-à-dire par les trois composantes de ta vitesse du mouvement moyen local, telle qu'elle est déGnie dans le système des coordonnées 3:,yf z. Et l'on voit que la somme ainsi trouvée égale justement la composante, suivant le nouvel axe, de cette vitesse moyenne obtenue avec l'aide des axes primitifs. Donc celle-ci serait encore la même si on la formait en se servant de la composante moyenne des vitesses vraies suivant le nouvel axe et, pareillement, des composantes analogues suivant deux autres propres à constituer avec lui un système trirectangle d'une orientation arbitraire.
De l'accélération moyenne locale
Cela établi, isolons par la pensée, dans une région quelconque du corps, ce que nous avons appelé déjà un élément de volume, c'est-à-dire, ordinairement, un parallélépipède matériel de dimensions presque insensibles, assimilables à des infiniment petits en comparaison des étendues où se déroulent les phénomènes étudiés. Un pareil élément n'en contiendra pas moins un nombre de molécules dépassant tout ce que notre imagination peut se représenter et, par conséquent, bien suffisant pour que le mouvement de son centre de gravité soit exempt des inégalités ou variations imperceptibles, mais extrêmement rapides ou changeantes, qui compliquent celui de ses atomes ou même de ses molécules. L'accélération, suivant chaque axe, du centre de gravité d'un élément de volume ainsi défini, sera donc celle de même nom du mouvement moyen local de sa matière, ou égalera la dérivée, par rapport au temps, delà composante analogue de la vitesse moyenne locale; et, par suite, la résultante des trois accélérations du mâme centre suivant les trois axes sera l'accélération totale du mouvement moyen local ou visible de la particule considérée. Aussi ap-
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pelleroQS-aous cette résultante Vaccéié ration moyenne locale et, ses composantes, les accélérations moyennes locales suivant les axes.
63. — Déterminatioii de œtte accélération par les prlnolpea d«s quantités de mouTement et des moments.
On voit que, pour l'endroit du corps où se trouve l'élément de volume considéré, les trois accélérations moyennes locales suivant les ases, et, par conséquent, les équations du mouvement visible de la matière, s'obtiendront en appliquant à tout l'élément de volume le principe du mouvement du centre de gravité ou des quantités de mouvement. Ainsi, l'on égalera la dérivée, par rapport au temps, de sa quantité de mouvement suivant chaque axe, à la somme des composantes, suivant le même axe, de son poids, représentant l'action totale, sur lui, de toute la matière extérieure non continue, et des actions moléculaires exercées par la matière extérieure contiguë sur ses parties les plus voisines de sa surface.
Comme la considération de pareils éléments de volume, dans toutes les parties du corps, y déterminera les accélérations analogues, de l'ensemble desquelles résulteront, d'instant en instant, les cliangements de vitesse de ces parties et ceux d'orientation de leurs droites de jonction respectives, il semble même que l'on n'aura pas, du principe des moments, le même besoin que dans le cas d'un solide rigide. Mais ce principe, on le verra bientôt, y sera nécessaire, concurremment avec celui des quantités de mouvement, pour établir d'importantes relations, entre les sommes des actions moléculaires extérieures s'exerçant à travers les faces contiguës d'un même élément de volume ou à travers celles de divers éléments de volume, construits en un même endroit suivant des orientations différentes.
64. ~ État statique moyen local et état dynamique moyen local.
Nous appellerons état statique moyen local, à un moment donné et en un endroit donné, la ligure formée par l'ensemble des centres de gravité de toutes les plus petites particules visibles d'un fragment de matière occupant cet endroit, ou de tous ses groupes moléculaires à peine perceptibles. Il sera donc déâni, soit par les
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distances mutuelles de ces centres, soit par leurs coordonnées ; et les variations de ces distances ou de ces coordonnées d'un iaslaot à l'autre caractériseront les déformations visibles du fragment ou élément matériel dont il s'agit.
On partira généralement d'un premier état (réel ou fictif) de l'élément, dit état primitif , qui sera censé connu; et l'on considérera surtout les modificatious qu'éprouvera cet état. Elles se trouveront définies par les changements visibles des coordonnées de chaque particule, c'est-à-dire par leurs accroissements (positifs ■ou négatifs), qu'on appelle les déplacements de la particule suivant les axes. Nous les désignerons d'ordinaire par les lettres S, T), X,. De ces changements dépendront, comme il vient d'être dit, les déformations visibles du fragment considéré (augmentations ou diminutions des droites de jonction de particules voisines et changements des angles de ces droites).
Il est clair aussi que ce seront les dérivées, par rapport au temps, soit premières, soit secondes, des coordonnées ou des déplacements \, 11, Ç des mêmes centres des groupes moléculaires, qui, en chaque région du fragment, égaleront les composantes, soit de la vitesse moyenne locale, soit de l'accélération moyenne locale; en sorte que Ces dérivées seront des fonctions variant graduellement d'un instant à l'autre et d'une région du corps à l'autre, ou affranchies des inégalités locales.
L'ensem,hle des dérivées premières, en particuher, c'est-à-dire des vitesses, définira évidemment le mouvement moyen local du fragment, ou ce que nous appellerons son état dynamique moyen local.
(>5. — Comment la formation des équations de mouvemant amène à considérer, sous le nom de pressions, certaines sommes d'actions moléculaires, bien plus graduellement variables que ces actions elles-mêmes.
Grâce à l'emploi du principe des quantités de mouvement, les actions moléculaires individuelles que supportent les atonies ou les molécules de la couche superficielle d'un élément de volume, et qui émanent d'atomes ou de molécules faisant partie de la nialière extérieure adjacente, n'auront même nul betoin d'être évaluées à part; ce que nous rendraient comme impossible le manque
de données sur les forces moléculaires, mais surtout le lail des mouvements confus agitant d'une foule de manières les divers couples à considérer, en nombre d'ailleurs inconnu et prodigieux, d'atomes ou de molécules. Il suffira de pouvoir apprécier les sommes de leurs composantes suivant chaque ase, sommes appelées, d'ordinaire, des pressions. Or on conçoit que les inégalités variables non graduellement, et par conséquent en sens divers d'un terme à l'autre, s'y neutralisent, pour laisser subsister seulement des totaux à variations relatives bien continues, comme sont toujours les moyennes d'assez grands nombres. De pareils totaux ne dépendront, par suite, que de quantités bien continues ellesmêmes, c'est-à-dire très peu changeantes d'une région du corps aux régions voisines et d'un instant aux suivants.
Sans doute, les oscillations confuses et les rapides déformations des groupes moléculaires ou atomiques y seront en général représentées, mais par des caractères généraux et moyens relatifs à l'endroit dont il s'agit, comme est, par exemple, ce qu'on pourrait appeler le degré plus ou moins grand de l'agitation. Ici, ce degré, concernant la vivacité du mouvement invisible de chaque parcelle de matière, sera la quantité, appelée température, qu'y mesurerait un très petit thermomètre interposé, mais au sujet de laquelle nous n'avons heureusement pas à insister en ce moment.
Les quantités bien continues dont dépendront ainsi les sommes considérées d'actions moléculaires se lieront d'ailleurs, comme on verra, aux changements mêmes, d'un point à l'autre ou d'un instant à l'autre, de l'état statique moyen local, de manière à permettre d'exprimer ces sommes d'actions moléculaires en fonction des mêmes variables que les quantités de mouvement, savoir, en fonction des déplacements moyens locaux de la matière ou de leurs dérivées. Et l'on entrevoit alors qu'il sera possible de former les équations des mouvements moyens locaux du corps étudié; ce qui est le premier but de la Mécanique physique. Car toute science d'application des Mathématiques aux phénomènes se propose d'abord de ramener les questions concrètes à des problèmes d'Analyse, c'est-à-dire les éléments qualitatifs des choses à des éléments quantitatifs, qui sont ce qu'il y a de plus clair pour notre esprit.
SEPTIÈME LEÇON
IDËES GENERALES SDR LES PRESSIONS.
6fl. — Déflnitioii d'an élémeiit pl&n et de la preBiion qui s'y exerce.
Les considérations prdcédentes nous conduisent à faire, pour toute face plane ou sensiblement plane d'un élément de volume, ia somme des composantes, suivant un même axe, des actions exercées, à des distances imperceptibles et à travers cette face, par les points matériels qui sont d'un de ses côtes, savoir, à l'extérieur du volume, sur ceux qui sont de l'autre, ou à l'intérieur. Une pareille surface, peu étendue en tout sens, prend le nom d'élément superficiei ou d'élément plan. Sur toutes les très petites parties similaires juxtaposées en lesquelles elle est décomposable, parties presque invisibles ou même absolument invisibles et en nombre fort grand, mais de dimensions incomparablement supé* rieures à la distance de deux molécules contiguës, l'étal moyen local de la matière est, en général, sensiblement le même; autrement dit, les conditions physiques y sont pareilles. Donc les trois sommes de composantes, suivant les axes, des actions moléculaires éprouvées à travers chacune d'elles par la matière comprise sur un de leurs cdtés, actions existant entre couples de points dont la droite de jonction croise cette partie, se trouveront aussi pareilles pour toutes. Nous les représenterons par une force unique, dont elles seraient les composantes, et que nous supposerons appliquée en un point quelconque de la partie considérée de l'élément plan. Celle force unique fictive s'appellera \a pression exercée sur la partie correspondante de surface.
Elle sera évidemment propre à remplacer, dans les calculs de quantités de mouvements, les actions moléculaires individuelles
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qu'elle résume. El elle les remplacera aussi très bien dans les calculs de moments, même quand les moments seront pris par rapport aux axes les plus rapprochés possibles de l'élément plan ; car, en transportant en un seul point de la partie considérée de celui-ci toutes les actions moléculaires exercées suivant des droites qui ta traversent, on n'a modifié les coordonnées x,y, z de leurs points d'application et, par suite, leurs bras de levier, que de quantités négligeables, même comparativement aux dimensions presque imperceptibles de l'élément plan.
Enfin on appellera ^/-esiion totale exercée sur l'élément superficiel donné, une force unique, valantla somme de toutes ces petites forces égales relatives aux diverses parties similaires de l'élément, dirigée, en outre, dans le même sens qu'elles, et appliquée au centre de gravité de l'élément, c'est-à-dire au point dont les coordonnées sont les moyennes des coordonnées de même nom de toutes ses parties. Cette pression totale sera encore propre, tant au point de vue des moments qu'à celui des quantités de mouvement, à représenter toutes les pressions élémentaires entrant dans sa composition. £n efiet, si n est le nombre des pressions élémentaires égales dont elle constitue la somme, que X, Y, Z désignent les trois composantes de l'une quelconque d'entre elles, et œ, y, z les coordonnées de son point d'application, le moment de celte pression partielle relatif, par exemple, à l'axe des 2 sera ;r Y — >'X; et l'on aura pour la somme des n moments analogues
ce qui est bien l'expression du moment correspondant de la pression toule, dont les composantes sont nX, nY, nZ et dont le point d'application a les trois coordonnées moyennes- ^x, - Sy,
67. — Ce qu'on entend par une pression rapportée i l'unité d'aire.
La pression totale étant simplement proportionnelle à l'aire de l'élément quand on conçoit celui-ci plus ou moins étendu dans son plan autour d'un point donné, il suffira de la construire, à partir de ce point, pour le cas d'une surface égale à l'unité, censée
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tout entière soumise aux conditions qui régnent à l'endroit donl il s'agit. Alors on aura ce qu'on appelle anepression rapportée à l'unité de sur/ace, ou, plus précisément, ia pression exercée sur Vanité d'aire de l'élément plan considéré d'abord, dont le contour devient ainsi îadéterminé et dont l'orientation seule reste, par conséquent, définie, à l'endroit où l'on doit le mener. Cette orientation s'exprime analytiquement au moj'en des trois cosinus directeurs de la normale à l'élément, tirée vers l'extérieur, c'està-dire du côté oij est la matière exerçant les actions moléculaires qu'il s'agit de totaliser.
08. — Cas où la pression est, en réalité, une traction, et cas où elle est une pression proprement dite ; ses oomposantos normale et tangentiellea.
La pression que supporte un élément plan aura, par suite, tout comme les actions élémentaires qui la composent, sa projection sur la normale à l'élément plan/»o«aVe quand elle se trouvera dirigée vers le dehors, c'est-à-dire du côté de la matière l'exerçant; cas où les attractions intermoléculaires, qui sont justement les actions élémentaires réputées positives, y surpasseront les répulsions. Or il est clair que, dans ce cas où les attractions y dominent, ta résultante considérée mérite plutôt le nom de tension, ou celui de traction, que celui dépression, qui, à proprement parler, lui convient seulement quand les répulsions y ont le principal rôle, c'està-dire quand sa composante considérée suivant la normale est n^ gative.
Mais on a eu, pour lui attribuer de préférence la dénomination générique de pression, la raison d'une bien plus grande fréquence du cas où elle se trouve négative. Elle ne devient même jamais positive dans certains corps, les fluides non visqueux, non plus qu'entre deux solides en contact (p. 48), ni, par conséquent, dans les masses pulvérulentes formées par la juxtaposition d'un grand nombre de petits solides.
Il est clair que la pression ou la traction comprendra, en général, outre sa composante normale (négative ou positive), dont il vient d'être parlé et qui s'exerce suivant la normale à l'élément plan, une composante tangentielle, c'est-à-dire rasant l'élément plan, et décomposable elle-même en deux composantes tangen-
tielles, suivant deux droites reclangulaires (juelcoDques de l'élément, émanées de son centre de gravité.
69. — Les pressions sont des forces accessibles à nos mesures et finies par unité d'aire.
Si les actions moléculaires individuelles échappent à nos mesures, les pressions ou tractions, qui en constituent des sommes prises, comme l'on voit, de certaines manières, s'évaluent aisément en kilogrammes; car ce sont elles qui, dans les corps terrestres en équilibre autour de nous, neutralisent la pesanteur. Il suffit, par exemple, de suspendre un poids à un fil vertical, pour que la tension ou traction produite, à travers une quelconque des sections horizontales de ce fil, par sa partie située au-dessus sur celle qui est au-dessous, fasse équilibre aux autres actions extérieures s'eierçant sur l'ensemble de cette dernière partie et du corps, c'est-à-dire à leur poids total : elle lui est donc égale. Ce fait très simple prouve que tes pressions sontjinies et généralement sensibles sur une aire finie, c'eU-k-dire finies par unité d'aire.
70. — Neutralisation très approchée des pressions et neutralisation analogue de leurs moments, sur un élément de volume.
Il importe d'observer que, dans le calcul, au moyen du principe des quantités de mouvement, de la dérivée par rapport au temps ( de la quantité totale de mouvement possédée par un élément de volume suivant un quelconque des axes, cette dérivée, produit de l'accélération inovenne locale correspondante
toujours finie, par la masse S/« de l'élément de volume, sera numériquement du troisième ordre de petitesse, comme le volume de cet élément auquel la masse Sm est (toutes choses égales d'ailleurs) proportionnelle. Or, de même, le poids de l'élément, produit de S m par la gravité ou pesanteur^, sera du troisième ordre. Il faudra donc que l'excédent du premier de ces deux produits sur le second, c'est-à-dire, d'après le principe des quantités de mouvement, la somme algébrique des pressions exercées, suivant B. — Leçons synlkéiiques. 6
82 OUASI-NEUTRALIS. DE» PRESSIONS ET DE LEL'ItS MON. SUR UN ÉLÉMENT DE VOLUHE-
l'ase considéré des j-, ou desv, ou des s, sur l'élément de volume, à travers toutes ses faces, soît également du troisième ordre, quoique ces faces et, par conséquent, les pressions individuellement éprouvées par elles, soient du second. Donc, les pressions supportées par les diverses faces d'un élément de volume se neutralisent dans le sens de chaque axe, avec une erreur négligeable comparativement à leurs valeurs.
On peut en dire autant de leurs moments, même quand on fait passer les ases tout près de l'élément de volume ou à son intérieur, de manière à n'avoir pour tous ses points que des coordonnées x. y, z de l'ordre de ses dimensions. Alors les dérivées en (, comme >'m(^-j^ — y -j-ï)' ^^^ moments des quantités de mouvement, sont évidemment de l'ordre des produits de Sm par ces coordonnées, c'est-à-dire du quatrième ordre, ainsi que les moments du poids de l'élément; tandis que les moments des pressions subies par les diverses faces sont, en général, de l'ordre du produit de ces p^e:^sio^s par les coordonnées, c'csl-à-dire seulement du troisième. Ainsi, les moments des pressions par rapport à chaque axe se neutralisent à eux seuls, sur toute particule, sauf des fractions négligeables de leurs valeurs.
CircoDBtaaces dont dépendent les pressions
Nous verrons bientôt que cette double annulation, infiniment approchée, de la somme algébrique des pressions exercées suivant chaque ase sur les éléments de volume, et de la somme de leurs moments par rapport au même axe, permet d'exprimer toutes les composantes de pression relatives aux divers éléments plans se croisant en un même point, au moyen de six seulement d'entre elles. Mais il reste à se demander de quoi dépendront, en définitive, ces six composantes et, par suite, toutes les autres.
Si un corps était composé d'atomes uniformément répartis dans l'espace, ou non distribués en groupements spéciaux comme molécules et associations de molécules, son seul mouvement en chaque endroit, à part l'agitation caloriGque que définit la température, serait le mouvement moj'en local, celui que nos formules représenteront; et se donner, avec la constitution primitive du corps, les déplacements totaux éprouvés, dans ce mouvement bien
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continu, par les particules d'une région, ce serait, à part l'agitation calorifique, s'y donner complètement l'élal statique de la matière, dont toutes les actions intermoléculaires sont des fonctions déterminées. Par suite, les pressions dépendraient uniquement, à température constante, des déplacements dont il s'agit, ou de ce que nous appelons Vétat statique moyen local.
Mais il n'en est pas ainsi, et, en réalité, Vétat statique moyen local ne règle immédiatement que les situations des centres de gravité des groupes d'atomes ou de molécules, sans déterminer d'une manière nécessaire la forme et l'orientation que chaque groupe peut prendre. On conçoit néanmoins que, pour un état statique moyen local supposé donné arbitrairement, il existe certaines formes et orientations particulièrement stables, dont chaque groupe, d'après la place qui lui est faite, s'accommode pour ainsi dire mieux que de toutes les autres, et dont l'une, à chaque instant la plus voisine, entre toutes, de l'état actuel effectif, tende, vu la petitesse de ce système partiel et de ses déplacements intérieurs, à se produire très vite, au point de se trouver réalisée presque aussitôt que l'est lui-même l'état moyen local correspondant, pour peu que celui-ci persiste.
1%. ~ Forces élastiques et état élastique de la matièNre.
Alors, si la vitesse avec laquelle se succèdent les déformations dans le mouvement moyen local n'est pas trop grande, on pourra supposer que les groupes atomiques ou moléculaires aient sans cesse atteint leur équilibre propre intérieur, lié ans situations actuelles de leurs centres de gravité, c'est-à-dire à l'état statique moyen local; et ce sera, par suite, uniquement celui-ci (abstraction faite de la température) qui réglera tes actions intermoléculaires. Donc ta pression s'exerçant sur un élément plan donné variera uniquement, à température constante, avec les déformations perceptibles subies à partir de l'état primitif, du moins entre des limites de déformation assez restreintes pour que les mêmes groupements moléculaires s'y maintiennent. De pareilles pressions sont appelées forces élastiques, parce qu'elles persistent indéfiniment avec les déformations qui les ont amenées, ou ne disparaissent qu'avec elles; et l'on dit que le corps où elles se produisent est élastique, c'est-à-dire, plutôt, à l'étal élastique.
V ELASTIOL'ER D
73. — PortieB non élastiques des pressions; frottements intérieure.
Mais, si les vitesses de déformalion de la matière, dans le mouvement moyen local, deviennent assez grandes, les groupes moléculaires ou atomiques auront à chaque instant une forme et une orientation sensiblement diffërenles de leurs forme et orientatiou limites, qui seraient celles de leur équilibre intérieur pour l'état statique moyen local actuel; et, par conséquent, les pressions dilTéreront des forces élastiques. Il s'y adjoindra certains termes, évidemment d^autant plus grands, comme les écarts de forme et d'orientation signalés, que seront plus considérables elles-mêmes les vitesses de déformation dont il s'agit. Ces termes, parties non élastiques des pressions, constitueront, du moins par leurs composantes tangentielles, ce qu'on appelle \e frottement intérieur du corps ou du milieu. Ils diffèrent, comme on voit, des précédents, c'est-à-dire des parties élastiques des pressions, en ce que, au lieu de dépendre de Vétat statique moyen local actuel, ils dépendent surtout de Vétat dynamique moyen local, dérivée par rapport au temps de l'état statique de même nom.
71. ~ Petitesse ordinaire des pressions par rapport aux deux sommes de forces, les unes répulsives, les antres atdractives, qui les composent; caractère exceptionnel, à cet égard, de la tension superficielle des Uquides-
Observons enfin, avant de quitter ce sujet, qu'une pression (ou une traction) ne se compose pas de forces moléculaires toutes répulsives ou toutes attractives, mais d'un nombre très considérable d'actions de ces deux espèces, qui peuvent s'y neutraliser en plus ou moins grande partie. On conçoit donc que les pressions s'annulent à fort peu près, par exemple, dans un solide homogène d'un poids négligeable ayant sa surface supérieure et latérale libre de tout contact (même atmosphérique ou, s'il le faut, sous le récipient d'une machine à faire le vide), malgré les fortes valeurs des actions moléculaires dont elles sont les sommes algébriques et dont elles représentent certains effets généraux. On conçoit également que, si, dans un corps solide ou fluide, les pressions exercées sur les éléments plans intérieurs (c'est-à-dire éloignés de leurs couches
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superficielles), ont des valeurs finies par unité de surface, tout en n'étant que des différences de quantités sans doute beaucoup plus grandes, ces pressions puissent atteindre d'énormes valeurs par unité d'aire, sur tes éléments plans choisis dans des conditions exceptionnelles oà ne se produirait plus la même neutralisation.
Ainsi s'explique, au moins comme possible, l'existence, sur les éléments plans qui coupent normalement la surface d'un liquide, de la tension dite superficielle, force atteignant par unité de longueur de l'élément, malgré une largeur totale (épaisseur des couches superficielles) d'une extrême petitesse impossible ou presque impossible à apprécier, des valeurs sensibles et quelquefois influentes (dans les phénomènes capillaires), quoique d'ordinaire leur petitesse relative permette heureusement de les négliger.
HUITIEME LEÇON
HAISONS PHYSIOLOGIQUES ET PSYCHOLOGIQUES DES DÈKOMINATIONS DE FORCES, ACTIONS, TENSIONS, ETC., EMPLOYÉES EN MÉCA- NIQUE. — FORCES DTKERTIE ET CENTRIFUGES.
7S. — RaÎBon des déDominatîonB d'action et de force données à des produits de masses par des accélérations, quand il s'agit d'accélérations provoquées par nos efforts personnelB ou par ceux d'autres êtres vivants.
Nous pouvons maintenant comprendre pourquoi l'on a, d'une manière générale, appelé forces ou actions, en y attachant des sens ^effort el de cause, les produits de masses données par leurs accélérations ou par des composantes de leurs accélérations, c'est-à-dire les quantités de mouvement, totales ou partielles, communiquées à ces masses durant un instant infiniment petit, mais divisées par cet instant ou rapportées à l'unité de temps; et pourquoi l'on a appelé, en particulier, action d'un point sur un autre, la quantité de mouvement que cet autre, en vertu des lois physiques, acquiert ainsi par unité de temps à raison de la présence du premier.
Occupons-nous, d'abord, des phénomènes mécaniques auxquels il nous arrive de prendre part, que ce soit, ou non, volontairement.
Il y a en nous toute une catégorie de sensations, concernant les mouvements que nos organes impriment aux corps voisins ou en reçoivent, auxquelles convient le nom général ^efforts physiques. Elles se diversifient en efforts actifs, soit moteurs, soit résistants (|ue nous éprouvons quand, par des contractions musculaires conscientes el ordinairement voulues, nous accélérons ou ralentissons un mouvement, et en efforts passifs ou subis (c'est-à-dire exercés
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sur nous par une autre personne, ou censés spontanéinenl l'être au point de vue des effets ressentis, même quand ces effets sont dus au seul mouvement d'objets inanimés), tels que les sensations variées de compression, d'extension, de choc, etc.
Cela posé, nos efforts tant actifs que passifs sont proportionnés, ■ dans leur grandeur intérieurement perçue, aux déformations simultanées des organes où nous les éprouvons, comme il le fallait bien pour que nous fussions avertis des dangers de rupture que courent ces organes quand les déformations dont il s'agit viennent à dépasser certaines limites. En un mot, l'échelle de nos sensations est à nos organes ce que serait à un dynamomètre flexible la graduation inscrite sur la règle qu'il porte, s'il pouvait, étant animé, lui-même la lire à chaque instant. Or, d'autre part, en vertu de la loi physique (p. 83) qui fait dépendre les pressions, exercées entre parties d'un même corps ou entre corps contigus, surtout de leur état statique moyen local, c'est-à-dire de leurs rapprochements ou écartements moléculaires, il y a aussi corrélation entre les déformations de nos organes et les pressions ou tractions exercées par eux au dehors, qui sont des sommes de quantités de mouvement communiquées dans l'unité de temps aux corps qui les touchent.
Donc, de cette double corrélation résulte, notamment, une correspondance aussi parfaite que possible, une sorte d'équivalence, entre chacun de nos efforts volontaires, et le produit de la masse extérieure à laquelle nous l'appliquons par l'accélération que lui impriment nos organes. Celle-ci, bien entendu, n'est pas toujours son accélération totale, mais se compose géométriquement avec ses autres accélérations partielles s'il lui en vient d'ailleurs. Quoi qu'il en soit, de ces deux faits en relation étroite dont l'un, l'effort, peut être regardé comme la cause et l'autre, la quantité de mouvement imprimée, comme V effet, c'est le premier, la cause, que nous prenons, d'une manière instinctive, comme mesure de l'autre, l'eff'et, contrairement à ce que nous faisons le plus souvent; car, ici, la cause, nous étant personnelle, se trouve c/irectement connue ou s'offre d'elle-même comme terme de comparaison.
Et il suit de là que le mot effort ou forer, propre à désigner celte cause, est employé, presque à notre insu, pour désigner aussi l'effet, savoir, le produit de la masse mue par l'accélération que nous lu
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76. — Ce qu'oat de vague en Mécanique ces dAnominations, entendues dans leur sens naturel.
CependaQtnossensationsd'etlbrt, quoique c/f7iV£S ou impossibles à confondre avec d'autres, ne sont pas assez distinctes (dans leurs éléments) pour servir de base à une véritable évaluation mathématique. Elles constituent, il est vrai, des grandeurs, comme toutes nos sensations susceptibles de, plus ou de moins ; mAÏ% elles ne sont pas, à proprement parler, des quantités, c'est-à-dire des grandeurs mesurables, ou dans lesquelles on puisse nettement discerner et compter de petites parties égales. Aussi la mesure en efforts des quantités de mouvement imprimées par unité de temps, tonte instinctive qu'elle soit, n'est-elle propre, au fond, qu'à obscurcir l'idée de ces quantités, si précise ou contraire sous sa forme purement géométrique ou arithmétique, telle qu'elle s'est offerte dans ce cours (p. a5).
77. — Manière dont s'acquiert, sous forme sensible, la notion du poids des corps.
Un exemple très simple de l'assimilation spontanée de telles quantités de mouvement à des efforts se présente quand nous maintenons un fardeau en équilibre, au moyen d'une de nos mains, le bras pendant verticalement. Le corps ainsi soutenu reçoit sans cesse de nous une accélération, de bas en haut, égale et contraire à celle que lui imprime la pesanteur ; ce qui implique de notre part la communication à ce fardeau, par unité de temps, d'une quantité de mouvement égale à son poids. Il tend donc notre bras au degré précis qu'exige une pareille communication, et qu'accompagnera une sensation d'effort assez nette pour nous permettre d'apprécier ce poids ; de sorte que, conformément à une comparaison ébauchée tout à l'heure, notre bras est alors un véritable dynamomètre élastique, ayant sa graduation, extérieurement invisible, constituée par l'échelle même des sensations que ses divers degrés d'extension font naître en nous. Et le poids des objets nous paraît être dès lors la propriété qu'ils auraient, du moins près de la Terre, de se porter sans cesse vers son centre ou vers le sol, de manière à n'être empêchés par nous d'y tomber qu'au prix d'un certain effort.
78. — Emploi des mèmeB dénonûnations de forces ou d'actions, dans les cas d'accélérations produites sans le concours d'aucun être sensible.
Enfin, comme noire tempérament intellectuel nous porte à spirituaiiser le monde physique, à personnifier à noire image les mystérieux agents, totalement inconnus, auxquels un invincible instinct nous fait attribuer les cbangemeols que nous y observons, rien ne nous sera plus naturel que de voir en idée, partout où surviendra une accélération positive ou négative de mouvemenl, une personne invisible, une force en un mol, pousser ou retenir le point matériel qui en sera l'objet, si nous nous la représentons comme un êlre animé, qui agirait sur le point, c'est-à-dire sur l'objet mù, par pression directe à l'arrière ou à l'avant de celui-ci. Mais les géomètres préfèrent ordinairement se la représenter agissant sur le point par l'intermédiaire d'un lien tiré dans le sens du mouvement ou en sens contraire. De là cette assimilation familière de toute force à une main invisible, qui tendrait une corde non moins invisible atlachée au corps.
Un pareil trait ou lien, réduit, pour simplifier, à une droite dont on convient de prendre la longueur proportionnelle à la tension censée produite, c'est-à-dire à la quantité de mouvement imprimée dans sa direction, par unité de temps, au point matériel auquel on suppose fixé son premier bout, est donc devenu, sous le nom de force, l'expression sensible de celte quantité de mouvement imprimée. N'y voyons, par conséquent, qu'un symbole, qu'une simple image, d'une cbose un peu abstraite, trop abstraite peut-être pour les intelligences étrangères aux conceptions analytiques, mais au fond très claire, puisqu'elle esl le produit d'une masse par une accélération . Et gardons-nous de confondre cette quantité précise, constituant le seul sens positif ou démontré des forces mécaniques, avec la signification relativement vague d'effort musculaire, mais surtout avec celle, encore moins définie, de cause physique, que le mol force rappelle également ; notions qu'il faut laisser à d'autres champs d'étude, où noire esprit ne peut malheureusement prétendre qu'à un degré de clarté médiocre.
79. — Xiégitiiuité et avantages, à certains égards, de cette interprétation physiologique ou psycliologique des produits de masses par des accélérations.
Mais, une fois ce dtscernement fait, il n'y a pas d'iDCODvénienl à laisser, dans certains cas, toute sa portée à l'image en question, qui est légitime par cela seul que des lieos tirés en elTet comme elle l'indique produiraient les accélérations observées. En personnifiant la nature d'une manière qui nous est instinctive, elle traduit les problèmes mécaniques dans la langue du sentiment, que nous comprenons (d'une certaine manière) même sans réfléchir, et qui réveille en nous la foule de ces notions, vagues, il est vrai, mais précieuses, dites justement vérités de sentiment, notions acquises peut-être par l'expérience des cboses, mais trop nombreuses ou trop complexes pour que nous ayons pu les débrouiller. Telles sont, par exemple, toutes celles qui, l'babitude aidant, nous permettent de mouvoir avec tant de précision et de tant de manières nos organes, sans en connaître les ressorts autrement que par une perception des plus confuses.
L'emploi des forces, considérées à la fois dans leur sens géométrique précis et dans leur sens psychologique relativement obscur, pourra donc, quand il s'agira de questions trop difficiles pour que tous leurs éléments soient dès à présent susceptibles d'être mis en pleine lumière, nous permettre d'utiliser ce fonds inépuisable de demi-lueurs d'oij ont peu à peu émergé nos connaissances claires, et qui semble être la source des inspirations conduisant aux découvertes.
Ainsi, par exemple, l'idée vulgaire du poids des corps, envisagé comme étant chez eux, près de la surface de la terre, une qualité inhérente qui les porte vers son centre et que mesure notre propre effort quand nous les soutenons, a été probablement indispensable pour arriver au grand principe de la conservation de la masse. Car, chez la plupart des hommes, même de science, la notion de masse, réduite à la signification vague de quantité de matière, reste presque confondue avec celle de poids, et n'est pressentie qu'à la faveur de la proportionnalité effective de la masse au poids, ou, tout au plus, de la proportionnalité, seulement entrevue, de la résistance qu'opposent les corps quand on leur
communique une vitesse à celle, plus familière, qu'on éprouve à les soulever lentement, c'est-à-dire à les porter. Sans l'admission préalable du sens obscur de l'idée de poids, nous ne serions donc jamais, selon toute vraisemblance, arrivés à sa signification géométrique et claire, d'après laquelle le poids est le produit de la masse des corps par l'accélération ^ que leur imprime la pesanteur.
Des forces actives dites d'inertie
DaQS les mouvements volontaires où nous nous sentons cause d'une modification de vitesse, il se produit en nous, corrélativement à l'état plus ou moins accusé de contraction de nos muscles, une double sensation, comprenant, d'une part, celle de l'effort exercé ou actif, en rapport avec le mouvement imprimé que nous jugeons être son effet, et, d'autre part, celle de l'effort passif ou subi, c'est-à-dire d'une résistance éprouvée, en rapport avec la quantité équivalente de mouvement détruite sans cesse dans nos organes au fur et à mesure que nous l'y faisons naître. Or nous attribuons d'instinci ce second effort, comme à sa cause, à une propriété qu'aurait la matière de s'opposer à sa mise en mouvement, puis aux modifications de sa vitesse acquise. Et nous le regardons comme s'eserçantnon seulement sur nous, mais d'abord sur ce corps même, d'où il nous serait transmis.
La raison en est, probablement, que cette idée de réaction ou de résistance nous sera venue à la suite d'observations dans lesquelles, par esemple, nous produisions un équilibre en appliquant nos deux mains à un même objet, dans deux directions opposées, de manière à fournir nous-même tout à la fois, consciemment, l'action et la réaction. Elle aurait pu nous être suggérée aussi par des phénomènes d'équilibre dus au concours, sinon plutôt au conllit, de notre propre effort et de celui d'autres personnes jugées par nous s'y opposer; cas où c'était encore sur un même corps que nous voyions se combattre l'action et la réaction. Et notre penchant à généraliser les résultats de l'observation nous aura dès lors fait regarder tout effort employé à mouvoir un corps comme suscitant inévitablement en lui une force résistante égale, éprouvée d'abord par lui-même et se transmettant de là à l'organe ou au corps moteur.
Cette résistance, dont l'efTel se constate sur l'organe ou le corps moteur, auquel seul, par ronséquent, on doit la dire appliquée, mais que nous siip/iosons instinctivement s'exercer d'aOord sur le corps ma lui-même, a été appelée ia force d'inertie de ce dei^ nier corps, parce qu'elle est, à chaque instant, de sens contraire à la direction de son mouvement nouveau, et qu'elle semble, en particulier, s'opposer, comme une sorte de paresse, à la cessation de son repos primitif.
Par suite, pour chaque point matériel (ayant des coordonnées appelées x,y, z) d'un système quelconque, la force totale d'inertie, censée appliquée de la sorte à ce point lui-même, sera la résultante de toutes les réactions qui en émanent, égales et contraires aux actions exercées sur lui. Or, celles-ci ont pour résultante le produit de la masse m du point par son accélération totale, ou pour sommes de leurs composantes suivant les axes les trois termes
m '• ' --■ Donc, les composantes égales et contraires de la force
d mertie seront — m-y-r, — ni-,-. — m—r-r> suivant les trois dt^ di^ di'
axes respectifs des x, y, z. Klles définissent entièrement, pour le
géomètre, cette force fictive, qu'une tendance naturelle nous porte
à voir appliquée au point même de masse m comme la cause ou
la source des réactions qu'il exerce. Aussi appelle-t-on inerties
du point suivant les axes les trois quantités — m — -- lip- ■■ ■
81 . — Leur emploi pour rattacher la Dynamique à la Statique et pour unifier le langage.
La considération de cette force fictive a été utilisée par d'Alembert et ensuite par la plupart des mécaniciens, pour ramener, d'une certaine manière, les problèmes de mouvement à des problèmes d'équibbre, ou la Dynamique à la Statique. En etTel, la force d'inertie d'un point matériel, si elle y existait réellement, ou qu'on pût ainsi composer en une résultante toutes les réactions du point, dont elle est la soxame fictive, se trouverait exactement égale et opposée à la résultante des vraies actions exercées sur le point et ferait, par conséquent, équilibre à celles-ci.
On le voit, du reste, de suite, en écrivant les équations (17)
* DYNAMIQUE A LA STATCQUE.
[p. 58] de mouvement d'un po!nl quelconque sous la forme
rfï»
hS(X, Y,Z) .= 0,
qui iadique la neutralisa lion mutuelle, suivant chaque axe, de la force d'inertie et des actions 2X, SY, 2Z appliquées effectivement au point dont il s'agit. IL suflîrait donc que les vitesses actuelles du point fussent nulles, et que /es forces d'inertie, cessant d'être purement fictives, devinssent réelles, pour que le système matériel proposé conservât sa conflguralion et même sa situation dans l'espace.
On appelle, à proprement parler, équilibre dynamique l'équilibre instantané qui existe entre forces s'exerçant sur un système en mouvement, quand celles-ci n'y font naître actuellement aucune accélération ; en sorte que l'annulation des vitesses présentes manque seule (la persistance des mêmes actions étant supposée) pour le repos du système. Mais cette expression a été étendue à l'équilibre purement fictif que l'on imagine à chaque instant exister entre les forces d'inertie et les forces effeclives (c'està-dire réelles, du moins quant à leurs efiets). Ainsi, Véquilibre dynamique est censé coexister non seulement avec le mouvement, mais même avec des mouvements variés quelconques. Il ne constitue, au fond, qu'une certaine manière de rattacher la Dynamique à la Statique.
La considération des forces d'inertie permet, déjà à ce point de vue, d'unifier plus complètement le langage de la Mécanique. Et elle le permet encore à d'autres égards. Par exemple, on pourra évidemment regarder les diminutions des quantités de mouvement, d'un instant à l'autre, comme étant (p. 64) les impulsions des forces d'inertie, les diminutions analogues des moments de ces quantités de mouvement comme en étant (p. 65) les impulsions de rotation; et, de même, les diminutions des demiforces vives comme constituant les travaux des forces d'inertie, conformément à la notion du travail qui sera exposée dans la prochaine Leçon, Alors les principes des quantités de mouvement, des moments, de l'énerçie, admettront des énoncés plus homogènes et plus rapprochés de ceux des théorèmes de Statique; car ils reviendront à dire que la somme algébrique soit des impul-
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sions des forces non réciproques (tani extérieures que d'inertie) exercées suivant un axe quelconque, soit de leurs impulsions de rotation relatives à un axe quelconque, soit de leurs travaux joints à ceux des forces réciproques, reste sans cesse égale à zéro.
82. — Force centrïfu^ dans un mouvement de rotation uniforme.
C'est surtout quand un système matériel, supposé sans relations extérieures, affecte une conliguration invariable, dont dépendent les actions mutuelles de ses points, el se trouve animé d'une simple rotation uniforme connue autour d'un axe fixe, que la considération des forces d'inertie présente quelque utilité; car elle permet bien réellement de se le figurer en repos el de l'examiner pour ainsi dire a l'aise, en le soustrayant au mouvement qui dérobait sans cesse à la vue et à l'attention ses diverses parties.
Dans ce cas, chaque point, qu'anime une vitesse V égale au produit de sa distance R à l'axe par la vitesse angulaire donnée to (vitesse commune des points dont la distance à l'axe est i), a pour accélération totale son accélération centripète
dirigée vers l'axe suivant le rayon de courbure R de sa trajectoire circulaire. Donc la force d'inertie — m«*R, appelée alors force centrifuge, a sa direction opposée au rayon R el non moins invariable dans le système que l'est sa grandeur absolue moi^R.
Comme l'introduction fictive de celte force établit l'équilibre avec les actions intérieures exercées sur chaque point, la forme du système et les réactions mutuelles de ses diverses parties ne diffèrent pas de celles qu'on y observerait à l'état d'immobilité si, en effet, de pareilles forces extérieures mw^R s'y trouvaient partout appliquées à l'opposite de l'axe donné de rotation. Les forces centrifuges sont donc, pour un système animé d'un mouvement uniforme de rotation et parvenu à une forme constante, des forces qui, si l'on anéantissait la rotation donnée, en tiendraient lieu, c'est-à-dire conserveraient dans le système, réduit au repos,
la configuration et les actions intérieures mutuelles qu'y fait naître l'influence de celte rotation.
Ainsi le mouvement ne produit pas des forces centrifuges, mais il produit les effets qu'auraient celles-ci sur le corps en repos; et l'on peut dire que tes forces centrifuges sont l'équivalent statique de la rotation.
83. — Forces centrifuges et inerties tangentielles dans des mouvements quelconques.
Par extension, on appellera force centrifuge d'un point, dans un mouvement quelconque, la composante de la force d'inertie de ce point, suivani le prolongement du rayon de courbure R de sa trajectoire. On voit qu'elle aura pour valeur absolue m-^j c'està-dire le produit de la niasse du point par son accélération centripète -^< quotient du carré de sa vitesse par sa distance R au centre autour duquel il tourne actuellement. Quant à l'autre composante, — m —7-, de la force d'inertie, composante opposée en direction (quand elle est négative) à la vitesse V et tangente à la trajectoire, on pourrait l'appeler l'inertie tangentielle dupoint.
NEUVIÈME LEÇON
PRINCIPE DES FORCES VIVES POUR UN SYSTÈME PARTIEL. TRAVAIL DES FORCES- - ÉNERGIE INTERNE.
84. — Extension du principe des forces vives an cas d'un système partiel-
De même que nous avons éleiidu les principes des quantités de mouvement el des moments à des sjstèmes partiels, c'est-à-dire à des systèmes sur lesquels s'exercent certaines actions extérieures en outre des actions inicrieures égales et opposées deux à deux, de même aussi il y a Heu de clierclier ce que devient, pour un tel système partiel, le principe des Corces vives, c'est-à-dire la loi fondamentale de Ja conservation des forces vives ou de l'énergie.
Souvenons-nous, dans ce but, que nous avons, de la formule exprimant le principe des forces vives pour le système complet auquel appartient notre système partiel, déduit les équations de mouvement des divers points de ce dernier,
(24) m'^'-=ZX, «^ =SY. m^ = ZZ,
^ ^' di ' dt dt '
en la différentiant par rapport à t, groupant ensemble tous les termes du résultat qui contenaient en facteur la même composante f/, v ou IV de vitesse, et annulant enfin le coefficient total de cette composante. Donc, àpartir des équations ainsi obtenues (24), on parviendra au principe que l'on cherche (généralisé de celui de la conservation des forces vives), en suivant la marche inverse, c'est-à-dire en multipliant toutes les équations, comme {24), relatives aux divers points du système partiel, par les composantes correspondantes u, v ou w de vitesse, et puis faisant la somme. Or cela revient évidemment, sauf l'introduclion du facteur infini-
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menl petit dt, à multiplier les équatioas {a4) par les chemins udt^ dx, vdt^ dy, wdt^ dz, parcourus suivant les axes durant UD instant dt, puis à ajouter les résultats analogues d'abord pour un seul point du système parlîet, et ensuite pour tous.
Dans le premier membre , chaque expression de la forme m{udu + cdv-\-wdw) sera la différentielle, d (— — j, de la demi-force vive, — (w*+ c^-H «"*) ou — V*, d'un des points : la somme de toutes les expressions pareilles, dy^— — > représentera par suite l'accroissement, pendant l'instant dC, de la demi-force vive totale ou énergie actuelle du système.
Quant au second membre obtenu, valeur de cette demi-force vive acquise, il se composera d'autant de termes triples qu'il existera de forces F ^ yTi-^-t- Y*-i-Z' agissant sur le système partiel; et chacun d'eux aura la forme X.dx-i-Y dy -\-7.dz ou sera la somme des produits des trois composantes de la force considérée par les composantes analogues du déplacement de son point d'application durant l'instant dt.
8S. — Travail (on apport de demi-force vive) des forces.
Or appelons ds ce déplacement, élément \/dx^ ■+■ dy^ -\- dz* de trajectoire parcouru par le point d'application durant le temps dt. Les cosinus directeurs de ds seront respectivement ^^ — —^ , ceux de la force r, ^^ — ^ — ; et I angle, que j appellerai a, de la force F avec l'élémeni ds du chemin décrit, aura, comme on sait, pour cosinus, la somme des produits deux à deux des cosinus directeurs précédents, c'est-à-dire le rapport
X (fa + Y rfr + Z rf^ Frf*
Ainsi , l'expression li.dx + ^ dy -{-tdz deviendra simplement F(/scosa, ou le produit soit du chemin parcouru ds parla projection Fcosa de la force sur ce chemin, soit de la force F par la projection t^cosx, sur elle, du chemin ds parcouru. Tel sera donc Vapport de demi-force vive dû à la force F, durant l'instant dt, au profit de tout système partiel comprenant son point d'applica- B. — Leçom tynthétique». 7
tiûR, c'esl-à-dire au profil de ce point d'applicatioQ lui-méine, auquel le système se réduil dans le cas particulier le plus simple ; et il en résultera, par unité de temps, l'apport
..rf* .
Cette demi-force vive ou énergie actuelle, ainsi produite par une force donnée F, el qui, pour un temps fini quelconque fdl, vaudra l'intégrale /Fcosa(/sou/(FVcosa)(/r, s'appelle le travail de la force,
86. — Composition et dépomposition algébriques du travail, dans les compositions et décompositions géométriques des forces.
Son expression X.dx + Y dy -^Z dz, pour un instant di, étant linéaire par rapport à X, Y, Z, sa valeur ne sera nullement altérée par une décomposition géométrique quelconque de la force F en forces partielles, dont les composantes suivant les axes, que nous appellerons X,, Y,, Z, pour l'une, Xg, Yg, Z, pour une deuiiième, Xj, Y}, Zj pour une troisième, etc., auront toujours les trois sommes respectives X, Y, Z. En d'autres termes, les Iravaux simultanés des forces partielles, savoir
X, (ir -H Y, rf/ -t- Zi dz, Xtdx-i-Yjdy-hZtds, . . . ,
donneront, si on les ajoute algébriquement, le travail correspondant
(X,H-X,-t-...)da:-i-(Y,-i-Y,-H...)rfr-(-(Zi-HZ,-(-...)rfi OU ,
X dj -H Y rfj + z rf3
de leur résultante F, On peut donc grouper à volonté, en les décomposant et recomposant, toutes les forces appliquées à un même point, sans changer leur travail total.
C'est une propriété du travail, analogue à celles que présentent, relativement à leurs composition et décomposition algébriques, les projections el les moments des forces. Mais, tandis que, pour pouvoir composer ou décomposer par voie de simple addilion ou soustraction algébrique ces projections et ces moments, il faut les rendre en quelque sorte homogènes, en les prenant par rapport
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à une même direction ou à un même axe, ici, au contraire, les tra> vaux sont toujours directement comparables et combinables, sans égard à aucune direction, de même que l'étaient déjà (p. 19) les demi-forces vives décomposées suivant trois sens rectangulaires.
87. — Énergie potentielle et énergie totale d'un système partiel; variation de l'énergie totale.
Cela posé, distinguons, dans notre s^'Stème partiel, les actions intérieures, égales et opposées deux à deux, d'avec les forces extérieures; et, pour les premières, considérant un quelconque des couples de points du système, dont r désignera la droite de jonction, ajoutons les travaux de l'action F exercée sur l'un de ces points par l'autre, et de la réaction — 'F éprouvée par celui-ci.
Les composantes de la première, ainsi que les coordonnées de son point d'application, étant respectivement X, Y, Z, x,y, z, et celles de la seconde, X,, Y,, Z,, Xt, yt, Zt, nous savons qu'on aura
Par suite, la somme des deux travaux en question,
Xtte-i-Ydj'-t-Zrfs, \idx,-hYidyt-hZidit
sera
(j^l-J7)(rf.c,-rf3:)-t-(j,-^)(rfj,-rfr)-f
OU simplement — F dr, vu que le numérateur vaut ici /■ dr à cause de l'identité
(a^i — a^)i-H (ji— _y)i+ («, — a)i = /■»,
difierentiée et divisée par 2.
Donc le travail total, pendant un instant dt, des deux actions mutuelles d'un couple de points, se réduit au produit de l'une de ces actions (comptée positivement quand elle est attractive) par le rapprochement — dr qu'éprouvent les deux points.
Et comme, eaiîn, l'aciioD mutuelle F sera ou la dérivée en r de l'énergie potentielle de pesanteur — V -^^ du sj'stème partiel, si la droite de jonction r est de grandeur sensible, ou la dérivée en r de son énergie potentielle interne 4>, si celte droite est, au contraire, de grandeur imperceptible, la somme de tous les travaux pareils constituera la différentielle totale, changée de signe, de ce que l'on peut appeler l'énergie potentielle propre du système partiel, fonction de toutes les dislances de ses points, comprenant, d'une
part, l'énergie potentielle de pesanteur — t' de ses parties les
unes vers les autres, et, d'autre pari, son énergie potentielle interne $, localisée dans ses divers éléments de volume.
Si les actions réciproques ou intérieures exercées très près de la surface se trouvent modifiées par la présence de la matière extérieure, il n'en résulte point d'erreur sensible dans d^, vu que les termes correspondants de cette différentielle sont, comme on a vu (p. 38), insigniQants par rapport à ceux qui concernent les distances r de couples atomiques intérieurs.
Donc, en représentant maintenant par 2(X dx + Y dy + Z dz) les travaux des seules actions extérieures pendant l'instant dt, et, de plus, par R les dislances mutuelles sensibles des points du système partiel, afin de les distinguer de leurs dislances mulu elles insensibles r, il viendra
ou bien
Or, dans cette équation, la somme
de l'énergie actuelle du système considéré et de son énergie potentielle propre constitue son énergie totale, que nous représeolerons par C.
L'équation (37) peut donc s'écrire
(î7 bii) rfC = E(X(ic-i-Yrfj'-hZata).
Ainsi le principe cherché, dit des forces vives ou de l'énergie, signifiera que l'énergie totale du système considéré, somme de sa demi-force vive, de l'énergie de pesanteur de ses parties tes unes vers les autres, et de son énergie potentielle interne, croit, d'un instant à l'autre, de tout le travail produit par les actions qui, du dehors, s'exercent sur lui ( ' ).
88- —Tout travail est une conBommation d'énergie potentielle.
Il est hon d'observer que, si l'on passait du système partiel proposé au système complet ou indépendant auquel il appartient, le travail de chaque action extérieure se grouperait avec celui d'une réaction égale et contraire pour donner la difTéreatielle partielle, changée de signe, de l'énergie potentielle du système complet par rapport à la droite de jonction de deux points suivant laquelle cette action extérieure s'exerce ; de sorte qu'un travail exprime toujours une variation simultanée, prise en signe contraire, d'une énergie potentielle, ou autrement dit, une dépense, une consommation d'énergie potentielle. Par conséquent, le travail d'une ioTce, pour tout déplacement élémentaire donné de son point d'application, peut être défini la quantité d'énergie potentielle que cette force y transforme en énergie actuelle de ce point d'application.
On le vérifie aisément pour l'action totale exercée sur un point {x,y, 3); sa composante suivant la droite quelconque choisie, par exemple, comme axe des :c, a la valeur — -j-i ainsi qu'on l'a vu plus haut en posant les formules (5) [p. 24]; el elle égale, en conséquence, le quotient, par tout déplacement élémentaire c/:r qu'éprouverait ce point suivant la direction proposée, du décroissement simultané — d^P de la fonction des coordonnées ou des situations de tous les points du système complet appelée énergie potentielle. Par suite, le travail correspondant, produit du déplacement dx par cette
(■) Od pourrait encore ne paa grouper deut à deux les aciiooa ialérieures de pesaoteur, mais laisser les travaux de cea actions dana le second membre, alin que celui-ci Comprit, pour chaque point, le travail de son potdi tout entier, et iilors le premier membre ne contiendrait plus que la variation de l'énergie actuelle du s;9tème avec celle de son énergie potentielle interne.
composaDie de même sens de la force, est bien la dîmînulion corrélative — -j-dxâkt l'énergie potentielle; et l'on peut dire que la composante, suivant une direction quelconque, de l'action totale exercée sur un point, exprime la consommation d'énergie potentielle qu'exige, par unité du chemin parcouru, un déplacement infiniment petit du point suivant cette direction.
Ainsi une force, exprimée en fonction de ce qu'il y a de plus réel en Mécanique, savoir, en fonction d'énergies et de longueurs, est la dérivée d'une énergie (ou d'un travail) par rapport à une coordonnée.
89. — ComplicfttionB divArses dans l'emploi du principe des fOTces rives.
Dans le principe des forces vives appliqué à un système partiel, l'énergie totale du système joue donc le rôle qu'avaient la projection totale ou le moment total, relatifs à un axe, de la quantité de mouvement du système, dans les principes généraux des quantités de mouvement ou des moments; et l'on voit de même le travail des actions exlérieuresj prendre le rôle qui, dans ces mêmes principes, revenait à l'impulsion soit ordinaire, soit de rotation des actions extérieures. Mais il importe d'observer que l'énergie totale constitue une notion ou une chose plus complexe que les quantités de mouvement ou leurs moments. En effet, tout n'y est pas de la demi-force vive, c'est-à-dire une réalité en rapport avec le mouvement actuel, ou exprimée et mise en jeu par celui-ci, comme le sont ces autres quantités; car, deux de ses parties sur
trois, savoir, * et — i^"R~' représentent de l'énergie potentielle. Par suite d'uue plus grande portée, d'une pénétration plus intime dans les détails des phénomènes, le principe des forces vives est donc moins simple que les autres.
Or sa complication, au point de vue du mouvement moyen local ou visible d'une particule de matière, est encore accrue, dans tous les termes non relatifs aux forces de pesanteur, par le fait de l'agitation calorifique qui, au contraire, s'élimine des équations exprimant les deux autres principes.
Des complications ânes à l'agitation calorifique
Appelons, en efiel, pour fixer les idées, x^ y, z les coordonnées moyennes d'un point matériel quelconque du système, coordonnées ne difTérant pas d'une manière appréciable de ses coordonnées vraies à l'époque t; et Ç, ti, Ç les composantes de son déplacement calorifique, ou ce qu'il faut ajouter à ces coordonnées moyennes pour avoir les coordonnées vraies. Les quantités \, >i, X^ seront négligeables devant x, y, z et, de plus, par définition même, elles se trouveront aussi souvent cl autant négatives que positives, ou auront leurs valeurs moyennes, soit pour un même point durant un temps perceptible très court, soit même à un instant quelconque pour tous les points situés dans une étendue à peine visible, négligeables en comparaison de leurs valeurs ordinaires. Mais leurs dérivées premières et secondes par rapport au temps, composantes de la vitesse ou de l'accélération d'agitation, seront au contraire sensibles, sinon même considérables, tout en s'annulant en moyenne dans toute étendue très petite, d'après la définition de ^, ï;, (^ qui astreint ces déplacements et, par suite, leurs dérivées en ï, à y avoir leurs valeurs moyennes sans cesse nulles.
91. — Cette agitation ne modifie ni les quantités de mouvement, ni leurs moments, pour des particules matérlelleB d'étendue perceptiblfi.
Cela étant admis, d'une part, la quantité de mouvement d'un corps, ou seulement d'un élément de volume, suivant l'axe des x
par exemple, quantité esprimée P*''^'"('j; + jj)' ^'i d'autre part, le moment correspondant
ou, simplemeni,
H^KS + i)— "(f -§)]•
ne se trouvent pas changés d'une manière appréciable par le mou-
vement calorifique, c'est-à-dire sont réductibles respectivement à X'mT-elàX^ml^y-jt — "^)' ^^^ on peut admettre que, dans des étendues très inférieures même à un élément de volume, ou assez restreintes pour que x, y, s n'y varient pas sensiblement, les composantes — ^^ — de ia vitesse d'agitation affectent autant un sens que le sens contraire et ne donnent que des quantités de mouvement ^."^— 'Jl' -- algébriquement nulles.
D'ailleurs, les vitesses mesurables ■■ ■ 'l'" - de cbaque point pourront n'^ être pas distinguées de celles du mouvement moyen local. En effet, elles n'en diffèrent que par les vitesses propres des déformations et rotations des groupes moléculaires corrélatives non à l'agitation calorifique, mais au mouvement moyen local. Or ces déformations et rotations, exprimées dans un même groupe par des déplacements relatifs imperceptibles comme ses dimensions, ne cbangcnt pas plus souvent de sens que ne le font les déformations moyennes locales ou visibles dont elles sont solidaires; ce qui rend évidemment les rapidités de variation de ces déplacements (c'est-à-dire les vitesses et accélérations correspondantes) aussi négligeables qu'ils le sont eux-mêmes sans cesse en grandeur absolue.
93. — Hais elle ajoute à la demi-force vive du monvement visible une demi-force vive, dite éne^ie actuelle calorifique ou énergie actuelle interne, généralemeat considérable.
Mais on n'en peut pas dire autant de la demi-force vive l ^2à l\dt dtj \dt dl) \dt dl) \
1 V ("^^ *^' ^ ^ ds d^\
\ "^ Zà'^xSi Ti^ dt dl '^ dl dtj'
La dernière somme S, seule, y est formée de parties qui se neutralisent, vu leurs facteurs m — ' ' i de signes variés dans chaque petite et même imperceptible étendue où leurs autres fac-
peuvent être censés constants. Les deux termes
précédents expriment, l'un, savoir ^^mf-^ "*" "^ "•" dïï}' ^^ demi-force vive non calorifique, qui correspond au déplaceinenl des situations moyennes, c'est-à-dire très sensiblement, comme on vient de voir, au mouvement moyen local seul perceptible, l'autre, ->'m(-^-|--A H- -Ty]' la demi-force vive d'agitation ou calorifique, évaluée comme si les situations moyennes des molécules étaient fixes, ou qu'il n'y eût pas de mouvement visible.
Cette seconde partie, sensible seulement au thermomètre ou en tant que chaleur, vient donc, en s'adjoignant à la demi-force vive du mouvement visible, compliquer l'expression de l'énergie actuelle. Comme la température est la seule variable connue dont dépende l'agitation calorifique, dans un corps donné et qui a les situations moyennes, également données, de ses divers points matériels, définies par leurs distances mutuelles, cette demi-force vive du mouvement imperceptible sera, pour chaque particule d'un corps, une certaine fonction de sa température, et, en outre, des distances existant entre les situations actuelles moyennes de ses points. Or ces distances dépendront elles-mêmes uniquement (du moins à la température donnée) de l'état statique moyen local ou visible, quand on pourra faire abstraction du frottement intérieur et supposer ainsi, â chaque instant, atteinte la forme d'équilibre des groupes moléculaires corrélative à l'état statique moyen local réalisé. En un mot, la demi-force vive calorifique ne sera, le plus souvent, dans une particule donnée dont la contexture (groupement moléculaire) ne s'altérera pas, fonction que de la température et de ses déformations visibles ou d'ensemble.
Quoi qu'il en soit, celte demi-force vive calorifique, se trouvant évidemment pareille dans des particules similaires, peut être rapportée à l'unité de masse, mieux encore que l'énergie potentielle interne; et, comme elle n'est d'ailleurs pas moins invisible que celle-ci, on l'appelle énergie actuelle interne, c'est-à-dire cachée.
93. — Ëne^e interne totale ; sa division en une énergie calorifique et une énergie élastique ou de ressort.
Il sera, par suite, naturel delà séparer de la demi-force vive du mouvement moyen local ou perceptible, dans l'expression de
E CALOHIFIdlIE ET É^IEROIE rOTENTIELLK D'ÉLASTICni.
l'énergie totale du système, pour la joindre plutôt à l'énergie potentielle interne, avec laquelle elle a, comme on voit, quelque analogie; et l'on appellera énergie interne totale ou, simplement, énergie interne, cette somme des deux énergies internes, potentielle et actuelle.
L'énergie potentielle interne do la particule considérée, fonction de toutes les imperceptibles droites actuelles de jonction de ses points, aura, elle aussi, sa partie dépendant directement de l'agitation calorifique (c'est-à-dire de la température) et des distances existant entre les situations moyennes des points matériels, en outre d'une autre partie oii figurent ces seules dislances et qui, par conséquent, subsisterait sans le mouvement calorifique, pourvu que, sans lui, les distances dont il s'agit se réalisassent.
On serait, il est vrai, à première vue, tenté de regarder comme insignifiants, dans l'expression de l'énergie potentielle interne *, les petits écarts calorifiques Ç, r„ Ç des coordonnées des molécules de part et d'autre des valeurs moyennes œ, y, z, tant à cause de leur extrême petitesse, les dérobant absolument à l'observation, qu'à cause de l'annulation de leurs valeurs moyennes, qui entraîne celle du total deslermesdu premier degré en ^,7,, X, parlésquels débute le développement de "t suivant les puissances de ces écarts 5, ï,, Ç. Mais il ne faut pas oublier que les variables enfo'»'^tion desquelles 4> change avec une rapidité extrême sont justement les plus petites et plus insensibles distances in ter moléculaires ou interatomiques, celles que les vibrations calorifique^ (à phases très rapidement changeantes d'un atome à l'autre) font varier dans un très grand rapport ou presque du tout aO tout, comme le prouvent les phénomènes de fusion, volatilisation, d"*" solution, dissociation et décomposition chimique par la cHale"''-
Il y aura donc une grande partie de l'énergie potentielle '"' terne*, de la forme ^(a; +£,_}' + ï], s + ÎJ, .. .) — 9(x,y, £,■■■!' qui sera directement c«/oryîi/ue, ou fonction non seulement '■e^' y, z, ..., c'est-à-dire de la configuration visible de la matière.'"^'* aussi de la température, c'est-à-dire de S, ti, I^, - . - ; sans coOlP'*'' bien entendu, une première partie, de la forme ^{x,y, s, - -■)' "" n'entreront que les distances entre les situations moyennes des molécules. Celle-ci, n'éUnt fonction, du moins à l'état élastique f' à la température donnée, que des déformations d'ensemble s"''"
sibles de la matière, peut être appelée énergie potentielle d'élaslicite ou encore énergie propre de ressort. La température, si elle y figure, ne le fait que par l'iniluence qu'elle peut avoir sur la manière dont les groupes atomiques ou moléculaires se disposent presque instantanément quand on astreint leur ensemble à réaliser une configuration perceptible définie.
En résumé, l'énergie interne comprendra une partie potentielle purement élastique d'ordinaire, qui ne dépendra pas ou ne dépendra qu'indirectement de la température, plus deux parties. l'une actuelle, l'autre potentielle, proprement calorifiqueii et, par conséquent, fonctions directes de la température.
Les trois parties réunies, rapportées à l'unité de masse, donneront pour somme (du moins quand on pourra faire abstraction du frottement intérieur) une certaine fonction U de la température et des déformations d'ensemble ou visibles éprouvées par la particule : son produit MU par la masse M de la particule sera i'énergie interne de celle-ci.
9i. ~ Réduction fréquente de l'énergie totale â l'énergie interne et à la demi-force vive du mouvement visible.
L'énergie totale du système partiel se composera ; i" de cette énergie interne, évaluée séparément pour chacun de ses éléments de volume et puis sommée dans toute son étendue; 2° de la demiforce vive du mouvement moyen local ou visible, dont l'étude fait l'objet principal de la Mécanique physique ; 3° enfin de l'énergie de pesanteur — \ —5 — ■ de ses divers points les uns vers les autres, où ne figurent que des distances R de grandeur notable, et sur laquelle, par suite, les imperceptibles changements de distance dus à l'agitation calorifique sont sans influence sensible.
Au reste, cette troisième partie est évidemment négligeable quand le système considéré n'a que peu d'étendue et, en particulier, quand il se réduit à l'une de ces particules matérielles que nous appelons des éléments de volume. Dans ce dernier cas, l'augmentation, durant un instant dt, de la somme que donnent son énerg;ie interne et la demi-force vive de son mouvement moyen local ou mouvement de son centre de gravité, égalera donc le travail total, pendant le même instant, des forces extérieures
Io8 LK HODTBMENT CALORIFIQUE NB COMPLIQUE PAS
appliquées à sa masse, forces comprenant, d'une part, le poids de ses molécules, ou action totale, sur sa matière, de celle qui en est à des distances notables, d'autre part, les actions moléculaires subies par sa couche superficielle et provenant de la matière extérieure contiguë.
Il pourrait s'exercer en outre du dehors, sur la particule, quelques-unes de ces actions encore mal expliquées qui constituent les forces électriques. Nous nous bornerons au cas où il sera permis de les regarder comme modifiant simplement, en grandeur et en direction, le poids des molécules, d'une manière uniforme pour toutes les molécules existant dans une étendue très petite en tous sens ; et nous désignerons par G ce qui devient alors à l'époque I, dans la particule en question, l'accélération correspondante, qui s'appellerait g, à la surface de la terre, pour la pesanteur (apparente) toute seule.
9S. — Le travail de la pesanteor est iodépendant du mouvement calorifique.
Le poids ainsi modifié des molécules, produit de cette accélération G, constante en grandeur et en direction dans tout l'élément, par leurs masses respectives m, aura pour travail total durant un instant dl, à part le facteur G dt, la somme des produits de ces masses m par les composantes de leurs vitesses dans la direction de G. Si a, b, c désignent les trois cosinus directeurs de celle-ci, les composantes en question, projections totales sur elle des trois composantes des mêmes vitesses suivant les axes, auront évidemment pour expression, avec les notations de tout à l'heure (p. iu3),
dJT + i) , d{y + r-) d{z + '^)
dt dt dt
La somme de leurs produits par les masses m sera donc
JSC_ d(x + \ ) _ i^^ d(y + r{) , .V„ rf(- + i;)
Zà dt ' Zà dt -^ «'^ "^ di '
Enfin, rappelons-nous que
•y d{x->-i) ^„ d<y-i-T.) V„f^(i±i2 JLi dt ' Zi dt ' Zà dt
sonl les produits de la masse totale Sm du volume élémentaire
, . d(x-\-i) d(y-t-Ti) d(e + l)
par celle moyenne des vitesses — . ■■ , — ■— , - ■ , — . ; qui
est la vitesse correspondante du centre de gravité de l'élément, ou
la vitesse (suivant chaque axe), propre au mouvement moyen local,
dont-T-> ^' jT "G diffèrent pas d'une manière appréciable; et
nous aurons, pour le travail tolal considéré de la pesanteur,
(29) {ZmG)(a^ + b^^c^)dt = {ZmG){ada^+bdj'+cdz),
c'est-à-dire le produit du poids modilié, SmG, de la particule, par la composante, suivant sa direction, du déplacement qu'éprouve son centre de gravité ou, encore, qu'éprouve sensiblement toute sa matière dans son mouvement moyen local.
Donc l'agitation calorifique n'a pas d'influence sur le travail que la pesanteur ou les autres forces analogues effectuent, pour des déplacements visibles donnés, dans un élément de volume, ni par suite, sur celui qu'elles produisent dans un système matériel quelconque.
DIXIÈME LEÇON
SUITE DE L'ÉTUDE DES FORCES VIVES ET DU TRAVAIL ; FLUX D CHALEUR; L0[ FONDAMENTALE DE LA THERMODYNAMIQUE.
96. — On travail des «ctioas moléculaireB exercAes da dehors sor la couche snperâcîelle d'une particule ou d'un corps : il oon^rend une première partie, dite flux de chaleur, qui est purement calorifique.
Si le travail de la pesanteur ne se trouve pas rendu plus complexe par les invisibles vibrations qui constituent la chaleur, il n'en est pas de même du travail des actions moléculaires exercées, par exemple, à Lravers les faces d'un élément de volume, et à des dislances imperceptibles, sur sa couche superficielle. Ces forces sont grandement modifiées par l'agitation calorifiqite, qui fait varier les plus petites et plus influentes distances intermoléculaires de fractions comparables à leurs valeurs et dans des sens aussi rapidement changeants que le sont ceux mêmes des vitesses correspondantes. Par suite, les produits des composantes X, Y, Z, suivant les axes, de ces forces, par celles, Jl < ^^^ vitesses en question, n'ont généralement plus, sur de petites étendues, leurs valeurs mo^'cnnes nulles.
Et, en effet, si l'on suppose d'abord, pour simplifier, qu'il n'y ait pas de mouvement moyen local, ou que l'agitation calorifique règne seule, les travaux, XrfÇ-t- Yrfr, + ZcfÇ, des forces dont il s'agit, se trouveront, en général, tellement peu négligeables, que l'agitation calorifique et, avec elle, l'énergie interne totale s'accroîtront, comme on sait, dans tes régions où la température est le plus basse, pour diminuer au contraire dans les régions uù elle est le plus élevée ; ce qui ne peut évidemment se faire que
grâce aux travaux considérés, des actions moléculaires s'exerçant à travers les surfaces de séparation de ces régions diverses.
Comme l'énergie ainsi transmise d'une région à l'autre est sensible seulement sous forme de chaleur, on donne"au travail total, effectué de la sorte dans le mouvement imperceptible d'agitation, des forces s'exerçant à travers un élément plan sur la matière contiguë située d'un côlé désigné de cet élément, le nom Aejîux de chaleur ('). Il sera fini par unité d'aire et durant l'unité de temps, puisqu'il aura transmis, au bout d'un temps fini, une quantité sensible d'énergie caiortiique au volume de matière que limite une surface finie. On voit en outre que, rapporté à l'unité d'aire, un pareil flux dépendra de l'état statique moyen local et de la température qui existent près de l'élément plan, mais surtout des inégalités de distribution de celle-ci dans le voisinage, ou de sa rapidité de variation suivant les divers sens, dans une étendue extrêmement petite. En elTet, le flux s'annulera si la température y devient uniforme.
Revenons maintenant au cas général d'un mouvement moyen local ou visible, se superposant a l'agitation calorifique d'ordinaire beaucoup plus rapide. Comme celle-ci se fait très sensiblement de la même manière que si elle était seule, du moins quand le frottement intérieur est négligeable ou quand les groupes moléculaires ont à chaque instant leur forme et leur orientation d'équilibre pour l'étal moyen local actuel, les travaux,
X((fe4-<^) -J- Y(rfr -Hrfr,) -H Z(rf; -I- rfï),
dont il s'agit d'évaluer la somme, auront une première partie, Xf^^H- Yrfv) + 'LdC„ identique à ce qu'ils seraient tout entiers si l'agitation calorifique régnait seule.
En d'autres termes, cette partie donnera, en tout, sur un élément plan, le flux de chaleur qui le traverse, flux ne différant pas sensiblement de celui qu'on aurait, pour la répartition actuelle de la température tout près de l'élément et pour l'état statique moyen
(') Il n'est peut-être pas inutile de dire ici que, lorsqu'on l'évaluera en calo-. riei, ce que font d'ordinaire les physiciens, cette valeur devra être convertie en kilograminétren, c'est-à-dire multipliée par ^i5 (équivalent mécanique de la cUalear) avant de pouvoir lîgurer dans nos foi'uiules.
local qu'on y observe, si cet état statique persistait, ou qu'il d'; eût pas de mouvement visible.
97. — Il comprend en outre le travail des pTABBionsquireprèEeiiteiit les sommes de ces actions molàcuUires.
Mais les travaux considérés auront, en outre, la partie,
Xdx-i-Ydj'-\-Zds,
à laquelle ils se réduiraient sans l'agitation calorifique. Or dx, dy, de, relatifs au mouvement moyen local, y seront des fadeurs fort peu près constants dans chaque très petite étendue perceptible ou presque perceptible. Par suite, pour toutes les actions moléculaires exercées à travers une petite portion d'élément, el dont il s'agira de sommer le travail, cette première partie don-
(SX)rfj- + {LY)rff -r(ï;Z)rfj,
expressions où £X, SY, SZ, projections totales, suivant les divers axes, des actions moléculaires considérées, seront évidemmeul les composantes de ce que nous avons nommé \a pression exercée sur la partie correspondante d'élément plan. El la somme ainsi obtenue, formée des produits des trois composantes de cette pression par les composantes de mêmes sens du mouvement visible ou moyen local éprouvé par la surface matérielle qui la supporte, est ce qu'on peut appeler, et ce qu'on appelle en eifet, le travail de la pression.
En résumé, les pressions, que l'on se représente subies par les faces d'un élément de volume, ou par la superficie d'un corps quelconque, sont bien des forces fictives propres à remplacer les actions moléculaires réelles exercées sur l'élément ou sur le corps à travers ces surfaces, tant qu'on se propose d'évaluer uniquement les impulsions totales et les moments de ces actions. Mais elles cessent généralement de pouvoir remplir le même but dès qu'il s'agit d'évaluer des travaux; car il faut alors, pour avoir le vrai travail total des actions moléculaires considérées, joindre aux travaux des pressions ceux que les actions moléculaires résumées en elles produisent dans l'imperceptible mouvement d'agitation calorifique, et qui constituent \esjlux de chaleur. Ainsi ces flux.
FROFRrÉTÉS DES FLUX
fonclîoQ principalemenl des inégalités de distribution de la température de part et d'autre des surfaces qu'ils traversent, échappent complètement au travail des pressions, c'est-à-dire n'y sont pas compris, quoique dus aux mêmes forces élémentaires.
98. — Égalité ies deux flux de chaleur, de sens contraires, reûtifs aux deux faces d'un mftme élément plan.
Nous pouvons remarquer, d'ailleurs, que les actions moléculaires exercées, à travers un élément plan, sur la matière située d'un côté de cet élément, ne sont pas seulement égales et contraires aux réactions , s'exerçant suivant les mêmes droites de jonction imperceptibles, de cette matière sur celle qui est de l'autre côté , de manière que les pressions soient elles-mêmes égales et contraires sur les deux faces de l'élément plan; mais qu'on peut, de plus, admettre l'égalité, en valeur absolue, avec signes différents, des deux sommes respectives des travaux produits par ces actions durant un instant dt.
En effet, ces deux sommes réunies, travail total des forces exercées aux extrémités des imperceptibles droites de jonction r dont il s'agit, ou qui traversent l'élément plan, sont les différentielles partielles, par rapport aux distances en question r, de l'énergie potentielle interne, changée de signe, du corps où est tracé l'élément plan. Or nous avons précédemment remarqué (p. 38), en définissant l'énergie potentielle interne, que le nombre des droites de jonction ainsi coupées par une surface ne se trouve presque rien à côté du nombre de celles que contient ce corps ou même seulement que contient une particule matérielle sensible; de sorte que le travail total qui leur correspond est insignifiant en comparaison de la variation simultanée de l'énergie potentielle interne de l'une des deux parties en lesquelles cette surface divise le corps. Mais, au contraire, le travail des actions moléculaires exercées, à travers la surface, sur cette partie, ou d'un seul côté, modifie, en général, très grandement la variation de la même énergie, et lui est pour le moins comparable. Donc, tandis que le travail total des actions s'exerçant à travers un élément plan sur les deux côtés de cet élément plan est toujours négligeable, celui des actions exercées sur un seul des côtés ne l'est pas; d'où il suit bien que les travaux des actions appliquées aux B. — Leçons ayntkétiques. 8
deux côtés, ou aux deux couches superficielles limitées parl'élément plan, se neutralisent, c'esl-à-dire sont relativement égaux avec signes contraires.
Comme d'ailleurs, vu la lenteur avec laquelle varient d'un point à l'autre les déplacements moyens locaux, ou vu, par conséquent, leur égalité très sensible pour les deux couches superficielles que sépare un élément plan, cette parité est évidente en ce qui regarde les travaux des pressions, il s'ensuit qu'elle de\Ta se produire également pour l'autre partie des travaux d'actions moléculaires, c'est-à-dire pour les flux de chaleur traversant dans les deux sens l'élément quelconque de surface considéré.
Voilà pourquoi l'on peut, sans erreur appréciable, assimiler la chaleur à une matière qui passerait à travers l'élément plan, ou regarder le flux qui entre d'un côté comme sortant de l'autre; car l'un de ces flux constitue un travail positif emmagasiné sur une face, et l'autre, un travail négatif perdu sur la seconde face.
99. — Principe d« la qnasi-neutralisatloii des flux de chaleur sur tout élément de Tolome.
La neutralisation des deux travaux totaux des actions moléculaires exercées, sur les deux faces d'un élément plan, à travers cet élément, se démontre, comme on voit, en admettant que chacun d'eux soit au moins de l'ordre de grandeur de la variation simultanée de l'énergie potentielle interne d'un élément de volume limité par l'élément plan. Mais, en réalité, ils se trouvent incomparablement plus grands; car, rapportés à l'unité de temps, ils sont, en général, de l'ordre de l'aire de l'élément plan, c'est-à-dire du second ordre de petitesse, tandis que la variation, rapportée de même à l'unité de temps, de l'énergie potentielle interne dont il s'agit, est de l'ordre du volume dans lequel elle se produit, c'est-à-dire du troisième. Et comme la variation simultanée de l'énergie actuelle, tact visible que calorifique, du même volume, est également comparable à celui-ci ou encore du troisième ordre, ainsi que le travail du poids de la particule, le principe des forces vives, appliqué à cette particule ou volume élémentaire considéré, montre que les travaux des actions moléculaires exercées, à travers ses faces, sur toute sa couche superficielle, devront se neu-
traliser, à des di£FéreDces près du troisième ordre, négligeables à côté de ces travaux qui sont du deuxième. Donc les travaux en question ont leur somme relativement nulle, comme l'étaient déjà les sommes des composantes, suivant un axe quelconque, de toutes ces actions, et les sommes de leurs moments relatifs au même axe, sommes qui se réduisaient à celles des composantes et des moments analogues des pressions exercées sur les faces du volume élémentaire.
Mais il 7 a lieu de répéter ici, à propos des travaux de ces pressions, le raisonnement que nous venons de faire pour les travaux des pressions exercées sur les deux faces d'un élément plan. Le déplacement moyen local suivant chaque axe étant pareil dans toute l'étendue d'une particule, à des erreurs relatives près de l'ordre de ses dimensions, ou du premier ordre, le travail total de leurs composantes parallèles au même axe aura pour première partie le prodnit du déplacement moyen local commun dont il s'agit par la somme algébrique de ces composantes, somme nulle, ou plutôt du troisième ordre de petitesse, comme le seront les produits, composant son autre partie, des pressions (du second ordre) par les petites inégalités (du premier ordre) des déplacements moyens locaux de leurs points respectifs d'application. Donc les travaux des pressions se neutralisent séparément, à des termes près du troisième ordre de petitesse, et l'excédent des travaux totaux des actions moléculaires considérées sur ceux-là, c'est-à-dire les flux de chaleur qui pénètrent à la fois dans la particule, se neutraliseront aussi à ce degré d'approximation.
100. — Ce principe permettra d'exprimer tous les flux relatifs à un mArne point en fonction de trois d'entre eux, qui dépendront eox-memeB, principalement, des dérivées premières de la température suivant les divers sens.
De même que l'annulation relative, ou ayant lieu à des e négligeables près, de la somme algébrique soit des pressions appliquées â des particules d'orientations diverses, soit de leurs moments, nous permettra bientôt d'exprimer la pression s'exerçant en un point donné sur un élément plan quelconque, en fonction de celles qu'y supportent trois éléments plans rectangulaires, de même aussi, l'annulation de la somme des flux de chaleur in-
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troduUs dans de pareilles particules nous fera connaître, en fonction des flux qui traversent trois éléments plans rectangulaires se croisant en un point donné, celui qui passera en même temps par tout autre élément plan mené au même point.
Quant à ces trois Qaji principaux, les explications précédentes sufiisent pour prévoir qu'ils dépendront, en général, de la aature de la matière et de son état moyen local, ainsi que de sa température dans une très petite étendue autour de l'élément plan, mais surtout des variations ou inégalités alTectant cette température à la traversée de l'élément plan,
101. — Pénétration «xceptionnella du principe des forces vives, comparé à ceux des quantités de mouvement et des moments, dans l'étude des mouvements intimes des corps.
Il résulte de ce qui précède que l'application du principe des forces vives à un élément de volume ne donne pas d'indicatiou directe sur ses vitesses perceptibles, à cause des quantités (l'énergie interne et les ilux de chaleur) qui y figurent, quoique n'ayant que des rapports compliqués avec le mouvement moyen local. Mais, justement pour cela, elle fournira d'importantes indications, souvent indispensables, sur l'état intérieur d'agitation de la matière et, par suite, sur la température, c'est-à-dire sur ce qui s'éliminait des autres principes généraux de la Mécanique à raison même de leur trop grande simplicité. Le grand avantage de l'équation des forces vives est donc précisément, par la trace qu'elle conserve de circonstances intimes échappant aux autres équations, de suppléer et compléter celles-ci quand le mouvement invisible de la matière se trouve influer sensiblement sur les phénomènes observables.
Or nous verrons qu'il existe beaucoup de ces phénomènes, savoir, tous cens dans lesquels des variations notables de la température obligent à introduire celle-ci parmi les fonctions inconnues. Alors il est nécessaire, même pour ne déterminer que le mouvement moyen local, d'avoir une équation définissant les changements de la température d'un instant à l'autre; et nous verrons qu'on ne peut la former que par une application appropriée du principe des forces vives à une particule matérielle.
103. — Application dn principe des forces vives à one particule matérielle : premièrement, travail de la pesanteur et travail des pressions, pour le mouvement de translation de la particule.
Considérons donc un élément de volume donné V, de masse M ; et ayant désigné, conformément à des notations déjà adoptées dans la Leçon précédente, par
MG la force extérieure s'exerçanl sur toute sa masse, force de pesanteur ou de nature analogue, dont on a déjà appelé a, b, c les trois cosinus directeurs;
MU son énergie interne à l'époque (, U étant ainsi l'énergie interne de son unité de masse;
u, V, w les composantes, suivant les axes, de la vitesse simultanée de son centre de gravité, laquelle diffère très peu, en grandeur et en direction, des vitesses moyennes locales ou perceptibles de ses diverses parties ;
exprimons que la variation M.(u du -i- v dt' -\- wdw)-i-MdU, durant un instant dt, de son énergie totale 5M(«'-|-c*-(-iv*)-|-MU, vaut la somme, que nous appellerons (/Q, des flux de chaleur entrés pendant le même instant par ses diverses faces, plus le travail total produit en même temps par son poids et par les pressions exercées sur sa superficie.
Le poids a, comme nous avons vu, même travail que s'il était tout entier appliqué au centre de gravité de la particule. Quant aux pressions, leur travail est évidemment la somme de ce qu'il serait si toutes les parties de la surface ne possédaient que le mouvement même du centre de gravité de la particule, et de la valeur qu'il aurait si, au contraire, les diverses parties de ta surface n'étaient animées que de leur mouvement relatif par rapport à ce centre de gravité; caria vitesse, suivant un axe quelconque, de chaque petite partie de la surface, est tien celle du centre de gravité, plus ou moins un petit écart du premier ordre (c'est-à-dire comparable aux dimensions de la particule) constituant la vitesse relative de cette partie par rapport au centre de gravité.
Ne comptons d'abord que la première partie, savoir le travail des pressions pour le déplacement du centre de gravité; et joignons-y celui de la pesanteur, qui peut être tout entier, i
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nous venons de dire , rattaché à ce mouvement. Nous aurons ainsi à considérer le déplacement udi, ou vdt, ou wdt, suivant chaque axe, du centre de gravité de la particule, et à le multiplier par la composante totale de même sens des pressions exercées sur elle et de son poids, c'est-à-dire de toutes les actions extérieures qu'elle supporte. Or ces composantes totales sont précisément les trois composantes M -- — v.' - ■ de sa force motrice. Ainsi le travail considéré, ou correspondant au mouvement du cenire de gravité, est M ( ^ « rf( + . . . I ou
n{u du ^ V dv -A- iv dw ).
103- — Deuxièmement, traTail des presBions, pour le monrement de la particule par rapport A son centr» de gravité; c'est on travail de déformation et non de rotation.
Reste à y ajouter le travail des pressions pour le mouvement relatif des diverses parties de la surface par rapport au centre de gravité de la particule. Les déplacements par unité de temps, ou vitesses suivant les axes, qui y figureront comme facteurs, s'y trouveront de l'ordre de petitesse des distances existant entre le centre de gravité et la surface, c'est-à-dire du premier ordre; et, les pressions elles-mêmes y étant, sur chaque face, du second ordre, le travail dont il s'agit sera, par unité de temps, du troisième ordre, ou comparable au volume de la particule.
Il importe de reconnaître que la partie de ce travail attribuable à un mouvement d'ensemble, c'est-à-dire à une rotation qu'éprouverait par unité de temps la particule autour de son centre de gravité, se trouve seulement du quatrième ordre, et négligeable par rapport à son autre partie; de sorte que le travail en question se rapporte essentiellement à la déformation, aux changements de dimensions de la particule et constitue ce qu'on peut appeler, pour abréger, un travail de déformation.
En effet, toute rotation élémentaire (ou relative à un instant dl) de la particule autour de son centre de gravité équivaut, comme l'on sait, au point de vue des déplacements produits ou, par suite, du travail développé, à trois rotations infiniment petites, effectuées successivement autour de trois axes 0'x\ 0'y\ O' z' parallèles à
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ceux des x, y, z, mais passunt par le centre de gtavité dont il s'agit, que j'appellerai O', Or le travail total des pressions dans cbacunc de ces rotations, dans celle, par esemple, qui se fait autour de 0*5', est nul, ou du moins du quatrième ordre négligeable de petitesse, par unité de temps.
Car soient d% cette rotation, r le rayon vecteur perpendiculaire mené d'un point quelconque {a^,y, /) sur l'axe O' z' de rotation, enfin 8 l'azimut qui définit la direction de ce rayon vecteur. On
et, comme la rotation considérée consiste dans l'accroissement rffi que reçoit l'azimut ô sans que z' ni r varient, il vient, pour les déplacements corrélatifs suivant les axes,
( dx'= rrfcosB= — rsinSrfe = — /tffl,
Le travail X rfa:' -|- Y rfy -+- Z </z' d'une force quelconque (ayant les composantes X, Y, Z) appliquée au point (3;',^, z*), vaudra donc (x'Y — _>''X)(^, ou le produit, par t^, du moment de la force relatif à l'axe Ql z' . Par suite, le travail total des pressions dans un mouvement de rotation de la particule autour de OV sera le produit, par le facteur commun cffl, du moment total des pressions par rapport à l'axe dont il s'agit. Or on sait que, sur une particule, les moments des pressions par rapport à un tel axe se neutralisent, ou que, étant individuellement du troisième ordre pour chaque face de l'élémeat, ils ont, pour toutes les faces, une somme du quatrième ordre.
Donc, par unité de temps, le travail considéré, produit de la dérivée finie -r par la somme des moments, ne sera que du quatrième ordre et négligeable.
104. — Il peut s'évaluer dans l'hypothèse d'une neutralisation parfaite des pressions suivant chaque axe \ cas simple d'une pression normale et uniforme.
Il est d'ailleurs évident que, à des écarts près encore négligeables du même quatrième ordre, on pourra, en évaluant le travail que
les pressions exercées sur la particule produisent dans ses déformations oa ses changements de volume, commettre d'infiniment petites erreurs relatives sur les pressions, qui sont du second ordre.
Or cette circonstance permettra de modifier les pressions doot il s'agit de manière à rendre rigoureuse leur neutralisation sur la particule suivant chaque axe, neutralisation qui n'y est qu'approchée et qui deviendra complète par l'application (fictive), sur la moitié des faces, de pressions supplémentaires du troisième ordre, destinées à faire que ces faces soient pressées ou tirées exactement comme leurs opposées. Autrement dît, [es pressions pourront être censées en équilibre sur l'élément ou incapables d'y produire aucune translation, hypothèse qui, annulant leur composante totale suivant chaque axe, rend nul leur travail relatif à la translation (quelle qu'elle soit) du centre de gravité, et rend leur travail cherché, pour le mouvement de la particule par rapport à ce centre de gravité, identique à leur travail pour le mouvement vrai ou ahsolu, travail total dont le calcul sera parfois plus facile.
Nous appellerons dis celte seconde partie du travail des pressions, savoir leur travail correspondant à la déformation (ou aui changements de dimensions) de la particule : nous l'évaluerons spécialement dans chaque cas oii il sera utile de le faire.
Bornons-nous ici, comme exemple ayant pour but de fixer les idées, au cas le plus simple, le seul que traitent ordinairement les physiciens. C'est celui d'une pression uniforme, dont p désignera la valeur par unité d'aire, sollicitant, perpendiculairement partout, la superficie de la particule considérée.
La force exercée sur chaque élément de la surface y vaudra le produit dey> par l'élément même ; et la composante du déplacement dans le sens de cette force, autre facteur du travail à évaluer, sera la hauteur du volume, sensiblement prismatique, décrit par l'élément dans son recul (positif ou négatif) vers l'intérieur de la particule, ou, encore, sera l'épaisseur, normalement à l'élément considéré, de l'étendue infiniment mince comprise entre les deux positions successives, aux époques i et ( -4- dt, de la surface de la particule, cette épaisseur étant comptée positivement au dedans de la particule, ou quand l'élément plan considéré empiète, dans son mouvement, sur le volume actuel V, et négativement au de-
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hors, c'est-à-dire quand, au coatraire, le volume de la particule s'agrandit du côlé de l'élément plan. Le travail de la pression exercée sur l'élément de surface dont il s'agît égalera donc, en grandeur et en signe, le produit de p par la diminution, positive ou négative, que le déplacement de cet élément de surface aura fait subir au volume V; et, par suite, on aura, pour toute la superficie de la particule,
(3o) dG = -pdV,
— dV étant la perte totale de volume subie par la particule durant l'instant dt, ou d\ la variation correspondante de son étendue.
lOS. — Résultat do calcul : formule fondamentale de la ThermodTiiamique.
Eu somme, le travail total, pour l'instant dt, des forces estérieures appliquées à la particule, sera (3i) dq-i-M(udu-i-fdf+a'da') + dë.
Égalons-le, comme il a été dit, à l'accroissement M ( o f/u -H v rf^ -i- «■ rfw ) -H M rfU de l'énei^ie totale de la particule, et il viendra simplement (32) M rfU = rfQ -k/G ou dq = MdV — dE.
Ainsi, le principe des forces vives, appliqué à un élément de volume de manière à éliminer des deux membres de l'équation le terme M(u du + vdv -iriv d<.v), fournit une relation simple entre la quantité rfQ de chaleur qui, du dehors, pénètre dans le volume durant un instant infiniment petit, l'augmentation de son énergie interne MU et le travail total de déformation d^ des pressions exercées sur sa surface, travail évalué, soit pour le mouvement relatif des diverses parties de la surface par rapport au centre de gravité du volume, soit encore pour tout le mouvement visible ou mojen local de chaque élément de la surface, mais en ayant soin alors de modifier les pressions, de quantités du premier ordre de petitesse par unité d'aire, au point de rendre exacte leur neutralisation suivant chaque ase. La somme de la quantité de chaleur dÇ^
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fournie et du travail de déformation dis exercé égale, eu effet, l'accroissement M rfU de l'énergie interne.
Cette relation, où des quantités de chaleur figurent comme étant des travaux de forces ('), et dont l'utilité nous apparaîtra bientôt, est l'équation fondamentale de la Science qui étudie les rapports entre la chaleur et le travail, c'est-à-dire de la Thermodynamique.
(') Il faul donc, comme il a été dit dans la note de la page m, les aupposer converLies eo kïlogrammètres, ou multipliées pai' ^i5 environ, si on les dooac exprimées en calories.
ONZIÈME LEÇON
APPLICATION DU PRINCIPE DES FOBCES VIVES AUX MOUVEMENTS VISIBLES OU MOVENS LOCAUX : ROLES QU'Y PRENNENT LE TRAVAIL DE DÉFORMATION DES PRESSIONS EXERCÉES SUR LES PARTICULES MATÉRIELLES ET L'ÉNERGIE POTENTIELLE DE PESANTEUR; ETC.
106. — Application du principe des forces vives au mouvement perceptible d'un corps quelconque.
On voit que, dans l'équalion des forces vives posée pour une particule de masse M, l'accroissement de la demi-force vive se rapportant au mouvement mojen local, et que représeataît le terme
commun aux deux membres, s'est éliminé de la formule finale (3^) [p. lai]. Mais il est aisé d'avoir une relation où entre cet accroissement de la demi-force vive perceptible, pour telle partie qu'on voudra du système, formée d'une agglomération, SM, de particules dont l'énergie interne totale s'exprimera par IMU. Il suffira, en effet, d'écrire l'équation des forces vives pour toute la partie considérée, et de tenir compte, dans le résultat, de ta formule précédente (32) appliquée à chaque particule M.
L'accroissement d'S^M{u^-+- ç'+w^) + 2M(fU, durant un instant dt, de la demi-force vive perceptible possédée par ce système partiel, et de son énergie interne, c'est-à-dire, en tout, de la somme des deux énergies propres, actuelle et polentielle interne, de ses particules, égalera (p. I0i)le travail des actions moléculaires extérieures exercées sur lui et de son poids total dû aux attractions de la matière suffisamment éloignée tant intérieure qu'extérieure. Or ce travail comprendra :
Il4 EQUATION DES FOHCES VITES POUR
1° Celui, 2MG(aM -i- bv ■+■ cw^dt, de la pesanteur, ou autres forces analogues, sur toutes ses particules élémentaires M;
2° Celui des pressions exercées sur la surface de toute la partie considérée, travail que nous représenterons par rfS, (où l'iadice e rappellera qu'il s'agit d'un travail de pressions extérieures) ;
3" Enfin la somme, que nous appellerons dQe (en employant encore le même indice), des flux de chaleur entrés durant l'instant t/f par cette surface enveloppe de toute la matière en question. Il viendra donc
*^'' j = I M G(au -i- bv -i- cw) dl + d^t-h rfQ,.
Remplaçons, dans le premier membre, chaque quantité Mt/U, relative à une particule de cette matière, par sa valeur (32 ), qui est
dC+rfQ.
Enfin observons que S</Q, somme de tous les flux de chaleur entrés dans les diverses particules, se réduit à la quantité dQc entrée par la surface extérieure, vu que les deux flux pénétrant dans deux particules contiguës à travers leur surface de séparation sont, à chaque instant, égaux et contraires. Nous aurons, par conséquent,
et l'équation (33) se trouvera réduite à
(34) rfI^M(uï+ !'>+«'') + S d(? = lMG(au + *P -H civ)rf(+<iC(.
Cette relation montre que la demi -force vive du mouvement moyen local ou visible varie, d'un instant à l'autre, comme s'il " y avait pas en même temps une rapide quoique imperceptible agitation calorifique, ni, par suite, des flux de chaleur à l'intérLCur ou à travers la surface du corps, mais que la variation de l'énergie potentielle interne fût la somme des quantités dis relatives à l«u^ les éléments de volume, ou égalât le travail de dé/orntation absorbé par eux, travail total des parties principales (se faisant mutuellement équilibre) des pressions qu'ils supportent.
Nous aurons parfois, dans la suite du Cours, l'occasion d« "'"^ comment cette formule, relative à la demi-force vive totale au mouvement moyen local, peut s'obtenir, i partir des trois équ»'
lions déduites de l'application du principe des quaniités de mouvement à un élément de volume, en multipliant respectivement ces trois équations par les trois composantes u dt, v dc, w dt du déplacement moyen local durant un instant dC, puis les ajoutant, d'abord pour une particule, et ensuite pour toute la matière considérée. On conçoit en effet que, l'accélération actuelle du mouvement moyen local étant partout déterminée, comme il a été dit, au moyen des seuls principes des quantités de mouvement et des moments, la force vive qui correspond à ce mouvement puisse se calculer sans recourir directement au principe de l'énergie.
107. — Équation déterminant les variations de l'énergie interne et de la température.
Mais l'équation (32) que nous a fournie ce dernier principe pour une particule quelconque, et qui régit en quelque sorte l'ensemble de ses mouvements intérieurs, sera indispensable quand il s'agira d'évaluer le changement d\J, par unité de masse et durant un instant dt, de l'énergie interne d'une telle particule ; ce qui aura lieu surtout lorsque sa température, dont dépendent les pressions et aussi, par suite, l'accélération du mouvement moyen local, changera au point qu'il faille l'introduire comme quatrième inconnue, à côté des trois composantes u, v, w de la vitesse de la particule, ou à côté de celles de son déplacement total jusqu'à l'époque (, parties variables sensibles des coordonnées x, y^ = d'un quelconque de ses points malériels.
Alors, concurremment avec le principe des quantités de mouvement, qui (complété, quant auiL lois des pressions, par celui des moments) donnera les trois équations nécessaires pour évaluer les composantes de l'accélération de la particule, on emploiera, disons-nous, l'équation (Sa), dans laquelle rfC et <fQ ou plutôt -^ dt et -^ dt s'exprimeront, comme on a vu, en fonction de l'état moyen local actuel tant stati<jue que dynamique de la particule et de la distribution actuelle des températures dans la région qu'elle occupe, tandis que MrfU ou plutôt M-j-dt, différentielle en / de la fonction MU de son état statique moyen local et de sa température, aura, avec des termes où figureront les vitesses de déformation entrant dans l'expression de la dérivée en t de cet état statique.
3 KlESSfONS,
un dernier terme oi'i la dérivée de U par rapport à la température se trouvera multipliée par la ditTérentielle en t de celle-ci. Cette équation sera donc propre à faire connaître, comme nous le montrerons sur d'importants exemples, les changements de température éprouvés d'un instant à l'autre parles diverses parties du système matériel étudié.
108- — Son application au cas d'un solide plongé danB un milieu & température uniforme. Énergie potentielle d'élasticité.
Une simplification importante y est possible dans le cas d'un corps solide éloigné de son point de fusion, quand les variations de température dont il s'agit ne sont produites que par le mouvement moyen local lui-même, à raison surtout de la présence, dans l'équation (Sa), du terme rfS dépendant de ce mouvement. L'expérience montre, d'une part, que de petites modifications de l'état statique, c'est-à-dire des contractions ou des dilatations assez peu sensibles de la matière, développent alors, en général, de grandes pressions et même donnent lieu à des travaux dis relativement considérables; d'autre part, que les variations simultanées de la température et, par suite, celles de l'énergie interne MU, entraînées par elles, ainsi que les affluences ou sorties rfQ de chaleur qui en résultent, sont insignifiantes et peuvent être négligées (du moins à une première approximation) dans l'étude de ces mouvements, au même degré que peuvent l'être celles qui naissent des faibles changements accidentels de la température survenus pendant la durée des phénomènes.
En d'autres termes, il est permis de regarder comme invariable, dans ce cas. Impartie calorifique de l'énergie interne U par unité de masse, et défaire porter tout le changement MrfU sur l'autre partie, fonction seulement des très petites distances des situations moyennes autour desquelles oscillent calorifîquement les atomes de la particule. Cette autre partie de Vénergie interne est celle que nous avons appelée (p. io-)Vénergie potentielle d'élasticité, du moins à cette approximation où l'on néglige le frottement intérieur et où, par conséquent, on identifie les pressions à leurs valeurs élastiques. On pourra donc poser alors dQ^ = o et regarder le changement M dU de l'énergie interne comme ayant lieu sans variation de la température, mais en vertu seulement des
modiCcalions éprouvées par l'état statique moyen local. Or il suit de là qu'oD aura sensiblement, dans les solides à température constante,
109. — Intégrabilîté du travail de déformation des pressions élastiques exercées sur une particule so^de dont U température est constante.
La relation (35) montre, en particulier, que le travail rfS produit à température constanle dans une déformation infiniment petite, par les pressions élastiques s'exerçant sur une particule d'un solide, ou par leurs parties principales qui se font équilibre (seules en jen dans la déformation), constitue la différentielle totale exacte d'une certaine fonction de son état statique moyen local.
Cette fonction, qui est MU, ou plutôt une partie de MU sensiblement indépendante de la température, savoir, une énergie de ressort ou de tension, comme on vient de voir, peut, dès lors, s'appeler G, puisqu'elle a t/G pour différentielle.
Donc, si la particule passe graduellement d'un état primitif donné à tout autre état, assez peu différent toutefois du premier pour que, dans l'intervalle, la contesture (groupement moléculaire) n'ait pas été altérée, ou pour que les pressions soient restées toujours les mêmes fonctions des déformations comptées à partir de l'état primitif, le travail total, J dO,^ de déformation, des forces élastiques exercées sur la particule, dépendra uniquement des deux états extrêmes dont il s'agit, et non de la suc~ cession des états intermédiaires : il égalera la variation simultanée de l'énergie potentielle d'élasticité de la particule.
HO. — Démonstration de cette intégrabilité par le principe physique de l'impossibilité du mouvement perpétuel.
Cette intégrabilité de l'expression différentielle rfS quand la température est constante, ou plutôt n'éprouve que des variations infiniment petites, se démontre encore, sans supposer rfQ ^ o et indépendamment de la considération de l'énergie interne MU, en se basant sur un fait constant d'expérience qu'on appelle Vimpos-
sibilité du mouvement perpétuel. D'après ce fait capital, que la complication des phénomëDes calorifiques n'a pas, jusqu'à ce jour, permis de ramener clairement aux deux principes fondamentaux de la Mécanique{pp. la et 21) s'il en est susceptible, ou à ses termes les plus simples s'il ne l'est pas, on ne saurait faire produire, en somme, aucun travail, aux pressions exercées par un corps qui, après une série de déformations, revient à son état primitif, quand ces transformations ont lieu dans un espace à température uni/orme, et assez lentement pour que l'équilibre des températures (infiniment peu rompu à chaque instant) puisse se rétablir sans cesse par des échanges 6?Q de chaleur et aussi pour qu'aucune force vive sensible ne soit engendrée.
Sans une telle impossibilité, en effet, rien n'empêcherait de fournir à une machine, en répétant indéfiniment les transformations dont il s'agit, une quanti té illimitée de travail. Or celle-ci, il est vrai, ne serait pas, de la sorte, nécessairement créée de rien ou contrairement à la loi fondamentale de la constance de l'énergie; car elle pourrait n'être que de la chaleur transformée, extraite du réservoir calorifique inépuisable que constitue le milieu terrestre ou atmosphérique (et même cosmique) dans lequel nous vivons. Mais une pareille condensation et utilisation de chaleur, au sein d'un espace supposé à température partout égale, choque le sens pratique et ne parait nullement admissible, alors que l'agilation calorifique, toujours prête à se dissiper, jamais ne se condense d'elle-même (dans les circonstances où nous observons), soit sous sa forme propre, c'est-à-dire de manière à élever localement, si peu que ce soit, la température, soit même après transformation en une autre sorte d'énergie, comme serait une énergie élastique ou de ressort utilisable (' ).
Ainsi, l'expression différentielle ( — dC) du travail des pressions exercées par un corps ou par une particule dans les conditions supposées, travail égal et contraire à celui, dS, des pressions que subissent ce corps ou cette particule, ne doit donner une
('} Un développement plus complet de cet ordre de considérations conduit au Principe célèbre de Cariiot, duquel se tirent, malgré l'obscurité du fond, d'importantes conséquences, que nous aurons l'occasion d'indiquer, au sujet de l'énergie interne et des forres élastiques dans tous les corps.
somme totale — fd(ô positive pour aucune suite continue de déformations ramenant le corps ou la particule à leur configuration première. Et elle ne peut davantage en donner une négative; sans quoi il suffirait de faire passer le corps ou la particule par les mêmes états, mais en suivant l'ordre inverse ou changeant simplement les signes des déplacements élémentaires successifs, pour obtenir cette valeur de la somme avec le signe plus. En effet, les mêmes éléments — d'à s'y retrouveraient tous,, sauf le signe, formés qu'ils seraient par les produits des mêmes forces (à très peu près) et de déplacements égaux mais contraires.
C'est dire que /</5 = o quand il y a identité des deux états statiques, initial et final, de la particule. Par suite, si, au contraire, on appelle fdl$ la somme des valeurs de l'expression dS depuis l'état initial jusqu'à tout autre état, et — fdis' la somme de ses valeurs dans le retour (effectué d'une manière continue quelconque) de cet autre état à l'état initial, ou fdiô' la somme analogue pour cette deuxième série d'états, mais supposés produits dans l'ordre inverse, on aura fd& — fdlë'^ o. Il vient donc bien fdG^zfdB'; et l'intégrale /rfC, évaluée en partant d'un état primitif constant, est bien une fonction parfaitement déterminée de la configuration finale seule de la particule.
111. — Hypothèses approximatiTes, pour l'appréciation des diangements de température provoquéB, dans les fluides, par les phénomènes mécaniques.
Cette démonstration, qui implique l'hypothèse de déformations assez lentes pour ne pas développer de force vive sensible et pour laisser l'équilibre de température (infiniment peu rompu à chaque instant) se rétablir sans cesse par des éclianges appropriés rt rfQ de chaleur, s'applique à des corps quelconques et, par conséquent, aux fluides, pour lesquels nous verrons, d'ailleurs, que le fait de l'intégrabilité de /dS à température constante est évident, à cause de la simplicité qu'y atteignent les lois des pressions. Mais on ne peut plus alors, surtout s'il s'agit de matières gazeuses, admettre tout à la fois, approximativement, la conservation de la température primitive avec l'annulation des flux de chaleur dQ. La raison en est que, vu, sans doute, l'étendue des échauffements ou des refroidissements (pour peu de chaleur gagnée ou B. — Leçons synthétiques, g
perdue par unité de volume) qu'eDtraine la faible densité soit des gaz, soit des vapeurs, et vu aussi la température toujours relativement assez haute de ces dernières ou même des liquides, l'agitation calorifique joue, dans les valeurs de leurs pressions el de leur énergie interne, un rdie prépondérant, auquel elle n'arrivait pas dans les solides. D'où il suit que les phénomènes mécaniques y font, en général, assez varier !a température, ou pour provoquer des flux c/Q de chaleur non négligeables, ou, du moins, si l'insuffisance de ces flux empêche le rétablissement de l'équilibre thermique et laisse les variations de la température s'accentuer, pour rendre la diCTérentielle M(/U de l'énergie interne notablement dépendante de celles-ci.
Le second cas se produit le plus souvent, avec une certaine approximation; car la conductibilité pour la chaleur, c'est-à-dire la facilité au passage des flux calorifiques, est très faible ches les fluides, surtout chez les gaz. Alors, en écrivant l'équation (32), on peut bien prendre encore rfQ^o et, par suite, M<fU — (/€= o, mais 11 n'est plus permis de supposer, dans (J, la température constante.
Nous verrons plus loin comment cette relation ainsi intei^ prêtée atteint son but, qui est de faire connaître les températures successives de la particule à laquelle on l'applique, et comment alors le travail dQ devient pour celle-ci la différentielle exacte d'une certaine fonction de son état statique moyen local actuel, bien différente d'ailleurs, au moins chez les gaz, de la fonction analogue correspondant à l'hypothèse d'une température constante.
Il est cependant quelques cas où presque tout le fluide se trouve comme en contact avec une paroi solide d'une épaisseur suffisante pour lui communiquer sa température sans en être sensiblement refroidie ou échaufl'ée (ce qui arrive surtout quand ce fluide est un gaz ou une vapeur d'une très faible masse par unité de volume, coulant le long d'un tube étroit); et l'on peut alors admettre, au contraire, l'invariabilité de la température du fluide, ou l'égalité de dis à la difl'érentielle totale de la dernière fonction de l'état actuel dont il vient d'être parlé.
En général, la vérité se trouve entre les deux hypothèses précédentes, confondues sensiblement dans le cas des solides, et qui
b6le des éhehoibs d'ëlastic. et dk pesanteur dans les hodteb. tibibleb. i3i consistent, l'une, à négliger les échanges </Q de chaleur dus au mouvement, ou à supposer nul, dans tes phénomènes mécaniques, l'efTet de la conductibilité entre particules voisines, l'autre, à raisonner, au contraire, comme si cet effet se trouvait sans cesse pleinement réalisé, au point de maintenir partout la température uniforme du milieu ambiant.
112. — Énergies d'élasticité et de pesanteur propres A chaque corps, dans les pToblèmes de Mécanique physique; leur emploi dans l'équation des forces rives-
Dans les problèmes relatifs au mouvement visible des corps et où l'on peut, avec quelque approximation, admettre soit l'absence des flux ûfQ de chaleur, avec la conservation de la température, s'il s'agit d'un solide, soit l'une ou l'autre seulement de ces circonstances s'il s'agit d'un fluide, l'expression /</E est donc (à une constante près), pour chaque particule, une fonction déterminée S de son état statique moyen local actuel et constitue, par suite, une véritable énergie potentielle d'élasticité.
De plus, quand il est question de phénomènes se passant près de la surface terrestre et rapportés à des axes liés à cette surface, la constance presque absolue de la pesanteur g en chaque endroit permet de regarder le poids M^ de toute particule comme une qualité qui lui serait inhérente ou qui du moins ne dépendrait, avec sa masse M, que de sa situation par rapport à la Terre. Alors l'expression Mg{au-i- bi'-\-Civ)dt, travail élémentaire de la pesanteur pour le déplacement de la particule, devient le travail correspondant du poids Mg de cette dernière, produit de M^ par l'abaissement (au + bv -\- cw) dt de son niveau, c'està-dire par la différentielle <^é, changée de signe, de son altitude au-dessus d'une sur/ace horizontale fixe choisie comme origine des altitudes, hauteur verticale que j'appellerai 6 et qui sera très sensiblement constante sur toute surface horizontale, du moins dans l'étendue à considérer. Or, à ce point de vue, le travail — Mgdè, à chaque instant, du poids de la particule, pourra évidemment être considéré comme la dépense d'une énergie potentielle M / gd&, dont il égale bien sans cesse le décroissement, et qui, variable seulement avec l'altitude 6 de la particule.
i3i kAle dks énergies d'élabtic. et de
paraîtra j[)/-o/»/-e à celle-ci, ou devra être appelée son énergie de
pesanteur.
Or, grâce aux deux énergies potentielles d'élasticité et de pesauteur ainsi introduites pour chaque partie du système matériel considéré, le principe des forces vives appliqué ans mouvements visibles comportera une certaine simplification dans son énoncé. Il signifiera, en effet, d'après la formule (34) [p- 124] où ''on transposera au premier membre le terme — tfSM / g di Am second, que la demi-force vive perceptible de tout corps terrestre, accrue de ses deux énergies potentielles d'élasticité et de pesanteur, constitue une certaine énergie totale ne variant, d'un instant à Vautre, que du travail dlâc des pressions exercées sur ta sur/ace de ce corps.
Mais il importe de ne pas oublier les restrictions admises ici, relativement soit au maintien, soit au mode de variatton de la température et, aussi, relativement à l'arrangement interne de la matière, supposée s'y trouver à l'état élastique ou sans frottements intérieurs appréciables.
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