Lectures de mécanique: La mécanique enseignée par les auteurs originaux
Émile Jouguet
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
PREFACE
U est foit instructif, pour qui veut bien comprendre la nature des principes et des lois de la Mécanique, d'en suivre l'histoire. On semble s'intéresser beaucoup aujourd'hui à ce genre d'études, qui a donné Ueu à de remarquables travaux. Il m'a paru qu'on pouvait faire oeuvre utile en réunissant un certain nombre de textes empruntés aux principaux auteurs originaux et en donnant à ces citations des dimensions plus considérables que celles dont on se contente habituellement. C'est cequej'ai tenté de faire dans le présent Ouvrage. L'idée m'en est venue à la suite de la lecture d'un article où M. Le Chatelier signalait l'intérêt qu'il y aurait à faire commenter aux étudiants de l'enseignement scientifique, comme on le fait faire déjà à ceux de l'enseignement littéraire,, les écrits des classiques. J'y ai laissé le plus possible la parole aux maîtres. Toutes les fois que je suis intervenu personnellement, par des Notes ou des éclaircissements, je l'ai signalé par une disposition typographique spéciale ('*).
J'ai toujours été guidé, dans la rédaction de mes commen-
(') Les citations des divers auteurs sont imprimées en caractères plus petits
que ma rédaction personnelle. Quand la citation n'est pas leituelie, ei qu'il s'agit d'une «ÎRiple analyse, les caiactères sont les mêmes, mais le passage eit mis «atre crochets ( ]. Mes commentaires sont donnés soit sous forme île notes au bas des pages, soit sous forme de raccords entre les dilTùrents morceaui, imprimés en caractères plus forts que les- citai ions.
taires, par le respect des auteurs illustres que je citais. Les anciens chercheurs avaient parfois des habitudes de penser qui choquent assez rudement les nôtres. On trouvera, par exemple, dans plusieurs des textes qui vont suivre, un appareil logique fort lourd et souvent tout à fait illusoire ; on rencontrera hien des démonstrations qui, en réalité, ne prouveot rien ; beaucoup, parmi les fondateurs de la Mécanique, ont trop perdu de vue le caractère physique de ses lois, et, dans leur recherche d'une exposition entièrement rationnelle, n'ont atteint, comme l'a dit M. Mach, qu'une fausse rigueur. Il faut se garder cependant de considérer leurs raisonnements comme sans valeur. Que de si grands esprits aient jugé utile de démontrer telle proposition que nous sommes aujourd'hui tentés de prendre comme un principe primitif, qu'ils aient, dans leurs démonstrations, considéré comme évidente telle affirmation qui ne l'est pas, c'est là certes un fait où il vaut la peine de remarquer autre chose que les erreurs de logique pure.
On ne trouvera point ici de recherches historiques originales ; mon but n'est point de redresser des droits de priorité et j'accepte l'histoire de la Mécanique telle qu'on la connaît aujourd'hui. Au début de mon travail, j'avais pris pour guide les admirables historiques que Lagrange a mis en tète des diverses parties de sa Mécanique analytique. Pendant que j'y étais occupé, ont paru la traduction française du livre de M. Mach et les travaux de M. Duhem. J'ai largement profité, à tous les points de vue (le lecteur pourra s'en convaincre), de ces beaux Ouvrages. Les éludes de M. Duhem ont transformé la question des origines de la Mécanique moderne en faisant mieux connaître les sources profondes d'où elle découle; j'ai naturellement tenu compte de ses découvertes.
Malgré tout, la plupart de mes citations sont empruntées aux auteurs considérés depuis longtemps comme les plus im-
portants. Il me semble que ces auteurs restent toujours les grands noms de la Mécanique. Sans doute on connaît mieux aujourd'hui leurs précurseurs dans la découverte des principes. Mais cette circonstance ne saurait supprimer l'intérêt de leurs écrits et, par suite, des textes rassemblés ici. Le fait même qu'ils ont, de bonne heure, fait oublier leurs prédécesseurs, montre au moins qu'ils son* très représentatifs de l'évolution des idées reçues. Il ne faut pas d'ailleurs que l'étude exclusive des précurseurs fasse oublier les servîées rendus par ceux qui ont su choisir dans les écrits de ces derniers, où ils sont souvent mêlés à l'erreur, les principes corrects, s'y attacher avec fermeté, les énoncer avec précision et en montrer la fécondité par les applications qu'ils en ont faites. Lagrange n'a apporté aucun principe nouveau : son œuvre n'en est pas moins une des plus considérables de la Mécanique.
Je me contenterai donc, en ce qui concerne les précurseurs des grands classiques, de quelques brèves citations et dç quelques Notes. Toutefois, pour être aussi exact que possible sur cette question des origines, je crois utile de donner, dès le début, quelques indications sur les idées d'Aristotc touchant l'équilibre et le mouvement. Ces idées péripatéticiennes ont constitué une véritable Mécanique qui a précédé la Mécanique moderne, et c'est précisément un des principaux résultats des recherches de M. Duhem que d'avoir mis en évidence leur influence sur les premiers classiques. Je les expose donc sommairement dans une petite Introduction générale qui marque, pour ainsi dire, le point de départ du présent Ouvrage. Comment s'est développée, à partir de là, la Mécanique moderne, tel est l'objet que je voudrais étudier par l'analyse et le commentaire des auteurs originaux.
Ce que j'ai en vue d'ailleurs, c'est le côté physique des choses. Je me bornerai donc aux principes fondamentaux el aux lois essentielles, dont je voudrais essayer, par cette étude
historique, d'éclairer autant que possible Forigine, la nature et la portée. J'arrêterai par conséquent mon histoire au moment où, ces principes et ces lois étant formulés dans un langage précis, il n'y a plus qu'à en tirer les conséquences logiques. Ou, plus exactement, car ce moment ne vient jamais, car on ne peut jamais déclarer close l'ère des recherches sur ies principes, j'exclurai de mon élude les travaux qui présentent le caractère de simples développements mathématiques ('). E. J.
:. G. de Monlauian, professeur de rUnÎTersité, qui onseiU pour quelques traductioDs.
UN MOT SUR LA MÉCANIQUE PÉRIPATÉTICIENNE
Comme il est bien naturel, la pensée d'Aristote n'est pas toujours précise et unique sur Les diverses questions de Ib Mécanique, et ses nombreux commentateurs de l'antiquité et du moyen âge n'ont pas tous été d'accord sur l'interprétation à en donner ou sur les compléments à lui ajouter. La Mécatilque péripatéticienne offre donc sur bien des points .les affirmations variées. Voici cependant quelques propositions fondamentales généralement adoptées dans l'École.
Sous le nom de mouvement, Aristote comprenait, non seulement, comme nous le faisons aujourd'hui, le changemenl de lieu, te mouvement local, mais encore le changement de qualité, ce que nous appelons les modifications physiques ou chimiques des corps. Nous ne nous occuperons ici que du mouvement local.
A tout élément correspond un lieu naturel, où la forme substantielle de cet élément acquiert sa perfection; si un élément est hors de son Heu naturel, îl tend à s'y placer. Sans entrer dans les nombreuses discussions qui se sont élevées entre les divers péripatéticiens sur la définition du lieu de la terre, de l'eau, de l'air, qu'il nous suffise de savoir
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qu'Arislote voyait dans la chute des corps graves et dans l'ascension des corps légers une manifestation de celte tendance des éléments vers leur lieu naturel, un exemple de mouvement naturel des corps. Au mouvement naturel s'oppose le mouvement violent qui n'est pas dirigé vers le lieu naturel du corps, celui des projectiles par exemple. Tout mouvement violent est essentiellement périssable.
La production de tout mouvement rencontre une résistance. Aussi, pour entretenir un mouvement, faut-il un moteur; tout corps mû l'est par une force ou puissance- Cette force est d'ailleurs proportionnelle à la vitesse et à la masse du corps mû, avec cette restriction qu'une petite force ne peut pas mouvoir du tout un corps trop gros.
Soient donc {') A le moteur, B le mobile et C la quantité dont il est mû. Le temps durant leqnel le mouvement a eu lieu sera représenté par D. Dans un temps égal, la puissance égale représentée par A fera faire à la moitié de B (*) un mouvement qui sera le double de C et il fera parcourir la distance C dans la moitié du temps D; car ce sera là la proportion.
Si, dans tel temps donné, la même puissance meut le même mobile de telle quantité, il produira la moitié de ce mouvement dans un temps moitié moindre. La moitié de la force produira la moitié du mouvement dans un temps égal sur un mobile égal. Par exemple soit la puissance E moitié de la puissance A et F moitié de B. Les rapports restent les mêmes et la force esten proportion avec le poids à mouvoir. Par conséquent ces deux forces produiront le même mouvement dans un temps égal.
Si E meut F d'un moiivemeni C dans le temps D, îl n'en résulte pas nécessairement que, dans un temps égal, E puisse mouvoir le double de F de la moitié de C.
Si A meut le mobile B dans le temps O d'une quantité égale à C, la moitié de A représentée par E ne pourra pas mouvoir B dans le temps D. Elle ne pourra pas non plus faire parcourir au mobile une partie de C ou telle partie proportionnelle qui serait à C tout entier comme A est à £; car, ce cas posé, il n'y aura pas
c VII, Cliap. VI. Traduction Barthélémy Saint-Hilaire, lisse n'est naturellement pas très bien dégagée par ArUtote.
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du loiil de mouvement (*). S'il faut en elTei la force tout entière pour mouvoir telle quantité, la moitié de la force ne pourra la mettre en mouvement ni d'une certaine distance, ni dans une proportion de lemps quelconque; car alors il siifriraît d'un homme tout seul pour mettre un navire en mouvement.
Quel est le moteur dans les mouvements naturels et dans les mouvements violents ?
Dans le mouvement naturel, dans la chute des graves par exemple, la force est la qualité de la pesantvur par laquelle le grave tend vers son lieu naturel. La chute des graves est accélérée ; c'est donc que la force de la pesanteur va en croissant au fur et à mesure que le grave se rapproche de son lieu. Dans le mouvement violent, dans celui des projectiles par exemple, le moteur qui développe la force, c'est l'air, traversé par le projectile, ébranlé par lui et qui le tire à l'avant ou le pousse à l'arrière. Il est remarquable que cette opinion conduise à faire une distinction capitale entre la nature des solides et celle de l'air; Aristote, en effet, considère comme indispensable d'expliquer pourquoi un solide persiste dans son mouvement, et il trouve son explication ■dans l'hypothèse que cette persistance est toute naturelle pour l'air, qui conserve spontanément l'ébrantement qu'il a ■reçu du projectile et peut même, par là, devenir moteur. Aussi Averroès a-t-il considéré les fluides comme des êtres intermédiaires entre les âmes et les corps.
Le rôle ainsi attribué par Aristote au milieu est donc assez peu clair. D'ailleurs les idées du philosophe sur ce point manquaient certainement de précision. Dans le Chapitre même où il fait intervenir l'air pour entretenir le mouvement des projectiles (^Physique, Livre IV, Chap. XI), il considère <;et air comme une cause de résistance.
Il y a deux causes possibles pour qu'un même poids, un m£me «ot'ps, reçoive un mouvement plus rapide ; ou c'est parce que
<') Cette affirmation c cèdent. Manifeslement il eât une force très petite.
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le milieu qu'il traverse est différent, selon que ce corps se meut dans l'eau, dans la terre ou dans l'air; ou c'est parce que le corps qui est eo mouvement est. difTérenl lui-même et que, toutes choses égales d'ailleurs, il a plus de pesanteur ou de légèreté. Le milieu que le corps traverse est une cause d'empêchement la plus forte possible quand ce milieu a un mouvement en sens contraire et ensuite quand ce milieu est immobile. Cette résistance est d'autant plus puissante que le milieu est moins facile à diviser, et il résiste d'au^nt plus qu'il est plus dense.
[Et, comme conséquence, Aristote admet que les vitesses dans les mouvements naturels d'un corps sont en raison inverse des densités des milieui traversés.]
Les principes de la Mécanique péripatéticienne sont, pour la pltlpart, à l'opposé des idées modernes. Ils ont néanmoins une base expérimentale solide. Qu'il faille de la force pour faire marcher une voiture à vitesse constante, qu'il en faille davantage pour faire marcher une voiture plus lourde à la même vitesse ou la même voiture à une vitesse plus grande, qu'une force trop petite soit incapable de mouvoir si peu que fce soit une voiture trop lourde, ce sont des affirmations de sens commun. Que les mouvements violents soient destinés à périr, c'est ce que montrent sans conteste tous les phénomènes d'amortissement. En somme la Mécanique d'Aristote est une Mécanique qui ne fait pas abstraction des résistances passives, et l'on sait que la considération de ces résistances sera précisément prise par Clausius pour un des fondements de la Thermodynamique. Il n'est d'ailleurs pas impossible de trouver dans Aristote des idées analogues à celles qu'énonce hotre moderne principe de l'inertie. Dans la dissertation par laquelle il cherche à prouver l'impossibilité du vide (*), le Stagyrite fait remarquer que, dans le vide, la tendance vers un lieu, c'est-à-dire le mouvement naturel, serait impossible. Et il ajoute :
Il serait encore bien impossible de dire pourquoi, dans le vide, un corps mis une fois en mouvement pourrait jamais s'arrêler
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quelque paît. Pourquoi, eu effet, s'arréti>raît-il ici plutdtque ta? t*ar conséquent, ou il reslera nécessairement en repos, ou nécessairement, s'il est eu mouvement, ce mouvement sera infini, si quelque obstacle plus fort ne vient à l'empêcher.
C'est là exactement le procédé de raisonnement par lequel les auteurs du xviii' siècle justifient le principe de l'inertie. Seulement, tandis que les auteurs modernes considèrent comme intéressant pour ta Mécanique réelle d'étudier ce qui se passerait dans le vide, Aristote, proclamant l'impossibilité du vide, n'y cherche pas une approximation de la réalité. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce sujet à propos du principe de l'inertie.
Nous terminerons en disant que la Mécanique péripatéticienne a connu la loi de l'équilibre du levier, à savoir que deux poids se font équilibre sur un levier quand ils sont en raison inverse de leurs bras de levier. Dans les Problèmes mécaniques, la théorie du levier est exposée d'une manière assez compliquée. Mais certains commentateurs de la pensée d'Aristote, sinon Aristote lui-même, ont rattaché la loi du levier au principe fondamental de la Mécanique péripatéticienne, à la proportionnalité des forces au produit de la masse par la vitesse : dans un levier, en effet, si les deux poids sont en équihbre, le produit de chaque poids par la vitesse qu'il peut prendre dans une rotation du levier est le même pour les deux poids. C'est là la première apparition du principe du travail virtuel. Et il faut ajouter, qu 'Aristote a au moins entrevu la généralité de ce principe, car il a écrit (^Problèmes mécaniques) :
a La plupart des autres particularités offertes par les mouvements des mécaniques se ramènent aux propriétés du levier. »
LE LEVIER
§ 1. — Le principe du levier.
Les premières recherches de la Mécanique moderne sur l'équilihre onl fait un grand usage du principe du levier que l'on doit à Archimède,
Nous citerons ici le début du Traité de l'équilibre des plans ou de leurs centres de gravité (Ilept èittitéSoiv iuo^^o- Tctxbjv il xévTpa ^apâv èitiiréSiuv ) où le géomètre de Syracuse a exposé ce principe (°).
Demandes (•). — i" De* graves égaux suspendus à des longueurs égales soni en équilibre {');
2° Des graves égaux suspeadus à des louguetirs inégales ne
(•) Archimède ïivail d« 387 i m avanl J.-C, Nous c
itons ]
a traduction de
Peyrard (Paris, 1807).
(•) C«s demandes sont des postulats d'origine expérimen
.laie.
(<) Arrbimède parle des graves égaui sans les défini)
LIVRB I. — ÉTUDES DB STATIQUE
sont poini en équilibre; et celui qui est suspendu à la plus grande longueur est porté en^bas;
3" Si des graves suspendus â de certaines longueurs sont en
quelques considérations générales sur le» procédés par lesquels l'esprit humain constitue une scieoce physique.
Au dëbul, l'espril conçoit un certain nombre d'idées vagues, qui lui sont fournies par l'obserration et l'expérience, dont il élabore plus ou moins les résultat*. Ces idées vagues sont donc i la fois des produilsde la nature des choses et de la nature de l'esprit. D'ailleurs, l'esprit humain ayant été façonné par les choses, une partie de l'apport de l'esprit peut, en dernière analyse, remonter également nu monde extérieur. Mais il peut, et même il doit, aussi y avoir, dans ces idées, quelque chose de propre t l'esprit rt A ses formes. C'est aux philosophes criticisles A faire le départ. Pour nous, il nous suflit, pour afnrmer la double influence •lu monde extérieur et de l'esprit humain, que les idées vagues conçues par l'intelligence à propos d'un objet extérieur aient leur origine non seulement dans des expériences portant directement sur ledit objet mais encore dans tes conceptions rie l'esprit, que ces conceptions de l'esprit soient a priori ou qu'elles découlent d'expériences faites sur d'autres objets. Dans le cas particulier qui nous occupe ici, l'idée rague conçue par Archimède es't l'idée de graves égaux.
On admet, dans la science moderne, que ces idées vagues doivent éire reconstruites avec précision par des déjiniiiom. En matière physique, les meilleures définitions sont celles qui reposent sur des expériences. Il faut imaginer des expériences, vérifier ce qu'elles donnent et traduire leurs résultats par des définitions et des lois. Ici, par exemple, voici comment on peut modifier le mode d'exposition d'Arehiméde. On lira les demandes et les propositions 1 et II en ayant dans l'esprit qu'Archimëde étudie, selon la remarque de Peyrard, des surfaces ou des solides remplis d'une même matière homogène, dont la gravité par conséquent se mesure naturellement par leur aire ou par leur volume. Cela fait, on imaginera, après la proposition II, la définilion suivante : • Pour les graves hétérogènes, noua dirons qu'ils sont égaux si, suspendus à des longueurs égales, ils sont en équilibre, inégaux si, suspendus à des longueurs égales, ils ne sont pas en équilibre. » Pour que cette déllnition soit acceptable, il faut que soient remplies (es conditions suivantes : i" Deux graves quelconques en équilibre ou non en équilibre sur un levier à bras égaux sont encore en équilibre ou non en équilibre sur un levier i bras plus longs; a° Deux graves équilibrant un troisième s'équilibrent entre eux. (C'est là une condition imposée par l'esprit i la notion d'égalité.) 3- Si deux graves s'équilibrent, en enlevant une partie du premier, ils ne s'équilibrent plus et le second s'abaisse. On admettra ces trois propositions comme une extension expérimenlale des demandes.
Quand l'esprit suit cette voie, nous dirons qu'il adopte le procédé expérimental.
La nécessité des définitions est une idée moderne, une idée de science avancée. Les premiers chercheurs ne la voyaient pas aussi nettement que nous. Encore aujourd'hui, il n'est pas rare de la voir sacrifiée, au début d'une science nouvelle. L'esprit humain procède alors comme ici Archimède. L'idée vague de graves égaux, il l'adopte comme claire sans la préciser par une définition, et il raisonne avec elle. Si cette idée a été bien choisie, si elle est bien conforme i la nature des choses, les raisonnements ainsi conduits ont beau, au point de vue logique, pécher par la base : ils sont exacts et utiles. Le méiitu du suvaut a résidé dans le choix heureux de sa notion primordiale. Une telle adoption d'une
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équilibre, el si l'on ajoute quelque chose à l'un de ces graves, ils ne sont plus en équilibre; et celui auquel on ajoute quelque chose est porté en bas;
idée vague cocnme idée précise est favorisée par la tendaDce réaliste de l'eEprit.
une réalité, nous dirions preiique une subalance. Aussi appellerons-Dous ce procédé de l'esprit le procédé métaphytique.
La recoustruclion précise d'une notion vague par noe série d'eipériences directe! est parfois impossible. On peut néanmoins conserver celle notion sans avoir recours au procédé métaphysique, en employant ce que nous appellerons le procédé for met. On remplace la notion physique vague par un être abutrait. déllni more geometrica : c'est une reconstruction logique et non plus expérimentale. Entre les êtres abstraits ainsi créés, on pose, par convention, des relations qui sont une expression plus ou moins approchée, plus ou moins dénaturée, des idées vagues qu'on ^e Fait des choses, mais qui sont logiquement arbitraires : ces relations sont ce que M. Poincaré appelle des Principti. On constitue ainsi un langage logique, un moule qui, s'il est habilement construit, pourra servir i représenter les faits. Ici, par exemple, on pourrait interpréter comme suit les développements d'Archimède : t Je fais correspondre à chaque grave un nombre X que j'appelle grandeur de ce grave, et je pose en principe que deui graves ayant même \ sont en équilibre aux extrémités des bras égaux d'un levier, que deux graves, au contraire, ayant des X différents, ne sont pas en équilibre dans ces conditions. Je graïe de plus petit \ s'abaissant. < Le procédé expérimental pur s'inlerdirait de parler du nombre X avant d'avoir montré comment on peut l'obtenir par des eïpériences. Le procédé formel accepte de tirer quelques conséquences logiques des conventions précédentes, de constituer une théorie des graves et des leviers abstrait», avant de vérifier par l'expérience que cette théorie peut servit à représenter les propriétés des leviers réels : il recule la vérification expérimentale.
L'analyse des notions de force et de masse nous montrera plus cliiirement que l'exemple actuel de la théorie du levier ces divers procédés de l'esprit.
Une science achevée ne peut admettre comme valables que le procédé expérimental et le procédé foimel. Le procédé métaphysique doit en être éliminé. Il n'est pas douteux toutefois que, bien souvent encore, le savant l'emploie involontairement et il peut être utile comme muyen de découverte.
Remarquons d'ailleurs que l'esprit mélange en général ces divers procédés de
Cielle. Il arrive souvent qu'on reconstruit expérimentalement une notion vague, au début d'une théorie, en imaginant des expériences simples, assurément possibles, mais au fond difficiles à exécuter, qui n'ont jamais été exécutées en fait et dont on postule les résultats : on réserve la vérilication expérimentale réelle pour des conséquences plus ou moins lointaines de la théorie. C'est ainsi que la loi de l'égalité de l'accélémlion de la pesanteur pour tous les corps ne se vériQe guère directement; mais on en vérifie une cun séquence, l'indépendance de la durée d'oscillation des pendules vis-A-vis de la matière constituant ces pendules. Une semblable manière de faire est intermédiaire entre te procédé expérimental et le procédé formel. A la vérité, il parait impossible, dans une science quelconque, de ne pas mélanger ces deux procédés.
Nous rencontrerons fréquemment chez les premiers mécaniciens l'emploi du procédé métaphysique. Il suffira souvent d'ajouter i. leurs raisonnements des définitions logiques ou expérimentales pour en faire une théorie moderne.
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4" Semblablemenl, si l'on retranche quelque chose d'un de ce» graves, ils ne sont plus en équilibre; et celui dont on n'a rien retranché est porté en bas;
5° Si deux figures planes semblables sont appliquées exactement l'une sur l'autre, leurs centres de gravité seront placés l'un sur l'auue Oi
6° Les centres de gravité des ligures inégales et semblables sont semblablemenl placés, . ,.
y' Si des grandeurs suspendues à de certaines longueurs sont en équilibre, des grandeurs égales aux premières suspendues aux mêmes longueurs seront encore en équilibre;
8° Le centre de gravité d'une figure quelconque dont le contour est concave du même cdté, se trouve nécessairement en dedans de la ligure (•).
(■} Il est probable qu'Archimède aviiild^nni le centre de |;ravité dans un Traité qui ne nous est pas parvenu. L'Aleiandrin Pappus est le seul auteur ancien dont nous ayons une délioltion du centre de gravité. Celle d'Arcliiniède devait sans doute itre analogue. Pappus suspend un corps par un aie np, et fait remarquer que le plan venieal passant par n^ coupe le corps i en deux parties équilibres, qui se tiendronten quelque sorte suspendues de parlet d'aulredu plan, étant, égales enlre elles par le poids >. Si l'on suspend ensuite le corps par un autre aie a'P', le plan vertical de a'p' coupera le précédent; s'il lui était parallèle, en elTet, ■ chacun des deui plans diviserait le corps en deux parties qui seraient ï la Fois de poids égal et de poids inégal, ce qui est absurde v. Suspendons maintenant le corps successivement par deux points y tl Y ' l*^ deux verticales correspondantes yGet r'G' se coupent, sinon on pourrait, par chacune d'elles, faire passer un plan coupant le corps en deux parties équilibres, ces deux plans étant parallèles, ce qui est impossible. C'est le point de concours de toutes les lignes telle» que fS, lesquelles doivent se couper deux ï deux, qui est le centre de gravité.
Nous savons bien aujourd'hui que deux parties du corps n équilibre! t ne sont pas égales en poids. Mais Pappus n'évite pas toujours cette confusion. On peut se demander d'ailleurs si la notion de parties équilibi-es ne présuppose pas celle de levier. Assurément ces deux notions sont les mêmes. Il n'y a pourtant pas cercle vicieux i parler du centre de fraviié au début d'un traité du levier. On peut présenter ainsi les choses : ■ L'expérience (aidée plus ou moins par les considérations de Pappus) nous montre ou tend A nous montrer qu'il y a dans un corps quelconque un point tel que, si l'on suspend le corps par ce point, il reste en équilibre en quelque position qu'on le place (c'est ainsi que Guido Ubaldo, Stevin et Galilée définiront plus tard le centre de gravité). Admettons que ce point existe en elTet; s'il existe, on peut le trouver par les raisonnements d'Archimède, qui ramènent les cas compliqués aux cas simples. ■
(') Archimède n'énonce nulle part la restriction que les verticales doivent être traitées comme parallèles. Elle est cependant indispensable, noua le savons aujourd'hui, pour que le centre de gravité existe. Mais, chez Archimède, la notion de ce centre est expérimentale et il n'est pas étonnant qu'il n'ait pas vu la oéceasité de la restriction ci-dessus. On peut remarquer, avec M. Duhem, que, dans
Cela posé, je procède ainsi qu'il suit :
Proposition I. — Lorsque des graves suspendus à des longueurs égales sont en équilibre, ces graves sont égaux entre eux.
Car s'ils étaient inégaux, après avoir ôté du plus grand son excès, les graves restants ne seraient pas en équilibre, puisque l'on aurait âté quelque chose d'un des graves qui sont en équilibre (Dem., 4°)- Donc, lorsque des graves suspendus à des longueurs égales sont en équilibre, ces graves sont égaux entre eux.
Proposition 11. — Des graves inégaux suspendus à des longueurs égales ne sont pas en équilibre; et le grave qui est le plus grand est porté en bas.
Car a^ant ôlé l'excès, ces graves seront en équilibre, parce que des graves égaux suspendus à des longueurs égales sont en équilibre (Df.h., i"). Donc, si l'on ajoute ensuite ce qui a été àté, le plus grand des deux graves sera porté en bas, car on aura ajouté quelque chose à un des graves qui sont en équilibre (Dem., 3°).
Proposition III. — Des graves inégaux suspendus à des longueurs inégales peuvent être en équilibre ('"), et alors le plus grand sera suspendu à la plus petite longueur.
Que A, B soient des graves inégaux, eL que A soit le plus grand. Que ces graves, suspendus aux longueurs AF, PB, soient en équi-
libre. 11 faut démontrer que la longueur AT est plus petite que la longueur TB.
Que la longueur AT ne soit pas la plus petite. Retranchons l'excès de A sur B. Puisque l'on a Até quelque chose d'un des
son Traité des eorpi flottant», Arcbimède a parlé de la convergence de: cale* sans voir qu'elle rendait inexacts quelques-uas de ses énoncés.
(") Ce point n'est pas démootré dans ce qui snil. C'est une conséque l'existence du centre de graTÎté admise comme postulat expérimental.
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graves qui sont en équilibre, le grave B sera porté en bas (Dem., 4")- Mais ce grave ne sera point porté en bas ; car si FA est égal à FB, il y aura équilibre (Dem., t°); et si TA est plus grand que PB, ce sera au contraire le grave A qui sera porté en bas; puisque des graves égaux suspendus à des longueurs inégales ne restent point en équilibre, et que le grave suspendu à la plus grande longueur est porté en bas (Dem., 2°). Donc FA est plus petit que FB. Donc, si des graves suspendus àdes longueurs inégales sonten (équilibre, il esl évideni que ces graves seront inégaux, et que le plus grand sera suspendu à h plus petite longueur.
Proposition IV. — Si deux grandeurs égales n'ont pas le même centre de gravité, le centre de gravité de la grandeur composée de ces deux grandeurs est le point placé au milieu de la droite qui joint les centres de gravité de ces deux grandeurs.
Que le point A soit le centre de gravité de la grandeur A, et le point B le centre de gravité de la grandeur B. Ayant mené la
droite AB, partageons cette droite en deux parties égales au point F. Je dis que le centre de gravité de la grandeur composée des deux grandeurs A, B est le point F.
Car, si le point F n'est pas le centre de gravité de la grandeur qui est composée des deux grandeurs A, B, supposons, sî cela est possible, que ce soit le point A. Il est démontré que le centre de gravité est dans la droite AB (")■ Puisque le point A est le centre de gravité de la grandeur composée des deux grandeurs A, B, le point A étant soutenu, les grandeurs A, Bseronten équilibre. Donc les grandeurs A, B, suspendues aux longueurs AA, AB sont en équilibre. Ce qui ne peut être, car des grandeurs égales sus-
(") Cette propasitioa n'< restent d'Archioiède.
it démontrée nulle part dans les Ouvrages qui
pendues à des longueurs inégules ne sont point en équilibre (Deh., 2°). Il est donc évideiiL que le poiiii F est le centre de gravité de la grandeur qui est composée des grandeurs A, B.
Proposition V. — Si les centres de gravité de trois grandeurs sont placés dans une même droite; si ces grandeurs ont la même pesanleur, et si les droites placées en Ire les centres de graviié sont égales, le centre de gravité de la grandeur composée de toutes ces grandeurs sera le point qui est le centre de gravité de la grandeur du milieu.
[C'est une conséquence de ce qui précède moyennant le postulat, tacitement admis, de la note 12.]
Il suit évidemment de là que, si les centres de gravité de tant de grandeurs que l'on voudra et d'un nombre impair, sont dans la même ilroite, si celles qui sont également éloignées de celle qui est au milieu ont la même pesanteur, et si les droites comprises enire les centres de graviié sont égales, le centre de gravité de )a grandeur composée de toutes les grandeurs sera le point qui est le centre de gravité de la grandeur du milieu.
Si ces grandeurs sont d'un nombre pair, si leurs centres de gravité sont dans la même droite, si celles du milieu et celles qui sont également éloignées de part et d'autre des grandeurs du milieu ont la même pesanteur, et si les droites placées entre les centres de gravité sont égales, le centre de gravité de la grandeur composée de toutes ces grandeurs sera le point placé au milieu de la droite qui joint les centres de gravité.
Proposition VI. — Des grandeurs commensurables sont en équilibre, lorsqu'elles sont réciproquement proportionnelles aux longueurs auxquelles ces grandeurs sont suspendues.
Soient les grandeurs commensurables A, B; que leurs centres de gravité soient les points A, B; soit une certaine longueur Ei, et que la grandeur A soit à la grandeur B comme la longueur AT est à la longueur TE. Il faut démontrer que le centre de gravité de la grandeur composée des deux grandeurs A, B est le point V.
Puisque A est à B comme AF est à FË, et que les grandeurs A, B sont commensurables, les droites FA, FE seront aussi commensurables Donc les droites EF, F4 ont une commune mesure.
Que celle commune mesure soit N, Supposons que chacune des droites AH, AK soit égale à la droite EF et que la droite EA suit égale à la droite AF. Puisque la droite AH est égale à la droile FE,
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la droile ^T sera égale à la droite EH, et la droite AE égale à la <lroile EH. Donc la droite AH est double de la droite AF, et la droile HK double de Is droile TE, Donc la droite N mesure chacune des droites AH, HK, piiistju'elle mesure leurs moitiés. Mais
A est à B comme la droile AF est à la droile ET Donc A est
à B comme AH est à HK. Que A soit autant de fuis multiple de Z que AH l'est de JN. La droile AH sera à la droite N comme A est
Fig- 3.
à Z. Mais KH est à AH comme B est à A. Donc, par raisoD d'égalité, la droile KH est à la droite N comme B est à Z. Donc autant de fois KH est multiple de N, autant de fois B l'est de Z. Mais on a démontré que A est aussi un mnlliple de Z. Donc Z est la commune mesure de A et de B. Donc si AH est partagé dans des segments égaux chacun à N, et A dans des segments égaux chacun à Z, les segmenls égaux chacun à N, qui sont dans AH, seront en même nombre que les segments égaux chacun à Z qui sont dans A. Donc si, à chacun des segments de AH, on applique une grandeur égale à Z, qui ait son centre de gravité dans le milieu de chacun des segments, toutes ces grandeurs seront égales à A, et le centie de gravité de la grandeur composée de toutes ces grandeurs sera le point E, car elles sont en nombre pair, attendu que AE est égal à HE (proposition V). On démontrera semblablement que si à chacun des segmenls de KH, on applique une grandeur égale à Z, qui ait son centre de gravité an milieu de chacun de ces segmenls, toutes ces grandeurs seront égales à B, et que le centre de gravité de la grandeur composée de tontes ces grandeurs sera le point A. Mais la grandeur A est appliquée au point E et la grandeur B au point A. Donc certaines grandeurs égales entre elles sont placées sur une droite; leurs centres de gravité ont entre eux le même intervalle, et ces grandeurs sont en nombre pair. Il est donc évident que le centre de gravité de la grandeur composée de toutes «es grandeurs est le point placé au milieu de la droite sur laquelle
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sont les centres de graviié des grandeurs moyennes (proposition V). Mais la droile AE est égale à la droite Fi et la droite ET est égale à la droile AK; donc la droite entière AF est égaie à la droite entière FK, Donc le centre de gravité de la grandeur composée de toutes ces grandeurs est le poiiil F, Donc la grandeur A étant appliquée au point E, et la grandeur B au point A, ces grandeurs seront en équilibre autour du point F ('*).
[Par la méthode d'exhaustion, Archimède étend ce théorème aux grandeurs incommensurables ('').]
Les Ouvrages d'Archimède sont les plus importants, mais ne sont pas les seuls restes qui nous soient parvenus de la Mécanique des Grecs. Nous possédons un certain nombre de textes représentant la science alexandrine sur ce sujet, textes dont le moyen âge occidental a connu quelques-uns ('*). 11 convient de signaler que, dans certains de ces écrits, on voit des tentatives pour tenir compte, dans la Théorie du levier, du poids du levier lui-même.
§ 3. — Commentaires sur le principe dn levier.
Le Traité d'Archimède a un but plutôt mathématique que mécanique : son objet principal est la recherche des centres de gravité des figures planes. Il convient de voir maintenant ce que les modernes ont lire de l'Ouvrage du géomètre grec pour la constitution de leur Science mécanique. Nous ne pouvons mieux faire pour cela que de citer le très instructif commentaire que iagrange (") a donné du Principe du
(") On suppose dans celte démonstralion que, pour rechercher le centre de gravité de plusieurs grandeurs, toutes ces grandeurs Z etaat unifurmémeat réparties sur AK, on peut remplacer d'une manière quelconque quelques-unes de ces grandeurs par leur centre de gravité. Voir les observations de Ligrange dans la citation qui suit : elles sont une excellente analyse de la présente démonstration.
C) Le second Livre du Traité est consacré à la recherche dea centres de graiité de diverses Qgures planes.
( ") Voir Du HEU, Les origines de la Slnliçae, t. I, chap. V.
(■') LAunANOE, mathématicien français (1736-1H13). La Mécanique analytique » paru pour la première fois en 17S8. Nous citons ta 4' ^ition publiée en 18SS par M. G. Dahboux.
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levier dans la première section de sa Mécanique analytique.
\. Archimëde... esl l'auteur du principe du levier, lequel consiste, comme le savent tous les mécanicien!:, en ce que, si un levier droitest chargé de deux poids quelconques placés de part et d'autre du point d'a|ipui, à des distances de ce point réciproquement proportionnelles auK mêmes poids, ce levier sera eu équilibre, et son appui sera chargé de la somme des deux poids. Arctiimède prend ce principe, dans le cas des poids égaux placés à des distances égales du point d'appui, pour un axiome de mécanique évident de soi-même, ou du moins pour un principe d'expérience ('•) ; et il i-amène à ce cas simple et primitif celui des poids inégaux, en imaginant ces poids, lorsqu'ils sont commensurables, divisées en plusieurs parties toutes égales entre elles, et en supposant que les parties de chaque poids soient séparées et transportées, de part et (l'autre, sur le même levier, à des distances égales, en sorte que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids égaux et placés à des distances égales, autour du point d'appui. Ensuite, il démontre la vérité du même théorème pour les poids incommensurables à l'aide de la méthode d'exhaustion, en faisant voir qu'il ne saurait y avoir équilibre entre ces poids, à moins qu'ils ne soient en raison inverse de leurs distances au point d'appui.
Quelques auteurs modernes, comme Stevin, dans sa Statique, et Galilée, dans ses Dialogues sur le mouvement, ont rendu la démonstralioo d'Archimède plus simple, en supposant que les poids attachés au levier soient deux paralliilépipèdes horizontaux pendus par le milieu, et dont les largeurs et les hauteurs soient égales, mais dont les longueurs soient doubles des bras de levier qui leur répondent inversement. Car, de cette manière, les deux parallélépipèdes sont en raison inverse de leurs bras de levier, et en même temps ils se trouvent placés bout à bout, en sorte qu'ils n'en forment plus qu'un seul, dont le point du milieu répond précisément au point d'appui du levier (■'). Archimède avait déjà
(") L^ posLulat que l'appui est chargé de la somme des deux poids n'est pas énonce eiplicitemenl par Archimède <i;oi> plus haut). Il est indispensable pourtant dans la démonstration de la proposition VI, quand Archimède remplace l'action d'un certain nombre de grandeurs Z sur le levier par celle de la grandeur A.
('^) On verra plus loin (§ i) le raisonnement de Galilée. Voici, en résumé, celui de Stevin :
Qu'on se figure le prisme homogène ABCD suspendu par son centre de gra-
employé une considération semblable pour déterminer le centre de gravité d'une grandeurcomposée de deux surfaces paraboliques, dans la première proposition du second Livre de V Équilibre des plans.
D'autres auteurs, au conlraire, ont cru trouver des défauts dans la démonstration d'Archimcde, et ils l'ont tournée de difTéreotes façons pour la rendre plus rigoureuse; mais il faut convenir qu'en altérant la simplicité de celle démonstration, ils n'y ont presque rien ajouté du côté de l'exactitude.
Cependant, parmi ceux qui ont cherché à suppléer à la démonstration d'Archimède sur l'équilibre du levier, on doit distinguer Huygens, dont on a un petit écrit intitulé : Demonstratio œquilibri bilancis et imprimé en 1693 dans le Recueil des anciens Mémoires de l'Académie des Sciences.
Hiiygens observe qu'Archintède suppose tacitement que, si plusieurs poids égaux sont appliqués à un levier horizontal, à distances égales les uns des autres, ils exercent la même force pour incliner le levier, soit qu'ils se trouvent tous du même côté du point d'appui ; soit qu'ils soient les uns d'un côté et les autres de l'autre côté du point d'appui; et, pour éviter cette supposition précaire, au lieu de distribuer, comme Archimède, tes parties aliquotes des deux poids commensurables sur le même levier, de part et d'autre des points où les poids entiers sont censés appliqués, il
TJté G; it est en équilibre. Supposons ensuite ce prisme coupé suÎTaot iâ section droite HIK, les deux parties AHKC, HBDK étant reliées par la tige rigide et sans masse EF; l'équilibre n'est pas rompu. Or, ce* deux parties sont des
poids qu'on peut coDsidérer comme appliqués sur le levier EP en leurs centres de ^trufité L, P. El il est facile de voir que les volumes des prismes AHKC, HBDK sont inversement proportion nols aux bras GL, GP.
Les diflicullés de ce mode de démonstration sont tes suivantes. Peut-un, saus troubler l'équilibre, couper le prisme en HK et supposer les deux prismes partiels r la tige EF uniquement en leurs centres de gravité 7 videmment les mêmes dilTicultés que celles qui se trouvent dans la on d'Archimède; mais il faut avouer, i notre avis, que, présentées insi, elles sont atténuées et qu'on accepte mieux l'appel i. l'expérience qu'elles xigenl.
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les distribue de la même manière, mais sur deux autres leviers horizontaux et placés perpendiculairement aux extrémités du levier principal, en forme de T; de cette manière, on a un plan horizontal chargé de plusieurs poids égaux, et qui est évidemment en équilibre sur la ligne du premier levier, parce que les poids se trouvent distribués également et symétriquement des deux côtés de cette ligne. Mais Huygens démontre que ce plan est aussi en équilibre sur une droite inclinée à celle-là, et passant par le point qui divise le levier primitif en parties réciproquement proporlion- Delles aux poids dont il est supposé chargé, parce qu'il fait voir que les petits poids se trouvent aussi placés à distances égales de part et d'autre de la même droite; d'où il conclut que le plan et par conséquent le levier proposé doivent être en équilibre sur le même point.
Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas entièrement à ce qu'on peut, en effet, désirer dans celle d'Archimède.
â. L'équilibre d'un levier droit et horizontal, dont les extrémités sont chargées de poids égaux et dont le point d'appui est au milieu du levier, est une vérité évidente par elle-même, parce qu'il n'y a pas de raison pour que l'un des poids l'emporte sur l'antre, tout étant égal de part et d'autre du point d'appui {"). Il n'en est pas de même de la supposition que la charge de l'appui soit égale à la somme des deux poids. Il parait que tous les mécaniciens l'ont prise comme un résultat de l'expérience journalière, qui apprend que le poids d'un corps ne dépend que de sa masse totale, et nullement de sa figure ('*)■ On peut néanmoins déduire
(") Ainsi que le fait remarquer M. Mach, cette affirmatiuii suppose une grande quantité d'eipérieoces négatives, d'où Ton a déduit, par exemple, que la couleur des bras de levier, la forme des poids, la position du spectateur, elc, sont sans iolluence.
(") Cf. noie 10. — D'Alembert est, je crois, le premier qui ait cherché â démontrer cette proposition ; mais la démoDstralion qu'il en a donnée dans les Mémoires de t'Acadëmie dei Science» de 1769 n'est pas entièrement satisfaisante. Cellr que Fourier a donnée depuis dans le V* Cahier du Journal de V École Polytechnique est rigoureuse el très ingénieuse; mais elle n'est pas tirée de la nature du levier {Note de Lagrange).
Voici celte démonstration de Fourier ;
M Je remarque d'abord que trois forces égales ... et dirigées suivant les trois rayons qui divisent le cercle en trois secteurs égaux se font manifestement équilibre. Maintenant, par chacun des points A et B d'une horizontale AB, je mène
celte vérité de la première en considérant, comme Huygens, l'équilibre d'un plan sur une ligne.
Pour cela, il q'j a (|u'à imaginer un plan triangulaire chargé de deux poids égaux aux deux extrémités de sa base, et d'un poids double à son sommet. Ce plan sera évidemment en équilibre, étant appuyé sur une ligne droite ou axe fixe, qui passe par le milieu des deux côtés du triangle; car on peut regarder chacun de ces c6tés comme un levier chargé dans ses deux extrémité» de deux poids égaux et qui a son point d'appui sur l'axe qui passe par son milieu ("•). Maintenant on peut envisager cet équilibre d'une autre manière, en regardant la base même du triangle comme un levier dont les extrémités sont chargées de deux poids égaux, et en imaginant un levier transversal qui joigne le sommet du triangle et le milieu de sa hase en forme de T, dont une des extrémités soit chargée du poids double placé au sommet, et l'autre serve de point d'appui au levier qui forme la base. Il est évident que ce dernier levier sera en équilibre sur le levier transversal qui le soutient dans son milieu, et <^ue celui-ci sera, par conséquent, en équilibre sur l'axe sur lequel le plan est déjà en
deux ligne» t
li font a applique
, calés, des angles équiva Dts A, B, C, D trois forci les entre elles. De plus
1e milieu de la ligne sollicité par deux forces doubles des précédentes et opposées Entre elles. Si la ligure est regardée comme un plan matériel et la disposition des forces telle qu'on le voit dans la planche, il est clair que toutes ces forces se détruisent, excepté celles qui doivent se faire équilibre conformément à la proposition à démontrer. »
(") Il faut envisager chacun de ces deux leviers séparément; ils sont en équilibre. On les relie ensuite entre eux d'une manière rigide par l'intermédiaire du plan que l'on suppose sans masse et l'on admet que celie lolidification, celle introduction de liaisons nouvelles ne (rouble pat l'équilibre. C'est U un postulat qui joue un grand rMe en Mécanique. On peut le considérer comme suffisamment évident, c'est-à-dire comme résultant assez directement de l'eipérience.
équilibre (*'). Or, comme l'axe passe par le milieu des deux c6lés du triangle, il passera aussi nécessairement par le milieu de la droite menée du sommet du triangle au milieu de sa base; donc le levier transversal aura son point d'appui dans le point du milieu et devra, par conséquent, être chargé également aux deux bouts; donc la charge que supporte le point d'appui du levier qui (ait la base du triangle, et qui est chargé à ses deux extrémités de poids égaux, sera égale au poids double du sommet et, par conséquent, égale à la somme des deux poids.
3. Celte proposition une lois établie, il est clair qu'on peut, ainsi qu'Archimède le fait, substituer à un poids en équilibre sur un levier deux poids égaux chacun à la moitié de ce poids et placés sur le même levier, à distances égales de part et d'autre du point oii le poids est attaché ; car l'action de ce poids est la même que celte d'un levier susjiendu par son milieu au même point et chargé, à ses deux bouts, de deux poids égaux chacun à la moitié du même poids; et il est évident que rien n'empêche d'approcher ce dernier levier du premier, de manière qu'il en fasse partie. Ou bien, ce qui est peut-être plus vigoureux, il n'y a qu'à regarder ce dernier levier comme étant tenu en équilibre par une force appli- . quée à son point de milieu, dirigée de bas en haut, et égale au poids dont les deux moitiés sont censées appliquées à ses extrémités; alors, en appliquant ce levier en équilibre sur le premiei' levier qui est supposé en équilibre sur son point d'appui ("), l'équilibre total subsistera toujours et, si l'application se fait de manière que le milieu du second levier coïncide avec l'extrémité
(") Il faut avouer que l'eipérteoce ne nous donne pas cette évidence d'une raçon très nette. Ici, en somme, au lieu de considérer la solidilication d'un système en équilibre, comme dans la noie précédente, nous raisonnons su contraire en disjoignant les liaisons d'un tel système ; le plan étant supposé en équilibre, nous détruisons sa rigidité pour rendre plus ou moins indépendants les levien formés respecti Terne ut par la base et par la médiane du triangle ; on ne voit pa» très bien ce qui va se passer.
Mais on peut invoquer ici la Euperposîtïun des équilibres, dont il sers question plus loin. Imaginons un levier identique à celui que forme la base du triangle,, avec celte seule diftérence que les forces qui le chargent i ses eitrémités soient dirigées de bas en haut. Superposons ce levier au plan en équilibre, d'une manière analogue i ce qui sera fait plus loin. On parvient ainsi à l'équilibre du levier transversal.
(") Et en solidifiant, par le principe de la note 20, l'ensemble des deui le-
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d'un des bras du premier levier, la force qui soutient le second levier pourra être censée appliquée au poids même dont ce bras est chargé et qui, étant soutenu, n'aura plus d'action sur le levier, mais se trouvera ainsi remplacé par deux poids égaux chacun à sa moîlié et placés de part et d'autre de ce poids sur le premier levier prolongé. Cette superposition d'équilibres est, en Mécanique, un principe aussi Fécond que l'est, en Géométrie, la superposition des figures (*').
Les déductions d'Archimède, comme celles de tous les géomètres grecs, présentent une certaine lourdeur, qui s'atténue notablement dans les écrits de ses successeurs (Galilée, Stevin, Huygens, Lagrange), mais ne disparaît pas complètement. Il est incontestable que sa méthode n'est pas une méthode de découverte; certainement ce n'est pas par elle, mais plutôt par l'intuition expérimentale, que l'esprit humain est parvenu à reconnaître, dans le produit PL du grave par le bras de levier, ce que M. Mach appelle la déterminante de l'équilibre.
Examinons maintenant la valeur démonstrative de ces déductions.
Ainsi qu'on l'a vu, tous les raisonnements rappelés dans ce qui précède invoquent, outre les demandes explicitement énoncées par Archimède, certaines intuitions expérimentales. Archimède suppose qu'il peut, dans la recherche d'un centre de gravité, remplacer quelques-unes des grandeurs qu'il compose parleur centre de gravité partiel(woi> note 12). Galilée et Stevin admettent qu'ils peuvent sectionner leur prisme sans troubler l'équilibre; Lagrange invoque le principe de la solidification et de la superposition des équilibres. Cela était nécessaire. Du simple fait de l'équilibre de poids égaux à des distances égales du point d'appui, il est manifeste qu'on ne
(") Il faut rattacher cette superpotilion des équilibret aui trois notion* communes énoncées par Guido Ubaido au début de sa Statique {cf. % 3). La manière de Lagrange est moins méuphysique que celle de Guide Ubaido. lequel pose un peu a priori, sans justification, la notion de grandeurs équilibres. Lagrange superpose des corps et les attache les uns aux autres; c'est très
VI LIVRE I. — KTUDES DE STATIQUE
peut pas déduire logiquement la proportion inverse des bras de levier.
A la vérité, Archimède et lotis ses successeurs, dit M. Mach {*•), firent un usage tacite et plus ou moins dissimulé de l'h)'polhèse que l'eflet d'une force P applifjuce à une dislance L d'un axe est mesuré par le produit PL. Il est d'une évidence immédiate que, dans le cas d'une disposition parfaiiemcni symétrique, l'équilibre subsiste quelle que soii la loi P/(L) d'après laquelle la déterminante de la rupture d'équilibre dépend de L ; il est par conséquent impossible de déduire, de la persistance de l'équilibre dans ce cas, la forme déterminée PL de cette loi. La l>ase fondatnenlale de la démonstraiion doit donc se trouver dans la Iran s formai ion que l'on a en vue ei s'y trouve en effet. Considérons un poids appliqué d*un côté de l'axe de rotation ; partageons-le en deux parties égales que nous déplaçons symétriquement par rapport au point de suspension primitif; une de ces parties se rapproche de l'axe de rotation exactement de la même quantité dont l'autre s'en éloigne. Faire maintenant l'hypothèse que dans ce déplacement l'action reste la même, c'est avoir déjà décidé de la forme de la loi qui fait dépendre le moment de la distance L.
Il y a donc, forcément, dans toute théorie du levier, une hypothèse plus ou moins explicite déterminant la forme de la fonction /(L).
Cette hypothèse est précisément faite sur la forme très apparente qu'indique M. Mach dans un écrit attribué à Euclide, signalé en i85i par le D' Woepcke qui l'a traduit de l'arabe et publié dans le Journal asiatique {'^) sous le titre : Le Livre d'Euclide sur la balance. Cet écrit n'est pas sûrement d'Euclide, mais il est peut-être en effet antérieur à Archimède.
Dans les travaux d'Archimède, Stevin, Galilée, Lagrange, l'hypothèse éclate moins aux yeux. L'idée que/'(L) se réduit à L doit s'introduire certainement quelque part dans leurs raisonnements, puisqu' n la trouve au bout. Mais elle s'in-
( "' ) La Mécanique. Exposé historique et critique de ion développement, par E. Mach (Iratluction Bertrand). Paris, 1904.
('') .!• série, l, XVIII, i85i, p. 217.
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troduit d'une façon plus dissimulée. Est-ce un défaut? Non certes. Je dirais presque, sous une forme paradoxale et qui dépasse un peu ma pensée, que, dans les démonstrations qui sont à la base des théories physiques, le fait qu'une idée s'introduit d'une façon dissimulée est excellent, car c'est une preuve qu'on y fait appel à des notions que nous impose d'une manière invincible notre intuition expérimentale. Le tout est de voir si, dans l'exemple qui nous occupe, les affirmations que l'on invoque peuvent être considérées comme résultant suffisamment de notre expérience journalière. Or, il me semble difficile de refuser ce caractère à la considération du prisme et surtout à la superposition des leviers de Lagrange. On remarquera que ce ou ces leviers superposés sont une manière de rendre concrète la démonstration de la proposition VI d'Archimède, et par suite de la rattacher aux faits d'observation.
Enfin, laissons même de côté la valeur démonstralive des considérations d'Archimède et de ses successeurs. Dans les raisonnements relatifs aux principes qui sont à la base d'une science physique, il faut voir moins des démonstrations que des analyses logiques, où l'on cherche à scruter diverses notions, à les rattacher les unes aux autres ou à les distinguer entre elles. A ce point de vue, les déductions d'Archimède qui « montrent la similitude du simple et du compliqué et établissent une même conception pour tous les cas » (Mach) présentent une grande valeur. Au même point de vue, il est important d'établir un lien, comme le fait Lagrange, entre la loi du levier et les principes de solidification et de superposition des équilibres : si l'on peut prétendre qu'il est aussi difficile d'admettre a priori ces principes que la loi du levier elle-même, il est fort intéressant de rattacher celle-ci à ceux-là, parce que ceux-là sont très généraux et servent dans beaucoup d'autres questions de Mécanique; on sait, en effet, que la solidification est une méthode générale, encore en usage aujourd'hui, pour démontrer certaines conditions nécessaires d'équilibre.
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— Extension du principe du levier.
Notion générale de moment.
Continuons la citation de Lagrange donnée dans le paragraphe précédent.
i. On peut donc regarder l'équilibre d'un levier droit et horizontal, chargé de deui poids en raison inverse de leurs distances au poini d'appui du levier, comme une vérii.é rigoureusement démontrée; et, par le principe de la superposition, il est facile de l'étendre à un levier angulaire quelconque, doni le point d'appui serait dans l'angle et dont les bras seraient tirés en sens contraire par des forces perpendiculaires à leurs directions. En effet, il est évident qu'un levier angulaire à bras égaux, et mobile autour du sommet de l'angle, sera tenu en équilibre par deux forces égales appliquées perpendtcnlairement aux esirémiiés des deux bras et. tendant à les faire tourner en sens contraire. Si donc on a un levier droit en équilibre, dont l'un des .bras soit égal à ceux du levier angulaire et soit chargé à son exirémité d'un poids équivalent à chacune des puissances appliquées au levier angulaire, l'autre bras étant chargé du poids nécessaire pour l'équilibre, et qu'on superpose ces leviers de manière que le sommet de l'angle de l'un tombe sur le point d'appui de l'autre, et que les bras égaux de l'un et de l'autre coïncident et n'en forment plus qu'un, la puissance appliquée au bras du levier angulaire soutiendra le poids suspendu au bras égal du levier droit, de manière qu'on pourra faire abstraction de l'un et de l'autre et supposer le bras formé de la réunion de ces deux-ci anéanti. L'équilibre subsistera donc encore entre les deux autres bras formant un levier angulaire tiré à ses extrémités par des forces perpendiculaires et en raison inverse de la longueur des bras, comme dans le levier droit.
Or une force peut êire censée appliquée à tel point que l'on veut de sa direction. Donc deux forces, appliquées à des points quelconques d'un plan retenu par un point fixe et dirigées comme on voudra dans ce plan, sont en équilibre lorsqu'elles sont, entre elles en raison inverse des perpendiculaires abaissées de ce point sur leurs directions; car on peut regarder ces perpendiculaires comme formant un levier angulaire dont le point d'appui est le
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poÏDl fixe du plan : c'esl ce ciu'on appelle maintenant le principe des moments, en entendant par moment le produit d'une force par le bras du levier par lequel elle agit.
Ce principe général suffit pour résoudre tous les problèmes de la Statique. La considération du treuil l'avait fait apercevoir dès les premiers pas que l'on a faits, après Archimède, dans la théorie des machines simples, comme on le voit par l'Ouvrage de Guido Ubaido, intitulé : Mechanicorum liber, qui a paru à Pesaro, en 15^7; mais cet auteur n'a pas su l'appliquer au plan incliné, ni aux autres machines qui en dépendent, comme le coin et la vis dont il n'a donné qu'une théorie peu exacte {'*).
Il convient de rectifier ces indications historiques de Lagrange d'après les résultats de la critique moderne.
Les Alexandrins connaissaient certainement la notion de moment dans le cas du levier oblique. On en trouve une vague indication dans Pappus, à propos du plan incliné. Elle est formulée nettement par Héron [Les Mécaniques ou l'Elévateur). Mais la partie de l'Ouvrage de Héron où elle se trouve n'a été connue des modernes occidentaux que par la publication faite, d'après la version arabe, par M. Carra de Vaux, en 1894.
Au XIII* siècle, un mathématicien inconnu a retrouvé la notion générale de moment dans le problème du levier angulaire soumis, à ses deux extrémités, à des forces parallèles, à des poids. Mais sa démonstration n'est pas fondée sur le levier; elle se rattache au principe des travaux virtuels et nous en parlerons plus loin (Chap. III, § 3).
Les manuscrits de Léonard de Vinci (i/iSi-iSig) montrent qu'il avait de la façon la plus nette la notion de moment dans le cas général d'un corps solide tournant autour d'un axe fixe et soumis à des forces perpendiculaires à cet axe. Léonard appelait un tel corps un circonvolubile.
En quelque partie que soit liée la corde ne de la partie ac, cela
(*<) Gaido Ubaido ramène bien la vis au plan incliné; mais il adopte la loi du plan incliné qui se trouve dans Pappus (voir note 45) et qui est inexacte.
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ne fait pas de diiTérence, parce qne toujours on emploie une ligne qui tombe perpendiculairement du centre de la balance à la ligne de la corde, c'est-à-dire la ligne mf.
[Cette ligne mf est ce que Léonard de Vinci appelle en un autre endroit le brc^ spirituel ou le bras potentiel de la balance.]
Nous citons ci-après un passage de Guido Ubaldo (i545- 1607), Après lui, Benedetti (iSSo-rSgo) a exposé très nettement, plus nettement même que Guido Ubaldo, la notion de moment \Diversaruin speculationum mathematicarum et physicarum liber (i585)] : il se pourrait qu'il ait subi l'influence de Vinci ("*).
[Au début de son Mechanicorum liber (1377) Guido Ubaldo admet comme évidentes les aflirmalîons suivantes.]
Notions communes. — I. Si, à des grandeurs équilibres ('*) on enlève des grandeurs équilibres, ce qui reste est équilibre.
II. Si à des grandeurs équilibres on ajoute des grandeurs équilibres, l'ensemble esL équilibre.
III. Deux grandeurs équilibres à «ne troisième sont équilibres entre elles.
[Nous nous contenterons de citer ici la démonstration que donne Guido Ubaldo de l'équilibre du levier de deuxième espèce. C'est un cas particulier du levier angulaire, et le raisonnement
(" ) Voir DuHEM, Les Origines de la Statique, t. I, igo5, p. aa6.
C) Je traduis œquiponderantia par grandeurs équilibres. J'aime mieux ajouter au texte latin le mot grandeurs que le mot forces. IJ serait préférable, si c'était possible, de ne rien ajouter du tout et de laisser le neutre du latin. — Cf. noie 23.
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ressemble beaucoup à celui qu'a développé Lagrange ; il invoque les notions communes précédentes, c'est-à-dire Je principe de la superposition des équilibres (voir noie 23).]
Soient un levier AB, B son point d'appui, C un point où est suspendu le poids E, et soit une force (vis) appliquée en A et soutenant le poids E, Je dis que la puissance en A est au poids E comme BC à BA.
Prolongeons AB en D tel que BD = BG, et, en D, accrochons UQ poids F égal au poids E. En A accrochons un poids G qui soit à F dans le rapport de BD à BA : les poids F et G seront
équilibres. Maiâ, GB et BD étant égaux, F et E sont aussi équilibres. D'ailleurs, les poids F, E, G ne sont pas équilibres sur le levier DBA, dont l'appui est B; ils tendent à s'abaisser du côté de A. Supposons donc en A une force telle qu'elle équilibre les poids F, E, G. Cette puissance sera égale au poids G, puisque F et E sont équilibres, et n'aura qu'à soiileair le poids G pour qu'il ne descende pas. Les poids F, E, G étant en équilibre avec la force en A, si l'on enlève F et G qui sont équilibres, le reste est encore en équilibre; c'est-à-dire que la force eu A équilibre le poids E. Or, la force en A est égale au poids G, et E est égal à F; par suite, le rapport de la force en A au poids E sera le même que celui de BD (ou BC) à BA.
Ce qu'il fallait démontrer.
§ 4. — Usage du principe du levier-
Il y a eu au moyen âge une véritable école de Statique, celle de Jordanus de Nemore. Les principes dont elle a fait usage se ritttacheot à notre principe de travail virtuel; aussi en parlerons-nous dans le Chapitre III; elle ne paraît pas avoir connu les travaux d'Archimède. A l'ép que de la Renaissance, la lecture des Ouvrages du géomètre de Syracuse a provoqué une réaction contre cette école de Jordanus; les
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esprits se sont épris de la rigueur grecque. Sans doute, en Mécanique, cette tendance a souvent conduit à une rigueur iictive. Il faut reconnaître, toutefois, nous le verrons, qu'un des postulats fondamentaux de Jordanus, qui n'est qu'une expression particulière du principe du travail virtuel, pouvait, à bon droit, passer pour exiger une démonstration. Il est donc assez naturel qu'une autre méthode se soit constituée. Cette nouvelle méthode a consisté à faire la théorie des machines simples en se servant du principe du levier(^*). On la trouve exposée dans le Mechanicorum liber de Guido Ubaldo, marquis del Monte(i545-i6o7), Traité qui a paru eo 1577 et a eu un fort grand succès (**) et dans les Ouvrages de Benedetti (iSSo-iSgo) (^Diversarum speculationum mathematicarum et physicarum liber, i585). Sans doute, elle repose sur un principe moins fécond que la méthode de Jordanus; mais elle a rendu un service immense précisément en permettant de justifier le principe du travail virtuel dans le cas des machines simples et en montrant parla son importance.
Comme exemple de cette méthode nous citerons Les Méchaniques de Galilée, florentin, ingénieur et mathématicien du duc de Florence, Ouvrage publié pour la première fois en français par le Père Mersenne (Paris, chez Guenon, 1634) (Galilée a vécu de i5il4 à i64'2).
A cette époque, on désignait sous le nom de mécaniques les machines. La science mécanique était la science de l'équilibre des machines; le mot mécanique ne s'appliquait pas, comme aujourd'hui, à l'étude du mouvement.
DANS LEQUEL ON VOIT LA FRËFACE QUI HOKTRE L'UIILITË DES MACHINES
Avant que d'enireprendre la spéculatiuD des inslruments de la Mécanique, il faut remarquer, ea général, les commodités et les
(") On p«ut, i ce propos, rappeler qu'ArisLote avait d^jà dit : « La plupart des particularités offertes par les mouvements des mécaniques s< priété» du levier, o {Cf. Introduction.)
(») Voiras.
profits qae l'on en peut tirer, aiin que les artisans ne croient pas qu'ils puissent servir aux opérations dont ils ne sont pas capables et que l'on puisse lever de grands fardeaux avec peu de force : car la nature ne peut être trompée ni céder à ses droits...
I) faut donc ici considérer quatre choses, à savoir : le fardeau que l'on veut transporter d'un lieu à un autre; la force qui le doit mouvoir; la distance par laquelle se fait le mouvement et le temps dudit mouvement, parce qu'il sert pour en déterminer la vitesse, puisqu'elle est d'autant plus grande que le corps mobile, ou le fardeau, passe par une plus grande distance en même temps : de sorte que si l'on suppose telle résistance, telle force, et telle distance déterminée que l'on voudra, il n'y a nul doute que la force requise conduira le fardeau à la distance donnée, quoique ladite force soit très petite, pourvu que l'on divise le fardeau en tant de parties que la force en puisse mouvoir une {*'), car elle les trausportera toutes les unes après les autres; d'où il s'ensuit que la moindre force du monde peut transporter tel poids que l'on
Mais l'on ne peut dire à la fin du transport que l'on ait remué un grand fardeau avec peu de force, puisqu'elle a toujours été égale à chaque partie du fardeau : de manière que l'on ne gagne rien avec les instruments, d'autant que si l'on applique une petite force à un grand fardeau, il faut beaucoup de temps et que si l'on veut le transporter en peu de temps, il faut une grande force. D'où l'on peut conclure qu'il est impossible qu'une petite force transporte un grand poids dans moins de temps qu'une plus grande force.
Néanmoins, les machines sont utiles pour manœuvrer de grands fardeaux tout d'un coup sans les diviser, parce que l'on a souvent beaucoup de temps et peu de force; c'est pourquoi la longueur du temps récompense le peu de force : mais celui-là se tromperait qui voudrait abréger le temps en n'usant que d'une petite force et montrerait qu'il n'entend pas la nature des machines ni la raison de leurs effets ('^).. .
(") Faut-il voir, dans cette rédaction, un souvenir de l'idée d'Ai force trop petite ne peut pas déplacer un corps trop lourd?
(") Ces considérations se rattaclieat i ce que dous appelons aujourd'hui le principe du travail virtuel. Nous y reviendrons dans le Chapitre III. Nous les avons laissées sutnisLer dans la présente citation pour donner nne idée complète da Traité de Galilée.
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CHAPITBB II.
DIS DSPINlItORS KtCKSSAlRBS POUR LÀ SCIRRCB DBS mScANIQEBS,
Première définition. — La pesanteur d'un corps est l'inclination naturelle qu'il a pour se mouvoir et se porter en bas vers le centre de la terre...
Deuxième définition. — Le moment est l'inclination du même corps, lorsqu'elle n'est pas seulement considérée dans ledit corps, mais conjointemeut avec la situation qu'il a sur le bras d'un levier ou d'une balance, et cette situation fait qu'il contrepèse souvent à raison de sa plus grande distance d'avec le centre de la balance... Cette inclination est composée de la pesanteur absolue du corps et de l'éloignement du centre de la balance. Noos appellerons donc toujours cette inclination composée moment, qui répond au foirif] des Grecs ("}.
Troisième définition. — Le centre de pesanteur de chaque corps est le point autour duquel toutes les parties dudil corps sont également balancées ou équipondérautes : de sorte que, si l'on imagine que le corps soit soutenu ou suspendu par ledit point, les parties qui sont à main droite contrepèsent à celles de la gauche, celles de derrière à celles de devant, et celles d'en haut à celles d'en bas, et se tiendront tellement en équilibre que le corps ne s'inclinera ni d'un côté ni d'un autre, quelque situation qu'on lui puisse donner, et qu'il demeurera toujours en cet état ('*). Or, le centre de pesanteur est le point du corps (juî s'unirait au centre des choses pesantes, c'est-à-dire au centre de la terre, s'il y pouvait descendre.
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en bas que le centre àe sa pesanteur ne soit jamais hors de la ligne droite qui est décrite ou imaginée depuis ledit centre de pesanteur jusqu'à celui de la terre. Ce qui est supposé avec raison, car, puisque le centre de pesanteur de chaque corps doit aller s'unir au centre commun des choses pesantes, il est nécessaire qu'il y aille par le chemin le plus court, c'est-à-dire par la ligne droite, s'il n'y a point d'empêchement (")•
Deuxième supposition. — Chaque corps pèse principalement Bur le centre de sa pesanteur dans lequel il ramasse et unit toute SOD impétuosité et sa pesanteur.
Troisième supposition. — Le centre de la pesanteur de deux corps également pesants est au milieu de la ligne droite qui conjoint les centres de pesanteur desdils corps; c'est-à-dire que deux corps également pesants et également éloignés de l'appui de la balance ont le point de leur équilibre au milieu de la commune conjonction de leurs éloignemenls égaux; par exemple, la dis-
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tance CA étant égale à la distance CB et les deux poids égaux G et H étant suspendus aux points A et B, il n'y a nulle raison pour laquelle ils doivent plutôt s'incliner d'un côté que de l'autre ('*). Mais il faut remarquer que la distance des poids ou des corps pesants d'avec l'appui doit se mesurer par les lignes perpendiculaires qui tombent des points de suspension ou des centres de la pesanteur de chaque corps jusqu'au centre de la terre. De là vient
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que, la distance BC étant transportée en CD, le poids D ne codirepèsera plus au poids A, parce que la ligne tirée du point de suspension ou du centre de pesanteur du poids D jusqu'au centre de la terre sera plus proche de l'appui C que l'autre ligne tirée du point de la suspension de B ou du centre de pesanteur du poids H. Il est donc nécessaire que les poids égaux soient tellement suspendus de distances égales que les lignes perpendiculaires tirées par les centres de leurs pesanteurs au centre de la terre se trouvent également éloignées de l'appui C lorsqu'elles passeront vis-à-vis d'icelui {")•
DANS LEQUEL L'UN DES PRINCIPES GENERAUX DES MÉCANIQUES EST EXPLIQUE
Après avoir expliqué les suppositions, il faut établir un principe général qui sert pour démontrer ce qui arrive à toutes sortes de machines, à savoir que les poids inégaux suspendus à des distances inégales pèsent également et sont en équilibre quand lesdites distances ont même proportion entre elles que les poids. Ce qu'il faut démontrer par la troisième supposition...
Ce qui se démontre par cette figure, dans laquelle DECF représente un cylindre homogène, ou de même nature en toutes ses
Fig. 9-
parties, lequel est attaché par ses deux bouts C et D aux points A, B, de sorte que la ligne AB est égale à la hauteur du cylindre CF.
Il est certain que, si on l'attache par le milieu au point G, il sera en équilibre, parce que, si l'on lirait une ligne droite du
(") Dans une addition ajoutée au tewe de Galilée, le P. Merseone précise ceci en faisant remarquer que le poids suspendu en D peut être considéré comme attaché en K. Cette possibilité du déplacement d'une force sur sa direction se trouve déjà dans Léonard de Vinci (voir plus haut, g 3), dans Benedetti, etc.
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poinl G au centre de,U terre, elle passerait par le centre de la pesanteur EF ei, par conséquent, toutes les parties qui sont à l'entour de ce cenire seraient en équilibre, par la troisième définition, car c'est la même chose que si l'on attachait les deux moitiés du cjlindre aux deux points A et B.
Supposons maintentint que le cylindre soit coupé en deux parties inégales par les points nu par la ligne SI; il est certain qu'elles ne seront pas équilibres, et conséquemment qu'elles ne demeureront pas en la situation précédente, n'ayant point d'autre soutien Qu'aux points A et B. Mais si l'on attache une corde au point H pour soutenir le poids par le point I, G sera encore le centre de l'équilibre, parce que l'on n'a pas changé la pesanteur ni la situation des parties du cylindre.
D'où il s'ensuit que, n'y ayant point de changement aux parties du poids, ni dans leur situation à l'égard de la ligne AB, le m^me point G demeurera le centre de l'équilibre, comme il l'a été dès le commencement, car, puisque la partie FS retiendra toujours la même disposition que la ligne AH, à laquelle elle sera parallèle, si l'on y ajoute le lien NL pour soutenir SD par son centre de pesanteur ei si l'on ajoiile semblablemeni le lien MK pour soutenir la partie du cylindre CS disjointe d'avec SD, il n'y a nul doute que ces dem parties demeureront encore en équilibre au point G. Par où l'on voit que ces deux parties étant ainsi suspendues et attachées ont un moment égal, lequel est l'origine et la source de l'équilibre du point G, en faisant que la distance GNsoit d'autant plus grande que la distance GM que la partie du cylindre FS est plus grande que la partie SD ('*).
[Il est en effet facile de voir que le rapport de GM à GN est égal à celui de DI à CI et, par conséquent, il faut conclure] que ces deux corps CI et DS ne pèsent pas seulement également
quand leurs distances d'avec l'appui sont eu raison réciproque
de leurs pesanteurs, mais aussi que c'est une même chose que si l'on attachait des poids égaux à des distances égales; de sorte que la pesanteur de CS s'étend et se communique en quelque manière
(") La ligne AB est un lerier doDt l'appui est au point G. Galilée j suspend le cylindre CD par les divers fils AC, MK, HI, BD. Le nœud de ta démonstration est dans lei hypothèses suivantes. Le cylindre étant suspendu par AC, HI et BD, on peut, sans troubler l'équilibre, le sectionner en SI, le fil HI continuant i supporter en 1 les deux morceaui. Puis, la partie Cl, par exemple, étant soutenue par AC et par HI, on peut remplacei' ces deux soutiens par le seul fil MK. J.-I. 3
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virtuellemenl par delà le soutien G, duquel la pesanictir ID s'éloigne et se retire, comme l'on peut comprendre par ce discours. Ce qui arrivera semblablement si ces corps cylindriques soni réduits et changés aux sphères X et Z ou en telles %ures que l'on voudra, car l'on aura toujours le même équilibre, la figure n'étant qu'une qualité, laquelle n'a pas la puissance de la pesanteur, qui dérive de la seule quantité.
Il faut donc conclure que les poids inégaux pèsent également et produisent l'équilibre lorsqu'ils sont snspendus de distances inégales qui sont en raison réciproque desdits poids.
CHIVITKE V.
ou l'on toit QUULQUES IVBRTISSEHRNTS SUa LE DISCOURS PKËCËDENT.
Après avoir démontré que les moments {**) des poids inégaux sont égaux quand ils sont attachés à des points dont les distances d'avec l'appui ont même proportion que les poids, il faut encore remarquer une autre propriété qui confirme la vérité précédente, car, si l'on considère la balance BD divisée en parties inégales par le point C ei que les poids suspendus aux points B et D soient en raison réciproque des distances BC et CD, ..., il est certain que
l'un contrepèsera l'autre et qu'ils seront en équilibre; et que, si l'on ajoute quelque chose à l'un, par exemple au poids D, qu'il descendra en bas en I et conséquemment qu'il élèvera les poids B en G. Mais si l'on considère le mouvement du poids D et du poids B, l'on trouvera que le mouvement de D descendant en l surpasse autant le mouvement de B en G comme la distance DC surpasse la dislance CB ou CG, car les deux angles GCB et DGl sont égaux et conséquemment les deux parties de cercle décrites par D et par B sont semblables et ont même proportion entre
(") Le texte porte, par erreur,
elles que leurs semi-diamètres BG et CD par lesquels elles ont été décrites.
D'où il s'ensuit que la vitesse dti poids D qui descend en I surpasse autant celle du poids B qui monte en G que la pesanteur de B est plus grande que celle de O....
Or, il est aisé de conclure, par tout ce discours, la grande force qu'apporte la vitesse dti mouvement pour accroître la puissance du mobile, laquelle est d'autant plus grande que le mouvement est plus vile ("). Mais avant de passer outre, il faut remarquer que les distances qui sont entre les bras de la balance et l'appui doivent être mesurées par la distance borizontale [d'une manière analogue à ce qui a été expliqué plus haut].
DX Ll ROIIAINE, DE LA BAUKCB ET DU LETIEB.
[Ce Chapitre n'est que l'application directe de ce qui précède (").]
CHAPlTltE VII.
DU TOUR, DE LA ROUE, DE LA fiKUE, DU GUinDAX ET DES AUTRES INSTRUMENTS
SRMBLABLES.
[Galilée fait remarquer que le tour est la répétition d'une série ■d'actions de levier qui se succèdent. Le poids soulevé est G, le poids
(") KoiV Chapitre III, g 1.
(*■ ) Dans une addition, Mersenne expose ici une idée qui remonte à Aristote ^voir Chap. 111. g 3). Sur uo levier ABF, un poids placé en F pèse plus que s'il ^tait placé en C. On p«ut se rendre compte ainsi qu'il suit de la raison de ce
(ihénomène. Le poids tend i tomber suirant la verticale. Pour une même descente verticale FN = CO, le poids est moins contraint dans la position F que dans ia position C, puisque, dans le deuxième cas, il s'£loig:i>e de la verticale de la 4luantit£ PO et, dans le premier, de la quantité QN seulement.
moteur I. On peut aussi appliquer l'action motrice en F, non pas en faisant pendre verticalement la corde en F, car alors le poids ne tirerait que comme s'il était pendu en N, mais en ap|)liqnanl
un moteur animé ou bien en tendant la corde suivant FL grâce à une poulie de renvoi. Les rapports des forces sont les rapports inverses des diamètres.]
Mais la nature n'est pas trompée ni surmontée, et l'on ne gagne rien parce que, si le fardeau a dix fois plus de résistance que la force (appliquée en F), ta distance FA doit être nécessairement décuple de AB, de sorte que le poids ne fera que la dixième partie du chemin de la circonférence FGP; par conséquent, si l'on divisait le fardeau en lo parties, chacune répondrait à la dixième partie du mouvement et de la force F; c'est pourquoi si l'on portait en dix voyages chaque dixième partie autour de l'axe, on ne cheminerait pas davantage que si l'on faisait une fois le tour FCP et l'on conduirait le fardeau en même temps à la même dislance.
CH&PITBE VIII.
DE LA FORCE ET DE l'uBAGB DES POULIES.
Après avoir considéré les instruments qui se réduisent aux contrepoids et à l'équilibre comme à leurprincipe et à leur fondement, il faut parler d'une autre sorte de levier pour entendre la
nature des poulies Or, le levier dont nous avons parlé suppose
que le poids soit à une de ses extrémités et la force à l'autre, de sorte que son soutien doit être entre ses deux extrémités. Mais, si
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l'on met le soutien à l'exlrémité A du levier et la force à l'autre extrémité C, et que le poids D soit attaché à quelque point du milieu, par exemple au point B, il est certain que, si Je poids est
également éloigné des deux extrêmes, comme quand il est au point F, la force qui le soutient en F sera également divisée, et par conséquent la moitié du poids est soutenue par C et. l'autre moitié par A.
S'il arrive que le fardeau soit attaché ailleurs, par exemple en B, la force C soutiendra le fardeau en B quand il aura même proportion avec ladite force que la dislance AC à la distance BA. Mais pour comprendre ceci, il faut s'imaginer que la ligne BA soit prolongée en G et que les distances BA, AG soient égales et que le fardeau E soil attaché au point G et qu'il soit égal au poids D ; il est certain qu'à cause de l'égalité des poids E, D et des distances AG et BA, le moment du poids D suffira pour le soutenir; donc la force du moment égal à celui du poids E, lequel te pourra soutenir, suffira encore pour soutenir le poids D. Mais si l'on veut soutenir E au point C, la force doit être à E comme GA à CA, donc la même force pourra soutenir le poids D égala E. Or la proportion qui est de GA à CA est aussi de BA à CA, GA étant égal à BA. Et parce que les poids E, D sont égaux, chacun d'eux aura la même proportion à la force mise en C. D'où l'on conclut que la force G est égale au moment D lorsqu'il a même proportion que la distance AB à CA {*»).
(") C'esi lu démoDsttalion de Guido Ubaido {voir Guido Ubaido, et surtout celle de Lagrange pour li traite ici un cas panicutiei', est préférable k celle de de Galilée i la lettre, il y a une lacune lugique dan» du levier de première espèce, sur laquelle il appuie s. l'équivaleDce de deux forces ayant même momeal (au
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Or il est très aisé de conclure de tout ce discours que l'on perd autaol de vitesse comme l'on acquiert de force tant avec le levier ordinaire qu'avec celui-ci.
[La poulie ordinaire esLi'apportëe par Galilée au levier ordinaire; la poulie mobile au levier que l'on vient d'étudier : B étant l'appui,
Il la force qui soutient, E le point de suspension du poids G. On voit ainsi que, dans la poulie mobile, la force H vaut j G.]
Mais en récompense le chemin que fait la force est double du chemin que fait le fardeau (").
[Galilée passe ensuite aux moufles et trouve le même rapport inverse des forces et des chemins.]
ces deux forces sont appliquées de part et d'autre du point de saspeasion. Une force E x frr appliquée eo C équilibre la force E placée en G; une force D = E placée en B équilibre de même la force E ea C; les forces E x ^ et D 30Dt ainsi équivalentes pour équilibrer la force E en C: il n'est pas évident qu'elles seront équivalentes â un autre point de vue, ni a yorfiori qu'en changeant l'une de sens elle équilibrera l'autre. On ne peut l'afllnner que si l'on a dans l'idée â l'avance que le produit de la force par le bras de levier est la déterminante de l'équilibre (Mach); et même, avant tout, il faut avoir dans l'idée qu'il y a une même déterminante de l'équilibre pour tous les cas.
Au fond, Galilée use ici du procédé métapbysîque. Il attribue a priori une réalité objective â ce qu'il appelle le moment, à ce que M. lUach appelle /a lieferminante de l'équilibre.
Les raisonnements de Guido Ubaldo et surtout ceui de Lagrange {voir §3) montrent comment on peut éliminer de ta question le procédé métaphysique. D'ailleurs le texte de Galilée, même pris à la lettre, n'est pas sans intérêt. Il apprend quelque chose de plus que la simple affirmation que l'eipérience conduit à admettre le rûle du produit de la force par le bras du levier; en efTet, il montre qu'il suffit d'admettre ce rôle dans le cas simple des moments égaui; il facilite certainement ainsi l'adhésion de l'esprit.
{") KoirChap. III, § I,
- LB levikh.
CHAPITRE IX
m lu TIS.
[Il y a lieu d'abord de démontrer un lemme. ]
Je dU donc qne tous les corps pesants ont une inclination vers le centre de la terre, non seulement quand ils pavent descendre perpendiculairement, mais aussi quand ils y peuvent arriver par une ligne oblique ou par un plan incliné
Si l'on prend une balle parfaitement ronde et polie. . . qu'on la inelte aussi sur un plan incliné qui soit aussi parfaitement uni et poli que la glace d'un miroir, elle descendra sur ledii plan, se mouvra perpétuellement et tandis qu'elle trouvera la moindre inclination que l'on puisse imaginer : de sorte qu'elle ne s'arrêtera point jusqu'à ce qu'elle rencontre une surface qui soit à niveau ou équidistanie de l'horizon comme est celle d'un lac ou d'un étang glacé, sur laquelle la balle se tiendrait ferme et immobile, mais avec telle condition que la moindre force l'ébranleraitetque, le plan s'inclinant de la largeur d'un cheveu, elle commencerait incontinent à se mouvoir et à descendre vers la partie inclinée et qu'au contraire elle ne pourrait être mue sans violence vers la partie du plan qui monte. Or il est nécessaire que la boule s'arrête sur une surface parfaitement équilibre et qu'elle demeure comme ■ndiiférente entre le mouvement et le repos : de sorte que la moindre force du monde suflise pour la mouvoir, comme la moindre force que l'on peut s'imaginer dans l'air suffit pour la retenir.
D'où l'on peut tirer cette conclusion, que tout corps pesant, tous tes empêchements extérieurs étant ôtés, peut être ma sur un plan horisuntal par la moindre force que ce soi t et qu'il faut d'autant plus de force pour le mouvoir sur un plan incliné qu'il a plus d'inclination au mouvement contraire (*')-
Ce qui sera plus intelligible par cette figure, dans laquelle AB soit le plan parallèle à l'horizon sur lequel la boule est indifférente au mouvement et au repos; de sorte que le vent ou la moindre force la peut faire mouvoir; mais il faut une plus grande force pour la faire mouvoir du point A au point C sur le plan incliné AC et encore une plus grande pour la mouvoir sur les
(") Nous reviendrons sur ce texte à propos du principe de l'inertie.
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plans AD et AE el finalement on ne peut la lever sur le plan perpendiculaire AF que par une force égale à tout le poids G.
Or, l'on saura combien il faut moins de force pour lever le fardeau sur les plans AE, AD, etc., si l'on tire les lignes perpendiculaires à l'horizon CH, DI et EK, car il y aura même propor-
Fig. S.
lion des forces nécessaires pour élever le fardeau «ur chaque plan audit fardeau, que des lignes perpendiculaires aux lignes de leurs plans. Ce que Pappus Alexandrin s'est efforcé de démontrer dansle 8*Livre de ses Collections, mais il s'est tromjjé, à mon avis, en ce qu'il a supposé une force donnée pour mouvoir le poids sur le plan horizontal, ce qui est f^ux. . . . (*').
Soit le cercle AIC dont le diamètre est ABC et le centre B, et qu'il y ait deux forces égales aux points A el C qui représentent une balance mobile autour du centre B, il est certain que le poids C sera soutenu par la force A. Mais si l'un s'imagine que le bras de la balance BC tombe en BF, de sorte qu'il demeure toujours continué avec le bras AB et qu'ils aient tous deux leur point fixe ou leur appui en B, le moment F ne sera pas égal au moment A parce que la distance du point ou du poids F d'avec la ligne de direction BI n'est pas égale à la distance de la force ou du poids A d'avec la même ligne de direction, comme l'on démontre par la perpendiculaire K.F qui détermine la distance du point F avec B
(") A la vérité, Pappus, parlant de celte hypotlièse, ne trouve pas ta [oî exacte du plan incliné.
On remarquera d'ailleurs que l'hypothèse de Pappus se rattache auï idées d'Aristote, et que, pour la rejeter, il faut faire abstraction des résistances passives qui cependant apparaissent dans toutes nos expériences journalières. Il n'a pas fallu à Galilée une force d'esprit médiocre pour arriver i celle abstraction.
La démonstralion de Pappus repose sur la considération d'une boule roulant sur un plan incliné, boule que Pappus assimile A une sorte de levier ayant son point d'appui au point de contact. Il est intéressant de signaler que, dans les Notes de Léonard de Vinci, on trouve une évaluation correcte de U pesanteur sur un plan incliné obtenue par des considérations analogues. {Voir Ovhbh, Les originet de la Statique, l. I.)
b,Googlc
on I, de sorte que le moment on le poids de G porté en F est diminué de la distance K.C et qu'il n'a plus que le moment BK;
c'est pourquoi ii faut conclure que le moment de A surpasse celui de F de K.C. Il faut dire la même chose du poids G transporté au point L ou en tel autre point du cercle que l'on voudra ....
Par ce où l'on voit que le poids C diminue son moment et son inclination d'aller en bas selon les différentes inclinations des plans FB, LB, etc., de sorte que l'on peut s'imaginer la descente de C par tous les points du quart de cercle Gl, lequel contient un plan qui s'incline perpétuellement de plus en pluselque la pesanteur du poids en C est totale et entière et conséquemment qu'il se porte de toute son inclination à descendre, parce qu'il n'est nullement empêché par la circonférence lorsqu'il se rencontre sur la tangente DGE.
Mais quand il est en F, il est en partie soutenu par le plan circulaire et sa pente, ou l'inclination qu'il a vers le centre de la terre est d'aulant diminuée que BG surpasse BK. : de manière qu'il se lient élevé sur ce plan de même que s'il était appuyé sur ta tangente GFH, d'autant que le point d'inclination F de la circonférence GI ne diffère point de l'incli nation de la tangente GFH que par l'angle insensible de contact.
Il faut dire la même chose du point L, lequel est incliné comme s'il était sur le plan de la tangente NLO, car il diminue sa pente et son inclination qu'il a en G en même proportion que BK est à BC, puisqu'il est constant, par la similitude des triangles KBF et KFH, qu'il y a même raison de FK à FH que de K.B à BF. D'où nous concluons que la proportion du moment total et absolu du mobile dans la perpendiculaire de l'horizon avec le r
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qu'il a sur le plan incliné HF est la même que la proportion de FH àFK.
Ce qui se voit plus distinctement dans le triangle A£C, car le moment du mobile sur le plan ACest d'autant moindre que le moment qu'il a dans la perpendiculaire CB,que CB est moindre que CA. Et parce qu'il suffit pour mouvoir le fardeau que la force sur-
passe insensiblement celle qui le soutient.... nous faisons ici celle proposition universelle : que, sur le plan incliné, la force a même proportion au poids que la perpendiculaire tirée de l'extrémité du plan sur l'horizon à la longueur dudit plan, c'est-à-dire que la tangente à la sécante (")- ■ . ■
[Galilée considère ensuiie la vis comme dépendant du plan incliné.]
CHIPITRB X.
DE LA VIS D'ARCHIIIËDE POUl ÉLEVER LES EAGS.
[C'est une étude purement cinématique. Galilée ne calcule pas la force nécessaire pour faire marcher l'appareil.]
CHAPITRE XI
[Ce Chapitre est consacré à la percussion.]
.... Cet effet vient de la même source que les autres effets mécaniques, à savoir que la force, la résislance et l'espace par lequel se font les mouvements ont une telle correspondance et proportion entre eux que la force répond seulement à une résistance qui lui est é^ale et qu'elle la meut seulement par un espace é^al ou d'une
(**) Bien que U rédaction de ce passage soit fort mauvaise, l'idée en est o.laire. Pour Galilée, le Tait, pour un poids, d'être soutenu par le plan GFH est équivalent au fait d'être porté par le levier ABP, et la force à appliquer en A perpendiculairement à AB est celle qu'il faudrait exercer parallèlement au plan pour s équivalentes deux liaisons
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égale vilesse doot elle se meut elle-même. Semblablement quand la force est moindre de moitié que la résistance, elle la peut mouvoir, si elle-même se meut d'une double impétuosité, et si elle fait deux fois autant de chemin. . . .
II faut remarquer combien la force qui a été imprimée au marteau le portera loin si l'on suppose qu'il ne frappe point, comme il arriverait si le marteau sortait de la main avec la même impétuosité dont il doit frapper une enclume. ... et qu'il ne rencontrât aucun empêchement en son chemin. Et puis il faut considérer quelle résistance fait le corps qui est frappé et combien il est poussé par une telle percussion. . . . [Par exemple], le marteau qui a 4 degrés de résistance est poussé d'une telle force que, ne trouvant nulle résistance qui l'arrête, il aille jusqu'à 10 pas; .... on lui oppose une poutre qui a 4ooo degrés de résistance et qui est 1000 fois plus grande que la force du marteau; .... si elle est frappée, elle ira seulement en avant la millième partie de 10 pas (*').
Dans le Chapitre IX du Traité que nous venons de citer, Galilée n'a trouvé la loi de la puissance qui retient un grave sur un plan incliiïé que lorsque cette puissance est parallèle au plan.
Il eût été facile ('•) à Galilée de résoudre aussi le cas oii la puissance qui retient le poids a une direction oblique au plan; mais ce nouveau pas n'a été fait que quelque temps après, par Roberval, dans un Traité de Mécanique imprimé, en i636, dans l'Harmonie universelle de Mersenne.
Roberval regarde aussi le poids appuyé sur le plan incliné comme attaché au bras d'un levier perpendiculairement au plan('*), et il considère la puissance comme une force appliquée au même bras, suivant une direction donnée ; il a ainsi un levier à un seul
('') Ce Chapitre, dont nous ne citons que des fragments, manque de précision. Il semble même que. en l'écrÎTanl, Galilée n'avait pa« encore une notion nette du principe de l'inertie.
On remarquera l'emploi du procédé métaphysique (i>oiV note 7) en ce qui concerne le degré de résistance d'une poutre, notion adoptée par Galilée sans définition. Nous avons vu que Galilée avait f^it de même pour la notion de moment. Mais la notion de moment était bien choisie, tandis que celle de degré de résistance l'était mal. Aussi Galilée n'a-t-il rien tiré de cette dernière.
("} LAOBATt^E, Mécanique analytique, i" Partie, Section I.
C) C'est encore le principe de l'équivalence des liaisons (tnir note f6).
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hras, dont une extrémité est fixe, et dont l'autre extrémité est tirée par deux forces, celle du poids et celle de la puissauce qui le retient. Il substitue ensuite à ce levier un levier angulaire à deux bras perpendiculaires aux directions des deux forces et ayant le même point fixe pour point d'appui, et ij suppose les deux forces appliquées aux bras de ce levier suivant leurs propres directions, ce qui lui donne, pour l'équilibre, le rapport du poids à la puissance en raison inverse des deux bras du levier angulaire, c'està-dire des perpendiculaires menées du point fixe sur les directions du poids et de la puissance.
De là, Robervai déduit l'équilibre d'un poids soutenu par deux cordes qui font entre elles un angle quelconque {'*)■
Ces quelques citations suffisent pour montrer l'usage qui a été fait du principe du levier dans les premières études de Statique. On voit que cet usage met en évidence un principe important : celui de V équivalence des liaisons, quand elles donnent la même mobilité (notes 46 et 49). Nous aurons à discuter à fond ce principe (2' Partie, Livre II, Chap. II).
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LE PARALLÉLOGRAMME DES FORCES
L'idée de la composition des forces parait être apparue pour la première fois, d'une manière vague, à propos du levier. Il y a longtemps qu'Aristote a remarqué qu'un poids qui se déplace à l'extrémité d'un bras de levier est soumis à raction de la pesanteur et à celle du bras qui le retient et l'empêche de suivre la verticale (roirCbap. III, § 3). Guido Ubaldo a de même signalé cette double action dans les leviers à bras inclinés sur l'horizon. Mais c'est à propos du problème du poids suspendu à deux cordes que la règle de la composition des forces a été découverte.
§ 1. — Le parallélogramme des forces tiré du plan incliai. Stevin.
La Statique du Hollandais Stevin (1548-1620) repose, comme on va le voir, sur deux principes fondamentaux : d'abord le principe du levier, ensuite celui du plan incliné, posé et justiBé d'une manière tout à fait indépendante. C'est dans cette Statique que Stevin a énoncé et partiellement démontré la loi du parallélogramme des forces. Le plan incliné joue un râle essentiel dans sa démonstration.
Son Ouvrage, paru d'abord en i586, complété en i6o5, comprend cinq Livres : les éléments de Statique, l'Invention du centre de gravité, la Statique pratique, les Eléments d'Hydrostatique, la Pratique de l'Hydrostatique, plus quelques additions. Nos citations sont empruntées au premier Livre et
j6 UVRE t. ~ ÉTttDES DB STATIQUE.
à une des additions. Les œuvres de Stevin ont paru réunies sous le titre Hypomnemata mathematica (Leyde, 1608). Nous citons la traduction faite par Albert Girard el parue à Leyde en i634-
Définition I. — Staliqiie est une science qui déclare les raisons, proportions et qualités des poids et pesanteurs des corps.
Définition H. — La pesanteur d'un corps, c'est la puissance qu'il a de descendre au lieu proposé.
Définition III, — Pesanteur connue est celle de laquelle le poids se peut exprimer certainement.
Définition IV. — Centre de gravité est celui auquel si on imagine le solide être suspendu, il se tiendra en toutes les positions qu'on peut lui donuer (*').
[Stevin commence par traiter de ce qu'il appelle les pesanteurs directes: ce sont les forces verticales. Il expose là la théorie du levier avec ses conséquences. On a vu plus haut comment Stevin présente la démonstration d'Archimède relative au levier ('*). Il parvient, dans cette partie de son Ouvrage, à résoudre, par exemple, les problèmes suivants : Une poutre repose sur deux appuis : quelle est la réaction de chaque appui {fig- 18)? Une Fig. 18. Fig. 19.
poutre repose sur un appui et est soutenue, d'autre pari, par une force : quelle est celte force {fig- '9)']
Jusqu'ici ont été déclarées les propriétés des pesanteurs directes ; suivent les propriétés et qualités des obliques, desquelles le fondement général est compris au théorème suivant :
Théorème XI. Proposition XIX. — Si un triangle a son
(") Voir notes 8 et 34.
(") Voir note 17.
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plan perpendiculaire à l'horizon et sa base parallèle à icelui, et sur un chacun des côtés un poids sphérique, de pesanteur égale, comme le côté dextre du triangle au senestre, ainsi la puissance du poids senestre au poids dextre (*').
Le donné. — Soil ABC un triangle ayant son plan perpendiculaire à l'horizon et sa base AC parallèle à icelui horizon, et soit sur le côté AB (qui est double à BC) un poids en globe D et sur BC un autre E, égaux en pesanteur et grandeur.
Le requis. — Il Taut démontrer que comme le cdté AB 2 au côté BC I , ainsi la puissance ou pouvoir du poids Ë à celle de D.
Préparation. — Soit accommodé, à l'enlour du triangle, un entour de i4 globes égaux en pesanteur, en grandeur et ëquidislants, comme D, E, F, G, H. [, K, L, M, N, O, P, Q, R, enfilés d'une ligne passant par leurs centres, ainsi qu'ils puissent tourner sur leurs susdits centres et qu'il y puisse avoir 2 globes sur le côté BC et 4 sur BA, alors comme ligne à ligne, ainsi le nombre des globes an nombre des globes; qu'aussi en S, T, V soient trois points fermes dessus lesquels la ligne ou le fîlel puisse couler et que les deux parties au-dessus du triangle soient parallèles aux côtés d'icelui AB, BC tellement que le tout puisse tourner librement et sans accrocbement sur lesdits côtés ABC.
Démonstration. — Si le pouvoir des poids D, R, Q, P n'était égal au pouvoir des deux globes E, F, l'un côté sera plus pesant que l'autre; donc (s'il est possible) que les quatre D, R, Q, P soient plus pesants que les deux E, F; mais les quatre O, N, M, L sont égaux aux quatre G, H, I, K, par quoi le côté des 8 globes D, R, Q, P, O, N, M, L sera plus pesant selon leur disposition que non pas les six E, F, G, H, I, K et, puisque la partie plus pesante emporte la plus légère, les 8 globes descendront et les autres 6 monteront. Qu'il soit ainsi donc et que D vienne où O est présentement, et ainsi des autres : voire que E, F, G, H viennent où sont maintenant P, Q, R, D, aussi I, K où sont maintenant E, F. Ce néanmoins l'action des globes aura la même dis-
(*') C'est ici la propositiao foodameotsle de Stevin, démontrée, comme on Ta le voir, en invoquant l'imposiibilité du mouvement perpétuel. L'impossibilité du mouvemeot perpétuel est une idée sur laquelle Léonard de Vinci et Cardan avaient beaneoup insisté avant Stevin.
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position i|u'auparavant et par même rakon dessus en pesanteur et en tombant feront r places et ain$i ce mouvement n'aurait a absurde. Et de même sera la démonstrali'
es 8 g^lobes auront le enir 8 autres en leurs cune fin, ce qui est I de l'autre côté. La
partie donc de l'entour DRQPONML sera en équilibre avec la partie E, F, G, H, I, K. Que si l'on ôte des deux côtés les pesanteurs égales et qui ont même disposition, comme sont les 4 globes O, N, M, L d'une part et les quatre G, H, I, K d'autre part, les quatre restants D, R, Q, P seront et demeureront en équilibre avec les deux E, F ; jiar quoi E aura un pouvoir double au pouvoir de D ; comme donc le côté BA a au côté BC i , ainsi le pouvoir de E au pouvoir de D ( '* ).
[Dans les corollaires I, II, III, IV de cette proposition, Stevin déduit de ce qui précède l'esiimation des poids qui peuvent rete-
1 plan incliné soit une boule {fif^. ai), soit une colonne
(") La démonstration est plus claire, comme l'a indiqué Lagrange, en substitnant une chaîne Lomogène àla file de poids de Stevin.
On remarquera que la démonstration suppose essentiellement que la Tile de poids pciid de telle sorte que ONML est bien symétrique de GHIK. Ce fail n'est peut-être pas tout à fait évident. Celte objection a été présentée au xvji' siècle par Lamy.
normale au plan et relenue par son < Il continue ensuite] :
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tre de gravité {fig- 22),
Corollaire V. — Soil ici menée une perpendiculaire par ie centre de la colonne D, comme DK, coupant le côté d'icelle en L; alors le triangle LDI sera semblable au triangle ABC, . . . par quoi comme AB à BC, ainsi LD à DI. Mais comme AB à BC, ainsi la colonne au poids E, par le quatrième corollaire; donc comme LD à DI, ainsi la colonne à E. Que si en KD on applique un élevant
Fis. =î-
direct M, équilibre avec la colonne, il sera égal en pesanteur à icelle, par la quatrième proposition. Et finalement, comme LD à DI, ainsi M à E.
Corollaire VI. — Soit menée BN, coupant AC prolongée en Net de même DO coupant LI prolonj;ée en O, tellement que l'angle IDO soit égal à l'angle CBN, puis soit appliqué l'élevant direct P à DO tenant la colonne en telle disposition (a^-ant ôté les poids M, E); alors d'autant que LD est homologue à BA au triangle BAC et Di avec BC, il s'ensuit que, puisque BA à BC est comme le poids sur BA au poids sur BC, qu'ainsi DL à {il, ainsi le poids appartenant à DL à celui de DI, c'est comme M à E : semblablement les trois lignes LD, DI, DO étant homologues aux trois AB, BC, BN; J,-l. 4
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alors BA à BN étant comme les pesanteurs y appartenant, qu'aussi LD et DO seront comme les pesanteurs y appartenant, c'està-dire comme M à P. El de mêm" sérail, si BN était de l'autre côté de la perpendiculaire BC, à savoir entre AB, BC et semblablement DO entre DL et Dl : car cette proportion n'est pas seulement lorsque l'élévation, commp DI, est perpendiculaire à l'axe, mais en toutes sortes d'angles C)-
Ce que dessus peut aussi être entendu d'un globe sur la ligne AS, comme ici joignant; là où nous dirons comme devant : que
Fis- ^4-
comme LD à DO, ainsi M à P (pourvu que CL soit à angles droits sur AB).
Mais d'autant que le triangle ABN du sixième corollaire ne cause aucun changement en celle proposition, ôtons-le dorénavant, prenant G pour point ferme de la colonne reposant comme ici joignant {_fig. aS) sur la poinle au sommet d'une pyramide et dira-t'On encore comme devant que comme LD à DO ainsi M
àP('.).
(») Il est Par ses princ au plan incli
mpossible de considérer cette démonstration comme satisfaisante, pes, Stevin n'a le droit de considérer que des fils obliques parallèles é, c'est-i-dire normaux à DG. Le résultat énoncé est eiact et il est
intéressant d
remarquer que Slevin a aperçu la ïérité générale, mais il ne faut ue seul le cas du corollaire V est valablement démontré. Les mêmes
TCstrlclions sont naturellement a présenter pour les conséquences qui vont être déduites de la présente proposition; en particulier on doit dire avec Lagrange que, si Stevia a aperçu la généralité de la loi du parallélogramme des forces, il oe l'a démontrée que lorsque deux des forces font un angle droit. La démonstration ' générale est duc * Léonard de Vinci et i> Roberval.
(") C'est une application de l'idée d'éguivatence des liaùoru, dans des conditiens qui ne sont peut-être pas des plus satisfaisantes.
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THËonÈME XII. Proposition XX. — S'ity a dans l'axe de la colonne un point ferme et un mouvant auquel il puisse être
tenu en quelque disposition par le moyen d'un élevant direct : comme la ligne d'élévation droite à la ligne d'élévation oblique, ainsi l'élevant direct à l'élevant oblique.
Fig. 16.
C'esl-à-direqtieGest àHcomme ElàEK{") {Jig. 26).
Théorème XVIll, Proposition XXVII. — Si une colonne est pendue en équilibre à deux élevants obliques, comme la ligne d'élévation oblique à la ligne d'élévation droite, ainsi chaque élevant oblique à son élevant direct.
(*') Stevin considère cette proposition comme évideotc par ce qui précède. Il y a cepeddanl une difficulté à ce changement du point de suspension qui cesse ici d'être le centre de gravité. L'élevant direct n'est plus ici égal au poids du corps que l'élevant oblique maintient sur un plan incliné. Manifestement Stevin admet une extension de ses principes : il considère que les propositions précédentes lui perpietteot de comparer une pesanteur oblique et une pesanteur directe produisant le même effet, quel que soii cet effet.
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... Prenons F pour point ferme, E pour mouvant : alors par la vingtième proposition, comme LE à EN, ainsi G à I. Prenons maintenant E pour point ferme et F pour mouvant; et par ladite vingtième pioposilion comme MF à FO ainsi H à K.
Fig. ï7.
[Slevin montre ensuite que toutes ces règles, démontrées pour les colonnes, sont bonnes quelle que soit la figure des corps. La droite quijoint le point de suspension au point d'appui (ou celle qui joint les deux points de suspension)doitêtre supposée passer par le centre de gravité : c'est un diamètre de gravité. Pour déterminer les segments analogues à EN, EL, FO, FM de la figure 2^, segments que Stevin appelle élévations droites ou obliques, il faut couper les élevants par une parallèle à ce diamètre de gravité.]
[Enfin, dans une adjonction à sa Statique, qui porte le titre de Spartostatique ou de l'apondéraire par cordages et qui est consacrée aux polygones funiculaires, Siévin utilise les résultats précédenls pour démontrer la loi du parallélogramme des forces (")]■
Or, pour venir à la déclaralion de la qualité des pesanteurs suspendues par cordages, soit AB une colonne, de laquelle C soit le cenire, suspendue a deux lignes CD, CE (venant dudit centre C) ès-points fermes D, E, lesquelles seront diamètres de gravité; par quoi prenant Hl entre DC, CI, parallèle à CE, alors Cl sera élévation droite, CH oblique; tellement que, comme Cl à CH, ainsi cet élevant direct à l'élevant oblique. Mais l'élevant direct de CI est
(") Ne pas oublier la réserve de la note 55; de la note 57 est sans portée ici, le corps étant vite. Pour suivre le raison nenicnl, on applique la définition précédente des diamètres de gra' t successivement U et E cumm
ais remarquer que l'ubservation deux fois la proposition XX el
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égal au poids de la coloane. Donc, comme Cl à CH, ainsi le poids de la coloDoe enlière au poids qui avienl en D, et de même manière trouvera-l-on le poids qui avient en E en menant de I
jusqu'à CE la ligne IK. parallèle à DC et disant : comme l'élévation droite CI à l'élévation oblique CK., ainsi le poids de la colonne au poids qui avienl sur E {fig- 28).
§ 2. — Le parallélogramme des forces tiré da levier.
Il paraît probable que Léonard de Vinci a eu, avant Stevin, l'idée nette de la loi de la composition des forces sous la forme suivante : « Par rapport à un point pris sur une des composantes, le moment de l'autre est égal au moment de la résultante (*')*»■ On trouve en effet, dans ses Notes, les dessins ci-dessous relatifs au problème d'un poids suspendu par deux cordes, accompagnés des commentaires suivants ;
Première. — A est le pôle de la balance a et leurs appendices sont DN et FC i^fig- 29)
gulaire AD et AF,
- Plus grossit l'angle de la corde qui,
('•) DUHEM, Léonard de Vinci et la compotition des force* (Bibliolheca mathematica, 3. Polge, IV. BaDd., 4. Heft, iS fëvr Origine* de la Statiqut, t. II, Note O.
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sa longueur, soutient le poids N {fig. 3o), d'autant plus diminue son levier potentiel et croit le cunire-levier potentiel qui soutient le poids.
Fig. ïg.
[La figure 3o est faite de sorte que A^B^4A^i ^^ Léonard marque 1 sur N et i sur la rorde DF,]
Fig. 3c..
Cette figure {_fig. 3i) représente la précédente ABC potentielle; mais parce que la réelle pèse et la potentielle non, j'^ ajoute le bras MN pour le contre-poids du bras O.
Fig. ïi.
Ces citations montrent non seulement que Léonard de Vinci a connu le théorème énoncé plus haut, mais encore qu'il y est arrivé par le levier angulaire et la notion générale ■ de moment.
Dans le Traité de Mécanique dont il a été question plus haut (Chap. I, § 4), Roberval donne la démonstration générale de la loi du parallélogramme des forces. Sa démonstration fait intervenir le plan incliné, mais d'une manière tout
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à fait accessoire. De là !a place que nous donnons à cette citation dans le présent paragraphe.
[Après avoir étudié l'équilibre d'un grave sur un plan incliné, Roberval aborde le problème d'un poids suspendu par deux cordes. Il fait renjarquer que ce problème comprend plusieurs cas particuliers, suivant que le poids peut ou non coulisser sur les cordes, et suivant que le poids est attaclié aux deux cordes en deux points diiTérents ou au même point. Bornons-QOus ici au cas où le poids, ne coulissant pas sur les cordes, est attaché «n un seul point. Koberval annonce, mais ne démontre pas dans ce Traité, qu'on peut ramener les autres cas à celui-là.]
Par la deuxième proposition, nous avons vu que, si CA est le bras d'une balance sur lequel le poids A est retenu par la corde CA ('"), qu'il ne glisse le long ilu bras CA et que, comme CB est à CF (*"), ainsi soit le poids A à la puissance Q ou E tirant par la corde QA, cette puissance Q ou E tiendra la balance CA en équilibre, et, la curde QA étant attachée au centre
du poids A, la balance demeurera déchargée et le poids A sera soutenu partie par la puissance Q ou Ë, partie par le plan LNa perpendiculaire à la balance CA, ou en la place du plan LNa par la corde CA, par ta scholie du quatrième axiome {""). Donc, par
('•) Koberval, dans ce qi
sur des leviers et retenus pa
('I) CB est perpendiculair
{") La deuiième propoïit
précède, a considéré des poids pouvant coulisser des cordes tendues le long des bras des leviers. à AQ et CF â la verticale AD.
laquelle renvoie Roberval, est celle qui donne
: passage signalé par les notes 48, 49) l'éraluatioD de U puissance qui
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ce moyen, la puissance Q ou E est trouvée. Par même moyen..., si QA est pris pour bras d'une balance sur lequel soit posé le poids A retenu [>ar la corde QA,, qu'il ne glisse sur le bras QA et que, comme GQ est à QD, ainsi le poids A soil à la puissance G ou K., celle puissance C ou K, liranl par la corde CA, tiendra la balance QA en équilibre, et, la corde CA étant attachée au centre du poids A, la balance QA demeurera déchargée et le poids A sera soutenu partie par la puissance C on K. tirant par la corde CA,
et partie par la corde QA. Or, d'autant que GAQ est donné et
les cordes AQ el AC avec les angles CAF, QAD, les perpendiculaires CB, QG, CF, QD sont données et leurs raisons aussi données, et partant les raisons du poids donné A aux puissances Q ou E et G ou K, lesquelles puissances, par conséquent, sont données, el elles soutiennent le poids A par les cordes QA et CA.
Corollaire. — On remarquera donc qu'en tous les cas on tire de chaque puissance deux perpendiculaires, l'une sur la direction du poids, l'autre sur la corde de l'autre puissance, et que, dans les raisons du poids aux puissances, le poids est homologue aux perpendiculaires tombant sur les cordes des puissances, el les puissances sont homologues aux perpendiculaires tombant sur la ligne de direction du poids.
[Il suffit maintenant de considëialions purement géométriques pour démontrer] :
Que si, de quelque point pris en la ligne de direction du poids, on mène la ligne parallèle à l'une des cordes jusqu'à l'autre corde, [les côtés du triangle ainsi formé] seront homologues au poids et aux deux puissances.
relienL un poids sui- un plan incliné. Roberval l'a démontrée {voir noie 49) ea remplaçant le plan incliné LNî par un levier perpendiculaire CA. C'est de U que vient l'intervention du plan LN3 dans le présent raisonnement. En réalité, cette intervention est tout à fait inutile et il est pluï simple de considérer dir sans l'intermédiaire du plan incliné, la corde CA. comme un levier. Qaa scliolie du quatriËme aiiome, il n'est pas nécessaire de la prendre la préseoie citation.
LE PRINCIPE DU TR.4VA1L VIRTUEL
§ 1. — Poids et vitesse.
Nous avons dit, dans l'Introduction, qu'Aristote avait eu, à propos du levier, une première idée du principe du travail virtuel.
Il parait probable que cette idée s'est rattachée plus ou moins étroitement, dans sa pensée ou au moins dans celle de plusieurs de ses disciples, au principe fondamental de la Dynamique péripatéticienne qu'il faut, pour mouvoir un corps avec une certaine vitesse, une puissance (iiyytyç ou ouva[j.ii;) proportionnelle à la grandeur du corps et à sa vitesse. Voici, en effet, ce que dit le géomètre arabe Thâbit ibn Kurrah dans le Commentaire qu'il a donné d'un Ouvrage grec, aujourd'hui perdu, appelé Liber Charastonis dans la traduction latine de l'écrit arabe.
Si detiiL mobiles parcourent deux espaces difTéreDls en uq même temps, le rapport de l'un de ces espaces à l'autre est le même que le rapport de ia puissance qui meut {yirtus motiva) le premier mobile à la puissance qui meut le second. [Et, passant au levier :] La vertu motrice de l'extrémité B du levier est donc à la vertu motrice de l'extrémité A comme les deux chemins que ces points décrivent en un même temps, c'est-à-dire comme l'arc BD est à l'arc AF.
Cette conception du principe du travail virtuel se rencontre cliez plusieurs auteurs du moyen âge et de la Renaissance.
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On la trouve nettement formulée dans les Notes de Léonard de Vinci.
Première. — Si une puissance meut un corps quelque temps et quelque espace, la même puissance mouvra la moitié de ce corps, dans le même temps, deux fois cet espace.
Deuxième. — Ou bien la même veitu mouvra la moitié de ce corps, en lout cet espace, en la moitié de ce temps.
Troisième. — Et la moitié de celle vertu mouvra la moitié de ce corps, en tout cet espace, pendant le même temps.
Quatrième. — Et celte vertu mouvra deux fois ce mobile, en tout cet espace, en deux fois ce temps, cl mille fois ce mobile, en mille pareils temps, en tout cet espace....
[Toutefois Léonard apporte à ces énoncés un correctif; quand la ptiissance est trop petite, il admet qu'elle ne peut pas déplacer un corps 1res lourd. On sail que cette restriction avait été posée déjà par A.ristote.]
... Plus une force s'étend de roue en roue, de levier en levier ou . de vis en vis, plu.s elle est puissante el lente....
Dans les moufles, les puissances que les cordes interposées entre les parties reçoivent de leur moleur sont entre elles dans la même proportion que celle qu'il y a entre les vitesses de leurs mouvements.
La proportion qu'a le mouvement du moleur des poulies avec le mouvement do poids élevé par les poulies sera celle qu'a le poids élevé par ces poulies avec le poids du moteur.
Il est probable (**) que Cardan (i5oi-i.')76) a eu connaissance des Notes manuscrites de Léonard de Vinci, Dans son De Subtilitate (i55i) et dans son Opus novum de proportionibus (iBjo), il reproduit les remarques précédentes à propos des moufles et applique des considérations analogues à la vis et au vérin.
La manière dont Galilée (i5&^-it)/\2) conçoit le principe du travail virtuel semble se rattacher au point de vue qui
(") Voir DuHEM, Les origines de la Statique, l, I.
CHAPITRE III. — LE
nous occupe ici. Que l'on se reporte à la citation des Méchaniques (Chap. I, § 4), La notion de moment a quelque rapport avec l'idj^û; ou la Sûvapiiç d'Aristote. Galilée parle en général de la compensation qui s'établit entre la force et la vitesse, et ce n'est qu'exceptionnellement {voir le passage signalé par la Noie 43) qu'il considère la force et le chemin. Il n'est pas nécessaire de faire ressortir la parenté des développements du Chapitre V des Méchaniques, notamment de la phrase qui précède la note 40, avec la citation donnée plus haut de Thâbit ibn Kurrah. Il est d'ailleurs permis de penser que, dans ce Chapitre, Galilée ne dégage pas très exactement la notion du travail virtuel, notamment qu'il est insuffisamment explicite sur la nécessité de considérer les déplacements dans la direction des forces.
Toutefois ses idées sur ce point n'étaient pas inexactes, car ce défaut n'existe plus dans son Traité postérieur intitulé ; Discorsi inlorno a due nuove scienze (voir le passage qui suit la note IH). Mais, même là, il semble bien {voir la phrase qui précède la note 117) qu'il établisse encore la correspondance plutôt entre force et vitesse qu'entre force et chemin.
On remarquera que Galilée n'a pas pris le principe du travail virtuel pour fondement de sa théorie des Méchaniques; il se contente de faire voir en lui un corollaire important des lois de Téquilibre,
§ â. — Les propriétés du centre de gravité ("').
Encore ici, il faut partir d'une opinion d'Aristote, qui se rattache à la théorie du mouvement naturel des corps. Dans son Traité du Ciel, Aristote déclare que tout corps grave se porte vers le centre de l'Univers, lequel coïncide avec celui de la Terre, et qu'il ne s'anête que lorsque son milieu vient se placer en ce centre.
C) Voir OuBEH, Le) originel de ta Statique, t. II
De cette affirmation et du rapprochement entre ce milieu des graves et le centre de gravité, dont les anciens avaient la notion expérimentale (voir Chap. I), est née une doctrine dont le principal artisan a été Albert de Saxe (xiv* siècle). Cet auteur a développé sa théorie à propos de diverses questions de philosophie naturelle, notamment de la forme de la Terre. Pour lui c'est le centre de gravité, ce point où toute la pesanteur du corps est comme concentrée et qui ne coïncide pas toujours avec le centre de figure, qui tend à se placer au centre du monde. Cette théorie a eu un grand succès. Elie a continué à être en vogue même après les recherclies de Copernic : on s'est contenté alors de remplacer le centre de l'Univers par le centre de la Terre et d'une manière générale par le centre de l'astre à la surface duquel se trouvent les graves. On en voit la trace dans les travaux de Galilée; que l'on se reporte aux Méchaniques, citées plus haut (note 35) et au passage des Discorsioii le célèbre Florentin affirme que le centre de gravité d'un système de graves ne peut s'écarter naturellement du centre commun des choses pesantes (notes il5 et 116).
La considération du centre de gravité peut servir de principe à l'étude de la Statique, Dans ses Notes, Léonard de Vinci énonce et utilise le théorème que, si un corps est en équilibre, la verticale de son centre de gravité tombe dans le polygone de sustentation. Cardan (Opus novum et De subtiljtate) et Bernardine Baldi {Exercices sur les questions mécaniques d' Arislote, i62i)se servent plus ou moins heureusement des propriétés du centre de gravité sous une forme qui les rattache davantage à la théorie d'Albert de Saxe : un corps est en équilibre quand son centre de gravité ne peut pas descendre. Il parait probable d'ailleurs que ces deux auteurs ont dû emprunter cet énoncé à quelque manuscrit de Léonard. Guido Ubaldo, au début de sa Statique, utilise des considérations analogues.
Il est fort remarquable que la notion de centre de gravité ne soit valable qu'avec des verticales parallèles, et que, cependant, elle se soit développée dansdesécrits(notammentdans
CHAPITRE III. — LE PHINCIPE DU TRAVAIL
ceux que nous venons de citer) où Ton tient compte essentiellement de la convergence des verticales vers le centre de la Terre; la notion de centre de gravité a été, au début, purement expérimentale. De là, dans le développement de la doctrine, des contradictions, des erreurs qu'on n'est arrivé que peu à peu à débrouiller. La lumière définitive a été faite sur ce point par la discussion qu'ont soutenue, en i636, Etienne Pascal et Roberval contre Fermât, lequel voulait conserver la notion de centre de gravité malgré la convergence des verticales, et par la Note envoyée en i638 par Descaries à Mersenne et intitulée : Examen de la question : savoir si un corps pèse plus ou moins, étant proche du centre de la Terre qu'en étant éloigné (**).
Torricelli ( i fio8- 1 647 ), disciple de Galilée, avait appris de son maître l'importance du fait que le centre de gravité d'un ensemble de graves ne peut s'écarter naturellement du centre commun des choses pesantes. Il eut l'idée d'en faire un principe fondamental de la Statique. Il énonça ainsi le premier avec précision, et en spécifiant que les verticales devaient être considérées comme parallèles, le principe utilisé déjà par Cardan et Baldi. Voici comment il s'exprime (Z>e Motu gravium naturaliter descendentium et projectorum libri duo, 1644) (traduction de M. Duhem).
Nous poserons en principe que deux graves, liés ensemble, ne peuvent se mouvoir d'eux-mêmes, à moins que leur commun centre de gravité ne descende.
En eflet, lorsque deux graves sont liés ensemble de telle sorte que le mouvement de l'un entraine celui de l'autre, que cette liaison soit produite par l'intermédiaire de la balance ou de la poulie ou de tout autre mécanisme, ces deux graves se comporteront comme un grave unique formé de deux parties; mais un tel grave
C) Celte question ii'e$t autre chose que la question de la convergepce des verticales. Quand on lient conjple de cette convergence, les règles de la composition des forces mODlrent que le poids total d'un curps est plus fotl quand il %st loin du centre de la Terre que quand il en est près (en supposant que chaque partie me gravité ). Cette remarque avait été faite par Biaise de ■ siècle qui se rattache i l'école de Jordanus.
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ne se meltra jamais en mouvemenl, à moins que son centre de graviié ne descende. Or donc, quand il sera constitué de telle sorte que son centre de gravité ne puisse descendre en aucune manière, le grave demeurera assurément en repos dans ta position qu'il occupe; par ailleurs, en effet, Il se mouvrait en vain, car il prendrait un mouvement horizonlal qui ne tend nullement vers le bas....
Si deuiL graves sont placés sur deux plans inégalement inclinés, mais avant même éli-valion, et si les poids de ces graves sont entre eux comme les longueurs de ces plans, ces deux graves auront même moment.
Nous montrerons, en eil'ei, que leur commun centre de gravité ne peut descendre, car, quelque mouvemenl que l'on impose aux deux graves, il se trouve toujours sur la même ligne horizontale. Ainsi deux graves attachés l'un à l'autre se mouvraient et leur commun centre de gravité ne descendrait pas. Cela serait contraire à la loi d'équilibre que nous avons posée en principe.
§ 3. — Notion générale du travail virtuel.
Dans les Questions mécaniques, Aristote parvient à la loi du levier par des considérations assez obscures, où il y a lieu de remarquer l'idée suivante. Si l'on considère un poids suspendu à l'extrémité du bras d'un levier, lorsque ce bras s'incline, le poids décrit à la fois un mouvement naturel vertical sous l'action de la pesanteur, et un mouvement forcé, horizontal, produit par la traction du levier. Plus le levier est long, moins, pour une même chute, le mouvement naturel est troublé. Il est donc naturel qu'un poids ait plus de puissance à l'extrémité d'un long levier que d'un court (Voir note 41).
On peut rattacher à cette conception les considérations présentées au xiit" siècle par Jordanus de Nemore et son école sur la graviié de situation et son évaluation par ce qu'un trajet prend du direct. Nous empruntons à M. Duhem (**),
(") Les origines de la Statique, t. I.
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les citations et les analyses suivantes de Jordanus \^Elemenla Jordani super demonslrationem ponderis (*')]-
Le mouvement de tout corps pesant se fait vers le centre et sa vertu est la puissance qu'il a de tendre vers le bas et de résister à un mouvement contraire
Le mobile qui descend a une gravite d'autant plus grande que son mouvement vers le centre esl plus direct.
Un corps est d'autant plus grave en raison de sa situation {secundum silum) (") que, dans celte situation, sa descente est moins oblique.
Une descente plus oblique est celle qui, pour une même longueur de chemin, prend moins du direct (minus capere de directo).
[Il suit de là qu'un poids attaché à un levier Ob & une gravité secundum situm moindre qu'un poids égal attaché au levier horizontal Oa : en effet, si l'on compte deux petits arcs égaux bc, ad à partir de b et de a, l'arc bc prend moins du direct que
Fi g. 3.1.
l'arc ad, c'est-à-dire que sa projection sur la verticale est plus petite que celle de ad.^
[Cette conception de la gravité secundum situm conduit parfois Jordahus à des erreurs. Par exemple, Jordanus étudie le levier coudé acf {fig. 34), dont le bras ac est horizontal et le bras cf incliné. En a etysont des poids éjjaux dont les distances horizontales à la verticale de c sont égales {_ac ^fe). Jordanus compte des arcs égaux al, fm sur les trajectoires possibles de a et de^", remarque que al prend davantage du direct que /fft et en déduit
:rit de ]a Bibliothèque nalionule, exhumé par M. Duhem. otion de la gravité secundum silum est 1 rapprocher de le Galilée {voir note 33). La manière dont elle e le travail virluel.
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que a l'emportera et descendra. On sait aujourd'hui que cette conclusion est erronée.
C'est que l'auteur, ayant entrevu la notion de travail virtuel,
Fi g. 34.
n'a pas compris, dans cette démonstration, que l'on doit considérer les travaux des forces dans des déplacements simultanément possibles eu égard aux liaisons. Cette idée, toutefois, Jordanus l'a eue dans sa démonstration de la loi du levier droit qu'il faut citer : ]
Soient acb le fléau, a et i les poids qu'il porte et supposons que le rapport de À à a soit celui de ca à cb. Je dis que la règle
Fig. 35.
ne changera pas de place. Mettons, en eSTet, qu'elle descende du côté b et prenne la position oblique dce; b descendra de la hauteur verticale he et a montera de la hauteur verticale fd.
Si l'on plaçait en /, â la distance cl=cb, un poids égal au poids 6, il monterait, dans ce mouvement, de gni^he. Mais il est évident que df est à gm comme le poids / au poids a. Dès lors, ce qui suffit à amener le poids a en d suffirait à amener le poids C en m. Donc le potds b sufiitait à amener l en m. Or, c'est impossible, car on sait que b et l sont eu équilibre.
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Cette démonstration repose sur un postulat, qui est celui qu'admettra Descartes : « Ce qui suffit à élever un poids i d'une hauteur / suffît aussi pour élever un poids k d'une hauteur -r- " Admettre ce postulat revient à admettre comme principe fondamental celui du travail virtuel. Il y a donc là une vue assez profonde des choses.
Mais il faut reconnaître, ainsi que le dit Lagrange, que le principe du travail virtuel n'est pas assez évident par lui-même pour pouvoir être érigé en principe primitif. C'est précisément la considération des machines simples et particulièrement du levier qui a conduit l'esprit humain à penser que ce qui suffît à élever le poids i de la hauteur / suffit à élever le
poids k de -r-, prendre cette affirmation comme fondement de la théorie des machines simples est un peu un cercle vicieux. Il n'en faut pas conclure que les développements de l'école de Jordanus et ceux de Descartes sont sans valeur, loin de là ; dans une Science physique comme la Mécanique, il n'y a pas à proprement parler de démonstrations ; l'important est de relier des objets divers à des principes généraux. Mais il ne faut pas s'étonner si l'on a jugé utile, au xvi" siècle, de justifier par une autre voie les lois des machines simples.
Un disciple inconnu de Jordanus a fait, de sa méthode, l'application suivante qui l'a conduit à la notion générale de moment d'une force autour d'un point.
Une balance (**) a deux bras inégaux ca, cb qui font entre eux un certain angle ; les deux points a, b sont équidistants de la verticale qui passe parle point d'appui c: ils portent des poids égaux; la balance est-elle ou n'est-elle pas en équilibre?
[Nous avons vu que Jordunus avait donné une réponse erronée à cette question. Voici, au contraire, comment la traiie son disciple.]
De part et d'autre du bras ca, il trace deux rayons ex, cl faisant avec ca des angles égaux; de même, de part et d'autre du bras cb,
C*) Cilatioo de M. Dabem (Let originel de la Statique, l. I, p. i4i).
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il mène deox rajons ch, cm faîsanl avec cb des angles égaux entre eux et égaux aux précëdenis.
Cela posé, il se demande si le poids a pourra l'emporter sur le poids 6, et il déclare que cela ne se pourra pas; car alors les bras ca, cb du levier viendraient respeciiveroent en ex, cm; le poids a, descendant de la hauteur tx, ferait monter le poids b, qui lui est égal, d'une hauteur />m supérieure à ix. De même, le poids 6
Fig. 36
ne saurait l'emporter sur le poids a, car le bras cb viendrait en cfi tandis que le bras ca viendrait en cl; <:t le poids b, s'abaissant de la longueur rk, élèverait le poids égal a d'une longueur ni supérieure à rh.
Cette démonstration offre une parenté évidente avec celle que Jordanus a donnée pour la loi de l'équilibre du levier; mais cette nouvelle application de la méthode des déplacements virtuels présentait certaines difficultés que la première ne rencontrait pas; en effet, dans le cas du levier droit, l'équilibre est indifférent, en sorte que tout déplacement virtuel fini correspond à un travail de la puissance exactement égal au travail de la résistance; dans le cas du levier coudé, l'équilibre est stable; l'égalité entre le travail moteur et le travail résistant n'a plus lieu, sauf pour les déplacements infiniment petits qu'un géomètre du xin* siècle n'aurait su traiter; ces difficultés, le précurseur de Léonard de Vinci (") a su les surmonter de la manière la plus heureuse.
, En combinant la démonstration que nous venons de rapporter avec ce principe : « ce qui suffit à élever un certain poids à une
(") Ce!
n que M. Dubem doone i l'ai
Il doDt D0U3 parloi
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«erteine hauteur suffit aussi à élever un poids n fois moindre à une hauteur n fois plus grande », principe implicitement admis dans la démonstration que Jordanus avait donnée de la loi de l'équilibre du levier droit, on obtient sans peine la condition d'équilibre d'un levier coudé quelconque dont les bras portent des poids quelconques. [Le géomètre qui nous occupe parvient ainsi explicitement à la notion de moment d'une force autour d'un point.
La mesure de la gravité sectindunt situm par ce qu'un trajet Aoaaé prend du rfiVeci s'applique d'une manière particulièrement facile à ta comparaison des forces qui peuvent retenir un poids donné sur des plans diversement inclinés. Et, en effet, le géomètre dont nous venons de parler a tiré de cette méthode une démonstration de la loi du plan incliné, démonstration que le lecteur pourra facilement reconstituer et qu'il est inutile de citer.]
Les écrits de l'école de Jordanus ont eu une influence certaine sur Léonard de Vinci, sur Tartaglia et sur Cardan (xv* et XVI* siècles).
Au xvu" siècle, Roberval a connu la loi du travail virtuel sous une forme analogue. Dans le Traité de Mécanique où il a trouvé la condition d'équilibre d'un poids suspendu à deux cordes (i636), il fait, après sa démonstration, la remarque suivante :
Si, au-dessous du poids A (voir Jig. 82) dans sa ligne de direction, on prend quelque ligne comme AP, il arrivera que si le poids A descend jusqu'à P, tirant avec soi les cordes et faisant remonter les puissances K, E, il y aura réciproquement plus grande raison du chemin que les puissances feront en montant {") au chemin que le poids fait en descendant, que du même poids aux deux puissances prises ensemble; ainsi les puissances monteraient plus à proportion que le poids ne descendrait en les emportant, ce qui est contre l'ordre commun.
[Même remarque si le poids A montait ('")-]
(" ) Il s'agit Ëvidemmeot du chemin mojen décrit par le centre de gravité de* corps K et E.
(") Cette démDDBtratioD, remarque M. Duliem, est ji rapprocher de celle qu'a .doDuée, pour le IcTier coudé, le disciple de Jordanus cité plus hanl. Dans le*
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La notion générale du principe du travail virtuel a été exposée par Descartes (i596-i65o) dans un petit écrit qu'il a envoyé le 5 octobre 1637 à Constantin Huygens (père du célèbre Christian Huygens) et qui porte le titre suivant : Explication des engins par l'aide desquels on peut, avec une petite force, lever un fardeau fort pesant. Descartes prend comme fondement de sa théorie le même principe que Jordanus. Il se sépare ainsi nettement de son contemporain Galilée qui considérait plutôt le principe du travail virtuel comme une conséquence des lois de l'équilibre. Nous avons dit plus haut, à propos de Jordanus, ce que nous pensions de cette manière de faire qui «si très propre à montrer la généralité du principe, mais où la question est peut-être prise un peu à l'envers. Descartes se sépare aussi de Galilée en ce qu'il considère le travail et non le produit de la force par la vitesse.
Il convient de faire une citation importante de son écrit :
L'invention de tous ces engins n'est fondée que sur un seul principe, qui est que la rnérne force {") qui peut lever un poids, par exemple de 100 livres, à la hauieur de 2 pieds, en peut aussi lever un de 200 livres à la hauteur de i pied, ou un de 400 à la bauteur d'un ^ pied, et ainsi des autres, si tant est qu'elle lui soit appliquée.
Et ce principe ne peut manquer d'être reçn, si l'on considère que l'ell'el doit toujours être proportionné à l'action qui est nécessaire pour le produire; de façon que, s'il est nécessaire d'employer l'action par laquelle on peut lever au poids de 100 livres à la hauteur de 2 pieds pour en lever un à la hauteur de i pied scrilement, celui-ci doit peser 200 livres. Car c'est le même de lever 100 livres à la hauteur de i pied et derechef encore 100 à la hau-
r la difficulté provenant du fait que l'égalité des travaux virtuels n'est vraie que dans un déplacement inriaimeot
C) Deecartes prend ici le mot force dans le sens du raol nioderne travail. Il ne faisait certainement pas de confusion entre cette force et la force assimilable i un poid^; ses idées étaient fort nette<^ à ce sujet; dans une lettre au P. Mersenne (13 septembre i633), il fait remarquer que ce qu'il appelle force dans cette question a deux dimensions. Mais le langage qu'il a employé prête A l'ambiguïté. Voir la note 76.
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leur de i pied que d'en lever 300 à la hauteur de i pied et le même aussi que d'en lever 100 à la hauteur de a pieds (")■
Or les engins qui servent à faire cette application d'une force qui agit par un grand espace à un poids qu'elle fait lever par un moindre sont la poulie, le plan incliné, le coin, le tour ou la roue, la VIS, le levier et quelques autres....
La poulie. — Soit ABC une corde passée autour de la poulie D, à laquelle poulie soit attachée le poids E. Et premièrement sup-
Fig. 37.
posant que deux hommes soutiennent ou haussent également chacun un des bouts de cette corde, il est évident que si ce poids pèse 200 livres, chacun de ces hommes n'emploiera, pour (e soutenir ou le soulever, que la force qu'il fant pour soutenir ou soulever 100 livres; car chacun n'en porte que la moitié {"). Faisons après cela que A, l'un des bouts de cette corde, étant attaché ferme à quelque chose, l'autre C soit derechef soutenu par un
(") De»cartes essaie ici de justifier son postulat foadamentat. Il en décompoie lea idées d'une manière assurément intéressante. Il est certain que, lorsque l'esprit envisage, à la manière indiquée par Descartes, l'élévation de 100 livres i s pieds et l'élévation de 300 livres A i pied, il aperçoit une parenté entre ces deux élévations. Mais cette parenté n'est peut-être que dans l'opération de l'esprit, et rien ne dit qu'elle soit dans la nature. La confusion d'ailleurs est naturelle chez Descartes qui a > mis la pensée hors de pair et trouvé en elle seule le principe de la certitude v |,Boutroai).
Le meilleur moyen de justiTier le postulat fondamental de Descartes serait de le rattacher au principe de Torricelli. C'est en somme ce que fera Lagrange.
(") Il est remarquable qu'ici Descartes démontre directement la loi de l'équilibre de la poulie sans passer par son principe fondamental, lequel apparaît alors comme une conséquence.
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homme; et il est évident que cet homme, en C, n'aura besoin, non plus que devant, pour soutenir le poids E, que de la force qu'il faut pour sotiteiiir loo livres; à cause que le clou qui est vers A y fait le même office que l'homme que nous y supposions aiiparavanl. Enfin, posons que cet homme <|ui est vers C tire la corde pour faire hausser le poids E; el il est évident que, s'il y emploie la force qu'il faut pour lever loo livres à la hauteur de a pieds, il fera hausser ce poids E, qui en pèse aoo, de la hauteur de I pied ; car la corde ABC élanl douhléc comme elle l'est, on la doit tirer de 2 pieds par le bout C pour faire aulaut hausser le poids Ë que si deux hommes la liraient, l'un par le bout A el l'autre par le boulC, chacun de la longueur de 1 pied seulcnienl.
i\ y a toutefois une chose qui empêche que ce calcul ne soît exacL, à savoir la pesanteur de la poulie el la difTicullé qu'on peut avoir à faire couler la corde el à la porter. Mais, cela esl fort peu, à comparaison de ce qu'on lève, el ne peut élre esLimiï qu'à peu près....
On doit aussi remarquer qu'il fant toujours un peu plus de force pour lever un poids que pour le soutenir, ce qui esl cause que j'ai parlé ici séparément de l'un et de l'autre.
Le plan incliné. — Si, n'ayant qu'assez de force {'•) pour lever 100 livres, on veul néanmoins lever le corps F, qui en pèse aoo, à la hauteur de la ligne BA, tl ne faut que le tirer ou
Fig. 38.
te rouler le long du plan incliné CA, que je suppose deux foi* aussi long que la ligne AB; car, par ce trajet, pour le faire parvenir au poînl A, on y emploiera la force qui esl requise pour faire monler 100 livres deux fois aussi haut....
Mais il y a encore à rabattre de ce calcul la difficulté qu'il y
l"") Ici, il s'agit d'uDc force assimilable à ao poids et non du travail, de la force à deux dinumlont. Cet emploi d'un méine mot pour dësigper deux choies difTérentes prête â l'ambiguïté.
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aurait à mouvoir le corps F le long du plan AC, si ce plan était couché sur la ligne BC dont je suppose toutes les parties également distantes du centre de la Terre. 11 est vrai que, cet empêchement étant d'autant moindre que le plan est plus dur, plus égal et plus poli, il ne peut derechef être estimé qu'à peu près et n'est pas fort considérahie. Ou n'a pas besoin non plus de considérer que, la ligne BC étant une partie de cercle qui a même centre que la Terre, le plan AC doit être tant soil peu voùié,... car cela n'est nullement sensible.
Le coin. — La puissance du coin s'entend aisémenl en suite de ce qui vient d'être dit du plan Incliné
La roue ou le tour, — On voit aussi fort aisément que la force dont on tourne la roue A ou les chevilles B qui font mouvoir le lour du cylindre C, sur lequel se roule une corde à laquelle le
FLg. îg.
poids D qu'on veut lever est attaché, doit avoir même proportion avec ce poids que la circonférence avec la circonférence de cercle que décrit cette force ou, ce qui est le même, que le diamètre de l'un avec le diamètre de l'autre
La vis. ~ Lorsqu'on sait ta puissance du tour et du plan incliné, celle de la vis est aisée à connattre et à calculer, car elle n'est composée que d'un plan fort incliné qui tournoie sur un cylindre. Et si ce plan est tellement incliné que le cjlindre doive faire, par exemple, dix tours pour s'avancer de la longueur d'un pied dans l'écrou, et que la grandeur de la circonférence du cercle que décrit la force qui le tourne soit de lo pieds, à cause que
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10 fois lo font loo, un homme seul pourra presser aussi fort avec cette vis que loo pourraient faire sans elle, pourvu seulement qu'on en rabatte la force qu'il faut àMa tourner.
Le levier. — [Uescarles considère le levier GOH où C0^30H.
On exerce une force en C perpendiculairement au bras pour
soulever,' un /)0((iï en H. Descaries fait remarquer que la force à
appliquer en sera différente suivant la position du levier.]
Fig. 4o.
Et pour mesurer exactement quelle doit être ceUe force en chaqtie point de la ligne courbe ABCE, il faut savoir qu'elle y agit tout de même que si elle traînait le poids sur un plan circulaircmenl incliné, et que l'inclination de chacun des points de ce plan circulaire se doit mesurer par celle de la ligne droite qui touche le cercle en ce point ("). Gomme par exemple quand la force est au point B, jiour trouver la proportion qu'elle doit avoir avec la pesanteur du poids qui est alors au point G, il Taut tirer ia coDtingenie GM et penser que la pesanteur de ce poids est, à la force qui est requise pour le traîner sur ce plan et par conséquent aussi pour le hausser suivant le cercle FGH, comme la ligne GM est à SM. Puis, à cause que BO est triple de OG, la force en B n'a besoin d'élre à ce poids en G que comme le tiers de la ligne SM est à la toute GM.
{") C'eïl l'idée de l'équivaleace des liaisons (notes 46 et 49).
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Il est intéressant d'ajouter à cette citation la remarque que Descartes est le premier qui ait nettement vu et explicitement énoncé le caractère infinitésimal du principe du travail virtuel. Il marque nettement, dans une lettre à Mersenne, que ce qu'il faut considérer, c'est le commencement du mouvement des poids. Galilée ne s'était pas rendu compte de cette nécessité; aussi certains raisonnements de lui, dans un Ouvrage consacré à l'Hydrostatique, laissent-ils beaucoup à désirer.
A la suite de Descartes, le géomètre anglais WalUs (1616- 1703) a, dans son traité De Motu (1069-1671), donné pour base à la Statique le principe du travail virtuel énoncé sous une forme voisine de celle du philosophe français. On trouvera, dans le Livre II (Chap. II), ce qu'il a écrit sur ce sujet. Bien que la dynamique de Wallis ait des liens étroits avec la dynamique d'Aristote, sa manière de considérer le travail virtuel est plus voisine de celle de Descaries que de celle de Galilée : il envisage le produit de la force par le chemin, non celui de la force par la vitesse.
Il faut citer enfin la lettre écrite en 1717 par Jean Bernouilli à Varignon et insérée par celui-ci en tête de la 9' section de sa Nouvelle Mécanique. Cette lettre vaut à Jean Bernouilli, depuis ce qu'a écrit Lagrange, d'être considéré comme l'auteur du premier énoncé général du principe du travail virtuel. Il y a lieu cependant de faire une réserve sur cette affirmation, comme on le verra par la note 78 ci-après.
Bernouilli n'a pas démontré le principe qu'il a énoncé. La 9* section de la Mécanique de Varignon est consacrée à montrer qu'il est efl'ectivement vérifié dans les machines simples dont l'équilibre a été étudié dans les autres sections de l'Ouvrage par une autre méthode. Varignon, et peut-être aussi Bernouilli, considéraient donc ce principe comme un corollaire des lois de l'équilibre.
Concevez plusieurs farces difTérentes qui agissent suivant difTérentes tendances ou directioDs pour tenir en équilibre im point, une ligne, une surface ou un corps; concevez aussi que l'on imprime à tout le système de ces forces un peiil mouvement, soii parallèle à soï-méme suivant une direction quelconque, soit autour
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d'un point fixe quelconque ('•) : il vous sera aisé de comprendre qu€ par ce mouvement chacune de ces forces avancera ou reculera dans sa direclion, à moins que quelqu'une ou plusieurs des forces n'aient leurs tendances peipendiculaires à la direction du petit mouvement; auxquels cas celle force ou ces forces n'avanceraient ni ne reculeraient de rieo : car ces avancements ou reculemenls, qui sont ce que j'appelle vitesses virtuelles, ne sont autre chose que ce dont chaque ligne de tendance augmente ou diminue par le petit mouvement; et ces augmentations ou diminutions se trouvent si l'on tire une perpendiculaire à l'extrémité de la ligne de tendance de quelque force, laquelle perpendiculaire retranchera de la même ligne de tendance, mise dans la situation voisine par le petit mouvement, une petite partie qui sera ta mesure de la vitesse virtuelle de cette force.
Soient, par exemple, P un point quelconque dans te système qui
se soutienne en équilibre; F une de ces forces, qui pousse ou qui tire le poini P suivant la direction FP ou PF; Pp une petite ligne droite que décrit le point P par un petit mouvement, par lequel la tendance FP prend la situation /p, qui sera ou exactement parallèle à FP, si le petit mouvement du sj'Stème se fait en tous ses
{"") Bernouilli ne considère donc que des d<^ plu cémenta virtuel» eompatible» «ï«c la solidité du système. Or ces déplacemenls ne sont pas toujours tous compatibles avec tes liaisons et ils ne sont pas toujours tous les déplacements compatibles avec les liaisons.
Bernouilli n'a donc peut-être pas vu, et en tous cas n'a pas marqué, l'importance du principe pour éliminer les forces de liaison. Et, eu eflel, dans les démonstrations que donne Varignon, celui-cï considère parfois îles déplacements incompatibles avec les liaisons et fait figurer le travail des réactions.
On voit donc que l'énoncé général de Bernouilli a encore besoin d'être précisé.
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points parallèlement à une droite donnée de position ; ou elle fera, étant prolongée, avec FP un angle infiniment petit, si le petit mouvement du système se fait autour d'un point fixe. Tirez donc PC perpendiculaire sur fp et vous aurez C/) pour la vitesse virtuelle de la force F, en sorte que F x Cp fait ce que j'appelle énergie. Remarquez que C/ï est ou affirmatif ou négatif par rapport aux autres : il est affirmatif si le point P est poussé par la force F et que l'nngle FP/> soit obius; il est négatif si l'angle ¥Vp est aigu ; mais au contraire si le point P est tiré, G/> sera négatif lorsque l'angle FP/j est obtus et a^rma«/ lorsqu'il est aigu. Tout cela étant bien entendu, je forme cette proposition générale :
En tout équilibre de forces quelconques, en quelque manière qu'elles soient appliquées, et suivant quelques directions qu'elles agissent tes unes sur les autres, ou médiatement ou immédiatement, la somme des énergies affirmatives sera égale à la somme des énergies négatives prises affirmativement.
Nous terminerons en metitionnant, au xvm* siècle, comme se rattachant au principe du travail virtuel, le principe proposé par Maupertuis sous le nom de Loi de repos (^Mémoires de V Académie des Sciences de Paris, 1740)1 utilisé ensuite et rendu plus général par Eu\er {Mémoires de l'Académie de Berlin, 1751), et le principe donné par Courtivroo {Mémoires de t' Académie des Sciences de Paris, 1748 et 1749)- Nous reviendrons plus tard sur l'énoncé de Courlivron (")) qui se relie à la question des forces vives. Voici la Loi de repos de Maupertuis, où apparaît, dans un cas particulier, la notion de potentiel.
Soit un système de corps qui pèsent ou qui sont tirés vers des centres par des forces qui agissent chacun stir chacune comme une puissance n de letirs distances aux centres; pour que tous ces corps demeurent en repos, il faut que la somme des produits de chaque masse par l'intensité de sa force {*') et par la puissance
(") Voir noie 210.
( " ) La force est prise de la forme fmr". Le coefficient / esl ce que Maupertuis appelle t'inUnaUé de la /orée.
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/i + t de sa distance au cealre de sa force (qu'on peut appeler la somme des forces au repos) fasse un maximum ou un minimum. [Maupertuis démontre cette loi par les théorèmes de la Statique élémentaire (règle du parallélogramme, moments autour d'un point) seulement dans des cas particuliers simples. Il fait remarquer que le principe de Torricelli {voir% â) rentre dans le sien.]
En résumé, le principe du travail virtuel a été d'abord aperçu dans des cas simples. Peu à peu sa généralité s'est manifestée; d'où l'idée de le prendre comme principe primitif de la Statique; c'est ce qu'a proposé Descartes. Mais il faut convenir que ses énoncés généraux, s'ils sont plus féconds, deviennent aussi moins évidents en ce sens qu'ils s'éloignent davantage de notre expérience journalière. Il reste encore à présenter le principe d'une manière qui concilie l'évidence et la fécondité. Ce sera l'œuvre des organisateurs de la Mécanique.
LES PREMIÈRES RECHERCHES SUR LE MOUVEMENT
§ 1". — La force des corps en mouTement (•').
Arislote pensait ("() que, pour entretenir un mouvement, il fallait un moteui". C'est ainsi que, selon lui, la persistance du mouvement d'une flèche lancée était due à l'action de l'air qui, d'abord ébranlé par le mobile, l'entraînait à son tour dans son ébranlement. Cette conception exigeait qu' Arislote attribuât à l'air le pouvoir, qu'il refusait à la flèche, de continuer à se mouvoir seul sans moteur, par une sorte de conservation du mouvement acquis.
Il était naturel que l'idée vint de renoncer à cette différence entre tes solides et les fluides, et d'attribuer le maintien
(") Cf. E. WoBLWlLL, Die Enldtckung des Beharrungtgetettet {Zeilsch. fiir Volkerptychologie und Sprackwistenschaft, iB8î-i884, Bd XIV, p. 365, et Bd XV, p. 70 et 337). — P. DuHEM, De l'aceéléralion produite par une foret eonilanU (Ettrait des Complet rendut du deuxième Congru international de Pkitofophie. GenèTe, septembre i9o4).
(") Cf. lotroduclioD.
du mouvement des projectiles à la conservation d'une certaine virtus impressa, d'un certain impetus, provenant du moteur primitif. Cette idée se trouve, en effet, chez Nicolas de Cusa (i4oi-i464) «t dans les Notes de Léonard de Vinci. Toutefois, Léonard de Vinci admet que Vimpetus ne se conserve pas indéfiniment. Pour lui, un projectile se meut d'abord d'un mouvement violent sous l'action de Vimpetus; puis, Vimpetus s'affaiblissant progressivement, la gravité finit par l'emporter et produit un mouvement naturel. Des considéralions analogues ont été présentées par Tartaglia et par Cardan (**;.
Cet affaiblissement de Vimpetus est une manifestation de V impossibilité du mouvement perpétuel, une des idées fondamentales de Léonard de Vinci et de Cardan.
Il convient de remarquer que l'impossibilité du mouvement perpétuel peut s'entendre de deux manières. On peut considérer comme impossible l'existence d'un mobile perpétuellement en mouvement; on peut admettre seulement qu'il ne peut y avoir de moteur produisant indéfiniment du travail (*'). Léonard et Cardan croyaient, non seulement à l'impossibilité du perpétuel moteur, mais à celle du perpétuel mobile ; c'est qu'ils ne faisaient pas abstraction des résistances passives que l'on rencontre en effet toujours dans la nature.
Au xvi'et au xvn' siècle s'est fait jour l'idée toute différente de V indestructibilité du Tnouvement. (On sait que cette idée s'est maintenue dans la science moderne qui la concilie, d'ailleurs, avec celle de l'impossibilité du perpétuel mobile en considérant les résistances passives comme des causes étrangères susceptibles de modifier le mouvement. C'est là un
(") Il n'est pas sans intirêi de signaler la manière dont Tartaglia se représentait la trajectoire d'un projectile. Pour lui, celte trajectoire se composait d'une ilroite inclinée, parcourue, au début, par le projectile animé d'un mouvement violent, et d'une verticale parcourue, à la fin, d'un mouvement naturel, ces deux parties élan! raccordées par un arc de cercle. Cardan avait des idées analogues. Au contraire, Vinci dessine des trajecloîres s'incurvant régulièrement.
(") S. CuBtioT, Bé/leirions sur la puissance motrice du /eu. Note de la page sa (réimpression fac-similé, Hermann, igoî). — P. Duhem, préface à la Thermodynamique de H, Marchis. Grenoble, igo4.
- LES PREMIEHIJS RECHERCHES S
point sur lequel nous reviendrons dans le Chapitre II du Livre I de la II* Partie de cet Ouvrage.) Elle a pris corps à propos de la chute accélérée des graves. Aristolc avait expliqué l'accélération des corps pesants par un accroissement de leur qualité de pesanteur, au fur et à mesure qu'ils s'approchent de leur lieu naturel. Simplicius nous apprend que quelques auteurs postérieurs à Aristote en ont vu la raison dans le fait que, plus le mobile est bas, moins est épaisse et, par suite, moins est difficile à fendre la couche d'air qui le sépare du sol. Au moyen âge, on a fait intervenir, pour rendre compte de ladite accélération, la même cause qu' Aristote avait invoquée pour expliquer la persistance du mouvement d'une flèche, je veux dire l'action de l'ébranlement de l'air sur le corps tombant. C'est cette dernière opinion qu'ont adoptée Léonard de Vinci (lequel connaissait la loi suivant laquelle varie la vitesse au cours de la chute) et, après lui, Tartaglia et Cardan. Au xvi* siècle apparaît une nouvelle explication; reprenant la considération de l'fm^cïu* que Vinci avait développée, ainsi que nous venons de le voir, à propos d'un autre sujet (mouvement des projectiles), on envisage cet impetus comme se conservant indéfmiment, et la vitesse croissante du grave est alors produite par l'accumulation (îes impetus produits par l'action constante de la gravité.
Cette théorie se trouve surtout chez Jules-César Scaliger (Exotericarum exercilalionum libri XV, Luletife, i557) et chez Benedetti (^Diversarum speculalionum mathematicarum et physicarum liber. Taurini, i585; Disputationes de quibusdam placitis Aristolelis).
Les corps pesants, une pierre |jar esemple, dit Scaliger ('*). n'oDt rieo qui favorise la mise en mouvemeni; ils y sont, au contraire, tout â fait opposés.... Pourquoi donc la pierre se meut-elle plus aisément après que le mouvement a commencé? Parce que, conforméinent à ce que nous avons dit ci-dessus au sujet du mouvement des projectiles, la pierre a déjà reçu l'impression du ntouvement. A une première part du mouvement en succède une se-
(") Exercitatio 77. Traductioa de M. Dubcm.
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conde; et, toutefois, la première demeure. En sorte que, bien qu'un seul moteur exerce son action, les mouvements qu'il imprime eu cette succession continue sont multiples. Car la première impulsion est gardée par la seconde et la seconde par la troisième.
L'écrit de Benedetti intitulé Dispulationes de quibusdam placitis Aristotelis, bien que consacré à réfuter certaines opinions d'Arislote, est encore imprégné des idées péripatéticiennes.
[Il pose comme tine vérité évidente et fondamentale que, pour des corps semblables, les vitesses dont ils sont animés dans leur mouvement naturel sont proportionnelles aux poids de ces corps dans le milieu où ils se trouvent, et inversement proportionnelles aux résistances qu'ils éprouvent. Ces résistances sont d'ailleurs proportionnelles aux surfaces, et le poids d'un corps dans le milieu est, comme on le sait depuis Archimède, la différence entre le poids du corps et le poids du milieu déplacé. Partant de là, Benedetti montre, par exemple, que les vilesses d'un même corps dans l'eau et dans l'air ne sont pas forcément dans le rapport inverse des densités de l'eau et de l'air, comme le pensait Aristote {"), etc. Voici ce qu'il dit (") sur la question du mouvement des projectiles et sur celle du mouvement des graves.]
Aristote pense qu'un corps mù par force et séparé de son premier moteur se meut ou a été mû pendant quelque temps par l'air ou par l'eau qui le suivent. Cela ne pent être. Au contraire, l'air qui, par horreur du vide, vient occuper l'espace abandonné par le corps, loin de pousser ce corps, empêche plutôt son mouvement; l'air, en effet, est tiré par force en arrière du corps et, fendu par la partie antérieure dn corps, il résiste aussi. Autant l'air est condensé à l'avant, autant il se raréfie à l'arrière, et, se raréfiant par force, il ne permet pas que le corps fuie avec la vitesse qu'il aurait sans cela, parce que tout agent souffre dans son action. C'est pour cela que, l'air subissant une action violente de la part du corps, le corps lui-même en subit une de la part de l'air. D'ailleurs, une telle raréfaction de l'air n'est pas naturelle, mais
(*«) Cf. Introduction (") Chapitre XXIV.
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violente; il s'ensuit qu'elle résiste et tire vers soi, la nature ne souffrant pas que le vide se trouve entre les corps ; c'est pourquoi ceux-ci sont toujours contigus, et le corps mobile, d« pouvant se séparer de l'air, a sa vitesse entravée. Donc la vitesse d'un tel corps séparé de son premier moteur provient d'une certaine impression naturelle, d'une impétuosité reçue par ledit mobile, impression et impétuosité qui croissent continuellement dans les mouvements reclilignes naturels, puisque le corps a perpétuellement en lui-même sa cause mouvante, qui est la propension à se rendre au lieu qui lui est assigné par la nature. Aristote n'aurait pas dû déclarer, au Chapitre VIII du Livre I du De Cœlo, que le corps est d'autant plus rapide qu'il s'approche davantage du but où il tend ; il aurait dû dire plutôt qu'il est d'autant plus rapide qu'il est plus loin du point d'où il est parti. Car l'impression est d'autant plus grande que le corps se meut plus longtemps de son mouvement naturel, recevant continuellement une nouvelle im~ pulsion ; en effet, il a en lui-même la cause de son mouvement qui est sa tendance à aller en son lieu, hors duquel il se trouve placé par violence.
Cette théorie de l'accélération des graves a été développée et précisée par Descartes et Beeckmann, qui discutèrent ensemble sur ce sujet, à l'époque du premier séjour de Descartes en Hollande (1617-1619). Nous ne connaissons, d'ailleurs, ces travaux que par les lettres écrites en 1629 et i63o par Descartes à Mersenne. Voici ce qu'on lit dans une de ces lettres.
Premièrement, je suppose que le mouvement qui est une fois imprimé en quelque corps y demeure perpétuellement, s'il n'en est ûtépar quelque autre cause, c'est-à-dire (") que ce qui a commencé à se mouvoir dans le vide se meut indéfiniment avec la même vitesse. Supposons donc qu'un poids placé en A soit poussé par sa gravité vers C. Je dis que, si sa gravité l'abandonnait aussitôt qu'il a commencé de se mouvoir, il n'en conserverait pas moins le même mouvement jusqu'à ce qu'il parvienne en C ; mais alors il ne descendrait ni plus lenlemenl, ni plus vite de A en B que de B en C, Mais il n'en est pas ainsi ; ce corps est soumis à sa gravité
(") A partir d'ici, le leite est ea latin.
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qui le pousse vers le bas et qui, à chaque inslaot (singulis mo~ mentis), lui donoe de nouvelles forces pour desceodre (vires ad descendendum); de là suit qu'il parcourt l'espace BC beaucoup
Fie- k>-
plus vite que AB, parce que, eu le parcourant, il conserve tout Vimpetus avec lequel il se mouvait suivant AB et qu'à celui-ci s'en ajoute un autre provenant de la gravité qui le presse de nouveau à chaque instant.
Descartes déduit de là la proportionnalité des vitesses aux temps. Il cherche ensuite à déterminer la loi des espaces parcourus, mais, par suite d'une inadvertance, il fait une erreur de raisonnement et ne trouve pas la loi exacte du carré du temps. Il n'a jamais eu l'occasion de corriger son erreur, parce qu'il n'est jamais revenu sérieusement sur ce sujet, ayant été conduit à rejeter l'impossibilité du vide ('*).
On peut dire que la lettre précédente contient te premier énoncé précis qui ait été donné du principe de l'inertie. La loi de l'indestructibilité du mouvement a été ainsi posée d'une façon très nette par Descartes. Elle a été affirmée solennellement et utilisée par lui dans bien d'autres circonstances.
Voici par exemple ce qu'il dit dans sa Dioptrique (1637) sur la réflexion de la lumière, qu'il assimile à celle d'une balle sur le sol.
Prenons qu'une balle étant poussée de A vers B
(") observations de P. Tannery à propos de la lettre q UoQ des Œuvre» de DeKartes, par Adam et Tanner;.}
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point B la superficie de la lerre CBE qui, l'empêchant de passer outre, est cause qu'elle se détourne, el vojons de quel côté. Mais afin de ne pas nous embarrasser par de nouvelles difficultés, supposons que la terre est parfaitement plaie el dure, et que la balle va toujours d'égale vitesse, tant en descendant qu'en remontauL, sans nous enquérir en aucune façon de la puissance qui continue de la mouvoir (*"), après qu'elle n'est plus touchée de la raquelle, ni considérer aucun effet de sa pesaoïeur ni de sa grosseur, ui de sa figure ; car il n'est pas ici question d'y regarder de si près el il o'y a aucune de ces choses qui ait lieu en l'action de la lumière, à laquelle ceci doit se rapporler. Seulement faut-il remarquer que la puissance, telle qu'elle soit, qui fait continuer le mouvement de cette balle est différente de celle qui la détermine â se mouvoir plutàt vers un cAié que vers un autre, ainsi qu'il est très aisé à connaître de ce que c'est la force dont elle a été poussée par la raquette, de qui dépend son mouvement, el que cette force aurait pu la faire mouvoir vers tout autre côté aussi facilementque versB; au lieu que c'est la situation de cette raquette qui la détermine à tendre vers B et qui aurait pu Vy déterminer en même façon, encore qu'une aulre force l'aurait mue; ce qui montre déjà qu'il n'est pas impossible que celle balle soit détournée par la rencontre de la terre, el ainsi que la détermination qu'elle avait à tendre vers B soil changée, sans qu'il y ail rien pour cela de changé en la force de son mouvement, puisque ce sont deux choses diverses (*'), et par conséquent qu'on ne doit pas imaginer qu'il soil nécessaire qu'elle s'arrête quelque moment au point B avant que de retourner vers F, ainsi que font plusieurs de nos philosophes; car, si son mouvement était une fois interrompu par cet arrêt, il ne se trouverait aucune cause qui le fit peu après recommencer {*')■ De plus, il faut remarquer que la détermination à se mouvoir vers quelque côté peut, aussi bien que le mouvement et, généralement, que toute autre sorte de quantité, être divisée en toutes les parties desquelles on peut imaginer qu'elle est composée, et qu'on peut aisément imaginer que celle de la balle qui se
(") Cetle puissance qui continue i mouvoir la balle, c'est, dans l'esprit de Descartes, la force de son mouvemeot.
(") C'est ici qu'apparaît la force du mouvement du corps. Oo voit que, pour Descartes, il j a des acLions, s'exerçant sur les corps en mouremeut, qui ne modilient pas la force de ces corps.
(") Le mouvement ne peut naître de lui-même.
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ment de A vers B est composée de deux aulres, dont l'une la fait descendre de la ligne AP vers la ligne CE, et l'autre en même temps la fait aller de la gauche AC vers la droite FË, en sorte que ces deoi jointes ensemble la conduisent jusques à B suivant la ligne droite AB. Et ensuiie, il est aisé à entendre que la rencontre de la
Fig, 43.
terre ne peut empêcher que l'une de ces deux déterminations et non point l'auit'e en aucune façon; car elle doit bien empêcher celle qui faisait descendre la balle de AF vers CE, à cause qu'elle occupe tout l'espace qui est au-dessous de CE; mais pourquoi eni pécherait-elle l'autre qui la faisait avancer vers la main droite, vu qu'elle ne lui est aucunement opposée en ce sens-là {"). Pour trouver donc justement vers quel côté cette balle doit retourner, décrivons un cercle du centre B, qui passe par le point A, et disons qu'en autant de temps qu'elle aura mis à se mouvoir depuis A jusquBs à B, elle doit infailliblement reiourner depuis B jusques à quelque point de ta circonférence de ce cercle, d'autant que tous les points qut sont aussi distanis de celui-ci B qu'en est A se trouvent en cette circonférence et que nous supposons le mouvemenl de cette balle être toujours également vite (**)■ Puis, afin de savoir précisément auquel de tous les points de cette circonfé-
(") 11 y a deux choses dans ces raisonnements : d'abord l'idée qu'il faut une cause étrangère pour modifieF un mouvemeat (c'est l'iadestruclibiliié du moutemenl), ensuite une première idée de l'indépendance des effets des forcet. li n'est pas besoin d'insister sur le fait que ces aflirmations ne sont nullemeat évidentes, comme Descartes semble le dire,
(") Parée que la foret du mouvement, étant iadestroctible, n'est pas changée par le choc et que seule est changée sa détermination i tendre vers tel ou tel
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reoce elle doit retourner, tiroos trois lignes droites AC, HB et FE, perpendiculaires sur CE, et ea telle sorte qu'il n'j ait ni plus ni moins de distance entre A.C et HB qu'entre HB et FE, et disons qu'en autant de temps que la balle a rais à s'avancer vers le côté droit, depuis A, l'un des points de la ligne AC, jusques à B, l'un de ceux de la ligne HB, elle doit aussi s'avancer depuis la ligue HB. jusques à quelque point de la ligne FE ; car tous les points de cette ligne FE sont autant éloignés de HB en ce sens-là l'un comme l'autre et autant que ceux de la ligne AC, et elle est aussi déterminée à avancer vers ce côt^-ià qu'elle a été auparavant. Or est-il qu'elle ne peut arriver en même temps en quelque point de la ligne FE et ensemble à quelque point de la circonférence du cercle AFD, si ce n'est au point D ou au point F, si bien que, la terre l'empêchant de pousser vers D, il fanl conclure qu'elle doit ailer infailliblement vers F.
Le principal intérêt du passage que nous venons de citer nous semble être dans l'apparition du principe de l'indépendance des effets des forces et de la composition des mouvements que Descartec nous parait avoir aperçu aussi bien que Galilée, et dans l'idée que certaines causes modifiant le mouvement sont sans action sur la force de ce mouvement (note 91). Sur l'iadestructibilité du mouvement, les passages suivants des Principes sont plus caractéristiques (,")•
Si, au lieu de nous. arrêter à ce qui n'a point d'autre fondement que l'usage ordinaire, nous désirons savoir ce que c'est que le Mouvement selon la vérité, nous dirons, afin de lui attribuer une nature qui soit déterminée, qu'il est le transport d'une partie de la matière ou d'un corps du voisinage de ceux qui le toiicbent immédiatement, et que nous considérons comme en repos, dans le voisinage de quelques autres.
J'ai dit que le transport du corps se fait du voisinage de ceui qui le touchent dans le voisinage de quelques autres, et non pas d'un lieu dans un autre, parce que le lieu peut être pris en plu-
(") Les Principe! oat été publiés par D«acartM eD latin, en i644- 11» ont éti tradaits, du vivant mtme de Oescartea, en 1647 par l'abbé Picot. C'est cette truducUoB, revue i>Ius tard par Clcradier, que nous citons.
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sieurs façons qui dépendenl de notre pensée Mais quand nous
prenons le mouvement pour le transport d'na corps qui quitte le voisinage de ceux qui le touchent, il est certain que nous ne saurions attribuer à un même mobile plus d'un mouvement, à cause qu'il n'j a qu'une certaine quantité de corps qui le puissent toucher en même temps.
Nous ne saurions concevoir que te corps AB soit transporté du voisinage du corps CD, que nous ne sachions aussi que le corps CD est transporté du voisinage du corps AB.... Nous ne ferons pas de difficulté de dire qu'il y a tout autant de mouvement en l'un comme en l'autre.
Mais encore que chaque corps en particulier n'ait qu'un seul mouvement qui lui soit propre, à cause qu'il n'y a qu'une certaine quantité de corps qui le touchent et qui soient en repos à son égard; toutefois, il peut participer à une infinité d'autres mouvements, en tant qu'il fait partie de quelques autres corps qui se meuvent diversement. Par exemple, si un marinier se promenant dans son vaisseau porte sur soi une montre, bien que les roues de la montre n'aient qu'un mouvement unique qui leur soit propre, il est certain qu'elles participent aussi à celui du marinier qui se promène..., à celui du vaisseau et même à celui de la mer..., et à celui de la Terre, et bien qu'il soit vrai que tous ces mouvements sont dans les roues de la montre, néanmoins..., il suffira que nous considérions en chaque corps celui qui est unique et duquel nous pouvons avoir une connaissance certaine.
Dieu, par sa toute puissance, a créé la matière avec le mouvement et le repos de ses parties, et conserve maintenant en l'uninivers, par son concours ordinaire. . . , autant de mouvement et de repos qu'il a mis en le créant. ... Lorsqu'une partie de la matière se meut deux fois plus vite qu'une autre et que cette autre est deux fois plus grande que la première, nous devons penser qu'il y a tout autant de mouvement dans la plus petite que dans la plus grande, etque, toutes fois et quantes que le mouvement d'une partie diminue, celui de quelque autre partie augmente à proportion (*').
Il mouTCroeat coïncide, autant qu'il eit posiible pour u
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[Comme application de cetie loi, Descartes indique le fait que le mouvement d'un corps est recliligne uniforme s'il n'est troublé par aucune cause étrangère et les règles qui président, selon lui, au choc des corps (*'')].
De cela aussi que Dieu n'est point sujet à changer et qu'il agit toujours de même sorte, nous pouvons parvenir à la connaissance de certaines règles que je nomme les lois de la nature- . . ■ La première est que chaque chose en particulier continue d'être en même état autant qu'il se peut et que jamais elle ne le change que par ta rencontre des autres. Ainsi nous voyons tous les jours que lorsque quelque partie de cette matière est carrée, elle demeure toujours carrée s'il n'arrive rien d'ailleurs qui change sa figure, et que, si elle est en repos, elle ne commence point à se mouvoir de soimême : mais lorsqu'elle a commencé une fois de se mouvoir, nous n'avons aussi aucune raison de penser qu'elle doive jamais cesser
éfKique où la notion de masse n'était pas 1res précise, avec ce que nous appelons la quantité de mouvement.
Quant i la manière dont Uescartes pose a priori la conserralion de la quantité de mouvement, elle est sans doute fort peu scientiQque, mais elle est pourtant iotéreisante. Au fond, il faut y voir l'afririnatioD qu'il existe dea lois. S'il existe seulement une loi s'eiprimaot par une équation mathématique, il y a quelque chose qui demeure constant dans le mouvement, car cette équation peut toujours l'écrire en mettant une constante dans le second membre. L'affirmation de Descartes nous parait donc devoir être rapprochée, si différente qu'elle en soit dans la forme, d'un passage célèbre de M. Poiocaré, relatif au principe de la coQserratioo de l'énergie. Pour ce savant, le seul énoncé général du principe de la conservation de l'énergie est celui-ci : i II j a quelque chose qui demeure constant. » Mais, dans l'hypothèse déterministe, le cours de l'univers est défini par des équations différentielles; toute intégrale de ces équations donne une expression qui reste constante ; ■ si nous disons alors qu'il y a quelque chose qui demeure constant, nous ne taisons qu'énoncer une tautologie u ( Thermodynamique, Préface).
Maintenant il est certain que c'est tout il fait arbitrairement, et inexactement, que Descaries prend pour ce quelque cho!e la quantité de mouvement.
("} Descartes » trè) bien mis en lumière, dans le passage cité, la relativité de la notion de mouvement. Mais alors comment faut-il entendre sa loi de l'indestructibilité du mouvement? Pour être logique, il faudrait, semble-t-il, l'appliquer à ce qu'il a appelé plus haut le mouvement propre des corps. Or, non seulement cela parait difficile, mais encore ce n'est pas ce qu'il fait lui-ménie ■. l'usage qu'il ea fait pour affirmer que le mouvement d'un corps est rectiligne et uniforme en l'absence de tonte perturbation étrangère suppose, en effet, la notion de mouvement absolu.
Les Idées de Descartes manquaient donc ici de précision. On remarquera aussi que ses règles sur le choc, qu'il prétend tirer rigoureusement de ses principes, non seulement sont en général fausses, mais encore ne sont nullement une conséquence obligée desdils principes.
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de se mouvoir de même force pendant qu'elle ne rencontre rien qui retarde ou qui arréle son mouvement; de façon que si uo corps a commencé une fois de se mouvoir, nous devons conclure qu'il continue peu après de se mouvoir et que jamais il ne s'arrête de soi-même....
La seconde loi que je remarque en la nature eU que chaque partie de la matière en son particulier ne tend jamais à se mouvoir suivant des lignes courbes, mais suivant des lignes droites.... Cette règle, comme la précédente, dépend de ce que Dieu est immuable et qu'il conserve le mouvement en la matière pour une opération très simple; car il ne le conserve pas comme il a pu être quelque temps auparavant, mais comme il est précisément au même instant qu'il le conserve C^). Et, bien qu'il soit vrai que le mouvement ne se fait pas en un insiant, néanmoins il est évident que tout corps qui se meut est déterminé à se mouvoir suivant une ligne droite, et non pas suivant une circulaire; car lorsque la pierre A tourne dans la fronde ElA suivant le cercle ABF, dans
l'instant même qu'elle est au point A, elle est déterminée à se mouvoir vers quelque côté, à savoir vers C, suivant la ligne droite AC, si l'on suppose que c'est celle-là qui touche le cercle; mais on ne saurait feindre qu'elle soit déterminée à se mouvoir circulairement, parce que, encore qu'elle soit venue de L vers A suivant une ligne courbe, nous ne concevons point qu'il y ait aucune partie de cette courbure en cette pierre lorsqu'elle est au point A; et nous en sommes assurés par l'expérience, parce que celte pierre avance tout droit vers C lorsqu'elle sort de la fronde et ne tend, en aucune façon, à se mouvoir vers B: ce qui nous fait voir manifestement que tout corps qui est mû en rond tend sans cesse à s'éloigner du centre du cercle qu'il décrit; et nous le pouvons
(") A rapprocher du passage de Galilée, signalé par la note 106.
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même sentir de la main pendant que nous faisons tourner cette pierre dans celte fronde, car elle tire et fait tendre la corde pour s'éloigner directement de notre main.
[Sur le choc des corps, Descartes donne sept règles. A titre d'exemples, en voici trois.
Le corps B et le corps C, égaux, allant dans le même sens, B un peu plus vile que C, aux termes de la troisième règle, B et C, après le choc, iront ensemhie avec une vitesse égale à la moyenne des vitesses avant le choc (").
La quatrième règle est relative au choc d'un corps C en repos par (in corps B plus petit que lui : C restera immobile et B rejaillira.
Voici enfin la sixième : si le corps C est en repos et est choqué par un corps B qui lui est égal, B pousse C et en même temps C le fait rejaillir; si B a une vitesse 4, <! donne une vitesse i à C et avec la vitesse 3 il retourne en arrière.] Car, étant nécessaire ou queBjioiisse Csans rejaillir et qu'ainsi il lui transfère deux degrés de son mouvement, ou liien qu'il rejaillisse sans le pousser, et que, par conséquent, il retienne ces deux degrés de vitesse avec les deux autres qui ne peuvent lui être 6lés, ou bien qu'il reja illise en retenant une partie de ces deux degrés et qu'il le pousse en lui transférant l'autre partie, il est évident que. puisqu'ils sont égaux et ainsi qu'il n'y a pas plus de raison pourquoi il doive rejaillir que pousser C, ces deux effets doivent être également partagés, c'est-à-dire que B doit transférer à C l'un de ces deux degrés de vitesse et rejaillir avec l'autre ('•*)■
Il arrive souvent que l'expérience peut sembler d'abord répugner aux règles que je viens d'expliquer, maïs la raison en est évidente, car elles présupposent que les deux corps B et C sont parfaitement durs et tellement séparés de tous les autres qu'il n'y en a aucun autour d'eux qui puisse aider ou empêcher leur mouvement et nous n'en vovons point de tels en ce monde ("").
(**) Cette règle tertit exicU, tpplïquée aux corps parfaïteai«nt mou*.
["•) Od voit qae, à travers ses erreurs, Descartes est guidé par l'idée de 1» cod-
vaJear absolue, ta» signe. On voit aussi qu'il est difficile d« trouver ici iu« applicalioa de' la notiou de mouiremvtl propre d'un corps, telle qu'elle est posée plH hauL
('") Ces ligues uat tréi uaractéristîques de la pensée de Descartes. Il savait, atissi bien que quiconque, observée la nature et raisonner exactement de ses lois.
- BTCDES DB DTTIAIIIQVE.
Nous venons d'assister, dans ce qui précède, à la naissance de l'idée d'inertie.
Nous terminerons en sig^nalant que cette idée et l'explication de la chute accélérée des graves par raccumulation des actions de la pesanteur ont été adoptées et développées 1res heureusement par Gassendi (i592-i656) en 1640 {Epistolœ 1res de motu impresso a motore translata) et en if>45 {Lettre au P. Cazrée).
g 2. — Accélération et force statique- La dynamique de Galilée, bien que n'ignorant pas l'idée de force des corps en mouvement ou d'inertie, n'est point véritablement fondée sur elle. On doit la considérer comme formée par l'union de la notion cinématique d'accélération et de la notion statique de force. Le savant florentin l'a créée à propos du problème du mouvement des corps pesants. Elle est exposée dans un de ses chefs-d'œuvre, les Discorsi et dimostrazioni matematiche inlorno à due nuove scienze attenanli alla Mecanica et i movimenti locali. Dans la première édition de cet Ouvrage, parue à Leyde en i638, le mouvement des corps pesants est étudié presque exclusivement au point de vue cinématique ; l'idée de force statique a été introduite par une importante scholie ajoutée par Galilée en i655 dans l'édition de Bologne.
L'Ouvrage est sous forme de dialogue et divisé en quatre journées. Les deux premières journées sont consacrées à la résistance des matériaux, les deux dernières au mouvement local. Nos citations seront empruntées à la troisième et à la quatrième. Trois interlocuteurs, Salviati, Sagredo et Simplicio, lisent ensemble l'Ouvrage d'un auteur de leurs amis, écrit en latin, et discutent en italien à son sujet.
Mais il a*ail ensuite la prétention de tout reconstruire rationnellement, par les principes de sa philosophie; il considérait que dans la pensée seule était le principe de la certitude. On sait qu'il ne voulait admettre en Physique que les principes reçus en Géométrie. Aussi en venait-il, par exagération de système, à négliger l>ïp*rieiice.
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TnoisiÈMB joun>ÉE. — Do moovembnt local.
[Il est d'abord quesUoa du mouvement uniforme. Galilée s'occupe ensuite du mouvement naturellement accéléré.]
L'Ouvrage. — Nous avons considéré dans le Livre précédent ce qui se passe dans le mouvement uniforme ; étudions maintenant le mouvement accéléré. Et d'abord, il convient de rechercher et de développer une définition s'appliquant surtout à celui qu'on rencontre dans la nature. On a parfaitement le droit, en eflTet, d'imaginer arbilrairement une loi de mouvement et d'en considérer les conséquences (c'est ainsi que les auteurs qui ont imaginé les hélices ou les conchoïdes, courbes engendrées par des mouvements qu'on ne rencontre pas dans la nature, n'en ont pas moins acquis la renommée à tirer, des hypothèses faites, la démonstration de leurs propriétés) : mais la nature présente une certaine loi d'accélération dans la descente des graves, et nous nous proposons d'étudier les propriétés de cette descente, pourvu que la définition que nous allons donner du mouvement accéléré s'accorde avec l'essence du mouvement naturellement accéléré. Nous crojrons fermement avoir trouvé, après de longues réflexions, la définition convenable, et nous le croyons surtout parce que les propriétés démontrées par nous paraissent s'accorder très bien avec les phénomènes expérimentaux. En dernier lieu, nous avons été conduits comme parla main, dans la recherche de l'accélération naturelle, par l'observation de l'usage de la nature dans tous ses autres ouvrages, où elle a coutume d'employer des moyens immédiats, très simples et très faciles; en effet, personne ne croira, je pense, que la natation ou le vol puissent être réalisés par des procédés plus simples et plus faciles que ceux qu'emploient, d'instinct, les poissons ou les oiseaux. Par conséquent, quand je vois une pierre tomber en partant du repos et acquérir ensuite de nouveaux degrés de vitesse, pourquoi ne croii-ais-je pas que ces accroissements suivent la loi la plus simple et la plus banale ('•*)? Si nous y
('") C'est là UD des rares raisannements de ce Traité qui ne soient pas niodernes. Pour un moderne, il n'y a aucune raison de penser que la Nature procède par des lois simples. Le moderne n'en recherche pas moins la loi simple, nuis il sait que cette nécessité lui est imposée plutôt par la tournure de son esprit que par les objets qu'il étudie.
D'ailleurs U simplicité du mouvement uniforméinent accéléré n'est pas si évi-
vGoogle
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regardons altentivement, aucun accroissement ne noui parattra pins simple que celui qui se fait toujours de la même mauière. Nous comprendrons facilement le sens de cette phrase en considérant la très grande affinité qui existe entre le temps et le mouvement : de même que l'égalité et l'nniformité du mouvement se définissent et se conçoivent par l'égalité des temps et des espaces (nous disons en effet qu'un mouvement est uniforme quand des espaces égaux sont parcourus dans des temps égaux), de même nous pouvons percevoir la simplicité dans les accroissements de vitesse par la même égalité des parties du temps, en concevant que le mouvement est accéléré uniformément et coatinuellement de la même manière quaod, dans des temps égaux, il reçoit des accroissements égaux de vitesse. Dans ce mouvement, ai l'on considère des éléments de temps égaux à partii de l'instant où le mobile quitte le repos et commence à descendre, le degré de vitesse acquis dans les deux premiers éléments de temps sera double de celui que le mobile aura acquis dans le premier seul; le degré acquis dans les trois premiers en sera le triple, le degré acquis daas les quatre premiers en sera le quadruple.... Ainsi il ne parait ea rien contraire à la raison de supposer que l'accroissement de la vitesse se fait comme celui du temps. On peut donc accepter la définition suivante pour le mouvement dont nous allons traiter : j'appelle mouvement également et uniformément accéléré celui qui, parlant du repos, reçoit des degrés égaux de vitesse {momenta ceieritatis) dans des temps égaux. . ..
[Sagredo fait à cette définition l'objection suivante :] J'imagine un mobile pesant descendant et partant du repos, c'est-à-dire d'un état sans aucune vitesse; j'imagine qu'il entre en mouvement et que sa vitesse croisse comme le temps à partir de l'insUnt initial; il aura acquis, par exemple, eu huit puisalions {'"*), 8 degrés de vitesse, dont 4 seulement t'auront été en quatre pulsations, a dans deux, i dans une. Le temps étant divisible à l'infini, il s'ensuit que, en diminuant toujours dans le même rapport la vitesse précédente, il n'y aura aucun degré de vitesse,
deote de soi que celle loi s'impose sans conteste comnie plus simple que taules les aulres. Od verra plus loin (passage signalé par Ja note 108) que Galilée luimtme a commencé par supposer que, dans le mouveroeat des graves, les vilesses CToisseat comme les espaces parcourus.
(■") Il s'agil de la durée du batlemeol du pouls.
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S) petit qu'il soit, c'est-à-dire aucune lenteur, si grande soit-elle, qui ne se soit' trouvée dans le mobile depuis la lenteur infinie, c'est-à-dire depuis ie repos. Par conséquent, si la vitesse que le eorps possède au bout de la quatrième pulsation est telle que, restant dès lors uniforme, elle lui fasse parcourir 2 milles en I heure, comme celle qu'il a au lioiit de la seconde pulsation correspondrait à 1 mille à l'heure, il faut dire que, à des instants de plus en plus voisins de la mise en mouTemeni, le mobile allait si lentement que, s'il avait continué à se mouvoir avec la même lenteur, il n'aurait parcouru i mille ni en 1 heure, ni en 1 jour, ni en 1 année, ni en 1000; il n'auraitméme pas parcouru la longueur d'un empan dans Ma temps encore plus grand. Cette circonstance, à ce qu'il semble, peut asser mal s'imaginer, parce que nos sens nous montrent qu'un grave tombant atteint très vite une grande vitesse.
Salviati. — C'est là une des difiicultés qui m'ont également donné à réfléchir au début. Mais je l'aï résulue peu après, et cela grAce précisément à l'expérience même qui l'a fait naitre dans votre esprit. L'expérience montre, dites-vous, que, à peine parti du repos, le grave atteint une vitesse très notable; je dis, au contraire, que cette même expérience apprend que les premiers impetus {'"*) d'un corps qui tombe, même très lourd, sont très lents et très faibles. Posez un grave sur une matière qui cède, et lâchez-le jusqu'à ce qu'il presse autant qu'il le peut par sa simple gravita : il est manifeste que, si on l'élève d'une coudée ou de deux, et si on le laisse ensuite tomber sur la même matière, il produira, par la percussion, une nouvelle pression, supérieure à celle qu'il produisait d'abord par son simple poids; l'cifet sera une combinaison du mobile (""') tombant et de la vitesse gagnée dans la chute, et il sera d'autant plus grand que la percussion proviendra d'une plus grande hauteur, c'est-à-dire que la vitesse de choc sera plus grande. Fai- conséquent, la vitesse d'un grave tombant peut, sans erreur, être estimée par la qualité et la quantité de la percussion. Mais dites-moî, Messieurs; soit une masse qui, tombant sur un pieu d'une hauteur de 4 coudées, le liche en terre par exemple de 4 doigts ; venant d'une hauteur de
("*) J'emploie le uiot latin impetua pour traduire l'iialien impelo. {'"■) C'est-jl-dice de la grajideur du mobile, de ce que ooas appelons aujuurd'hoi la auufg.
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a coudées, elle l'enfooce moin!); elle l'enfonce moins tombant d'une coudée et moins encore en tombant d'un empan; finalement, sî elle tombe de la hauteur d'un doigt, que fera-i-elle de plus que si elle était posée sans choc? Assurément très peu de chose, et son action serait tout à fait imperceptible si on l'avait élevée à une hauteur égale à l'épaisseur d'une feuille. Et puisque l'eiTel du choc se règle d'après la vitesse du même corps choquant, qui doutera que cette vitesse est très faible, dont l'effet est imperceptible? On reconnaît là la force de la vérité, puisque cette même expérience, qui paraissait au premier abord démontrer une chose, mieux considérée assure du contraire. Mais sans avoir recours à une telle expérience (qui, sans doute, est très concluante), il me semble qu'il n'est pas difficile de pénétrer cette vérité par le simple raisonnement. Prenons une pierre lourde, soutenue en repos dans l'air; enlevons son support et mettons-la en liberté; comme elle est plus lourde que l'air, elle descend vers le bas, non pas d'un mouvement uniforme, mais d'abord lentement et en accélérant continuellement sa marche ensuite. La vitesse pouvant être augmentée ou diminuée à l'infini, quelle raison me persuadera que ce mobile, partant d'une lenteur infinie (c'est le repos), atteint immédiatement une vitesse de m degrés plutôt qu'une de 4, qu'une de 2, qu'une d'un, qu'une d'un demi, qu'une d'un centième de degré, et ainsi de suite à l'infini. Ecoutez, je vous prie. Je ne crois pas que vous refusiez de me concéder que l'acquisition des degrés de vitesse par une pierre tombant, et partant du repos, peut se faire de la même manière que la diminution et la perte de ces mêmes degrés quand, sous l'action d'une impulsion, la pierre est lancée en haut à la même hauteur. Or, dans ce dernier cas, it ne me semble pas qu'on puisse douter que, dans la diminution, la vitesse de la pierre montant, qui va s'éteindre entièrement, ne pourra pas parvenir à l'état de repos sans passer par tous les degrés de lenteur.
Simplicio. — Mais s'il y a une infinité de degrés de lenteur de plus en plus grands, jamais ils ne seront épuisés complètement; par conséquent le mobile ascendant n'atteindra jamais le repos, mais il se mouvra indéfiniment en ralentissant sans cesse, chose qu'on ne voit pas se produire.
Salviati. — Cela arriverait, signor Simplicio, si le mobile se tenait pendant quelque temps à chaque degré de vitesse; mais il ne
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faitqu'j passer sans s'attarder plus d'un instant; et, comme tout espace de temps, si petit qu'il soit, contient une infinité d'instants, il y eir'a assez pour correspondre à l'infinité des degrés de la vitesse décroissaoïe. Que le grave ascendant ne conserve pas pendant un temps fini le même degré de vitesse, cela se voit comme suit. S'il y avait un espace de temps au premier et au dernier instant duquel le mobile se trouv&t avoir le même degré de vitesse, il pourrait, avec ce second degré, être élevé de la même hauteur qu'il a fraocliie en passant du premier au second; il passerait de même du second au troisième, et, Gnalemeat, il continuerait son mouvement uniforme à l'infini {"*•).
[Segredo et Simplicio discutent quelque temps sur l'accélération des graves montant ou descendant, conçue comme résultant de la superposition des actions de la pesanteur et de l'impulsion priai ttivement donnée, cette dernière allant progressivement en s'afTaibiissant. Mais Salviati reprend.]
Salviati. — Il ne me parait pas opportun de rechercher, pour le moment, quelle est la cause de l'accélération du mouvement naturel. Sur ce sujet, des opinions diverses ont été émises par divers philosophes; les uns l'ont attribuée au rapprochement du cenlrct les autres au fait qu'il reste, à mesure que le corps avance, une épaisseur de moins en moins grande du milieu à traverser, d'autres à une certaine impulsion du milieu ambiant qui, en se reconstituaul derrière le mobile, le pousse et le fait avancer continuellement {'•'), Ces suppositions {fantasie) et d'aoLres encore auraient besoin d'être examinées et il serait peu profitable de la faire. Pour le moment, il suffit à notre auteur que nous enteudions qu'il veut rechercher et démontrer quelques propriétés d'un mouvement accéléré (quelle que soit la cause de son accélération) dans lequel les valeurs (momenli) de la vitesse croissent depuis le départ du repos dans la proportion très simple où croît le temps,
("•) On voit apparaître, dans ce raisonnement, la première idée de ce que Robin a appelé le principe d' inhérédité. On admet que l'état Tutur du Monde ne dépend que de son état actuel et de ses vitesses actuelles, c'est-à-dire de l'état immédiateinent antérieur. En langage matliématique, les lois de la Mécanique s'eipriment, quand ou prend pour fonctions inconnues les coordonnées des points et pour variable le temps, par des équations dilTérenticlles du second ordre {voir uotesSS et 185).
('") Nous avons parlé de ces diverses explications au début du paragraphe 1 du présent Chapilre.
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c'est-à'dîre dans lequel des temps égaux apporlent des a ments égaux de vitesse. Et s'il arrive que les circonstances qui seront démontrées se rencontrent dans la descente et l'accélération naturelles des graves, nous pourrons affirmer que la définition choisie s'applique au mouvement des graves et que leur accéléralion croit comme le temps «t la durée du mouvement.
Sagredo. — Autant que je comprends, il me paraît que nous aurions pu, avec une clarté peut-être plus grande et sans changer notre conception, poser la définition suivante : « Le mouvement uniformément accéléré esl celui où la vitesse croit comme l'espace parcouru; ainsi, par exemple, le degré de vitesse acquis par le mobile dans une chute de 4 coudées est double de celui qui est acquis dans une chuie de a coudées; ce dernier est double de celui qui est acquis dans le parcours de la première coudée. » ....
Salviati. — C'est une consolation pour moi que d'avoir un tel compagnon d'erreur. Et je puis vous dire que votre raisonnement a tant de vraisemblance et de probabilité que notre auteur luimême m'a avoué, quand je le lui ai présenté, être resté quelque temps dans la même erreur .... Mais celte affirmation est fausse et impossible, autant qu'il l'est qu'un mouvement soit instantané. En voici une démonstration très claire. Si les vitesses sont dans le même rapport que les espaces parcourus ou à parcourir, tes espaces seront parcourus dans des temps égaux. Si donc les vitesses avec lesquelles le grave a parcouru l'espace de 4 coudées ont été doubles de celles avec lesquelles il a parcouru ïes'deox premières coudées (comme sont doubles les espaces), les durées de parcours ont été égales; mats que le même mobile parcoure les 4 ou les 3 coudées dans te même temps, cela ne peut avoir lieu que si le mouvementest instantané. Or nous voyons que la chute d'un grave dure un certain temps, et qu'il parcourt les deux premières coudées en moins de temps que les quatre. Il est donc faux que sa vitesse croisse comme l'espace ("").. . -
('•') Cette iolégratioD de Galilée n'est pas très exacte. Elle contient Déannoias quelque vérité. Si les vitesses --r croissaient comme les espaces i, on aurait ^ = ks, d'où 1 =s,^'; il faudrait, pour qu'il y ait réellement mouvement, que, pour t=: a, 1 ne fût pas nul, ce qui est contraire i rhyp»(hèse, k moins d'admettre que, dans le premier insuat, le mobile parcourt ioMaotaniimeat la loo-
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Sagredo. — Reprenant le fil de notre discours, il me semble que nous avons fermement établi ta définition du mouvement uniformément accéléré, dont traile ce qui suit : « On appelle mouvement également et uniformément accéléré celui qui, partant du repos, acquiert dans des temps égaux des moments [momenta (latin)] égaux de vitesse. »
Salviati. — Cette déiinilioo posée, l'auteur postule et admet pour vrai un seul principe.
« J'admets que les degrés de vitesse acquis par le même mobile sur des plana diversement inclinés sont égaux lorsque les hauteurs des plans le sont. »
L'auteur appelle hauteur d' un plan incliné la perpendiculaire abaissée de l'extrcmilé supérieure du plan sur l'horizontale menée par l'extrémité inférieure. Si, par exemple, la ligne AB est paral-
Fig, 45.
lèle à l'horizon et si, sur elle, sont inclinés les deux plans CA, CD, l'auteur donne à la perpendiculaire CB, tombant sur l'horizontale BA, le nom de hauteur des plans CA, CD et il suppose que, le même mobile descendant sur les plans inclinés CA, CD, les degrés de vitesse acquis par lui aux extrémités A, D sont égaux, parce que la hauteur des plans est la même CB. Et il faut entendre aussi que ce serait ce même degré de vitesse que le même mobile tombant du point C aurait en B.
Sagredo. — Vraiment, il me parait qu'une telle hypothèse a tant de probabilité qu'elle mérite d'être accordée sans controverse, étant entendu toujours que tous les empêchements accidentels et extérieurs sont écartés, que les plans sont bien solides et polis, que le mobile est parfaitement rond, de sorte que plan et mobile ne présentent pas de rugosité. Tous ces obstacles, tous ces empêchements étant écartés, les lumières naturelles me montrent sans difliculté qu'une balle pesante et parfaitement ronde descendant par les lignes CA, CD, CB arrivera aux extrémités A, D, B avec des itnpetus égaux.
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Salviati. — Vous trouvez cela 1res probable; mais, ajoutant à ]a vraisemblance, je veux, par une expérience, accroitre tellement cette probabilité qu'il s'en faudra de bien peu que ta chose ne soit démontrée. Imaginez que celte feuille soit un mur vertical, qu'un clou y soit planté auquel soit suspendue une balle de plomb, d'une once oudeu\, par ua lil AB long de deux ou trois coudées et perpendiculaire à l'horizon. Traçons sur le mur une horizontale CD coupant d'équerre le 61 AB, lequel est à une distance d'e
deux doigls du niur. Écartons le fil AB et la balle dans la position AG et lâchons la balle. Nous verrons celle-ci descendre en décrivant l'arc CB et dépasser l'extrémité B de telle sorte qu'elle remontera, suivant BD, à peu près jusqu'à la ligne tracée CD; il s'en faudra toutefois d'un petit intervalle qu'elle n'y arrive, circonstance due précisément à la résistance de l'air et du iil. De là nous pouvons conclure, en toute vérité, que Vimpetus acquis par la balle au point B dans sa descente le long de l'arc CB est tel qu'il suffit à la faire remonter, le long d'un arc identique BD, à la même altitude. Cette expérience faite et refaite, fixons dans le mur, tout contre la verticale AB, en E, par exemple, ou en F, un clou qui fasse saillie de cinq ou six doigts; le fil AC tournant comme tout à l'heure, la balle décrira l'arc CB; quand elle arrivera en B, le fil accrochera le clou Ë et la balle sera obligée de parcourir la circonférence BG décrite de E comme centre; nous verrons alors ce que pourra produire le même impetus qui, acquis à l'extrémité B, peut remonter le mobile suivant l'arc BD jusqu'à la hauteur de l'horizontale CD. Eh bien, messieurs, vous verrez avec plaisir la balle atteindre l'horizontale au point G; la même chose arriverait si le clou était planté plus bas, en F par exemple; la halle décrirait alors l'arc Bl et terminerait toujours son ascension à la ligne CD, et si le clou était trop bas pour que la longueur du
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SI permltà la balle d'atteindre la hauteur de CD (cela arriverait si le clou était plus près de B que de CD), le fil s'enroulerait autour 'àa clou. Cette expérieDce ne permet pas de douter de la vérité du principe supposé. Les deux arcs C6, DB étant égaux et semblablement placés, le moment (momento) acquis dans la descente sur CB est le même que celui qui serait acquis suivant DB; mais le momen t acquis en B suivant dB es t capable de remonter le même mobile suivan t BD ; donc le moment acquis suivant DB est égal à celui •qui remonterait le même mobile le long du même arc de B en D, ■de sorte que, d'une manière générale, le moment acquis dans la «hute suivant un arc quelconque est égal à celui qui peut Faire rebondir le même mobile le long du même arc. Mais tous les moments qui font rebondir le mobile le long de tous les arcs BD, BG, BI sont égaux puisqu'ils sont faits du moment acquis dans la descente CB, comme le montre l'expérience. Donc tous les moments acquis en descendant suivant les arcs DB, GB, IB sont ^gaux.
Sagredo. — Ce raisonnement me parait concluant et l'expélience est si bien accommodée à la vérification du postulat que celui-ci mérite d'être admis comme s'il était démontré.
Salviati. — Je ne veux pas. S' Sagredo, que nous supposions ici plus que nous ne le devions; d'autant plus que le postulat admis va nous servir principalement dans les mouvements se faisant sur -des surfaces planes et non sur des surfaces courbes, sur lesquelles l'accéléra lion se fait d'une manière très différente de celle que nous supposons sur les plans. Si l'expérience précédente nous montre que la chute le long de l'arc CB confère au mobile un moment tel -qu'il remonte ensuite à la même hauteur par l'un quelconque des arcs BD, BG, BI, nous ne pouvons pas montrer avec la même évidence que la même chose arrivera quand une balle parfaite descendra le long de plans inclinés tracés suivant la corde de ces mêmes arcs; au contraire, il est croyable que, les plans formant un angle au point B, la balle, descendue le long de la corde CB, rencontrant un obstacle à l'arrivée sur les plans qui remontent suivant les cordes BD, BG, BI, perdra, dans le rebondissement, une partie de son impetus et ne pourra pas remonter à la hauteur 4e la ligne CD. Mais, l'obstacle enlevé qui nuit à l'expérience, il me paraît bien que l'esprit continue à concevoir que Vimpetus
,yGoot^ic
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(lequel CI) effet renferme la force de toute la chute) serait capable de remonter le mobile à la même hauteur. Prenons donc pour le moment cette affirmation comme un postulat. Sa vérité absolue sera établie ultérieurement quand nous verrons les conclusions asâises sur cette hj'pothèse être ponctuellement conformes à l'expérience. L'auteur, ajant admis ce seul principe, passe aux propositions complètement démontrées.
[Ces propositions sont les principales propriétés du mouvement uniformément accéléré ; la proportionnalité des espaces aux carrés des temps, le fait que les espaces parcourus dans des temps égaux successifs croissent comme les nombres impairs. Elles constituent les propositions 1 et II du Traité] ("*)-
Simplicio. — Je suis assez bien convaincu que les choses se passeront de la sorte, une fois posée et reçue la définition du mouvement uniformément accéléré. Mais que telle soit l'accélération dont use la nature dans la chute des graves, c'est un point sur lequel je conserve des doutes; pour mon intelligence et pour celle de bien d'auircs qui me ressemblent, il me parait qu'il serait opportun ici d'indiquer une de ces eipériences qui, a-t-on dit, sont nombreuses ei qui, dans des cas divers, s'accordent avec les conclusions démontrées.
Sal\>iati. — Vous faites là, en homme de science, une demande bien raisonnable et conforme à la coutume et aux convenances des sciences qui appliquent les démonstrations mathématiques à des conclusions concernant la nature (c'est te cas, par exemple, de la Perspective, de l'Astronomie, de la Mécanique, de la Musique, etc.); les auteurs y demandent à l'accord avec l'eîipérience la confirmation de leurs principes, qui sont le fondement de toute la construction ultérieure .... Aussi notre auteur n'a-t-il pas négligé de recourir à l'expérience ....
Dans l'épaisseur d'une règle, c'est-à-dire d'une planche de bois longue de 13 coudées environ, large d'une demi-coudée et épaisse de 3 doigts, était creusé un canal large d'un peu plus d'un doigt. 11 était tracé très droit et, pour qu'il fût bien poli et bien lisse, il était recouvert intérieurement d'une feuille de parchemin aussi
e poalulat qui vient d'être énoDCé n'intervient pas encore
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lastrée que possible. On faisait descendre dans te canal une bille de bronze très dur, bien ronde et bien polie. La règle, faite comme on vient de le dire, avait une de ses extrémités élevée d'une coudée oa deux, arbitrairement, au-dessus du plan horizontal. On laissait descendre, comme je l'ai dit, ia bille par le canal et l'on notait, de la manière que je vais dire, la durée de toute la course; on répétait le même essai de nombreuses fois pour bien s'assurer de la valeur de cette durée, et, dans cette répétition, on n'a jamais trouvé de difFérence supérieure au dixième d'une pulsation. Cette opération faite et établie avec précision, nous fîmes descendre la même bille sur le quart seulement de la longueur du canal; ta durée de la chute, mesurée, se trouva toujours rigoureusement égaie à la moitié de l'autre.
.... L'expérience ayant bien été répétée cent fois, toujours les espaces parcourus se sont trouvés dans le rapport des carrés des temps, et cela quelle que fût l'inclinaison du plan, c'est-à-dire du canal oii descendait la bille. Nous avons observé aussi que les durées de chute sur des plans diversement inclinés étaient dans la proportion que leur assignaient les démonstrations de notre auteur ("*)> Pour ce qui est de la mesure du temps, un grand seau plein d'eau était suspendu en l'air; un petilorilice percé dans son fond laissait échapper un petit filet d'eau que l'on recevait dans un petit vase pendant tout le temps de la descente de la bitle le long du caaal ou de ses parties; les quantités d'eau ainsi recueillies étaient pesées sur une balance très exacte; les différences et les rapports de leurs poids donnaient les différences et les rapports des temps et cela avec une telle justesse que, comme je l'ai dit, ces opérations maintes et maintes fois répétées n'ont jamais donné une difTérence notable.
L'Ouvrage. — Scholie. — On doit entendre que ce qui a été démontré pour les chemins parcourus sur la verticale est encore vrai sur des plans d'inclinaison quelconque. En effet, on a supposé que, sur de tels plans, le degré d'accélération suit la même loi, qui est celle de la croissance du temps, c'est-à-dire celle de la suite des nombres entiers ( " ' )■
("*) Dé mon stra Lions rapirartées dans ce qui va suivre.
( '" ) Ainsi Galilée ne se sert pas de son postulat pour démontrer que la chote sur les plans inclinés est uaiformément accélérée : il l'admet. Il pourrait cependant faire une démonstration. Le lecteur la fera facilement.
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Satviati ("*)■ — Ici je voudrais, S' Sagredo, qu'il me fût permis, même au risque d'ennuyer le S' Simplicio, de suspendre an momeot notre lecture pour que je puisse développer, en m'appu)'ant sur ce que nous avons dit et démontré jusqu'ici ainsi que sur quelques conclusions mécaniques {"') enseignées antérieurement par notre académicien, tout ce que ma mémoire me permet d'ajouter pour une confirmation plus gmnde de la vérité du principe que nous avons étudié plus haut par des raisonnements probables et par l'expérience.
Et auparavant, it importe, pour aboutir à des conclusions géométriques, de démontrer un seul lemme élémentaire touchant la considération des impetus {'**). . ..
Considérons en premier lieu comme un fait très connu que les moments ou les vitesses d'un même mobile sont différentes sur des plans différemment inclinés ; que le maximum a Heu sur la ligne verticale; que, sur les lignes inclinées, la vitesse diminue au fur cl à mesure que la ligne s'écarte de la verticale, c'est-à-dire s'incline plus obliquement, et que, |>ar conséquent, Vimpelus, le talento, l'énergie, nous dirons le moment de descente {momento del discendere) est diminué, dans le mobile, par le plan sur lequel il a'appuie et descend.
Pouf mieux nous rendre compte, soit la ligne AB verticale.
('") C'«n ici qne commepce l'addition de l'édition de Bologne.
("*) Le mot mécanique désigne, chei Galilée, les éludes sur les machines.
('■■) Noirs allons assister ici i un travail très intéressant se faisant dans la pensée de Galilée : l'analyse de la notion qu'il désigne par le mot d'impelia, qui lui apparaît d'abocd sous une forme vague, puis se précise peu i peu, sans arriver, peut-être, à la précision parfaite.
Il y a analogie, dans l'origine de cette notion, avec celle de force des corps en mouvement, avec Vimpelui de Léonard de Vinci et de Descartes. Galilée qualifie plus loin l'impelu* d'énergie du mouvement. Mais l'analogie disparait dés que l'analjrse commence. Cette analyse est fondée sur l'idée très féconde, et véritablement expérimentale, de mesurer Vimpelus, la tendance au mouvement, par la farce statique qui peut s'y opposer.
Au début, Galilée semble confondre Vimpetia avec la vitesse (tiotr par exemple le passage signalé par la note 104) ou, au moins, mesurer le premier par la seconde (voir les lignes qui suivent la présente note 114). 11 y a peut-être lA l'iallueoce d'Aristote pour lequel forer et vitesse se correspondent; il y a peut-être aussi l'influence de la notion de moment que Galilée a développée en statique dans les Méchaniques. Mais la pensée de Gulilée, éclairée par la connaissance cinématique du mouvement uniformément accéléré, va se dégager de ces conceptions; la forme restera embarrassée et même obscure; le savant florentin n'arrive pas A faire correspondre rigoureusement la force statique i l'aceéléraCion, mais iJ it le chemin qui conduit i cette correspondance.
MOUVEMENT
JiicllDona-]a ensuite diversement sur l'horizon comme en AD, AE, AF, etc. Je dis que l'impelus maximum et total du grave pour descendre a lieu sur la verticale BA, qu'il est moindre sur DA, moindre encore sur EA, qu'il va encore en diminuant quand on passe à la ligne la plus inclinée FA, et que fînaleroent il est com-
plètement anéanti sur l'horizontale CA, où le mobile se trouve inditTérent au mouvement et au repos et ne présente de lui-même aucune tendance k se mouvoir d'aucun côté ni aucune résistance a être mis en mouvement ('**)■ En effet, de même qu'il est impossible qu'un grave ou un ensemble de graves se meuve naturellement vers le haut en s'éloigitant du centre commun oîi tendent les choses pesantes, de même il est impossible qu'il se meuve spontanément si, dans son mouvement, son centre de gravité ne se rapproche pas du centre commun; donc, sur l'horizontale, qui s'étend sur une surface également distante dudit centre et qui est sans inclinaison, Vimpetus ou le moment du mobile sera nul. Étant instruits de ce changement d'impetus, il faut maintenant que j'explique ce que notre académicien a jadis, dans un ancien Traité de Mécanique {' ' *), composé à Padoue pour le seul usage de ses élèves, longuement et complètement prouvé à propos de l'origine et de la nature du merveilleux instrument de la vis. Pour savoir dans quelle proportion se fait ce changement d'impetus sur des plans diversement inclinés, par exemple sur AF, menons la hauteur de ce plan au-dessus de l'horizon, c'est-à-dire la ligne FC suivant laquelle l'i'm/^cfus d'un grave et son moment de descente (momento del discendere) sont maxtma, et cherchons
(">) Vnir Let Méchaniques, noie 44.
('") Voir note 113. Il s'agit dtt Miehaaiquei, citées dans le Livre I.
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dans quel rapport eal ce moment avec le moment du même mobile sur la ligne inclinée FA. Je dis que ce rapport est le rapport inverse desdites longueurs, et c'est là le lemme qui doit précéder le lliéorème que j'espère ensuite pouvoir démontrer. Manifestement, aussi grand est Vimpettts de descente d'un grave, aussi grande est la résistance ou la force minima qui suffit à l'empêcher ou à l'arrêter; pour mesurer cette force, celte résistance, je me servirai de la gravité d'un antre mobile. Imaginons que sur le plan FA repose un mobile G «Itaché à un fil qui passe sur F et supporte un poids H, et considérons que la chute de H, ou son élévation sur la verticale, est toujours égale à toute l'élévation ou à toute ]a chute de G le long du plan incliné AF, mais non pas à l'élévation ou à la chute verticale, la seule dans laquelle le mobile G (ou tout autre mobile) exerce sa résistance, comme il est évident. Dans le triangle AFC, le mouvement du mobile G, par exemple vers le haut de A en F, est compose du mouvement transversal et horizontal AC, et du mouvement vertical GF; or, pour ce qui est du déplacement horizontal, la résistance au mouvement est nulle, comme on l'a dit, parce que ce déplacement ne produit aucune diminution ni aucune augmentation de la dislance au centre des choses pesantes, distance qui, sur une horizontale, se conserve toujours la même; par c<%nséquent il reste que la résistance est due seulement au fait que le mobile doit gravir la verticale CF. Puis donc que le grave G, se mouvant de A en F, résiste seulement du fait de l'élévation verticale CF, mais que l'autre grave H descend suivant la verticale nécessairement de toute la longueur FA, et puisque le rapport entre l'ascension et la descente reste toujours le même, que le mouvement des mobiles soit grand ou petit (ils sont en ellct réunis ensemble), nous pouvons affirmer que, quand il y aura équilibre, c'est-à-dire repos des mobiles, les moments, les vitesses, ou leurs tendances au mouvement, c'està-dire les espaces qu'ils parcourraient dans le même temps, devront être en raison inverse de leurs gravités, conlormémenl à la loi qui se démontre dans tous les cas de mouvements mt'caniques {"')■ Par suite, il suffira, pour empêcher la chute de G, que H soit d'autant moins lourd par rapport à lui que l'espace GF est moindre par rapport à l'espace FA. Donc les graves G et H étant entre eux comme FA à FG, il s'ensuivra que l'équilibre aura lieu
("') Voir Le* Michaaiquet, Liv. I, Chap. I, §t.
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c'est-à-dire que les graves H, G auront des moments égaux et que leur mouvemenl cessera. Et puisque nous sommes convenus que, pour un mobile, Vimpetus, l'énergie, le moment ou 1» propension au mouvement a la grandeur de la force ou résistance mlnima qui suffit à le tenir fixe, nous conclurons que le grave H est suffisant pour empêcher le mouvement du grave G; donc le poids le plus petit H, qui exerce son moment total sur la verticale FC, sera la mesure précise du moment partiel que le plus grand poids G exerce sur te plan incliné FA; mais la mesure du moment total du même grave G est Inî-méme (puisque pour empêclier la chute verticale d'un grave il faut l'action contraire d'un grave égal qui soit cependant libre de se mouvoir verticalement). Donc Vimpetus ou le moment partiel de G sur le plan incliné FA est à Vimpetus maximum et total du même G sur la verticale FC comme le poids H au poids G, c'est-à-dire, par la construction, comme la hauteur FC du plan est au plan FA. C'est là le lemme que nous nous proposions de démontrer.
Sagredo. — De ce que Votre Seigneurie a démontré jusqu'ici, il me paraît qu'on peut facilement déduire, en raisonnant sur des proportions inverses, que les mouvements du même mobile sur des plans diversement inclinés, comme FA, FI, et ayant ta même hauteur, sont entre eux dans le rapport inverse des longueurs des plans.
Salciali. — La conclusion est très exacte. Cela posé, je passe à la démonstration du théorème qui énonce que :
Les degrés de vitesse d'un mobile descendant, par un mouvement naturel, de la même hauteur, sur des plans inclinés d'une manière quelconque sont toujours égaux à l'arrivée sur une même horizontale, quand tous les obstacles sont écartés.
Il fiiut, ici, faire il'abord la remarque suivante : il a été établi que, sur un plan incliné quelconque, la vitesse ou la quantité iVimpelus d'un mobile partant du repos croît comme le temps (c'est la déiinilion donnée par noire auteur pour le mouveinei>t naturellement accéléié); donc, comme cela a élé démontré dans la proposition précédente, les espaces parcourus sont en raisoa doublée des temps et, par suite, des degrés de vitesse; tels furent les impelus dans le premier mouvrment, tels seront proportionnellement les degrés de vitesse acquis dans le même temps,
io6
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puisque les uns et les autres croissent suivant la même proportion dans te même temps.
Soient maintenant le plan inclÎDé A6 et sa hauteur au-dessu» de l'horizon, la verticale AC, et l'horizoalale CB. Ainsi qu'il » été démontré tout à l'heure, Vimpetus d'un mobile suivant
Fig. 48.
la verticale AC est à l'impetus du m<ïine mobile sur le plan incliné AB comme AB à AC; prenons alors sur AB une longueur AD troisième proportionnelle entre AB, AC ("*); l'impetus suivant AC sera à l'impetus suivant AB, c'est-à-dire suivant AD, comme AC est à AD; par conséquent, dans l'espace de temps où le mobile parcourrait la longueur verticale AC, il parcourra la longueur AD sur le plan incliné AB (les moments étant comme les espaces), et le degré de vitesse en C sera, avec le degré de vitesse «n D, dans le même rapport que AC à AD ("*)■ Mais le degré de
_ ,, AD AC
{-)Tell.nu«Âc=ÂB-
('") Galilée a considéré plus haut que le motnent, Vimpetu» d'un mobile sur un plan incliné était mesuré par la force statique capable de maintenir ledit mobile le moment, Vimpetus peut ic mesurer par la vitesse it d'un temps déterminé. Rien ne dit a priori
ces dei
:pos. Ici, il considér ar le mobile a mndes de mes
e la 9
; acquise Lcidé
suppres mine une accëlératia portionnalité des (or grand déïeloppemen
après un parcours déterminé etce troisième mode de mesurt avec les deux précédents. Ici apparaît donc le principe pbyon d'une force statique tenant un point en équilibre déter- 1 force. C'est le principe d
ortionnelle à
. accélérations, énoncé s
la Mécanique d^Huygenï
a for
a pris
Reech.
, , vers plans inclinés, les
ne les espaces parcourus dans le mérae temps A
résulte de l'hypoihése qu'ils sont comme les vi-
: temps. Mais il se pourrait que Galilée ne l'ait
il l'ait admis a priori sous la poussée de sa notion statique de
ipprochée de celle à'impelus et qui. noua le savons, coïncide
Ire notion moderne de travail virtuel.
>us l'avons déjà remarqué dans la note 114, que la démonstra* . obscure. On verra plus loin qu'Huygens a trouvé ce passage peu satisfaisant (note 119). IVIais c'est précisément l'étude de ces passages obscur» pour qui s'intéresse à l'origine des idée».
partir du repos. A la vérité, cel tesses acquises au bout du mé
tioD de Galilée
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vitesse en B est au même degré de vitesss ea D comme le tempscorrespandant à AB au temps correspondant à AD (par la définitioD du mouvement accéléré), et le temps correspondant à ABest au temps correspondant à AD comme AC. moyenne proportionnelle entre BA et AD, est à AD (par le dernier corollaire de la seconde proposition) ('*•). Donc les degrés de vitesse en B el en C ont avec le degré de vitesse en D le même rapport, celui de AC à AD; ils sont donc égaux : ce <|u'il fallait démontrer., . .
Reprenons la lecture du texte ("').
TnÉOHÈHE III. — PnoposiTiOH III, — Si, stiritnplan incliné el sur une verticale dont la hauteur est la même, le même mobile descend en partant du repos, les durées de chute seront entre elles comme les longueurs du plan et de la verticale.
Soient un plan incliné AC el une verticale AB, dont la hautenr au-dessus de l'horizon CB est la même BA. Je dis que, pour un même mobile, les dorées de chute sur le plan AC et sur la verlicale AB ont le même rapport que la longueur du plan et la longueur de la verticale AB. Concevons, en effet, autant d'horisontates DG, El, FL que nous voudrons. Par notre hypothèse, les degrés de vitesse acquis aux points G, D par le mobile parti de A sont égaux, puisque les accès vers l'horizon le sont; de même
Fie- i9-
en I, £, et en L, F. Si l'on ne trace pas uniquement ces horizontales, mais si l'on en mène de tous les points de ta ligne AB jusqu'à la ligne AC, il faut concevoir que les moments, c'est-à-dire les. degrés de vitesse aux deux extrémités d'une même horizontale seront toujours égaux entre eux. Les deux espaces AC, AB sont
('*•) Nous n'avons pis cité la démon straiion de cette propriété. Le lecteur y suppléera facilement.
(■") Ici cesse l'addition de l'éditioa de Bologne.
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donc parcourus aveo les mêmes degrés de vitesse. Mais il a été démontré que, si deux espaces soat parcourus par iid mobile animé des mêmes degrés de vitesse, les durées de trajet sont dans le rapport des espaces. Donc la durée du parcours AC est à celle du parcours A6 comme la longueur du plan AC à la longueur de la verticale AB. C. Q. F. D,
[Suit une série de théorèmes touchant la chute des corps sur des plans diversement inclinés.]
Quatrième iourkée. — Do uouvbhent dbs projectiles.
VOm'rage. ■ — J'imagine un mobile lancé sur un plan horizonlal, tout obstacle étant écarté. On sait, par ce qui a été dit ailleurs, que son mouvement restera indéfiniment uniforme sur le plan si celui-ci s'étend à Tinfini ('**). Mais si le plan est limité et s'il est installé en l'air, lorsque le mobile, que nous supposons soumis à la gravité, dépassera son extrémité, il ajoutera à son premier mouvement uniforme et indestructible la propension qu'il a vers le bas du fait de sa gravité ; de là naîtra un mouvement composé du mouvement horizontal et du mouvement naturellement accéléré de descente. J'appelle ce mouvement projection
Théorème I. — Propositioh l.^ Le projectile animé du mouvement composé du mouvement uni/orme horizontal et du mouvement naturellement accéléré de descente décrit une demie-parabole. . . .
Soit une horizontale ou un plan horizontal AB placé en l'air et le long duquel un corps se meut de A en B d'un mouvement unil'orme. £n B, l'appui du plan manquant, le corps, en vertu de son poids, est entraîné pur sa gravité dans un mouvement naturel suivant la verticale BN el vers le bas. Prolongeons AB par la ligne BE qui nous servira à mesurer le cours du temps; marquons sur BE des durées égales fiC, CD, DE et par les points 0, D, E menons des parallèles à BN; prenons, sur la première de ces parallèles, une longueur quelconque CI, sur la suivante une longueur quadruple DF, sur la troisième une longueur neuf fois plus grande EH, et ainsi de suite, les longueurs successives croissant comme les
('") C'est une extension de ce qui a été dit dans le passage signalé par la
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carrés de CB, DB, EB, ou, comme on dit, en raison doublée de ces ligues. Imaginons qu'au déplacement du mobile porté de B en C par le mouvement unîl'orme nous ajoutions sa descente verticale
Fi|. So.
suivant la longueur CI; au temps BC, le corps se trouvera en 1; au temps BD ^ aBC, la hauteur de chute sera égale à 4*^11 c»r ■' a été prouvé, dans le premier Traité, que dans le mouvement naturellement accéléré, les espaces sont comme les carrés des temps; de même l'espace EH parcouru dans le temps BE sera neuf fois CI; de sorte que les espaces ËH, DF, Cl sont entre eux comme les carrés des lignes EB, DB, CB... Les points I, F, H sont donc sur une parabole —
Sagredo. — On ne peut nier que ce raisonnement ne soit neuf, ingénieux et concluant. Il repose sur la supposition suivante : le mouvement transversal se maintient toujours uniforme; pareillement le mouvement naturel de descente conserve toujours sa propriété de se faire en s'accéiérant selon la raison doublée des temps ; et ces mouvements et leurs vitesses, en se mélangeant, ne s'altèrent, nî ne se troublent, ni ne s'empâcbent mutuellement {'"'), si bien que finalement la trajectoire du projectile ne
('") C'est le principe de la composilioa des mouvements ou de l'indépendance des effeU des forces. Comparez avec le passage de Descartes, relatif à la tifleiioD, note 93. Calilée voit mieux que Dcscarten le caractère non nécessaire de ce principe.
On remarquera que Galilée n'a traité du n la vitesse initiale est horizontale. Certains a que, daos sa pensée, la composition du m mouvement de projection non horizontal n'aurait pas été légitime, ces deux mou- Tement n'étant pas sufGsantment indépendants l'un de l'autre. Avec l'idée cartésienne de la persistance indéfinie de tout Diouvement, il était naturel de corn-
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.changera pas de nature quand le mouvement se continuera. Or, cette conclusion me parait impossible. £d effet, l'axe de notre parabole..., étant vertical, va se terminer au centre de la Terre; la parabole s'éloignant toujours de son axe, le projectile n'ira jamais au centre de la Terre, ou, s'il y arrive, comme cela paraît nécessaire, la trajectoire se transformera en une autre, très différente -de la forme parabolique.
[A cette objection, Simplicio ajoute les suivantes : i" l'auteur a tort de supposer, dans sa démonstration, que toutes les verticales sont parallèles, alors qu'elles concourent au centre de la Terre ; ■2" il a tort de faire abstraction de la résistance du milieu.
Saivîati répond que toutes ces objections sont fondées, mais qu'il est permis de les écarter dans une première approximation. La distance du centre de la Terre est assez grande par rapport aux portées des projectiles pour qu'on puisse considérer toutes les verticales comme k peu près parallèles, bien que, en toute rigueur, la forme de la trajectoire doive différer de la forme para- <bolique pour, finalement, passer par le centre la Terre (*'*)■
Quant à la résistance de l'air, elle a certainement une influence, mais une influence très variable avec la forme, la vitesse, le poids du mobile. Pour en tenir compte scientifiquement, il convient d'en faire d'abord abstraction, puis de n'utiliser les résultats obtenus à la faveur de cette abstraction que dans les limites qu'assignera l'expérience. D'ailleurs l'expérience montre que la résistance • de l'air n'est pas très considérable sur les projectiles ordinaires, Kn faisant tomber une boule de bois et une boule de ptomb d'une bauteur de aoo coudées, Salviati a remarqué que celle de bois, sur laquelle l'air devait cependant avoir plus d'action, n'était pas sensiblement retardée par rapport à celle de plomb : or les viiesses atteintes dans une telle cbute étaient plus fortes que celles qui se rencontrent dans le tir des projectiles (les armes à feu mises à pari). D'autre part, il a fait osciller au bout de pendules de longueurs .égales deux spbères de plomb; l'une faisait de grandes oscillations .(sa vitesse était donc grande); l'autre en faisait de très petites : -ces oscillations se faisaient presque exactement dans le même
poser, k la manière de Galilée, le inouvement de descente des graves avec une projection quelconque, horizontale ou oblique. C'est ce que Gassendi a fait le
premier dans les écrits cités à la Su du paragraphe 1. Il y avait li, en somme, une généralisation de l'idée d'accumulation des impetia. {'»') Voir le Traité des AfécAanigues, noie 35.
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temps, malgré la différence que la différence des vitesses devait apporter dans l'actioD de l'air, si elle était notable. Il faut d'ailleurs mettre à part les projectile:! lancés par des armes à feu : ponr ceux-là les vitesses sont telles quela résistance de l'air ne peut-être négligée et la trajectoire parabolique est modi&ée.]
§ 3- — Commentaires.
Les citatioDs qui précèdent montrent bien la différence d'esprit de Descartes et de Galilée.
Galilée est un observateur de la nature beaucoup plus attentif et beaucoup plus scrupuleux que Descartes. S'attaquant à des problèmes particuliers, bien déterminés, il les étudie à fond par une analyse admirable et c'est ainsi, par des exemples précis, qu'il met en lumière les idées fondamentales. A l'originalité des conceptions, il joint la prudence de la méthode. Aussi va-t-il en progressant sans cesse; et l'addition, faite dans sa vieillesse, à l'édition de Bologne apporte encore des éléments nouveaux et importants dans la Mécanique.
Descartes, abandonnant plus tôt que Galilée les enseignements de la nature pour s'en rapporter à sa raison, a l'esprit plus génératisateur. Son véritable mérite, a dit excellemment M. Mach, est « d'avoir, le premier, recherché en Mécanique un point de vue plus général et plus fécond; c'est d'ailleurs en cela que consiste le travail spécial des philosophes et c'est là qu'il faut chercher la raison de leur influence fécondante et stimulante » t.'*').
Que l'on compare, par exemple, la manière dont Galilée et Descartes présentent le principe de l'inertie : Galilée le fait entrevoir comme l'aboutissant de remarques faites sur le plan incliné (voir les notes 44, il5 et 122); mais il n'en donne pas un «Doncé général, ce que fait Descartes. Que l'on compare aussi ce que Descartes et Galilée disent du principe du travail virtuel (Livre I, Chap. III, §§ 1 et 3).
Mais la tendance de Descartes à voir dans sa raison la mesure
{"') La Mécanique, p. 191.
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de tout g&te souvent ses plus belles conceptions et les empêche même parfois de progresser avec le temps. Les passages des Principes cités plus haut sont caractéristiques à cet égard ; ils ne marquent vraiment pas un pas en avant par rapport aux extraits de la Correspondance ou de la Dioptrique.
Mais il est inutile de s'arrêter plus longtemps à ce parallèle et il convient d'examiner les citations qui précèdent à un autre point de vue.
Au début de toute recherche physique, Tintelligence humaine se trouve en présence d'idées vagues qui sont un mélange de suggestions expérimentales et de conceptions plus ou moins métaphysiques de l'esprit. Le premier travail consiste à les débrouiller. A l'origine de la Dynamique, nous voyons ainsi apparaître deux notions : celle àe force d'un corps en mouvement et celle d'impetus avec lequel un corps tend à se mouvoir sous une action étrangère, sous l'action de la pesanteur par exemple [il s'agit ici de Vimpelus de Galilée et non de celui de Descartes (note 114)]. Deux voies s'offrent ainsi dès le début où peut s'engager la Mécanique; il s'agit de savoir laquelle de ces deux notions elle s'attachera à préciser pour en faire une notion fondamentale.
Avec Descartes, l'attention se fixe sur la force des corps en mouvement. C'est la source d'un courant de recherches qui se perd d'assez bonne heure mais réapparaît avec une grande ampleur au xix^ siècle. L'état d'un système matériel étant défini par plusieurs paramètres, le déterminisme scientifique, c'est-à-dire la simple notion de loi, nous apprend que certaines fonctions de ces paramètres doivent rester constantes C^*). On peut chercher, parmi ces fonctions, celle qui traduit le mieux l'idée vague de force d'un corps en mouvement : c'est ce qu'on appelle aujourd'hui Yénergie du système. Dans cette fonction énergie on peut chercherii mettre en évidence des groupes de termes que l'on considère comme représentant chacun l'énergie d'une partie. La constance de l'énprgie totale ne peut avoir lieu que moyennant certaines
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relations entre les variations des énergies partielles et ces relations, qui découlent de la forme de la fonction énergie, sont une manière d'exprimer Taction d'une partie du système sur une autre. Chez Descartes, c'est la quantité de mouvement qui joue le rôle d'énergie; ce sera la force vive chez Leibniz. De nos jours les savants qui ont développé les idées de Helmholtz se sont placés au point de vue que nous venons d'analyser, comme on peut le voir d'une manière très précise dans le Commentaire aux principes de la Thermodynamique de M. Duhem ('"').
C'est au contraire Vimpetus de la tendance au mouvement qui occupe Galilée. Il éclaire cette notion obscure en mesurant l'impetus par la force statique qui l'arrête. Cette méthode est bien plus précise que celle de Descartes; nous avons dit plus haut qu'il y avait, dans les idées premières de toute science physique, une part expérimentale et une part de l'esprit; chez Descartes, la part de l'esprit est exagérée; la méthode de Galilée fait bien davantage appel à l'expérience; elle rattache la notion àUmpelus à la notion, déjà vivement éclairée par des études assez avancées sur l'équilibre, de force statique qui vient lui prêter un appui solide. On peut remarquer que, de même, la notion d'énergie ne deviendra féconde que lorsqu'on pourra l'étayer sur autre chose que sur une idée a priori, lorsque, grâce au théorème des forces vives et à la notion de potentiel, on aura mis en évidence et étudié l'énergie dans un grand nombre de problèmes particuliers et donné de la sorte à cette notion, pour ainsi parler, une sanction expérimentale qui lui manquait du temps de Descartes.
Courant énergétique, courant statique, telle est la manière dont tendent à se partager, dès le début, les recherches de Mécanique. Naturellement le partage ne sera pas toujours très net et les deux courants se mêleront; mais ils n'en existeront pas moins l'un et l'autre.
('") Voir notamment la manière dont M. Duhem déCnit le« actions d'un système sur un autre et les échanges de chaleur en ire deui systèmes, et comparer avec les derniers mois du passage de Descartes signalé psr la note 36.
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LE CHOC DES CORPS
g 1. — Wallis et la quantité de mouvemeat.
Nous laisserons de côté, malgré leur intérêt, les études de Marcus Marci (1639) et de Galilée sur le choc des corps. On les trouvera résumées dansleLivredeM. Mach. Nous en viendrons tout de suite au concours institué sur ce sujet en 1668 par la Société royale de Londres. Trois savants, Wren, Wallis et Ch. Huygens résolurent le problème indépendamment l'un de l'autre.
Dans les Mémoires qu'ils soumirent à la Société, Wallis traita seulement du choc des corps parfaitement mous, Wren et Huygens s'occupèrent uniquement de celui des corps parfaitement élastiques. De là, dans leurs conclusions, des désaccords qu'ils n'ont pas compris tout d'abord : on trouve, en effet, dans une lettre d'Huygens la phrase suivante ; « Je ne sais si M. Wallis aura pu réduire ses règles au même sens des nôtres (de celles d'Huygens et de Wren) car je n'y vois pas beaucoup de rapport »('*'). Contrairement à cette prévision, Wallis est parvenu à rattacher à ses idées les résultats de Wren el d'Huygens. Sa théorie complète du choc se trouve dans son traité De Motu, paru en 1669- 1 67 1 , dont nous allons citer quelques passages.
('") Lettre.du ag mai 1669. Correspondance d'Huygent, t. VI, n' 1738.
„Googlc
GâNSKALITes sua LE MOUTBKIHT ("*).
J'appelle moment (momenlum) ce qui conduit à la production du mouvement.
J'appelle empêchement (impedimentum) ce qui s'oppose au mouvement ou l'empêche. . , .
L&/orce motrice {vis mot/ix) ou simplement h/orce (vis) est la puissance de produire le mouvement. . . .
La résistance (resistentia) ou force de résistance {vis resistendi) est la puissance contraire au mouvement ou encore la puissance qui résiste an mouvement ("•).. , .
La gravité est une force motrice vers le bas, c'est-à-dire vers le centre de la Terre. . . .
J'appelle poids la mesure de la gravité.
Proposition VU. — Les effets sont proportionnels à leurs causes adéquates.
Car si une cause C produit un effet E, une autre cause C, toutes choses égales d'ailleurs, produira un autre effet E. . . . Si les circonstances sont telles que la seconde cause C ne produit pas un effet égal à celui de la première, c'est que l'une ou l'autre de ces deui causes C n'est pas une cause adéquate; l'une ou l'autre est aidée ou empêchée par lesdites circonstances. C'est contre l'hypothèse.
Proposition VIII. — La réunion de deux causes contraires est équivalente à l'excès de la plus forte. La réunion de deux causes concordantes est équivalente à leur somme.
[La démonstration est analogue à celle qui précède.]
{'") Noua citons quelques choc des corps. Ils soat utiles | la méthode de Wallis, et ils no la Statique sur le principe du I
('") On remarquera combiei quelles on déGait les grandeurj «n imaginant une expérience
ssages de chapitres qui ne sont pas relatifs au ur faire bien comprendre les idées directrices et I montrent comment Wallîa a fait reposer toute vail virtuel (c/. Livre I, Ch«p. III, § 3).
Ms définitions sont éloiguéea de celles par lesniroduites dans la Science, ainsi que le dit Robin, procédé expérimental, voir note 1 ).
Proposition X. — Dans un cas où sont réunis un moment el un empêchement, si le momeni est le plus forl, l'ensemble joue le rôle d'un moment. C'est l'inverse dans le cas contraire. . . .
En effei, le momeni et l'empêchement sont des contraires; l'un esl une cause positive, l'autre une cause négative. La proposition est évidente en vertu de la proposition VlII.
Proposition XI . — Si le moment l'emporte sur l'empécbement, le mouvement se produit; il commence s'il n'existait pas, il augmente s'il existait. Si l'empêchement l'emporte, le mouvement est empêché; il s'arrête ou diminue s'il existait.... S'il y a équivalence, il n'y a ni productioa ni disparition de mouvement; le repos ou le mouvement antérieur subsiste.
C'est la conséquence de la proposition précédente. Puisque la réunion du moment et de l'empêchement doit être tenue pour un momeni, un empêchement, ou un néanl, le mouvement ou bien se produit, ou bien est empêché, ou bien ne varie pas {projiosltion VII).
Remarque. — La dernière partie de cette proposition (le mouvement ou le repos se continuent s'il n'y a ni obstacle ni cause motrice) paraît être postulée par Galilée, Descartes, Gassendi, etc. ... Je ne me souviens pas d'avoir vu quelqu'un la démontrer.
Proposition XII. — Si une force est égale à une force contraire, elle arrête (sustinebit); si elle est moindre, elle ne produit même pas l'arrêt; si elle est plus forte (et s'il n'y a aucun autre obstacle) elle produit le mouvement. Et inversement, si elle produit le mouvement, elle est plus forte; si elle ne le produit pas, ou bien elle est moins forte, ou bien clic est égale, ou bien il y a un obstacle étranger.
Soient par exemple S une force vers le haut, D une force vers le bas. Si elles sont égales, elles équivalent à zéro (par la proposisition VlIl) el ne font pas de mouvement (par la proposition VU). Si S l'emporte, il se fait un mouvement vers le haut; si c'est D, il s'en fait un vers le bas. Elles équivalent à l'eîtcès de la plus forte (par ta proposition Vlli) et le mouvement s'y conformera (par la proposition VU).
Proposition XIII. — Les empêchements {impedimenta) de
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mouvemest cjui résulienl du poids des mobiles sonl, toutes choses égales d'ailleurs, proporiiounels ans poids. Ce qui ei*ldit du poids doit être entendu de tonte autre force résistante (vis contraria) qui sera analogue au poids... .
En effet, si un poids P produit un empêchement 1, un second poids P, toutes choses égales d'ailleurs, produira un autre empêchement i. . . en vertu de la pi*oposition VII.
Proposition XIV. — Les empêchements de mouvement qui résultent des longueurs à parcourir sont proportionnels à ces lon-
Proposition XV. — Les empêchements résultant à la fois du poids et de la longueur sonl en raison composée des poids et des longueurs.
Proposition XVII. — Les moments qui équivalent aux empêchements sont proportionnels aux empêchements.
Proposition XVIII. — Les inoments des forces sont, toutes choses égales d'ailleurs, proportionnels à la grandeur des forces.. , . .... en vertu de la proposition VII.
Proposition XIX. — Les momenis de forces égales sont, toutes
choses égales d'ailleurs, proportionnels aux temps d'action
.... en vertu de la proposition VU.
Proposition XX. — Les moments produits par des forces appliquées pendant un certain temps sont en raison composée des grandeurs des forces et des temps.
Proposition XXII. — Dans des mouvements quelconques, les nioments sonl proportionnels aux empêchements.
Proposition XXVII. — Si l'on compare plusieurs mouvements, les grandeurs des forces sonl, toutes choses égales d'ailleurs, en raison composée des poids et des vitesses.
En eiTel, d'après la proposition XXJI, le rapport des moments,
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qui est en raison composée des forces et des temps, est le même que celui des empêchements, qui est en raison composée des poids et des longueurs. Multiplions ces deux rapports par le rapport inverse des temps; on voit alors que le rapport des forces est en raison composée des poids et des longueurs et en raison inverse des temps, c'est-à-dire en raison composée des poids et des vitesses, c. ,.,.„.(•••).
CUAl-ITKE 11.
DE Ll. DBSCINTE DES GBIVES ET DE LA bACUVITÉ DES MODTBVENTS.
Proposition l. ■ — Toutes choses égales d'ailleurs, les graves gravitent eu raison de leurs poids. Et, généralement, toutes les forces motrices agîssi-nt en raison des forces.
Ainsi, si un poids P gravite comme G, un autre poids P gravitera comme un autre G.. .. Donc, 3 P gravitera comme 2 G.
Car la gravité est une force motrice; sa mesure est le poids (voir
('*') Toutes ces proposiiioDS soat dirnootrëes par Wallispar des raisonnements doQt les citations faites i propos des proposition: Vit, X, XI, XII, XIII donnent UDe idit surfisanle. Ka somme, il emploie Je procédé métaphysique (note 7). Il serait, en effet, superllu d'insister sur le fait que de semblables démonstrations ne démontrent rien; l'appareil logique, mis en branle par Waltis, est entièrement illusoire. Mais on peut considérer tous ces raisonnements comme une analyse des idées qae Wallis se fait de la production et des propriétés du mouvement; il est intéressant de les examiner k ce point de vue, de voir quelles sont pour lui, dans le phénomène du mouvement, les causeï adéquate» auxquelles s'applique sa proposition VII.
En somme Waltis considère, dans le monvement, un certain effet produit, le déplacemeut d'un poids sur une certaine longueur, et la nécessité de produire cet effet équivaut pour lui i un empêchement, i une re'iislance. Il faut une force poQT produire le mouvement. En comparant cette force à l'effet qu'elle produit dans un temps donné, à savoir le déplacement d'un poids, Wallis est conduit i l'évaluer par le produit du poids par la vitesse. Ces idées se rattachent nettement i celles d'Aristote. Elles en diffèrent toutefois par l'inlluence de celles de Descartes. Wallis, en effet, considère sa force moins comme une action étrangère que comme une force de corps en mouvement indestructible. De Ik une certaine confusion, une certaine obscurité (cf. note 134).
On voit que, pas plus que Descaries, Wallis n'avait une notion de ta niasse distincte de celle du poids. Ce point mis k part, son idée de force coïncide, comme celle de Descartes, avec l'idée moderne de quantité de mouvement. Mais le grand progrès de Wallis par rapport à Descaries est d'avoir compris la nécessité de donner un Figne k la quantité de mouvement.
Dana son chapitre I, Wallis distingue la /orce du moment (.voir prop. XX). Mais nous verrons que, plus tard, il confond force et moment, et prend pour moment notre moderne quantité de n
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ies définllions, Chap. I). La gravité mouvra doDC siiivani la rais des poids (par la proposition XVIII du Chapitre I).
Proposition JJf. — Un j^rave descend de la quantité doot il se rapproche du centre de la Terre; il monte de la quantité dont ils'en éloigne.
Et généralement, V avancement (progressas) d'une force motrice quelconque est la quantité dont elle se meut suivant sa direction ; le recul (régressas) est l'inverse. . . .
En elTet (par la définition de la gravité) [a descente des graves, on le mouvement dans la direction de la gravité, est un mouvement vers le centre de la Terre. Donc, on dira qu'un grave est descendu de la quantité dont il s'est approché du centre de la Terre.
Proposition IV. — Toutes choses égales d'ailleurs, un grave ou un composé de plusieurs graves aura une propension pour le chemin par où il desccndru davantage (c'est-à-dire qu'il y sera porté de piéTérence), et cette propension sera proportionnelle à la descente. Il aura une répugnance plus grande pour le chemin qui le fera le plus monter, et cette répugnance sera proportionnelle à l'ascension. Et inversement.
Pour les chemins qui descendent ou montent également, il j a propension ou répugnance égale. Et inversement.
Ces résultats s'appliquent aux antres mouvements. Le mobile sera porté de préférence sur le chemin qui avance le plus dans la direction de la force et la préférence sera d'autant plus marquée que le chemin avancera davantage.
[La démonstration de cette proposition est analogue à toutes celles qui précèdent. Ponr prouver l'égalité des proportions, Wallis invoque toujours la proposition VII du Chapitre I.]
Proposition V. — Les descentes des graves, comparées entre elles, valent (poltent) en raison composée des poids et des hauteurs de descente. De même pour les ascensions. . . .
Et généralement, les avancements ou reculs (progressas et régressas) des forces motrices valent en raison composée des forces et des déplacements selon la direction des forces.
Ainsi, si le grave P, descendant suivant D, vaut comme G, un autre grave P (toutes choses égales d'ailleurs), descendant de la
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même quantité, vaudra comme un autre G Donc, nP vaudra
comme rG; la valeur est en raison des poids (par la proposition Vil du Chapitre I).
De même, si un poids P descendant suivant D vaut comme G, une autre descente du même poids (tontes choses égales d'ailleurs) suivant un autre D vaudra autant, c'est-à-dire comme un autre O. Donc, une descente suivant mD vaut comme mG; lu valeur est en raison des hauteurs (par la proposition VII du Chapitre I) (*")■
Proposition Vf. — La descente et l'ascension étant réunies ensemble, on devra les tenir simplement pour une descente, si la descente a une valeur plus grande (prœpollet), pour une ascension si l'ascension a une valeur plus grande (et pour une ascension ou une descente égale à la différence), pour zéro s'il y a équivalence.
Si plusieurs ascensions (ou plusieurs descentes) sont réunies, elles valent ensemble comme leur somme.
Tout cela s'applique, mutatis muCandis, aux corps mus par une autre force motrice.
C'est évident par la proposition Vlll du Chapitre I.
Proposition VII. — Comparons des graves. Toutes choses égales d'ailleurs, ils pèsent ( pour produire une descente ou empêcher une ascension) dans le rapport de ce que vaudraient leurs ascensions ou leurs descentes, s'ils se mouvaient, c'est-à-dire en raison composée des poids et des hauteurs.
Ce résultat s'applique, mutatts mutandis, aux autres mouve-
En effet, comme les graves pèsent d'autant plus, toutes choses égales d'ailleurs, qu'ils sont d'un poids plus giand ( proposition 1 du présent Chapitre) et qu'ils descendent davantage (proposition IV de ce Chapitre), ils pèseront, en tenant compte de ces deux, propositions, dans le rapport de ce que vaudront, d'après ces deux considérations, leurs ascensions ou leurs descentes. Ce rapport sera ■ (proposition V de ce Chapitre) la raison composée des poids et des hauteurs. c. q. f. n.
('") Toujours ta même fausse rigueur. Et remarquer que Wallis ne dé fin il pas ce qu'il veut dire quand il parle de ce que valent (poUerti) les ascensions ou les descentes des graves. Au fond, tout se réduit à ceci : Wallis a le sentimeot physique que la notion du produit du poids parla hauteur (notre moderne notion de travail) est une notion importante {compares avec Descartes, note 74).
Soient, par exemple, deux graves (ou forces motrices) V et P. Supposons, ou bien qu'ils soient égaux et que, par leur situation, ils doivent, s'ils se meuvent, monter ou descendre également, ou bien qu'ils soient inégaux et que le plus lourd descende d'autant moins (dans le même temps) qu'il est plus lourd. Ces deux graves seront en équilibre (car les ascensions et les descentes sont équivalentes, parla proposition Vde te Cbapître)('").
[Et Wallis se borne ici à tracer, en guise d'éclaircissement, les ligures suivantes.]
Fig. 5i. Fig. 5î.
CRAPITRE X.
DEH MOUVEHIINTS ACCALSKÉS BT RBTABDtS ('").
Proposition I. — Si un mobile en mouvement reçoit l'action d'une nouvelle force (vis) ou d'une nouvelle impulsion (^impetus) suivant ta direction de son mouvement, il se produit une accélération
('") C'est le principe du travail virtuel. Nous avons annoncé (Livre I, Gbap. lil) que nous trouverions ce principe chez Wallis. Wallis s'en sert dans les Chapitres ultérieurs pour faire la théorie des machines simples.
('") Le chapitre \ présente, on va le voir, une certaine obscurité qui me paraît tenir â une confusion que Wallis n'évite pas asseï entre la force d'un corps en tt et la force motrice. Si la force motrice de la proposition tl était la
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Soit A mobile sur la droite AB. Sa vitesse est (>, son poids P. Par suite, la force ou l'impulsion (vis ou impetus) avec laquelle
i-ig. 55.
il semeulesl V = P('. (proposilion XXVII du t:hapitie I). Il conservera sa vitesse s'il ne survient aucun empêchement {impedimentum') ni aucune cause motrice (causa motrix) (proposilion XI du Chapitre I)..-. S'il survient en B une nouvelle force ou une nouvelle impulsion suivant la même direction vi égale à n V, la force totale sera V+ nV= PC + nPC (propositions VIII et XXVII du Chapitre I). Le poids en mouvement restant P, la vitesse deviendra égale au quotient de PC + /iPC par P, soit à C + nC (proposition XXVII du Chapitre I). Le mouvement est donc accéléré dans la proportion de i + « à i . c. q. f. n.
Proposition II. — Si une force motrice {vis motrix) constante est appliquée à un mobile d'une manière continue, il se produit un mouvement continuellement accéléré, et accéléré de telle sorte que la vitesse croisse de quantités égales dans des temps égaux (mouvement uniformément accéléré),. , .
Soit, en effet, une cause motrice quelconque (causa motrix), qui dans un certain temps imprime une vitesse i. Cette vitesse, s'il n'j a ni obstacle ni cause nouvelle, subsislera (proposition XI du Chapitre I). La même cause, agissant de même et appliquée pendant un second intervalle de temps égal au premier, produira de même une vitesse i ( proposition VU du Chapitre I), qui viendra s'ajouter à la précédente.
[Dans la proposilion suivante, Wallis considère la gravité comme une force constante et étudie ainsi le mouvement des graves.]
mCme cbose que la Torce des corps «n mouTemenl de la proposition I, la suite logique des idées serait de dir« qu'une force constante produit un monvement uniforme. Dans l» pensée de Wallis, il y a donc lit certainement deux forces bien différentes. Mais il ne le dit pas assez clairement.
Il me semble que le meilleur moyen de préciser les idées de Wallis serait d'avoir recours aux considérations leibniziennes sur la relation entre la force des corps en mouvement et les actions extérieures. Cf. Chap. IV, § 2.
CHAPITRE XI
DU CBOC.
Proposition I. — Soit un corps grave en mouvement. Considérons-le comme parfaitement dur. Imaginons qu'il choque directement un obstacle ferme, qui soit aussi parfaitement dur. Si la force correspondant au mouvement du corps est moindre que la force qu'a l'obstacle pour résister au mouvement et inâme si ces deux forces sont égales, le corps s'arrêtera. . . .
Soit un grave A, parfaitement dur, de poids mP, animé de la vitesse rC. Il lui correspond un moment (monienïum) ou une force {ww)mrPC(prop. XX VU, Chap. I) ('»=). Soit un obstacleBqu'il choque directement et qui a une force de résistance /ijPC.
Si mrPC<;njPC, l'empêchement l'emporte. Si m/-PC^nsPC, l'empêchement sera au moins égal au moment. Dans les deux cas le mouvement s'arrêtera. (La force sera en effet nulle dans le cas d'égalité; dans le premier cas, l'empêchement l'emporlant, il faut raisonner comme s'il y avait empêchement.) (Prop, X el XI, Chap. I) ("■)....
Remarque. — Va^^eWe parfaitement dur un corps qui ne cède en rien au choc, qui n'est donc ni mou ni élastique.
Un corps mou est un corps qui cède au choc de façon à perdre sa figure primitive, comme la glaise, la cire, le plomb. . . . Pour ces corps une partie des forces est emplovée à les déformer; la totalité n'en est pas dépensée sur l'obstacle. Il faut tenir compte à part de cette partie ('").
J'appelle élastique un corps qui cède de quelque façon au choc.
('") A partir de maintenant, Wallis confond les momenls et les forces des corps en mouvement. Ce n'est pas tout i fait conforme à son Chapitre I, où il considère les moments i:omme ét^nt en raison composés des forces et des temps.
("') La force de résistance d'un ubsiaele est insufrisamment définie. Aussi tous ces raisonnements manquenl-ijs de précision.
( '" ) Nous savons aujourd'hui que Wallis avait raison de faire, au point de vue de la force des corps en mouvement, au point de vue énergétique, deui catégories dans les corps nou élastiques. En effet, suivant que l'énergie interne des corps appelés aujourd'hui mous ne dépend pas ou dépend de leur déformation, la force vive perdue dans le choc équivaut ou non à leur échauffenienl. Mais nous savons aussi que le point de vue de ta quantité de mouvement n'est pas le véritable point de vue énergétique. Dans la théorie de Wallis, il suffisait de distinguer les corps mous et les corps élastiques. C'est ce que fera MariotCe.
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mais qui reprend de lui-même sa forme primitive. Ainsi sont )es ressorts d'acier, de bois, ... Ce sitjel est traité au Chapitre Xlll où l'on parle de la réflexion ....
Le choc est direct quand une droite parallèle à la direction du mouvement menée par le centre de gravité du corps mobile est perpendiculaire à la surface du corps choqué. . . .
Proposition II. — Si un grave en mouvement choque directement un grave au repos, celui-ci étant tel qu'il n'est mû ou empêché de se mouvoir par aucune autre cause, les deux corps iront ensemble après le choc avec une vitesse que donne le calcul suivant;
Divisez par le poids des deux corps le moment fourni parle produit du poids et de la vitesse du grave en mouvement (""). Vous aurez la vitesse après le choc. . .
Soit un grave A, en mouvement le long de la droite AA passant par son centre de gravité et aussi par celui du corps au repos B (car
Fig. 56,
nous exigeons aussi cette dernière condition pour dire que le choc rst direct). Soient m Pet rC le poids et la vitesse de A. Le moment ou force poussante (vis impel/ens) sera mrPC Soit nP le poids du corps B; sa viiessi; esl nulle. Le poids des deux corpsest mP-F-nP- Le mouvement après le choc se fera avec la même vitesse pour les deux corps. En elTet B ne peut aller plus lentement que A, puisque A le suit; il ne peut non plus aller plus vite, car on suppose qu'il n'y a pas d'autre cause de mouvement que celle qui vient de la poussée de A (s'il y a une cause qui le pousse plus vite comme la force élastique, le problème est d'un autre ordre; il est traité en un autre endroit). Puis donc qu'un poids mP-t- nP est mû par une force mrPC, la vitesse est — ^^ rC, quotient du moment mrPC parle poids mP-|- nP (prop, XXVII, Chap. I) C^»). . . .
('») Voir la noLe 135.
{!") C'est l'idée cartéaici vtmept.
Proposition III. — Si iii) f;rave choque direclemenl un second grave se mouvanl moins vile que lui sur la même droiie, après le choc la vitesse des deux corps sera la même et donnée par la rèj^le suivanle :
Divisez la somme des moments par la somme des poids. Vous aurez la vitesse après le choc. . . .
Proposition IV. — Si deux graves, aaiimis de mouvements contraires suivant la même droite, se choquent directement, ils auront après le choc la même vitesse. La valeur de cette vitesse et son sens sont donnés par la règle suivante :
Divisez la différence des moments (parce que les mouvements sont contraires) par la somme des poids; vous aurez \a vitesse commune après le choc. Elle sera dirigée du côté oii tendait la force prépondérante. . . .
Proposition V. — La grandeur du choc est égale au double de la diminution subie par le plus fort moment dacs im choc direct.
Considérons comme choquant le corps qui a le plus fort moment, comme choqué l'aulrc. Le corps choqué reçoit aulant de moments que le corps choquant en perd. . .. Ces moments gagnés ou perdus sont tous deux l'effet du choc; le choc est donc égal à leur somme, c'est-à-dire au double de la diminution subie par le plus grand moment.
CHAPITRE XIII
DU RKSSORT BT DU RBBOH DISSES EN T OU RËFLEIlOIt.
Définitions. — J'appelle force élastique (vis elasttcà) celle avec laquelle un cor|)s, dont la l'orme a été modifiée de force, tend à revenir à sa forme primitive.
J'appelle ressort un corps ou une parlfe de corps doué de cette force. . , .
D'où provient la force élastique, je ne le rechercherai pas ici.... Ce n'est pas nécessaire pour l'objet actuel. Il suffît que l'existence d'une telle force dans la nature soit certaine. Or, il n'est personne qui ne voie les corps pressés rebondir, les corps revenaol par leur propre effort à leur forme repousser loin d'eux d'autres corps
136 LIVRE II. — ÉTtlDBS DB DYNAHIQl'B.
Proposition I. — Si un grave choque directement un obstacle, et si les deux corps (ou seulement un d'entre eux) sont élastiques, le grave rebondira avec une vitesse égale à celle <|n'il avait avant le choc et suivant la même droite. . . .
Si le ressort était nul, le corps grave A s'arrêterait (prop. I, Chap. XI). Donc tout mouvement qui a lieu après le choc est restitué parla force élastique. Or ceile-ci est toujours égale à la fiirce du choc (Chap. XI, prop. V et suiv.). En effet, la force transmise (iltala) au ressort est égale au choc qu'elle supporte en entier; elle comprime donc le ressort jusqu'à ce que sa résistance lui soit égale. Si la résistance était celle d'un simple empêchement {impedimenlum), le corps grave A s'arrêterait. Mais le ressort résiste, non comme un simple empêchement, mais comme une force contraire, agissant par réaction avec la même énergie qu'a exigée sa compression. Or ce qu'il a souffert pendant ia compression est égal au choc ou à ia force transmise. La force restitutive est donc égale à ces mêmes quantités. . .. Or dans ce cas, le grave A a^ant un poids mP et une vitesse rC, la grandeur du choc est amrPC (prop. VI, Chap. XI) ('"). C'est aussi la valeur de la force élastique restitutive. Comme elle se développe des deux parts, la moitié de celte force, soJt mrPC, agit sur l'obstacle, par un effort perdu, et l'autre moitié m/PG repousse ie corps A. Par suite la vitesse (en sens inverse de la vitesse avant le choc) sera rC, puisque le poids est m P.
Proposition II. — Si deux graves égaujt, animés de vitesses égales en sens inverses, se choquent directement, et si tous les deux (on simplement un seul) sont de"! corps élastiques; ou encore si les graves sont inégaux et animés de vitesses inversement proportionnelles aux poids (de sorte que les moments soient égaux); chaque corps rebondira avec la vitesse qu'il avait avant le choc, et suivant la même droite., . .
Si le ressort était nul, les deux corps s'arrêteraient (prop. IV, Chap. XI). Tout le moiivement qui suit le choc provient donc de la force élastique restitutive. Celle-ci a la même grandeur que la force du choc (ce qui se démontre comme dans la proposition 1), c'est-à-dire vaut, dans le cas présent, anrPG (prop. VII,
("") Nous n'aïons pas cité la proposition VI du chapitre XI; mais la proposition V suf&t pour faire comprendre ce résultat.
CHAPITRE l[. — LE CHOC DBS CORPS
Chap. XI) ('*')- (^Ite force, se développant des deux parts, agit de part el d'autre comme mrPC. Elle repousse donc le poids nP avec la vitesse rC et le poids rPavec la vitesse mC {'").
Mariette (1H20-1684) reprit la question du choc des corps en 1679. La théorie qu'il expose dans son Traité de la per' cussion ou choc des corps est au fond celle de Wallïs. Elle en diffère néanmoins par la substitution d'une méthode physique et expérimentale à la méthode pseudo-logique du savant anglais. Ce seul fait donne une assez grande originalité à l'écrit de Mariotte qui mérite, à ce titre, de nous fournir quelques citations; on verra qu'il sonne tout différemment et beaucoup plus juste que la plupart des livres de l'époque.
Définitions. — 1. Corps flexible à ressort est celui qui, ajant changé de figure par le choc ou par le pressement d'un autre corps, reprend de soi-même sa première figure, comme un ballon plein d'air bien pressé, un anneau d'acier trempé, une corde de boyau tendue fermement.
II. Corps flexible sans ressort est celui qui ayant pris une nouvelle figure par le choc ou par le pressement d'un autre corps, conserve cette figure ; comme la cire, la terre glaise médiocrement imbibée d'eau {'**).
III. Vitesse respective de deux corps est celle avec laquelle ils VapprochenL ou s'éloignent l'un de l'autre, quelles que soient leurs vitesses propres.
Problême. — Propositio» 1. — Faire que deux corps se rencontrent directement avec des vitesses gui soient l'une à l'autre en telle raison que l'on voudra.
[Mariotte décrit ici l'appareil qu'il faut employer pour les expériences. Il se compose de deux pendules DE, EL égaux. En I et L
(<") Voir U note précédente.
('") On reLronve dans d'Alembert celte manière de rattacher la tliéarie du choc des corps élastiques i celle du choc des corps mous. — Nous ne croyons pas utile de prolonger cette citation et de donner ici ce que Waliis dit du cas général.
('") On voit que Mariotte a abandonné la catégorie des corps parfaitement duri de Waliis.
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sont suspendues des boules de glaise médiocremenl molle, d'un diamètre tel qu'elles se touchent quand DI et EL sont verticaux. On laisse tomber les pendules à partir des positions DI', EL'. On
Fig. 57-
peut régler les vitesses au moment du cboc en réglant les points de départ I' et L'. On s'appuie pour cela sur les lois de la chute des corps]. . ..
Second principe d'expérience. — Proposition KL — Lorsque deux corps se choquent directement, la puissance ou force de leur choc pour faire impression l'un sur l'autre est la même, soit qu'ils aillent l'un contre l'autre avec des vitesses égales ou inégales, ou qu'un seul des deux soit en mouvement, ou que tous deux aillent de même part, pourvu que h vitesse propre de chacun d'eux soit uniforme .... et, qu'étant en même distance lorsqu'ils commencent à se mouvoir, ils emploient des temps ég.-iiix à se rencontrer, c'est-à-dire pourvu que leur vitesse respective soit toujours la même....
Cette proposition se prouve facilement par l'expérience, si ces corps sont des boules de terre glaise médiocrement molle, en lesfaisant choquer avec de telles vitesses propres qu'on voudra, ta vitesse respective demeurant toujours la même : car ces boules s'aplatiront toujours de la même façon. Elle se prouve aussi par les expériences que l'on peut faire dans un bateau qui va très vile sur l'eau, car si l'on pousse quelque corps avec la même force, soît du côté oii le bateau va, soit vers le côté opposé, ou de travers, il choquera toujours de même force les corps qui sont dans le même bateau à distances égales; ce qui procède de ce que la vilesse respective est toujours la même, quoique la vitesse propre du corp&
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qui choque et de celui qui est choqué ne soit pas toujours la même, à cause du mouvement du bateau ('**)•
[MarioUe définit ensuite la quantité d« mouvement parle produit du poids par la vitesse et il ajoute] :
Par poids d'un corps, on n'entend pas ici la vertu qui le fait mouvoir vers le centre de la Terre, mais son volume avec unecertaiue solidité ou condensation des parties de sa matière qui est vraisemblablement la cause de sa pesanteur (<*^).
Cinquième pbihcipe d'expériehce. Pbopositioh VI, — Si les quantités de mouvement de deux corps sont égales lorsqu'ils se choquent directement, ils s'arrêteront l'un et l'autre et demeureront sans mouvement, s'ils s'attachent ensemble. Mais si les deux quantités de mouvement sont inégales, ils ne demeureront pas en repos immédiatement après le choc.
Faites que la boule l de la machine décrite en la première proposition soit double de la boule L et qu'elles se touchent quand elles seront au repos, sans s'appuyer l'une contre l'autre. Éloignez la |ihis grosse I de son point de repos par un arc de lo" et la moindre L par un arc de 20" selon la manière qui y est enseignée. Laissez-les aller en même temps, afin ^qu'elles se rencontrent lorsque leurs centres seront arrivés en leurs points de repos, auquel moment elles se choqueront directement avec des quantités de mouvement égales ('**). . . . Alors vous verrez toutes deux demeurer sans mouvement. . . . Mais si l'on augmente un peu le poids ou la vitesse d'une des boules, on verra qu'elle emportera l'autre un peu au delà de son point de repos. . . .
Avertissement. — Ce principe d'expérience ou règle de ta nature.... est presque la même chose que ce principe de Mécanique : les corps dont les poids et distances sont réciproques en une balance font équilibre {'").
( '") On trouve ici un souvenir dea idées d'Huygens. Voir § 3 de ce Chapitre.
('") Mariotle entrevoit ici la dialinclion entre les notioQS de maase el de poids.
{"') Parce que les vitesses acqoises sur un arc de 10' et sur un arc de 10* sont i peu prés doubles l'une de l'autre, comme cela résulte des lois de ta chute des corps et du fait que les urcsde3o°et de 10° sont petits. Muriotte tait ciplicitement remarquer que cette approximation est suf.lsante au point de vue expérimental.
( "' ) C'est lï, sans doute, un souvenir des idées de Wreu. Cf. § î de ce Cliapitre.
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Sixième VRiHciPB d'expérience. Proposition X ('")■ — Si un corps mol sans ressort choque directement un autre corps mol et sans ressort, les deux ensemble étant joints après le choc iront de même part que le corps choquant et la quantité de mouvement des deux ensemble sera égale à la quantité de mouvement de ce corps avant le choc.
Sp-ptième principe d'expérience. Proposition XI. — Si deux corps mois sans ressort vont de même part avec des vitesses inégales et que le plus vite rencontre l'autre directement, ils auront ensemble, après qu'ils seront joints, une quantité de mouvement égale i la somme des quantités de mouvement des deux corps avant le choc.
Celte proposition se prouve par l'expérience comme la précédente par le mo;^en de la machine décrite en la première propo-
HuiTlÈMB PRINCIPE d'eSPÉRIENCE. PROPOSITION Xlf. -— SI dcuX
corps mois sans ressort, égaus ou inégaux, se rencontrent directement, allant l'un contre l'suli'e avec des vitesses égales ou inégales, et que leurs quantités de mouvement soient inégales avant le choc, la moindre quantité de mouvement se perdra entièrement et il l'en perdra autant de l'autre et les deux oorps joints ensemble n'auront plus que la quantité de mouvement restante, c'est-à-dire la différence des deux quantités de mouvement avant le choc. . . . Faites que les deux boules de terre glaise L et I soient d'un poids égal et les faites rencontrer avec des vitesses inégales, élevant la boule I jusqu'au vingtième degré vers I' et la boule L jusqu'au dixième vers L', afin que la vitesse de la boule I soit double de celle de t'aulre boule avant le choc. Alors vous les verrez aller ensemble après leur rencontre jusqu'à ce que le fil de suspension de la boule L soit reporlé au cinquième degré.
Neuvième principe d'expérience. Proposition XIV. — S'il y a lin corps inébranlable à ressort qui ait changé ta figure et se soit
("*) Tous les principes d'expérience qni suivent sont donnés par Marioiie comme démontrés par le mojen de son appareil décrit plus hiul.
cHÀMna u-
mis en reesort par le dinc tt'uB corpedar«t ûiQeuUe, «n sereslituant et repi^nsnl sa prenière figure il redonoei» à «e corpg Ja
tnèmc vitesse ^u'il avait itnmédiatfmeiU avant le choc. . . .
[Pour faire connaître la vérité de cette proposilioD parl'expé' rieuoe, Mariotte prend un pendille 01 dont la boule I e»t en jaspe ou en verre |)oli. Il le fait osciller de sorte qu'au point ie plus bas, la boule '1 r^iconire une corde à boyau tendu EF (perpendiculaire au plan de la ligure, vue en perspective). Le boule est alors repoussée et remonte sensiblement au point d'où elle descend : la petite difTéreoce provient de la résistance de l'air.]
pROPOsiTiOH XV, — Si deux corps à ressort se choquent directement avec des vitesses réciproques â leurs poids, chacun de «es corps retournera en arrière avec sa première vitesse.
Soient premièreneat A et B deux ballons -égaux où l'air soit
Fig. Sg.
égalenent pressé et qu'ils ae rencontrent avec des vitesses égales A(;, BC. Je dis qu'ils se réfléchiront avec les mêmes vitesses. Car, par la proposition sixième, leur mouvement simple doit se perdre entièrement, et il ne se réparerait point s'ils n'avaient point de ressort. Mais les ballons s'élant choqués chacun avec la même force et ne cédant point l'un s l'autre, leur choc fera le même effet que si chacun d'eux avait rencontré un corps inflexible et inébranlable, et par conséquent ils s'enfonceront l'un l'.iulre et s'aplatijront de même. Mais en reprenant leur première ligure par le res-
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sort, ils repreodront, au moment de leur restitution entière, la même vitesse qu'ils avaient avant le choc, par la proposition précédente. Donc chacun d'eux retournera en arrière avec la même vitesse qu'il avait avant le choc. La même chose arrivera à des boules de jaspe, de verre, d'ivoire, ou d'autre matière ajant ud ressort prompt et ferme, par les mêmes raisons.
Soient maintenant deux boules à ressort inégales en poids A etB et que, la figure AB étant divisée au point C, AC soit la vitesse de
Fig, 60.
la boule A et BC celle de la boule B, et que, réciproquement, BC représente le poids de la boule A et AC celui de l'autre boule. Il est évident par la sixième proposition que, si elles se rencontraient avec des vitesses contraires, leur mouvement simple se pei-drait, mais, par les mêmes raisons que ci-dessus, elles se mettront en ressort comme si elles avaient rencontré des corps Ûesibles et inébranlables, et, faisant encore une espèce d'équilibre entre elles en prenant des vitesses réciproques à leurs poids, chacune retournera en arrière avec sa première vitesse. . . .
L'expérience s'en fera facilement avec la machine décrite en la première proposition si l'on se sert de boules d'ivoire au lieu de celles de terre glaise. . . .
Conséquence. — Il s'ensuit que deux corps à ressort, qui se sont rencontrés directement, partagent par le mouvement de ressort la vitesse respective de leur choc selon la raison réciproque de leurs poids, quelques vitesses propres qu'ils aient eu avant le choc. Car, si les boules A et B se rencontrent en quelque autre point de la ligne AB, comme D, avec les vitesses propres AD, BD, leur vitesse respective sera la même que lorsqu'elles se choquent an point Cr par ta troisième définition.
Mais, par la troisième proposition, l'impression du ressort qu'elles feront l'une sur l'autre sera la même et par conséquent elles prendront une force de ressort aussi prompte et aussi ferme. Or, lorsqu'elles se rencontrent en C, elles partagent leur vitesserespective AB selon la proportion réciproque de leur poids, puisque la boule A prend la vitesse AC et B la vitesse BC. Donc, se rencontrant au point D, elles partageront de même leur vitesse
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respective, qui est la même que celle avec laquelle elles se ren- «onlrent au point C, et ce partage se fera indépendamment de leur mouvement simple, quel qu'il puisse être.
Propositioh XVI. — Si deux corps à ressort sont égaux et que Tua choque directement l'autre en repos, ce dernier prendra la vitesse entière de l'autre après le choc et le fera rester sans mouvement.
Soient deux hallons égaux A et B et que le ballon A choque l'autre en B avec quelque vitesse qu'on voudra, qu'on appellera de 4 (degrés. Je dis que le ballon A demeurera en repos après le choc et que l'autre ballon perdra la même vitesse de 4 degrés. Car, par la dixième proposition, ces ballons, après le choc et sur la (m de leur aplatissement, prendraient ensemble une vitesse de 2 degrés par le mouvement simple s'ils étaient sans ressort et qu'ils demeurassent en leur aplatissement. Mais, par la troisième proposition, la force du choc en B est égale à celle qui se fait en C par les deux corps mis l'un contre l'autre avec des vitesses égales. Donc, ils se mettent en ressort de même, et, par la conséquence de la précédente, ces ballons partageront également la vitesse respective qui a produit le ressort, laquelle étant de 4 degrés.... chacun en perdra 3 degrés. Donc, le ballon A devait s'avancer avec une vitesse de 2 degrés par le mouvement simple et retourner en arrière avec une vitesse de 2 degrés par le mouvement de ressort, l'un de ces mouvements détruira l'autre.... et le ballon A demeurera en repos. Mais le ballon B, s'avançant avec une vitesse de 2 degrés par le mouvement simple et prenant encore une vitesse de 2 degrés, de même part, par le mouvemenl de ressort, il aura après te choc une vitesse de 4 degrés.
[La seconde partie dn Traité de Mariolle est surtout consacrée à la recherche du centre de percussion (voir Chap. III). Nous en extrayons les démoosiralions suivantes qui sont fort intéressantes pour montrer comment le lien s'est établi entre la Statique et la Théorie du choc par un rapproebcment entre la ybrce et la quantité de mouvement.^
Proposition Vil. — ABCD est un cjdindre creux, dont les deux bases AD, BC sont de bois et le reste de cuir soutenu et
,yGoogic
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éieidu paf plssieurs cerceaux de bois oa de fil 4e fer, conine FE,, HIt LM, CD M>rt« qu'on paisse faire abaMseï- la base AD fort près de la base BC. supposée inibttnUble ; N est un tnyai» ajnsté i la
base BC, par où l'air enfermé dans le cylindre peut sortir: ce cylindre est chargé d'im poids P snr la surface AD, el l'on ajuste au-dessous de ce cylindre une balance comme celle de la fig;irre 6z, en sorte qne, la règle AB étant située horizontalement, son extrémité B soit fort près do tuyau N el (tirectemeul audessous.
Cela étant, je dis que, si l'on met un poids G sur l'autre câlé de la balance dont l'essieu CD est swpposé tourner Facilement sur les points C et D et que ï'air, que le poids P descendant fait sortir arec violence par le tuyau N, choquant l'extrémité de la balance vers B, fasse équilibre avec le poids G supposé également distant de l'essieu CD, ce poids sera au poids P en même raison que la sforface de l'ouverture du tuyau iV est à la surface entière de la base BC. Car sr, par le moyen d'un soufflet dont le tuyau soit égal au tuyau N, on pousse de l'air contre l'ouverture N, avec une force égale à celle de Pair que le poids P fait sortir, il se fera équilibre entre ces deux forces et le poids P ne descendra point, parce qa'il ne sortira point d'air par l'ouverture du tuyau N. Alors l'aie poussé l^ar le soufûet remplissant cette ouverture soutiendra sa part du poids P, comme tes autres parties de la base BC soutiennent le reste de ce poids. Et la partie que l'air poussé soutiendra sera au poids entier P dans la proportion de l'ouverture N à la largeur entière de la base BC. Donc réciproquement l'ait sortant par cette ouverture après qu'on aura 6ié le sou^Ut fera équilibre par son
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choc avec un poids qui sera au poids P comme l'ouverture N est àlabaseBC{'*»).
Proposition XIll. — Si deux poids ajaoi une égale quantité de mouvement tombent sur une balance de part cl d'autre du centre de mouvement, en des points également distants du centre, ils feront équilibre au moment du choc; et si les points où ils choquent la balance sont inégalement distants du centre de mouvement, ils ne feront pas équilibre; mais si leurs quantités de mouvement sont en raison réciproque des distances inégales, ils feront équilibre au moment du choc.
Ayez une balance comme AB (^fig- 63), tournant sur l'essieu
Fi g. 63.
CD ; mettez deux poids égaux sur cette balance aux points Ë et L, également distants du centre de mouvement 1; ces poids feront équilibre par les règles de la Mécanique. Otez un des poids qui était au point L et, par le moyen d'un vaisseau cylindrique fort large...., faites tomber sur le même point L un jet d'eau qui fasse équilibre avec le poids eu Ë, comme il a été enseigné en la proposition VU de la deuxième Partie; et, au lieu du poids qui est au point E, faites-j tomber un autre jet d'eau égal au premier : il est évident que ces jets d'eau feront équilibre entre eux, et qu'y ayant autant de particules d'eau qui choquent en même temps en l'un qu'en l'autre, celles de l'un auront ensemble une
(">) Je laisse au lecteur le soin de moderniser le raisonnement de Miriotte pur application du théorème des quantités de mouvement projetées sur l'axe de l'ajutage. [1 convient, bien entendu, de négliger les pertes de charge dans l'ajutage N.
l36 LIVRE II. — ÉTUDES DE DYNAMIQUE.
quantité de mouvement égale à celles de l'antre ensemble, puisqu'on suppose qu'elles vont avec une même vitesse. Il est encore manifeste que si deux petits corps égaux entre eux et sans ressort sont de même poids que ces premières particules d'eau el choquent la balance aux mêmes points, en même temps, avec des vitesses égales, ils l'eront aussi équilibre et auront des quantités de mouvement égales avant le choc.
Mettez ensuite les deux premiers poids en des distances inégales, comme en L et en H; le poids en L emportera le poids en H, et, parce que le jet en L faisait équilibre avec le poids en E et que ce poids, étant en H, ne fait pins équilibre avec le poids en L, il ne fera pas non plus équilibre avec le jet en L ; et, par la même raison, si le jet qui, tombant en E, faisait équilibre avec le jet tombant en L, est transporté pour tomber en H, il cessera de faire équilibre avec l'antre jet, et de même à l'égard des petits corps égaux qui tomberaient en même lemps avec des vitesses égales aux points L et H. Or, si les premiers poids sont entre eux en raison réciproque des dislances LI, HI, ils feront équilibre élanl en L et H. Mais, par ce qui a été dit dans la proposition Vil de la deuxième Partie, si Ml est égale à IH et qu'on fasse tomber au point M un jet dont l'ouverture soit à l'ouverture d'uu dés premiers jets comme le poids nouveau mis en H est à l'un des premiers poids mis en L, il fera équilibre avec ce poids mis en H; et s'il est transporté en H, il fera alors équilibre avec le premier poids mis en L; et si, au lieu de ce poids en L, on y fait tomber un des premiers jets, il y aura encore équilibre entre ces deux jets inégaux, parce que chacun d'eux fait le même effort que les poids avec lesquels ils sont en équilibre à distances égales. Il paraît donc qu'afin que deux corps qui tombent sur une balance deçà et delà du centre de mouvement en même temps fassent équilibre au moment du choc, il est nécessaire que les distances des points où ils tombent soient en raison réciproque de leurs quantités de mouvement ("").
("") Les jets sonl supposés issus de deux loimeaux identiqm ment chargés; seules les ouvertures N difTèrent, et les quantités sont propuniunneltes à ces ouvertures. — Ce résultat sera utili: Jacques Bernoulli.
CHAPITRE II. — LE CHOC DES CORPS
§ 2. — Wren et la balance.
Voici la Note même que Wren (1632-1723) a présentée au concours à la Société Royale et qui a été publiée dans les Philosophical Transactions {n" ^^, 11 janvier 1668). Elle concerne uniquement les corps parfaitement élastiques et est écrite en latin.
LOI DK LA NATUKE CONCEKNANT LE CHOC DES CORPS.
Les vitesses propres et les plus oaliirelles des corps sonL inversemenl proportionnelles aux corps.
Loi de la matuke. — C'eslpourguoi deux corpsR et S, animés de leurs vitesses propres, les conservent après le choc.
Et deux corps R et S, animés de vitesses qui ne sont pas leurs vitesses propres, sont ramenés à l'équilibre par te choc. Voici ce que cela signifie : avant te choc, la vitesse de R dépasse sa tiitesse propre d'une certaine quantité; cette de S est inférieure à ta sienne de la même quantité; par te choc, cette quantité est ajoutée à la vitesse propre de S et retranchée de celle rf« R ( ' " ).
Docc le choc de deux corps animés de leurs vitesses propres équivaut (œquipotlet) à une balance oscillant sur son centre de grtvilé.
El le choc de deux corps animés de vitesses qui ne sont pas leurs vitesses propres équivaut à une balance réciproque posée sur deux centres également distants du centre de gravité: le Qéau de la balance est tracé où il est besoin. [Et collisio ("^) corporum improprias ve/ocitates habentium œquipoltet librœ reciprocanli super bina centra œqualiter huic inde a centro gravitatis dislantia; librœ vero jugum. ubi opus est produci-
("') J'ai traduit ce passage en le développant un peu, le texte latin ne me paraissant pas très clair.
('") Je donne ici le texte latin, qui me parait assez obscur.
('") Qu'entend au juste Wren qudnd il dit que le choc des corps équivaut à une balance? c'est assez obscur. Voici ce que j'ai compris.
Qu'on se reporte aux ligures tracées un peu plus loin par Wren pour résumer ■es régies. Qu'on examine notamment la première de celles qui se rapportent an
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Par coDséqueDt, il j* a trois cas pour le choc des corps é^auK animés de vitesses qui ne sont pas leurs vitesses propres.
Pour le choc des corps inégaux animés, soit dans le même sens soit en sens inverse, de vitesses qui ne sont pas leurs vitesses propres, il ^ en a lo, les 5 derniers se déduisant des 5 premiers par renversement.
Soient R, S deux corps égaux, ou bien R le corps le plus grand, S le plus petit; a le centre de gravité ou couteau de la balance; Zi la somme des vitesses des deux corps ('^').
cboc de deux corps inégaui leun titesMs propres. Ra n et les corps R et S sont dan représenter une balance doi avec tes poids R et S placés aux extrémités du néiu RS.
Mais il y a certainement, dans l'esprit de Wren quand il fait le rapprochement entre le citoc des corps at la balance, autre cKosa qo* cette simple analogie d'un dcMin. É*i<leiiuncat, Wrea remarque que, dans la balaace en équilibre, il 7 a éBalité entre les produits des poids par ce que nous appelons aujourd'hui les viteue» virtuelles, comme, dans le choc des corps animés de leurs vitesses propres, il y a éfalité entre les prodnits des poids par lei Titeiaes de choc. Sa pensée est ceitaiBoment bien exprimée par ce que dit Marioite dans le passage signalé par la note U7.
Pour les cal où les corps n'ont pas leurs vitesses propres, Toici, à ce que je crois, le problème de Statique que Wren Tait correspondre au problèBie de choc. Cunsidérons deux fléaux de balance, exactement superposés dans la position
Fig. 64.
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boriiontaie, l'un RoS ayant son couteau en o, l'antre R'eS' égal au précédent, mais ayant son couteau en e (dans la figure fi4< j'ai légèrement incliné ces deux fléaux pour qu'on ne les confonde pas). Ces deux fléaux sont réunis par une tringle n^, articulée en a et p, qui assure leur parallélisme. En R et R' sont deux poids égaux au poids choquant, en 5 et S' deux poids égaux au poids choqué. Si l'on considère 1^ position où les fléaux sont confondus suivant la même horiïonCate oae, les vitesses virtuelles des poids R et S sont proportionnelles aux vitesses des corps avant te choc, celles des poids R' et S' le lont aux vitesses après le choc. La balance est alors en équilibre, en vertu de la relation supposée entre les poids et les vitesses,
("*) Z est ta vittiae relatioe des deux corps. Nous dirions plutôt aujocrd'bui, en prenant pour toutes les vitesses la même direction positive, que Z est la différence des vitesses. Sur les figures ci-après Z est représentée par ta longueur RS-
Re I vitesM j Se \ du corps |
oS i du corps I S
CHAPITBE U. — LB rJlOC DES COBI^
i avant le eboG \ i So i vitesse
donnée | oa \ Ro \ da corp
j après le choc i bieo j eS 1 vitesse
{ cherchée ' ' eR j du corpi
\ S } «près le choc / B S cherchée
Lisez, bien qu'elles soieni dissociées, les syllabes Re, Se, oR, oS, ou Ro, So, «S, eR sur la ligne qui correspond à chaque cas. Une sjllabe écrite de droite à gauche indique un mouvement contraire à celui qui est indiqué par une syllabe écrite de gauche à droite. Une syllabe non dissociée indique le repos du corps.
R+S : S ;: Z: Ra R-i-S :R::Z : Sa
2Ro± Ro =oR
Hujgen et le nonvemciit relatif.
Les idées les plus intéressantes sur le problème du choc des corps ont été émises par Huygens (1(129-1097), Le savant iioUandais ne s'est pas borné d'ailleurs^ sur ce sujet, à la Note qu'il a présentée au concours de la Société Royale; il a composé un traité complet : De Mot u corporum ex perçussione qui a été publié dans ses œuvres posthumes en 1 700. C'est lui que nous citerons ici.
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Hypothèses. — I. Ud corps quelconque en mouvemeat, s'il oe reocontre aucun obstacle, tend à se mouvoir indélîtiiinent avec la même vitesse et en ligne droite.
II. Quelle que soit la cause pour laquelle deux, corps durs rebondissent quand ils se choquent, nous faisons l'hypothèse suivante : si les deux corps sont égaux, si leurs vitesses sont égales, si ces vitesses sont de sens inverse, et si les deux corps se choquent directement, chacun rebondit avec une vitesse égale à celle qu'il avait avant le choc.
On dit que deux corps se choquent directement lorsque le mouvement a lieu suivant la droite joignant les deux centres de gravité et que le contact se produit sur cette droite.
III. Mouvement des corps, vitesses égales ou inégales, ces expressions doivent être entendues relativement à d'autres corps qui sont considérés comme au repos, quoiqu'il puisse arriver que les seconds et les premiers corps soient entraînés dans un mouvement commun. Et lorsque deux corps viennent se choquer, même si tous les deux sont soumis en outre à un autre mouvement commun uniforme, ils se repousseront l'un l'autre, pour un observateur entraîné dans ce mouvement commun, exactement comme si ledit mouvement parasite n'existait pas.
Ainsi, soit un expérimentateur qui, emporté par un navire dans un mouvement uniforme, fait choquer deux sphères égales animées par rapport à lui-même et au navire, de vitesses égales et de sens contraires. Nous disons que les deux corps rebondiront avec des vitesses égales par rapport au navire, exactement comme si l'on produisait le choc dans le navire au repos ou sur la terre ferme ("*).
Ceci posé, nous démontrerons les lois qui régissent le choc des corps égaux. Nous poserons en leur lieu les hypothèses dont nous aurons besoin pour le cas des corps inégaux.
Proposition I. — Un corps étant en repos, si un corps égal vient le choquer, après le choc le second corps sera en repos et le premier aura acquis la vitesse qu'avait le second avant le choc.
('") En disciple de DescarLes, Hufgeas estime que le mouvemeat est loujt relatif. C'est li te caractère principal du passage que nous citons ici. Nous le cutons en détail t la suite de cette citation.
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Qu'on imagine un navire transporté le loog de la rive par le courant d'uo fleuve, et cela si près du bord qu'un passager se tenant dans ce navire puisse saisir les mains d'un aide se tenant sur la rive. Le passager tient dans ses deux mains A et B deux corps égaux E et F suspendus à des (ils et dont la distance EF est partagée en deux parties égales par le point G. Déplaçant également ses deux mains l'une vers l'autre, par rapport à lui et au
Fig. 67.
navire, il fera se choquer les deux globes E, F avec des vitesses égales; ceux-ci rebondiront nécessairement avec des vitesses égales (hypothèse II) par rapport au passager et au navire. Mais pendant ce temps, le navire est supposé porté vers la droite avec une vitesse GE, égale à celle avec laquelle la main droite A est portée vers la gauche.
Pat' suite la main A du passager est immobile par rapport à la rive et à l'aide se tenant sur elle. Mais la main B, par rapport à cet aide, se déplace .avec la vitesse EF double de GË ou FG. Supposons que l'aide se tenant sur la rive saisisse avec sa main G la maio A du passager ainsi que l'extrémilé du (il qui soutient le globe E, et avec sa main D la main B du passager qui soutient le fil auquel pend F. On voit que, tandis que le passager fait se rencontrer tes sphères Ë et F avec des vitesses égales par rapport à lui et au navire, en même temps son aide se tenant sur la rive choque la sphère E immobile avec la sphère F animée de la vitesse FE, par rapport à lui et à la rive. Et il est certain que, pour le [iassi>ger déplaçant ses sphères comme on l'a dit, il n'y a aucun obstacle à ce que son aide se tenant sur la rive lui saisisse les mains et les extrémités des fils, pourvu seulement qu'il accompagne leur mouvement et ne lui oppose aucun empêchement. De même, pour l'aide se tenant sur la rive et conduisant la sphère F
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contre la sphère immobile E, il n'y a aucun obiUcle à ce que le passager joigne ses mains «ux Biennes, si toutefois les maios A ei C sont en repos par rapport à la rtve et à l'aide tandis qae les mains D et B se ineuveni avec la même vitesse FE.
Comme on l'a dit, les sphères E et F rebondissent, après le choc, avec des vitesses égales par rapport an passager et an navire : savoir la sphère E avec la vitesse GE et la sphère F avec la vitesse GF, Pendant ce temps le navire va vers la droite avec la vitesse GE ou FG. Donc, par rapport à la rive et à l'aide se tenant sur elle, le globe F reste immobile après le choc, et le globe E va vers la gauche avec une vitesse double de GE, soit avec la vitesse FE avec laquelle F a choqué E. Nous montrons donc que, pour un observateur se tenant sur la terre, lorsqu'un corps immobile est choqué par un corps égal, celui-ci perd après le choc tout son mouvement, que celui-là au contraire prend en entier.
Proposition II. — Si deux corps égaux, animés de vitesses inégales, viennent à se choquer, ils échangent leurs vitesses dans le choc.
[La démonstration est analogue à la précédente.]
Hypothèse IV. — Si un corps vient choquer un autre corps plus petit et en repos, il lui communique un certain mouvement et perd une partie du sien ('**)■
("*) Il ett poMible de rattacher celle hypothèse IV i. l'hypothèse faite plus loia sur la conservation des forces vires {cf. noie 163). Ce n'est donc pas une hypothèse distincte.
ToDt d'abord, en effet, une fois admis que le grand corps a mis le petit en mouvement, il est nécessaire, pour que les forces vives se conservent, que le grand perde une partie de sa vitesse.
Il reste à voir pourquoi le grand corps met en mouvement le petit. S'il ne le fait pas, il faut, pour la conservation des forces vives, qu'il conserve lui-même M vitesse en valeur absolue : si donc il a la vitesse v, avant le choc, il est animé, après le choc, de c, ou de — v,. Il ne peut pas être animé de v„ le second corps restant immobile, car celui-ci, par son impénétrabilité, empéclieque le grand corps ne continue, après le choc, i se mouvoir comme avant. La vitesse du grand corps après le choc ne peut donc être que — v,. Mais considérons alors un navire animé de la vitesse — v,; par rapport i. lai, la vitesse du grand corps paste delà valeur ic, à la valeur o; celle du petit reste égale i v,, c'est-i-dire que les forces vives ne se conservent pas. On éliminera ce cas si l'on admet que les forces vives doivent se conserver dan» un syHème d'axes qutlconque. Il sera donc néces- Aaire que le petit corps soit mil
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Proposition fit. — Un corps aussi grand qu'où veut, s'il est choqué par un corps si petit qu'il soit aotmé d'une vitesse quelconque, est mis en nDouvemenl par le cboc ('")■
[Démonstration toujours basée sur l'emploi du navire.]
Hypothèse V. — Soient deur corps durs venant se choquer; s'il arrive qu'après le choc l'un des deux conserve tout le mouvement qu'il avait avant, le mouvement de l'autre n'est non plus ni augmenté, ni diminué ('")■
Proposition ÏV. — Toutes les fois que deux corps se choquent, leur vitesse relative est la même après le choc, quand ils s'éloignent, etavant le choc, quand ils se rapprochent.
Pour deux corps égaux, c'est évident en vertu de la proposition 11. Soient maintenant deux corps inégaux et prenons d'abord le cas où le corps le plus grand A est choqué au repos par le corps le plus petit B, se déplaçant vers la droite avec une vitesse BA. Je dis qu'après le choc les deux corps se sépareront avec cette même vitesse BA; en d'autres termes, si le corps B a parcouru dans le temps i l'espace BA, au bout d'un second espace de temps égal à i, les deux corps se trouveront distants d'une longueur égale à AB.
On sait en effet que A reçoit de l'impulsion du corps B une certaine vitesse. Soit AC cette vitesse; elle doit être inférieure à celle,
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BA, avec laquelle B se déplaçait, car ce serait seulement si B était égal à A que A recevrait par le choc la vitesse BA {proposition I){' '*).
('" ) Il est intéressant de remarquer que Huygens a jugé utile de démontrer ce résultat en s'appuyant sur une hypothèse, c'est-â-dire sur un résultat expérimental, concernant te choc d'un corps petit par un plus grand (hypothèse IV). Il est problable que, s'il a jugé cette démonstration nécessaire, c'est à cause de l'erreur de Descartes dans sa quatrième règle sur le choc ( voir Chap. I, § 1 ).
('") A la vérité, celte hypothèse V n'est qu'on cas particulier de l'hypothèse de la conservation des forces yiieï, faite plus loin {voir note 183). Ce n'est pas une hypothèse distincte,
(■") Ce raisonnement n'est pas entièrement probant. La proposition I nout apprend que, si B est égal â A. A reçoit par le choc la vitesse BA; ce n'est pas «uflisant pour affirmer ce qu'afCrme Huygens. Manifestement, Hujgens considère
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Divisons AC en deux parties égales par le poinl D et prenons AE ^ AD. Imaginons que ces mouvements se produisent dans un navire animé ver.s la gauche d'une vitesse DA; avant le choc, le corps A, qui était en repos par rapport au navire, avait nécessairement par rapport aux rives la vitesse DA vers la gauche; après le choc, comme le mouvement dans le navire se fait vers la droite avec la vitesse AG et que le navire se déplace en sens inverse avec la vitesse DA, A se mouvra, par rapport aux rives, avec la vitesse DC ou AD vers la droite. Par conséquent, par rapport aux rives, le corps conserve la même vitesse avant et après le choc. C'est pourquoi B, par rapport aux mêmes repères, ne doit rien perdre de sa vitesse (hjpothèse V). D'autre part, avant le choc, B se déplaçait
par rapport aux rives avec la vitesse BE vers la droite . Donc,
après le choc, il devra se mouvoir par rapport aux rives avec la vitesse BE, mais vers la gauche, car le mouvement plus lent de A empêche que ce ne soit vers la droite. Comme donc après le choc B se déplace, parrapport aux rives, avec la vitesse EB vers la gauche et A avec la vitesse AD ou EA vers la droite, nécessairement ces deux corps s'éloignent l'un de l'autre avec une vitesse composée de EB et de EA, c'esl-à-dire avec la vitesse BE; et cela est vrai non seulement par rapport aux rives, mais aussi par rapport au navire, puisqu'ils se séparent réellement avec cette vitesse. On sait d'ailleurs que ce qui arrive à des corps se choquant dans un navire en mouvement arrive partout en dehors du navire de la même manière.
(jC cas démontré, les autres suivent facilement. Il y en a quatre difTérents : ou bien le corps le plus petit est au repus, ou bien les deux corps sont animés de mouvements contraires, ou bien le plus grand suit le plus petit avec une vitesse plus grande, ou bien le contraire. On peut traiter tous ces cas ensemble.
Supposons, comme plus haut, que A soit plus grand que B et qu'il ait une vitesse AC; supposons aussi que B ou bien soit tout
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à fait ea repos on bien ait une vitesse BC Lorsque les corps se meuvent ainsi, ils ont une vitesse relative AB. Je dis qu'après te choc ils se sépareront avec la même vitesse.
En effet, considérons de nouveau ces mouvements se produisant
Fig. 69.
dans un navire animé de la vitesse CA, la même que celle du corps A mais en sens inverse. Par rapport aux rives, A est évidemment immobile, et, dans tous les cas, B vient vers lui avec la vitesse BA, Mais A est plus grand que B; donc on se trouve dans le cas précédent et l'on sait qu'après le choc les deux corps se sépareront avec la même vitesse AB par rapport aux mêmes rives. D'où l'on voit qu'ils se sépareront l'un de l'autre avec celte même vitesse, même par rapport au navire et en réalité.
Proposition VI. — Quand deux corps viennent se choquer, la quantité de mouvement de l'ensemble ne se conserve pas toujours après le cboc égale à ce qu'elle était avant ; elle peut augmenter ou diminuer {"•)-
[Cela résulte de tout ce qui précède.]
Pour tous les cas possibles de choc entre deux corps égaux, on a fait voir dans quel rapport le mouvement de l'un se transmet à l'autre, en admettant que des corps égaux, se choquant avec des vitesses égales, rebondissent également. De même, pour les corps de tonte grandeur, tous les cas, à la vérité très nombreux, pourront être résolus si l'on admet ce qui suit : « Quand deux corps inégaux viennent se choquer et que leurs vitesses sont en raison inverse de leurs grandeurs, l'un et l'autre sont repoussés par le choc avec une vitesse égale à celle qu'ils avaient en venant... ('*')■ » D'ailleurs, comme cette proposition n'est pas aussi évidente que celle qui a été admise pour les corps égaux (bien qu'elle ne soit pas
('**) Huyfens enteod ici la quantité de mourement sans signe, comme Descartes, et la présente proposition a précisément pour objet de montrer l'erreur de Descartes »nr ce point.
("■) C'est ce qu'a fait Wrea.
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coDtraire à la raison et qu'elle soit bien d'accord avec l'expérience), nous nous efforcerons de la démontrer.
On sait que, toutes les fois que deux corps graves descendent d'un mouvement naturellement accéléré, les espaces qu'ils parcourent sont en raison doublée des plus grandes vitesses qu'ils ont acquises. Cela a été démontré par Galilée, dans son troisième dialogue sur le mouvement, et prouvé par des expériences innombrables et excellentes; il en est de même du fait que la vitesse acquise par un corps en tombant peut le faire remonter à la même hauteur d'où il est descendu. On trouvera des démonstrations de ces deux résultats dans nos écrits sur l'horloge ('"). Par eux, on pourra maintenant démontrer le théorème énoncé plus haut.
Proposition VIII. — Si deux corps, se déplaçant en sens inverse, viennent se choquer avec des vitesses en raison inverse de leurs grandeurs, chacun rebondit avec la même vilesse qu'il avait avant le choc.
Soient deux corps venant à la rencontre l'un de l'autre A et B, le premier étant le plus grand. La vitesse BC du corps B est à la vilesse AC du corps A dans le même rapport que la grandeur A à
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la grandeur B. Nous voulons montrer que, après le choc, chaque corps retournera avec la vitesse qu'il avait avant, savoir A avec ta vitesse CA, B avecla vitesse CB. Il est certain, d'ailleurs, que, si A est réfléchi avec la vitesse CA, B le sera avec la vitesse CB, sans quoi la vitesse relative des deux corps ne serait pas la même quand ils s'approchent et quand ils s'éloignent (prop. lY). Suppo-
(■'') On trouvera des extraits de ces écrits plus loin (Chap. III}.
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sons donc que le corps A ne soit pas réfléchi avec la vitesse CA; et admeitODs d'abord qu'il le soit, si c'est possible, avec une vitesse moindre CD. B rebondira alors avec une vitesse CE, supérieure a sa vitesse avant le choc, de manière que DE soit égal à AB (prop. IV). Imaginons que le corps A ait acquis sa première vitesse AC, dont il était animé avant le choc, en tombant d'une hauteur HA et que, après être descendu en A, il ait changé son mouvement vertical en mouvement horizontal de vitesse AC; imaginons aussi que le corps B ait acquis de même sa vitesse BC en tombant d'une hauteur KB. Ces hauteurs sont en raison doublée des vitesses, c'est-à-dire que HA est à KB comme le carré de AC au carré de CB. Que si, ensuite, après le choc, les corps A et B changent leurs mouvements' horizontaux, dont les vitesses sont mesurées par CD et CE, en mouvements verticaux vers le haut, on sait que A parviendra à une hauteur AL qui sera à AH comme
le carré de CD au carré de CA.... et que B parviendra a une
hauteur BM qui sera à KB comme le carré de CE est au carré de CB. Joignons HK, LM qui se coupent nécessairement au point P et divisons ces deux droites par les points N et O de manière que HN soît à NK et LO à OM comme la grandeur B à A. Lorsque le centre de gravité de A est en H et celui de B en K., leur centre de gravité commun est N. Mais après que H et K sont tombés et que, après le choc, ils se sont relevés jusqu'en L et M, leur centre de gravité commun est en O. Or, cela est impossible, car nous montrerons bientôt que O est plus élevé que N, et c'est un axiome très certain de Mécanique que, dans le mouvement des corps provenant de leur gravité, leur centre commun de gravité ne peut s'élever ('**)•
On peut montrer comme suit que O est plus élevé que N.
[Ona(-")
CË'— BC* = BË* -f- a BC. BE = BE (BG ■+- CE), Âc'— CD*=ÂD -H2AD.CD = AD(AC-hCD).
('") Voir le Traité Horologium oscillatorium (CKapitre $uiTaat). Ka somme Huygens admet ici, en adoptant le langage moderne, que la somme des forces liies se conserve pendant le choc. Et l'an remarquera qu'il admet implicitement cette conservation daas toia tes lyatémes d'axes, pui^^qu'il appliquera plus tard m proposition VIII aux chocs se produisant dan^ un navire quelconque.
d'Huygens.
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CË'-BC' BC-hCE
LO > LP
Le point O est donc, par rapport à P, du cdié de MK. Il est donc au-dessus de N. C'est ce qui restait à démontrer.]
Admettons maintenant que le corps A soit réfléchi, si c'est possible, avec une vitesse CD supérieure à celle CA qu'il avait avant le choc. CD sera d'ailleurs moindre que CB, vitesse de B avant le choc; en eflFet, ce sérail seulement si B n'était pas inférieur, mais égal à A, que A s'éloignerait après le choc avec une vitesse CB (prop. II).
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De plus, B sera réfléchi après le choc avec une vitesse CE telle que DE soit égal à AB....[Lasuiiede la démonsuatioa est analogue à celle qui précède. ] . . . .
Peut-il arriver qu'après le choc A s'arrête et que B soit seul réfléchi? Il le sera alors avec la vitesse AB, puisque telle était la vitesse relative des deux corps avant le choc (prop. IV).... [Huygens démontre par un raisounemeot analogue à celui qui précède que cette hypothèse est inadmissihle.]. . . .
Peul-on dire enfin que le corps A continue à se mouvoir après le cho<; dans le même sens qu'avant avec une vitesse CP? S'il en est ainsi, cette vitesse CF ne sera pas plus grande que celle AC qu'il avail avant le choc ('")• D'ailleurs, le corps B devra précéder Aavec une vitesse CG dépassant CF d'une quantité FG égale à AB (prop. IV). On verra par Ir raisonuement suivant que cela n'est pas possible. Prenons CD égal à CF et DE égal à AB. Donc, ED surpasse CE de la même quantité que CG surpasse FG ou ED. En supposant, comme dans le premier cas, que le corps A revient en arrière après le choc avec une vitesse CD, on montre que même la vitesse CE ne peut être attribuée au corps B sans qu'on soit conduit à l'absurdité suivante : « Les mouvements horizontaux étant changés en mouvements verticaux, le centre de gravité
Fig. 7..
commun des corps s'élèvera à une hauteur plus grande que celle d'oîiil est descendu, m ^/or/iâM' parvient-on à la même absurdité si te corps B acquiert une vitesse CG beaucoup plus grande que CE, le corps A en ayant une CF égale à CD elle-même. Donc, après le choc, le corps A ne continue pas son mouvement dans le même sens. C'est pourquoi il ne reste plus que la solution suivante : A retourne en arrière avec la vitesse CA avec laquelle il se déplaçait avant te choc et, par suite, B rebondit aussi avec la vitesse CB.
[Ce théorème étant démontré, Huygens traite facilement tous les cas de choc entre deux corps inégaux en les ramenant, par l'artifice du navire, au cas qui fait l'objet de la proposition VIII.]
('") C«la peulsc déduire faciJemeat de |.
pioposilioa IV. C'est d'ailleura iauUle pour
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Ce qu'il y a de particulièrement intéressant, à mon avis, dans le Traité qui précède, c'est la tentative faite par Huygens de construire une théorie mécanique fondée sur la notion de relalivité du mouvement.
Qu'Huygens pensât que le mouvement ne peut se considérer que relativement, c'est ce qui ne fait aucun doute. Il me suffira, pour le montrer, de citer, à côté de ce qu'il dit plus haut dans son hypothèse III, les passages suivants empruntés à sa correspondance ('").
Je monlrerais que le mouvement d'un corps peut être en même temps véritablement égal ei véritablement accéléré selon qu'on rapporte son mouvement à d'autres différents corps (Lettre nM688, année 1668?).
Selon moi, le repos et le mouvement ne peuvent être considérés que relativement, et le même corps qu'on dit être en repos à l'égard de quelques-uns peut être dit se mouvoir à l'égard des autres corps et même il n'y a pas plus de réalité de mouvement dans l'un que dans l'autre (Lettre n" 1754, 10 août 1669).
El s'il ne veut pas m'accorder que le mouvement et le repos ne se peuvent considérer que relativement, je le prie de me dire et définir ce que c'est l'un ou l'autre à les prendre absolute et sans relation (Lettre n- 1770, 3o octobre 1669).
Dans les applications, Huygens n'a pas conservé dans leur intégrité ces idées générales ("")' '' "'•* P'*^ complètement éliminé de sa Mécanique la notion de mouvement absolu. Vénoncé qu'il donne, dans son hypothèse I, du principe connu aujourd'hui sous le nom de principe de l'inertie la suppose. Et dans son hypothèse III où il pose tout d'abord si nettement la relativité du mouvement, il restreint ensuite son affirmation en supposant que le mouvement d'entraînement commun est uniforme {œquabilis).
Et cependant il n'est pas douteux qu'il y a dans la théorie
["■) Voir Œuvres complètes d'Hujgens publiées par ia Société hoUaDdaisc des Sciences.
('") Quoi d'étonnant à cela d'ailleurs, de la part d'un homme quia presque été le conteuiporaÏD de Galilée et des grandes luîtes soutenues i propos de la rotation ou de l'immobilité de U TetreT
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du choc beaucoup de choses indépendantes, comme l'a voulu Huygens, de la notion de mouvement absolu. Il yen a même plus qu'Huygens lui-même ne parait l'avoir vu, plus peutêtre que dans la plupart des théories mécaniques, et cela grâce à V instantanéité du phénomène du choc. C'est ce que nous allons montrer en examinant, au point de vue de la relativité du mouvement, les diverses hypothèses d'Huygens.
Nous commencerons par nous occuper de la relativité de l'espace. Nous dirons un mot ensuite de la relativité du temps.
Nous envisagerons uniquement le mouvement du centre de gravité des corps choquants, indépendamment de ce qu'on appelle aujourd'hui le mouvement autour du centre de gravité. Nous supposerons les corps assez petits pour que ce mouvement autour du centre de gravité soit négligeable au point de vue de la force vive. Nous n'aurons donc pas à nous préoccuper des hypothèses faites par Huygens sur le fait que le choc est direct, hypothèses grâce auxquelles il peut considérer les corps comme animés de translations. En considérant ces corps comme des points, nous laissons de côté cette question accessoire.
Il reste alors, comme hypothèses fondamentales adoptées par Huygens : i° l'hypothèse 1, c'est-à-dire le principe de l'inertie; a" une série d'hypothèses qui se réduisent (on peut s'en convaincre en se reportant aux notes i56, i S8 et i63^ à la suivante : « Les forces vives se conserventpendantle choc, et cela quel que soit le système d'axes auquel on rapporte le mouvement. » Huygens, à la vérité, limite l'indétermination des axes à des axes animés d'un mouvement absolu de translation uniforme. Nous allons voir que cette introduction de l'idée de mouvement absolu est inutile.
On peut se proposer de rechercher ce que le principe de l'inertie contient d'indépendant du système d'axes : c'est une étude que nous ferons dans la seconde Partie de cet Ouvrage. Elle est inutile pour l'objet qui nous occupe ici, parce que, en somme, l'hypothèse I ne joue aucun rôle dans la théorie d'Huygens. Le savant hollandais étudie les variations de
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vitesse que produit le phénomène ÏDStantané du choc; il ne s'occupe pas de la nature du mouvement (uniforme, uniformément accéléré, rectiligne, curviligne, etc.) avant ou après le choc. Pour ses raisonnements, il utilise divers systèmes de référence, les navires qu'il considère comme animés les uns par rapport aux autres de translations uniformes; mais la seule chose qui importe c'est la vitesse d'entraînement, au moment du choc, du point où se produit le choc; il n'est nullement nécessaire que ces translations soient uniformes, il ne l'est même pas que les mouvements respectifs des navires soient des translations, et le système de référence primitif peut être quelconque.
Il est facile de voir, en effet, que ta variation de vitesse produite par le choc est indépendante du système d'axes adopté comme système de comparaison. Soient^, et f , les vitesses avant et après le choc d'un des corps choquants, prises par rapport à un système d'axes arbitraire choisi comme primitif, Vr„, f,, les mêmes vitesses par rapport à un second système absolument quelconque, v, la vitesse, par rapport au premier système et à l'instant du choc, du point du deuxième système où se produit le choc. Les équipollences
montrent que les différences géométriques c, — v, et f,a — v,, sont égales, La même chose serait vraie pour le second corps choquant dont les vitesses seront désignées par fj,, f',, c^^, c^,.
Examinons maintenant à quelles conditions le principe de la conservation des forces vives peut s'énoncer pour un système d'axes quelconque.
Notons m et m' les masses des corps. Dans le premier système, la conservation des forces vives s'écrit
Cette égalité (3) étant vérifiée, à quelle condition la conservation des forces vives sera-t-elle vraie pour le second sys-
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tème, c'est-à-dire à quelle condition aura-t-on aussi
L'égalité (3) peut s'écrire ou, en faisant intervenir la notion de produit géométrique,
Tenant compte de (i), (a), il vient
ou encore
Pour que (4) soit vérifiée, il faut et il suffit que
Cette relation exprime que le vecteur
a une projection nulle sur le vecteur f,. Cette propriété doit être exacte quel que soit le second système d'axes, c'est-àdire quel que soit le vecteur c^. II faut et il suffit pour cela que le vecteur m (c, — v^) -+■ m'{v^ — v\) soit nul.
Ce résultat peut s'énoncer de deux manières. Ou bien on peut dire que le vecteur mv„ -f- m'v\, c'est-à-dire la quantité mouvement entendue avec une direction et un sens, doit se conserver dans le choc. C'est la loi de Wallis convenablement généralisée.
Ou bien on peut dire que les vecteurs m[v^ — v,) et m'(c'„ — v\) doivent être égaux et directement opposés. Cet énoncé est particulièrement instructif. Nous savons, en effet, que ces deux vecteurs sont entièrement indépendants du sys-
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terne de comparaison ; ils ont, si l'on peut dire, une valenr absolue. Et leur signification est facile à trouver en faisant intervenir la notion de force. Désignons par e la durée, très petite, du choc, et admettons, avec Galilée, que les forces sont proportionnelles aux variations de vitesse produites dans un temps donné. Remarquons d'ailleurs que cette définition des forces, si elle suppose la notion d'espace absolu quand on l'applique à une variation de vitesse de même ordre que le temps et que le chemin parcouru dans ce temps, ne la suppose plus du tout dans le cas du choc où la variation instantanée de vitesse est la même dans tous les systèmes d'axes.
Les vecteurs "'^''''~ *''-' et "* V"» — ''i-J g^^j alors les forces
moyennes développées par le choc au contact des corps choquants. La condition à laquelle nous sommes parvenus est donc que les forces au contact soient deux à deux égales et directement opposées, c'est-à-dire obéissent au principe de l'égalité de l'action et de la réaction.
Il nous suffira maintenant d'un mot pour traiter de la relativité du temps. Si t est le temps mesuré avec une certaine horloge, 6 le temps mesuré avec une autre horloge, une vitesse quelconque, mesurée par le nombre c avec le temps t, devient q -^ avec le temps 6. Quand on passe d'un temps à l'autre, les différences géométriques de vitesse sont multipliées par -ja, les forces vives par [ js ) • Le choc étantd'ailleurs instantané, ces facteurs sont les mêmes après et avant. Si donc l'égalité (3) est vraie avec une certaine horloge, elle l'est avec une autre quelconque.
Il convient de faire une remarque. Tout ce qui précède, aussi bien ce qui est relatif aux systèmes d'axes que ce qui est relatif aux horloges, suppose essentiellement que les seconds repères ne subissent pas de changements brusques par rapport aux premiers : c'est à cette condition que Ve et que -Tx sont les mêmes avant et après le choc. C'est la seule restriction à nos raisonnements.
LE CHOC B
En résumé, la théorie du choc d'Huygeos repose uniquement sur l'hypothèse que les forces vives se conservent dans le choc des corps élastiques, et cela quels que soient les repères auxquels on rapporte le mouvement. Et cette hypothèse peut se décomposer en deux. 11 suffit d'admettre la conservation des forces vives dans un système d'axes particuliers, avec une horloge quelconque, et de poser ensuite le principe de l'égalité de l'action et de la réaction. Or, la conservation des forces vives peut être considérée comme démontrée expérimentalement par l'observation des chocs à la surface de la Terre, parle fait que, dans une telle observation, on voit le centre de gravité des corps posants remonter à la hauteur d'où il est tombé, et pas plus haut : c'est ainsi qu'Huygens la justifie.
Les considérations qui précèdent mettent en évidence un lien entre le principe de l'égalité de l'action et de la réaction et l'idée de l'impossibilité du mouvement perpétuel. C'est un point de vue que nous développerons plus tard.
. — ETUDES DB DTMAHIOUE.
LE CENTRE D'OSCILLATION
§ 1. — Hatiin et histoire du problème.
Les recherches de Dynamique que nous avons citées jusqu'ici portent toutes sur le mouvement des corps assez petits pour pouvoir être coosidérés comme des points : elles ont toutes pour objet le mouvement du point matériel. Quand les corps ont des dimensions notables, on se trouve en présence de systèmes. Les problèmes de ia dynamique des systèmes ont naturellement été abordés après ceux de la dynamique du point.
Le premier problème ("*) et le plus simple de ce genre dont les géomètres se soient occupés est celui du centre d'oscillation. Ce problème a été fameux au commencement du siècle dernier (***) et même dès le milieu du précédeal, par les ellorts et les tentatives que les plus grands géomètres ont faits pour en venir à bout; et comme c'est principalement à ces tentatives qu'on doit les progrès immenses que la Dynamique a faits depuis, je crois devoir en donner ici une histoire succincte, pour montrer par quels degrés cette Science s'est élevée à la perfection où elle paraît être parvenue dans ces derniers temps.
Les lettres de Descartes offrent les premières traces des recheiches sur le centre d'oscillation {'"). On y voit que Mersenne
") Citation de Lagrange {Mécanique analytique, i' Partie, i" section). '*) Ceci était publié au début du x[x- siècle.
") Voir les lettres de l'anaée 164^ {Édition des Œuvres de Deicartes, par iDi et Tanaery, Correspondance, t. IV).
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avait proposé aux géomètres de déterminer la grandeur que doit avoir un corps de figure quelconque, pour que, étant suspendu par un point, il fasse ses oscillations daas le même temps qu'uo 61 de longueur donnée et chargé d'un seul poids à son extrémité. Descartes observe que cette question a quelque rapport avec celle du centre de gravité et que, de même que, dans un corps pesant qui tombe librement, il j a un centre de gravité autour duquel les efforts de la pesanteur de toutes les parties du corps se font équilibre, eu sorte que ce centre descend de la roéme manière que si le reste du corps était anéanti ou qu'il fût concentré dans le même centre ; aini'i. dans les corps pesants qui tournent autour d'un axe fixe, il doit y avoir un centre, qu'il appelle centre d'agitation, autour duquel les forces d'agitation de toutes les parties du corps se conlre-balancent, de manière que ce centre, étant libre de l'action de ces forces, puisse être mû comme il le serait si les autres parties du corps étaient anéanties ou concentrées dans ce même centre; que, par conséquent, tous les corps dans lesquels ce centre sera également éloigné de l'axe de rotation feront leur vibration dans le même temps.
D'après cette notion du centre d'agitation, Descartes donne une méthode générale de le déterminer dans les corps de figure quelcoque ; cette méthode consiste à chercher le centre de gravité des forces d'agitation de toutes les parties du corps, en estimant ces forces par les produits des masses multipliées par les vitesses, qui sont ici proportionnelles aux distances à l'axe de rotation, et en supposant que les parties du corps soient projetées sur le plan qui passe par son centre de gravité et par l'axe de rotaCÎOD, de manière qu'elles conservent leurs distances à cet axe.
Cette solution de Descartes devint un sujet de contestations entre lui et Roberval, Celui-ci prétendait qu'elle n'était bonne que lorsque toutes les parties du corps sont réellement ou peuvent être censées placées dans un même plan passant par l'axe de rotation, que dans ions les autres cas il ne fallait considérer que les mouvements perpendiculaires au plan passant par l'axe de rotation et par le centre de gravité du corps, et qu'on devait rapporter chaque particule au point où ce plan est rencontré par la direction du mouvement de cette particule, direction qui est toujours perpendiculaire au plan ment- par cette particule et par l'axe de rotation. Mais il est facile de prouver que, par rapport à l'axe de rotalion, les moments des forces estimées de cette manière sont
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toujours égaux à ceux des forces estimées suivant la méthode de Descartes ('").
Roberval prétendit, avec plus de fondemeal, que Descartes n'avait cherché que le centre de percussion, autour duquel les chocs ou les moments de percussion sont égaux, et que, pour trouver le vrai centre d'oscillation d'un pendule pesant, il fallait aussi avoir égard k l'aclion de la gravité, en vertu de laquelle le pendule se meut ("*). Mais, cette recherche étant supérieure à la
(■") Liigrange fait ici uae erreur. Ed réatiK l'objeciJoa de Roberral iuit
PienoDS, pour fixer les idées, une ligure plaae oscillaat autour d'un axe O perpeadiculaîre i sod plan, et toit OG passant par le ceotre de gravité. Le problème proposé est de composer toutes les forces d'agïtatioD, Ja force d'agilatioD du point M (ïlaat un vecteur égal i mv appliqué au poiat M. Pour faire celte composition,
Descartes prend les moineuts autour de O, et il cherche, sur OG, un point O' tel qu'une force appliquée eu ce point et égale ï la somme des forces d'agiution ait même moment par rapport k O que toutes les forces d'agitation. Cela revient, comme le fait remarquer Lagrange, à rabattre (Lagrauge dit projeter) M en M' sur OG par un arc de cercle MM', et à supposer que la force mv est appliquée en M' perpendiculairement i OG. Au contraire Roberval considère la force mv comme appliquée en I; il n'envisage que la composante de mv normale i OG, la composante suivant OG étant détruite par la fixité de O, el il détermine le point 0' par la condition qu'une force appliquée en ce point el égale i la somme des composantes des mv normales à OG ait m£nie moment que toutes les forces me.
On voit, par cette analyse, que Roberval compose plus correctement que Descartes les forces appliquées i un corps solide, et, effectivement, il trouve la position exacte du centre d'oscillation d'un secteur circulaire oscillant autour d'un axe perpendiculaire à son plan et passant par son centre. Il reste A voir pourquoi cette composition des forcei d'agitation est bien la solution du problème du centre d'oscillation. Ce qu'en dit Descaries est losufllsant pour le prouver et l'on va voir par ce qui va suivre que Roberval a bien compris cette insuffisance.
('") a La pesanteur du corps est une puissance, disait Roberval, l'agitation en est une autre, quoiqu'elle soit causée par la pesanteur, et chacune de ces puissances a sa force, sa direction et son centre propres et particuliers, qui servent i examiner le centre composé de ces dilTérentes puissances. ■ A quoi Descartes essayait de répondre : » Le mot de centre de gravité est relatif aux corps qui se
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Mécanique de ces temps-là, les géomètres continuèrent à supposer tacitement que le centre de percussion était le même que celui d'oscillation et Hii^gens fut le premier qiiï envisagea ce dernier centie sous son vrai point de vue. . . Ne pouvant résoudre ce problème par les lois connues du mouvement, il inventa un principe nouveau, mais indirect, lequel est devenu célèbre depuis sous le nom de conservation des forces vives.
2. Un fil, considéré comme une ligne inflexible sans pesanteur et sans masse, étant attaché par un bout à un point fixe et chargé, à l'autre bout, d'un petit poids qu'on puisse regarder comme réduit à un point, forme ce qu'on appelle un pendule simple; et la loi de:: vibrations de ce pendule dépend uniquement de sa longueur, c'est-à-dire de la distance entre le poids et le point de suspension. Mais, si à ce fil on attache encore un ou plusieurs poids à différentes distances du point de suspension, on aura alors un pendule com[iosé dont le mouvement devra tenir une espèce de milieu entre ceux des dilTërents pendules simples que l'on aurait si chacun de ces poids était suspendu seul au fil. Car, la force de la gravité tendant d'un côté à faire descendre tous les poids également dans le même temps, et de l'autre l'inflexibilité du fil les contraignant à décrire dans ce même temps des arcs inégaux et proportionnels à leurs distances du point de suspension, il doit se faire entre ces poids une espèce de compensation et de répartition de leurs mouvements; en sorte que les poids qui sont les plus proches du point de suspension hâteront tes vibrations des plus éloignés, et ceux-ci, au contraire, retarderont les vibrations des premiers. Ainsi il j aura dans le £1 un point où, un corps étant placé, son mouvement ne serait ni accéléré ni retardé par les autres poids, mais serait le même que s'il était seul suspendu au fil. Ce point sera donc le vrai centre d'oscillation du pendule composé, et un tel centre doit se trouver aussi dans tout corps solide, de quelque ligure que ce soit, qui oscille autour d'un axe horizontal.
Hu^gens vit qu'on ne pouvait déterminer ce centre d'une ma-
meuvent librement; dans le cas du pendule, c'est une chimère », et cepeadant, daaa sa solution, il se servait, lui aussi, du centre de gravité pour déterminer la droite OG où il rabattait ses points M. On voit que Roberval a tu beaucoup plus juste que Descartes en afllrmatit que rien ne permettait de dire que le centre
d'agitation coïncidait avec le centre d'oscillation : on sait aujourd'hui qu'il en est bien ainsi, mais Descartes ne l'a nullement démontré.
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nîere rigoureuse sans connaître la loi suivant laquelle les différents poids du pendule composé altèrent mutuellement les mouvements qtie la gravité tend à leur imprimer à chaque instant; mais, au lieu de chercher à déduire celte loi des principes Toadamentaux de la Mécanique, il se contenta d'y suppléer par un principe indirect, lequel consiste à supposer que, si plusieurs poids, attachés comme l'on voudra à un pendule, descendent par ta seule action de la gravité, et que, dans un instant quelconque, ils soient détachés et séparés les uns des autres, chacun d'eux, en vertu de la vitesse acquise pendant sa chute, pourra remonter à une telle hauteur que le centre commun de gravité se trouvera remonté à la même hauteur d'où il était descendu. Ala vériléHuygens n'établit pas ce principe immédiatement, mais il le déduit de deux hypothèses qu'il croit devoir être admises comme des demandes de Mécanique : l'une, c'est que le centre de gravité d'un système de corps pesants ne peut jamais remonter à une hauteur plus grande que celle d'oi^ il est tombé, quelque changement qu'on fasse à la disposition mutuelle des corps, parce que, autrement, le mouvement perpétuel ne serait plus impossible; l'autre, c'est qu'un pendule composé peut toujours remonter de lui-même à la même hauteur d"où il est descendu librement. Au reste, Huygens remarque que le même principe a lieu dans le mouvement des corps pesants liés ensemble d'une manière quelconque, comme aussi dans le mouvement des tluides.
On ne saurait deviner ce qui a donné à cet auteur l'idée d'un tel principe; mais on peut conjecturer qu'il y a été conduit par le théorème que Galilée avait démontré sur la chute des corps pesants, lesquels, soit qu'ils descendent verticalement ou sur des plans inclinés, acquièrent toujours des vitesses capables de les faire remonter aux mêmes hauteurs d'où ils étaient tombés. Ce théorème, généralisé et appliqué au centre de gravité d'un système de corps pesants, donne le principe d'Huygens.
Quoi qu'il en soit, ce principe fournit une équation entre la hauteur verticale d'où le centre de gravité du système est descendu dans un temps quelconque et les différentes hauteurs verticales auxquelles les corps qui composent le système pourraient remonter avec leurs vitesses acquises, et qui, par les théorèmes de Galilée, sont comme les carrés de ces vitesses. Or, dans un pendule qui oscille autour d'un axe horizontal, les vitesses des différents points sont proportionnelles à leurs distances de l'axe; ainsi on peut ré-
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duîre l'équation à deux seules inconnues, dont l'une soit la descente du centre de gravité du pendule dans un temps quelconque, et dont l'autre soit la hauteur à laquelle un point donné de ce pendule pourrait remonter par sa vitesse acquise. Mais la descente du centre de gravité détermine celle de tout autre point du pendule; donc on aura une équation entre la hauteur d'où un point quelconque du pendule est descendu et celle à laquelle il pourrait remonter par sa vitesse due à cette chute. Dans le centre d'oscillation, ces deux hauteurs doivent être égales, parce que les corps libres peuvent toujours remonter à la même hauteur à'oii ils sont tombés; et l'équation fait voir que cette égalité ne peut avoir lieu que dans un point de ta ligne perpendiculaire à l'axe de rotation et passant par le centre de gravité du pendule, lequel soit éloigné de cet axe de la quantité qui provient en multipliant tous les poids qui composent le pendule par les carrés de leurs distances à l'axe et divisant la somme de ces produits par la niasse du pendule multipliée parla distance de son centre de gravité au même axe. Cette quantité exprimera donc la longueur d'un pendule simple dont le mouvement serait égal à celui du pendule composé.
Cette théorie d'Huygens est exposée dans l'fiorologium oscillatorium (lÔ^i) et elle y est accompagnée d'un grand nombre de savantes applications (*'*). Elle n'aurait rien laissé à désirer si elle n'avait pas été appuyée sur un principe précaire, et il restait toujours à démontrer ce principe pour la mettre hors de toute atteinte.
En 1681 parurent, dans le Journal des Savants de Paris, quelques mauvaises objections contre cette théorie, auxquelles Huygens ne répondit que d'une manière vague et peu satisfaisante. Mais cette contestation, ajant excité l'attention de Jacques Bernouilli, lui donna occasion d'examiner à fond la théorie d'Huygens et de chercher à la rappeler aux premiers principes de la Dynamique. 11 ne considère d'abord que deux poids égaux attachés à une ligne inflexible et droite, et il remarque que la vitesse que le premier poids, celui qui est le plus près du point de suspension, acquiert en décrivant un arc quelconque doit être moindre que celle qu'il aurait acquise en décrivant librement le même arc, et qu'en même temps la vitesse acquise par l'autre poids doit être
(■") Nous ciloDs plus toia de nombreax fragments de VHorologium oicillato-
l6a LIVRB It. — ÉTUDES DE DTNAHIQUB.
plus grande que celte qu'il aurait acquise en parcoiirant le même arc librement. La vitesse perdue par le premier poids s'est donc communiquée au second, et, comme cette communication se t'ait par le moyen d'un levier mobile autour d'un point fixe, elle doit suivre la loi de l'équilibre des puissances appliquées à ce levier, de manière que la perte de vitesse du premier poids soit au ^ain de vitesse du second dans la raison réciproque des bras de levier, c'est-à-dire des distances au point de suspension. De là, et de ce que les vitesses réelles des deux poids doivent être elles-mêmes dans la raison directe de ces distances, on détermine facilement ces vitesses et, par conséquent, le mouvement du pendule.
3. Tel est ie premier pas qui ait été fait vers la solution directe de ce fameux problème. L'idée de rapporter au levier les forces résultantes des vitesses gagnées ou perdues par les poids est très fine et donne la clef de la vraie tbéortc; mais Jacques Bernouilli s'est trompé en considérant les vitesses acquises pendant un temps quelconque fini, au lieu qu'il n'aurait dû considérer que les vitesses élémentaires acquises pendant un instant et les comparer avec celles que la gravité tend à imprimer pendant le même instant. C'est ce que L'Hôpital a fait depuis dans un écrit inséré dans le Journal de Hotterdamàe 1690. Il suppose deux poids quelconi|u es attachés au fil inflexible qui fait le pendule composé, et il établit l'équilibre entre les quantités de mouvement perdues et gagnées par ces poids dans un instant quelconque, c'est-à-dire entre les différences des quantités de mouvement que les poids acquièrent réellement dans cet instant, et de celles que la gravité tend à leur imprimer. Il détermine, par ce moyen, le rapport de l'accélération instantanée de chaque poids à celle que la gravité seule tend à lui donner et il trouve le centre d'oscillation en cherchant le point du pendule pour lequel ces deux accélérations seraient égales. Il étend ensuite sa théorie à un plus grand nombre de poids; mais il regarde pour cela les premiers comme réunis successivement dans leur centre d'oscillation, ce qui n'est plus si direct ni ne peut être admis sans démonstration {"*)■
Cetteanaljsefit revenir Jacques Bernouilli sur la sienne et donna enfin lieu à la première solution directe et rigoureuse du pro-
e ajouter que cette méthode <
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blême des cenlres d'oscillalîon, solutioD qui mérite d'autant plus l'altentioD des géomètres qu'elle contient le germe de ce principe de Dynamique qui est devenu si fécond entre les mains de d'Alembert.
L'auteur considère ensemble les mouvements que la gravité imprime à chaque instant aux corps qui composent le pendule, et, comme ces corps, à cause de leur liaison, ne peuvent les suivre, il conçoit les mouvements qu'ils doivent prendre comme composés des mouvements imprimés et d'autres mouvements, ajoutés ou retranchés, qui doivent se contre-ba lancer, et en vertu desquels le pendule doit demeurer en équilibre. Le problème se trouve ainsi ramené aux principes de Statique et ne demande plus que le secours de l'analjse. Jacques Bernouilli trouva, par ce moyen, des formules générales pour les cenlres d'oscillation des corps de figure quelconque, en lit voir l'accord avec le principe d'Huygens et démontra l'identité des cenlres d'oscillation et de percussion. Cette solution avait été ébauchée, dès 1691, dans les Actes de Leipsick; mais elle n'a été donnée d'une manière complète qu'en 1703, dans les /Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris {'■">).
9. Pour ne rien laisser à désirer sur cette histoire du problème du centre d'oscillation, je devrais rendre compte de la solution que Jean Bernouilli en adonnée ensuite dans les mêmes Mémoires et qui, ayant été donnée aussi à peu près en même temps par Taylor dans l'Ouvrage intitulé MeCkodus incrementorum, a été l'occasion d'une vive dispute entre ces deux géomètres; mais, quelque ingénieuse que soit l'idée sur laquelle est fondée celle nouvelle solution et qui consiste à réduire tout d'un coup le penduie composé en pendule simple, en substituant à ses différents poids d'autres poids réunis dans un seul point, avec des masses et des pesanteurs fictives telles qu'elles produisent les mêmes accélérations angulaires et les mêmes moments par rapport à l'axe de rotation et que la pesanteur totale des poids réunis soit égale à leur pesanteur naturelle, on doit néanmoins avouer que cette idée n'est ni si
1 un passage du Mémoire de Jacques Bernouilli. s de Lagrange, qu'on pourrait rallacher les travaui scîllation au courant énergétique et ceux de Jacques : levier, au courant siatiqne (Chap. I, g 3)-
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Datiirelle ai si lumineuse que celle de l'équilibre entre les quantités de mouvement acquises et perdues (*'*).
On trouve encore dans la Phoronomia d'Herman, publiée en 1516, une nouvelle manière de résoudre le même problème, et qui est (ondée sur cet autre principe, que les forces motrices dont les poids qui forment le pendule doivent être animés pour
( "*) Voici qoElquei indications sur cette solution de Jean Beroonilti. . Prenons l'eieoiple suivant : deux poids A et A', de masses m et m', portés j
une verge OAA', oscillent autour de O. Bemouillî remarque que le moment de la pesanteur de m par rapport i. O est le m£me que celui d'un poids de
masse m ^t placé en un point P arbitraiTemeiit choisi sur la verge, et soumis
OP ) une pesanteur g -^r-- Il remplace alors les deuï poids A et A' par deux
poids m — ^ et m' ^ placés en P et soumis reapeclitemenl aux pesan-
OP OP
leurs g -rj- et g -=-77 : il admet que l'oscillation tera la même. Au lieu de ces pesanteurs différentes, il suppose ensuite une pesanteur moyenne x donnant le même poids total, donc dëSnie par
On est donc ramené i un pendule simple dont la masse est— ^
OP et la pesanteur x.
Or, on sait que les pendules simples dont les longueurs sont en raison directe des pesanteurs sont isochrones. Le pendule OP peut donc être remplacé par un pendule OL, soumis i la pesanteur g, pourvu que
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pouvoir être mus conjointement sont équivalentes k celles qui proviennent de l'action de lu gravité; en sorte que les premières, étant supposées dirigées en sens contraire, doivent faire équilibre à ces dernières.
Ce principe n'est, dans le fond, que celui de Jacques Bernouilli présenté d'une manière moins simple, et il est facile de les rappeler l'un à l'autre par les principes de ta Statique. Euler l'a rendu ensuite plus général et s'en est servi pour déterminer les oscillations des corps flexibles, dans un Mémoire imprimé en 1740, dans le Tome VII des anciens Commentaires de Saint-Pétersbourg.
§ 2. — Hnygens et rimpostibîUtè du monTemeat perpétuel.
Étudions de plus près le texte même d'Huygens. Voici une analyse de l'Ouvrage, paru en 1673, intitulé Horloge oscillante ou démonstrations géométriques relatives à l'application aux horloges du mouvement des pendules (fforoiogium oscillatorium, sive de motu pendulorum ad horologia aptaio demonstrationes geometricœ).
DEUXIÈME PARTIE
ET DE LEUR MOtlVeUENT SUR LÀ CVCLOIDE.
Hypothèses. — I . S'il n'y avait ni gravité ni résistance de Pair, un corps quelconque, une fois mis en mouvement, continuerait à se mouvoir avec une vitesse uniforme et en ligne droite.
II. L'action de la gravité, quelle que soit son origine, donne aux corps un mouvement composé, formé du mouvement uniforme qu'ils possèdent dans telle ou telle direction et du mouvement vers le bas dû à la gravité.
. — ET U DBS DE DTNAIIIQUB.
III. On peut considérer chacun de ces mouvements à part; l'un n'empêche pas l'autre {'^')-
Soil UD grave C abandonné au repos. Au bout d'un temps F, il aura parcouru, par la force de la gravité, le chemin CB. Imaginons
que ce grave ait reçu de quelque autre part un mouvement qui, si la gravité était nulle, lui ferait décrire dans le temps F d'un mouvement uniforme le chemin CD en ligne droite. La force de la gravité intervenant, le corps n'ira pas dans le temps F de C en D, mais bien en un point E situé au-dessous de CD et tel que DE soit toujours égal à CB. En d'autres termes, E sera tel que le mouvement uniforme et le mouvement dû à la gravité s'effectueront chacun en entier dans sa direction, l'un n'empêchant pas l'autre. On apprendra à définir, par la suite de cet Ouvrage, la ligne décrite par le grave dans ce mouvement composé lorsque le mouvement uniforme n'est pas dirigé verticalement vers le haut ou vers le bas, mais en oblique. Lorsque le mouvement uniforme CD est dirigé verticalement de haut en bas, on voit que la ligne CD est, par l'intervention de la gravité, accrue de DE. De même, lorsque le mouvement uniforme CD est dirigé de bas en haut, CD est diminué de DE, de sorte que, au bout du temps F, le grave se trouvera toujours en E. Si, dans l'un et l'autre cas, nous considérons séparément, comme nous l'avons dit, les deux mouvements, et si nous admettons qu'ils ne se gênent mutuellement
" ) Ce sont ta eo somme les prii tes. Ils sont énoDcés d'une manî aot Sorenlin; ou reconnaît là I
:ipes de Galilée combinés avec < e plus absolue et plus géaérale nfluence du philosophe français.
eux de Deaque chez le
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en aucune manière, nous pourrons trouver la cause et les lois de l'accélération dans la chute des graves.
[Hujgens développe ensuite les lois de la chute rectiligne des corps pesants. Il montre que leur mouvement est uni formétnent accéléré en superposant à chaque instant le mouvement uniforme antérieurement acquis et l'effet de la gravité qui est de faire parcourir, dans l'unité de temps, à un grave, partant du repos en un point quelconque de l'espace, une longueur toujours bien déterminée ("•)- Il ajoute :]
Il faut savoir que tout ce qui a été démontré jusqu'ici s'applique aux graves descendant et montant sur des plans inclinés comme à ceux qui se meuvent verticalement; car les hypothèses qui ont été faites sur l'action de la gravité doivent être admises dans l'un et l'autre cas.
Il ne sera pas diflicile maintenant de démontrer la proposition suivante que Galilée a demandé qu'on lui concédât comme évidente de soi. En efTel, la démonstration qu'il s'est efforcé d'en apporter ultérieurement et qui se trouve dans la dernière édition de ses œuvres est, selon mon jugement, peu solide ('"•). Voici cette proposition.
Proposition VI. — Les vitesses acquises par des graves en descendant sur des plans diversement inclinés sont égales si les hauteurs des plans le sont.
Nous appelons hauteur d'un plan ■^on altitude comptée sur la verticale.
Soient donc deux plans inclinés dont les sections par un plan vertical sont AB, CD. Leurs hauteurs AE, CD sont égales. Un grave tombe de A en suivant le plan AB ou bien de C en suivant CD. Je disque dans les deux cas la vitesse acquise en B est la même.
( '") Huygen» déduii le mooïement accéléré des graves du principe de l'ioeriie et de celui de la composition des mouiements. La chute libre des corps pesants lui apparaît comme un cas particulier de la parabole des projectile». Galilée n'a- Tait pas fait un tel rapproc bernent, très instructif, parce qu'il n'avait pas énoncé les principes d'une manière assez générale. Nous avons déjà dit que certains autenrs, corame M. Wohiwill, pensent même qu'il eût été tout i Tait contraire aux idées fondamentales de Galilée d'appliquer la loi de la composition des mouvements à un corps pesant animé d'une impulsion non boTÎzontale. La chose est au contraire toute naturelle avec les idées de Descartes sur l'inertie. Cf. Chap. I, g 1, et note 123.
("•) Voir note 119.
En eflet, si, en tombant suivant CD, le corps acquëra!i une vitesse plus faible qu'en tombant suivant AB, il acquerrait par exemple dans cette descente CB la même vitesse que dans une
Fig. ■73.
descente FB inférieure à AB. Miiîs il acquerrait suivant ('B précisément la vitesse qui pourrait le faire remonter tout le long de BC ('"). Donc il acquerrait suivant FB la vitesse qui pourrait le faire remonter suivant BC; ce résultat pourrait être obtenu par la réflexion sur une surface oblique; le corps monterait donc jusqu'en C, c'est-à-dire plus haut que le point d'où il est tombé, ce qui est absurde.
On montrera de même qu'en descendant suivant AB le corps ne peut acquérir une vitesse moindre que suivant CB. Donc il acquiert la même vitesse suivant l'un et l'autre plan ('")■
[Ce théorème permet à Huygens d'étudiei' le mouvement sur des plans diversement inclinés. Il démontre en particulier le théorème suivant :]
Proposition /^T. — Si le mouvement d'un grave, au bas de sa chute, se retourne vers le haut, il remonte à la hauteur d'où il est tombé, quels que soient les plans conttgus suivant lesquels il remonte, quelle que soit l'inclinaison de ces plans.
Soit un grave tombant de la liauteiir AB, et soient, à partir de B et vers le haut, des plans iuclinés BC, CD, DE dont l'extrémité E
{'"") Celle proposition a él«
reclilii;ne des corpi», élude que {'") C'est «ne application de Si l'on compare ce qu'il A\i U
on voit qu'Huïgens i-emplace ;
menl perpëluel l'idcc physique
célération.
l'hypothè!»
avec le pas"») ar l'ittée phy le la priiporti
<aiedeGalil e de I
dans l'étude de la chale : nutre citation, rième Partie.
ie signalé par lanotetl9, jsibilité du
alité de la force statique
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est à la même altitudeque A. Jedisque, si le mobile, après sa chu te
ng. 76.
suivant AB, retourne son mouvement pour suivre lesdils plans inclinés, il parviendra en E.
[Il nous parait inutile de reproduire la démonstration de ce théorème.
De là Hu^gens passe naturellement à la considération du mouvement des points pesants sur une courbe, et en particulier sur une c^cloïde, celle-ci étant considérée comme formée par une infinité de plans inclinés successifs.]
QUATRIÈME PARTIE, nu CENTRE d'oscillation
On appelle centre d'oscillation ou d'agitation d'une ligure quelconque un point situé sur la perpendiculaire abaissée du centre de gravité sur l'axe d'o9<:illation à une distance de cet axe égale à la longueur du pendule simple synchrone du pendule composé formé par la figure étudiée.
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Hypothèses. — I. Si des poids en nombre quelconque commencent à se mouvoir sous l'influence de leur gravité, leur centre de gravité ne peut pas monter plus haut que le point oà il se trouvait au début du mouvement.
La haaleur doit être compiée suivaDl la distance à un plan horizontal, et l'on suppose dans les graves une tendance à la descente vers ce plan suivant des droites qui lui sont perpendiculaires. Tout cela, ou bien est posé expressément par tous ceux qui ont traité du centre de gravité, ou bien doit être suppléé par le lecteur; sans cela, en effet, il n'y a pas lieu de considérer le centre de gi-avité.
Quant à notre hypothèse, pour qu'elle ne soulève pas de difficulté, nous ferons voir qu'elle ne contient qu'une affirmation qui n'a jamais été niée par personne, à savoir que les graves ne peuvent pas monter. En elFet, considérons d'abord un seul corps grave; il est hors de doute que la force de sa gravité ne pourra pas le faire monter, et il faut entendre que le corps monte quand son centre de gravité monte. Mais on est obligé d'admettre le même résultat pour des poids en nombre quelconque réunis entre eux par des lignes inflexibles, parce que rien n'empêche de considérer leur ensemble comme un poids unique; c'est pourquoi leur centre de gravité commun ne pourra pas non plus s'élever.
Prenons maintenant des poids en nombre quelconque non réunis entre eux. Nous savons qu'ils ont aussi un centre commun de gravité. Je dis que l'altitude de la gravité résultant de ta composition de tous ces poids doit être prise égale à celle de ce centre de gravité; en effet, tous ces poids peuvent être amenés à cette hauteur du centre de gravité sans l'intervention d'aucune autre puissance que celle qui réside dans les poids, en les réunissant seulement par des lignes inflexibles et en les déplaçant autour de leur centre de gravité, ce qui n'exige aucune force ni aucune puissance ('**)- Or il ne peut arriver que des poids, placés sur le même plan horizontal, s'élèvent tous également, par la force de leur gravité, audessus de ce plan. Par suite, le centre de gravité d'un nombre quelconque de poids, affectant une disposition quelconque, ne peut atteindre une altitude plus grande que celle qu'il possède. Nous avons dit, dans ce qui précède, que des poids en nombre quelconque pouvaient être amenés, sans l'intervention d'aucune
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force, sur le plaD liorizontal passant par leur ceDtre de gravité. Ce résuLl&t se démontre ainsi qu'il suit :
Soient des poids \, B, C, de position donnée, D leur centre de
gravité, ËF la section d'un plan horizontal passant par ce centre. Soient des lignes inflexibles DA, DB, DC qui relient invariablement les poids. Déplaçons ceux-ci jusqu'à ce que A soit daus le plan EF en E; les verges décriront des angles égaux, B viendra en G et C en H.
Imaginons maintenant que B et C soient réunis parla verge HG qui coupe le plan EF en F. Le centre de gravité de ces deux poids réunis doit nécessairement se trouver en F, puisque celui des trois points situés en E, G, H est en D et que celui du poids situé en £ est aussi dans le plan EDF. Déplaçons donc les poids H. G en les faisant tourner autour de F, et cela sans aucune force; nous les amenons ainsi sur le pian EF, de telle sorte que les trois poids qui étaient d'abord en A, B, C sont transportés à la hauteur de leur centre de gravité, en vertu de leur propre équilibre (suo ipsorum œquilibrio). c. q. f. o. La démonstration est la même pour un nombre quelconque de poids.
Notre hjpothèse s'applique aussi aux corps liquides et elle permet de démontrer non seulement tout ce qu'Archimède a dit des corps flottants, mais encore la plupart des autres théorèmes de la Mécanique. Et certes, si les mécaniciens, inventeurs de nouvelles
173 LIVKB ir. — BTUDBS DS DIMAHIOVB.
machines où iU s'efforeeal vainement de réaliser le mouvement perpétuel, savaient l'uliltser, ils apercevraient facilement leurs erreurs et comprendraient que ce mouvement perpétuel est mécaniquement impossible ("*)•
II. Abstraction Jaice de la résistance de l' air et de tout autre obstacle, comme nous voulons l'entendre dans les démonstrations suivantes, le centre de gravité d' un pendule en mouvement parcourt des arcs égaux en descendant et en montant.
Cela a été démontré pour le pendule simple dans la proposition IX de la descente des graves. L'expérience montre qu'il faut l'admettre aussi pour le pendule composé. En effet, quelle que soit la forme du pendule, on la trouve également apte à la continuation du mouvement si ce n'est en ce qu'elle reçoit plus ou moins fortement l'action résistante de l'air ('*')■
Proposition IV. — Soit un pendule composé de plusieurs poids, abandonné au repos. Supposons qu'à un certain instant il ait effectué une partie de son oscillation entière et qu'à partir de ce moment le lien qui relie les difTérenls poids soit rompu, que ceux-ci retournent vers le haut leurs vitesses acquises et s'élèvent aussi haut qu'ils le peuvent. Dans ce mouvement, le centre de la gravité composée de tous les poids reviendra à l'altitude ou il se trouvait avant le commencement de l'oscillation.
Soit un pendule composé d'un nombre quelconque de poids A, B, C attachés à une verge ou à une surface non pesantes. Ce pendule est suspendu par un axe passant par le point D et perpendiculaire au plan de la figure. Le centre de gravité E des poids A, B, C est supposé dans ce plan, et la ligne de ce centre DE est
('") Ainsi l'idâe qui guide Huygens c'est l'impossibilité du mouvement perpétuel, mais envisagée dans un cas paniculier où eile est expérimentalement très claire, l'impossibilité pour le centre de gravité d'un ensemble de corps pesants de se relever plus haut que le point d'où il est descendu.
Il faut remarijuer en outre l'idée suivante : cette impossibitité est admise par Kuygens quelles que soieat les liaisons des corps entre eux et avec les corps étrangers ; quelles que soient ces liaisons, pourvu que, comme dit Huygens, les corps se meuvent sous U seule in/laeiice de leur gravité {voir l'énoncé de son hypothèse), le principe reste vrai. Ici apparaît la distinction entre les forces actives qui travaillent et les forces réacii>es qui ne travaillent pat. Voir note 91.
('") Cette hypothèse élimine les résistances passives, tout comme le principe de l'inertie.
CHAPITRE 111. — LE CUNTBB K OSCILUTION. t
ÎDclinée sur la verticale DF d'un angle EDF, le pendule ayant é
Fig. 78.
tiré jusque-là. Supposons maintenant qu'on l'abandonne en cette position et qu'il décrive une partie quelconque de son oscillation.
de sorte que les poids A, B, C parviennent en G, H, R. A partir de là, le lien commun qui relie ces poids étant rompu, imaginons que tous retournent vers le haut leurs vitesses acquises (cela pourra
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se faire par choc sur des plaos inclinés) et moDtent aussi haut qu'ils peuvent, savoir en L, M, N. Une fois parvenus là, leur centre de gravité coramnn est P. Je dis que P est à la même altitude que £.
En premier lieu, en elFet, il est certain, par la première hypotlièse, que P ne peut pas être plus haut que Ë. Mais voici comment nous montrerons qu'il ne peut pas être plus bas, SoiL, en effet, si cela est possible, P plus bas que E, et supposons que les poids redescendent des hauteurs LG, MH, NK auxquelles ils sont montés. On sait que dans cette descente ils acquièrent les mêmes vitesses qu'ils possédaient pour monter à ces hauteurs (proposition IV de la deuxième Partie), c'est-à-dire celles qu'ils avaient acquises par le mouvement du pendule venantdeCBAD en KHGD. C'est pourquoi, s'ils sont maintenant rattachés enscmbleavec lesdiles vitesses à la verge ou à la surface auxquelles ils étaient tout à l'heure fixés, ils continueront leur mouvement suivant les arcs commencés; cela se fera si, avant qu'ils atteignent la verge, on imagine qu'ils sont réfléchis par des plans inclinés QQ; le pendule, reconstitué de cette manière, terminera son oscillation comme si son mouvement s'était continué sans aucune interruption {'■'). De la sorte, le centre de gravité du pendule £ parcourra en descendant et en montant des arcs égaux EF, FR et parviendra en R à la même hauteur que E, Or E est supposé plus haut que P, centre de gravité des poids dans les positions L, M, N. Donc R sera aussi plus haut que P; par conséquent, le centre de gravité des poids tomhés de L, M, N remonterait plus haut que le point d'où il serait descendu, ce qui est absurde (hypothèse I de cette partie). P n'est donc pas plus bas que E. Mais il n'était pas non plus plus haut. Il est donc nécessairement à la même hauteur. c. q. f. d.
Pbopositiom V. — Soit un pendule composé d'un nombre quelconque de poids. Multiplions ces poids par le carré de leurs distances respectives à l'axe d'oscillation et divisons la somme de ces produits par le produit de la somme des poids par la distance du centre de gravité au même axe; nous obtenons ainsi la longueur du pendule simple isochrone au pendule composé, dest-à-dire la distance entre l'axe et le centre d'oscillation du pendule composé lui-même.
{">) Il y a ici uoe appJication lacite du principe d'inhérédité. Cf. note 106.
CHAPITRE III. — LB CH^TRB K OSCILLATION
[Nous ne reproduirons pas ici la démonstration de ce résultat qui se déduit de la proposition précédente. Ou trouvera un résumé de la oiarcbe du raisonnement dans la citation de Lagrange, faite au § 1 du présent Chapitre.]
§ 3. — Jacques Bernouilli et le levier.
Voici le principal passage du Mémoire où Jacques Bernouilli a exposé la théorie analysée plus haut par Lagrange. Ce Mémoire est intitulé : Démonstration générale du centre de balancement ou d'oscillation tirée de la nature du levier. On le trouve dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, année 1703.
Principe du levier tiré ou poussé par des puissances qui sont en mouvement. — Soient AC, AC, AD, AD les branches d'un
levier mobile autour du point A ; soient C, C, D, D des poids ou des puissances mues avec des vitesses CB, CB, DE, DE, lesquels fassent impression suivant les directions CB, CB, DE, DE perpendiculaires au\ bras de levier AC, AC, AD, AD. Je suppose que si tous les produits des puissances C par AC et CB sont égaux à tous les produits des puissances D (qui agissent en sens contraire) par AD et DE, ou bien si tous les produits de C par AC et CB (en tant qu'on conçoit toutes les puissances agir en même sens) sont égaux à rien, le levier doit demeurer en équilibre.
Ce principe a été démontré par feu M. Mariotte dans la propo-
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si lion XIII de la seconde Partie de son Traité de la percussion des corps, el il n'y a personne qui en disconvienne ("■).
Solution. — Soient maintenant Â {Jlg- 81) l'axe horizontal du balancement; AXM un plan vertical droit à l'ase; AM le diamètre de la figure qui balance ("'), auquel on ait appliqué dans le même plan l'ordonnée CLD à angle donné ALD, laquelle ait CL = LD. Soient de plus C et D deux petites parcelles de la figure, lesquelles décrivent dans leur balancement des arcs CT, DS; soit aussi AM la longueur du pendule simple, qui fait ses vibrations dans le même temps que la figure qui balance.
De ce que le balancement tant de M que de C et D s'achève,
Fig. 8..
par l'hypothèse, en même temps, il s'ensuit que les vitesses dont ces poids se meuvent â chaque instant sont proportionnelles à leurs distances AM, AC, AD de l'a\e A, et que par conséquent leur mouvement peut être continué avec ces vitesses sans que les poids C et D agissent en aucune manière l'un sur l'autre M; de sorte qu'il ne faut considérer que la seule impulsion que la pesanteur ajoute
Sur l'interTenlion de U théorie du choc dans le problème actuel, voir plus loin noie 182,
C") Noug Dous sommes borné à prendre, dans la Mémoire de Jacques Bernoailli, le cas pacliculier où le corps oacillant est coatenu tout entier dans uo pian normal i l'aie de suspension et admet an diamètre. Ce cas suffit pour mettre eo évideoce les principes mécaniques qui ont guidé Jacques Bernouilli.
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à chaque moment aux vitesses actjuises. Soit donc ce choc ou cette impulsion représentée parles petites lignes verticales et égales MN, CO et DP ('*'); ensuite, après avoir mené les droites NK, OT et PV, perpendiculaires aux arcs MK, CT, DV, soient conçus les mouvements par MN, CO, DP comme étant composés chacun de deux autres, savoir du mouvement de M en K et de K. en N, de C en T et de T en O, de D en V et de V en P. Et là il est encore visible que celui qui se fait par KN, TO et VP se répand tout sur l'axe A ei qu'il s'y perd entièrement. Ainsi, il n'y a que le seul mouvement par MR., CT, DV qui ail son effet, mais non sans quelque changement, d'autant que, M étant parvenu en K, les poids C et D {à cause de l'isochronisme qu'on suppose) ne sauraient être en T et en V; ils doivent se trouver en des points comme R et S, tels que les aros MR, CR, DS soient semblables. C'est ce qui fait que l'efTort de la pesanteur qui agit sur le poids C n'est pas épuisé au point R, et que le reste RT doit être employé à pousser le corps D par VS. Mais parce que ce corps D doit résister autant qu'il est poussé, c'est comme si, étant en S, il y avait une force qui tâchât de le repousser de S en V. De sorte que voilà un levier CAD, sur lequel des poids comme C tirant ou poussant d'un côté avec des forces ou vitesses RT, et de l'autre des poids comme D, tirant ou repoussant en seos contraire, font équilibre. Donc, suivant le précédent principe du levier, la somme des produits CxACxRT d'une part est égale à celle des produits D X AD X VS de l'autre; ou (ce qui revient au même) la des produits C X AC X RT, en tant qu'on y comprend aussi ce de l'autre côté, est égale à rien ('*•)■ En voici l'analyse ('••).
C») Jacques Beraouilli cooiidère l'action de la pesanteur comme un choc se produisant au début de chaque ëlëmenl de temps. Nous rencoairerons eacore bien souvent cette conception de l'action des forces continues; elle s'explique historiquement par le /ait que le problème du choc des corps ■ été un des premiers traités ï fond.
Ce petit choc Lend à imprimer au point matériel où il est appliqué une certaine vitesse (qui rient se combiner avec celle que le point possède déji). C'est cette vitesse que Beraouilli entend dans ce qui suit par le mot mouvemenl; les vecteurs MN, CO, DP sont de telles vitesses.
("•) C, D sont les masses des points, qui, d'ailleurs, dans l'idée de Beraouilli, ne sont pas distinctes des poids. Bernouilli mesure la force par la quantité de monvement qu'elle tend â produire.
( iH ) Il BOUS paraît inutile de citer ce qui suit, qui n'a qu'on intérêt paranent mathématique.
CHAPITRE IV
CONCEPTIONS GÉNÉRALES
De l'étude des problèmes particuliers qui ont été rappelés dans les précédents Chapitres, se sont dégagées certaines conceptions fondamentales que nous allons examiner dans le présent Chapitre, eninsistant sur leur caractère de généralité, c'est-à-dire sur leur aptitude à servir de base à la Mécanique.
Le courant statique à conduit a préciser la relation entre \a force et l'accélération. Le courant énergétique a abouti à la notion Ae force vive opposée à celle de yorce morte. Enfin, certaines idées philosophiques sur la finalité ont donné aux lois mécaniques une forme spéciale qui a joué et joue encore UD grand rôle. Tels sont les trois points que nous allons étudier successivement.
§ 1. — Courant statique. La force et l'accélération.
C'est dans le Traité d'Huygens sur la force centrifuge qu'il faut chercher l'expression finale, avant Newton, du courant statique. Il s'agit encore, dans ce Traité, d'un problème particulier i mais les méthodes y présentent une portée vraiment générale; de là son très grand intérêt.
Les principaux théorèmes relatifs à la force centrifuge ont été énoncés par Huygens sans démonstration en 1678 à la fin de VHorologium oscillaiorium. Le Traité De Vi Centrifaga, qui contient les démonstrations et que nous allons citer, est posthume.
ceapithe IV. — coNCBPTioNs genbkales. 17g
La gravité est une tendaDce (conatus) à la descente. En admettant que les graves tombant suivant la verticale ou sur des plans inclinés ont un mouvemeni tellement accéléré que la vitesse croisse de quantités égales dans des temps égaux, on peut démontrer d'une manière très certaine que les espaces parcourus depuis le repos sont entre eux comme les carrés des temps employés à les parcourir. Les expériences de Galilée, de Riccioli et de nous-même montrent que ce résultat s'accorde exactement avec l'expérience, si ce n'est que la résistance de l'air produit une petite difTérence. Mais cette différence est d'autant plus faible que les corps ont proportionnellement plus de gravité par rapport à leur surface, et qu'on fait l'essai sur des longueurs plus petites. 11 est donc tout à fait croyable que, si la résistance de l'air n'existait pas, on observerait exactement le même rapport sur des longueurs très grandes. Maintenant, par suite de cette résistance, une sphère de liège arrive, après un faible espace parcouru, à tomber ^'un mouvement uniforme ; cela est nécessairement vrai aussi pour 4ine sphère de plomb construite de manière à avoir, proportionnellement à sa gravité, la même surface que celle de liège, c'està-dire pour une sphère de plomb dont le diamètre soit à celui de i» sphère de liège comme le poids spécifique du liège est à celui -du plomb, ainsi que je l'ai montré ailleurs. «De même, le mouvement d'une sphère de plomb aussi grande qu'on voudra, tombant dans l'air, arrivera finalement, selon moi, à être uniforme, sans -doute après un immense espace parcouru, de telle sorte qu'il n'j aura plus à y considérer d'accélération, et que, par conséquent, jamais cette considération ne sera en réalité d'une précision parfaite. Ce n'est pas une raison pour estimer médiocres la beauté et l'utililé des spéculations de Galilée sur le mouvement accéléré, pas plus qu'on n'a cette opinion de toute la Mécanique ('") a|ui s'occupe des poids parce qu'elle suppose à tort que les graves descendent suivant des lignes parallèles, alors qu'en réalité ils tendent vers le centre de la Terre. D'ailleurs, pour les démonstrations que j'ai en vue ici, il me suffit que ce soit sur des longueurs très petites à partir du point de repos que l'accélération croisse suivant les nombres impairs 1,3, 5, ^, ainsique l'a établi Galilée('*'). C'est pourquoi, lorsqu'un grave est suspendu à un fil, ce fïl est
(»') Il faut enlGodre par Mécanique l'étude des machines simples. ('") Cf. le passage signalé par la note 109.
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tiré parce que le grave a une tendance à s'éloigner, en suivant la direction du fil, d'un mouvement accéléré en cette sorte.
Un mouvement accéléré, suivant la progression que nous avons dite, peut faire parcourirdans le même temps un espace plus ou moins grand. C'est ce qui arrive lorsque le grave est soutenu sur un plan incliné AB par un (il CD parallèle au plan. En effet, le corps tend
Fif . 83.
à s'avancer suivant la ligne DC d'un mouvement semblablement accéléré, mais dans lequel il ne parcourrait pas, .dans un temps donné, le même espace qu'il ferait s'il était délacUé d'un fil vertical. De là vient que l'on sent dans ce cas un conatus moindre, et d'autant moindre par rapport an conatus vertical que l'espace parcouru dans un certain temps sur un plan incliné est moindre que l'espace parcouru dans le même temps en chute libre (''*)■ Toutes les fois que deui corps de poids égaux sont suspendus
('") Il faut entendre les espaces parcourus à partir du repos.
11 semble que, dan» les lignes qui précèdent, Huiigens considère comme évidente la proportionnalité des forces statiques aux accélérations, admise par Galilée à propos de la chute des corps sur les plaus inclinés {voir note 119). Nous savons cependant qu'il considérait une telle hypothèse comme peu satisfaisante et qu'il a fait reposer la théorie de cette chute sur une autre base {voir note 179). Mais précisément par là il avait étajé d'une preuve l'hypothèse doDt était parti Galilée puisque, après ses travaux, on pouvait, au moins dans le cas particulier de* poids soutenus par des lîls sur des plans inclinés, remonter des lois du mouvement, démontrées par d'autres principes, i la proportionnalité des forces aux accélérations.
Le cona/u.! d'Hoygens est à rapprocher de l'im/ieïiu de Galilée {notes 114 et 119).
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chacun par un fil, s'ils ont une tendance à se mettre en mouvement avec la même accélération dans la direction du fil, de manière à décrire des chemins égaux dans le même temps, nous posons que l'on sent une attraction égale des deux fils, qu'ils soient tirés en haut, en bas ou dans une direction quelconque ( ■**). Il n'y a pas à faire connaître la cause d'où vient un tel conatus; il suffit qu'il existe. El le conatus existe avec la même intensité toutes les fois que, le corps étant rendu libre, c'esl-à-dire le conatus n'étant pas annihilé, le mouvement se produit de même. D'ailleurs, c'est seulement le commencement du mouvement, pendant un temps très petit, qu'il faut considérer. Eu effet, prenons par exemple une sphère B pendue à un fil AB et touchant une surface courbe CD de telle sorte que la ligne joignant le centre de B an point de contact soit perpendiculaire au fil AB comme à la tangente à la courbe. Nous savons que la sphère n'est soutenue en rien par la surface CD et que la corde AB est tendue comme si ladite sphère ne touchait pas CD et comme si elle pendait librement. Cependant, si elle était détachée de la corde, elle ne descendrait pas de la même manière que si elle l'était d'une corde à laquelle elle serait librement suspendue; elle tomberait sur la surface CD et ne conserverait pas même exactement la proportion de l'accélération suivant la loi des nombres impairs t, 3, 5, 7. Il apparaît par là qu'il ne faut pas, si l'on veut déterminer ta force {vis) du conoriM5, considérer ce qui se passera quelque temps après la séparation d'avec la corde, mais bien un très petit espace de temps à partir du début du mouvement. Or, fa sphère B commence à se mouvoir.
( '") Cette dernière phnse (nous potom, etc.) pourrait suggérer l'idée de chercher k rendre la théorie d'Huygens indépendante de l'hypothèse de la proportionnalité de la force à l'accélération en disant qae celte proportionnalité est prise comme définilion de la force. Cette manière de faire serait, je crois, contraire i la pensée d'Huygens. Les forces qu'a en lue Huygens sont bien celles qui sont définies statiijuenient puisqu'il va {cf. prop. 11} équilibrer ces forces qui tendent lea Gis par des poids. Il est d'ailleurs impossible de dire qu'on pourrait donner des poids une définition dynamique, par l'accélération qui naît au moment où le fil qui supporte un corps pesant est rompu, car alors il faudrait expliquer ce qu'on entend par masse, ^t quantité lolide selon l'expression d'Huygens (voir note 196).
A notre avis, le Traité sur la force centrifuge d'Huygens est fondé sur l'adjonction, aux études de Galilée et aux siennes, de l'idée de force statique avec le principe eipérimenial de la proportionnalité des forces aux accélérations, principe étayé d'ailleurs par Huygens, ainsi que cela a été expliqué dans la note précédente, de raisons que n'avait pas données Galilée.
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après avoir quitté la corde, comme si elle tombait verticalement î puisqu'au début le mouvement est déterminé suivant la droite AB,
qui est parallèle à la tangente à la courbe en C. Voyons maintenant de quelle espèce et de quelle grandeur (guis et quantus} est la tendance (conatas) qu'ont à s'éloigner du centre les corp» attachés à un fil ou à une roue qui tournent.
Soit une roue BG horizontale tournant autour de soncenlre A. Une sphère attachée à sa circonféreace, lorsqu'elle parvient au point H^ a une tendance (conatus) à continuer son chemin suivant la droite BH tangente à la roue en B : en ciTet, si elle est détachée de la roue et si elle s'échappe, elle restera sur le chemin BH et n'en sortira pas, à moins que la force de la gravité ne la tire vers le bas ou que la rencontre d'un autre corps n'empêche son mouvement ('•'}. A la vérité, il est difficile de comprendre, à première vue, pourquoi le fil AB est tendu comme il l'est quand le globe a une tendance à aller suivant BH, perpendiculaire à AB. Mai» tout deviendra clair par le raisonnement suivant. Imaginons que la roue soit très grande, de manière à emporter facilement un homme se tenant sur elle et y étant assez solidement attaché pour ne pas pouvoir eu être chassé. Imaginons, en outre, que cet homme tienne à la main un f!l portant, attachée à sa seconde extrémité^
(<"} C'est le principe de l'inertie. Nous mtods déji (Chap. II, § 3, et Chap. III, g 3, note 177 ) que Huygens l'admettait.
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uDe balle de plomb. Le (il sera donc icndu de la même manière et avec la même énergie (œque valide) par la force de la rotation, soit qu'il soit ainsi tenu, soit qu'il aille jusqu'au centre A. et qu'il j soit attaché; la raison pour laquelle il est tendu va pouvoir maintenant être perçue très clairement. Prenons des arcs égaux BE, EF, très petits par rapport à la circonférence entière, par exemple des centièmes de cette -circonférence ou encore moins. Ces arcs, l'homme fixé à la roue les parcourt dans des temps égaux, et, dans les mêmes intervalles de temps, le plomb parcourrait, s'il était lâché, des chemins rectilignes BC, CD, égaux à ces arcs, et dont les extrémités C, D ne tombent pas à la vérité exactement sur les rayons AE, AF, mais sont à une très petite
distance de ces lignes du câté de B. On voit maintenant que, lorsque l'homme arrivera en E, le plomb sera en C (s'il a été lâché au point B), quand l'homme arrivera en F, le plomb sera en D; nous dirons donc, à bon droit, que cette tendance est dans le plomb.
Si maintenant les points C et D étaient sur les droites AE, AF, il serait certain que le plomb tend à s'éloigner de l'homme par la ligne joignant la position de celui-ci au centre, et à s'éloigner de façon que sa distance à l'homme soit EC au bout d'un premier élément de temps (pars temporis) et FD au bout d'un second élément. Mais ces espaces EC, FD, etc. croissent comme les carrés i, 4. 9? i6 des nombres entiers; en effet, ils reproduisent d'autant plus exactement cette suite que les éléments (jiarticulœ) BE, E^ sont pris plus petits, et, par suite, au commencement, on doit les considérer comme n'en différant pas. Aussi, est-il constant
que le conatus sera exactement le même que celui tjue l'oa ressent lorsqu'un globe est suspendu à un fil, parce qu'alors aussi le globe tend à entrer, suivant la direction du fi), en un mouvement semblablement accéléré, au cours duquel les espaces parcourus dans les intervalles de temps i, 2, 3 sont 1, 4, 9- Les choses se passeraient donc ainsi si les points C et D étaient sur les droites A£, AF. Mais comme ils s'en éloignent un peu du côté de B, il ari-ive que le globe ne tend pas à s'éloigner de l'bomme par un rayon, mais par une courbe qui touche ce ra^on au point oîi se trouve l'homme. Soit un plan PQ touchanl la roue en B, lié à elle el entraîné avec elle. Le globe B, s'il se sépare de la roue ou du plan, décrira par rapport à ce plan et au point B qui continuent à se me courbe qui touchera en B le rayon AB emporté dans
le mouvement. Si nous vouloi
i décri
! cette courbe, nous enrou-
lerons autour de la circonférence un fil BNM et nous déplacerons son extrémité R vers RS de manière à laisser toujours tendue la partie quia quitté la circonférence BNM; dans ce mouvement, l'extrémité R décrira la ligne BRS comme il est facile de le montrer....
Par conséquent, comme le globe entraîné avec la roue tend à décrire, par rapport au rayon dans lequel il se trouve, une courbe tangente à ce rayon, on voit que le 61 sera tendu par celte tendance (conatus) exactement comme si le globe tendait à suivre le rayon lui-même.
Mais les espaces que parcouiTait le globe sur ladite courbe dans des temps croissant par degrés égaux sont comme la suite des carrés 1, 4i 9, 16, ... des nombres entiers, si l'on considère le
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début du mouvemeot et des espaces liés petits. La jignre ci-conlre le montre, dans laquelle on a pris, sur la circonférence de la roue, des arcs égaux BE,EF, FMelsurla tangente BS des segments BK,
Fig. 87.
KL, LN égaux aux dils arcs; les rayons étant d'ailleurs EC, FD, MS. Si le globe éiait délacbé en B de la roue lournante, lorsque B serait venu en E, le globe serait en K. et aurait parcouru l'élément EK. de la courbe ci-dessus décrite; au bout d'un second intervalle de temps égal au premier, lorsque B serait venu en F, le globe se trouverait en L et aurait parcouru la partie de courbe FL; de même lorsque B serait venu en M le globe aurait parcouru la portion de courbe MN. Mais ces parties de courbe doivent être, au commencement de la séparation du globe et de la roue, considérées comme égales aux droites EC, FD, MS qu'elles touchent, car on peut prendre, à partir de B, des arcs assez petits pour que la difiTérence entre ces droites et les arcs soit avec leur propre longueur dans uu rapport inférieur à tout rapport imaginable.
Donc les espaces EK, FL, MN doivent être considérés comme croissant suivant la série des carrés 1, 4) 9i >^- El, par suite, le conatus du globe retenu >ur la roue en mouvement sera le même que si le globe tendait à s'avancer suivant le rayon avec un mouvement accéléré au cours duquel il parcourrait dans des temps égaux des espaces croissant comme les nombres impairs. Il suffît, en effet, que cette progression soit observée au début; ultérieurement le mouvement peut être n'importe quel autre; cela n'importe en rien pour le conclus qui eiist« avant le commencement du mouvement. Hais ce conatus que nous avons dit est tout à fait semblable à celui avec lequel des graves suspendus à un fil tendent â descendre. De là nous tirerons la conclusion que les forces centrifuges de mobiles inégaux transportés dans des cercles égaux avec
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des vitesses égales sont entre elles comme les gravités des mnbiles, c'est-à-dire comme les quantités solides ('**). En efifel, tous les graves tendent à descendre avec la même vitesse et d'un mouvement semblablemenl accéléré, et cette tendance a un moment (momenlum) d'autant plus grand que les corps sont plus grands; ildoit en être de même pour les corps qui tendent à fuir le centre, puisqu'on a montré que leur conatus était tout à fait semblable à celui qui provient de la gravité. Mais tandis que le même globe a toujours la même tendance à descendre toutes les fois qti'il est suspendu à un fil, la tendance d'un globe entraîné avec une roue est plus ou moins grande suivant que la roue tourne plus ou moins vite. 11 nous reste à cbercher la grandeur ou la quantité des divers conatus pour les diverses vitesses de la roue ('")■
("•) C'est notre notion de masse.
('*') Celte méthode est excessivement remarquable.
Le problème traité par Huygens est le suivant. 11 considère un point matériel en mouvement sous l'action d'une force statiquemeat définie par la tension d'un lîl et il étudie la grandeur de cette force dans ses rapports avec le mouvement produit. C'est, on te voit, un problème très général de Mécanique : de là la place que nous avons donnée i ce traité d'Huygeas dans le présent chapitre. Pour résoudre ledit problème, il examine ce qui se paeae dans les accélérations quand la force disparaît subitement, par suite de la rupture du Gl, et il étudie la modification de l'accéléra tioD, non pas par rapport A un système d'aies llies (système dans lequel serait vraie la loi d'inertie), mais par rnpport i un système mobile. C'est eiactement la méthode que préconiseront, au xis" siècle, Reech et M. Aodrade. Les progrès de ta Cinématique permettront à ces savants de faire une remarque importante : la variation d'accélération provoquée par la rupture du fil est indépendante du système d'axes auquel on rapporte le mouvement et dépend fort peu de l'horloge qui définit le temps. Le principe de la proportionnalité de la force à l'accélération signinera alors, pour eux, la proportionnalité de la force à la variation instantanée d'accélération (cf. Deuxième Partie, Livre I, CKap. II).
Naturellement Huygens ne voit pas aussi loin. 11 ne s'occupe nnllemeot de la relativité du temps. Pour ce qui est du système d'axes, il n'aperçoit pas le moyen de le prendre quelconque; il se place dans un système particulier, la roue, dans lequel le point et le fil qui le tire sont d'abord eu équilibre; par rapport i ce système, la variation d'accélération se confond avec l'accélération naissante, et c'est cette accélération naissante dans ce système d'axes que Huygens compare avec la force. L'analogie est complète avec le procédé qui servira à Reech et à Robin pour définir la masse au moyen du quotient du poids, défini slatiguement, par l'accélération que prend un grave quand on coupe le fil qui le tient suspendu i la surface de ta terre.
Il est évident que ce procédé est général. Quels que soient la force et le mouvement produit, on pourra toujours trouver on système d'axes par rapport auquel le fit et le corps tiré seront en équilibre, et étudier l'accélération qui naît par rapport k ces axes quand on coupe le fil. Toutefois cette condition que le fil et le corps soient primitivement en équilibre par rapport au système de référence ne
CHAPITRE IV. — CONCEPTIONS GÉNÉRALES. 1S
Proposition I. — Si deux mobiles égaux parcourent en des lemps égaux des circonférences inégales, la force centrifuge dans la pltis grande circonférence et la force centrifuge dans la plus petite sont comme sont entre elles tes deux circonférences ou leurs diamètres.
Sur les deux cercles de rayons ÀB et AC, deux mobiles égaux
tournent dans le même temps. Prenons sur l'un et l'autre deux arcs très petits semblables BD, CE et sur les tangentes en B et en C, portons BF, CG respectivement égaux à ces arcs. Le mobile qui parcourt le cercle BD a une tendance (conatiis) à s'éloigner du
déLermiae paa eatièrement celui-ci; un ourps solide quelconque ayant une droite liie cotocidant avec le fli peut eo jouer le rûle. Pour mettre le procédé d'Huygens k l'abri de toute objection dans le cas général, il faudrait donc démontrer au moins ce cai particulier du théorème cinématique de Reech-Audrade : l'accélération Daissante est la même par rapport i tous ces systèmes d'axes ijaal une droite commune. Mais dans l'application que fait Huygens, cette difficulté ne 9e présente pas; ce n'est pas un seul point et uo seul Hl qu'étudie Huygens, c'est tous les points possibles répartis sur la circonférence de la roue et retenus tous par des fils, manifestement dans des conditions identiques; le système de référence peut être déterminé par la condition que tous ces (ils en soient des droites fiies; c'est alors forcément la roue elle-même; c'est elle en effet que choisit Huygens.
Pour déterminer l'accélération naissante, par rapport à la tout, Huygens admet (tiote 195) que, une fois le fit conpé, le point aura un mouvement rectiligne uuiforme par rapport i l'espace dans lequel tourne la roue. Mais Reech et Andrade remarqueront que la méthode s'appliquerait quelle que soit la loi qui exprimerait, dans cet espace, le mouvement du point libre ou, comme ils disent, le cours naturel des choses. Après celte remarque, il est loisible, si l'on veut, de ne pas attribuer une valeur absolue au principe de l'inertie et de ne le prendre que comme une expression particulière, provisoire et approximative, de ce que nous observons en général par rapport aux systèmes d'axes où nous avons coutume de nou, pl.co.
„Gooi^le
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centre avec un mouvement naturelle ment accéléré suivant la tension de son fit et à parcourir ainsi, dans un certain temps, l'espace DF. Dans le cercle CE le mobile a une tendance (conaïus) semblable, mais telle qu'il décrirait, dans le métne temps, l'espace EG. Par suite, autant de fois DF est plus grand que EG, autant de fois la force (vis) qui tire le fil dans le g;rand cercle sera plus grande que celle qui le tire dans !e petit. Mais FD et GE sont entre eux comme BF et CG ou comme BA et AC. Donc la force centrifuge (vis centrifuga) dans le grand cercle et la force centrifuge dans le petit seront dans le même rapport que les circonférences, c'est-à-dire que leurs diamètres. c. q. f. d.
Proposition II {'**). — Si des mobiles égaux tournent dans le même cercle ou dans des cercles égaux avec des vitesses inégales, mais l'un et l'autre d'un mouvement uniforme, la force centrifuge {vis recedendi a centra) du plus rapide sera à la force centrifuge du plus lent en raison doublée des vitesses, c'est-à-dire que, si les fils qui les retiennent se retournent vers le bas au centre de la roue et soutîenntint des poids qui s'opposent à la force centrifuge des mobiles et l'équilibrent exactement, ces poids seront entre eux comme les carrés des vitesses.
[La valeur de la force centrifuge est ainsi entièrement déterminée. Suivent quelques applications parmi lesquelles il y a lieu de citer la démonstration de la pîropriëté classique du régulateur parabolique d'être isochrone.
Le Traité se termine par diverses propositions relatives au pendule, notamment par l'étude, faite pour la première fois, du pendule conique lorsque le poids décrit une circonférence borizontale ('•').]
('") Il nous paraît inutile de reproduire les démonstrations des propositions
('") Il est intéressant de rappeler que ses études sur la force centrifuge ont permis â Huygens d'expliquer la variation de la pesanteur apparente avec la latitude. Il avait liii-mème proposé d'employer le pendule à la mesure de l'intensité de la pesanteur. Des mesures faites par Richer en Europe et à Cayenne montrèrent que la pesanteur était plus faible prés de l'équateur. Huygens en aperçut l'explication dans la force centrifuge due i la rotation de la Tecce.
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§2- — Courant énergétique. La force des corps en mouvement.
Dans un petit écrit paru en 1 686 dans les Acla eruditorum de Leipzig, Leibniz (1646-1716) revient sur la notion de force des corps en mouvement et propose d'estimer cette force autrement que ne le faisaient Descartes et ses disciples. Ce Mémoire, écrit en latin, est intitulé :
« Courte démonstration d'une erreur mémorable de Descartes et d'autres savants, touchant la prétendue loi naturelle en vertu de laquelle Dieu conserverait toujours la même quantité de mouvement, loi dont ils font un usage fautif mêm.e en Mécanique. •>
Plusieurs malhématîciens, voj-ant que, dans les cinq machines ordinaires, la vitesse et la masse se compensent, eâtiment généralement la force motrice (vint motricem) par la quantité de mouvement, c'esl-à-dire par le produit du corps par sa vitesse. Pouiparler d'une manière plus géométrique, soient deux corps de même espèce en mouvement agissant à la fois par leur masse et par leur mouvement; ces savants disent que leurs forces sont en raison composée des corps, c'est-à-dire des masses, et de leurs vitesses. D'autre part, il est conforme à la raison de dire que ta même somme de puissance motrice se conserve dans la nature; que cette somme ne diminue pas, puisque nous n'observons jamais qu'un corps perde aucune force qui ne soit transferrée à une autre; que cette somme n'augmente pas non plus, puisque le mouvement perpétuel est à ce point irréel qu'aucune machine et par conséquent pas même le inonde entier ne peut conserver sa force sans nouvelles impulsions extérieures. Aussi Descartes, qui tenait la force motrice et la quantité de mouvement pour équivalentes, a-l-il déclaré que Dieu conservait la même quantité de mouvement dans le monde.
Je veux montrer qu'il y a une grande différence entre la force motrice et la quantité de mouvement. Pour cela, je suppose d'abord qu'un corps tombant d'une certaine hauteur acquiert la force d'y remonter si la direction de sa vitesse est convenable et si aucun obstacle extérieur ne l'empêche; par exemple un pendule remon-
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terait précisémenl à la hauteur d'où il est descendu si la résistance de l'air et quelques autres petits obstacles D'absorbaieot une partie de sa force; nous ferons abstraction de ces obstacles. Je suppose en outre qu'il faut la même force pour élever un corps A d'une livre à une hauteur CD de quatre aunes que pour élever un corps B de quatre livres à une hauteur EF d'une aune ('*"). Tout cela est admis et par les Cartésiens et par les autres philosophes et mathématiciens de notre temps. Il suit de là que le corps A, tombé de la hauteur CD, a précisément acquis autantde force que le corps B tombé de EF. Car le corps A, venu de C en D, possède en D ta force de remonter jusqu 'en C, par notre première hypothèse, c'està-dire la force d'élever un corps d'une livre, lui-même, à quatre aunes. De même B, tombé de E en F, possède en F, par notre première hypothèse, la force de remonter en E, c'est-à-dire la force d'élever un corps de quatre livres (lui-même) à une aune. Donc, par la deuxième hypothèse, la force du corps A en D et celle du corps B en E sont égales.
Voyons maintenant si les quantités de mouvement le sont aussi. Ici, nous allons trouver une très grande différence. Je le prouve. Galilée a démontré que la vitesse acquise dans la chute CD était double de la vitesse acquise dans la chute EF. Multiplions donc le corps A, qui est comme i, par sa vitesse qui est comme 2; le produit, soit la quantité de mouvement, sera comme 2. Au contraire multiplions le corps B, qui est comme 4i p^i' sa vitesse qui est comme 1 ; le produit, soit la quantité de mouvement, sera comme 4- La quantité de mouvement du corps A en D est donc la moitié de celle du corps B en F, tandis qu'un peu plus haut nous avons trouvé que leurs forces sont égales. Il y a donc une grande diSTérence entre la force motrice et la quantité de mouvement, et l'une ne peut être évaluée par l'autre. C'est ce que nous nous proposions de démontrer. Notre raisonnement montre comment la force doit être évaluée par la quantité d'effet qu'elle peut produire, par exemple par la hauteur où elle peut élever un corps grave de grandeur et d'espèce données, et non par la vitesse qu'elle peut lui imprimer. En effet ce n'est pas une force double, c'est une force encore plus grande qu'il faut pour donner à un même eorps une vitesse double.
D'ailleurs qu'on ne s'étonne pas si, dans les machines ordinaires
{"') Voir la citation de Descartes faite au Livre I, Chapitre 111, § 3.
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(levier, treuil, poulie, coin, vis et autres semblables), l'équilibre a lieu lorsque la grandeur d'uo des corps est compensée par la vitesse que la disposition de la machine donnerait à l'autre, c'està-dire lorsque tes grandeurs [les corps sont supposés de même espèce ('*')] sont réciproquement comme tes vitesses; c'est-à-dire encore lorsque la même quantité de mouvement tend à se produire de part et d'autre. Là en effet il arrive encore que, de part et d'autre, les quantités d'effet futures sont égales, nous voulons dire les hauteurs de descente ou d'ascension, de quelque cdté que l'équilibre soit rompu. Ainsi il arrive là par accident que la force peut être estimée par la quantité de mouvement. Mais il y a d'autres cas, comme celui que nous avons signalé plus haut, ou cette coïncidence n'existe plus.
11 faut donc dire que les forces sont en raison composée des corps (de même poids spécifique ou densité) et des hauteurs génératrices des vitesses, c'est-à-dire des hauteurs le long desquelles les corps eo tombant pourraient acquérir leurs vitesses, ou plus généralement (puisque quelquefois aucune vitesse n'a été produite jusque-là) des hauteurs devant être engendrées. Il ne faut pas multiplier les corps par les vitesses elles-mêmes, comme cela paraît plausible au premier abord, et comme plusieurs l'on) pensé. De là sont nées beaucoup d'erreurs qui se trouvent dans les écrits matbématico-mécaniques des RR. PP. Honoré Fabri et Claude Dechales ainsi que de J.-A. Borellî et d'autres savants, d'ailleurs éminents dans ce genre d'études. C'est là la cause, je pense, qui a fait mettre en doute récemment, par quelques hommes très savants, la régie d'Huygens relative au centre d'oscillation des pendules, règle pourtant très exacte.
Leibniz eut, au sujet de l'objection qu'il présentait ainsi à Descartes, une controverse avec l'abbé de Conti. Sans entrer dans le détail de cette discussion, citons les passages suivants de la réplique de Leibniz (1687), qui sont intéressants.
Afin aussi de prévenir le doute de ceux qui penseraient satisfaire à mon objection en disant que la matière insensible qui presse les corps pesants de descendre et fait leur accélération a perdu
(-" ) CesL-i-dirc de même poids spécifique.
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juslement la quantité de mouveinenl qu'elle doone à ces corps, je réponds que je demeure d'accord de cette pression qui est cause de la pesanteur, et je crois que cet éther perd autant de force (mais non pas autant de mouvement) qu'il en donne aux corps pesants^"*); mais que tout cela ne fait rien à résoudre mon objection, quand j'accorderais même (contre la vérité) que l'éther a perdu au tant de mouvement qu'il en a donné. Car mon objection est formée exprès de telle sorte qu'il n'importe point comment la force a été acquise, dont je fais abstraction pour ne pas entrer en dispute sur aucune hypothèse. Je prends la force e.i la vitesse acquise telle qu'elle est.... et là-dessus je fais voir. . . . qu'il se peut et même se doit faire que la quantité de mouvement soit diminuée ou augmentée dans les corps, pendant que la même force demeure.
Au lieu du principe cartésien, on pourrait établir une autre loi delà nature que je liens la pi us universelle et la plus inviolable, savoir qu'il y a toujours une parfaite équation entre la cause pleine et l'effet entier. . . . Pour faire mieux voir comment il faut se servir de cet axiome et pourquoi Descartes et d'autres s'en sont éloignés, considérons sa troisième règle du mouvement pour servir d'exemple et supposons que deux corps B et C chacun d'une livre aillent l'un contre l'autre, B avec une vitesse de loo degrés et C avec une vitesse de i degré (*"), Toute leur quantité de mouvement sera 101. Mais si C avec sa vitesse peut monter à un pouce de hauteur, B pourra monter avec la sienne à loooo pouces; ainsi la force de tous les deux sera d'élever une livre à loooi pouces. Or, suivant cette troisième règle cartésienne, après le choc ils iront ensemble de compagnie avec une vitesse comme 5o et demi, afin qu'en la multipliant par 2 (nombre de livres qui vont ensemble après le choc) il revienne la première quantité de mouvement 101 . Mais ainsi ces 2 livres ne se pourront élever ensemble qu'à une hauteur de a55o pouces et un quart, ce qui vaut autant que s'ils avaient la force d'élever une livre à 5ioo pouces et demi, au lieu
( ^" ) Rapprochez cette phrase de ce que nous avons dit, dans le paragraphe 3 du Chapitre 1, en analysant les idées fondamentales du courant énergétique, notamment ia manière dont l'idée d'énergie permet d'eiprimer l'action d'un corps sur un aalre (note 127).
("") Pour bien être dans le cas de la troisième règle de Descartes, il faut supposer [voir note 99) que B et C vont dans le même sens avant le choc. La discussion de Leibniz convient d'ailleurs â ce cas.
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qu'avant te choc il y avait la force d'élever une livre à lOooi pouces. Ainsi presque la moitié de la force sera perdue eo vertu de cette règle sans aucune raison et sans être employée à rien {"")■
Leibniz est revenu sur la question dans son Spécimen dynamicum, publié en 1695.
[Leibniz commence par déclarer qu'il y a dans les corps autre chose que l'étendue {extensio), à savoir la force de la nature (vis naturœ) qui y a été placée par le Créateur.]
La force active {vis activa) (que quelques-uns appellent assez heureusement virtus) est double : la primitive est attachée à toute substance corporelle (j'estime, en eflet, qu'un corps complètement au repos est chose contraire à la nalure); la dérivée, résultant du conQit des corps entre eux, s'exerce de façons diverses, comme par une limitation de la primitive {'"*). ■ . ■
C'est par la force dérivée que les corps agiïtsent les uns sur les autres ou subissent l'action les uns des autres. Sous ce nom, nous entendrons ici seulement celle qui est attachée au mouvement local et qui, en retour, tend à produire le mouvement local. Nous savons, en cfTel, que tous les aiures phénomènes matériels peuvent s'expliquer par le mouvement local. Le mouvement est un continuel changement de lieu; il a donc besoin du temps. Un mobile en mouvement, comme il a du mouvement dans le temps, a de
("*) En somme, la méthode de Leibniz ressemble beaucoup à celle de Descartes; c'est une méthode métaphysique. Ses idées sont certainement plus proches de la vérité que celles de Descarlea; elles ne sont pas eiemptes d'erreur cependant. La force des corps en mouvement, telle qu'il la mesure, ne se conserve dans le choc des corps que si ceui-ci sont parrailement élastiques. La troisième régie cartésienne, que Leibniz critique ici, est eiacte si les corps sont parfaitement mous {cf. note 99).
Huygens admet, comme Leibniz, ta conservation des forces vives dans le choc. Mais il ne donne pas à ses hypothèses un tour métaphysique, La restriction, pourvu que les corpt soient parfaitement élastiques, ne détonnerait nullement dans les énoncés qu'il en d»nne. Elle détonnerait, au contraire, chez Leibnii qui aurait besoin d'expliquer, après ses affirmations si absolues, pourquoi la non-élasticité des corps permettrait la disparition d'une partie de la force.
On sait d'ailleurs aujourd'hui que, cette explication, Leibniz pourrait la trouver dans les phénomènes calorifiques qui accompagnent le choc des corps mous. l\ est donc incontestable que ses idées constituent un progrés sur celles de Descartes et de Wallis. Dans l'usage qu'il tait, à la manière de ces derniers, du procédé métaphysique, il choisit plus heureusement qu'eux sa fonction énergie.
('") C'est toujours le procédé métaphysique.
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même, à un certain instant, une vitesse La vitesse prise avec
sa direction s'appelle conatus. L'impettts est le produit de la masse (moles) du corps par sa vitesse, el sa quantité est ce que les Cartésiens appellent, d'WaUiiude, quanlité de mouvement (*"*)■
L'impetus (quoique étant chose momentanée) est fait d'une infinité de degrés imprimés successivement au mobile; il a un certain élément, de l'infinie répétition duquel it peut nattre. Imaginez, dans le plan de cette feuille, un tube \C tournant avec une vitesse uniforme autour du point C immobile, et un globe B, placé dans ce tube, qui, toute attache ou tout empêchement étant rompu, commence à se mouvoir par la force centrifuge. Evidemment, au di'but, le conatus pour s'éloigner du centre, par lequel le globe B tend vers l'extrémité A, est ioliniment petit par rapport à Vimpetus qu'il a déjà du fait de la rotation et avec lequel le globe B, entraîne avec le tube lui-même, tend de D vers (D), en conservant sa distance au centre. Mais l'impression de la force centrifuge se continuant quelque temps par la rotation précédente, il naîtra forcément dans le globe un impetus centrifuge (D)(B) comparable à l'impetus D(D). On voit par là que le nisus est double; il j a le nisus élémentaire ou infiniment petit que j'appelle sollicitation (solliciCatio), et celui qui est formé par la continuation ou la répétition des nisus élémentaires ; c'est Vimpetus lui-même. Ce n'est pas, certes, queje veuille que ces entités mathématiques se trouvent réellement dans la nature; mais elles servent pour faire, par une abstraction de l'esprit, des estimations soignées.
La force (vis) aussi est double. La force élémentaire, que j'appelle aussi morte parce qu'en elle n'existe pas encore de mouvement, mais seulement une sollicitation au mouvement, est comme celle du globe dans le tube ou de la pierre dans la fronde, tant qu'elle est retenue par la corde; l'autre est la force ordinaire, unie au mouvement actuel, et je l'appelle vive : des exemples de force morte sont donnés par la force centrifuge, par la gravité ou force centripète, par la force avec laquelle un ressort tendu commence à se débander. Mais dans la percussion, qui est produite par un grave tombant déjà depuis quelque temps ou par un arc se débandant pendant quelque temps ou par toute autre cause, la
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force «st vive et elle naii d'une iofinitë d'impressions continaées de la force morte —
Les ancienSf autant qu'on le sait, n'eurent que la science des forces mortes; c'est celle qu'on appelle Mécanique et qui traite du levier, de la vis, du plan incline.... de l'équilibre des liqueurs et d'autres problèmes semblables; od n'j étudie que le premier conatus des corps entre eux, avant qu'ils n'acquièrent un impetus par leur action (**')■
[Leibniz explique comment >1 est «rrivé à l'estimation de la force vive par un effet qu'elle produit, dans lequel elle se consume entièrement, et qu'il appelle pour cela vio/enl.]
J'ai choisi, parmi les effets violents, celui qui est le plus susceptible d'homogénéité ou de division en parties semblables et égales, comme est l'ascension d'un corps doué de gravité, car l'élévation d'un grave à deux ou trois pieds est précisément double ou triple de l'élévation du même grave à un pied, rt l'élévation d'un grave double a un pied est exactement double de l'élévation d'un grave simple à un pied; par conséquent, l'élévation d'un grave double à trois pieds est sextuple de l'élévation du grave simple à un pied (***). Je suppose, toutefois (au moins pour la démonstration, car, dans la réalité, les choses sont peut-être autrement, mais l'erreur est insensible), que les graves ont même gravité à toutes les altitudes. Dans un ressort, en effet, il n'y a pas aussi facrlemenl bomogénéité. Comme, donc, je voulais comparer des corps différents ou doués de vitesses différentes, j'ai vu sans difficulté que, si le corps A était simple et te corps B double, et si leurs vitesses étaient égales, la force du premier était simple, celle du second double, puisque précisément ce qui est posé une fois dans l'un l'est deux fois dans Fautre. Car, il 7 a dans B deux fois un corps égal à A et animé de la même vitesse, et rien de plus. Mais si les corps A et C sont égaux et si la vitesse de A est simple, celle de C double, je vojais que ce qui est dans A n'est pas exactement double dans C, puisque la vitesse est bien doublée, mais non le corps. Et j'ai vu que c'était là l'f^rreur de ceux qui crurent que la force est doublée par le seul doublement d'une modalité. De même, j'ai observé
{*•"•) Voir la Tio de \» note 309. — La aotion d« conatia est ici la mimt que dans Hiijgeas (note 193), ce qui n'est peut-être ptis très conforme â la déOnition posée plus haut par Leibniz (note 207).
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jadis et enseigné que le véritable art d'estimer — non suivi jusqu'à présent, malgré la publication de tanld'élémeatsdemathémaLiques universelles — consiste en une réduction à quelque chose d'homogène, c'est-à-dire à une répétition exacte et complète, non seulement des modes, mais encore des choses. De cette méthode, aucun exemple meilleur ou plus clair ne peut être donné que ce que je dis dans la présente discussion (^'>*),
("*} Leiboii doui parait se faire illusion sur la yalenr de la i^gle qu'il donne ponr faire une bonne estimalion, et par laquelJe il recommande de diviser les choses en parties semblables et égales. On pourrait, semble- t-il, avec cetLe règle justiSer aussi bien l'évaluation de la force vive par te produit mv que par le produit mv' Prenons, en effet, comme elTet de la force vive destiné à la mesurer, l'élévaLian d'un poids pendant un certain temps. N'est-il pas assez naturel d'admettre que la force viïe qui peut faire remonter un poids de 1 livre pendant 1 secondes est double de celle qui peut faire remanier 1 livres pendant i seconde? Or, si l'on adopte cette régie, on est conduit t évaluer la force vite par le produit mv.
toujours bon & suivre, pour éclaircir une noiion, de l'analyser de manière à la réduire i des éléments simples. Faisons abstraction du tour trop absolu que Leibniz donne, comme Descartes, k sa pensée. Il n'en reste pas moins qu'il aperçoit l'importance de la notion du travail que peut développer un corps en mouvement, et par là l'iutérèt de la considération du produit me'.
Voici donc, en résumé, les conceptions générales auiquelles parvient L^eibniz.
La force vive d'un corps en mouvement se conserve. Elle n'est chan|;ée que par l'action de corps étrangers qui perdent autant de forre vive qu'ils en donnent au premier corps (voir note 303). L'action de ces corps est une /orée morte et c'est la répétition des impressions de la force morte qui fait varier la force vive i^voir note 207). La force morte peut donc se mesurer par la force vive qu'elle produit pendant une partie élémentaire du mouvement.
De li le moyen de rattacher la notion de force statique à la notion de force des corps en mouvement. Leibniz n'est sans doute pas assex ezplicite sur ce point, mais on peut compléter sa pensée comme suit ; la force statique est la
certaine force vive en agissant pendant un certain temps, ou bien le long d'un certain chemin ; ce sera alors soit le quotient de l'élément de force vive par l'élément de temps, soit le quotient de l'élément de force vive par l'élément de chemin. Comment fixerons-nous noire choix entre ces deux modes d'évaluation ?
Ce choix est imposé, si nous voulons que notre force morte soil quelque chose de comparable i. un poids. En effet, Leibniz établit l'équivalence entre la force vive estimée par le produit mv' et l'action d'un poids sur un certain chemin. Si donc nous adoptons l'évaluation leibnizienne de la force vive, la force morte est le quotient de la variation de mv' par le chemin élémentaire.
Si, au contraire, nous estimions la force vive par le produit mv. cela reviendrait, comme nous l'avons montré plus haut, à établir une équivalence entre la force vive et l'action d'un poids pendant un certain temps. Voulant toujours que notre force morte soit analogue i un poids, nous serions conduit i diviser la variation de mv par l'élément de temps,
Les deux procédés nous conduisent i la même estimation "i-rj de la force.
Il est intéressant de remarquer que l'intervention des idées énergétiques permet
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[Se référant donc à cet effet de la Torce vive qu'est l'élévation des graves à une certaine hauteur, effet qu'il considère comme susceptible de division en parties égales, Leibniz montre, en s'appuyant sur les ibéorèmes de Galilée relatifs à la chute ou à l'ascension des corps pesants, que les forces des corps, en général, sont en raison composée de la raison simple des corps et de la raison doublée des vitesses.}
La conception leibnizienne des forces vives et àt& forces mortes a joué un g;rand rôle dans la Science du xv!!!" siècle. Complétée par l'énoncé du théorème des forces vives admis a priori, à la suite d'Huygens et de son Horologium oscillalorium, comme principe fond:tmental, elle a constitué la doctrine des forces vives, sur laquelle les mécaniciens se sont divisés en partisans et en adversaires. Nous reviendrons sur cette querelle (deuxième Partie, Livre IH). Cotitentonsnous de donner ici un exemple de l'utilisation des idées de Leibniz en citant te début du Mémoire de Courtivron intitulé Recherches de Statique et de Dynamique où l'on donne un nouveau principe général pour la considération des corps animés par des forces variables suivant une loi quelconque {Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, 1748 et 1749) ("'•)-
Ce principe général est que, de toutes les situations que prend successivement un système de corps animés par des forces quelconques et liés les uns aux autres par des Gis, des leviers, ou par tel autre moyen qu'on veuille supposer, celle où le système a ia plus grande somme des produits des masses par les carrés des vitesses, c'est-à-dire la plus grande force vive, est la même situation que celle où il le faudrait placer en premier lieu pour qu'il restât en équilibre.
La métaphysique générale de ce principe est assez simple. Une quantité variable quelconque qui croit par degrés infiniment petits devient la plus grande dans le même instant où elle cesse d'augmenter, c'est-à-dire où son accroissement et par conséquent sa
de jniUfier, dans une ceruiae mesure, le lieo eolre la (orca siaLique et l'accélératioD. C'est un pointqueaouiaroni d'ailleurs déji reRcoiitré(voirooies ISl et 193;. ("■) Nous aïonsdéjA dit ua mot de ce Mémoire. Note 79.
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canse sont zéro. Or iia sjslème de corps, dont la force eolière augmente continuellemenl parce i|ue le résuliat des pressions agissantes fait accélération, aura atteint son maximum de force lorsque la somme des pressions sera nulle, comme il arrive lorsqu'il a pris la situation que demande l'équilibre ('").
Ce raisonnement pourrait ne satisfaire que les partisans des forces vives; ce n'est pas assez, je veux le rendre péremptoire et je pense d'ailleurs qu'il a besoin d'être développé : pour y parvenir, je vais examiner divers cas de mon principe et le démonti'er rigourensement dans tous.
[Suit un examen de quelques cas très particuliers où Courtîvron démonlre, en effet, directement son principe. Il fait remarquer que ses démonstrations s'abrègent en invoquant le ibéorème des forces vives; mais il donne des raisonnements sans l'invoquer (»'=).]
§ 3. — Les cauBes finales.
Nous avons vu, par les citations qui précèdent, que les conceptions métaphysiques n'avaient pas été étrangères au développement de la Mécanique.
Il est facile de trouver dans les idées de quantité de matière et dans celle de force des corps en mouvement la trace de la notion de substance, et les écrits de Leibniz sont fort instructifs à cet égard. Il est une autre tendance de l'esprit humain, abandonnée par la Science moderne, qui a joué un rôle important dans t'histoire qui nous occupe. C'est la tendance à l'explication des phénomènes naturels par les causes finales. Elle a conduit à des points de vue nouveaux et a im~ primé aux formules de la Mécanique un caractère qu'elles ont conservé.
Nous trouvons une manifestation intéressante de ces tendances dans le Mémoire de Maupertuis (i6()8-i 739), publié le i5 avril 1744 dans les Mémoires de l'Académie des
('") C'est la théorie de t.eîbniz.
('") Remarquons en passant que,
force* ïives dans les cas qu'il étudie.
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Sciences et intitulé : Accord des différentes lois de la nature qui avaient jusqu'ici paru incompatibles.
[Mauperluis y rappelle les lois de la réflexion elde la réfraction de la lumière ainsi que tes explications qu'on en a tentées. Descarles a assimilé la propagation et la réflexion de la lumière au mouvement d'une balle rencontrant une surface qui la réfléchit ou la dévie; mais son interprétation est imparfaite ponr la réfraction (*"). Newloo et Claîraiit ont fait intervenir, dans ce phénomène, la loi d'attraction.]
Fermât avait senti le premier le défaut de l'explication de Descartes ; il avait aussi désespéré apparemment de déduire les phénomènes de la réfriiction de ceux d'une balle qui serait poussée contre des obstacles ou dans des milieux résistants; mais il n'avait eu recours ni à des atmosphères autour des corps ni à l'attraction, quoiqu'on sache que ce dernier principe ne lui était nî inconnu ni désagréable; il avait cherché l'explication de ces phénomènes dans un principe loiit dîS'ërent et purement métaphysique.
Toul le monde sait que, lorsque ta lumière on quelque autre corps vont d'un point à un autre par une ligne droite, ils vont par le chemin et le temps le plus court.
On sait aussi... que, lorsque la lumière est réfléchie, elle va encore par le chemin le plus court et le temps le plus prompt. . .
Voilà donc le rnouvement direct et le mouvement réfléchi de la lumière qui paraissent dépendre d'une loi métaphysique qui porte que la nature dans la pro-luction de ses effets agit toujours par les moyens les plus simples.
[Dans le cas de la réfraction, si la lumière a des vitesses difTérentes dans les difl'érents milieux, la ligne droite joignant deux points appartenant à des milieux dîlTcrents est toujours le plus court chemin, mais non le plus prompt. Fermât, admettant que la lumière va moins vite dans les milieux plus denses, a posé en principe qu'elle suivait toujours le chemin le plus prompt et a retrouvé ainsi les lois de la réfraction.]
On vit plusieurs des plus célèbres matbémaliciens embrasser le seutiment de Fermai; Leibniz est celui qui l'a te plus fait valoir...
i, § 1) le passage de Descartes sur la logue. II suppose que la balle va plus
("') Nousav
ons donoé (Chap
Ce qu'il dit de
a rëfracLioR tal a
le milieu 1« plu
deoM.
Il liit si charmé du principe métaphjsique el de retrouver ici ses causes finales auxquelles on sait combien il était aLiaché, qu'il regxrda comme un fait indubitable que ta lumière se mouvait plus vite dans l'air que dans l'eau ou dans le verre.
C'est cependant tout le contraire. Descartes avait avancé le premier que la lumière se meut le plus vite dans les milieux les plus denses, et, quoique l'explication de la réfraction qu'il en avait déduite fût insuffisante, son défaut ne venait point de la supposition qu'il faisait. Tons les systèmes qui donnent quelque explication plausible des phénomènes de la réfraction supposent le paradoxe ou le confirment ('").
Or ce fait posé, que ta lumière se meut le plus vile dans les mitieux les plus denses, tout l'édifice que Fermai et Leibniz avaient bâti est détruit...
En méditant profondément sur cette matière, j'ai pensé que la lumière, lorsqu'elle passe d'un milieu dans un antre, abandonnant déjà le chemin Le plus court... pouvait bien aussi ne pas suivre celui du temps le plus prompt. . . La lumière ne suit aucun des deux, elle prend une route qui a un avantage plus réel : le chemin qu'elle tient est celui par lequel la quantité d'action est la moindre.
Il faut maintenant expliquer ce que j'entends par la quantité d'action. Lorsqu'un corps est porté d'un point à un autre, il faut pour cela une certaine action; celte action déjjend de la vitesse qu'a le cor|)s et de l'espace qu'il parcourt, mais elle n'est ni la vitesse ni l'espace pris séparément. La quantité d'action... est proportionnelle à la somme des espaces multipliés chacun par la vitesse avec laquelle le corps les parcourt.
[Mauperluis montre facilement qu'en vertu des lois de la réfraclion l'expression V X. AR 4- W x RB esl minimum, l'indice de réfraction étant r^- La même propriété a évidemment lieu dans la réflexion (*'*)■]
Je connais la répugnance que plusieurs mathématiciens ont pour le» causes finales appliquées à la Physique el l'approuve même
('>') Il faut entendre tous les systèmes donnant une explication du phénomène fondée sur l'assimilation de ta lumière i un projectile. Ces systèmes se rattachent tous plus ou moins à l'explication de Descartes. Mauperluis est vraïrucnt bien afiirmatif. On sait d'ailleurs aujourd'hui que son affinnalion est fausse : la lumière va moins vite dans les milieux plus denses.
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jusqu'à un certain point; j'avoue que ce n'est pas ssds péril qu'OD les introduit. L'erreur où sont tombés des hommes tels que Fermât
et Leibniz en les suivaDl ne prouve que trop combien leur usage est dangereux. On peut cependant dire que ce n'est pas le principe qui les a trompés; c'est la précipitation avec laquelle ils ont pris pour principe ce qui n'en était que des conséquences.
On ne peut pas douter que toutes choses ne soient réglées par un Etre suprême qui, pendant qu'il a imprimé à la matière des forces qui dénotent sa puissance, l'a destinée à exécuter des effets qui marquent sa sagesse, et l'harmonie de ces deux attributs est si parfaite que sans doute tous les effets de la nature se pourraient déduire de chacun pris séparément. Une mécanique aveugle et nécessaire suit tes desseins de l'Intelligence la plus éclairée et la plus libre, et, si notre esprit était assez vaste, il verrait également les causes des effets physiques soit en calculant les propriétés des corps, soit en recherchant ce qu'il y avait de plus convenable & leur faire exécuter.
Le premier de ces moyens est le plus à notre portée, mais il ne nous mène pas fort loin. Le second quelquefois nous égare, parce que nous ne connaissons point assez quel est le but de la nature et que nous pouvons nous méprendre sur la quantité que nous devons regarder comme sa dépense dans la production de ses effets.
Pour joindre l'étendue à la sûreté dans nos recherches, il faut employer l'un et l'autre de ces moyens. Calculons les mouvements des corps, mais consultons aussi les desseins de l'Intelligence qui les fait mouvoir.
En 1 746, Maupertuis a appliqué des considérations analogues au choc des corps et déterminé les vitesses après le choc en rendant minima une action exprimée par ce qu'on
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appelle aujourd'hui la force vive due aux vitesses perdues. Il a d'ailleurs essayé, mais par des indications fort obscures, de rattacher cette action à celle qu'il avait définie, dans ce qui précède, par le produit de la masse par la vitesse et le chemin.
Dans l'Ouvrage célèbre où il a donné une méthode générale pour traiter les problèmes qui ressortissent aujourd'hui au calcul des variations et qu'on appelait alors problèmes d' isopérimètres Ç^**),%\i\eT {i'jo']-i']^'5) a affirmé avec une grande netteté les idées finalistes.
G>mine la coostruction du moDcle est la plus parfaite possible et qu'elle est due à un Créateur inliDÎmeiit sage, il n'arrive rien dans le monde qui ne présente des propriétés de maximum ou de minimum. C'est pourquoi aucun doule ne peut subsister sur ce qu'il soit également possible de déterminer tous les effets de l'univers par leurs causes finaleSi à l'aide de la méthode des maxima et minima, aussi bien que par leurs causes efficientes.
Et l'Ouvrage se termine par une additioa importante, consacrée k la Mécanique, où Euler reprend le principe de la moindre action de Maupertuis, mais d'une manière beaucoup plus satisfaisante. Citons les passages les plus saillants de cet important morceau, qui est intitulé : Du mouvement des projectiles ('") dans un milieu non résistant, déterminé par la méthode des maxima et minima.
1. Puisque tous les effets de la nature suivent quelque loi de maximum ou minimum, il n'est pas douteux que les courbes décrites par le.t projectiles sous l'influence de forces quelconques jouissent de quelque propriété de maximum ou de minimum. Il paraît moins facile de définir, a priori, par des principes métaphysiques, quelle est cette propriété; mais, puisqu'il est possible de déterminer ces courbes par la méthode directe, on pourra en
('") M^thiiu* inveniendi Unetu curvas maximi mùiimive proprielate gaudentti, sioe solutio problentatii iioperimelrici (Lausanne et Genève. I7J4)-
('") Je traduis Corpora projecta par projectiles. Il ne s'agit pas des projectiles au sens de la balistique.
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conclure, avec l'attention voulue, ce qui y est maximum ou mininium. On doit de préférence considérer l'efTet provenant des forces agissantes. Comme cet eifel consiste dans le mouvement produit, il parait conforme à la vérité que ce mouvement, ou plutôt la réunion de tou.s les mouvemenis qui résident dans le projectile, doive être minimum. Quoique cette conclusion ne paraisse pas suffisamment démontrée, cependant si je fais voir qu'elle s'accorde avec la vérité déjà -connue, a priori, elle acquerra tant de poids que tous les doutes qui pourraient Daîlre à son sujet s'évanouiront complètement.
2. M est la masse du projectile, et, pendant qu'il parcourt l'élément d'espace ds, sa vitesse est due à la hauteur v. Sa quantité de mouvement est alors, en cet endroit, My/7 dont le produit par ds donne Mds'/v, mouvement total (collectivum) du corps le long de l'espace ds. Je dis que la ligne décrite par le corps sera telle que, parmi toutes les lignes a^ant mêmes extrémités, l'expression / M dsyv ou, puisque M est constant, l'expression / ds^ y sera minima. Si donc on considère la courbe clierchée comme donnée, la vitesse t/v pourra être définie en fonction des forces agissantes et de quantités se rapportant à la courbe; donc la courbe ellemême peut être déterminée par la méthode des maxima et miuîma. D'ailleurs l'expression ci-dessus, écrite en parlant de la quantité de mouvement, peut aussi être rapportée aux forces vives : soit en effet dt le temps de parcours de l'élément ds ; comme dt = dsyv, on aura 1 dsyw= f vdt. Donc, dans la courbe décrite par un projectile, la somme de toutes les forces vives qui résident dans le corps aux divers instants est minima. Aussi pas plus ceux qui estiment les forces par les vitesses elles-mêmes que ceux qui les estiment par les carrés des vitesses ne trouveront ici rien qui oflense leur sentiment.
[Euler vérifie alors que son principe est vrai dans certains cas particuliers : le mouvement parabolique des corps pesants, les mouvemenis produits par une force centrale, etc. Il vient eniin au cas général.]
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13. Par ces cas donc, est mis en lumière le parfait accord avec la vérité du principe ici établi. Il peut rester un doute sur la question de savoir si cet accord se rencontrera encore dans des cas plus compliqués. Aussi faut-il chercher i déterminer avec beaucoup de soin l'étendue de ce principe, afin de ne pas lui attribuer plus que sa nature ne te permet. I^xpliquons-nous. Tous les mouvements de projectiles se partagent en deux catégories. Dans la première, la vitesse du corps dépend uniquement du lieu où il se trouve, quel qu'il soit, de sorte que, si le corps revient au même point, i' reprend ïtt même vitesse; cela arrive si le corps est attiré vers un ou plusieurs centres lïxes par des forces qui ne sont fonctions que des distances à ces centres. Dans la seconde, je fais rentrer les mouvements dans lesquels la vitesse du corps n'est pas déterminée par sa seule position; cela arrive si les centres d'attraction sont mobiles ou si le mouvement se produit dans un milieu résistant. Cette distinction faite, il faut remarquer que, toutes les fois que le mouvement du corps rentrera dans la première catégorie, c'està-dire que le corps sera attiré par un ou par un nombre quelconque de centres fixes, la somme de tous les mouvements élémentaires sera minima dans son mouvement ("*)■
14. Par sa nature, notre proposition postule celte condition. En effet, quand on cherche la courbe qui, entre des extrémités données, rend minimum / ds^, on suppose par là même que la vitesse du corps est la même aux deux extrémités, quelle que soit la courbe suivie par le corps. Quel que soil le nombre des centres fixes, la vitesse du corps en un lieu quelconque M s'exprime par une fonction déterminée des deux variables GP =: x, PM =y. Soit donc V une fonction quelconque de x et de y, de telle sorte que dv = T dx -\-\ dy, et vojons si notre principe nous donne ta véritable trajectoire du corps. Puisque dv = T dx -{-V dy, le corps se meut comme s'il était sollicité en M par deux forces, l'une T dans la direction de Ox, l'autre V dans celte de O^; de là la lorce tangentielle ^ '^ et la force normale ^
('") Ccsl, CDoncée sou lermes de laquelle le prïn un polcDliel.
CHAPITRE IV
lature du mouvement libre,
Si la méthode des maxima et minîma nous conduit aussi à cette é(]iiaLioD, notre principe sera conforme à la vérité.
15. Par ce principe {^*''), / dx)/v{i + p^) doit être minimum. Différentions donc la quantité \/v{\ -i-p') et il vient, en tenant compte de ce que dv = Tdx + \ dv,
TeLry/\ -h/,t Vrf^y/n-p' pdpsfo
d'où l'on tire l'équation de la courbe cherchée par la méthode enseignée :
a Ati -»-/>')
Mais le rayon de courbure en M est — ^ ^^~
sons-leégal à r. On aura
3v _ T/t— V '- ~ ^TTfii' esaclemenL ce qu'on trouve par la méthode directe. Pourvu donc que les l'orces agissantes soient telles qu'on puisse les réduire à deux l'orces T et V parallèles aux axes coordonnés et fonctions quelconques des deux variables x et jf ('*'), toujours, dans la trajectoire, le mouvemenl du corps additionné suivant tous les éléments sera minimum.
("*) Il n'est pas nécessaire, pour suiire ce calcul, de coonaltre les métbodes employées par Euler dans les problèmes d'isopérim êtres. Les méthodes aaal}tiquet du calcul actuel des variations permettent de le faire tris bien,
C') Il faut ajouter U condition énoncée plus haut pour la vitesse <p>ssage t à celle-ci -.T dx -\-y dy doit £tre une dif-
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16. Ce principe se trouve donc si étendu que seul le mouvement troublé par une résistance de milieu parnît lui éclia|jper. La raison de cette exception se conçoit facilement, parce que, dans ce cas, le corps parvenant au même point par des <'heniiDs difTérents n'acquiert pas la même vitesse. Toute résistance supprimée dans le mouvementdes projectiles, on aura toujours cette propriété que Ja somme de tous les mouvements élémentaires est minima. Et il ne faut pas considérer cette propriété dans le mouvement d'un corps unique seulement, il faut la prendre aussi dans celui de plusieurs corps réunis; de quelque manière qu'ils agissent les uns sur les autres, la somme de tous les mouvements sera toujours minima. Comme des mouvements de cette nature sont difficilement soumis au calcul, ce résultat sera compris plus facilement en vertu des premiers principes qu'en vertu de l'accord des calculs exécutés suivant les deux méthodes ("'). En effet, puisque le» corps, en vertu de l'inertie, résistent à tout cliangement d'état, ils obéiront le moins possible aux forces agissantes, si toutefois ils sont libres. Donc, dans le mouvement engendré, l'eiTet provenant des forces devra être moindre que si le ou les corps étaient mus de quelque autre manière. La force de ce raisonnement n'ai^paraît pas encore suffisamment; comme cependant il s'accorde avec la vérité, je ne doute pas que les principes d'une métaphysique plus saine ne permettent de le mettre en plus grande évidence. Je laisse ce soin à d'autres, qui font profession de Métaphysique.
Nous rechercherons, dans la seconde Partie de cet Ouvrage, la signîBcation que la Mécanique moderne attribue à ces lois de maximum et de minimum introduites dans la Science sous l'influence des idées finalistes.
(**-) Euler se borne donc k démonirer le principe de la moindre action danslt CHS du point, et il ne fait même ses calculs que pour le point libre. L'eilension rigoureuse aux systèmes et au cas des liaisons sera due i Lagrange. On remarquera aussi que, même pour le point. Euler n'envisage que les mouvements plans.
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