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on les dit hyperboliques. Au contraire, les équations du type (3)
ont leurs caractéristiques imaginaires ; on les dit elliptiques.
A notre point de vue, les types elliptique et hyperbolique sont totalement différents.
Pour les équations (i), (2) la frontière est ouverte et porte deux données :
Solution ET dérivée conormale.
Pour les équations (3), l'on peut se donner une frontière fermée et une donnée :
Solution ou dérivée normale.
Pour les équations elliptiques, la solution est toujours analytique, tandis que, pour les équations hyperboliques, aucun élément n'est forcément analytique (*).
De sorte que les théories ici résumées vont plus loin, sont plus compréhensives que le théorème de Cauchy-Kowaloska.
Mais, comme les caractéristiques jouent un rôle fondamental, comme leur origine naturelle est dans l'examen minutieux de ce théorème, nous en reprenons brièvement la démonstration en résumant la théorie, aujourd'hui bien assise, de Véquation générale aux dérivées partielles du premier ordre.
Puis nous exposons, d'après M. Goursat, la théorie des caractéristiques pour Véquation générale du second ordre à deux variables indépendantes et les importants théorèmes de M. Goursat et M. Kiquier.
Nous nous occupons alors des équations (i).
Un résumé très bref de la théorie générale des caractéristiques, d'après MM. Beudon et Hadamard, nous amène aux équations (2).
Pour les équations (1), nous essayons de mettre en relief la célèbre Méthode de Hiemann, fondée sur l'emploi de l'intégrale de contour et sur la notion d'adjointe, et la Méthode DES Approximations successives de M. E. Picard, dont la fé-
(') Ainsi, là où le lliLorciiu' de Cauchy-Kowaleska, qui suppose un domaine analytique, ne s'appli(|ue plus, on trouve une solution analytique.
Là où les données seraient celles de Caucliy, les données et la solution peuvent être simplement des fonctions A fois dérivablcs,
INTRODUCTION
condité se montre merveilleuse dans les voies les plus diverses.
Nous montrons les résultats fondamentaux obtenus par MM. Goursat et Fladamard.
Quant aux équations (?,), étudiées autrefois par Poisson, par KirchhofF(^ ), l'on sait qu'un beau Mémoire de M. Volterra (^) a récemment attiré l'attention sur elles (').
Ce qui a été fait, à cette heure, dans cet ordre d'idées, n'est assurément pas définitif, mais la voie est ouverte pour l'étude de l'équation hyperbolique générale, et l'on admirera certainement la Méthode de M. Volterra, combinaison de la Méthode de Riemann et celle de Green.
M. Hadamard publie, en ce moment, d'importants travaux sur cette question. Cette brochure pourra, peut-être, leur servir d'introduction.
Dans le dernier Chapitre, nous signalons plusieurs exter»sions notables des résultats antérieurement exposés avec plus ou moins de détail.
Il suffira^ pour lire cette étude, de connaître la théorie des fonctions implicites (^), les théorèmes sur l'existence des intégrales d'une équation différentielle (^), le théorème général de Caucliy et M"" de KovvalesUa (").
L'on trouvera un article bibliographi([ue très intéressant, sur ces questions, dans VEncyklopddie der niatheniatischen Wissenchaften, article écrit par M. A. Somraerfeld (avril 1900).
(') Voir P. DuHE.M, Leçons sur l' Hydrodynamique et l'Élasticité, Hcrmaiin, 1S91.
(-) Sur les vibrations des corps élastiques isotropes {Acta matheniatica^ 1^94 )•
(■*) E. l'icARD, Conférences, Gauthier-Villars, lyoS.
(*) Cours ou Traités classiques de MM. Jordan, Picard, Humbtrt, Goursat, Lipschitz, de la Vallée-Poussin, P'ouët, Osgood.... — E. Coursât, Bull. Soc. mat. de France, t. XXXI, igoo. — J. Hadamard, /6it/., l. XXXIV, 1906.
{'■') Pour les fonctions analytiques on emploie le «Calcul des limites » de Caucliy. Pour les fonctions générales : la iMctliode de Caucliy- Lipschitz, la Méthode des Approximations successive:'! de M. Picard ou la Méthode de M. de la Vallée-Poussin.
(^) G. Darboux, Comptes rendus, 1875. — S. de Kowalksica, Journal de Crelle, 1875. — Travaux de MM. Mt-ray. I^iiiuicr, Mourlet, l>elassus. . . .
i5 septembre njoG.
CHAPITRE I
ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE A n VAUIAHLES INDÉPENDANTES.
Nous renvoyons, pour l'historique, aux Ouvrages classiques (*), citant seulement les noms de Lagrange, Cauchy, Jacobi, Lie, etc.
Nous supposons n rr 2, car tout s'étend sans difficulté au cas général.
Donnons d'abord le théorème de Cauchy qui prouve l'existence d'une solution. M™'' de Kowaleska se servait, pour cela, d'un jacobien. Nous allons, au contraire, avec M. Goursat, rester strictement au point de vue que Cauchy appelait Calcul des limites.
Soit donc un point O que nous pouvons prendre pour origine. Par ce point passe une courbe gauche quelconque, renAuQ plane par un changement de variable. Nous voulons trouver une surface, passant par cette courbe, solution de
f étant une fonction analytique.
Théorèmk d'existence. — L'on peut écrire
(l) P =f(-r, V, Z, q) =^Cn/.:/,nJ^''y'z'q'n,
puisque nous sommes dans le domaine analytique (la figure ci-contre n'est qu'un chème).
('^ Imschknf.tsky, Equations du premier ordre, traduit par Iloilcl.
— P. Mansion, Équations du premier ordre. Gauthier- N'illais, 1875.
— E. GounsAT, Équations du premier ordre. Hcrmaun, 1891. — S. Lie, Géométrie der Beriihrungstransformationen. Teubiier, 1896.
— E. Dklassus, Leçons sur les équations du premier ordre. Hcrinann, 1897.
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L'on donne une courbe BOB' dans le 'plan vos, soit
Fi". 1.
El l'on cherche une surface intégrale passant par cette courbe au voisinage de l'origine
z = Aioa7+ AmjK -I- Aao.-J^^-l- Aiia-K -+-.
Donc les dérivées de z, par rapport à r, sont connues en o, c'est-à-dire
Ao2 = B2, ..., A,
Connaissant cj , en o, l'on déduit la valeur de /9, d'après (i). Dérivons, en y, les deux membres de (i). Gela nous donnera, sans ambiguïté,
d^z \ fdt>-^^z\
\d.vôy)o \
dxdy-^Jo
Ox ôyP j 0
Puis dérivons, en x une fois, puis en y. Gela nous donne, sans ambiguïté,
\d7^)o' '"' [àx^àyi'),'
Dérivons ainsi, tnéthodiquement, et nous obtenons tous les coefficients A^^p sans aucune ambiguïté.
Ayant obtenu la série formelle (3) il faut montrer sa convergence.
D'abord, en remplaçant z par z-hax, ce qui ne change pas la forme de (i), l'on fait disparaître le terme constant VjooOO"
Puis, M étant une constante supérieure au module maxi-
mum de y, M. Goursat choisit habilement la majorante II de/,
a est un paramètre compris entre o et i, R et p sont assignables d'après (i).
Faisant alors x -\- 'xy z=z u , M. Goursat montre aisément que Téquation différentielle
est une équalion majorante pour (i), c'esl-à-dire telle que le développement qu'on en déduit
([6) z = aiocr -+- Uo^y -i- a^o^^ -I- «h ^y + • • •
est convergent avec ««p > | ^a.^ !•
Or l'équation (5) admet une intégrale holomorphe au voisinage de o, nulle ainsi que la dérivée première, en o. Donc l'équation (i) a une solution holomorphe au voisinage de o.
La démonstration s'étend immédiatement d'un système du premier ordre k p fonctions z el p équations (*). Mais nous n'avons ainsi qu'une solution locale, comme dit M. lladamard, une solution autour de o dans un petit domaine. M. Goursat a, tout récemment, apporté à ce sujet des résultats nouveaux (|ue nous allons résumer.
2. Nouvelle expression de la solution. — Soient deux variables a:, y, dans leurs plans respectifs, soit D l'aire d'un cercle de centre Xq et de rayon R. Soit (© un domaine quelconque pour y (^).
Soit une fonction F(^, y) holomorphe quand a: est dans D el y dansdD. On peut la représenter par Sj ou par S2
(Si) Po(jK)-+- I'i(>-)(^-.ro ; + •••+ l\,(y){x-.To)" -\-...,
( S2 ) ^'^Aucict — .To )''Ky — jKo t^
(') li. GouHSAT, Cours, t. II.
(-; V,. GouKSAT. Soc. math, de France, 1906.
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P„ est holomorplie et la première vaut pour tout le domaine (D, (D); la deuxième série vaut seulement pour le domaine formé par D pour x^ et pour y par le cercle de rajon p^ (Pq dépendant dejt'o).
Fig. 2.
Fig. 3.
Inversement, si Ton a une série Si, les P„ étant holomorphes en r dans (D, et si, formant Sj en parlant de S,, on peut trouver en chaque point j'q un nombre po tel que S, converge pour \x — ^oi 5R, \y — j'o] Ip^,, R étant fixe, l'on peut affirmer que Si converge dans le domaine (D, (D) et représente une fonction holomorphe.
Cela posé, étudions l'équation
en supposant, ce qui est toujours possible, que Ton cherche la surface intégrale contenant la droite 5 = o, a; = ^o-
Supposons / holomorphe quand .r reste dans une aire circulaire D, de centre x^, de rayon «, z et fj dans des aires circulaires Dj, D3 de centre o, enfin y dans une aire (Ô.
Ecrivons donc notre équation
Cherchons la solution sous la forme
z = Oi{y)(x — X(^) -^. . .-\-Oniy)(^ —^n)" -^
Nous la trouverons convergente pourvu que l'on ait
|.r-.r„|rR,
K étant fixe, assez petit; et pourvu que y reste dans une aire OD' intérieure à (D.
L'on voit la grande importance de ce résultat, dans le domaine réel comme dans le domaine complexe. Par ce procédé
M. Goursat aborde l'étude d'une intégrale tout le long d'une caractéristique, courbe qui va être définie.
Voyons pour cela dans quel cas le théorèncie d'existence est en défaut.
3. Courbes d'exception. Caractéristiques. — Proposonsnous maintenant de trouver des courbes F
qui soient des cas d'exception relativement au théorème de Cauchy et de M""^ de Kowaleska;
dx
dz
ô^z dx dy'
d^z _^ _ d^z . _ iPz_
dx'^ ' ^ Ox- ()y ' àx dy^ dy^
Dans certains cas, il sera préférable d'écrire
Poi =
ôz
d^z Jx^
Pll'=
àx ày '
On donne donc
Sur une courbe gauche C on donne l'intégrale, soit z{t). Sur G, p, «7, /", s, ... sont fonctions de /.
Dans quel cas C devient-elle une courbe d'exception T? z{œ^ y) doit être une surface intégrale, donc
dz = p dx -H g dy.
Sur C, les relations (i) et (2) /le renfcnncnl que t (et dt que l'on peut éliminer).
(1) et (2) donnent donc les valeurs de /> et 7, en l, si le jacobien n'est pas nul.
Posons
ôx le jacobien est
dp
dx dy P Q
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Si J = o, on ne peut plus affirmer que (i) et (2) donnent p{l) et q{t) d'une manière unique, bien déterminée.
Si 3 ^ o, p et q sont bien définis, en t, de même /■ et s, d'après ces deux équations, conséquences de (i) et (2),
(3; X-^pZ-hPr -^Qs =0,
( 3' ) — dp -h r dx -H s dy = o,
De même, f et x sont définis par
(4) Y + ^Z-+-P5 +Qt = o,
(4) — dq -\- s dx -+- X dy = o,
équations en /.
équations en /.
J est le déterminant fondamental pour les deux systèmes. Si J = o, il y a impossibilité ou indétermination.
Si l'on peut trouver j;, y, z, p, q, en t, annulant tous déterminants de ce Tableau :
dx dy — dp — dq
P Q \^ pZ \ ^ q'L
l'on aura une courbe r', en x^ /, ^,/>, q, le long de laquelle r, 5, T seront indéterminés.
Adjoignons à (i) et (2) ces relations {avec ou sans t)
dx _ dy _ — dp -^ p" ~ Q" ~ X^/»Z
dq
qZ
{=dt).
ce qui donne
dz dx
(= dt).
Ce système admet les intégrales premières
Gh{x,y,z, p, q) — Ch (/J = i,2, 3). On peut encore écrire l'intégrale de (6)
(I) J- = .r(<, Cl, Co, C3),
(II) y = yit.cu),
(III) z = zit, eu),
(IV) p=p(t,cn),
(V) q = q(t,Cfy).
Si J ;z^ o, toutes les dérivées de z s'obtiennent de même,
sur G, <I> étant une fonction connue de xyzpqrsi, provenant de la dérivée, en x^ du premier membre de (3), l'on a
(7) l' + Pa +QP =o,
(7') — dr -H a dx -+- ^ dy = o,
équations en /.
deux, systèmes analogues donnent (p, y) et (-y, 0).
I On laisse de côté des équations inutiles, car si les résulta / (y2:; \ d /d^-z\ ^ tats sont continus on sait que — - - — — =; — ( — - ; • • • •
'■ d.r \ôx oy / dy \0x^ / J
Si J = O, on a, au contraire, le résultat suivant : Complétons le système (6) en écrivant, à la suite,
dr — ds — dz
(6) (8) i=df)
Ce nouveau système (8) donne une courbe F" en .r, y, s, p, q, r, s, T le long de la((uelle a, p, y, 0 sont indéterminés.
Les courbes d^indétermination F', F", . . . ont toutes un même support, les courbes de l'espace (.r, y, z) définies par (.1), (II), (III). Nous les appelons courbes caractéristiques ou courbes F.
Puisqu'il y a trois constantes arbitraires, par tout point (.r", y^, 5") il passe une infinité simple de courbes F formant un conoïde.
Le cône des tangentes aux caractéristiques issues de (.r", j°, 5") a pour équation
il{x\y\ -0, dx, dy, dz) = o, résultat de l'élimination dey, q entre
l dx dy dz
f V Q P/^ + Qv
C'est le cône élémentaire (Klementar Kegel).
Ce qui est extrêmement rernan(ual)le, c'est que ces courbes F, exceptionnelles relativement au théorème Cauchv- Kowaleska, vont nous permettre de résoudre un problème plus général que le problème analytique qui a été notre point de départ.
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k. Intégration par les caractéristiques. — Regardons les courbes T indépendamment de leur origine naturelle. Soit une courbe r et un point quelconque (j?", jk", s") de r, correspondant, si l'on veut, à ^ = 0; donnons-nous arbitrairement /)" et ^" valeurs de /> et «7 pour / -— o : la courbe r' portée par F est définie sans ambiguïté.
Appelons intégrale une expression z{x,y), continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, non plus nécessairement analytiques, satisfaisant identiquement aux équations (i) et (2).
Ce qui précède veut dire ceci :
S'il existe des intégrales ayant en commun la courbe V et se touchant au point ^ =r o, elles se touchent en tous les points de T.
C'est la simple traduction de ce fait :
Au lieu des équations (I), (II), .... (V), Ton peut écrire
et
X^^iiJ, x\y\ z\ po, qO)
(des mêmes variables et paramètres).
Les surfaces intégrales se raccordant le long des courbes F, on peut espérer que, par des assemblages de courbes F, on formera elTeclivement des solutions. C'est ce qui a lieu.
Surface intégrale passant par une courbe gauche non caractéristique. — Soit U la courbe donnée, M un point sur U
rO= -,(«), y<^=gi{u), z0=ff3(u),
Fi g. 4.
soit F" l'une des courbes F passant par M, P un point (juelconque de F", défini par u et t {t^=o correspondant à M),
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Le lieu de r" formera une inlégrale si l'on a :
(a) o==F[x(t,u), y{t,u), z{t,u), p{(,u), qit,u)],
•^^ du ou -' Ou
^. dz dx dy
En vertu des équations (6) qui régissent les variations sur r" (où u est constant) la relation (7)3 toujours lieu et (a) se réduit à la relation en u
(i) F(iFO,j'»,z»,/?», g-oj^o.
Cauchy, d'autre part, a montré que l'on a
ou bien
— / Zilt
(3) H = HOf ''o
II" étant la valeur de H en M, sur U. Donc (P) se réduit à ll":rz o, ou bien
du du du
En résumé, par la tangente MT à la courbe U l'on mène un plan tangent au cône-élémentaire, ce qui détermine i ou m courbes F" d'où une intégrale à i ou m nappes.
Si, en un point isolé, m,, de la courbe U, l'on avait
dx" dy*> dui dui
po Qo
le cas le plus simple serait le suivant: p" et q° seraient fonc-
tions de {u — Wi )"*, c'est-à-dire que K nappes de l'intégrale
se raccorderaient le long de la caractéristique.
Solution conoïde. — L'on peut encore former une surface intégrale en prenant simplement le conoïde des caractéristiques passant par un point fixe il.
Un point (|uelconque est défini par t qui est nul en il et varie sur 1', et par u qui est la constante définissant V sur le conoïde.
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Le calcul de Cauchy, identique au précédenl, inonlre que l'on a une intégrale si
/>' et (/' sont variables, fonctions de u.
En effet, comme précédemment,
dK
du
ôt àt du '
— I 7.dt
H = Hig ^0
or l'on a II* ee^ o puisque œ,, /j, c, sont constants.
Remarque. — Dans tout ceci les éléments peuvent n'être pas analytiques. Il suffit que, d'une manière quelconque, l'on puisse intégrer le système (6) du n" 3, c'est-à-dire (jue
P, Q, \-hpZ, y-\-gZ
soient continus et non tous nuls à la fois au point initial M ou 12 : ; =: o.
Dans le domaine analytique le système (6) donnerait la solution inacceptable
X = consl., de même y, z, p, (/.
Dans le domaine général il n'y aurait de résultats précis que dans des cas spéciaux. Nous supposons essentiellement Z Jini, pour tirer de (3) notre conclusion.
Nous allons maintenant, d'après un beau Mémoire de M. G. Darboux {Savants étrangers, Institut de France, i883), étudier les solutions singulières, dont Lagrange avait déjà parié, mais d'une façon incomplète.
if) PREMIÈRE PARTIE.
Solution singulière. — Nous supposerons toujours
Oz Supposons p el tj éliminés entre les équations F=o. P = o, Q == G.
M. Darbou\, qui avait résolu un problème analogue touchant les équations difTérentielles, a démontré ce théorème :
« Le résultat de l'élimination donne, en général, une surface R(.r. y,z)^=o, lieu des points de rebroussenient des caractéristiques. »
Et Ton a les singularités réciproques en remplaçant P par X + />Z et Q par Y + q'L.
Définissons maintenant, avec M. l)arl)ou\, la solution singulière de F rrr o comme surface w(,r,j') satisfaisant à la fois aux équations :
équations qui, dans ces conditions, entraînent les suivantes :
( X -h pZ = G, ( \ -\-qZ = o.
(JJérii'er F en a;, en tenant compte de ce que c, />, q sont fonctions de x, et tenir compte de P =: Q t=o; c'est immédiat.)
Etudions, au voisinage d'une intégrale singulière (quand elle existe), les caractéristiques. Soit
z = ix>(x,y)
cette intégrale, faisons
et écrivons Pé(|uation, d'après Z ^ o, sous la forme (I) z — <l'(x,y,p,q) = o,
cplte équation devient
CllAP. T. — ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE A n VARIABLES. \~
si, pour la première, l'on a
l'on en déduit, pour la deuxième, les relations analoi^ues. Donc une singulière se transforme ainsi en une singulière. Donc nous pourrons : i° partir de la forme ( i); 2" supposer que la singulière est
Précisons la forme de ( i ) en prenant le cas le plus simple:
W étant analytique au voisinage de (o, o, o, o) et contenant partout, ou/?-, ou cj- en facteur.
Regardons le système (6). Si nous voulons que le point initial d'une caractéristique, situé sur la singulière, corresponde
a t = o, nous remplacerons eu par -r- et nous aurons le système
Avec M. Darboux, posons
alors z, d'après (i), contient le facteur 0^, d'où
X = X'62, Y=Y'02, avec
P'= Ay/-t-B^'-f-..., Q'= Bp'-hCr/^.. ..
Nous pouvons alors intégrer le système en choisissant arbitrairement
if^-_\' ^__Y'
[ clii ~ ' dH ^
Nous avons
P'û= Aa-t-B;3, Q'o=Ba-^CP, Scientia, n" '29. '•!
d'où
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z = KO--!
Voilà une caiacléristiqiie passant par le point (o, o, o) de rintégrale singulière et tangente à la singulière.
Elle contient une seule constante ^ j car le système difl'é-
rentiel ne change pas par la substitution 6, GO.
Ici le cône élémentaire (Elenientar Kegel) est un plan, le plan tangent à la singulière.
Dès lors, comment former l'intégrale si la courbe donnée U devient une courbe V tracée sur la singulière?
Fiff. 6.
Soit M un point de V, de paramètre tr. L'on a, bien entendu, F ^ o, quelle que soit la caractéristique r et quel que soit le point P et
Ox
11 faut avoir, quel que soit F,
Or,
^,, dz Ox dy
Il faut donc avoir
11 =//jO.
CHAP. I. — KQCATIONS DU PREMIKR ORDRE A n VARIABLES. I9
m est une fonction de a qui doit s'annuler sur la courbe V
à^z" d^xo d^y" 'Ipo dx" da^ dy»
Les trois premiers termes sont nuls ; il reste
_ dxo , dy'i de ' ' d<7
ce qui achève de définir la car aclé ris tique à choisir en M.
Ainsi, dans le domaine analytique (l'extension serait difficile), M. Darboux a montré que la courbe U définit encore une surface intégrale si elle devient une courbe V tracée sur la singulière.
En particulier, réduisons V à un point : Toutes les caractéristiques passant par uri point fixe de la. singulière forment une surface intégrale. (Ici m ^ o.)
6. Théorie de Lagrange. — Il est utile de faire l'histoire de ce problème, car cette histoire montre admirablement de quelle manière se fait le progrès dans les Mathématiques.
Les hommes de génie, comme Lagrange, font rarement de grosses erreurs, mais souvent leurs points de vue ont besoin d'être précisés et, en partie, modifiés. Ce qui prouve uniquement l'extraordinaire effort du précurseur.
Lagrange disait : Soient a, b deux constantes et une surface
L'on a, sur la surface.
Eliminons a, 6, il vient (I) F(a-, y, z,p, g) = o.
Lagrange supposait implicitement que toute Téqualion du premier ordre a la môme origine que (I).
Il en concluait que, connaissant une intégrale complète (i), on obtient toutes les intégrales de (I) :
1" En donnant h a, b toutes les valeurs, on a toutes les complûtes ;
2" En posant /> ~-z '^{o) (^ arbitraire) et en prenanl Tenvetoppe, on a les intégrales gc/ié/ales:
3° En prenant lenvcloppe de toutes les complètes, on a la singulière.
Tout cela est parfait si (I) a l'origine dite. Et encore, les grands théorèmes d'existence de Gauchy ont fait pressentir de plus en plus que les solutions des équations telles que (1) n'ont d'existence que dans un champ très limité du domaine analytique.
Ainsi, le théorème de Gauchy et de M™" de Kowaleska nous fournirait (j), étant donné (I), rpais pas sûrement, dans un champ suffisant pour que soit applicable la théorie des enveloppes.
G'est ainsi que M. Darboux. a repris à neuf toute la théorie des singulières.
En général, il n'y en a pas.
Si elle existe, elle jouit des principales propriétés de la singulière de Lagrange, ainsi <|ue nous l'avons vu.
l<2yUATI0N LINÉAIRE. — Soit P/> + Q^ =: R
P, Q, U sont fonctions de .x-, y, z.
Les caractéristiques sont des courbes en x, j% z, définies par
dx dy _ dz
Il y a une seule caractéristique en un point quelconque (x", y", 3°) au voisinage duquel P, Q, R n'ont pas de singularité.
La théorie de l'intégration et de la solution singulière est donc ir)(iniment plus simple, comme il est bien connu.
Note. — Sur la nature analytique des solutions, voir la Dissertation inaugurale de Earle Raymond Hedrick (Gottingen, 1901).
ÉQUATIONS GÉNÉRAI.KS DU SECOND ORDRK A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES
La théorie des équations du second ordre a été l'objet de travaux de caractères très divers, que l'on ne saurait résumer
r, 5, / étant les dérivées partielles de z en j?^, xy\ y^, Monge Qi Ampère ont, les premiers, étudié les équations
( i) H r -t- -i K5 -t- L / + AI + N f /7 — .«2 ) = o.
H, K, . . . , N étant fonctions de x, j', z^ />, q.
Très anciennement, Euler avait obtenu des résultats notables touchant des équations, cas particuliers de celles de La place :
ÔT oy Ox oy
Autrefois, l'on ne doutait pas de l'existence des solutions, sous forme explicite, avec des fonctions arbitraires dans leur expression valable pour tout l'espace.
Cauchy est venu restreindre nos ambitions en recherchant, dans un domaine restreint, une surface intégrale, analytique, pour l'équation la plus générale :
surface astreinte à passer par une courbe C avec un plan langent donné le long de C.
L'on démontre un théorème d'existence analogue à celui du Chapitre I, sauf que, au voisinage de o, l'on donne, en outre, les valeurs analytiques de p et q. Comme précédemment, l'on passe de la courbe située dans le plan zoy à une courbe quelconque.
Nous allons voir comment se présente le j)roblèine de Cauchy.
En même temps, comme pour les équations du premier ordre, nous rechercherons les multiplicités pour lesquelles
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le théorème est en iléfaiil et nous chercherons à faire apercevoir quel est le rôle de ces caractéristiques d'un nouveau genre.
Monge avait, à son point de vue, reconnu le rôle de cet élément fondamental. M Goursat a fait pleinement connaître ses travaux et les admirables découvertes d'Ampère.
Les caractéristiques tout à fait générales, lelatives à l'équation (3). ne jouissent pas de certaines propriétés spéciales à celles de (i) et qui font de ces équalions de Monge-Ampère une classe d'équations tout à fait à part.
Nous renvoyons encore, pour l'historique, aux Ouvrages classiques (').
Le lecteur s'apercevra que nous sommes ici assez loin du degré de perfection qu'a atteint la théorie dans le cas du premier ordre.
1. Caractéristique di; second ordre. — Nous suivons pas à pas M. Goursat. en modifiant un peu la forme seulement.
Cherchons donc une courbe F en .r, y, c, /?, 7, ...,/, qui sont chacune fonction de 0, telle que le théorème d'existence tombe en défaut.
L'on a le système
(1 ) Fia-, j, z, i>. (/, r,s, t) = o \
(3) — dp ~ r dx -^ s dy — o > équalions en 0. ( 3' ) — dcj ■^- s dx -r t dy = o )
Pour que l'on ne puisse tirer r, .s, / du système, sans ambiguïté, il faut que le jacobien soit nul :
(4) n^^] =1 dx-^—^^dxdy -\-^dyK Nous posons toujours
Ox dp (Jf
Nous suj)posoris <jue Ton n"a j)as une intégrale <x){j-, y) satisfaisant à la fois aux équations
dite solution singulière. Ce serait encore une question à étudier séparément.
(') Imschknf.tsky, h'qiialions du deuxième ordre. Inid. Ilouel. — GhainuoRGE, Équalions du deuxième ordre. Bruxelles, llaycz, iS^i. — Vj. Goursat, Equations du deuxième ordre, • vol. I'yri<, Homninn.
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Aux équations (i), (3), (3'), (4) adjoignons d'abord
( 2 ) dz = p dx -f- q dy,
puis celle qui exprime que, si /■, .v, t sont des fonctions connues de 0, il y a iudélerniinalion pour les dérivées troisièmes
^' ?, Y^ "5 ou 7^30, /)21, Pli, P03-
Si nous posons
X, = Y -^ pZ-hr\'^sq,
nous avons, pour déterminer a, j3, y, o, le système Xî+ Ra-t-S^^Tv^o,
— dr -f- a dx + Jî r/r = o, Y,+ REi^SY + TÔ==o,
— dt -f- Y dx -h à (/y — o
dont le déterminant est D =r — J :
dx • dy o o I o o dx dy I
Donc, annuler D, c'est écrire l'équation (4). Supposons que ni R ni T ne soient identiquement nuls; nous prenons pour déterminant principal celui qui est marqué
D' = T2 dy.
On peut alors prendre a (pielconque, 3, y, 3 seront déteiminés si Ton a
dr
dl o dx dy
Développons et tenons compte de ce que la dilTérentielie de F est nulle, d'après (i) Xi dx — Yi dy -^l\dr~-Sds-^Tdf = 0 ( éqnal ion en 0, dd ).
Tenons compte, aus>i, de l'équation ( 'i ). Il vient
„ ds . dr
dy dr
Soit donc le système (i), (a), (3), (3'), (4), (5), nous avons six équations différentielles, et, si nous faisons, par e\en)ple, x nz 6, nous avons sept fonctions inconnues de x.
I-a solution contient une fonction arbitraire. Four une telle solution, dans les termes du développement de Taylor
formel, le coefficient de -r—- est arbitraire.
Cette solution /(j:*), -(^), p{^), ■ • ■ -, t{^) est dite caractéristique de (i).
Ceci est le cas général, RT n'est pas identiquement nul. D'autres cas peuvent se présenter :
Cas A. — Si l'on avait T^o et l\ non nul, riMpiation (4) se dédoublerait explicitement en
I î j R dj — S d.T = G,
( i") . dy = o.
Axec (4') l'on n'a qu'à conserver (i), (2), ..., (5). Avec (4") l'on a des changements notables : (5) devient
dx dx
Cas B. — Si l'on avait T ^ o, R ^ o, Féquation (4) donnerait
(D dy^o;
d'où, pour (5), les formes
{'y) Xi4- s -j- = G,
dy ds dx
Cas C. — Si la relation S^ — [\l\T ■=. o découlait de F = o,
l'équation (4) aurait constamment une racine double en -~\
dx
d'où des caractéristiques ayaut des propriétés spéciales.
Cas D. — Enfin, pour les ('([nations de Monge-Amj)ère, si on laisse de côté (3) et (3'), l'on a le système
I H dp dy -+- L dq dx -H I\l dx dy -^ ^ dp dq =0,
• H dy^ — iKdx dy -\-h dx^ -^- ^{dp dx -^ dq dy) = o, \ dz =^ p dx -(- q dy ;
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d'où r, s, t sont exclus. L'on peut, ici, détacher de la caractéristique du second ordre en ce, y, . . . , g, /•, 5, t une caractéristique du premier ordre en a:, v, z. p, q; d'où l'allure spéciale de la théorie des équations de Monge-Ampére, avec les intégrales intermédiaires.
En tout cas, une différence essentielle est déjà apparue entre les équations d'ordre un et celles d'ordre deux.
Appelons caractéristiques d'ordre zéro, un, deux, . . . des multiplicités d'exception relativement au théorème de Cauchv-Kowaleska, contenant z seul, ou ses dérivées premières, ou celles du premier et du deuxième ordre, ....
Pour les équations du premier ordre, l'on obtient normalement des caractéristiques d'ordre un dont se détachent tout naturellement des caractéristiques d'ordre zéro : des courbes ordinaires. En un point il y a une de ces courbes V dans le cas linéaire, et un conoïde de courbes F dans le cas non linéaire.
Alors l'intégration est immédiate.
Ici, au contraire, il y a une fonction arbitraire dans les équations des caractéristiques qui sont d'ordre deux.
La question est donc tout autre.
Pour préciser, poursuivons notre élude.
Supposons connues, sur la caractéristique d'ordre deux, toutes les dérivées secondes et cherchons, pour les dérivées troisièmes, des valeurs telles que les dérivées quatrièmes soient indéterminées.
Sur une intégrale, s, p, q, . . .sont fonctions de x et y. Supposant ces valeurs portées dans (i), cette équation devient une identité
F(^, JKj = o;
toutes les dérivées partielles sont aussi identiquement nulles. De même que nous avons écrit déjà
dx
écrivons aussi • 02F
dx dy 0^¥
= Xî + R/331-+- S/?22+ T/<,3= o,
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Adjoignons-}' les relations fondamentales
— dp^o-^ Pio dx -^ p3i dy = o,
— dpi2-i- P2-2 dx -T- pisdy = o,
— dpo3 -h- pndx-h />o4 dy = o.
Nous avons cinq équations pour nos cinq inconnues. Le déterminant D,-r=c/)'D; si Ton a RT ^ o, nous prendrons pour déterminant principal le mineur Dj (séparé par le pointillé)
dx
dy
dx
dy
dx
dy
Dans ces conditions, d'après (4), Ton a I), ^ o. Si Ton se donne arbitrairement p,,„, les autres dérivées sont déterminées sans ambiguïté si le déterminant D'j est nul (théorème classique dit t/e Bouché) :
D'; = dy
- \ { R S T d/'io dy o o dp\i o dx dy
Or ce déterminant ne dilTère de D" que pai- la première colonne. Il est inutile de le calculer, puisque D" a été développé.
Tenant compte de la relation
<<lg) = X,rf..
'f'S'ly
expression en 0 identiquement nulle sur une intégrale, et de la relation (4), Ion trouve l'analogue de (5) :
Xj devient Xj,
P\\ » Pi\\
dx dy
Si aux équations de la caractéristi(|ii(; d'ordre deux nous
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ajoutons celles-ci : d'abord (6), puis
dpi» = /Ho (l^' - /'21 dy, fipw = Pu dx -^ Pi, dy, dp^>i — p\o dx 1- /Ji,3 dy,
nous ajoutons quatre équations et ({uatre inconnues; nous aurons donc, avec le même degré d'aibitraire, des caractéristiques d'ordre trois, multiplicités telles que Ton puisse se donner arbitrairement p^^ et que les autres dérivées quatrièmes s'en déduisent pour la formation de la série formelle représentant z{x, y).
En faisant les calculs de la même manière, l'on atteint le cas le plus général.
Une caractéristique d'ordre n s'obtient en ajoutant aux. équations des caractéristiques d'ordre {n — i) les suivantes :
dx dy
-dp,i-i,n + p„,u dx -f- /?„_,,, dy = o,
- dp^^n-i -+- Pi,n 1 d:v -+■ po,n dy — o.
Par exemple, Dj, en choisissant bien parmi les équations employées, sera de la forme
Théorè.mes de Calchv et de M. Goursat. — Nous concluons
1° J étant /lo/i nul. connaissant p el q sur une courbe G, nous pouvons calculer sans ambiguïté toutes les dérivées et, par la méthode des majorantes, l'on montrera (|ue la série formelle obtenue converge au voisinage de G;
2" Au contraire, sur une caractéristique d'ordre deux, avec la condition RT^oet S- — 4RT^o, il existe une infinité de surfaces intégrales se raccordant.
Pour démontrer la première partie (théorème de Gauchy et de M"''' de Kowaleska) on peut, avec M. Goursat, écrire l'équation
,,. . , . . dz . ,,
et supposer que 1 intégrale z, ainsi que — soit nulle
pour j" = o.
On fait disparaître la constante en changeant s en
z H et Ton remplace - par z' -+- o{y) -\~ .r ^{y).
o{ y) étant la valeur donnée pour :;;
(|>(y) étant la valeur donnée pour-p>
L'on prend la majoranle
a fortiori majorante en remplaçant .r par — ; Ton fait
X -\- 'xy = X; d'où
d^z , /rf2- a dz
-Tz ^' IV = toncl. holûin. de A, z, -y-.y y
toutes les dérivées sont positives à l'origine; d'où le lliéorème annoncé.
Nous allons, pour bien préciser le degré d'exception d'une caractéristique d'ordre deux, démontrer ce théorème de M. Goursat :
Par une caractéristique d'ordre deux (S^ — 4RT n'étant pas nul) il passe une infinité de surfaces intégrales. Il existe une injiniié de surfaces intégrales ayant avec l'une de celles-ci un contact d'ordre n {/i quelconque) tout le long de la caractéristirjue.
Si l'on appelle sous-caractéristit/uc la multiplicité ponctuelle contenue dans la caractéristique, l'on peut d'abord supposer que l'équation donnée Fznoa subi une transformation j)oncluelle et (jue la caractéristique est représentée par
sous-raiiictc'iisliquc, ;ixc oar,
n=fi^), s^f'{x), t = o(x).
Faisant alors
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ce système devient
Quelle est alors la forme de l'équation, transformée de F? Nous nous plaçons autour de Vorig^ine .v^=:yz= z. .. = ^-tr:o,
To dx- — So do- dy = Ru dy- = o
doit donner dy = o, donc T„ ir: o, donc Sq ^ o (sinon
•^0 — ^ RoTq
serait nul), on peut donc écrire l'é(|uation
Nous sommes dans le domaine analytique, 4' est une série convergente autour de l'origine.
Changeons x en x -\- ky et nous n'aurons pas de terme en /■ seul.
Or, la caractéristique est, d'une part, donnée par (I). D'autre part, elle est représentée par
; F = o, dy = o, dz = p dx, dp — r dx^ dq = s dx
(II) -, ^ ds . . -, ^ dt
cl \i -1- h -^— = o ou l)ion 1 1 -H b -7- =0.
' dx dx
Donc l'on doit avoir, sur ox,
àt ox Oy
en vertu des équations (I), X, se réduit à — et Yj à j- •
Donc
*=2Aa.,.>..ra...A,
le sisne >^ excluant tous termes en x", Vd?", ix"^ et celui
en r seul.
Formons la série formelle relative à .v — 4> rr 0 en recherchant une intégrale z{x, y) qui soit nulle sur ox, égale à 'l>{y) sur oy, et analytique autour de x =: y r= o.
Au point O, toutes les dérivées p%Q et p^^. sont connues d'après ces données.
Puis, d'après (i),
L'on a
P---6jr
tPo\
Les termes soulignés sont nais en O.
Fig. -.
r>fl>
1 — /'ii-i--; — /'02-+- -, — p-21
Dans les autres l'on a des dérivées nulles en O. Donc en O
L'on a
P''= d^-^ IFJ'^'^ De même Montrons que l'on a
-, />20-|- -^1 Pm
Pi 1 = "•
<lp2n
Pîo-
7^3 1 — Pi \. — Pâi
àpo:
Pli-
C'est le point capital à éclairer.
Supposons que ces relations ont lieu jusqu'à />?j,, /->°2 *^*^ montrons qu'elles ont lieu pour Pn+i,i, Pn+i,^-
Or, tout lernie de p^^zn'P contient l'un des facteurs
Dérivons n fois en x. D'après la formule de Leibniz, nous avons encore, en facteur, l'un des termes \y, z, ..., l\,
|/'30l • • ••) /'/Z-H2,o|, 1/^11) /'m ■ ■ ■ ■ Pri,l, Pn,i\-
Donc
Ecrivons, d'ailleurs,
Pt2 ==^V ■+■ H/)21~V- T/A,3.
Dérivons « fois en x, d'où
/?„+,, 2= A 4- li -hC.
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Le terme A, provenant de W, pareil à *, est nul en O. Ecrivons
Comme R est /iid en O, B est encore nul en 0. Enfin T, comme W, a la même forme que *, donc, si Ton écrit
dx"^
T«/>u3-+- T„_,/Ji3 — . . .-f- Tpns,
tous les termes T/,, T sont nuls en O. Donc enfin
Ainsi, dans la série tous les termes contenant y ou j'* sont nuls et l'on a
2= ^03jK^H- C,3.TJK^-i- GolJK^— C.2 3a72j/3-f-. . .,
:; est bien tel que, sur l'axe oa:, l'on ait
i=zp = q=:r^=s=:t = o,
ce qui était exigé.
Or, il y a une infinilé de séries pour z puisque <!'(/) est arbitraire.
11 suffit désormais de montrer qu'ayant pris, dans ^{y)^ {n — 2) coefficients arbitraires, l'on peut prendre les suivants tels qu'il y ait convergence. Cela résultera de ce théorème de M. Goursat :
Soit une équation
manquant de termes en r seul et t seul, holomorphe autour du point Xq, yu, . . . , /q»
Soient de même ^ et 'i* deux fonctions holomorphes avec
Il y aura une inté<:rnle holomorphe prenant des valeurs
données sur des parallèles aux axes, soit
= <p(.p) pour J'=ro, — 4'(J') pour x — x^.
L'on re tu place ; par :; + (^(a;) + '^(,>') — ^O) ■'' par ^o+ -^'i y par Vq + y' el alors les valeurs données devienneol zéro sur les axes ox\ oy' . Puis l'on remplace :;' par z" -\- axy, pour faire disparaître la constante, d'où la forme
i-iY + «3S -+- a^p -^ a^q ^ *2,
i', étant du degré deux.
Avec la majorante
^ m-mi:
et la variable unique X=:^'-t-y, l'on est ramené à une équation différentielle m
d^-z j/d'zy_ M
^X?~n^^V ~ V dz ^'
telle que toutes les dérivées soient positives en O..., ce qui prouve le théorème de M. Goursat.
3. Théorème de M. Hiquier. — Au point de vue qui nous intéresse spécialement, savoir : équations à coefficients réels et à caractérislûiues réelles, nous venons de démontrer un théorème important. Soit
(i) s = n.x -h '^y ->!- '(z -^ t^p -^ '^xq -\- a r -\- ht -\-
Si a = 6:=o, nous avons obtenu une solution holomorphc, prenant des valeurs données surO.r, Oj',qui sont les directions caractéristiques à Poriglne.
On peut aller plus loin. Prenons ces données nulles.
Soient a et h non nuls, tels (|ue l'on ait
I — ,\ab > o.
Les directions caractéristiques sont donc réelles, à l'origine. Si l'on a, en outre,
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M. Riquier a montré qu'il existe une solution holomorphe (*). L'on passe aisément au cas de données quelconques.
On connaît le point de départ des travaux: de ce savant.
Soit un système différentiel résolu par rapport à certaines dérivées. L'on donne à chaque variable indépendante une cote égale à un et à chaque fonction une cote convenable, de sorte que la cote du deuxième membre ne dépasse pas celle du premier.
Supposons que ce soit possible.
Nous partageons alors les équations en groupes, relatifs à une même fonction inconnue. Si les groupes ne contiennent chacun qii une équation, le Mémoire cité résout le problème de l'intégration.
Sinon interviennent de nouvelles conditions (Comptes rendus, janvier 1908), et nous croyons savoir que M. Riquier va compléter et simplifier ses résultats dans un nouveau Mémoire. Mais revenons au point de vue de Cauchy, dit Calcul des limites, savoir :
1° Formation de séries formelles;
2° Preuve de la convergence par des majorantes.
M. Goursat est arrivé, récemment, à démontrer par cette voie le théorème de M. Riquier, et nous allons résumer cet important travail.
Dans le même ordre d'idées qu'au Chapitre I, n" 2, nous remplaçons a par aX, b par b\ ; nous regardons x,y^ 1 comme variables, et nous faisons jouer à X un rôle spécial, en cherchant une intégrale valable, lorsque X parcourt un champ réel Ut)' (intérieur à un champ (£)), contenant le point 4- i.
Nous écrivons donc la solution cherchée sous deux, formes (^)
(Si) Zo-hlzi -i-l^Zi -t-...-f-X«2„-f-...,
(S2) S Goc^y 37» ;KPXr.
Zn est déterminé par une équation
d^-z,i / à^-Zn\
où manquent les termes en /- seul et t seul.
(') Annales de l'Ecole Normale supérieure, 190:4. (^) E. GouK.sAT, Soc. math, de France, ujoG (Mémoire déjà cité dans le Chapitre I).
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Donc, flous soiniwes certains de Vexistence de «„, d'après ce qui précède.
Nous écrivons alors l'équation majorante
Pi
— IV] — M '^^ + l(\rhBt), K
.\ = |rt|, B = |6|,
l'on sait ce que sont iVI, p, pi, R.
h et / sont deux, paramètres compris entre o et i .
L'on est ramené à une équation aux deux variables îndé-
pendantes X et « =: "r- 4- ^ ? qui est majorante certainement
si l'on a
i — 4AB >o.
Conclusion. — Soit une équation générale, à caractéristiques réelles,
Soient deux courbes passant par l'origine, non tangentes; transformons ces courbes en axes OX, OY, d'où l'équation
W{\, Y, z, p', ..., t'}=^o, qui s'écrit aussi bien, en remplaçant X, Y par x, /,
S = S(i-\-'XX-+-...-i-C
bt
Posons
z = 5o xy 4- z .
Nous avons une équation (j).
Si donc l'on a
I — /) ab > o, 1 4 ^'^^ > o,
l'on peut déterminer une solution holomorplie par la condition de contenir, à l'origine, deux courbes gauches données.
L'on voit ce qui reste à faire et l'évolution suivie à partir du problème de Gauchy.
Nous allons maintenant nous placer à un autre pointde vue.
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Note. — Signalons seulement (cela résulte de la théorie des caractéristiques) que, par l'emploi des variables caraclérisli(/(tes, on racnène immédiatement les équations
""l^^-^'^d^^'Up =-^ (*■' ■>'' ^' P^ ^>' a, b, c étant fonctions de x, y , avw formes canoniques (')
j;r2 -^ TT^ =/' ^ype elliptique,
Ô.V- dy- &iz
dx dy
= y, » hyperbolique,
-— , = y, » parabohque.
Ceci est d'autant plus important que, dans le cas de n variables indépendantes, on n'a plus un nombre fini de formes canoniques.
La Thèse de M. Emile Cotton {.'Inn. de la Fac. de Toulouse, 1899) le prouve, en rattachant le problème à celui des invariants et des co\'ariants des ds^. ( Voir les Travaux de Christoffel et Sophus Lie et un second Mémoire de M. Cotlon, Ann. de l'École Normale, mai 1900).
(') Camille Jordan, Cours d'Analyse, t. III, p. ih'^.
CllAPJTUE III.
ÉQUATIONS DU TYPK HYPERBOLIQUE A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES
Dans ce qui précède les données et la solution étaient analytiques, et nous obtenions, par suite, cette solution dans un domaine a-^sez restreint. C'était, suivant l'expression de M. Hadamard, une solution locale, mais aussi l'on atteignait les formes les plus génrrales d'équations.
iNoiis allons maintenant prendre des formes d'é(|ualii)ns assez parlicu Hères, assez simples, et inversement étudieileur intégration dans un domaine plus étendu et dans les conditions générales, c'est-à-dire que les fonctions employées sont simplement k fois dérivahles. L'instrument de recherche sera alors, tout nalurellenient, non plus la série de puissances entières, mais bien, dans la méthode de Riemann, Vintégrale de contour et, dans la méthode d'approvimations successives de M. Picard, la série de fonctions continues, uniformément con\'eigente.
1. Méthode de Rieimann. — La méthode de Riemann donne l'intégration de
d'^z dz , dz
a — -+- O r- CZ = o,
Or ây Ox dy
étant données, sur une courbe, les valeurs que prennent la solution z et sa dérivée conormale (qui va être définit;).
La courbe frontière [iy n'est rencontrée qu'en un point par une parallèle aux axes.
Si par un point A on mène des parallèles AB, AG aux axes, les données sur l'arc BC définisseiil la valeur de z au point A.
(J'est un théorème donné par Iiiemann dans un cas plus simple, et l'extension est due à M. Darboux {Théorie des surfaces, 1. 11 ).
Soit 12 le contour ACI'BA et (12) l'aire qu'il limite, on a ces relations, P et Q, u, v étant des fonctions de jc, /, conti-
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nues et dérivables,
'''' IL: ^ ■'^ "■'' = -i" '^ ''" -JL t "^ "^"^^
les intégrales le long de Q étant prises dans le sens qui amène Ox sur Oy par une rotation de 90°.
FiK. S.
Quand il n\' aura pas d'ambiguïté à craindre, nous repré-
â-z „ dz dz
senterons
- — — par 5 , -7- par s, et -r- par. 2,
Cela posé, avec Riemann, ajoutons à Téquation (1) o = F = z"^ azi-h bz^-i- cz
une a (//'ointe
qui devra être telle que Ton ait
(uF — zGirh- dv = I M dy — \ dj
ff
iv = fudy
Appliquons les formules (3), (3') et faisons A = — <i. B = — h pour faire apparaître les combinaisons
auzi -h azui = i auz)i — uzrti, hu Zi-\- b z 11.^ = ( bu z I ) — // :; A...
Le premier membre de (4) prend la forme / j (c — C — Ui — b.,) uz dx dy -+- / auz dy — buzdx-k- / uz-y dy -ir zux dx.
Nous n'avons qu'à poser
alors G est déterminé.
HlmjîJoyons l'identité
o= / {uz)f dx -h {us),,dy
et la (leu\ièi)ie intégrale curviligne devient
(I) - / u(z.2dy — Zi d.r) -\- z(uidx — Uidy).
L'on introduit ici la <Y/rec/«o« co/?or/na/e d'après M. d'Adhémar {Comptes rendus, février 1901).
Si les axes tournaient de 45°, l'équation (i) serait de la forme
(92 z fT- z dz ,^ Oz
Dans ces conditions, n étant la normale' à la courbe portant les données, on définit la conormale N comme symétrique de la normale par rapport à l'axe des X.
Avec la forme (i) la conormale devient s^j^métriquc de. la tangente par rapport à l'axe des x
. dx _ dx dy _ dy
^ ^ d^ ~ Th" 7m '"~ds'
s étant le contour i>, ou bien :
^ d d dx d dy
^ dN "^ dx ds ~ ày d^ '
Si z est intégrale de (i) et u de (2), l'équation {f\) devient donc
(7) o=J^^auzdy~/n.zda>^^^J^^(^z.^--u^yh.
dz Supposons donc (lue z et —rr, sont donnés sur BG.
L'expression (I) s'écrit aussi bien
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L'expression (7) comprend irois termes
/ {zu\ — buz)dx — -\(uz)yi — {uz)\] = iz,
/ {auz — zui)dy -\ \{uz)\— {uz)c] = h-
Si l'on peut déterminer u. annurant (2 ) et tel que
-r bu = o sur AB, pour y — yo,
ôx
au -rr;
rr aM = o sur AO, pour x ^ Xq,
on voit que {uz}x est connu, donc z est connu au point
dz A{j:q, Yo) 6" fonction des valeurs de z et -7^ sur l'arc BC.
L'emploi de la conormale rend intuitif ce théorème complémentaire :
Si la courbe BCse compose de deux parallèles aux axes,
il suffit de donner sur BG la valeur de z, car celle de -j^
en résulte immédiatement .
Ainsi le problème de Riemann est ramené à celui-ci : trouver une intégrale "(^oj/o» ^if) ^^ l'adjointe (2) connaissant ses valeurs :
I j b dx
1 e' ^0 sur AB,
1 f ady _
/ e >■" sur AG,
' M = [ au point A.
L'adjointe u{Xq, y^\ ,r, y) ne Sraurait, en général', être connue explicitement, en fonction des transcendantes classiques.
2. Fonction de Riemann. — Nous donnerons le moyen, d'après M. Picard, de la calculer sous forme de série de fonctions. La mélliode de M. Picard ajoute d'ailleurs un complément fondamental à celle de Riemann. Elles se complètent
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Tune l'autre et cliacuiie est susceptible des plus larges extensions.
Admettons donc, pour l'instant, qu'il existe une fonction de Kieniaiin. Nous avons {voir G. Oarboux) :
{uz)u^{u:- )v. .
■) J. — I au.z dy — hu z dx / \ z —r— — n -^ \ ds.
Supposons que le contour BC se compose de deux parallèles aux axes BD et DC.
Faisons sur ces droites les mêmes intégrations que sur AB et CA, il vient
(UZ)C («2)1)
(uz)n—{uz)c
âz\
— / u ( a z -\- ^ ] dy,
G ^— D(.ri,ji)
^(uz)y,-^J^ -u(^az-^^-±yfy^£ u{bz^^±^dT.
Si maintenant nous posions
h z -h — = o sur DG,
àz az H — — = o dy
sur BD,
z = I ;ui |)oinl Df^r-j, jki)i
ce qui reviendrait à regarder z comme l'adjointe de // (au lieu de u comme adjointe de s), nous aurions
ou, pour préciser,
z(Xi,yx; 370. jKo) = "(^0, JKo; ^i,7i)- Donc nous pouvons échanger u et ;; à condition d'échanger
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les rôles de -r, y et .foi.7o> ^" regardant ^-j y comme />rt/77mètres et ^o)/o comme variables.
\ u(xo, jKo! 27, jK) fisl solution de l'adjointe ;
/ u(x^y, .r„,jyo) est solution de la priinilive équation.
La fonction de Rieniann. sous ce rapport, est analogue à la fonction de Green. (Problème de Diiichlet).
3. Méthode dk M. E. Picard. — La détermination de l'adjointe pose donc le problème de trouver l'intégrale d'une
Fig- 9-
/fl
o.yo)
Fis- lo.
équation linéaire hyperbolique étant données ses valeurs sur des parallèles aux axes PQ, PR. Nous commencerons par le cas simple de l'équation
àx dv
oiz -+-f{x, y) (a = const.),
pour montrer l'élégance des approximations de M. Picard.
Représentons par z" la dérivée seconde et considérons une série de fonctions z,,, ^,, z^^ ... définies par la chaîne d'équations
<=fi-r,.y) \
z" = aS| / toutes ces fonctions étant nulles sur PQ et QK.
Représentons par p^ l'aire du rectangle de sommet A s'appuyant sur RPQ, par p,- l'aire du rectangle de' sommet ($, r, )
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s'appuyanl sur RPQ. Il est immédiat que l'on a
*o (^0, yo)= I I /(x, y) dx dy ; z^\\, r,) = jj /(a.-, y) dx dy, "Po" p.-
^ii^oryo)= I I oi:.^,d.Tdy; zi(|,-»^)=/ iazadxdy.
f{x^y) étant fini et continu, quel que soit (^, tq) dans p(, l'on a, N étant un nombre assignable :
d'où
Mo(^r,)|<N;
/ / (l-^dy
< aN.roro,
I ^\i^^^,y«) 1 < aN de même d'où
|--2(.r«,jKo)l<a'-N f ^ .ry dx dy < oi'-N^ ^ ,
|::,(tYi)|<aN^r,,
h,('^o,yo)\ <*"N.
n\ ni
La série ^.^-ni-^oi J'o) converge don© ab«oiuinent et inniforménient, quelque grands que soient les segments fixes PQ,
Il en est de niênic de la série
d.rg àyo
puis(]ue
Ox^ ûy^, Doiir l'on peut écrire
Donc \^z„=z z intégrale chercliée. nullte sur R'PQ.
Si l'on donnait la valeur de :; sur PyrrF(a7) et sur
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IM\ = G(y), l'intégrale cliercliée serait
l^ = F(P) = GfPj.
Supposons maintenant que pour la même équation Ton
donne ;; et -^ sur un arc de courbe RBCQ coupé toujours en
un seul point par une parallèle aux axes.
Appelons Xi l'abscisse du point fixe R extrémité de Tare
donné et Y, l'ordonnée du point fixe Q.
dz Soit f{x) ]^ valeur connue de — au point (c^y) de la
courbe RQ et '\i{y) la valeur connue de -p au même point. Posons
F (a:) = / <^(x)d.K quel que soit x,
G(y) = j '\i(j-)dy quel q,ue soit ^.
La fonction F{x) -i-G{y) est une première partie de Fa solution. C'est une fonction qui, ainsi que ses premières dérivées, prend les valeurs données sur RQ. Nous avons alors à trouver une fonction nulle sur RQ. 11 suffît, pour cela, d'écrire le même système d'équations, en faisant les quadratures, non plus dans les rectangles p^, mais dans les triangles correspondants, formés par \\Q el les parallèles aux axes issues de (^, r, ).
Pour prouver la convergence absolue et. uniforme de la série de fonGl/ùons obtemue, il suffit de majorer de la manière suivante :
On remplace la fonction par une limite supérieure de son module et Ton augmente l'aire de quadrature en remplaçant le triangle de sommet (^, r,) par le rectangle p,- de même sommet.
L'on passe maintenant au cas général très aisément, comme le fait M. Picard. Soit
dz , ()z j..
z'! r= a \- b \- cz -4- /,
ôx ()y
a, b / sont des fonctions continues de :r, r, donc finies.
L'on peut supposer / nul.
Gomme précédemment, Ton forme la fonction
;(,/•,_,-) = Fi.7-)-4-G(j-) qui sera z^.
Puis l'on écrit la chaîne déqualions
z\= a- h h- ^ rzo
(J:r Oy
âZ, ÔZy ,
ÔT Oy
toutes ces fonctions ('lant nulles sur la frontière donnée.
Il faudrait, en détail, prouver la convergence uniforme des séries
"^ "^ ^-^»-l "^ àZn--\
Zà"""' ^ ÔT ' Zà dy '
d'oii il résulterait (jue :; = % g„ est l'intégrale. M. Picard
évite de longs calculs par une transformation simple.
Il existe deux nombres assignables K et M tels que, dans tout le champ d'intégration défini par le rectangle construit sur RQ, Ton ait
dzv, ~J7
h^^^czA<M.
Écrivons la chaîne d'équations lî', ï= M
âUi dy
Ml
,. /Ouo du-i \
u-, — K ( i — : 1- Ho
* \ dx ôy 7
tous les u„ <levant être nuls sur la froiiiiéie.
_,. , v^ X.^ Ou,, v^ ôu,i ~
Si les séries >^"n, X -; — ' ^ ~i — convergeni, a jorLwri,
les mêmes séries en - convergeront.
M. Picard introduit ici une fonction entière de K. Les fonctions d'un paramètre se rencontrent aussi dans les problèmes de Dirichlet.
Soit
Un = K"-« U„,
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la série
U,^-KU2+ K2U
si elle converge, est rintégrale de
dx dy \ <ix dy
laquelle devient, en posant U := eii(a:+/) y^
dx dy
Nous sommes ramenés au premier cas. L'intégrale V est une fonction entière de K.
Donc la série converge, donc > "« et > -j — ■> 7 — —
convergent absolument et uniformément, quelque grand que soit le rectangle donné de diagonale RQ.
On obtient l'intégrale en tout point de ce rectangle.
Il faudrait parler des équations ditlerentielles ordinaires, des équations du lype elliptique, des équations fonctionnelles, pour montrer tout le parti que M. Picard a tiré de sa méthode.
En restant dans notre domaine, signalons deux extensions très importantes de ce (|ui précède.
4. Extension de la méthode. — 1° Equation non linéaire. — Soit F(.r,y, 5, u, (') une fonction continue et satisfaisant à la condition de Cauchy-Lipschitz, savoir :
1 ^\x,y, 2', u', v')— F(a-,jK, z, u, v)\ < Ki\z'— z I
les K étant des constantes positives.
Les données étant les mêmes que précédemment, M. l^icard obtient aisément un rectangle de convergence pour les approximations :
ôzq dz^' dx Oy
f(^, JK. -0, —^y -,- )'
,^ = Y{x,y,Zu-^j,,—
d'où l'intégration, dans ce rectangle, de
d-iz ^J dz dz\
dxdy \ '■" ' dx dy J
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M. Bianclii a aussitôt fait usage de cette méthode pour l'équation célèbre (M
ôxdy
9° Nouvelles conditions aux iimi/es. — Voici une deuvième extension aussi importante.
Fiii- II-
M. Picard se donne les valeurs de z sur 01*, portion de l'are des x, et sur OQ, portion de la première bissectrice. Soit A un point (.To, /o). l'aire d'intégration po étant ombrée.
f f fK^,y)dxdy =^ ( dy I f{x, y) dx = u{xa, y^u
U est nul sur Ol', OQ, et l'on a
dxodyo
d'où la chaîne d'approximations. . . que ré(jualion donnée soit, ou non, linéaire.
5. Synthèse de la solution. — Considérons notre équation linéaire, intégrée, soit par la méthode de Riemann, soit par les approximations de M. Picard.
Nous sommes, mainlenanl, en mesure de faire la synthèse de la solution obtenue ])ar Riemann.
lin effet, la théorie de M. Picard montre qu'il existe au moins une adjointe u{x^, v^ ; x, y) continue. Mettons cette fonction continue dans la formule de Riemann qui nous donne la solution 3 (roi JKo) ■5' ^^^^ existe.
(') \j. r.iANciii, Leçons de Géométrie. — E. l'icvitr). Journal de M. Jordan, i^^^o, 189'i, cl Note insérée (lans la Théorie des surfaces, <Jc M. G. iJarboux, t. IV.
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Soii une deuxième soliUion ^(a?^, j'^) définie par les mêmes données sur la courbe. Nous voyons que
II y a donc unicité de solution.
En second lieu, u{.x, y) étant co«^/«m ainsi que :;(j7o) /o)! si le point A {xq, y„) tend vers le point (i) sur la courbe frontière, z{x^, y^) tend vers la valeur donnée en (i).
La solution est donc valable.
6. Nouveaux problèmes. Prolongement de la solution. — Une question se pose maintenant, celle à\x prolongement de la solution. Il ne s'agit aucunement de prolongement analytique, mais d'un prolongement moins restrictif.
Voici deu\ remarques de M. Picard (*).
Cas A.
l'arc N'MN.
L'on donne z et une de ses dérivées sur
En tout point A, à droite de OM, Ion peut calculer z d'après les données de droite; en tout point A', à gauche, on peut calculer :; d'après les données de gauche.
Il n'y a aucune raison pour que, A et A' venant sur OM, les solutions se raccordent.
(j(is B. — L'on donne z seul sur OR et Q'Q^ d'où ^ en A, au-dessus de 0.2^ et en A', au-dessous de O.r. Ici il y a raccord sur ÔK, car, sur OR, l'on connaît
àz ,, . ,
ôz
Posons -^ 3= (1. L'on a, sur OR,
ôy
dq
dx
(') liidl. des^Sciences math., 1899.
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D'où q{-x) sans ambiguïté puisque Ton connaît q en O. Donc :;, p, q ont mêmes valeurs sur OR. Il y a raccord.
7. Travaux de MM. Goursat et Hadamard. — Tout ceci peut être poursuivi si l'on remarque, avec MM. Hadamard et Goursat, qu'une large et simple extension du problème de M. Picard est possible.
Kisr.
l.'oii peut remplacer les données de M. Picard : valeur de z sur Ox et sur la première bissectrice, par celles-ci : valeur de z sur Ox et une cowr^e passant parO, située dans le premier quadrant.
Dans ces conditions on peut se donner : sur un arc M'O,
z et -^, et sur un arc OM, ;; seul, dri
En effet, les données de gauche déterminent z d'une manière unique et continue sur ON, et alors nous connaissons, à droite, la valeur de z sur ON et OM.
Montrons, d'après M. Hadamard, (ju'en un point \{j\,, j'q) l'on a une solution unique.
z est nul sur ON et sur OPM. Il est nul en tout
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point A(.r(,, fo). Mettons Vindice i aux variables sur Tare OPM. La formule de Rieroann ne saurait ici donner la solution, mais la solution vérilie la formule, donc
o = ^A' = — / U çi clfx = -^ f u !f 1 dju
L' = u{o,jo; a?,,jKi).
Soit une fonction arbitraire 'i(7'o) et soit Y l'ordonnée du point extrême N; l'on a encore
o=/ '\'iro)dyo I Uoidyu
ce qui s'écrit
o = I 'i, dyx I •l'U dy».
Considérons maintenant l'adjointe U = «(o, yo? -^'i' JKi)» U existe au moins une solution de Véquation adjointe^ soit V, qui s'annule sur NM et prend sur OGBM la valeur arbitraire F(jKi). De sorte que l'on a l'équation
[d'après le n" 2 a devenant — a dans l'équation adjointe, avec U = ;: (^1, V, ; o,yo) adjointe de l'adjointe]. Faisons donc
il en résulte que l'intégrale
a la valeur arbitraire ¥{yy).
Or
o= / F<p, dyi,
donc cp" est nul^ donc s^ 6St /iw/.
Scientia, n° 29. -»
Telle est la belle démonstration de M. Hadamard {Soc. math, de France, 1900). Plus tard {Soc. math., 1908),
FiK. .5.
If
M. Hadamard a étendu à ce cas la solution de Riemann, par la fonction de Riemann-Hadamard , identique à celle de Riemann dans une région, et prolongée avec une discontinuité convenable au tlelà. H n'y a aucune difficulté à cela. {Voir aussi M. Brillouin, Comptes rendus, mars 1908). Enfin, M. Hadamard a traité le problème suivant {Soc.
math., 1904) :
dz ^ -, , f,
z el -rr, sont donnes sur iv,
z seul est donné sur 7 G et pB.
De son côté M, Goursat faisait une étude approfondie des équations
A/--+- iBs-i- Ct =f{x, y, z, /), q);
A, B, G dépendant de ./■, y seulement et en supposant les courbes données réelles. Ce sont les équations hyperboliques dont nous dirons un mot :
Il est à remarquer que, si le calcul fonctionnel commence à jouer un rôle immense pour les problèmes de Diriclilet, depuis les mémorables travaux de M. Fredholm, ici, des problèmes fonctionnels ont été la base des recherches de M. Goursat. En résolvant des questions telles que celle-ci :
7t(,r) et o}(,r) étant définis, trouver une fonction cp telle que l'on ait
çp I (o ( ,r )J — (f ( .r ) = 7: ( a: ).
M. Goursat parvient à intégrer l'équation par approximations successives, en avançant progressivement ainsi :
M. Picard se donnait z sur deux segments de l'axe O.r et de la première bissectrice. M. Goursat se dontu; ^ sur deux, courbes :
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I ° J un .r et y — aj? (a > i ) ; 2° / =z mx ; y := /Wj a: ( /?i > o, m, > o ) ; 3° yt^j;; ^=:a)(^) courbe située dans le premier quadrant ;
Fig. i6.
Fig. .7-
4» y=rw(x) courbe ONB et j = (Oi(^) courbe OMA (A-.'i6).
Si les courbes étaient tlQ, 12P, nous aurions \q problème mixte dont nous avons parlé {fiif. 17).
Si les courbes étaient OR, OS, nous aurions le problème de Cauchy dans le premier et dans le troisième quadrant, sauf à avoir le raccord en O {fig- 18).
Les courbes ONB, OMA, sur lesquelles l'on donne z seul, doivent donc être dans un même quadrant.
Il faut remarquer que ces résultats s'étendent, en partie, aux équations du type elliptique. On peut se poser, à leur sujet, ou bien le problème de Diricklet : donnée sur un contour fermé; ou bien les problèmes étudiés ici {voir E. GouRSAT, Annales de la Fac. de Toulouse, 2* série, t. VetVI).
LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES A Tl VARIABLES INDÉPENDANTES.
La théorie générale des caractéristiques est acluellenu'nt assez avancée. Nous en donnerons une idée.
Nous nous attacherons ensuite à l'étude de l'équation
. , , . , du du du
f étant fonction de .r, r. z. u. -—, -—, -—•
•' ■' dx ôy dz
Si y était identiquement nul, nous aurions là une des équations les plus importantes de la Physique. A cause de cela, nous appelons (i) équation des ondes généralisée.
Nous verrons que ses caractéristiques sont réelles.
L'intégration des équations hyperboliques à 4 variables, du type (i) a été très avancée par l*oisson et KirchhofT.
M. Volterra a renouvelé la question par son Mémoire ('), en 1894, qui a provoqué un grand nombre de recherches.
Le problème est présentement en pleine évolution. La théorie générale des équations hyperboliques linéaires se dessine déjà cependant avec une certaine netteté.
( ' ) Acta ntatliematica, t. XVIII.
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CHAPITRE I
ESQUISSE D'iNE THÉORIE (;ÉNÉRALE DES CAR-VCTÉKISTIQL ES.
La théorie est toute récente. Citons les noms de :
Bàcklund {Mothematische Annalen, t. XIII). J. Beudon [Soc. math, de France, iSgS). J. Hadamard {Leçons sur les ondes, igoS). J. Goiilon {Thèse, Paris, 1902).
Nous suivrons l'exposition de MM. Hadamard et Beudon.
1. Équations linéaires. — Prenons, pour simplifier l'exposition, trois variables indépendantes, Jc^, x^, x^. Soit l'équation
ik ()Z rP Z _
dx, OXiil.Ti,
Pikii
dxi ox/; ôxii Les données sont portées par la surface frontière S
X^ = o{Xi, Xt)i
et l'on écrit
-^ = 1', i^ = i'.,. ^i2_=Pj,,
àXi ' dr-> '' Oxi (ix-i
On donne, sur S, les valeurs de :; :
sur S, z{Xi, X2, X3) devient z{Xi, x^), Jonction connue des
deux variables a:,, x^.
Chaque fois qu'il sera nécessaire de spécifier nettement qu'une fonction de trois variables se réduit, sur une surface, à une nouvelle fonction de deux variables, nous l'indiquerons par ce trait : z.
Dans (i) /ne contient que des dérivées de z d'ordre i, au plus.
Pi dépend de trois variables. Cherchons sa valeur y>, sur S.
Nous n'avons qu'à écrire
(I) — ^ = fonclion connue =pi-i- Pip-i (f = i, 2).
Donc si, sur S, outre z, on donne p^, on connaîtra />, et /?,, valeurs sur S de/>i et p^.
Donnant donc s, ps, on connaît, sur S, toutes les dérivées premières, en général.
Montrons que l'on connaîtra toutes les dérivées de tout ordre
l — — = tonclion connue = />/.,+ "iPk3
^-p^i^PiPsz
d'où
^ = lî-P'lî-^'''*^-
II suffira de connaître /J33. Or l'équation (i) donne alors ayant posé
2\ indiquant que i et k prennent seulement les valeurs i, 2.
En général, on a H^o, p^z est connu; donc toutes les dérivées secondes sont connues.
Pareillement, on a
<ipi(U e ■ i>
— — = lonclion connue = p/,/n-^' iP/chi,
nii) { ^
(fp:i^ , o
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d'où la valeur de pi^z et puis celle de /-?,a/» en fonclion de /?333.
Alors l'équation (i) donne
(">) n/?33:j-r- Kl = O.
On voit exactement de même que toutes les dérivées d'ordre a sont connues en fonction de
T'as • • -3 (X fois),
et que celle-ci est connue sans ambiguïté si H^o.
D'où la série formelle. Puis on établit la convergence, et l'on a le théorème de Gauchy et M""" de Kowaleska.
// y a exception au théorème si la surface S est une solution de H = G.
Nous appelons, avec AI. Beudon, caractéristiques les surfaces intégrales de
il!) G =2 «,A-P,P/. -^ «/3 P/ +
Supposons les a dépendant seulement des x, non de z. Pour intégrer celte équation, on cherche les courbes caractéristiques de H :=o, nommées par M. Hadamard bicaractéris tiques de (i).
Soit
(>P, OXi
Ces bicaractéristiques sont données par
dxi dx=> dx,, — </P, — dP.,
IIi iU 1I,P,^II.2P2 ^.+ l'i;3 U^PiU
Sur une surface caractéristi<jue, on se donnera z, mais non pas p^ totalement arbitraire, car, H étant nul, p^ devra être une intégrale de K = o.
Transformons K, en dérivant la relation
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d'où
d.r,().r/^ ôxi, dx/, dx/^.
àxi dxk dxii dxi
C'est une équation aux dérivées partielles, linéaire, définissant />3 en fonction de x^ et x^.
On l'écrit
n;#-n;^=ya.
/'.il'//, -+-/== ï^
dx-^ - dx^ Jmà ' \ dxi dxii
Les courbes caractéristiques sont données par dxx _ dx^ _ dp^
Or
111 = aaii P] + ^aiîPa — «13 = H'i,
11,= 2 «12 Pi -1- aaaîP-i — «23= lU,
( an, = ttki puisque />,a- = pki )■
Les courbes caractéristiques de H = o et K 1=3 o sont donc définies par des équations différentielles dont la première est la même.
Celte remarque de M. Hadaniard est essentielle.
Ainsi donc, S devenant une surface caractéristique, on peut se donner arbitrairement z et Ton ne peut se donner p^, qu'en un point sur chaque bicaractérislique.
11 en sera de même pour p-^^, p^^ • • • 3, car on a, pour ces dérivées, les équations toutes semblables
dxf
dx-i
dpi
rLi\i
dpx.K
Hi
M. lladamard a, d'ailleurs, étendu la théorie aux systèmes d'équations avec autant d'inconnues z que de variables x.
Il est impossible, ici, de ramener un système à une équation.
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Il est possible, au contraire, d'étendre la théorie de Beudon-Hadamard aux équations non linéaires, i^râce à une dérivation.
Montrons-le briévenaent et indiquons, d'après MM. Beudon et Hadamard, qu'en général, lorsque la surface des données est caractéristique, il existe une infinité de solutions pour le problème de Caucliy.
Bien entendu, si la surface des données n'est pas caractéristique, on montre facilement qu'il existe une solution analytique unique, conformément au théorème de Gauchy- Kowaleska.
2. Equations générales. — L'équation est d'ordre k, non linéaire. Far une dérivation, on a une équation d'ordre A-hi, linéaire par rapport aux dérivées d'ordre supérieur.
Soit
( I.) PipiA-, Pi, 2, ^i) = o;
dérivons en .r„, d'où
( "i ) jtd^ ^i/^Pi/cn ^Z^^'iPin
àp,/, Sur une surface S,
x,i = j( :ri, Xo. ...,ar,j_i),
dF
ùF
dXn
^'~ àpi'
on donne z, p„.
Soit
dx,
ÔXi
= /'/+ i'ipn. d'où Pi
T— = PiA-^^iP/'rf, d ou pa,
àXj
en fonction de/>„„, et alors (i) donne />„„, en général.
De sorte que nous sommes ramené à trouver une solution de (2) connaissant, sur S, z et ses dérivées premières et secondes.
Cherchons les dérivées troisièmes, nous avons, comme
précédemment,
La question se présenle de la même façon que précédemment.
Bien entendu, loul se répète, sauf qu'une équation non linéaire d'ordre /> se comporte comme une équation d'ordre
3. Théorèmes d'existence. — MM. Heudon et Hadamard, en suivant pas à pas M. Goursat, ont établi des théorèmes fondamentaux.
Nous mettons l'équation générale sous la forme
Pn.>,-l='P(Xi, Z, Pi, /),/,).
Nous exprimons que le plan j:„z=o est tangent, en o, à une caractéristique.
Supposant que la droite .r„= o =r ^,j_i n'est pas tangente à une bicaractéris/if/ue, nous trouvons une solution lioloinorphe unique prenant des valeurs données
c = '^(.i-,, 3-0 . . ., a-^-i) pour Tn = o,
z = -/{xi, ..., Xn-u ^n) pour J-„_i = o.
Puis nous passons au cas où le plan ./„— : o est cnractéiistique et nous obtenons ce tiiéokème : Soit une équation générale du second ordre,
Une intégrale est déterminée par ses valeurs données : 1° sur une caractéristique; 2" sur une surface sécante (l'intersection n'étant pas une bicaraclêristique).
Cette seconde condition remplace la donnée de toutes les dérivées p„n...n c un point de chaque bicaraclêristique (').
(') J. IIada.maui), Leçons sur les ondes.
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k-. Remarqiîk. — Pour ^équation des ondes, étudiée au Chapitre suivant, l'on rencontre une circonstance nouvelle.
Les caractéristiques sont des plans à 4^° sur le plan .r, y ou des enveloppes de tels plans.
Menons un cône à 45°. C'est une caractéristique spéciale : le fait de donner la valeur de V intégrale sur le cône suffit à déterminer sans ambiguïté toutes les dérivées sur ce cône.
Au point de vue des éléments analytiques, il y aurait là une étude à faire. Elle est commencée dans un Mémoire qui va paraître (' ).
Note. — Est-il nécessaire de remarquer qu'évidemment la théorie des caractéristiques est toute diirérenle suivant que l'équation est linéaire ou non, suivant que r- n'entre pas ou entre dans la fonction r/,/;. [Chap. I, n" 1, formule (i)].
Il en est de même quand le nombre des variables indépendantes est moindre que 3 ( I""" Partie, Chap. II).
(') R. d'Adhémah, Journal de M. Jordan, 1906.
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CHAPITRE II
L EQUATION DES ONDES GENERALISEE.
â- Il 0- H à- Il / (hi du Ou
1. Une formule fondamentale. La notion de conormale. — Soit une surface fermée 21, soit W le volume intérieur, soient a, p, y les cosinus de la normale extérieure en un point, soient u et v des fonctions de x, y, ;, admettant des dérivées des deux picaiiers ordres; représentons, d'autre j)art, par le svnil)ole A l'opération
et par le symbole D„ l'opération
ôx'^ ^ ôy " ôz } '
La même méthode qui donne la célèbre formule de Green. fondamentale dans la Physique mathématique, donnera
j I I \u\n>)-~vMu)]dz = I / I «!)„((•)- «'1J/<1")| '/'"•
C'e^t la forme employée par M. NOilcrra, pai' M. Coulon dans ses premiers travaux.
Or j'ai montré (') (|ue 1)„ repiésente une déiivée véritable, suivant la direction symétrique de la normale par rapport au plan ./•)', direction nommée conormale et représentée par N. L'on a alors
Considérons un plan à '|5" sur l'horizon {xy) ou une sur- (') Comptes rendus, ii février 1901.
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l'ace polyéflrale de plans de cette espèce, ou un cône dont les génératrices soient à 45°. Pour toutes ces surfaces l'on x-ioit que la direction conormale est située sur la surface même, de sorte que, si l'on connaît, sur ces surfaces, la valeur de //, la
valeur de -rrr s'en déduit. MM. Coulon et Hadamard ont
étendu la notion de co«o/7na/e à l'équation linéaire générale du type hyperbolique.
2. Intégration, par M. Volterha. — Cherchons, avec M. Volterra, une fonction V, analogue à celle de Green ou de Riemann, telle que
Ai;v)^o,
et qui soit nalla sur un cône A à 45°, de sommet A.
{^^o,yo)
Nous sommes alors certain que, sur A, l'on a d\'
(MM. Volterra et Coulon étaient obligés de faire un calcul pour s'en assurer,)
En plus, V(^,y, z) sera inertie sur l'axe vertical A:;'. Dans ces conditions, si l'on applique la formule (G) au
volume marqué par des hachures, si u et -^ sont donnés
sur }î;, la formule (G) se réduira à une intégrale simple étendue de A en P égalée à un terme connu.
Une inversion donnera u intégrale de .\{u) =zF{jc, v, z). Montrons-le.
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Soit A : (^ro,/o- -o); soient soit
r Cherchons une fonction V::=zcp(0). L'on a
V=T = los[i'+^/(fj'-,|.
V est bien nulle sur le cône A, qui a pour équation
Soit /•==:£ Téquation du cylindre vertical r, de rayon infiniment petit. La formule (G) donne
Or
(a étant l'angle polaire) et, comme
lini( V X e) = G,
ce terme est nul à la limite.
Puis, sur r, l'on a
dN Or rJz'^ 7^
et u est fonction de z seul. On a donc
'it" / / i' -/r, diji = \\m f I — u(Xo,yo, zjr dcLdz
r=oJ J dH r = iij .7 rJz"'—r^
= -2 7: / u(a:o,yo, z) dz.
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D'où
--Ja Par inversion,
/ N ^^Ja
Et c'est, établie plus rapidement, la formule donnée par M. Volterra [formule (2) de la page i83)].
AI. Volterra a donc reconnu intuitivement le rôle des surfaces caractéristiques, puisque le cône A est caractéristique pour l'équation
Il a découvert la fonction convenable V et a ainsi obtenu la formule qui donne l'intégrale en A, si elle existe, en fonction des valeurs données
du t sur l'aire de S découpée par A.
dH ]
J'ai complété cette belle théorie dans divers Mémoires {Journal de M. Jordan, 1904 et 1906 et Rendiconti del Circolo di Palermo, i9o5).
Je vais résumer les résultais obtenus.
Si 2 est un cône ou un polyèdre de droites à /}5°, la
donnée u suffit^ puisque -j^ en résulte.
En plus le plan tangent de S doit être constamment incliné à 45°, au plus, sur xoy.
Il reste alors à faire, suivant l'expression de M. Hadaïuard, la synthèse de la solution.
1° La solution est-elle unicpie, lorsque u et sa dérivée sont donnés?
2° Quand le point (j^o^/o' ^0) tend vers le point (i) de la frontière S, est-ce que «(.rg, v'oi ^0) ^^^à vers m, valeur donnée?
3° Peul-on vérifier l'équation A(«) = o?
Le premier point résulte de la formule. Pour les deux autres, nous devons mettre sous une forme nouvelle les dérivées ^''intégrales à élément infini, comme l'ont fait simultanément M. Iladamard el l'auteur.
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Bien entendu, d"ai)i"ès la forme de Ja, l'on considérera séparément deux problèmes :
I" Intégrer
du , , , ,
« et -nr étant donnes nuls sur S;
fflJN
2° Intégrer
du , , , ,
a et -rrr étant donnes /«o« nuls. aN
A plusieurs reprises {Congrès des mathématiciens, Heidelberg, igo^; Annales de l'Ecole Normale supérieure. igoS), i\I. Hadamard a signalé comme difficile cette synthèse de la solution, et sa vérification. Nous allons montrer quel a été notre point de départ.
Parties finies des intégrales. — Soit
F(a)= f f(.T,oL)
dx.
Si A et B sont des fonctions de a continues ainsi que leurs dérivées premières et %\ f{x, a) admet une dérivée, par rapport à a, continue, il est bien connu que l'on a
d¥ r^'àf ^ ^ „ d\) ^. ^ d\ ' doL ,L ày. (l'i • d-x
Dans son Traité d'Analyse (t. I, p. 43), M. Picard
remarque que cette formule (i) ne serait pas applicable à la
fonction
/-« dx *(a)=/ .
.7,, \Jx(%--x)
11 se présenterait une diiiérence, n'ayant aucun sens, de deux ternies infinis. Etudions cela.
Prenons, plus généralement.
il) V(a)= 1^ /('.r,a)
dx
Nous supposons que /"(.r, a) admet des dérivées premières
— y -r- déterminées et continues, dx or
V est une fonclion bien déterminée et continue. On peut
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donc faire le changement de variables
a — .7- = a(i — y), et V devient V,,
Considérons d'ailleurs l'intégrale
D'après les hypothèses faites, les intégrales Vi et Wi convergent uniformément, d'où
vv,= ^.
«a Mais l'on peut écrire
Posons
dy
J On a
Cette limite ejciste certainement, comme on le verrait en faisant dans Wj le changement
i-y = zK Donc enfin
Voici le point essentiel : légitimité de l'interversion de deux passages à la lim.ite.
Mais, en dérivant J/i, intégrale ci-dessus, où k est Jini pour l'instant, nous pouvons employer la formule (i) :
dx
Scieiitia, n° 29.
Celle expression (4) renferme deux termes qui croissent indéfiniment lorsque h tend vers zéro, mais dont la somme est finie. quel<|ue petit que soit h. Nous le savons d'avance, par le changement de variables; vérilions-le :
puisque
d_ /( -r. a ) ÙT. ^a — ,r
ùx J
dx
Alors
d fi r, a; 0% y/a -.7
.ad — //,
àf dx 1/
La première intégrale sera finie, d'après nos hypothèses. La deuxième intéirrale donne
ad-/;]
ad-A)
Ici encore l'intégrale est finie. Donc
— - = partie finie -f- • "^ _ ^ Mi — A) •''_ > J
\/h/'ai
y II y/c
Il est clair que les deux termes en -— devenant chacun ' s/h
infini pour /i = o o«^ //«e somme finie quelque petit que soit h, puisque la somme contient un facteur \fli.
Nous ferons constamment usage de ces parties finies d'intégrales infinies, car cela s'imjiose. L'extension aux intégrales doubles, grâce aux coordonnées polaires, est immédiate.
Extension. — Etendons ceci aux intégrales triples, nous trouverons encore la partie finie.
Soit d'abord un champ fini, variant d'une manière continue avec un paramètre \ et une fonction tp, sous le signe, continue ainsi que ses dérivées premières en jc, y, c, À.
I^'orriions l'intégrale tiiplo et calculons la dérivée en )>, en établi^sanl, (raj)rès INI. ( !. Jordan ('), la foiinulc (r( ).stro-
(') Cours d'Analyse, l. JJI : Oaicul des variations.
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gradski, simplifiée pour noire usage. Soil
1=/ / I o(x,y, z) dx dy dz ;
le champ d'intégration W, comme o, dépend d'un paramètre X,
I + Al
: / / / ( o -H Ao ) c^x c// dz.
(W + Avv)
Nous voulons calculer
.. Al
^:r- = un , d\ AA
Pour cela, amenons les deux intégiales à avoir même champ d'intégration. Nous y arriverons en faisant correspondre à tout point (.r,jy, *) de (W-t-AW) un point (X. Y, Z) de W par les formules
avec la condition que la transformation vaille pour passer d'une frontière à l'autre (|, t), t sont des fonctions infiniment petites de l'ordre de AX).
Alors
J étant le jacobien,
à', dZ
Or,
Or, dZ
w étant la fonction o -I- A-^ exprimée en X, Y, Z. On a
d\ âri d^ . ,. . ,, ,
J = i-)---ïr-+--rî7-l-^„-l- int. |)elil d ordre ?.. dx 01 oL
Or
et
A(p(:r,^,2)= Acp(X, Y,Z)+...= ^AX^..
Donc
dX
^l^J = ,(X,Y,Z)-^^AX-.[^(,0^^(9.)-^,4(^^.]-.... Enfin, Ton a
D'où la dérivée, en remarquant que ;, tt), ^ contiennent AX en facteur.
Représentons lim ( -rr- ) par ^', etc. Nous avons une inté-
grale étendue au volume W et une intégrale étendue à son contour i :
~*~ / / 'Ï'C?' cosa -I- TTj'cosp -H Ç' ces-/) rf<r.
Il était clair que seules les valeuis de ^', t/, Ç' sur }ÎI interviendraient.
(Nous avons repris la notation .r, >', - au lieu de X, Y, Z.)
Nous aurons à faire de cette formule l'usage suivant : W sera le volume ABC limité par le cône A de A et par la frontière donnée S. Dans certains cas, W sera seulement la portion de ce volume située au-dessus de la section hoiizontale MN.
Le paramètre À sera Tune des coordonnées .r^, jj'p, Zf, de A. Enfin l'on ;iura à considérer le volume limité par le cône A comme la limite du volume limité par l'hyperboloïde / (pointillé)
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Lorsque t tend vers zéro, suivant une loi (jueicotique, l'on voit que :
vol. ahc = (r tend vers W = ABC;
aire bc tend vers aire BC;
aire mn tend vers aire MN;
aire ahc = ). tend vers aire ABC ^r A.
Fig. 20.
A (ae.,y.,z. )
Lorsque W sera MNBG, A sera, bien entendu, l'aire correspondante du cône.
Soit alors
\= Ç f CfG dxdjdz.
P{a:, y, z) est Jini ainsi que ses dérivées premières et deuxièmes el G(j7 — -^o^ y — /oi -^ — ^o) •^s' infini sur A comme
L'intégrale 1 a un sens, d'après cela.
On peut écrire, par les mêmes considérations de convergence uniforme qui ont servi pour rintégrale simple,
c'est la dérivée sous forme immédiatement finie, et cela résulte de la formule (3), avec cette remarque
dit)
ÔG
dz '
OU bien encore
(6) — = lim
la limite existe, d'après (5), lorsque w tend vers W; nous écrivons donc aussi bien
J J J àz.
FGdz
Ceci nest rien de plus que ce qui précède, mais cette forme est utile cependant.
Dérivons encore, en écrivant (5) sous la forme
- — — Jj + Jj
(Jz„
Les mêmes remarques donnent, sous forme immérfiatenient finie,
w aire BC
et, sous forme àe partie Jinie,
(a) — i = lui.
M' aire X J
OS
De même nousavons— — , sons îovxne immédiatement finie
OZq
(d'après ce que nous avons fait sur rintéf;rale simple). Soit (o) celte expression que nous n'écrivons pas. Sous forme de partie Ji/iie,
aire bc contour hc J
11 est inutile d'écrire l'expression finie de y. Ayant ainsi
— J- = inlcgralr; finie ( p ) -f- intégrale finie (S),
nous sommes certains f|Me la somme des parties finies (a)
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et (y) a un sens. Mais nous allons la transformer encore pour n'avoir plus à faire à -— - clans ( x). Il suffit toujours d'observer que
dz ôzq l'expression (a) devient
(8) lim
H- aire/. -h aire 6c
de sorte que (a) + {'() donne
(9) lim
- f FG/di]
contour bc J
Lorsque e tend vers zéro, l'intégrale triple n'a plus de sens el les deux, autres intégrales deviennent infinies comme
- et — • La somme étant finie et égale à (P) + (ô), nous écrivons encore (9) sous la forme
part. fin.
IlP'm
Remarquons que si W était MNBC au lieu de ABC, nous aurions des intégrales ayant un sens suivant bc et mn (au lieu de bc seul) se détruisant exactement, et dans (9) l'intégrale de contour bc devrait être remplacée par une intégrale de contour bc et mn, de même nature exactement, de la
forme -•
Les dérivées premières et deuxièmes en jc^ et Yq se présentent exactement de la même manière.
Nous avons désormais l'instrument indispensable, actuellement, pour l'étude complète de notre équation.
Ces parties finies proviennent de la légitimité de l'interversion de deux passages à la limite, interversion que l'on
peut écrire
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Elles permettent de mettre en évidence certaines expressions qui, sans elles, restent voilées. Il est prudent d'avoir constamment sous les veux leur déjinilion exacte et Tcxpression immédiatement finie correspondante.
Nous pouvons maintenant faire la synthèse, la vérification , et une large extension.
k. Synthèse de la solution. — Grâce à ce qui précède, on prouve assez facilement que la solution «(.rg, j'qî --o) pi'cnd la valeur donnée à la frontière quand le point (j^^, y^, z^^) vient sur la frontière.
On distinguera deux cas :
I" k{u)z^o données non nulles., frontière quelconque. La démonstration est assez courte {Journ. de M. Jordan, 1906). Frontière caractéristique. C'est beaucoup plus difficile {Circolo niatematico di Palermo, igoS).
2" Passons au cas où l'on intègre A(m)=:F avec des données nulles à la frontière.
Dans le cas où la frontière est un cône A, on démontre que Wfl lend bien vers zéro quand le point (^^{x^, y^, z^ ) s'approclie du cône A.
(^uand la frontière est quelconque, l'emploi des parties finies montre rapidement (jue, Z étant la cote maxima d'un point de S compris dans l'intérieur du cône A^ de A :
/<u est de l'ordre de ( Z — Zq )'■' ;
duo àuo Ouo , j p j j /v \
— -^, , sont de 1 ordre de (Z — zA.
dzo Oxo dyo
Donc la convergence est démontrée encore. (Thèse, Journ. de M. Jordan, igo^-)
Et ceci nous permettra d'intégrer des équations beaucoup plus générales.
5. Vérification de la solution. — Enfin, de ce qui précède on peut tirer la vérification de l'équation.
Nous priîndrons le cas A(«) = F avec les données nulles sur la frontière, caractéristique ou non. Nous résumerons seulement la question. La fonction V étant complètement indéterminée au point A{x„,y„, z^), étant infinie sur la verticale As', a^ant ses dérivées infinies sur le cône, autour de A,
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nous ne pouvons parler des « parties finies » luitour de A. Donc nous isolons \ par le pl;in horizontal M.\.
Au volume AMN correspond une portion de "(^"o, Vç„Zo), soit u". Au volume BCMN correspond «',
U(Xo, Xq. Zq ) = u' -+- u".
Dans le volume AVIN on prendra les expressions immédiatement Jînies des dérivées. Faisant tendre AMN vers zéro, on obtient
A(m") = ¥{x^, yo, zo).
Dans le volume BCMN, en comparant les parties finies aux expressions immédiatement finies des dérivées, on a
Donc on a le résultat cherché.
La vérification serait bien plus facile à établir pour le cas A(«)= o, avec les données non nulles sur la frontière.
6. Intégratiox par approximations successives d'une équation PLUS GÉNÉRALE. — Rappelons les résultats obtenus pour A(//) :=i ¥ {jc. y, z). Etant donné le volume d'intégiation AlîC, nous considérons le volume majorant AB'C limité par le même cône A de \ et par un plan horizontal B'C de cote Z supérieure à la cote maxima de la frontière S,
2~M(a7o, jKo, So)= / / l ¥ —d-z
ABC
(^1 ^i, C) est un point moyen. 6^ est un nombre compris entre o et i, parce que l'on a intégré dans le volume majorant.
Pour l'expression de — faisons encore sortir F de Tinté-
grale, majorons avec AB'C, nous avons à prendre
f f/a f dzCr^vl.iuxÀ f " ~ ' ^ ~ ^" ' 3-/v//-'[
= 7.-1 (z — Zo) dz = 1- f
•^-0 Z — Zo J^^
dz,
(roù
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.1 -1 à à et les expressions analogies pour et
D'où linlégration de
. , , , / au du du
1° Si / est linéaire;
2° Si le théorème des accroissements finis est applicable à la fonction f{Jo, y, ^, «, "•,, «2' "s) relativement aux variables u, ii^, «,1 "3-
GÉNÉRALISATIONS ET REMARQUES
1. Équation d'ordbe n a 2 variables indéi'endantes. — On passe, sans grande difficulté, de ce qui précède à la théorie des caractéristiques dans le cas tout à fait général, le nombre des variables indépendantes étant deux {voir M. Goursat).
Pour l'équation
Ao/5«0 -t- A iPn-lA -H ... -h \nPon = O,
1 , . • 1 . dy ,
les caractéristiques sont données par -^ = A, avec
AqX" — Al X«-i-i- A2X«-2-t-, , .H_(_i)«A„ = o.
2. Travaux de M. Le Roux. — Dans sa Thèse (1894), consacrée principalement aux équations linéaires du type hyperbolique, dans le domaine analytique, M. Le Roux, met en œuvre celte idée ingénieuse : trouver une solution dépendant d'un paramètre z{œ, y, -j.) et choisir convenablement les limites de la quadrature
de sorte que X(j7, y) soit encore une solution. En parliculier, il retrouve ainsi et généralise les résultats de ^L^L Darboux et Appell relativement aux équations d'Euler et Poisson,
dz
X — y àx X — y dy
(Si ces équations ont été, depuis longtemps, l'objet de beaux résultats, c'est d'ailleurs parce que leur forme coiiespond à une propriété fonctionnelle simple. ( Voir, par exemple, le Mémoire de AL Biihl, Journal de A/. Jordan, 190^.)
M. Le Roux rattache ses Tiavaux aux méthodes de Riemann, de Picard, et à la célèbre iMélhode de Laplace {voir
TROISIÈME PARTIE
M. Daiboux. Travaux étudiés par M. Goursal, dans ses Leçons. Hermann), et il résout un problème iVin\'ersion d ' in trgra les dé fin ies .
Il étudie aussi les singiitarllés des solutions, (]iii dépendent ou de l'équation même ou des données sur la frontière (singularités accidentelles).
Plus lard {Journal de M. Jordan, 1898), il étend ses résultats aux équations linéaires d'ordre n à deux variables, puis {Journal de Al. Jordan, 1900) aux équations à n variables.
M. Le Roux a été ainsi progressivement amené à relier ses Travaux à l'étude des transformations infinitésimales {Journal de M. Jordan, 1908, et Travaux de l'U/iiversilé de Tiennes, 1906).
Retenons seulement ici que M. Le Roux a montré que certaines solutions, dites normales, ne peuvent admettre que des caractéristiques pour lignes singulières accidentelles.
3. Travaux di; MM. Delassus, Bianchi, Niccoletti. — D'autre part, dès 189.5, AL Delassus, dans sa Thèse sur les équations à caractéristiques réelles, dans le domaine analytique, fait usage de la notion fondamentale du domaine d'un arc (') et montre que les lignes singulières essentielles des solutions (celles au delà desquelles on ne peut prolonger analyliquement) sont, ou bien certaines lignes Jijces, ou bien des caractéristiques.
Dans cette Thèse, M. Delassus intègre, par approximations successives, d'abord les étjualions à une seule caractéristique,
dx" ^mJ ' Ox' Oy'''
puis les équations de la forme la plus générale, mises sous forme can()tii(|ue
w(s) = u{z), ayant posé
u{z) ne contenant que des dérivées d'ordre n — 1.
(') Kl;int donne un 'àvc analytique régulier AMB, on trouve une aire -Ai Venlnurant et Iclle (|ue, quel/es que soient tes données analytiques sur AiVlH, Yinlégrule est analytique dans «As.
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Enfin M. Delassus fait la belle extension suivante de la Méthode de Rieniann et de la Méthode de M. Picard. Soil
L'équation adjointe sera
d'où
dx dy àx dy
M, N, 0 ont des formes telles que l'on obtient une formule toute semblable à celle de Riemann par la même intégrale de contour.
Il est encore à remarquer que M. Delassus s'occupe, dans sa Thèse, de certaines équations à trois variables indépendantes, celles dont les caractéristiques ont une forme très particulière rappelant le cas de deux variables.
De leur côté. M. Blanchi et M. Niccolelti ont fait aussi de remarquables extensions de la Méthode de M. Picard et de la Méthode de Riemann à des systèmes d'équations du type hyperbolique.
La solution, malgré la complication des notations, est assez simple (' ) et fort élégante.
k Travaux de Mi\I. Tedone, Coulon, Hadamard. — Nous avons vu la haute valeur de l'idée de iM. V^olterra louchant l'étude de l'équation des ondes cylindriques généralisée,
A{u\= -r-7 + T-T — VT " = F(^'7'^)• A un autre point de vue et bien avant lui, Poisson et Kirchholl' avaient étudié l'équation des ondes sphériques
^ ' \dx-' oy dz^ a2 âty
(') L. BiANciii, Accademia dei Lincei, 1895. — O. Nicculktti, Acc. dei Lincei, 189J, el Mémoires délia H. Acc. di Napoli, i8y6.
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Soil S une surface dans l'espace {.x. y, z), l étant regardé comme paramètre.
On donne pour / := o,
1 "^(-^'^''^'O) = ft(^iJ'^)>
soit
Poisson a donné ('), en 1819, la solution de B = o, sous la forme
11 y a grand intérêt à rattacher celle solution à un théorème fondamental de KirchhofT (Académie de Berlin, 1882; Annales de l'Ecole Normale supérieure, 1886). Ce théorème a été démontré aussi par Beltrami (Institut Lombard, 1889).
On peut aisément étendre la méthode de M. Yollerra aux équations de la forme
C'est ce qu'a fait M. O. Tedone {Annali di Matematica, 1898).
On peut également passer au\ équations étudiées par M. J. Coulon, dans sa Thèse:
r)n obtient l'intégrale par des dérivations répétées, et M. J. Coulon a obtenu une forme symbolique très élégante, en même temps d'ailleurs que, parallèlement à M. Il;ulaniard,
('j Voir lo hi'jiii Livre de M. Diiiicm : Leçons, sur l'Hydrod} nnniifjue et l'Elasliciié (Paris, Ilcrniann ).
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il obtenait des interprétations liydrodynamiques d'un grand prix {Thèse de M. Coulon, Hermann, 190:?).
Mais ici l'on doit faire une observation fondamentale.
Nous avons obtenu, pour A(«) = F, la valeur «(.ry, k^, s,,) en fonction de données situées à Vintérieur du cône A de A aii-dessus ou au-dessous du sommet.
M. Volterra s'est attaché à un autre problème, en plaçant les données sur une surface qui tourne aulour de A j', comme un cjlindre. Nous appelons ce nouveau problème \q problème extérieur et réservant le nom de problènie intérieur à celui que nous avons résolu ici complètement.
M. Volterra, puis M. d'Adhémar ont montré que le problème extérieur n'aura pas de solution, en général. M. Iladamard annonce que l'on doit modifier son énoncé et prendre un problème mixte, les données n'étant pas partout les mêmes [Leçons sur les ondes, p. 33 1).
Or il résulte d'une remarque de M. J. Coulon, qu'en général c'est le problème extérieur qui se présente seul lorsque p el q sont quelconques.
Ainsi, pour l'équation A''>?V=:o, de nouvelles recherches devront être faites pour compléter les résultats de M. J. Coulon. L'élude du problème extérieur devra être poursuivie.
Prenons la question de plus loin.
Quand on a des équations à plus de deux variables indépendantes, ni la question des caractéristiques ni celle des formes canoniques des équations ne se posent de la même façon.
Pour le second ordre, il résulte des travaux de M. Cotlon (nous l'avons déjà dit), qu'il n'y a plus un nombre limité de formes canoniques simples pour les équations linéaires.
11 faut donc étudier l'équation linéaire générale. M. Hadamard a commencé cette étude dans un remarquable Mémoire relatif au cas de trois variables indépendantes {Annales de l'Ecole Normale supérieure, 190/4 et igoS).
Ce Travail établit un lien entre les types hyperbolique et elliptique, par l'analogie des solutions fondamentales mises en jeu. Il faut remarquer que la méthode est limitée au cas de données analytiques et qu'elle conduit aux mêmes calculs que celle de M. Volterra pour l'équation étudiée
Dn voit iininédialement ([ue, pour notre équation
II
V = loj
qui se déduit immédiatement de (I) par une quadrature.
Pour le cas linéaire général, on part toujours de la formule où entrent Vadjointe et la conormale, mais M. J. Hada-
mard cherche une solution fondamentale analogue de -5- et
non pas de V.
Ceci l'amène à étudier un problème résolu dans des cas spéciaux, d'abord par M. Picard {Comptes rendus, avril 1891, juin 1900), puis par MM. Hilbert, Hedrick, Fredliolni. Le Roux, Holmgren, Levi-Civita {Nuovo Cimento, Pisa, 1897).
M. Hadamard pari donc des solutions fondamentales en -^
(R étant, en général, une distance géodésique relative à une forme difTérentielle déduite de l'équation).
Il obtient encore, par une dérivation, la voleur de «(.Tf,, "»„, Cq) au sommet d'un conoïde caractéristique, qui est l'analogue du cône A.
La dérivation conduite ces parties Ji nies à^\n\.é^rd\Q?, dont nous avons longuement parlé à propos de l'équation des ondes.
Pour montrer la force de la modification que M. Hadamard fait subir à la méthode de M. Volterra, il nous suffira de dire que l'équation
A(j/)-i-K« = o (K = consl. )
est iuimédialement intégrée, sans la méthode d'approximations successives.
M. Hadamard a été plus loin encore et, dans un Mémoire qui sera prochainement publié {Acta mathematica), il étend ses résultats à l'équation linéaire hyperbolique de deuxième ordre à n variables.
La parité du nombre «joue un rôle prépondérant.
n étant impair, l'analogie avec notre équation des onde> est complète, it étant pair, la partie de la solulion fondamenlale qui conduirait à nos « parties finies » s'éliuiine
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d'elle-même, et la méthode ressemble davantage à celle de Hiemanii {Comptes rendus, i3 février iQoS).
Il restera encore, pour le problème extérieur, des questions très difficiles à résoudre. Sans doute, comme le pense M. Iladamard, faut-il se placer à un point de vue autre que celui de MM. Volterra, Tedone et de l'auteur, et poser un problème mixte.
5. Remarqie sir la naturiî analytique des solltions. — On sait, depuis longtemps, que les solutions de l'équation de Laplace
sont analytiques. En 1890, M. Picard {Journal de l'École Polytechnique) a obtenu ce résultat remarquable qu'il en est de même pour l'équation
àz , âz
^z -\- a -T \- o- \- cz = o
{a, b, c étant analytiques). M. Hilbert a énoncé ^l M. Serge Bernstein a démontré ce même théorème pour les solutions de Véquation ellipti(jue la plus générale, à deux variables indépendantes.
Ajoutons que l'analyse de M. Bernstein repose sur un emploi tout à fait merveilleux des Approximations successives {Mathematische' Annalen, t. LIX).
Dans une courte Note {Comptes rendus, 1895) M. Picard a esquissé la démonstration du même tiiéorème pour l'équation linéaire générale, d'ordre 2/?, à caractéristiques imaginaires, à 2 variables indépendantes.
Pour les équations hyperboliques étudiées ici, il est clair que la solution n'est pas forcément analytique, et que l'on obtient cette solution àdLX\?,deux /•e'o'io/i.v dillerentes, séparées par la frontière portant les données. Autant de différences avec les équations elliptiques.
6. Remarque sur les systèmes d'équations du type hyperbolique. — La théorie des caractéristiques des systèmes, commencée par M. lladarnard, pourra sans doute résulter de l'étude minutieuse des travaux de MM. Méray, Kiquier, Bourlet, Delassus (*).
(') J. llADAMAiii), Soc. Math, de France, i(jo6.
Scientia n" '29. 6
TROISIEME PARTI K
On sait, en ellet, aujourd'hui, que la forme canonique de j\/[nie fig Kowaleska n'est pas la forme la plus générale.
Signalons seulement rintégration, par M. Niccoletti, de systèmes généralisant directement celui-ci :
ôx dy
puis rinlégralion, par M. Vollerra (même Mémoire), du système (*)
i à^'U à /Ou dv\
,, à (Ou dy \o.r
La généralisation de ce système a été magistralement étudiée par M. O. Tedone {Memorie deW Accademia di Torino, 1897).
7. Remarquk sur la synthèse de l'équation des ondes. — La donnée étant portée par un cône caractéristicjue, la synthèse a été faite ainsi (p. 72).
On prend les coordonnées polaires avec le sommet du cône pour origine, soient X, 6.
On prend d'abord le cas où la donnée est zi\ ou \i' (/-> entier). Ici
R2 = aX -H 6 •
(tandis qu'en général on aurait uu terme en X^; mais le cas général se traite très rapidement, on l'a dit)
a = •i(Â:o+ t) cosO),
On a alors à dériver, en c,,, l'intégrale
X - Dvl X/^+' cù.d(i
B est la racine de R=zo; /" s'ex])rime en X, c'est la distance polaire relative à A(:Co, /o» ^o)? Y=:cosO; D est la distance de ce point A à l'axe du cône.
(') A élaiil le l;if.l;icieii -— r + -r-r-
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On prend la « partie finie » et l'on est ramené à calculer, par la méthode des résidus,
r'" dA r,= / -TT (K = const.),
puis on passe au cas où la donnée est
*„ étant périodique, sans aucun nouveau calcul. {Cire, ai Palernio, igoS.)
8. Remarque sur le théorème de M. Riqlier. — Nous avons été un peu bref sur cette question (p. 34). Ajoutons un mot :
Reprenons la majoration
alors (i) devient
^ ïïî (r^ -^ ^)' • "'' "^ ^ "^'f "' ' '^"^' °"^"^]-
Il nous faut une solution à coefficients positifs, liolomorphe pour X =r i .
Pour cela rendons positif le coefficient de o" pour 1 = 1,
Nous posons donc
I - 4 AB
et prenons j entre les racines, avec
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H et K étant des nombres positifs, on a, pour (o. ), la forme (3),
On a bien alors une intégrale, nulle ainsi que ses deuv premières dérivées pour « =:o, à coefficients positifs et convergente pour
I^K^, IjkK?. IÀKp ([JL>i,a>(,, P>o).
On voit comment s'introduit la condition (I).
Mais la condition qui intervient dans ce mode de démonstration est-elle nécessaire? Ov\ bien l'existence des solutions dépend-elle de propriétés arilliniétiques des coefficients de l'équallon?
Chapitre I. — Équations du premier ordre à n variables indépendantes
1. Théorème d'existence de Cauchy : Par une courbe gauche passe
une surface intégrale 6
2. Nouvelle expression de la solution, d'après M. Goursat, donnant
un plus grand domaine de convergence pour l'une des variables. 8
3. Caractéristiques, multiplicités pour lesquelles le théorème de
Cauchy est en défaut lo
4. Intégration par les caractéristiques, les données étant analy-
tiques ou non. — Le conoïde caractérisii(]ue est une solution. i3
Théorie de Lagrange. — Ce qui lui manquait, étant données
nos idées actuelles sur le domaine d'existence d'une fonction. 19
7. Equation linéaire. — Le conoïde caractéristique se réduit à une
seule courbe 20
Chapitre II. — Équations générales du second ordre à deux variables indépendantes.
1. Caractéristiques du second ordre, d'après M. Goursat : Multiplicités d'exception relativement au théorème de Cauchy. — Différence fondamentale avec le cas du premier ordre : il y a une fonction arbitraire 23
'2. Théorèmes de Cauchy et de M. Goursat : Par une courbe gauche passe une solution touchant une surface donnée. — Par une caractéristique d'ordre deux passent une infinité de solutions. 27
3. Théorème de I\L Riquier. — Pour une équation du second ordre, à deux variables, dont les caractéristiques sont réelles (avec une condition en plus, dans certains cas), il existe une surface intégrale contenant deux courbes gauches se coupant... 32
CiiAiMTiiE III. — Équations du type hyperbolique à deux variables indépendantes.
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Travaux de MM. Le Roux, Delassus, L. Bianclii, O. Niccolelti, O. Tedone, J. Coulon, Hadamard sur des équations ou systèmes hyperboliques. — Les solutions fondamentales de M. Hadamard. — Le problème intérieur et le |)r(d)léme extérieur. — Nature analytique des solutions. — Heniarques diverses 75 à 8'|
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A côté des revues périodiques spéciales, enregistrant au jour le jour le (progrès de la Science, il nous a semblé qu'il y avait place pour une nouvelle forme de publication, destinée à mettre en évidence, par un exposé pliilosophique et documenté des découvertes récentes, les idées générales directrices et les variations de l'évolution scientifique.
A l'heure actuelle, il n'est plus possible au savant de se spécialiser; il lui faut connaître l'extension graduellement croissante des domaines voisins : mathématiciens et physiciens, chimistes et biologistes ont des intérêts de plus en plus liés.
C'est pour répondre à cette nécessité que, dans une série de monographies, nous nous proposons de mettre au point les questions particulières, nous efforçant de montrer le rôle actuel et futur de telle ou telle acquisition, l'équilibre qu'elle détruit ou établit, la déviation qu'elle imprime, les horizons qu'elle ouvre, la somme de progrès qu'elle représente.
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N° 2. — Le magnétisme du fer ( 1899); par Cn. Maurain, ancien
Élève de l'École normale supérieure, Agrégé des Sciences physiques, Docteur es sciences.
Chap. I. Phénomènes généraux. Courbes d'aimanlytion. Procédés de mesure. Elude des parLicul;irités des courbes d'ainiantalion. Influence de la forme. Champ démagnétisant. AiinanUilion permanente. — ■ Chap. II. Etude particu' Hère du fer^ de l'acier et de la fonte. — Chap. III. Aimantation et temps. Intluence des couraïus induits. Relard dans l'établissement de l'aimantation elle-même. Aimanlalioii anormale. Aimantation par les oscillations électriques. — Chap. IV. Energie dissipée dans l'aimantation. Influence de la i-apidilé de variation. Loi de Steinmetz. Variation de la dissipation d'énergie avec !a température. Hystérésis dans un champ tournant. — Chap. V. Intluence de ta température. — Chap. VI. Théorie du Magnétisme.
N" 3. — La Stéréochimie (I1899); par P. Freundlek, Docteur es sciences, Chef de travaux pratiques à la Faculté des Sciences de Paris.
Chap. I. Historique. — Chap. II. Le carbone tétraédrique. Notion du carbone tétraédrique. Principe fondamental. Chaînes ouvertes. Principe de 1,1 liaison mobile. Position avantagée. Double liaison et triple liaison. Isomérie élhylénique. Chaînes fermées. Théorie des tensions. Applications diverses de la notion du carbone tétraédrique. — Chap III. Le carbone asymétrique. Notion du carbone as\'métrique. Principes fondamentaux. Chaînes renfermant plusieurs carbones asymétriques; racémiques et indédoublables. Chaînes fermées. Vérificalions expérimentales et applications de la notion du carbone asymétrique. Relations entre la dissymélrîe moléculaire et la grandeur du pouvoir rolatoire. Produit d'asymétrie. Relations entre la dissymélrie moléculaire et la dissymélrie cristalline. — Chap. IV. La stéréochimie de l'azote. Représentation schémalique de l'alome d'a/.ote. Isomères géométriques de l'azote. L'azote asymétrique. — Chap. V. Stéréochimie et Tautométrie. — RiBLiOGRAPHiE- Ouvragcs classiques. Principaux Mémoires.
N° 4. - Les mouvements de roulement en Dynamique (1899); par P. Appeli-, de l'Institut.
' Chap. I. Quelques formules générales relatives au mouvement d'un SO' lide. Quelques théorèmes de Cinéiriati(|ue. Formules. Applications. Accélération du point. Mouvement d'un coi-ps solide autour d'un point fixe. Cas particuliers. Mouvement d'un corps solide libre. — CiîAP. II. Boulements. lioulement et pivotement d'une surface mobile sur une surface lixe. Conditif)ns physiques déterminant le roulement et le pivotement d'une surface mol)ilc sur une surface lixe. f'oi'i'e vive d'un corps solide animé d'un mouvement de roulement el pivoicmenl. Kquati(»n du mouvement du corps. — Chap. III. Appli' cations. Applications Roulement d'une spiière sur une surface. Exemples: Equations du mouvement d'un solide pesant assujetti à rouler et pivoter sur
un plan horizontal. Roulement et pivotement d'un corps pesant de révolution sur un plan iiorizontal. Applications. Heclierches de M. Carvallo. Problème de la bicyclette. — Chap. IV. Mécanique analytique, équations de Lagrange. Le roulement est une liaison qui ne peut pas s'exprimer en général par des équations en termes finis. Application de l'équation générale de la Dynamique. Emploi des équations de Laçrange. Impossibilité d'appliquer directement les équations de Lagrange au nombre minimum des paramètres. — I. Sur les mouvements de roulement. — II. Sur certains systèmes d'équations aux diiïérentielles totales.
N" 5. — Le phénomène de Zeeman (1899); par |A. Coïton, Maître (le conférences de Physique à l'Université de Toulouse.
Chap. I. Etude des raies spectrales. Unités. Réseaux. Pouvoir séparateur. Speclroscope à échelons. Interféromètre. Appareil de MM. Pérot et Fabry. Conclusion. Remarque pratique. — Chap. II. Changements que peuvent subir les raies. Cliangemonts dans l'aspect des raies. Constitution des raies. Changements de longueur d'onde. ElTet Diippler-Fizeau. Déplacements produits par des changements de pression. — Chap. III. Découverte du changement magnétique des raies. Expériences de M. Chaulard. Expériences de Faraday. Expériences de M. Tait. Expériences de Fiévez. Expériences de Zeeman. Intervention de la théorie de Lorentz. — Chap. IV'. Changement des raies d'émission parallèlement aux lignes de force. Doublet magnétique. Polarisation circulaire des raies du doublet. Règle de MM. Cornu et Kœnig. Constitution des deux raies du doublet. — Chap. V. Changements observés perpendiculairement aux lignes de force. Polarisatinn rcctiligne des raies modifiées. Vibrations perpendiculaires aux lignes de force. Vibrations parallèles aux lignes de force. Premier cas : triplet normal. Deuxième cas : quadruple!. Troisième cas : la raie centrale est un triplet. Conclusion. Noie sur un point de théorie. — Chap. VI. Comparaison des diverses raies. Etude qualitative. Comparaison quantitative. Règle de M. Preston. Mesures absolues. — Chap. VII. Le phénomène de Zeeman et l'absorption. Rè.ii\c. de KirchliofT. Expériences sur le phénomène de Zeeman, sans spectroscope. Elude du changement magnétique des raies renversées. Expériences d'EgorofT et GeorgiewUy. Travail de Lorentz. — Chap. VIII. Propagation de la lumière dans un champ magnétique. Le faisceau émergeant à la môme longueur d'onde. Polarisation rolaloirc magnétique. Propagation des vibrations circulaires. Dispersion rolatoire. Faisceau incliné sur les lignes de force. Réflexion sur les miroirs aimantés. — Chap. I\. Nouvelles expériences se rattachant au phénomène de Zeeman. Expérience de M. Righi. Expériences de MM. Macaluso et Corbino. Dispersion anormale des vapeurs de sodium (II. liecquerel). Explication de l'expérience de MM. Macaluso et Corbino. — Chap. \. Autres expériences. Expérience avec le sodium, perpendiculairement au champ. Expérience de M. Voigl. Explication de la biréfringence magnétique. Propriétés de l'hypoazotidc, des vapeurs d'iode et de bronze.
N° 6. — Groupements cristallins (1900); par Fked. Wai.i.kuant.
Chap. I. Généralités sur la structure des corps cristallisés. — Chap. IL Historique. — Chap. III. Du rôle des éléments de symétrie de la particule dans la formation des groupements. — Cii vp. IV. Classification des groupements. — Chap. V. Groupements binaires autour d'un axe ternaire. — Chap. VI. Groupements parfaits. — Chap. VIL Groupements imparfaits. Cristaux ternaires. Staurotides. Feldspatbs. — Chap. VllI. Groupenients obtenus par actions mécaniques. Délbrmation des réseaux. Déformation do la particule complexe.
N° 7. —L'élimination (1900); par A. Laukent, Examinateur à l'École Polylecliiiique.
CiiAP. I. Élimination entre deux équations. Notions préliminaires. Développement d'une fonclion rationnelle. Formules de Newton. Définition du résuitiint. Seconde méthode. Troisième méthode. Quatrième méthode. Cinquième méthode. Sixième méthode. Indications d'autres méthodes. Résolution d'un système à deux inconnues. Solutions multiples. Solutions singulières. Condition pour que trois équations aient une solution commune. — Chap. II. Elimination dans le cas gênerai. Equivalences. Résolution de trois équations. Théorème de Bezout. Méthode de Bezout. Théorème de Jacobi. Les fonctions symétriques. Nouvelle méthode. Les fonctions interpolaires. Résultante. Son expression explicite. Étude des propriétés de la résultante. Méthode d'élimination de Labatie et analogues. Equations homogènes. Solutions doubles. A-Ulre exemple de simplifications. Autre exemple. Etude d'une équation remarquable. Discriminants. Propriétés des solutions communes. Reconnaître si un polynôme est réductible. Développement en série. Extension partielle aux équations transcendantes. Appendice.
N° 8. — Tûnométrie (1900) ; par F. -M. Raoult, Correspondant de rinstitiil, Doyen de la Faculté des Sciences de Grenoble.
Introduction : Symboles et définitions. — Chap. I. Méthodes d'observation. Description spéciale de la méthode dynamique ou d'ébullition. Causes •d'erreur, moyen de les éviter. Ebullioscope de Raoult. Description de la méthode statique. Tonomètres dill'érentiels de Rremer, de Dieterici. Méthodes hygrométrique, volumétrique, gravimétrique. Degré d'approximation. — Chap. II. Etude des non-électrolytes. La diminution de tension de vapeur dans ses rapports avec la température. La diminution de tension de vapeur dans ses rapports avec l'abaissement du point de congélation. La diminution de tension de vapeur dans ses rapports avec l'élévation du point d'ébullition. La diminution de tension de vapeur dans ses rapports avec la concentration. La diniiiution de tensioii de vapeur dans ses rapports avec la nature des corps dissous et des dissolvants. La diminution de tension de vapeur dans ses rappots avec la densité de va'peur. Détermination tonométrique des densités de vapeurs saturées. — Chap. III. Suite des non-electrolytes. La loi de Raoult dans ses rapports avec l'élévation du point d'ébullition. Détermination tonométrique des chaleurs latentes de vaporisation. Détermination tonométrique des poids moléculaires des non-électrolytes. Emploi de la méthode statique. Emploi de la méthode dynamique. Corrections. Emploi du mercure comme dissolvant (Ramsay). — Chap. IV. Etude des éleclrolytes. Elude des dissolutions des sels dans l'eau. Iniluence de la concentration, de l'ionisation, de l'hydratation, de la température. — Chap. V. Suite des électrolytes. Dissolutions des sels dans l'alcooi. Dissolutions des sels dans l'étlier, l'acétone, etc. Etat des sels dans leurs dissolutions étendues, dans leurs dissolutions concentrées. Résultats fournis par la lonométrie pour les poids moléculaires des sels. — Biblioghaphie.
N° 9. — La célérité des ébranlements de l'éther. L'énergie radiante, 2« édition, (1909); j)ar L. Décombe, Docteur es sciences.
Introduction. — Chap. I. L'énergie. Edifice moléculaire. Corpuscules. Equivalence des agents physiques. Energie physique. Théorie cinétique des gaz.
— Chap. II. L'éther. Propagalion. Propagation par transparence. Synthèse des forces physiques. Lumière : Théorie de l'émisfion. Théorie des ondulations. Principe d'Huygens. Principe de Young. Travaux de Fresnel. Expérience de Foucault. Chaleur : Théorie de l'émission. Calorique. Rayons de différentes espèces. Unité du spectre. Radiations chimiques. Analogies optiques. Electricité : Polarisation rotatoire magnétique. Nombre v de Maxwell. Théorie électromagnétique de la lumière. Oscillations électriques. Champs oscillants. Expériences de Feddersen. Excitateur. Résonateur. Transparence électromagnétique. Réflexion métallique. Réfraction. Interférences électromagnétiques. Interférences dans Fespace. Interférences le long des (ils. Expériences de Riglii. Polarisation. Double réfraction. Télégraphie sans (il. Radioconducleur de Branly. — Chap. III. L'énergie radiante. Longueurd'onde.Ondessphériques. Transversalité des vibrations. Ondes planes. Formule de Newton. Réfraction. Dispersion. — Chap. IV. La vitesse de la lumière. — Chap. \'. La vitesse de l'électricité. — Chap. VI. Le nombre de Maxwell. — Chap. VII. La vitesse de propagation de l'onde électromagnétique. — Chap. \ III. La dispersion dans le vide. — Chap. IX. L'éther de Maxwell.
N° 10. — Les rayons cathodiques, deuxième édition (1908); par P. ViLLARD, Docleui' es sciences.
Chap. I. Appareils. Appareils à raréfier les gaz. Préparation de l'oxygène pur. Préparation de l'hydrogène ( osmo-régulateur ). Sources d'électricité. — Chap. II. Phénomènes électriques dans les gaz raréfiés. Lumière positive. Gaine négative. Espace obscur de Hittorf. Résistance électrique des anipoulcs. Loi de Paschen. Distribution du potentiel dans la décharge dans les gaz. Propriétés des cathodes incandescentes. — Chap. III. L'émission cathodique. Découverte des rayons cathodiques. Le faisceau cathodique. — Chap. 1\'. Electrisation des ampoules cathodiques. Chute cathodique aux basses pressions. Capacité des tubes à décharges. — Chap. V. Propriétés des rayons cathodiques. Phénomène de phosphorescence. Ellets mécaniques. Effets caloriques. Emission des rayons Rœntgen. Propagation rectiligne des ra^'ons cathodiques. — Chap. ^T. Les rayons \. Production et propriétés des rayons X. — Chap. VIL Electrisation des rayons cathodiques. Emission et électrisalion. Expériences de M. J. Perrin. — Chap. NUL Actions électrostatiques. Action d'un champ électrique sur les rayons cathodiques. Calcul de la déviation. Absence d'action réciproque entre deux rayons cathodiques. — Chap. IX. Action d'un champ magnétique sur les rayons cathodiques. Déviatiori magnétique. Calcul de la trajectoire. — Chap. X. Vitesse des rayons cathodiques. Méthodes indirectes de J.-J. Thomson. Expérience de M. Kaufmann et de M. Simon. Expérience de M. E. Wiechert. — Chap. XL Hétérogénéité des rayons cathodiques. Expérience de .NL Hirkelancl. Dispersion électrostatique. Expérience de M. Dcslandres. Cause de la dispersion électrique ou magnétique. Discontinuité de l'émission cathodique. — Chap. XII. Actions chimiques des rayons cathodiques, (adorations pi'oduites par les rayons. l'Imlo-activité des sels colorés [lar les rayons. Phénomènes de réduction. Production d'ozone. — Chap. XIII. Phénomènes divers. Cas |)articulier d'émission cathodi(]ue. Passage des rayons au travers des lames minces. Diffusii>n des rayons cathodiques. Réflexion et réfraction apparentes. Eva(>oralion électrique, l'hénomènes d'oscillation dans les tubes à décharge. Kanal-strahlen ou rayons de Goldstein. Rayons cathodiques à charge positive. — Chap. XIV. La formation des rayons cathodiques. Rôle de l'électrisalion des parois. Afflux cathodique. Soujiapes électriques. Émission. Propagation.
N° 11. — Production et emploi des courants alternatifs, deuxième édition (J9i3); pac L. Harmilliox, Docteur es sciences.
. Introduction. — Chap. I. Tiappel des quelques notions théoriques relatives « l'induction électromagnétique et aux machines à courant continu. Plié-
tiom(*nes d'induction, ^[achincs dynamo-électriques à courant continu. — ^ CliiAP. M. Étude d'un courant alternatif. Caractéristique d'un courant alternatif. Etude d'un circuit parcouru par un courant alternatif simple sinusoïdal. Courant poljphasé et cliamp tournant. — Chap. III. Classification des ma- •chines d'induction. Expression du travail électromagnétique développe dans une machine d'induction. — Chap. IV. Machines génératrices à courants alternatifs. — Ch\p. V. Moteurs à courants alternatifs. Mf)teurs asynchrones. Moteurs asynchrones polyphasés. Moteurs async-lirones monophasés. Comparaison des moteurs synchrones et asx'nclirones. Moteurs monophasés. Moteurs polyphasés. — Chap. VI. Transformation du courant. "l'ransformateurs staticjues. Convertisseurs rotatifs. Commutatrices.
N° 12. ■ — La série de Taylor et^son prolongement janalytique (1901) ; par Jacques Hadamard.
Propriétés fondamentales des fonctions analytiques. — Nature et difficulté <lu problème. — Méthodes directes. — Les séries qui admettant le cercle de conversience comme ligne singulière. — Hecherches des sinsuiarilés de nature <léterminée. — Méthodes d'extension. Les séries de polynômes et le théorème rie M. Mittag-Leffler. — Méthodes de transformation. —Application des piin- «ipes généraux du calcul fonctionnel. — Généralisations diverses. — Appii- ■cations. — Conclusions. — Bibliographie.
N° H. — Franges d'interférence et leurs applications métrologiques (1902); par J. Macé i)k Léi-inay, Pr*)f('sseiir à la Faculté des Sciences de Marseille.
I" Partie. Chap. I. Production des franges d'interférence. — Chap. II. Appareils interféreniiels. — Chap, III. .Sur l'emploi des sources lumineuses étendues.
— Chap. IV. Apparitions et disparitions périodiques des franges d'interférence.
— Chap. V. Sources. — II' Partie. Chap. I. Généralités. — Chap. II. Détermination d'un ordre d'interférence ( partie fractionnaire ). — ■ Chap. III. Détermination d'un ordre d'interférence (partie entière). — Chap. IV. Comparaison de longueurs. — Chap. V. Correction progressive des données primitives. Applications. — IIP Partie. Chap. I. Préliminaires. — Chap. II. Comparaison de longueurs d'onde à l'étalon prototype du inètre. — Chai-. III. Mesures optiques de longueurs. — Chap. IV^ application à la détermination de la masse •du décimètre cube d'eau distillée, privée d'air à 4°-
Ts° 15. — La Géométrie non-euclidienne, 2*^ tMlitioii (1907); par P. Baiibakln.
Chap. I. Considérations générales et historiques. — Chap. IL Les définitions <"t postulats d'après Euclide. Les trois géométries. — Chap. III. La distance comme notion fondamentale. — Chap. IV. La géométrie «rénérale dans le plan et dans l'espace. — Chap. V. La trigonométrie. — Chap. VI. Mesures des aires et volumes. — Chap. \\l. Les contradicteurs de la géométrie non-euclidienne. — Chap. VIII. La géométrie physique.
N° IG, — Le phénomène de Kerr (1902); par E. Nécllcéa.
Bibliographie. — Préface. — Introduction. — I" PARTIE. Expériences. Chap. I. Diélectriques solides. Premières expériences de J. Ken-. Expériences
de H. Brongersma. Conclusion. — Chap. II. Diélectriques liquides. Expériences de J. Kerr. Corps éleclro-optiquenienl positifs. Corps électro-optiqiiemenl négatifs. Résultats qualitatifs. Expériences de Rœntgen. Expériences de Brongersma. Résultats quantitalifs. Phénomène de Kerr dans un champ éh'Ctrique uniforme. Projection du phénomène. Mesures aiisolues de la constante de Kerr. — Chap. III. Disparition instantanée du phénomène de Kerr. Méthode de M. R. Blondlot. Expériences de MM. Abraham et J. Lemoine.
Il" PARTIE. Théorie. Chap. I. Essais théoriques de M. F. Pockels. — Chap. II. Théorie de M. W. l'oigt. Généralités. Introduction du champ électrique extérieur. Corps transparents. Cas d'une bande d'absorption. Conclusions. Corps actifs. Analogue du phénomène de Zeeman. Corps isotropes; phénomènes de Kerr. Généralisation de théorie. Conclusion.
IIP PARTIE. Phénomène] électro-optique analogue au" phénomène de Zeeman.
N° 17. — Théorie de la Lune (1902); parH. Andoykr, Professeur adjoint à la Faculté des Sciences de l'Université de Paris.
Chap. I. Mise en équations et réduction du problème. — Chap. II. Élude des équations de la théorie solaire du mouvement de la Lune. Forme de la solution. — Chap. III. Calcul effectif des principales inégalités solaires du mouvement de la Lune. — Chap. IV. Formation des équations qui déterminent les inégalités secondaires du mouvement de la Lune. — Chap. V. DéleiTiiination de quelques inégalités secondaires périodiques du mouvement de la Lune. — Chap. VI. Influence des inégalités séculaires du Soleil sur le mouvement de I» Lune.
N° 18. — Géométrographie ou Art des constructions géomé- (1902); par M. Lemoine.
Avant-propos. — I" Partie. But de la Géométrographie. Construction des problèmes classique^. — II' Partie. Problèmes relatifs aux pôles et polaires, aux axes et aux centres radicaux, à la movenne géométrique entre deux droites. Le rapport anharmonique ; l'involution. Symboles du Streckeniibertrager àe M. Hilbert. — Appendice.
N° 19. — L'électricité déduite de l'expérience et ramenée aux principes des travaux virtuels, 2" édition (1907); par E. Car- VALLO, Docteur es sciences, Agrégé de l'Université, Examinateur de Mécanique à l'Ecole Polytcchniquo.
Préface. — 1" PARTIE. Les courants d'induction d'après Helmholz et Maxwell. — • Introduction. — Chap. I. Théorie de Ilelniholtz. l-'omlion des forces électromagnétiques. Induction magnétiijuc. Equation de l'énergie. Force électromolrice induite. Self-induction. Courants en régime variable Interprétations nK'caniques. — Chap. 1\. Equation générale de la Dynamique. Théorème des travaux virtuels. Travail des forces d'inertie E<iuations de f^agrange. — Chap. III. 'Théorie de Maxwell. Les courants induits d'après Maxwell. Recherches de Maxwell sur l'énergie cinétique des courants mobiles. Du rôle des aimants dans la théorie de Maxwell, d'après M. Sarrau. — Conclusions de la première Partie.
II» PARTIE. L'électricité ramenée au principe des travaux virtuels. —
Introduction. — Chap. I. Tliéorie de l'éleclrkité dans les corps en repos^ Extension des lois de Kirclilioli' aux conducteurs à trois dimensions. Extension des lois de Kirclihoir au régime variable et aux diélectriques. Equations générales de l'Electrodynamique dans les corps en repos. Le problème de l'Elcclrodynamique et l'Electro-optique. Énergie électrique. — Ciiap. II. Théorie de l'électricité dans les corps en mouvement. La théorie de Maxwell et la roue de Barlow. Lois de l'inerlie électrique. Electrodynamique des corps en mouvement. — Conclusion générale.
N" 20. — Sur les principes fondamentaux de la théorie des nombres et de la Géométrie (1912); pur H. Laurent, Examinateur à l'Ecole F^olytechnique. 1" édition.
Introduction. — Egalité et addition. Quantités. Propriélés des quantités- Généralisation. Les nombres. Multiplication et division. Les nombres fractionnaires. Les incommensurables. Logarithmes. Conclusion. — La pangéométrie. Les espaces et leurs dimensions. Déplacements euclidiens. Distances. Figures égales. Ligne droite. Angles. Trigonométiie. Perpendiculaire à plusieurs droite*. Sphères. Coniacis. X'ariétés singulières. Longueurs et angles. Pangéométrie sphérique. Trigonométrie Sfihérique. Pangéométrie hyperbolique. Trigonométrie hyperbolique. La géométrie euclidienne. Sur la réalité de l'hyperespace. Résumé. — Noies de M . A . BfiiL. Géométrie et psychologie. Les univers non euclidiens et l'infini.
N° 21. — La compressibilité des gaz réels (igoSj); par L. Déco-MBE, DocteiH" es sciences.
La loi de Mariette. — Compressibilité desgazaux pressions élevées. — Compressibilité des gaz aux faibles pressions. — Influence de la température sur la compressibilité des gaz. — Le point critique. — Fonction caractéristique.
— Les états correspondants. — Compressibilités des mélanges gazeux.
N° 22. — Diagrammes et surfaces thermodynamiques ( 1 908 ) ; par J.-W. GiBBs. Traduction de G. Roy, Chef des travaux de Physique à rUniversilé de Dijon, avec une introduction de Ik Brunhes, Professeur à l'Université de Clerniont.
Méthodes graphiques dans la thermodynamique des fluides. — Méthode de représentation géométrique des propriétés thermodynamiques des corps par des surfaces.
N° 23. — La théorie de Maxwell et les oscillations hertziennes. La Télégraphie sans fil, 3« édition (1908); par H. Poincaré.
Généralités sur les phénomènes électriques. — La théorie de Maxwell. — Les oscillations électriques avant Hertz. — L'excitateur de Hertz. — Moyens d'observation. — Le cohéreur. — Propagation le long d'un fil. — Mesure des longueurs d'onde et résonance multiple. — Propagation dans l'air. — Propagation dans les diélectriques. — Production des vibrations très rapides et très lentes. — Imitation des phénomènes optiques. — Synthèse de la lumière.
— Principe de la Télégraphie sans fil. —Application de la Télégraphie sans fil.
N° 24. — L'Algèbre et la Logique (1905); par Loiis Couturat.
Les deux interprétations du* Calcul logique. Relation d'inclusion. Définition; «le l'égalité. Principe d'identité. Principe du syllogisme. Définition de la ">ultiplicalion et de l'addition. Principes de simplification et de composition. Loi de tautologie et d'absorption. Théorèmes de multiplication et d'addition.
Première formule de transformation îles inclusions en égalités. Loi distributive. Définition de o et de i. Loi de dualité. Définition de la négation. l'rinci|)es dt eontradiclion et du milieu exclu. Loi de double négation. Seconde formule de transformation des iuchisioiis en égalités. Loi de contraposition. Postulat d'e.vislence. Développements de o à i. Propriétés des •constituants. Fonctions logiques. Loi ilu développement. Formule de De Morgan. Sommes disjointes. Propriétés des fonctions développées. Hornes d'une fonction. Formules de Poreisky. Théorème de Schrôder. Hésullantc de l'élimination. Cas d'indétermination. Sommes et produits de fonctions. Expres- ■sion d'une inclusion au moyen d'une indéterminée. Solution de l'équation à une inconnue au moyen fl'une indéterminée. Elimination dans une é(]uation à plusieurs inconnues. l'Iiéorèmes sur les valeurs d'une fonction. Conditions d'impossibililéet d'indétermination. Résolution des équations à plusieursinconnues. Problème de Boole. Méthode de Poretsky.Loi des formes. Loi des conséquences. Loi des causes. Application de la loi des formes aux conséquences et aux causes. Schèmes géométriques de Venn. Machine logique de Jevons. Nombre des assertions possibles louchant n termes. Solution de l'inéquation à une inconnue. Système d'une équation et d'une inéquation. Formules spéciales au ■Calcul des propositions. Equivalence d'utie implication et d'une allernative. Loi d'importation. Iiéduclion des inégalités et des égalités.
N" 25. — Sur les systèmes triplement indéterminés et sur les systèmes triple-orthogonaux ( 1905 ) ; par C. (iiiciiAui), (Correspondant (le rinsliliit, i'rolVsseur à' l'Université tic Clermotil- Ferraiid.
"'Introduction. — Propriétés focales. Systèmes assemblés. Lois d'orthogo- «alitédes éléments. — Systèmes points O. — Systèmes qui se rattachent aux ■systèmes 0. — Indication de divers types de problèmes. — Les systèmes O, '( O dans l'espace à trois dimensions. — Les systèmes O de l'espace à trois dimensions applicables sur des systèmes de l'espace à six dimensions.
N° 26. — La double réfraction accidentelle dans les liquides (igo6); [tar (i. de Mkiz.
La double réfraction dans les liquides, celées et dissolutions déformésmécani(iuetMent. — La double réfraction dans les liquides Cii mouvement giratoire. — La double réfraction dans les liiiuides déformés électriquement. — La double réfraction accidciilelle dans le champ magnétique. — Aperçus théoriques sur la double réfraction accidentelle des liquides mécaniquement déformés. — De la constitution des colloïdes, des huiles et des vernis. — Aperçus ihéoriqui's sur le phénomène électro-optique de Kerr. — Identité de •ce phénomène avec celui de la double réfraction accidentelle produite par la déformation mécanique des liquides.
N" 27. — La Mécanique des phénomènes fondée sur les analogies (190O); par AI. pKTUovrrcii, Prol'eiseiif à i'Ljiiivei'silti de lîeigrade.
Introduction. — Considérations préliminaires sur les analogies. Esquisse d'une .Mécanique générale des causes et de leurs effets. Eléeiients du schéma. Equations régissant l'action des causes. DiHiuitions analyti(iues des fonctions X. Quelques théorèmes généraux. — Schémîis représentant l'action des causes. — Aperçu sur les applications de la Mécanique générale. — Conclusions générales.
jN° 28. — Bases physiques de la Musique (1906); par H. Bouasse,
Professeur à la Facullé des Sciences de Toulouse.
Iniroduclion. — I. Hauteur des sons. Intervalles. Définition du savart. — II. Échelle des sons. Gamme à tempérament égal. Diapason normal. — III. Résonance. Théorie physique de l'oreille. — I\'. Affinilé des sous. Constitution de la gamme rationnelle. Pi'incipe de tonalité. Modes. — V. Consonances et dissonances. — VI. Modulation et transposition. Des tempéraments. — \ II. Obter\tion des sons. Tolérance de l'oreille. Précision du mécanisme. — VIII. Mesui'e. Rythme. Instruments de percussion.
N° -29. — Les équations aux dérivées partielles à caractéristiques réelles (1907); par U. i)'Adhé.>iak.
Introduction. — Equations du premier ordre à n variables indépendantes. — Equations générales du second ordre à deux variables indépendantes. — Equations du tj'pe hyperbolique à deux variables indépendantes. — Les équations générales à n variables indépendantes, lîsquisse d'une théorie générale des caractéristiiiues. — L'équation des cxides généralisée. — Généralisations et remarque».
N° 30. — Les actions à distance (1910); par G. Co.>ibebiac, Chef de lialaillon du (jéiiie, Docteur es sciences niatliéiiiatiques.
Notations et formules générales. Expression de l'action exercée sur un corps immergé. Sphériques harmoniques. Sphères puisantes et oscillantes. Cas de l'adhérence. Nouvelle expression de la force. Résumé. Sphères faiblement compressibles. Explication de la gravitation d'après M. Korn. .\nneaux infiniment déliés. Action d'un courant parallèle sur un i^ylindre. Action sur un anneau délié, \nalogies hydro-électriques. Mouvement irrotationnel dans un volume à connexion multiple. Mouvements irrotationnels. Propos sur l'Electri- ■cité. Les explications mécaniques en Physique. Noie sur le calcul des qualernions.
N° 31. — Systèmes cinématiques (1911); par L. Crelier, Docteur
es sciences, l*rofesseur au Techriicuni de Bienue, Prival-
Doceiit à l'Université de Berne.
Notes bibliographiques. — Chap. I. Système conchoïdal simple. Génération. Bases. Roulante. Trajectoires. Enveloppe du deuxième côté de l'angle droit. Enveloppe des tangentes aux trajectoires des points de OL. Foyers des paraboles K ,. Enveloppes des tangentes aux trajectoires des points de LP. Sur une parabole spéciale. Construction des normales des paraboles i)récédentes. Etude cinématique de la développée de E. Podaire de E par rapport .à O et généralisation du système conchoïdal. — Cii.vp. II. Système du cappa. Mouvements inverses. Enveloppe du coté f^P. Trajectoires. — Cii.\i'. III. Système stropholdal simple. Mouvements inverses. Trajectoires. Enveloppe du deuxième côté de l'angle droit. Enveloppe des tangentes des conchoïdeset «rthoconchoïdes de strophoïde. Déplacement d'un angle droit dont le sommet décrit une parabole et dont un coté s'appuie sur le foyer. Sur une quartiiiue spéciale. — Chap. IV. Système conchoïdal circuUiire. Appareil coulisseaunianivelle. Enveloppe du deuxième côté de l'angle droit mobile. Equations de l'ellipse et de l'hyperbole en coordonnées tangentielles. — Ciiap. V. Système à deux ornières fixes. Ornières rectilignes orthogonales, obliques. I>éveloppantes d'asiroïdcs. Enveloppe du segment mobile dans le mouvement à deux ornières fixes obliques. ICnvelo()pe d'une droite quelconque du plan mobile. Rosaces. Points de rebroussernent. — Ciiap. \T. Système bielle-manivelle. Enveloppe de la bielle. Courbes parallèles aux enveloppes précédentes.
N" 32. — Théorie de la couche capillaire des corps purs (191 1);:
par Gerrit Bakkeh, Docteur es sciences.
Abrégé historique. Principe de l'Hydrostatique et propriété fondamentiile de la couche capillaire. Théorie de Thomas Young. Considérations cinétiques et statiques. La distribution de la densité dans la couche capillaire. L'énwgie capillaire ou la constante de Laplace. L'épaisseur de la couche capillaii-e. Densité moyenne. La couche capillaire courbe. La couche capillaire plane. Les deux phases homotjènes du liquide et de la vapeur ne peuvent être séparées par un plan. La fonction potentielle des forces attractives. Knergie potentielle par unité de volume. Tensions dans le milieu extérieur. Pression moléculaire. Tension superficielle. Méthode de Laplace, méthode de l'uchs. Calcul de la constante de Laplace au moyen de la pression thermique. Une propriété lie la constante capillaire de Laplace. Equation diirérentielle de la densité dans la couche capillaire. Le potentiel et la force en un point. Epaisseur. Lai pression hydrostatique et l'équation d'état de la couche capillaire.
N° 33. — La Couche capillaire en général (1912); par Geriut
Bakker, Docteur es sciences.
Les Équations de Kelvin. Relation entre la pression hydrostatique /?n en un. point de la couche capillaire, dans une direction normale à la surface de la couche, et l'inverse de la densité. La pression hydrostatique y?/- parallèle aux surfaces de densité constante. Signification physique de la partie croissante de l'isotherme de James Thomson. Théorie de l'ébullition . A température constante, la structure d'une couche capillaire plane ou courbe, adjacente à la vapeur, est parfaitement déterminée par la tension de la vapeur. Tension capillaire et rayon minimum des petites gouttes. Thermodynamique de la. couche capillaire. Le rayon de courbure de la couche capillaire et l'équation de Kelvin. Chaleur de vaporisation et tension capillaire. Equation de l'énergie de la couche capillaire. L'énergie capillaire comme fonction de la courbure de la couche capillaire.
SÉRIE BIOLOGIQUE
N° 1. — La Spécificité cellulaire, ses conséquences en liioiogie générale (1900); par L. I3aru, Professeur à la Faculté de Médecine (le Lyon.
Introduction. — L'indiiïérence et la spécificité cellulaire. — La fixité héréditaire (les types cellulaires dans les organismes adultes. — La constitution desespèces cellulaires au cours du développement. — La spécificité cellulaire et les grands problèmes de la biologie générale. — Index bibliographique despublications de l'auteur ayant trait à la spécificité cellulaire.
N° 2. — La Sexualité (1899); par Félix Le Dantec, Docteur essciences.
Introduction. — Phénomènes essentiels de la reproduction. — Notion de la. sexualité. — Formation des produits sexuels chez les animaux supérieurs. — Les caractères sexuels secondaires. — Sexe somatique. — Sélection sexuelle..
— La fécondation. — La parthénogenèse. — Le sexe du produit dans la reproduction sexuelle et la parthénogenèse. — Epoque de la détermination du sexe.-
— Héca[)itulation. — Théorie du sexe. — Conclusion.
]\° 3. — Les fonctions rénales (1899); par H. Freneel, Professeur agrégé à la Faculté de Médecine de Toulouse.
Structure du rein. — L'urine. — Physiologie de la sécrétion rénale. — La sécrétion rénale interne. — Physiologie patliologique de la sécrétion rénale. — De la perméabilité et de l'insuffisance rénales. — Conclusions.
IV" k. — Les actions moléculaires dans l'organisme (1899); par H. BouDiER, Professeur agrégé à la Faculté de Médecine de Lyon.
Introduction. — Actions moléculaires dans les solides. — Actions molécu- Jaires dans les liquides. — Actions moléculaires entre liquides difi"érents. — Actions moléculaires entre solides et liquides. — Actions moléculaires entre solides et gaz. — Actions moléculaires entre liquides et gaz. — Actions moléculaires dans les gaz.
N° o. — La Coagulation du sang (1900); par Maurice Arthls,
Professeur de Physiologie et de Cliiuiie physiologique à TUni-
sité de Frihourg (Suisse).
Nos connaissances sur la coagulation du sang vers 1890. — La présence de sels de chaux dissous dans le plasma est une condition nécessaire de la coagulation du sang. — Du rôle des sels solubles de chaux dans le phénomène de •coagulation du sang. — Du fibrinferment. de sa nature, des conditions de sa production. — Des propriétés du sang non spontanément cuagulable, obtenu par injection intravasculaire de proléoses, et de la cause de son incoagnlabilité. — Du mode et du lieu de formation, de la nature et des propriétés de la substance anticoagulante engendrée par l'organisme du chien sous l'influence des injections intraveineuses de proléoses. — De l'immunité naturelle ou acquise contre les injections intraveineuses de protéoses. — Du pouvoir anticoagulant du sérum de sang d'anguilles, de certains extraits de tissus, de l'extrait de sangsues. — Des substances qui peuvent provoquer des coagulations intravasculaires : nucléoalbummes, venin de serpent, colloïdes de synthèse. Bibliographie.
N° 6. — Évolution du carbone et de l'azote dans le monde vivant (1899); i)ar P. Mazé, Iiigénieur-Agrononie, Docteur es science, Préparateur à l'Institut Pasteur.
Introduction. — Origines du carbone organique. — Origines de l'azote organique. — Dégradation de la matière organique.
N» 7. — L'Irritabilité dans la série animale (1900); par le 1)' Deints Couktadk. ancien Interne des hôpilaux, ancien chef de lahoratoire à la Fi-culté de Médecine, Lauréat de l'Institut. Historique. — Morphologie, structure, histologie et composition chimique
de la matière vivante. — Conditions de l'irritabilité. — L'irritabilité et ses
manifestations. — iNature de l'irritabilité
N° 8. —La Spéléologie ou Science des cavernes (1900); par
E.-A. Martel.
Définition. — Historique. — Bibliographie. — Programme. — Origine des cavernes. — .Mode d'action des eaux souterraines. — Circulation des eaux dans l'intérieur des terrains fissurés. — Les abimes. Leur origine. — Les
rivières souterraines. Leur pénétration. — L'issue des rivières souterraines. Les sources. Les résurgences. — Contamination des rivières soutei'raines. — La spéléologie glaciaire. — Météorologie souterraine. — Glacières naturelles. — Relations des cavités naturelles avec les liions métallifères. — Les concrétions. Stalactites et stalagmites. — Travaux pratiques. — Préhistoire. Archéologie. Ltlinograpbie. Faune et flore souterraines.
N" 9, — L'Orientation (rgoo); par le ])■■ Pierre Bonnier.
Définition. — La notion d'espace. — Orientation sui\jentive. Sens des attitudes scgmenlaires. Sens de l'attitude totale. — Hapports de Torientation subjective avec la motricité. — Rapports de l'orienlalion subjective avec la sensibilité. — Orientation lointaine. — Domaine psychique de l'orientation.
i\° 10. — L'Assimilation chlorophyllienne et la structure des plantes (1900); par E». (iriffon, IiigéiHenr-AgroïKunc, Docleur es sciences.
Introduction. — L'énergie assimilatrice et sa nature. — Plantes représentant leur structure normale. — Plantes dont la structure a été modifiée par le milieu. — Structure et assimilation. — Conclusions.
N° 11. — L'Évolution du Pigment (1901); par le \)' Cm. Bohn^
Agrégé des Sciences naturelles, Préparateur à la Sorbonne.
Introduction. — De la constitution des pigments en tant que substances chimiques produites par les granules pigmentriires. — Des granules pigmentuires en tant que producteurs des pigments. — Etude biologique des bactéries chromogénes. — Etude biologique des chloroleucites. — Elude biologique des granules pigmentaires des animaux. — Apparition des granules pigmentaires dans les organismes animaux. — .Migrations, infections et contagions pigmentaires. — Modifications du pigment dans les organismes. Virages, atténuations et exaltations pigmentaires. — J-^volution ilu pigment dans les divers groupes du régne animal. — Harmonies pigmentaires. — Conclusions.
N° 12. — L'Hérédité acquise, ses conséquences horiicoles, agricoles et médicales (1901); par M.-J. Costantin.
Préface. — Etat actuel de la question. — Théorie du plasma gcrminatif. — Hérédité dans la reproduiUion asexuée. — Transformisme expérimental et agronomie. — Origine et [>rogrès de la sélection artilicicllc. — (^)uelquesobjections à l'action du milieu. — Maladies. Sélection gennicali'.
N° 13. — Les Phénomènes électriques chez les êtres vivants (1902); par iMauiuci' Mendelssoiin.
Introduction. — Historique. — Phénomènes éleclri(|ues des muscles et desnerfs. — Phénomènes électriques chez l'homme. — l'hénomènes électriques de la peau et des glandes. — Phénomènes électriques des centres nerveux et des organes des sens. — Poissons électriques. — Phénomènes électri(|ues chez les végétaux. — Théorie d'électrogenèse chez les élies vivants. — Cnnsidéralions générales. Rôle des phénomènes électric|ues dans les manifestations de la vie.
W' IV. — Mode de fonctionnement économique de l'organisme (1902); i)ar le I)'' A. I.\ibeht, Professeur à la Facullé de Méde-
cine de l'Universilé de Montpellier, Membre correspondant de TAcadémie de Médecine.
Considérations générales. — Actes mécaniques généraux. — Les musclesantagonistes. — Adaptation des muscles à un fonctionnement économi(|ue. — L'énergétique animale d'après l'œuvre de Chauveau. — Conclusions.
N"' 13-16. — Le Leucocyte et ses granulations (1902); par le !)'■ C. Levadmi, Chef du Laboratoire de bactériologie et d'anatomie pathologique de l'hôpital Brancovano (Bucharest), Lauréat de l'Institut (Académie des Sciences). Avec une préface par le professeur Paul Ehrlicb, Directeur de Tlnstilut de Thérapeutique expériuienlale de Francfort-sur-le-Mcin.
Préface. — Généralités. — Méthode analytique. La morphologie et les réactions colorantes des granulations leucocytaires. — Les espèces leucocj'laires du sang et des organes hématopoïétiques. Globules blancs jeunes (myélocites) et adultes. Relations entre les diverses catégories de leucocytes. — Cytogenése des globules blancs granulés. Variations numériques des heucocytes granulés du sang. Leucocytose. — Eosinophilie hématique. — Eosinophilie locale. — Considérations générales sur les autres cellules granulées ( neutropliiles, Mastzellen). La Mastzellt-n-leucocylose. — Importance des granulations leucocytaires. Leur caractère spécilique.
N" 17. — Les Phénomènes des métamorphoses internes (1902); par J. Anglas, Docteur es sciences.
Introduction. — Transformation et métamorphose. — L'histolyse et l'histogenèse. — Etat actuel de la question. — Mécanisme et déterminisme de la métamorphose. — Histogenèse précédée d'une histolyse peu considérable. — Les processus de l'histol3se. — Les caractères de l'histolyse. — Les processus de rhistogenése. — Le déterminisme de la métamorphose.
N° 18. — La Purine et ses dérivés (1904); par le D"" A. Mounetrat.
Introduction. — Historique des bases xanihiques. — .Méthodes de synthèse de l'acide urique. — Constitution et nomenclature de la purine et de ses dérivés. — .Méthodes de sj'nlhése dans la série puriijue. — Origine et lieu de formation des bases puriques dans l'organisme animal. Variations phj'siologiques et pathologiques des bases puriques. Dosage des bases puriques. — Conclu-^ions et mécanisme de formation des bases puriques dans l'organime anima!.
(Mars 1913.)
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Colb.'ction de volumes in-8 ('23-i4) de 200 à 3oo pages, avec fijïures, cariimnés toile 5 fr.
La Bobine d'induction, par II. Au.magnat. Ciicf du IJmeau des Mesures électriques aux ateliers Carpeniier. N'olume de vi-.>?3 pages avec 109 ligures; igoS.
Histoire des Mathématiques, par Jacques Boyer. Volume de 226 pages, avec 00 fiî;ures ; 1900.
Torpilles et Torpilleurs, piir A. Buillié, Ingénieur des construclions navales. Vulurne de 20 | pages, avec (8 figures et 10 planches; 1898.
La plaque photographique (gélatiaobromute d'argent). Propriétés, le visible, l'invisihle. p.ir R. Colson. Volume de ifi'j pages, avec figures et i planche en chromolilhograpliie hors texte; 1897.
La Vinification dans les pays chauds (Algérie et Tunisie), par J. Dugast, chef de la station œnologique d'Alger. Volume de 22b pages avec 62 figures et nombreux tableaux; 1900.
L'Apiculture par les méthodes simples, par R. Hommkm., ing. -agronome. Volume de 3jS pages, avec 102 figures et 5 planches; 1898.
Théorie des ions et 1 Electrolyse, par A. Hollard. 2° édition. Volume de vn-2jo pages, avec 17 ligures; 1912.
La Mathématique, Philosophie, Enseignement, parC.-A. Laisant. 2" édition. VVjlunie de vii-243 pages, avec 5 figures; 1907.
Mesure des températures élevées, par H. Le Chatelier, Professeur au C<dlège de France, et O. Boudouard, Préparateur à la Sorbonne. Volume de 220 pages, avec 52 figures; 1900.
Opinions et curiosités touchant la Mathématique, d'après les Ouvrages
français des xvi°, xvii" el xvin' siècles, par G. Maupin, licencié es sciences physiques el inathèmatii]ues. 2 volumes de 900 pages, axe,, figures; 1898-1902.
Le Calcul simplifié parles procédés mécaniques et graphiques, par M. d'O-
CAGNE. 2° édili<jn. NOlume de viii-228 pages, avec 70 ligures; igoô.
L'éclairage à l'Acétylène, historique, fabrication, appareils, applications, dangers, par G. Pellissier. Volume de 207 pages, avec 102 figures; 1897.
Les gaz de latmosphère, par "William Ramsay, traduit de l'anglais par G. Charpy, J)' es sciences. Volume de 194 pages, avec 6 figures; 1898.
Les Eaux-de-vie et Liqueurs, par X. Rocques, ingénieur-chimiste. Volume
de 2j) pages, avec âij figures; 1898.
L'Éclairage à incandescence par le gaz et les liquides gazéifiés, par P. TruciioT. \oliiiiie de 25.5 pages, avec 70 figures; 1899.
Les Terres rares. Minéralogie, propriétés, analyse, par P. Truchot. Volume de 3i5 pages, avec 6 figures; 1898.
L'Artillerie, Organisation, Matériel (France, Angleterre, Russie, Allemagne, Italie, Espagne, Tur(juie), par le Commandant Vallieb. Volume de 276 pages, avec 45 figures; 1899.
Équilibre des systèmes chimiques, par J. Willard Gibbs. Traduit par H. Le Chati'Lieh, Professeur au Collège de France. Volume de 211 pages, avec 10 figures ; 1899.
Traction électrique. Constructions et projets, p;ir G. Satti.kr, Ingénieur. i'raduiL |)ar- P. Giuor, Ingénieur des Arts et Manufaclurcs. Volume de V1-195 pages avec i23 figures et 2 planches; 1908.
Les bases physico-chimiques de la Chimie analytique, par le D' W. Herz.
l'iaduil jiar V.. Piinii'iM, Licencié es sciences. \ Olume de VI-167 pages avec i3 ligures; 1909.
Les appareils d'Intégration, |iar II. dk Moimn, Ingénieur civil des Construclions navales. Vol 11 me de iv-208 pages avec 119 figures; 1913.
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