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Les étapes de la philosophie mathématique
■ Les difficultés que la philosophie rencontre aujourd'hui sont liées, pour une bonne part, au problème de la vérité. Elles s'expliquent sans doute par ce fait que les idées longtemps professées sur les méthodes et sur les résultats de la science sont devenues hors d'usage à mesure que le contact s est fait plus étroit entre savants et philosophes. La rupture ili' l'équilibre traditionnel a pris la gravité d'une crise, du jour où elle s'est manifestée dans les mathématiques dont l'humanité avait tiré le type de la certitude inébranlable.
Il y a vingt-cinq ans, lorsque Jules Tannery publiait la magistrale Introduction à la théorie des fonctions d'une varia- '/ih, il semblait que, pour rendre compte des mathématiques modernes, il suffisait de faire appel à la notion claire et distincte du nombre entier. Dans les premières années du xx" siècle, une révolution s'annonce par l'entrée en scène de la logique symbolique. Le concept aristotélicien de classe (ou de fonction propositionnelle) devient la clé de voûte d'un édifice dont les vastes proportions contrastaient avec les bornes de l'arithmétisme, et qui en même temps paraissait jamprunter sa solidité aux éléments du discours pris en général. Mais, sous la pression de la contradiction qu'il y .avait à réaliser l'univers du discours, classe de la totalité des ^classes, l'édifice s'est écroulé. La logistique, subsistant sans ;nul doute à titre de technique formelle, s'avoue impuissante à justifier la mathématique en tant que maîtresse de vérité.
VI AVAXT-PROPOS
Dès lors, par une réaction inévitable, la philosophie mathématique s'est fiée et abandonnée à l'intuition, sans réussir pourtant à se frayer une voie certaine à travers la richesse et la diversité des formes de l'intuition, depuis cette forme réaliste qui, à la base de toute théorie comme à tout moment de la démonstration, exigerait une image, un donné, jusqu'à cette forme mystique, qui dispenserait, non seulement de la représentation sensible, mais encore de la preuve rationnelle.
D'aussi étranges vicissitudes ont déconcerté plus d'un esprit cultivé ; elles ont stérilisé, au point de les transformer en leçons de scepticisme, les enseignement substantiels, et profonds dont des savants hors de pair avaient pris l'initiative. Et si la mathématique n'a pas su conserver le sentiment de la vérité qui lui appartient, tout au moins si elle ne peut plus en produire au dehors les caractères essentiels, il est fort à craindre que les philosophes de profession n'aient plus rien à dire; ou, ce qui reviendrait au même, ils pourront tout dire, avec une chance égale de se mouvoir dans le spécieux et dans le probable, mais sans espoir de rencontrer la raison capable de fixer et d'imposer une solution déterminée. Dans cet état de choses, une seule ressource nous a paru demeurer : ce serait, au lieu de s'engager dans le tourbillon formé par tant de courants contraires, de considérer ce tour-_ billon pour lui-même, de rechercher les conditions de sa|| formation et de son développement. La base de la critique philosophique serait alors dans l'histoire de la pensée mathématique.
Nos travaux antérieurs sur Spinoza et sur Pascal nous avaient déjà conduit à nous préoccuper de cet aspect de l'histoire : les positions que l'un et l'autre penseur ont prises à l'égard de la géométrie cartésienne, nous avaient paru com mander en partie leurs conceptions respectives de la raison humaine et de l'exégèse même. Il fallait maintenant étendre le champ de ces études : si on prétend tirer de l'histoire des leçons utiles, il importe que l'on ne commence pas pai choisir celles que l'on voudrait recevoir. Pour avoir quelquç chance de voir clair dans le problème de la vérité, tel dii
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moins qu'il se présente sur ce terrain privilégié de la mathématique, il était désirable que l'on put se rendre le témoignag'e de n'avoir de parti pris négligé aucun ordre de faits. Ainsi l'enquête sur la philosophie mathématique devait se prolonger à travers le cours entier de la civilisation, sans que l'on supposât au point de départ une définition d'une telle philosophie, sans que l'on préjugeât la forme normale qu'elle était destinée à recevoir. Concurremment avec les penseurs qui se sont élevés à une conception systématique de la mathématique, de son rôle dans l'ensemble du savoir humain, il convenait d'interroger les savants à qui sont dues les méthodes de découverte ou d'exposition, de faire état des procédés rudimentaires que les peuples non civilisés emploient pour les opérations les plus simples du calcul.
Quelle qu'en doive être la conclusion, une telle étude a un intérêt intrinsèque. Il vaut la peine de suivre, chez ceux qui ont associé le génie du philosophe au génie du savant, l'effort tant de fois interrompu, tant de fois renoué, pour parvenir à la pleine conscience de la vérité mathématique, de faire voir sur quelles conquêtes du savoir positif se fondaient les doctrines qui se sont disputé l'empire des esprits, comment chacune d'elles est venue à son rang, à son heure, de contribuer ainsi à mettre plus d'ordre et plus de lumière dans notre connaissance de l'humanité. Hâtons-nous d'ajouter que, depuis les publications de M. Moritz Cantor et de M. Zeuthen, l'histoire des mathématiques est une matière qui s'offre déjà élaborée à la réflexion du philosophe; et, pour rappeler de combien de points d'appui disposait une entreprise comme la nôtre, il suffirait de mentionner quelquesuns de ceux qui, dans ces trente dernières années, ont refait l'accord de la science positive et de la spéculation philosophique : Paul du Bois-Reymond, Georg Cantor, Félix Klein, Hilbert, Henri Poincaré, Paul et Jules Tannery, Milhaud. Lechalas, Mansion, Couturat, Borel, Maximilien Winter, Pierre Boutroux. En outre, au cours de notre travail, nous avons pu recueillir le bénéfice d'études originales qui venaient éclairer certaines parties difficiles de notre recherche. Ainsi, M. Lévy-Bruhl, qui nous avait fait connaître le livre de
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M. Conant relatif aux modes primitifs de numération, apportait, au chapitre v de son ouvrage : Les Fonctions mentales dans les sociétés inférieures, des documents d'un intérêt exceptionnel sur les rudiments du calcul. Dans l'Étude historique et critique de M. Robin : La théorie platonicienne des Idées et des Nombres d'après Aristote, nous trouvions une analyse exhaustive des témoignages d'origine aristotélicienne par lesquels on peut avoir accès à l'enseignement de l'Ancienne Académie. Enfin nous ne saurions dire de combien d'améliorations importantes dans notre exposé nous sommes redevables aux conseils, les plus précieux que nous a3'^ons pu souhaiter, de deux savants dont les noms ont été cités plus haut : MM. Maximilien Winter et Pierre Boutroux'.
Nous voudrions indiquer maintenant comment notre enquête historique nous a guidé vers les conclusions que nous avons soutenues dans les dernières pages de notre travail.
Chaque fois qu'une des grandes disciplines de la mathématique, l'arithmétique, la géométrie, l'analyse infinitésimale, a pris définitivement conscience de soi, nous avons vu se constituer un système qui appuyait sur cette discipline une conception universelle des choses : le pythagorisme, le spinozisme, le leibnizianisme. Pour des causes que le recul du temps permet aujourd'hui de discerner, aucun n'est parvenu à fixer l'équilibre mobile de la pensée. A plus forte raison, les tentatives de l'arithmétisme ou de la logistique pour rattacher la mathématique à une forme qui exprimerait une nécessité permanente, une vérité éternelle, étaient-elles destinées à échouer. L'histoire rend compte du détour de pensée qui a ramené les philosophes vers l'ontologie de Pythagore ou d'Aristote ; mais elle explique aussi, en nous faisant assister à l'évolution des doctrines qui ont eu leur point de départ dans l'interprétation arithmétiste ou logis-
i. Nous tenons à cœur d'associer, dans l'expression de notre gratitude, M. Jean Wahl, agrégé de philosophie, et M. Paul Wahl, ingénieur des ponts et chaussées, qui ont bien voulu nous seconder, de tout leur dévoùment clairvoyant, dans la correction des épreuves.
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tique des ni;illiéniati(|ue.s, pourquoi elles étaient in» aiJiihles (le répondi'c à l'intention dogmatique de leurs fondateurs.
D'autre part, le dévelo|)pement de la science au xix' siècle ne permet pas ([ue, pour en justifier plus aisément les principes, on subordonne la mathématique aux études mécaniques et ph3'siques dont elle deviendrait un simple instrument. La position d'un Kant ou d'un Auguste Comte reflète sans doute les caractères de la période qui, ouverte avec les successeurs de Newton, s'étend jusqu'à Lagrange et à Laplace; elle ne se comprendrait plus en face de la transformation qui s'est accomplie dans l'idée de science expérimentale, en face de la rénovation de l'analyse : depuis Cauchy et depuis Abel, la mathématique moderne a fait la preuve d'une autonomie qui lui a donné le moyen de frayer, dans le domaine des recherches naturelles, des voies inattendues.
Dès lors, l'enquête que nous avons entreprise pourrait paraître se terminer à elle-même, sans laisser subsister de réponse au problème delà vérité, sans apporter le remède au désarroi de la spéculation contemporaine. Mais la succession des systèmes métaphysiques qui ont fait dépendre la science tout entière de formes déterminées de l'intelligence n'est que la moitié de l'histoire. L'autre moitié, c'est la croissance continue d'une pensée que sa richesse a faite toujours plus assurée d'elle-même. La solution positive dont l'histoire nous refuse la formule explicite, il ne se peut pas qu'elle ne la porte dans ses flancs; et nous apercevons même qu'elle était présente chez les créateurs des doctrines classiques, du jour où nous la dégageons de l'apparence de dogme universel et immuable dont ils s'étaient plu à la revêtir, léguant à leurs successeurs la superstition des « formes a 'priori » et « des faits généraux » qui, au xw" siècle, a paralysé la critique philosophique.
Nous le savons aujourd'hui : c'était une illusion de prétendre trouver, par une sorte de divination^ les sources où la science devait s'alimenter, et d'où les eaux iraient tomber dans un canal artificiellement creusé pour les recevoir. Le cours de la mathématique a la spontanéité, il offre les mille accidents d'un fleuve naturel. Pour avoir quelque chance de
X AVANT-PROPOS
reconstituer celles de ses parties que dérobe le brouillard de l'inconscience ou de la préhistoire, il faut l'avoir suivi là où il est permis de le voir se dérouler sous nos yeux, il faut en avoir perçu le rythme habituel. L'analyse critique peut servir d'introduction à l'histoire; mais elle procède de l'histoire. Elle prolonge, pour la faire remonter aussi loin que possible dans le passé, l'attitude qui caractérise la recherche; et elle s'efforce de refondre les notions élémentaires, de façon à les rendre capables de couvrir, dans toute son étendue, le savoir actuellement acquis. Rien ne ressemble moins à l'expérience scientifique que la constatation d'un donné immédiatement fourni par les objets extérieurs; rien ne ressemble moins aux opérations effectives du savant que le déroulement d'un discours purement logique. En fait, dès les démarches les plus simples de l'arithmétique ou de la géométrie, une connexion s'établit entre l'expérience et la raison; et de là s'ouvre la voie où l'intelligence s'émancipe de l'horizon borné des représentations sensibles, où elle acquiert la capacité de pénétrer à une profondeur inespérée les relations constitutiA^^es du réel.
C'est cette voie que nous avions à parcourir, mais dans la mesure seulement où cela pouvait être utile pour voir s'élaborer une conception de la vérité qui romprait avec les formules unilatérales du dogmatisme ou du positivisme sans rien sacrifier pourtant de l'exactitude et de la précision du savoir. Nous avions aussi à indiquer comme cette conception modifie le rôle qui en général est attribué aux mathématiques dans l'ensemble des sciences humaines, A la mathématique considérée dans sa physionomie authentique, il appartient de révéler la liberté des inventions dont les données intuitives ont été seulement l'occasion, la diversité, l'infinité des ressources que l'esprit accumule pour l'organisation de l'univers. Par là elle affranchira la ph3^sique de l'assujettissement dont une interprétation trop étroite des relations numériques ou spatiales avait paru la menacer ; elle offrira une base nouvelle à la psychologie de l'intelligence que, depuis la Logique de Port-Royal, on s'obstine à modeler sur l'appareil extérieur du discours; elle permettra enfin que la philosophie
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scientifique fasse ressortir la solidarité nécessaire, la coopération constante des diverses brandies du savoir, au lieu de s'épuiser dans un vain cITort pour délimiter desfrontières que toute découverte importante de la science est appelée à déplacer ou à supprimer.
Bref, et pour autant que nous aurons su remplir le programme que nous nous sommes proposé, la méditation de la discipline qui a mis dans la recherche du vrai le plus de scrupule et de subtilité, ne risquera plus d'accroître l'incertitude et l'instabilité de la pensée philosophique ; elle raffermira, en l'éclairant, notre confiance dans la sagesse humaine. Suivant la parole que Cournot a prise pour épigraphe du Traité élémentaire de la Théorie des fonctions et du Calcul infinitésimal, Sophi.e germana Mathesis.
LIVRE PREMIER ARITHMÉTIQUE
1. — C'est sans doute un préjugé de croire que les notions les plus simples et les plus anciennement conquises par l'humanité soient aussi celles dont il est le plus facile de reconstituer la genèse et de déterminer la nature. En fait, il n'est guère de notion qui, de nos jours, ait soulevé plus de discussions, qui ait prêté à plus d'interprétations diverses, que la notion de nombre, principe de la science élémentaire par excellence, de l'arithmétique.
La méthode historique, dont nous voudrions faire un usage constant, peut-elle même être directement appliquée à Téclaircissement de la notion de nombre?
L'histoire de la philosophie mathématique s'ouvre avec le pythagorisme, qui est Tune des doctrines les plus éclatantes, mais aussi l'une des plus mal connues, de l'antiquité. Si nous laissons de côté les conjectures sur la part qui revient aux représentants successifs de l'École dans la constitution de la doctrine, ou les connexions souvent étranges et mystérieuses par lesquelles les données purement scientifiques se reliaient à la tradition des prescriptions morales ou des croyances religieuses, un problème subsiste où il serait essentiel d'avoir l'appui d'une documentation positive. Nous aurions à déterminer le progrès d'ordre technique auquel correspond la philosophie du pythagorisme; pour cela nous devrions pouvoir suivre la culture hellénique dans la continuité de sa croissance, savoir ce qu'elle a emprunté aux civilisations de l'Asie ou de l'Egypte. Plus encore, partant du premier système qui
confère une valeur absolue aux objets de la science mathématique, nous aurions besoin de remonter jusqu'aux premières lueurs qui manifestent dans l'humanité l'éveil de la pensée scientifique. Or, ici, l'histoire est presque silencieuse. Nous ne trouvons d'indications suffisamment précises que dans quelques documents égyptiens d'une antiquité reculée, dont le papyrus Rhind demeure le plus important.
Notre seule ressource est de tourner la difficulté, de substituer aux recherches sur l'ère primitive de nos civilisations, les observations que, de nos jours, on fait directement sur les sociétés inférieures. L'ethnographie, exerçant une sorte de fonction vicariante, permet de combler en une large mesure les lacunes de la préhistoire, et, par une hypothèse qui est assurément invérifiable, mais qui du moins a pour elle la vraisemblance, de rétablir dans ses grandes lignes le cours naturel de l'évolution humaine.
Ainsi l'étude de la constitution de l'arithmétique comportera Texamen de trois questions distinctes :
1° De quelle manière les hommes elTectuent-ils les premières ■ opérations du calcul?
2° Quels résultats étaient obtenus dans la pratique au moment de la rédaction du papyrus Rhind?
3° Comment la science des nombres a-t-elle conduit, dans l'Ecole pythagoricienne, à une représentation intégrale et à une explication de l'univers?
2. — Ces trois ordres de recherches, dans l'état actuel de noire information, ne se font pas suite l'un à l'autre, non seulement parce qu'ils n'appartiennent pas à une même histoire, mais aussi parce que logiquement ils se déroulent dans des plans différents. Lorsque nous étudions le pythagorisme, nous avons pour tâche de déterminer la conception que les Pythagoriciens se faisaient de la science, la portée qu'ils attribuaient à la notion de nombre et aux relations numériques ; notre exposé doit coïncider avec la réflexion consciente des penseurs du vi* ou du v^ siècle avant Jésus-Christ. Au contraire, lorsque nous étudions les procédés de calcul ou de numération dont les peuplades de rOcéanie ou du Brésil central font usage, nous avons affaire à des phénomènes dont les esprits humains sont le siège, mais qui ne sont pas pour ces mêmes esprits l'objet d'une réflexion consciente. Les « non civilisés » se livrent à des actes d'échange, à des opérations de calcul, sans avoir aucune idée des règles d'égalité, des lois d'addition ou de multiplication qui confèrent à leurs pratiques un caractère de vérité ; le sociologue est placé devant
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!a pensée primitive donl il essaie de saisir l'évolution, comme le ahysicien ou le physiologiste devant la nature extérieure dont il essaie de fixer les lois.
,.Les éludes qui constituent ce premier livre seront donc faites de deux points de vue diflerents. Nous examinerons les premières manifestations de lart de compter du point de vue critique où la science se place aujourd'hui afin de rétablir le déternainisme mental dont ces manifestations soni le produit, tandis que l'analyse des spéculations pythagoriciennes nous reporte aécessairement dans le cadre du dogmatisme antique.
Une semblable duahté paraît inévitable; elle est liée au progrès même de la science, qui montre la disproportion entre la sroissance spontanée des phénomènes sociaux et la représentation que les sociétés s'en font. L'étude comparée des religions lonne, par exemple, de l'origine effective des croyances chréiennes une idée qui n'a aucune commune mesure avec les sysrines de théologie que les docteurs des Églises chrétiennes ont •'Mistruits ù dilTérenles époques. Gomme le dit fort bien 1. Lévy-Bruhl ; « Les Australiens connaissent admirablement os rites, cérémonies et pratiques de leur rehgion si compliquée : I serait ridicule de leur en attribuer la science. Mais cette science [uil leur est impossible même de concevoir, les sociologues établissent '. »
D'autre part il y a des raisons de croire que cette dualité sera nstructive. Pour comprendre le passage de la langue latine à a langue française, on a été amené à distinguer deux modes le formation : le mode populaire, obéissant à des lois aussi lalurelles, aussi spontanées, aussi nécessaires que les lois de "univers physique, et qui régissaient le langage des foules du noyen âge, comme les formules de Galilée régissent la chute les corps, — le mode savant, émané de la rétlexion ultérieure, le la volonté systématique des grammairiens qui ont édicté une orte de code pour la naturalisation du vocabulaire latin. Peut- 'tre les ambiguïtés auxquelles donnent lieu les problèmes, et 'idée même, de la philosophie mathématique, commenceront- ;lles à se dissiper si en étudiant la formation des principes nathématiques nous pratiquons une distinction analogue. En l'autres termes, nous ne devrons pas nous borner à enregistrer 3s notions d'ordre philosophique qui se sont greffées à tel ou tel loment sur les propositions positives de la science et qui ont éfini le cadre que la tradition dogmatique impose à la justifi-
t. La Morale et la Science des Mœurs, 1903, p. 196 (Paris, F. Alcan).
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cation métaphysique de la science. Par delà ces notions nous chercherons à dégager l'activité spontanée dont cette tradition dogmatique risquait d'altérer l'accent et de méconnaître la fécondité, mais qui, en dépit des interdictions a priori et des limitations définitives, a poursuivi à travers l'histoire le cours de ses conquêtes. Et il nous sera d'autant moins malaisé de suivre ces deux courants de pensée dans la multitude de leurs transformations et de leurs dérivations, que la constitution de l'arithmétique nous aura d'abord donné l'occasion de les saisir au point le plus rapproché de leur origine, qui est aussi le point de leur écart extrême.
CHAPITRE PREMIER
L'KTIINOGUAPIIIE KT LES FHEiMIÈRES OPÉRATIONS NUMÉRIQUES
•i. — A la curiosité du philosophe qui cherche comment s'est introduit dans Thumanité l'usage du calcul et des termes numériques, une ample matière est offerte par les observalions ethnographiques. Après l'ouvrage classique de Tylor : Primitive cultive \ dont la première édition remonte à 1871, M. Lévi-Léonard Conant a publié une monographie extrêmement riche : The mimber concept, ils origin and developmenl, New- York, 189G. Tout récemment enfin le sujet a été renouvelé par M, Lévy-Bruhl dans le chapitre v de son ouvrage sur Les Fonctions mentales dans les Sociétés inférieures (1910), chapitre intitulé : La Mentalité prélogique dans ses Rapports avec la Numération.
Nous mettrons à contribution la moisson de faits qui est recueillie dans ces trois ouvrages; mais nous sommes particulièrement redevable à I\I. Lévy-Bruhl qui a fourni l'indication initiale dont toute étude ethnographique doit procéder, en insistant sur l'opposition entre nos habitudes logiques et la mentalité primitive. Dans les naiions civilisées, la numération précède le calcul; les enfants y apprennent les noms des nombres avant d'être en état de distinguer les valeurs numériques. Si pendant cette phase transitoire on leur demande combien il y a devant eux de bonbons ou de fruits, ils disent au hasard tous les noms de nombre qu'ils connaissent. Il est à remarquer qu'une observation analogue a été faite par les missionnaires qui ont enseigné l'arithmétique aux indigènes suivant l'usage européen, en commençant par la généralité de l'idée abstraite. Ainsi, au témoignage du P. Dobrizhoffer, les Guaranis du Paraguay qui
1. Traduit on français par Mme Bninct, La cwilisalion primitive, 2 vol., 1876.
dans leur langue ne vont pas plus loin que 4 « savent tous énoncer les nombres en espagnol; mais en comptant ils se trompent si facilement et si fréquemment qu'on ne peut être trop défiant à leur égard en pareille matière* «. Les Abipones également « ne peuvent pas supporter d'avoir à compter : cela les ennuie; par suite, pour se débarrasser des questions qu'on leur fait, ils montrent nïmporte quel nombre de doigts^ ».
Or Aoici qui est caractéristique : ces mêmes Abipones ne se tromperont plus quand leur pensée, au lieu d'être surplombée et comprimée par un langage qui lui est étranger, redeviendra libre de suivre son cours originel, quand elle pourra s'appuyer sur la vision directe des choses, sur la représentation du lieu qu'elles occupent, de la masse spéciale qu'elles constituent par leur ensemble. Quand ils marchent en troupes, entourés de chiens de tous côtés, « j'ai souvent admiré, dit le P, Dobrizhofîer, comment sans savoir compter, ils pouvaient s'apercevoir immédiatement qu'un chien manquait à l'appel sur une meute si considérable^. » Assurément, si l'on convenait de réserv^er le nom de calcul aux combinaisons qui impliquent un système régulier de numération, il faudrait, avec le P. Dobrizhofl'er, dire que les Abipones ne comptent pas. Mais ce ne serait qu'une façon de parler : en fait, puisque les Abipones sont capables d'opérations dont les résultats équivalent à ceux de notre calcul, ils savent compter « à leur manière » ; il y a un calcul qui est indépendant dos systèmes réguliers de numération, qui le précède et le rend possible.
Pour saisir l'éveil de la pensée mathématique, nous relèverons, dans les recueils que nous avons cités, les procédés les plus élémentaires de ce calcul. Nous les présenterons pour la clarté de l'analyse dans l'ordre de complexité croissante, mais sans prétendre, loin de là, qu'une expérience empruntée à des peuples de régions très éloignées et de niveaux intellectuels forts différents, doive se disposer dans un ordre unilinéaire.
SER lATION ET CORRESPONDANCE
4. — Le plus simple, le plus « primitif», des procédés qui peuvent fournir l'équivalent du calcul, nous paraît être celui
1. Historia de Abiponibus, equestri bellicosaque Paraquarix nalione. Vienne, 1784, P. II, p. 174, cité par M. Lévy-Bruhl, op. cit., p. 207.
Ibid., p
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(Joui Tvlor a signalé l'emploi en Australie, en Malaisie, à Madagascar' : on donne aux enfants des noms qui sont fixés suivant Tordre de la naissance de telle sorte que chacun de ces noms devient comme un numéro. Voici un tableau emprunté à la relation d'Eyre, l'explorateur de l'Australie : «( Dans le district d'Adélaïde et chez les tribus du Nord, Moorhouse a trouvé que des enfants qui viennent au monde reçoivent, dans l'ordre de leur naissance, des noms numériques, une variation dans la terminaison constituant la dilTérence du nom pour les garçons et pour les filles.
Le 1" enfant serait appelé ou Kerlaineru (garçon) ou Kertanya (fille)
Le 2" — — ou Warritya — ou Warriarto —
Le 'i'^ — — ou Kudnutya — ou Kudnarto —
Le 4'^ — — ou Monaitya — ou Monarto —
Le 5"" — — ou Milaitya — ou Milarto —
Le 0" — — ou Marrutya — ou Marruarlo —
l^e 7'' — — ou Wangutya — ou Wangwarto —
Le S'' — — ou Agarlaitya — ou Ngarlarto —
i,e 9*^ — — ou Pouarnn- ».
Les Australiens n'ont pas de nombre cardinal au delà de Irois^; l'Australien père de neuf enfants saura dire si sa famille est au complet sans qu'il ait cependant la représentation du nombre neuf, sans qu'il ait l'idée abstraite du nombre cardinal ou même du nombre ordinal; il ne compte pas jusqu'à neuf; mais il pousse jusqu'à ce terme que nous disons être le neuvième, la distinction qualitative des termes qui composeraient à nos yeux une série ordonnée. En un mot il supplée à la numération par le moyen de Vénumération.
5. — A ce premier stade, la pensée numérique semble contenue dans les choses, plutôt qu'elle n'est présente à l'esprit de l'homme. Ce sont les circonstances biologiques qui font que chaque enfant apparaît doué d'une sorte de signe temporel, et que l'ensemble des enfants forme une série ordonnée. C'est alors un progrès important que de généraliser l'idée de Vordre qui est sous-entendue dans la distinction qualitative des termes de la série ; de telle sorte qu'au lieu de s'appliquer à un groupe d'individus toujours les mêmes, cette distinction devient un point de repère pour l'ordination d'objets quelconques.
Ibid., p
A ce nouveau stade il n'y a pas encore de noms de nombre ; mais il y a des équivalents concrets de la numération. Les observations concordantes que M. Lévy-Bruhl a réunies, font voir avec clarté les pratiques encore complexes de cette pensée à Tétat naissant. Nous citerons seulement Tune de celles qui ont trait aux îles Murray, dans le détroit de Torrès. « Ici, les seuls nombres des indigènes sont netat = 1 et neis = '2,. Au-dessus, ils procèdent par réduplication, par exemple neis Jieîai=i'i, i:=:'6: neis neis^='È,'^= A, etc., ou en se rapportant à quelque partie du corps. Par cette dernière méthode ils peuvent compter jusqu'à 31. On commence par le petit doigt de la main gauche, puis on passe par les doigts, le poignet, le coude, l'aisselle, l'épaule, le creux au-dessus de la clavicule, le thorax, ensuite dans l'ordre inverse le long du bras droit, pour finir par le petit doigt de la main droite' ». Ainsi, « dans une question d'affaires, dit un observateur particulièrement pénétrant des tribus occidentales du détroit de Torrès, un homme se rappellera jusqu'à quel point de sa personne un nombre d'objets était allé, et en recommençant par son petit doigt gauche, il retrouvera le nombre cherché - ».
Une telle opération est évidemment un procédé de correspondance; il importe seulement, en introduisant cette expression devenue si lamilière aux savants contemporains, de lui conserver sa signification originelle, qui est toute qualitative : la portée de la correspondance s'épuise dans la relation d'un signe à une chose signifiée, d'une série de signes à une série de choses signifiées. L'extension et la précision que comporte cet emploi de signes et de correspondances est mise en lumière dans une observation de Brooke, faite sur les Dayaks de Bornéo, que M. Lévy-Bruhl nous a fait connaître et qui est trop remarquable pour que nous ne la reproduisions pas en entier : « Il s'agit d'aller faire savoir à un certain nombre de villages, qui s'étaient insurgés, puis soumis, le montant des amendes qu'ils auront à payer. Comment le messager indigène s'y prendra-t-il? — « Il apporta quelques feuilles sèches, qu'il sépara en morceaux ; mais je les lui changeai pour du papier, plus commode. Il disposa les morceaux un à un sur une table, et se servit en même temps de ses doigts pour compter, jusqu'à dix; il mit alors son
1. Ilunl, Ethnograpliical noies on the Murray Islands (Torrès Straits), Journal of the Anthropological Institute of Great-Britain (par abréviation J. A. 1.), vol. XXVIII, année 1899, p. 13 (Lévy-Bruhl, p. 2Û9).
2. Haddon, The Elhnography of the Western Tribes of the Torrès Straits, Ibid., t. XIX, année 1889, p. 304 (Lévy-Bruhl, p. 210).
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pied sur la lablo, et on compta chacpio doigt on môme temps (ju'un bout do papier, correspondant au nom d'un village, avec lo nom de son chef, le nombre de ses guerriers et le montant de l'amende. Quand il out épuisé les doigts de pieds, il revint à ceux des mains. A la (in do ma liste, il y avait quaranto-cinq bouts de papier, arrangés sur la table. Il me demanda alors de répéter à nouveau mon message, ce que je fis, pendant que luimême parcourait ses morceaux de papier, et ses doigts des pieds et dos mains, comnio auparavant. « Voilà, dit-il, nos lettres à nous; vous autres blancs, vous ne lisez pas comme nous. » Tard dans la soirée, il répéta le tout correctement, en mettant le doigt sur chaque bout do papier successivement, et il dit : « Allons, si je m'en souviens domain matin, tout ira bien; laissons ces papiers sur la table, » après quoi il les mola, et il en fit un tas. Aussitôt lovés le lendemain matin, lui et moi nous étions à cette table; il rangea les bouts de papier dans l'ordre où ils étaient la veille, et répéta tous les détails avec une parfaite exactitude. Pendant près d'un mois, allant de village en village, loin dans l'intérieur, il n'oublia jamais les différentes sommes, etc. ' »
L'usage de ces morceaux de feuilles sèches ou de papier extériorise l'opération do correspondance qui permet à l'indigène de suppléer au calcul numérique des peuples civilisés. Les nombres qui lui sont proposés sous la forme cardinale sont traduits on une série dont les termes successifs sont rapportés au système ordinal formé par les doigts des mains ou dos pieds.
La fixité dos signes locaux qui composent ce système permet do se reconnaître avec aisance et exactitude au milieu de comptes assez compliqués; et cependant l'expression du concept numérique n'est pas encore constituée. Par exemple, à JMuralug, le nombre 5 se désigne d'un mot, nabiget, qui dérive de get, main; mais « on ne saurait dire que nabiget soit le nom du nombre 5; il veut dire seulement qu'il y a autant d'objets en question, qu'il y a de doigts dans la main - ».
Haddon, op. cil., p. 303 (Lévy-Bruhl, p
signes purement abstraits; car il n'y a pas d'expression abstraite qui n'ait commencé par être une dénomination concrète. A proprement parler, il n'est même pas besoin d'une nouvelle opération psychologique ; la pensée arithmétique ne peut être ni plus complexe, ni plus assurée d'elle-même, que dans la supputation telle que nous venons de la décrire. Seulement l'habitude accomplira son œuvre ordinaire de tassement et d'économie : à force de parcourir, pour chaque problème à résoudre, les différents doigts des mains et des pieds, ou les différentes parties du corps qui sont les termes de la série de référence, on n"a plus la peine de refaire ce travail préliminaire. La mémoire en fixe le résultat, elle retient le rang de chacun des termes comme exprimant le résultat d'un calcul antérieur, comme étant donné à l'avance pour le calcul futur. Il est possible alors, en nommant ce terme, d'évoquer en une seule image, en une collection simultanée, ce qu'il avait fallu se donner d'abord par une série de mouA^ements successifs ; dans renonciation du mot qui signifiera main, se trouvera impliqué le souvenir de tous les doigts qui ont été touchés ou levés au préalable. Le mot s'enrichit ainsi d'un sens numérique cardinal qui finit, dans les langues des peuples civilisés, par effacer la représentation originaire. Autrement dit, la notion abstraite du nombre est formée quand l'image sonore, à quelque intuition concrète qu'elle se rattache, est capable de jouer à elle seule le rôle que les morceaux de papier jouaient dans le calcul de l'indigène de Bornéo.
Seulement, tandis que ces morceaux de papier tenaient leur capacité numérative dune association toute passagère par laquelle l'indigène les avait reliés à des opérations particulières, l'association qui fait la signification de ces images sonores est une association rendue constante par l'usage, par la transmission héréditaire; elle dispense l'individu de refaire les opérations génératrices du calcul et, ainsi, s'accomplit le passage de la pensée spontanée qui a permis de constituer un système de numération, à la pensée de forme logique qui s'appuie sur les règles de la numération.
7. — En insistant sur les opérations qui ont pour centre la notion de deux, nous aurons l'occasion de marquer les traits les plus significatifs de ce passage. Z)e«a; fournit naturellement à la numération la base la plus simple.
La première représentation numérique est le couple. Certains indigènes d'Australie savent seulement répartir un ensemble d'objets en tas réguliers de deux unités, sans arriver à poser à propos de ces las la question de nombre. Il arrive alors que s'ils
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ont se|)l objets placés devant eux sur niic table, par oxcmpU; des épingles, ils verront bien qu'ils nont plus leur compte lorsqu'on en enlève un ; mais qu'on en enlève deux, ils ne s'apercevront plus de la soustraction parce qu'en fait ils ne sont capables de distinf^ucr (jne les nombres pairs et les nombres impairs'. Ce procédé rudimentaire explique assez bien comment les couples arrivent à jouer le rùlr d'unités numériques. Ainsi « à l'île du duc d'York, on compte par couples, et l'on donne aux couples des noms diflerents suivant le nombre qu'il y en a. La manière polynésienne était d'employer les nombres en sousentendant qu'il s'agissait de tant de couples, et non de tant d'objets. Hokorua (50) voulait dir."" quarante, c'est-à-dire vingt paires ^ ».
La duplication devient une opération primitive qui est capable de contribuer, comme l'addition, à la formation des quantités numériques. De fait, une curieuse observation du D'^ Stephan", qu'a relevée également M. Lévy-Bruhl, montre les indigènes de la Nouvelle-Poméranie se servant de la même combinaison linguistique sanaul lua, c'est-à-dire 10 et 2, pour exprimer, suivant le groupement habituel des objets auxquels ils l'appliquent, ou 10 + 2, ou 10x2. « Manifestement, dit le D"" Stephan, ils n'éprouvent pas le besoin de distinguer dans le langage, parce qu'ils ne comptent jamais abstraitement et ne se servent que de nombres accompagnés de substantifs, par exemple : 12 noix de coco, 20 tubercules de taro, un tas de 10 servant d'unité dans ce dernier cas. Alors on voit bien s'il s'agit de 10 noix de coco plus 2, ou bien de 2 tas de 10*. »
1. Gurr, The Australiait races, t. I, Melbourne, 188G, p. 32 (Conant, p. 104).
2. Codrington, Mélanésien languages, Oxford, 188o, p. 241 (Lévy-Bruhl, p. 220).
3. Beilràge zur Psychologie der Bewohner von Neu-Pommern, Globus, Braunschweig, 1905, t. LXXXVIII, p. 206 (Lévy-Bruhl, p. 221).
4. Il est intéressant de retrouver la même dualité de combinaison à un stade beaucoup plus avancé de la culture mathématique. Pour la formation des puissances successives de la quantité inconnue, la terminologie de Diophante, qui s'explique tout naturellement par l'analogie des dimensions spatiales, consiste dans l'addition des exposants : la puissance cinquième se désigne par ÔTjva[jiô-/.-j3ov, la puissance sixième par ■/.•jpôy.^jpov (Ariih., liv. I, éd. P. Tannery, t. I, Leipzig, 1893, p. 8). Au contraire, les Hindous conviennent de multiplier les exposants : yarga signifiant la seconde puissance et g'hanala troisième, varga-g'hana est la puissance sixième, (/Viana-g'Aana, la puissance neu- ■vième.(Colebrooke Algebra with arithmetic and mensuration from the Sanscrit of Brahmegupta and Bhascara translated, Londres, 1817, Lilavati, § 23, p. 10, n. 3). Les mathématiciens arabes ont puisé aux deux sources (Ibid., Dissertation préliminaire, p. xni). De là, les équivoques que les historiens signalent dans les ouvrages latins du moyen âge, la même expression quadratocubus signifiant ou la cinquième ou la sixième puissance suivant que l'auteur se référait à des
Ailleurs, enfin, la différenciation du langage accompagne la différenciation du nombre : les Dinka, dans la région du Haut- Nil, ont la terminologie suivante :
3 = wdyets
d'où ils disent pour 7, wderoii; pour 10, wlyer ou wtyar, c'està-dire, suivant Friedrich Mûller', qu'ils forment les deux combinaisons 5 H- 2 et 5 X ^.
Ainsi donc deux types de combinaison régulière peuvent se trouver où le nombre deux joue le rôle fondamental. L'un est purement additif, c'est celui qu'Haddon a trouvé chez les indigènes du détroit de Torrès : « il n'y a en fait que deux nombres, urapiin et okosa, qui sont respectivement un et deux dans le langage de l'Occident. Trois est okosa urapun, quatre est okosa okosa, cinq est okosa okosa urapun, six est okosa okosa okosa, après quoi on dit habituellement ras ou un tas- ». Dans l'autre deux se trouve un multiplicateur : ce système a laissé des traces dans la numération des Karens de l'Inde où le Rev. F. Mason' a trouvé la terminologie suivante (échelle des Bghai).
1 =: Ta
2 = Kie
Theu A = Lwie 3 = Yay 6=Theut/io (3x
l = T/ieuihota (3x2) + l S=zLwietho (4x2) 9 = Lwieihota (4 x 2) h- 1 10= Tashie
textes d'origine grecque ou d'origine hindoue. (Tropfke, Geschichte der Elementar-Mathematik in syslematischer DarsieUung, Leipzig, t. I, 1902, p. 186.)
1. Grundriss der Sprachwissenschaft, t. I, p. ii. Vienne 1877, p. 55 (Gonant, p. 147). L'interprétation du savant linguiste est d'ailleurs confirmée par la suite de l'échelle : 11 == wtyer ko tok, c'est-à-dire 10 -|- 1 ; 20 = wtyer-rou, c'està-dire 10x2.
Op. cit., p. 303 (Lévy-Bruhi, p
3. Journal of the Asiaiic Society of Bcngal, année 1865, t. II, vol. XXXIV, Calcutta, 1866, p. 245 (Gonant, p. 112).
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H. — La diversité des procédés numériques auxquels donne lieu l'usage de la notion de deux se rencontre également, et à un degré plus haul, dans l'emploi du système quinaire.
Tout d'abord c'est un problème à résoudre que d'arriver jus- (ju'à la supputation de tous les doigts de la main, jusqu'à la représentation du nombre cinrj. L'exemple des Bakaïris, dont M. Karl von Steinen a donné une observation très complète*, montre combien le problème est ardu, et quelle distance sépare l'usage des doigts pour le calcul et la connaissance du nombre des doigts. Le mouvement des doigts intervient d'une façon constante dans le calcul des Bakaïris. Pour compter un petit tas de grains de maïs, le Bakaïri commence par répartir les tas en groupes réguliers de deux grains; le premier groupe, est facile à évaluer pour lui, car il dispose de deux noms de nombre : lokale et ahage. Il lève le petit doigt de la main gauche en prononçant le premier nom, le doigt voisin en prononçant le second. Puis il continue en juxtaposant les noms un et deux en même temps qu'il lève les doigts suivants; mais à partir du second groupe la main droite entre en scène, le Bakaïri touche le nouveau grain de maïs, et le représente par le nouveau doigt qu'il lève. Comme le dit M. Karl von der Steinen, « la main droite touchait, la main gauche comptait- ». Le procédé de calcul ne va pas au delà de 6. Au moment où le Bakaïri arrive à 6, il intervertit les mains, il lève les doigts de la main droite dans l'ordre où il a levé les doigts de la main gauche; mais il cesse de combiner les termes élémentaires qui désignent un ou deux, il n'efl'ectue plus d'évaluation nouvelle, il se borne à répéter le même mot : merci, c'est-à-dire : celui-ci. La pensée arithmétique ne se manifeste plus que par une mimique établissant une correspondance entre les objets et les doigts. Si lestas de grains que l'on présente au Bakaïri dépassent dix, il a recours aux doigts de pieds; s'ils dépassent vingt, il se prend les cheveux et il les tire dans toutes les directions'. Mais dans les limites même où il est capable
1. Vnler den Nalurvôlkern Zentral-Brasiliens Reiseschilderung iind Ergebiiisse der zweiten Schingu- Expédition (1887-1888), lîprlin 1894, p. 406 et suiv. Cf., du inèiiie auteur, Die Bakaïri-Sprache, Leipzig, 1802, p. 7U.
3. L';ippol aux cheveux de la tète a été signalé par Ilawlrey, The Lengua Indiaits of Ihe Paraguayan Chaco, J. A. I., XXXI, année 1901, p. 296 (Lévy-Bruhl, p. 219). '< Les Lenguas peuvent compter sans trop de difficultés jusqu'à vingt,
de lormer une combinaison numérique, jusqu'au nombre 6, le Bakaïri ne pratique pas à vrai dire le calcul digital; il compte avec les doigts, il ne compte pas les doigts eux-mêmes. A chaque problème qu'on lui propose il recommence l'opération, sans se servir du nombre de ses doigts comme d'un compte tout fait, d'un barème pratique, qui dispense d'une addition nouvelle, qui permette enfin de réaliser des « économies de pensée » ; or c'est cela qui constituerait à proprement parler le calcul digital.
9. — La phase intermédiaire dans l'établissement de ce calcul est représentée par la distinction qualitative des doigts successivement énumérés. Nous retrouvons ici un cas particulier du procédé général que nous avons décrit au § 5. L'exemple des Bugilaï, de la Nouvelle-Guinée anglaise marque la transition de la façon la plus curieuse. Le R. P. Chalmers a trouvé chez eux les noms de nombre suivants :
i =:: Tavangi&a (petit doigt de la main gauche)
'i = Meta kina (doigt suivant)
3= Guigimeta kina (doigt du milieu)
■4 = Topea (index)
Manda (pouce
Tandis que dans la suite de la numération les Bugilaï se servent du bras et de la poitrine :
6 = Gaben (poignet)
7 = Trankgimbe (coude)
8 = Podei (épaule)
9 = Ngama (sein gauche) 10 = Dala (sein droit) \
10. — Pour conquérir le nombre cinq, il reste à détacher de cette série hétérogène les termes capables d'être compris dans une intuition d'ensemble et qui forme collection ; le contraste entre les cinq premiers éléments et les cinq derniers du vocabulaire des Bugilaï montre à quel point la disposition anatomique des doigts de la main était propice à la transformation de la série ordinale en collection cardinale. Les doigts delà main ont
en se servant des doigts de leurs mains et de leurs pieds. Après cela ils ; disent beaucoup, et pour un nombre très élevé ils mettent à contribution les \ cheveux de la tête. »
1. Vocabularies of ihe Bugilaï and Tagoia dialecls, 3. A. I., XXVII, 1898, p. 139 (Lévy-Bruhl, p, 216).
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le pri\ilèi;-e d'èlrc ù la fois mobiles cl rcprcsentables, de telle façon qu'ils peuvent tour à tour jouer le double rôle d'instruments pour compter et d'objets à compter, A cet égard une sorte de division du travail s'établirait entre les deux mains. En s'aidant d'une remarque de Cushing', on expliquerait ainsi cette particularité que les peuples non civilisés qui se servent du calcul digital l'exercent, à peu d'exceptions près, sur la main gauche : comme la main droite est celle avec laquelle on a pris l'habitude d'agir, c'est à la main droite que le sauvage recourt pour toucher successivement les doigts dont il fait le compte ; et ce sont naturellement les doigts de la main gauche qui sont les objets à compter et auxquels s'applique le nom qui désigne une notation numérique ou plus exactement qui sera employé plus tard en guise de notation numérique.
Comment se constitue cette synthèse entre les mouvements et les représentations? La traduction donnée par Cushing des mots désignant chez les Zunis du Nouveau-Mexique les cinq premiers nombres le montre à merveille :
1 = Topinle = pris pour commencer
2 = Kwilli = levé avec le précédent
3 = Ha'i =^ le doigt qui divise également A=:Aivite = tous les doigts levés, excepté un o = Ôpte = l'entaillé-.
Un est l'intuition simple du terme qui est l'objet du mouvement; deux la juxtaposition des termes qui sont les objets des mouvements successifs. D'autre part cinq est la fin du mouvement qui a levé successivement tous les doigts de la main jusqu'à Yentaillé, c'est-à-dire jusqu'au pouce. La représentation de ce mouvement total, effectué avec tous les doigts de la main, est supposé dans la dénomination de trois et de quatre, quatre résultant d'un retour en arrière où est déjà le germe de l'opération soustractive, et trois traduisant le sentiment qu'on est au milieu du chemin, qu'il reste à lever autant de doigts qu'on en a levé antérieurement^.
1. Voir l'article Manual concepts : a study of the influence of hand mage on culture growth : « Si l'on admet l'universalité de l'usage de la main droite et de la tendance à compter avec les doigts, alors la main droite a toujours été le compteur, les doigts de la main gauche les unités comptées. » American antliropologist, 1892, p. 292.
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H. — Pour l'extension du vocabulaire numérique, à partir du nombre cinq, la même variété de procédés s'est ofterte aux observations. L'opération la plus simple est celle qui est appliquée par les Zunis et qui donne : pour (5, topalïk'ya, c'està-dire un autre ajouté à ce qui est déjà compté; — pour 7, kwillïk'ya, c'est-à-dire deux amenés et levés avec le reste; — pour S,hailïk''ya, c'est-à-dire trois amenés et levés avec le reste.
John Murdoch, a relevé chez les Esquimaux du Gap Barrow* des formes analogues :
l = atauzik: 6=^atautyimin akbinigin hidlimut, c'est-à-dire, une fois sur le plus proche {main ou pied), et cinq; qui peut se simplifier en sousentendant iudlimut {cinq ou une main), et même en sous-entendant encore alautyimin (une fois).
'2, = ma'dro; 1 = ?yiadro'nin akbinigin (deux fois sur le plus proche).
'6=.pïnasum; ^=zpinas\min akbVnigin (trois fois sur le plus proche).
Les dénominations numériques se correspondent pour 1 et 6, pour 2 et 7, pour 3 et 8; cette correspondance met sur la voie des anomalies de numération relevées par M. Conant dans le recueil où nous avons puisé tant de fois. Il emprunte auxEssays de Latham ^ des échelles, relevées dans des îles océaniennes, où 1 et 6, 2 et 7, 3 et 8, 4 et 9, 5 et 10 sont désignés par les mêmes mots :
uao mimique intéressante pour la représenlalion du nombre six. On sépare sur la main gauche le pouce et l'index des trois doigts restants, on joint aux deux premiers doigts le pouce de la main droite, et on dit trois de chaque côté, ce qui donne, pour Vapé = 3, elkkc-Vapé = 6. Compte rendu du Congrès international des Amcricanistes de 1877 (Luxembourg), t. Il, tableau VI à la suite de la page 244. — Non moins curieux est le « manège » des Diné-Dindjié du Canada, dont on trouvera la description, empruntée au Dictionnaire de la langue Déné-Dindjié, de Petitot, dans l'ouvrage de M. Lévy-Bruhl, p. 233.
1. Notes on Counting and Measiiring among the Eskimo of the Pointe Barrow, American Anthropologist. I. III, 1890, p. 38, etsuiv., cf. Tylor tr. Brunet I, 286.
2. il. G. Latham, Opusciila, Essays, chiefly Philological and Ethnographical, Londres et Leipzig, 1860, p. 247 (Conant, p. 67).
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Balad Uea
1= parai = {\ i=zlahi= (}
^^zparoo = 7 '2=zlua = 7
3=parr/en= H \\ = tola= 8
\= parhai = <) A=:fa=[)
ri = parn im = 10 5 = ///n a = 1 0
Aux yeux de M. Conant ces échelles sont paradoxales jusqu'à l'invraisemblance, et il en est nécessairement ainsi quand on :*nppose que l'expression verbale épuise tout le mécanisme delà pensée arithmétique. Mais il n'en est plus de même si l'on est •oiivaincu que l'expression n'en constitue qu'une partie et que i<'< i^estes sont capables d'entourer en quelque sorte les mots, lo rétablir les différences dont le langage paraît ne pas tenir •lunpte '.
Plus étonnante est l'échelle que Paul du Chaillu 2 a rencontrée liez les Mbousha, qui habitent dans le bassin du Gabon :
1 = Ivoco 6 = luoco beba (1 ,2)
^=:Beba 1 = Ivoco bebalo (1,3)
3 = Bebalo 8 = Ivoco benaï (1,4)
A = Benaï 9 = Ivoco betano (1,3)
0 = Betano 10 = Dioiim.
Nous ne pouvons vérifier pour notre compte l'exactitude de 'jl observation; mais nous sommes dans un domaine où l'observateur lui-même pouvait aisément interpréter et contrôler le angage qui était employé devant lui. En tenant l'échelle pour îxacte, nous en expliquerions la singularité en nous représentant la difficulté que suppose résolue un usage correct du système quinaire. II a fallu combiner deux types d'unités, l'un fourni par limage des doigts, l'autre fourni par l'image de la main. L'emploi méthodique de cette combinaison s'appuie sur .me distinction fondamentale que certains peuples n'étaient pas :apables d'apercevoir avec netteté; de là, dans leurs essais de synthèse, une incertitude, une gaucherie comme celle dont j-émoigne le rapport de du Chaillu et qui heurte si rudement les iiabitudes logiques de notre numération. Au lieu de dire :1e pre- Bier, le second, le troisième doigt de la seconde main, les
i 1. Cf. Lévy-Bruhl, op. cit., p. 214.
; 2. Transactions of the Ethuological Society of Londou, vol. I, New séries
J1861, p. 31.5 (Conant, p. 66-67).
Mbousha disent : après une main, un doigt qui est second, troisième, quatrième. , ,, . .
12 — D'autre part, le système quinaire prête naturellement a l'application de Topération duplicative dont nous avons déjà reconnu le caractère primitif. La dénomination de deux est empruntée à l'intuition des mains ou des bras danslePuriet dans le Holtentot, dans les dialectes Dakota et Algonkin'. De là ce fait remarquable que de la représentation d une main, c'est-à-dire du nombre 5, le passage est directement ouvert au nombre 10. Bancroft a noté que chez les indigènes de la Californie inférieure, qui ne peuvent pas compter plus loin que 5, quelques individus plus intelligents étaient capables de comprendre la signification de deux fois cinq \ Cette observation fait bien comprendre comment 10 peut devancer les nombres qui lui sont inférieurs, et jouer le rôle d'un point de repère auquel sont rapportées les dénominations des nombres précédents.
Le procédé soustractif dont les Zunis usaient déjà pour designer 4 (et qu'ils emploient encore également d'ailleurs pour 9 : l^tenalik'ua, c'est-à-dire tous excepté un levé avec le reste ) se retrouve avec une fréquence significative dans les sociétés inférieures. Par exemple chez les Esquimaux, que nous avons déjà eu l'occasion de rapprocher des Zunis, 10 se dit kod lin (dérivé suivant M. Murdoch, de kut ou kule, la part supérieure c'est-à-dire, par opposition aux pieds, les mams) ; et 9 se dil kodlinolaïla qui paraît signifier : ce qui na pas ses dix. De même, 15 se disant akimra, 14 esiakimiaxotaityuna ou : je n a.
^%e ce procédé soustractif dont M. Conant a relevé de multi pies exemples, le tableau le plus complet se trouve chez les Ainu % qui de 6 à 10 comptent en quelque sorte à rebours :
i=sine G=iwa{iO-A)
2^^iii 7 = arawa (10 — 3)
3 __ ,,g 8 = tiipe-san (10 — 2)
4 _ /„e 9 = sinepe-san (10 — i) ^ = asikne 10= wa
2 S;"on,"ThfLL'r«ceso/i/.aPaca.-c States of North ^, nmca, New-Yorl.
'-t\^:t^J^^i^^^e.,i.i, pour 18, et -^--"VPO-^.^^^/^; formée? de la même façon. Cf. Ganter, Vorlesungen ùber dieGeschichte dé
K Mûller Grundrhs. der Sprachwissenschaft, \o\. IV, Fart. 1, Vienne is« p. 136Td'après Balchelor, MeLirs of the Literature Collège, Impenal Un.ve. sityof Japan N° I. Tokio, 1887).
13. — Ainsi, sans qu'il soit utile à notre objet d'étendre le champ de notre analyse, nous pouvons conclure : là où l'on attendrait en vertu d'habitudes transmises par l'enseignement, et perfectionnées aussi pour l'enseignement dans le sens d'un formalisme abstrait, une méthode régulière de numération, nous nous trouvons en présence d'une diversité d'opérations qui attestent l'intensité et la fécondité de l'activité intellectuelle. Les primitifs sont ici des inventeurs : pour avancer dans l'ordre des idées numériques, pour élargir le cercle de leurs procédés rudimentaires, mais sûrs de supputation, ils font ce que font les inventeurs, c'est-à-dire qu'ils font comme ils peuvent. Ils recourent tour à tour aux moyens les plus divers, sans souci de cette esthétique scolastique qui fait naître l'élégance de la simplicité et de l'uniformité.
Nous les avons vus, dans les limites étroites où nous avons maintenu notre exposé, employer Vaddition, la duplication, la soustraction. Mais si l'on étudiait la formation de systèmes plus étendus, par exemple du système vigésimal, il conviendrait de faire une place à la dimidialion^. Tylor l'a signalée chez les Indiens Towkas de l'Amérique du Sud, chez quelques tribus australiennes occidentales-; nous la retrouverions chez les insulaires de Nicobar, dont nous reproduisons d'après Miiller^ le vocabulaire numérique, parce que c'est un des exemples qui mettent le mieux en lumière la multiplicité des méthodes de calcul qui convergent vers l'institution d'un système de numération :
1 = hean 6 =^ ta fuel (2 X 3)
2 = a 7 = isat
3 = lue 8 = onfoan (2 X 4)
4 = fuan 9 = hean-hata (10 — 1)
5 = tanein 10 = som
11 = som hean (10 H- 1)
12 = som a (10 4-2) 'iO=hean umdjome (un homme) 21 = hean umdjome hean (20 -h 1)
1. L'élévation aux puissances serait même en germe dans le dialecte Kerepunu de la Nouvelle-Guinée où suivant Schiirtze (Urgeschichte der Kultur, Leipzig et Vienne, 1900, p, 631) 7 serait exprimé par l'opération : (2 x 2 X 2) — 1.
a umdjome rukiei (2 X
100 = tanein umdjome (5 x 20).
14. — La considération de tels procédés, à la fois élémentaires et disparates, évoque et brusquement va rejoindre les réflexions profondes sur l'analyse moderne que l'on a retrouvées dans les papiers d'Évariste Galois : « De toutes les connaissances on sait que l'Analyse pure est la plus immatérielle, la plus éminemment logique, la seule qui n'emprunte rien aux manifestations des sens. Beaucoup en concluent qu'elle est, dans son ensemble, la plus méthodique et la mieux coordonnée. Mais c'est erreur ^,. En vain les analystes voudraient-ils se le dissimuler : ils ne déduisent pas, ils combinent, ils comparent ; quand ils arrivent à la vérité, c'est en heurtant de côté et d'autre qu'ils y sont tombés-... Tout cela, continue Galois, étonnera fort les gens du monde qui, en général, ont pris le mot Mathématique pour synonyme de régulier^. «Cette même absence de coordination méthodique, de régularité caractérise les premières opérations sur les nombres; c'est par là que la mentalité primitive apparaît comme prélogique selon l'excellente expression de M. Lévy- Bruhl.
M. Lévy-Bruhl a fortement insisté sur la signification du prélogique, qui n'est nullement l'an/Z/o^r/^ue ou Valogique^. De fait, quand on limite la considération du prélogique à ce qui concerne le calcul, on voit que le prélogique prélude bien plutôt aux règles du discours logique qu'aux règles de la pensée logique. Le prélogique ne serait nullement antérieur au logique si, par logique, on entendait le rationnel, comme fait Galois dans le passage que nous venons de citer. Et en effet, le domaine du calcul est aussi le domaine de la pratique individuelle où le primitif fait preuve d'une intelligence analogue à la nôtre ^. Il n'offre
1. Manuscrits et papiers inédits de Galois, publiés par Jules Tanuery. Bulletin des Sciences Matliémaliques, 1906, i"= partie, p. 2r)9.
Ibid., p
• 4. Op. cit., p. 79.
.T. « Considéré comme individu, en tant qu'il pense et qu'il agit indépenf* damment, s'il est possible, de ces représentations collectives, un priniittf sentira, jugera, se conduira le plus souvent de la façon que nous attendrions. » Op. cit., p. 79.
pas (Jo prise à ces formes sinj^ulièrcs de solidarilé entre les êtres et les choses qui contraslont si l'orliMTieiit avec la causalité dans l'espace et le temps; au ronlraire, ce (jui frappe Tobservatcur, c'est l'exactitude à laquelle atteignent des procédés qui, du point de vue de nos théories apparaissent si rudimentaires. D'autre part, les analogies mystiques ne jouent ici qu'un rôle secondaire; elles se développent après coup, dans les civilisations qui sont d'un type relativement élevé, déjà semblables h celles que l'on rencontre au seuil de la période historique. La numération peut y conduire; elle n'en procède pas. Les civilisations proprement inférieures et d'appavencc primitive, n'ayant pas réussi h isoler les expressions numériques, sont dépourvues des mots qui doivent être les véhicules, les « condensateurs » des « vertus mystiques' ».
Ainsi, en nous restreignant au domaine du calcul, nous donnerions au prélogique un sens voisin de \ irrationnel des géomètres grecs qui désigne, non les grandeurs dont l'existence est contradictoire pour la raison, mais celles dont le rapport à une grandeur donnée sort des cadres du langage institué pour les mesures numériques : KaÀsi-rOw cuv vj uèv TrcoxeOîîVry. sùO-ix ^TjT-/), xai 7.', TaÛTY, crujJ-asTpoi... '^'(\TyJ., at oè t7.ûtyj airijaaeTpoi aXoyot xxXeÎitOojctocv ^.
15. — Dès lors, pour qui veut saisir ce qu'il y a de spécifiquement mathématique dans la constitution du calcul numérique, on comprend de quel intérêt est cette pensée dont la démarche naturelle ne s'est pas encore dissimulée sous le voile de la traduction logique. Les indigènes de la région du détroit de Torrès ou les Dayaks de Bornéo n'ont devant les yeux que des ensembles d'objets, que des images qualitatives : les parties de leur corps, des morceaux de papier, des pièces de monnaie. Si avec ces images ils réussissent à établir un compte et à en contrôler l'exactitude, c'est qu'ils mettent en relation ces ensembles d'images, qu'ils établissent entre eux des équivalences implicites. Un primitif raconte qu'il a pris autant de poissons qu'il a de doigts dans les mains; le concept numérique fait défaut au langage, il est dans la pensée sous sa forme originelle qui est pour la psychologie sa réalité effective.
Ainsi, dès l'apparition du calcul élémentaire, dès la formation des premiers nombres qui en est le résidu, l'intelligence apparaît sous un aspect irréductible à la représentation imaginative,
Euclide, Eléments, X, déf. III
comme une activité dépassant les termes qui sont objets d'intuition directe; elle a pour fonction de sous-tendre des relations, et c'est du jeu de ces relations qu'est fait à proprement parler le calcul. Grâce à l'implication de ces relations une pantomime rudimentaire devient pour qui sait linterpréter la manifestation d'une pensée systématique et déjà capable de vérité.
Le contraste de l'image et de Tintelligence, que nous avons ; suivi à travers la mentalité primitive, n'est pas moins frappant dans les populations qui utilisent le langage de la civilisation sans y avoir acquis eux-mêmes le degré de culture correspondant. Voici un trait que M. René Bazin a rapporté d'une excursion dans les marais du Bas-Guadalquivir : « ... Une vieille était assise près de la porte... Quel âge avez-vous, lui demandais-je? — Quatre douros et quatre réaux, Monsieur I — C'est leur manière de compter à ces demi-sauvages andalous. Quatre douros à vingt réaux chacun font quatre- vingt ; plus quatre réaux : la vieille a voulu dire qu'elle avait quatre-vingt-quatre ans' ». Interrogée sur son âge la vieille femme a eu recours à l'imagination; elle a vu devant elle un tas de pièces de monnaie. Cette intuition l'a aidée à s'exprimer, mais elle ne l'a pas dispensée de réfléchir; au contraire, pour s'apercevoir que le compte des années était le même que le compte des réaux et pour faire servir à ses fins le système monétaire du peuple espagnol, il faut qu'elle ait dissocié la relation de nombre etlimage de la monnaie. Plus l'expression est déconcertante de gaucherie et de naïveté, plus l'effort d'intelligence apparaît subtil et sûr de lui-même.
Certes, il est vrai, que Ion ne pense pas sans image ; seulement, à force de défendre l'évidence de l'axiome aristotélicien, les psychologues ont trop souvent négligé d'en déterminer l'exacte portée. L'intelligence s'appuie sur l'imagination, mais elle ne s'y applique pas étroitement, comme si l'imagination devait en dessiner toute la structure, et en commander à l'avance tout le développement. A vouloir saisir le mécanisme de l'intelligence en tenant compte uniquement des objets qui sont représentables dans l'intuition, sans faire intervenir l'activité interne de relation, on s'expose à faire fausse roule.
De quoi témoigne une anecdote tirée de l'histoire même du problème qui nous a occupé dans ce chapitre. Nous la reproduisons ici à titre de <i moralité 's dans les termes où M. Conant la rapporte d'après les renseignements que lui avait fournis M. Williams de Gisborn (Nouvelle-Zélande). « Il y a quelques;
Terre d'Espagne, 1895, p
années un fait vint atlirer rallcntion et éveiller la curiosité : les Maoris employaient comme base dun système numérique le nombre 11, et ce système était développé dans toute son étendue comportant des mots simples pour 121 et pour 1331, c'est-à-dire pour 11^ et 11'. Nulle raison de cette anomalie; réchelle des Maoris fut pendant longtemps regardée comme tout à fait exceptionnelle, hors des règles ordinaires des systèmes de numération. Mais une connaissance plus profonde et plus minutieuse du langage et des mœurs des Maoris permit de corriger la méprise en montrant que Terreur venait de Ihabilude suivante : il arrivait assez souvent qu'en comptant un certain nombre d'objets les Maoris en mettaient un de côté qui représentait chaque dizaine, pour compter ensuite les unités mises de côté et vérifier ensuite le nombre de dizaines du tas. Les premiers observateurs, quand ils virent le peuple compter la dizaine et l'unité mise de côté en prononçant en même temps le mot : tehaua, imaginèrent que le mot signifiaient 11, et que le sauvage ignorant employait ce mot comme base. Cette erreur fit i son chemin dans les premières éditions du dictionnaire des langues néo-zélandaises; mais elle a été corrigée dans les dernières éditions ' ».
CHAPITRE II LE CALCUL ÉGYPTIEN
UN PROBLÈME D'aHMÈS
16. — Si haut que nous permettent de remonter les documents d'origine babylonienne ou égyptienne, qui ont été découverts de nos jours, ils nous placent dans un milieu de pleine culture, dans une ère de véritable science. Pour leurs mesures pratiques, pour leurs combinaisons astrologiques, les Babyloniens avaient construit des tables de calcul, qui reposaient sur une combinaison du système décimal et du système sexagésimal de numération, et qui comprenaient quelque vingt-quatre siècles avant Jésus- Christ, la multiplication, la division, la détermination des puissances deuxième et troisième. Les exercices pour Fusage des tables de multiplication, en particulier, étaient poussés suivant l'expression d'Iiilprecht\ à un point phénoménal.
Mais, dans l'état actuel de nos connaissances, ce sont les Egyptiens qui peuvent nous fournir le trait le plus significatif de cette période archaïque. Nous prendrons comme exemple un problème emprunté an papyrus Rhind ou Manuel cVAhmès, dont Eisenlohr a publié en 1877 le texte et la traduction-, et qui daterait d'environ dix-sept siècles avant notre ère.
Le problème 40 est énoncé dans ces termes : « 100 pains en 5 personnes; -^ des trois premières, c'est la part des deux dernières; quelle est la différence? »
1. Voir Hilprechl, Die Ausgrabimgen der Universitiit von Pennsylvania iin Bel- Tempel zu Nippur, Leipzig, 1903, p. 60. — L'ensemble de nos informations sur le mathématique chez les Babyloniens et les Assyriens est exposé dans la 3" édit. de Cantor, 1907 (chap. i, die Babylonier, p. 19 et suiv.) et, dans la dernière moitié du second chapitre de l'ouvrage de Max Simon : Geschichte der Malhematik im AUerthwn in Verbindung mit antikcr Kiilturgeschichte (Berlin, ,1909). Babylonien- Assyrien, p. 89, et suiv.
2. Ein malheinalisches Handbuch der allen .Egypter, Leipzig, 1877.
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11 est résolu par ces mots : « Fais comme il arrive : dijjérence
Fais croître les nombres 1 fois 0; cela donne maintenant :
Pour 23 38^
- H '"sii
Ensemble. 60 Ensemble. 100»'
Nous avons à nous faire une idée du mouvement de pensée qui permet de rejoindre la solution à Ténoncé. 11 s'agit de partager les pains en cinq parts croissant régulièrement par différences égales, de telle sorte que la somme des deux plus faibles soit le septième de la somme des trois plus fortes.
Nous laissons de côté pour le moment le nombre des pains à partager. Prenons pour unité la part de la plus faible, appelons différence la quantité qui s'y ajoute pour former la part immédiatement supérieure et qui demeure constante entre deux parts consécutives. Nous obtenons la répartition suivante : la première part a une unité; la seconde une unité plus une différence; la troisième, la quatrième, la cinquième, une unité plus deux, trois et quatre différences. Tandis que les deux premières ont deux unités plus une diiîérence, les trois dernières ont trois unités plus neuf différences. D'après les conditions du problème, trois unités plus neuf différences valent sept fois deux unités plus une différence, c'est-à-dire quatorze unités plus sept différences. La compensation s'établit donc entre les deux, sommes : l'une ayant deux différences de plus et onze unités de moins, l'autre ayant onze unités de plus et deux différences de moins; c"est-à-dire que deux différences équivalent à onze
unités, la différence est de o ^ comme l'indique Ahmès'-.
l.Eisenlohr, p. 90 et suiv., cf. Cantor P, p. 78.
2. M. Bobynin, dont nous avons utilisé les études sur les procédés des premières découvertes matliématiques, suppose que le résultat a été trouvé par la
Partant alors de l'unité, on obtient la succession des cinq nombres formant progression arithmétique :
et satisfaisant au mode de répartition qui est indiqué par l'énoncé :
^1 + 6 2) est le ?<= de la somme ('i2h-17| + 23') ou 52 1.
La somme des cinq nombres est 60; nous avons 100 pains à partag-er. C'est ici que nous voyons intervenir, après le nombre-
différence 5^, et sans aucune explication d'ailleurs, le nombre-
rapport 1 ^; de 60 à 100 il y a une certaine relation numérique
qui met en connexion — le mode de répartition demeurant constant — la quotité des parts dans la distribution de 100 pains et la quotité des parts dans la distribution de 60. Cette relation se désig-ne comme « l'expression de 100 entre 60 ». Or, 100, c'est
60 plus les ô de 60 ; 1 ^ devient ainsi un coefficient de multiplication qui s'applique aux parts successives, ou plutôt qui sera pris lui-même pour point de départ à la place de l'unité, la
différence 5^ devant être elle-même majorée de t^. Il s'agit
donc d ajouter à 5^, les 7; de 5^. Les ^ de 5^ s'obtiennent
^ O Â O Jà
par la duplication de m ->- p qui donne 3 + ^ , la somme sera
donc :8 + ^-+-gou9^.
La valeur définitive des parts est donc obtenue par l'addi-
tion successive de la différence 9^ à la part la plus faible 1k;
ce qui fait :
formation d'uae série de progressions à difl'érence entière qui auraient été successivement éliminées après vérification, et par l'intercalation finale d'une diirérence à forme fractionnaire. L'hypothèse n'est nullement inadmissible; mais les opérations seraient assez délicates, alors que la voie directe paraît plus simple (cf. Méthode expérimenlale dans la science des nombres et principaux résultats obtenus, L'Enseignement mathématique, 15 mai 1U06, p. 178).
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17. — Toi pst lo minimum (Popôralions qui so trouvent impliquées clans la solution dAliinôs. Comment ces opôralions ont-elles été conçues explicitement par les maîtres dont Ahmès reproduit l'enseignement, quelle sorte de justification en a été donnée, nous l'ignorons. Ni les fragments mathématiques des papyrus antiques, découverts postérieurement et qui contiennent la solution de problèmes fort intéressants ' ; ni le papyrus mathématique en langue grecque que M. J. Baillet a puVlié en 1892*, et qui reproduit plus de deux mille ans après le papyrus Rhind les formes cristallisées de l'arithmétique égyptienne, ne nous apportent aucune lumière sur les conceptions fondamentales de la pensée égyptienne. Même, si Ton ose tirer une présomption des rares documents que nous possédons, et qui ne sont peut-être pas de la meilleure qualité ', c'est cette absence de considérations théoriques qui serait caractéristique de l'arithmétique égyptienne.
Ainsi la première partie du papyrus Rhind contient de longues tables qui ont pour objet d'obtenir le résultat de la division de 2 par un nombre impair à l'aide d'expressions équivalant à des fractions dont le numérateur est toujours l'unité. Par exemple*,
1. Par exemple du problème qui donnerait lieu, pour nous, au système d'équations :
Voir H. Schack-Schackenburg, der Berliner Papyrus 6619, Zeitschrift fiir .iEgyptische Sprache und Altertumskunde, t. XXXVIII, 1900, p. 137; et Max Simon, op. cit., p. 41.
2. Le Papyrus mathématique d'Akhmim (Mémoires publiés par les membres de la Mission archéologique française au Caire, t. IX, fasc. I).
3. Eugène Révillout, suivi par Max Simon, op. cit., p. 28, ne veut voir dans le manuel d'Ahmès, où se trouvent d'ailleurs des fautes grossières, qu'un « cahier d'élève et d'élève peu intelligent ». Revue égyptologique, t. IL, 1882, p. 292 et 304, n. 2.
4. S" colonne, table III, Eisenlohr, p. 38. Cette indication est accompagnée dans le papyrus d'une vérification :
Le calcul de ki P'T rapport à ^ donne 1 g^J =s — c'est K
— c'est ê
c'est
La somme de ces quatre dernières expressions fractionnaires reproduit donc le dividende 2.
la division de 2 par 29 donne comme résultat la somme des fractions suivantes :
Ahmès sait manier les fractions, sinon avec dextérité, du
moins avec sûreté. Pourtant on ne peut pas dire qu'il conçoive
dans toute sa généralité le calcul des nombres fractionnaires.
Seules les fractions qui ont pour numérateur Tunité (auxquelles
il faut joindre ^, où Ton aperçoit immédiatement o + o) sont
des expressions numériques et des auxiliaires du calcul. Les
autres fractions telles que ^ sont au contraire des énoncés de
problèmes, semblables à des quantités inconnues, et la solution du problème posé par ces fractions consiste à obtenir une somme équivalente, dont les éléments soient des fractions de
numérateur un (sauf encore une fois ^j et autant que possible
de dénominateur pair, afin de rendre la duplication plus facile '. D'autre part, à l'aide de ces tables, on peut trouver les équivalents de n'importe quelle expression fractionnaire ; par exemple
pour ^ on posera :
7=1+2+2+2 et on traitera la somme
à l'aide de transformations de fractions comme on a déjà traité
iTfT. Mais ce qui est remarquable, c'est que cette résolution de la
multiplication en duplication paraît avoir été générale dans l'arithmétique égyptienne, la multiplication n'y est pas encore connue comme opération directe. Pour effectuer un produit par 13, on prend le nombre simple, puis successivement son double, son quadruple, son octuple; et en ajoutant le simple, le quadruple, l'octuple, on obtient le produit cherché-.
Voir l'exposé de Gaiilor, P, p. Gl et suiv
2. Léon Rodet, Sur un Manuel du calculateur découvert dans un papyrus égyptien. Bulletin de la Société mathématique de France, séance du 27 mars 1878, t. VI, p. 139.
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Par l;i nous sommes amenés à comprendre le jugement sévère — d'une sévérité qui n'était pas exempte d'ingratitude — que la raison spéculative des (jrccs a porté sur la culture égyptienne : les plus ingénieuses de leurs découvertes demeuraient à Télat de prescriptions utilitaires, de recettes techniques; ell(;s intéressaient l'art de la « logistique », elles n'atteignaient pas à la science proprement dite, à l'arithmétique; car l'arithmétique «uppose, ce que les Égyptiens en elVet ne paraissent pas avoii" ^conçu, le nombre devenant par lui-inéme un objet de représentation et pris expressément pour base d'un système de démonstrations régulières. Mais, si nous dépassons le moment historique où le sort de l'arithmétique est lié au réalisme pythagoricien, la pratique (\cs Égyptiens va nous apparaître sous un tout autre jour; le nombre y a un rôle scientifique qui va beaucoup plus loin que l'intuition du nombre-objet.
Que l'on songe aux difficultés que l'interprétation des nombres fractionnaires a soulevées en plein xix^ siècle, on admirera la hardiesse avec laquelle les Égvptiens manient des fractions à
numérateur fractionnaire telles que ttï^*- Surtout, que l'on
évoque ce qu'il conviendrait d'appeler la préalgèbre où les solutions pour des problèmes difficiles d'arithmétique, sont obtenues sans aucune justification d'ordre logique, par des procédés pratiques qui s'apparentent à ceux d'Ahmès- — que l'on se rappelle comment, de ces procédés, devait sortir l'algèbre, plus exactement cette arithmétique universelle où, suivant la fameuse remarque de Newton : « le nombre est moins une collection de plusieurs unités qu'un rapport abstrait d'une quantité quelconque à une autre de même espèce qu'on regarde
1. Léon Rodct, Les prétendus problèmes (ïaUjèhrc du Manuel du Calculateur égyptien. Journal Asialiqup, 1881, t. XVIII, p. 214.
2. M. Zeuthcn en a décrit le mécanisme avec une clarté remarquable. Considérant, dit-il, des quantités connues, mais quelconques,/- Diophante... attribue à ces quantités des valeurs déterminées et assez simples, dont il se sert pour
I exécuter les calculs; ensuite, il retient en mémoire plutôt ces calculs que leurs résultats numériques, ce qui lui permet de voir immédiatement ce
I qu'on aurait obtenu en attribuant d'autres valeurs aux quantités supposées connues. En attribuant de même des valeurs déterminées aux quantités inconnues, on obtient de pouvoir effectuer un calcul d'essai qui fait souvent découvrir ensuite la véritable valeur cherchée. Les Indiens, dans leur réso- 1 lution des équations indéterminées du second degré, se montrent très versés dans cet emploi de nombres choisis arbitrairement ». Sur VArithmétique géométrique des Grecs et des Indiens, Bibliothcca Mathematica, sér. III, t. V, 1904, p. 110. Cr. Rodet, art. cité, p. 40o, et suiv.
comme Tunilé ' » : on se rendra compte alors de l'intérêt que
présente le papyrus Rhind. La différence o^, le coefficient de
multiplication l^i qui interviennent dans la solution du problème d'Ahmès, ne sont, à aucun degré, des choses, ils n'offrent n aucune prise à la spéculation, ce sont des instruments de péné- i| tration et de liaison par lesquels des termes de Ténoncé l'esprit i passe aux termes de la solution. L'apparence pragmatique du calcul égyptien met à nu les ressorts proprement intellectuels de la pensée mathématique, et elle manifeste avec une sorte de I profondeur inconsciente toute la fécondité dont la science des nombres se montrera capable.
1. Arilhmetica universalis (1707), trad. Beaudeux, t. I, 1802, p. 2.
LES NOMBRES-POINTS
18. — Les allusions des anciens aux divers voyages de Pytha- ^ore sont trop éloignées des sources pour avoir une valeur historique ; il apparaît cependant quon ne saurait rendre compte de la formation de la doctrine pythagoricienne sans regarder du côté de l'Egypte, surtout peut-être du côté de l'Asie. En elîet, et sans que nous puissions dire avec exactitude quelle y fut la part de chacun, nous trouvons les penseurs ioniens de la génération des Thaïes et des Anaximandre occupés à un travail astronomique qui se relie directement aux recherches favorites des Chaldéens; ils dressent la carte du ciel en connexion avec les divisions zodiacales; ils établissent le tableau des constellations ^ Ce travail, du point de vue où nous allons nous placer, présente un intérêt tout particulier. Observée à l'œil nu, en effet, une constellation a deux caractéristiques : le nombre des astres qui la constituent, et la figure géométrique qu'elle dessine dans le ciel. Ces caractéristiques sont au même titre des données immuables et objectives; une association se forme entre elles qui se revêt de nécessité naturelle et qui peut servir de base à une conception générale de l'Univers. Nous trouvons là, sinon l'origine, du moins l'illustration saisissante de la doctrine pythagoricienne. De même que les constellations ont un nombre qui leur est propre, toutes les choses connues ont un nombre, puisque le nombre est la condition même de leur connaissance. La formule de Philolaos que Stobée nous a conservée, est d'une remarquable précision - : Kal rravTx -^v. aàv Ta Y'vwcxoaevx ap'.6|xov
1. Paul Tannery, Pour l'Histoire de la Science hellène, 1887, ch. iv, § 3, p. 84.
2. H. Diels, Die Fragmente der Vorsokratiker, [" vol. 2° édit. Berlin, 1906,
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t/o-^xr où yàc o\i\ te oùSèv oure voïiOf|[j,ev outs Yvco<70/;|i.£v avsu toûtou. Cette formule n'exprime pas encore, semble-t-il, tout le contenu du pythagorisme. Non seulement toutes choses possèdent des nombres; mais encore toutes choses sonlàes nombres. Entre autres témoignages d'Aristote, il suffit de relever ce passage du chapitre consacré, dans le premier livre de la Mélap/iysique, aux Pythagoriciens : <î)atvovTai Sy) xai olzoï -rôv apiOixôv vojjliCovteç iç,yr,\, sîva-. x.al w; u>.r,v toTç oùci xat wç TraOr, te xal £;£;;*. Proposition qui du temps d'Aristote déjà constituait un paradoxe-, qui devait prendre un air de plus en plus étrange à mesure que la réflexion séparait davantage ce qui est de Tordre de l'intelligence et ce qui est de l'ordre de la réalité. Le nombre est un concept; les choses sont des objets ou des substances. Comment prétendre que le nombre soit à son tour objet ou substance? Le difficile, à dire le vrai, nous paraît ici que l'on sache ne pas s'engager dans le problème soulevé par un historien systématique qui faisait entrer les conceptions des Présocratiques dans le cadre des catégories et des causes. Au lieu de chercher le passage d'une notion abstraite à la réalité concrète, il conviendrait sans doute d'enlever à la notion de nombre la signification abstraite que nous sommes habitués à lui attribuer, de lui réintégrer en quelque sorte l'application intuitive qui, pour les Pythagoriciens, en était inséparable, de voir un point lorsqu'on parle d'une unité, et, lorsqu'on parle d'un nombre, de voir un groupe de points dessinant une figure de la façon dont les étoiles dessinent une constellation ^ Bref, avant de dire que les choses sont des nombres, les Pythagoriciens avaient commencé par concevoir les nombres comme des choses; les expressions de nombres carrés ou de nombres triangulaires ne sont pas des métaphores ; ces nombres sont effectivement, devant les yeux et devant l'esprit, des carrés et des triangles \ Aussi, lorsque Eurytos disposait des cailloux en nombre déterminé de manière à obtenir par la forme de leur assemblage le nombre constitutif de telle ou telle réalité,
2. Voir le passage relatif aux Pythagoriciens, dans Met., N. 1090^ 32 :
■/.ata (lÉvTo; tô ttoicIv È; àptôjAwv ta ç-jo-ixà o-wjAata, k/. (jtr) è-/ôv:wv pipo; ,ay;gs -/.o-jf6Tr,Ta r/ovTa y.o-jyÔTYiTa xai pâpor.
3. DeCœlo.m. i, .300^ 16 : h:o: -.-ip tt.v ç-j^cv è? ip.O|j.wv !7-jv.ïTà<7iv. wrjTrsp tùiv n-jôayopsiwv tiveç. Suivant le livre M de la Métaphysique, les Pythagoriciens constituent le ciel tout entier avec des nombres; mais ces nombres ne sont pas des unités au sens spécifiquement arithmétique, ce sont des unités qui ont une grandeur : tôv yip à>.ov oOpavbv y.ataaxrjâCo-jff'.v è; àp;6|xaiv, 7r/r,v o-j [lovKÔiviâJv, àUà Tàç p.oviga; •jTîoXajj.êâvo'jd'.v ïyziy [jiyEÔo;, 6 1080''i8.
4. Cf. pour cette interprétation du pylhagoris'me Mi'lhaud, les Philosophes géomèlrcs de la Grèce, Platon et ses prédécesseurs, 1900, p. 107.
II- nombre de l'homme ou le nombre du cheval ^, il ne Taisait nullii lient, comme l'en accuse l'auteur du livre N de la Métaphysi- 'jio:, la parodie de la doctrine pythagoricienne'. Il usait d'un |)r()cédé rapide et sim{)lisLe jjour donner satisfaction à l'exigence psychologique que nous retrouverons dans plus d'un système le philosophie mathématique, pour offrir à l'esprit un objet qui lut à la fois, selon le langage des Cartésiens, objet de l'imagination et objet de l'entendement.
Kncore convient-il de préciser : tandis que la géométrie analyti(|uc unira dans une synthèse originale ce qui avait été préalal)l('ment dissocié, idée algébrique et objet étendu, l'arithmétique i^n'-ométrique des pythagoriciens atteste simplement la connexion inséparable, l'implication spontanée et comme naïve, de deux éléments que seule la réflexion ultérieure devait disjoindre. La pensée mathématique, au lieu d'aller de la nécessité al)straite à l'application concrète, enveloppe toutes les fonctions de l'esprit dans une sorte d'intuition intégrale où elle trouve son écjuilibre et sa plénitude. Le nombre est présenté immédiatement comme une somme de points figurés dans l'espace, et les ligures — lignes, surfaces ou volumes — qui se trouvent tracées par ces points sont immédiatement données comme des nombres.
19. — A cette conception générale du nombre, quelle qualité particulière de science répond chez les Pythagoriciens? Il importe d'entrer ici dans quelques détails ; la question a plus qu'un intérêt historique; elle sert à fixer la physionomie originflle d'une doctrine que nous verrons réapparaître au cours de l'évolution de la mathématique moderne^.
Le premier trait de l'arithmétique pythagoricienne, c'est qu'elle est une théorie des nombres. Et, en effet, puisque les nombres sont, non plus des auxiliaires du calcul, des moyens « logistiques », mais des réalités naturelles, il convient de les considérer chacun à part, afin d'en déterminer les propriétés intrinsèques. Une fois qu'on se place ainsi à l'intérieur de chaque nombre, ses propriétés caractéristiques apparaissent comme les conséquences des opérations par lesquelles le nombre lui-même
1. Met. y. o, 1092" 10, avec le commentaire d'Alexandre, Ed. Hayduck, IJerlin, 18'JÎ, p. 827, apiid Diels, op. cit., p. 249.
Vide infra, 1. V, ch. xv
a été atteint et défini; ces opérations décident de la forme du groupe de points qui constitue le nombre dans son essence. Et comme la plus simple et la plus féconde de ces opérations est la duplication, le principe de la classification pythagoriciennne est emprunté à la considération des nombres qui sont produits par la duplication, et susceptibles par suite de dimidiation. Le nombre disait Philolaos, a deux formes propres, l'impair et \e pair : "O ya [xàv àp'.6|AÔç eytt Sûo u.£v Vota sIStj, •jrepiTO'ôv xai apTiov*. A cette distinction correspond une opposition fondamentale qui, dans la jeune école pythagoricienne au moins, rejoindra Tanlithèse cosmologique du limité el de l'illimité, et fournira une base à la table des dix oppositions, qu'Aristote nous a transmise'-.
On peut entrevoir, dune façon encore grossière sans doute, comment la connexion s'est établie entre limpair et le limité d'une part, entre le pair et lillimité d'autre part, si l'on considère les classifications numériques que les historiens de la mathématique rapportent aux Pythagoriciens. Déjà Philolaos ajoutait au pair et à l'impair une troisième espèce : ràpTtozs- P'.iTcov. Cette dénomination qui a été quelquefois appliquée à l'unité^, désigne aussi, suivant Jamblique*. les nombres pairs tels que 6 ou 10 qui à la première dimidiation donnent des nombres impairs. A cette acception se rapporte la distinction entre les nombres pairs qui comprennent parmi leurs facteurs un nombre impair intervenant à un moment donné pour mettre un terme à la dimidiation, rïc.'îaâpT'.o'. ^, et les nombres pairs qui ne sont pas sujets à cette limitation, qui se résolvent complètement par dimidiation, àptiaxt; apno-. ®.
D'autre part, à côté de la duplication, ou de la dimidiation, l'addition joue un rôle dans la formation pythagoricienne des nombres; Philolaos exalte la décade, norme de l'univers, puissance ordonnatrice des hommes et des dieux : MsyàXa yàp xx\ TravTsXriç xaî itavToepYÔÇ xai ôet'co xai oùpav'o) jiJ''a) xal av6pco7:ivw àp/à xal ri'{ziLoi\> xo'.vojvoÛTa... oûvx;j.(ç xat -a; oîxiSoç''. La vertu de la décade est qu'étant constituée par la somme des quatre premiers nombres 1 -h 2-1-3-1-4. elle enferme la nature des diverses
In Diels, p. 243, cf. Arist., Met. I
espèces de nombres, celle du pair dont le premier est 2, de Vimpair dont le premier est 3, du pair-impair qui est ici l'unité, du carré parfait dont le premier est 4.
20. — Enfin, puisque les Grecs ont ainsi rapporté la constitution des nombres à deux procédés de formation, l'un qui serait la duplication ou pour prendre la forme la plus générale, la multiplication, et l'autre qui serait l'addition, la trace de cette dualité doit se retrouver dans leurs spéculations mathématiques.
L'un des principaux problèmes qui concernent la théorie des nombres consiste à étudier le rapport d'un nombre à ses composants, sous le double point de vue de la multiplication et de l'addition, et à comparer entre eux les résultats obtenus. Ainsi, on considère les diviseurs d'un nombre donné, l'unité comprise, mais à l'exception toutefois de ce nombre lui-même (ce que Ton appellera ses parties aliquotes), et on en fait la somme; cette somme sera en général ou plus grande ou plus petite que le nombre lui-même, lequel sera appelé en conséquence abondant ou déficient. 12 est abondant parce que la somme de ses parties aliquotes est : l+2-h3-h4H-6 ou 16; 8 est déficient parce que ses parties aliquotes ajoutées produisent 1 + 2 -h 4 ou 7. Mais il y a quelques nombres qui sont équivalents à la somme de leurs parties aliquotes :
6 = lH-2-f-3 (avec cette particularité caractéristique du nombre 6, que l'on a également : 6 := 1 x 2 X 3).
Une correspondance aussi remarquable entre le procédé de multiplication et le procédé d'addition confère à ces nombres un caractère de perfection ; 6, 28, 496 sont des nombres parfaits. Dans Euclide la théorie des nombres parfaits est déveteppée jusqu'à fournir une relation d'ordre général entre la classe des nombres parfaits et la classe des nombres premiers : Si, partant de l'unité, on forme la progression géométrique de raison 2, et si la somme de ces termes est un nombre premier, le produit de ce nombre premier par le dernier terme de la progression est un nombre parfait. Par exemple la somme 1 + 2 + 4 + 8 + 16 donnant 31, qui est un nombre premier, le produit de 31 par 16, ou 496, est un nombre parfait *.
Élém., IX, 36. Ed. Heiberg, t. II, Leipzig, 1884, p
PROGRESSIONS ET MEDIETES
21. — La théorie des nombres parfaits manifeste d'une façon saisissante le caractère spécifique de Tarithmétique grecque; le savant met au jour la structure interne des nombres, de la même façon qu'il observe les propriétés des figures géométriques, ou qu'il décrit la forme des constellations célestes. A cette méthode est due la partie la plus solide et la plus belle de la doctrine pythagoricienne, celle d'où se dégagent des lois comparables en simplicité et en fécondité aux formules de l'algèbre moderne.
On prend l'unité pour point de départ; on ajoute à l'unité la série ascendante des nombres impairs; la progression arithmétique que l'on forme ainsi jouit de cette propriété qu'à chacune des étapes où l'on s'arrête, la somme de l'unité et des nombres ; impairs constitue un nombre carré
et que tous les nombres carrés sont donnés par ce processus de formation (fig. 1). Par la seule considération d'une progression arithmétique se trouvent donc constituées toutes les surfaces carrées qui ont pour côtés des nombres entiers. De plus, puisque l'addition successive d'un nombre impair 5, 7 ou 9, permet de passer d'un carré 4, 9 ou 16 au carré suivant, 9, 16 ou 25, tout nombre impair se définit comme la différence de deux surfaces carrées ayant respectivement pour côtés deux entiers consécutifs, c'est-à-dire comme un gnomon. Cette définition géométrique explique la constitution interne du nombre impair; il est la somme d'un carré ayant l'unité pour côté, et de deux rectangles égaux dont le plus petit côté est égal à l'unité :
Si nous additionnons d'autre part les nombres pairs consécutifs, nous obtenons une série de nombres qui sont des sommes de progressions arithmétiques, et qui sont en même temps des produits et par conséquent des surfaces; seulement les facteurs de ces produits sont égaux l'un à la moitié du dernier nombre pair de la progression, l'autre à ce premier
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. fadeur auc^monU'^ de l'iinilé; la surface a donc ses deux côtés ; inéjj^aux. elle est hétéronièque ou rectangulaire (lig. 2). Parla I s'explique la dénomination de nombres hétéromèques donnée à ' la somme de ces nouvelles progressions arithmétiques, et l'introduction de l'opposition du carré et de rhéléromèque dans la [ série des dix oppositions qu'Arisi tote nous a transmises, en corrélation directe avec l'opposition
initiale de r/m/;a/r et du /ja//'. De ....
là encore l'indication d'un nou- Fjg | Fig. 2.
veau lien entre le couple antithétique impair-pair et le couple limité-illimité^ lien moins direct mais plus logique que celui que nous avons eu l'occasion de signaler et que l'on peut supposer lui avoir succédé dans l'enseignement de l'École. En effet, tandis que la somme des nombres impairs engendre des carrés toujours semblables à eux-mômcs, la somme des nombres pairs engendre des rectangles qui sont perpétuellement différents ; de sorte que leur variation indéfinie fait contraste avec la fixité du carré'.
22. — La portée philosophique de la doctrine pythagoricienne des médiétés n'apparaît pas moindre. En outre du moyen arithmétique et du moyen géométrique^ les Pythagoriciens introduisent le moyen harmonique. La médiété — , = t donne l'égalité
Ainsi 8 est moyen harmonique entre 12 et 6 puisque
« Nous retrouvons là, dit M. Milhaud, l'origine de la dénomination d'harmonique-. Si en effet, au lieu de faire correspondre 1 à la première note de l'octave, on fait correspondre 6 pour n'avoir ensuite que des nombres entiers, c'est 8 qui correspondra à la quarte, au lieu de ^, et 12 à l'octave, au lieu de 2 ^ »
Op. cit., p
La merveilleuse découverte de la merveilleuse correspon- , dance entre les nombres el les sons (découverte qui semble remonter à Pythagore lui-même *) est ainsi incorporée à Farithraétique pythagoricienne, et elle achève d'en fixer le caractère, i Les rapports des nombres qui se manifestent dans les accords musicaux sont aussi ceux qui sont inscrits dans les figures de i la géométrie : suivant une observation que Nicomaque rapporte à Philoiaos, le cube, parfaitement harmonieux en soi puisqu'il est parfaitement identique à lui-même suivant les trois dimen- ■ sions, présente la connexion des nombres composant à médiété ; que nous venons de décrire : il a 12 arêtes, 8 sommets, 6 faces 2. I Harmonie géométrique et harmonie musicale se correspondent: j ce qui est intelligible pour l'arithméticien, est aussi visible aux yeux que sensible aux oreilles.
LE PYTHAGORISME
23. — On conçoit que de semblables correspondances soient apparues aux Pythagoriciens comme susceptibles d'universalité, qu'ils se soient autorisés par exemple des lois numériques de l'harmonie terrestre pour supposer une sorte de concert céleste, engendré par les nombres astronomiques : l'harmonie des sphères célestes dont la légende veut que Pythagore, seul entre tous les mortels, ait jamais eu la perception K On conçoit comment leur imagination spéculative a entouré le noyau lumineux que formaient les théories positives de l'arithmétique, de la géométrie, de l'acoustique — et il faut y ajouter l'esquisse de l'astronomie copernicienne — d'une zone infiniment plus vaste où, sans hésitation, une solution était donnée à tous les problèmes humains ou divins. Avec Philoiaos, le nombre, qui par nature est incapable de recevoir le mensonge, devient le principe de la vérité; tandis que le mensonge et l'envie appartiennent à V infini, à Vinsensé, à Virrationnel\ L'avènement de l'harmonie dans le monde est la victoire du nombre
1. n-JÛayôpa;, (d; çy^ai SEvoxpâtr,;, suptav.î v.ai -■*. sv [Ao-jo-ty-yj Sia<TTr,îJLaTa, ov -/(opic àpi6(xo-j T-i-iV ybjtafi s/ovTa- è(j-\ yao crJYpxiai: tio-toO Tipoç îioaôv. Porpli. in Ptolem. harm. op. cit., 213, et Hcinze, Xenokrates, Darstellung der Lehre und Sammlung der Fragmente. Leipzig, 1892, p. 162.
2. Nicoin., Aritk., § XXVI, p. 13.5 et Diels, op. cit., p. 238.
3. Arist. de Cœlo, II, 9, 290" 12 et Simplicius, Coinm., Ed. Ileiberg, Berlin, 1893, p. 468. Cf. Zeller, op. cit., p. 409 et suiv.
4. •Fcuoo; Si o'jôàv S£-/e-ai à tw àptôaa) s-Jat; o'Jok âp[xovia- o-j yàp oty.£Ïov auToT; tdxt. Tâç to") iTizipo) xal «vor,t(ij x«\ àXôyw sûïio; -'o 'l/îûSo; xal ô tpôovo;
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sur l'infini'. Nous n'avons pas ù suivre le développement de celle doclrine; ce que nous ne pourrions faire d'ailleurs sans aborder une période de l'histoire où les disciples éloi<^nés de Pylhagore se rencontrent, et parfois se confondent, avec les successeurs de Platon. Nous nous contenterons de rappeler les représentations numériques par lesquelles les Pythagoriciens prétendaient expliquer la nature des réalités sociales ■.justice, occasion, mariage-, sans insister sur l'extraordinaire floraison de symboles et d'analogies procédant de cette méthode et présentant ce mélange de précision rigoureuse et d'arbitraire absolu qui est l'essence du mystérieux. Si ce sont là les traits les plus populaires du pylhagorisme, il n'est pas sûr que c'en soient les plus originaux; et il est probable qu'on peut appliquer ici la remarque pénétrante de M. Rivaud sur les doctrines présocratiques du devenir : « le cadre et la matière sont fournis par la cosmogonie ancienne. L'observation et l'expérience n'interviennent guère que dans le détail. Pour l'ensemble, elles laissent intactes les images anciennes^ ». En fait, les Ioniens (et les Babyloniens par delà) ont transmis à Pythagore l'héritage des oppositions cosmologiques, des correspondances astrologiques et morales. Même si les Pythagoriciens n'ont vu dans leurs découvertes proprement mathématiciues, dans leurs expériences acoustiques, que des confirmations pour l'ensemble de leurs croyances supranaturelles, ce sont ces découvertes et ces expériences d'ordre rationnel qu'il est équitable de retenir et de considérer comme l'apport caractéristique de leur pensée.
Cette pensée, cristallisant dans un système qui n'est plus tout à fait le nôtre, n'en avait pas moins le droit de se croire assez forte pour porter le poids de l'univers; car elle avait elTectivement atteint la plus haute qualité de vérité dont l'homme est capable. Si l'idéal dune science positive est de reposer sur des principes à la fois clairs et délimités, de se développer dans le cadre des principes déjà posés, et de maintenir le contact avec l'expérience qui la confirme et la contrôle, le mathématisme pythagoricien contenait de quoi satisfaire à cet idéal. En impliquant dans la conception du nombre et le géométrique et le
il-'.. Diels, op. cit., p. 244. Voir Newbord, Pkilolaos, Archiv fiir Geschichte der Philosophie, année 1906, t. XIX, p. 177.
1. 'A* Z'-'ja:' o'âv -:w: -/.ô(7ii(ot âpfioySr, i; àT:î;p(ov -z v.'X: TTîoa'.vôvTfov y.ai ô/,oç o y.ÔTixoc vcal Ta èv aCiTûi Tiâvca, in Diog., Laërt. VIII, p. 83 et Diels, p. 239. — Cf. M. Simon, op. cit., p. 132 et suiv.
Met., M
3. Le problème du Devenir et la notion de la Matière dans la philosophie grecque depuis les origines jusqu'à Théophraste, 1903, p. 267 (Paris, F. Alcan).
physique, il avait du même coup conçu l'étude des nombres comme une étude de la réalité concrète, érigé la découverte des rapports arithmétiques en découverte de rapports naturels. La vérité mathématique est une loi, au sens objectif du mot; elle se dégage par l'observation, elle revêt progressivement la forme générale qu'elle comporte; la notion du nombre parfait et la notion de l'accord parfait, les formules de l'arithmétisme géométrique et celles de l'arithmétisme acoustique ont exactement le même caractère. Et ces lois qui régissent à titre égal et unissent dans une synthèse homogène les différents ordres de la réalité sont d'une telle simplicité qu'elles semblent adaptées à la nature de l'esprit, et destinées à assurer l'équilibre définitif de toutes ses fonctions. L'harmonie de l'univers se reflète dans l'harmonie des idées, ou plutôt l'une et l'autre se fondent dans l'unité, dans l'indistinction qui, pour les Pythagoriciens constitue le xocaoç.
LE MATHÉMATISME DES PLATONICIENS
Section A. — La position du problème platonicien.
IMITATION ET PAUTICIPATION
24. — Le platonisme est comme le pythagorisme une philosophie de type mathématique. A cet égard même, et s'il fallait en croire Aristote, la différence du pythagorisme et du platonisme serait purement verbale. Suivant les Pythagoriciens les choses imitent les nombres, suivant Platon les choses participent aux nombres; le nom seul serait changé'. Mais il faut reconnaître que, pris en soi, les mots d'imitation et de participation sont équivoques, au point de pouvoir être interchangés. Si l'imitation suppose avant tout la séparation de l'original et de la copie, les idées platoniciennes sont des « paradigmes », dont les choses sensibles sont des imitations; le Timée. esl, à cet égard, aussi explicite que possible : tôt£ aèv vào Suo stS-/) StetXdaeOx,... Iv [xèv wç -açaôîi'YaaTo; eiSoç ûttoteÔev, vo-r|TÔv xal kt\ xatà ~'j.\i~h. ov, ij.iar,aa Zz zapaoeîyfXQCToç o£ÛT£pov, '^i^z^iw iyow xal ôo7.tôv ^. D'autre part la notion
i. 01 txàv -[-àp ri'jôayôpsicii ij.:[i.r^<7v. Ta ovTa «aalv etvat TôJv àp'.Oaàjv, YD.izu)'/ ot tiEÔi^ct, TouvoiJ-a [Lz-ixpxlù'i . Met., A. 6. 987'' 11.
2. 48 E. Dans une série d'analyses qui ont paru de 1881 à 1885 dans le Journal of Philology (vol. X, XI, XÏII, XIV, XV), sous ce litre : On Plato's later theory of ideas, M. Jackson a même proposé une distinction radicale entre les dialogues où Platon expose la théorie de la participation aux Idées, le Phédon et la République, et les dialogues tels que le Théétète, le Philèbe, le Politique, le
de participation est empruntée au vocabulaire d'Anaxagore, et elle y a un sens purement matériel ^ nâvTx zavrô; aoTsxv u.z-:i/v., cette parole exprime que tous les éléments de l'univers, le voûç excepté, se mélangent effectivement les uns aux autres, que Tunivers est ^ cûa[j.i;'.ç Tiavtojv /pyiaolTcov ^. En ce sens, et si Ton faisait fond sur l'interprétation même que les livres M et N de la Métaphysique donnent du pylhagorisme il conviendrait de lui restituer, par contraste avec le platonisme la thèse de la participation des choses aux nombres. Oî Ss IIuOzYÔostot Sià tô âpÔÉv TToXXa TÔiv âpi6|xàiv TiâÔV) lvu7:âp/^ovTa toTç aiaO-rjToTç (ji5;jLafftv, etvat aâv apiOaoùç ItzoÎti'jxm xà ovra, oO /_oj : '.(jtoÙ; oè, aXÀ' I; àptOatov rà ovtx'. Le vocabulaire respectif qu'Aristote attribue aux Pythagoriciens et aux Platoniciens pourrait donc être interverti sans trop de difficulté; mais, par delà les ressemblances verbales, subsiste l'opposition profonde de Vimmanence pythagoricienne et de la transcendance platonicienne : ô txèv roùç dptOaoù; Trxpà xa à-.cOyjTâ, ol o'àp'.Oaoù; stvx; cpaciv aura xà ■Koi'rj.x-z'x. *. Lorsque les Pythagoriciens disent que les choses imitent les nombres, ils mettent sur le même plan la réalité numérique et la réalité naturelle; ils constatent une ressemblance entre l'ensemble du nombre et l'ensemble de la chose : '£v Se toTç dpiOfxoTç ISôxouv Oscopsîv o'^omaara TToXXa toT; oùa: xat y'.vvo^.Évo'.;... xai tôv oXov oùpivov àpu.ovta,v s'.vat xal àpiOij(.ôv \ Au contraire suivant Platon, la science des nombres porte non pas sur les choses prises en soi, mais sur les caractères des choses, qu'elle réussit à comprendre dans ses déterminations. Le principe de ces déterminations, c'est le ^épaç dont le domaine est défini avec précision dans le Philèbe : « l'égal et l'égalité, et après l'égal le double et tout ce qui serait rapport de nombre à nombre et de mesure à mesure*. «Au même objet, suivant l'étalon de la mesure ou de la numération, s'appliqueront différents types de détermination; mais ces types idéaux sont, pris en soi, des réalités autonomes ; ils constituent le plan
Timée où les Idées seraient remplacées par les types naturels, les paradigmes (t, XIII, p. 242), et où la [i.i%t-,:; serait en réalité jiîjxriai,- (t. X, p. 289). Zeller a montré les diflicultés d'une séparation aussi complète dans un mémoire Ueber die Unterscheidung einer doppeltcn Geslalt der Jdeenlehre in den Platonischen Schriften, (1887), Kleine Schrifleii, t. I, 1910, p. 369, et suiv.
Ibid., p
4. Met., A 6 987" 27, cf. Phys. III, 4, 203' 6. 0. Met., A 5 985''27.
0. 2:j A. npàJTOv jxÈv TÔ i'iTOv y.at îffÔTrjTa, jj.î-à Se tô icrov io 6cit).iTtov -/.ai iiîtv o T. itep av Tipb; àp;6abv àpiôixô; ï] [xfTp'sv r, npôç [AiTpov, xaûxa $-j[jLiiavT' sî; tÔ 7î£pa; iiioXoyt!;ôjX£voi xa/w; av Soxoû[i£v opxv toOto.
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supérieur de vérité ou d'existence dont procède la participation '. Que ce soit par présence, par communication ou sous quelque autre forme ou par quelque autre moyen ^, c'est la grandeur qui fait que ceci est plus grand que cela, c'est la petitesse qui fait qu'une chose est plus petite (ju'une autre '.
Telle est, dans la lumière brutale des textes, la distinction spécifique qui nous conduit à l'élude directe du mathématisme platonicien. Nous avons à déterminer d'une façon précise le progrès accompli par la réflexion do Platon. Comment de la méditation de la mathématique a-t-il tiré une doctrine de la connaissance qui déborde par delà le domaine mathématique, qui se prolonge même au delà de l'antiquité, puisque quelques-uns des interprètes les plus profonds du platonisme y ont décelé le germe d'une méthodologie universelle, capable d'être reliée à l'idéalisme critique des modernes? Mais comment, d'autre part, l'avènement de cette philosophie, dont le succès fut au début si brillant que la mathématique semblait avoir absorbé la philosophie \ a-t-il été suivi, à bref délai, de la disparition de la philosophie mathématique? Comment la science des connexions entre les idées — la science réelle — a-t-elle paru pendant près de vingt siècles, subordonnée à la science apparente — à la science des classifications verbales? Cette seconde question ne doit pas être séparée de la première ; nous ne serons pas éloignés de saisir le sens du mathématisme platonicien si nous nous rendons capables de satisfaire à cette double curiosité.
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). — Directement ou indirectement, la considération de la technique est intervenue dans l'élaboration de la philosophie platonicienne. L'identification exacte que le pylhagorisme, au moins sous sa forme primitive et, en quelque sorte, à l'état pur, avait établie entre le nombre et la grandeur, entre la pensée arithmétique et la réalité concrète, se trouve rompue, à l'époque où Théodore de Cyrène enseignait les mathématiques à
'' 1. Cf. Phédon, 100 C : ça-.vcTai yâp fioi, ei ti èïtiv «aao y.a/.ôv uap' ayTÔ tb xaXbv, o'JÔi ôt' iv aXXo xaXbv elvat r, oiÔTt [/.eté^/si âxîivo-j toO y.aÀoO.
2. Ibid., 100 D : o-Jx a).),o t; -ko'.îX a-i/TO xa).bv r, r, àxeivou toO xa).o-j eïte 7:apou'T:a £ÎT£ xoivwvia, eï6' Ôtcy) Sy) xal oTiutç îTpOTYiyvsTat.
3. Ibid., 101 A : à).).à Stafiaptûpoi' âv, ôt'. rrii jikv o'jôèv a>,),o li^nz "0 ô'i tb (j.kv Lieî^ov iràv erepov kzkpo-j oùosvl a>,),(o jxeîïôv ettiv r, (AcyÉÔî'., xal ôià toOto ti£ï?ov. 8tà TÔ [xéyeôoî, tb S'à'XaTTOv... Sià Tf|V <TjX'.xpÔTr,Ta.
^ 4. yijowt xà u.aOr||j.aTa toïç vjv r, ç'.XoTo^ia, Met., A 9-992''32.
Platon*. Chose curieuse et qui manifeste la fécondité de leurs procédés scientiliques, c'est aux Pythagoriciens eux-mêmes qu'est due la découverte capitale qui devait mettre fin au règne du nombre, la découverte des grandeurs incommensurables. Dans la plus harmonieuse des figures qu'ils aimaient à considérer, dans le carré, ils devaient rencontrer un élément géométrique qui n'était plus une somme de points. Comment s'est révélée cette difticulté? Autant qu'on peut le présumer, ce serait par l'établissement de la formule générale connue sous le nom de théorème de Pythagore : a et 6 étant les côtés d'un triangle, c l'hypoténuse, a- -h 6- = c^.
Cette relation était connue des Hindous, à une époque que M. Bûrk, dans son introduction à l'édition et à la publication des SulvasLitras d'Apaslamha'^, fait remonter au viii'' siècle avant l'ère chrétienne (et la date est acceptée par les derniers historiens de la mathématique). Mais si les Hindous ont exprimé le théorème de Pythagore dans sa généralité, nous ne pouvons pas affirmer qu'ils en possédaient une démonstration générale. Peut-être se contentaient-ils de poser la loi par induction, en remarquant la connexion entre les différentes valeurs, exprimées en nombres entiers, que l'on pouvait donner aux côtés de l'angle droit du triangle (ou plutôt du rectangle) et des valeurs numériques entières qui leur correspondaient pour l'hypoténuse (ou pour la diagonale). L'induction devait leur paraître d'autant moins douteuse que, suivant la remarque de Zeuthen, ils devaient ne pas hésiter « à croire que toujours il était possible d'exprimer les trois côtés d'un triangle comme des multiples entiers d'une unité assez petite ^ ». Au contraire pour Pythagore, dont ce fut là sans doute l'apport original, le théorème est une vérité qui est indépendante de cette particularité que les côtés du triangle rectangle peuvent être représentés par des nombres entiers. Dès lors, les Pythagoriciens se trouvaient engagés dans un domaine où le parallélisme du concept numérique et de la représentation géométrique ne peut plus se maintenir. Le carré est la figure rectangulaire la plus simple; le carré numériquement le
Diog. Laërt, III, G
2. Voir 2, Wie ait ist der Satz von Qiiadrat der Hypoténuse bel den Indern? Zeitschrift der deutschen niorgenlândischen Gesellscliaft, t. LV, année 1901, p. 550 et suiv.
3. Théorème de Pythagore, origine de la géométrie scientifique (Congrès International de Philosophie, IP session. Rapports et comptes rendus, Genève, 1905, p. 846) Voir également MilhaudLa Géométrie d'Apastamba, Revue Générale des Sciences, 1910, p. 512, et suiv., et Nouvelles Études sur l'Histoire de la Pensée scientifique, 1911, p. 109 et suiv.
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plus simple esl celui dont on suppose que le côté est égal à l'unité; or, l'observation empirique a dii le faire facilement tlécouvrir, si la diagonale du carré, qui a Tunité pour côté, esl prise à son tour comme côté d'un nouveau carré, l'aire de ce carré est égaie à deux ; quelle sera donc la longueur exacte de la diagonale? ou si l'on préfère, quelle sera la longueur exacte de riiypolénuse du triangle rectangle isoscèle dont les côtés sont l'gaux à l'unité? Tous les essais faits pour trouver une expression fractionnaire dont le carré soit équivalent à 2, échouent les uns après les autres. L'échec est-il définitif, et ne pourral-on en choisissant des unités de mesure de plus en plus faibles finir par découvrir une racine exacte de 2? Les Grecs se sont posé la question; ils l'ont tranchée à l'aide d'une démonstration qui donne une idée claire de leurs ressources logiques, et qu'il esl d'autant plus intéressant de reproduire ici qu'une allusion d'Aristote * permet de la faire remonter à une date très voisine de l'époque pythagoricienne. Si la diagonale est commensurableau côté du carré, le rapport peut être mis sous la forme d'une
fraction irréductible - . Le théorème de Pythagore d^ = Remontre immédiatement que d est pair, d'où l'on conclurait, puisque d et c sont premiers entre eux, que c est impair. Mais la parité de d permet d'exprimer le théorème sous la forme suivante :
^{^ = <lc- ou ^2/£^V
ce qui entraînerait la parité de c. Si d et c sont supposés commensurables, il résulte de l'hypothèse que c est à la fois impair et pair-. Ainsi se trouve établie à la pleine lumière d'un raisonnement rigoureux l'impossibilité de faire correspondre un nombre déterminé d'unités à la diagonale d'un carré qui a l'unité pour côté. Un tel nombre devrait être celui qui a pour carré 2; il devrait être pair et il devrait être impair en même temps; il n'a pas d' a état civil », il est en dehors de l'intelligibilité. Et pourtant la grandeur que l'on se voit condamné à ne jamais pouvoir mesurer avec exactitude esl géométriquement construite et déterminée. Le domaine de l'existence déborde le type de l'intelligibilité; la rupture de l'équilibre où s'était tenu le dogmatisme pythagoricien est inévitable.
1. Premiers Analytiques, I, 23, ■41^26. 'AwjijLtxETpo; r, o'Aaz-po^ ctà -h ytvEîOa'.
'2. Voir la proposition introduite dans les Éléments d'Euclide (X, 117) apiid lleiberg, X, App. 26, t. 111. Leipzig, 1880, p. 408.
De cette crise il démeure un témoin, Zenon d'Elée. Quelle qu'en ait été l'intention, quelle que soit la base positive qu'elles recouvrent ', les aporiesde Zenon d'Elée ont signifié pour l'antiquité grecque l'impossibilité de faire coïncider la pluralité discontinue, pluralité pythagoricienne des points arithmétiques ou encore pluralité démocritéenne des atomes étendus, avec la donnée concrète, avec la réalité continue de l'espace où les choses se déplacent; elles ont marqué l'échec de la science telle que la mathématique paraissait en avoir jusque-là fixé le modèle; elles ont provoqué une conception nouvelle de la connaissance et de la vérité.
26. — A travers les Dialogues de Platon, plus d'un indice vient témoigner que la découverte des irrationnelles n'est pas étrangère à la doctrine platonicienne de la science. Dans l'introduction du Théétèie , dialogue destiné à marquer les premiers degrés de l'analyse qui remonte de l'apparence sensible à la vérité, Platon rappelle les écrits de son maître Théodore, qui établit l'irrationalité de v'o, de v^7 et poursuivit jusqu'à \ITÏ la recherche des racines carrées irrationnelles-. Au VIP livre des Lois, il se plaint, comme d'un crime contre la patrie, qu'on laisse ignorer aux jeunes Hellènes, qu'on lui ait laissé longtemps ignorer à lui-même, la distinction des grandeurs commensurables entre elles et des grandeurs incommensurables ^ distinction dont il fait la base des « humanités », Surtout il convient d'insister sur l'exemple du Ménon : le problème, l'un des plus simples qui pouvaient se présenter après la découverte de l'incommensurabilité, consiste à déterminer la longueur du côté d'un carré qui serait double d'un autre carré ayant quatre pieds de surface. Ce qui est significatif, c'est le but auquel cet exemple est destiné : il s'agit de prouver la thèse de la réminiscence. LeSocrate platonicien fait introduire un esclave auquel, sans rien apprendre directement, par le seul effet de la lumière naturelle qui se révèle à elle-même, il prétend faire retrouver la véritable solution du problème *. Les premières réponses de l'esclave sont empruntées aux cadres de l'arithmétique pure : Le carré de surface double paraît avoir un côté de longueur
Vide infra
2. Théélète, 147 D. Voir l'étude de Zeuthen : Sur la constitution des livres arithmétiques des Éléments d'Euclide et leur rapport à la question de Hr rationalité. Académie Royale des Sciences et des Lettres de Danemark, 1910, p. 395 et suiv.
3. 820 G : Ta xwv p.s.xpri-îu)y te y.al àfAETpaiv Tipb; aXXr|>-a, r,Tivt cp-ja£t yéyovE.
4. 82 B. IIpdff£^/E 5ïi Tov voûv, àizô-tp av uoi çaiv/jTa'., T| àva[i.'.[xvYi(Ty.ô[i.£voç r, fiavOâvcov Ttap' èfioO.
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(loiiblo. — Mais la longueur double est 4, la surface double esUG. — Le côté du carré sera donc plus grand ([ue 2, plus petit cpie i, c'est-à-dire 3. — Mais celte réjxjusc, (|ui éj)uis(î en quchiue sorte les ressources de rimaj^ination proprement nuinc-rique, est encore inexacte; le carré de trois pieds de côté aurait une surface de neuf pieds. — Socrate suggère /v 3 e alors une considération exclusivement géométrique . Soit le carré A B C I) ^ (fig. 3), nous pouvons lui juxtaposer trois carrés égaux de façon à obtenir la surface quadruple AKGF. En prenant les diagonales 13C, CI, IH, MB, nous coupons en deux chacune des quatre surfaces égales au carré primitif. Le carré BCIH est donc Fig 3 double du carré primitif; le côté, dont la
longueur serait égale à s 8, est la ligne que les Sophistes appellent diamèlre : c'est du diamètre que se forme donc la surface double'-.
Section B. — La méthode platonicienne.
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27. — Reconnaître que ce qui est au delà du nombre n'est plus au delà de l'intelligibilité, faire une place à la solution exacte de la géométrie là même où cette solution ne peut se ramener à la forme simple d'un rapport arithmétique, c'est élargir la base de la science, et c'est en transformer la notion. Il est devenu impossible de maintenir dans toute sa rigueur, dans toute sa naïveté, ridentification que le pythagorisnie avait affirmée entre les nombres et les choses; mais il est également impossible d'accepter dans toute sa simplicité, dans toute sa crudité, l'opposition établie par Parménide entre le monde de lètre ou de la vérité et le monde de l'apparence ou de l'opinion. Sans rien relâcher de la sévérité dialectique avec laquelle les Éléates avaient manié le principe de contradiction, la philosophie platonicienne se proposera de reconstituer le système organique où toutes les sciences trouveront désormais leur harmonie et leur unité. Elle commencera donc par suivre à
Cf. Cantor, P, p
2. KaXoOj'. o£ Ta-jt/jV ô'.âjiSTpov ol (tos'.ctxI, wjt' el Ta\jTY) ô'.âjASTfiOç ovofia, àzô T?,; ôiau.£-rpoy xv, w; o-y of,ç, w Ttaî Mévwvoç, yiyyoïx' av xb 5i7i>.â'7toA Xwpiov. 85 B.
BnuxscHvicG. — Les étapes. *
travers la hiérarchie des dilïérenles disciplines le progrès d'analyse, grâce auquel la multiplicité confuse et changeante du sensible se résout en un système de rapports intelligibles.
En ce sens, la doctrine platonicienne de la science peut paraître calquée sur la dialectique socratique. Socrate a obligé les hommes ù considérer leurs propres actions, à les confronter avec les actions ou les discours des autres hommes, à réfléchir sur l'incertitude de leurs maximes et la contrariété de leurs désirs jusqu'à ce qu'ils soient arrivés, par des procédés méthodiques et convergents d'épuration, à dégager la notion qui par sa généralité même était capable d'imprimer à la conduite une direction rationnelle en conformité avec la nature vraie de l'homme *. Il avait pour souci constant de ramener par la pensée de ses interlocuteurs vers Vhypothèse-, Platon fera de même, en se plaçant sur le terrain de la recherche spéculative dont Socrate s'était systématiquement abstenu ; il enregistrera les contradictions du sensible, sur lesquelles après Heraclite les Sophistes avaient insisté avec tant de plaisir : six osselets sont à la ïois plus et moins, suivant qu'on leur compare quatre osselets ou huit osselets '. Or, comme les difficultés dont l'interrogation socratique embarrassait la discussion, ces contradictions sont fécondes; elles servent d'aiguillon pour la recherche de l'hypothèse initiale. Les sens confondent la petitesse et la grandeur dans une même perception ; l'intelligence est alors contrainte de venir démêler cette confusion et de considérer comme distinctes grandeur cl petitesse'.
Ainsi s'opérera le passage de l'arithmétique du vulgaire à l'arithmétique du philosophe. Le vulgaire n'hésite pas à faire entrer dans un même calcul deux unités quantitativement inégales, par exemple deux années, deux bœufs, deux choses même qui seraient ou les plus grandes de toutes ou les plus petites; mais les philosophes refuseront de suivre quiconque ne commencerait pas par poser l'homogénéité parfaite de chacune
1. Met. M. 4. 1078" 27 : ... ô-jo y^P £<î"iv « ti; av 7.Tio5o:r) Sw/.pâTît 5'.xai'wç, Toj; t' ÈTiay.Tty.o'jî ),ôyou; xai lo ôpi^îTÔat 7.aOô),Qy.
2. Mémorables, IV, G (13) ètiI xT(V ûtcôÔso'iv ÈTtavriY-'' *'' Ttâvta tÔv /ôrov.
Cf. Jackson. On Plato''s Republic, VI, 509, D. sqq. Journal of Philology, t. X, 1881, p. 14.3.
3. 'Aa-TpaytiXo-j; yâç/ ~o-j i'?, xv [ikv TÉTiapa; aÙTOÏ; 7rpO(TîviYxr,c, TiÀîiou; -faakv z'v/OLi T(ov TSTiâpwv xal r||jnoX;oyç, Èàv Sk Stôoexa, èXxttov? /.al r|(jit(Tîiç. Théétète, 154 G. Voir Niitorp, Platos Ideenlehrc, Eine Einfuhruiuj in den Idealismus, Leipzig,
4. Rcp., VII, 524 G. Miya ;xt,v xat O'inî xal (7[Acxpôv ktôpa, 3a(J.kv, à),),' oj xî/wp'.(T(jiévov, à).Xà u'jyxe);u[jL£vov ti... Atà Sk Tr,v toO-oy ffa;pr|V£iav ixîya ai 7.a\ ajxixpbv r, vÔTiTt? Yjvayxdt'TÔr, tôstv où ayyxïyujxlva, à/.)>à Stwpiiytxî'va, toÙvxvtcov, r, 'xs;vr,.
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des unités d'une myriade'. Le calcul sert aux inlérôls de la vie privée ou de la vie publi(iue, pour les ventes et pour les achats, pour les besoins de la guerre; mais les calculs supposent les rapports intrinsèques des nombres. La pratique de la « logistique » invite l'esprit à une véritable conversion, qui l'élève au-dessus de la sphère du devenir, qui le tourne vers la contemplation de la nature propre des nombres, qui lui ouvre la voie de la vérité et de l'être-. La << logistique » ou arithmétique atteint ainsi des hypothèses fondamentales, par exemple la division des nombres en pairs et impairs^; et prenant ces hypothèses pour point de départ, elle parvient rationnellement aux propositions qu'elle a pour but de démontrer*.
La géométrie est susceptible du môme progrès^; ses applications pratiques — par exemple dans lart de la guerre, pour rétablissement d'un camp, pour le siège d'une place, pour Tordre d'une marche ou d'un combat '^ — témoignent des propriétés que possèdent les figures. Les géomètres se servent des figures visibles, et en font le sujet de leurs raisonnements. Mais l'objet véritable de leur pensée, ce ne sont pas ces figures, ce sont d'autres réalités auxquelles ces figures ressemblent. Leurs démonstrations ont pour raison le carré en soi et la diagonale en soi, non la diagonale qu'ils tracent, ou quelque autre figure dont ils se donnent la représentation plastique ou graphique, et qui est susceptible de projeter à son tour une ombre ou une image dans l'eau; toutes ces figures ne sont elles-mêmes que des images auxquelles les géomètres ont recours dans leur effort pour atteindre à ces réalités qu'il n'est pas possible d'apercevoir autrement que par la pensée \ Les hypothèses
1. Ot (xàv -^ip -KO-J [xovàôa; àvidoy; xaTap'.ÔfxoCvTa; -u>'t u£p\ àpiÔjAÔv, clov <7Tpa- TÔiteSa 8ùo y.ai poùç Stjo xa\ o-jo Ta sjx'.y.pôtaTa r, xai Ta TtivTwv [AÉYiSTTa- o'. ô' oùx av Ttot' avTO?; (r'jvaxo).o-j6r|(7£iav, tl (ir, p.ovioa [lovâSo: ÉxâG-Tr,; tôjv [;.-jpîtov {ir)8£(x;av à).),r,v à),>,r); StaçépoU'S-dcv t:; 'Jr,'7£i. Plolèbc, 06 D.
2. IIpo<Tr|Xov ôt) tô [A0(6r,iia av k'iv], lo Dauxwv, vojioSsTvi'Tai xal TretQeiv toÙç [xéÀ- XovTaç èv Tr) ■kôXz: twv jjLEyiaTwv !J,c6éç£'.v stz: AoyiaTiXYiv uvat xal àv6â7tT£(j6ai «yTT,ç [AT, lô;(i)T'.xà)î, à).).' Ëwç àv iit\ 6£av Tr,ç Tàiv àp'.Ôjiwv ç'j(7îa)ç àçixwvTai T^ vor,iTei àuTïj, oùx w-/ri; ovûà Tipâ^ewc "/âpiv (o; saTiôpouç r, xa7tr,),o\jç |ji£).ET(JovTai:, aXV ev£xa ■Kolé\LO-j tô xal aCrr,; t?,; '\''J'/.'li paTTwvTj; (A£Ta(Ttpo?f,ç aTiô Y^véçEioç èTc' à).ifi9ctâv T£ xal oÙTiav. fie/)., VII, 525 B.
3. Rep., VI, 510 C. TitoOéiiEVoi to Tc TtcpiTTOv xa\ 10 aç'.:o-i.
4. *Ex toÛtwv 6' àp-/ô[j.£voi Ta /oiTtà TiÔy) S'.e^iôvtîi; T-^î-JTfodsv ojAoXoYOyjxévw; èiil toOto, oû av ètïI (7xé<]/tv ôp(j.r|(ytO(7iv. Ibid,
fiep., VII, 526 D
7. Toï; ôpwfAÉvoi; t'îoza: 7tpO(T-/pâ)VTat xai Toù; X^youç 7t£pl aÙTÔiv novoOvTat ou Ttspi TO'jTwv ôtavoo-jfisvo'., à),/,' sxïivtov Tiip'., ot; taÛTa £Otx£, loû TETpaytovoy àyToO êvExa Toùî ).6yo-j; Tro'.oûtxE'''0' '''■'^- S'.afjLÉtpou avTrir, àXX' o-j TauTï)ç, 'r^v ypiçouat,
de la g^éométrie, par exemple la division des angles en trois espèces, seront donc au delà des représentations figurées, tout en étant en deçà des rapports entre nombres entiers. « L'Epinomis qui reproduit ici, à n'en pas douter, la lettre de la doctrine platonicienne* », marque nettement la fonction qu'à la suite de l'arithmétique, science des « nombres qui n'ont pas de corps-», remplit la science qu'on appelle du nom ridicule de géométrie : la géométrie rend évidente, en la faisant participer à la loi des figures planes, la similitude de nombres qui, dans leur nature purement numérique, n'étaient pas semblables les uns aux autres ^ Il s'agit ici comme l'a expliqué Paul Tannery^, de nombres plans semblables, c'est-à-dire qui peuvent être représentés par deux rectangles semblables. Pour que de tels nombres soient commensurables, il faut que les côtés des rectangles respectifs le soient eux-mêmes; ce qui exige que le rapport des deux nombres donnés soit un carré parfait. Or, la construction géométrique delà racine carrée incommensurable permet de déterminer des rectangles semblables, en dehors de l'hypothèse de la commensurabilité. L'intervention de figures géométriques étend donc les relations du type numérique au delà des limites où s'arrête l'expression du calcul en nombres entiers ou fractionnaires.
Une méthode analogue d'analyse régressive permet enfin de déterminer l'objet propre de l'astronomie. La merveilleuse variété des corps célestes est pour l'astronome une sorte de modèle artificiel, destiné à provoquer une intelligence indépendante de l'intuition du modèle : l'intelligence des mouvements vrais, constitués par les rapports réciproques de la vitesse réelle et de la lenteur réelle se mouvant suivant le nombre vrai et suivant les figures vraies, entraînant dans leur mouvement toutes les choses qui sont en elles ^.
28. — La doctrine platonicienne des sciences mathématiques exprime dans l'histoire le moment où intervient, comme
■/.al iZi'û.OL o-jTwç, ayrà (xèv raOïa, a Tzkâ'zioijal te xa'i ypicpoucrtv, wv y.at o-xta\ xai Iv "jôac-'-v etxôve; état, -100x01; [ièv wç £Îx(5atv a3 '/pwjASvot, ÇriTOÛvrl; t£ ayxà âxiïva lozïv, a oùx Sv a),).a)ç l'So'. -iç, r, Tvj Siavot'jt. Rep. VI, 510 D.
1. Elie Halévy, I.a théorie platonicienne des sciences, 1896, p. 236.
ApiOp.iov a'jTôJv, à).),' oCi aojfj.ara èyô^-Mv, 990 C
3. Tùiv oCix ovTO)v ce ôixotwv à).).r,)vOiç çuTîi àp'.6|j.wv ô^j.oiutntç Tipo; Tr^v xwv âTiiT^Écwv [Aotpav vîyovjïx ètt', S'.a-^avr|Ç, 990 D.
4. L'Éducation platonicienne, III, Digression sur un passage de VEpinomis, Revue Philosophique, 1880, t. II, p. 329.
5. TÔ3V Gï à).Y,6ivtov... aç to ov ~iyoz v-ocî tj oOffa (3pa8'jTr;Ç èv tw à\r^hv^ià àpt6[iâ) xal Tîâff'. TOts àÂr.OÉTt '7yr^\x7.'T'. ^opâç te irpoç a).>.Ti>.a çépîTai xal xà èvôvtk çépEt. Rep., VII, 529 D.
LA RÉGRESSION ANALYTIQUE
(Irinarche nécessaire cl comme démarche distincte dans l'entreprise scionli(i(|iie, une analyse régressive marquante travers les degrés systématiques dune théorie de la connaissance l'intensité croissante de l'activité inlellecluelle.
Oue celte conception, dont l'originalité, dont la prolondeur ne sauraient être exagérées, ait été présente explicitement à l'esprit de IMalon, c'est ce qu'atteste, en outre des pages qui terminent le Vl" livre de la République, une indication lormelle (le V Éthique à Nicomaque où analyse et synthèse sont définies par leur opposition réciproque : Eu yàp xal IIÀxtcov -^itôpi'. toîîto xy.\ i'^-f^m, rotepov àuo tcov àp/wv y\ iiz\ xàç àp/x; èttiv Yj ô8dç, wîTreo èv tw TTïSt'w 7.7:6 Tlov àOXoÔETwv £zt t6 îTspaç r, avaTraXtv '.
Une tradition que Diogène de Laërte ^ et Proclus ^ nous ont transmise, précise davantage : c'est Platon qui aurait introduit dans la géométrie, en l'enseignant à Léodamas, la méthode analytique, celle qui remonte de la proposition en question jusqu'à un principe déjà admis. Mais, comme l'a fait remarquer Paul Tannery *, il importe de limiter la portée de cette tradition. S'il s'agit de l'analyse sous sa forme féconde de procédé inventif, la découverte n'était plus à faire au temps de Platon : elle était impliquée dans les tâtonnements des premiers « géomètres » en vue de coordonner le résultats de leurs observations. Proclus lui-même ne nous apprcnd-il pas d'ailleurs qu'Hippocrate de (îhios, contemporain de Théodore de Gyrène, et le plus ancien auteur d'Éléments géométriques^, avait usé d'une forme particulière de l'analyse, l'àTraYcoy-/,, en ramenant le problème de la duplication du cube au problème de la détermination de deux moyennes proportionnelles entre deux droites données®? Cette réflexion sur les procédés d'invention devait conduire à un usage méthodique de l'analyse, non plus pour la découverte des vérités mathématiques, mais pour la découverte des propo-
I, 2-iÛ
2. Diog. Laërt, III, 24 : riptôTo; tbv xa-à ttiV «vâ/uo-iv T-r,? Çï^triaso); Tp(5nov
3. Ed. Friediein, p. 211 : MéOoooi oï rjixw; TîapaSi&ovTai, xalAÎo-r/i \ih/ -ri 5ià rr|Ç àva>,-ja£wç ètc' ào'/r^-j fj[i.o),OYO'jiXcvr,v àvctYOUïX tô Çt|TO-j[x.svov, t^v -/.où 6 IIXctTwv wç çaaiv AEwSi[j.avir'. TtotpaSéSwy.Ev, à?' r,; xal Èy.sïvo; uo/Xiôv xatà yscojxîrpcav sypîxr,; 'iTTÔpYi^a'. ^evécôat.
4. L'éducation platonicienne, VII, L'Analyse géométrique, Revue Philosophique, 1881, t. I, p. 297, et La Géométrie grecque, 1887, p. 111. Cf. Du Sens des Mots Analyse et Synthèse chez les Grecs et de leur Algèbre géométrique (Notions historiques à la suite des Notions de Mathématiques de Jules Taaaery, 1903, p. .327).
Op. cit., p
sitions qui en permettraient la vérification, des lemmes; or, suivant l'observation de P. Tannery, c'est cet usage de l'analyse que Proclus vise expressément lorsqu'il parle de la méthode platonicienne. A l'appui de cette interprétation de lanalyse platonicienne on peut ajouter que dans les générations qui suivirent Pythagore, et sous linfluence de Pythagore lui-même, un travail s'était accompli pour ramener à une forme rigoureuse les raisonnements mathématiques, travail qui devait nécessairement avoir pour conséquence de dégager les méthodes de démonstration ^ Il n'est même pas interdit de penser qu'un raisonneur à outrance comme Socrate, qui suivant Xénophon - était loin d'être étranger à la culture mathématique, a subi, sans le savoir peut-être, l'influence de cette élaboration méthodologique. En tout cas, c'est ce travail qui paraît avoir abouti, avec Platon, à la constitution de l'analyse comme procédé de démonstration remontant de la proposition énoncée aux principes élémentaires qui permettent d'en établir l'exactitude. Voici enfin une considération dont les historiens de la mathématique grecque ont souligné l'importance : cette analyse, à la différence de l'analyse des modernes, ne se suffit pas à elle-même; car les anciens se sont placés, non sur le terrain de l'algèbre, où les propositions s'expriment en général par des équations et sont réciproques, mais sur le terrain de la géométrie où elles sont d'ordinaire hiérarchiquement ordonnées. Établir que, B étant vrai, A est vrai, n'est pas démontrer que la vérité de A implique la vérité de B. Par exemple, on peut démontrer par régression analytique que les sommets des triangles ayant une base commune et un angle au sommet de valeur constante sont situés sur un cercle; mais on ne peut pas renverser Tordre des propositions, et poser que pour tous les triangles à base commune ayant leur sommet sur un cercle, la valeur de l'angle au sommet est constante; car on négligerait alors les conditions qui sont nécessaires pour la validité de cette proposition : 1° le cercle doit passer par les extrémités de la base, 2° on ne doit considérer que la partie du cercle située d'un seul côté de la base '. De fait, dans les descriptions des modes d'analyse usités par les anciens, que Pappus a placées en tête de son recueil de solutions analytiques,
1. Il'JÔaYÔpai; trjv Trepl a"JTr,v [yewjiîTpiav] çù.oaoï^'.OLw eî; er/f|[ia Ttatoîia; â).£\j- ÔÉpoy |j.îT£ffTr|(Tîv, àvwQev ràc àpyà; a-jT-r,; £7r;(jxoTro'j[i£vo; y.a'i àuXw; xal voepwi; Ta 6£(opr|[xaTa 8'.£p£uvw[j.cvo;. Proclus (d'après Eudème), éd. Friedlein, p. 65.
2. Mem., IV, 7 (3) : Où-/. aTtetpô: ye a-jTtôv [twv ô'jffTUvÉTwv 6iaYpa|A!JLC(Twv] r,v.
3. Haakel, Zur Geschichte der Mathematik im Alterthiim und Mittelatter, Leipzig,
LA DIALECTIQIK SYNTHETIQUE 5;)
ToTTo; àvaXuoasvoç, l'analyse est regardée comme conduisant à une (li'monstration synthétique '.
Il n'est guère douteux, pour conclure encore avec Paul TaniHM-y, que cette liaison de l'analyse et de la synthèse ne se retrouve dans la conception platonicienne de l'analyse. Si la régression, <[ui part de l'observation du sensible et de la pratique vulgaire, aboutit aux hypothèses fondamentales du mathématicien, la science dans sa constitution définitive procède de ces hypothèses, et marche vers les conséquences : q-jx. îtc' àp/;V'' -oiE'JoaÉv/), 7.XX' z~\ TiÂeur-qv "".
LA r)L\LECTIQUE SYNTHETIQUE
29. — Pour suivre dans son développement la philosophie de Platon, il faut encore aller plus loin : l'analyse des mathématiciens n'est pas seulement relative à la déduction progressive qu'elle prépare ; elle est en outre relative à un nouvel effort (l'analyse, qui remonte des hypothèses aux principes absolus qui les fondent. La distinction de la science et de la philosophie est dans la République aussi rigoureuse qu'elle pourra l'être plus tard dans le positivisme; mais la conséquence que Platon en tire est inverse de celle du positivisme : c'est la philosophie qui est autonome et non la science. Les techniciens prennent pourpoint de départ de leurs raisonnements des hypothèses qu'ils ne croient utile de justifier ni pour eux-mêmes ni pour les autres, comme si elles étaient suffisamment claires pour tout le monde-'. Or, tant qu'on ne sera pas remonté au delà de ces suppositions, la mathématique ne méritera pas le nom de science; ses notions initiales ne seront que de simples possibilités *. Elle demeurera une sorte de rêve sans prise directe sur la réalité vraie \
1. VII, 634. Voir encore Zeuthen, Histoire des Mathématiques dans l'Antiquité et le moyen âge, Irad. Mascart, 1902, p. 75 et suiv., et Heath, Thethirteen Books of Eudid's Eléments, t. I, Cambridge, 1908, p. 137 et suiv. " 2. Rep., VI, 310 B.
■i. Rep., VI, 310 C. Tav-a aèv wç eISôteç, TTO'.Tiirâjj.svoi ûttoSéteiç a-JTa, o-Jôéva Aoyov o'jTî aJToï; ouïe à/./.ot; ï-'. àïioOijc Tiépl a-jiôjv S'.Sôvxt to; Travtl çavcpwv.
4. Rodier, Les mathématiques et la dialectique dans le système de Platon, Archiv fur Geschichle dcr Philosophie, année 1U02, t. XV, p. 483. Cf. VÉvolution de la Dialectique de Platon, Année Philosophique, 1903, p. 66.
5. Aï ôk ).o;iia'i [tâ/vai], a; toû ovto? t'. £;pauîv k-KÛ.xu.oâ.-jindx:, -/£(i)(j.£Tpiac te v.x\ Taç xâuTT, £T:o|j.îvac, ijpiï>\i.Z'/ w; ôvsipwtxoufft [j.cv titoi tô ov, uTtap oà àôyva-ov avTat; ISeïv, É'w; av ■jTzobi'jEa'. -/pwfAîvat TavTa; à/.iVT|-o'j; èô)»;, \ir^ £uvâ|XEvai aô-,'ov û'.Sovat a-j-(ijv m yàp ipy^r\ [xîv o |j.yi oIoî, ■:c\vjvr\ £k xa'i xà jJ-ETa^y È| o"j lir, oISe ayti.TTEHAEXTa'., -iç (Arf/avr, Tr|V -:o'.a-JTr,v ôîJ.o).OYtav tiote £7ti(TTT|ar|V yEvÉaSa'. : Rep., VII, 533 B.
Se séparant à la fois des Pythagoriciens, qui mettaient sur le même plan science et philosophie, et de Socrate, dont l'investigation prudente paraît s'être arrêtée à la détermination de l'hypothèse, Platon engage la philosophie mathématique dans une voie toute nouvelle. Les mathématiques situées dans la région de la Stàvota ne sont plus qu'une science intermédiaire \ Leur vérité réside dans une science supérieure, qui est à leur égard ce qu'elles sont elles-mêmes vis-à-vis de la perception du concret. La dialectique a pour fonction de reprendre les hypothèses des techniques particulières et de les pousser jusqu'à leurs principes ■^ elle prend possession de l'inconditionnel; et delà, par une marche qui est inverse de l'analyse, elle forge une chaîne ininterrompue d'idées^ qui, suspendue au principe absolu, constituera un monde complètement indépendant du sensible, le monde de la vôticç. La philosophie mathématique de Platon à son degré le plus haut et sous sa forme définitive sera donc la dialectique, ou, comme on serait tenté de l'appeler par analogie avec la métaphysique qui devait la supplanter, la métamalhématique.
30. — Malheureusement, nous ne possédons pas les renseignements directs et authentiques qui nous permettraient de donner de la métamalhémalique proprement platonicienne un exposé systématique et complet. Nous savons bien qu'elle avait pour objet les nombres idéaux, et après eux les figures idéales; mais ni Platon ne nous dit, ni les allusions des anciens à cette théorie ne nous font comprendre, comment se déterminait d'une façon précise la nature de chacun de ces nombres et de chacune de ces grandeurs. Nous pouvons faire le tour extérieur de la théorie, emprunter aux Dialogues l'indication des principes auxquels elle se rattache et des conséquences qui en dépendent; mais au centre une lacune subsiste; et les livres M et N de la Métaphysique, auxquels nous recourrons plus tard, n'y jettent qu'une lumière oblique et faible, moins propre à révéler qu'à « noyer » les traits véritables de la pensée platonicienne.
1. Cf. Arislote, Met. B 2, 997'" 2 ; -i [is-ra^j, Ttîpl a -rà; u.a6r,(xa-:ixà; zhx: • çdcff'.v £7ri(TTr,(j.x;.
2. Rep., VII, 333 C : r, 5'.a/.c7.T'.y.r, [xï6ooo; txôvri xaCrr, TTops-JEToc, Ta; •j^roOlaî'.ç ava'.po'jrra ïtJ aÙTTjV Tr,v àp-/r|V.
3. Tb Toivjv ETEpov (iâvOavî T[jLf,[j.a toj voyjto'j '/.iroy-i. ii.z toOto, o-j aviTÔ; ô /.ôyo; aTtTSTac T?) T0\j ô'.a/.ÉysffQai ôuvdtjAEc, xiç {nzobzsf.c, uo'.ojaîvo; oiiv. ap"/à~, à)-).à tm ovr; 'jTToÔs'o'si;, otov ÈTr'.ÎJâa;'.; t£ y-ac ôpaà:, "va jJ-É/p". toO àvjiioOéTO'j iizi ttjv toO Travîb; àp-/Yîv tùv, âi}/i[A=vo; à-jT?,;, Ka).;v av r/ôaevo; Ttov Èy.£;'vr,î È)jo|xév(i)v, ovtwî îTil Tî),euTr|V y.axapacvr, à'.cr9r,xM TtavTaTTx^jiv oCiCîvl ■7:pôo-/poj[iEV'jç, iW er5ï<rtv a-jToï; Sl'a-jTÙv st; ay-:à, xaî T£)>e'jTÎ ss; si'or,. Rep., VI, 511 B.
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Pour Platon les nombres sont des Idées. Dans les pages m<'mes du Phédon, où nous avons relevé la théorie de la parlicipalion, l'idée de la dijade et l'idée de la monade sont alléguées pour expliquer le véritable caractère des nombres : on hésite à dire que l'addition de un à un suffise pour produire le nombre deux, il iaut invoquer la participation à l'essence propre de la dyadeK Le témoignage d'Aristole confirme et précise le texte du P/iédon; l'idée du nombre, ou le nombre-idée, est non seulement par delà le nombre sensible, mais aussi par delà le nombre arithmétique. 11 peut y avoir une multitude de nombres semblables entre eux, n'ayant qu'une unité spécifique; mais Vidée est le privilège de l'unité véritable, qui est l'unité numérique elle-même^. A chacun des nombres naturels jusqu'à c/fcc^ correspond une idée et, suivant un texte du livre M qui est expressément rapporté à Platon, chacune de ces idées possède une structure interne qui lui est propre, sans qu'il y ait de l'une à l'autre transport et combinaison d'unités homogènes '".
31. — Quelle place occupent les nombres idéaux dans la théorie des idées? La première si nous en jugeons par un texte très précis de Théophraste qui situe les nombres entre les idées et les principes^; et par l'anecdote célèbre qu'Aristoxène dit tenir d'Aristote, et où l'enseignement de Platon, tout au moins dans les dernières années de sa vie, est caractérisé sur le vif. Platon avait annoncé qu'il parlerait du bien. « Les auditeurs se pressaient dans l'espoir d'entendre parler de ce qui est le bien pour les hommes, fortune, santé, force, en un mot le bonheur parfait ; mais ce furent des discours sur les mathématiques, sur les nombres, sur la géométrie et l'astronomie avec cette conclusion que le bien est l'un; paradoxes qui laissèrent l'auditoire déconcerté, qui en mirent même une partie en fuite®. »
1. 101 B. T; Sas: évl ivb; izoorr-e^ih-oi -r^'i -pôcôîciv aÎTÎav sivas tou G'jo YEvéaOai r^ 6'.ao"/ciT6évTo; Tviv ayi'jrj oCix tùloL^oZ' àv \iyz'.-i, y.al (j-Éya av ^otîyr,ç, ot; oCix oÎtÔ' aXXwç Tzu)? É'y.asTOV Yiyvô;j.Evov r, \xz-zai7yhy -rr,? loîa; oùaia; ïy.y.cîzo-j, ou av \iz-ârr/f^, xal iv to-jio'.c o-jv. ïyv.; [XÉys'.v] oillr,v -;v' aîtiav toO o-Jo -j-svéaSat iW ïi Tv-jV Tr,; ouiSo; [LS-ivyj.m'v, v.où Sîïv to'jto-j [Lzzs.'jyza -zb. |j.é)-).ovTa 6uo à'acaOa'., xai (xovâSoç, 'o iv iiéll-i] h/ saîTÔai.
2. "Qat' tl [i-f] è<TTt Tiapà -à a.ia^i■r^zx xal tk \i.xfii[i.xz '.'/.% sTSp' a-rta ota /.éyouffi Ta eîÔT, Tivéç, o-jx sorat (Aia à.p'.(i\).û> à),),' sî'Ssi o-jcrca, 0'j5' a; àpx«' 'wv ovtwv àpi9[i.ù) k'ffovTa'. tiotol'. xiveç, à)>/.à e'iSsi. Met. B, 1002" 22.
3. [rD.âiTMv]... [i-iyp'. yàp Ssxâooç itotîî tov àpi6;xôv. Phys., 111, 6, 206'' 32.
4. Met. M. 1083" 33. JlXâxwv D.sysv... slvaî -riva S-jâSa 7rpw-:r|V xal -rpiica, xal où ff'j[j.o),r|-oùî elva; toÙç àpi9;j.oùî Ttpb; à),).r|>.0'j;.
."). Metaph., Fr. XII (1.3), édit. Wimmer, t. III, 1862, p. 154. ID.ktwv... eî; ta; lôî'a; àvaTt-wv, Ta-jxa; ô' e'i; toÙ; àp;9[j.oùc5 ^"''- Sk Toûttov et; -rà; àpyjxz. 0. Eléments harmoniques, livre II, § 1: trad. Ruelle, 1876, p. 47.
Aristote indique à plusieurs reprises que les principes des nombres sont d'une part Y Un, d'autre part la dyade du Grand et du Petit. Viin est forme, ajoute Aristote ; la dyade est matière '. Cette opposition fondamentale est conforme à la tradition générale de la cosmologie grecque; elle se rattache dune façon plus particulière aux oppositions pythagoriciennes, mais le limité est devenu Viin, tandis que V illimité, opposé à Viin, a perdu son unité statique, qu'il s'est divisé afin de marquer le double mouvement de l'augmentation et de la diminution. La caractéristique de l'infini est donnée dans le Philèbe : « Tout ce qui devient plus ou moins, qui comporte le fort et le doux, l'excès et tout autre chose semblable, il faut le ramener au genre de l'infini comme à une sorte d'unité '-. » L'«/2, c'est ce qui est sous un rapport identique d'une manière identique sur un objet identique'; c'est le même, que Platon place parmi les genres suprêmes du Sophiste en face de l'hétérogénéité perpétuelle qui caractérise l'infini *.
32. — En définissant les principes des nombres idéaux, nous avons défini les principes qui commandent le système de la philosophie platonicienne ^ Platon professe que l'un est le bien '^, que l'infini est le mal", comme faisaient les Pythagoriciens. C'est dans la combinaison de l'un et de l'infini que va consister tout le développement de cette philosophie. Tandis que ses prédécesseurs immédiats parcouraient d'un bond l'intervalle qui sépare l'un de l'infini, Platon proclame dans le Philèbe la nécessité de marquer dans la combinaison de l'un et de l'infini les étapes intermédiaires, de soumettre le divers et le mouvant à un principe de limitation qui fasse cesser les contrariétés, qui introduise la mesure et l'harmonie par l'achèvement d'un
1. Les textes sur ce point fondamental sont nombreux. Voici les plus importants : M. A, 6, OS?"" 20 : w; (xsv o-jv -jXtiV tq |J.éya xai 70 (Atxpôv elvai àp-/âç, mç ô' O'jctav "ô iv e: è/.sivwv yàp xaxà yiôsEiv to-j Ivôç Ta si'ôï) e'cvai loiiz àpt9[A0vç. [To-j; àp!6(Aoûç entendu comme apposition a -rà eîôt).], et 23" : tô ô' «vtI to-j aTCî'.po'j w; évb; ôuâSa ■no-.f^'joi.: y.où tô aTiïipov âx \i.tyi\o\) xal \i.:v.po\), to'jt' l'oiov. — Cf. Phys., III, 6, 20()''27. IlXaTwv Sià tovto S-jo ta ansipa £7:oir,ffcV, ots v.ix: et:': TYiv a'j;ï*(V èoY.eï Û7rcppâ),).£iv y.al si; anîipov llvat y.a\ èul tyjv y.aQatpEffiv.
2. 'OîTOff' 3V r,[jLÏv q;acvr,Ta; p.xXXov te xal r^TTOv l'rf^ô'^tva. v.ai to dipôôpa y.a\ yip£[j.a oz-//j\i.eyx y.al xb Xiav y.ai ■;iàvO' oTa TO-.a-jTa, et; tô toû àireipo-j -,'Évo; ojç etç £v Sst •navra Ta-jTa TiOlvai, 24 E.
3. Tô y.aTa TaJTa xa\ waa jtw: y.al it£p\ -a-jTÔ, Sophiste 249 B.
LA DIALECTIQUE SYNTHÉTIQUE
nombre déterminé'. Les notions de proportion et de nombre n'ont plus un caractère purement mathématique, elles ne possèdent pas seulement cette beauté interne, qui est inséparable de l'ordre inlellectuel. Platon leur attribue une valeur aflective, une valeur morale. Le Politique distingue expressément deux sciences de la mesure, Tune constituée par les procédés purement mécaniques, qui ressortissent à la technique proprement mathématique, Tautre orientée vers un idéal de finalité^. De là un«î remarque d'une importance capitale; la mathématique que l'on retrouve après avoir traversé la sphère de la dialectique, la mathématique qui a par sa participation à l'idée du bien acquis la dignité de la réalité ^ n'est plus la science strictement positive dont l'analyse régressive était partie; sa pureté spécifique s'est altérée en même temps que s'étendait l'horizon de son application. Le Timée tout entier viendrait confirmer cette remarque. Les corps élémentaires y ont (comme l'enseignait déjà Philolaos *) la forme de polyèdres réguliers {tétraèdre, octaèdre, icosaèdre, cube) ; ces polyèdres dérivent eux-mêmes des formes les plus simples du triangle (triangle rectangle isoscèle, et triangle rectangle dont l'hypoténuse est double du petit côté, c'est-à-dire qui est la moitié d'un triangle équilatéral) ^ A quoi il convient d'ajouter encore que ces quatre éléments se disposent suivant une proportion géométrique dont les membres sont des nombres solides, c'est-à-dire produits de trois nombres premiers ^ La terre et le feu sont les deux extrêmes; l'eau et l'air seront les deux moyens. Ainsi sont satisfaites et la condition de connexion qui est l'exigence même de la science platonicienne'' et la condition de beauté qui marque l'intervention d'un Démiurge essentiellement bon et perpétuellement attentif au système des idées; car la proportion géométrique est le plus beau des liens, celui qui de lui-même et des choses liées tire l'unité la plus complète ^
1. [IlÉpa;]... Tta-Jci Tipô; a),Arj).a TàvavTia ôiasôpwç eyovTa, aûfiiieTpa 8a y.x\ aûpiçicdva £v6£Ï<T'àpi6|j.ôv aTiîpf âlJcTa'., 2o E.
2. Aoxeï [LOI... [lïïîov T'. â(ia xa\ 'ù.x-'oy (jLïTpeïcÔa'. \ir, irpo; a>.>.T|).a t;,ôvov, à).).à xai îtpôî TT|V TO'j (j.£Tp!oy y^''^^'-''--- At./ov ots oia'.poïtiïv av -z-rt'/ \j.Z7pt)-:'.v.r,'/... TaÛTï5 olya. xénvovtî;, ëv ixkv xiOév-cç a'Jïr,? txoptov EvaTîârja; -rr/va;, ôîtôffai tbv àpi6(AOV xai (AT.y.T, y.ai ^otOrj xai izlônr, v.al ■7zx-/_-J-r,-0i; Trpbç TO-Jvavtiov (j.£Tpoû<7'., TO 6'£T£pov, ÔTtôira'. Tpô; tô [lérpiov ■/.%'. ~o TiÇiiiirr/ xaï tov zatobv xai tô oéov xal •nâv6' ô-ôo-a e\ç t'o [iîVov xTzoY.iabr^ tcôv l(r/i-oy/. 284 D. cf. Rodier, loc. cit.
Diels, op. cit., p
6. Th. H. Martin, Études sur le Timée de Platon, t. I, 1841, p. 338.
7. A'.açépî'. ôz<nLM £7CiGrr,SAr| ôpôf,; oocr^:^. Ménon, 98 A.
8. A£(j(jLàiv 5s xâ/,).i5-oç bç âv aÛTOv xa\ -a. Çvivôo'j;j.£va oti [j.â/'.aTa hi TtO'.?,. Timée, 31 G.
D'un mol, également, il importe de rappeler cette constitution singulière de Tâme universelle où viennent se mélanger telles choses que l'essence indivisible et toujours la même, que l'essence corporelle divisible et qui naît toujours, que l'essence mixte qui est formée de la combinaison de ces deux espèces, et à laquelle viennent s'unir également la nature du même et la nature de Vautre. Les nombres exprimant les quantités entrant dans le mélange psychique, correspondent à des progressions géométriques dont les déterminations paraîtraient tout à fait arbitraires si l'on ne retrouvait « dans cette suite de nombres proportionnels aux parties de l'àme la théorie mathématique de la musique d'après Platon ^ ».
33. — Si donc la cosmogonie arilhmélique du Timée comprend les différentes sciences depuis l'astronomie jusqu'à la pathologie générale, si, comme les anciens l'avaient déjà remarqué^, Platon a mathémalisé la nature, on voit dans quels sens divers cette mathématisation est orientée. Elle est assurément, comme elle était dans le pythagorisme, le pressentiment de ce que sera la science moderne; mais elle est autre chose, nous serions tenté de dire : elle est surtout autre chose. Pour un moderne, dire que la science ramène la qualité à la quantité, c'est dire que les lois qui régissent la succession des phénomènes perçus sont réductibles aux lois qui régissent les combinaisons numériques ou géométriques. Un pylhagorisant ou un platonisant ne se préoccupe pas seulement d'identifier des rapports; il veut établir des correspondances terme à terme. Les propriétés d'une essence numérique étant données, ces propriétés se retrouveront dans quelque réalité d'un ordre différent; elles seront découvertes par voie d'analogie, à litre de figuration symbolique.
Or, que les deux tendances soient non seulement divergentes mais contradictoires, c'est ce qui ne pouvait échapper aux auditeurs de celui qui avait fait de l'étude positive de la géométrie une introduction à la réflexion philosophique, qui avait donné dans ses Dialogues dialectiques d'inoubliables modèles de la rigueur et de la précision nécessaires à l'analyse de la pensée. L'introduction de la notion de mythe témoigne que fauteur du Timée avait pleine conscience de l'embarras inextricable où la diversité de ces orientations pouvait jeter la doctrine; et elle
Th. II. Martin, op. cit
2. ... IlXaxwv, ■KBp\ o-j ï'Xeyqv tivî; w; y.aTîu.aOriaaTiy.ïuCTaTO ttjv çufftv. Adjonction d'origine inconnue au Commentaire de la Métaphysique d'Alexandre, A 5, 983" 23, cité par Gomperz, tr. Reyraond, t. Il, , p. 648, n. 2.
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était fait<^ pour redoubler cet embarras. Le mythe est une excuse personnelle de l'auteur; ec n'est pas une solution philosophique du i)roblème; d'autre part, il est diClicile d'admettre (juele mythe s'emporle lui-mùmc ; car pourquoi Platon aurait-il écrit le Timée, et (pie resterait-il de sa doctrine spéculative si elle était condamnée à s'égarer elle-même dès qu'elle entre en contact avec la réalité'? Le problème se pose donc de déterminer la nature et le degré de la vérité que le mythe recouvre. En particulier, que faut-il éliminer du Timée pour retrouver la pensée propre et la conviction de Platon? est-ce la forme historique de l'exposition, la personnalité tlu Démiurge, ou bien est-ce la méthode même de correspondance symbolique?
Il conviendrait de répondre à ces cpiestions avant de fixer délinitivement la physionomie de la philosophie mathématique chez Platon ; et, pour répondre à ces questions, il serait nécessaire de tenir chacun des anneaux de la chaîne qui relie aux principes de l'un et de l'infini les nombres déterminants des ûmes et des corps. En particulier il serait nécessaire de savoir comment ces principes peuvent communiquer à ces nombres une vertu en quelque sorte ultra-quantitative. Bref, il faudrait être renseigné sur le point central de la métamathématique : la détermination de ces nombres idéaux qui seraient par delà les nombres proprement mathématiques. Ici, les Dialogues de Platon ne nous apportent, à la lettre, aucune indication.
Section G. — Les livres M et N de la Métaphysique.
SA. — Une lacune si grave est-elle irréparable? ne peut-on suppléer au silence de Platon par l'étude des notes qui ont été recueillies à la fin delà Mélaphysiqiie d'Aristote? C'est dans cette voie que les recherches devaient naturellement s'engager au cours du xix" siècle. Malheureusement, à mesure que ces recherches se poursuivaient et par leurs divergences mêmes contribuaient à s'éclairer, le crédit des livres M et N allait s'affaiblissant. De toute évidence, ils nous apportent l'écho de la polémique que le Lycée àWigea^iiconivQV Académie . Mais à qui exactement est due cette polémique, et contre qui porte-t-elle? Nous sommes hors d'état de le dire avec quelque précision, et notre incertitude est
1. Cf. Brochard, Les Mythes dans la Philosophie de Platon, Année philosophique, 11° année (1900), 1901, p. 5; et Etudes de philosophie ancienne et de philosophie moderne, 1912, p. oO.
d'autant plus « assurée » que tout récemment les livres M et N ont été soumis par M. Robin à la plus minutieuse, à la plus intelligente des analyses ^ Si Arislote les a rédigés ou dictés, à coup sûr il y parle en rival de Speusippe et de Xénocrate autant qu'en ancien auditeur de Platon. La forme elliptique des témoignages, qui ne sont le plus souvent que de mystérieuses allusions, ne l'ournit même pas le moyen de distinguer les théories qui auraient été professées par Platon de celles que ses successeurs y auraient ajoutées, de faire le départ entre des traditions que Platon a pu recueillir auprès des représentants du pythagorisme originel et les enseignements que les Pythagoriciens ont empruntés au Platonisme pour les incorporer aux dogmes de Técole. A peine si l'on peut espérer d'apercevoir avec quelque précision des opinions qui ont été réellement soutenues par quelque penseur pythagorisant ou platonisant à travers les transformations que le rédacteur des livres M et N fait subir aux théories pour les besoins de la polémique, à travers les hypothèses fictives qu'il lui arrive d'imaginer pour rendre ses classifications symétriques et exhaustives ^
Bon gré mal gré il faudra donc modifier les termes du problème pour les adapter à la solution que les éléments connus permettent d'en donner. Si nous demandions aux livres M et N l'accès de la philosophie secrète ou de la philosophie dernière de Platon, ils nous refuseraient satisfaction. Mais ils peuvent du moins nous faire connaître l'ensemble des opinions professées par les Scholarques de l'ancienne Académie, et la résistance que le Lycée y opposait. C'est un fait que le cours des derniers dialogues spéculatifs de Platon, le Philèbe, le Sophiste, le Politique, le Ti/née, est marqué suivant l'expression de Gomperz par un changement de dynastie : « le sceptre y passe de la dialectique à la mathématique ^ » Mais c'est un fait aussi que la durée de la nouvelle dynastie fut courte, et qu'avec Aristote le sceptre revint à l'héritière de la dialectique détrônée, à la logique formelle, qui devait le conserver jusqu'à la Renaissance. Cette brusque inflexion est, pour l'évolution de la philosophie mathématique, d'une importance capitale ; et à cet égard les obscurités même qui entourent les exposés et les réfutations d'origine aristotélicienne prennent une signification positive.
1. La théorie platonicienne des Idées et des Nombres d'après Aristote, Étude historique et critique, 1908.
2. llobiu, note 2.58 (II), p. 273. Cf. §160, p. 3o7 et suiv.; § 167, p. 377.
Op. cit., Tr. Raymond, t. II, p. 647, n
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LES NOMBRES IDEAIX
35. — Les textes; qui permettent de saisir avec le plus de netteté la doctrine acadénîi(|ue des nombres idéaux sont ceux qui concernent la lélrade. La tétrade est composée de la dyade première et de la dyade illimilée. 'Ex t^ç ouâoo; ty,; TipioTr^; /.at ty,ç àooîcT&u ûuioo; i'('\.'^vixo Vj TîTfotç, oûo O'jioî; zap' a'jTr,v tyjv ouxo-y. *. Dans cette opération de composition il y a un élément passif et un élément actif; la dyade indéfinie (celle que le commentaire du Pseudo-Alexandre appelle ouà; ap/i>cYj-) s'empare, suivant une expression directement empruntée aux Platoniciens, de la dyade déterminée (celle que le commentateur appelle a-jTooûaç) : 't^ -'àp àopiTTo; Budç, wî '^<xn'., Xaêoi3(7a Tr,v wp'.a[j.£vr,v ouâoa ôuo ôuàox; ezotVjCsv '. Le rôle de la dyade indéfinie est donc celui d'un multiplicateur, plus exactement d'un duplicateur : ToS y*? ^'^^'^svto; v' Suoîto-'oç. Ce rôle de duplicateur, elle le conserve en raison de sa puissance illimitée vis-à-vis de la tétrade, elle engendre ainsi Voctade*.
La dyade déterminée s'engendre-t-elle d'une manière analogue par l'application à lunité de la dyade indéterminée? Certains textes donneraient à le présumer, qui font partir de l'unité la puissance duplicative de la dyade ^. Mais il convient de remarquer que dans lécole platonicienne, comme dans l'école pythagoricienne, l'unité paraît n'avoir pas été un nombre''. Aussi bien, suivant une remarque expresse du livre M ^ la déduction des nombres idéaux ne comprenait pas la génération de l'unité. La science mathématique procède, comme le veut le P/ïilèbe, non du nombre un, mais de l'égal; et c'est sous cette forme d'égalité que l'unité s'applique à la dyade du grand et du petit, ou dyade de l'inégal : en égalisant les termes inégaux du
Éd. citée, p. 753; cf. Robin, p. 285, n
4. C'est à cette génération que fait allusion le texte du livre M 7 1082" 28 où d'ailleurs il s'agit d'accuser l'hétérogénéité des éléments qui constituent les nombres idéaux. Al ijiàv y^P èv Tr, Tî-roio". ô-jxc£; k'aTwo-av àXAVaiç àaa • ô).X' a-jTat Tibv èv Tf, ôv.-i^'. 7rpô"rîpa{ zIt:, xai lyàv/TiO-av, MaTïîp ï) C'jà; Ta-jTa:, auTat Tac TSTpâûx; Ta? èv tv) ôxTdtc;.
3. M 8, 1084' 3. "iiôl Ô£ Tf,ç jjiàv o-jàSo? èf/.TriUToO'jr,; ô à.^' âvo; omÀacia^Ga£vo;.
6. Théon de Smyrne, éd. Hiller, Leipzig, 1878, p. 24. O-jtô oè r, [Aovàç àpi6|j,ô;, à>.>,à àp/r, àp'.6[A0j. Cf. Robin, p. G64.
7. M. 8, 1084' 20, îtc (xtotiov s! à àps6[i."o; [o] aé^pt tt,; êîxàSo;, (Aâ/.Xov t; ov tô iv y.at eiooî avTr,; tt,; oîvciooî. KaÎTOi to-j iaïv odx iVt: yÉvîrri; w; évé?, tt,; ô'eittiv.
grand et du petit, elle engendre la dyade déterminée qui est le prototype du nombre cleuxK
36. — Si telle est la notion du deux idéal et si tel est le rôle de la dyade, comment comprendre la déduction des nombres impairs? La difficulté se trouve signalée par Aristote dans le premier livre de la Métaphysique : si la dyade est matrice, elle est bien capable d'engendrer les nombres; mais c'est à l'exception des nombres premiers, ou plutôt, suivant le commentaire rectificatif d'Alexandre, à l'exception des nombres impairs-. Or aucun texte ne nous permet de résoudre directement la question. Le livre M nous donne cette seule indication que dans l'impair Vun est moyen^ Mais que faut-il entendre par là?
On ne peut admettre que l'intervention de lun consiste uniquement dans l'addition de l'unité à chacun des nombres pairs; car ce serait méconnaître le caractère spécifique des nombres idéaux : 1' « inaddilionnabilité » de leurs unités qui les dislingue des nombres arithmétiques; ce serait ruiner la théorie par la base. Que, d'ailleurs, cette interprétation soit mentionnée dans le livre M*, cela suffit, semble-t-il, pour attester l'incohérence de l'exposé qui nous a transmis la théorie des idées-nombres^ et l'impossibilité d'en obtenir une reconstitution objective.
Si l'on cherche malgré tout à deviner la pensée platonicienne, il faudrait, pour demeurer sur le terrain arithmétique, déterminer une relation entre la triade indéterminée ei la triade déterminée, entre la pentade indéterminée et la pentade déterminée, semblable à celle que l'unité établit entre la dyade indéterminée et la dyade déterminée '\ — Mais c'est supposer que triades ou pentades peuvent être introduites à titre de principes premiers comme la dyade indéfinie; et cette supposition ne détruiraitelle pas l'économie du dualisme platonicien ou académique?
Suivant M. Robin* il faudrait, pour entrer dans les intentions de Platon, prendre un tout autre point de départ; il conviendrait de généraliser cette action égalisatrice que nous avons vue à l'œuvre dans la constitution de la première dyade, et attri-
1. 4, 109P 24 : -ôv S'apttov ttowtov il àvtawv t'.vs; y.aTac7xev)â^o-J(7; toû |jL£Y«).oy •/.ai [j.i/.poj c'7acrÔ£VTWv.
2. 8, 987", .3.3... A'.à tô tov? àp'.Ôuoù; 'éiu> tcôv irpwTwv e-js-Ji: l\ aCTr,ç [tt,? Itipa; s-Jtcw; r|V ô-jotSa tio'.oCtiv] ycvvâcOa;, éidncp ï% tsvo; èy.aayeio'j. Voir le commentaire d'Alexandre et les divergences d'interprétation dans Robin, note 266, II, p. 661, et suiv.
3. 8, 1083^ 28 : auto tb ëv ttoio-jo-iv èv tw rcepi-xiô iiîtov.
4. 8, 1084' 4 : wol ij.sv tou Ivb; eîç tov apriov 7::':rT0V7o; TcepirTo;. .'). Elle Halévy, op. cit., p. 218.
Op. cit., p. 446 et suiv
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liiicr à runilé le pouvoir «h; fixer le double mouvcmenl de pro- -icssion et de réijfression qui exprime la nature de la dijade du (jrand et du petit. On obtiendrait alors autant de stations que Ton voudrait; par exemple, si le mouvement de progression part de 2, si le mouvement de régression part de 4, le point de 1 (Mjuilibre mutuel est à mi-chemin, et VUn lui apporte la stabilité en eng-endrant la première triade. — Lliypothcse, autorisée par une méditation profonde des livres M et N, est, en tant i|irhypolhèse, des plus satisfaisantes; elle a l'avantage d'accuser <■(' qui pouvait, dans la pensée des Platoniciens, séparer le nombre idéal du nombre proprement mathématique. Peut-être même dépasse-t-elle le but à cet égard; en dépit de Ihétéro- ^cnéité, de la diversité de nature qui est essentielle à la dyade il est difficile de se convaincre ({u'elle puisse intervenir dans un même système de génération à la fois comme étant le principe de la duplication qui est une opération proprement numérique et comme étant cet intervalle ou ce vide qui sera « le principe essentiel des figures idéales' ». D'autant que si la génération des nombres impairs n'implique aucune considération d'ordre proprement numérique on devra se demander pourquoi la vertu de l'unité s'épuise avec la détermination d'un point d'équilibre entre i et 4, pourquoi elle ne s'étend pas au double mouvement inverse qui devra nécessairement s'établir entre 2 et 3, entre 3 et 4.
Ces questions ne sont pas des objections à la reconstitution de M. Robin; car il est possible que la doctrine des idées les ait efïectivement soulevées, et qu'elle ne soit jamais arrivée à satisfaire pleinement ni ceux à qui elle fut enseignée, ni même celui ipii l'enseigna. En tout cas, il est à remarquer qu'après Platon un eiTort a été fait pour séparer, plus complètement que le maître n'avait sans doute réussi à le faire, la génération des nombres idéaux et la génération des grandeurs idéales : quelques Platonisants remplacèrent dans la genèse des nombres idéaux le •j.i-yj. y.y}. ai/.pôv, qui paraissait caractériser plutôt la nature des grandeurs, par le uoaù /.al oÀt-'ov-.
I. Op. cit., p. 471, et suiv
-. 01 6i To 7Ï0A-J y-ai ô).:-'Ov, ot'. tô u-cya "/-sti "ô [j-i/pô-/ [i,t-;éfjo:ç o'.y.z: y:-7:-i, N 1. 1037" 16. CL Roi. in, p. Go'i, cl suiv.
UnuxscHVicc. — Les étapes.
LES GRANDEURS IDEALES
37. — Le même brouillard qui enveloppe la théorie des nombres idéaux plane sur la théorie des grandeurs idéales, avec laquelle le platonisme retourne aux considérations géométriques qui ont contribué à former sa théorie de la connaissance. Il apparaît, au témoignage d'Aristote, que, renonçant à l'identification pythagoricienne du nombre et du point, Platon n'avait plus conservé le point proprement dit qu'à titre de « convention « géométrique. Il l'appelait principe de la ligne, et même il lui arrivait de le désigner comme ligne insécable ^ En ce sens, le point serait symétrique de l'unité, qui est principe du nombre plutôt que nombre. De fait, chez les Platoniciens, chez Xénocrate en particulier-, la correspondance s'établit entre dyade et longueur, entre triade et surface, entre tétrade et solide (plus exactement ici entre tétrade et tétraèdre régulier).
On ne saurait méconnaître que cette conception des figures idéales était capitale dans l'enseignement de Platon. Aristote a tiré des Discours sur la philosophie un passage tout à fait remarquable : « l'animal en soi résulte de l'Idée même de l'Un, et de la longueur et de la largeur et de la profondeur premières, et les autres animaux sont constitués d'une manière semblable.... D'une autre fagon, l'intellect est l'un, et la science la dyade (elle va suivant une direction unique vers un résultat unique) ; le nombre de la surface est l'opinion et celui du volume, la sensation^. » Mais en raison même de son importance cette théorie demande à être précisée. Quelle est la relation des figures idéales aux nombres idéaux? Faut-il dire qu'il y a identité, ou qu'il y a simplement parallélisme, transposition de l'ordre purement abstrait dans l'ordre spatial? Les Platoniciens se sont posé la question, mais pour se diviser sur la solution. Suivant les uns, la ligne en soi n'est autre que la dyade; suivant les autres, il y a seulement entre la dyade et la ligne en soi une communauté de forme : dans la dyade, l'idée se confond avec ce dont elle est
1. Met., X 9 992' 20 : Toôtw {Jikv oùv tô YÉvct [twv o-TiyiJLùiv] xal tiz^Liytzo ID.dtTwv û; o'vTi •{zoii.zrpiy.iJù Sôyij.aTi, à/).' ky.ilv. ip'jl}]^ TP*(*!''''i'' fOVTO 6k 7to).).âxi; è-iôe: Ta; à-rôjxou; ypajAiidcç.
2. [0\ Sk xi; éôéa? T'.Ôlfxîvot], Tioiovo-i yip fà [iEyéSir) £■/. tt,; -jAr,; -/.al tov àpiÔfioO, èx ;j.kv T?,; oyiSo; Ta (J.t,'/t,, âx rpîaSoç STffw; Ta Èicmcoa, àx oï tt,; TETpaSo; rà (TTepeà r, xx\ È; a/).wv àptôiiwv. N 3, 1090'' 21. Cf. lleinze, Xenocrates, p. 57.
De anima. 404" 19, Iràd. Rodier, t. I. 1900, p
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ridée, tandis que pour la ligne en soi il conviendrait de séparer ridée'de la ligne, qui serait la dijade, et la ligne elle-même '.
Il est possible que cette division exprime une dualité de tendances qui est inhérente au platonisme. L'étendue, même idéale, doit ajouter quelque chose à lidée pure du nombre pour se caractériser comme étendue ; ce quelque chose aura sa place dans le monde des idées, et il sera principe de participation. Mais en même temps pour que la participation ait lieu effectivement, il faut que ce quelque chose se retrouve sujet participant réceptacle des idées, opposant à Faction de rintelligence rinertie de la nécessité. Au contraire idéal se juxtapose le contraire des idées qui séclaire par lui mais qui ne s'en déduit pas L'infini platonicien, comme le dit Aristole, est a la fois dans les idées et dans les choses sensibles \ De fait, si l'on veut reconstituer le système platonicien de l'espace, on est conduit à placer, ainsi que l'a fait M. Robin ^ l'espace géométrique entre deux spécifications du Grand et du Petit: 1 une correspondant à l'étendue perceptible « sous la forme de corps spécifiquement déterminés, étendus, composés et divisibles»; l'autre « qui n'a rien de commun avec l'étendue visible » est le vide, principe intelligible dont la détermination produit les figures idéales.
LE PLATONISME APRÈS PLATON
38 _ Peut-être ne nous sommes-nous pas suffisamment défendu contre l'association didées qui ferait conclure trop vite de l'incertitude et de la confusion de notre information à l'incertitude et à la confusion des doctrines elles-mêmes. Il semble cependant que le caractère de la tradition due aux livres M et N suffise à expliquer la défaite finale des platonisants et des pythagorisants. Ils étaient désarmés par la perfection technique de la mathématique, qui les rendait malhabiles à tirer de leurs connai'^sances plus que ne comportait l'étude de leur domame positif. La réflexion sur les notions mathématiques est incapable de fournir autre chose que des combinaisons particulières
1. Ka\ ^tov Ta; ISÉac ).£yôvtwv ol i^-kv aÙTOvpatxjx-hv Tr,v l-Acc^, o\ ôï to elSoç t-^ç
iSvaSoc • i^ YpapV,^ 2è o-ivix. Met. Z 11. 1036" lo. ^ _ _
2. Phys., m, 4-203^ 9. Tb {J.évxo'. auetpov xai £v xoi,' ai<jOr,xoic "x»' ev .x£:/atç
^T.Vairp-'^s', et note 414. Cf. dans Rivaud, op. cit., l'étude sur la -/côpa et le devenir, p. 303 et suiv.
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à chaque idée; le nombre idéal est défini par la connexion des notions génératrices et de la notion engendrée : celle-ci csi postérieure, celle-là est antérieure^ Mais alors, comme le remarque lauteur de V Ethique à Eudème\ Télément premier dans l'ordre de la connexion compréhensive n'est plus Télément commun dans Tordre de l'extension généralisairice. L'équilibre que Platon avait, dans une partie au moins de sa carrière, essayé d'établir entre la tradition de Socrate et la tradition de Pythagore, entre le conceptualisme el le malhématisme, va se rompre. Les successeurs de Platon aperçoivent l'impossibilité de suivre à la fois la « piste » des mathématiques et la « piste » des concepts ^ Aristote choisit; Speusippe et Xénocrale choisissent également.
Les premiers Scholarques de l'Académie se sont proposé l'un et l'autre de mettre fin à la dualité des nombres et des idées, en ne retenant plus au delà du nombre sensible qu'un seul plan de transcendance^. Mais cette simplification semble avoir eu pour effet d'accuser, avec une acuité qui devait être mortelle, l'ambiguïté fondamentale de la mathématique platonicienne. Demandera-t-on aux nombres idéaux de porter le poids de Tunivers tout entier, du monde moral et religieux aussi bien que du monde géométrique ou physique? alors par delà les dénominations numériques qu'il conserve, le philosophe fait appel à des entités supra-naturelles : Xénocrate, au rapport de Stoloée, érige en divinités la monade et la dyade'. Au contraire, si avec Speusippe on sépare le quantitatif et le qualitatif^, si ce sont les nombres arithmétiques que l'on élève à l'idéalité, on se rapproche bien
1. O'i akv oOv à|AçoT£'pouç ça^'iv elva: xoùc àpiÔiJLoy^. tôv \xï-i ïyw-a, xô 7tf)o'-cpov 7.a\ -jcjTîpov -:à: tSea;, tôv oï |jLa6r,;i.aTf/.C)v Ttotpi Tac loÉa; xkI tk a'.TÔr.Ti. M. 6-1080" 11.
2. I, 8 1218" 1 ; "Etc Èv oo-oi; htiàçyv. t~o ■n^'i-.t'^vi zal -jT-cpov, ojz. ëtti y.o'.vôv -: Ttapà taûxa, >:al -oOto /(opiu-ôv. Etr, --àp à'v t; toO 7Tpw70-j 7rpÔTEpo><" TcpÔTïpov yàp tb xoivbv xal -/wpiatôv otà tô àvatpo'jijLïvov toO y.otvoO àvatoEtijÔai to TrpwTOv. Olov SI -b 8iit),d((Tiov irpôitov twv Tîû}.Aî:îï).a'7''tov, o'jv. bioiyz'U.: tb TToX/aTry.âiT'.ov tb ■/.oiviT, xaTrjyopoujxevov eivai •/topijxôv.
3. Aitiov Ô£ TÔç avJ[j.?a'.voy(j/5; àtj,ap-:a; ot; atj.x iv. T(ov tj.aÔr,tj.i-:tov £6V|p£'.>ov xal £•/. xdiv \6'(iù^ xwv xaôÔÂo-j. M. 8, 1084" 23.
4. Ps. Alex, ad iVe/. M. 8-1083'' 11, éd. Ilayduck, p. 706 : oE lï k-;lvuitj-/.rjv \j.'v/ àfjLSOTHpQ'j; [xo'j; àpcôixo-Jc] xal xbv £l5r;xix6v xal xbv [j.aO/,u.aT'.xôv. é'va oè £7toio'jv, a)<7Tî£p 2Ti£Ù(7tTî7ûo; xïl Z£voxpâxr,ç. Cf. ihid., ad Met. M. 9-1087" 2, p. 782. Voir Heinze Xenocraies, fr. 34 et 3.5, p. 171.
5. ZîvoxpaTr,;... Tr,v ijLOviôa xal xr,v SydcSa... 6îo-J;. Aëlius, plac. I, 7. Ilcinze, op. cit., fr. 1.5, p. 104; comme le fait observer Ileinze, p. 3.5, n. 1, il s'agit ici non de la dyade indéterminée, mais de la dyade déterminée.
6. Met. A, 7-1072" 30 : oio: ce ÛTioXatiSivo-jfftv, ôicTTïcp o; ll-J^x-yj^^io: xa\ XiïE'jff'.TrTïo?, xb •/.â/.),t(TTOv xal oiçi'.(y:ov (Arj £v àp/yj îlvas...
LK PLATONISMR APRES PLATON
de la conception positive que la science se l'ail des nombres, et du rôle elTccI il' qu'ils jouent dans les combinaisons de l'arillimétique. Mais il devient alors inutile de faire appel à la dialectique pour fonder la nalun^ qualitative de chaque nombre, l'essence de sa parilé ou de son imparité. Il suffit comme le voulait peut-être Speusippe, comme l'ont pensé en tout cas certains représentants de la jeune école pytliagoricienne, qu'à l'unité s'ojipose le principe général de la multiplicité : to tcXt/Joç' ; et, de ce principe, dérivera, par le procédé uniforme de l'addition, une série de nombres homogènes les uns par rap{)ort aux autres^.
L'école platonicienne ne pouvait, semble-t-il, échapper à l'alternative : ou la dialectique mathématique va rejoindre et renforcer la symbolique mystique du pythagorismc pour se perdre dans Toccultisme et dans la théosophie; ou elle doit se restreindre aux principes rigoureusement déterminés d'une science positive, et il n'y aura plus de raison pour les transformer en réalités séparées. Mais alors la mathématique cesse de répondre aux espérances qu'on avait mises en elles, elle n'est plus Vorganum universel qu'à ce moment réclamait la spéculation grecque.
39 — Le platonisme sous la forme ou nous l'avons considéré est une philosophie mathématique en un double sens du mot. D'une part l'arithmétique et la géométrie fournissent à Platon le modèle de découverte féconde et d'exacte démonstration auquel le penseur doit se référer pour établir une doctrine de la connaissance vraie. Dans la direction de la conduite individuelle et dans l'organisation de la vie collective le moraliste et le politique suivront de près les procédés qui permettent la proportionnalité numérique et le dosage quantitatif. D'autre part, l'universalilé qui appartient aux raisonnements mathématiques implique l'universalité des principes auxquels ce raisonnement est suspendu; il faut justifier ces principes, en tant que principes, par une vue directe des genres suprêmes de l'être. Tour à tour, Platon tire de la mathématique une philosophie et il fonde la mathématique sur une philosophie.
Le double caractère de cette philosophie mathématique
1. Zeller aUribue cette conception à Speusippe {Ph. der Gr. II, I, i" éd. Leipzig, 1889, p. 1001, n. 2). M. Rivaud, n. 836, p. 362 et M. Robin, p. 655 font observer que cette attribution est tout à fait incertaine.
2. M 6-1080" 20 : r, svôù; £'-?£?■?,; îtâo-ai •/.«! o-jjipXrjTal ôîToiaioûv ônoiaiaobv, lo'tov AÉ-foyjiv clvat TÔv iJ.a9T|(j.aTinôv àp'.6iJ.ôv. 'Ev -{uçt TÔi (xa9r||xaTC/.(îi oCôev ôtacpïpci
explique le double jugement que l'histoire a prononcé sur elle, le paradoxe de sa décadence immédiate et de sa grandeur durable. Que la fonction de la pensée soit une fonction de résolution, qu'elle s'exerce h l'aide de la science des nombres et des figures, et que de degré en degré elle parvienne à découvrir dans le tissu enchevêtré des phénomènes l'ordre des relations mathématiques, cette conception est, en un sens, le platonisme luimême; et puisqu'elle est destinée à réapparaître dès le lendemain de la Renaissance pour devenir avec les Galilée, les Descartes et les Newton, la substance de la civilisation moderne, il est permis de croire que le platonisme est la vérité même de la philosophie.
Mais cette vérité il a fallu vingt siècles de réflexion pour parvenir à la dégager dans la pureté de sa lumière; il a fallu que, la psychologie se substituant à la théologie et la critique au dogmatisme, la méthode d'analyse régressive que Platon avait introduite dans le domaine de la réflexion spéculative devînt la mesure directe du progrès scientifique, et qu'elle se constituât ainsi comme une méthode indépendante, suffisante pour l'appropriation de la nature à l'esprit.
L'œuvre positive de résolution, entrevue par Platon à un moment déterminé du processus dialectique, est donc loin de définir la forme sous laquelle la doctrine s'est effectivement constituée et s'est offerte à la discussion des premiers auditeurs de Platon. L'analyse idéaliste n'est qu'une démarche préparatoire à la connaissance supérieure qui atteint les principes de l'être et du savoir, et déduit de ces principes les hypothèses nécessaires aux combinaisons du calcul et aux relations métriques. Le platonisme suspend la partie technique de la mathématique, le domaine positif de la science, à une dialectique qui les dépasse et qui leur est étrangère. Par là, non seulement son échec immédiat devenait inévitable; mais encore il était inévitable que cet échec fût tout autre chose que la ruine d'un système particulier, qu'il entraînât une éclipse séculaire de la philosophie à base mathématique. L'intellectualisme scientifique de Platon devra s'effacer devant l'intuitionisme grammatical; le sujet de la proposition, devenu Vêtre en tant qu'^/re, sera l'objet par excellence du savoir, au préjudice de Vidée en tant que nombre.
chapitrp: V
LA NAISSANCE DE LA LOGIOUE FORMELLE ARISTOTE ET LA CRITIQUE DE LA DIALECTIQUE PLATONICIENNE
40. — Uorganum universel que l'école platonicienne n'a pas réussi à constituer, la Grèce a cru le trouver dans la syllogistique d'Aristote; et, pendant vingt siècles, les premiers Analytiques fourniront le modèle de l'exposition déductive. D'autre part les tentatives poursuivies de nos jours pour rapprocher les lois de la logique formelle et les principes de la mathématique ont introduit en plein cœur de la philosophie mathématique la considération des classes, d'où la syllogistique était issue. Par suite, et quoique nous n'ayons pas à étudier ici l'aristotélisme pour lui-même, il importe de faire une place aux idées génératrices de la logique aristotélicienne.
Avec une admirable conscience de sa propre « destination » intellectuelle, Aristote a marqué les conditions auxquelles le platonisme avait manqué et auxquelles la logique nouvelle s'efforce de satisfaire : Platon n'a su ni parvenir jusqu'à des principes qui puissent être considérés d'une façon universelle comme principes de l'être, ni se frayer un chemin qui puisse être effectivement parcouru par l'esprit, qui se compose seulement d'un nombre fini d'intervalles'. En premier lieu Platon n'a pas déterminé de quoi il y a idée ni en quoi consiste l'idée, comment l'être en soi ou le beau en soi se rapprochent ou se distinguent du nombre en soi-; il n'est arrivé qu'à poser des questions qui par leur énoncé même paraissent ridicules et qui
1. xà S'aTîE'.pa o'jy. s'ct: 8:e^£).6cÏv voou'/Ta, II An., I, 22-83''6.
2. Pour ces embarras qu'Aristote signale en termes qui mêlent d'une façon presque inextricable l'exposition et la critique, voir la troisième partie du ]ivro premier de M. Robin ; L'étendue du monde des idées, p. 120 et suiv.
sont sans issue, comme celles dont le livre M nous a conservé l'écho : faire tenir dans la décade primordiale la diversité des idées premières. E! [i-i/of- TÎi; oexaSoç 6 àpi6[xô;, wcTCîp tivÉ; oa(7:v, TrpcoTov [J.ÈV T7./Ù ET: '.lti'\i V. xà e'iS-/]. Oiov el I'Ttiv Tj rpiàç K'jxoâv OpcoTro;, Tt'ç £(TTat àp[6p.ôç aÙToiTiTioç 1. En second lieu, pour expliquer le rapport entre le nombre idéal et le nombre sensible, Platon insère un intermédiaire, qui est le nombre arithmétique. Mais alors, pour expliquer le rapport du nombre idéal au nombre arithmétique ou bien encore du nombre arithmétique au nombre sensible, il faut insérer de nouveaux intermédiaires et ainsi de suite à l'infini. De là un absurde entassement, de là cette TwpsurTtç, qui devient un argument décisif contre le platonisme ^.
L'œuvre d'Aristote ce sera de constituer un système de pensées qui soit à la fois universel et défini. Pour cela il rejette tout ce qu'il juge soit mythique ou métaphorique^ soit logique ou dialectique* dans l'œuvre de Platon. Les nombres sont ramenés à leur usage proprement arithmétique; le domaine de la mathématique est restreint à une catégorie qui est un mode particulier d'entre les affirmations sur l'être, à la catégorie de la quantité" ; conception qui est liée aux notions fondamentales de la doctrine : indépendance assurée à la catégorie de la qualité, physique séparée de la mathématique, supériorité reconnue à l'intuition de la substance, dont Aristote fait la base de la philosophie première, enfin constitution d'une technique méthodologique adéquate aux exigences de la physique qualitative et de la métaphysique intuitive.
ORIGINE BIOLOGIQUE DE LA LOGIQUE
41. — L'objet de cette technique est la classification des espèces et des genres que la méthode platonicienne de la division se proposait d'instituer, c'est-à-dire qu'elle prend pour
2. Met. B. 2 997" 12; M. 2 1076^' 39, cités et commentés par Robin, § 106 et suiv. p. 213 et la note 51, p. 609 sur l'objection du troisième homme. Met. Z. 1.3 1038" 30.
Met. A 9, 99P
4. Mor. Eud., I, 8, 1217" 21, Xoyixà)? -/.ai xeviijç. De An., I, 403"2, oiixlzY.xiv.Coi xaî xevwc.
5. Cf. Milhaud, Aristote et les Mathématiques, Archiv fur Geschichtc der Philosophie, t. XVI, 1903, 368 et suiv., et Études sur la pensée scientifique chez les Grecs et chez les modernes, 1906, p. 103 et suiv.
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base la notion de classe h l'exclusion tle la notion de relation. Du platonisme Aristote conserve surtout la tradition socratique; il revient à ces procédés de sens commun que Socrate avait employés, que Platon avail transformés et transfigurés au contact de la réalité mathémalicpie; il ne néglige aucun des moyens d'approche qui permettent, par Tobservation des cas particuliers, de pressentir la généralité de la règle : exemple^ signes-, objection^ rédiiclion à rabsiirde''. Seulement il faut aller plus loin. Socralc s'était arrêté au discours inductif. 11 ne se préoccupait, en cflct, que de (jucstions morales^ ; le concept une fois constitué dans Tesprit de Tinterlocuteur, c'est par l'action qu'il rejoint le réel : la dialectique socratique est à la fois théorique et pratique ^ Or, transportés sur le terrain de la science spéculative, les procédés régressifs de Socrate réclament le complément d'une synthèse progressive. A cet égard, Platon avait fort bien posé le problème; mais il s'était égaré dans des spéculations méla-mathématiques qui ne pouvaient mener à aucune solution eil'ective. C'est par un autre biais qu'Aristote reprend la question; il demande à l'induction d'atteindre des principes tels qu'ils permettent d'intervertir la marche des raisonnements et de retourner par une série finie d'articulations au détail des choses, à la réalité des individus.
La forme précise de cette induction sera d'ailleurs fournie par l'observation des démarches qui, au temps d' Aristote, et dans l'école môme de son maître, permettaient de constituer la première classification biologique. Le syllogisme, qui pendant des siècles est apparu comme le type du raisonnement abstrait et universel, est sorti d'une application de l'esprit à des problèmes d'ordre concret et particulier. Nous avons môme la bonne fortune de saisir sur le vif la formation des premiers genres naturels; le hasard d'une dissertation sur la courge nous a valu de conserver un fragment comique d'Epicrate dont Usener a, le premier, signalé l'importance exceptionnelle ". La scène se passe dans les jardins d'Academos. En cherchant les limites qui
1. iiapiS£iy[;.a, I An., il, 24-68" 38. Cf. Khet., I, 2-1337" 25.
Met., A
6. Mem. IV, V, 11. toï; èyxpaTÉai lidvoiç eÇesti o-xottsiv ta xpccTiffTa twv TipaylixTwv xal Xôyto xai epvto ô'.a/.iyovTac y.a.-zk yivi) •rà [ikv àyaOà ■npoaipeïaBa;, xtôv 8s y.axàiv à7ïly£s6»'..
7. Organisation der wissenschafllichen Arbcit, Preussische Jahrbûcher, 1884,
t. LUI, p. 11.
séparent des animaux vivants les genres des arbres ou des plantes ', on est amené à se demander dans quel genre on fera rentrer la courge. A cette question, silence des jeunes platoniciens, puis réponses divergentes : la courge est une plante ronde, une herbe, un arbre. Là-dessus, raillerie d'un médecin de Sicile, qui traite ces recherches de bagatelles; les jeunes gens ne lui répondent pas : Platon est présent. Sans la moindre émotion, avec beaucoup de douceur, il demande à ses disciples de reprendre la détermination des genres -.
42. — Cette partie de rhéritage du maître, que les Scholarques de V Académie paraissent avoir négligée, Aristote l'a reprise. Au Lycée, la biologie naissante se substitue à la mathématique comme la discipline centrale, dont procèdent les généralisations de la philosophie. Le rôle de la logique formelle sera de fixer les processus auxquels le naturaliste a recours en face des êtres vivants.
Quelles en sont les premières données? La réponse d'Aristote peut sembler au premier abord en contradiction avec les formules les plus ordinaires de la doctrine^; ce qui se détache pour nous le plus tôt et qui nous apparaît le plus nettement, dit le premier chapitre du premier livre de la Physique., ce sont les choses les plus complexes '\ Pour les sens le tout est avant les parties, dont la distinction nécessite un ellort ultérieur de la pensée; or le général est une espèce de tout, car il comprend en lui beaucoup de choses qui sont ses parties. Les enfants commencent par appeler tous les hommes papa et toutes les femmes maman; plus tard seulement ils distinguent leur père et leur mère ^ Voici donc le fait qui pourra servir de point de départ au biologiste ; nous connaissons les animaux moins comme individus que comme espèces. Nous disons que nous voyons un mulet ou un cheval, avant de savoir, ou sans savoir jamais, qu'il s'agit de tel ou tel mulet, de tel ou tel cheval. Le langage opère un travail de spécification qui répond aux conditions communes de la perception. Or une fois en possession
1. llepl yàp 5-j(7cw; à;pop'.!^o[i£VO'., ôi£-/a>p'.Cov Çwwv T£ §:ov, 5év6pa)v TE cpâ(T:v, )a-/âv(»)v t£ -/évï).
Poetarum comicorum crœcoruin fragmenta éd. Mcineke-Bothe, 1855, 512" 13.
Ibid
3. Cf. Paul Tannery, Sur impoint de la méthode d'Aristote, Archiv fur Geschichte der Philosophie, t. VI, 1893, p. 468 et suiv.
4. "Etti ô'r;u.ïv TtpwTOv ôr,),a xat ffas-rj Ta auYXSyjfiéva piàXXov, 184" 21.
5. Kal xà Ttaiôta es xb |j.èv Ttpiô-ov irpoo-ayopEÛsi Ttâvxaç Toù; avôpa; iratépa; xai (XTTjTipa; xi; Y'jvxî'y.a;, •ja--£pov 5È StopcÇîi Toûxtov îxaTEpov, 184'' 12.
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des espôccs cnlro lesquelles les individus sont répartis, la lâelie propre du naturaliste esl de rechercher comment ces espèces se groupent à leur tour. Considérons l'exemple célèbre qui est donné dans les Premiers Analylir/iies ^; les espèces du cheval, de l'homme, du mulet se rapprochent à l'aide d'une jjropriété commune, la longévité. 11 esl possible de relier cette propriété générale au groupe constitué par ces trois espèces, en remarquant que l'homme, le cheval et le mulet ont dans l'ensemble des animaux cette détermination précise d'être des animaux sans fiel. Mais le point essentiel est celui-ci : pour conférer une valeur démonstrative à la connexion que l'on établit entre la propriété générale de la longévité et la détermination par absence de liel, il faut s'assurer que l'énumération est exhaustive ; il ne suffit pas que l'homme, le cheval, le mulet soient, tous, des animaux sans fiel, il importe qu'ils soient tous les animaux sans fiel-. Alors il y a entre les deux termes de la proposition la même é(juivalence qu'entre les deux termes d'une égalité mathématique : il est permis d'attribuer aux animaux sans fiel la propriété qui s'affirmait à la fois, de l'homme, du cheval et du mulet; nous obtenons la proposition de conclusion : tous les animaux sans fiel vivent longtemps.
TYPES ELEMENTAIRES DU SYLLOGISME
43. — Ainsi conduite, l'analyse inductive permet l'inversion de mouvement qui est tout le secret de la logique aristotélicienne ^. La relation définie dans la conclusion devient le principe d'une synthèse progressive'^; elle constitue en effet une vérité totale qu'il est possible de diviser en une série de vérités particulières, comme le genre se divise en un certain nombre d'espèces. De ce que tous les animaux sans fiel vivent longtemps,
1. I An., II, 23, GS"" 17 : o'ov el Toiv AT [aîtov to B, oià toù V oîica: -h A tôj B {fKiçyzvi -oOto) yàp T:o;oviJ:eOa -ha, èiîXYwyâ;. O'ov ïrs-t.t to A aa/.pô^-.ov, tô 6'e^' w B rb //j)."''|V [ir, £"/ov, èç' (j) ôs V to /.aO' ËxaTTOv ijia/. p6 [î: ov, olov avOptoiTo; -/.«i IV.uo; xs'. r|U.;ovoî. Tw tr^ V o).ti) •J'iiiçi'ft'. tô A-7:âv yàp -n 'i.'/fi'i.vi tiaxp'/Jii'.ov. 'A).).à xa; to B, -rô |j.r, i'/J-'.'i •/o).t)v, TravTi 'j'!zà.o-fi\. X'o T. Eî o-jv âvTt- TTpiïï: TÔ r TM B y.x: {j.r, {iTr-pTcivc'. -ô (ij'ffov, àvi-f'-''"! '^o •'^ "'•> ^ virâp"/'-''''*
2. Ibid., 27. Aeï 5î voîïv to V xô à? àTiâvxw/ toiv xa6' exaTTOv çuyzstfiîvov.
3. Cf. notre étude : Qiia ralione Aristoteles rwlaphysicam vim syllogisino inesse demonsiraverit, 1897.
4. II An.. I, i8-8P 40 : k'^xt ô'r, [xàv àTrôcî'.Ç'.; èx xwv xaOôXo-j, r, S'èTtaywyr, éx X6)v xaxi [Aï'po; -àc Jvaxov ôà xix xa9ô).o'J OîojpriTai [xyi ôt' îTraytoyri;. Cf. Eth. Nie, VI, 3-1 1.39" 28.
je conclus que chacune des espèces d'animaux sans fiel que jo viendrai à considérer vit longtemps, soit Fhomme, soit le cheval, soit le mulet; et cette conclusion possède une vérité intrinsèque qui est inébranlable à tous les arguments sceptiques. Il est detoute impossibilité qu'une partie du genre ne possède pas la propriété qui appartient au genre tout entier. Il arrivera seulement que nous n'ayons pas encore fait le rapprochement des deux propositions qui sont comprises dans le raisonnement; le développement logique aura pour rôle de faire sortir au jour, de réaliser en acte, la vérité qui était en puissance dans l'esprit ^, et de telle manière qu'une fois mise au jour elle s'impose irrésistiblement. L'homme qui refuserait de l'accepter se mettrait en contradiction aA^ec la loi fondamentale de Fintelligence : il renoncerait à exercer sa fonction d'être pensant, il redescendrait de la vie intellectuelle à la vie végétative -. La nécessité avec laquelle la vérité de la conclusion se déduit de la vérité des prémisses est une propriété essentielle du syllogisme aristotélicien •',
44. — Ce n'est pas tout; du moins l'ordre que nous avons suivi dans notre exposition pour rattacher aux premières démarches de la science biologique la genèse de la logique aristotélicienne, nous oblige à ajouter à la première forme du syllogisme une seconde, quoique les deux formes soient confondues par Aristote. Si les espèces de l'homme, du cheval et du mulet sont les éléments d'un groupe générique, chacune des espèces joue naturellement le rôle d'un groupe vis-à-vis des êtres individuels que le progrès de la pensée amène à distinguer, vis-à-vis de tel cheval, de tel mulet. Le raisonnement dont nous venons d'étudier le mécanisme se transporte donc à un degré nouveau de la connaissance. Ainsi nous imaginons cet exemple :
Tous les chevaux sont dépourvus de fiel
Bucéphale est un cheval
Bucéphale est dépourvu de fiel.
L'enchaînement des propositions a le même caractère; la conclusion est impliquée avec la même nécessité. Mais cette fois les mailles du réseau logique descendent jusqu'à l'individu;
II An. I. 1, 71' H et II An I
2. Tî av StaçEpôvTfoç ëyo: twv ç-jtwv ; J/e<. V. 4, 1008'' 11. Sur les différents exposés du principe d'identité chez Aristote, voir Maier, die Syllogislik des Aristoteles, t. I, Tûhingen, 1896, p. 42, n. 1.
3. I An., I, 1-24'' 18 : <7uA),OYta';j.o; SI £<7T'. Ao'yoç Èv lô -tcOs'vtwv Tivtliv ÉTSpôv -z: twv y.etjAÉvwv il iyiyv.r^z cr-jjjLSatve-. Ttp TaOra slva;. Mais il faut noler que le domaine de la nécessité logique est plus large que celui de la syllogistique : £7ii TTAÉov Sk TO «vay/aîov r, ô (t-j/.ao-'itjxo;. I An., I, 32-47''' 33.
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elles saisissent la réalilr dans sa donnée la plus concrôle, le sujcl (le la pro|>osition qui ne peut pas devenir allribut saufpai- un renversement tout accidentel des idées, le siibslral des (jualilés i|iii demeure immuable à travers les modifications sensibles. I, Ordre du syllogisme se trouve donc présenter une conformité reiuar(]u;d>le avec l'ordre objectif des choses. La forme spécili(|ue qui est exi)riméc [)ar la notion du cheval esta la fois la Idlalilé des caractères intellii^ibles qui représentent l'espèce (lu cheval, et la totalité des substances individuelles qui s'oH'rent il nos yeux comme chevaux existant, réellement. Elle est l'unité (le celte matière logique qui est faite des notions génériques, et (le celte matière sensible qui apporte l'être à ces qualités ;ilistraites '; elle est ïessence -.
\o. — Entin, à cette forme directe et normale qui présente mie sorle d'évidence intrinsèque, la logique aristotélicienne relie d'aulres formes de syllogismes en recourant à un tour de raisonncmenl imité de cette inversion par laquelle s'est opéré le passage de l'analyse induclive à la liaison déductive des propositions. Nous avons attribué à Tespèce cheval la propriété essentielle d'être dépourvue de fiel; nous pouvons prendre cette propriété essentielle comme sujet />a/' accident de notre proposilion, sujet auquel peut s'attribuer par accident aussi la propriété d'être cheval; ainsi nous donnerons à la proposition la marque de l'accident, la particularité : quelques animaux sans fiel seront chevaux. Ou encore, si nous avons traduit cette proposition initiale sous une forme négative : Aucun cheval n'est pourvu de fiel, nous transformons la relation de l'espèce ou du genre en relation d'exclusion qui, par sa nature, implique la réciprocité : aucun animal à fiel n'est cheval'^. De là les formes nouvelles dont nous pourrons donner ces exemples :
l^out animal sans fiel vit longtemps;
Quelque animal sans fiel est cheval ;
Quelque cheval vil longtemps '\
Ou encore :
Nul animal à fiel nest cheval ;
Bucéphale est un cheval ;
Bucéphale nest pas animal à fiel ^
Ainsi, par le mécanisme de la conversion, les formes « impar-
1. Met., Z. 6-104.5" 3-3 : Ëtt; Sk Tr,; 'J'ir^z r, ;j.sv vor,-r, t, Valahr^z-'r^.
2. Met., Ta. O-lOSi"" 32 : ix yào to-j -.': i<jx:'i o\ juAAOvtfffio; eêtri/.
Ibid
faites ' » du raisonnement où le moyen terme n'occupe pas une place médiane ^ incapables d'obtenir une conclusion, soit générale dans le premier cas, soit affirmative dans le second cas, se trouvent intégrées à la théorie du syllogisme « parfait » et scientifique ^; le syllogisme se présente comme Tinstrument universel de la pensée.
LES PROBLEMES DE LA LOGIQUE FORMELLE
46. — L'exposé que nous venons de faire el que nous avons maintenu dans les limites de ce qui était utile pour la suite de nos études, suffit peut-être pour caractériser la situation historique de la syllogistique et pour en apprécier la portée.
La logique aristotélicienne n'offre pas seulement à la philosophie l'inappréciable avantage de tirer des cadres du langage un système de concepts distincts et rigoureusement liés, de fonder pour les siècles, jusqu'à l'avènement de la critique cartésienne, l'alliance du sens commun et de l'ontologie. Elle rétlète avec exactitude les démarches préparatoires de la science de la nature, les procédés de classification qui, dans la zoologie et dans la botanique, conserveront une telle importance qu'ils étaient regardés il y a quelque cent ans encore comme répondant à la méthode spécifique de la biologie. D'autre part, toute déduction pratique qui se subordonne à une loi, qui passe de l'universel au cas particulier, est coulée dans le moule du syllogisme; à ce point que lorganisation de la justice en France prévoit pour le jugement des crimes une division effective du travail correspondant à la division des propositions du syllogisme normal d'Aristote. C'est au législateur qu'il appartient de formuler des majeures : tout article du Code doit s'exprimer sous une forme universelle. Le jury établit la mineure. Dans le cas où son verdict affirme la culpabilité, les magistrats de la Cour d'assises interviennent pour rapprocher la loi générale et le fait particulier; leur arrêt est la conclusion vivante d'un syllogisme en acte.
Le succès de la syllogistique est donc incontestable. On est tenté seulement de trouver ce succès trop complet, et, comme malgré soi, devant certaines toiles de Raphaël on fait grief au peintre de l'admiration excessive qui les accueillit et qui fixa
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pour tant de ^r^'-nérations un idéal artificiel de beauté, on ne peut s'empêcher de l'aire état contre Aristole des illusions sur la vertu de la loffique formelle, que la perfection des Analytiques^ a tait naître Suivant une conception traditionnelle, les Analytiques sont une œuvre sans modèle; à peine avaient-ils des racines : la comparaison avec l'induction socratique, surtout avec la division platonicienne, esquissée d'ailleurs par Aristote lui-même , ne mettait que mieux en lumière l'originalité et la portée de la syllof'istique. En tout cas ils ne réclamaient aucun complément pour'^ravenir. Kant, rééditant louvra-e où il rénovait la théorie de la connaissance, ne déclarait-il pas que la logique n'est pas destinée à faire un pas en avant de même qu'elle n'a jamais été obli-ée de faire un pas en arrière, que selon toute apparence elle^e-t close et achevée^? Déclaration qui exprime d'ailleurs ce qu'enseignaient la plupart des professeurs de logique, ce que les manuels continueront à enseigner pendant plus d'un siècle La logique se divise en deux parties : une partie générale traitant des formes de raisonnement nécessaires pour démontrer n importe quoi; une partie spéciale qui traite des méthodes propres aux différents ordres de science. La méthode mathématique et la méthode expérimentale constituent la logique spéciale, tandis que la logique générale à laquelle on les subordonne est constituée tout entière par la logique du syllogisme \
47 — Transportée ainsi hors du temps, appelée à régenter la mathématique au même litre que les sciences de la nature ou de l'esprit, la syllogistique soulève des problèmes qu il est nécessaire de définir dès maintenant, si l'on veut juger influence du syllogisme sur le développement de la pensée mathématique. En effet, le syllogisme fait abstraction de ordre de a connaissance, pour se placer dans l'ordre de lètre. Aux yeux du biologiste qu'est Aristote, il semble que les deux pi-emisses s'unissent comme des êtres vivants, et, par leur vertu génératrice, donnent naissance à la conclusion K Le système des trois termes et des trois propositions constitue une sorte de vie organique, qui est parallèle à l'existence des choses et qui donne le moyen d'en comprendre la genèse. Mais celle prétendue indépendance
demie de Berlin, t. III, 1904, p. 7, tr. Barni, t. I, 1809 p. 17. Ireme^avgue^
et Pacaud, 1905, p. 17. , .,. • .^,-. ., ._ i 32-88" 27 :
3. Une telle division est conforme a la pensée d Anatole, Il ^".,1, -i- »» -' aï «pvcal 6c.Ta(, il ,ov .e vcal ^sp- S • al ixsv o^v il. o.v xo.va.. «. oz r.3pc o .o.«., 0.0.
'^LK?t3-73- 7; cf. IMn., II. 11-94-24.
du syllogisme a une conlre-parlie, dont le réalisme scolasUtlue acceptera et développera toutes les conséquences : l'existence d'une hiérarchie de réalités transcendantes correspondant à l'ordre de généralité des propositions. Si donc le logicien se refuse à cette débauche d'imagination dogmatique, s'il s'interdit de déserter la sphère des relations où il est nécessairement placé, il ne lui reste qu'une alternative. Ou bien il envisagera les prémisses pour elles-mêmes, en les détachant de tout ce qui peut les justitier, et il y verra de pures hypothèses S comme avaient fait les Stoïciens dans leur curieuse rectification de la logique aristotélicienne-, qui devance ici l'une des plus précieuses découvertes de la logique contemporaine. Ou bien, et nous restons alors dans le cadre de l'aristotélisme, la vérité des prémisses sera solidaire de l'analyse inductive qui a préparé la conception des propositions générales ^.
Bon gré mal gré, le syllogisme aristotélicien ramène l'esprit à la considération de l'induction régressive, de cet ordre pour nous qu'Aristote s'était proposé de dépasser; considération d'autant plus difficile à éviter que sans elle nous ne saurions quelle expression correcte donner à l'universalité de la prémisse. B s'affirme universellement de k, dit Aristote* ; mais, se sont demandé les générations de penseurs qui ont agité depuis Aristote les problèmes de la logique, cela signifie-t-il que lous les A font partie de la classe B, ou que le caractère B appartient nécessairement à A? Dans le premier cas, le syllogisme s'interprète en extension; il donne ainsi prise à l'accusation de cercle vicieux ou tout au moins de pétition de principe ^ Dans le second cas, il s'interprète en
1. Cf. 1,^/1., I 10-30'' 32 : tô Tuij.Tiï'paajj.a o-Jv. k'tJT'.v àva^xaiov ôlti^ih;, à'ù.'oi. toOtoiv ovTwv àvaynarov.
2. Cf. Brocliard : La logique des Stoïciens, Archiv fiir Geschichte dcr Philosophie, t. V, 1852, p. 436 et suiv.: et Etudes, p. 224 et suiv.
3. I An. II, 23-08" 33 : ^-jav. y.hj o-jv upÔTepoç -/.cî'. yvwptfxwTcpoç ô b:à. toO {iÀto-j (7y).).oytap.ôç, r|(j.ïv S'âvapyÉTTspo; ô 8ià tr,; ETtayMYriÇ. Cf. Phys., I, 184'' 16, et Top. 1. VIII, 1-136" 4.
4. I An., I, 1-24 h 28 : Xlyoaev fjé to xarà irav-rôc y.aTr;yop£ra6at, oTra-; [i.rfibi -q la{iz~.-i Tfiiv TO-j {iTioy.eiu.c'vo-j, xaÔ'oO Odt-repov où leyQrinE-zoLi. D'ailleurs, comme le remarque M. Maier, op. cit., II, Tubingue, 1900, p. 13, n. 2, l'affirmative universelle se traduit indifféremment par les deux expressions tï^vt! uuâpxstv et TravToç y.afoyopîtaOai, qu'on trouve identifiées sans plus d'explication dans leii Premiers Analytiques, I, 4. 26" 23 : 'U7tap-/É-7w yàp xô [i.hj A itavrl tw B, zh 8a B T'.vi z(ù r* oùxo'JV £t ïo-ri TravTÔç y.aTr,yopErTOa; to iv dep/-^ Xî/Osv, îvâyxr, to A xivt Tôi r •jTzipyj.iv .
3. L'objection qu'Aristote avait aperçue et essayé de prévenir (Maier, op. cit., t. II, p. 1, p. 173, n. 1) est classique depuis les Hypotyposes pyrrhoniennes de Sextus Empiricus, II, 196, éd. Bekker, 1842, p. 102. Voir Vailati, La méthode déductive comme instrument de recherche. Revue de Métaphysique, 1898, p. 683, et Scritti, hcipzig et Florence, 1911. pi 133.
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i(imj)réhcnsion; il se fonde sur rinliércncc et la connexion dos ( (iiicopts au risque de ne plus se plier avec autant de facilité un (roxartitude à la rit^nour algébrique d'un algorithme'.
Le dél)al osl vilal; conuiKMit essayer do le trancher, sans se rcft-rer au mode d'acquisition des j^rcnnsses, sans examiner la vi-iiification de l'induction préalable? Orsur ce point la réponse (I Aristole est complexe, et nous allons voir ici se traduire dans -i< conséquences et sous une forme explicite la dualité des cxix'rionces biologiques qui ont présidé à la naissance du syllonisine. 11 y a deux degrés dans l'induction aristotélicienne : Tun (|ui va de l'individu à l'espèce, l'autre de l'espèce au genre; et à chacun de ces degrés correspond une opération de nature différente. Le genre est une somme d'espèces; la classe des animaux <;uis fiel est épuisée, quand les espèces cheval, homme ei mulet -(Mil énumérées-. De fait, affirmer que tous les poissons sont nripares, c'est passer en revue toutes les espèces à nous connues, en nous réservant d'ailleurs d'éliminer les exceptions apparentes ^ràce à une refonte convenable de notre définition du poisson. L'induction énumérative des Premiers Analytiques est le procédé naturel et nécessaire à la formation des classes supérieures. Mais il n'en est nullement de même pour la formation de l'espèce proprement dite : le rapport de l'individu à l'espèce est un lien immédiat, un acte indivisible d'intuition. Bucéphale, pour un regard partiel qui ne s'attache qu'à la forme de la tête, peut a\oir l'apparence d'un bœuf; l'observateur attentif y retrouve les traits caractéristiques et les organes essentiels du cheval. II y a ainsi une sensation de l'universel : xcà yàp ulafiâ^iTOLi aèv tox7.6' 'V.y.TTov, "/"j ô'a'caÔTi'j'.ç to\j xaOôXou Ittiv, O'.o'J avOpioTrou, a/X' où RaXÀiou •vOpojiTou^ Cette sensation, impliquée dans les premières démarches de la pensée comme le montre le début de la Physique,
1. Voir en particulier Coulurat, La logique de Leibniz, 1901 p. 387 : « La logique algorithmique (c'est-à-dire, en somme, la logique exacte et rigoureuse) ne peut pas être fondée sur la considération confuse et vague de la compréhension ; elle n'a réussi à se constituer qu'avec Boole, parce qu'il l'a fait reposer sur la considération exclusive de l'extension, seule susceptible d'un traitement malhématique. >■
2. II An., II, 7-92°.37 : ô Ètkxywv S-.à tôjv xa6' £/.aaTa ô-qltiyj ovTtov [££cy.vu(7'.v]
3. II An., II, 13-100M6. La traduction de sensation répond à l'intention d'Aristote, mais à la condition de ne pas chercher une interprétation littérale du point de vue psychologique. Le texte de An., i, 31-88"2 est formel : où yàp ^v ToO -/.aÔdXou a'i(70T,rric. Il s'agit de ce sentiment immédiat, de cette intuition intellectuelle, qui est la fonction la plus haute du voOç; II An., i, 23-84'' 39 : èv U]iXko'{is[i.û> xh £v ■Kpô-îXGiç aijiîffo;, Èv ô'à.izoôt'.it'. vcal iTC'.TTrip.r, o vov:. Eth. Nie., VI, 9-1142''2.5 : ô \i.ï'/ yào vo-j? twv opwv, wv oùx eu-ct Xôyo;.
Brunschvicg. — Les étapes. ^
est capable de prendre une forme précise ; mais elle conserve son caractère immédiat, elle est une sorte de sentiment intellectuel. Cesl pourquoi l'induction qui discerne l'unité spécifique est tout à fait distincte du processus proprement arithmétique dont résulte Télément générique. La dualité de ces formes d'induction, décrites avec tant de netteté par Aristote, s'explique naturellement, puisque le lien du prédicat au sujet est d'ordre tout dilTérent suivant que le sujet est une réalité individuelle ou une classe logique '. 11 conviendrait pour donner à ce lien une expression exacte de recourir à deux symboles de copules, comme l'a fait si heureusement M. Peano^.
48. — Sur un autre point encore l'apparence purement formelle qu'on a prêtée à la logique d'Aristote masque une conception très particulière, d'ordre dogmatique et métaphysique. En effet, la portée des conclusions est relative au coefficient de vérité qui est accordé aux prémisses ; or, l'attribution du prédicat au sujet peut avoir la valeur d'une relation nécessaire, la valeur d'un fait ou la valeur d'une simple possibilité^; de là, dans les Premiers Analytiques^ la théorie laborieuse et subtile des syllogismes modaux.
La distinction a paru suffisante, tant que la spéculation humaine s'est placée d'emblée dans l'être, et a borné l'effort de son analyse à en définir les degrés. Mais il n'en devait plus être de même quand la réflexion moderne a mis en question le
1. Il est à remarquer qu'on trouve dans Leibniz le principe de cette distinction; «je ne disconviens point, écrit-il, dans Ic-i Nouveaux essais sur Ventendement humain (livre Ill.chap. ni, § 6), de cet usage des abstractions; mais c'est plutôt en montant des espèces aux genres que des individus aux espèces. »
2. Soit a une classe, xza signifie : « x esl un a ». Soient a et 6 des classes, a o b signifie : « tout a est b ».
Ces deux signes ont des valeurs distinctes, et M. Peano montre par ditréreuts exemples la diversité des opérations qui s'y rattachent. Ainsi on peut poser,
J = OH
X E a -j b = xza.-j.Xz.b; c'est-à-dire : de ce qu'un nombre donné satisfait à l'une des deux conditions, d'être multiple de 1-3, ou divisé par 13 de donner 1 pour reste, on peut conclure que ce nombre est multiple de 13 ou que divisé par 13 il donnera 1 pour reste, l'une des deux propositions est nécessairement vraie. Mais la forme analogue
xoa-jb = x^a.\).xob
n'est pas exacte; c'est-à-dire : toute puissance 12" est de la forme 13n ou 13n -{- 1, mais on n'a le droit d'en conclure ni que toute puissance 12" soit de la forme 13n, ni que toute puissance 12' soit de la forme 1.3/i-[-l; les deux propositions, précisément en raison de leur généralité, peuvent être fausses à la fois. Notations de Logique mathématique. Introduction au Formulaire de Mathématiques, Turin, 1894, § 10, p. 19.
I. An
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lapporl de la pensée à IVHre. Le problème de la modalilé ne consiste plus à marquer ime hiérarchie dans le plan de Texislence; il sera, comme Kaul l'a l'ail voir dans la Critique de la Raison pure \ de distinguer et de confronter l'un avec Tautre le plan de la réalité et le plan de l'idéalité. Or, aux exigences nées de ce problème, la logique aristotélicienne ne saurait, en vertu de sa forme seule, apporter satisfaction complète. Que l'on considère la troisième ligure du syllogisme : le moyen terme y est deux fois sujet, la conclusion exprime une relation entre le prédicat de la mineure, devenu sujet, et le prédicat de la majeure. Mais, dans la transformation du prédicat au sujet il y a une implication d'existence, qui peut ne pas être justifiée par la nature des prémisses. Il y a telle attribution de prédicat au sujet qui ne suppose aucunement l'existence réelle du sujet et par suite du prédicat. La proposition que le dragon est une chimère est littéralement vraie, ou, comme le dit Stuart Mill : « cette proposition : un dragon est un serpent qui souffle des flammes, est incontestablement correcte. » De cette définition, poursuit-il, nous pouvons tirer les prémisses de ce syllogisme-ci :
Un dragon est une chose qui souffle des flammes;
Un dragon est un serpent;
Donc, quelque serpent souffle des flammes'^.
Force sera bien d'admettre, avec Mac Coll, que c< le syllogisme appelé Darapli n'est pas valide sous sa forme habituelle * ». On peut le rendre concluant, mais c'est à la condition d' « adjoindre aux deux prémisses un jugement d'existence '• ».
Si Aristote n'a pas explicité cette condition, nécessaire pour maintenir dans son cadre intégral le système du syllogisme, c'est que les principes de sa logique étaient suspendus aux principes de sa physique et de sa métaphysique. Après lui s'est effacée l'intelligence de la connexion entre le syllogisme et l'ontologie; la logique est devenue une déduction rigoureusement formelle où la seule expression verbale suffisait à justifier les conclusions; on a cru lui donner ainsi la valeur d'une science autonome et positive, tandis qu'on ne faisait qu'obscurcir l'idée véritable de la science,
Cf. notre étude sur la Modalilé du Jugement, 1897, p
2. Système de Logique (1843), tr. Louis Peisse t. 1, 4° édit.. 1896, p. 16.^.
3 La Logique symbolique et ses Applications in Bibliothèque du Congrès de Philosophie (Paris, 1900), t. III, 1901, p. 132 et Revue de Métaphysique, 1900, p 564. La découverte de Mac Coll avait été publiée pour la première fois dans les Prooceedings of IheLondon mathematical Society, t. IX, 13 juin 1878 : The calculas of Equivalent Staiements (II), p. 184.
4. Goulurat, VAlgèbre universelle de 3/. Whitehead, Revue de Métaphysique, 1900, p. 33o.
LA GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE
49. — Dans Félude historique des œuvres qui ont marqué leur empreinte sur la conception philosophique de la science, les Éléments d'Euclide se présentent immédiatement après les Analytiques d'Aristote. L'une et l'autre œuvre ont eu la même destinée ; elles ont traversé les siècles, détachées de ce qui pouvait les précéder et de ce qui pouvait les suivre, oiîrant le tableau d'une rigueur qui paraissait irréprochable, marquant un point de perfection que l'on désespérait de surpasser. Par elles, la raison antique a modelé, en quelque sorte, la pensée moderne. Euclide, pour les nombreuses générations qui se sont nourries de sa substance, a été moins peut-être un professeur de géométrie qu'un professeur de logique. La forme déductive des Éléments rend évidente et consacre l'universalité dapplication dont la logique d'Aristote était capable.
Profond géomètre et profond logicien, Leibniz est le témoin qu'il convient de citer à l'appui de celte interprétation traditionnelle. Il écrit dans les Nouveaux essais : « Ce ne sont pas les figures qui donnent la preuve chez les géomètres... La force de la démonstration est indépendante de la figure tracée, qui n'est que pour faciliter l'inteUigence de ce qu'on veut dire et fixer l'attention; ce sont les propositions universelles, c'est-à-dire les définitions, les axiomes, et les théorèmes déjà démontrés, qui font le raisonnement et le contiendraient quand la figure n'y serait pas. C'est pourquoi, ajoute Leibniz, un savant géomètre, comme Scheubelius ', a donné les figures d'Euclide sans leurs lettres qui les puissent lier avec la démonstration qu'il y joint ;
I. Sur cette édition voir Staigmuller, Johanncs Scheubel, Ein deutscher Algebraiker des XVI. Jahrhunderts. Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik, t. IX, 1895, p. 441, et suiv.
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cl lia aulro comme Herlinus ', a réduit les mêmes démonstrations (Il syllof^ismes et prosyllogisraes'' » — et plus loin : « Il y a des exemples assez considérables de démonstration hors des mathématiques, et on peut dire quWristotc en a donné déjà dans ses Premiers Analytiques. En ellel, la log-ique est aussi susceptible de démonstrations que la géométrie, et Ton peut dire que la logique des géomètres ou les manières d'argumenter qu'Euclide a expliquées et établies en parlant des propositions, sont une j extension ou promotion particulière de la logique générale-^ » 50. — Mais cette perspective traditionnelle, où la logique euclidienne apparaît comme un cas particulier de la logique aristotéli- }' cienne, est rectifiée par la connaissance du développement de la j pensée grecque. S'ils ont été composés longtemps après lesAna- I lyliques d'Aristote, les Éléments d'Euclide mettent à contribution I Toeuvre des générations qui ont précédé Aristote, non pas seuj lement l'œuvre technique de découverte, mais l'œuvre méthodo-
I logique d'enchaînement et de démonstration qui, entreprise
II dans l'école de Pythagore, s'achève dans les écoles dEudoxe !i et de Platon. En fait, quand l'on extrait des écrits d'Aristote I les passages contenant des emprunts ou des allusions à la ter- I minologie des mathématiciens, reproduisant leurs conceptions 1 systématiques des axiomes et des définitions*, on se convainc il que la théorie de la science à laquelle se rattache la forme î euclidienne étail, dès cette époque, arrivée à maturité, qu'elle { était capable de suggérer l'idée d'une Combinatoire logique, et l de fournir les moyens pour la réaliser immédiatement en toute
i perfection ^ La logique d'Aristote et la géométrie d'Euclide s'éclaireront donc mutuellement, sans que la seconde en date , procède nécessairement de la première. Toutes deux, elles sont issues d'une même race et d'un même esprit^; en toutes deux le génie grec a inscrit avec un tel succès son idéal d'harmonie interne qu'il leur est arrivé d'apparaître à travers les siècles comme déracinées de leurs origines historiques, sous l'aspect de la vérité éternelle : xrîïaa âç kti.
1. L'édition de Ghristiaa Hcrliiius et Conrad Dasypodius parut à Strasbourg de 1564 à 1.Ï66, Gantor, 112, (igoo) p. 3.53.
Livr. IV, chap. i, § 9 siib fine
.3. Ibid., chap. ii, § 9.
4. Heiberg, Mathematisches ;u Aristoteles, Abhandiungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften, Cahier xviii, 1904, p. 4 et suiv.
0. Goniperz, Los penseurs de la Grèce, t. III, tr. Reymond, 1910, p. 51. Cf. Vailati, La méthode déductive comme instrument de recherche. Revue de Métaphysique et de Morale, 1898, p. 08-3, a. 1.
LES DEFINITIONS D EUCLIDE
51. — Les Éléments d'Euclide commencent par une série de définitions ; mais, si les définitions sont les principes de la géométrie, ce n'est pas au sens fort du mot principe ; elles n'expriment pas les essences des choses, elles ne correspondent pas à des synthèses d'éléments intelligibles. On ne trouve pas chez Euclide la définition réelle qui, selon l'expression classique de Leibniz, « fait voir la possibilité du défini »*. Les définitions euclidiennes sont des « définitions nominales », formées avec le seul souci d'apporter le maximum de clarté dans le langage, en se rapprochant des données élémentaires de l'expérience.
Ainsi, c'est un fait naturel qu'il y a une limite à partir de laquelle la division ne correspondrait plus à aucun progrès appréciable; c'est ce que le « physiologue » appelait l'a/ome, ce que le géomètre appelle le point. Le point est ce dont il n'y a pas de partie : StkjleTov £(7tiv,o& [asooç oùOév (1. I, déf. L). De même qu'on conçoit le point, c'est-à-dire un élément qui n'a pas de longueur, on conçoit une longueur qui n'a pas de largeur (déf. Il), ou une surface qui n'a que longueur et largeur (déf. V). Les points sont alors considérés comme les extrémités des lignes (déf. III), et les lignes comme les extrémités des surfaces (déf. VI).
Les définitions de la ligne droite et de la surface plane ont pu passer, à titre égal, pour des énigmes insolubles ou des merveilles de profondeur. La ligne droite est celle qui est ex œquo en tous ses points : EOOsTa yf.aa}x-/- sttiv, v-tiç èl l'aou toîç £!p' lauTTJç (7r,[X£;o'.; xsTrat (déf. IV). — Le plan est la surface qui est ex œquo pour toutes les droites qui y sont situées : 'Etti-heSo; ÈTri'fâvsià êffTiv, r)Tiç i\ t(Tou raTç ï-ù ' laLtTTJç etiOstatç xeÎTai (déf. VII). En fait, dit Paul Tannery, « ces définitions paraissent provenir de la technique de l'art de bâtir, et n'avoir dès lors qu'une portée empirique^ ».
1. Nouveaux Essais, liv. III, chap. m, § 19. Cf. la aole de Heath. op, cit., l. 1, p. 144 et suiv.
2. Apud Histoire des mathématiques de Zeuthen tr. Mascart, p. 94, n. 2. La suggestion de Paul Tannery invite à penser que ces idées de ligne droite et de surface plane ont été acquises par des procédés de comparaison : en aucun point de la ligne construite, sur aucune direction de la surface construite, on ne constate un défaut de coïncidence entre ce qu'on a construit et l'instrument qu'on a choisi pour le contrôle. Ces deux notions : vérification et négation de différence, impliquées dans la définition de la ligne droite, sont celles qui se retrouvent à l'analyse comme les conditions nécessaires à l'introduction
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Dans les autres d(''nnilioiis du |>ieiiiior livre la tendance se manifeste h disposer les notions suivant une hiérarchie da genres et iVespèces, qui rappelle exactement la classification aristotélicienne. T^n genre nn^\c plan (déf. VIII), Euclide passe à Vespèce des angles reclilignes (déf. IX); les angles rectilig-ncs seront à leur tour ou droits ou obtus ou aigus (déf. X, XI, XII). Pour les figures une hiérarchie du même ordre s'établit; l'élément logique tiré par abstraction de la considération des lignes ou des espaces s'appelle ici le terme. Le terme est ce qui est la limite de quehiue chose : ô'poç Ict^v, 8 nvô; I^t-. Tiep-jt; (déf. XIII). Tout ce qui est enfermé dans un ou plusieurs termes est une figure (déf. XIV). Il y a une figure plane qui est comprise sous une seule ligne, toutes les droites qui sont menées sur celte ligne d'un point intérieur de la figure sont égales entre elles; la figure est le cercle et le point intérieur est le centre du cercle : xjkXo; è^tI rjyr^y.'x I-ctïsoov û-o atî; YpaaaYjÇ 7r£p'.î/o;j.£vov, Tcooi •?jV a:f>' Ivoç c:'i\u.Z'.o'j twv svtô; zoZ G/r^ij-'j-roç ■/.îiu.svcov TiôcTai aï 7rpo7;r''irTO'J7a'. sùOsTxt "nxi àXXrjXx'.ç sît'.v, KÉv-pov os toû xûxXou xo îy,asTov xaÀîiToti (déf. XV-XVI)'. D'autre part les figures rectilignes sont à trois côtés, à quatre côtés, etc. (déf. XIX). Les trilatères sont ou équilatéraux ou isoscèles ou scalènes (déf. XX). Autre principe de division pour les trilatères, la considération de l'angle : trilatères rectangles, trilatères obtusangles, trilatères acutangles (déf. XXI).
LES AXIOMES
52. — Plusieurs des définitions du premier livre d'Euclide sont donc exactement du type qu'Aristote préconise, elles se font par le genre et par la difTérence -. Le syllogisme d'Aristote pourrait donc s'y appliquer tel quel ; on atteindrait ainsi une série de propositions où l'on transporterait à l'espèce des angles obtus les propriétés génériques des angles, où l'on transformerait en connaissances explicites les vérités implicitement contenues dans une affirmation générale. A des données empi-
des éléments fondamentaux dans la science. Mais à l'époque où Euclide écrit, on ne tient plus compte de ce travail de l'esprit, qui est devenu inconscient; on retire en quelque sorte l'instrument de contrôle, et l'on ne conserve que la régularité du tracé.
1. Cf. Platon, Parniénide, 1.37 E : ^TpOYyJAov yé tto-J èctt'. to-jto, ou xv Ta sw/ara TiavTa-/7î iizh toO 'léTO-J î'irov «Trâ-//,.
2. Voir en particulier Topic, I, 8-103" l.'i : ô ôpi7|j.oc âx vâvouç /.ai 8sa:f.op(ov
riques telles que les définitions euclidiennes, ne peut s'appliquer, en effet, que la logique des classes, et la logique des classes ne peut que suivre en sens inverse le chemin que l'abstraction avait d'abord parcouru. La comparaison d'Aristote et d'Euclide sert donc à préciser les termes du problème qui se pose à partir des définitions. Pour passer de la logique des classes à la géométrie, il faudra procéder à une double élaboration, l'une portant sur le mode de déduction, l'autre sur les objets même de la science; et c'est à quoi serviront les deux ordres de principes que nous allons voir successivement à l'œuvre : axiomes, xotva\ swoixt, et postulats, atT7Î[ji.aT7..
Le premier axiome d'Euclide pourrait être appelé le principe du syllogisme mathématique : Ta rw xy-rw "çtt. xal àAXXr,AO'.; e^tiv t(7a. Les choses (nous introduisons cette expression afin de respecter le vague de la formule grecque) égales à une même chose sont égales entre elles. L'axiome peut s'expliciter sous la forme d'un syllogisme :
Mais à ce syllogisme ne serait-il pas possible de donner une forme dont la vérité fût évidente et dont nous pussions faire dépendre l'axiome euclidien d'égalité? C'est ce qu'a pensé Apollonius, et voici comment il raisonnait : puisque A égal à B comprend le même lieu que lui, et puisque B égal à C comprend le même lieu que lui, A comprend aussi le même lieu que C, et par conséquent A et C sont égaux^ A quoi Proclus, qui nous a conservé ce raisonnement, faisait observer déjà que, sans s'en apercevoir, Apollonius glisse dans sa démonstration deux hypothèses : à savoir que les figures qui comprennent le même lieu sont égales entre elles, et que les figures qui comprennent le même lieu qu'une autre sont égales entre elles. En d'autres termes, Apollonius a déplacé le champ de l'évidence; il ramène l'égalité à l'identité de mesure spatiale alors que précisément c'est une question de savoir si l'identité de mesure spatiale peut être assimilée à l'identité logique. Par suite, lorsqu'on tranche cette question par l'affirmative, on se trouve
1. Proclus. Commentaire sur le premier livre d'Euclide, éd. Friedlein, 1873, p. 194, Cf. Paul Tannery, Apollonius de Perge. Bulletin des Sciences mathématiques, 1881, p. 126.
LES POSTULATS
invoquer un axiome qui sera dans une terminologie difîérenle réquivalcul de l'axiomo d'Euclidc. Nous nous rendons facilement compte que si Apollonius n"a pas senti la nécessité d'expliciter cet axiome, c'est qu'il se fiait à son intuition de ji^éomètrc pour substituer directement les unes aux autres les lignes ou les surfaces de mesure identique, et tirer de celle substilulion une définition générale do Tén^alité. Nous apprécions d'autant mieux le procédé contraire d'Euclidc, qui consiste suivant la distinction de Félix Klein à transformer par une élaboration savante V intuition naïve en intuition raffinée^. Euclidc utilise d'abord la notion abstraite d'égalité afin de constituer le cadre logique dans lequel il devra faire rentrer les raisonnements de la géométrie. Puis il détermine la condition qui permettra d'adapter à ce cadre les grandeurs qui sont l'objet propre de la science géométrique. Axiome V : deux grandeurs qui peuvent s'appliquer l'une sur Faulrc, qui sont congruentes, sont égales entre elles. Kalià loaçadvOVTX Ètc' àXÀ-^Xa ïtja àXÀr,Ào'.; iGxiv.
De même qu'à la forme parfaite et scientifique du syllogisme, immédiatement fondée sur l'évidence du lien entre termes de propositions universelles affirmatives, l'analytique aristotélicienne rattache une série de formes indirectes, de même, au principe de l'égalité directe, les axiomes II et III ajoutent les cas d'égalité qui résultent de l'addition ou de la soustraction d'éléments égaux à des éléments déjà égaux entre eux-.
D'autre part l'axiome "VIII : le tout est plus grand que la partie, introduit la considération de l'inégalité; sur cette inégalité se fonde une série d'axiomes, où l'on a soupçonné des additions postérieures à la rédaction primitive des Eléments par les successeurs d'Euclidc, et qui constituent un corps de doctrine, une véritable Analytique de la géométrie parallèle à V Analytique de la Logique formelle.
LES POSTULATS
53. — Si telle doit être la Logique de la Géométrie, il faudra que les objets géométriques, préalablement définis, subissent pour la plupart un traitement qui les rende maniables par cette logique, et c'est à quoi sont destinées les trois premières
i. Conférences sur les Mathématiques (Chicago, 1893), Irad. Laugel, 1898, p. 41.
2. Ka; èàv iTO'.ç To-a irpoï-iôv;, rà oXa èttIv Xqx. Kal ààv à.Tzh '((jm-i Ina. àsa'.pcôy), ta xcfTa),£'.7T:ô[j.£vâ iîT-.v ".nx. Il' est à remarquer que la formule est déjà dans Aristote, I An. I, 24-41" 21 (Ileiberg, op. cii., p. 5) : àub -wv ïo-wv itwv isa:poyij.Évfov îcra 'i.i:T.i's^x:\ cf. Met. K, 4, 1061" 20.
demandes, dont la simplicité risque de dissimuler l'importance. T. — Qu'il soit demandé de mener d'un point quelconque à un point quelconque une ligne droite.
II. — Qu'il soit demandé de prolonger en ligne droite et en continuité une droite limitée.
III. — Qu'il soit demandé de décrire un cercle de centre quelconque et de distance [c'est-à-dire de rayon] quelconque.
Par le premier postulat, et bien qu'à vrai dire Euclide n'ait pas explicité Vunicite' de la droite qui joint deux points donnés', la droite devient la distance entre deux points de telle sorte que la congruence des deux extrémités permettra de poser l'égalité des deux droites.
Par le second postulat est rendue possible l'addition do deux éléments géométriques.
Le troisième a une double portée : il établit l'existence de la figure circulaire dont la détinition indiquait seulement cette propriété d'avoir tous les points de sa périphérie à égale distance du centre; et de cette propriété il tire l'instrument par excellence de l'activité scientifique. En traçant d'un point donné une circonférence, onobtient dans toutes les directions que l'on voudra une ligne égale; on peut ainsi substituer à l'égalité statique de superposition l'égalité mouvante du rayon.
Que ces postulats soient la cheville ouvrière de la science euclidienne, c'est ce que manifeste déjà la première proposition des Éléments. Cette proposition est un problème : sur une droite donnée construire un triangle équilatéral. La solution du problème est immédiate si de chacune des extrémités de la droite on décrit un cercle ayant pour rayon la longueur même de cette droite. Alors on voit sur la figure, du moins Euclide admet sans autre explication^, que les deux cercles se rencontrent; si, en
1. « Euclide, faute d'une idée distinctement exprimée, c'est-à-dire d'une définition de la ligne droite (car celle qu'il donne en attendant est obscure, et ne lui sert point dans les démonstrations), a été obligé de revenir à deux axiomes, qui lui ont tenu lieu de définition et qu'il emploie dans ses démonstrations; l'un que deux droites n'ont point de partie commune, l'autre qu'elles ne comprennent point d'espace. » (Leibniz, Nouveaux Essais, IV, chap. 12, §6.) Ces deux prétendus axiomes qui appartiennent à la « Vulgate » des Éléments sont regardés aujourd'hui comme des interpolations dans la rédaction originale d'Euclide. Le 2" axiome est emprunté au texte de la démonstration donnée pour le théorème IV du 1" livre : o-jo z'Jitïoa -/uptov TiEp-.éHo'jaiv o-Ktp èttiv àSjvKTov. Ed. lleiberg, t. I, 1883, p, 18: il a été aussi considéré comme postulat, et, à ce titre, il devait jouer un rùle considérable dans le développement de la géométrie non euclidienne (vide infra, § 191).
2. Cette lacune a été signalée peut-être pour la première fois par Leibniz. Parmi les ■< endroits » que Clavius a omis de corriger chez Euclide « un des
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vertu du postulat premier, on joint l'un des points de rencontre aux extrémités do la droite donnée, on obtient un triangle qui satisfait aux conditions du problème. La possibilité du triangle équiiatéral est donc démontrée. En termes modernes, nous dirons qu'à la description logique énonçant le genre et Tespèce nous avons ajouté un théorème d'existence.
Or le procédé est absolument général '; il est fondé sur la méthodologie propre à la mathématique suivant les anciens. Aristote disait : le géomètre suppose la signification du triangle, mais il en fait voir l'existence : t-' viv yàc TTiaa-'vEi tô Tpiyojvov, £).ap£v ô Y^wu-ÉTOYi;, oTi 5'e(jTiv oîixv'jî'.v -. Ainsi, sans recourir à l'hypothèse ontologique qui était la vertu occulte, ou le vice caché, de la logique aristotélicienne, la géométrie est capable de conférer à ses définitions nominales la valeur d'une définition réelle^; c'est par là qu'elle est autre chose que l'instrument d'un raisonnement formel, elle devient une science véritable.
plus rpinarquablos et des moins remarqués se rencontre d'abord dans la démonstration de la première proposition du premi<!r livre, où il suppose tacitement que les deux cercles qui servent à la construction d'un triangle équilatère, se doivent rencontrer quelque part, quoiqu'on sache que quelques cercles ne se sauraient jamais rencontrer ». (Gerhardt, Phil. Schr., t. VII, Berlin, 1890, p. 166.)
1. Zeuthen, Die geornelrische Construction als • Existenzbeweis » in der antiken Géométrie. Malhematische .Vunalen, t. XLVll, 1896, p. 222 et suiv.
2. II \n. II, 7-92" 13 (llciberg, op. cit., p. 7). Cf. Pascal : Lettre à M. le Pailleur (1648). « Il est évident qu'il n'y a point de liaison nécessaire entre la définition d'une chose et l'assurance de son être; et ({ue l'on peut aussi bien définir une chose impossible qu'une véritable. Ainsi on peut appeler un triangle rectiligue et rectangle celui qu'on s'imaginerait avoir deux angles droits, et montrer ensuite qu'un tel triangle est impossible; ainsi Euclide définit d'abord les parallèles, et, montre après qu'il y en peut avoir, et la définition du cercle précède le postulat qui en propose la possibilité. » Œuvres, éd. L. Brunschvicg et P. Boutroux, t. 11, 1908, p. 183.
3. Ilobbes avait fort bien compris la signification des postulats euclidiens : « ea quœ postulata et petitiones appellantur, principia quidem rêvera sunt, non tamen demonstrationis, sed constructionis, id est non scientiœ, sed poteatiœ; sive quod idem est, non Iheoreniatum quaî sunt specuiationes, sed problematum quœ ad praxim et opus aliquod faciendum pertinent. » {De Corpore, chap. VI, § 13, Op. latina. Ed. .Molesworth, Londres, t. I, 1839, p. 72.) Corrélativement à cette conception, il distingue deux ordres de définitions : celles qui évoquent dans l'esprit l'idée de la chose désignée par le mot, celles qui, portant sur le nom des choses susceptibles d'avoir une cause, contiennent ou leur cause ou, tout au moins, leur mode de généralioii : ■< veluti cum circulum deflnimus esse figuram natam ex circumlatione iineie rectœ in piano. » (Ibid.) Celte conception, conforme à des indications de Descartes (infra, § 70), est aussi celle qui se retrouvera dans le Tractatns de Reformalione intellectus de Spinoza {infra, § 90; cf. Lettre à Tschirnhaas, L.K (64), éd. von Vloten et Land, t. II, La Haye. 1883, p. 212), et il est permis do soupçonner un lien d'influence directe (Cassirer, i)a.s Erkenntnisprobleni in der Philosophie und Wissenschaft der neueren Zeit, t. II, 2* édit., Berlin, 1911, p. 98). De là, elle a passé chez
54. — Ce n'est pas tout encore : dans le développement de la géométrie métrique, Euclide rencontre deux notions qui sont nécessaires pour édifier le système de la géométrie plane et qui ne peuvent pas être considérées, du moins avec leurs caractères utiles pour le géomètre, comme conséquences de vérités déjà acquises; ces notions sont celles de perpendiculaires et de parallèles. Plus exactement, aux deux notions de perpendiculaires el de parallèles se rattachent deux faits géométriques qui ne sont pas susceptibles de démonstration, qui doivent être introduits à titre de données naturelles, et qui fourniront deux nouveaux/Jos/«/a/s,
Le premier concerne les perpendiculaires : tous les angles droits sont égaux. A vrai dire, il peut paraître étrange qu'Euclide formule \me pareille proposition, après avoir défini l'angle droit à l'aide de la construction qui, faisant tomber une droite sur une autre, détermine deux angles adjacents égaux; c'est par l'égalité de ces deux angles qu'il arrive à concevoir le caractère spécifique de l'angle droit. Mais si, comme le demande Zeuthen, on porte son attention sur l'application qui est faite de ce postulat ', on comprend que dans la pensée d'Euclide il a pour signification d'énoncer la réciproque de la définition, c'est-àdire que, si deux angles droits sont adjacents, les droites situées de part et d'autre du côté commun sont sur le prolongement l'une de l'autre. La condition d'unicité, qui avait été sousentendue dans la conception de la ligne droite, est ici explicitée,
A la définition des parallèles se rattache de la même manière un postulat. Pour Euclide des lignes droites sont parallèles lorsque, situées dans un môme plan et prolongées de part et d'autre à l'infini, elles ne se rencontrent d'aucun côté; définition singulière, si même elle n'est pas contradictoire, puisqu'elle repose sur une propriété qui est par sa nature à la fois relative à l'intuition et placée au delà des limites de toute intuition effective. Mais cette définition, qui est manifestement un essai de description, une formule de dictionnaire, ne comporte aucun usage géométrique. Suivant la conception que Zeuthen a si net- Leibniz : « notio circuli ab Euclide proposita quod sit figura descripta motu rectœ in piano circa extremuin inimotuni, definitionem praebet realem, patet enini talem figuram esse possibilem. » {De Synthesi et Analysi aniversali, seu Arie inveniendi et judicandi. Gerhardt Phil. Schr., t. VII, Berlin, 1890, p. 294.) 11 est à remarquer d'ailleurs que Leibniz trouvait dans cette conception de la définition réelle la réfutation du nominalisme absolu, tel qu'il croyait le rencontrer chez Hobbes {Ibid.; cf. Couturat, La Logique de Leibniz, 1901, p. 190, n. 2).
1. Prop. XIY du livre 1; cf. Zeuthen, op. cit., tr. Mascart, p. 101.
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tenienl mise en lumière', les Grecs, pour fonder d'une façon positive les raisonnements relatifs aux parallèles, ont besoin d'une proposition d'existence; or le postulat des parallèles chez Euclide est un théorème indiquant les conditions dans lesquelles il existe un point (rinterscclion entre d(Hix droites rencontrées par une troisième : « Qu'il soit demandé que si une droite rencontrant deux droites (situées dans un même plan) fait d'un même côté des angles intérieurs dont la somme soit moindre que deux droits, les deux droites prolongées indéfiniment se rencontrent du r(Mé dont la somme est inférieure à deux droits^ ».
LA PORTEE PHILOSOPHTQIE DES « ELEMENTS
55. — Les postulais sont des faits naturels; et, du moins dans les quatre premiers livres des Éléments, la géométrie a le caractère d'une science naturelle, selon l'expression employée par Auguste Comte. Les deux premiers livres ont pour instrument la construction des figures et leur transformation par des tracés auxiliaires, pour but la démonstration de l'égalité de surfaces différentes : rectangles, parallélogrammes ou triangles, le troisième et le quatrième étudient le cercle, et l'inscription des polygones réguliers dans le cercle.
Avec le cinquième livre il semble qu'une science nouvelle commence, qui a pour objet la comparaison des grandeurs prises en général. L'élément est alors le rapport des grandeurs ^ et les jugements constitutifs de la science sont ceux qui posent la similitude (nous dirions aujourd'hui Yégalité) des rapports entre deux grandeurs, c'est-à-dire qui définissent des proportions. La théorie des proportions a ses origines dans la similitude géométrique. Le manuel d'Ahmès montre comment, sans énoncer de doctrines générales, les Égyptiens s'inspiraient dans la pratique du sentiment de la similitude ''. Mais nous savons que dès le iv" siècle Eudoxe de Cnide, dans le dessein sans doute d'échapper aux embarras que la découverte des incom-
Art. cité, p. 22o et suiv
2. Postulat V, Kai âàv el; ôûo £-J6ê;aç s-jôs^a ÈfiTtt'itTOUo-a -ràç èvtô; xal ini tk aùtà [/.ipïi ywviaç S-Jo ôpôwv èXio-aova; Tioivi, èxpaXAO[;.Éva; xàç £uo e-JÔetaç iiz' aiï£!pov 0"u(j.uÎii:t£'.v, £9' à ]J.£pr^ zWv/ al -rtov ô-jo opStiJv IXiaCTovEç.
.3. Def., III, Aôyoç Èaxi o-jo (j.£Yî6wv Ô[jloyîvwv -r, y.a-à 7:rj).'.xÔTr,Ta Tcoia ayérj'.z. 4. Cantor, P, p. 00. Cf. P. Tannery, La Géométrie grecque, 1887, p. 92, el Zeuthen, Histoire des Mathé/natiques dans l'Antiquité, tr. Mascart, p. 4.
mensurables avait entraînés, se donna la tâche d'extraire de Tensemblc des vérités alors connues de la géométrie les éléments de la théorie des proportions, et de les réunir en un corps de doctrine autonome ^ L'œuvre d'Eudoxe explique l'ordonnance des Éléments. Euclide sépare avec soin, du moins dans l'exposition de la géométrie plane, ce que nous appellerons la géométrie métrique directe, et la théorie des proportions. D'une part dans les quatre premiers livres il s'est interdit tout mode de démonstration qui impliquerait un appel à la similitude géométrique; il a refait, à ce point de vue, la démonstration traditionnelle du théorème de Pythagore -. D'autre part, en réservant la similitude des triangles, des parallélogrammes, etc., pour le livre V^I, qui suit immédiatement le livre sur les proportions, il semble l'aire de cette étude purement géométrique l'application d'une science de la proportionnalité en général. Ce n'est pas tout : au livre Y, les termes des proportions étaient figurés par des lignes, sans qu'il fût tenu compte de la différence entre grandeurs commensurables et grandeurs incommensurables. Au livre VII, l'étude des proportions est reprise, mais sur le terrain proprement numérique : « les propositions sur les proportions y prennent un nouveau sens parce que ici il ne s'agit pas seulement de l'égalité des rapports, mais aussi de la possibilité de les réduire aux mêmes plus petits termes ^ ».
Avec le livre X, Euclide aborde les incommensurables; il expose le classement des irrationnelles fournies « par les constructions géométriques... avec leurs propriétés non seulement pour l'équation du second degré et pour l'équation bi-carrée à coefficients rationnels, mais même en partie pour l'équation tricarrée '' ». Cette étude est comme une introduction pour la géométrie dans l'espace, à laquelle sont consacrés les livres suivants. La détermination des éléments des polyèdres réguliers au livre XIII, fournira l'application de la théorie des irrationnelles, qui a été posée au livre X '.
56. — Sous le désordre apparent de l'exposition, la science euclidienne implique une théorie générale des grandeurs, une
Ibid
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ai'illimélique universelle . Si donc nous prolongeons parla pensôo riiisloiro dans le sens où, suivant nos idées modernes, elle nous parait nalurelleinent orientée, nous attendrions «pie le développement de la science euclidienne eût pour conséquence la réaction de la forme rationnelle et déductive sur le contenu encore inorganique. Non seulement les théories analoj^ues de la géométrie plane et de la géométrie dans l'espace auraient naturellement dû être rapprochées. Mais surtout, de ces livres qui traitent successivement des similitudes géométriques, des rapports numériciues, des grandeurs incommensurables, devait se dégager explicitement l'unité dont l'auteur des Éléments ne pouvait pas ne pas prendre conscience au moment où il les disposait à la suite les uns des autres. En d'autres termes, la matière d'une logique des relations se trouve rassemblée dans les Éléments d'Euclide; et puis(|ue nous avons relevé, dans le choix des principes et des méthodes, leur parenté intellectuelle avec les Analytiques d'Aristote, il semble qu'en face de l'œuvre où la logique des classes se trouve constituée sur ses bases définitives, il appartenait aux continuateurs d'Euclide d'établir sous sa forme propre la logique des relations.
En fait le désordre qui nous choque aujourd'hui dans l'œuvre d'Euclide S a passé inaperçu pendant des siècles. Les Éléments, où nous démêlons comme dans les cathédrales du moyen âge, l'apport successif des générations et la diversité des styles, ont donné l'impression de l'œuvre homogène par excellence. Il faut aller jusqu'au xviT siècle avant de rencontrer une tentative pour réorganiser les Éléments suivant le vrai sens de la Logique. Dans les Nouveaux Eléments de Géométrie qui ont été publiés en 1667, et qui sont l'œuvre d'Arnauld -, le livre premier est consacré aux « grandeurs en général » et aux quatre opérations. Au livre cinquième seulement Arnauld commence à parler de l'étendue, de la ligne droite et circulaire, etc. Or, comme le montre le livre IV de la Logique où des extraits du Discours de la méthode (et, à partir de la seconde édition, des Regulse) servent d'introduction et de base à la critique de l'ordre suivi par Euclide dans les Eléments, la refonte de la géométrie élémentaire est, dans l'esprit d'Arnauld, la conséquence de la révolution cartésienne.
1. Voir dans L'Easeig-nomenl nitathématiquo du 1.d mars 1904 l'article intitulé : Justification des procédés et de l'ordonnance de mes Nouveaux Éléments de Géométrie, par Ch. Méra\', p. 90 et suiv.
2. Voir l'analyse détaillée de Karl Bopp, Antoine Arnauld, der grosse Arnauld, als Mathematiker, Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik, Leipzig. Fascicule XIV, 1902, p. 233 et suiv.
Ainsi, quoique les Éléments (et cela deviendra plus manifeste encore \yA\'VEslhélique transcendanlale de Kant, qui se meut tout entière dans les limites de la science euclidienne) soient gros d'une philosophie de la mathématique, Tantiquité n"a pas efïectivementdég-agé cette philosophie. La mathématique est demeurée dans l'état de transition et d'hétérogénéité où Euclide Tavait laissée. Des découvertes admirables qui devaient faire d'Euclide, d'Archimède, d'Apollonius, de Diophante, les initiateurs de la renaissance scientifique et les éducateurs de la pensée moderne, l'antiquité ne s'est pas souciée de rechercher l'extension à la science universelle de la nature ou à l'analyse de la pensée humaine. Respectueuse des cadres tracés par Aristote, sa curiosité spéculative se bornait à définir la catégorie à laquelle ressortissait l'objet de ces recherches. A cet égard, rien n'est plus significatif que la discussion, conservée dans les commentaires de Proclus, sur la nature de l'angle ^ Euclide était considéré comme rattachant l'angle à la catégorie de relation^ parce qu'il le définissait Vinclinaison d'une ligne ou d'une surface par rapport à une autre ligne ou par rapport à une autre surface. Eudème, philosophe péripatéticien, y voyait une qualité: V affection de la surface ou du solide consistant dans la rectitude ou dans Vobliquité. Enfin, pour Plutarque, pour Apollonius, pour Carpus d'Antioche, c'était une quantité {soit surface, soit solide) comprise sous une ligne ou une surface réfléchie autour d'un point, mesurant en quelque sorte la distance des deux parties de cette ligne ou de cette surface -. Proclus, fidèle à l'enseignement de Syrianus, et en bon néo-platonicien, synthétisait toutes ces définitions et faisait participer l'angle à la nature des diverses catégories.
57. Une telle cristallisation, une telle stérilisation de la pensée géométrique nous paraît aujourd'hui singulière. C'est qu'en réalité nous sommes pour les Grecs plus ambitieux qu'ils ne l'ont été eux-mêmes. L'idée d'une logique qui ferait sortir de l'esprit humain la connaissance des choses, qui engendrerait la vérité par ratiocination pure, a pu, dès la fin du moyen âge, être suggérée par le crédit de Yorganum aristotélicien; nous avons vu qu'elle est étrangère à la pensée d'Aristote lui-même. C'est sur les données des classifications naturelles, érigées sans doute en entités métaphysiques, que la logique d'Aristote s'est constituée; elle aura la prétention de mettre de l'ordre dans ces
Traduction résumée de Vincent, op. cit, p. 2 et suiv
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données, d'en dép^ager par la verlu du mocanisme déducLil' tout ce (juisy trouvait inipli<;itomcnt coiiLenu ; mais d'ajouter à ces données, ce n'est nullement en dispenser.
La géométrie grecque, qui a pu être prise pour modèle dans la constitution des Analytiques, conserve vis-à-vis de la réalité extérieure la môme attitude que la syllogistique. Elle ne prétend pas opérer sur les données immédiates de lexpérience une sorte de transmutation qui les rendrait semblables à la nature de lactivité intellectuelle; une telle opération serait en contradiction avec le réalisme de la science antique, qui subordonne toujours les caractères de la science à la nature de l'objet, (jui ne connaît rien de tel que la l'orme pure de la pensée. L'élaboration des principes de la géométrie consiste seulement à trouver un point d'équihbre où la simplicité de la représentation spatiale et la clarté de lenchainement logique se rencontrent, où l'harmonie s'établisse comme d'elle-même entre la fonction d'imagination et la fonction d'intelligence, où l'esprit soit dans cet état de grâce esthétique dont Kant a si finement analysé les conditions dans la Critique du Jugement de beauté.
La géométrie des anciens demeure donc ce que nous appellerions une étude qualitative de la quantité ; il est naturel qu'elle ne conduise pas à l'étude quantitative des qualités, qui est le principe de la science moderne. L'analogie de la logique formelle et de la déduction euclidienne, l'introduction dans les Éléments de théorèmes sur les proportions, sur la théorie des nombres, sur les grandeurs irrationnelles, enfin la correspondance des relations géométriques avec les relations d'ordre mécanique ou astronomique, nous font pressentir, à nous qui la connaissons par ailleurs, la conception cartésienne de la science une et universelle; elles n'ont pas suffi cependant pour qu'après l'échec du platonisme cette conception surgît de nouveau à la lumière de la réflexion, et s'imposât à la conscience intellectuelle des Grecs.
De là enfin le peu d'influence que la géométrie est alors capable d'exercer sur la physique. Les catégories du physicien sont hiérarchiquement supérieures à celles du mathématicien. Le mathématicien se contente de dessiner la configuration des mouvements, en suivant les apparences et sans avoir à décider lesquelles de ces apparences sont conformes à la réalité; une telle décision relève du physicien. La tâche de l'un ne saurait empiéter sur le domaine de l'autre : le mathématicien se meut dans les hypothèses, les principes appartiennent au physicien K
1. "0>.(o; yào o'jy. îttiv i'j-:po).ô';ov to yvtova!, -i r,Çic[LX\o-i iir: rr, s'j^ît xai Brunschyicg. — Les étapes. '
Cette restriction de riiorizon mathématique est un des traits qui marquent le mieux le caractère de la science ancienne par opposition à la science moderne. Mais l'opposition apparaîtra dans une lumière plus vive encore, une fois que nous aurons déterminé, en face de la mathématique euclidienne, la physio- ^ nomie de la mathématique, telle qu'elle s'est présentée au . xvir siècle dans lécole cartésienne : une logique universelle appelée à remplacer la logique aristotélicienne des classes et à restaurer le platonisme sur une base positive. La comparaison sera d'ailleurs d'autant plus facile que la mathématique car- , tésienne se présente, du moins au premier abord, comme étant i essentiellement une géométrie.
■jtoïa Ta y.ivrjxà, a/.).à C/itoGî'o'H'.; ■•.'Tr,vov|j.îvo; Ttov •;.£'/ (aôvovtwv, Ttôv Se xivo"J[j.£V(ov, (T/.ûitet TÎd'.v 'j:To9£a£(Ttv ày.o>o--f)v-,'3c; tx -/.«Ta tov o-jpavôv çatvô(i£va. Ar^n-zio-/ ôï a-JTw àp-/àî Tiapi toO ç-jo-;/.oO-.. Conimentaire de Simplicius à la Physique d'Aristotè, II, 2, 193" 2-3. Ed. Diols, Berlin, 1882., p. 292; cf. Duhem, Stôî^eiv Ta ça>.vô|icva. Essai sur la notion de tliéorie physique de Platon à Galilée, Anaales de philosophie chrétienne, mai l'JOS, p. 122.
CHAPITRE VII LA GÉOMÉTRIE ANALYTIOUE
08. — En franchissant des siècles qui sont demeurés stériles, non certes pour la science elle-même, mais pour les idées constitutives d'une philosophie mathématique, en abordant la révolution de pensée qui se rattache au nom de Descartes, nous devons marquer le caractère nouveau que nos études vont prendre. L'historien n'est plus en présence de documents fragmentaires qui servent de matière pour reconstituer la physionomie des œuvres, la filiation des idées, l'influence réciproque des philosophes et des savants. Désormais les écrits originaux lui sont directement accessibles; il connaît les dates des publications, souvent les dates des découvertes; il est informé des communications de travaux et des influences d'idées qui expliquent la succession des œuvres. Les recherches destinées à éclaircir les problèmes de la philosophie mathématique sont susceptibles d'une précision et d'une objectivité auxquelles nous navions pu viser dans nos chapitres précédents; et, si nous ne nous faisons illusion, c'est ce qui commencera d'apparaître dans l'étude de la période qui se rattache à l'établissement de la géométrie analytique.
Voici tout d'abord une rencontre d'un intérêt singulier pour notre objet: le système de traduction qui permet de ramener les questions de la géométrie à la solution d'équations algébriques a été systématiquement employé par Fermât dans un écrit qui est antérieur à la publication de la Géométrie de Descartes. Nous devons chercher à dégager l'enseignement que comporte la simultanéité de ces découvertes, toutes voisines par leur contenu technique, aussi différentes qu'il est possible si l'on considère l'orientation générale de l'esprit des inventeurs.
Section A. — Fermât.
L' « ISAGOGE AD LOCOS PLANOS ET SOLIDOS
59. — L'auteur (sans cloute Carcavi) de VEloge qui parut au lendemain de la mort de Fermât, signalait parmi ses œuvres « une introduction aux lieux, plans et solides, qui est un traité analytique concernant la solution des problèmes plans et solides qui avait été vu devant que M. Descaries eût rien publié sur ce sujet ^ ». Et, en effet, ïlsagoge ad locos pianos et solidos contient le principe de la géométrie analytique, énoncé sous la forme la plus nette qui puisse être souhaitée - : « Commode autem institui possunt œquationes, si duas quantitates ignolas ad datum angulum constituamus(quem ut plurimum rectum sumemus), et alterius exillis positione datas terminus unus sit datus-'. » On y trouve, non seulement la définition des courbes principales du second degré, mais encore l'équation de la ligne droite *, qu'on chercherait vainement dans le Géométrie de 1637 et dans les écrits de ses premiers commentateurs, juqu'aux Elementa curvariim lineariim de Jean de W'itt^ De même qu'il remonte jus-
1. Éloijc de M. de Fermât, conseiller au Parlement de Toulouse, Journal des savants, lundi 9 février 166.5. Le passaj^o est conllrmé par une lettre ù Mersenne, de février 1638, où Fermât écrit : « Je serai bien aise de savoir le jugement de MM. de Roberval et de Pascal sur mon Isagoge topique et sur ÏAppendix, s'ils ont vu l'un et l'autre. » Œuvres de Fermât, édit. Paul Tannery- Charles Henry, que nous désignons dans la suite par TH, t. II, p. 134.
2. « Nulle part, dit Cantor, Descartes n'a décrit l'établissement de l'équation d'un lieu géométrique avec autant de clarté que Fermât au commencement de son Isagoge » (II-, p. 817). Cf. Milhaud Descartes et la géométrie analytique. Revue générale des sciences, 1906, t. I. p. 73 et Nouvelles Études, 1911, p. I.i7.
TH, t. I, 1891. p
4. Ibid., p. 9o. Fermât, écrit Brassine (Précis des Œuvres mathématiques de Pierre Fermât et de l'Arithmétique de Diophante. Toulouse, 1843, p. 11), considère une droite indétinie sur laquelle il prend un point fixe N. (fig. 4). Il suppose qu'un point I est déterminé de position par la relation constante d. x = b. y; les quantités d, b sont des lignes données; le segment NZ représenté para:, et
' la perpendiculaire IZ à NM représentée par
y sont des quantités variables. Or, si on joint
Pi?- '*• IN, comme d'après la relation établie le rapport
yjx est constant pour toutes les positions du
point I, il eu résultera que l'angle N ne variant pas, le lieu du point I sera la
droite NI. » (Cf. Bordas-Demoulin, Le Cartésianisme ou la véritable rénovation
des sciences, t. II, 1843, p. 13.)
5. P. Cartesii Geometria, 2" édit. t. II, 1639, p. 244, et suiv.
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quii rcxprcssion la plus simple do la correspondance entre la forme algt'bri(|ue et la forme géométrique, Fermât est capable de compléter (sinon, comme il écrit, de corriger) l'œuvre de Descaries. En !(>()(), il a montré la possibilité de réduire les problèmes du septième ou huitième degré à des courbes du quatrième, les problèmes du neuvième ou du dixième à des courbes du sixième, tandis que Descartes exigeait des courbes du cinquième ou du sixième pour le premier problème, du septième ou du huitième pour le second'.
LES ORIGINES DE L « ISAGOGE
GO. — Si donc on fait cette hypothèse que Descartes n'a pas écrit la Géométrie, on peut conjecturer que selon toute vraisemblance l'évolution de la mathématique n'en aurait pas été profondément modifiée ; mais il est difficile do croire que le développement de la philosophie au xvii" siècle n'en eût pas été affecté, qu'en particulier les doctrines de Malebranche et de Spinoza eussent présenté la rigueur systématique que nous y retrouverons. C'est que la Géométrie est l'œuvre d'un méthodique, qui procède d'une conception universelle de la science et qui lègue à ses successeurs une notion originale de la vérité scientifique. Vlsagoge, par contre, est l'œuvre d'un technicien, qui est en même temps un érudit, qui reprend et qui approfondit les procédés pratiqués avant lui pour les porter à leur plus haut point d'élégance et de simplicité.
Fermât a été en particulier le commentateur, l'exégète d'Apollonius de Perga et de Diophante d'Alexandrie.
61. — Lorsque, instruit des procédés analytiques des modernes, l'historien considère les travaux d'Apollonius sur les sections coniques, il est frappé d'y retrouver les traits constitutifs d'une algèbre géométrique qui, à l'aide de formes différentes de langage et de représentation, suit un cours parallèle à celui de la géométrie analytique -. Voici, pour prendre l'exemple le plus simple, l'ordre de considération auquel Apollonius a recours pour introduire les différentes espèces de sections coniques, dans le théorème fondamental du premier livre (prop. XIII). Soit une ellipse (fig. 5) ; soit un diamètre AB de longueur 2 a, un segment AG pris sur ce diamètre, et une corde conju-
TH, t. I, p
2. Chasles, Aperçu historique sur l'origine et la développement des méthodes en géométrie, Bruxelles (1837) 2' édit. 1873, p. 18.
guée CD; la caracléristique de la figure, ce sera le rapport
con^itant^ entre le carré de la corde CD, et le produit des deux
a segments AC et CB du diamètre ^ La méthode d'Apollonius consiste à représenter cette relation, que nous traduirons aujourd'hui en termes algébriques, par la construction d'une figure auxiliaire. J'élève en A et en C les perpendiculaires au diamètre, je donne à AE la longueur 2 p, je joins E à B; EB coupe en F la perpendiculaire élevée en C. La similitude des deux triangles AEB, CFB me donne la proportion :
CF_AE_2£ CB~AB~"2a
d'où :
CF = ^CB
cd2=£ac.cb
L'équation
prendra donc la forme : CD-=: AC . CF
On voit immédiatement que la corde CD et le segment AC qu'elle détermine sur le diamètre sont les éléments variables d'une relation qui est générale et qui s'exprime par l'équivalence du rectangle AC. CF au carré ayant pour côté la corde CD. Or, comme Apollonius applique cette relation, mulaiis mutandis, à l'hyperbole et à la parabole, on est autorisé à dire qu'il a tracé la figure convenant à la représentation et à la solution de l'équation du second degré; nous pouvons attribuer aux éléments qui servent de point de départ à cette relation, corde conjuguée et segment pris sur le diamètre, le rôle de véritables coordonnées.
62. — Seulement, si la généralitédecette relation est aperçue aussi nettement qu'il est possible, elle n'est pas dégagée sous une forme explicite; la construction auxiliaire, le rectangle de référence, demeurent des parties intégrantes de la solution; de sorte qu'il faut un théorème distinct pour chaque cas particulier, et que d'autre part des combinaisons multiples s'établissent suivant lesexpressionsde Zeulhen -, entre le moyen et Vobjel de
Fig. 5.
Ihid., p
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la repiH'^senlalion géométrique; d'où la complication et la difficulté de la science apollonicnne '.
Aussi ce ful-il un trait de génie que de donner à l'usage des coordonnées la forme la plus simple possible en n'employant que des coordonnées rectangulaires, et d'autre part de mettre en évidence la nature auxiliaire et mélhoditjue de ces coordonnées en les appliquant à des sortes de grandeurs qui ne pouvaient se confondre avec leur représentation géométrique, telle que par exemple la chaleur. L'honneur en parait appartenir à un savant français du xiv*^ siècle, Nicolas Oresme. Le Tractatus de latitiidinibus formariim (dont rinfluence fut grande et durable à ce point que, dès la découverte de Timprimerie, quatre éditions s'en succédèrent, de 1442 à iolo), enseigne à représenter les varialions de quelque grandeur que ce soit en transportant sur une surface plane les lignes de repère qui avaient été jusque-là tracées sur une sphère. Les degrés du phénomène naturel se figurent par l'ordonnée, et constituent ainsi ce que Nicolas Oresme appelle latitude de la forme; la longitude, c'est-à-dire la ligne des abscisses, figure les temps correspondants. La courbe déterminée par les points d'intersection est le graphique des varialions d'intensité que le phénomène a subies en fonction du temps -.
63. — De même, nous qui sommes avertis par la constitution de l'algèbre, nous reconnaissons dans l'arithmétique de Diophante d'Alexandrie quelques-uns des traits essentiels du symbolisme opératoire. Les abréviations utilisées pour la désignation de l'inconnue et de ses puissances, la mise en équation de la relation entre cette inconnue et les quantités déterminées du problème, l'indépendance à l'égard des représentations géométriques, l'emploi systématique de ce qu'on appellera la règle de fausse position ', suggèrent l'idée d'une science qui se constitue sous une forme abstraite et tend à des solutions générales.
1. « Ce qui manque aux Mathématiques grecques, dit Paul Tannery (dans une remarque sur l'Arithmétique pythagoricienne, que Zeutheu a prise pour épigraphe de son ouvrage Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum. (éd. allemande. Copenhague 1886), ce sont moins les méthodes... que des formules propres à l'exposiliou des méthodes. - Bulletin des sciences mathématiques, 1885, p. 86.
2. Canlor, II-, p. 130. Voir les premières lignes du manuscrit de Thorn : De latitudine forniarum magistri Nicholai Horen, étudié par Maximilian Curtze, Zeitschrift fur Mathematik und Physik, t. XIII, SuppL, p. 92 : « Quia formarum latitudines multipliciter variantur et multiplicitas difficillime discernitur aisi ad figuras geometricas consideratio referatur. Ideo premissis quibusdam latitudinum divisionibus cum suis diffltionibus infinitas species earundem demum ad inflnitas species flgurarum applicatio ... clarius apparebit. »
3. Vide supra, § 17, et Zeuthen, op. cit., Ir. Mascart, p. 206, et suiv.
Mais il restait un pas décisif à franchir : il fallait débarrasser ces procédés opératoires de la restriction qui leur était imposée par la nécessité de l'application numérique. Et c'est à quoi on parvient grâce à l'usage des signes littéraux pour désigner les notions indéterminées sur lesquelles porte le raisonnement. On retrouve ainsi, avec le procédé qui était constant dans les Analytiques d'Arisloie^, la conception philosophique qui s'y trouve associée. L'arithmétique, dit Viète, est une méthode opératoire sur les nombres : Logislica numerosa ; V Algèbre est une méthode opératoire sur les espèces ou formes des choses : Logistica spe^ ciosa^. Seulement, tandis que dans la logique formelle, dans la logique des espèces, cet usage demeurait passif et inerte, puisque les choses signifiées, individus ou substances, possèdent en propre des qualités qui ne peuvent passer dans les signes pour les représenter, il devient dynamique et fécond dans la « logistique des espèces» ; les lettres expriment des quantités dont la nature ne consiste qu'à se combiner suivant les lois de la mathématique. Tous les procédés dus aux algébristes du moyen âge et du xvi"" siècle, recueillis et étendus par Viète, viendront se ranger sous les lois de Vanalyse spécieuse, sans que Viète pourtant ait disposé d'un langage suffisamment général pour réduire les différentes particularités d'une équation d'un même degré à la forme d'une équation type^, sans qu'il ait tiré de ses découvertes et de ses théories « un corps parfait* ».
64. — Assurément la découverte de la géométrie analytique n'appartient ni à Oresme ni à V^iète, bien que le premier ait inventé la méthode des graphiques, bien que le second se soit perpétuellement servi de son algèbre pour résoudre des problèmes de géométrie et qu'il ait ainsi pratiqué ce qui littéralement mériterait mieux que ïlsagoge ad locos, ou que la Géométrie de 1637, le nom de géométrie analytique. Du moins
1. Cf. Paul Tannery : Sur l'Arithmétique pythagoricienne, art. cit., Bulletin des sciences nialhéaialiques, 1885, p. 86 : « Quand on étudie dans Aristote le symbolisme des lettres employées pour représenter des objets de la pensée, on doit se dire qu'il ne fallait alors qu'un pas aux Grecs pour arriver à l'algorithme de Viète ».
2. In artem analyticam Isagoge, 1391, § 4, Ed. Schooten, Leyde 1646, p. 4.
3. Cf. Liard, Descartes, 1882, p. 58, et Pierre Boutroux, L'imagination et les mathématiques selon Descartes, Bibliothèque de la Faculté des lettres de l'université de Paris, X, 190Û. App. I. L'analyse de Viète et celle de Descartes au point de vue du rôle de l'imagination, p. 37 et suiv.
4. Descartes, Lettre de juin 1643, Edit. Charles Adam et Paul Tannery (que nous désignerons dans la suite par AT), t. IV, p. 228.
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ont-ils porté les matériaux de la science nouvelle à un tel degré de p(M lection que ravènement en a pris un caractère de nécessité iotJiquo. Du moment que les (irecs avaient su se servir de la g-éométrie métrique pour déterminer des types de relations générales entre les grandeurs, la découverte de Fermât devait se produire, comme les pratiques des astronomes grecs devaient conduire à l'emploi sysfémaliquc de la Irigonométrie, comme l'étude simultanée de la progression arithmétique et de la progression géométrique impliquait le calcul logarithmique. El les trois disciplines auront à peu près la même portée : elles apparaîtront comme le complément, comme la définitive mise au point, de procédés lentement élaborés. En terminant Vlsagoge, Fermât qui avait « rétabli et démontré les deux livres d'Apollonius Perganis des lieux plans » exprime le regret de n'avoir pas disposé à ce moment d'une méthode qui lui eût donné sans doute le moyen de rendre plus élégantes les constructions de ces lieux géométriques '. En fait la géométrie analytique a servi surtout à perfectionner la théorie des sections coniques jusqu'au moment où le progrès des recherches infinitésimales a permis de transporter sur un nouveau terrain le principe de la correspondance entre les courbes et les équations, et d'en étendre ainsi la fécondité.
Section B. — La mathématique universelle de Descartes et la Physique.
l'idée de la mathématique universelle
65. — La genèse de la géométrie analytique de Fermai éclaire dans une certaine mesure la philosophie mathématique de Descartes. Suivant, en effet, la quatrième des liegulse ad directionem ingenii^ et la seconde partie du Discours de la Méthode^, deux disciplines sont exceptées de la fin de non-recevoir que Descartes oppose systématiquement à la philosophie et à la science telles qu'elles lui avaient été enseignées; c'est l'arithmétique et la géométrie. Sous leur forme élémentaire : arithmétique de Pythagore et géométrie d'Euclide, ces sciences sont les
1. Paragraphe final de ïlsagoge : « Haec inventio si libres duos de locis planis a nobis dudum restitutos prœcessissot, elegantiores sane evasisseut localium theorematum constructiones. » TH, t. I, p. 103.
AT, VI, 17 et suiv
modèles de la logique véritable : « Arithmetica et Geometria... circa objeclum ila purum et simplex versantur, ut nihil plane supponant, quod experientia reddiderit incerlum, sed toise consistunt in consequentiis rationabiliter deducendis* ». Sous la forme supérieure que leur ont donnée Apollonius et Viète (Descartes dit « Pappus et Diophante-») elles manifestent leur fécondité en engendrant, celle-ci, « une certaine analyse que les Géomètres anciens avaient pratiquée quoiqu'ils eussent refusé d'en livrer le secret, celle-là un certain genre d'arithmétique qu'on appelle algèbre et qui permet d'opérer sur les nombres comme les anciens faisaient sur les figures^». Mais l'analyse des anciens et l'algèbre des modernes avaient sacrifié à l'ampleur des résultais la simplicité et la pureté des principes; elles doivent se réorganiser, elles se fondront de manière à constituer une méthode universelle. Le principe de cette méthode consiste à s'élever au-dessus de la représentation des figures, et à dégager ce qui est commun à « toutes ces sciences particulières qu'on nomme communément Mathématiques... Encore que leurs objets soient difterents, elles ne laissent pas de s'accorder toutes, en ce quelles n'y considèrent autre chose que les divers rapports ou proportions qui s'y trouvent^ ».
Dans une telle conception la géométrie conserve un rôle : pour examiner « ces proportions en général », il convient de les « supposer... dans les sujets qui serviraient à en rendre la connaissance plus aisée » ; ces sujets, c'est-à-dire les termes particuliers destinés à être le support des relations générales, devront, remarque Descartes, être des lignes parce qu'il n'y aurait « rien de plus simple ni que je pusse plus distinctement représenter à mon imagination et à mes sens ». Mais la relation qui s'ajoute aux termes » pour les retenir ou les comprendre plusieurs ensemble », et qui est l'objet propre de la mathématique universelle, n'est pas assujettie à la nature géométrique des lignes; elle s'explique « par quelques chiffres, les plus courts qu'il serait possible. Par ce moyen, conclut Descartes, j'emprunterais tout le meilleur de l'Analyse géométrique et de l'Algèbre, et corrigerais tous les défauts de l'une par l'autre^. »
66. — Ainsi, suivant le Discours de la Méthode, une inspiration, qui rappelle de près VIsagoge de Fermât, expliquerait la
Ibid., VI
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genèse de la malfiémalirjue universelle. Il reste à savoir quelle est exactement, .^ la prendre en elle-môme, la portée de celte niathéinali((\ie universelle.
A cette (jueslion la réponse sera dillerente, suivant que Ton considérera l'œuvre de Descartes dans la philosophie générale, c'est-à-dire l'extension de la méthode mathématique à l'universalité des problèmes cosmolog-i(|ues, ou (pie l'on s'attachera seulement à lœuvre (pie Descartes accoinplit dans le domaine |)ropre de la mathématique par la réduction des problèmes de la géométrie aux problèmes de l'algèbre. Que les deux entreprises procèdent d'un môme esprit, la chose n'est, certes, pas douteuse; elles sont connexes, il serait pourtant inexact d'en conclure qu'elles puissent se ramener l'une à l'autre, La première est une réforme de la physique par les mathématiques, mais qui n'emprunte rien à la technique de la géométrie nouvelle, tandis que la seconde est une réforme de la mathématique elle-même. Ce qui a donné occasion de les confondre, et (|ui a rendu parfois inextricable l'interprétation de la pensée cartésienne, c'est que l'une et l'autre œuvre ont pour base la notion de l'espace. Or, il importe de le dire tout de suite, afin d'orienter le lecteur dans notre doul)le exposé : l'espace joue dans la physique de Descartes et dans la géométrie de Descartes deux personnages bien différents. Dans la physique la réduction de la qualité à la quantité consiste à ne retenir des phénomènes sensibles que des déterminations mesurables à l'aide des dimensions de l'étendue. Dans la géométrie au contraire les figures spatiales apparaissent comme des sortes de ([ualités, qui seront ramenées aux formes purement abstraites et intellectuelles de la quantité, aux degrés de l'équation. Bref les Principes de la Philosophie sont une physique de géomètre ; la Géométrie est une géométrie d'analyste. Ainsi s'explique qu'en suivant les directions que dessinent l'un et l'autre ouvrage on arrive à deux conceptions nettement distinctes de la philosophie mathématique.
LKS DIVERSES FONCTIONS DE L'ESPACE DANS LES u REGUL.E »
G7. — La première de ces conceptions apparaît dès les RegnLv, qui probablement remontent aux environs de l'année 1628'. L'idée fondamentale est que la science est essen-
Note de l'ùditiou Adara-Taanery, X, 485, et suiv
liellement unité, parce qu'elle est Fintelligence humaine à l'œuvre et qu'il n'y a qu'une façon de comprendre ^ La méthode est unique pour disposer les données complexes dun problème suivant un ordre intelligible, de façon à ne plus avoir qu'une chaîne de relations simples entre éléments simples : « Soit par exemple 3 et 6 les deux premiers termes d'une progression géométrique; rien n'est plus simple que d'en déterminer le troisième par déduction ; il suffit de noter que 6 est le double de 3 et de trouver le double de 6 qui est 12^ ». Une série de relations se constitue qui fournira autant de termes que l'on voudra. La solution du problème est parfaite quand la série a un ordre, c'est-à-dire quand on peut, comme dans le cas de la progression géométrique, passer d'un clément à l'autre grâce à un « mouvement continu et ininterrompu de l'esprit », en se fondant sur une relation initiale qui peut être saisie dans l'acte un et indivisible de l'intuition, en partant du simple ou, comme dit Descartes, de Vabsolu. On le voit par cet exemple, la mathématique est la science de Vordre aussi bien que la science de la mesure; et elle comprend, en outre de l'arithmétique (ou algèbre) et de la géométrie, l'astronomie, la musique, l'optique, la mécanique ^
68. — Pour la constitution de l'ordre, Descartes, d'une façon générale, recommande de mettre à profit la simplicité des images spatiales ''. Mais la portée de cette prescription varie du tout au tout suivant l'application qu'on en fera.
Ainsi, les Regulse envisagent le cas où la représentation géométrique n'est guère plus qu'un schème conventionnel. « On peut supposer que la couleur est tout ce qu'on voudra, on ne niera pourtant pas qu'elle soit étendue et par conséquent qu'elle ait une figure. Quel inconvénient y aurait-il donc à procéder de la façon suivante? sans admettre inutilement ou forger à la légère une nouvelle essence, sans rien nier non plus des opinions des autres, nous nous contenterons de ne retenir que ce qui a la nature de la figure, et nous concevrons la diversité qui est entre le blanc, le bleu, le rouge, etc., comme celle qui existe entre telles figures que celles-ci [Voir ci-contre, fig. 6].
Et on peut en dire autant de toutes choses puisqu'il est cer-
Reg., XIV, AT, X
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lairi que l.i multitudo infinie des ligures siiHit pour exprimer toutes les ilillérences sensibles '. »
Sous cette forme, linLroduction de la notion d'espace n'aurait ([iiune valeur méthodologique-. Elle signifierait seulement que, |)(ini' imaginer clairement et distinctement les différences qui lui sont données comme qualitatives, le savant a besoin de leur
Flir. 6.
faire correspondre des graphiques suivant la méthode pratique que Nicolas Oresme avait inventée et rendue populaire. Si on opérait sur ces symboles, comme on opérerait sur les couleurs elles-mêmes, afin de saisir les conséquences qu'entraîne leur diversité, on n'aurait qu'une série d'hypothèses, dépourvues de consistance intrinsèque, destinées surtout, comme le voulaient les astronomes grecs, à mainlenir les phénomènes, à coordonner les apparences '\
G9. — Mais si Descartes a nettement marqué le rôle que l'espace serait capable de remplir comme schème arbitraire qui suppléerait aux connexions véritables des phénomènes, il n'est pas douteux que le mécanisme cartésien a une tout autre ambition. Descartes ne critique-t-il pas le mathématisme expérimental de Galilée, précisément parce que Galilée se borne, ainsi que fera plus tard Newton, à rechercher par induction la formule des lois naturelles? Ce n'est pas assez de connaître « les raisons de quelques effets particuliers » ; on bâtit « sans fondement », tant que l'on n'a point considéré « les premières causes de la nature''». En d'autres termes, comme Descartes
1. Reg., XII, AT, X, 413. Cf. Berthet, La méthode de Descartes avant le Discours, Revue de Métaphysique, 1896, p. 409 et suiv.
2. Il est à noter que dans le Valerius Terminus of tlie Interprétation of Nature, (qui n'a été, il est vrai, publié qu'en 17-34), Bacon employait des symboles analogues. (Lalande, Sur quelques textes de Bacon et de Descaries, Revue de Métaphysique, 1911, p. 309 et 311, avec référence à Bacon. Ed. Ellis, Spedding el Healh, t. III, Londres, 1876, p. 2.37.)
3. ^'oi^ la Note de M. Mentré : La théorie physique d'après Descartes. Revue de Philosophie, août 1904, p. 218 et suiv.
Cf. lettre à Mersenne du 11 octobre 16-38, AT, II
lui-même a distingué une morale « par provision » de ce qui aurait, au terme de sa philosophie, constitué sa morale définitive, il y a lieu de distinguer une méthode par provision^ c'est-à-dire un artifice destiné à transposer les problèmes quels qu'ils soient dans un cadre adapté aux fonctions de Tesprit, et une méthode définitive, appuyée sur la relation générale de l'esprit avec les choses, et qui implique suivant Descartes une théorie exacte de Dieu.
Cette méthode définitive se fonde sur l'espace en tant que l'espace est adéquat à la réalité des choses. Or celte adéquation sera obtenue effectivement, à la condition que l'espace ait subi une élaboration qui en simplifie et en généralise la notion. L'espace, tel que l'avaient envisagé les géomètres anciens, est un système défigures susceptibles d'être mesurées suivant trois dimensions; grâce à l'énuméralion de ces dimensions les problèmes de la géométrie sont aisés à déterminer facilement. D'autre part, les grandeurs dans l'espace représentent les trois premiers degrés des grandeurs arithmétiques ou algébriques : « la quantité simple [dite du premier degré dans Talgèbre moderne] s'appelle racine; la seconde s'appelle carré\ la troisième c«6e, la quatrième bi-carré, etc. * » La simplicité imaginative de cette correspondance est séduisante, et Descartes avoue en avoir été lui-même dupe pendant longtemps. Pourtant elle est trompeuse. En effet les degrés des grandeurs ne sont jamais que des relations à une unité donnée; la quantité du premier degré, « la racine, est une première proportionnelle; le carré est une seconde proportionnelle, etc. » Or, suivant la Règle XV, l'unité peut être à volonté ou surface ou longueur ou point. L'essentiel, c'est la représentation d'un élément étendu qui se prête dans tous les sens à une extension illimitée-.
Descartes, il est vrai, n'ajoute pas ici, ce qu'on attend qu'il dise, et ce qu'il dit de fait dans la Géométrie^ que la composi-
Reg. XVI, AT, X
2. AT, X, 453 : « primo unilatem pingenius Iribus modis, uempe per (juadratum, Q, si attendamus ad illam ut longani et latam, vel per lineam, , si coQsidereinus tanluni ut longain, vel denique per punctum, •, si non aliud spectemus quam quod ex illa componatur niultitudo; at quocumque modo pingatur et concipiatur, intelligemus seniper eamdem esse suhjectum omnimode extensum et infinitarum dimensionum capax. » Ce passage permet d'expliquer le début de la Reg. XVI, où Descartes recommande de remplacer les figures entières par des signes très courts, per brevissimas notas. Ces signes ne sont pas nécessairement des « chiffres », comme dans le passage correspondant du Discours de la Méthode (Cf. Hamelin : Le système de Descartes, 1910, p. 68, n. 2) ; ils peuvent être des points.
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lion de ces degrés peut se Taire à rintéricur d'une seule dimension spatiale, que le j)roduil de deux ou plusieurs longueurs peut encore (Mre rcprrscnli'' par une longueur. Ne faul-il voir dans cette réserve que sou éternel parti [)ris de prudence et de méfiance? ou iaut-il croire que dans les Reyiilœ^ il n'avait pas encore amené les principes de la géométrie analytique à l'état de méthode claire et distincte? En tout cas, ce qu'on doit retenir de ces Règles XIV et XVI, c'est que la pensée de Descartes tourne autour de la dimension spatiale. L'élément de dimension spatiale est la longueur; on peut partir de la longueur pour reconstituer la réalité spatiale, comme multiplicité à trois dimensions. Mais ce mode de composition n'est, aux yeux de Descartes, qu'un cas particulier dans le mode de composition des grandeurs; tout élément analogue à la longueur peut être considéré comme une dimension, et on introduira dans un problème autant de dimensions qu'on voudra. Dès lors la représentation spatiale de la dimension ne dépend plus de la nature spatiale de la dimension : « non seulement, dit Descartes, la longueur, la largeur et la profondeur sont des dimensions, mais en outre la pesanteur est la dimension suivant laquelle les choses sont j)esées; la vitesse est la dimension du mouvement, et ainsi pour une infinité de dimensions semblables. Tout mode de division en parties égales, qu'il soit effectif ou intellectuel, constitue une dimension suivant laquelle se fait la numération' ». Autant de dimensions dans un problème, autant d'éléments quantitatifs dont la mesure peut être naturellement indiquée par une représentation spatiale.
70. — Cette généralisation de la notion de dimension est le point capital des Regulœ\ elle explique comment la représentation spatiale peut acquérir une valeur tout autre que celle d'un symbolisme arbitraire, et conduire ù une science elïective de l'univers. En effet entre la diversité des couleurs et la diversité des schèmes spatiaux que l'on convenait de leur faire correspondre, il n'y avait qu'une analogie extérieure; les raisons hypothétiques que l'on enchaînait en théorie simplement parce que la méthode enjoint de supposer « même de l'ordre entre [les objets] qui ne se précèdent point naturellement les uns les autres'^ », étaient propres h recouvrir plutôt qu'à manifester la réalité véritable des phénomènes. La notion de dimension généralisée permet de substituer à l'analogie extérieure la réso-
AT, VI
lution interne. Traiter un problème suivant l'ordre de la raison et suivant la nature des choses, ainsi que l'a fait Descartes dans la découverte fondamentale des lois de la réfraction, c'est le ramener à un nombre déterminé de dimensions élémentaires, c'est rechercher les relations qui correspondent à ces diverses dimensions et à leurs rapports réciproques, jusqu'à ce que le système de ces relations soit compris dans une énumération exhaustive, et que l'on puisse conclure de la solution particulière de chacune des difficultés à la solution totale du problème. La réforme de la philosophie par les mathématiques sera donc accomplie si l'étude de tous les phénomènes peut être réduite à des mesures de dimensions. Ce but, Descartes l'atteint par la refonte de la notion du mouvement. Pour Aristote, le mouvement est Vacte d'un être en puissance en tant qu'il est en puissance; sous cette définition générale « les Philosophes » conçoivent « plusieurs mouvements qu'ils pensent pouvoir être faits sans qu'aucun corps change de place, comme ceux qu'ils appellent motus ad formam, motus ad calorem, motus ad quantitatem. Et moi, continue Descartes au chapitre VII du Monde, ie n'en connais aucun que celui... qui fait que les corps passent d'un lieu en un autre, et occupent successivement tous les espaces qui sont entre deux ' ». La notion d'un tel mouvement rentre dans le cadre des notions géométriques ; on pourrait même dire qu'elle est à la base de la géométrie. « La nature du mouvement duquel j'entends ici parler, est si facile à connaître que les Géomètres mêmes, qui entre tous les hommes se sont le plus étudié à concevoir bien distinctement les choses qu'ils ont considérées, l'ont jugée plus simple et plus intelligible que celle de leurs superficies et de leurs lignes ; ainsi qu'il paraît en ce qu'ils ont expliqué la ligne par le mouvement d'un point, et la superficie par celui d'une ligne » -. Seules les notions « des figures, des grandeurs et des mouvements » constituent les idées « claires et distinctes qui peuvent être en notre entendement touchant les choses matérielles >> ^ La science de l'univers devra donc se traiter uniquement en termes d'étendue et de mouvement., suivant « les principes de la Géométrie et des Mécaniques»; — les
ï. AT, XI, .39.
2. Ibid. Cf. Arist. de An., 409^ 4. (Ed. Rodier, t. 1, p. 44.) ... 'End çaTx;vr,ôïÏTav Ypajx|jiriv àTriiîîSov itoiîî'v, (TttY(j.-r,v ôi ypctjAjirjV. Voir aussi Proclus, op. cit., p. 97 : 01 ijlïv [ty-iV ypa[jLfj.r,v] pj<T:v (rr,u.s!ou "/syovTc?, et le texte des Reg. XIV, AT., X, 4o0 : « idem erit cum puncto Geometrarum, dum ex ejus fluxu lineam compoiiunl. »
3. Pr. Phil. IV, § 203, AT, VIII, (1), 326, et trad. franc., IX, (2), 321.
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principes des mécanùjiies étant homogènes h ceux de la Géométrie, puisque l'idée de mouvement ne contient aucun élément (|ui ne soit impliqué dans l'idée de l'espace.
Telle est la forme de la malhêmatique universelle, (|ue le mécanisme cartésien va rem|>lir. I.a matière se définit ce qui est étendu en longueur, largeur et profondeur'; mais les trois dimensions n'épuisent pas les éléments spatiaux qui peuvent se combiner pour rendre compte des phénomènes de l'univers. Le mouvement est une grandeur susceptible de dimension comme la figure; la mesure du mouvement s'ajoute à la mesure du volume pour constituer les quantités qui entrent dans les équations fondamentales de la mécanique. Si on peut ainsi par des modifications de situation et de vitesse rendre compte de tout « ce que nous pouvons apercevoir par l'entremise des sens », et le « dénombrement » de nos sens est « très facile », on a prouvé par là-mème « qu'il n'y a rien en tout ce monde visible, en tant qu'il est seulement visible ou sensible, sinon les choses qu'[on] y [a] expliquées », et conclure « qu'il n'y a aucun phénomène en la nature dont l'explication ait été omise - ».
Section C. — La Géométrie de 1637.
LES « REGULEE » ET LA « GÉOMÉTRIE
71. — L'élément mathémati([ue sur lequel s'appuie le système cosmologique de Descartes n'est autre que la dimension spatiale; il participe aux caractères de l'étendue, et les caractères de l'étendue sont de ceux qui en raison de leur irréductibilité à l'esprit attestent l'existence d'un ordre de substances distinct de l'ordre des substances spirituelles; la dimension spatiale est un objet que l'intelligence se représente comme lui étant extérieur et qui s'accompagne naturellement d'un effort de l'imagination. En ce sens la mathématique universelle est une extension des méthodes géométriques à l'universalité des problèmes de la mécanique, de la physique, de la biologie ou de la psycho-physiologie. Mais il est clair qu'en elle-même, cette extension peut ne rien changer à l'idée qu'on se formait de la technique propre à la mathématique.
1. •■ Rêvera extensio ia longum, latum et profundum quœ spatium conslituit eadem plane est cum illa quœ constituit corpus. » Principia Philosophix II, § 10, AT, VIII, (i), 43.
2. Ibid., IV, § 199. AT, VIII, (1), 323, (2)-, tr. franc, t. IX, p. 317.
o Brunschvicg. — Les étapes.
Au contraire la Géométrie de 1637 opère une transformation des méthodes techniques de la Géométrie et de TAlgèbre. Quel a été le trait essentiel de cette transformation au jugement de Leibniz, le critique certes le moins indulgent, le plus enclin même a restreindre la portée de la révolution cartésienne, à tourner en accusations injustes de plagiat les inévitables ressemblances que Toeuvre d'un grand mathématicien peut offrir avec les idées partielles de ses prédécesseurs ou de ses rivaux? La réponse précise à cette question est dans une lettre, vraisemblablement destinée au Journal des Savants : « Ceux qui sont assez entrés dans l'intérieur de l'Analyse et de la Géométrie savent que Descartes n'a rien découvert de conséquence dans l'Algèbre, la spécieuse en elle-même étant de Viète, les résolutions des équations cubiques et quarrées-quarrées étant de Scipion du Fer et de Louys de Ferrare ', la genèse des Equations par la multiplicité des équations égales à rien étant de Harriot Anglais, et la méthode des tangentes ou de maximis et de minimis étant de M. Fermât, de sorte qu'il ne lui reste que d'avoir appliqué les équations aux lignes de Géométrie des degrés supérieurs, que Viète, prévenu par les anciens qui ne les tenaient pas pour assez géométriques, avait négligés -. »
Dès le premier livre de la Géométrie, Descartes dégage de la façon la plus claire cette conception originale : « Il est à remarquer que par a^ ou b^ ou semblables, je ne conçois ordinairement que des lignes toutes simples, encore que pour me servir des noms usités en Algèbre, je les nomme ou des carrés ou des cubes, etc. »
72. — Cette conception se rattache assurément à l'idée de la mathématique universelle qu'exposent les Begulœ; mais, chose curieuse, elle n'est pas formellement exprimée dans les Regulse. Il est même à remarquer que dans les dernières pages qu'il en a rédigées. Descartes semble tourner le dos à cette conception : il « propose dans la règle XVIII, de figurer par la surface d'un rectangle le produit de deux facteurs » ^. Pourtant, il n'est guère douteux que Descartes n'ait pratiqué, dès les premiers temps de son activité intellectuelle les procédés dont devait sortir la géométrie analytique; la découverte de ces procédés devait entrer pour une bonne part dans l'enthou-
1. Sur les travaux de Scipione del Forro et Lodovico Ferrari, voir Cantor IP, 482 et 490. Descartes rappelle le nom et l'invention de « ScipioFerreus » au 111'= livre de la Géométrie (AT, VI, 472).
P. Boutroux, op. cit., p
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siasmc dont l'invention do la mrthode s'accompagna', de môme que le succt's de leur application systômatiquemenl poursuivie pendant une période; d'épreuve (pii dura neuf ans, explique la confiance de Descartes dans la valeur el dans la fécondité de la méthode.
Mais dans les Regiilx déjà s'affirme un trait qui est caractéristique de la physionomie intellectuelle de Descartes : son éloignement, nuancé de quelque dédain, pour les recherches de la mathématique abstraite : « Neque enim raagni facerem lias régulas, si non suflicerent nisi ad inania problemata resolvenda quibus Logista? vel Geometrœ otiosi ludere consueverunt ' ». « Pour des problèmes, écrit-il à Mersenne vers la même époque, je suis si las des mathématiques et en fais maintenant si peu d'état que je ne saurais plus prendre la peine de les soudre moimême ^. » Les mathématiques des techniciens, les mathématiques « vulgaires » sont l'enveloppe plutôt que les parties constitutives de la malhématique universelle '*. La préoccupation constante de Descartes dans les Regulse, c'est de briser l'enveloppe pour mieux faire apparaître la portée de l'application aux sciences du concret. Il semble bien que, si une sollicitation extérieure n'avait pas conduit Descartes à composer la Géométrie^ il n'aurait tiré du concours de l'algèbre et de la géométrie que des procédés techniques à son usage personnel. La chose du moins semble s'être passée ainsi pour le calcul des indivisibles : Descartes, suivant les conjectures très plausibles de Paul Tannery, disposait pour son compte de méthodes équivalentes à celles de Gavalieri ou de Roberval *; il s'abstint pourtant d'en rien faire connaître, faute peut-être d'en pouvoir donner une justification suffisamment rationnelle à son gré, abandonnant à ses émules l'honneur de l'invention.
Ainsi s'expliquerait sans doute la situation singulière de la Géomélrie vis-à-vis des Begiilœ qui lui sont probablement antérieures d'une dizaine d'années : Descartes dans la Géomélrie revient sur un stade de sa pensée qu'il croyait avoir définitivement dépassé. Or, en approfondissant ce qui devait ne servir
1. Dans ses Specimina Philosophiœ Cartesianœ, Leyde, 16.56, p. 79, Lipstorp, cité par Baillet {Vie de M. Descartes, t. I, 1691, p. 70) fait remonter jusqu'à cette période où se préparait la découverte de la méthode (1619-1620), « la solution générale, à l'aide d'une parabole, des problèmes solides, ramenés à une équation du troisième ou du quatrième degré, »
AT
que d'introduction et de préparation à sa philosophie de l'univers, il a créé une œuvre qui devait modifier la signification de la science mathématique au xvii'= siècle et le cours de la philosophie mathématique.
L ANALYSE CARTESIENNE
73. — Leibniz nous a conservé les circonstances de cet accident heureux : « Au sujet de la Géométrie de M. Descartes, il est bon de savoir que ce fut M. Golius qui fournit l'occasion à la l'aire naître, et qui contribua aux ouvertures qu'il eut sur cette science. Car M. Golius était très versé dans la Géométrie profonde des anciens qui avait été comme oubliée depuis. Et comme M. Descartes faisait sonner fort haut sa méthode et la facilité qu'elle donnait de résoudre des problèmes, M. Golius lui indiqua le grand problème des anciens rapporté par Pappus, qui consiste dans un certain dénombrement des lignes courbes par les lieux. Ce problème coûta six semaines à M. Descartes, et fait presque tout le premier livre de la Géométrie... J'ai cela de M. Hardy qui me l'a conté autrefois à Paris ^ » C'est vers la fin de 1631 ^ que Descartes paraît avoir envoyé à Golius « professeur aux mathématiques et aux langues orientales à Leyden » la solution de ce problème.
En langage moderne le problème de Pappus s'énonce sous cette forme très simple : « étant données 2n droites, trouver le lieu d'un point tel que le produit de ses distances à n de ces droites soit dans un rapport déterminé au produit de ses distances aux /} autres ^ » Ce problème se rattache à l'œuvre d'Apollonius; c'est suivant la méthode des anciens que Fermât l'aborde : « sa solution, très élégante, pour les lieux à trois droites, se trouve seule conservée^ ». En 1640, Roberval, à qui Descartes avait conseillé que l'on posât à son tour le problème de Pappus ^ dit avoir restitué intégralement les lieux solides à trois ou quatre
1 . Remarques sur Vahrégé de la vie de Mons. des Cartes (Gehrardt, Philosophische Schriflen. t. IV, p. 316).
2. Voir la lettre adressée, suivant Adam el Tannerv, à Golius, en Janvier 1632, t. I, p. 232.
Ibid., t.'vi, p. 723. Cf. Fermât, TH, II, lOo
.5. « Pour le candidatus de la chaire de Ramus, je voudrais bien qu'on lui eût proposé quelque question un peu plus dilTicile, pour voir s'il en aurait pu venir à bout : comme par exemple colle de Pappus, qui me fut proposée il y a près de trois ans par M. Golius. » Lettre à Mersenne d'avril 16-34, AT, I, 288. CL Lettre au même de juin 1632, AT, I, 256.
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liiriies '. Or à celte méthode des anciens, et sur le terrain choisi par Golius, devait s'opposer la méthode nouvelle que Descartes prt'sentait comme le secret de son yénie, et à laquelle d'ailleurs il avait été théoriquement conduit, à la(juclle il s'était pratiquement initié, par l'élude de la mathématique abstraite.
74. — La méthode des anciens est la synthèse. Descartes, dans un passage fort significatil'de ses Réponses aux secondes objections faites sur les Méditations métaphi/si(jues, la caractérise comme « examinant les causes par leurs elîets (bien que la preuve qu'elle contient soit souvent aussi des efïets par les causes) »-. Une telle conception de la synthèse est assurément paradoxale, et la réserve exprimée dans la parenthèse prouve que Descartes en a le sentiment. Elle s'explique pourtant sur l'exemple même du problème de Pappus. En ellet, la méthode synthétique raisonne directement sur les lignes qui composent les ligures, et cherche suivant quel procédé elles peuvent être tracées de façon à satisfaire aux conditions du problème. Or ces lignes, qui sont pour l'imagination les termes élémentaires du problème et qui représentent naturellement Vabsolu, sont en réalité des effets, puisqu'elles dépendent des relations métriques qui sont contenues dans l'énoncé du problème ; ce sont les relations métriques, et non les lignes, qui sont le véritable absolu, si nous entendons par absolu, non pas l'objet qui semble se détacher pour les yeux avec une apparence d'indépendance, mais le principe simple, la cause, ce qui pour l'esprit commande et engendre un ensemble de déterminations ^ Ainsi compris, Vabsolu peut être, comme l'indiquent les Regulse, une relation : par exemple la relation qui définit une proportion géométrique et qui en est appelée à bon droit la raison. Cette relation doit être exprimée en elle-même et pour elle-même; en cela consiste l'attitude de l'analyse : «■ l'analyse montre la vraie voie par laquelle une chose a été méthodiquement inventée, et fait voir comment les effets dépendent des causes * ». Or, ici, les
Lettre à Fermât, TH, II
2. AT, IX (1). 122. Quelques lignes plus bas Descartes ajoute: <• Les anciens Géomètres avaient coutume de se servir seulement de cette synthèse dans leurs écrits, non qu'ils ignorassent entièrement l'analyse, mais, à mon avis, parce qu'ils en faisaient tant d'état qu'ils la réservaient pour eux seuls, comme un secret d'importance. »
3. Reg., VI, AT. X, 381 : « Absolutum voco, quidquid in se continet naturam puram et simplicem, de qua est quœstio; ut omne id quod consideratur quasi independens, causa, simplex, universale. unum, œquale, simile, rectum, vol alia hujus modi. » Cf. Hannequin, op. cit., p. 220 et suiv.
Rép. aux 2"' objections, AT, IX (I
causes, ce sont les rapports de grandeurs qui rendent compte de la position des lignes; il est par conséquent nécessaire de pouvoir les dégager des données du problème en éliminant les circonstances qui tiennent à la configuration des lignes, en particulier à la distinction des lignes supposées connues et des lignes supposées inconnues, et qui conféraient aux procédés employés par les anciens leur allure d'énigmes, de tours de forcée
Telle est la méthode à laquelle Descartes donne le nom d'analyse bien qu'elle comporte, à coup sûr, un travail de composition après le travail de résolution. La méthode analytique sera, non pas celle qui exclut la synthèse, mais celle qui ne fait intervenir la synthèse que lorsque la résolution a été poussée jusqu'au bout; c'est Y intégralité de l'analyse qui nous paraît être caractéristique et décisive.
75. — Appliquée au problème de Pappus, la résolution fait correspondre à chacun des éléments linéaires un « chiffre », de façon à obtenir une équation algébrique. « Voulant résoudre quelque problème, on doit d'abord le considérer comme déjà fait, et donner des noms à toutes les lignes qui semblent nécessaires pour le construire, aussi bien à celles qui sont inconnues qu'aux autres. Puis, sans considérer aucune différence entre ces lignes connues et inconnues, on doit parcourir la difficulté selon l'ordre, qui montre, le plus naturellement de tous, en quelle sorte elles dépendent mutuellement les unes des autres, jusques à ce qu'on ait trouvé moyen d'exprimer une même quantité en deux façons : ce qui se nomme une Équation, car les termes de l'une de ces deux façons sont égaux à ceux de l'autre. Et on doit trouver autant de telles Équations qu'on a supposé de lignes qui étaient inconnues -. » Les expressions de Descartes rappellent de très près, suivant l'observation intéressante de M. Gibson ^, les pages où s'est arrêtée la rédaction des JRegulœ. La Règle XIX se formule ainsi : « quserendœ sunt tôt magnitudines duobus modis differentibus expressse, quot ad dilficultatem directe percurrendam terminos incognitos pro cognitis supponimus : ita enim tôt comparationes inter duo sequalia habebuntur'' ». Mais cette règle, dont nous n'avons que l'énoncé, pouvait ne
1. Voir sur ce point les réflexions de Gournot, Considérations sur la marche des idées et des événements dans les temps modernes, t. I, 1872, p. 265.
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s'appliquer encore qu'à la fornialion des équations proprement {î^omélricpies, tandis (pie la méthode de la Géométrie prescrit d'exprimer les relations p^éométriques en équations algébriques, et <''esl celte expression qui est le point capital.
Four obtenir une telle expression, la Géométrie utilise le système de coordonnées le plus simple, celui qu'Oresme employait en vue de représentations purement graphiques comme les symboles auxquels dans les Regiilœ Descartes recommandait d'avoir recours : système des coordonnées rectangulaires qui sont appelées aussi coordonnées cartésiennes. La démarche méthodique de Descartes le conduit donc au procédé même que pratiquait Fermât. D'une part la résolution du problème de Pappus se l'ait sur le terrain de l'algèbre de Viète; par exemple, « l'analyse du lieu à quatre droites » est « présentée sous forme d'une discussion générale de l'équation du second degré à deux inconnues*. « D'autre part la considération des conditions générales du problème mène à envisager la nature des lignes courbes, et à en fonder la classification sur le degré de leur équation : « Lorsque cette équation ne monte que jusques au rectangle de deux quantités indéterminées, ou bien au carré d'une même, la ligne courbe est du premier et plus simple genre, dans lequel il n'y a que le cercle, la parabole, l'hyperbole et l'ellipse qui soient compris. Mais... lorsque l'équation monte jusques à la trois ou quatrième dimension des deux ou de l'une des deux quantités indéterminées : car il en faut deux pour expliquer ici le rapport d'un point à un autre : elle est du second. Et... lorsque l'équation monte jusques à la 5 ou sixième dimension elle est du troisième : et ainsi des autres à l'infini -. »
LA PORTÉE DE LA GÉOMÉTRIE CARTESIENNE
76. — La pensée cartésienne, pénétrée de la notion de l'unité de la science humaine, retenant comme matériaux l'analyse géométrique d'Apollonius et l'analyse algébrique de Viète, a engendré une discipline nouvelle dont le principe est. suivant l'expression de Florimond de Beaune, « la relation et la convenance mutuelles de l'arithmétique et de la géométrie^ «.
Du point de vue technique, cette corrélation entre l'algèbre
Note de Paul Tannery, AT, VI, p
2. Liv. II, § intitulé : La façon de distinguer toutes les lignes courbes en certains genres, et de connaître le rapport qu'ont tous leurs points à ceux des lignes droites. AT, VI, p. 392.
•3. Geometria, éd. Schooten, 1649, p. 140 (ad pag. 93).
et la géométrie, donne lieu à deux pratiques différentes. On peut se servir des propriétés géométriques des courbes et, par exemple, a construire >> les racines communes des équations en déterminant les points d'intersection des courbes correspondantes. On peut partir des équations des courbes et, par exemple, obtenir leurs points d'intersection par le calcul de leurs racines communes. Dans un cas on lait de l'algèbre à l'aide de la géométrie; dans l'autre on fait de la géométrie à l'aide de l'algèbre.
Les deux procédés se sont montrés d'une égale fécondité pour l'extension de la science; la géométrie analytique est indifféremment l'application de l'algèbre à la géométrie, ou l'interprétation de l'algèbre par la géométrie. Mais les deux façons de faire cessent d'être équivalentes si l'on se préoccupe de dégager de la science nouvelle une conception théorique. La résolution des équations algébriques à l'aide de constructions géométriques est un procédé d'induction qui va au-devant des causes par les effets; la doctrine qui porte directement sur la constitution des équations algébriques, satisfait aux exigences de la méthode analytique, dont la démarche essentielle est ainsi formulée dans le Discours : « conduire par ordre mes pensées, en commençant par les objets les plus simples et les plus aisés à connaître, pour monter peu à peu, comme par degrés, jusques à la connaissance des plus composés. » C'est à cette pratique intellectuelle que se conforment les Méditations métaphysiques: Descartes déclare expressément, dans les Réponses aux deuxièmes objections, y avoir suivi « la voie analytique... pour ce qu'elle [lui] semble être la plus vraie et la plus propre pour enseigner. » Et c'est de cette pratique intellectuelle qu'est issue la théorie des équations, qui ouvre le troisième livre de la Géométrie : « Il faut, écrit Descartes, que je die quelque chose en général de la nature des Équations : c'est-à-dire des sommes composées de plusieurs termes, partie connus et partie inconnus, dont les uns sont égaux aux autres, ou, plutôt, qui, considérés tous ensemble, sont égaux à rien ; car ce sera souvent le meilleur de les considérer en cette sorte K »
Malgré le désordre apparent de la Géométrie, qui est un effet de l'art, ou tout au moins qui cache une intention de défi ^, cette théorie est dans la pensée de Descartes, et elle fut pour les contemporains, la partie maîtresse de la mathématique cartésienne. L'équation algébrique exprime la relation fondamentale
l.AT, VI. 444.
Liard, op. cit., p
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qui constitue la grandeur; elle est Taôso/u. Traiter des équations algébriques suivant la méthode de l'analyse, c'est assister à la génération dos équations à laide de leurs formes les plus simples; c'est faire voir comment la notion de racine procède de l'éqiiation, mise sous une forme telle que le second membre soit nul, et pourquoi la découverte des racines est une résolution de l'équation : « Sachez donc qu'en chaque Equation, autant que la quantité inconnue a de dimensions, autant peut-il y avoir de diverses racines, c'est-à-dire de valeurs de cette quantité : car, par exemple, si on suppose x égal à 2 ou bien X — 2 égal à rien, et derechef, cc=:3, ou bien x — 3 = 0; en multipliant ces deux équations,
ce — 2 = 0 et a- — 3 = 0,
lune par l'autre, on aura
ce- — Sa; -h 6 ^ 0, ou bien x^ := occ — 6
qui est une équation en laquelle la quantité x vaut 2, et tout ensemble vaut 3 ' .»
77. — Sans avoir besoin de rappeler le détail des lois qui concernent les opérations sur les racines et la transformation des équations, nous pouvons apercevoir comment cette théorie de la nature des équations accomplit un tel progrès dans la réduction des « difficultés », qu'elle transforme la conception de la mathématique pure et la notion fondamentale de quantité.
Les Regulœ partaient de la mathématique proprement dite pour étendre à l'ensemble des problèmes ([ui pouvaient se poser à l'homme la méthode de la résolution dont cette science avait, seule jusqu'ici, donné lexemple. L'arithmétique et la géométrie y sont juxtaposées comme satisfaisant également aux exigences de l'ordre et de la mesure. Avec la Géométrie, la juxtaposition se change en hiérarchie; la quantité soumise à la restriction que lui impose la représentation spatiale devient quelque chose de composé par rapport à la quantité définie uniquement au moyen des opérations de l'arithmétique, exprimée à l'aide des systèmes symboliques de l'algèbre.
De là cette conséquence que les limites de la science algébrique déterminent les limites de la science géométrique. Vers la fin du troisième livre, après avoir indiqué la méthode pour la résolution des équations du quatrième degré. Descartes ajoute qu'il ne sait « rien de plus à désirer, en cette matière... : Il est
Livre III, AT, VI
vrai que je n'ai pas encore dit sur quelles raisons je me fonde, pour oser ainsi assurer si une chose est possible ou ne l'est pas. Mais, si on prend garde comment, par la méthode dont je me sers, tout ce qui tombe sous la considération des Géomètres se réduit à un même genre de Problèmes, qui est de chercher la valeur des racines de quelque Équation, on jugera bien qu'il n'est pas malaisé de faire un dénombrement de toutes les voies par lesquelles on les peut trouver, qui soit suffisant pour démontrer qu'on a choisi la plus générale et le plus simplet »
78. — La conclusion delà Géométrie est donc analogue à la conclusion des Principes de la Philosophie; toutes deux s'inspirent du même principe formulé dès les Begiilœ. La Règle VII prescrit, pour Tachèvement de la science, de prendre un à un les éléments du problème et de les parcourir tous d'un mouvement continu, nulle part interrompu, de la pensée, de façon à pouvoir les comprendre dans une énumération suffisante et méthodique. Or l'application de cette règle permet souvent cette « audacieuse » conclusion, que « si aucune des voies accessibles aux hommes ne conduit à la découverte de la solution, la connaissance en est placée au-dessus de la portée de l'intelligence humaine^ ». La doctrine s'applique naturellement à la géométrie : le mouvement non interrompu de l'esprit, tel quil apparaît dans l'algèbre, trouve une matière pour s'exercer sur les lignes géométriques « pourvu qu'on les puisse imaginer être décrites par un mouvement continu, ou par plusieurs qui s'en tre-sui vent et dont les derniers soient entièrement réglés par ceux qui les précèdent* ». Les lignes qui ne satisfont pas à cette condition sont au delà du domaine de la résolution algébrique et, par là-même, au delà de la connaissance humaine : les lignes géométriques sont par définition celles qui tombent sous quelque mesure bien déterminée*. Descartes écarte les « lignes qui semblent à des cordes, c'est-à-dire qui deviennent tantôt droites et tantôt courbes, à cause que la proportion qui est entre les droites et les courbes n'étant pas connue et même, je crois, ne le pouvant être par les hommes, on ne pourrait rien conclure de là qui fut exact et assuré" ».
De telles paroles ont été jugées sévèrement : Leibniz ne manquera guère l'occasion de rappeler qu'en déclarant impossible la rectification dune courbe. Descartes « s'est trompé par
AT. VI
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une trop grande présomption... mesurant les forces de toute la postérité par les siennes* ». Mais il faut voir là des paroles de philosophe plutôt que de technicien; et c'est ce qui en fait pour nous Tintérét. La constitution de la géométrie cartésienne est comme « subsumée » sous une certaine philosophie, et h cette philosophie elle a dû de marquer une date décisive dans l'histoire de la pensée. Cela même qui est pour Fermât un procédé admirable d' « élégance » et de « commodité », devient aux yeux de Descartes une méthode fondée dans la nature des choses. La facilité et la simplicité des solutions ne sont plus des avantages qui mettent en lumière l'invention heureuse d'un savant : ce sont les marques et les conséquences de la pénétration du penseur dont la méditation est capable d'atteindre la dernière profondeur de la réalité. Parla se dégage sous un jour tout nouveau la notion d'équation algébrique. Elle était un moyen approprié à la résolution des problèmes géométriques; elle apparaît désormais comme la raison des déterminations de l'étendue.
Avec la Géométrie, l'idée cartésienne de la mathématique acquiert une portée que le reste de l'œuvre cartésienne ne permettait guère de préciser. Dans sa forme initiale, la mathématique universelle paraissait avoir surtout en vue l'extension de la géométrie à l'univers; l'élément était la dimension spatiale, qui servait de modèle à toute mesure et à toute combinaison des éléments du monde physique. La Géométrie donne pour base à la mathématique la résolution intellectuelle delà donnée géométrique; la dimension spatiale, fournie par une sorte d'imagination a priori, n'est plus qu'un appui extérieur pour une conception dont la valeur essentielle est indépendante de toute représentation Imaginative. Dès lors, l'idée de la science mathématique est transformée ': la quantité n'est plus, comme chez Euclide, une détermination tirée par abstraction de l'observation des objets; la science de la quantité n'est plus comparable à une science naturelle. La notion de quantité est purement intellectuelle ; elle s'établit a priori par la seule capacité qu'a l'esprit de conduire et de poursuivre à l'infini de « longues chaînes de raisons ».
Cette conception nouvelle de la mathématique entraînait une conception nouvelle de la philosophie, qui devait prendre corps dans les systèmes de Malebranche et de Spinoza et déterminer une étape essentielle dans le développement de la philosophie mathématique.
1. Lettre à Philippi, de janvier 1680, Gerhardt. Ph. Schr., IV, 285.
CHAPITRE VIII
LA PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE DES CARTÉSIENS Section A. — Les problèmes du cartésianisme.
LA PLACE DE LA « GÉOMÉTRIE » DANS l'CEUVRE DE DESGARTES
79. — La philosophie mathématique de Descartes, si nous l'avons bien interprétée, est une philosophie de « géomètre », mais qui partant de la géométrie s'avance dans deux directions difîérentes. Étendre la géométrie proprement dite aux problèmes de la cosmologie, et réduire les problèmes de la géométrie à l'algèbre; généraliser la science d'Euclide de façon à y ramener la mécanique, la physique, la biologie môme, et intellectualiser la science d'Euclide de façon à la ramener à l'algèbre — les deux tâches non seulement ne se confondent pas, mais elles paraissent inverses l'une de l'autre. Il est vrai, pourtant, qu'elles sont issues d'une même inspiration méthodique. Logiquement l'unité doit s'établir entre ces deux parties de la mathématique : mathématique pure qui procède de l'analyse proprement algébrique, mathématique universelle qui procède de la synthèse proprement géométrique. Et l'unité s'établit en effet; seulement ce ne fut pas dans l'œuvre de Descartes lui-même, ce fut grâce aux commentateurs de la Géométrie, et par les systèmes des philosophes à qui les commentateurs livraient sous leur forme explicite les principes de la science nouvelle.
En effet la Géométrie ne fut qu'un épisode dans la carrière philosophique de Descartes. Au lendemain de la publication de ces trois livres dont l'excellence lui arrachait un cri d'orgueil % il renouvelle les déclarations qu'il faisait au lendemain des
Lettre à Mersenne, de la fin de 1637, AT, I
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ReguliP] il crrit à Mersennc : << iN'atlende/ plus rien de moi, s'il vous plaît, en Géométrie : car vous savez qu'il y a loni^tempsquc je proteste de ne m'y vouloir plus exercer : et je pense pouvoir honntUement y mettre fin '. » Mais il y a plus : dans la rédaction de la Géométrie, Descartes dissimule avec soin la pensée philosophique (jui en était Tûme; la théorie générale des équations ne forme, suivant l'expression de M. Pierre Boutroux, qu'une parenthèse*. Et lorsqu'un lecteur pénétrant des £'ssa/s croit avoir rencontré dans la Géométrie cotte mathématique pure et universelle dont la seconde partie du Discours de la Méthode contenait l'annonce, reprochant même à Descarlcs de l'avoir reléguée à la fin de ses Essais^, il est significatif que Descaries fasse la sourde oreille, et interprète la généralité au sens vulgaire d'une revue générale des diverses parties de la mathématique : <> nihil enim ibi eorum, qu;« ad Arilhmeticam proprie pertinent, explicui, nec uUam solvi ex ils quœstionibus in quibus ordo simul cum mensura spectatur, quarum exempla habentur in Diophanto * ». Il est significatif qu'il ajoute encore, trahissant sa préoccupation constante : « Sed prœterea nihil etiam docui de molu, in quo tamen examinando Malhematica pura, ea saltem quam excolui, pra?cipue versatur^ »
L'élan de pensée qui entraînait Descaries le pousse à « cultiver une autre sorte de Géométrie, qui se propose pour questions l'explication des phénomènes de la nature »; afin d'en avoir le loisir, il a « résolu de quitter... la Géométrie abstraite, c'est-àdire la recherche des questions qui ne servent qu'à exercer l'esprit'' ». Dix ans plus tard. Descaries a une velléité de retour; renouvelant l'aveu de l'obscurité systématique qu'il a laissée planer sur la Géométrie, il en exprime comme un regret, sous celle forme originale : « Ma Géométrie est comme elle doit être pour empêcher que le Rob. [Roberval] et ses semblables n'en puissent médire sans que cela tourne à leur confusion; car ils ne
1. Lettre du 12 septembre 1638. AT, II, 361 ; cf. Lettre à Mersenne, du 31 mars 1638 : « Vous savez qu'il y a déjà plus de quinze ans que je fais profession de négliger la Géométrie, et de ne m'arrèter jamais à la solution d'aucun problème qu'à la prière de quelque ami. >. II, 95.
Lettre à Mersenne du 27 juillet 1638, AT, II
sont pas capables de Tentendre, et je Tai composée ainsi tout à dessein, en y omettant ce qui était le plus facile, et n'y mettant que les choses qui en valaient le plus la peine \ Mais je vous avoue que, sans la considération de ces esprits malins, je l'aurais écrite tout autrement que je n'ai fait, et l'aurais rendue beaucoup plus claire; ce que je ferai peut-être encore quelque jour, si je vois que ces monstres soient assez vaincus ou abaissés- .»
LES COMMENTATEURS DE LA « GEOMETRIE
80. — Descartes mourut deux ans après ce singulier aveu, et sans avoir rien entrepris; mais déjà les disciples avaient suppléé au silence du maître. Quelques-uns des premiers lecteurs et des premiers admirateurs de la Géométrie avaient su en donner l'interprétation abstraite et universelle qu'elle comportait; et ils assuraient à cette interprétation la possession des esprits par la traduction latine du livre, par la publication des commentaires et des traités annexes dans ces éditions successives où les générations nouvelles devaient naturellement chercher le secret de la science cartésienne.
Dès le début de 1639, Florimond de Beaune rédige des Notes liur la Géométrie de Descartes^. Il part de la notion de l'algèbre spécieuse, et il fait voir à quel point s'étend la science nouvelle, qui comprend non seulement l'algèbre numérique et l'analyse géométrique des anciens, mais encore tout ce qui a quelque relation ou quelque proportion, suivant la conception qu'il emprunte au Discours de la méthode. « J'ai admiré, lui écrit Descartes *, que vous ayez pu reconnaître des choses que je n'y ai mises qu'obscurément comme en ce qui regarde la généralité de la méthode... »
En 1649, les Notes seront imprimées à la suite de la traduction latine de la Géométrie, accompagnées d'un commentaire plus complet de François de Scliooten, et de deux lettres importantes de Jean Hudde, bourgmestre d'Amsterdam et correspondant de Spinoza : l'une sur la réduction des équations, l'autre sur la méthode de maximis et minimis.
En 1639, ce premier recueil s'augmente d'un nouveau volume.
1. Cf. Lettre à M. de Beaune, 20 février 1639; AT, II, 511 et suiv.
Lettre à Mersenne du 4 avril 1648, AT, V
3. Voir la traducliou latine de ces notes dans l'édition latine de la Géométrie, 1649, p. 140. (1659. t. I, p. 107.)
4. Lettre du 20 février 1639, AT, II, 510. Cf. Liard, op. cit., p. 53.
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qui achôve de caraclériser la physionomie sous laquelle le XVII'' siècle a connu la GeomeV/ve de Descaries. Le Lilredu premier opuscule est particulièrement expressif : Principia malheseos universalis seu inlrodiiclio ad Geomelrûv methndum Renati Des Cartes. Lauleur, Erasme Hartholin, y expose une théorie générale des opérations, une logistique, en l'appliquant successivement aux quantités simples, aux quantités composées (c'est-àdire, aux tractions résultant d'une division imparfaite), aux quantités sourdes {c'est-à-dire, aux irrationnelles résultant de l'extraction des racines appliquée aux quantités qui n'ont pas de racines '). Cette introduction est suivie d'ouvrages qui développent les deux aspects complémentaires de la science cartésienne, remontant aux principes et déroulant méthodiquement la chaîne des conséquences : d'une part les écrits posthumes de Florimond de Beaune sur la nature et ta constitution des équations, sur les limites entre lesquelles des équations comportent des racines « vraies » ; d'autre part les Éléments des lignes courbes, rédigés par Jean de Wilt, protecteur de Hollande, dont Spinoza fut l'ami personnel. Dans ces Éléments, premier traité systématique de géométrie analytique, on retrouve l'équation de la droite, que Fermât avait donnée; on y rencontre aussi une étude des courbes de « degré » quelconque, traitées suivant l'ordre de leur génération. Jean de Witt dans sa Pre/ace oppose la simplicité lumineuse de cette méthode à l'opération complexe et obscure qui avait amené les anciens à traiter les courbes du second degré comme sections de cône.
La disposition générale des deux recueils suffît pour attester que les commentateurs de la Géométrie ont dégagé l'esprit de la Mathématique universelle, impliqué dans les formules concises et presque énigmatiques de la seconde partie du Discours de la Méthode, dissimulé sous le désordre volontaire de la Géométrie. 11 nous autorise à nous demander comment cet esprit, transmis aux philosophes de la génération nouvelle, aux Malebranche et aux Spinoza, devait leur permettre de résoudre les questions philosophiques que Descartes laissait en suspens.
Éd. citée, t. II, p
le caractère propre de la géométrie cartésienne sera, ordinairement, le système àc, parallélisme qui fait correspondre les équations aux courbes, et ramène les problèmes de la géométrie aux problèmes de l'algèbre. Pour l'historien de la mécanique et de la physique, le caractère propre de la science cartésienne sera la considération systématique du mouvement dans l'étendue à trois dimensions comme suffisant à déterminer ce qu'il y a d'objectif dans les phénomènes, et comme fournissant la base de toutes les explications qui peuvent être vraies. Pour l'historien de la métaphysique enfin, le caractère propre à la réflexion cartésienne sera la liaison systématique qui fait dépendre les unes des autres les thèses relatives à l'être pensant, à l'existence de Dieu, à la réalité des choses matérielles.
Il semblerait donc naturel d'attendre qu'on ne rencontre aucune difficulté à réunir dans un môme corps de doctrine ces trois principales « chaînes de raisons », et à reconstituer l'unité de la philosophie cartésienne. Pourtant il n'en est pas ainsi. Qu'il s'agisse de mettre en connexion la science de l'étendue et la connaissance de l'esprit; qu'il s'agisse, à l'intérieur de la science, de préciser le lien entre la mathématique pure, qui renouvelle la géométrie par l'emploi de la méthode analytique, et la mathématique appliquée où l'étendue est naturellement envisagée sous son aspect synthétique, la continuité de la doctrine se trouve en défaut.
De fait, Descartes prétend faire sortir de l'action purement mécanique qu'il attribue aux particules de la matière jusqu'aux mouvements intérieurs des appétits et des passions, jusqu'aux impressions produites par les idées des qualités sensibles dans l'organe du sens commun et de l'imagination, jusqu'à la rétention ou empreinte de ces idées dans la mémoire. Or, si une telle action est capable de pareils elfets, d'où vient que chez l'homme interviennent pour se composer avec elle, une intelligence et une volonté qui sont dune tout autre essence, incomparable et incompatible? Et comment concevoir une aussi étrange composition ? La philosophie de Descartes n'est pas ici simplement gênée parla complexité et par l'obscurité de la réalité psycho-physiologique, qu'elle pouvait d'ailleurs se contenter d'enregistrer comme d notion primitive », unique de son espèce*; c'est dans l'intelligence de la méthode scientifique qu'elle se heurte à une dualité susceptible de compromettre l'équilibre et la solidité de l'édifice. Pour que la pensée constitue la science de la nature
1. Lettre à la Princesse Elisabeth, du 21 mai 1643, AT, 111,665.
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selon Tordro même de la nature, il faut qu'elle puisse, en suivant la connexion de ses idées, dérouler rencliaînement des choses ; il faut donc (|ue la pensée comprenne, comme appartenant au domaine de son activité, cette même notion de TéteniJne, tellement distincte pourtant de la notion de la pensée que Taltribul de l'étendue et l'attribut de la pensée marquent deux sortes différentes de substances'. La difficulté fondamentale du cartésianisme déborde ainsi le problème particulier de Tunion de l'ûme et du corps; elle est dans le rapport de la pensée et de l'étendue, considéré môme hors de cette région obscure du psycho-physique; elle est de justifier une science qui, ayant sa valeur intrinsèque dans sa conformité stricte à l'ordre de la pensée, puisse s'appliquer d'une façon directe à un univers complètement dépourvu de pensée.
82. — A cette difficulté fondamentale répondront en même temps les doctrines philosophiques de Malebranche et de Spinoza. Mais la diversité môme de leurs réponses montrent qu'ils obéissent à une inspiration qui est étrangère au cartésianisme, dont il conviendrait sans doute de rechercher la source dans la particularité de leur génie religieux. Pour ^lalebranche, le dogme catholique est vrai, d'une vérité littérale ; la philosophie, est justifiée par la religion, en même temps qu'elle éclaire cette religion par l'intelligence. Les questions que la philosophie pose sans les résoudre sont précisément celles dont la parole révélée contient le secret : transcendance de Dieu par rapport à l'homme, dualité radicale dans le sujet divin de la sagesse éternelle et de la puissance créatrice, médiation du Verbe entre l'infini et le fini. Au contraire, l'élan qui vient à Spinoza de la tradition juive du moyen âge et des spéculations cosmologiques de la Renaissance emporte sa pensée au delà de toute formule dogmatique; il lui interdit de se reposer ailleurs que dans l'unité exclusive de toute limitation et de toute multiplicité, exclusive de la numération même, et le fait remontera son insu jusqu'à la spiritualité pure de Platon.
Mais plus est nettement marquée l'opposition des caractères profonds qui définissent 1' « équation personnelle » de Malebranche et de Spinoza, plus il y a d'intérêt à rechercher comment l'un et l'autre ont mis au service de ces inspirations antagonistes une même conception de la science, que la méthode cartésienne leur apportait, ou plus exactement comment cette conception de la science a si bien organisé l'ensemble de leurs
1. Cf. Hamelin, op. cit. chap. xii, La pensée selon Descartes. Brunschvicg. — Les étapes.
doctrines quelles ont pu se présenter dans l'histoire comme des promotions de la mathématique, comme réalisant mieux que la philosophie propre de Descartes le type intégral d'une philosophie mathématique.
Section B. — La philosophie mathématique de Malebranche.
LES NOMBRES NOMBRANTS ET l'ÉTENDUE INTELLIGIBLE
83. — Que la géométrie de Descartes, dans ce qu'elle a de spécifique, soit perpétuellement présente à la pensée de Malebranche, on en a la preuve dans le chapitre v du livre VI de la Recherche de la Vérité où se trouve un parallèle remarquable entre la géométrie ordinaire et Tarithmétique ou Falgèbre. « La Géométrie ordinaire, dit Malebranche, ne perfectionne pas tant l'esprit que rimagination... L'on connaît plus exactement V^ ou V^O qu'une ligne que Ton s'imagine ou que l'on décrit sur le papier, pour servir de sous-tendue à un angle droit dont les côtés sont 2. ou dont un côté est 2 et l'autre 4... Mais parce qu'on se plaît beaucoup plus à faire usage de son imagination que de son esprit, les personnes d'étude ont d'ordinaire plus d'estime pour la Géométrie que pour l'Arithmétique et pour l'Algèbre. » Or, selon Malebranche, « l'Arithmétique et l'Algèbre sont ensemble la véritable logique qui sert à découvrir la vérité'. » Et« la vérité n'est rien autre chose qu'un rapport réel, soit d'égalité, soit d'inégalité- ». Un nombre est un rapport : « Tous les nombres entiers, écrit Malebranche, sont même des rapports aussi véritablement que les nombres rompus, ou que les nombres comparés à un autre, ou divisés par quelquautre; quoique l'on puisse n'y pas faire de réflexion, à cause que ces nombres entiers peuvent s'exprimer par un seul chitTre. -4 par exemple ou
- est un rapport aussi véritablement que yOUrr. L'unité à
laquelle 4 a rapport n'est pas exprimée, mais elle est sous
4 8 entendue, car 4 est un rapport aussi bien que ^ ou 3. puisque
, . , , , 4 ,8, 4 est égal a j^ ou a ^ ' ».
1. Recherche de la Vérité, liv. VI, chap. v. (t. II. I67.Ï, p. .305.)
2. Ibid., p. 300 ; cf. Entretiens d'un philosophe chrétien avec un philosoplie chinois : « Faites attention que ce mot vérité ne signifie que rapport. »
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(leltc intorprrlalion d'une clarlô, d'une profondeur saisissante, est universelle. Malebranche poursuit immédiatement après : « Toute grandeur étant donc un rapport, ou tout rapport une grandeur, il est visible qu'on peut exprimer tous les rapports par des chidres, et les représenter à l'imagination par des lignes. » Seulement ces moyens d'expression et de représentation ont créé une équivoque : les chiffres sont naturellement employés à compter les choses, comme les figures géométriques se lisent dans la forme des objets; les nombres et l'étendue ne sont-ils pas, demande un Arnauld, des abstractions tirées de la perception sensible? A quoi Malebranche répond, armé contre son adversaii'e de l'autorité de Saint Augustin : << Est-ce que les yeux nous apprennent la différence qu'il y a entre une somme de cent écus et une autre de cent un?... Ce n'est donc pas la vue sensible des choses nombrées^ qui nous sert à former les nombres nombranls; mais c'est par eux que nous comptons le nombre de nos perceptions sensibles. C'est par ces nombres immuables et divins, présents à toutes les intelligences, que les Arithméticiens s'instruisent, et que les Marchands se rendent compte. Et quand l'esprit fait abstraction des choses nombrées, c'est qu'il tourne son esprit vers les nombres immuables et éternels '. »
84. — Les vérités de l'Arithmétique sont « des rapports réels et intelligibles ^ » ; et de même les vérités de la géométrie. « L'objet des mathématiques pures, c'est la grandeur en général, qui comprend : 1° les nombres nombranls avec leurs propriétés, 2° Vélendue inlelligible avec toutes les lignes et les figures qu'on y peut découvrira o « Le rapport d'égalité entre 2 fois 2 et 4 est une vérité éternelle, immuable, nécessaire, écrit Malebranche dans les Médilalions chréliennes^. » Ce sont les mêmes expressions, qu'il appliquera dans le premier des Enlretîens mélaphysiques à « l'idée de l'espace ou de l'étendue, d'un espace, dis-je, qui n'a point de bornes : cette idée est nécessaire, éternelle, immuable, commune à tous les esprits, aux
1. Réponse du P. Malebranche à la troisième lettre de M. Arnauld. Recueil de 1709, t. IV, p. 60. — Il est remarquable que cette doctrine de Malebranche est en contradiction directe avec un texte des Regulœ (AT, X, 445), où Descartes se moque de ceux qui confèrent aux nombres des attributs mystérieux et purement chimériques; ce qui ne leur arriverait pas s'ils ne séparaient les nombres des choses nombrées : « nisi numerum a rébus numeratis distinctum esse conciperent. »
Médit. Chrét. IV
.3. Réponse à la troisième lettre d'Arnauld, op. cit., p. 53. 4. IV. 5.
hommes, aux anges, à Dieu même* ». La relation de retendue intelligible aux corps étendus est exactement la relation des nombres nombrants aux nombres nombres : « L'étendue intelligible par exemple, représente les corps; c'est leur archétype ou leur idée. Mais quoique cette étendue n'occupe aucun lieu, les corps sont étendus localement... Ainsi l'étendue intelligible représente des espaces infinis, mais n'en remplit aucun : et quoiqu'elle remplisse pour ainsi dire tous les esprits, et se découvre à eux, il ne s'ensuit nullement que notre esprit soit spacieux. 11 faudrait qu'il le fût infiniment pour voir des espaces infinis s'il les voyait par une union locale à des espaces localement étendus'-. » La correspondance avec Dortous de Mairan n'est pas moins explicite : « L'étendue intelligible n'est point localement étendue et n'a point de parties étendues^ ».
Dans sa conception de l'étendue, Descartes n'avait pas réalisé cette élimination complète de l'imagination, à laquelle sa méthode tendait manifestement ''; il pose, et il maintiendra en dépit de l'insistance de Morus, que l'étendue et la division en parties sont des notions indissolublement liées ^ Avec Malebranche le pas est franchi; la géométrie cartésienne devient, non plus application de F algèbre à la géométrie^ mais réduction de la géométrie à l" algèbre. Grâce à une telle réduction, il pouvait sembler que la mathématique eût atteint son équilibre définitif, qu'elle eût réalisé en quelque sorte l'absolu de la science ; elle était à la fois par son objet capable d'égaler, sinon de dépasser, l'univers, et par sa méthode adéquate à la pure forme de l'intelligence.
1. § 8. Plus loin, à propos de Vidée générale du cercle, Malebranche soutient que l'idée même du cercle, en tant qu'elle est distincte de « l'assemblage confus des cercles » que l'on a vus, implique « l'idée de Tinfini » qui possède seule « assez de réalité pour donner de la généralité [aux] idées » (II, 9).
Pierre Boutroux, op. cit., p. 23 et
3. « Per ens extensum communiter omnes intelligunt aliquid imaginabile..., atque in hoc ente varias partes delerminatae niagnitudinis et flgurae, quarum una nullo modo alia sit, possunt imaginatione distinguere, unasque in locura aliarum possunt eliam imaginatione Iransferre, sed non duas simul in uno et eodem loco imaginari » Lettre du o février 1649. AT, V, 270. Cf. ibid. » Rêvera nihil sub imaginationem càdit, quod non sit aiiquo modo extensum. »
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LA PERIODE DE L ALGEBRE
85. — Lexislence (rune telle période dans Thistoire de la aiaLliématique sérail coidirmée. s'il en était besoin, par le témoignage do Leibniz. Rodeniann a publié en 1889 une lettre que Leibniz adressait à Tscbirnhaus : « Il y a quantité de jolies pensées dans la Recherche de la Vérité, mais il s'en faut beaucoup que l'Auteur ait pénétré bien avant dans l'analyse et généralement dans lart d'inventer, et je ne pouvais mempèr-her de rii'e, quand je voyais qu'il croit l'algèbre la première et la plus sublime des sciences, et que la vérité n'est qu'un rapport d'égalité et d'inégalité,... que l'arithmétique et que l'algèbre sont ensemble la véritable logique'. » La critique de la Géométrie cartésienne deviendra l'un des principaux « motifs » de sa correspondance. « J'ai même osé, écrit-il au P. Verjus, attaquer les Cartésiens dans leur fort, en montrant combien la géométrie de M. Descartes est bornée -. » D'une part, « les problèmes les plus importants ne dépendent point des équations, auxquelles se réduit toute la géométrie de M. Descartes ^ ». D'autre part la science des équations n'a par elle-même aucune signification géométrique ; il faut une traduction pour l'appliquer aux relations spatiales : « disant que x^^y- = a- est l'équation du cercle, il faut expliquer par la figure ce que c'est que ce x eiy, c'est-à-dire que ce sont des lignes droites, etc.^ ». La conclusion sera donc de reconnaître que la « synthèse des Géomètres n'a pu être changée encore en analyse » ; mais Leibniz ajoute que cette conclusion va contre l'opinion commune de ses contemporains. « On s'étonnera peut-être de ce que je dis ici, mais il faut savoir que [l'algèbre], l'analyse de Viete et Descartes est plutôt l'analyse des nombres que des lignes, quoiqu'on y réduise la géométrie indirectement, en tant que toutes les grandeurs peuvent être exprimées par nombres' ».
1. Écrite après 1679, Der Briefwechsel von Leibni:, Hanovre, p. 348. Cf. Briefwechsel mit Mathematikern, Éd. Gerhardt, t. I, 1899, p. 46-3. D'ailleurs il est à remarquer que Malebranche introduira plus tard, à la fin du chapitre qui avait soulevé la critique de Leibniz (liv. VI. chap. v), l'éloge de « l'invention du calcul différentiel et du calcul intégral « qui « a donné à l'analyse une étendue sans bornes, pour ainsi dire ».
Gerhardt, Pkil. Schr. IV, 291 ; cf
4. Lettre à Huygens, Gerhardt Math. Schr. II, 30. Briefwechsel, éd. Gerhardt, I,
•ï. Opusc. et fragm. inédits de Leibniz, édit. Louis Couturat, 1903, p. 181.
En opposant les relations spatiales aux relations purement abstraites de l'équation, Leibniz soulève un problème nouveau, problème redoutable dans sa propre philosophie, dont la discussion occupera les derniers moments de son activité intellectuelle et dont l'étude suggérera plus tard à Kant les idées maîtresses de la Critique de la Baison pure. Mais par là il nous avertit que pour ses prédécesseurs immédiats les termes du problème étaient différents; l'espace leur paraissait présenté par la science analytique de Descartes à titre de réalité intellectuelle, et c'est à partir de lintellectualité pure de l'espace qu'ils formulaient les questions d'ordre philosophique.
L ETENDUE INTELLIGIBLE ET L ETENDUE REELLE
86. — Le meilleur moyen de pénétrer la pensée de Malebranche sous le biais où nous avons à l'envisager, nous semble être de mettre en regard deux passages tirés, l'un des Entretiens, l'autre des Méditations. Dans l'un, Malebranche écrit : « Non, Ariste, il n'y a point de deux sortes d'étendues, ni de deux sortes d'idées qui les représentent. Et si cette étendue à laquelle vous pensez vous touchait, ou modifiait votre âme par quelque sentiment, d'intelligible qu'elle est, elle vous paraîtrait sensible '. » Dans l'autre, il fait grief au « misérable Spinosa » de n'avoir pas su distinguer « deux espèces d'étendues, l'une intelligible, l'autre matérielle^ ». Dans le premier cas Malebranche parle en géomètre; la géométrie a pour objet l'idée de l'étendue, et toutes les déterminations spatiales qui se présentent dans le monde sensible ont leurs raisons dans l'essence intelligible de l'étendue; et tel est le principe où Malebranche s'accorde avec Spinoza. « Je trouve, Monsieur, écrit-il à Dortous de Mairan, que l'auteur est plein d'équivoques et quil ne prouve que cette vérité, que l'idée d'une étendue infinie est présente à l'esprit en sorte que l'esprit ne peut l'épuiser, et cette vérité encore qu'il n'y a point deux sortes d'idées d'étendues ^. » En passant de la science géométrique à l'univers donné on ne rencontrera donc aucune propriété spatiale dont l'étendue intelligible ne permette de rendre compte. Mais cela ne signifie nullement que l'existence même de l'univers soit une conséquence nécessaire de cette essence intelligible; et c'est ici qu'au jugement de Malebranche
Lettre du 12 juin 17M. Éd. Cousin, p
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Sj)inoza s'égare : « il confond l'idée de l'étendue avec le monde ' », c'est-à-dire que prenant « les idées des corps pour les corps » et supposant « qu'on les voit en eux-mêmes... il confond Dieu ou la souveraine Raison, qui renferme les idées (jui éclairent nos esprits, avec l'ouvrage que les idées représentent- ».
Le début du VI" des Entretiens sur la Mélaphijsique remonte au principe de cette confusion : il distingue radicalement deux ordres de sciences : « les sciences exactes, telles que sont l'arithmétique et la géométrie... et d'un autre côté la physique, la morale et les autres sciences qui dépendent souvent d'expériences et de phénomènes assez incertains ». Les premières, « dont les démonstrations contentent admirablement notre vaine curiosité », n'atteignent que « les rapports des idées entre elles », tandis (jue nous nous engageons dans les autres par « le désir de connaître... les rapports qu'ont entre eux et avec nous les ouvrages de Dieu parmi lesquels nous vivons ».
Dès lors, s'il n'y a qu'une idée unique de l'étendue, elle comporte une double relation à l'affirmation du réel. A Vidée correspond une réalité intelligible, ou plus exactement l'idée est celte réalité intelligible. De l'argumentation, maintes fois reproduite par Malebranche, VEntretien cViin philosophe chrétien avec un philosophe chinois présente cette formule particulièrement saisissante : « Rien de fini ne contenant l'infini, de cela seul que nous apercevons l'infini, il faut qu'il soit ^ » Ce qui atteste la réalité de l'étendue intelligible, c'est donc sa disproportion à l'état dont nous avons conscience lorsque nous contemplons les rapports idéaux de grandeur et de distance. Mais lorsque nous percevons cette même étendue à l'aide d'impressions sensibles, sous la forme concrète de la couleur, de la saveur ou de la résistance, nous sommes en présence de modifications qui trouvent naturellement leur place dans le cadre de l'activité humaine; nous ne pouvons plus voir en elles que des modalités de l'âme, et il faudrait que les représentations fussent autre chose pour acquérir quelque valeur de vérité. Considérée comme intelligible, l'idée de l'étendue se détache nécessairement de son support psychologique, et d'elle-même elle pose son éternelle réalité. Considérée comme sensible, elle est au contraire enfermée dans la subjectivité du psychique, et elle requiert l'existence d'un ideatum extérieur comme une exi-
Cf. Entretiens sur la Métaphysique, II
gence à laquelle en même temps elle est incapable de satisfaire : « L'idée de l'étendue est infinie, écrit Malebranche a Dortous de Mairan ; mais son ideatum ne Test peut-être pas. Peut-être n'y a-l-il actuellement aucun ideatum. Je ne vois immédiatement que l'idée, et non ïideatum : et je suis persuadé que l'idée a été une éternité sans ideatum. L'idée est éternelle, infinie, nécessaire et efficace même, car il n'y a que l'idée qui agisse sur les esprits, qui les éclaire et qui puisse les rendre heureux ou malheureux. Mais je ne vois point immédiatement l'ic/ea/am '. » i Chacune de ces deux façons d'envisager le rapport de l'idée au réel peut servir à définir une forme de Y idéalisme : idéalisme absolu où l'idée constitue la réalité par excellence, et dont Malebranche recueille l'inspiration platonicienne à travers Saint- Augustin ; idéalisme sceptique où la présence de l'idée exclut l'existence de l'objet en tant qu'extérieur à l'idée, et qui ferait de Malebranche le précurseur de Berkeley ou de Hume. La tentation est donc grande de faire entrer la pensée de Malebranche dans le courant de la philosophie idéaliste. Mais précisément, et de quelque manière qu'on interprète l'idéalisme, on ne peut enfermer le malebranchisme dans cette interprétation parce qu'il faudrait y joindre l'interprétation opposée. L'originalité de Malebranche est d'avoir aperçu que partant des conditions de la connaissance humaine on arrivait à deux formes d'idéalisme : idéalisme de la science exacte, idéalisme de l'impression subjective, d'en avoir aperçu l'incompatibilité naturelle, et de les avoir conciliées en les suspendant à une notion réaliste de Dieu -.
LE DUALISME DE MALEBRANCHE
87. — Nous pouvons rattacher le rythme propre de la pensée de Malebranche à l'exigence cartésienne des idées claires et distinctes. Les seules idées qui se détachent devant l'esprit sont les idées de la mathématique pure, le nombre et l'étendue. Or, la clarté de ces idées, leur immutabilité et leur infinité, font contraste avec l'obscurité, avec le caractère fugitif et limité de la qualité sensible, telle qu'elle est donnée dans la conscience. Descartes, dissociant la forme et le contenu du jugement, avait montré que le Cogito affirmait la certitude immédiate de l'acte
LeLtro du 6 sept. 1714. Éd. Cousin, p
2. Cf. Sfiino:a et ses contemporains, Revue de Métaphysique 1903, p. 698 et
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(lo In pons('(\ on laissant dans le douto l'cxistenco mienne do son objet : l"î\ino osL pins aisée à connaître que le corps, cest-à-diro plus aisée à déterminer comme réalité substantielle. Malebrancho interprète la môme dissociation dans un tout autre sens : le contenu de la pensée est clair, la l'orme en est obscure. Si la connaissance signifie compréhension intégrale, l'étendue est plus aisée à connaître que Tûmc; la géométrie peut devenir une science de rintelligible, et non la psychologie. La clarté concentrée sur la mathématique a donc ce résultat final de mieux faire ressortir la confusion qui pèse sur le domaine du sensible, qu'il s'agisse des représentations du monde matériel, ou des sentiments que nous éprouvons directement de notre être propre. L'obscurité est en l'homme: en Dieu seul est la lumière. Mais ce n'est pas tout, et cette lumière elle-même est double. Dieu est d'abord le support, le sujet, de retendue intelligible : « Cette étendue intelligible est sagesse, est puissance, est infiniment parfaite; non selon qu'elle est représentative du corps, non selon que nous la voyons, non en tant qu'idée éternelle des créatures, mais selon la substance que nous ne voyons pas en elle-même. Car" tout ce qui est en Dieu est Dieu tout entier pour parler ainsi. Sa substance n'est point divisible et quoi qu'il y ait dans l'étendue intelligible des parties intelligibles, des figures intelligibles, et toutes les vérités géométriques, Dieu est un être simple, indivisible, et immuable ^ » La spirituahté de l'espace permet d'affirmer l'étendue de Dieu. « L'étendue, Ariste, est une réalité, et dans l'infini toutes les réalités s'y trouvent. Dieu est donc étendu, aussi bien que les corps, puisque Dieu possède toutes les réalités absolues, ou toutes les perfections. Mais Dieu n'est pas étendu comme les corps; car, comme je viens de vous dire, il n'a pas les limitations et les imperfections de ses créatures -. » De cela même résulte qu'on ne trouvera pas dans la contemplation de l'étendue intelligible, le secret des limitations et des imperfections que présente l'univers matériel; la raison divine ne contient pas la volonté de créer : « La volonté de créer des corps n'est point nécessairement renfermée dans la notion de l'Etre infiniment parfait, de l'Être qui se suffit pleinement à lui-même. Bien loin de là, cette notion semble exclure de Dieu une telle volonté ^. » La science de Vexislence est incommensurable à la
1. Réponse au traité des vraies et des fausses idées, 1684, chap. xvi. (Ed. 1709, p. 186.)
Entretiens, VIII
.3. Ibid. VI, 5.
science de l'essence; elle repose sur la révélation, non sur rintclligence : « Certainement il n'y a que la Foi qui puisse nous convaincre qu'il y a eiTectivement des corps... 11 n'est pas même possible de connaître avec une entière évidence si Dieu est ou n'est pas véritablement Créateur du monde matériel et sensible; car une telle évidence ne se rencontre que dans les rapports nécessaires, et il n'y a point de rapport nécessaire entre Dieu et un tel monde K »
La conclusion à laquelle conduit toute la doctrine spéculative de Malebranche, c'est la nécessité d'appuyer au Dieu de lÉvangile, au Verbe médiateur, la dualité de la mathématique et de la physique. D'une part, les mathématiques pures ont leur siège en Dieu; elles font connaître ce que Dieu nous laisse voir de son essence, et c'est pourquoi « l'application à ces sciences est l'application de l'esprit à Dieu^ ». D'autre part, la mécanique, la physique ont un contenu proprement contingent; car la communication des mouvements, l'union de l'àme et du corps, sont des relations en soi inexplicables qui manifestent seulement le décret d'une volonté toute-puissante et libre; si elles retiennent un caractère scientifique, c'est par la généralité que Dieu s'est plu à leur imprimer, afin de manifester sa gloire. Il n'y a rien de commun entre les vérités immuables, nécessaires et éternelles, qui constituent le monde intelligible du mathémalisme , et les lois procédant de l'acte arbitraire et gracieux du Créateur, qui commandent le monde sensible du mécanisme.
Section C. — La philosopliie mathématique de Spinoza.
l'intuition spinoziste et l'intuition cartésienne
88. — La philosophie de Spinoza prétend, comme celle de Malebranche, satisfaire à l'exigence des idées claires et distinctes, mais suivant un rythme tout autre de pensée. La lumière qu'apportait avec elle la géométrie cartésienne, et que Malebranche concentrait sur l'objet, sur le siège de la science, Spinoza la réfléchit vers la source dont procède la vérité de la science.
Le caractère de la géométrie cartésienne, c'est qu'elle applique une méthode originale à des problèmes qui avaient été, ou qui auraient pu déjà être, résolus par le raisonnement
\. Recherche de la vérité, 6" éclaircissement. 2. Rech. de la vérité, 1. V, cliap. v.
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synlluHi(iue des anciens. Sans niodiliei- à i)roi)roineiil parler la réalité sur latiiielle porte la inatliémalique, elle transforme le mode d'application de l'esprit à cette réalité ; elle restreint la part de l'ima^inalion, elle met en jeu l'activité de l'intelligence. La méditation de la science cartésienne conduit à dégager une hiérarchie de fonctions spirituelles, (jui se succèdent pour la solution d'un même problème.
Sur ce point, du Court traité à VÉt/iiejue, les textes se correspondent d'une façon remarquable. Supposons, lit-on au début de la deuxième partie du Court traité, qu'il y ait lieu d' « appliquer la règle de trois; l'un dirigera son travail d'après une indication recueillie au cours d'une conversation; un autre véritiera l'exactitude de la règle par le calcul de quelques cas particuliers — méthodes trompeuses qui correspondent à ce que Spinoza dans VÉthique appelle connaissance du premier genre. Celui qui possède une règle universelle raisonne en s'appuyant sur les propriétés des nombres proportionnels. Un quatrième, entin, n'a besoin ni de l'autorité, ni de l'expérience, ni même de l'art de conclure : « par son intuition claire, il aperçoit aussitôt la proportionnalité dans tous les calculs*. » La différence de ces deux derniers degrés, qui constituent dans VEthique la connaissance du second genre et la connaissance du troisième genre, est précisée dans le traité inachevé de la Réforme de l'entendement et dans la deuxième partie de VÉthique. En ces deux endroits Spinoza renvoie à Euclide. « Les Mathématiciens (écrit-il dans le Traité) s'appuyant sur la démonstration d'Euclide (proposition 19, livre Vil), savent quels nombres sont proportionnels entre eux : ils le concluent de la nature de la proportion, et de cette propriété lui appartenant que le produit du premier terme et du quatrième égale le produit du second et du troisième; ils ne voient pas toutefois adéquatement la proportionnalité des nombres donnés, ou s'ils la voient, ce n'est point par la vertu de la proposition d'Euclide, mais intuitivement, sans faire aucune opération '-. » L'Éthique est plus explicite encore : « On donne, par exemple, trois nombres pour obtenir un quatrième qui soit au troisième comme le second au premier. Des marchands n'hésiteront pas à multiplier le second par le troisième et à diviser le produit par le premier; parce qu'ils n'ont pas encore laissé tomber dans l'oubli
1. Court Traité de Dieu, de Vhommc et de la santé de son âme, II, 1; éd. Van Vloten et Land (à laquelle nous renvoyons dans la suite), La Hâve, 1882-83, t. II, p. 303; tr. Appuhn, 1907, p. 102.
I, 9; trad. Appuhn, p
ce qu'ils ont appris de leurs maîtres sans aucune démonstration, ou parce qu'ils ont expérimenté ce procédé souvent dans le cas de nombres très simples, ou par la force de la démonstration de la proposition 19, livre VII d'Euclide, c'est-à-dire par la propriété commune des nombres proportionnels. Mais pour les nombres les plus simples, aucun de ces moyens n'est nécessaire. Étant donnés, par exemple, les nombres 1, 2, 3, il n'est personne qui ne voie que le quatrième proportionnel est 6, et cela beaucoup plus clairement, parce que de la relation même, que nous voyons d'un regard qu'a le premier avec le second, nous concluons le quatrième '. »
89. — La science euclidienne a donc une fonction nettement définie : elle cherche à saisir les relations rationnelles par le détour de la généralité; elle s'exerce sur des concepts. Elle marque ainsi l'étape intermédiaire, la ligne de partage, entre deux plans d'intuition : l'un auquel correspond la connaissance purement Imaginative, l'autre auquel correspond la connaissance purement intellectuelle. 11 est à remarquer d autre part que les deux formes d'intuition ont le même domaine. A dessein peut-être, Spinoza se sert de l'expression : in numeris simplicissimis, pour désigner et l'objet auquel les marchands appliquent leurs procédés de vérification empirique, et celui sur lequel porte l'aperception immédiate et adéquate de la proportionnalité. Le contraste des deux modes d'intuition résidera dans l'attitude du sujet pensant. Par une vue de la raison, immanente à la constitution même du nombre 6, la science intuitive fournit directement la solution , qui chez Euclide apparaissait comme la résultante d'une série de démonstrations. A l'intuition sensible, faculté réceptive qui a pour contenu des images, l'idée s'oppose chez Spinoza parce qu'elle est un acte de l'esprit, c'est-à-dire l'établissement d'une relation, une mise en équation. L'intuition n'est pas une forme supérieure de représentation par laquelle l'esprit communiquerait avec une chose en soi, et affirmerait la réalité transcendante de l'objet; elle est l'intellection pure qui réunit dans un acte indivisible de connexion une diversité d'idées distinctes, et affirme leur unité comme vérité d'évidence; ce n'est pas une faculté métaphysique, c'est le principe d'une science parvenue à son plus haut degré de clarté et d'intelligibilité.
Que cette doctrine de l'intuition procède de l'esprit cartésien, cela n'est pas douteux. Le lien se précise même à l'aide des
1. Part. II, prop. 40, Sch. II, I, 110; trad. Appulia, 1909, p. 212.
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Regulx, dont nous savons que la copie était conservée en Hollande tians le cercle des initiés au spinozisme', des SchiiUer et des Cllazemakoi". C'est une des conceptions les plus originales des Régula', que l'intuition y est définie comme un acte de l'esprit, comme l'intelligence immédiate d'une; relation-. Descartes ajoute que l'évidence et la certitude de l'intuition peuvent se transférer des simples énonciations à des discours quelconques; l'objet de l'intuition, ce n'est pas seulement 2-1-2 = 4 ou 3-hl=:4, mais c'est encore la nécessité d'en conclure que 2-|-^=:3-f-l^. Il n'y a donc pas de dillérence de nature entre l'intuition et la déduction; la déduction est comme la promotion de cette évidence qui est liée à la nécessité de l'intelligible, l'extension de la certitude à la série de plus en plus éloignée des conséquences. Aussi les anneaux, successivement forgés par cette pensée dont l'office propre est l'intuition singulière, peuvent-ils être rassemblés dans une conception totale où la chaîne est parcourue entière et d'un mouvement assez rapide pour que la fonction de la mémoire puisse être considérée comme éliminée. Pratiquement au moins, la synthèse déductive finit par équivaloir à la simplicité de l'acte intuitif^.
LA CONCEPTION SPINOZISTE DE LA VERITE
90. — Avec Spinoza, et grâce au succès de la géométrie cartésienne, la transformation de la déduction en intuition prend une portée à laquelle l'auteur des Regulse ne songeait peut-être pas. L'intuition n'est plus un accident dans l'histoire de la pensée individuelle, un effort passager pour maintenir sous la simultanéité du regard intellectuel les moments distincts du raisonnement. La science intuitive se suffit à elle-même; elle est le développement du dynamisme interne qui fait la nature de la pensée, la marque de V automatisme spirituel, pour
i. Note de M. Adam dans l'édition des Œuvres de Descartes, X, 333. — L'exemple de la proportionnalité numérique sur lequel Spinoza ne nuinqu(> pas d'insister est fondamental dans les Regulse (supra, § G7); voir également Hamelin, op. cit. p. 106.
2. « Ita unusquisque animo potest intueri, se existere, se cogitare, triangulum terminari tribus lineis tantum, globum unica superficie... « Reg. III, AT, X, 368; cf. Reg. IX, AT, X, 401 : ■< veritatem... unico et distincte actu comprchendunt ».
Reg., VII, AT, X, 388 et suiv
reprendre rexpression remarquable du traité de la Réforme de FEnlendement K
La conséquence, — et qui fait Toriginalité radicale de Spinoza, non seulement par rapport aux penseurs qui l'ont précédé, mais encore par rapport à ceux qui devaient le suivre, jusqu'à nos jours même — c'est que seul il a été capable de pousser jusqu'au bout l'exclusion de la notion scolastique de faculté. L'intelligence est une activité coextensive à la vie de l'homme; elle est jugement et volonté. Toute idée s'al'firme elle-même, et produit d'elle-même ses conséquences. La vérification n'est autre chose que la conscience de la puissance synthétique qui établit la coordination et la connexion des idées. « Par exemple, pour former le concept d'une sphère, je forge une cause à volonté, à savoir qu'un demi-cercle tourne autour d'un centre, et qu'une sphère est comme engendrée par cette rotation. Certes, cette idée est vraie, et bien que nous sachions que nulle sphère n'a jamais été engendrée de la sorte dans la nature, c'est là cependant une perception vraie et le moyen le plus aisé de former le concept d'une sphère"^ ».
La vérité est bien, comme le voulait la définition traditionnelle, convenance de l'idée et de l'objet : Idea vera débet cum suo ideato convenire^\ seulement cette convenance est un effet, non un principe. Dans l'adéquation externe de la chose à l'idée il faut voir le corollaire de cette adéquation interne qui égale aux produits idéaux l'activité déployée pour les produire : « Per ideam adsequatam intelligo ideam, quae, quatenus in se sine relatione ad objectum consideratur, omnes verse idea; proprietatessive denominationes intrinsecas habet*. »
1. § 46, I, 29; tr. Appuhn, p. 266; cf. noire étude sur Spinoza, 2' édit. 1906, chap. H, La méthode.
2. Ibid., § 41, p. 24; Ir. Appuhn, p. 238. « Cette perception, continue Spinoza, af'lirnie la rotation du demi-cercle; affirmation qui serait fausse si elle n'était pas jointe au concept de la sphère ou à celui de la cause déterminant le mouvement, c'est-à-dire, parlant ai)solument, si elle était isolée; car l'esprit en pareil cas se bornerait h aflirmer le mouvement du demi-cercle, ce mouvement n'étant ni contenu dans le concept du demi-cercle ni issu de celui de la cause déterminant le mouvement. » — Vide supra, § 5.3.
3. Pari. 1, Ax. VI; cf. Freudenthal, Spinoza iind die Scholastik, Philosophische Aufsulze Eduard Zeller gewidmet, Leipzig, ISS^J, p. 128.
4. Part. II, dcf. IV, cf. Lettre IX (64) à Tschirnhaus (II, 212). Voir Z,a révolution cartésienne cl la notion spinoziste de la substance, Revue de Métaphysique, 1904, p. 772.
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01. — Celle conception purenicnL spiriluellc de la vérilé o nne portée universelle; il n'y a pas de faculté, au sens réaliste du mol, qui soit capable de limiter du dehors l'action de Tinlelligence. L'intuition sensible, la représentation imaj^inative ne porte pas sur un domaine qui soit distinct du domaine de la science intuitive ; c'est une vue partielle, discontinue, des choses, qui par le seul progrès de la jouissance pensante se résout dans une aperception de la continuité une et infinie. Par suite il n'y a pas de place dans le spinozisme pour la distinction malebranchistc entre un monde de vérités proprement intelligibles et nécessaires, qui serait l'objet de la mathématique abstraite — algèbre ou géométrie — , et un monde d'existences créées par la volonté arbitraire de Dieu et proposées par lui à la sensibilité de l'homme, auquel s'appliqueraient les lois de la communication du mouvement. A l'opposition du mécanisme et du mathématisme, Spinoza substitue une hiérarchie de méthodes pour l'intelligence d'un même univers, comparable à la hiérarchie de la géométrie euclidienne et de la géométrie cartésienne.
Le mécanisme a pour fonction de ramener tous les changements de l'univers à des phénomènes du mouvement, et d'étudier les phénomènes du mouvement à l'aide de leur image spatiale. Tant que cette image spatiale demeure le terme ultime de la réduction scientifique, l'univers est un ensemble de réalités définies par la figure qu'elles découpent dans l'étendue, et reliées les unes aux autres par la loi de leurs déplacements simultanés ou successifs. Le rapport du tout de la nature à chacune de ses parties est alors un rapport de nécessité externe; c'est pourquoi dans la IV'' partie de V Ethique la servitude morale apparaît comme le corollaire du mécanisme géométrique.
Or, ce point de vue est celui de la pluralité, que Spinoza ne manque jamais de dénoncer comme abstrait et superficiel. L'existence indépendante des parties, la multiplicité en soi ne tiennent pas à l'essence de la quantité; elles expriment une propriété de l'imagination qui traduit et réfracte, qui crée la divisibilité par cette réfraction même '. Prise dans la pureté originelle de sa notion, la quantité est une idée absolue qui exprime l'infinité-. « Si cependant vous demandez pourquoi nous
i. Réf. Int. § 67, I, 36; tr. Appuhn., p. 277.
Ibid., § 65, I, 33; p
sommes naturellement portés à diviser la substance étendue, je réponds à cette question que nous avons deux façons de concevoir la quantité : l'une abstraite et superficielle consiste à imaginer la quantité avec le secours des sens; l'autre consiste à concevoir la quantité comme substance, ce qui ressortit à l'intelligence. C'est pourquoi, si nous tournons notre attention vers la quantité, telle qu'elle est dans l'imagination, ce qui arrive le plus souvent et ce qui est plus facile, nous la trouverons divisible, finie, composée de parties, et multiple. Mais, si nous nous référons à la même quantité, telle qu'elle est dans l'intelligence, si nous percevons la réalité telle qu'elle est en soi, ce qui est très malaisé, alors, comme je l'ai démontré, nous la trouvons infinie, indivisible et unique ' .»
Grâce à cette transfiguration intellectuelle de la quantité, Spinoza, comme Malebranche, « admet... une étendue objet de l'entendement qui, à la différence de la fausse étendue de l'imagination, ne se laisse point couper en parties; ce qui revient à reconnaître quelque chose comme l'unité spirituelle au fond de l'étendue^ ». En d'autres termes le parallélisme de l'idée et de Vidéat, de l'équation et de la courbe, conduit à dépasser le champ de la représentation spatiale. On conçoit bien qu'à un cercle particulier, tracé avec une grandeur déterminée, correspond une idée; mais il faut aussi qu'à la formule algébrique, qui est l'idée du cercle en tant que cercle, quelle que soit la longueur assignée au rayon, corresponde une réalité, une essence dans l'ordre de l'étendue, « essence particulière affirmative^ », mais indépendante de telle détermination spatiale comme de telle détermination temporelle que l'on voudra. Dans le Scholie à la proposition VIII de la partie II de VÉthiqiie^ Spinoza parle de l'équation cld'=:ee' entre les segments c/et d', e et e' des sécantes D et E tracées dans un cercle, comme d'une relation qui convient également à toutes les sécantes, qu'elles soient effectivement menées ou idéalement conçues. Et il ajoute qu'il recourt à cet exemple pour « illustrer » le rapport des essences éternelles à leur réalisation temporelle, pour permettre d'entrevoir le grand secret de ÏEthique : comment, en dépit des transformations apparentes de la personnalité et en dépit de la mort même^, un principe d'éternité se constitue,
1. Lettre XII (29) à Louis Meyer, du 20 avril 1663, II, 42; cf. Éth. I, 13, Sch. I, 52; Ir. Appuhn, p. 57.
Éth. IV, 39, Schol. I, 218; tr. Appuhn., p
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fondemeul de l'èlrc dans louL ce qui est, cl dont il appartient au sage dapprofondir le sentimeni, de conquérir la jouissance inlellecluelle '.
Le corps — qui pour riniaginalion sensible est un individu distinct et indépendant de tout aulrc individu — qui pour la science aijslraile, pour le mécanisme, est un cas singulier de la loi qui régit en généial les relations du mouvement — est dans sa réalité une « essence intelligible », l'ondée dans le système total des « essences intelligibles- ».
92. — De ce point de vue, les paradoxes auxquels la philosophie de la nature s'est heurtée jusque-là, peuvent être éliminés. La ligne n'est pas composée de points; la durée n'est pas composée d'éléments tenij)orels; l'eau elle-même, prise dans sa substance, n'est pas composée de particules qui se forment et se dissolvent '. L'unité de la ligne est dans le mouvement intellectuel qui rcngendre tout entière par sa définition même; l'unité delà durée dans la « tendance à persévérer dans l'être » qui est l'essence de chaque chose, parce qu'elle est la marque de sa participation à la vie éternelle de l'Être unique ''^; l'unité de l'eau enfin dans la loi unique et universelle qui rend la matière indivisible' el fait du déplacement de chaque particule la conséquence nécessaire des mouvements de l'ensemble.
On voit à quel point, trompés par le mot de substance, les critiques de VÉihique depuis Bayle jusqu'à Renouvier ont égaré leurs coups sur une caricature du spinozisme. Ce qui condamne le substanlialisme vulgaire à n'être qu'une philosophie de l'imagination, ce n'est pas la notion de substance en tant que telle, c'est l'affirmation à' nwQ pluralité àe substances. Comment concevoir une pluralité sans imaginer derrière chaque série de phénomènes un substrat invisible, autour de chaque groupe fini une clôture infranchissable, enfin entre ces diverses réalités un lieu de contact et un mode de communication? De toutes ces imaginations la mathématique nouvelle alïranchit la philosophie, elle constitue la science de l'univers par le libre jeu de l'aclivilé intellectuelle; elle fait correspondre à l'idée
1. Élh. V, 23, Schol., I, 266 et suiv. : Ir. Appulin., p. 628.
2. Éth. Y, 22, I, 266; tr. Appulin., p. G2ô. Cf. Spinoza et ses contemporains. Revue de Métapliy.-iique, 1906, p. 40.
.3. Éth. I, 1."), .S'c/i. et LcUrc XII (2U) {loc. cit.'.
4. Lettre XII (2l}) et Éth. III. 8, I, 132; tr. Appuhn., p. 271.
.5. Éth. I, lo, Sch., I, 53 « iiiateria ubique eadeni est, aec partes in eadem i distinguunlur, nisi quatenus materiain diversimode affectam esse concipiinus; ; unde ejus partes modaliter tantum distinguuutur non autem realiter ». Cf. Lettre ÎV, à IL Oldenburg; II, 11,
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simple la définition première, qui est un point de départ pour une synthèse nouvelle, d'où dérive un système plus étendu de définitions, jusqu'à ce que le tout de la réalité puisse être ramené à l'unité '. La juxtaposition des êtres matériels à travers les différentes parties de l'espace, qui servait de base au mécanisme, se résout donc dans l'intuition du malhématisme, c'est-àdire, dans leur connexion intime au sein d'une étendue indivivisible qui est l'essence intelligible, Valtribul, de la substance divine.
Par la substance de Spinoza il ne faudra donc rien entendre d'autre que la réalité même, prise dans son intégralité et dans son unité. L'unité de la substance garantit que nul obstacle ni dans la nature des choses ni dans la nature de l'esprit ne surgira pour arrêter l'essor delà science intellectuelle. L'univers tout entier est intérieur à chaque intelligence; chaque intelligence porte en elle, comme la loi constitutive de son activité, le principe de l'adéquation entre l'idée et Y idéal \ il suffit de réfléchir sur la vérité même de la connaissance pour apercevoir que la fécondité de la méthode s'étend à l'infini, que l'homme est capable de se joindre du dedans à la totalité de la nature, à l'unité de Dieu. Le mathématisme intellectuel de Spinoza conduit à ce résultat que V Éthique s'achève avec l'affirmation absolue de la liberté.
LE MONISME DE SPINOZA
93. — Nous pouvons conclure : chez Spinoza comme chez Malebranche, le cartésianisme aboutit à une liaison étroite de la mathématique et de la théologie; mais cette liaison a chez l'un et chez l'autre une signification toute diflerente. Déjà, Descartes avait compris qu'une science où l'expérience ne servait qu'à poser les problèmes et à suggérer les solutions, où l'établissement définitif de la vérité était réservé au seul développement de l'activité intellectuelle, réclamait la garantie d'un Être qui fût à la fois la raison parfaite et la puisssance infinie, qui pût ainsi avoir adapté à l'univers créé les facultés naturelles de la créature. Seulement, il s'était trop souvent contenté d'invoquer
1. Réf. Int. § 49, I, 30; tr. Appuha., p. 268 : ■< Scopus... est claras et distinctas habere ideas, taies videlicet, qu.-e ex pura meate, et non ex fortuitis motibus corporis faclœ sint. Deinde onines ideœ ad unam ut redigantur, conabimur eas tali modo concatenare et ordinare, ut mens nostra, quoad ejus fieri potest, referai objective formalilatom naturœ, quoad totain et quoad ejus partes ».
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les qualili's que l'on ne peut manquer do conférer au Dieu des religions tradilionnelles *. Au juj^enienl de Spino/a " le Dieu d'Abraham, d'Isaac el de Jaeob », (Mîlui (jui communi([uait avec Moïse face à face, est le Dieu de l'imai^ination. I.e Dieu, qui parle esprit à esprit comme il parlait au Cdirist*, est (pour reprendre encore les expressions du Mémorial de Pascal) le Dieu (< des philosophes et des savants ». Il se définit par l'exip^i'wcc dont la science et la philosophie ont fait la condition même de la vérité; il est la source commune d'où dérivent à la lois le système total des idées, et l'objet de ce système total; il est l'unité radicale de rintelligence infinie qui est lintégralité du savoir, et du mouvement infini qui maintient à travers les incessantes transformations des phénomènes, l'identité d'aspect de l'univers; il est la productivité éternelle de cette infinité d'essences qui expriment la réalité, qui débordent de toutes parts les limites de notre horizon humain — productivité à laquelle pourtant il nous a été donné de participer en quelque mesure puisque nous sommes capables de poser le parallélisme de Val tribut-pensée et de Vattribul-étendue. Et c'est pourquoi, au lieu d'intervenir comme le Dieu de Malebranche afm de justifier du dehors la dualité irréductible entre la science des essences intelligibles et la science de l'univers réel, le Dieu de Spinoza permet d'approfondir et de confirmer du dedans la perfection et l'unité de la science humaine.
En définitive, par delà l'inspiration de Descartes, par delà les dogmes de la théologie, lintellectualisme de Spinoza tend à réaliser le rêve que faisait Platon lorsqu'il demandait à l'âme de se faire tout entière intelligence pour recevoir la vérité, comme le corps doit se redresser tout entier pour que l'œil reçoive la lumière. Au-dessus du discours auquel étaient asservis le calcul, ou la géométrie prise dans son sens « ordinaire », au-dessus de la Siavo-.a, Platon plaçait le domaine de l'intelligence pure, la vôr^m:. Mais, en voulant s'aiïranchir des hypothèses sur lesquelles s'appuient les disciplines particulières, la vôt,<7'.ç platonicienne dépassait les limites de la science positive, et retournait aux spéculations méta-mathématiques des Pythagoriciens.
La Géométrie de 1637 offre au rationalisme la base technique que le platonisme ne possédait pas ^. Dans VÉthique la science
1. Hamelin, op. cit. chap. xv : Les attributs de Dieu, p. 217 et suiv.
Theol. Pol. I ; I
3. Peipers a remarqué que, pour la détermination purement intellectuelle des figures géométriques, telle que Platon parait l'avoir conçue, les meil-
deTélendue, à la fois développée jusqu'à devenir la science de la réalité et spiritualisée jusqu'à devenir une science d'idées pures, est capable d'élever l'homme qui la conçoit et qui la pratique au sommet de cette « vie unitive », dont on faisait le privilège des âmes extraordinaires aux heures rares de l'enthousiasme et du ravissement, qui apparaît maintenant fondée dans l'expérience et dans l'intelligence de l'univers total, qui participe à la solidité et à la continuité de la pensée mathématique.
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94. — RI. Grosjean cite un jugement remarquable d'Arthur Hannequin sur Spinoza : « C'est peut-être le seul exemple d'une doctrine religieuse que n'ébranle en rien la ruine de toute la construction métaphysique qui l'enveloppe'. » Ce qui est vrai de la doctrine religieuse est vrai aussi de la doctrine scientifique, pour cette raison môme que science et religion s'identifient suivant Spinoza dans l'unité de l'esprit. Jamais philosophie ne se refusa plus que ne le fit VÉlhique à l'imagination des hypothèses qui combleraient les lacunes du savoir; jamais philosophie ne fit un tel effort pour ne rien retenir que Torganisalion effective de la pensée. Le système des relations intelhgibles est unique par cela seul qu'il est total, et il constitue ainsi l'unique et totale réalité.
Or, ce qui a permis au spinozisme d'atteindre à une telle conception de la vérité, c'est qu'il est appuyé sur une technique qui semblait parfaitement transparente à l'intelligence et capable en même temps d'épuiser la réalité. Seulement, les remarques critiques de Leibniz l'ont déjà fait pressentir, ces caractères sont, aussi pour une part, liés à l'étroitesse de la base que fournissait la géométrie analytique. Dans l'évolution de la philosophie mathématique le moment du spinozisme mérite plus que tout autre de retenir notre attention, parce que l'intellectualisme de la pensée moderne s'y dégage avec ses traits essentiels de liberté et de fécondité illimitées. Il s'explique pourtant que ce ne soit qu'un moment, qu'après Spinoza des problèmes nou-
leurs exemples seraient fournis par la géométrie analytique de Descartes, Die Erkenntnisstheorie Plato's, Leipzig, 1874, p. 594, n. 1. Cf. Gomperz, Les Penseurs de la Grèce, tr. Reymond, t. 11, p. 503, et Natorp, Platos Ideeenlehre,[. 1903, p. 420.
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veaux se soient posés, auxquels le spinozisnie n'apporlail pas de solution.
De CCS problèmes nouveaux, on trouverait Cacilement l'indication dans V Ethique elle-même. En elVet, c'est un caractère dominant du spinozisme, comme du malcbranchisme, que rintelleclualilé de l'étendue conduit à Dieu, parce que l'étendue est une totalité infinie de relations intérieures. Mais l'infinie grandeur de l'espace a pour contre-partie l'infinie petitesse de ses éléments, et Spinoza entrevoit cette conséquence : suivant le Scholie du lemme VII de la deuxième partie de V Éthique, un individu quelconque, el la nature entière dans son individualité, comporte une infinité de degrés de composition'. Quelles seront alors les parties élémentaires qui constituent l'individu? sur ce point, Spinoza se dérobe : « Atque haec, si animus fuisset de corpore ex profcsso agere, prolixius explicare et demonstrare debuissem ^ » Les allusions contenues dans sa correspondance avec Tschirnhaus^ permettent de présumer que sa doctrine de la matière et du mouvement n'a jamais été complètement arrêtée. Peut-être cherchait-il, comme faisait Leibniz vers la même époque, dans des conceptions inspirées par le conatus de Mobbes % le moyen de comprendre la résolution d'un système naturel en une infinité de parties. Mais précisément l'instrument technique lui manquait, qui a manqué à Hobbes, que Leibniz devait conquérir par la suite et employer pour la rénovation de la philosophie universelle.
Peut-être même, cette limitation des ressources scientifiques, qui marque la date du spinozisme dans l'évolution de la philosophie mathématique, s'explique-t-elle si Ton fait état de la position singulière que Hobbes occupe à cet égard. Avec la notion du conatus, Hobbes saisit le mouvement à l'état naissant,
I -l-à-dire sur un espace et dans un temps les plus petits qui suK'nt donnés; il lui assigne une situation et un nombre, et le représente par un point ^; il paraît devancer ainsi les conceplioiis les plus profondes de la mécanique moderne '^. Mais cette anticipation, si elle fait honneur à la perspicacité du philosophe,
tr. Appuhn., p
■2. Ibid., p. 92 et 162.
o. Lettre LX (64), II, 21-3; et LXXXIII (72), du 1.5 juillet 1676, II, 2:37.
i. Lasswitz, Geschichte der Atomistik vom MiUelalter bis Newton, Hambourg et L'ipzig, t. II, 1890, p. 466 et suiv.. et llannequin, La première philosophie de Leibniz. Études, t. II, 1908, p. 81.
• i. De corp. II, et 15 § 2, éd. Molesworth, op. lat., t. I, 1836, p. 177.
ti. Cf. Lasswitz, op. cit., t. II, p. 214 et suiv.
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n'entraîne aucun progrès pour la science elle-même; le conatus est simplement ce qu'il n'y a pas d'intérêt à diviser, parce qu'au-dessous de cette limite on n'a plus à tenir compte de la quantité. Pour que l'intuition du conatus fût susceptible d'être mathématiquement maniée, pour que le rapport entre l'élément de temps et l'élément d'espace pût être déterminé, nous savons par l'histoire ultérieure qu'il fallait s'engager plus avant dans la voie que l'école de Galilée avait frayée, et chercher une expression analytique des relations entre infiniments petits. Dans ce sens.YAi'ithmetica infinitorum de Wallis, publiée en 1655, réalisait un progrès important. Or, Hobbes lut, étudia l'ouvrage. Mais, les dissentiments personnels ajoutant à sa prévention naturelle', il ne vit rien dans l'œuvre de Wallis sinon un défi aux lois de la logique : puisque l'induction exige l'énumération préalable de tous les cas particuliers *, elle est incapable de s'étendre à une série illimitée de termes; en raisonnant par induction sur l'infini, Wallis ajoute de nouvelles absurdités à toutes celles dont l'infini avait été déjà l'occasion. Personne, ose écrire Hobbes en 16G0, n'a rien vu de plus honteux que Y Arithmétique des Infinis^.
La même absence d'intérêt à l'égard du calcul nouveau se rencontre chez Spinoza, et cela est d'autant plus remarquable qu'il n'appartient pas à la même génération que Hobbes. Disciple et non rival de Descartes, il est affranchi du préjugé qui avait fait méconnaître à Hobbes la portée de la Géométrie de 1637, et maintenir la supériorité de la géométrie synthétique sur l'arithmétique et sur l'algèbre*. Seulement en vertu même de l'intellectualité de l'algèbre il se croira tenu de renfermer le domaine de la pure intelligibilité mathématique dans les bornes de l'analyse proprement algébrique; et c'est pourquoi, pas plus que Descartes ou que Malebranche, il n'arrive à faire descendre l'infini du ciel sur la terre. Quand Spinoza insiste, particulièrement dans la lettre à Louis Meyer% sur l'existence des grandeurs incommensurables, son but est uniquement de rabaisser
1. Kôhler, Studien ziir Natiirphilosophie des Th. Hobbes, Archiv fiir Geschichte der Philosophie, t. XYI, 1903, p. 79.
2. >< Inductioiie autern demonstrare non est, nisi ulii particularia omnia enumerantur, quod hic est iinpossibile. Examinatio et emendatio Mathematicœ hodiernœ, Dial. VI, éd. Molesworth, Op. lat., t. IV. ISi."), p. 179. Cf. Cassirer. Das Erkenntnisproblcm, 2' édit. p. .o4 et suiv.
3. Ibid., p. 178 et suiv. — Pour l'œuvre de Wallis, vide injra, § 109.
4. Examinatio, Dial. III. Cf. Ilaunequin, La philosophie de Hobbes, Études t. I, 1908, p. 141 et suiv.
r^. Lettre XII (29), II, 44.
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le nombre à n'(>tr(\ coininc la mesure et comme U; temps, qu'un auxiliaire de l'imagination, et d'écarter ainsi les objections classiques contre l'infini actuel. La relation de l'incommensurabilité et de l'infinité ne conduit à aucune étude directe et positive. Comme on le voit dans la seconde partie de V Éthique^ Spinoza, se bornant à retenir la constance des rapports de juxtaposition spatiale, la constance des rapports de vitesse ou de mouvement, définit la permanence de l'individualité parla similitude de soi-même à soi-même*, sans mettre cette relativité de la forme en connexion avec la conception que l'on doit se faire de rétendue élémentaire.
Une lacune demeure dans le système ; et, pour que cette lacune soit comblée, il faudra que la pensée humaine franchisse une étape nouvelle, qu'elle agrège V infinitésimal au domaine de la science exacte.
1. Lemme à la suite de la prop. XIII, particulièrement le lemme V, I, 90; et tr. Appuhn., p. loi).
CHAPITRE IX LA DÉCOUVERTE DU CALCUL INFINITÉSIMAL
Section A : L'antiquité.
ZENON d'ÉLÉE et ARISTOTE
95. — Il est remarquable que, pour retrouver la plus ancienne trace de la pensée infinitésimale, nous devions nous adresser, dans Tétat actuel de notre information, non aux mathématiciens chez qui elle paraît avoir été présente — soit Démocrite qui a le premier énoncé le théorème de relation entre le volume du cône et celui du cylindre ', soit les Pythagoriciens qui ont découvert et manié les grandeurs irrationnelles — mais au penseur qui semble bien avoir été l'adversaire de ces mathématiciens, à Zenon d'EIée. Lorsque Zenon formule Targument de la dichotomie^ lorsqu'il fait ressortir la nécessité pour le iuobile de parcourir avant la ligne tout entière la moitié de cette ligne, puis la moitié de cette moitié, et ainsi de suite à l'infini^, il conçoit suivant l'observation de Zeuthen^ la série
îy-(i)'
1. Cf. Un traité de géométrie inédit d'ArchiinèdCytTad. Th. Reinach, préambule, Rev. Gén. des Sciences, 30 novembre 1907, p. 614.
2. IIpw-o: [)>ÔYOç] 6 TCEpl to-j iatj y.iVEÎaÛa'. oià to Ttpôîepov Et; to y}[j,ic-j oeïv àçtxî'ffôa'. TÔ ç£pô|i£vov r, irpô; -.ô té).o;. (Arist., Phys., VI, 9, 239" 11.)
3. Histoire des mathématiques dans Vantiquité et le moyen âge, trad. Mascart, p. 54.
il applique à une longueur quelconque prise comme unité l'opération mentale qui est constitutive de cette série.
Que d'ailleurs une pareille opération soit toute naturelle, qu'elle manifeste la loi de l'activité rationnelle, c'est ce qui ne fait plus de doute depuis le xvii*^ siècle. A Bayle qui aiguise l'ironie de son bon sens au spectacle des paradoxes de la géométrie des indivisibles, tels que la découverte de figures d'une longueur infinie égales à des espaces finis, Leibniz répond : « Il n'y a rien de plus extraordinaire en cela que dans les Séries infinies, où l'on fait voir que
2 + ^ + g + ^g + 32, etc.
est égal à l'unité '. »
Aussi rien n'atteste mieux la différence de structure entre la pensée antique et la pensée moderne que l'usage fait par Zenon d'Élée de cette même série qui était destinée à devenir le modèle de la clarté intellectuelle. Entre ses mains, elle est une arme dialectique et destructive; elle met en déroute les premières spéculations des mathématiciens sur les relations dans l'espace ou dans le temps, en interdisant à l'esprit humain d'obtenir l'intelligence d'une quantité totale par la mesure de ses parties. Et en etîet pour le réalisme d'un Éléate c'est la représentation de la totalité des termes, et non la régularité de la loi de formation, qui peut assurer l'existence de la série. Il faudrait donc expliciter et saisir dans l'intuition spatiale tous les membres de la progression géométrique dont la somme équivaut à la ligne tout entière. Or les ressources de l'imagination s'épuisent à la poursuite de cette représentation ultime qui serait nécessaire pour parfaire la ligne à décomposer. Un mobile qui aurait à parcourir toutes les divisions d'une ligne n'arrivera jamais à la parcourir tout entière.
96. — De cette proposition peuvent se tirer deux conséquences contradictoires, qui ont été toutes deux attribuées à Zenon d'Élée :
1. Philos. Sc/i;-., Gerhardt (que nous désignerons dans la suite par G), t. IV. p. 370. Voir aussi Lettre à Foucher, de janvier 1692 : (G., I, 40-3). « Le P. Grégoire de S. Vincent, traitant de la somme d'une multitude infinie des grandeurs qui sont en progression géométrique décroissante, a montré fort pertinemment autant que je m'en puis souvenir, par la supposition même de la divisibilité à l'infini, combien Achille doit avancer plus que la tortue, ou en quel temps il la devrait joindre si elle avait pris les devants. >• Cf. Opm geometricuin quadraturse circuU et sectionum coni, Anvers, 1647. Lib. II, De progressionibwi geometricis, Scholie de la prop. 87, p. 101 et suiv.
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riiiio que le mouveinenL n'existe pas, Taulre (iiic; Texislence du niouvemeul réfuie riiypoUièse d'une i)luralilr dibconlinue d'éléments. Mais nous laisserons de côté, comme inutile à notre objet, le problème délicat de choisir, en l'absence de témoignages péremptoires, entre ces deux interprétations. Nous n'en retiendrons que l'élément commun, le principe en qui se résume l'argument de la dichotomie^ c'est-à-dire la séparation radicale de deux formes d'intuition qui paraissaient inséparablement unies dans la notion de l'espace : d'une part la représentation de la ligne totale, d'autre part la représentation des parties élémentaires. L'expérience spatiale apprend h passer des parties qui sont données au tout qui est à reconstituer, en juxtaposant un nombre fini de lignes finies; elle nous enseigne ainsi les lois de la mesure. Mais la réciproque de cette opération, qui semble la plus aisée et la plus naturelle du monde, se trouve n'être pas vraie dans les conditions où les anciens posaient le problème ; il est impossible, en partant de la connaissance d'une ligne donnée et à l'aide d'un procédé aussi simple que la dichotomie, de terminer la résolution en parties élémentaires.
La dissymétrie surprenante qui éclate ainsi au cœur de l'intuition spatiale marque les bornes de la logique des anciens, qui appuie toujours le raisonnement sur la nature de l'objet représenté. Aussi le prétendu sophisme de Zénori ne sera-t-il jamais réfuté. Arislote ne comblera pas le fossé creusé par la dialectique de l'éléatisme; il se contentera d'en parcourir les deux bords. D'un côté, puisqu'il n'est pas possible à l'esprit de parcourir une infinité de termes, il professera que la constitution de la science est liée ù la position d'une limite. D'un autre côté, à la science en acte de l'univers en acte il opposera la virliialilé d'un devenir qui apparaît indéterminé et illimité. De ce dernier point de vue s'expliquent les « locutions toutes modernes » que Moritz Cantor relève chez Aristole : « L'iniini n'est pas un état stable, mais la croissance elle-même, et le continu c'est la qualité des parties consécutives de posséder l'une et l'autre le même aboutissant par lequel elles se touchent' ». Moritz Cantor ajoute : « Ne croirait-on pas se trouver en lace de l'introduction d'un traité de calcul infinitésimal? » Seulement il faut bien voir que ces formules ne sont d'aucun usage pour les mathématiques, ni même pour une science positive ; elles appartiennent à un traité de physique qui porte au plus haut point le caractère d'une méla-
I. Bibliothèque du Coagrès international de Philosophie, t. III, 1901, p. 6. Cf. Canlor, \\ p. 204.
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physique. La divination d'Aristote, qui aurait donné le moyen de poser le problème scientifique, ne sert en fait qu'à montrer l'impossibilité de le résoudre. S'il y a lieu de faire intervenir la pensée d'Aristote dans le domaine de l'infinitésimal, c'est que l'autorité de son génie encyclopédique et classificateur consacre pour des siècles le traité de partage qui abandonne le discret et le fini aux combinaisons de la science, qui réserve aux spéculations de la métaphysique la virtualité du continu et de l'infini.
ARCHIMÈDE
97. — D'autant que la géométrie grecque demeure assujettie dans la théorie à la loi de cette équilibre, il est plus instructif de suivre dans la pratique le mouvement de Tintelligence pour tourner cet obstacle factice. Déjà ce mouvement était dessiné dans les premières tentatives pour résoudre le problème de la quadrature du cercle. Assurément Bryson d'Héraclée avait tort de croire quil suffisait de constater que la surface du cercle est intermédiaire entre le polygone inscrit et le polygone circonscrit, pour conclure que la surface du cercle est la moyenne arithmétique de ces deux surfaces '. Mais que l'on prenne pour ce qu'elles valent les considérations dont procède cette conclusion, et le passage va s'ouvrir d'une argumentation suspecte de sophistique à la mathématique proprement dite. On ne traitera plus comme équivalentes toutes les grandeurs intermédiaires entre deux figures données; on mesurera l'écart de ces figures, on le fera diminuer progressivement. Si on double sans cesse le nombre des côtés des polygones réguliers qui sont ou inscrits ou circonscrits au cercle, leur surface se rapproche sans cesse de la surface du cercle, et la différence devient plus petite que n'importe quelle quantité donnée.
Ainsi se constituera une science nouvelle, qui à l'aide d'inégalités décroissantes fournit de l'égalité une approximation aussi étroite que l'on voudra. Ainsi se constituera une logique de Vinégalité, dont les géomètres du x" siècle ont dégagé les principes avec une irréprochable netteté. Leur méthode, appelée méthode d'exhaustion, est exprimée dans le premier théorème du X*" livre des Éléments : « Étant données deux grandeurs inégales, si on retranche plus de la moitié de la plus grande, puis plus de la moitié de la quantité restante, et toujours ainsi, le reste de la
1. Voir les textes recueillis par Brandis Scholia in Aristotclem (1836), 211' 9 et suiv. et 306» 5. Cf. Canlor. l\ p. 203.
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plus ij;Tande des quantités données sera plus petit que la plus petite de ces quantités '. » La démonstration du tliéorèmc; rej)ose sur une très remarcjuahle propriété introduite à titre de définition dans le V livre des Eléments, et qui joue, comme Hilbert Ta lait voir^ un rôle fondamental dans la structure de la géométrie: ^< Deux grandeurs sont dites comporter un rapport lorsque, étant multi[)liées, elles peuvent se dépasser lune l'autre. » Aoyov e/eiv -sbç aXXrjXa pisY^'J'l XÉYSTat, i'. oûvxTat :ToXÀ7.7rÀ7.(7'.ai^oij.îvx àXX-/^Xa)v
&7t£pé/£tV ^.
La subtilité logique des Grecs semble ainsi avoir triomphé des obstacles que leur rigueur logique avait suscités. Grâce à une ruse tactique le sens et la portée de Targument ont été comme retournés. Poiu' recomposer un mouvement total, il fallait posséder un élément initial, et la dichotomie montrait l'impossibilité de fixer cet élément initial. Au contraire, que l'on ait devant soi une diflerence entre deux grandeurs données, que Ton enlève à cette dilTérence sa majeure partie, puis au reste sa majeure partie, suivant un rythme visiblement imité du procédé de la dichotomie, la répétition illimitée de l'opération permettra d'approcher autant que l'on voudra d'une solution exacte du problème. La même démarche de pulvérisation intellectuelle, qui avait créé un abîme entre l'intuition du mouvement total et l'intuition des parties de l'étendue, apporte une justification logique à la série des théorèmes qui concernent les surfaces circulaires ou les corps ronds.
98. — Mais il faut comprendre de quel prix la victoire devait être achetée. L'artifice par lequel les créateurs de la méthode d'exhaustion. Antiphon et Eudoxe, avaient réussi à adapter la dialectique discursive de Zenon à l'exposition des découvertes qui étaient nées du développement direct de la science mathématique, détourne l'attention du progrès intérieur de l'esprit pour la porter sur la forme externe de l'exposition. L'inconvénient n'était pas seulement de superposer au problème résolu par l'intelligence un second problème qui ne concernait que le discours; il était encore, sinon pour les maîtres eux-mêmes, du moins pour les disciples qui s'initiaient à la recherche par l'étude de leurs œuvres, de subordonner nettement l'intelligence au discours.
De là les deux aspects sous lesquels il convient d'envisager la
Déf. IV, ibid., t. II, 1884, p
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pensée d'Aichimède. Nul, certes, ne perle plus haut la puissance de rabstraclion intellectuelle. Archimède ramène les problèmes de quadrature ou de cubature a la détermination d'une aire ou d'un volume compris entre deux sommations de surfaces ou de volumes élémentaires. Ces sommations elles-mêmes, il les fait reposer sur des relations qui, prises en soi, sont d'ordre analytique. C'est ainsi par exemple que dans le Traité des Colloïdes et des Sphéroïdes^ il fait intervenir l'inégalité suivante, tirée des propriétés depuis longtemps connues des progressions arithmétiques,
"^hOi -i- 2/2 + 3/2 + . . . + nh(^-^^^±^h.
Une telle formule ouvre la voie à ce que Zeuthen appelle une intégration véritable ^. Si on fait tourner une parabole autour de son axe, on engendre le corps qu'Archimède nommait conoïde parabolique. Je trace des plans perpendiculaires à l'axe et équidistants, je détermine une série de volumes élémentaires auxquels je peux inscrire ou circonscrire une série de cylindres de même hauteur. Le volume du conoïde parabolique sera compris entre deux sommes de cylindres, les uns circonscrits, les autres inscrits; il est loisible de faire en sorte que la difiérence de ces deux sommes soit équivalente au plus grand cylindre circonscrit, et, la hauteur de ce cylindre étant d'ailleurs indéterminée, il peut devenir plus petit qu'une quantité donnée*.
Ce n'est là qu'un premier pas : dans le traité de la Quadrature de la Parabole, Archimède substitue à cet élément qui demeure homogène à la figure totale un élément qui a une dimension de moins que le tout; l'étude d'une surface se ramène alors à la considération des lignes que l'on peut tracer dans cette surface. Ayant ainsi franchi les bornes de l'intuition géométrique, Archimède dépasse le domaine de la géométrie elle-même. Pour résoudre un problème de quadrature, il fait appel à des considérations de statique, « dune statique tout intellectuelle » suivant l'expression curieuse qu'emploie ici Monlucla*. Il a, par exemple, à comparer un segment parabolique
1. Archimedis Opéra, Éd. Heiberg, t. I, 1880, p. 290. Voir l'étude de Heiberg sur les progressions arithmétiques chez Archimède, dans les Quœstiones Archiinedeœ, 1879, p. 51 et suiv.
Ibid., p
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<'l un liian^lc; il conçoit un levier idéal dont le point fixe est choisi (1(^ telle manière que chacune des droites tracées dans le triangle suivant une certaine direction fasse équilibre à chacune des droites parallèles prises dans le segment et supposées transportées à une distance déterminée du point fixe. La somme de ces droites écpiivaudra de part et d'autre aux figures qu'il s'agit de comparer; la dislance respective de leurs centres de gravité au point fixe du levier permettra de mesurer le rapport des surfaces '. Il serait difficile de j)ousser plus loin le génie inventif, et Archimède a pleine conscience que sa méthode n'est pas un expédient de fortune, qu'elle est un procédé général de découverte. Après la publication du Traité de la Quadrature de la Parabole, qui en avait fourni pourtant un exemple probant, il écrit un nouveau traité — celui qui vient d'être retrouvé par Schone et Ileiberg — afin de mieux faire comprendre la féconditédela méthode, afin de la recommander aux savants «actuels ou futurs - ».
Mais le tableau a sa contre-partie : dans la Préface du Traité de la Méthode, Archimède semble refuser à la méthode qu'il a préconisée pour l'invention la vertu démonstrative. Il promet de reprendre, à l'aide de la « méthode géométrique » et montrant en détail qu'à chaque théorème les procédés de l'exhaustion peuvent s'appliquer, les propositions dont la « méthode mécanique » lui avait pourtant fait apercevoir la vérité avec certitude. Et ce contraste est plus accentué encore dans la partie de l'œuvre qui était connue au moyen âge et dont Tinfluence s'est exercée directement pour la renaissance de la mathématique moderne, en particulier dans le Traité de la Quadrature de la Parabole : la méthode d'invention y est nettement subordonnée à la méthode d'exposition, le souci d'éclairer, comme dit Lacroix '\ à celui de convaincre. De sorte qu'à travers tout le cours du xvii'= siècle, ceux qui s'ouvriront la « voie véritablement royale * » de l'intégration se heurteront à l'autorité du nom d'Archimède, comme au dogme officiel d'une Église.
i. Éd. Heiberg, t. II, 1881, p. 300 et suiv. Voir l'exposition de Milhaud, Le traité de la méthode d'Archimède, Revue scientifique, 3 octobre 1908, p. 418, et Nouvelles Études..., p. 138.
Revue générale des Sciences, 30 novembre 1907, p
3. Préface du Traité du calcul différentiel et intégral, 2° édit., 1810, t. I, p. 2. Cf. la Logique de Port-Royal (1662), IV, ix, Premier défaut [de la méthode des géomètres] : Avoir plus de soin de la certitude que de l'évidence, et de convaincre l'esprit que de l'éclairer.
4. C'est l'expression que Torricelli applique à la méthode de Cavalier! dans le De dimensione parabolse, p. 36. Opéra geometrica, Florence, 1644.
Section B. — La géométrie des indivisibles et l'algoritlime leibnizien.
VIÈTE et KEPLER
99. — L'examen des œuvres de Vièle, de Kepler, de Cavalieri monlre par quels degrés la pensée des modernes a repris possession de la pensée directrice d'Archimède. V'iète se borne à une suggestion, profonde dans sa concision, mais qui demeure perdue pour les contemporains. Au chapitre xviii du recueil Varioriim de rébus mathematicis responsonim, intitulé : Polygonorum circulo ordinale inscriptorum ratio ', Viète, sans prétendre dissiper les difficultés philosophiques de la quadrature du cercle, étend nettement aux rapports d'ordre irrationnel la considération de l'infini qu'Archimède avait appliquée dans l'ordre rationnel à la quadrature delà parabole. Nous ne retiendrons ici que le résultat auquel il arrive-, et qui consiste à
donner l'expression de - par le produit infini
C0S-7T- . COS-p- . COS-5- . . .
c'est-à-dire
v/|\/l(^-\/DVK'-\/K'-v/|
Kepler, dans la Nova sfereometria doliorum vinariorum (1615), ne se propose qu'un problème de géométrie pratique : déterminer la forme des tonneaux qui ont pour une même ligne de jauge la capacité maxima. Pour la solution de ce problème il reprend la géométrie des corps ronds; mais il ajoute aux solides connus des anciens une série de corps nouveaux, qui sont engendrés par la révolution du ne section unique autour d'une ligne quelconque relative à la courbe, et qu'il désigne par les expressions familières de pommes, de citrons, etc. La caractéristique de cet ouvrage, c'est l'usage de la méthode directe; délibérément Kepler la substitue à la méthode d'Archimède,
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qui est à SOS yeux une mcHliodc de rrduclion h l'ahsurde. T)às le d(''l)ut il voit dans le cercle une infinité de triangles (jui ont chacun pour base un point de cette circonférence : Circuli B G circiimferenlia partes habei iotidem, rjiiol puncta,pula infînilas^ ; la (piadrature du cercle consistera donc à déterminer la surfac(î du Iriang-le total qui a j^our hase le nombre infini des points de la circonférence. C'est de là qu'il s'élèvera par intuition à la solution approximative de problèmes de plus en plus compliqués, indiquant au passage, et sans démonstration, quelques-uns des principes les plus féconds de la mathématique infinitésimale; en particulier celte proposition, connue déjà de Nicolas Oresme au xvi'' siècle -, qu'aux environs de leur m«a;//rî«/?2 les variations des grandeurs sont insensibles : Circa maximam vero idrinque circumslanles décrémenta habent initia insensibilia '.
On comprend que la hardiesse de Kepler à s'autoriser des résultats obtenus par Archimède pour rompre avec la philosophie classique de la science, ait déconcerté les géomètres formés à l'école des anciens. Anderson, qui fut l'éditeur d'un ouvrage posthume de Viète, répondit au Supplemenlum ad Archimedem par les Vindiciœ Archimedis (1616). Il n'admet pas que Kepler prenne pour point de départ ce qu'Archimède a mis tout son génie à établir au terme d'une démonstration laborieuse. On peut conclure Téquivalence d'une courbe comme la circonférence avec une droite de longueur déterminée; mais on ne peut pas identifier dès le début d'une recherche un cercle et une infinité de triangles, sans contredire aux lois de l'intelligence : Quœ mens capiat hiijusmodi Métamorphoses '"?
Il convient d'ajouter que cette fin de non-recevoir semblait confirmée par les approximations, les aveux de lacunes dans la démonstration, que Kepler multipliait au cours de sa Nova stereometria. C'est pourtant à la Nova stereometria que se rattache le traité systématique où un savant tout nourri de l'esprit de Galilée prétend, non plus ajouter aux résultats connus d'Archimède, mais « promouvoir » la géométrie elle-même : Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota (Bologne, 1635).
I 1. stereometria Archiinedœa Th. II, Opéra omnia, éd. Fritsch, t. IV, Francfort Î18C3, p. 5.57.
CAVALIERI
100. — Il y a une grande difficulté à suivre les détails techniques d'un ouvrage où l'auteur posait des problèmes nouveaux, et les étudiait à l'aide d'une méthode nouvelle, créant un langage sans y joindre d'ailleurs de symboles appropriés. « Si l'on donnait des prix d'obscurité, dit Maximilien Marie S Cavalieri aurait dû emporter sans conteste le premier. » Pour ce qui concerne du moins la pensée fondamentale de la géométrie des indivisibles, dont nous avons à nous occuper ici, les quelques explications qui vont suivre permettent d'en appeler de la sévérité de ce jugement.
Les méditations de Cavalieri ont leur origine dans une réflexion théorique sur la genèse des figures géométriques. Du point de vue où l'on se place d'ordinaire, le cylindre est engendré par un parallélogramme, le cône par un triangle. Mais alors une anomalie se présente : la surface du triangle est la moitié de la surface du parallélogramme de même base et de même hauteur, le volume du cône est le tiers du volume du cylindre. Pour résoudre la difficulté qu'il a découverte, Cavalieri propose une nouvelle conception de la génération des solides, toute conforme à l'esprit qui dominait les recherches infinitésimales d'Archimède. Le cylindre et le cône auront même proportion que leurs éléments générateurs si, au lieu de les considérer comme coupés en hauteur suivant l'axe, on les considère comme coupés parallèlement à la base par des plans équidistants^. De ce principe théorique va surgir une technique nouvelle; les problèmes de quadrature et de cubature consisteront à composer les surfaces ou les solides à l'aide de ces éléments caractéristiques qui sont fournis par les sections parallèles à la base, et à déterminer ainsi le rapport de grandeurs inconnues à des grandeurs connues. Prenons l'exemple classique de la proposition xxiv du livre Fig. 7. II 3. Dans le parallélogramme AC EG
(fig. 7) nous menons la diagonale EG; nous allons considérer d'une part dans le triangle AEC les
i. Histoire des Sciences mathcmatiqucs, t. lY, 1884, p. 90; cf. Cantor, Bibiio- Ihèiiue du Congrès de 1900, op. cil., p. 14.
P. 78. cf. Zeulhen, op. cit.. p
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ilroilcs parallèles à AC Lellos que UT, d'aulre pari les transversales du paialléloi^ramine lelles que RV; nous cherchons à déLerniiner le rapport entre les (carrés respcielil's de toutes ces droites prises ensemble. Traçons la médiane BF; pour abréf^'cr, désignons, comme le lait Zeuthen, RT par a;, TV par t/, AC par a ou 26, ST par z. Nous avons
x=^b-\-z, y =^b — z ; x--h y- sera 26- -h 2z-.
Or voici la remarque fondamentale du calcul des indivisibles : les X constituent le triangle ACE ; les y constituent le triangle CEG, lesr constituent les deux triangles BCM et EFM, les 6 le parallélogramme ABEF. Si nous désignons les carrés des x par le symbole [ACE], les carrés des y par [CEG], les carrés des z par [BGM]+ [FEM], les carrés des h par [ABEF], nous obtenons pour o-^-h y^^ 26- -4- 2r- la forme suivante :
[ACE] + : GEC] = 2[ABFE] + 2 [BCM] + 2 [FEM] qui se réduit à : 2[ACE] =:2[ABFE]-t-4[BCM] ou [ACE]=:[ABFE] + 2[BCM].
ABFE étant la moitié du parallélogramme ACGE,
[ABFE] = |[ACGE];
d'autre part, le triangle BCM étant semblable au triangle ACE de côtés doubles, le rapport de [BCM] et de [ACE] est exprimé par la puissance troisième de 2; [ACE] = 8[BCM]. De l'équation
[ACE] = y [ACGE] + 7 [ACE] va se tirer l'expression finale :
[ACE] = |[ACGE].
Cette expression, qui fournit la démonstration d'un théorème d'énoncé purement géométrique, donne la forme de Vintégrale définie :
X^dx rrr ô f' •
Mais celte forme ne se trouve naturellement pas dans la Geomelria promota. Cavalieri n'aborde pas d'une façon directe le problème de l'intégration, en ce sens qu'il ne détermine pas une
grandeur totale par rapport à ses parties élémentaires : infiniment petits ou, comme dit Cavalieri, indivisibles. Au contraire, et suivant les expressions de M. Marie, « l'évaluation d'une somme finie d'éléments infiniment petits se trouve remplacée par celle du rapport de deux sommes infinies d'éléments finis, en nombre illimité ». M. Marie ajoute : « cette préférence s'explique aisément...; les éléments finis des termes du rapport peuvent être figurés, tandis que les éléments infiniment petits de la somme ne pourraient pas l'être^ ». La remarque est importante pour nous, parce qu'elle indique à merveille ce qui faisait la valeur proprement scientifique de la géométrie nouvelle, et ce qui devait donner prise aux critiques du dogmatisme philosophique.
La méthode de comparaison permet d'éliminer dans les calculs la considération de l'infini, qui a été utilisée pour poser les termes du problème. Cavalieri s'exprime sur ce point avec une netteté parfaite : « Dum consideroomnes lineas, velomnia plana alicujus figurse, me non numerum ipsarum comparare, quem ignoramus, sed tantum magnitudinem quœ adsequatur spatio ab eisdem hneis occupato, cum illi congruat, et quoniam illud spatium terminis comprehenditur, ideo et earum magnitudo est terminis eisdem comprehensa, quapropter iUi polest fieri additio, vel subtractio, licet numerum earumdem ignoremus; quod sufficere dico, ut illa sint ad invicem comparabilia -. »
Mais comme, faute de posséder l'instrument analytique qui l'en eût pu libérer, Cavalieri s'est maintenu sur le terrain de l'intuition géométrique, inévitablement il soulevait le problème dont il voulait écarter la considération. L'imagination ne peut pas s'arrêter sur ces éléments de comparaison, sans chercher à se représenter, en même temps que ces éléments, la figure totale qu'ils composent, sans exiger de voir comment ces éléments se comportent par rapport au tout qu'ils constituent. La question classique de la composition du continu s'impose donc à Cavalieri, malgré Cavalieri lui-même. De là le spectacle singulier que présente la Préface du VIL livre. Après avoir protesté encore une l'ois que sa méthode ne l'oblige nullement à composer le continu à l'aide d'indivisibles, Cavalieri reconnaît que son langage n'est pas exempt d'obscurité; il lui appHque mêmel'épithète de diirior, que Newton rendra fameuse en la reproduisant dans ses Principes; et, pour rassurer la conscience des techni-
i. Op. cil., t. IV, p. 53.
Liv. II, p
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cions qui le lisent, il inlroduil mu' inélliode nouvelle, .-inVaneliie (le toute considération d'inlini, en ce sens (pie les indivisiljles seront pris non plus collectivement, mais distrilnilivenienl ' .
101. — La dualité, d'ailleurs tout extérieure et tout a[)parentede ces exposés, manifestait rinslabilité de l'érpiilibre où se tenait encore la g-éoniétrie nouvelle; elle aui^nienlail ainsi les scrupules des philosophes. Guldin, cpii appliquait avec succès les méthodes d'Archimèdc sur le terrain de la mécanique, est sûr. d'avoir le bon sens pour lui, quand il reproche à Cavalier! d'avoir « renversé », au lieu de l'étendre, la Géométrie des Anciens. Il lui suffit d'invoquer en quelques brèves formules la notion fondamentale de l'homogénéité, qui ne permet pas de composer la moindre surface avec une multitude de lignes, si grande soitelle, qui interdit également le passage du fini à l'infini -.
La réponse de Cavalieri était techniquement la meilleure de toutes, puisqu'il apportait, comme le fait observer Marie *, la solution des difficultés qui avaient arrêté Guldin. Philosophiquement elle eût été satisfaisante si Cavalieri s'était borné à confronter avec les objections de Guldin la clarté intrinsèque de ses propres principes. Malheureusement, il n'a pas résisté à la tentation de se placer, lui aussi, sur le terrain de l'imagination vulgaire, sans prendre garde que la grossièreté et l'inexactitude évidente des comparaisons auraient nécessairement pour effet de rendre suspecte la légitimité du calcul des indivisibles. Si l'on nous dit que les surfaces sont comme des toiles formées de
j fils parallèles, les solides comme des livres formés de feuilles parallèles '\ comment n'apercevrions-nous pas que l'on contredit deux fois à la réalité, en dépouillant ces fils ou ces feuilles de
1 leur épaisseur, et d'autre part en en réunissant une infinité dans
( une portion finie de l'espace?
1. « Quoad continui autem coinpositioneni manifestum est ex prœostensis ad ipsum ex indivisibilibus componendum nos minime cogi, solum enim continua sequi indivisibilium proportionem, et e converso, probare intentum fuit... Tandem vero dicta indivisibilium aggregata non ita pertractavimus ut infi- Ditatis rationeui. propter infinitas lineas, scu plana, subire videntur, sed quatenus finitatis quandam conditiouem et naturam sortiuntur, ut propterea et augeri et diminui possint... si ita prout diffinita sunt accipiantur. Sed his nihilominus forte obslrepent Philosophi, reclamabuntque Geometrœ, qui purissimos veritatis latices ex clarissimis haurire fontibus consuescunt sic objicientes : Hic dicendi modus adhuc videtur subobscurus, durior quam par est evadit hic omnium linearum seu omnium planorum conceptus. »
2. Voir dans la seconde partie de \a.Centrobarytica publiée à Vienne en 1642, les pages 340-342.
Op. cit., IV
4. Exercitationes gcometricœ sex, Bologne, 1647, I, IV et V, p. 3-4.
Les difficultés que nous soulèverions ainsi n'atteindraient pourtant pas la vraie pensée de Cavalieri; car il a toujours repoussé l'interprétation dogmatique du calcul des indivisibles, où la totalité des plans serait identifiée sans réserve au solide. La représentation de Finfinité des indivisibles est, pratiquement, pour la technique de la géométrie, équivalente à la représentation du continu; mais, si l'on insiste, si Ton prétend qu'il y a autre chose dans le continu que dans la somme des indivisibles, il suffira, pour résoudre la difficulté, de passer du point de vue statique au point de vue dynamique^ comme Souvey venait déjà de le faire dans son Tractatus de Ciirvi et recti proportione (Padoue, 1630) ^ Que Ton considère le mouvement par lequel une ligne droite tourne autour d'une de ses extrémités, on obtiendra pour chaque instant du temps la description d'un point de la circonférence, pour la totalité des instants la totalité des points, pour la totalité du mouvement la totalité de la ligne ^.
De quelque façon d'ailleurs que Ton se représente la connexité manifestée par l'intuition entre les indivisibles, linéaires ou superficiels, et la figure totale à deux ou trois dimensions, il demeure que dans le maniement du calcul des indivisibles le mathématicien n'a nullement à faire intervenir l'infini sous une forme positive et métaphysique. L'essentiel de la méthode est dans la comparaison des éléments générateurs, qui permet de traiter chaque figure, plane ou solide, « in ratione omnium suorum indivisibilium collective et (si in iisdem reperiatur una qusedam communis ratio) distributive ad invicem comparatorum ' ». Si l'on fait de plus appel à la considération de leur infinité, c'est uniquement afin de ne pas avoir à tenir compte de leur nombre. L'infini serait donc pour Cavalieri une considération d'ordre négatif; il joue dans la géométrie nouvelle le rôle d'auxiliaire que les algébristes attribuent aux racines « inexprimables » de leurs équations, sur lesquelles ils effectuent des multiplications et des divisions \
1. Voir la page de Souvey, cités par Vivanti dans II concetto d' inÇ.nitesimo e la sua applicazione alla matematica, Mantoue, 1894, p. 92 et suiv.
Ex. I, p
4. Ex. III. p. 202 : Cf.. entre autre passages de Leibniz, la lettre à Varignoa publiée dans le Journal des Savants en 1702 : « Si quelqu'un n'admet point des lignes infinies et infiniment petites à la rigueur métaphysique et comme des choses réelles, il peut s'en servir sûrement comme des notions idéales, qui abrègent le raisonnement, semblables à ce qu'on appelle racines imaginaires dans l'Analyse commune ». Math. Schr., Ed. Gerhardt (que nous désignerons dans la suite par M) IV, 92.
Le dernier mot de Cavulicri consiste à séparer les problèmes techniques dont ses difl'érentes méthodes ont apporté la solution, et les ffuestions piiilosophiciucs sur lesquelles il peut y avoir lieu à discussion et à polémique; il écrit avec quelque mélancolie : « in his enini jurgiis, et dispulationibus potius philosophicis quam geometricis milii i'cre semper aîgrotanli, nequaquam quod superest tcmpus inanitcr terendum essecenseo' ».
102. — Ainsi, c'est une lé<^ende de faire naître les recherches infmilésimales parmi les brouillards d'une métaphysique impénétrable; au contraire Tavènement de la géométrie de Cavalieri marque une victoire de ce qu'il faut appeler déjà V esprit posilif. Les mathématiciens n'ont plus d'hésitation sur la légitimité du calcul des indivisibles ni sur la vérité de ses conclusions. Que l'on ouvre le de Dimeiisione paraholce et le de Solido aciito hyperbolico de Torricelli, on y verra se mêler à la pitié pour la pauvreté et la stérilité de la méthode des anciens l'enthousiasme pour la méthode nouvelle, « méthode véritable de la démonstration scientifique, apparentée à la nature elle-même » : Veriis est demonstrandi modus scientificus, semper directus et ipsi natiirse germanus-. La fécondité de l'abstraction intellectuelle se manifeste par les conclusions inattendues qui en ressortent. Aux dernières pages de ses Exercitationes'\ Cavalieri avait résolu le problème suivant : « Solidum infinité longum sequale fînito per indivisibilia facile exhibere. « A son tour Torricelli reprend la démonstration de Cavalieri : « Non solum ipsum Theorema inexcogitatum et, ut ita dicam, paradoxicum erit, sed etiam demonstrandi ratio inusitata, et penitus nova'^. »
Or, chose remarquable, ces paradoxes de la géométrie nouvelle soulèveront la résistance des penseurs qui ont été, eux aussi, les précurseurs du positivisme, mais peut-être en ce sens surtout qu'ils en ont devancé la défiance systématique à l'égard des théories novatrices. Gassendi multiplie les sarcasmes à l'égard de Cavalieri et de Torricelli, de ces abstracteurs qui se croient tout permis : « Profectoproinde, utsuumillud Regnum, in quo tam miranda, jucundaque excogitant, tueantur, id
Up. cit., p
cavent ne aut materise quidpiam inlermisceant... aut admittanl continuLim ex indivisibilibus quasi ex quibusdam partibus numéro finilis componi'. » Dans les notes de son article sur Zenon de Sidon, Bayle relève Y « observation ingénieuse » de Gassendi, et l'exemple qu'il a donné « de la vanité des prétendues démonstrations des mathématiciens », pour en faire un des points d'appui de son scepticisme mathématique. Il y joint de longs extraits de la lettre contre la Géométrie des indivisibles, adressée par le chevalier de Méré à Biaise Pascal.
L'article de Bayle, les autorités qu'il invoque, déterminent le caractère de la crise que le calcul des indivisibles ouvre dans la pensée du xvii^ siècle, et dont Pascal a été le théoricien. 11 ne s'agit pas de prendre parti pour ou contre la raison; c'est, au contraire, après qu"'on a rejeté l'idéal scolastique de déduction universelle, après qu'on a montré l'impuissance de l'homme à réaliser l'idéal de la méthode parfaite où toutes les notions seraient définies, où tous les principes seraient démontrés, que Ton se heurte, sur le terrain même que l'on a choisi, au mépris et à l'ironie de 1' « esprit fort ». Voici l'accueil que Méré fait aux idées de Pascal sur Vinfini de petitesse : « Ce que vous m'en écrivez me paraît encore plus éloigné du bon sens que tout ce que vous m'en dîtes dans notre dispute... Je vous apprends que, dès qu'il entre tant soit peu d'infini dans une question, elle devient inexplicable, parce que l'esprit se trouble et se confond. De sorte qu'on en trouve mieux la vérité par le sentiment naturel que par vos démonstrations-. » Or, selon Méré, plus atomiste que Gassendi lui-même, le sentiment naturel n'accorde aucune place à l'abstraction mathématique distincte de la réalité physique. Pascal ne commence-t-il pas par reconnaître que « quelque petit que soit un espace, on peut encore en considérer un moindre, et toujours à l'infini, sans jamais arriver à un indivisible qui n"'ait plus aucune étendue^ »? Dès lors, si le géomètre pose, comme élément de son calcul, un indivisible, il n'a pas le droit de le traiter comme un minimum, à plus forte raison comme un néant d'existence. Le bon sens de Méré rejettera donc tout ce qui dans le calcul des indivisibles est en opposition, soit avec les règles ordinaires de l'arithmétique,^ par exemple cette proposition qu' « un indivisible multiplié autant de fois qu'on voudra est si éloigné de pouvoir surpasser
Œuvres, t. II, Amsterdam, 1692, p
3. Réflexions sur Vesprit gêomélrique. Pensées et opuscules, 5' édit., 1909, p. 174.
une ('tondue, ((u'il ne peut former (fu'un seul cl unique indivisible ' » — soil avec les lois de la rcprcsen talion spatiale, par exemple « ce lang-ag-c des indivisibles, la somme des lignes ou la somme des plans... qui semble ne pas Ctre géomélrique à ceux qui n'entendent pas la doctrine des indivisibles, et qui s'imaginent que c'est pécher contre la géométrie, que d'exprimer un plan par un nombre indéfini de lignes'^ ».
A quoi Pascal répond j)ar une sorte de raisonnement expérimental : <( S'il était véritable que l'espace fût composé d'un certain nombre fini d'indivisibles, il s'ensuivrait que deux espaces, dont chacun serait carré, c'est-à-dire égal et pareil de tous côtés, étant doubles l'un de l'autre, l'un contiendrait un nombre de ces indivisibles double du nombre des indivisibles de l'autre. Qu'ils retiennent bien cette conséquence, dit Pascal à ses adversaires, et qu'ils s'exercent ensuite à ranger des points en carrés jusqu'à ce qu'ils en aient rencontré deux dont l'un ait le double des points de l'autre, et alors je leur ferai céder tout ce qu'il y a de géomètres au monde*. »
103. — La raison intervient donc ici pour établir la contradiction inhérente à l'atomisme géométrique; mais cette fonction toute négative épuise ses ressources. De deux notions qui lui sont également inaccessibles, elle en discerne une qui est contradictoire et par conséquent fausse, elle ne sera pas capable de démontrer que l'autre est nécessairement vraie. Seule une expérience spécifique, comparable à l'œuvre expérimentale du physicien ou encore au sentiment du chrétien sous l'action de la grâce, permet de rétablir les vrais principes de la science dans une sphère supérieure au domaine de la raison. Kt de là, dans la philosophie mathématique de Pascal, l'alliance d'un certain positivisme et d'un certain mysticisme, qui a séduit plus d'un de nos contemporains. Une division infinie est chose incompréhensible puisqu'elle échappe à toute représentation directe ; pourtant il est vrai de dire qu' << il n'y a point de géomètre qui ne croie l'espace divisible à l'infini. On ne peut non plus l'être sans ce principe qu'être homme sans âme* ».
La notion mathématique de l'indivisible n'est pas, à propre-
1. P. 182. L'indivisible est, en raison de cette propriété, assimilé au zéro de l'arithmétique qui est, dit Pascal « un véritable indivisible de nombre comme l'indivisible est un véritable zéro d'étendue >- (p. 18-3).
2. Lettre de M. DettonvUle à M. de Carcavi du 10 décembre 1659, Ed. Bossut, La Haye, 1779, t, V, p. 247.
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ment parler une idée; elle est, si l'on ose ainsi parler, une pensée du cœur. « Nous connaissons la vérité, non seulement par la raison, mais encore par le cœur; c'est de cette dernière sorte que nous connaissons les premiers principes, et c'est en vain que le raisonnement qui n'y a point de part, essaye de les combattre... Et c'est sur ces connaissances du cœur et de l'instinct qu'il faut que la raison s'appuie, et qu'elle y fonde tout son discours. (Le cœur sent qu'il y a trois dimensions dans l'espace, et que les nombres sont infinis; et la raison démontre ensuite qu'il n'y a point deux nombres carrés dont l'un soit double de l'autre) ^ » Dans l'application de la notion d'indivisible aux problèmes d'intégration le cœur intervient encore — ou ce qu'on appelle aujourd'hui Vinluition quand on entend désigner une vue implicite et synthétique, par opposition à la représentation intuitive proprement dite qui s'exerce directement sur l'objet donné dans l'expérience. Tandis que la méthode dexhaustion, pratiquée par les anciens dans l'exposé démonstratif de leurs découvertes infinitésimales, porte sur les figures elles-mêmes, telles qu'elles s'offrent au regard, la méthode des indivisibles substitue à une figure donnée une somme d'une infinité d'éléments qui ont une dimension de moins. Cette substitution, scandaleuse pour ceux qui sont profanes ou hérétiques en matière de géométrie, paraît toute simple et naturelle à ceux qui ont l'intelligence de la géométrie; ils n'aperçoivent entre la méthode des anciens et la méthode de Cavalieri (ou de Roberval) d'antre diiférence que la façon de parler. La première représente et exprime complètement la chose; la seconde use de sous-entendus : « Quand on parle de la somme cVune multitude indéfinie de lignes, on a toujours égard à une certaine droite, par les portions égales et indéfinies- de laquelle elles soient multipliées. Mais quand on n'exprime point cette droite (par les portions égales de laquelle on entend qu'elles soient multipliées), il faut sous-entendre que c'est celle des divisions de laquelle elles sont nées, comme en l'exemple... où les ordonnées ZM du demi-cercle étant nées des divisions égales du diamètre, lorsqu'on dit simplement la somme des lignes ZM, sans exprimer quelle est la droite par les portions de laquelle on les veut multiplier, on doit entendre que c'est le diamètre même, parce que c'est le naturel : et si on les voulait multiplier par les portions d'une autre ligne, il le faudrait alors exprimera » Ce sous-entendu w qui ne peut blesser les per-
Lettre de il, Dettonville, loc. cit. p
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sonnes raisonnaljles quand on l(;s a une l'ois averties » suffit pour dégager la pratiijue géonuHri(iU(^ d(^ renil)arras où la « timidité » des aneiens l'avait jetée, |)our constituer une méthode de découverte directe et féconde; il permet à Pascal de résoudre des problèmes qui supposeraient chez un savant moderne l'usage iVintéf/rales doubles '.
Enlin, si Ton a, suivant l'expression remarquable de Pascal dans VArl de Persuader, assez d'imagination pour comprendre les hypothèses de la géométrie, la démonstration suit, et les conséquences qui en découlent doivent être acceptées, quelque répugnance qu'y éprouvent notre prétendu bons sens et notre prétendue nature. Le parallélisme est étroit entre les paradoxes de la géométrie nouvelle et les absurdités apparentes du christianisme. Immédiatement après s'être mis à genoux, avoir prié Dieu de lui soumettre l'esprit et le cœur du libertin, Pascal écrit : « L'unité jointe à l'infini ne l'augmente de rien, non plus qu'un pied à une mesure infinie. Le fini s'anéantit en présence de l'infini, et devient un pur néant. Ainsi notre esprit devant Dieu; ainsi notre justice devant la justice divine. Il n'y a pas si grande disproportion entre notre justice et celle de Dieu, qu'entre l'unité et l'infinie » Dans les notes jetées pour une conférence à Port-Royal, on trouve cette suite d'idées : « Incompréhensible. — Tout ce qui est incompréhensible ne laisse pas d'être. Le nombre infini. Un espace infini, égal au fini. — Incroyable que Dieu s'unisse à nous^. »
LA DÉCOUVERTE LEIBNIZIENNE
104. — L'exemple de la géométrie des indivisibles, qui est le calcul infinitésimal à sa naissance, permet au génie de Pascal de dégager une thèse que la philosophie actuelle nous a rendue familière ; le conflit à l'intérieur de la pensée est entre des facultés qui sont également étrangères à la raison : d'une part, « puissances trompeuses « des sens, de l'imagination, de la coutume; d'autre part, puissances supérieures de l'instinct, du sentiment, de la foi. L'étude du moment historique auquel appartient la philosophie mathématique de Pascal est donc importante pour l'éclaircissement de questions qui sont discutées aujourd'hui. Le finitisme de Renouvier, qui reprend à plus de vingt siècles
1. Voir Marie, op. cit., IV, 189 et suiv., particulièrement p. 22.5.
Pensées, ï" 3, sect. 111, fr
3. Ibid., f 322, sect. VII, fr. 430. Cf. Revue de Métaphysique, lOO.j, p. 680.
de distance rargumentation de Zenon dElée, n'est-il pas de nature à montrer la fixité, mais anssi la fragilité, des bornes que le bon sens, l'exigence du donné représentatif, prétendent imposer à l'essor scientifique? Par contre, ï Intuition, qui refuse de se laisser enfermer dans les cadres du discours explicite, qui anticipe sur l'analyse et sur la logique, n'a-t-elle pas seule le pouvoir d'assurer l'équilibre de la science parce que seule elle a le privilège de maintenir le contact entre le progrès de la pensée et la nature des choses?
Techniquement, la question se pose de la façon suivante : la divination qui permet de substituer un élément linéaire à un élément superficiel, de traiter une aire comme une somme de droites, renferme-t-elle ce qu'il y a de proprement éclairant et agissant dans les principes du calcul infinitésimal? les formes directes et abrégées de la géométrie des indivisibles empruntées par Pascal à Cavalieri ne diffèrent-elles de ce qui deviendra l'expression des notions fondamentales dans le discours de la science achevée que par des abréviations conventionnelles du langage? ou au contraire le parti pris de dégager tout ce qui est impliqué dans une vue synthétique de l'esprit, si directe et si féconde qu'elle apparaisse à celui qui s'y appuie, d'expliciter chaque élément et de lui trouver une expression adéquate, ne va-t-il pas avoir pour conséquence de reculer les limites de la science, et ne tendrait-il pas à établir qu'il appartient à l'intelligence de libérer le dynamisme intérieur de la pensée sur lequel les sous-entendus de l'anticipation intuitive avaient laissé un voile, de lui restituer toute sa capacité de progrès?
A cette question, que l'histoire pose, la réponse est d'une singulière précision.
Une dizaine d'années après la mort de Pascal, Huygens prêtait les écrits de Dettonvilleà un jeune Allemand qui venait d'arriver à Paris, Gottfried Wilhelm Leibniz. En lisant le Traité des sinus du quart de cercle, raconte plus tard Leibniz, « j'y trouvai une lumière que l'auteur n'avait point vue ^ «. Voici le passage qui fut l'occasion de cette illumination, où est l'origine du calcul différentiel. Pascal énonce la proposition suivante : « Soit ABC un quart de cercle (fig. 8), dont le rayon AB soit considéré comme axe, et le rayon perpendiculaire AC comme base; soit D un point quelconque dans Varc, duquel soit mené le sinus DI sur le rayon
1. Fragment desliaé au marquis de l'Hospital. M, II, 239. Cf. Historia el origo calculi dijferentiaUs 17.54, M, V, 399. Les principaux textes relatifs à l'influence de Pascal sur Leibniz ont été réunis par Gerhardt (G. R. de l'Acad. des Se. de Berlin, 1891, p. 1033 et suiv.).
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AC; el la touchaiile I)K, dans larjuelle soient })ris les /joinls K où l'on voudra, d'où soient menées les perpendiculaires VAX sur le rayon AC : Je dis que le rectangle compris du sinus DI el de la touchante KE, est égal au rectangle compris de la portion de la hase {enfermée entre les parallèles) et du rayon AB. » La démonslralioii est immédiate si Ion considère les " triangles rectangles el semblables DIA, EKE. langlc EEK ou EDI étant égal à l'angle DAI » ». Seulement la proposition ainsi démontrée n'est, aux yeux de Pascal, qu'un lemme destiné à établir ce théorème que « la somme » des perpendiculaires élevées sur la base, ou, comme dit Pascal, « des sinus d'un arc (juelconque du quart de cercle, est égale à la portion de la base comprise entre les sinus extrêmes multipliée par le rayon ». La
considération du triangle EKE n'est donc qu'un emprunt de la géométrie des indivisibles à la géométrie ordinaire, un moment de la preuve qui ne survit pas à rachèvement de la démonstration.
Au contraire Leibniz considère ce triangle EKE pour luimême. Les points E ayant été pris « où l'on voudra », les côtés du triangle peuvent devenir aussi petits que Ion voudra; mais, alors même qu'ils deviennent inassignables, ils demeurent parfaitement déterminés par la similitude du triangle inassignable EKE au triangle assignable DIA. Or cette détermination subsistera, en dehors du cas particulièrement simple où la normale au point de contact est un rayon du cercle. Il suffit d'expliciter les éléments des deux triangles, inassignable et assignable, pour apercevoir ce qui était demeuré caché à Pascal « les yeux fermés par une espèce de sort- » : la possibilité de traiter comme un élément caractéristique de la courbe le triangle constitué par une partie infiniment petite de la tangente, et les portions infiniment petites des parallèles à l'abscisse et à l'ordonnée. La considération du « triangle caractéristique » est le premier pas lait par Leibniz en dehors de la méthode vulgaire des indivisibles. Au point de vue théorique cette considération permet de rétablir l'homogénéité, rompue en apparence par les sousentendus de Cavalieri, entre les éléments des sommes et les sommes elles-mêmes ; la surface sera composée de petites
Ed. Bossut. t. V, p
2. Brouillon de lettre pour Jacques Bernoulli, 1703. M, III, p. 72 et suiv.
surfaces, comme la ligne de « petites lignes », ou le corps de corpuscules. En même temps s'introduit dans le domaine de l'infiniment petit la notion du rapport; or, tandis que Timage de l'indivisible est incapable d'exactitude, la forme de similitude, n'étant nullement liée à telle ou telle grandeur donnée, se conserve dans le passage du fini à l'infinitésimal, comme elle subsistait dans le passage du rationnel à l'irrationnel ^ De là résulte la fécondité technique de la méthode; il est à noter seulement que les résultats obtenus alors par Leibniz étaient déjà connus de Huygens, et qu'on les trouvait pour la plupart dans l'exposition de la méthode des tangentes que Barrow avait publiée en 1670 sur les instances d'un ami qui paraît n'avoir été autre qu'Isaac Newton ^
A ce premier progrès s'en relie naturellement un second; puisque le passage est ouvert de Vêlement différentiel à la somme totale, il peut indifféremment s'effectuer dans un sens ou dans l'autre. Leibniz rencontre ainsi le problème dont l'indication était donnée au troisième volume des Lettres de Descartes ^ : le problème de de Beaune ou problème inverse des tangentes; il reconnaît du môme coup l'analogie de ce problème avec les problèmes soit de quadrature, soit de rectification de courbes, auxquels s'étaient appliquées jusqu'ici les méthodes d'intégration.
105. — Ces vues générales ne sont encore que des préparations à l'étape décisive. La représentation spatiale à laquelle était astreinte la méthode de Barrow pour les tangentes répugne au génie de Leibniz qui se porte irrésistiblement vers ce qui est le plus général et le plus clair. Les éléments nouveaux qui ont été introduits dans la mathématique devront recevoir une traduction logique, suivant le plan de Caractéristique universelle qui est le motif conducteur de la carrière philosophique de Leibniz '\ Or l'instrument de la traduction se trouvait ici tout forgé : c'est cette géométrie cartésienne dont les Roberval et les Pascal paraissaient avoir si singulièrement méconnu la portée. « Il est bien remarquable, écrit Comte, que des hommes tels tjue Pascal, aient fait aussi peu d'attention à la conception fondamentale de
1. Lettre à Tschirnhaus, in Briefwechsel mit Malheinatikern, Ed. Gerhardt, 1899, t. I, p. 408.
Cf. Lectiones Geomelricai, Londres, 10° leçon p
3. Ed. Clerselier, 1667. Lettre LXXI, dn 20 février 1639 à M. de Beaune, p. 412. {AT, II, 514). Voir l'écrit de juillet 1676, intitulé Methodus tamjcnlium inversa, in Briefwechsel, éd. Gerhardt, t. I, p. 201.)
4. Voir sur ce point la Logique de Leibniz, par Louis Couturat, 1901, notamment p. 84 et suiv.
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Descaiios, sans prcssonlii- nullonient la rrvoliilion jj^L-m'-rale <|irelle élail nôcessairenienl dcsliiu-f à produire dans le système entier de la science mathématique. Cela est venu de ce que, sans le secours de l'analyse transcendante, cette admirable niélhode ne pouvait réellement encore conduire à des résultats essentiels, (jui ne juissent être obtenus presqu'aussi bien par la méthode géométrique des anciens*. » L'exemple de Leibniz permet de compléter, et jusqu'à un certain point, de retourner la remarque de Comte : pour que l'analyse transcendante put se constituer, il fallait commencer par se mettre à l'école de Descaries ; et c'est ce que Leibniz déclare expressément avoir fait sur le conseil de Iluygens. La connexion entre lalgèbre et la géométrie élémentaire lui servit de modèle pour V intellectualisation de la géométrie infinitésimale : « Ce que j'aime le plus dans ce calcul, écrit-il à Iluygens, c'est qu'il nous donne le même avantage sur les anciens dans la géométrie d'Archimède, que Viète et Descartes nous ont donné dans la géométrie d'Euclide ou d'Apollonius, en nous dispensant de travailler avec l'imagination -. »
De fait, dans la Nova melhodus pro maximis et minimis de 1684, Leibniz paraît bien avoir voulu imiter la simplicité et la généralité des pages où Descartes expose au troisième livre de la Géométrie la théorie générale des équations. Le trait distinctif de la méthode nouvelle est d'avoir exprimé sous forme analytique tous les éléments du problème de façon à faire corres-
Y)jc . (Ix
pondre au rapport tt— des quantités finies le rapport j- des
quantités infinitésimales, et à obtenir ainsi le passage intelligible d'une équation ordinaire à l'équation différentielle : « Edita; vero haclenus methodi talem transitum non habent, adhibent enim plerumque reclam ut dx vel aliam hujusmodi, non vero rectam dy quœ ipsis DX, DY, dxesi quarla proporlionalis, quod omnia turbat... » L'explicilation de tous ces éléments permet d'établir un calcul de différences et de sommes, dont Leibniz énonce les règles dans l'ordre même où Ton expose les règles de l'algèbre : Règles pour les quatre opérations de V arithmétique, interprétation des signes, différenciation des puissances et des racines. La conclusion est l'avènement d'une science générale : « Ex cognito hoc velut Algorithmo, ut ita dicam, calculi hujus, quem voco differentialem , omnes aliœ œqualiones differentiales inveniri
1. Cours de philosophie positive, 6'- leçon, t. I, 1830, p. 237, note.
2. LeUrc du 29 décembre 1691. .V, II, 123 et Bricfwechsel, i. I, p. 683.
possunt per calculum communem, maximœque et minimee, itemque tangentes haberi, ita ut opus non sit tolli fractas, aut irrationales, autalia vincula, quod tamen faciendum fuit secundum methodos hactenus éditas'. »
La crise ouverte dans la pensée du xvii" siècle par la géométrie des indivisibles est résolue, mais dans un sens opposé à celui qu'avait indiqué Pascal. Au lieu de faire de la crise elle-même une sorte d'état chronique, de prétendre justifier la rupture d'équilibre qu'une invention audacieuse a introduite dans la structure de la science par un appel à des facultés d'ordre mystérieux et transcendant, Leibniz compte sur l'intelligence ellemême pour compléter son œuvre, pour dégager et mettre en pleine clarté les points que les rapides et fugitives illuminations du génie ont d'abord laissés dans l'ombre, pour réunir enfin toutes les articulations du système dans le courant continu et intégral de la pensée. C'est à cette conception philosophique que Leibniz doit d'avoir posé le problème de V algorithme nouveau, puis, une fois résolues les difficultés techniques, d'avoir créé pour exprimer la solution une notation excellente, plus complète que celle de Newton, enfin d'avoir dégagé la portée de l'invention avec une netteté qui paraît irréprochable tant du moins qu'il ne s'est pas soucié d'adapter son langage au réalisme irréductible de sa métaphysique : « Au lieu de prendre les grandeurs infinitésimales pourO, comme MM. Fermât, Descartes, et même Newton et tous les autres ont fait, avant que mon Algorithme des incomparables ait paru dans les Actes de Leipzig, il faut supposer que les grandeurs sont quelque chose, qu'elles diffèrent entre elles, et qu'elles soient marquées de différentes manières dans l'analyse nouvelle; car elles seraient confondues, si elles étaient prises pour des zéros. Je les prends donc, non
1. M, V. 222. Cf. l'article de 1686 : de Geonielria recondita et analysi indivisibilium atque infmitorum, ibid., 220 et suiv. ; et celui de 1692 sur la Chaînette (Journal des Savants) : « ... V Analyse des Infinis, qui est entièrement différente de la Géométrie des indivisibles de Cavaleri et de l'Arithmétique des infinis de M. Wallis. Car celle géométrie de Cavaleri, qui est très bornée d'ailleurs, est attachée au.\ figures où elle cherche les sommes des ordonnées; et M. Wallis, pour faciliter cette recherche, nous donne par induction les sommes de certains rangs de nombres : au lieu que l'analyse nouvelle des infinis ne regarde ni les figures, ni les nombres, mais les grandeurs en général, comme fait la spécieuse ordinaire. Elle montre un algorithme nouveau »;en particulier « au lieu des puissances ou des racines, elle se sert d'une nouvelle affection des grandeurs variables, qui est la variation même, marquée par certains caractères et qui consiste dans les diirérences, ou dans les différences des différences de plusieurs degrés, auxquelles les sommes sont réciproques, comme les racines le sont aux puissances. » M, V. 259.
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pas cornmo dos rions, ni inônio pour dos infiiiimenl potils h la riguoiir, mais |>our des quanlilés incomparablcmont ou indôlinimenl petilos, et plus que d'une grandour donnée, ou assijj^nable, inCôrieures à d'autres dont elles l'ont les dilTérences, ce qui rend Terreur moindre qu'aucune erreur assignable ou donnée et par conséquent elle est nulle ^ »
Mais pour cx|)liquer comment les difficultés (ocliniques ont été surmontées effectivement, avec quelle rapidité Leibniz a passé de ses premières réflexions théoriques à la découverte triomphale de 1675, nous ne pouvons nous contenter d'opposer philosophie à philosophie; nous devons insister sur un double progrès scientiliquc, dont Leibniz s'est trouvé le bénéficiaire. L'un, auquel nous avons eu occasion de faire allusion en parlant de la mélhode des tangentes de Harrow, a été accompli par les mathématiciens français de la généralicm au milieu de laquelle Pascal avait grandi; l'autre, dû en particulier aux mathématiciens qui travaillaient en Angleterre, est l'extension de travaux arithmétiques dont Pascal avait marqué la connexion avec le calcul des indivisibles dans une page qui fut publiée en 1665^. Nous avons donc à entreprendre une double élude : l'une sur l'invention des méthodes pour les tangentes, l'autre sur les opérations relatives aux séries infinies. Et, en même temps, comme il se trouve qu'historiquement cette étude conduit aussi bien à la méthode des fluxions qu'au calcul différentiel, elle aura l'avantage de mettre en évidence le caractère collectif de la pensée dont nous voulons suivre ici les étapes. La nécessité qui s'impose de décrire deux fois la genèse du calcul infinitésimal, comme celle de la géométrie analytique, est d'un singulier appui pour l'objectivité de cette psychologie de l'intelligence dont l'étude (lu développement scientifique doit préparer la constitution.
Section C. — De Fermât à Nevrton.
LES MÉTHODES POUR LES TANGENTES
106. — Peu de lignes sont aussi fameuses dans l'histoire de la pensée humaine que le court écrit envoyé par Fermât à Descartes au lendemain de la publication de la Géométrie : Methodus ad disquirendam maximam et minimam ■'. En voici le contenu : Je
1. Lettre aa P. Toiirnemire du 28 octobre 1714. Ed. Dutens, 1768, t. III, p. 442.
2. Œuvres. liJÛS, t. III, p. 366, el la note de Pierre Boutroux. Vide infra,
3. Fermât, OEmres, Ed. P. Tanncry-Ch. Henry, 1891, t. I, p. 133.
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pose l'équation du problème, je suppose que dans celte équation une quantité A est augmentée d'une certaine quantité que je représente par E; et je forme léquation en A + E. Le secret de la méthode est d'égaler alors ou, selon l'expression remarquable employée par Fermât, d'adégaler^ Téquation en A et l'équation en Ah- E. Après réduction, on annule la quantité auxiliaire E; et Ton obtient l'expression de A qui fournit le maximum ou le minimum cherché.
Soit une droite AC à diviser en un point B de telle manière que le rectangle dont AB et BC sont les côtés ait une aire maxima; ou, comme nous dirions aujourd'hui, soit un nombre à partager en deux nombres dont le produit soit maximum. Soit A une de ces parties, B leur somme ; leur produit sera A (B — A):= AB — A^ Je substitue A-h Eà A; j'obtiens l'équation
EB = 2AE + E
L'annulation de E fournit le résultat cherché; le produit maximum des deux parties de la quantité B est -j- . Méthode infaillible, ajoute Fermât, et susceptible d'être étendue à la plupart des plus belles questions. Il sera facile, en particulier, d'y ramener la détermination des tangentes des lignes courbes; dans un second écrit qu'il envoie à Descartes, il prend pour exemple la tangente à la parabole qui est menée d'un point de l'axe, en la considérant comme la distance maxima entre ce point et la parabole.
Si Fermât a eu la conscience la plus nette de la simplicité el
1. Cf. Ad eamdem melhodum. Ibid. p. 140. « Id comparo primo solido Aq. in B — Ac.
lanquam essent œqualia, licet rêvera œqualia non sint, et hujusmodi comparatioaem vocavi adaequalitatem, ut loquitur Diophantus (sicenim interpretari possum graecain vocem Ttap'.TÔTr,; qua ille utitur). » — Paul Tannery, loc. cit., p. 133, n. 1, fait remarquer que Xylauder et Bachet emploient l'expression adœqualltas pour traduire Trap-.TÔTr,:, qui siiînifie égalité approximative; il traduira lui-même d'ailleurs par appropinquatio. Diophant., Arithrn., Y, 14, Leipzig t, 1, 1883, p. 151.
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<lo la généralité do sa méthode, l'avenir a justifié sa confiance plus encore (ju'il ne i)ouvait le soujx-onner lui-même. Certes, et malgré l'auforité déjuges tels qu<; Lagrange, il y a exagération et injustice à considérer Fermât comme « le premier inventeur des nouveaux calculs ' »>. Sa méthode est loin de couvrir le champ des opérations qui procèdent des algorithmes de Leibniz ou de Newton. Du moins la pensée ditVérentielle est-elle tout entière dans la conception de ce symbole auxiliaire E qui intervient pour fournir une seconde expression du rapport des grandeurs correspondant au problème, qui pourtant n'est pas, à proprement parler, une grandeur déterminée, qui finalement est supprimé comme étant un zéro. Et cette pensée différentielle se livre à nous dans sa nudité, elle ne se réfère à aucune forme de la logique traditionnelle; ïadégalité déborde le cadre rigide du principe d'identité. Au moment même où elle retrouve des résultats rappelant les divinations d'Oresme et de Kepler sur les variations insensibles des augmentations ou des diminutions aux environs du maximum, la pensée de Fermât ne cherche pas d'appui dans une intuition spatiale; notamment, elle est tout à fait indépendante de la considération du mouvement et du temps où l'on a voulu voir 1 origine des notions différentielles. Elle est née sur le terrain de l'algèbre, elle procède de l'œuvre de Viète; elle applique aux problèmes de maximum on de minimum transmis par Pappus les lois de la transformation des équations-. Elle est une pensée abstraite qui suit le développement intérieur de l'intelligence et qui justifie la loi de ce développement par la solution des difficultés posées.
107. — L'originalité de la conception de Fermât est encore accentuée par la résistance de Descartes. L'auteur des Regulse ad directionem ingenii cherche en vain Vahsolu auquel il pourra rattacher comme à sa raison le procédé inventé par Fermât, la « notion claire et distincte » par laquelle se fera l'union de l'intelligence et de l'intuition. L'universalité à laquelle Fermât prétendait, il l'interprète dans un sens purement scolastique comme si la formule de la tangente à la parabole devait être la formule de la tangente à une courbe quelconque. Et même, dans le cas où la méthode de Fermât réussit à ses yeux, il n'y veut voir qu'un expédient, une application de la règle de fausse
1. Leçons sur le calcul des fonctions (1799-1801). Œuvres, Éd. Serret, t. X, 1884, p. 294. Cf. Mario, op. cit., ÏV, 93.
2. Œuvres, t. I, p. 147. Cf. C. R. Wallner, Entwickelungsgeschichtliche Momente bei Enstehuny der Infmitesimalrechnung, Bibliotheca Mathematica, III" série, t. V, 1904, p. 121.
posilion, « fondée sur la façon de démontrer qui réduit à l'impossible, et qui est la moins estimée et la moins ingénieuse de toutes celles dont on se sert en mathématiques ' ».
Selon Descartes la véritable méthode pour la résolution du problème est a priori; elle se déduit de la conception générale qui a inspiré la géométrie, comme un cas particulier de la conjonction entre la nature de la courbe et la forme de l'expression algébrique. Si l'on procède par ordre, si l'on considère la courbe la plus simple, qui est la circonférence, on s'aperçoit que la tangente y est déterminée d'une façon uniforme comme perpendiculaire au rayon. Or, conformément à cette « métaphysique de la géométrie- », que Descartes avait malencontreusement appliquée à la règle de Fermât, mais qui demeure pour lui le secret de l'invention mathématique, cette caractéristique de la tangente à la circonférence sera universalisée. La détermination de la tangente aux courbes en général se ramène à donner « la façon de tirer des lignes droites qui tombent à angles droits sur tel ou tel de leurs points qu'on voudra choisir. Et j'ose dire, ajoute Descartes, que c'est ceci le problème le plus utile et le plus général, non seulement que je sache, mais même que j'aie désiré de savoir en géométrie^ ».
La méthode générale de la solution est contenue dans la position même des termes du problème. Une courbe quelconque étant donnée, traçons d'un point intérieur à la courbe un cercle qui la rencontre au moins en deux points. A la courbe donnée et au cercle auxiliaire correspondent analytiquement deux équations; rapportées à un même système de coordonnées, elles auront au moins deux racines communes. Faisons décroître maintenant le rayon du cercle, deux des points d'intersection vont se rapprocher jusqu'à ce qu'enfin ils coïncident en un seul; en ce point le rayon sera perpendiculaire à la courbe et à la tangente par rapporta la courbe. Ce point de coïncidence joue donc le rôle de point limite; mais il est déterminé indépendamment de toute considération infinitésimale : c'est celui pour lequel les valeurs communes à l'équation de la circonférence sont égales, et la méthode des coefficients indéterminés fournira la solution algébrique du problème.
Ainsi pas un seul instant la pensée de Descartes ne s'est aventurée hors du domaine où intelligence et intuition se prêtent un
1. Lettre à Mcrsenne, datée, approximativement de janvier 1638, AT, t. I, p. 490.
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muliiol appui, où la corrospondanco est manifeste etlitl(M-ale en (|uel(pie sorte entre rali>èl)n' et la ^éonK^lrie. Mais précisément parce tprclle est assnjeltie aux lois de cette correspondance, l'application de la méthode demeure, de l'aveu final de Descartes lui-môme, restreinte et pénible.
108. — La même simplicité dans les principes, la même complication à pousser un peu loin les applications, apparaissent dans la méllwde mécanique que Roberval développait, concuremment d'ailleurs avec Torricelli. Voici comment, dans l'écrit rédigé sous son inspiration, Observations sur la composition des mouvements et sur les moyens de trouver les touchantes des lignes courbes, est présenté « l'axiome du principe d'invention » sur lequel repose la méthode de Roberval : <( La direction du mouvement d'un point qui décrit une ligne courbe, est la touchante de la ligne courbe en chaque position de ce point-là. » A quoi sont ajoutés ces simples mots : « Le principe est assez intelligible, et on l'accordera facilement dès qu'on l'aura considéré avec un peu d'attention, » De ce principe découle « la règle générale » que Roberval appliquera successivement aux « touchantes » des sections coniques, et à diverses lignes nouvelles : « Par les propriétés spécifiques de la courbe (qui vous seront données) examinez les divers mouvements qu'a le point qui la décrit à l'endroit où vous voulez mener la touchante : de tous les mouvements composés en un seul, tirez la ligne de direction du mouvement composé, vous aurez la touchante de la ligne courbe ^ »
Descartes qui réduisait l'intuition mécanique à l'intuition géométrique, ne voulut voir dans la méthode de Roberval qu'un déguisement de la sienne - ; il méconnut ainsi l'élément nouveau qu'ajoute à la considération du problème la décomposition du mouvement dont le mobile est supposé animé, en mouvements plus simples, et différant non seulement de direction, mais de vitesse. Que cette décomposition mécanique ne soit pas moins féconde pour le développement des procédés de différenciation que le rapprochement graduel des points d'intersection, c'est ce que l'exemple de Barrowet de Newton suffirait à prouver. Pour nous, du point de vue où nous sommes actuellement placés, elle apparaît surtout capable de faire mieux ressortir la connexion de cette pensée différentielle, qui se retrouve explicite ou voilée dans chacune des trois méthodes rivales, avec le cours même de
1. Mémoires de l'Académie Royale des Sciences, t. VI, 1730, p. 2o-25.
Lettre à Mersenne du 15 novembre 1638, AT, II
la nature. Roberval a eu le sentiment de cette connexion dans le passage même où il semble s'excuser d'avoir transporté le problème des tangentes hors du domaine de la mathématique proprement dite. « Elle n'est pas, écrivait-il à Fermât en parlant de sa méthode, inventée avec une si subtile et si profonde géométrie que la vôtre ou celle de M. Descartes et, partant, elle paraît avec moins d'artifice; en récompense elle me semble plus simple, plus naturelle et plus courte'. »
Dans son étude, clas Princip der Infinitesimal-Methode und seine Geschichle, Hermann Cohen a signalé- un passage fort remarquable d'une lettre que Laplace écrivait à Lacroix en 1792, sur l'exposition synthétique des diverses méthodes de calcul infinitésimal : « Le rapprochement des méthodes que vous comptez faire, sert à les éclairer mutuellement, et ce qu'elles ont de commun renferme le plus souvent leur vraie métaphysique; voilà pourquoi cette métaphysique est presque toujours la dernière chose que l'on découvre^. » La réflexion de Laplace s'applique avec d'autant plus de précision aux méthodes pour les tangentes que l'élément « commun » en est plus éloigné des données de la représentation. Dans la coïncidence des deux points où se coupent les courbes de Descartes, dans la détermination par Roberval de la direction de la vitesse des mouvements en un point donné, comme dans la notion de Yadégalilé qui est due à Fermât, c'est un même processus dynamique de l'intelligence qui est engagé; c'est le principe d'une logique nouvelle, que Leibniz portera à son plus haut degré de clarté et de généralité lorsque dans sa Justification du calcul des infinitésimales par celui de V Algèbre ordinaire (1702), il fera de la relation fondamentale mathématique, de l'égalité « un cas particulier de l'inégalité ^. L'inégalité (infiniment petite), écrit-il à Arnauld, devient égalité^ ».
août 1687. G, II, lOo
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infinilrsiinal, collo mt^me où on a cru voir quelquefois le secret de la «lécouverle de Newlou cl de Leibniz. Le rapport entre ce qui sera le calcul diflérenliel et ce qui sera le calcul intégral est marqué par la recherche dune >< converse » pour la règle des tangentes'. Et ainsi, quoique les opérations équivalentes à Tinlégralion eussent été pratiquées dans ranti([uité, c'est la voie menant de la différenciation à l'intégration qui a été reconnue la première.
Il est vrai que les mathématiciens français n'ont pas réussi à parcourir cITectivemenl cette voie. 11 leur eût fallu pour cela poser sur le terrain de l'analyse abstraite les problèmes qui jusqu'ici avaient été résolus par les méthodes mécaniques ou géométriques d'intégration. Or cela dépassait les ressources des savants de la première moitié du xvii^ siècle ; ils ne soupçonnaient pas, en effet, que la connaissance des fonctions transcendantes était en réalité acquise à la science depuis la découverte des logarithmes; ils ne voyaient dans les tables de Neper ou de Briggs qu'un travail de praticien, une technique utilitaire, comparable à ce qu'était au temps de Pythagore la logistique pour les théoriciens de l'arithmétique, destinée à demeurer dans l'ombre alors même qu'elle a été utilisée pour la découverte ou la vérification.
Voilà pourquoi l'étude des séries infinies se trouva décisive pour la découverte du calcul infinitésimal. Non que la sommation d'une série infinie constitue déjà une intégration. — « J'ai observé, écrit Leibniz à Fontenelle, qu'il y a deux manières de venir aux sommes des aires ou aux rectifications des courbes par l'infini : l'une par les infiniment petits, ou quantités élémentaires, dont on cherche la somme; l'autre par une progression des termes ordinaires dont on cherche ou la somme ou la terminaison lorsqu'elle se termine enfin dans ce qui enveloppe l'infini..., et cette méthode diffère toto génère de notre calcul des différences, des sommes-. » — Mais la méthode par les séries apportait aux mathématiciens la certitude que l'infini était susceptible d'être manié sans qu'on eût à passer par le détour de l'image spatiale : « Nous pouvons certainement concevoir aujourd'hui, dit Paul Tannery, la notation de Leibniz développée et appliquée sans l'emploi des séries; mais au xvii'' siècle la chose n'était pas possible, parce que le concept général de fonction
Loc. cit. AT, II
2. Lettre du 12 juillet 1702. Lettres et opuscules inédits, publiés par Foucher de Gareil, 1834. p. 213.
faisait défaut, et qu'il ne pouvait pas s'introduire tant que les relations non algébriques ne pouvaient être figurées que géométriquement ou mécaniquement' ». C'est précisément cette lacune que Wallis commença de combler par la pratique de Vinduction — non pas de « l'induction complète « qui est une forme spécifique de la déduction mathématique - — mais de l'induction entendue au sens strict des physiciens.
L'induction de Wallis porte directement sur la réalité, elle tire de l'observation de cas particuliers une règle universelle : « Simplicissimus investigandi modus, remarque Wallis dès la ])remière proposition de ïArilhmetica Infinitorum {I600), est rem ipsam aliquousque praestare, et raliones prodeuntes observare atque invicem comparare; ut inductione tandem universalis propositio innotescat. » Or la réalité qui, excluant toute équivoque et toute indétermination, devient la matière privilégiée de cette observation méthodique, ce sont les relations numériques. Wallis traduit en termes arithmétiques les problèmes géométriques de quadrature; selon Theureuse expression de BulTon, il applique réellement l'Arithmétique aux idées de l'Infini. Prenons Texemple le plus simple. Soit une série de fractions dont le numérateur est la somme des carrés des nombres naturels écrits à partir de zéro, dont le dénominateur est le dernier des termes du numérateur multiplié par le nombre de ces termes :
Les diverses fractions équivalent respectivement à
La considération de ces résultats permet de dégager une règle qui fournit les sommes de fractions formées successivement suivant le même procédé. A mesure que le nombre des termes
augmente, l'excès de ces sommes sur rj diminue suivant une
loi régulière; d'où l'on peut conclure que si le numérateur et le dénominateur comportent une infinité de termes posés suivant la loi régulière qui vient d'être indiquée, leur rapport sera
exprimé parla fraction ^. « Facto enim experimento, dit Wallis,
\. Bulletin des Sciences mathématiques, 1886, p. 281. 2. Vide infra, § 298.
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palcbil ralioiics inductione ropertas ad lias [c'esl-à-dire aux valeurs linules\ conlinue [>roj)iiis accedero, ila ut diffcrentia landoni évadât, quavis assignabili iiiiiior; adoo(iue in infiniluin contiiuiala cvancscct '. »
iiO. — Ainsi se retrouve au cœur delà méthode arithmétique ce mi^me procédé de passage à la limite qui était Tessence des méthodes géométriques. Et puisque techniquement il s'agissait seulement de résoudre des problèmes posés en termes géométriques, on s'explique que Fermât, si enclin pourtant h pratiquer rinduction comme moyen de découverte, n'ait vu dans V Arithmétique des Infinis qu'une inutile complication. Il écrit à propos de Wallis : « Sa fac^on de démontrer, qui est fondée sur induction plutôt que sur un raisonnement à la mode d'Archimède, lera quelque peine aux novices, qui veulent des syllogismes démonstratifs depuis le commencement jusqu'à la fin. Ce n'est pas que je ne l'approuve; mais, toutes ses propositions pouvant être démontrées via ordinaria^ légitima^ et Archimedea en beaucoup moins de paroles que n'en contient son livre, je ne sais pas pourquoi il a préféré cette manière par notes algébriques à l'ancienne, qui est et plus convaincante cl plus élégante-. » Pour le moment, Fermât a raison : Wallis n'a fait que déplacer le terrain sur lequel portaient les considérations infinitésimales d'Archimède ou de Cavalieri. Mais à ce déplacement de terrain correspond pour la théorie un progrès, de la nature de celui que Fermât lui-même avait accompli lorsqu'il avait appuyé sur un algorithme d'ordre analytique la résolution du problème des tangentes. Grâce à ce progrès, il sera possible de rattacher au processus abstrait de l'intelligence, les problèmes de quadrature qui avaient été jusque-là traités avec l'aide, mais aussi à travers le voile, de l'intuition géométrique.
Cette conclusion apparaîtra plus clairement dans un passage célèbre de la Logarithmo-technia de Nicolas Mercator (Londres, 1668). Cherchant la quadrature de l'hyperbole, c'est-à-dire la surface du segment compris entre l'hyperbole équilatère et ses asymptotes, Mercator est amené par le choix qu'il fait des
coordonnées à exprimer l'ordonnée par la fraction . _^ . Or il
Op. t. I (1695) p
2. LeUre à Digby, du 15 août 1657, TH, II, 343. — Il n'est peut-être pas sans intérêt de rappeler que le P. Gratry, dans une Introduction ajoutée à sa Logique a repris l'étude de ces textes pour y appuyer sa conception de l'induction comme procédé transcendant de passage à l'infini métaphysique. {Logique, 5" édit. t. I, 1868, p. 46 et suiv.)
effectue directement suivant les règles ordinaires du calcul la division du numérateur par le dénominateur; il obtient, par la continuation de l'opération, une série infinie : « Ita, continuata
operatione, ■ . =1 — a-\-aa — a^-ha' (etc.)' ». Avec cette
formule nous passons en quelque sorte de V arithmétique de l'infini à Y algèbre de l'infini; au lieu de manier des quantités déterminées pour en observer du dehors les propriétés, Mercator donne directement la loi de formation d'où dérive une suite infinie de quantités. La régularité de cette formation suffit pour
exprimer l'infinité de ces quantités; la fraction est It-
point de départ, au point d'arrivée est la série infinie. Dans le cas où a est plus petit que l'unité, — remarque que nous ne trouvons pas, il est vrai, dans l'œuvre de Mercator; mais la notion et l'expression de convergence figurent, appliquées au rapport des polygones inscrits et du cercle, dans un écrit de James Gregory publié à Padoue en 1667 : la Vera circuli et hyperbolse quadrafura — il n'y a pas de différence appréciable entre la fraction qui représente les deux termes de la division et le quotient exprimé par la série. La notion de l'infini prise sous sa forme analytique acquiert droit de cité dans la science, à titre d'expression exacte et intelligible; le paradoxe de Zenon d'Elée est définitivement résolu pour l'esprit humain"-. La voie est ouverte aux représentations de fonctions par les séries, qui implicitement ou explicitement sont appelées à jouer dans l'analyse un rôle prépondérant. Et voilà pourquoi la naïveté qui, suivant l'expression curieuse de Cantor, caractérise l'opération de Mercator, est bien celle où l'on reconnaît le plus sûrement la marque du génie.
111. — Historiquement la portée immédiate de la Logarithmotec/inia se trouve soulignée par un incident significatif : l'inquiétude que Barrow conçut de la publication de Mercator au sujet
Prop. XV, p
2. Par exemple, dit Leibniz clans le De vera proporlione circuli ad quadratum circumscriptum in numerix nilionalibii.t (1682), si le diamètre est pris pour
unité, l'aire du cercle est j-— 5 + ;:— ■= + - — 77 + ^5— ... : « Tota ergo
X 0 0 i o 11 lO
séries continet omnes appropinquationes simul sive valores justo majores et justo minores : prout enini longe continuata intelligitur, erit error minor fraclione data, ac proinde et minor dataquavis quantitate. Quare tota séries exactum expriiuit valorem. Et licet une numéro summa ejus sei'iei exprimi non possit, et séries in infinitum producatur, quoniara tamen una lege progressionis constat, tota satis mente percipitur. » M, V, 120.
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do son élève Newton qui avait obtenu suivant une méthode semblable des résultats plus généraux, et l'envoi qu'il (il aussitôt à (loUins (In traité De Anali/si per œquationcs numéro terminoruin infini tas (31 juillet 1(369) '.
Comme la quadrature de l'hyperbole de Mercator, les premiers travaux de Newton dérivent de VArilhmétique des Infinis. La «çenèse de ces travaux a été retracée par Newton lui-même dans une lettre écrite à Oldenburg' pour Leibniz., du 24 octobre lt)7G. Il commença par reprendre les méthodes d'intercalalion exposées j)ar W'allis ; il considérait le développement en série des expressions telles que
et en cherchant les relations qui unissent les termes de même rang, il obtenait une loi générale de formation pour les coefiicients successifs du développement de binômes semblables. Par exemple,
(l_x^)^=l-|x'--gx*--^x«, etc.,
{l — x-f = i — ^^x- -h ^x' -h jqX\ etc.,
(1 — x-f = 1 — ^x- — -x'' — yïa?^ etc.
Ces résultats suggèrent naturellement l'idée d'une vérification à l'aide de l'Arithmétique vulgaire. Multiplions par elle-même
la série équivalente à (1 — x^)^; il ne subsiste plus que les deux termes 1 et — x-; tous les autres termes sont éliminés par
l'application des règles ordinaires du calcul. 11 en sera de même
pour la série (i — x-f élevée à la troisième puissance. Dès lors, puisque l'élévation aux puissances réussit, l'extraction des racines réussira également; ce qui était moyen de contrôle ouvre la voie à l'opération directe qui dispense de l'analogie et de l'induction. Newton retrouve la division de Mercator; mais il ne se contente plus de l'appliquer au succès d'une quadrature, il en fait une méthode générale appuyée sur la connexion des différents procédés qui ont été employés dans le calcul abstrait; il la présente comme la base originale, fundamenta magis
1. Voir llosenhergar, fsaac Newton and seine nhysikalischcn Principien, Leipzig, ISy.ï. p. 433.
genuina, d'une analyse nouvelle où les opérations sur les séries 1 infinies acquièrent la même facilité pratique et la même clarté] intrinsèque que les opérations sur un nombre fini de termes. ;
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112. — La considération des séries infinies, qui a préparé les mathématiciens du xyii"" siècle à l'étude directe du problème j infinitésimal, permet de recueillir, dès la première démarche de son génie, le trait caractéristique de la pensée de Newton : attachée à la pratique et à la réalité, débutant par Texamen de cas particuliers, mais s'imposant, dès qu'elle anticipe sur les résultats obtenus pour formuler une loi générale, de vérifier la généralisation par des procédés qui dans un autre domaine ont été mis en dehors de toute contestation. L'édifice bâti pourra paraître du dehors entièrement nouveau, à ce point qu'on réclamera pour lui un nouveau fondement ; en fait il comprendra sur un plan élargi les bâtiments anciens, il aura pour garantie de sa solidité l'épreuve qu'ils ont déjà subie. ,
Telle est bien la nature du progrès de pensée qui apparaît à j travers VAnalysis per sequationes infinitas où] se trouve déjà — d'après la Becensio mise en tête de la j^ublication du Commercium epistolicum de Analysi pvomola (1712), — la technique du calcul infinitésimal. Le point de départ est la proposition LIX àe,V Arithmétique des Infinis. Soit (fig. 9) x Tabcisse AB, et y
l'ordonnée BD d'une courbe dont l'équation est ax" =y., m et n étant des nombres entiers : l'aire ABD est donnée par la formule
an
;«+Ji
Le point d'arrivée sera la démonstration générale de cette môme relation par la méthode des moments. Le moment — désigné par la lettre o suivant une notation empruntée à Gregory ^ — est ici l'accroissement d'une quantité quelconque dont on suppose la croissance uniforme, ligne ou surface; sur l'équation du problème on substituera donc à la quantité initiale la somme de cette quantité et de son moment en opérant avec toute
Note de Cantor, IIP (1901), p
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loxactilutle que les anciens avaient apportée dans la géométrie du (ini, sans aucune approximation. C'est seulement dans la seconde partie du raisonnement, après toutes les réduclions faites sur l'équation, ({ue le moment pourra décroître à l'infini et s'évanouir. Mais dans lAnali/sis qui, d'après la Becensio, suit une méthode d'investigation plutôt que de démonstration ', et afin d'abréger, Ne%vton suppose le moment infiniment petit, il le néglige dans les écritures et se sert de tous les modes d'approximation qu'il sait n'entraîner aucune erreur dans la conclusion.
Voici la forme que revêt la démonstration, allant cette fois, de
la mesure de l'aire à la détermination de n. Posons = c,
/,' m -i-n^p; nous avons alors ca;" = r, ou c"x''^z". Substituons maintenant d'une part ce -h o à x; d'autre part z -h ot», ou ce qui revient au même, dit Newton-, z-\-oy à z. Nous sommes en présence de l'équation c"(cc + o)'' = (r H- of/)", dont le théorème du binôme nous fournira le développement. En laissant de côté les termes contenant les puissances de o, qui devront finalement s'évanouir quand on posera o = 0, il reste
c"x'' H- c"pox''-^ = z" -+- noyz"-^
ou, puisque les deux premiers termes de chaque membre sont égaux,
c"px''~^ =: nz"^^y.
Nous obtenons ainsi' une expression qui permet les transformations suivantes :
c"/?x''~' c"px''^^z c"pxi'^^z pz pcx" .
^' nz"' ' nz" nc"x'' 72x nx
et si nous rétablissons les signes initiaux
na X " —
Il = {m -h n) ou encore ax'^ .
^ ' m-hn nx
i. M. Maasion a attiré ratteation sur le passage de la Recensio (Edit. Biot et Lefort, 1836, p. 18), dans le très substautiel Appendice à son Résumé du cours d'analyse infinitésimale de l'Université de Gaiid, 1887, p. 210, note 18.
2. Cette substitution est conforme à la dernière rèirle de la méthode des tangentes de Barrow. « Quod si calculum ingrediatur curvae cujuspiam indefinita particula : substituatur ejus loco tangentis particula rite sumpta: vel ei quœvis (ob indefinitam curvi parvitatcm) aequipollens recta. » {Lectiones geometricas i67Û, p. 81).
Cf. Cantor, III2, p
Ce que JNeAvton ajoutait à Wallis apparaît clairement, c'est la considération de Vêlement cV accroissement ^ du moment o, pris comme unité analytique; c'est par suite la voie de retour qui permettra de constituer la méthode d'intégration comme inverse d'une méthode de différenciation; c'est enfin l'idée qui est implicite encore dans VAnalysis per sequationes infînitas, mais qui sera développée dans la Methodiis fluxionwn constituée vers les années 1670-1671 et que Newlon retiendra comme une des marques distinctives de son invention : « l'idée de la génération des quantités * ».
113. — A en juger par les Lectiones geometricse publiées en 1670, ces conceptions se rencontraient dans l'enseignement de Barrow. Nous n'avons pas besoin, après ce que nous avons dit des méthodes pour les tangentes de Fermât et de Roberval, après surtout ce que nous avons eu l'occasion de dire du triangle caractéristique, de revenir à nouveau sur cette méthode des tangentes qui, en partant de considérations à la fois mécaniques et géométriques, en explicitant tous les éléments du problème, marquait nettement la connexité du problème des tangentes et du problème inverse. Nous nous bornerons à signaler la première Leçon où Barrow expose une théorie du temps comme grandeur mathématique caractérisée par l'uniformité de son cours. De la possibilité de considérer l'instant comme une particule indéfiniment petite, Barrow conclut à la possibilité de reconstituer le temps, soit par la simple sommation des moments successifs, soit par le flux pour ainsi dire continuel d'un seul moment : velut ex simplici supervenientium momentorum additamento vel ex unius momenti quasi continua fluxu".
Or, ces idées exprimées déjà dans un langage qui demeurera le sien, Newton les coordonne aux travaux de Wallis; il confère aux éléments différentiels que Barrow avait représentés à l'aide de déterminations mécaniques ou géométriques, une expression analytique qui en fait un objet indépendant pour l'intelligence;
1. Addition de la seconde édition des Principes, 1713, au fameux Scholie concernant Leibniz.
2. (p. 6). Newton lui-même avait indirectement soulevé la question de l'influence décisive de Barrow lorsque dans sa lettre du 26 février 1716 à l'abbé Couti il accusait « la méthode différentielle pour les tangentes ■> de n'être qu'un déguisement de « celle qui avait été publiée par M. Barrow en 1670 » Cf. Leibniz, Briefwechsel, etc. Éd. Gerhardt. 1, 273. A quoi Leibniz répondait
« Si quelqu'un a profité de M. Barrow, ce sera plutôt M. Newton qui a étudié sous lui. >. (9 avril 1716). ihid., p. 281. — Voir sur la portée générale des travaux de Barrow les ouvrages cités d'Hermann Cohen (§ 46, p. 42 et suiv.), et de Zeuthen (111, 6 et 7; p. 351 et suiv).
l'analyse newtonienne 191
la dilTérencialiondovicnl alors uno opération élémentaire comme elle l'était pour Format. Seulement, en raison des progrès accomplis par la pensée mathématique au cours des trente dernières années, cette opération élémentaire, au lieu d'être appliquée uniquement à la résolution de questions particulières, devient la base du processus intellectuel qui est engagé dans les questions de quadrature, ou de rectification de courbes, et qui est le processus de l'intégration. Le calcul infinitésimal est constitué, c'est-à-dire (juc non seulement la connexion est établie entre les méthodes inverses que les mathématiciens avaient découvertes, mais encore que l'identité fondamentale est reconnue entre les divers domaines auxquels ces méthodes étaient appliquées : arithmétique ou algèbre, géométrie, mécanique. L'analyse newtonienne, située au point de convergence des différentes disciplines de la mathématique, est indivisiblement, comme l'analyse leibnizienne, une promotion delà science tout entière.
De là résulte la forme que prend chez Newton l'exposé des principes du calcul infinitésimal. Newton ne se renl'erme pas dans un domaine particulier, il ne s'astreint pas à un langage fixe. Dans Vlntroductio ad quadraturam curvarum{llOi), il part de considérations sur la genèse des quantités mathématiques, qu'il rattache aux constructions géométriques des anciens : « Lineœ describuntur ac desci^ibendo generantur non per appositionem partium, sed per motum continuum punctorum... Hœ genèses in rerum natura locum vere habent et in motu corporum quotidie cemuntur^. » L'élément de génération, ce sera donc la vitesse du mouvement de croissance; il est aisé de saisir cet élément, et de l'introduire dans le calcul, en prenant l'accroissement de la grandeur pendant un intervalle de temps aussi court que possible et en déterminant le « premier rapport » de cet accroissement « naissant » à l'intervalle minimum du temps considéré comme variable indépendante. La grandeur ainsi engendrée est celle qui est communément donnée dans l'expérience ; aussi, tandis que Leibniz invente pour ses sommes le signe de l'intégrale, Newton se contente-t-il pour celte grandeur engendrée, ou fluente, des signes ordinaires de l'algèbre. Lélément générateur, ou fluxion, est désigné par un point au-dessus de la lettre — notation choisie de façon à permettre de constituer des fluxions de fluxions, et à faire apparaître, par la suite des symboles indiquant nettement les combinaisons dont ils
Ed. Amsterdam, 172.3, p
procèdent, le degré d'approximalion auquel le calcul parvient; ce qui est le trait essentiel de la méthode des fluxions comme Newton Tavait indiqué, et comme M. Bloch Fa montré avec beaucoup de force dans son remarquable ouvrage sur la Philosophie de NewtonK
Fliiente et fluxion sont des notions corrélatives. Le calcul infinitésimal sera déterminé comme un calcul des relations, à ce point que les notions mêmes de fluxion et de fluente peuvent ne pas être explicitées. Dans les Philosophiss naluralis Principia maihematica (1687), Newton expose les règles du calcul, sans prononcer le mot de fluxion, sans employer l'algorithme nouveau. Il ne se propose que d'éviter la complication des démonstrations par Tabsiirde que les anciens employaient, et de remédier à la « dureté « de l'hypothèse des indivisibles. Il substitue donc aux indivisibles des quantités évanouissantes, de façon à considérer, non plus les sommes et les rapports de quantités déterminées, mais les limites que l'on peut assigner aux sommes et aux rapports de ces quantités, lorsqu'on les considère à leur état de naissance ou d'évanouissement"-. Les quantités qui sont les termes mis en relation dans les expressions de ces limites, et qui constitaent les éléments infinitésimaux des quantités finies, sont appelées par Newton des moments; ce n'est pas la grandeur de ces moments qui intervient dans le calcul, c'est leur première proportion à la naissance : « Nequc enim spectatur in hoc Lemmate magnitude momentorum, sed prima nascentium proportio ^ »
114. — Sans faire intervenir les polémiques personnelles qui devaient entraîner par exemple Jean Bernoulli à nier que Newton possédât son calcul des fluxions lorsqu'il composait les Principes'', on pressent ce que la concision et la diversité apparente de ces énoncés devaient soulever de difficultés pour l'interprétation de l'analyse nouvelle. Sur ce qu'on a pris au XVIII'' siècle l'habitude d'appeler la métaphysique du calcul infinitésimal, Newton, comme Leibniz d'ailleurs, n'est parvenu ni à se faire comprendre tout à fait, ni peut-être à s'expliquer tout à fait. Et, en effet, la philosophie traditionnelle n'avait pas de cadre pour recevoir la forme dépensée que l'humanité venait de conquérir. Elle ne connaissait guère que l'opposition du
Part. II, Lem. II, ibid., p
4. Voir redit. Biot et Lefort du Commercium epistolicum (1856), p. 185 et 243.
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ralionalisme et do Vempirîsme, et elle définissait le rationalisme par une exigence réaliste <|ui fait do la notion a priori un objet d'intuition intellectuelle. A cette exigence le rationalisme de Descartes avait satisfait; par opposition à Descartes se caractérisait la méthode nowtonienne qui prend pour point de départ le résidu de l'analyse clïectuée sur les données do l'expérience, et non les natures simples affirmées a priori, qui substitue le réel à rhypolhétiquo. Une association d'idées presque inévitable devait conduire à interpréter la victoire de l'esprit newlonien, dans le domaine île la mathématique et dans le domaine de la physique, comme marquant ravènement de l'empirisme.
Il semble que nous puissions, au terme de cette étude, aj)portei' quelque correction à cette simplification traditionnelle. Que les Principes malhéniatiques de la Philosophie naturelle aient trouvé le cartésianisme en possession de la majeure partie des esprits, cela n'est pas douteux ; mais il n'en demeure pas moins vrai qu'en détruisant le prestige des Principes de la philosophie et en reléguant les tourbillons au pays des romans, ils n'ont fait que remettre le monde intellectuel dans l'attitude où il n'avait pas cessé d'être dans la première moitié du xvii"= siècle. De son vivant, Descartes n'avait guère été prophète en son pays. Les savants qui y faisaient autorité dans les Académies, autour de Mersenne ; Fermât, Roberval, Gassendi, Etienne et Biaise Pascal, furent résolument anti-cartésiens, critiquant la géométrie et la physique de Descartes tout autant que la métaphysique elle-même et pour les mêmes raisons, parce que le cartésianisme leur paraissait la confusion perp-.Huelle de la déduction abstraite et de la vérification concrète. Même sur le terrain de la mathématique, comme on le voit par la nature de leurs méthodes, depuis la théorie des nombres jusqu'à la détermination mécanique de la tangente, ces savants furent préoccupés d'emprunter à l'expérience les ressources nécessaires pour dépasser Texpérience; ils font de l'induction la préface du raisonnement déductif. En d'autres termes, et l'échange actif de relations scientifiques qui s'établit entre la France et l'Italie tendrait à confirmer ce rapprochement, ils se rattachent au mathématisme expérimental de Galilée qu'ils opposent au mathématisme métaphysique de Descartes. C'est la tradition de ce mathématisme expérimental que Newton renoue avec éclat, et la remarque est essentielle pour l'évolution de la philosophie scientifique, en particulier pour la formation de la critique kantienne. Or, mathématisme expérimental, c'est tout autre chose qn empirisme mathématique. En dépit de la vivacité des polémiques entre car-
Brunschvicg. — Les étapes. 1"
tésiens et newtoniens, et surtout si nous substituons au Descartes schématique de la légende le Descartes vrai, si nous songeons à la place que la méthode cartésienne réservait pour la régression analytique, au souci perpétuel de l'expérience que Descartes a manifesté*, la distance est infiniment moins grande du mathématisme newtonien au mathématisme cartésien qu'à l'empirisme proprement dit.
115. — Pour que ce dernier point puisse être établi objectivement, il faut que riiistoire nous permette de confronter la mathématique newtonienne avec une interprétation authentique dePempirisme. Ici les circonstances nous servent à souhait. Dans une intention pieuse, afin de détruire l'elTet que pouvaient produire les déclarations d'incrédulité attribuées à l'astronome Halley-, Berkeley a soumis à son examen le calcul infinitésimal de Newton, où il n'hésite pas à voir la clé pour la conquête scientifique de Tunivers. Voici comment il aborde le problème au § "VIII de son opuscule : The Analyst, or, A discourse addressed to an infidel mathematician (1734) : « Rien de plus facile que de choisir des expressions ou des notations pour des fluxions et des infinitésimales d'ordre premier, second, troisième, quatrième et suivant, le progrès se poursuivant dans la même forme régulière sans fin ou sans limite... Mais si nous écartons le voile pour regarder par derrière, si, laissant de côté les expressions, nous nous mettons à considérer les choses elles-mêmes qui sont supposées être exprimées ou indiquées par elles, nous découvrirons une série d'inanités, d'obscurités, de confusions; même, si je ne m'abuse, d'impossibilités directes et de contradictions ^. »
Le problème est ainsi posé, et il ne pouvait l'être autrement par l'empirisme qui est nécessairement une philosophie de la donnée immédiate, de l'objet représenté : la mathématique nouvelle ne sera justifiée que si les symboles correspondent au contenu de l'expérience concrète, aux images sensibles *. Or,
1. Cf. Liard. Descartes, 1882: chap. iv, Du rôle de l'expérience dans la physique cartésienne (Paris, F. Alcan).
2. Voir la page ironique de BulTon dans sa Préface à la traduction de la Méthode des Jluxions (1740) : « Ce Docteur monte en chaire pour apprendre aux fidèles que la Géométrie est contraire h la Religion... Selon lui le calcul de rinfini est un mystère plus grand que tous les mystères de la religion »
(p. XXV).
.3. Works. Ed. Campbell Fraser, t. IV, 1909, p. 22.
4. Cf. Coniiiïonplace Boolc (1705-1708). « We cannol imagine a Une or space infinitely great. therefore absurd to talk or make propositions about it... No reasoaing about things whereof we hâve no ideas, therefore no reasoning about
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(le ce point de vue, cl en raison de ce point de vue, les dildeultés et les impossibilités vont se multiplier. Une fluxion est une vitessse; on ne saurait concevoir une vitesse sans temps et sans espace, par conséquence sans une longueur finie et une durée linie. Ainsi déjà les premières fluxions semblent dépasser la capacité de l'homme à comprendre, puisqu'elles sont en dehors du domaine du fini. « Et si la première fluxion est incompréhensible, que dirons-nous de la seconde ou de la troisième? Oui peut concevoir le commencement dun commencement, la fin d'une fin '? »
Ou bien soutiendrait-on avec les Principes qu'il ne s'agit que de déterminer la limite des rapports qui existent entre les accroissements de ces quantités données? Assurément, tant que les accroissements existent, ils sont mesurables, et ils ont une proportion déterminée ; mais ce n'est pas encore la limite considérée par Newton; cette limite sera atteinte quand les accroissements s'évanouiront. « Et, certainement, observe Berkeley, en supposant que les accroissements s'évanouissent, nous devons supposer que leurs proportions, leurs expressions, et tout ce qui est dérivé de la supposition de leur existence, s'évanouit avec eux. - »
De ces impossibilités logiques Berkeley ne conclut pas à la condamnation du calcul nouveau, et par là il est strictement fidèle à l'inspiration profonde de l'empirisme. Ce qu'il conteste c'est le droit que s'est attribué Newton d'écrire dans son Introduction à la Quadrature des Courbes : In rébus mathematicis errores quam minimi non sunt contemne?idi^, axiome auquel il oppose le caractère paradoxal ou défectueux de certains théorèmes de Newton et les variations de son langage. Il lui suffit que les mathématiciens abdiquent leur prétention à l'évidence dans les principes, à la rigueur dans les démonstrations, qu'ils renoncent à vouloir régenter les profanes au nom de leur infaillibilité; il reconnaîtra la valeur pratique du nouveau calcul en même temps qu'il en indiquera la véritable nature. Tout l'artifice de l'analyse infinitésimale consiste à négliger certains éléments dans les quantités qu'elle considère, et, en mettant en rapport
infinitesimals. » (Life and Letters, éd. Fraser, 1871, p. 421; trad. Raymond Gourg, 1908, p. 88) — et plus loin : « The folly of the raathematicians in not judging- of sensations by their sensos. Reason was given us for nobler uses. Ibid., p. 497, et Gourg, p. lo8. » Voir pour ces textes, Cassirer, op. cit. II, 302 et suiv.
Éd. cit., p
ces valeurs approchées les unes avec les autres, à s'arranger de telle manière que les erreurs dues à Tapproximation se neutralisent. Berkeley partage ainsi — avec Leibniz qui avait cru devoir proposer une théorie de ce genre dans une lettre destinée à présenter l'analyse infinitésimale sous une forme accessible au vulgaire* — l'honneur d'avoir formulé la théorie des erreurs compensées, que Garnot devait découvrir à nouveau et rendre populaire en 1797 dans ses Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal. Quelle qu'en fût la faiblesse philosophique, l'ouvrage de Garnot eut du moins l'avantage de mettre fin aux discussions théoriques sur le fondement de calcul infinitésimal, qui encombrèrent le xviii" siècle. Il justifie rétrospectivement, en même temps que l'exposé populaire de Leibniz, l'attitude « pragmatique » que Berkeley avait adoptée; il met en lumière la pénétration à laquelle Berkeley avait atteint dans l'expression de la philosophie empiriste.
1. Voir en particulier la lettre à Varignon, publiée en 1702 dans le Journal des Savants, (supra, § 101), qui a provoqué les observations sévères de Comte. Cours, t. I, 1830 p. 242.
CHAPITRE X
LA PHILOSOI'HII:; M ATll É M ATI O UE DE LEIBNIZ
Section A. — Le fondement.
IIG. — Comme la géométrie analytique, le calcul infinitésimal a été inventé deux fois. Même, quelques traits de l'opposition que nous avons signalée entre la découverte de Fermât et la découverte de Descartes se retrouvent dans la comparaison de Newton et de Leibniz. Newton veut n'être qu'un praticien. En étendant le domaine de la méthode mathématique, il cherche surtout à multiplier les moyens dont la science de la nature peut disposer. Non seulement l'école de Newton cultivera les procédés techniques, hérités du maître, dans un esprit de conservatisme qui n'était pas exempt de chauvinisme; mais encore on peut dire que l'influence des Principes mathématiques de la science de la nature sur la spéculation proprement philosophique du xviu'^ siècle s'exerce en dépit, pour ainsi dire, de leur caractère mathématique. Par exemple, si l'ouvrage de Newton est, pour Hume, le type accompli de la science, ce n'est nullement en raison de la précision qu'y apporte l'emploi des formules et des relations géométriques, c'est parce que l'image unique de l'attraction y est employée pour rassembler dans le cadre d'un système les phénomènes les plus variés de l'univers physique. C'est l'élément métaphorique, et non lélément mathématique, qui fait à ses yeux la valeur de la mécanique newtonienne. Par là s'explique la prétention de comparer à la théorie de l'attraction des théories métaphysiques comme celles de l'associalionisme, prétention qui se retrouvera encore au commencement du xix^ siècle dans les ouvrages où un Charles Fourier imagine, à l'imitation de Newton, les lois de 1' c* attraction industrielle ».
Au contraire, l'invention leibnizienne procède d'une concep-
lion philosophique, et devient la base d'un système général des choses : « Portasse non inutile erit, écrit-il à Fardella, ut non nihil... attingas de nostra hac analysi infiniti, ex intimo philosophiœ fonte derivata, qua mathesis ipsa ultra haclenus consuetas noliones, id est ultra imaginabilia, sese attollit, quibus pêne solis hactenus geometria et analysis immergebantur. Et hœc nova inventa mathematica partira lucem accipient a nostris philosophematibus, partira rursus ipsis auctoritatem dabunt ^ ». Après le pythagorisrae, fondé sur la notion de nombre, et le platonisme, lié à la découverte des irrationnelles, après le malebranchisme et le spinozisme qui sont deux interprétations divergentes de la géométrie cartésienne, le leibnizianisme, procédant de l'analyse infinitésimale, paraît devoir marquer une étape nouvelle de la philosophie mathématique.
POSITION DU PROBLÈME : LOGIQUE ET MATHÉMATIQUE
117. — A vrai dire, la tâche n'est pas sans difficulté de fixer objectivement Tidée de la philosophie mathématique chez Leibniz, tant en raison des circonstances matérielles de l'œuvre que de l'ampleur de génie dont elle témoigne.
Tout d'abord, Leibniz n'a pas composé le grand ouvrage De la science de rinfini qu'il avait promis tant de fois à ses contemporains, et où ils auraient trouvé non seulement l'exposé définitif des méthodes de l'analyse infinitésimale, mais encore la théorie générale qui, fondant l'algorithme nouveau sur les liaisons de notions claires et distinctes, en aurait fait en même temps une introduction à la métaphysique. Les idées de Leibniz ont été livrées au public du xvii" siècle sous la forme d'articles dont les formules brèves et frappantes ne révélaient qu'à demi leur véritable sens; ou bien elles apparaissent dans des lettres, traduites dans le langage que Leibniz supposait le plus approprié à la physionomie particulière de son correspondant ; ou encore elles sont indiquées à l'état de notes et de projets dans la masse d'écrits qui sont conservés à la Bibliothèque Royale de Hanovre, et dont on entreprend seulement maintenant de publier un inventaire exhaustif.
Non seulement la « notion complète » de la philosophie leibnizienne est devant l'historien comme un idéal dont il pourra tout au plus espérer s'approcher par degrés; mais c'est une question
1. Lettre du 3-13 septembre 1696. Nouvelles IcUres et opuscules, Ed. Foucher de Careil, 1857, p. 327.
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préalable à toute étude du leibnizianisme que de déterminer vin « centre de perspective » tel que le proj^rès de cette étude n'en soit pas arrêté. Jusqu'à la fin du xix*" siècle le leibnizianisme avait été interprété en général comme une philosophi(; du type nialhémalique. i^our MM. Russell et Couturat, qui ont publié pros(jM(^ sinuiilanénirnt le, résultat de recherches indépendantes ', ce serait une philosophie de type logique, comme celle d'Aristote ou de la scolastique.
En ciret, Leibniz n'envisage pas l'arithmétique et l'algèbre comme des disciplines autonomes; ce ne sont que des « échantillons » d'une science plus générale, ou plutôt de la science universelle, la Symbolique ou la Caractéristique^. C'est de cette science que dépendrait alors le développement des différentes parties de la mathématique. Ainsi, le retard de la géométrie sur l'arithmétique et sur l'algèbre viendrait de ce qu'elle ne possédait pas encore une notation symbolique qui ait été constituée uniquement pour elle, et qui lui soit exactement appropriée; le génie de Leibniz s'efforce de combler cette lacune par la création de ce qu'il appelait VAiialysis situs^'. D'autre part, si la découverte du calcul différentiel a reculé les limites de « l'art d'inventer », c'est que, chez Leibniz du moins, elle s'inspire du dessein de la caractéristique universelle, et qu'elle apporte un algorithme adéquat aux notions impliquées dans les processus de la différenciation et de rintégration. La mathématique est donc une application de la logique. Par suite, le passage ne se fait pas directement chez Leibniz de la mathématique à la philosophie. Entre les deux s'interpose la logique, logique qui pour être renouvelée par l'usage d'algorithmes précis et par un système •rigoureux de combinatoire , pour paraître susceptible d'être étendue à la totalité du monde intellectuel, n'en repose pas moins sur les catégories fondamentales de la métaphysique aristotélicienne. Le problème de la connexion entre la science leibnizienne et la philosophie leibnizienue s'exprimera donc dans les termes correspondant aux préoccupations des péripa-
1. La philosophie de Leibniz, Exposé critique, Cambridge, 1900 (tr. fr. de Jean et Renée-J. Ray, Paris, F. Alcan, 1008), et La Logique de Leibniz d'après -des documeats inédits. 1001 (Paris, F. Alcan).
2. Voir lettre à Tschirnhaus, 1684, M. IV, 465 — Leibniz dira de même, à Bayle, vers 1698. G., IV, .571 : « J'ai insinué ailleurs qu'il y a un calcul plus important que ceux de l'Arithmétique et de la Géométrie, et qui dépend de l'Analyse des idées. Ce serait une Caractéristique universelle dont la formation me parait une des plus importantes choses qu'on pourrait entreprendre. »
3. Voir dans l'ouvrage de M. Couturat, La Logique de Leibniz, le chapitre ix, consacré au Calcul géométrique, p. 388 et suiv.
téticiens et des scolastiques; il lournera autour de la relation d'inhérence entre le prédicat et le sujet : « Toujours dans toute proposition affirmative véritable, nécessaire ou contingente, universelle ou singulière, la notion du prédicat est comprise en quelque façon dans celle du sujet, prœdicatum inesl subjecto\ ou bien je ne sais ce que c'est que la vérité '. »
118. _ Il n'est pas douteux que cette interprétation du leibnizianisme n'ait une attache solide dans les textes, soit dans la Correspondance avec Arnauld et dans le Discours de Métaphysique, soit dans une série d'écrits et de notes dont nous devons à M. Couturat la pubhcation méthodique. D'une part, aux environs de l'année 1686, Leibniz a cru qu'il pourrait, en demeurant à l'intérieur de la logique traditionnelle, rallier des penseurs autorisés, tels qu'Arnauld, à ses vues personnelles sur l'individuaUté des substances et sur 1' « harmonie préétablie ». D'autre part, à travers toute sa carrière il n'a cessé d'ébaucher des plans et de construire des fragments d'édifice pour l'élargissement de la syllogistique aristotélicienne, qui avait été déjà le but de sa première dissertation de Arte Combinatoria (1666), et pour l'établissement de la Caractéristique universelle. La persistance et la multitude de ces tentatives, dont Gerhardt et surtout M. Couturat ont recueiUi les traces, nous obligent à réserver, dans l'examen du leibnizianisme efTeclif, les droits d'un leibnizianisme idéal, qui ne parvient sans doute pas à prendre corps dans un système définitif, mais qui ne cesse de projeter son ombre sur les thèses que Leibniz a réellement soutenues-. Peut-être, quand nous aurons à expliquer l'échec final de l'intellectualisme mathématique chez Leibniz, sera-t-il nécessaire de faire appel à l'autorité inavouée de ces cadres logiques que l'analyse infinitésimale aurait dû avoir pour eflet d'élargir ou de supplanter.
Il n'est pas douteux non plus que la considération de ces écrits n'ait renouvelé l'intérêt des études leibniziennes. En prenant pour centre de ses critiques la relation du sujet au prédicat, peut-être est-il arrivé à M. Russell d'introduire dans son exposé du leibnizianisme quelques-unes des difficultés mêmes
1. A Aruauld, juin 1686, G, II, 56. Cf. Initia et specimina Scientiœ Generalis. G, Vil, 62. «... De re aliqua nihil [a] nobis demonstrari potest ne ab Angelo quidem, nisi quatenus requisita ejus rei intelligimus. Jam in omni veritate omnia requisita prœdicati continentur in requisitis subjecti, et requisita effectus qui quœritur continent artificia necessaria ad eum produceudum. >>
2. Cf. Hannequin. La philosophie de Leibniz et les lois du mouvement, dans Études d'histoire des sciences et d'hisloire de la philosophie, t. II, 1908, p. 240, et
suiv.
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que Leibniz se proposait d'écarlcr par rinvenlion do la logique infinitésimale'; il est silr, en tout cas, qu'il a réussi à mettre définitivement hors de toute contestation les contradictions ({u'enlraînail la conception leibni/.icnnc dcrespace-.
Dautre part-, comme Ta montré M. (-outurat, il se dégage des esquisses logiques de Leibniz le plan idéal d'une construction dont un Hoole ou un Grassmann ont eu la gloire d'édifier certaines parties, qui a trouvé avec un Peano et un \\'hitchead son achèvement systématique''; et il est arrivé ainsi à Leibniz, ce qui est arrivé à Pascal, d'agir au début du xx^ siècle comme un contemporain agit sur des contemporains : de même qu'on a demandé à Pascal un secours contre la doctrine rationnelle de la vérité, on a demandé à Leibniz de réfuter la théorie kantienne des jugements synthétiques a priori.
119. — Ces points accordés — et ils ont pour lintelligence comme pour l'appréciation du leibnizianisme une importance capitale — nous avons à nous demander si, en fait, la pensée de Leibniz ne s'est pas infléchie sous la pression de ses découvertes scientifiques. Malgré lui peut-être, et sans oser d'ailleurs pousser complètement à bout les dernières conséquences de cette substitution, Leibniz a substitué à la syllogistique d'Aristote, qui repose sur une division exacte d'un concept dans les éléments de sa matière, la méthode propre à la science infinitésimale; l'application de ce processus tout mathématique aux divers problèmes de la mécanique, de la psychologie, de la métaphysique paraît bien avoir constitué la partie solide et directement féconde de la doctrine.
Il suffira de considérer à cet égard la formule même où M. Couturat résume son interprétation du leibnizianisme* : « ... toute vérité est formellement ou virtuellement identique, ou comme dira Kant, analytique, et par conséquent doit pouvoir se démontrer a priori au moyen des définitions et du principe d'identité^ » — et M. Russell, dans la Préface de la traduction française
Op. cit., p
0. «... Hinc nascitur axionia receptum, nihil esse sine ralione sea nulluni effectuni esse absque causa. Alioqui veritas daretur qupe non posset probari a priori seu quœ non resolveretur in identicas quod est contra naturam veritatis, quœ semper vel expresse vel implicite identica est. » Texte publié par Couturat, dans la Revue de métaphysique, 19Û2, p. 3, et dans Opuscules et fragments inédits de Leibniz.. Extraits des manuscrits de la Bibliothèque Royale de Hanovre, 1903, p. 519.
de son ouvrage sur la philosophie de Leibniz^, se rallie à celte interprétation — . Il est trop clair qu'une telle l'ormule contient dans son expression même la difficulté qu'elle prétend résoudre. Que signifie l'identité virtuelle^ Si Ion entendait par là que la proposition est démontrable à l'aide d'un nombre fini d'opérations logiques^, alors il faudrait dire que toutes les vérités sont justiciables de la logique au sens aristotélicien du terme, qu'elles sont analytiques au sens kantien; le virtuel rentrerait dans le formel; les deux mots ou virtuellement pourraient être supprimés sans inconvénient. Mais en fait cette suppression trahirait la pensée de Leibniz : entre la formalité et la virtualité il y a la dislance du fini à l'infini. « L'analyse des nécessaires, qui est celle des essences, allant a natura posterioribus ad natura priora^ se termine dans les notions primitives, et c'est ainsi que les nombres se résolvent en unités. Mais dans les contingents ou existences, cette analyse a natura posterioribus ad natura priora va à l'infini, sans qu'on puisse jamais la réduire à des éléments primitifs^. » Il faut donc, si l'on ne veut pas brouiller les termes et, comme dit Pascal quelque part, mépriser ses propres idées, reconnaître que l'analyse leibnizienne prend le conlre-pied de la logique de l'École, pour qui la « régression à l'infini » est un type de démonstration sophistique : ce que Leibniz appelle l'analyse constitue évidemment, dans la terminologie de Kanl, un processus de nature synthétique.
Sans doute le principe de raison est le principe de la démonsirabilité universelle; mais cette démonstrabilité comporte une acception toute différente, suivant qu'il sagit des vérités universelles et éternelles dont la preuve peut être faite à l'aide d'un nombre fini de propositions, ou des vérités singulières, qui enveloppent l'infini. Dans le premier cas, la proposition à démontrer peut être ramenée par la méthode de la « substitution des équivalents » à une proposition justiciable du principe de contradiction ; nul doute que dans ce domaine la science ne revête aux yeux de Leibniz cette forme analytique que Hobbes lui reconnaissait déjà; le principe de raison se confond avec le
P. tv
2. « Maaifestumque est omnes propositiones aecessarias sive aeternœ veritatis esse virlualiter idcaticas. » G, VII, 300. Cf. ibid. p. 200 : « Quaecumque igitur Veritas analysées est incapax demonstrarique ex rationibus suis non polest. sed ex sola divina menle rationeni ultimam ac necessitatem capit, necessaria non est. »
Lettre à Bourguet du 5 août 1713, G, III
POSITION DU puonLi;MK : logique et mathématique 203
principe d'idcnlilé. Dans le second cas, au contraire, le principe de raison est le point de départ d'une recherche qui dépasse les lorccs Iniinninos. « Non dalur profi^ressus in infiniluni in rationihiis univcrsalium seu a'ternanim verilaliun, dalur lamen in ralionihus sin^ularium. Ideo singularia a mente creata perfecte oxplicari aut capi non possunt, quia infinitum involvunt' ». Il ap|)arliciil à Dieu seul d'entendre comment le fait peut être déduit du principe-. Seul Di(Hi est capable d'apercevoir l'infinité des termes dont la connexion permet de poser l'unité du réel, et de rétablir l'homogénéité de la science; Dieu est « prophète » aussi facilement qu'il est « géomètre' ».
Il ne serait pas tout à fait exact de dire avec M. Couturat* que chez Leibniz « le principe de raison, purement logique à l'origine, revêt un caractère métaphysique et théologique ». Ou du moins on ne traduirait ainsi qu'une sorte de ruse diplomatique à laquelle Leibniz recourait dans l'expression de sa pensée : « Un de mes grands principes est que rien ne se fait sans raison, c'est un principe de philosophie. Cependant dans le fonds ce n'est autre chose que l'aveu de la sagesse divine, quoique je n'en parle pas d'abord ^ »
120. — En résumé, le principe de raison a chez Leibniz une tout autre portée que le principe d'identité. Les formes de la logique traditionnelle, constituées par la considération du fini et renfermées avec soin dans le cadre du fini, ne sauraient sans contradiction s'étendre à l'infini. Si tout actuel est fini, comme le pensait Aristote, l'infini est une virtualité, mais dans le sens tout négatif du mot, qui signifie l'impuissance à se réaliser. Pour que la virtualité de l'infini devienne capacité illimitée de réalisation, il faut qu'elle se rattache à Vactualité de l'infini, et, par là, l'intervention de Dieu est nécessaire. Parce que tout est démontré en Dieu, il est assuré que l'homme, engagé dans une résolution de notions qui doit se poursuivre à
1. Lettre à des Bosses, du 1" février 1706. G, II, .300. Cf. Vil, 200.
2. Voir Nouveaux Essais sur l'entendement humain, 1704 (L'ouvrage sera désigné dans la suite par N. E.) L. IV, eh. xvu, § 2.3.
3. Cf. Remarques sur la lettre de M. Arnauld, louchant ma proposition : que la notion individuelle de chaque personne enferme une fois pour toutes ce qui lui arrivera à jamais (1G86) : « Quoiqu'il soit aisé de juger que le nombre des pieds du diamètre n'est pas enfermé dans la notion de la sphère eu général, il n'est pas si aisé déjuger, si le voyage que j'ai dessein de faire est enfermé dans -ma notion : autrement il nous serait aussi aisé d'être prophètes que d'être
géomètres. » G, II, 45.
Op. cit. p
0. Bodemann, Die Leibniz-Handschriften, Hanovre, 1895, p. 58 {Phil., I, 39).
l'infini, ne trouvera jamais dans la nature des choses un obstacle qui le condamnerait à s'arrêter définitivement, qu'il ne se heurtera nulle part à une irrationalité radicale et irréductible. « Dieu, comme Fa dit fortement i\I. E. Boutroux, est le garant de la généralisation du calcul infinitésimal'. »
On comprend que Leibniz se soit cru autorisé à tirer de la progression de l'infini une règle de démonstration et un critérium de vérité : « Quod si... continuala resolutione pra?dicati et continuata resolutione subjecti nunquam quidem demonstrari possit coincidentia, sed ex continuata resolutione et inde nata progressione ejusque régula saltem appareat nunquam orituram contradictionem, propositio est possibilis. Quod si appareat ex régula progressionis in resolvendo eo rem reduci, ut difïerentia inter ea qute coincidere debent, sit minus qualibet data, demonstratum erit propositionem esse veram -. » Mais on comprend aussi, qu'il ait également reconnu, et dans le même opuscule, que cette règle ne constitue pas une démonstration achevée : ;< Pétri notio est compléta, adeoque infinita involvit. ideo nunquam perveniri potest ad perfectam demonstrationem, attamen semper magis magisque acceditur, ut difTerentia sit minor quavis data ^ »
Nous navons donc pas le droit de dire que la philosophie de Leibniz soit proprement, sans équivoque et sans arrière-pensée, un panlogisme; car il faudrait que la relation du prédicat au sujet satisfît aux exigences de la démonstration achevée. En fait « les principes de la logique réelle, ou d'une certaine analyse générale indépendante de lAIgèbre, » dont Leibniz parlait à Malebranche^, nous renvoient de la logique traditionnelle au calcul infinitésimal^. Que d'ailleurs ce second terme de Talternative ait jamais satisfait à l'ambition philosophique de Leibniz, que dans le calcul infinitésimal, comme Descartes dans sa Géométrie, Leibniz n'ait vu que 1' « échantillon ;) Je plus probant de sa méthode, et qu'il n'ait pas renoncé au système de logique universelle où la mathématique nouvelle rentrerait à titre de cas
1. Introduction ù VÉtude des Nouveaux Essais, Paris, 1885, p. 71. Cf. G, VII, 200., « Ipse progressus in infinitum habet rationis locum, quod, suo quodam modo, extra seriem, in Deo rorum autorc, poterat slatim ab initie intelligi. »
2. Générales Inquisitiones de Analysi notionum et veritatum 1686, § 66. Couturat Opuscules, etc., p. 374.
Ibid. § 74, p
a. Voir l'Opuscule qui porte ce titre : Origo veritatum contimjentium ex processu in infmitum ad exemplum Proportionum inter quantitates incommensurabilcs. Theol., VI, 2 f. il. éd. Couturat, p. 1.
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parliculier, cela est liorsdodoulc; mais cela ne concerne, encore une fois, que le rôvc du Icibnizianisme par Leibniz, rôve destiné h se perdre dans les nuages d'une imagination inlassable, et que pendant deux sièeles on a pu croire stérile. La base historique du leibnizianisnie doit être cherchée là où la caraclérislique a immédiatement réussi à manifester sa vitalité et sa fécondité, c'est-à-dire dans l'établissement de VAlgorilhme différentiel. Toutes les intuitions infinitésimales qui ont animé la |)cnsée de Leibniz dans la période antérieure au voyage de Paris (intuitions empruntées à Cavalieri et à Ilobbesqui, l'un sur le terrain de la mathématique pure, l'autre sur celui de la philosophie mécanique, avaient développé les germes jetés par Galilée '), reçoivent de l'algorithme découvert par Leibniz leur pleine clarté intellectuelle, tandis que les découvertes microscoj)iquesdeLeeuvenhœk paraissaient leur apporter une confirmation expérimentale-. Autour de la mathématique nouvelle va donc s'organiser le système de la philosophie leibnizienne, comme l'a vu M. Gassirer dans un ouvrage dont il nous semble que MM. Russell et Gouturat ont contesté à tort l'exactitude fondamentale et la profondeur^ : « Ma métaphysique, écrivait Leibniz, est toute mathématique, pour dire ainsi, ou la pourrait devenir''. »
l'algèbre et l'analyse
121. — Dans un de ses premiers écrits scientifiques, Meditalio Juridico-mathematica de interasurio simplice (1683), Leibniz indique sur un exemple très simple la conception originale de la science, qui s'appuie sur la logique de l'infinitésimal.
Supposons que j'aie à payer, dans un certain temps, par exemple dans une année, une certaine somme d'argent, qui sera prise ici pour unité. Mon créancier me demande de la payer immédiatement. Le droit exige qu'il ne la reçoive pas tout entière; il faut défalquer l'intérêt que l'argent aurait produit pendant cette année, s'il était resté dans mes mains. Comment calculer cette défalcation, ce rabati Mon premier mouvement sera de soustraire l'intérêt pour une année de la somme que j'avais à
payer; je paierais, au taux de -, 1 ou . Mais si je m'en
1. Voir dans les Éludes posthumes d'Hanneciuin la rédaction française de la thèse latine de 1896 sur La première philosophie de Leibniz, t. II, p. 74 et suiv.
2. Lettre à Arnauld, septembre ou octobre 1687, G, II. p. 122.
3. Leibniz' System in seinen wissenschafllichen Grundlagen, Marbourg, 1902.
Lettre à VHôpital, du 27 décembre 1694. M, II
tenais à ce calcul, je ferais tort à mon créancier. Je retrancherais, en effet, l'intérêt delà somme d'argent telle qu'elle sera due dans un an, alors que je n'ai à tenir compte que de la somme telle qu'elle est due actuellement. La différence des deux sommes est précisément dans le montant de l'intérêt pour un an; il faut donc que je rétablisse la balance en portant au compte du cré-
ancier l'intérêt du montant de l'intérêt, ou - X -• Seulement, si
j'arrêtais là l'opération je commettrais de nouveau une erreur, cette fois à mon désavantage, puisque l'intérêt de l'intérêt est encore calculé sur la somme totale à payer dans un an; il faut que j'en rabatte, à mon profil, la portion afférente à l'intérêt
de l'argent pendant l'année en cours : (-) X-. A ce second
rabat s'appliquera d'ailleurs un raisonnement de même ordre; il donnera lieu à une seconde ristourne au profit du créancier, qui elle-même donnera lieu à un nouveau rabat en ma faveur, et ainsi de suite à l'infini. La somme que je devrais payer sera exprimée exactement par la série infinie :
1 h — îH--! 3, etc.
La somme de cette série peut être déterminée, elle aussi, avec
exactitude; elle est égale à la fraction - .; car il est facile
de voir que la multiplication de la série par y + 1 ne laisse subsister qu'un seul terme : u. Le problème est donc résolu par Yanalyse de l'infini.
Mais au terme de cette longue démonstration nous ne faisons que retrouver une valeur que l'algèbre pouvait nous fournir de la façon la plus simple et la plus élégante; ne suffit-il pas de poser directement l'équation du problème
pour obtenir presque immmédiatement la valeur de .x? L'équa-
tion équivaut a vx-i-x^v; ce qui donne x= .-
Le contraste technique des deux méthodes souligne l'intérêt du jugement que porte Leibniz : « Quoique la seconde soit dans ce cas plus facile que la première, cependant j'estime que la première a une grande portée, parce qu'elle fournit l'exemple d'une
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iiiialysc remarquable cl difirranl en cela de l'algcbrc que raijj^èbre... considère comme connue la quanlilé inconnue, et part de là pour l'égaler avec les connues, cL en chercher la valeur; au contraire l'analyse, procédant uniquement à l'aide lie (juanlilés connues, obtient directement l'inconnue. Ce qui, ajoute Leibniz, est d'un grand usage : lorsqu'il est impossible d'obtenir par l'algèbre la valeur rationnelle de l'inconnue, on peut y arriver néanmoins grâce à cette méthode, en faisant intervenir une série infinie '. »
Ces réflexions suffisent à mettre déjà dans un rebef saisissant la différence du mathématisme leibnizien et du mathématisme cartésien. La raison, chez Descartes, repose sur un fond d'évidence et de simplicité. Le philosophe définit ce qui est absolument clair en soi, ce qui présente le maximum de sira- ]ilicité; il pose le type de la relation intelligible : mesure des dimensions analogues aux dimensions spatiales, ou transformalion des équations algébriques; il constitue la science par la combinaison de ces relations intelligibles. Les problèmes qui ne rentrent pas dans les cadres de ces relations échappent aux prises de la raison humaine; Descartes n'hésite guère, on l'a vu, à les croire à jamais insolubles. Une telle conception rappelle le dogmatisme de l'antiquité; c'est ainsi que la spéculation pythagoricienne avait commencé par identifier la raison universelle avec la pensée proprement arithmétique, au risque de se heurter aux paradoxes et aux contradictions nées de la découverte des irrationnelles. C'est ainsi qu'avec le système classique de Ptolémée l'astronomie hellénique procède du principe que tout mouvement céleste est nécessairement circulaire, jusqu'à ce qu'elle se perde dans l'enchevêtrement des cycles et des épie y des.
Les embarras qui ont entraîné l'échec, ou tout au moins limité la portée, de ces diverses doctrines décèlent la faiblesse du préjugé dogmatique. La meilleure méthode pour l'intelligence mathématique de l'univers n'est nullement celle qui, dans certains cas élémentaires, présente l'application la plus facile; car cette facilité même, de nature à séduire le philosophe, paralyse le savant en présence des problèmes complexes que la réalité ne peut manquer de poser. C'est celle qui dans l'apparence du simple sait déjà discerner la complexité, 1' « immense subtilité », caractéristique du réel; les principes n'y sont plus des formes déterminées et closes, destinées à opérer la cristal-
M, VII
lisalion du système scientifique; ce sont des ressorts d'action, des armes pour l'extension illimitée du savoir positif. Descartes, comme les Grecs, se meut dans le domaine du fini; Leibniz l'ait intervenir l'infini dans la génération du fini. La science de l'infini sert à trouver les quantités finies : « Itaque Matheseos universalis pars superior nihil aliud est quam Scientia infiniti, quatenus ad inveniendas finitas quantitates prodest*. »
LE DYNAMISME INTELLECTUEL
122. — L'explication universelle repose donc sur le processus dynamique qui constitue les séries infinies convergentes, comme la série alternante à termes décroissants que nous avons eue à considérer
ou, pour prendre l'exemple le plus simple qui est aussi l'exemple favori de Leibniz, la série
etc.
La différence
est plus petite que toute quantité donnée, sans cependant être nulle. Elle n'empêchera pas de poser
à la condition seulement de substituer à l'égalité statique des Cartésiens l'égalité dynamique, celle que Fermât avait envisagée sous le nom d'adégalité. « L'égalité peut être considérée comme une inégalité infiniment petite, et on peut faire approcher l'inégalité de l'égalité autant qu'on veut^. »
Nous sommes ainsi conduits par le mouvement de l'intelli-
Mathesis universalis. M. VU
2. Lettre de M. L. sur un principe général, utile à l'explication des lois de la nature par la considération de la sagesse divine. G. IV, .53. Cf. Cohen, op cit.. p. 58, et suiv. vide supra, § 108.
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g^encc à concevoir une dlffcrence ([ui no résulte pas d'une soustraction dans le sens arilhniéticjuo du mot, qui correspond, selon l'heureuse expression de M. Milhaud, au « moment infinitésimal de tout devenir' ». De la diffévenlielle, à laquelle il se flatte d'avoir le premier tlonné un (HaL civil, le^énic de Leibniz a réussi à faire, nous l'avons montre, la base d'une science nouvelle, où la sommation s'efl'ectuc sans addition proprement dite, et qui rivalise en abstraction et en gcnéralilé avec ralt^cbre. Le « calcul infinitésimal, ou des difl'érences et des sommes porte sa démonstration avec soi^ » : il ne réclame pas de principe qui lui soit spécial et qui soit destiné à en justifier la légitimité; car ce qu'il suppose, c'est précisément ({ue rintellit>ence soit conique dès l'abord comme capable d'une extension illimitée, qu'on ne lui oppose pas d'exception, mais qu'on fasse rentrer sous la règle générale le cas particulier de l'évanouissement : ul casiis specialis rei evanescentis contineatur sub régula geiierali '. 11 arrivera d'ailleurs à Leibniz d'énoncer cette conception du dynamisme intellectuel sous la forme de principes : principe lie l'ordre général — datis ordinalis eiiam quœsita siinl ordinala — dont dépend le principe de continuité : » Lorsque la différence de deux cas peut être diminuée au-dessous de toute grandeur donnée in datis ou dans ce qui est posé, il faut qu'elle se puisse trouver aussi diminuée au-dessous de toute grandeur donnée in quœsitis ou dans tout ce qui en résulte ''. » Mais il convient de ne pas chercher dans ces formules une sorte d'appui destiné à soutenir du dehors les méthodes de l'analyse i-ntellectuelle. Leur office est d'enregistrer, à titre de loi de la pensée, l'expansion spontanée dont l'analyse infinitésimale est la manifestation. Le principe de continuité « a son origine de Yinfini'' ». La réalité ultime chez Leibniz, c'est la raison conçue comme le progrès illimité d'un développement ordonné; et avec cette conception Fintellectualisme achève de prendre conscience de lui-même.
123. — Descartes avait posé en principe que l'unité de l'intelligence et la continuité de son mouvement sont les conditions
1. Note sur les origines du calcul iiifiniiésiinal, Conp,Tès de 19(10, loc. cit., p. 46.
Lettre à Jean BernouUi, du 27 juin 1708, M, III
4. G, loc. cit., Ul, 52. Gf. Principium quoddam générale, eîc, .V, VI, 120, (>t Spécimen dynamicum, part. II : « Huic logi continualionis a mutalione saltuin excliidouLis cLiam illud consontaneuin est, ut casus quietis haberi possit pro speciali cnsu motus, scilicet pro motu evanescente seu niinimo, et ut casus œqualitatis haberi possit pro casu iaa;qualitatis evanescentis. » M, VI, 249.
G, III
Eruijschvicg. — Les étapes. ' 1-i-
de la science parfaite; mais il avait appliqué ce principe à un type déterminé d'idées claires et distinctes, d'essences librement créées par Dieu, ce qui dès le début imposait une borne extérieure au progrès de l'intelligence. En distinguant dans la connaissance de l'univers des degrés auxquels correspond la transformation parallèle de l'objet à connaître, en les reliant par un progrès intérieur qui conduit à l'unification S{)irituelle du tout, Spinoza affranchit l'intelligence de la relativité qui la frappait chez Descartes; il lui assure une puissance d'expansion infinie. Mais il n'a pas réalisé cette puissance sous une forme précise et scientifique, propre à manifester dans une intelligence limitée l'immanence du Dieu infini ; et c'est à quoi parvient enfin Leibniz grâce à la découverte ou, plus exactement, grâce à V intellectualisation^ de l'analyse infinitésimale.
Nous pouvons dire alors que l'intellectualisme moderne est constitué sous sa forme historique et authentique; le fait ne sera pas indifférent, lorsque nous essaierons de déterminer la signification objective du débat ouvert aujourd'hui entre l'intellectualisme et le pragmatisme. Leibniz a de fortes paroles contre le mépris où le commencement du xviii*" siècle, semblable au commencement du xx"" siècle, affectait de tenir la raison : « Il y a des gens aujourd'hui qui croient qu'il est du bel esprit de déclamer contre la raison et de la traiter de pédante incommode. Je vois de petits livrets, des discours de rien qui s'en font fête, et même je vois quelquefois des vers trop beaux pour être employés à de si fausses pensées. En effet, si ceux qui se moquent de la raison parlaient tout de bon, ce serait une extravagance d'une nouvelle espèce, inconnue aux siècles passés. Parler contre la raison, c'est parler contre la vérité, car la raison est un enchaînement de vérités. C'est parler contre soi-même, contre son bien, puisque le point principal de la raison consiste à la connaître et à la suivre'. » Ce qui fait la portée de ces remarques — et ce que l'accident Renoavier , qui commande à son tour Y accident William James, a fait perdre de vue à trop de nos contemporains — c'est le principe leibnizien, que la raison est la source de l'infini et du continu, c'est l'application du principe à travers tout le système, qui en atteste « pragmatiquement » la fécondité, c'est l'élan de pensée qui conduit le philosophe de la spéculation sur l'étendue à la spéculation sur Dieu, par le seul élargissement d'un thème initial emprunté à la logique de la mathématique nouvelle : « Le fond est par-
N. E. II, ch. XXI
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tout le iiu>mo, ce qui est maximo rondamentale chez moi, cL qui Vi\gne dans toute ma philosophie. Et je ne conçois les choses inconnues ou coniusémenL connues que de la manière de celles qui nous sont distinctement connues; ce qui rend la philosophie bien aisée, et je crois môme qu'il en faut user ainsi; mais si celte j)hilosophie est la plus simple dans le fond, elle est aussi la plus riche dans les manières, parce que la nature les peut varier à Tintini, comme elle le fait aussi avec autant dabondance, d'ordre et d'ornements qu'il est possible de se ligurer ' .»
Section B. — Les applications.
l'infini et l'étendue
124. — Une première application du dynamisme intellectuel permet de résoudre l'énig^me, où les Cartésiens s'étaient embarrassés, des rapports entre l'infini et l'étendue. Précisément parce qu'il maintient, contre l'interprétation purement intellectuelle que Malebranche et Spinoza donnaient à la mathématique cartésienne, la nécessité d'une aperception synthétique à la base de la géométrie, Leibniz se refuse, comme Descartes lui-même, au paradoxe d'une étendue indivisible. « Il est étrange que Spinoza paraisse, dans le iraiié delà Réforme de l' Entendement'^, nier que l'étendue soit divisible en parties et composée de parties; ce qui n'a pas de sens, à moins qu'il ait fait de l'espace une chose qui ne serait pas divisible. — Mais l'espace et le temps sont ordres de choses, non choses ^ »
Seulement il ne s'ensuit pas de là que nous devions revenir à ralternalive où nous enfermerait la logique toujours trop simple et trop étroite, la logique par oui et par non, d'un Descartes. Selon Descartes, on peut « acquérir » par la méditation — ou plus exactement peut-être on s'aperçoit par la méditation que l'on possède — « une connaissance très claire, et, si j'ose ainsi parler intuitive, de la nature intellectuelle en général, l'idée de laquelle, étant considérée sans limitation, est celle qui nous représente
A^. E. IV, chap. XVII
2. Leibniz renvoie à la paj^e 38o de l'édition originale, où Spinoza cite comme exemple d'erreurs dues à l'imagination : que l'étendue doit être dans un lieu; qu'elle doit être finie, avec une distinction réelle des parties : quod extensio debeat esse in loco, debeatesse finita, cujus partes ab invicem distinguantur realiter, § 46, I, 29; tr. Appuhn, p. 266.
3. Anidmadversiones ad Joh. Georg. Wachteri librum de recondita Hebrœorum philosophia, publiées par Foucher de Gareil sous le titre de Réfutation inédite de Spinoza par Leibniz, 1854, p. 34.
Dieu, et limitée, est celle d'un ange ou tFune âme humaine ^ ». La notion de Tinfini ou notion générale de l'être - est primitive; « la limitation par laquelle le fini diflere de l'infini est un non être ou une négation d'être^ ». Dès lors en partant du fini, en juxtaposant les parties de Fétendue, on n'obtiendra qu'une image indéterminée'' d'ordre tout « négatif », pour laquelle Descartes réserve le nom à' indéfini '.
En réaction contre les Cartésiens, Leibniz revient aux principes de Descartes. D'une part « le vrai infini, à la rigueur, n'est que dans l'absolu, qui est antérieur à toute composition et n'est point formé par l'addition des parties '' ». D'autre part « on se trompe en voulant imaginer un espace absolu, qui soit un tout infini, composé de parties. Il n'y a rien de tel' ». Mais entre la pure idée métaphysique qui est d'ordre transcendant et la représentation statique qui implique contradiction, ne peuton insérer le processus dynamique de l'intelligence, et lui conférer une valeur positive?
« Prenons une ligne droite, et prolongeons-la, en sorte qu'elle soit double de la première. Or, il est clair que la seconde, étant parfaitement semblable à la première, peut être doublée de même pour avoir la troisième qui est encore semblable aux précédentes; et la même raison ayant toujours lieu, il n'est jamais possible qu'on soit arrêté; ainsi la ligne peut être prolongée à l'infini; de sorte que la considération de l'infini vient de celle de la similitude ou de la même raison, et son origine est la même avec celle des vérités universelles et nécessaires^ ». Sans doute l'image spatiale demeure toujours inadéquate à l'idée pure de l'infini; mais aussi bien ce n'est pas sur l'image spatiale que s'appuie la réalité de l'infini, c'est sur le processus de l'intelligence, dont les Cartésiens ne s'étaient servis que pour prouver l'existence d'une infinité transcendante à la puissance proprement humaine, et que l'originalité de Leibniz est de considérer
Lettre, écrite vers mars 1637, AT. I
2. Lettre à Clerselier, du 23 avril 1640. AT. V. 3.o6. .3. Lettre, d'août 1641, AT, III, 427.
4. Lettre à Morus, du 13 avril 1649; AT, V, 344 : « Dico... mundum esse indeterminatuin vel iudcrniitum, quia nullos in eo terminos agnosco ; sed non ausim vocare infmitum, quia porcipio Deum esse mundo majorom, non ratioue exteasioni.s, quam, ut sœpe dixi, nullani propriam in Deo agnosco, sed ratione perfectionis. »
5. Lettre à Clerselier, du 23 avril 1649, AT, Y, 336; Cf. Principia Philosophix, I § 27.
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pour cllo-nuMnc : « L'auleur (t. I, p. .'{07, dit î.eihniz à propos du P. (lu Tcrlro, qui venait de pul)lier une Réfalalion du système de Malebranche) ajoute que dans la prétendue connaissance de r Infini, l'esprit voit seulement que les long;ueurs peuvent être mises bout à bout et répétées tant que l'on voudra. Fort bien; mais cet autour [)ouvait considérer f[ue c'est déj^iconnaître l'infini que de connaître que celte répétition se peut toujours faire '. »
LE CALCUL INFINITESIMAL ET LA GEOMETRIE
125. — Dans Tordre de l'accroissement, ce processus de répétition illimitée ne conduit pas, du temps de Leibniz du moins, à une notion dont la science positive ait su se rendre maîtresse. Mais il en va tout autrement dans Tordre de la diminution; Tidée de Tinfini permet ici de renouveler quelques-unes des idées fondamentales de la f^éométrie, et donne naissance à des méthodes qui, transportées du domaine de la géométrie dans celui de la dynamique et de la psychologie, serviront de base au spiritualisme de Leibniz.
En un sens, la géométrie peut traiter la réalité continue en se dispensant de la considération de Tinfini, en recourant à Tunique principe d'identité. Un passage entre autres, tiré de la correspondance avec Clarke, est formel : «Ce seul principe suffît pour démontrer toute Tarithmétique et toute la géométrie, c'est-à-dire tous les principes mathématiques. Mais pour passer de la mathématique à la physique, ajoute-t-il, il faut encore un autre principe ^ » En un autre sens, la considération de Tinfini est essentielle à la géométrie; le texte des Nouveaux Essais est également formel : « Les figures géométriques paraissent plus simples que les choses morales; mais elles ne le sont pas, parce que le continu enveloppe Tinfini^ ». C'est que la science de la réalité continue peut être traitée de deux façons, suivant quelle est fondée sur le « principe de position : le tout équivaut aux parties », et elle est alors « science du fini » — ou bien sur le « principe de transition ou loi de continuité », et elle est dans ce cas « science de Tinfini * ».
Ces deux conceptions de la géométrie s'opposent Tune à l'autre, exactement comme nous avons vu que s'opposaient
Couturat, Opuscules, etc., p
l'algèbre cartésienne et l'analyse infinitésimale. Que l'on considère la circonférence du cercle : dans le domaine du fini, elle offre le type de la construction simple et uniforme; en prenant le centre du cercle pour origine des coordonnées rectangulaires, on obtient comme conséquence immédiate du théorème de Pylhagore l'équation cc--h i/-^R-. Il y a pourtant avantage à envisager le cercle comme polygone d'une infinité de côtés. Cette définition, qui paraît inutilement compliquée tant qu'on s'en tient aux propriétés élémentaires, est, en réalité, la seule qui assure le progrès de la science. Déjà il est nécessaire d"y faire appel pour calculer la longueur de la circonférence ^ Mais surtout la considération de cet élément différentiel, qui n'est simple que par accident dans le cercle, parce que la courbure du cercle est constante, permet la généralisation de l'analyse géométrique. Dans une courbe en général, il y a lieu de distinguer deux ordres de rapport : le rapport de la courbe à la direction, prise entre deux points infiniment voisins, c'est-à-dire à la tangente, et le rapport de cette tangente elle-même à un nouvel élément différentiel, à celui qui exprime le changement de la direction : « Dans les parties infiniment petites d'une ligne quelconque, on peut considérer non seulement la direction, declivitas aiit inclinatio, comme il a été lait jusqu'ici, mais aussi le changement de direction, la courbure, flexiira; et de même que les Géomètres ont mesuré la direction par la ligne la plus simple qui aurait en un point de la courbe la même direction qu'elle, c'est-à-dire par la droite tangente, je mesure la courbure par la ligne la plus simple qui aurait au même point non seulement la même direction, mais aussi la même courbure, c'est-àdire par le cercle qui non seulement touche, mais ce qui est plus embrasse la courbe proposée -. » La suite de cette Méditation a pour objet de montrer comment, au moyen de la détermination des angles de contingence ou des angles d' oscillation, que les
1. Voir la note des Acta Eruditoram de Leipzig (1684) : De dimensionibus curvilineorum, additio ad schedam de dimensionibus figuraruin inveniendis , où Leibniz rappelle ce principe : « quod figura curvilinea censenda sit œquipollere polygono infinitorum laterum » et il ajoute : « unde sequitur, quidquid de tali polygono demonstrari potest, sive ita ut nullus hajjeatur ad numerum laterum respectas, sive ita ut tanto magis verificetur quanto major sumitur laterum numerus, ita ut error tandem flat quovis dato minor; id de curva posse pronuntiari. Unde duœ oriunlur methodorum species, ex quibus meojudicio pendet quidquid vel hactenus invontum est circa dimensioncs curvilineorum, vel impostcrum poterit inveniri «. M, V., 126,
2. Meditalio nova de natura anguli contactas et osculi, honimque usa in practica Mathesi ad figufas faciliores saccedaneas difficilioribus substituendas, Acta Eruditorum Lipsiensorum, 1686. M, VII, 32.
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(léoiiKMres de la ^énéralioii précédcnLo avaient employée à Litre tl'expédieiit, on peut retrouver dans l'analyse d'une courbe quelconque une hiérarchie d(î f^randeurs incomj)arables les unes aux autres, comme la ligne l'est déjà par rapport à la surface ou la surface par rappport au corps lui-même.
Les degrés successifs de di(ï"ér(;nciatioii créés par l'algorithme de l'analyse de l'infini sont doue tout autre chose qu'un jeu d'écriture symbolique; ils constituent une méthode véritable d'explication, qui, à l'épreuve, va se révéler universelle. Le principe de contiiuiilé, dit Leibniz « est absolument nécessaire dans la géométrie, mais il réussit encore dans la physique '. » De fait, la réforme de la mécanique cartésienne, que Leibniz accomplissait dans cette même année 1686, ne pourra s'expliquer complètement sans l'intervention de concepts que seule l'analyse infinitésimale pouvait fournir *.
LE CALCUL INFINITESIMAL ET LA MECANIQUE
126. — Le problème était posé par la découverte des lois relatives à la chute des corps. Pour passer de la formule qui donne les vitesses, à la formule qui donne les espaces parcourus, il y avait une véritable intégration à opérer, que Galilée, et indépendamment de lui Descartes, avaient effectuée à l'aide de considérations purement géométriques-'.
Cette intégration implique un élément qui est, sous une forme intuitive, l'équivalent de la différentielle; Galilée ne s'y est pas trompé d'ailleurs. Dans le mouvement accéléré, ou relardé, le corps qui sort du repos ou qui y retourne, passe, dans un espace de temps qui, si petit qu'il soit, contient une infinité d'instants, par une infinité de degrés de vitesse^. De fait, nous l'avons vu, les intuitions mécaniques de Galilée ont
i. G, III, 52.
2. Cf. Considérations sur la différence qu'il y a entre l'analyse ordinaire et le nouveau calcul des transcendantes (Journal des Savants, 1694) : « Notre méthode étant proprement celte partie de la Mathématique générale qui traite de l'infini, c'est ce qui fait qu'on en a fort besoin, en appliquant les Mathématiques à la Physique, parce que le caractère de l'Auteur infini entre ordinairement dans les opérations de la nature. » M, V, 308.
3. Duhem, De l'accélération produite par une force constante. Notes pour servir à l'histoire de la dynamique. Deuxième congrès international de Philosophie, II' session, Genève, 1904, Rapports et Comptes rendus, p. 906.
4. Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno à due nuove scienze attenenti alla Mecanicac i moviinenti locali, Leyde, 1638. Troisième journée. Edition nationale t. VIII, Florence, 1898, p. 201. Cf. Cohen op. cit., p. 44, et suiv.
inspiré la renaissance du calcul intégral avec Cavalieri el Torricelli, comme elles ont inspiré, à travers Hobbes, les premières hypothèses de Leibniz sur le mouvement abstrait ou concret.
Descartes a eu les mêmes intuitions. Non seulement dans sa tentative, d'ailleurs manquée, pour obtenir la loi des espaces, il employait un procédé qui était, comme le dit, Paul Tannery, « tout à fait analogue à celui de la méthode des indivisibles (ainsi bien avant Cavalieri) ' ». Mais encore ses réflexions sur la statique montrent qu'il a « saisi et marqué nettement le caractère infinitésimal du principe des déplacements virtuels- »; il écrivait à Mersenne, le 13 juillet 1638 : (< La pesanteur relative de chaque corps ou, ce qui est le même, la force qu'il faut employer pour le soutenir et empêcher qu'il ne descende, lorsqu'il est en certaine position, se doit mesurer par le commencement du mouvement que devrait faire la puissance qui le soutient, tant pour le hausser que pour le suivre s'il s'abaissait' ».
Mais Descartes est aussi un dogmatique, qui tient à faire rentrer la déduction scientifique dans les cadres d'une logique rationnelle. Or la logique rationnelle n'avait pas encore de place pour l'infiniment petit. Descartes hésite à professer avec Galilée « que les corps qui descendent passent par tous les degrés de vitesse* ». Et Mariotte, renchérissant, comme dit M. Bonasse^, sur les dires du maître écarte, par le souvenir des arguments de Zenon d'Elée, les raisonnements de Galilée « pour prouver qu'au premier moment qu'un poids commence à tomber, sa vitesse est plus petite qu'aucune qu'on puisse déterminer'^ ».
Descartes s'était donné la tâche de constituer la mécanique, comme la mathématique abstraite et la géométrie, en se plaçant exclusivement sur le terrain du fini; par là il s'exposait à se mettre en contradiction directe avec les exigences de la continuité. Ainsi, selon l'expression de la première loi du choc « deux corps... exactement égaux et se [mouvant] d'égale vitesse en ligne droite l'un vers l'autre... rejailliraient tous deux également, et retourneraient chacun vers le côté d'où il serait venu, sans perdre rien de leur vitesse ' ». Mais que l'on
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suppose Pim d'eux « Lanl soil. pou plus tj^rand » ou ayant " lanl soit p(Mi plus de vitesse », la seconde el la troisième loi portent que le plus petit ou le plus lent rejaillirait seul, et ils iraient d(^sormais tous deux dans la môme direction '. « De la sorte, lait observer Leihni/, deux cas qui, suivant h^s hypothèses ou données, auraient une dilïerence infininuMit petite (ou qui pourrail être prise intérieure à toute difFérence donnée), auraient cependant, dans les conséquences, une difïerence très grande et très notable... La règle de l'égalité, c'est-à-dire de l'inégalité infiniment petite, ne pourrait pas être comprise sous la règle générale de l'inégalité '-. » Une telle incohérence est une condamnation formelle aux yeux de Leibniz : la loi de continuité est un critérium général ^ une pierre de touche irrésistible. « Il ne se peut pas que la conséquence de l'inégalité évanouissante ne s'évanouisse pas de lagon à rejoindre la conséquence de l'égalité*. »
127. — Il faut réformer la mécanique cartésienne. Le principe de la réforme leibnizienne est assurément dans l'expérience. Mais il est remarquable que l'interprétation de l'expérience conduise à des résultats que Descartes ou tout autre savant de sa génération, en possession des résultats fournis par les observations physiques de Galilée, eût dû apercevoir s'il avait disposé d'une forme mathématique capable de pénétrer plus profondément le cours de la réalité.
Archimède avait établi dans le Traité de Véquilibre des plans ou de leurs centres de gravité la loi de l'équilibre : « Prop. VI. Des grandeurs comraensurables [GG'] sont en équilibre lorsqu'elles sont réciproquement proportionnelles aux longueurs [LL], auxquelles ces grandeurs sont suspendues » :
GL = G'L
Tout en refusant de s'appuyer sur l'exemple du levier. Descartes retrouve la même forme de relation dans le « principe, qui est le fondement général de toute la Statique... (par exemple... la force qui peut lever un poids [P] de 100 livres à la hauteur [H] de deux pieds, en peut aussi lever un de 200 livres [P'] à la hauteur [H'] d'un pied... ^) » :
Lettre du 13 juillet 1638, AT, II, p
— et dans la loi fondamentale de la conservation du mouvement : « Lorsqu'une partie de la matière se meut deux fois plus vite qu'une autre, et que cette autre est deux fois plus grande que la première, nous devons penser qu'il y a tout autant de mouvement dans la plus petite que dans la plus grande ^ »
MV=:M'V
Or, les lois de la chute des corps, que Galilée a tirées de l'observation et de l'expérience, démentent la formule de la conservation du mouvement^ . Descartes s'est trompé, et il a été trompé par cette tendance constante de son esprit à généraliser la solution du cas le plus simple, celle dont on peut se faire une idée tout à fait claire et distincte ^ A.u principe cartésien, Leibniz substituera cette « loi de la nature, que je tiens, écrit-il, la plus universelle et la plus inviolable, savoir qu'il y a toujours une parfaite équation entre la cause pleine et l'effet entier... Et quoique cet axiome soit tout à fait métaphysique, il ne laisse pas d'être des plus utiles qu'on puisse employer en physique et il donne le moyen de réduire les forces à un calcul de géométrie*».
De fait, dans sa première lettre à de Volder, du début de 1699, Leibniz montre comment <f la nature a ménagé une
i. Principes, II, § 36.
2. De cetle démonstration, que Leibniz a répétée à maintes reprises, nous empruntons le résumé à une note parue dans les Nouvelles de la République des Lettres (février 1687) : Réplique de M. G. G. Leibniz à M. Vabbé de Conti. « Si le corps de 4 livres avec sa vitesse d'un degré, qu'il a dans un plan horizontal, allant s'engager par rencontre au bout d'un pendule ou fll perpendiculaire, monte à une hauteur de 1 pied ; celui de 1 livre aura une vitesse de 2 degrés, afin de pouvoir (en cas d'un pareil engagement) monter jusqu'à 4 pieds. Car il faut la même force pour élever 4 livres à i pied et 1 livre à 4 pieds. Mais si le corps d'une livre devait recevoir 4 degrés de vitesse, suivant Descartes, il pourrait monter a la hauteur de 16 pieds. Et, par conséquent, la même force qui pouvait élever 4 livres à 1 pied, transférée sur 1 livre, la pourrait élever à 16 pieds. Ce qui est impossible, car l'effet est quadruple, ainsi on aurait gagné et tiré de rien le triple de la force qu'il y avait auparavant. » G, III, 45.
3. Cf. la Réplique à Vabbé de Conti, G, III, 48 : « Ce qui peut avoir séduit des auteurs si excellents, et qui a le plus embrouillé cette matière, est qu'on a vu que des corps dont les vitesses sont réciproques aux étendues, s'arrêtent l'un l'autre, soit dans une balance, soit hors d'une balance. C'est pourquoi on a cru que leurs forces étaient égales, d'autant plus qu'on ne remarquait rien dans les corps que la vitesse et Vétendue... La force ne se doit pas estimer par la composition de la vitesse et de la grandeur, mais par l'effet futur ». Thèse liée à la distinction « entre la force absolue qu'il faut pour faire quelque elîet subsistant (par exemple pour élever un tel poids à une telle hauteur, ou pour bander un tel ressort à un tel degré) et entre la force d'avancer d'un certain côté, ou de conserver sa direction. »
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in»iicilialioii Irt'S éléganlo entre la loi d'équilibre des corps en «onllil, qui est relative, et la loi (réquivalenc(î des causes et des elVels, qui est absolue, et cela au moyen de la loi de transition graduelle qui évite toute espèce de saut' ». La loi d'équilibre s'a|>plique « à la cause qui s'épuise dans l'instant où elle a^il et qui peut alors être considérée comme proportionnelle à son elVet », à la force morte, comme (Jit Leibniz. .Nous pourrons donc la retenir dans le problème général de la dynamique, en la supposant vraie en un moment infinitésimal, pour le premier élan que le grave reçoit en descendant, ou pour celui qu'il acquiert à chaque instant en cours de chute. La vitesse proprement dite, qui manifeste la force vive, est constituée par l'accumulation de ces élans ou sollicitations élémentaires; or, la vitesse est à la sollicilation nue comme l'infini au fini, ou comme dans nos dillérenlielles la ligne à ses éléments -. Ainsi, les notions fondamentales de la mécanique leibnizienne seront liées aux modes de relation et de calcul dont la pensée humaine est redevable à l'analyse infinitésimale. L'argumentation de Leibniz s'achève par une formule lumineuse : Selon l'analogie de la géométrie ou de notre analyse, les sollicitations ou accélérations, seront comme dx, les vitesses comme x, les forces comme x ou fxdx ^
G, IV. \U
2. Cf. Tentainen de motuum cœleslium causis, 1089 : « Nec... mirum est quod voluit Galilœus, percussioncm esso infinitani comparatione gravitatis nudœ, seu, ut ego loquor, simplicis conatus, cujus vini ego mortuam vocare soloo, quee agendo demum coacipiens impetum repetitis impressionibus viva redditur. » M. VI, 33.
3. G, II, lo6 « Ut ita secundum analogiam geometriœ sou analysis aostrœ sollicilationes sint ut dx, celeritatcs, ut x, vires ut xx seu ut fxdx ». Cf. Tentamende motaain Cœleslium causis. « Et inflniti sunt gradu.s taminlinitorum, quam infinité parvorum. Et possunt adhiberi triangula communia inassignabilibus illis similia, (juœ in Tangentibus, Maxiniisque et Minimis, et explicanda curvedine linearum usum habent maximum; item in omni pêne translatione Geonietrife ad naturam, nam si motus exponatur per lineam communem, quam dato tcmpore mobile absolvit, impetus seu velocitas exponetur per lineam infinité parvam, et ipsum elementum velocitatis, quale est gravitatis sollicitatio, vel conatus centrifugus, per lineam infinities infinité parvam. » (Act. Erud. t. Lip. 1689, .U. VI. 1.51).
là
reffort intérieur; elle naît sur le terrain de la science, comme un requisit des expériences de Galilée sur la chute des corps ^
Mais cette notion, si elle n'est pas d'origine métaphysique, a, du moins dans la pensée de Leibniz, une portée métaphysique; la conception originale du rapport entre la force totale et la vitesse du mouvement en un point donné, et entre cette vitesse elle-même et Taccélération, sert de prototype au rapport que la substance soutient avec ses accidents.
A cet égard, une remarque de M. Russell sur un passage important de la correspondance avec de Volder fournit une sorte à'experimentum crucis. M. Russell a certes fort bien vu qu'il était essentiel à la philosophie de Leibniz de conférer à la distinction des substances un fondement intrinsèque : deux substances dont les prédicats seraient les mêmes se confondraient, et c'est la doctrine même de 1' « identité des indiscernables- ». Mais en même temps, comme il enferme la métaphysique de Leibniz dans le cadre de la logique scolastique, il veut y trouver l'affirmation opposée, que les substances ne sauraient se ramener à la somme de leurs prédicats ; et il cite à l'appui ce texte, tiré d'une lettre à de Volder du 21 janvier 1704 : « Substantiœ non tota sunt quse contineant partes formaliter, sed res totales qu» partiales continent eminenter^. «
Et en effet, il faudrait bien admettre que le philosophe s'est grossièrement contredit sur la conception fondamentale de la substance... si le rapport de sujet à prédicat ne pouvait être interprété que suivant le modèle de la logique aristotélicienne. Dans cette logique, en effet, il n'y a pas de milieu : du moment que le tout n'est pas formellement la somme de ses parties, il est ontologiquement autre que ses parties ; derrière les attributs, il y a un substratiim, un suppôt qui est, par rapport à ces attributs, une réalité métaphysiquement transcendante. Mais la conclusion ne vaut plus si la logique leibnizienne est d'un type que ni Aristote ni Descartes n'ont connu, du type infinitésimal. Alors le rapport d'ëminence, ou de transcendance mathématique, entre le tout et les parties n'est pas incompatible avec une doctrine d'immanence métaphysique. Une série infinie, une chose totale est plus que chacun des termes successifs ou qu'une quantité déterminée de termes ; ce qui ne veut pas dire qu'elle doive en soi être autre chose. La substance pourrait être alors
1. Voir en particulier Gouturat, Sur la Métaphysique de Leibniz, Revue de Métaphysique, janvier 1902, p. 20.
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la loi uiii((iio (lonl tlérivo l;i nmlliplicih' clos prédicats, cl c'est ce que L(nl)niz altirnio cxpiesst'-iucnL clans celle même lellre à de Volder où M. lUissell croyait le saisir en llagrant délit de contradiction avec la doctrine de Videnlite des indiscernables : « Legem quamdam esse persislcntcm quîc involvat i'uturos ejus quod ut idem concipimus status, id ipsum est quod substantiam eamdem conslituere dico'. »
129. — Lï'volution de pensée qui devait conduire Leibniz à sa notion définitiAC de la substance, a pour pivot la conception technique du calcul infinitésimal. Dans sa première philosophie, Leibniz s'appuie directement sur les indivisibles de Cavalieri; ces indivisibles ne sauraient être dans l'espace; l'idée d'un minimum étendu implique contradiction : « Ce à quoi ne peut être enlevée aucune parcelle d'étendue, est inétendu; donc le commencement du corps, de l'espace, du mouvement, du temps (c'est-à-dire le point, lelïort ou conalus, l'instant) ou est nul, ce qui est absurde, ou est inétendu, ce qu'il fallait démontrer-. » Or ce point et cet effort, éléments d'ordre infinitésimal par rapport à l'espace et au mouvement ■', sont aussi des éléments spirituels : « Il y a bien des années, écrit Leibniz en 1709, lorsque ma philosophie n'était pas encore parvenue à sa maturité, je logeais les Âmes dans des points ^. »
Mais dans la philosophie ultérieure de Leibniz on ne va pas de l'unité à l'infini, on ne compose pas à l'aide du point ou de l'effort indivisible l'espace ou le mouvement; au contraire, c'est de l'espace et du mouvement, tels qu'ils sont donnés, que part le processus de divisibilité, sans jamais aboutir à une résolution complète-'. Le o août 1713 Leibniz écrit ces lignes bien significatives : « Quand j'ai dit que l'unité n'est plus l'ésoluble, j'entends qu'elle ne saurait avoir des parties dont la notion soit plus simple qu'elle. L'unité est divisible, mais elle n'est pas résoluble; car les fractions qui sont les parties de l'unité, ont des notions moins simples parce que les nombres entiers (moins
i. G, II, 264.
P. S. d'une Lettre à des Bosses, 27 avril, G. H
5. Cf. Lettre à de Volder : « Numerus, Hora, Linea, Motus, seu gradus velocitatis, et alia hujusmodi Quanta idealia seu entia mathematica rêvera non sunt aggregata ex partibus, cum plane indefinitum sit quo in illis modo quis partes assignari velit, quod vei ideo sic intelligi necesse est, cum nihil aliud signiflcent quani illam ipsam meram possibilitatem partes quotcumque assignandi ». G, II., 276.
simples que Funité), entrent toujours dans les notions des fractions. Plusieurs qui ont philosophé en mathématique sur le point et sur Tunité se sont embrouillés, faute de distinguer entre la résolution en notions et la division en parties. Les parties ne sont pas toujours plus simples que le tout, quoiqu'elles soient toujours moindres que le tout'. »
Si le spirituel est l'unité du matériel, ce n'est donc plus en tant qu'élément constitutif, car cela le retenait malgré tout à l'intérieur de l'étendue, c'est en tant que principe total dont dérive la multiplicité des phénomènes étendus. Ce qui permet de concilier dans les âmes l'unité et la multiplicité, ce n'est pas le rapport géométrique de quantité, c'est la « force primitive d'agir ou... loi de la [suite] des changements comme la nature de la série dans les nombres- ».
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130. — L'application directe du calcul infinitésimal a permis de pénétrer la nature de la substance ; l'analogie du calcul infinitésimal va fournir le moyen de suivre le progrès et la diversité des formes de la substance, de passer de la monade-matière à la monade-vie et à la monade-esprit.
Suivant une pensée que Leibniz rapporte lui-même aux conceptions de sa première jeunesse ^ une âme ou un esprit « ne garde pas seulement sa direction, comme fait l'atome, mais encore la loi des changements de direction ou la loi des courbures, ce que l'atome n'est point capable de faire ». Par cette remarque se résolvent les cas qui au premier abord paraîtraient mettre en échec la loi de continuité : « Comme dans une ligne de géométrie, il y a certains points distingués, qu'on appelle sommets, points d'inflexion, points de rebroussement ou autrement, et comme il y a des lignes qui en ont d'une infinité, c'est ainsi qu'il faut concevoir dans la vie d'un animal ou d'une personne
G, III
2. Suite nous paraît être la vraie leçon, au lieu de sorte. — Notes sur la critique de la Recherche de la vérité par Foucher, Lettres, etc. Ed. Foucher de Careil, p. .303. Cf. Lettre à de Volder, du 21 janvier 1704. « Vis auteni derivativa est ipse status praîsens dum tendit ad sequentem seu sequentem prœinvolvit, uti omne prœsens gravidum est futuro. Sed ipsum persisteas, qualenus involvit casus omnes, primilivam vim habet, ut vis primitiva sit velut delerniinatio quœ terminum aliquem in série désignât. » (G, II, 262).
3. Eclaircissements des difficultés que M. Bayle a trouvées dans le système nouveau de l'union de l'âme et du corps (1698). G, II., 544. Cf. Mannequin, op. cit., II, 162, et suiv.
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les temps d'un changement extraordinaire, quï ne laissent pas d'être dans la règle générale : de môme que les points distingués dans la courbe se peuvent déterminer par sa nature générale ou son équation '. »
La délicatesse et la rigueur de ce parallélisme conduisent à l'analyse la plus subtile, la plus profonde qui ait jamais été faite de la conscience et de la pensée. Tout d'abord, le calcul de l'infini, sous la forme de la dilférencialion ou sous la forme des séries infinies à termes décroissants, donne droit de cité dans la philosophie i'i cette notion paradoxale de l'inconscient, que la psychologie mettra deux cents ans à s'assimiler, tant Tinconscienl contredit à la spécificité de sa méthode, et qui domine aujourd'hui la conception de la vie spirituelle. Sans doute, cette notion était déjà connue du xvii^ siècle. Elle est essentielle au cartésianisme; et, dès avant son séjour à Paris, Leibniz s'était attaché à démontrer la thèse fameuse que ïâme pense toujours-. De cette thèse iNIalebranche et Spinoza s'étaient tous deux inspirés; mais des notions comme le « sentiment confus » que l'âme a de soi, ou la « conscience inadéquate » dans la connaissance du premier genre^ ont un aspect encore abstrait et schématique, tandis que la théorie leibnizienne des « petites perceptions » emprunte à l'analogie de la mathématique nouvelle et de la mécanique une précision et une extension inattendues. Qu'il s'agisse d'une multitude d'impressions infinitésimales, qui s'agrègent pour constituer un état défini ^ ou d'une série ordonnée qui du centre de la réflexion consciente, de l'aperception claire, plonge ses racines (ou est destinée à se perdre) dans la pénombre et la confusion des sensations ou des souvenirs \ chaque moment de la vie consciente est, en dépit de son apparence simple, la sommation dune infinité d'éléments.
1. Lettre ù Remond, du 11 février 1713. G, III, G.3o. Cf. Théodicée, III, § 242.
2. " Cum enim sit a me demonstratum, locuni verum mentis nostrœ esse punctum quoddam seu centrum, ex eo deduxi consequentias quasdam rairabiles de mentis incorruptibilitate, de impossibilitate quiescendi a cogitando, de impossibilitate obliviscendi... » (Lettre à Arnauld, G, I, 72).
3. « Pour entendre ce bruit [de la mer], il faut bien qu'on entende les parties qui composent ce tout, c'est-à-dire les bruits de chaque vague... autrement on n'aurait pas [la perception] de cent mille vagues, puisque cent mille riens ne sauraient faire quelque chose. » Avant-propos des nouveaux Essais sur L'Entendement humain.
4. .< On ne serait jamais éveillé par le plus grand bruit du monde, si on n'avait quelque perception de son commencement, qui est petit; comme on ne romprait jamais une corde par le plus grand effort du monde, si elle n'était tendue et allongée un peu par de moindres efforts, quoique cette petite extension qu'ils font ne paraisse pas. » (Ibid.)
Cette somme est à son tour élément d'une somme nouvelle. De même que le mouvement se ramène à un acte de différenciation qui {"ait le passage d'une manifestation de la force à une autre manifestation de la force \ de môme un moment de la vie consciente implique une tendance à un nouvel état; il est un terme dans une série dont l'unité forme le cours de la vie consciente : « Et cum Monades nihil aliud sint quam reprtesentationes phœnomenorum cum transilu ad nova phœnomena, patet in iis ob reprœsentationem esse perceptionem, ob transitum esse appetitionem -. »
131. — Enfin l'analogie du calcul infinitésimal va permettre de pousser plus loin encore l'analyse métaphysique, et do rendre raison de la représentation elle-même : « La représentation a un rapport naturel à ce qui doit être représentée » Or, ce rapport est exactement celui de l'unité à l'infini. Même lorsque Leibniz définissait l'âme comme un point, il y voyait, non un élément, mais un centre où concouraient tous les rayons de l'action universelle ''. La notion se précise dans la philosophie définitive où l'unité peut être la somme d'une infinité de termes si ces termes sont ou infiniment petits par rapport à cette unité, ou ordonnés en série indéfiniment décroissante : une multitude d'impressions confuses s'intègre dans l'unité d'une perception consciente : « Une substance qui est d'une étendue infinie, en tant qu'elle exprime tout, devient limitée par la manière de son expression plus ou moins parfaite ^ »
Le trait le plus original du leibnizianisme, son apport, comme l'a bien montré M. Gassirer, à la pensée de l'humanité, c'est que la conscience individuelle, approfondie sans être élargie, y apparaît équivalente à l'univers de la représentation : « Chaque âme représente exactement l'univers tout entier S) ; mais elle « représente finiment l'infinité ' »; elle est une somme où entre la tota-
1. Cf. Spécimen dynamicum : « Nain motus (perinde ac tempus) nunquam existit si rem ad ày.pip£'.av revoces, quia nunquam totus existit, quando partes coexislentes non habet. Nihilque adeo in ipso reale est, quam momentaneum illud quod in vi ad inutationem nilente conslitui débet. » M, VI. 235.
Théodicce, Part
4. Hanuequin op. cit., t. II, p. 163. Cf. Lettre à la princesse Sophie, du 4 novembre 1696 : « Les unités, quoiqu'elles soient indivisibles et sans parties, ne laissent de représenter les multitudes, à peu près comme toutes les lignes de la circonférence se réunissent dans le centre. >• G, VII, 342.
3. Discours de métaphysique, XV, G, IV, 440, Ed. Lestienne, 1907, p. 51.
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132. — Ce n'est pas tout : la conception du rapport entre l'unité du représentant et la multitude du représenté implique la solution du problème général de la communication des substances : « Les unités ne sont jamais seules et sans compagnie; car autrement elles seraient sans l'onction et n'auraient rien à représenter -. »
Comment les différentes monades se représentent-elles les
unes les autres? Sans doute on peut répondre en général :
« c'est l'expression de la cause commune qui fait l'accord des
effets'. » Mais, si l'on veut préciser, on est encore ramené à
l'analogie des formules mathématiques. Le premier résultat
important que Leibniz ait obtenu pendant sa période d'initiation
à la haute mathématique, ce fut, en 1674, la découverte de la
série infinie qui permet la quadrature arithmétique du cercle :
« Le rayon du cercle étant l'unité, et la tangente BC de la
moitié BD d'un arc donné BDE étant appelée 6, la grandeur de
lare sera -7 — -3--+-^5 -w-t-tt — tt^ etc. Or les arcs étant
trouvés, il est aisé de retrouver les espaces ; et le corollaire de ce
théorème est que, le diamètre et son carré étant 1, le cercle est
Et, cette formule, Leibniz la rattache à la quadrature de l'hyperbole que Mercator avait publiée en 1670 : « M. de Leibniz écrivait-il plus tard à Hugoni, trouva dans le cercle ce qui répondait à la découverte faite sur l'hyperbole ^, » En tant qu'elle manifeste les « merveilleuses harmonies » du cercle et de l'hyperbole '^, la doctrine des séries fournit une résolution analytique des relations spatiales.
Or, et précisément au début de sa réflexion philosophique, Leibniz avait remarqué comme les jeux de la perspective per-
1. De rerum originatione radicali, 23 novembre 1697, G, VII, 307.
Bodemaan, Die Leibniz — Handschriften, 1895, p
6. Lettre à Oldenbourg, de Paris, 16 octobre 1674, Briefw., 1895, p. 107.
Bruxschvicg. — Les étapes. lo
mettent d'illustrer la diversité des représentations que nous nous faisons d'une même réalité : « Uli enim eadem civitas aliam sui faciem offert, si a turri in média urbe despicias (m Grand gelegt), quod perinde est ac si essentiam ipsam intueare; aliter apparet, si extrinsecus accédas, quod perinde est ac si corporis qualitates percipias; et ut ipse civitatis externus aspectus variât, prout a latere orientali aut occcidentali dis-accedis, ita similiter pro varietate organorum variant qualitates ^ » Grâce à la découverte de la quadrature des courbes, il est possible de passer de la relation purement externe entre figures spatiales à la relation intellectuelle entre les termes des séries, et d'apporter ainsi à l'explication du rapport entre les monades un sens plus intérieur et plus profond.
Les monades s'expriment les unes les autres en ce sens « qu'il y a un rapport constant et réglé entre ce qui se peut dire de l'une et de l'autre. C'est ainsi qu'une projection de perspective exprime son géométraP ». Or, dans l'ordre de la métaphysique comme dans l'ordre de la géométrie, la correspondance terme à terme sera la source de l'harmonie. « Les perceptions qui se trouvent ensemble dans une même ame en même temps, enveloppant une multitude véritablement infinie de petits sentiments indistinguables, que la suite doit développer, il ne faut point s'étonner de la variété infinie de ce qui en doit résulter avec le temps. Tout cela n'est qu'une conséquence de la nature représentative de l'âme, qui doit exprimer ce qui se passe, et même ce qui se passera dans son corps et en quelque façon dans tous les autres, par la connexion ou correspondance de toutes les parties du mondée »
133. — Le parallélisme de la mathématique et de la métaphysique apparaît plus étroit encore, si l'on se reporte aux travaux de Leibniz dans les années qui précèdent la publication du Système nouveau de la nature et de la communication des substances. En 1692 et en 1694, Leibniz fit paraître dans les Acta eruditorum de Leipzig, deux mémoires où il introduit dans la géométrie deux notions d'une importance décisive, les coordonnées curvilignes elles lignes enveloppes '- : de Linea ex Lineis numéro inflnitis ordinatim ductis inter se concurrentibus formata^ casque omnes tangente, ac de nova in ea re Analysis infinilorum usu; et la Noua calculi differentialis applicatio et usus, ad multi-
1. Lettre à Thomasiiis, d'avril, 1669; G, I, 19. Cf. llannequin, op. cit., II, 48.
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plicem Uncdrum con.striictionem, ex data langentium condilione.
Leibniz commencopar rappolor les travaux do Dosaj-^ues*; au lieu de s'nppuyer sur les coordonnées rectangulaires de Descartes, Desargues part de la considération de la convergence et de la divergence des droites et il fait rentrer le parallélisme dans le cadre de la convergence, en supposant que les droites l)arallèlcs ont un point de concours à l'infini. Sur le modèle d'une semblable généralisation, il est possible de concevoir entre des lignes une infinité de relations de position, qui seront susceptibles d'être interprétées par de nouveaux systèmes de calcul pourvu seulement qu'il y ait une loi faisant correspondre à chacune de ces lignes un élément géométrique déterminé. Par exemple l'observation des caustiques de réflexion suggère que l'on peut former un système de lignes qui ne constituent pas, à proprement parler, un faisceau convergent, mais qui est pourtant un système régulier : deux lignes très voisines, c'est-à-dire, suivant les expressions employées par Leibniz, différant infiniment peu ou ayant une distance infiniment petite, sont convergentes, et le point de convergence peut être assigné. L'ordre de tous ces points de convergence engendre une ligne de convergence qui est le lieu commun de tous les points de convergence des lignes voisines, et offre cette particularité remarquable d'être tangente à toutes les droites dont les intersections mutuelles le constituent.
La description de ces relations géométriques montre avec quelle facilité le calcul infinitésimal en fournira l'interprétation analytique : le passage d'un point de la tangente à un point infiniment voisin correspond à la différenciation. En comparant les équations qui expriment deux lignes de la série, nous pourrons séparer les coefficients constants et les coefficients variables des équations; les premiers constituent des paramètres indifferenliables qui correspondent aux conditions générales des lignes; les seconds constituent les éléments di/férentiables qui permettent de passer d'une ligne particulière à la ligne voisine.
Cette méthode, tirée de l'observation d'une famille de droites peut être étendue à une famille de courbes. Leibniz en précise l'application dans son mémoire de 1694. Il appelle « équation primaire » celle qui donne la loi de série des courbes et qui en explique la nature commune; il apprend à former à côté d'elle les « équations accessoires » qui traduisent la dépendance réciproque des coefficients variables, et qui donnent le moyen
l. .1/, V, 266 et suiv.
d'établir le passage de courbe à courbe : Iransilum de curva in curvam. Par exemple, {x — b)--]-y- = ab est Féqualion d'un cercle où b est un paramètre variable. L'équation peut se mettre sous la forme 6-=(aH-2a?) 6 — x- — y-. La différenciation suivant 6 conduit à la relation b=zx-r-^; introduite dans l'équation du cercle, cette relation donne y- = a(x^ jV c'est-à-dire
que V enveloppe de la série des cercles est une parabole ' .
Le succès de ces inventions mathématiques éclaire l'invention delà métaphysique leibnizienne ;la relation entre l'équation particulière d'une courbe et l'équation générale de la famille, c'est, d'une façon très précise, la relation d'une monade particulière au système général des monades. Leibniz le l'econnaît dans la conclusion de ses Remarques en réponse aux objections de Bayle, où il résume tout le développement de sa spéculation métaphysique : « Lorsqu'on dit que chaque Monade, Ame, Esprit, a reçu une loi particulière, il faut ajouter qu'elle n'est qu'une variation de la loi générale qui règle l'univers; et que c'est comme une même ville paraît différente selon les différents points de vue dont on la regarde. Ainsi ... le monde ayant déjà une variété infinie en lui-même et étant varié tel qu'il est et exprimé diversement par une infinité de représentations différentes, il en reçoit une infinité d'infinités -. »
La conception philosophique qui procède de l'idée mathématique des « lois de série » est donc d'une portée absolument générale^; elle donne ouverture enfin pour découvrir en Dieu le principe géométrique qui a présidé à la création de l'univers. L'unité de la loi suivant laquelle procèdent les termes de la série manifeste Vordre\ l'infinité des termes qui en procèdent manifeste la richesse.
De l'infinité des combinaisons infinies que Leibniz attribue à la « sagesse de Dieu * », sort un univers dont le « progrès ordonné ^ » satisfait aussi exactement que la géométrie à la loi
Remarques sur le Dictionnaire de Bayle; G, IV, o
3. Cf. Lettre à de Volder, du 10 novembre 1703; G, II, 2."i8 : •< Concipe igitur in primilivis lendenliis, quod agnosçere oportet in derivalivis. Et res se habet velut in legibus serierum aut naturis linearum ubi in ipso initio sufficiente progressus omnes continentur. Talemque oportet esse totam naturam,alioqui inepla foret et indigna sapiente. Neque ego vel speciem video rationis dubitandi, nisi quod inassuetis absterrontur. »
4. Théodicée, Part II, § 223. Cf. Réponse aux réflexions de Bayle G, IV, 356.
5. Cf. Animadversiones ad principia, II, § 43 : « ... Ut Parabola considerari possit
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de conlinuilé : « Je pense donc avoir de bonnes raisons, écrit Leibniz dans la lettre publiée par S. Konig au cours d'une polémique avec Maupertuis (1752), pour croire que toutes les dilVérentcs classes des êtres, dont lassemblage forme l'univers ne sont dans les idées de Dieu, (pii connaît distinctement leur gradation essentielle, que comme autant d'ordonnées dune même courbe dont l'union ne soufl're pas qu'on en place d'autres entre deux, à cause que cela marquerait du désordre et de l'imperfection. Les hommes tiennent donc aux animaux, ceux-ci aux plantes et celles-ci derechef aux fossiles, qui se lieront à leur tour aux corps que les sens et l'imagination nous représentent comme parfaitement morts et informes '. »
lnu(|uain Ellipsis, cujus altcr focus inlinite absit; adeoque omnos proprictatcs EUipscos iii e^eiiere otiaiii de Paral)ola lanciuain tali EUipsi verificentur. Et hujiisinodi (juidem exoiiiploruin plona est Geometria : scd natura, cujus sapieiitissimus Auctor perfectissimam Geometriarn exercet, idem observât, alioqui nuUus in ea progressas ordinatus servaretur. » G, IV, 373. 1. Apud Guhrauer, G. IF. Leibniz, l. I, 184G, Remarques, p. 32.
L'IDÉALITÉ MATHÉMATIQUE ET LE RÉALISME MÉTAPHYSIQUE
134. — La philosophie mathématique de Leibniz oflfre, pour l'objet que nous nous proposons, un intérêt capital. Il fallait en suivre la marche pour voir de quel rayonnement lintellectualité moderne est capable. Le mathématisme, que volontiers on se figure réduisant les divers aspects des choses à la monotonie d'une abstraction unique, s'adresse en fait à la discipline la plus exacte et la plus profonde qui soit, dans le dessein de surprendre la nature à la source de son infinité, d'égaler V « immense subtilité » du mouvement universel. S'inspirant du principe spinozisle que l'intelligence est essentiellement mouvement et vie, mais renouvelant l'application de ce principe par les inventions de son génie mathématique, Leibniz aborde et prétend résoudre la totalité des problèmes que la philosophie peut rencontrer, depuis la détermination de la somme due pour un remboursement anticipé, jusqu'au secret du calcul par lequel Dieu a conçu les plans de la création et choisi celui qui joint le maximum d'ordre au maximum de variété. La hardiesse de la pensée métaphysique, qui ne connaît ni limites, ni obstacles, s'appuie avec une précision et une ingéniosité admirables sur l'analogie des découvertes techniques. Après le pythagorisme et le platonisme, après les systèmes des Cartésiens, le leibnizianisme offre une forme nouvelle, non moins féconde, non moins complète, de la philosophie mathématique.
Pourtant, pas plus qu'aux doctrines antérieures, il n'est arrivé à la philosophie mathématique de Leibniz d'imposer sa vérité aux générations qui suivirent; bien plus, il semble qu'elle n'ait pas réussi à se définir elle-même et à se fixer dans sa vérité intrinsèque.
Quelles sont les raisons d'un tel échec, aussi considérable pour la philosophie moderne que l'échec du platonisme a pu
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l'être dans raiiliquité? dans quelle mesure sonl-ellos liées aux bases scientifiques de la doctrine? et la richesse extraordinaire dont ténK^JGi'nc la sprculalion Icibnizienno, n'a-l-elle pas été achetée au détriment de l'homogénéité structurale?
Peut-être, en rétléchissantsurla façon dont Leibniz fait servir les procédés qui réussissent dans la science à réciaircissement des problèmes métaphysiques, est-on conduit à distinguer deux motifs logiques, motif de, V actuel et motif de V idéal, dont Leibniz a marqué avec netteté l'opposition; « In actualibus simplicia sunt anteriora aggregatis, in idealibus totum est prius parte' » — et peut-être y a t-il lieu de se demander si la difficulté essentielle du système, comme aussi son originalité, ne vient pas du perpétuel enchevêtrement de ces deux motifs.
LA LOGIQUE DE l'idÉAL
135. — Quels sont les rapports entre la logique de V actuel et la logique de ïidéall En un sens celle-ci est d'un ordre plus élevé que celle-là. L'arithmétique et la géométrie élémentaires ne connaissent que les procédés vulgaires de l'addition et de la soustraction ; mais la science générale des grandeurs, à laquelle on doit le calcul des fractions, ou !'« analyse de l'infini », suit une marche inverse : « Unitatemque esse principium numcri, si rationes spectes, scu prioritatem naturœ, non si magnitudinem, nam habemus fractiones, unitate utique minores in infinilum ^. »
Dans des Remarques de 1695 sur les objections de M. Foucher (contre le nouveau système de la communication des substances^), Leibniz décrit avec précision cet ordre idéal : « Le
nombre- en abstrait est un rapport tout simple «, c'est-à-dire
qu'il n'est « nullement formé par la composition d'autres frac-
lions » comme ^ ou ^ qui représentent cependant ses parties.
On ne pourra u venir aux plus petites fractions, ou concevoir le nombre comme uii tout formé par l'assemblage des derniers éléments; il en est de môme d'une ligne qu'on peut diviser, tout comme un nombre ». Ainsi « l'étendue ou l'espace et les surfaces, lignes et points, qu'on y peut concevoir... n'ont point de principes composants, non plus que le nombre ».
G. IV, 491 et suiv
Le développement de la mathématique se fait donc par une génération de rapports; mais ces rapports ne sont point des choses chimériques; [ils] renferment des vérités éternelles, sur lesquelles se règlent les phénomènes de la nature'. » Vidéal est la forme du sensible, le critère du réel : « La trop grande multitude des compositions infinies fait à la vérité que nous nous perdons enfin, et sommes obligés de nous arrêter dans l'application des règles de la métaphysique aussi bien que dans les applications des mathématiques à la physique; cependant jamais ces applications ne trompent, et quand il y a du mécompte après un raisonnement exact, c'est qu'on ne saurait assez éplucher le fait, et qu'il y a imperfection dans la supposition. On est même d'autant plus capable d'aller loin dans cette application, qu'on est plus capable de ménager la considération de l'infini, comme nos dernières méthodes l'ont fait voir. Ainsi, quoique les méditations mathématiques soient idéales, cela ne diminue rien de leur utilité, parce que les choses actuelles ne sauraient s'écarter de leurs règles; et on peut dire, en effet, que c'est en cela que consiste la réalité des phénomènes, qui les distingue des songes ^. » C'est pourquoi il est inutile, il serait même absurde, de prétendre réaliser dans l'intuition les idées que l'analyse infinitésimale met en jeu : « Le principe de continuité... pourrait servir à plusieurs vérités importantes dans la véritable Philosophie, laquelle s'élevant au-dessus des sens et de l'imagination, cherche l'origine des phénomènes dans les régions intellectuelles ^ »
136. — Dès lors, on peut affirmer que « toute la continuité est une chose idéale * » sans affaiblir, je ne dis pas la valeur intrinsèque du calcul infinitésimal, mais même la portée de son utilisation métaphysique. En effet, Leibniz a dû, malgré lui ou tout au moins contre son attente ^ demander à la science de l'infini le secret de l'union entre l'âme et le corps :
Gurhauer, loc. cit., p
i. Lettre à Varignon, publiée dans le Journal des Savants de 1702; M, IV, 93.
5. Il écrit à propos du problème de la liberté : « Tandem nova quaedam atque inexpectata lux oborta est unde minime sperabam : ex considerationibus scilicet mathematicis de natura inflniti. Duo sunt nimirum labyrinthi humanœ mentis, unus circa compositionem continui, alter circa naturam libertatis, et ex eodem fonte infiniti oriuntur. » De libertate. Ed. Foucher de Careil, Nouvelles lettres, 1857, p. 179. Cf. Couturat, op. cit., p. 210.
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u Mes miMli talions foiulaiiionlales, écril-il à rÉlcclric(! Sopliio, roulent sur deux choses, savoir sur l'unité et sur l'infini. Les Ames sont des unilrs, et les corps sont des multitudes'. » Or, l'ûme unité n'est pas l'élément du corps multitude; au contraire, la multitude étalée dans l'étendue est relative à Inuité du sujet (]ui est le centre de la perception.
La logique de V idéal, en tant qu'elle contredit Tordre des sens et de la matière, en tant qu'elle va de la multitude à l'unité, non de l'unité à la multitude, est donc impliquée dans la solution que Leibniz donne au problème fondamental des rapports entre le corps et l'âme. Elle permet à la fois de fonder la théorie de la monade sur la continuité de la vie intérieure, et d'ég-aler cette vie intérieure à la vie universelle. L'espace, au lieu d'être intellectuel, mais réel, comme le voulait Descartes, devient chose « véritable mais idéale- ». Il ne peut plus prétendre à la dignité de la substance; il est un « ordre de simultanéité », extrait par la réflexion de l'ensemble des perceptions, relatif à l'existence originelle de la monade en qui l'univers est compris. Au réalisme de Newton, qu'il soupçonne de favoriser les tendances matérialistes, Leibniz opposera Vidéalité de l'espace, et Vidéalité corrélative du temps, comme les bases de l'affirmation spiritualiste : « La source de nos embarras sur la composition du continu vient de ce que nous concevons la matière et l'espace comme des substances, au lieu que les choses matérielles en elles-mêmes ne sont que des phénomènes bien réglés : Spatium nihil aliud est prsecise qiiam ordo coexistendi, ut Tempus est ordo existendi, sed non simul. Les parties autant qu'elles ne sont point marquées dans l'étendue par des phénomènes efl'ectifs, ne consistent que dans la possibilité, et ne sont dans la ligne que comme les fractions sont dans l'unité ^. »
LE RÉALISME SPATIAL
137. — Ainsi la logique de Vidéal correspond non pas seulement à un idéalisme mathématique, mais à un idéalisme métaphysique, dont Leibniz aperçoit les conséquences avec autant de netteté que les principes. Le bienfait de l'idéalisme, c'est d'écarter, dès leur énoncé même, les problèmes insolubles aux-
Lettre à Remond, du 14 mars 1714, G, III
quels se heurtait le réalisme ontologique. Par exemple, remarque Leibniz dans le quatrième écrit contre Clarke^ « si l'espace et le temps étaient quelque chose d'absolu '),il y aurait lieu de se demander pourquoi Dieu fait avancer Funivers dans telle direction, ou pourquoi il Ta créé à telle époque; sinon les questions elles-mêmes correspondent à des « fictions impossibles », et elles s'évanouissent*.
Mais cet avertissement que Leibniz, à la fin de sa carrière, donnait à Clarke, il est possible qu'il ne l'ait pas toujours entendu pour son propre compte. Fidèle à l'ambition qui avait inspiré ses premiers écrits philosophiques, il n'a vu qu'une sorte de pis aller dans l'idéalité de ce processus infinitésimal, auquel il a dû cependant tant de découvertes inattendues. Pour passer de la théorie de la monade, considérée comme « monde à part^ » et se suffisant à soi-même, au système des monades ou monadologie proprement dite, il lui est arrivé d'abandonner la logique de V idéal ou du rapport intellectuel, et de revenir à la logique de l'addition et de la juxtaposition spatiale, à la logique de Vactuel.
Leibniz emprunte à Spinoza la conception spirituelle de la substance, activité spontanée, excluant tout rapport d'extériorité : rien n'est donné hors de la monade, comme rien n'est donné en dehors de la substance ^. Seulement la proposition spinoziste est véritablement une proposition ultime, il n'y a pas un au-delà de la substance, tandis que pour Leibniz la monade, en tant qu'existence singulière, est l'élément d'une construction métaphysique, destinée à déterminer les rapports d'une pluralité de monades : « Par les âmes, comme par autant de miroirs, l'Auteur des choses a trouvé le moyen de multiplier l'univers même pour ainsi dire, c'est-à-dire d'en varier les vues, comme une même ville paraît différemment selon des différents endroits dont on la regarde » *.
Reste-t-il possible alors de maintenir cette idéalité de l'espace, qui était la base du spiritualisme leibnizien? L'espace était relatif au point de vue sous lequel la monade envisage
G, vil
2. Discours de mélaphysique, XIV; G, IV, 439. Éd. Lcstienne, p. 49.
3. « Naturellement rien ne nous entre dans l'esprit par le dehors, et c'est une mauvaise habitude que nous avons de penser comme si notre âme recevait quelques espèces messagères, et comme si elle avait des portes et des fenêtres. » Ibid., XXVI. G, IV, 4.51. Éd. Lestienne, p. 73.
4. Lettre à Véleclnce Sophie du 31 octobre 1705. G, VII, 567. Cf. Lettre à la reine Sophie-Charlotte, du 8 mai 1704, G, III, 347.
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runivors; voici maint(înant que les divers points de vue des diverses monades sont donnés simultanément; il existe un lieu lies poinls de vue, un ordre spatial, mais auquel cette fois les monades sont relatives, et (pii ac(iuiert la valeur métaphysique d'un absolu : « Chaque âme est un monde en raccourci, représentant les choses du' dehors selon son point de vue, et confusément ou distinctement selon les or^^anes qui l'accompagnent, au lieu que Dieu renferme tout distinctement et éminemment-. »
138. — Sans doute, comme l'a suggéré M. Russell, dont les critiques acérées portent ici à pleine faut-il voir dans cette doctrine un résidu de la première philosophie de Leibniz où la liaison de l'âme et du lieu s'opère grâce au moyen terme du point indivisible et inétendu. Leibniz ne se serait pas aperçu qu'il réintroduisait effectivement la réalité de l'espace dans une philosophie qui en avait proclamé l'idéalité, parce qu'il ne s'agissait pas Jà pour lui d'une opération positive: il n'avait pas à démontrer la réalité objective de l'espace, lieu géométrique des points de vue de chaque monade; mais simplement il ne poussait pas jusqu'au bout la réduction idéaliste des notions spatiales. Il laissait se glisser dans la pénombre, sous la forme adoucie d'une métaphore, cette connexion de Fâme et du point dont il avait aperçu, et dénoncé, l'insuffisance scientifique et le caractère matérialiste : ^ Les points physiques, écrit-il en 1695, ne sont indivisibles qu'en apparence : les points mathématiques sont exacts, mais ce ne sont que des modalités : il n'y a que les points métaphysiques ou de substance (constitués par les formes ou âmes) qui soient exacts et réels, et sans eux il n'y aurait rien de réel, puisque sans les véritables unités il n'y aurait point de multitude * ».
En tout cas il est inévitable que le problème se pose au cœur du leibnizianisme ; comment traiter ces points métaphysiques sans subordonner, dans les procédés que suggère l'analogie du calcul infinitésimal, l'analyse à la géométrie, le devenir intellectuel à la représentation spatiale? Or, nous l'avons vu, lorsqu'il s'est proposé d'expliquer non plus la substance et la monade, mais la pluralité des substances et des monades, Leibniz emprunte à ses recherches sur les séries infinies, l'idée de correspondance ou d'expression. L'harmonie établie par le Créateur entre les différentes créatures est du même ordre que l'harmonie établie
Système nouveau. G, IV
entre les différentes courbes grâce à la connexion de leurs déterminations analytiques. Les monades sont des « fulgurations ^ » de Dieu, qui se correspondent nécessairement entre elles puisqu'elles représentent toutes une même réalité comme diverses projections représentent un même géométral. Sans doute Leibniz s'efforce de diminuer la distance entre ces courbes, de telle façon qu'elles semblent se toucher; il supposera la différence entre deux monades plus petite que toute quantité donnée, et Tassemblage de la multitude aura l'apparence extérieure de la continuité interne. Mais la difficulté initiale demeure : la pluralité des termes doit être posée antérieurement au processus analytique qui permet de les relier; elle implique un rapport de simultanéité qui, sous une forme aussi épurée, aussi sublimée que l'on voudra, retiendra pourtant le caractère essentiel de la spatialité, et qui par suite, Leibniz y a fortement insisté, demeure irréductible à la pure intellectualité-.
139. — Si l'espace est l'ordre des coexistences, la création ne s'imagine que dans l'espace; elle conduit à concevoir un Dieu qui imagine dans l'espace : « Or, il est premièrement très manifeste que les substances créées dépendent de Dieu qui les conserve et même qui les produit continuellement par une manière d'émanation, comme nous produisons nos pensées. Car, Dieu tournant pour ainsi dire de tous côtés et de toutes les façons le système général des phénomènes qu'il trouve bon de produire pour manifester sa gloire, et regardant toutes les faces du monde de toutes les manières possibles, puisqu'il n'y a pas de rapport qui échappe à son omniscience; le résultat de chaque vue de l'univers, comme regardé d'un certain endroit, est une substance qui exprime l'univers conformément à cette vue, si Dieu trouve bon de rendre sa pensée effective et de produire cette substance^. »
Monadologie
2. Cf. J. Lachelier, Bulletin de la Société française de philosophie, 1902,
3. Discours de métaphysique, XIV. G, IV, 439. Édit. Lestienne, p. 46. Dans une lettre à l'électrice Sophie, qui reproduit à plus de trente ans de distance la comparaison de la lettre à Thomasius, citée § 132, Leibniz écrit : <• [Dieu] est le centre universel, et il voit le monde comme je verrais la ville d'une tour [et non d'une cour, comme écrit Gerhardt] qui y est, c'est-à-dire bien; nous ne sommes que des centres particuliers, et ne voyons le monde présentement que par deux trous de notre tète, ou comme je verrais une ville de côté. » G, Vil, 556. Ailleurs Leibniz attribue à Dieu ces visions particulières : « Mundus unus et tamen mentes diversœ. Mens igitur lit non per ideam corporis, sed quia variis modis Deus mundura intuetur, ut ego urbem ». (Ad Ethicam, II,
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Dès lors, loul le spirilnalismo de Leibniz, lié à rid('.'ililé de l'espace, va se trouver vidé de sa signilicalion originale et univoque; une sorte de falalilé condamne l'auteur de la Monadologie ii placer, en face de chacune de ses thèses sur rimmatérialilé et sur l'aulonomie de la monade, Taffirmation directement contraire. « Chaque Ame est un miroir vivant représentant l'univers suivant son point de vue, et surtout par rapport à son corps' »). Et le corps lui-même se résout dans le système des relations qui rendent notre situation particulière solidaire de renscmble de l'univers : « Eliam qua' loco dilï'erunt, oportet locum suum, id est ambientia exprimere, atque adeo non tantum loco seu sola extrinseca denominatione distingui,ut vulgo talia concipiunt -. »
La réduction que Leibniz croyait avoir opérée, des dénominations extrinsèques dans l'espace et le temps aux déterminations intrinsèques de la substance est donc illusoire. Approfondir une substance particulière, c'est y retrouver la totalité des conditions universelles qui pèsent sur elle comme une contrainte extérieure, et y introduisent la limitation de la matière métaphysique : « Je ne pense pas, ëcrit-il, à de Volder, qu'il y ait aucune substance qui n'enveloppe une relation à toutes les perfections de chacune des autres ^ » La « parfaite spontanéité » de l'âme « à l'égard d'elle-même », ne doit s'entendre que sous réserve d'une « parfaite conformité aux choses de dehors * ». « Cette loi de l'ordre, qui fait l'individualité de chaque substance particulière, a un rapport exact à ce qui arrive dans toute autre substance, et dans l'univers tout entier -. »
G, I, loi). Enfui à cetto multiplicité d'intuitions qui engendre la diversité des êtres, il semble que Leibniz fasse correspondre une multitude de conceptions successives en Dieu, (jui enp;endrerait la diversité des moments (passage d'autant plus remarquable qu'il se rattache dans la pensée de Leibniz à la démonstration de l'idéalité du temps). « L'on peut conclure aussi que la durée des choses, ou la multitude des états momentanés, est l'amas d'une infinité d'éclats de la Divinité, dont chacun, à chaque instant, est une création ou reproduction de toutes choses, n'y ayant point de passage continuel, à proprement parler, d'un état à l'autre prochain ». Lettre à Vélectrice Sophie, du 31 octobre 1703, G, Vil, oG2.
LA LOGIQUE DE L ACTUEL
1-40. — Il semble donc qu'à un moment donné il s'introduise dans la substructure logique du leibnizianisme une diversité de rythme et d'orientation, qui devait en compromettre l'équilibre. Ce serait, selon nous, lorsque délaissant le point de vue de la monade où l'univers se projette sous la l'orme de la continuité intérieure et de l'idéalité, Leibniz se place au point de vue delà monadologie qui exige que l'on confère aux monades un ordre de coexistence, qui implique par conséquent, et qui rétablit devant le regard de Dieu même, la réalité du milieu spatial. A ce moment, l'unité cesse d'exprimer la double infinité de l'étendue et de la durée; elle redevient l'élément simple de Pythagore et de Démocrite. L'univers se constitue suivant l'ordre de l'ariihmétisme ou de l'atomisme.
La publication de la Monadologie (dans une traduction latine, 1721) fixe les traits populaires du système : « La monade dont nous parlerons ici, n'est autre chose qu'une substance simple, qui entre dans les composés; simple, c'est-à-dire sans parties. Et il faut qu'il y ait des substances simples, puisqu'il y a des composés ; car le composé n'est autre chose qu'un amas ou aggregatum des simples. Or, là où il n'y a point de parties, il n'y a ni étendue, ni figure, ni divisibilité possible. Et ces monades sont les véritables atomes de la Nature, et, en un mot, les éléments des choses. »
L'imagination métaphysique paraît aller, comme l'intuition sensible, en sens inverse de la logique de l'idéal. Si, dans les Remarques écrites en réponse à Fouchcr, Leibniz a dénoncé « la confusion de l'idéal et de l'actuel », c'est pour réfuter, non seulement « ceux qui [composant] la ligne de points, ont cherché des premiers éléments dans les choses idéales ou rapports tout autrement qu'il ne fallait », mais aussi « ceux qui ont trouvé que les rapports comme le nombre ou l'espace (qui comprend l'ordre ou rapport des choses coexistentes possibles) ne sauraient être formés par l'assemblage des points ; [ils] ont eu tort pour la plupart de nier les premiers éléments des réalités substantielles, [comme] si elles n'avaient point d'unités primitives, ou comme s'il n'y avait point de substances simples' ».
En d'autres termes, la suprématie des relations intellectuelles sur la représentation matérielle n'cmpcche pas ces relations
G, IV, p
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inlcllccluelles d'èlrc (.'iisuilc subordonnées aux exigences d'une composition qui se l'ail dans le domaine de l'absolu comme elle se fait pour la perception vulgaire. Telle sera la conclusion des
Remarques de 1695 : « Le rapport total ^ est antérieur (dans le
signe de la raison, comme parlent les Scolastiques) au rapport
partial j, puisque c'est par la sous-division du demi qu'on en
vient au quatrième, en considérant l'ordre idéal; et il est de même de la ligne, où le tout est antérieur à la partie parce que cette partie n'est que possible et idéale. Mais dans les réalités où il n'entre que des divisions faites actuellement, le tout n'est qu'un résultat ou un assemblage, comme un troupeau de moutons'. » L'idéalité de la mathématique avait donné le moyen de résoudre Vaclualité apparente de la représentation sensible; elle est tenue en échec par Vactualilé de la composition métaphysique. Elle dépasse larithmétique et la géométrie de l'homme, qui aboutissent à la monade; elle est dépassée par l'arithmétique et la géométrie de Dieu, où la monade est un élément. Bref, Leibniz est capable de trancher le conflit de l'idéal et de l'actuel tant qu'il n'est en présence que de deux termes : actualité sensible et idéalité intelligible; mais son système en exige trois : actualité sensible, idéalité intelligible, actualité métaphgsique; et c'est pourquoi les efforts tentés pour dissiper la confusion ne font que mettre en évidence l'inextricable embarras de la doctrine.
1. Ihid.. IV, 492. Leibniz ajoute ces quelques lignes qui montrent bien comment, au terme de la doctrine son réalisme ramène les « innombrables difticultés » que contenait, comme il l'écrira plus lard à des Bosses (P.-S. cité, § 129, G, II, 372), sa doctrine primitive des àmes-points : « Il est vrai que le nombre des substances simples qui entrent dans une masse quelque petite qu'elle soit, est infini, puisqu'outre l'ùme qui lait l'unité réelle de l'animal, le corps du mouton (par exemple) est sous-divisé actuellement, c'est-à-dire qu'il est encore un assemblage d'animaux ou de plantes invisibles, composés de même outre ce qui fait aussi leur unité réelle; et quoique cela aille à l'infmi, il est manifeste qu'au bout du compte, tout revient à ces unités, le reste ou les résultats n'étant que des phénomènes bien fondés. >> Or il semble bien que Leibniz mêle deux problèmes différents : compter les éléments du troupeau, et compter les éléments du mouton. La réponse de Leibniz est en dernier lieu relative au second problème, la logique de Vidéal permet de concevoir l'infinité de l'univers comme immanente à Vunilé monade; mais il avait posé le premier problème, où les unités monades entrent dans la composition de l'univers, suivant la logique de l'actuel.
LE CONFLIT DE L IDEAL ET DE L ACTUEL
141. — L'opposition des deux motifs logiques trouvera sa confirmation, et comme sa justification historique, dans la doctrine des antinomies kantiennes. La logique de Vacîuel inspire les thèses; la logique de l'/c/ea/ inspire les a/2////ièses. Toutes deux apparaîtront ainsi comme exprimant des exigences également fondées dans la nature de la pensée humaine; en s'affrontant pour le progrès de la critique philosophique, elles manifesteront, par leur contradiction profonde, les conditions qui sont faites à Tesprit individuel : en tant qu'esprit, il est capable de se former une idée totale de l'univers à travers la double infinité de l'espace et du temps; en tant qu'individu, il subit la double détermination qui s'attache à chaque endroit de l'espace et à chaque moment du temps. L'univers que l'homme connaît est en lui; l'homme vit dans l'univers.
Mais, en attendant que Kant vînt s'y appuyer pour changer l'orientation de la réflexion philosophique, il était inévitable que le conflit de Vidéal et de Yactiiel, latent à travers tout le leibnizianisme, en compromît le succès immédiat. D'une part, les métaphysiciens qui se réclament de Leibniz, se donnent pour tâche de faire rentrer les doctrines de la Monadologie dans les cadres d'un rationalisme purement logique, sans maintenir le contact immédiat avec le dynamisme de Tintelligence mathématique, qui avait été le moteur efTectif de la pensée leibnizienne. D'autre part, les mathématiciens de l'école leibnizienne sont éloignés des principes philosophiques qui avaient inspiré, et qui étaient capables de justifier, l'analyse infinitésimale, par le discrédit dont le maître s'était plu à frapper sa propre conception de ïidéalilé.
Il semble que nous touchions ici à l'un des plus grands paradoxes de l'histoire, au paradoxe central dans l'évolution de la philosophie mathématique chez les modernes. Nul n'a mieux que Leibniz compris comment l'intellcctualité du processus infinitésimal, permettant d'entendre « par l'infiniment petit l'état de l'évanouissement ou du commencement d'une grandeur, conçus à l'imitation des grandeurs déjà formées' », fondait rigoureusement la légitimité de l'analyse nouvelle.
1. Théodicce, Discours de la conformité de la Foi avec la Raison, § 70. Par ce qui précède, on voit que Leibniz oppose cette conception à l'interprétation réaliste : « On conçoit un dernier terme, un nombre infini, ou infiniment petit; mais tout cela ne sont que des fictions. »
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Kl pomiant ce même Loil)iiiz, qui, se comparant à Newton, se flatlail d'avoir « été plus heureux en disciples ' », ne réussit pas à leur livrer le secret de son idéalisme, à leur faire prendre l'attitude requise pour qu'ils pénètrent la rationalité du calcul infinitésimal. S'il proteste contre l'imagination de rinfiniment grand, ou de l'infiniment petit, ce n'est point parce que l'on y subordonne Tintelligence d'un rapport idéal aux exigences de l'intuition réaliste; il ne condamne pas le principe du réalisme. Tout au contraire, il invoque l'impossibilité d'actualiser l'infini pour reléguer les notions fondamentales de son analyse au rang d'hypothèses sans consistance intrinsèque, en contradiction mémo avec les conditions évidentes de la réalité, mais qui, à défaut d'exactitude théorique, se justifient par le succès de l'application -. La lettre à Varignon qu'il publie dans le Journal des Savants, en 1702, ne se terminera-t-elle pas de la façon suivante? « On peut dire en général que toute la continuité est une chose idéale, et qu'il n'y a jamais rien dans la nature qui ait des parties parfaitement uniformes; mais en récompense le réel ne laisse pas de se gouverner parfaitement par l'idéal et l'abstrait; et il se trouve que les règles du fini réussissent dans l'infini, comme s'il y avait des atomes (c'est-à-dire des éléments assignables de la nature) quoiqu'il n'y en ait point, la matière étant actuellement sous-divisée sans fin; et que vice versa les règles de l'infini réussissent dans le fini, comme s'il y avait des infiniment petits métaphysiques, quoiqu'on n'en ait point besoin, et que la division de la matière ne parvienne jamais à des parcelles infiniment petites ^ »
142. — A peine si le langage de Leibniz diffère ici de celui de Berkeley. Loin d'être cette forme authentique et féconde de l'intellectualisme qui avait dicté l'algorithme du calcul difierentiel, provoqué la réforme de la dynamique par la notion de force vive et la réforme de la psychologie par la notion des « petites perceptions », l'idéalisme de Leibniz, tel qu'il le pré-
1. Apostille d'une lettre à M. Vabbé de Conti (1713) : « Je m'étonne que les sectateurs de M. Newion no donnent rien qui marque que leur maître leur a communiqué une bonne méthode. J'ai été plus heureux en disciples. » Briefwechsel, éd. Gerhardt. 1, 266.
2. Voir la correspondance avec Jean Bernoulli (lettre du 7 juin 1698, M, III, 499) et avec Fontcnelle (Foucher de Careil, Lettres et opuscules. 1854, p. 215). Dans la note G de son étude déjà citée, Il concetto d'infinitesimo, Mantoue, 1894, M. Vivant! a réuni les principaux textes qui ont permis de présenter Leilmiz soit comme un adversaire, soit comme un partisan de l'infiniment petit actuel, p. 67 et suiv.
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sente à ses contemporains, prend l'aspect d'un relativisme sceptique, dont on conçoit qu'ils se soient scandalisés.
Dans une lettre écrite, quelques semaines avant sa mort, Leibniz fait un récit bien instructif à cet égard : « Quand [jios amis] disputèrent en France..., je leur témoignai que je ne croyais point qu'il y eût des grandeurs véritablement infinies ni véritablement infinitésimales, que ce n'étaient que des fictions, mais des fictions utiles pour abréger et pour parler universellement, comme les racines imaginaires dans l'algèbre telles que \ — 1, qu'il faut concevoir, par exemple, 1° le diamètre d'un petit élément d'un grain de sable, 2'' le diamètre du grain de sable même, 3° celui du globe de la Terre, 4° la distance d'une fixe de nous, 5° la grandeur de tout le système des fixes, comme 1° une différentielle du second degré, 2° une différence du premier degré, 3" une ligne ordinaire assignable, 4° une ligne infinie, 5° une ligne infiniment infinie. Et plus on faisait la proportion ou l'intervalle grand entre ces degrés, plus on approchait de l'exactitude, et plus on pouvait rendre l'erreur petite et même la retrancher tout d'un coup par la fiction d'un intervalle infini, qui pouvait toujours être réalisée à la façon de démontrer d'Archimède. Mais comme M. le Marquis de l'Hospital croyait que par là je trahissais la cause, ils me prièrent de n'en rien dire, outre ce que j'en avais dit dans un endroit des actes de Leipzic, et il me fut aisé de déférer à leurs prières ' ».
L'année suivante, dans YÉloge de Leibniz qu'il prononçait à y Académie des Sciences de Paris, Fontenelle s'exprimait ainsi : « Il ne faut pas dissimuler ici une chose assez singulière. Si M. Leibnitz n'est pas de son côté, aussi bien que M. Newton, l'inventeur du système des Infiniment petits, il s'en faut infiniment peu. Il a connu cette infinité d'ordres d'infiniment petits toujours infiniment plus petits les uns que les autres, et cela dans la rigueur géométrique; et les plus grands géomètres ont adopté cette idée dans toute cette rigueur. Il semble cependant qu'il en ait ensuite été effrayé lui-même, et qu'il ait cru que ces différents ordres d'infiniment petits n'étaient que des grandeurs incomparables, à cause de leur extrême inégalité, comme le seraient un grain de sable et le globe de la terre, la terre et la sphère qui comprend les planètes, etc. Or, ce ne serait là qu'une grande inégalité, mais non pas infinie, telle
1. Lettre à M. Dangicourt, écrite en septembre 1716, Dutens, III, oOO. Cf. Lettre A Pinson du 29 août 1701, M, IV, p. 9.5, et Lettre à Varignon du 2 février 1702, M, IV, p. 91.
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qu'on IVHablil dans ce systùme. Aussi ccux-mômcs qui l'ont pris de lui, nonl-ils pas pris cet adoucissement qui fauterait tout. Un architecte a fait un bâtiment si hardi qu'il n'ose Iui-m(^me y lo<,rer; et il se trouve des y;om qui se fient plus que lui à sa solidité, qui y logent sans crainte et, qui plus est, sans accident. Mais, peut-être, radoucissement n'était-il qu'une condescendance pour ceux dont l'imagination se serait révoltée. S'il faut tempérer la vérité en géométrie, que sera-ce en d'autres matières? ' »
LA « MliTA PHYSIQUE » DU CALCUL INFINITÉSIMAL
143. — L'effort pour déterminer la place que le leibnizianisme occupe dans l'évolution de la philosophie mathématique, aboutit aune conclusion qui est d'apparence déconcertante. Le dessein initial de la doctrine avait été de faire reposer sur la découverte de nouvelles méthodes intellectuelles le renouvellement de la spéculation philosophique; la destinée finale a été de jeter le soupçon, presque le discrédit, sur le fondement philosophique des méthodes elles-mêmes. Les disciples de Leibniz, au lieu d'être affranchis par leur maître du préjugé réaliste, se sont crus astreints à justifier dans l'intuition l'existence d'éléments infinitésimaux. Ils se sont engagés ainsi dans les aventures d'une métaphysique sans issue, dont les obscurités et les contradictions, rendues plus choquantes encore par la solidité et la fécondité des résultats techniques, furent le scandale du xviii'^ siècle.
Le premier trait, le plus frappant peut-être, de ce tableau est fourni par l'ouvrage où ce même Fontenelle, que Leibniz avait averti de ne point « pousser au delà du bon sens ^ », se flatte de surmonter les faiblesses et les timidités de l'exposition leibnizienne : « De quel poids, écrit-il en 1727 dans la Préface aux Éléments de la Géométrie de V Infini, ne doit pas être l'autorité de l'Inventeur contre l'invention? Malgré tout cela l'Infini a triomphé, et s'est emparé de toutes les hautes spéculations des Géomètres. Les Infinis ou Infiniment petits de tous les ordres sont aujourd'hui également établis, il n'y a plus deux partis dans l'Académie, et si M. Leibnits a chancelé, on se fie plus aux lumières qu'on tient de lui, qu'à son autorité même. »
La philosophie mathématique de Fontenelle est un dogmatisme
Éloges (éd. 17G6). Tome I, p
2. Lettres et opuscules, éd. Foucher de Careil, 1854, p. 234.
absolu : « La Géométrie est toute intellectuelle, indépendante de la description actuelle et de l'existence des Figures dont elle découvre les propriétés. Tout ce qu'elle conçoit nécessaire est réel de la réalité qu'elle suppose dans son objet. L'Infini qu'elle démontre est donc aussi réel que le fini, et l'idée qu'elle en a n'est point plus que toutes les autres, une idée de supposition, qui ne soit que commode, et qui doive disparaître dès qu'on en a fait usage. »
La réalité de l'infiniment petit est liée à la réalité de l'infiniment grand, qui, elle-même, est immédiatement donnée par la « suite naturelle » des nombres entiers. « Dans la suite naturelle chaque terme est égal au nombre des termes qui sont depuis 1 jusqu'à lui inclusivement. Donc, puisque le nombre de tous ses termes est infini, elle a un dernier terme qui est ce même infini. On l'exprime par le caractère co. ^ » La conclusion est évidente, quoique le passage à l'infini ne puisse être lobjet d'une représentation claire : « Il est inconcevable comment la Suite naturelle passe du Fini à l'Infini, c'est-à-dire comment après avoir eu des termes finis elle vient à en avoir un infini. Cependant cela doit être, ou bien il faut absolument abandonner toute idée de l'Infini, et n'en prononcer jamais le nom, ce qui ferait périr la plus grande et la plus noble partie des Mathématiques. Je suppose donc que c'est là un fait certain, quoi qu'incompréhensible, et je prends la grandeur qui doit être infinie, non comme étant dans ce passage obscur du fini à l'infini, mais comme l'ayant franchi entièrement, et ayant passé par les degrés nécessaires, quels qu'ils soient, si ce n'est que je puisse quelquefois entrevoir quelque lumière sur la nature de ces degrés -. »
Les contradictions apparentes du calcul de l'infini seront donc résolues parla distinction entre le dynamisme obscur du passage à l'infini et la clarté inhérente à l'idée statique de l'infini. Ainsi du premier point de vue, il est vi-ai '^ que, a étant un nombre fini, oo-\-a= oc, tandis que^ » par la raison des contraires, et encore plus par la nature même de la chose, je puis dire oc -+- oo ou 2 oo ». De même, si je considère la suite A des nombres naturels, et la suite A- de leurs carrés — « il est visible, ajoute Fontenelle, que A- a autant de termes que A » — je dois admettre que le passage à l'infini se fait plutôt en A- qu'en A; car n- est évidemment moins loin de l'infini que n ; il y aura une
N'OO. p
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si'i'ic de << finis indéterminables' » dont los carrés seront infinis dans la série des A*.
144. — De ce calcul de l'infini on pourrait dire, avec Renouvier, quil « ressemble à une gageure ridicule ^ », si de nos jours Georg Cantor n'avait restauré la doctrine en corrigeant, il est vrai, Fontenelle sur un point essentiel^ On comprend du moins que les savants du xviir siècle, dont Fontenelle escomptait l'adhésion unanime, aient souri de cette assurance initiale suivie de tant d'aveux d'irrémédiable obscurité.
En fait, si l'infini est ce qui est plus grand que toute grandeur
finie, le contraire de l'infini ne saurait être l'infiniment petit,
considéré comme une grandeur distincte d'une grandeur finie.
Puisque le véritable infini est pour Fontenelle au delà du passage
entre le fini et l'infini, l'infiniment petit doit être en deçà du
passage entre l'infiniment petit et le ::eV'o. Telle est la conception
qu'Euler appuie de son autorité dans ses Insiitutiones calculi
di/ferentialis : « Une quantité infiniment petite n'est rien d'autre
qu'une quantité éA'anouissante, et c'est pourquoi en réalité elle
sera égale à 0.^ » Mais entre quantités infiniment petites il y a un
j rapport, lequel s'approche d'une limite déterminée par la variation
graduelle de ces quantités; la limite est rigoureusement atteinte
quand les quantités elles-mêmes sont tout à fait anéanties. Cette
limite, qui constitue le rapport ultime de ces variations, est le
: véritable objet du calcul dilTérentiel '. Suivant la formule ingé-
i nieuse de M. Mansion « le calcul infinitésimal, dans cette manière
■ de voir, est un calcul sur des zéros, mais sur des zéros qui
gardent la trace de leur origine, si l'on peut ainsi parler^ >i.
Cette formule môme fait apparaître l'embarras que les mathé- I maticiens du xviii* siècle ont éprouvé à réaliser l'idée d'Euler. « Quoiqu'on conçoive toujours bien, écrit Lagrange, le rapport de deux quantités tant qu'elles demeurent finies, ce rapport n'ofïre plus à l'esprit une idée claire et précise, aussitôt que ces deux termes deviennent l'un et l'autre nuls à la fois' ».
Préface, p
6. Résumé du cours d^analyse infinitésimale de V Université de Gand, 1887, p. 213. • M. Vivanti en a rapproché ce texte de Leibniz (Lettre à Grandi, 6 sept. 1713, ' M, IV, 218). « Infinité parva concipimus, non ut nihila simpliciter et abso-
lute, sed ut nihila respectiva..., id est ut evanescentia quidem in nihilum, retinentia tamen characterem ejus quod evanescit. » Il concetto, note 211, p. 130.
7. Théorie des fonctions analytiques, 1797, Œuvres, Éd. Serret, t. IX, 1881, p. 18. I Voir VAnalyst de Berkeley, cité plus haut § 1 13, et cette réflexion de d'Alembert :
145. — On comprend comment, désespérant de fonder sur des principes intrinsèques et autonomes le calcul de l'infini, les mathématiciens du xviii'= siècle se sont repliés sur les notions plus simples de la géométrie et de l'algèbre,
D'Alembert fait appel à l'image géométrique de la limite ; mais, outre la difficulté d'appliquer exactement dans tous les cas le langage de la géométrie', on s'expose en prenant celte notion telle qu'elle est présentée par l'imagination à introduire dans l'exposé du principe sinon la contradiction du moins une réserve qui en affaiblit singulièrement la portée : « Vinfmi tel que l'analyse le considère est proprement la limite du fini, c'est-à-dire le terme auquel le fini tend toujours sans jamais y arriver, mais dont on peut supposer qu'il approche toujours de plus en plus, quoiqu'il n'y atteigne jamais-. »
146. — Lagrange recourt aux opérations de l'algèbre. Brook Taylor avait fait connaître, dans sa Methodus Incrementoriim directa et inversa ^, l'égalité fournissant ce qu'on appellera plus tard le développement en série de Taylor; pétant l'accroissement d'une variable x, on a l'expression suivante pour f{x-+-l) :
où les fonctions successives de x, f (ce), f" (x), etc. (auxquelles Lagrange donnera les noms de dérivée première., dérivée seconde, etc.) sont obtenues par un procédé régulier de formation. Or, la fonction f n'est pas autre chose que la limite de
la fraction ^ ^ <^ pour ; =i 0. Elle marque la limite
de l'accroissement d'une fonction par rapport à l'accroissement de la variable, c'est-à-dire qu'elle est le quotient différentiel. On pourra donc, à l'aide des seules lois de l'algèbre, définir les
« Uae quantité est quelque chose ou rien; si elle est quelque chose, elle n'est pas encore évanouie, si elle n'est rien elle est évanouie tout à fait. » Éclaircissements sur les éléments de philosophie, XIV. Mélanges de littérature, d'histoire et de philosophie, t. V, 1767, p. 249.
1. « La sous-langente, remarque à ce propos Lagrange, n'est pas à la rigueur la limite des sous-sécantes, parce que rien n'empêche la sous-sécanto de croître encore lorsqu'elle est devenue sous-tangente. » Œuvres, Éd. Serret, t. VII, 1877, p. 324.
Londres. 1715, prop. VU, Théor. III, p
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opérations fondamentales de l'analyse infinitésimale. En 1772, dans un Mémoire à VAcddémie des Sciences de Berlin : Sur une nouvelle esj)èce de calcul relulif à la différenciation el à Ciniégration des quantités variables^ Laf^range écrit : « Le calcul différentiel, considéré dans toute sa j^énéralité, consiste à trouver directemenl, et i)ar des procédés simples et faciles, les fonctions /),/>',/)", ... 7,7', 7", etc., r, /■', /•", etc., dérivées de la fonction u; et le calcul intégral consiste à retrouver la fonction u par le moyen de ces dernières fonctions. Cette notion des calculs difl'érentiel et intégral me paraît la plus claire et la plus simple qu'on ait encore donnée; elle csl, comme on voit, indépendante de toute métaphysique et de toute théorie des quantités infiniment petites ou évanouissantes ^ »
En 1797, il publie une Théorie des fonctions analytiques contenant les principes du calcul différentiel, dégagés de toute considération d'infiniment petits ou d'évanouissants, de limites et de fluxions, et réduits à l'analyse algébrique des quantités finies. Dans cette œuvre, les mathématiciens modernes admireront « le merveilleux pressentiment du rôle que devaient jouer les fonctions... représentées par une série de puissances, ou séries de Taylor- ». Mais ils feront toutes réserves sur la valeur probante de la méthode suivie dans l'établissement des notions fondamentales. En regardant « comme déterminée la somme des termes que renfermerait une série quelconque prolongée à l'infini^ », Lagrange suppose résolue la question capitale de la convergence des séries, dont Gauchy et Abel ont montré que l'étude préalable était nécessaire pour la justification rigoureuse des méthodes de l'analyse.
Ainsi, et cette conclusion sera confirmée par l'examen de la Mécanique Analytique^, il semble que Lagrange se place à un point de vue « pragmatique^ » : le développement en .séries
Vide infra
5. Cf. les réflexions de Mach à propos du calcul des variations que Lagrange a déflnitivement introduit dans l'analyse : « Lagrange n'a pas donné et n'a même jamais cherché à donner de preuve ultérieure de sa méthode, qui s'est montrée d'une très grande fertilité. Son travail est entièrement original. Avec une perspicacité dont la valeur économique est très grande, il aperçoit les bases qui lui paraissent suffisamment certaines et utilisables pour que l'on puisse édifier sur elles. Les principes fondamentaux se justifient d'eux-mêmes par leur efficacité. Au lieu de se préoccuper d'en donner une démonstration,
de Taylor est un procédé simple et élégant qui est légitime puisqu'il réussit pour toutes les fonctions connues. La Théorie des fondions analytiques ne pouvait donc pas mettre fin aux difficultés et aux incertitudes théoriques dont le xviii'' siècle s'est embarrassé. Au contraire, elle achève de faire comprendre le retour des mathématiciens à la théorie des erreurs compensées, que déjà Berkeley avait imaginée en opposition aux spéculations newtonniennes et dont Leibniz avait esquissé une forme populaire. Les Réflexions de Carnot sur la métaphysique du Calcul infinitésimal (1797), qui déchargeaient l'analyse infinitésimale de l'obligation de faire la preuve directe de sa propre vérité, et qui, par suite, écartaient de la recherche scientifique tout danger de controverse philosophique, conquirent l'autorité d'un ouvrage classique '.
147. — Au terme de cette étude, on sexplique que l'apport de la science du xviii^ siècle à la réflexion proprement philosophique ait paru consister, non dans les notions fondamentales de l'analyse que les mathématiciens eux-mêmes avaient renoncé à présenter comme idées claires et distinctes, mais bien plutôt dans le succès de son application à l'étude des phénomènes astronomiques et physiques. Les grands géomètres du xviir siècle, ont rempli le programme tracé par les Principes mathématiques de la philosophie naturelle. Ils n'ont pas élucidé ces Principes, considérés dans leur signification intrinsèque; mais ils les ont vérifiés, à titre de formules soumises au contrôle de l'expérience. Grâce à eux, ce qui était pour les premiers lecteurs de Newton le système d'un homme se dressant en face du système d'un autre homme, se heurtant par exemple aux conceptions métaphysiques d'un Descartes ou d'un Leibniz, devient la science impersonnelle que l'efTort progressif des générations impose à l'adhésion unanime : « Je suis fâché, écrivait Voltaire à Glairaut, que vous désigniez par newtoniens ceux qui ont reconnu la vérité des découvertes de Newton. C'est comme si on appelait les géomètres euclidiens; la vérité n'a point de nom de parti. L'erreur peut admettre des mots de ralliement, les sectes ont des
Lagrange montra avec quel succès on peut les employer. » (La mécanique, exposé historique et critique de son développement, tr. Bertrand. 1904, p. 411.)
1. Dans une Note sur la métaphysique du calcul injinitésimal, que Carnot n'a peut-être pas connue, Lagrange lui-même avait, plus de trente ans auparavant, rappelé cette interprétation. Selon la méthode des infiniment petits, (ju'il attribue à Leibniz, et qu'il oppose à la méthode newtonienne des premières ou dernières raisons, « le calcul redresse de lui-même les fausses hypothèses qu'on y fait », Miscellanea Taurinensia, t. II, 1760-1761. Œuvres de Lagrange, éd. cit., t. VII, 1877, p. 598.
LA « MÉTAPHYSIQUE » DU CALCUL INFINITKSLMAL
noms clin vérité est la vérité'. » Kanl ne reconnaît ni Psychologie rationnelle ni Cosmologie rationnelle ; la Physique rationnelle est pour lui la science rationnelle par excellence; la partie positive de la Critique de la Baison pure a pour corollaire les Premiers Principes métaphysiques de la science de la nature; les deux ouvrag-es tondent vers le même but, justifier a priori la forme mathémalique dont est revêtue la connaissance scientifique de l'univers. Il n'en sera pas autrement pour Auguste Comte : la Mécanique analytique de Lagrange a réuni la mécanique au corps des mathémaliqucs, tandis que la Mécanique céleste de Laplacc en a définitivement établi le succès dans le domaine du réel; Mathématique et Astronomie permettent de fixer les caractères de la science positive.
Les deux grandes disciplines qui ont contribué à poser les problèmes de la philosophie sous l'aspect propre au xix* siècle, le kantisme et le positivisme, cherchent le centre de gravité de la science moins dans les parties proprement abstraites et intellectuelles que dans leur application à la nature. De là le caractère nouveau conféré à la philosophie mathématique qui joue un rôle décisif dans l'élaboration de l'un et de l'autre système, qui occupe la première place aussi bien dans la Critique de la Baison pure que dans le Cours de philosophie positive.
1. Lettre de 1759, publiée à la Haye en 1772, réimprimée par M. Dauphin Meunier, Supplément littéraire du Figaro, 21 mai 1910.
LA POSITION DU PROBLÈME
148. — Limportance que Kant attachait à la philosophie mathématique, le caractère de la théorie qu'il en a proposée, seraient difficiles à comprendre si Ton ne se référait au problème qu'avait soulevé, dès Tavènement de la pensée moderne, la constitution d'une science rationnelle de la nature. La physique mathématique s'est développée sous deux formes difTérentes qui avaient mis aux prises, d'abord l'école française de Descartes et l'école italienne de Galilée et de Torricelli,puis les partisans de Leibniz et les partisans de Newton : les uns, géomètres purs qui procédaient par déduction a priori, les autres, observateurs avant tout, qui prétendaient ne relever que de l'expérience.
L'opposition de ces deux tendances avait, de bonne heure, attiré l'attention de Kant, témoin le début de la Metapfiysicœ cum geomeiria juncice iisiis in philosophia naturali, cujiis spécimen primum continet Monadologiam physicam (1756), où l'on entrevoit comme dans son germe le tour d'esprit original dont procède la doctrine des antinomies. « Il est plus facile d'atteler ensemble chevaux et griffons que la philosophie transcendentale et la géométrie. Tandis que l'une nie absolument la divisibilité de l'espace à l'infini, l'autre l'affirme avec son assurance
habituelle. Liine réclame le vide comme nécessaire à la liberté du mouvement; l'autre le bannit. L'une montre que Fattraction ou gravitation universelle n'est guère explicable par les causes mécaniques; elle la dérive de forces inhérentes aux corps en repos et agissant à distance, forces que l'autre relègue parmi les chimères de l'imagination'. »
En 1756 d'ailleurs, Kant estime qu'il est possible de concilier les deux thèses en demeurant sur le terrain du dogmatisme, en transposant les conceptions newtoniennes dans le langage leibnizien, en douant les monades d'une force attractive qui s'ajoute à l'impénétrabilité de l'étendue cartésienne, c'est-à-dire en esquissant, trois ans avant Boscovich, le plan d'une atomistique dynamique'-. Le progrès de sa méditation l'amène à reconnaître peu à peu que le conflit n'est pas seulement une opposition de fait entre des résultats obtenus par des méthodes différentes, qu'il met en cause deux types de vérité, dont il faut approfondir la source et la portée : le type de vérité mathématique et le type de vérité physique.
149. — Suivant Descartes et suivant Leibniz, la physique est une extension de la mathématique. Descartes substitue brutalement à l'ensemble des représentations sensibles, à l'univers de l'imagination, un monde qui, pris dans sa réalité, n'est autre chose que « l'objet de la géométrie spéculative ». Leibniz, qui pense avoir trouvé dans l'analyse de l'infini le moyen d'atteindre mathématiquement la multitude fugitive des mouvements dont les qualités sensibles sont la manifestation, demande à l'ordre des vérités abstraites le principe du discernement entre les données illusoires et les « phénomènes bien fondés ». Or, une philosophie qui prétend ainsi procéder de principes a priori, est tenue de justifier non seulement l'accord de l'intelligible et du sensible, mais encore l'existence du sensible. Si le confus est posé, on comprend bien qu'il s'explique par le clair, en remontant dans l'ordre de VIdealgrund; par conlre, si le clair est posé d'abord, comme il doit l'être dans l'ordre du Bealgrund, on ne comprend pas le mouvement qui s'éloigne de la lumière, la déchéance dans l'obscurité ^
1. Éd. de l'Académie de Berlin (que nous désignons par AKB), t. I, 1902, p. 473.
2. Riehl, der Philosophische Kriticismus, I, 2' édit. Leipsig, 1908, p. 3-32.
3. En 1791, dans récrit inachevé Sur les progrès de la métaphysique depuis l'époque de Leibniz et de Woljf, Kant trouvera pour sa pensée une formule saisissante qui fait pénétrer jusque dans sa dernière profondeur l'opposition des deux génies philosophiques : « Ainsi en unissant tout le mal appelé métaphj'sique au bienfraétaphysique, Leibniz composait un monde de pure lumière et
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La « philosophie ox{)érimcnlale » de Newton conçoit d'une tout autre façon rallinnce des mathématiques et de l'expérience. C'est à l'expérience qu'il appartient de fonder et de justifier les formules mathématiques de la physique; et la valeur de l'expérience est précisément qu'elle fait éclater les cadres trop étroits de Tévidence métaphysique, qu'elle établit des types de relations auxquels le raisonnement pur n'aurait pas conduit. Quelles sont alors pour le dogmatisme rationaliste les consé- ([uenccs d'un semblable principe? A la lecture des Essais de Hume concernant ienlendement humain (17 i9; la traduction allemande est de 1756), elles se manifestent aux yeux de Kant sous la forme suivante ' : il est possible que des connexions d'idées, résultant d'une démonstration en règle, participent à la nécessité de cette démonstration et qu'elles conservent leur rigueur quelque application qui en soit faite; mais nécessité et universalité sont dépourvues de toute signification intrinsèque lorsqu'il s'agit de successions de fait, enregistrées telles quelles, dans un moment déterminé et avec les circonstances particulières dont elles sont inséparables, La forme primordiale de la relation, c'est V association entre états de conscience, reposant sur des conditions de lieu, de temps, etc., qui sont extérieures à la nature de ces états, et à qui l'habitude communique la force d'engendrer des croyances en apparence naturelles.
La philosophie de Hume serait ainsi la doctrine de l'attraction, ramenée de son application cosmologique à sa source psychologique, dépouillée de la forme quantitative d'où elle tenait son caractère de science exacte, et ne comportant plus que des relations qualitatives, d'apparence contingente et particulière - ; de telle sorte que par une conséquence étrange, l'extension de la science newtonienne au domaine de l'esprit avait pour résultat de mettre en doute la capacité même de l'homme à établir une science, et par suite, ébranlait la base
d'ombre, sans considérer que pour placer une partie de l'espace dans l'ombre il était nécessaire d'y introduire un corps, c'est-à-dire quelque chose de réel qui résiste à la lumière. » (Édit. Ilartenstein, t. VIII, 1868, p. .ï44.)
1. Cf. Delacroix, David Hume et la philosophie critique, Bibliothèque du Congrès International de philosophie (Paris 1900), t. IV. 1902 p. 349 et suiv.
2. Cf. Traité de la nature humaine (1139-17 M) de Ventendement Part. I, sect. IV. « C'est là une espèce d'attraction qui, dans le monde mental, se trouve avoir des effets aussi extraordinaires que celle du monde naturel, et qui se présente sous des formes aussi nombreuses que variées. Ses effets sont partout manifestes; mais, quant à ses causes, elles sont en grande partie inconnues et doivent être ramenées à des qualités originelles de la nature humaine que je ne prétends pas expliquer. ■• Edit. Green-Grose, Londres, t. I, 1874, p. 321 et tr. Renouvier-Pillon, 1878, p. 23.
même de l'édifice newtonien. Ce que Kant retiendra des Essais de Hume, c'est la séparation radicale entre les vérités de raison et les vérités de fait. « L'usage logique de la raison » consiste à enchaîner les unes aux autres les relations d'idées, à l'aide d'une substitution de termes qui est purement analytique. L'expérience, entendue dans ce sens psychologique où Leibniz la prenait déjà lorsqu'il faisait du Cogito la première « vérité de fait », est incapable de fournir autre chose que des impressions toutes subjectives et toutes passagères ^
150. — Dans ces conditions, entre le domaine de la pure logique et le domaine de la pure sensation, il n'y aurait plus de place pour la science proprement dite, celle par laquelle les règles de la pensée s'appliquent aux données de la perception ; la justification de la physique rationnelle paraît désespérée. C'est à ce moment que la théorie de la connaissance mathématique entre en jeu. Tout au moins dans la période d'élaboration comprise entre la Dissertation de 1770: de Mundi sensibilis atque intelligibilis forma et principiis, et la publication de la Critique de la Raison pure (1781), Kant s'avisa que la solution du problème relatif à la science de la nature était comme le corollaire de la solution d'un problème analogue qui, au lieu de porter sur la physique, c'est-à-dire sur l'application de la mathématique à l'expérience, serait intérieur à la mathématique ellemême. Or, en face des mathématiques, le doute sceptique de Hume qui pouvait assez légitimement paraître lié à l'analyse de la causalité, revêtirait un caractère de paradoxe dont Kant suppose que le sage auteur des Essais eût été effrayé : « David Hume, écrit-il dans la seconde édition de la Critique, qui de tous les philosophes s'est le plus approché du problème [Comment sont possibles des Jugements synthétiques a priori?], esi pourtant loin de l'avoir conçu d'une façon suffisamment déterminée et dans son universalité... car il aurait aperçu que, suivant son argumentation, il ne pouvait pas y avoir non plus de mathématique pure... affirmation contre laquelle son bon sens l'aurait bien mis en garde -. «
1. Cf. Rejlexionen Kants zur Kritik der reinen Vernunft, n° .ÏOO (Benao Erdmann, 1884, p. ITio). •■ Aile analytischen Urtheile siiidratioaal und umgekehrt; aile synlhetischcn Urtheile sind cinpirisch uiid iimgekohrt. »
2. Introduction IV, B, 10. AKB, III, 40, tr. Barni, désignée ultérieurement par Ba, 1869, 1,63, et Tremesaygucs et Pacaud, désignée par TP, 1903, p. 5-3. \o\v Critique de la raison pratique, Vîèia.ce AKB, Y, 1908, p. 13, Picavet, 1888,
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LA CONCEPTION TECHNIQl'E DES MATHEMATIQUES
loi. — I.a liansposilion à laquelle nous venons de faire allusion, explique coninienl la philosophie mathématique est devenue la pierre angulaire de la Critique de la Raison pure. Elle explique en uK^me temps comment la philosoj)hie mathématique chez Kanl ne sera nullement comparable à celle que nous avons vue, dans le cartésianisme et dans le leibnizianisme, jaillir de progrès techniques, capables de renouveler Tidée que Tesprit se fait de lui-même et de son aptitude à prendre possession de l'univers. Kant ne s'adresse pas aux méthodes originales de la mathématique moderne pour qu'elles lui suggèrent une vision plus profonde de l'intelligence humaine. Sa méditation se concentre sur les parties élémentaires, dont la vérité se trouve depuis des siècles unanimement reconnue et qui retiennent la pensée dans un horizon bien délimité. L'addition des nombres entiers ou les premières propositions d'EucIide lui fournissent ses types habituels de référence : 7-f-5^/^, ou la somme des angles d'un triangle est égale à deux droits. Pour lui l'arithmétique et la géométrie ont le même caractère de perfection qu'il reconnaissait à la logique d'Aristote. Le raisonnement les constitue, conférant à toutes les parties de la théorie une valeur incontestable de nécessité et d'universalité; et le raisonnement y est d'autant plus assuré de lui-même qu'il a, au même titre que le syllogisme d'Aristote, la certitude de rencontrer dans l'expérience la représentation de chacun de ses éléments, la confirmation de chacune de ses articulations ^
Il faudrait même aller plus loin : la formation << fragmentaire » de la philosophie critique donne le moyen d'apercevoir comment sous l'influence de cette physique newtonienne, dont elle devait plus tard servir à justifier la valeur rationnelle, l'idée de la mathématique a subi chez Kant une sorte de glisse-
1. Le processus de la pensée kantienne est, nous semble-t-il, éclairé par la remarque suivante qu'on trouve dans les Nouveaux Essais de Leibniz (IV, 2 § 9) : « Ce qui a fait qu'il a été plus aisé de raisonner démonstrativement en mathématiques, c'est en bonne partie parce que l'expérience y peut garantir le raisonnement à tout moment, comme il arrive aussi dans les ligures des syllogismes. Mais dans la métaphysique et dans la morale, ce parallélisme des raisons et des expériences ne se trouve plus; et dans la physique, les expériences demandent de la peine et de la dépense. » Cf. Cournot, Traité de V Enchaînement des Idées fondamentales dans les sciences et dans Vhisloire (1861) § ^. « La logique aristotélicienne, à cause de sa nature purement formelle, comporte bien, comme les mathématiques, une sorte de vérification expérimentale. » 2° édition, 1911, p. 6.
Brunschvicg. — Les étapes. 17
ment inconscient, qui a eu pour résultat de faire porter les démonstrations de Tarithmétique ou de la géométrie directement sur les choses nombrées ou sur les figures tracées. Plus tard sans doute, lorsqu'il compose la Critique ou les Prolégomènes, Kant croira qu'il va de la « mathématique pure » à la physique; mais la question est de savoir s'il n'a pas commencé par substituer à la notion de la mathématique pure une conception de V arithmétique appliquée et de la géométrie appliquée, de telle sorte que le passage de l'arithmétique ou de la géométrie à la physique ne sera en fait que le passage d'une forme simple à une forme plus complexe de la mathématique apphquée. 152_ — A cet égard, on peut relever comme caractéristique l'écrit important de 1763, qui marque la rupture décisive de Kant avec la logique mathématique de Leibniz : Versuch den Begriff der negativen Grôssen in die Welliveisheit einzufiihren. Si nous considérons une série de grandeurs qui vont en décroissant à partir d'une quantité positive quelconque, nous obtenons la grandeur négative par une marche linéaire de l'esprit, ou, comme dira Kant, en 1791, par une simple dégradation de lumière. Mais nous ne possédons alors qu'une représentation statique de la grandeur négative: or, si les grandeurs négatives interviennent dans un calcul pour modifier le résultat total, c'est qu'elles sont autre chose qu'une absence de grandeur positive S c'est qu'elles ont une efficacité d'opposition, qu'elles exercent une action positive, comme un écran est un obstacle positif à la transmission de la lumière. Les exemples que Kant présente à l'appui de sa thèse sont particulièrement significatifs. Un navire va du Portugal au Brésil; en sept jours il gagne 19 milles ; il se peut que les vents aient contrarié sa marche, qu'ils l'aient ramené pendant un certain temps de l'ouest vers l'est, de telle manière que pour mesurer le gain final de 19 milles, il ait fallu faire la différence entre le parcours direct qui rapproche le navire de son but, et le parcours inverse qui l'en éloigne. Supposons qu'il ait dû ainsi etïectuer 8 milles à rebours, on comprend que ce chemin doive entrer dans l'équation à titre de grandeur négative; le navire aura fait 27 milles dans la direction de l'ouest, nous écrirons : 27 — 8 = 19. - Mais la traduction mathématique de l'écriture et la
1. Cf. WollT, Elementa analyseos mathematicœ. Halle, 1717, Part. I, § 19 et 20. « Suât ideo quantitates privata? verarum, per quas intelliguntur, defectus; consequenter non quantitates verœ. Defectum per eam quantitatem metimur quœ déficit, et sic inteliigibilis evadit. »
AKB, II, 172 et suiv
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lormo convontionnolle dos signes ne sauraient nous dissimuler le caractère des g-randeurs qu'ils figurent; les milles de sens négatif correspondent à un chemin réellement edeclué, aussi bien que les milles de sens positif. Il n'en est pas autrement pour les dettes d'un commentant; elles sont soustraites de son avoir, et suivant une remarque que les Hindous avaient déjà faite et utilisée pour l'extension du calcul arithmétique ', elles doivent entrer avec le signe moins dans le calcul de la fortune définitive de ce commerçant. Mais il serait ridicule d'en conclure qu'elles ne sont rien qu'un manque de possession, d'assimiler la dilTérence du créancier et du débiteur à une simple opposition logique, tandis qu'elle est en réalité le conflit de deux réalités concrètes et agissant en sens contraire comme font l'attraction et la répulsion.
Ces considérations d'apparence si simple impliquent une substitution dont la hardiesse demeura peut-être ignorée de Kant, mais dont les conséquences devaient dominer la révolution critique. L'arithmétique n'est plus la science des nombres en tant qu'objets idéaux; elle est la science des choses nombrées, et c'est la nature des relations entre les choses elles-mêmes qui décide des relations entre les nombres. De fait, si dans la Dissertation de 1770 : De mundi sensibilis clique intelligibilis forma et principiis, Kant présente le nombre comme « un concept intellectuel en soi », c'est pour ajouter immédiatement qu'il ne s'actualise dans le concret qu'à l'aide des notions du temps et de l'espace -; doctrine qui contient en germe l'idée du schème iranscendental.
153. — D'autre part, il ne semble pas que Kant ait jamais considéré l'analyse infinitésimale à titre de discipline autonome. En 1763, dansVEssaisur les grandeurs négatives, il se contente de la rattacher à la continuité du temps et du mouvement ^ Si la notion de l'infiniment petit est introduite dans les Premiers Principes métaphysiques de la science de la nature (1786) à un moment important de la dialectique, Kant insiste aussitôt sur le caractère proprement métaphysique de la notion, pour la
1. Vyaganila, Part. II. Rina ou csaya = moins, littéralement dette nu perle, quantité négative; dliana ou swa = plus, littéralement richesse ou propriété, quantité affirmative ou positive. Voir Golebrooke, Algebra... of Brahmegupla and Bhascara, Londres 1817, p. 1.31, note i.
2. « Hinc MATHESis PURA spatium considérât in geometria, tempus in MECHANiCA pura. Accedit hisce conceptus quidam, in se quidem intellectualis; sed cuius lamen actuatio in concreto exigit opitulantes notiones temporis et spatii (successive addendo plura et juxta se simul ponendo), qui est conceptus numeri, quem traclat aritiimetica. » § 12, AKB, II, 397.
Préface, AKB, t. II, p
dégager des difficultés dont Tapplication mathématique a pu se trouver entourée*. La véritable auxiliaire de la mécanique demeure, à ses yeux, la géométrie synthétique des Anciens; paradoxe qui s'explique par la forme même que Newton s'est plu à donner aux Principes malhémaiiques de la philosophie naturelle. « Le livre qui avait pu réaliser aux yeux de Kant la mathématique la plus réelle, la plus féconde, la plus parfaite, procédait par la représentation de l'intuition concrète et non point par les abstractions de l'analyse- ».
154. — A l'égard de la Géométrie enfin, la même préoccupation se retrouve chez Kant. On relève bien dans l'écrit de 17-47 : Gedanken von der wahren Schàtzung der lebendigen Krâfte, un passage que le développement de sa propre philosophie et le développement de la géométrie moderne devaient contribuer également à rendre fameux : « une science de toutes les espèces possibles d'espaces serait sans aucun doute la plus haute géométrie que pût entreprendre une intelligence finie '. » Mais il faut voir aussi pourquoi Kant écarte cette conception abstraite, et relègue la quatrième dimension au rang des fictions pures {Unding)\ Ce n'est pas en raison des caractères intrinsèques qui appartiendraient à la notion d'espace en tant qu'élément logique ou tout au moins purement géométrique ; c'est parce que l'espace est sous la dépendance de conditions physiques, parce qu'il est lié au système des forces et à leur mode d'action réciproque. Dans un monde où les corps s'attireraient en proportion inverse du cube des distances, notre sensibilité recevrait du monde extérieur d'autres impressions, et le nombre des dimensions serait changé.
En 1764, dans son écrit : Untersiichiing iiber die Deutlichkeit der Grand sàlze der naliXr lichen Théologie and der Morale où il se propose de délimiter avec exactitude les conditions de la certitude, et d'emprunter à la méthode pratiquée par Newton dans la science de la nature un modèle utile pour la métaphysique,
1. Ch. IL Th. VIII. Sch. IL AKB, IV, .^22: trad. Andler et Chavannes, 1891, p. 55 et suiv. Cf. Introduction d'Aadler, p. XLV.
2. Milhaud. La connaissance mathématique et l'idéalisme transcendental. Revue de métaphysique, 1004, p. 395. Les Éléments de philosophie de d'Alembert contienuent à cet égard des remarques curieuses contre « les Anglais, grands partisans de la géométrie ancienne, sur la foi de Newton, qui la louait, et qui s'en servait pour cacher sa route, en employant l'analyse pour se conduire luimême. » {Mélanges, t. IV, IToO, p. 17G). Voir aussi Laplace, Exposition du système du monde, 6° édit., 1835, in Œuvres, t. VI, 1884, p. 465.
Ibid. § 9. AKB, I
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KanL insislo, d'une part, sur le processus synthétique qui permet à io nialli(''niatiqu<; de parvenir ù ses définitions. D'autre part, il niel en lumière rohjectivité concrète sur laquelle repose sa méthode de démonstration. Ainsi, pour établir la divisibilité indéfinie de l'espace, le géomètre recourt à une construction; suivant l'exemple indiqué par Kant' (fig. 10), il trace une droite Ali perpendiculaire à deux parallèles CAD, EBF; d'un point C de l'une de ces parallèles, il trace des droites qui coupent la perpendiculaire et l'autre parallèle. Cotte parallèle EBF pouvant être prolongée à l'infini, on peut mener Fig- 10. autant de sécantes que l'on voudra, de telle sorte que le segment fini AB apparaît susceptible d'être divisé en une infinité de parties. « A ce symbole, conclut Kant, le géomètre reconnaît avec la plus grande certitude que la division devrait se prolonger sans fin 2. »
La curiosité philosophique de Kant le pousse à examiner de plus près la nature de cet objet, qui est ainsi capable de répondre de lui-même aux questions du mathématicien. En 1768, il fait une remarque qui paraît très particulière, mais à laquelle il attacha une importance décisive, puisqu'il en fit l'objet d'un article : Von dem ersten Grande des Unterschiedes der Gegenden im Baume. Il s'agit des notions de droite et de gauche : il n'y a guère de notion qui au premier abord ne paraisse mieux répondre à l'idée que nous nous faisons de notions réciproques et susceptibles d'interversion, qui ne paraisse mieux justifier la conception leibnizienne d'un ordre idéal de coexistence. Voici pourtant un fait qui dément cette conception : « Un triangle sphérique peut être tout à fait égal et semblable à un autre sans le recouvrir cependant ^ » De même pour la main droite et pour la main gauche. De tels exemples sont suffisants pour faire entendre la possibilité d'espaces tout à fait semblables et égaux, et cependant incongruents *.
1. ABK, II, 279. La démoustratioQ était indiquée sous forme de théorème dans la Monadologia physica, sect. I, part, III, AKB, I, p. 478. Voir la discussion d'Evellin, La raison pure et les antinomies, Essai critique sur la philosophie Kantienne, 1907, p. 107.
2. Ibid. Cf. Dissertation de 1770 : «-Geometria propositiones suas universales non demonstrat objectum cogitando per conceptum universalem, quod fit in rationalibus, sed illud oculis subiiciendo per intuitum singularem, quod fit in sensitivis ». § 1.5, G, AKB, II, 403.
AKB. II
4. Ibid. II, 382. Cf. la Dissertation de 1770, § 15, D., AKB, II, 403.
Entre les théories de Leibniz et de Newton, qui se sont heurtées avec tant de netteté dans la polémique de 1716 avecClarke, et dont les mathématiciens du xviii' siècle n'avaient cessé de poursuivre l'examen ', le « paradoxe des objets symétriques »> constitue une sorte cVexperimentum criicis. La nature intrinsèque de l'espace, telle qu'elle se manifeste dans la géométrie à trois dimensions, ne permet pas de le transposer en un système de relations purement intellectuelles, et de le ramener à l'ordre abstrait des places; il y a en lui quelque chose d'inhérent au donné de l'univers, qui apparaît lié aux parties de notre corps, qui atteste au fond une relation à l'espace absolu et originel "-.
LES FORMES DE l'eSPACE ET DU TEMPS
155. — Avec l'article de 1768 s'achève pour Kant l'investigation directe de la science mathématique. Désormais les propositions de l'arithmétique élémentaire ou de la géométrie euclidienne ne serviront plus que de références pour l'établissement d'une théorie de la connaissance scientifique. Encore la pensée de Kant a-t-elle passé par deux phases bien distinctes. En 1770, la découverte des « intuitions pures » du temps et de l'espace a pour conséquence de restreindre au monde sensible l'application de la mécanique et de la géométrie; elle laisse le champ du monde intelligible ouvert aux concepts de l'entendement pur. En 1781 au contraire, c'est la restriction posée par la forme a priori de l'intuition sensible, qui fonde l'application effective des concepts de l'entendement, qui assure la « positivité » de toute science rationnelle. En ajoutant à VEsthétique transcendeniale, qui reproduit les formules essentielles de la Dissertation de 1770, V Analytique Iranscendentale, Kant présente les jugements synthétiques a priori de la mathématique comme exactement parallèles dans l'ordre de la quantité à ce que peuvent être les jugements synthétiques a priori dans l'ordre de la relation. La théorie de la connaissance mathématique est, dans la Critique de la Raison pure, remaniée et réajustée suivant les exigences d'un système nouveau ; de là le caractère de complication qu'elle offre, en contraste singulier avec la simplicité presque rudimentaire des exemples invoqués par Kant.
AKB, II
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rolalivo au lom[>s précède roxposition rclnlive à Tcspaco, il semble bien que ce soit le désir de résoudre les difficultés propres h la justification de la géométrie, qui ait suscité la solution kantienne. S'il est établi en effet, par Tarticle de 1768, (juc Tespacc est un absolu, en ce sens qu'il est irréductible à un système idéal, il ne s'ensuit nullement que l'on puisse détacher les relations spatiales des termes réels entre lesquels elles sont établies; pris dans sa nature intrinsèque, l'espace est un non être ', Kant reprend dans la Critique, pour l'appliquer à l'objet de la géométrie euclidienne, cette même expression de Unding, qu'il avait employée trente ans auparavant pour désigner l'espace h plus de trois dimensions. D'autre part, l'espace n'est pas un concept. Outre que si l'espace était abstrait de l'expérience sensible on contredirait à la nécessité et à l'universalité des propositions géométriques, — « il faudrait, par exemple, se borner à dire que, autant qu'on a pu jusqu'à présent faire d'observations, on n'a pas encore trouvé d'espace ayant plus de trois dimensions - » — rien ne répugne plus à la nature de l'espace que la fonction propre du concept, au sens où Kant emploie le mot et qu'il précise par les épithètes de discursif ei A' universel^. Les déterminations de l'espace sont ses parties, et non ses spécifications ; il n'y a donc qu'un espace, en qui est comprise la totalité des choses *.
L'antithèse traditionnelle de la donnée empirique et du concept abstrait laisse donc échapper la nature de l'espace ; il faut créer pour lui une forme nouvelle d'état civil; et c'est à quoi parvient Kant, dans cette année 1769 « qui lui apporta une grande lumière-^ », par la méditation simultanée de la doctrine newtonienne et de la doctrine leibnizienne.
157. — Suivant Newton, écrivait Kant lui-même, l'espace est sensorium omniprœsentise divinse^. Or, dans cette notion du sensoriuni Dei, est impliqué un dogmatisme métaphysique qu'il
1. A, 39. AKB, IV, 41. Ba, I, 'Jo et TP, 79, Cf. Diss. lo D. AKB, II. 403.
2. Exposition mélaphysique de l'espace, § 3 (dans la première édition seulement). A. 24. AKB, IV, 32. Ba, I, 78 et TP, 07. Cf. Diss. lo, D. AKB, II, 404.
Ibid. § 4. A, 24, AKB, IV 32 tr. Ba, I, 78 T. P
4. Cf. Diss. 15, B, AKB, II, 402 : <> ConcepLus spatii est singiilaris reprœsentatio omnia in se comprehendens, non sub se continens notio abstracta etcommunis. » A l'appui de cette opposition entre le Worin et le Worunter, Vaihinger cite dans son Commentaire, II, 212 une formule frappante de l'ouvrage posthume (Reicke, Altpreussiche Monatschrift, 1884, XXI, o87 et suiv. « La grandeur illimitée de l'intuition spatiale est non VAllgemeinheit (universalitas, c'est-à-dire omnitudo conceptus), mais VAllheit, {universitas c'est-à-dire omnitudo complexus). »
Benno Erdmann, Rejlexionen, n° 4 op. cit., p
0. Lose Blàtter aus Kant's Nachlass, éd. Reicke, t. I, Kônigsberg, 188'J, p. 250.
est difficile de vérifier, peut-être même de concevoir avec clarté. Mais Leibniz, qui a critiqué les formules newtoniennes de Clarke, fournit par ailleurs le moyen de ramener la noiion du sensorium Dei à ce qui en a été nécessairement la donnée initiale , c'est-à-dire au sensorium hominis . En tant que monade, l'esprit de l'homme est coextensif à Tunivers de la représentation ; ne sera-t-il pas capable de soutenir avec les images des choses, cette relation d'omniprésence que Newton attribue à Dieu vis-à-vis de la réalité des choses? La Dissertation de 1770 répond avec clarté : « spatium, quod est condicio universalis el necessaria compresentise sensitive cognitse, dici potest Omniprœsentia Phœnomenon K »
L'analogie des expressions marque la parenté des conceptions, qui n'avait d'ailleurs pas échappé aux contemporains de Kant : Schwab écrivait déjà, dans un article relevé par Vaihinger-, que Kant paraissait avoir formé son concept de l'espace en transportant le sensorium newtonien de Dieu à l'esprit humain. Parce qu'entre l'immensité de Dieu et la limitation de la créature dans l'espace le leibnizianisme a inséré la conception de la monade, pars totalis, il est possible de dire que l'espace est, suivant l'expression leibnizienne que Kant reproduit dans la Critique de la Raison pure, relatif au point de vue de l'homme ^. Mais aussi parce que la considération de l'espace est ramenée de l'ordre de l'absolu à Tordre du relatif, du domaine de la réalité au domaine de la représentation, il est possible de concevoir la constitution de l'espace par l'homme sur le modèle qu'offrait la constitution nowtonienne de l'espace par Dieu, D'un même coup se trouvent assurées les conditions nécessaires, sinon suffisantes encore, pour établir Fa /)7'/orz7e des propositions mathématiques et leur application aux phénomènes de l'univers.
Tel est l'effort de pensée qui est recueilli dès 1770 dans les formules qui définissent (parallèlement avec le temps, fondement de la mécanique) l'espace, fondement de la géométrie : « Conceptus spatii... est intuitus purus, cum sit conceptus singularis, sensationibus non conflatus, sed omnis sensationis externat forma fundamentalis... Spatium non est aliquid obiectivi et realis, nec substantia, nec accidens, nec relatio; sed subiectivum
Sch. AKB. II
2. Eberhard's PhiLosophisches Magazin, III, 132, apud Vaihinger, Comm. II, 426, û. 3.
3. « Wir kônnen deninach nur aus dem Standpunkte eines Menschen vom Raum, von ausgedehnten Wescn u. reden. » A. 26. AKB, IV, 33 tr. Ba, I, 82 et TP., 69.
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el idéale el e natura mentis slabili lege profisciscens veluli schéma omnia omnino externe sensa sibi coordinandi'. »
LA DEDUCTION TRANSCENDENTALE ET LE SCHEMATISME
158. — Les formules qui terminent la Dissertation de 1770, et {"Esthétique transceiidentale, ne résolvent pas entièrement le problème de la science mathématique. Autre chose en effet est d'avoir démontré que les formes de l'intuition sensible sont a priori en ce sens qu'elles précèdent et qu'elles rendent possible l'expérience; autre chose est de faire voir comment elles deviennent matière d'intuition a priori^ comment elles apportent son objet à une science qui se passerait de l'expérience -.
A cette seconde question, Y Analytique tratiscendentale répond par une théorie de la spontanéité intellectuelle, qui est calquée sur la théorie de la réceptivité sensible dans VEsthëtique transcendentale. h'Esthe'tique avait mis en évidence la relativité, la phénoménalité, qui sont inhérentes au monde de l'expérience; l'Analytique s'appuie sur cette phénoménalité pour en fonder la rationalité, la législativité; elle fait comprendre ainsi que l'esprit humain puisse déterminer de lui-même le principe de l'ordre auquel la science soumettra les données de la sensibilité. Là est le secret de la Critique, qui échappait à l'empirisme de Locke et de Hume, mais qui échappait aussi à l'intellectualisme pur de Leibniz ^ Seul, en effet, l'établissement d'une différence radicale, d'une différence de nature, entre le phénomène et l'être considéré dans l'absolu, permet d'affranchir le sujet pensant de toute relation à autre chose que soi, et de chercher dans la structure de ses fonctions ce qui justifie la valeur et le contenu même des axiomes scientifiques.
Une telle recherche n'aura rien de commun avec la psychologie ordinaire, qui se borne à l'observation de la conscience individuelle ; son but est de déterminer les conditions de droit qui sont impliquées dans le fait de la science rationnelle. Elle a pour objet (suivant une conception où il convient de relever l'influence des Nouveaux Essais sur rEntendement, publiés en 1765), une activité commune à tous les esprits, antérieure en chacun d'eux à Téveil de la perception et de l'intelligence réfléchie, une activité a priori, transcendentale, qui marque de
Cf. Vaihiager, Comm. II
3. Amphibologie des concepts de la Réflexion, A, 267, AKB, t. IV, 173, Ba, I, 332 et TP., 273.
son empreinte « intemporelle » les destinées spéculatives de l'humanité.
Le domaine de cette activité inconsciente s'étend de la matière du divers, que fournit l'intuition, à l'unité de la raison. Tout acte de pensée suppose « l'unité synthétique et originaire de l'aperception », grâce à laquelle les termes d'un jugement sont rassemblés dans une même conscience et font partie d'un acte unique d'affirmation. Dans l'application, cette unité synthétique revêtira différents aspects selon la nature du concept qui préside à la liaison des termes dans le jugement : 7 -+- 5^ 12 implique le concept de la quantité, comme l'affirmation que le soleil échauffe la pierre implique le concept de la causalité. Malheureusement, quand il s'agit de tirer parti de cette notion et de dresser le tableau systématique des catégories, Kant recourt à la tradition de la logique formelle, dont ses écrits de 1763 et de 1764 avaient pourtant dénoncé l'incompatibilité radicale avec les procédés féconds de la science rationnelle; il fait reposer la distinction et la nature des catégories sur « les fonctions logiques de la pensée dans le jugement ». De là, une véritable interruption dans le courant de la réflexion critique. Pour ce qui concerne les mathématiques par exemple, les catégories de la quantité : unité, pluralité, totalité, correspondront aux espèces différentes de la quantité logique : jugements généraux, particuliers, singuliers. Mais il est difficile d'apercevoir entre ces deux idées de la quantité un autre lien qu'une simple coïncidence verbale.
Aux yeux de Kant, la question essentielle sera, d'ailleurs, non de déterminer les modes d'unification réelle, mais d'en établir l'objectivité. Comment les catégories sont-elles susceptibles d'avoir un objet? Comment s'opère le rapprochement de l'unité conceptuelle et de la diversité sensible? Pour répondre à ces questions, Kant introduit une fonction intermédiaire qui s'empare de la matière à unifier, et lui communique la possibilité d'unification intellectuelle ; cette fonction, participant à la fois de l'activité a priori qui appartient à l'intelligence et de V intuitivité qui appartient à la sensibilité, n'est autre que l'imagination. Entre « la synthèse de l'appréhension dans l'intuition », qui permet d'obtenir la matière du divers, et « la synthèse de la récognition dans le concept » où se manifeste l'unité de l'aperception transcendentale, Kant insère « la synthèse de la reproduction dans rimagination^ ». Et ainsi faisant passer du plan de la psycho-
1. « Il est manifeste que si je tire une ligne par la pensée ou que je veuille concevoir le temps d'un midi à un autre, ou seulement me représen-
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logic eni|)iri(iuo dans le plan de la « ]o^n(|uo Iranscondentalc » les remarques des psychologues allemands tels que Georg Friedrich Meier el surtout Tctens ', sur le rôle de l'imagination dans la production des concepts scientifiques, rejoignant plus visiblement encore la conception cartésienne de l'imagination intellectuelle, Kanl lait naître la réalité mathématique d' « une fonction pure de rimaginalion productrice » qui subordonne sous les concepts de quantité les formes de l'espace et du temps.
159. — Kant précise le mécanisme de celte fonction en marquant la part qui revient à l'espace et la part qui revient au temps. Le « jeu des formes^ » se déploie dans l'espace. Afin de se présenter comme image proprement dite, d'être prêt à devenir le réceptacle de la réalité qui pénètre d'abord dans la conscience sous l'espèce de l'étendue, le temps revêtira la forme de l'espace : M Pour que nous puissions concevoir des changements intérieurs, il faut que nous nous représentions d'une manière figurée le temps, considéré comme forme du sens intime, par une ligne ^ » Mais, si au lieu d'envisager le résultat de l'imagination pure, nous nous attachons à la fonction productive ellemême, le temps acquiert une situation privilégiée. En fait, Kant a été peut-être conduit à cette conception, qui est fondamentale
ter un certain nombre, il faut nécessairement que je commence par saisir une à une dans ma pensée ces diverses représentations. Si je laissais toujours échapper de ma pensée les représentations antérieures (les premières parties de la ligne, les parties précédentes du temps, ou les unités représentées successivement), et si je ne les reproduisais pas à mesure que j'arrive aux suivantes, jamais une représentation totale ne pourrait avoir lieu, ni aucune des pensées dont je viens de parler, pas même les plus pures et toutes premières représentations fondamentales d'espace et de temps. La synthèse d'appréhension est donc inséparablement liée à la synthèse de reproduction. Et puisque cette synthèse d'appréhension constitue le fondement transcendental de la possibilité de toutes les connaissances en général (non seulement des connaissances empiriques, mais aussi des connaissances pures a priori), la synthèse reproductive de l'imagination appartient aux actes transcendentaux de l'esprit, et par rapport à ces actes nous donnerons à cette fonction de synthèse le nom de fonction transcendentale de l'imagination », A. 102. AKB, IV, 78. Ba, II, 416, TP., 134.
1. Les textes essentiels empruntés à la Melaphysik de l'un (3* partie, Psychologie, Halle, 1737), et aux Pkilosophische Versuche iiber die menschliche Natur und ihre Entwicklung, de l'autre (Riga, 1777), se trouvent en particulier chez Gassirer, éd. cit., t. 11, 567 et suiv.
2. « Die Zeit [ist] die Bedingung des Spiels der Empfindung, der Raum aber des Spiels der Gestalten. » Benno Erdmann, Miltheilungen iiber Kant's metaphysischen Standpunkt in der Zeit um 177U, Philosophische Monatshefte, t. XX, 1884, p. 76.
3. B. 292, AKB, III, p. 200. Ba, I, 302; TP., p. 248. Cf. Diss. (1770) AKB, II, 403. « Spatium temporis ipsius conceptui ceu typus adhibetur, repraesentando hoc per lineam eiusque terminos (momenta) per puncta. »
dsinsV Analytique iranscendentale, par les conditions particulières au problème de la causalité ; l'application de la catégorie de causalité aux phénomènes de la nature implique la propriété spécifique du temps, Firréversibilité. En droit, il invoque pour la justifier l'universalité du sens intérieur dont la l'orme est le temps, par rapport au sens extérieur dont la forme est l'espace ^ « Le mouvement, en tant qu'acte du sujet (et non en tant que détermination d'un objet), par suite la synthèse du divers dans l'espace, en faisant abstraction de cet espace et en considérant seulement l'acte par lequel nous déterminons le sens interne selon sa forme, produit avant tout le concept de succession- ». En d'autres termes, les représentations statiques qui s'étalent dans l'espace sont issues d'une fonction dynamique, qui s'exerce dans le temps : « Quand je place, répond Kant, à la suite les uns
des autres cinq points , cest là, une image du nombre cinq.
Au contraire, quand je ne fais que penser un nombre en général, qui peut être ou cinq ou cent, celte pensée représente une méthode pour présenter dans une image conformément à un certain concept un ensemble par exemple mille, plutôt que cette image elle-même, difficile à parcourir des yeux et à comparer avec un concept. C'est cette représentation dun procédé général de l'imagination pour fournir à un concept son image que j'appelle schème pour ce concept^. » La notion de nombre n'est donc pas à proprement parler un concept; elle est un « monogramme de l'imagination pure a priori », un schème.
Mais la pensée de Kant va encore plus loin, le nombre n'est pas seulement un exemple de schème; il est, dans l'ordre de la quantité, le schème unique. Du moment, en effet, que le schématisme est un processus dynamique, capable de s'appliquer à la représentation spatiale, mais en soi indépendant de l'espace, il trouve son expression quantitative dans le nombre, qui tient bien son origine empirique de la figuration spatiale % mais qui
1. « L'image pure de toutes les grandeurs (quantoram) devant le sens externe, c'est l'espace: de tous les objets des sens en général, c'est le temps. » A. 142, AKB, IV, 102, Ba, I, 203 et T. P., 178. Cf. Diss, 1770,11, 40.5 : « Tempus autem universali atque rationali conceptui magis appropinqaat, complectendo omnia omnino suis respoclibus, nempe spatium ipsum et praeterea accidentia, quœ in relationibus spatii coinprehensa non sunt, uti cogitationes aninii. »
B. 154. AKB, III, 121, Ba, I, 180, T. P
3. A. 140, AKB, IV, 100; tr. Ba, I, 201 et T.P., 177. Cf. R. Pr. V, 68, tr. Picavet, p. 121.
4. « Le concept de la quantité cherche son soutien et sa signification dans le nombre, et celui-ci à son tour dans les doigts, les boules du tableau à calculer, les traits ou les points, qui peuvent être placés devant les yeux. » A, 240, AKB, IV, 158, Ba, I, 308 et T.P., p. 252.
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dans sa producUoii « Lranscendcntale « se définit par le temps seul. « Le pur schènie de la grandeur (quantilas) en tant qu'elle est un concept do ronlcndementest le nombre qui est une représentation embrassant l'addition successive de l'unité à une unité (homogène). Ainsi le nombre n'est rien d'autre que l'unité de la synthèse du divers d'une intuition homogène en général, étant donné ([ue je produis le temps Uii-môme dans l'appréhension de l'intuition '. »
De là on ne peut pas conclure que l'arithmétique soit la science du temps comme la géométrie est la science de l'espace. Le temps n'est pas un objet; il est une condition de l'arithmétique, ou plus exactement de la matliématique en général-. 11 reste toutefois que l'arithmétique jouit de ce primat que Kant accorde au temps : le schème temporel, le nombre, vaut aussi pour la géométrie. Dans l'intervalle qui sépare les formes pures de la connaissance et les données empiriques, où intelligence et imagination se rencontrent dans une « harmonie normale^ », l'arithmétique et la géométrie occupent deux places différentes : la première, tournée vers l'activité interne, vers le Je pense, est plus intellectuelle ; la seconde, tournée vers la « synthèse figurative », est plus imaginative.
LA RELATIVITÉ DE LA CONNAISSANCE M.A.THÉMATIQUE
4 GO. — La doctrine du schématisme montre à quelle profondeur ridée de la synthèse a priori a pénétré la philosophie mathématique de Kant. Cette philosophie ne consistera pas seulement à opposer l'intuitivité des formes de la sensibilité à l'ordre abstrait de simultanéité ou de succession que Leibniz avait conçu, à faire valoir par exemple contre Fintellectualité de l'espace le « paradoxe des objets symétriques » : ce paradoxe, sur lequel Kant insistera de nouveau dans l'exposé qu'il voudrait populaire des Prolégomènes, est passé sous silence dans la Critique de la Raison pure. Elle ne résultera pas non plus d'une comparaison extérieure entre la forme des jugements logiques
A 142, AKB, IV. 102, Ba. I, 20-3 et TP., p
2. Cf. Lettre à Schultz, du 15 novembre 1788. AKB, t. X, 1900, p. 530 : « Le temps... n'a pas d'influence sur les propriétés des nombres (comme pures déterminations des grandeurs), ni en général sur Ja propriété d'un changement quelconque (en tant que quantum), quoique cette variation ne soit possible que par rapport à une essence spécifique du sens interne et de sa forme (c'est-à-dire du temps). »
3. Basch, Du rôle de V imagination dans la théorie kantienne de la connaissance, Rev. de Métaph. 1904, p. 438.
et la forme des jugements mathématiques. Il est clair, trop clair même, que si on conserve les cadres du rationalisme wolffien, si le leibnizianisme est interprété comme un /)an/o^/sme au sens le plus étroit du mot, il n'y aura de jugement proprement analytique que par Tinhérence immédiate du prédicat dans le sujet; les propositions les plus élémentaires de la mathématique ne seront pas ramenées au type analytique : la somme arithmétique 12 n'est pas un prédicat dont les parties 7 et 5 seraient le sujet. Mais que les jugements d'équivalence ne rentrent pas d'eux-mêmes dans les cadres de l'inclusion logique, c'est là un fait d'une portée toute négative et dont l'usage essentiel est de définir le problème.
La solution a une tout autre signification. Pour la préciser, on peut se reporter aux questions posées par d'Alembert, dans le Discours préliminaire sur V Encyclopédie, (et dont Condillac. donnera le développement dans sa Logique, 1776) : « Qu'est-ce que la plupart de ces axiomes dont la Géométrie est si orgueilleuse, si ce n'est l'expression d'une même idée simple par deux signes ou mots différents? Celui qui dit que deux et deux font quatre a-t-il une connaissance de plus que celui qui se contenterait de dire que deux et deux font deux et deux'!^ » Il est visible que Kant pourrait donner gain de cause à d'Alembert sans ébranler dans ses racines la thèse fondamentale de la Critique. Si de 2 + 5 ou de 7 + 5 on passe analytiquement à 4 ou à 12, il faudra modifier sans doute certains détails de l'exposition kantienne, où se mêlent dans un désordre inextricable le langage de la logique formelle et le langage de la science positive; mais, au fond, cela laisse intact le problème critique. La place de la synthèse a priori n'est pas dans la liaison des termes du jugement, ou dans la démonstration de telle ou telle « formule numérique » particulière; elle est dans le processus général dont dérive tout nombre particulier, dans la création des notions elles-mêmes. A cet égard les premières pages de la Discipline de la Raison pure dans l'usage dogmatique sont explicites et décisives : si « les mathématiques fournissent le plus éclatant exemple d'une raison pure qui réussit à s'étendre d'ellemême sans les secours de l'expérience », c'est que « la connaissance mathématique est la connaissance rationnelle par construction des concepts - ». Que 4 soit construit quand le groupe (2 + 2) est donné, cela pourrait sans doute se démontrer; mais ce qui
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osl on réalité à construire, c'est le j^^roupe (2 -h 2), irréductible à la simple conception de 2 d'une part et de 2 de l'autre; ce qui est à établir, c'est la possibilité de réunir dans une mènic; notion les unités homogènes qui se succèdent dans le temps. Or pour cela il ne faut rien de moins que la déduction Iranscendentale; l'intuition a priori a pour condition une imagination a priori, qui est elle-même sous la dépendance de l'unité synthétique de l'entendement. En d'autres termes — et l'originalité de celte formule explique assurément tous les malentendus et toutes les controverses auxquels devait donner Heu la philosophie mathématique de Kant, — c'est pour rendre raison du signe H-, de la conslanleet, comme diront les logisticiens contemporains, que Kant a donné ce génial coup de sonde dans le schématisme, « art caché dans les profondeurs de l'àme humaine, et dont il sera toujours difficile d'arracher à la nature le vrai mécanisme pour l'exposer à découvert devant les yeux ' ».
IGl. — Nous pouvons maintenant déterminer la portée de la philosophie mathématique de Kant. A coup sûr, si l'on exige que la philosophie d'une science se transporte à l'avant-garde de cette science, qu'elle tranche les débats qui divisent les techniciens, qu'elle éclaire et qu'elle stimule leur marche vers de nouvelles conquêtes, nous dirons qu'il n'y a pas grand fond à faire sur la Critique de la Baison pure. Mais si on maintient le problème de la philosophie mathématique dans les limites et sur le terrain où l'intention de Kant a été de le placer, si on demande à l'intelligence de la mathématique de définir un nouveau type de connexion entre la déduction rationnelle et le contenu de l'expérience, c'est-à-dire un nouveau type de vérité, nous trouvons dans la Critique une philosophie mathématique, et qui marque une date décisive dans l'histoire de la pensée humaine.
Pour la première fois, en effet, avec la doctrine de Kant sur les mathématiques, la théorie de la science n'est, par rapport à la science elle-même, ni au delà (comme la métaphysique des cartésiens et des leibniziens, qui suspendait les principes de la raison à une théologie), ni en deçà (comme l'empirisme anglais, qui ne voyait dans les notions de la mathématique qu'une approximation de l'expérience) ; la théorie kantienne de la science est exactement au niveau de la science elle-même.
162. — De ce point de vue, les faiblesses apparentes du kantisme seront peut-être des forces. Les problèmes que la théorie kantienne de la mathématique ne résout pas sont ceux dont il
A. 141, AKB, IV, 101, Ba, I, 202 et TP
importait de montrer qu'ils ne comportent pas de solution positive, afin de tirer de cette impossibilité toutes ses conséquences philosophiques.
Voici en effet la grave difficulté qui est inhérente aux formules de Kant : si le nombre est le schème de la quantité en général, comment concevoir le rapport du fini et du discontinu qui sont les caractères apparents du nombre, avec Vinfini et le continu qui sont les caractères apparents de la quantité?
La question n'est pas traitée pour elle-même dans la Critique; les indications que Ton peut recueillir indirectement témoignent d'une grande incertitude, ou d'une grande indifférence. Tout d'abord, suivant la doctrine de V Esthétique transcendentale, « l'espace », ainsi que le temps d'ailleurs, est représenté comme « une grandeur infinie », et Kant dira même dans la seconde édition, comme « une grandeur infinie donnée ^ » ; les parties de l'espace ou du temps ne constituent pas l'espace ou le temps par leur assemblage; au contraire, elles ne peuvent être conçues qu'en lui. Mais si ces formes sont toutes prêtes dans l'esprit, pour recevoir ou l'expérience qui vient des objets réels ou l'expérience idéale qui constitue le jeu de l'imagination a priori, elles ne sont, prises en elles-mêmes, que des virtualités^.
Dans V Analytique transcendentale cette double virtualité s'actualise à l'aide de synthèses mentales qui forment une série finie de termes discrets : « Je ne puis pas, écrit Kant dans l'exposé des Axiomes de Vintuition, me représenter une ligne, si petite qu'elle soit, sans la tirer par la pensée, c'est-à-dire sans en produire successivement toutes les parties d'un point à un autre, et sans en retracer enfin de la sorte toute l'intuition. Il en est ainsi de toute portion du temps, même deja plus petite^ ». Les quantités extensives que le mathématicien construit a priori dans l'espace et dans le temps, se définissent ici par un caractère contraire au caractère essentiel que VEsthétique transcendentale reconnaissait à l'espace et au temps. « J'appelle quantité extensive celle où la représentation des parties rend possible la
1. A, 2.J, B, 39. AKB, lY. 32, et III, .j3; Ba. I, 79 et TP., 67. Cf. Van Biéma, L'espace et le temps die: Leibniz et chez Kant, 1908, p. 234.
2. « La simple forme do l'intuition sans substance, n'est pas un objet en soi, mais la condition simplement formelle de cet objet (en tant que phénomène), comme l'espace pur et le temps pur, qui sont à la vérité quelque chose comme formes d'intuition, mais qui ne sont pas eux-mêmes des objets d'intuition (ens imaginarium). » Amphibologie des concepts de réflexion, A. 291, AKB, t. IV, 186, Ba, I, 352 et TP., 288.
A. 162, AKB, T. IV, 113, Ba, I, 222 et TP
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roprésenlalioii du loiil (cl ;>ar consiniiuînl la précède néccssairemenl) '. »
L'oi^posilioii, presque liLLérale, îles Cormulcs souligiKî linadéqualion esseuUelle entre les lormes d'inluilion qui servent seulement de réceptacle aux constructions de la mathématique, qui sont des données d'ordre métaphysique-, et le processus de rimagiualiun j)ure par lequel l'objet de la science se réalise elTectivement.
103. — Le jiroblème de la continuité se présente sous une forme moins aiguë : Tespace et le temps sont essentiellement « des grandeurs fïiienies^ c'est-à-dire que dans leur production la synthèse (de riniagination productrice) est une progression dans le temps dont on a l'habitude de désigner la continuité par l'expression d'écoulement^ ». Tout ce qui est mesuré dans l'espace et dans le temps participe donc à ce caractère de continuité; même lorsqu'on dit que 13 thalers sont une quantité d'argent, Kant veut que l'on retrouve derrière l'agrégat discret des pièces de monnaie, la quantité continue du métal, divisible en autant d'unités que l'on voudra''. Dès lors, le schème proprement numérique, où le caractère essentiel de la continuité se trouve relégué au second plan et demeure latent, ne donnera pas l'idée complète de la quantité. A côté des quantités extensives qui sont liées aux axiomes de l'intuition, les principes synthétiques de l'entendement pur dans l'ordre de la qualité, les anticipations de la perception, font une place à la notion de la quantité intensive : « Toute sensation, par suite, toute réalité dans le phénomène, si petite même soit-elle, a un degré, c'està-dire une grandeur intensive qui peut toujours être diminuée; et entre la réalité et la négation, il y a un enchaînement continu de réalités possibles et de perceptions plus petites encore possibles ^ »
Il semble ainsi qu'à l'arithmétique et à la géométrie se juxtapose une mathématique de la ({ualité sensible. Seulement, faute d'avoir aperçu ou la fécondité, ou la clarté intrinsèque, d'une semblable discipline, qui se rattacherait à l'analyse infinitésimale
A. 162, AKB, T. IV, 113, Ba, I, 222 et TP
2. Cf. Diss., 1770, sect. III, Cor., II, ABK, II, 403 : « Nonnisi dato infinito lam spatio quam tempore, spatium et tempus quodlibet definitum limitando est assignabile. » Voir les remarques de Kant sur les articles de Kastner (1790), apud Dillhey, Archiv fiir Geschichte der Philosophie, t. III, 1890, p. 87. Cf. ihid., p. 273 et suiv.
A. 169, AKB, IV, 117, Ba, I, 229 et TP
Brunschvicg. — Les étapes. 18
de Leibniz et de Ne^Yton, Kant ne la constitue pas en partie autonome des mathématiques; de telle sorte que, par une singularité assurément étrange chez un penseur si épris de classifications systématiques, il ne réussit pas à organiser d'une façon définitive le plan de la mathématique. Pour déterminer la science du temps, il hésite entre la mécanique et l'arithmétique, comme en témoigne la formule oscillante des Prolégomènes : « La géométrie prend pour base l'intuition pure de l'espace. L'arithmétique produit elle-même ses concepts de nombre dans le temps par l'addition successive des unités; mais surtout la mécanique pure ne peut produire ses concepts de mouvement qu'au moyen de la représentation du temps ^ »
164. — Assurément, d'un point de vue dogmatique, toutes ces indécisions apparaissent ruineuses; la finité et la discontinuité delà synthèse numérique sont incompatibles avec l'infinité et la continuité de la grandeur spatiale; de là, selon l'expression favorite de Renouvier, un dilemme que le philosophe devrait trancher sous peine de mort. Mais la pensée critique a cet avantage qu'elle n'oblige nullement Kant à supprimer l'un des termes d'une opposition qu'il considère comme essentielle à la nature de l'esprit humain, comme en caractérisant la physionomie. Au contraire, si l'évolution de Kant fut constamment dominée, comme il le dit lui-même, par l'idée de V antinomie - , c'est que l'intelligence de cette opposition devait servir à découvrir la « ligne de partage » entre le domaine de la science positive et le domaine de la métaphysique. La science positive échappe à la nécessité de c/2ofsî>, en vertu de cette relativité qui, la restreignant au domaine du sensible, en fonde la rationalité. L'arithméticien pourra prolonger indéfiniment son procédé de numération sans se soucier d'épuiser la totalité des termes successifs, puisqu'il n'a pas besoin de faire du temps une réalité; de même, le géomètre ne supprimera pas la simultanéité des objets spatiaux parce qu'il constitue à l'aide de la synthèse successive les lignes et les surfaces. C'est la métaphysique seule, c'est la « cosmologie rationnelle « considérée comme partie de la métaphysique, qui apporte avec elle l'exigence d'un choix; car l'espace et le temps doivent être alors, sinon des choses, du moins le cadre des choses. Entre le fini et l'intini, entre le discontinu et le continu, il deviendra nécessaire, et cependant il
1. § 10. AKB, IV, 283. Cf. GouUirat, La philosophie des mathématiques de Kant. Rev. de met. 1904, p. 337, ol Les principes des mathématiques, IOO.d. App. p. 2.j3.
2. Lettre à Garvc, du 21 septembre 1798, AKB, t. XII, 1902, p. 235.
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apjini'afl impossiltle, de, trancher raliernalivc. Toute [josilion irol)j('l aljsolu iiii[)]i({U(^ une délermiiialioii relative à, l'espace et au temps; pour que l'univers soit réel, il faut que la synthèse (|ui le constitue partie par partie puisse ôtre achevée, que la série des choses forme un certain qiianlum dans Tordre du temps et dans l'ordre de l'espace. Or l'idéalité de l'espace et du temps intordit ({ue l'esprit s'arrête quelque part dans la formation de ce quanlum ; qu'il s'agisse d'embrasser la totalité de l'être ou d'atteindre l'élément simple, il ne peut y avoir de détermination ultime dans l'espace et dans le temps, puisque toute détermination est nécessairement relative à une nouvelle détermination qui prolonge la série dans l'espace et dans le temps. Vidéalisme de l'antithèse tient en échec le dogmatisme de la thèse.
1G5. — Telle est, à la prendre en son thème initial, la doctrine des antinomies, destinée à consommer la ruine de toute « cosmologie rationnelle ». Le mathématisme d'un Spinoza s'y trouve réfuté; mais par un retour d'idées, curieux ici à observer, l'argumentation de Kant est inverse de celle que Leibniz faisait valoir. Au monisme de VFAhique qui implique une interprétation intellectuelle de l'espace, la Monadologie opposait la pluralité des substances. Leibniz écrit à Bourguet, en parlant de Spinoza : « Il aurait raison, s'il n'y avait point de monades; alors tout, hors de Dieu, serait passager et s'évanouirait en simples accidents ou modifications puisqu'il n'y aurait point la base des substances dans les choses, laquelle consiste dans l'existence des Monades ' ». Or, avec la pluralité des substances, qui ne peuvent pas ne pas coexister dans un milieu d'extériorité mutuelle, Leibniz faisait renaître toutes les difficultés inhérentes au réalisme spatial. Suivant Kant au contraire, ce qui interdit de poser l'unité de la substance, c'est la découverte de V Est hé tique iranscendentale : l'espace et le temps, n'étant pas d'ordre intellectuel, ne sauraient exprimer l'être en soi; et il écrit dans la Critique de la Baison pratique : « Si l'on n'admet pas cette idéalité du temps et de l'espace, il ne reste plus que le Spinozisme, dans lequel l'espace et le temps sont des déterminations essentielles de l'être lui-même-. »
Désormais, Spinoza et Leibniz seront également hors de jeu ; les philosophes ne sauraient dépasser effectivement le point de vue de l'homme pour s'unir à Vintellectus archetypus du Créateur, et assister à cette création même dont nous sommes le
AKB, V. 101; tr. Picavol, p
produit'. L'élan est brisé qui, pendant tout le xvii'' siècle, avait conduit de la science à l'absolu, qui avait permis d'ériger l'application aux mathématiques pures en une application de l'esprit à Dieu^. Les conditions qui permettent de fonder a priori la science de l'univers, sont celles mêmes qui interdisent la connaissance spéculative dune réalité en soi. Les principes qui légitiment les raisonnements de la mathématique permettent de dénoncer les sophismes dissimulés dans les preuves de l'existence de Dieu, en particulier dans cet argument ontologique auquel Descartes s'était flatté d'avoir apporté l'exactitude et la rigueur d'une démonstration géométrique.
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166. — Par cette condamnation de la métaphysique antérieure, la philosophie kantienne de la mathématique a déjà un csiTacière positif; mais elle est encore positive en un autre sens, qu'Auguste Comte nous a rendu familier, en ce sens qu'elle a pour résultat de délimiter le domaine proprement scientifique, et d'établir a priori les cadres généraux dans lesquels la science, même la science de l'avenir, est appelée à rentrer.
La conception cartésienne de la mathématique avait permis de suivre à travers la hiérarchie des formes de la connaissance le développement parallèle d'une « adéquation » interne et d'une réalité externe. La conception kantienne, en intercalant entre la pensée pure et les données extérieures une double forme médiatrice qui est subsiimée sous la catégorie de l'entendement et sous laquelle à leur tour seront subsiimés les phénomènes sensibles, exclut toute égalité de niveau, toute correspondance exacte, entre l'idée et Vidéat. Mais, en même temps, elle permet de déterminer une forme nouvelle de liaison entre l'intelligence et l'imagination, entre la forme de la déduction et l'application immédiate au réel, de créer, comme nous l'avons dit, un nouveau type de vérité. La vérité doit se définir, en régime cVinadéquation essentielle, par une sorte de « compromis » entre deux
1. " Unsere Vernunft isl ja keiu Urbild sondoni eiii Ektypon, » apud Benno Erdmaan, in Philosophische Monatshofte (1884). art. cité, p. 91.
2. Voir MalebraQche, texte cité, § 8", et ce passag-e sigaiflcatif d'une lettre de Leibniz à BurnelL, vers 1701, G, III, 279 : <■ Il me semble qu'on écrit trop de livres chez vous pour prouver la vérité de la religion. C'est une mauvaise marque... Je voudrais qu'on s'attachât a faire connaître la sagesse de Dieu par la physique et mathématique, en découvrant de plus en plus les merveilles de la nature. C'est là le vrai moj'eu de convaincre les profanes, et doit être le but de la philosophie. »
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ordres do rénlités hrlérof^ènes, par uni; limilalion et par un ajustcMuenl réciproques dont la Crilique de la Raison pure avait pour objet de déterminer la base juridique : à la possibilité lof/if/ue, définie on soi, par le princi|)e de contradiction, elle oppose el subslilue \i\ possibilité malhëmalif/ue, définie en connexion avec la réalité empiriijue.
167. — En pesant la portée de celte substitution, Kant pouvait légitimement comparer l'avènement de la philosophie critique à la révolution opérée parle système astronomique de Copernic. En elTel, le principe de contradiction ne fournit à aucun degré le critère entre la relation d'ordre scientifique et la relation d'ordre non scientifique; il suffit d'ailleurs de se rappeler que l'explicitalion du principe de contradiction est contemporaine dune métaphysique de la substance et de la finalité. La science d'Aristote est une science du général, qui, dans sa définition même, réserve la part de l'exception, du hasard, de la volonté transcendante.
Avec Galilée et Descartes, ce n'est plus la combinaison syllogislique, c'est la mesure dans l'espace et dans le temps, qui est l'instrument du savoir scientifique. Peut-on lui demander d'en être aussi la limite? Peut-on exclure les faits prétendus qui contrediraient aux conditions suivant lesquelles s'établit la connexion dans l'espace et dans le temps? La réponse des Cartésiens n'est pas douteuse, mais elle est surabondante; car elle implique une doctrine de la sagesse de Dieu : « la constatation d'un miracle, dit Spinoza, qui exprime sans aucune réserve la tendance de l'École, serait la démonstration irréfutable de l'athéisme * ».
La réponse de Hume n'est pas douteuse non plus; mais il est visible qu'elle pèche par défaut. En critiquant la prétention de la raison à la vérité, Hume s'est retranché la faculté de discuter en droit. 11 lui restera la ressource d' « éplucher le fait », pour reprendre un mot de Leibniz : il invoquera des règles de prudence historique, ou de l'uniformité du cours de la nature il tirera une sorte de « preuve » contre la réalité de l'événement qui dérogerait à l'ordre coutumier-. Mais il est clair que la
1. « Si quid igitur in natura fleret, quod ex ipsius legibus non sequeretur, id necessario ordini, quem Deus in ceternum per leges naturae universales in natura statuit, repugnaret, adeoque id contra naturam ejusque leges esset, et consequenter ejus fides nos de omnibus dubitare faceret, et ad atheismum duceret. . Tr. Theol. Pol. Ch. VI, éd. cit., I, 449.
2. Voir les Essais philosophiques sur l'entendement humain, dixième Essai ; Des Miracles, éd. Green-Grose, t. II, 1875, p. 93, trad. Renouvier-Pillon, p. 513.
possibilité du miracle n'est pas exclue. La confiance de Hume dans Funiformité de Texpérience pourrait être seulement le produit d'une observation superficielle, qu'une application plus profonde à l'expérience elle-même donnerait moyen de démentir; ce serait une impression subjective, attestant la variation dans ces croyances collectives qui avaient autrefois accrédité le miracle, l'ascendant du rationalisme cher au xviiP siècle sur celui-là même qui en avait le mieux dénoncé la fragilité. Et en effet, si le préjugé de la « connexion nécessaire » est véritablement renversé, il n'y a plus de fond à faire sur la vague généralité qui naît de l'habitude, sur l'uniformité approximative qu'offrent les successions naturelles. Les partisans des miracles ne s'y sont d'ailleurs pas trompés, et ils s'accordent dans un même jugement : celui qui nie sans principe est moins éloigné d'eux que celui qui nie par principe. Pascal admirait l'ironie de Montaigne contre les douleurs de miracles^; et l'on verra de nos jours William James traiter Hume avec la même clairvoyance intéressée. Pour se donner la liberté de professer des doctrines toutes proches de la mystique de Swedenborg, James rompt a\ec les méthodes et avec les exigences de la Critique. Contre la science rationnelle dont la mathématique est la forme-, il cherche son appui dans le retour à la tradition anglo-saxonne de cet empirisme radical, selon lequel rien ne peut être a priori considéré comme contraire aux lois de l'univers, selon lequel « n'importe quoi peut produire n'importe quoi^ ».
Certes il demeure permis de prétendre, suivant la formule tant de fois débattue, que Kant n'a pas répondu à Hume; il est sûr du moins qu'après Hume une réponse était à faire, qu'intermédiaire entre la théologie du cartésianisme et la dissolution phénoméniste une place était à prendre pour l'établissement d'une doctrine de la science positive; et cette place, Kant a cru s'en emparer grâce à la réforme de la notion de possibilité.
168. — A cet égard, la tendance originale de son esprit se manifeste dès ses premiers écrits. Le réel n'est pas, comme le voulait Wolfî, le « complément du possible ». Le principe de contradiction n'est qu'un principe logique; or, la possibilité interne suppose un Bealgrund, qui est une réalité *. De cette vue
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initiale dérive la doctrine des Postulats de la pensée empirique : il n'y a pas de concepts auxqnels le seul (îxamen de leurs [)ropriétés intrinsè(pies [)ernu',tte de conférer la possibilité dans la signification pleine et objective du mot. Le concept du triangle est assurément indépendant de l'expérience; mais une construction formelle ne suffit pas à mettre hors de doute rexistencc de l'ohjet correspondant. Il faut autr(> chose : il faut établir « que l'espace est une condition formelle a priori des expériences externes, que cette synthèse figurante par laquelle nous construisons dans l'imagination un triangle est absolument identique à celle qui s'exerce dans l'appréhension d'un phénomène pour nous en apporter un concept empirique ' ».
Si la considération de Texpérience achève seule de donner toute leur portée aux notions mathématiques , à plus forte raison cette considération sera-t-elle requise pour les concepts d'ordre physique : substances, forces, actions réciproques. On peut imaginer « une substance qui serait constamment présente dans l'espace, sans cependant le remplir (comme cet intermédiaire entre la matière et l'être pensant que quelques-uns ont voulu introduire), ou une faculté particulière qu'aurait notre esprit de voirdé']k l'avenir (etnon pas simplementde le conclure), ou enfin la faculté qu'il aurait d'être en commerce avec d'autres hommes, quelque éloignés qu'ils fussent. » Mais si on n'a point «emprunté à l'expérience même l'exemple de leur liaison )),onn'a pas le droit de dire que ces concepts soient possibles : « Ou leur possibilité doit être connue a posteriori et empiriquement, ou elle ne peut l'être du tout'^. »
La conclusion de l'empirisme est justifiée, sans que pourtant l'emjîirisme ait gain de cause. L'effort original de la Critique a été en etïet de faire voir que la possibilité a posteriori n'est nullement, comme elle doit l'être chez l'empirisme, une possibilité indéterminée qui réserverait l'avenir mystérieux, les apparitions singulières, les créations inattendues. C'est une possibilité qui, destinée à se manifester dans l'espace et dans le temps, est sujette aux conditions de l'intuition dans l'espace et dans le temps. Dès lors, si des liaisons sont imaginées en con-
17G3, ÎI, § 4. AKB, II, p. 79. Cf. Principiorum primoriim cognitionis metaphysicm nova dilucidatio (lloo) sect. III, prop. VII : « Sequitur quod nihil tauquam possibile coacipi possit, nisi, quidquid est ia oinni possibili notioae realo exsistat. » AKB, t. I. p. .395, voir Deîbos, Sur la formation de l'idée des jugements synthétiques a priori chez Kant, L'année philosophique (1909) 1910, p. 18 et suiv.
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tradiction avec la nécessité de cette intuition, il est impossible a priori qu'elles deviennent possibles a posteriori.
Le réalisme empirique est une pièce essentielle de la doclrine kantienne; mais il ne s'applique qu'à Tordre de l'acquisition de la connaissance, à l'ordre de Yldealgnind. Suivant Tordre véritable, Tordre du Bealgrund, le réalisme empirique implique V idéalisme transcendental. La pensée n"a d'autre objet efl'ectif que le phénomène des choses; mais ie phénomène des choses est en même temps son propre phénomène. Si les données empiriques sont aptes à constituer une expérience dans le sens scientifique du mol, c'est qu'au moment môme où elles se présentent à la conscience du sujet pensant, elles ont déjà subi une élaboration inconsciente qui les a rendues justiciables des « principes de Tentendement pur ». Les formes de l'espace et du temps, qui offrent un théâtre au jeu de l'imagination productrice, ne sont pas constitutives de la réalité prise en soi; mais, en tant qu'elles déterminent les conditions auxquelles la représentation de l'univers doit obéir, elles sont régulatrices de la réalité empirique.
Du point de vue transcendental, « l'intuition et le concept », en tant qu'ils expriment les conditions formelles de l'expérience, définissent \e possible^. La métaphysique kantienne ira de nouveau, comme le faisait le dogmatisme wolffien, du possible au réel; mais c'est que le possible logique, le possible en extension qui embrasse une sphère plus vaste que le domaine du réel, a cédé la place au possible mathématique, possible en compréhension qui détermine le cadre exact de la réalité.
169. — Kant pourra donc effectuer ce qui avait été son premier rêve philosophique ; il achèvera Tœuvre que les Principes mathématiques de la Philosophie naturelle n'avaient pu réussir à terminer complètement. En 1755 il s'était placé sur le terrain de la science même, et il s'était efforcé de reconstituer la formation du système cosmique. A l'antériorité chronologique, la Critique substitue l'origine transcendentale, c'est-à-dire en dernière analyse les conditions qui permettent d'appliquer les formes de la mathématique à la science des mouvements célestes ou terrestres : « Une philosophie pure de la nature absolument parlant, c'est-à-dire celle qui recherche seulement ce qui constitue le concept d'une nature en général, serait, à la
1. « Ce qui s'accorde avec les conditions formelles de l'expérience (suivant l'intuition et les concepts) est possible. » A. 218, AKB, IV, 145, Ba, I, 278 et TP, 2.32.
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vérité, possible sans malliéinali((uos; mais une Ihéoric pure de la nature, portant sur des objets naturels délenninds (théorie des cor[)s et théorie de Tûnie) n'est possible qu'au moyen de mathématiques; et comme dans toute théorie de la nature il n'y a de science véritable qu'autant qu'il s'y trouve de connaissance a priori, la théorie de la nature ne contiendra donc de science proprement dite que dans la mesure où les mathématiques pourront y être appliquées'. » Or la continuité du sens intime ne suffit pas pour fonder une connaissance mathématique, c'est-à-dire scientifique au sens propre du mot, de l'âme. Seules les notions de matière et de mouvement peuvent recevoir la détermination mathématique. Sous quelle forme, nous pouvons le savoir a priori en appliquant le tableau des catégories, qui a été posé dans la Criliqiie de la Raison pure. Dans les divisions logiques : cjuanlité, qualité, relation, modalité, rentreront tour à tour les principes de la phoronomie, de la dynamique, de la mécanique, de la phénoménologie-.
En fondant la connaissance scientifique de l'univers sur les lois de la pensée, la Critique astreint cette connaissance à des bornes immuables. Aux yeux de Kant, la logique d'Arislote épuisait la science des combinaisons formelles ; et de même, il semble que l'arithmétique de Pythagore, la géométrie d'Euclide, la physique de Newton épuisent la science rationnelle de la nature, comme si, pour légitimer le savoir, il était nécessaire, non seulement de le rattacher à l'esprit du droit, mais encore de l'enfermer dans la lettre d'un Code.
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170. — Nous avons étudié la Critique de la liaison pure comme Prolégomènes à la Métaphysique de la Nature. Mais, en vertu du relativisme essentiel dont VEsthétique transcendentale est la base, la Critique prépare aussi à une spéculation d'un ordre tout différent, qui substitue « la croyance au savoir^». Par delà le domaine de l'expérience positive, Kant prétend maintenir tout leur crédit aux idées supra-naturelles de la religion. Au terme de la Dialectique transcendentale, il subsiste un ordre supérieur de vérités; mais le propre de ces vérités est qu'elles échappent à toute tentative de vérification, tandis qu'au contraire ce qui se vérifie n'est vrai que d'une vérité empirique et phénoménale, subordonnée à la notion, ou au mirag-e, de la réalité en soi.
Cet équilibre paradoxal était-il stable? entre la philosophie de la nature et la philosophie de l'esprit la distance est-elle infranchissable? L'élan imprimé par Kant à la méditation métaphysique, — et dont la Critique de la Faculté de Juger était un premier témoignage, — était trop vigoureux pour que la question demeurât sans réponse. Dès 1794, dans la Wissenschaftslehre., Fichte rétablissait l'unité en faisant de la théorie de la nature un degré et comme une condition élémentaire de la théorie de l'esprit.
Seulement, — et c'est ici que peut se mesurer toute la portée de l'échec subi par la philosophie mathématique de Leibniz, — il manque à Fichte, peut-être d'une façon générale a-t-il manqué aux post-kantiens, d'avoir tenu leur doctrine de la mathématique en contact étroit avec le cours de la science vivante et
I. Cf. B. XXX. AKB, ni, l'J; Ba, I, 34 et TP
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conquérante. Ils se sont conlenlrs (renvisagcr lo savoir humain comme une vaste encyclopédie, régulièrement (lislrib\iée en une série de cadres auxquels la philosophie avait pour l'onction d'assigner un nom et de marquer une place précise dans le syslème universel des choses; de telle sorte qu'à ce mouvement admirable dans Tordre de la pm-e spéculation métaphysitiue nous navons pas le moyen de faire correspondre une étaj)e spéciale dans l'évolution de la philosophie mathématique.
Du point de vue où nous nous plaçons, l'héritier de Kant ne serait ni Fichte, ni Hegel, ni Schopenhauer; ce serait Auguste Comte.
La Critique de la Raison pure est établie sur deux postulats. D'une part, la science est en possession d'une certitude interne, c'est-à-dire qu'elle est capable de faire le départ entre les énoncés vrais et les énoncés faux. D'autre part, la science est en possession d'une constitution définitive, c'est-à-dire que le système des principes est établi ne varielur; le progrès de la technique aura pour effet d'augmenter le nombre des consé- (|uences, mais non de changer la nature des propositions initiales. Le rôle propre de la critique est de rechercher les conditions d'existence qui sont impliquées dans le développement organique de la science, et, rattachant ces conditions d'existence aux formes et aux catégories qui dessinent la structure mentale de l'homme, d'ajouter à la donnée de fait une sorte de légitimation juridique.
Pour Auguste Comte, comme pour Kant, la vérité est intérieure à la science, sans qu'il y ait lieu de pratiquer de séparation entre la méthode de démonstration et le contenu des connaissances techniques, sans qu'il y ait lieu de suspendre la certitude des notions fondamentales à l'issue d'une discussion dialectique. Pour Auguste Comte, comme pour Kant, la mathématique est une discipline constituée, dont la physionomie générale est tellement accusée qu'il n'y a plus à craindre de transformation ou d'altération; la mathématique fournit au philosophe le type définitif du savoir.
Par ces postulats communs, l'œuvre de Comte se relie à celle de Kant; mais de ces postulats communs, il arrive que Comte ne tire pas les mêmes conséquences que Kant : il refuse de poser la question de droit, il se borne à enregistrer le fait.
171. — Cette opposition initiale d'attitude, qui modifie l'objet et la fonction de la philosophie scientifique, a donné lieu à des jugements fort sévères pour Auguste Comte. Il peut sembler, en effet, que le positivisme écarte par une fin de non-recevoir à
la fois brutale et injustifiée le problème qu'il appartient au philosophe de traiter, et que cet abandon le condamne à retomber nécessairement dans les errements du dogmatisme. Le positivisme serait, suivant la formule de M. Liard. « un dogmatisme sans critique * ».
Or, selon la méthode que nous avons pratiquée jusqu'ici, un jugement de cette nature nous paraît soulever une question préalable. La philosophie mathématique de Kant et la philosophie mathématique de Comte ne seraient directement comparables, ne relèveraient en quelque sorte d'un même système de mesure, que si la mathématique était encore à la veille du Cours de philosophie positive ce qu'elle était à l'époque de la Critique de la Raison pure, si des œuvres capitales n'avaient pas été publiées qui avaient eu pour effet de modifier, je ne dis pas les solutions de la philosophie mathématique, mais les problèmes eux-mêmes.
Les maîtres de la génération à laquelle appartenait Auguste Comte sont, pour la mathématique, Lagrange et Laplace, héritiers de la pensée des Encyclopédistes, et qui eurent, avec Monge, l'initiative de la réorganisation de l'enseignement scientifique en France, qui, en particulier, furent parmi les premiers professeurs de l'École polytechnique.
La Mécanique céleste de Laplace est à la fois une traduction des Principes de Newton dans la langue de l'analyse moderne, et une vérification de la loi de la gravitation par l'accord de ses conséquences avec les observations les plus précises, par la connexion étroite et perpétuelle de l'astronomie mathématique et de l'astronomie physique. Suivant l'expression remarquable de Fourier, auquel Auguste Comte était intimement attaché, Laplace « a, pour ainsi dire terminé - » les grandes questions dont la discussion et l'approfondissement avaient rempli tout le xviii'^ siècle. Étant ainsi terminée, l'astronomie est un modèle de positivité; Auguste Comte consacre « l'une des rares intermittences de [sa] grande élaboration philosophique » à la publication de son cours public d'astronomie populaire. Son objet est
1. La science positive et la métaphysique, 2' édit. 1883, p. 72. Cf. Haanequin, Préface à la traduction Tremesaygues-Pacaud de la Critique de la Raison pure (1905), p. III : « On étonnerait... beaucoup la plupart des savants français, gagnés en grande majorité à un positivisme sans critique si on leur apprenait que la Critique de la Raison pure a posé, dès 1781, c'est-à-dire soixante ans avant la publication du Cours de philosophie positive, les fondements d'un positivisme rigoureu.\ ».
2. Éloge historique de M. le marquis de Laplace (1829), Mémoires de l'Académie des Sciences (t. X, 1831, p. xc).
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(le récrire VExposilion du si/slème du Monde qui n'est pas l'œuvre d'un pliilosophe, qui est « ïi proprement parler une lable lies nialières d'un traité mathématique ' ». En caractérisant « chaque transformation essentielle des questions célestes en recherches géométriques ou mécaniques », en communiquant à ses lecteurs le « sentiment profond de la vraie fdiation nécessaire des diverses conceptions et études astronomiques », Comte a l'intention de constituer « un préambule indispensable ou plutôt un premier degré normal de l'établissement prochain d'un nouveau système philosophique pleinement homogène, seul suscejitible désormais d'organiser des convictions durables et unanimes - ».
Déjà donc, si le problème de la philosophie consistait pour Kant à établir en droit les conditions d'existence de la science newtoniennc, l'œuvre technique de Laplace aurait eu pour etTet de changer les termes du problème. Mais l'œuvre de Lagrange est, à cet égard, beaucoup plus significative que celle même de Laplace. Kant allait au devant des Principes de Newton avec les seules armes de l'arithmétique et de la géométrie; tout l'intervalle devait être comblé à l'aide des ressources que la théorie de la connaissance pouvait fournir. Or, si une semblable construction, qui servira de modèle à la dialectique imaginative des post-kantiens, paraît à Comte superflue ou dangereuse, il ne suffit pas d'invoquer pour le comprendre un partipris anti-métaphysique; il faut prendre acte d'un fait : la tâche que Kant avait assumée, Auguste Comte la trouvait déjà tout accomplie à l'intérieur de la science, dans un ouvrage qui parut quelques années après la Critique de la Raison pure, dans la Mécanique analytique de Lagrange (1788). Le philosophe n'avait plus à chercher dans ses propres méditations le secret de la Théorie et Histoire du Ciel, du moment qu'il avait lu la Mécanique céleste de Laplace. Il n'avait plus à fonder spéculativement les Premiers Principes métaphysiques de la science de la nature, une fois qu'il connaissait la Mécanique Analytique de Lagrange. Ici encore on trouvera chez Fourier le mot décisif. Dans VÉloge de Laplace où Lagrange est exalté avec une préférence si manifeste sur le héros officiel du discours, il dit de la Mécanique analytique qu'elle pourrait être nommée la Mécanique philosophique ^ Expliquer cette parole, ce ne sera pas
1. Fourier, ibid., p. xcvui. Dans ha Préface de son Traité philosophique d'astronomie populaire (1844), Gomle renvoie à l'appréciation de Fourier, p. ix.
Op. cit., p. Lxxxv
seulement préciser une relalion crinfluence entre Lagrange et Comte; ce sera peut-être aussi établir une liaison nécessaire entre la philosophie mathématique qui est à la base du positivisme, et la période de l'histoire de la science qui est dominée par l'œuvre mathématique de Lagrange.
172. — Ce qui est caractéristique du premier volume du Cours de philosophie positive^ ce n'est pas que la mécanique rationnelle y soit, au môme titre que la géométrie, considérée comme une partie de la mathématique ; c'est qu'elle puisse, indépendamment de la géométrie, se rattacher à la partie purement abstraite de la mathématique, et y marquer ainsi d'une façon frappante la liaison entre les sciences de la nature et Tinstrument logique que la mathématique constitue.
Or cette idée de la mécanique rationnelle est due à Lagrange; il écrivait dans Y Avertissement de la Mécanique Analytique : « On ne trouvera point de figures dans cet ouvrage; les méthodes que j'y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements géométriques ou mécaniques, mais seulement des opérations algébriques, assujetties à une marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l'Analyse verront avec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle branche, et me sauront gré d'en avoir étendu ainsi le domaine ^ »
Voici, d'autre part, qui ne sera pas moins important pour rendre compte de la conception d'Auguste Comte, et de nos propres conceptions contemporaines :1a réduction delà mécanique à un système de déductions abstraites n'est pas rattachée par Lagrange à une vue a priori; an contraire elle va résulter de l'histoire elle-même, du travail de simplification progressive qui s'accomplit à mesure que s'étend l'horizon des recherches scientifiques; la philosophie de la mécanique reposera sur Vhistoire de la mécanique. Dès les premières pages de la Mécanique Analytique se manifeste, dit Auguste Comte, « l'éminente supériorité philosophique de Lagrange sur tous les géomètres postérieurs à Descartes et à Leibnitz »; la preuve la plus décisive en est, dit-il, dans « ces sublimes chapitres préliminaires des diverses sections... En exposant cette admirable filiation des principales conceptions de l'esprit humain, relativement à la mécanique rationnelle, depuis l'origine de la science jusqu'à
1. Œuvres d? Lagrange, édit. Scrrct-Darboux, t. XI, 1888, p. xii.
nos jours, \o p^c^nic de Lat,M-an<((' a corlaincmcnt pressenti le vérllahlc os])rit général de la nirlhodc liislorique, par cela seul (|u'il a choisi une telle appréciation fondamentale pour base préliminaire de rensemble de ses propres spéculations scienliliqucs '. »
173. — De celle histoire un trait est essentiel à retenir pour comprendre la connexion entre l'œuvre de Lagrangc et Tœuvre de Comte, la fortune du principe des vilesses virtuelles : « On doit entendre, écrit Lagrange dans la première section de la Statique, par vitesse virtuelle celle qu'un corps en équilibre est disposé à recevoir, en cas que l'équilibre vienne à être rompu, (;'est-à-dire la vitesse que le corps prendrait réellement dans le premier instant de son mouvement; et le principe dont il s'agit consiste en ce que des puissances sont en équilibre quand elles sont en raison inverse de leurs vitesses virtuelles, estimées suivant les directions de ces puissances -. » Selon Lagrange, les Anciens ne l'auraient pas connu ; il apparaît dans la Statique avec Galilée. Il marque l'avènement d'un nouveau mode d'interprétation: il s'agit, en effet, de substituer, à la décomposition élémentaire et presque matérielle dont les Anciens se sont presque toujours contentés, une analyse idéale, d'introduire dans le repos même, et pour en fixer les conditions, la notion d'un déplacement infiniment petit. Nous avons vu naître cette conception sous une forme intuitive chez Galilée et chez Descaries ■'; elle trouve son expression adéquate dans l'algorithme différentiel. Le principe des vitesses virtuelles fournit donc la possibilité d'appliquer à l'étude de l'équilibre les ressources de la mathématique moderne.
Lagrange applique ce principe aux problèmes de la dynamique. Pour cela, il utilise une proposition capitale que d'Alembert avait énoncée, en 1743, dans son Traité de dynamique. D'Alembert l'avait présentée comme un « principe général pour trouver le mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque. » ^lais en dépit de cette dénomination de principe, il s'agit, ici encore, moins d'une vérité première, que d'une méthode de décomposition idéale. Lagrange l'a d'ailleurs éclairée dans l'énoncé qu'il en donne, avec son incomparable concision : « Si l'on imprime à plusieurs corps des mouvements qu'ils soient forcés de changer à cause
1. Cours de philosophie positive, t. IV, 18.39, p. 331. Cf. t. VI, 1842, p. 440.
Vide supra
de leur aclion mutuelle, il est clair qu'on peut regarder ces mouvements comme composés de ceux (jue les corps prendront réellement, et d'autres mouvements qui sont détruits; d'où il suit que ces derniers doivent être tels, que les corps animés de ces seuls mouvements se fassent équilibre ' . »
« Ce principe si simple, qui réduisait à la considération de l'équilibre toutes les lois du mouvement, a été, dit Condorcet dans l'Éloge de cVAlembert, l'époque d'une grande révolution dans les sciences physico-mathématiques^. » Et cette révolution aboutit à l'œuvre de Lagrange qui « choisissant^ » suivant le mot curieux d'Auguste Comte, le principe des vitesses virtuelles comme loi primitive de la mécanique tout entière, communiquait à l'ensemble de cette science « un caractère d'unité désormais irrévocable * ».
174. — Nous avons insisté sur le rôle primordial qui est réservé dans la Mécanique analytique au principe des vitesses virtuelles, parce qu'il nous fournit le moyen de préciser les conditions dans lesquelles s'est dégagée et constituée la conception proprement positiviste de la mathématique.
Non seulement, en effet, Lagrange écarte d'une façon définitive le problème toujours en suspens depuis Descartes et Leibniz du rapport entre la mécanique et la théologie ^. Mais il pose sous un jour nouveau la question du rapport entre la science et la métaphysique. En même temps qu'il « choisit » le principe des vitesses virtuelles pour organiser sur un plan commun la statique et la dynamique, Lagrange convient que le principe des
i. Op. cit. p. 235.
2. Œuvres, t. III, 1847, p. 38. — Peut-être n'est-il pas sans intérêt de rappeler que c'est à l'imilatiou du principe de cCAlembert que Comte déclare expressément avoir procédé à l'établissement de son système sociologique : « Les plus nobles phénomènes permettent aussi, d'après une marche analogue, une équivalente réduction des conceptions dynamiques aux notions statiques. C'est ainsi que j'ai construit le grand aphorisme sociologique {le progrès est le développement de Vordre) sur lequel repose tout ce traité. » Système de politique positive, t. I (1831), 3° édition, 1890, p. 494.
Ibid
3. « Vers la fin du xviii" siècle, on est frappé par un revirement en apparence tout à fait subit... Lagrange, après avoir, dans une œuvre de jeunesse, voulu baser toute la mécanique sur le principe de la moindre action d'Euler. reprit à nouveau le même sujet et déclara qu'il voulait s'abstenir entién^ment de toutes spéculations théologiques, comme très nuisibles et absolument étrangères à la science. Il reconstruisit la mécanique sur d'autres bases, et aucun esprit compétent ne peut nier la supériorité du nouvel exposé. Après Lagrange, tous les hommes de science adoptèrent sa manière de voir, et c'est ainsi que fut déterminée, dans son principe, la position actuelle de la physique vis-à-vis de la théologie. » (Mach., La mécanique, p. 427.)
vitesses virtuelles n'est pas assez évident par lui-même pour pouvoir (Hrc vviis;v en principe j)rimitif; il cherche donc ù en donner la déinonslration. Maissji niélhode n'est pas, en apparence, moins singulière, pour reprendre l'expression de iM. Picard, que celle à iafpielle il a eu recours au début du Traité des fonctions analytiques '.
Voici en efict ce que Lagranj^^o dcuiande de concevoir : des maciiines qui sont des combinaisons d'une moufle fixe et d'une moufle mobile, autour desquelles s'enroule une corde, fixement attachée à l'une de ses extrémités, supportant un poids à l'autre extrémité. En multipliant les moufles fixes et les moufles mobiles, on obtient un système de « puissances » que Ton peut imaginer remplacées par un poids unique. Pour exprimer la condition d'équilibre relative à l'ensemble de ces moufles, on supposera un déplacement infiniment petit quelconque du système : « Désignons par a, b, y,,., les espaces infiniment petits que ce déplacement ferait parcourir aux difl'érents points du système suivant la direction des puissances qui les tirent, et par P, Q, R... le nombre des cordons des moufles appliquées à ces points pour produire ces mômes puissances; il est visible que les espaces a, ,3, v,... seraient aussi ceux par lesquels les moufles mobiles se rapprocheraient des moufles fixes qui leur répondent, et que ces rapprochements diminueraient la longueur de la corde qui les embrasse des quantités Pa, 0[i>, R-;,... de sorte qu'à cause de la longueur invariable de la corde, le poids descendrait de l'espace Pa + O^H-RY+ ■•• Donc il faudra, pour l'équilibre des puissances représentées par les nombres P, 0, R,..., que l'on ait l'équation
Pa+QS+RY-+-...=o,
ce qui est l'expression analytique du principe général des vitesses virtuelles"^».
Une telle démonstration revêt l'aspect d'un paradoxe. D'une part elle se place délibérément en dehors des conditions effectives de l'observation, comme le fait par définition même la mécanique rationnelle ; et Lagrange note, au début même de son argumentation, qu'il fait « abstraction du frottement et de la roideur de la corde ». Mais, d'autre part, elle introduit dans le rai-
i. Op. cil. p. 25. Cf. p. 104, l'appréciation de la déraonstralioa donnée par Lagrange du principe des vitesses virtuelles : « C'est un semblant de preuve, mais combien lumineux. »
Édit. cil. p
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sonnement un postulat qui ne peut être assimilé aux principes a priori de la raison, où Ton reconnaît au contraire, comme le fait remarquer M. Bonasse, une « conséquence immédiate » du principe des vitesses virtuelles*. « Il est évident, dit Lagrange, que pour que le système... demeure en équilibre, il faut que le poids ne puisse pas descendre par un déplacement quelconque infiniment petit des points du système; car, le poids tendant toujours à descendre, s'il y a un déplacement du système qui lui permette de descendre, il descendra nécessairement et produira ce déplacement dans le système- ».
L'évidence, si évidence il y a, ne saurait être que d'ordre physique ; elle est liée à l'étude expérimentale de la pesanteur, et il est à présumer que Lagrange l'entend ainsi d'ailleurs. La proposition dont la généralisation est à justifier, il commence par l'établir dans un domaine défini où il est possible d'obtenir une entière certitude. Une fois installé sur le terrain de la vérité, il lui suffît de faire voir que l'extension du procédé ne soulève aucune objection théorique, pour ouvrir la voie à la déduction scientifique dont le succès manifestera définitivement la légitimité. Telle du moins nous apparaît la méthode suivie par Lagrange, aussi bien pour le développement des fonctions en séries de Taylor, où il passait des opérations algébriques aux opérations proprement analytiques, que pour le principe des vitesses virtuelles, où il passe du domaine de la pesanteur au domaine universel de la mécanique.
175. — Nous avons appris, aujourd'hui, à reconnaître la valeur pratique et la fécondité d'une semblable méthode. Nous comprenons d'autant mieux à quel point elle s'éloignait radicalement de l'idée que les contemporains de Lagrange pouvaient se faire de la démonstration d'un principe, et pourquoi elle ne leur semblait guère capable de résoudre la « crise » ouverte depuis près de deux siècles dans la philosophie de la mécanique.
En quels termes cette « crise » s'est-elle précisée pour la génération de savants qui prend place entre Lagrange et Auguste Comte? Et comment a-t-elle contribué à former les vues spéculatives qui sont à la base du positivisme?
Nous avons la bonne fortune de pouvoir invoquer ici un témoin d'une merveilleuse lucidité, Poinsot. Le débutdu Mémoire sur la Théorie générale de Véquilibre et du mouvement des sys-
1. Introduction à V étude des théories de la mécanique, 1893, p. 63.
Édit. cit. p
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lèmes est un examen magistral de la Mécanique analytique '. « Ce fut alors une heureuse idée de partir sur le champ du principe des vitesses virtuelles, comme d'un axiome, et, sans s'arrêter davantage à le considérer en lui-mùmo, de ne songer qu'à en tirer une méthode uniforme de calcul pour former les équations de l'éciuilibre et du mouvement dans tous les systèmes possibles. On franchit par là toutes les difficultés de la Mécanique : évitant, pour ainsi dire, de faire la science elle-même, on la transforme en une question de calcul ; et cette transformation, l'objet et le résultat de la Mécanique analytique, parut comme un exemple frappant de la puissance de l'Analyse. Cependant comme dans cet Ouvrage, on ne fut d'abord attentif qu'à considérer ce beau développement de la Mécanique qui semblait sortir tout entière d'une seule et môme formule, on crut naturellement que la science était faite et qu'il ne restait plus qu'à chercher la démonstration du principe des vitesses virtuelles. Mais cette recherche ramena toutes les difficultés qu'on avait franchies par le principe même. Cette loi si générale, où se mêlent des idées vagues et étrangères de mouvements infiniment petits et de perturbation d'équilibre, ne fit, en quelque sorte, que s'obscurcir à l'examen ; et le livre de Lagrange n'offrant plus alors rien de clair que la marche des calculs, on vit bien que les nuages n'avaient paru levés sur le cours de la Mécanique, que parce qu'ils étaient, pour ainsi dire, rassemblés à l'origine même de cette science -. »
Y a-t-il lieu d'essayer de chercher à dissiper ces nuages, « soit en trouvant quelque loi aussi féconde, mais plus claire, soit en fondant sur les principes ordinaires une théorie générale de l'équilibre, dont la propriété des vitesses virtuelles ne devient plus alors qu'un simple corollaire » ? Poinsot le pense : à la base delà science, les preuves ne suffisent pas, il faut une « véritable démonstration^ ». Aussi conçoit-il une mécanique logiquement achevée et irréprochable, et il l'oppose à la science constituée
1. Le Mémoire avait paru d'abord dans le Journal de l'École polytechnique, t. VI, (1806), p. 206, n° 1. En le réimprimant à la suite de ses Éléments de Statique, Poinsot en a notablement développé les premières pages. Nous le citons d'après la huitième édition de la Statique (1842).
Théorie in Eléments de statique, éd. cit. p
3. Ibid. Dans un Mémoire sur la Statique contenant la démonstration du principe des vitesses virtuelles et la théorie des moments, Fourier écrivait de même : ■■ Maintenant que l'importance du théorème est bien établie, il est temps de suppléer au silence de linventeur, et de reconnaître si le principe des vitesses virtuelles peut être fondé sur des preuves générales, exemptes d'obscurité et d'incertitude ». Journal de l'École polytechnique, 1798, p. 20. Œuvres, éd. DàTboux, II, 1890, 478.
par Lagrange. « La Mécanique analytique^ telle que Tauteur l'a conçue, est au fond ce qu'elle doit être : et la démonstration du principe des vitesses virtuelles n'y manque point, puisque, si l'on essayait de la mettre à la tête de ce livre d'une manière générale et bien développée, l'ouvrage se trouverait fait deux fois; je veux dire que cette démonstration comprendrait déjà toute la mécanique. On doit donc considérer que Lagrange s'est placé tout d'un coup sur un des points élevés de la science, afin de découvrir quelque règle générale pour résoudre, ou du moins pour mettre en équations, tous les problèmes de la Mécanique; et cet objet est parfaitement rempli. Mais pour former la science elle-même, il faut élever une théorie qui domine également tous les points de vue d'où l'on peut l'envisager. II faut aller directement, non pas au principe obscur des vitesses virtuelles, mais à cette règle claire qu'on en a su tirer pour la solution des problèmes ^ »
176. — On ne saurait souhaiter langage plus profond et plus précis. Comte n'a eu qu'à trancher dans le sens contraire à Poinsot l'alternative que Poinsot avait posée, pour définir l'interprétation positiviste, on serait presque tenté de dire pragmatiste, de la science. Dans la seizième leçon du Cours de Philosophie positive il écarte toutes les tentatives faites pour compléter l'œuvre de Lagrange par une démonstration directe du théorème des vitesses virtuelles, ou par la substitution à ce théorème de principes plus généraux. De telles tentatives ne pourraient avoir qu'une seule utilité effective, ce serait « de simplifier considérablement les recherches analytiques auxquelles la science est maintenant réduite; ce qui, ajoute Comte, doit paraître presque impossible, quand on envisage avec quelle admirable facilité le principe des vitesses virtuelles a été adapté par Lagrange à l'application uniforme de l'analyse mathématique. » Il n'y a donc pas à espérer de perfectionner « le caractère philosophique fondamental de la mécanique rationnelle, qui, dans le traité de Lagrange, est aussi fortement coordonnée qu'elle puisse jamais l'être^. » '
Les « nuages » que l'on avait cru apercevoir à l'origine de la Mécanique Analytique sont dus à une illusion de l'imagination métaphysique ; on a imposé à l'œuvre de Lagrange l'idéal d'une philosophie qu'elle a pour effet d'exclure et de rejeter dans le passé. Il suffit, au contraire, de prendre cette œuvre telle
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(Iirellc est, pour comprendre le earactère véritable de la Mécanique ralionnelle. La Mécanique rationnelle se déduit loutentière du théorème des vitesses virtuelles; ce théorème général est une conséquence nécessaire des lois fondamentales du mouvement : inertie, égalité de l'action et de la réaction, indépendance ou coexistence des mouvements, et les lois fondamentales à leur tour « doivent être envisagées comme de simples résultats de l'observation, dont il est absurde de vouloir établir a priori la réalité, bien qu'on l'ait tenté fréquemment ^.. Ce qui établit la réalité de la mécanique rationnelle, c'est... d'être fondée sur quelques faits généraux, immédiatement fournis par l'observation, et que tout philosophe vraiment positif doit envisager, ce me semble, comme n'étant susceptibles d'aucune explication quelconque -. » Ainsi toute l'œuvre spéculative dont la mécanique a été l'objet depuis les Principes de la Philosophie ]usqu aux Premiers Principes métaphysiques de la science de la Nature se trouve désormais périmée; la métaphysique n'est d'aucun secours, d'aucune portée, pour l'établissement de la science. L'empirisme a gain de cause, mais sans pour cela que la science soit purement empirique. Les faits généraux que fournit l'observation immédiate sont, en elTet, d'une telle simplicité qu'ils se traduisent en relations mathématiques et qu'ils permettent la constitution d'une discipline abstraite, qui a tous les caractères d'une « logique ».
LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE ET LA THERMOLOGIE ANALYTIQUE
177. — « La révolution éminemment philosophique exécutée par Lagrange dans son admirable traité de Mécanique analytique ^ » est, à nos yeux, le u fait nouveau » qui a décidé de la conception positiviste des mathématiques. Mais ce fait nouveau rejoint un fait ancien qui n'avait pas sans doute dans l'esprit de Comte une portée moindre : la constitution de la Géométrie analytique. L'œuvre de Descartes, qui a fait de la géométrie une science de pur calcul, est le prototype de celle que Lagi^ange effectue pour la mécanique.
w La transformation des considérations géométriques en considérations analytiques équivalentes... caractérise avec une parfaite évidence la méthode générale à employer pour orga-
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niser les relations de l'abstrait au concret en mathématiques, par la représentation analytique des phénomènes naturels. Il n'y a point, dans la philosophie mathématique, de pensée qui mérite davantage de fixer toute notre attention ^ » On sait avec quelle insistance Auguste Comte rappelle, on pourrait presque dire révèle, à ses contemporains qui semblaient malgré les travaux de Monge en avoir laissé échapper le sens, la « grande idée mère de Descartes », destinée à « diriger indéfiniment toutes les spéculations géométriques- ». Il profite de 1' « intermittence philosophique » qui lui laissait une sorte de loisir très passager entre l'achèvement du Cours de Philosophie et l'élaboration du Système politique, pour « publier au moins la partie de [ses] leçons qui se rapporte au degré le plus important, le plus difficile, et le plus imparfait de l'initiation mathématique '^».
« Cette double relation alternative entre l'abstrait et le concret, dont la pensée cartésienne constitue le principe fondamental* », ou, comme dit encore Comte, « l'intime harmonie naturelle... entre les idées de ligne et les idées d'équation ^ » suggère et vérifie si bien l'idée d'une « harmonie nécessaire * » qu'on a fini par perdre « de vue le caractère de science naturelle nécessairement inhérent à la géométrie '. »
Mais précisément, en établissant <* la possibilité constante d'une... co-relation * » entre les considérations géométriques et les considérations analytiques. Descartes n'a fait que porter à son plus haut point l'unité des deux caractères qui constituent la mathématique comme science : c'est-à-dire la clarté intrinsèque du calcul et l'application directe au réel. Dès lors, dit Auguste Comte, « plus nous devons ici considérer la géométrie comme étant aujourd'hui essentiellement analytique, plus il était nécessaire de prémunir les esprits contre cette exagération abusive de l'analyse mathématique, suivant laquelle on prétendrait se dispenser de toute observation géométrique proprement dite, en établissant sur de pures abstractions algébriques les fondements mêmes de cette science naturelle" ».
178. — Déjà les mathématiciens du xviii* siècle, en particulier
LA GEOMKTRIF, ANALYTIQUE ET LA TIIFUMOLOGIE ANALYTIQUE
d'Alcmbert, doni, Auguste Comlo a forlomonl snl)i rinflucnco', avaieni proloslé conlro roiïort. iniilih^ ot stérile (h; raliocination auquel avaient été soumises les propositions fondamentales de la géométrie. « La définition et les propriétés de la ligne droite, ainsi que dos lignes parallèles, sont Técueil et, pour ainsi dire, le seandale des éléments de (îéoniélrie- ». Pourtant Logendre se propose encore de trancher le problème contre l'empirisme, et Ton suit à travers les diverses éditions de son traité classique la série de ses tentatives pour venir .^ bout du postulat relatif aux parallèles. Dans ces tentatives, qui ont la prétention de « perfectionner véritablement le caractère philosophique » de la géométrie, Comte signale « un retour vers l'état métaphysique-' ». Le calcul est un moijen, non un fondement; « de simples abstractions logiques » ne peuvent fournir « des connaissances réelles* », et ne sauraient éviter de recourir à l'observation immédiate.
Il n'y aura donc pas plus de mystère à l'origine de la géométrie qu'à l'origine de la mécanique. Une fois dissipé le « nuage ontologique^ » dont on les enveloppe ordinairement, les notions premières de la géométrie se ramènent aisément à des faits d'expérience. La notion de l'espace « nous est naturellement suggérée par l'observation, quand nous pensons à V empreinte que laisserait un corps dans un fluide où il aurait été placé •"' ». De même, <( les surfaces et les lignes sont... réellement toujours conçues avec trois dimensions; il serait, en effet, impossible de se représenter une surface autrement que comme une plaque extrêmement mince et une ligne autrement que comme un fil infiniment délié ' ».
Entre la géométrie ainsi conçue, el la mécanique, il y a donc parallélisme ou, mieux encore, il y a continuité. « On peut, écrit Lagrange dans la Théorie des fonctions analytiques, regarder la mécanique comme une géométrie à quatre dimensions, et l'analyse mécanique comme une extension de l'analyse géométrique* ».
On peut aller plus loin encore. Dans le Discours préliminaire à la théorie analytique de la chaleur, Fourier disait : « Les
1. Lévy-Bruhl, La philosophie d'Auguste Comte, 11)00, p. 152 (Paris, F. Alcan).
2. D'Alembcrt, Eléments de philosophie. Eclaircissements, § 11, Mélanges V, 1767, p. 206.
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équations analytiques, ignorées des anciens géomètres, que Descartes a introduites le premier dans l'étude des courbes et des surfaces, ne sont pas restreintes aux propriétés des figures et à celles qui sont Tobjet de la Mécanique rationnelle; elles s'étendent à tous les phénomènes généraux' ». De cette proposition Fourier fournit une démonstration partielle, mais singulièrement éclatante, en réduisant, suivant sa propre expression, toutes les recherches physiques sur la propagation de la chaleur à des questions de calcul intégral dont les éléments sont donnés par l'expérience 2. Rien n'achève mieux de faire comprendre la notion positiviste de la mathématique que cette note de la Troisième leçon : « Je n'aurais pas hésité dès à présent à traiter la therraologie, ainsi conçue, comme une troisième branche principale de la mathématique concrète, si je n'avais craint de diminuer l'utilité de cet ouvrage en m'écartant trop des habitudes ordinaires ^ »
LA MATHEMATIQUE ABSTRAITE
179. — Ainsi, pour Auguste Comte, la mathématique concrète est le « centre de gravité » du système des mathématiques. Que l'on consulte à cet égard le Discours préliminaire où Fourier célèbre les vertus de l'analyse : « On y voit, comme dit M. Emile Picard, percer la tendance qui fait uniquement de l'analyse, l'auxiliaire, si incomparable qu'il soit, des sciences de la nature* ». Les recherches suscitées par les travaux même de Fourier devaient fournir à Comte l'occasion d'accentuer ces tendances. Dans le second volume du Cours de philosophie positive (1835), au créateur de génie, au grand Fourier, il oppose les géomètres contemporains qui, pour la plupart, et Poisson à leur tête, « n'ont vu essentiellement encore, en de telles recherches, qu'un nouveau champ d'exercices analytiques... Ces travaux secondaires n'indiquent pas, le plus souvent, ce sentiment profond de la vraie philosophie mathématique, dont Fourier fut peut-être plus éminemment pénétré qu'aucun
OEmres, éd. Darboux, t. I, 1888, p. xxiil
2. « Les principes de cette théorie sont déduits, comme ceux de la Mécanique rationnelle, d'un très petit nombre de faits primordiaux, dont les géomètres ne considèrent point la cause, mais qu'ils admettent comme résultant des observations communes et confirmées par toutes les expériences. » GEuvres de Fourier, édit. citée, t. I, p. xxi.
Cours, l. p. 142, Cf. pp. 351 et
4. La science moderne, p. 27. Cf. Fourier, op. cit., p. xxii. « L'étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des découvertes mathématiques. »
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autre grand géomôlre, et qui consiste surtout dans la relation intime et continue de Tabslrail au concret, comme je me suis tant elTorct'' de rrtablir ncitcment ' ».
La nialliénialique abstraite s'est donc constituée en vue de résoudre les équations fournies par les différentes branches de la mathématique concrète. Elle est un calcul, et elle a pour base le calcul des valeurs numériques, Tarithmétique. Mais l'évaluation numéri(jU(; no peut pas en général s'opérer sans une transformation préalable des équations; l'élude de ces transformations va donner lieu à une extension indéfinie de la mathématique abstraite : calcul des fonctions directes, qui est l'algèbre ; calcul des fonctions indirectes, qui est Vanalyse transcendante.
Une telle conception de la mathématique abstraite permet de restituer la clarté propre à l'analyse mathématique ; car, remarque Comte avec profondeur, l'analyse « est par sa nature, beaucoup plus claire... que ne le croient communément les géomètres euxmêmes, égarés par les objections vicieuses des métaphysiciens"^ ». Aucune difficulté sérieuse à introduire les quantités négatives dans l'algèbre, une fois qu'on a soigneusement distingué de l'interprétation concrète la signification abstraite, et qu'on a vu dans l'emploi de quantités affectées du signe /noins un « artifice analytique pour rendre les formules plus étendues'^ ». Aucune difficulté non plus dans l'utilisation de « symboles singuliers » comme les expressions dites imaginaires dès qu'on a su « envisager ces résultats anormaux sous leur vrai point de vue, comme de simples faits analytiques. En les concevant ainsi, il est aisé de reconnaître, en thèse générale, que l'esprit de l'analyse mathématique consistant à considérer les grandeurs sous le seul point de vue de leurs relations, et indépendamment de toute idée de valeur déterminée, il en résulte nécessairement pour
1. P. 38"). On peut comparer à ce texte le passage correspondant de Vlntrodiiclion fondamentale {Syst'cme de politique positive, I, 324). Comte y revient sur l'étude des lois de l'équilibre et du mouvement des températures, qui « sous les prétendus successeurs de Fourier, n'a guère servi qu'à multiplier de vains exercices algébriques, où l'on ne trouve point ce sentiment de la vraie subordination de l'abstrait au concret, qui caractérisa surtout l'immortel fondateur de la thermologie mathématique ». La corrélation est devenue subordination. Il y a également lieu de noter que cette subordination est envisagée par Comte dans un sens inverse de celle qui avait servi, huit ans plutôt, <'i définir la géométrie analytique aux premières lignes de son Traité élémentaire. « La géométrie analytique telle que Descartes l'a" fondée est essentiellement destinée à généraliser le plus possible les diverses théories géométriques, d'après leur intime subordination à des conceptions analytiques. »
Cours, t. I, p
les analystes l'obligation constante d'admettre indifféremment toutes les sortes d'expressions quelconques que pourront engendrer les combinaisons algébriques • ».
Aucune difficulté enfin dans l'établissement de l'analyse transcendante en dépit de la diversité des procédés d'exposition ou d'introduction, en particulier de la divergence des méthodes dues à Leibniz, à Newton et à Lagrange; car « ces trois méthodes quant à leur destination effective, indépendamment des idées préliminaires... consistent toutes en un même artifice logique général... : l'introduction d'un certain système des grandeurs auxiliaires, uniformément corrélatives à celles qui sont l'objet propre de la question, et qu'on leur substitue expressément pour faciliter l'expression analytique des lois mathématiques des phénomènes, quoiqu'elles doivent être finalement éliminées, à Taide d'un calcul spécial. C'est, ajoute Comte, ce qui m'a déterminé à définir régulièrement l'analyse transcendante le calcul des fonctions indirectes, afin de marquer son vrai caractère philosophique, en écartant toute discussion sur la manière la plus convenable de la concevoir et de l'appliquer. L'effet général de cette analyse, quelle que soit la méthode employée, est donc de faire rentrer beaucoup plus promptement chaque question mathématique dans le domaine du calcul, et de diminuer ainsi considérablement la difficulté capitale que présente ordinairement le passage du concret à l'abstrait- ».
La nécessité où est la mathématique abstraite de s'appuyer sur la mathématique concrète ne rompt donc nullement l'homogénéité de la science. Au contraire, et c'est en particulier le résultat des « derniers perfectionnements capitaux éprouvés par la science mathématique^ », elle contribue à lui imprimer un caractère d'unité « suivant l'esprit des travaux de l'immortel auteur de la Théorie des Fonctions et de la Mécanique analytique* ». La mathématique n'est certes pas la science intégrale, il s'en faut presque du tout au tout, et dès le premier volume du Cours de Philosophie positive, Comte proteste contre ce qu'il appelle déjà les « aberrations » de l'esprit mathématique '. Mais la mathématique est la science type ; elle offre l'exemplaire accompli de la rationalité positive. C'est d'elle que nous vient la méthode. « C'est donc par l'élude des mathématiques, et seule-
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180. — La philosophie matluMiialiquc de Comte prélude, non « à une métaphysique qui pourrait se présenter comme science », mais à l'organisation spirituollo de l'humanité dans l'ère positive. En appuyant son système général sur l'interprétation de la mathématique, Comte espérait mettre un terme aux contradictions qui avaient jusque-là réduit la pensée philosophique à l'impuissance. Comme Kant, il opérait la synthèse des tendances antagonistes qu'avait manifestées le débat séculaire de l'empirisme et du rationalisme. Seulement, alors que Kant avait intégré à la critique les doutes sceptiques de Hume afin de consolider définitivement le rationalisme qu'il avait hérité de Leibniz et de VVoUT, c'est l'école de Diderot et de Hume qui est l'élément positif de la synthèse comtiste, le principe de la « régénération occidentale... A cette grande souche historique, écrit-il dans la Préface du Catéchisme positiviste, j'ai constamment rattaché ce qu'offrirent de vraiment éminent nos derniers adversaires, soit théologiques, soit métaphysiques. Tandis que Hume constitue mon principal précurseur philosophique, Kant s'y trouve accessoirement lié; sa conception fondamentale ne fut vraiment systématisée et développée que par le positivisme. » En d'autres termes, Kant a nettement aperçu la forme relative du savoir humain, et il a déterminé que cette relation consistait dans la connexion constante, dans l'implication mutuelle, du subjectif et de l'objectif, des lois logiques et des lois physiques. Il reste cependant que Kant est un métaphysicien, que l'expérience chez lui se subordonne à l'a priori, que la physique se constitue en remplissant les cadres que la mathématique lui impose.
Pour triompher de cette métaphysique, il fallait que l'empirisme se rendît maître de la mathématique, qu'au lieu d'y voir avec Hobbes ou Condillac un jeu de transformations nominales, ou avec Hume une approximation toujours incertaine de la réalité donnée, il réussît à en faire des « sciences naturelles"^ » qui, tout en se développant avec une rigueur irréprochable, fussent appuyées sur l'observation de faits généraux.
Or, en substituant aux formes a priori les faits généraux, le positivisme change du tout au tout le rapport de la mathéma-
Ibid., t. II, p
tique avec le système des sciences. Il est clair en effet que si la valeur de vérité que les mathématiques possèdent est liée à la fixité des cadres qui sont virtuellement dessinés dans les formes congénitales de l'espace et du temps, la science semble s'arrêter là précisément où les mesures spatiales ou temporelles ne peuvent plus s'introduire, où aucun contenu ne s'offre pour les formes mathématiques. Pure ou appliquée, la mathématique épuise le domaine des propositions nécessaires et universelles, et elle permet de déterminer les domaines limitrophes. A la frontière inférieure un amas de faits particuliers qui ne comportent ni régularité ni prévisibilité : l'empirisme de la chimie, de l'histoire, ou de la psychologie descriptive. A la frontière supérieure : des affirmations d'ordre moral ou religieux qui, certes, ne sont nullement étrangères à la raison, mais qui ne relèvent ni d'une méthode définie pour la construction des concepts, ni d'un contrôle positif dans l'expérience, qui demeurent objets de croyance et non de savoir.
Pour le positivisme, du moment que le principe de la science est dans l'observation des fails généraux, le succès de la mathématique a une toutaiitre signification, une signification historique et non plus une signification éternelle. Le calcul a été le moyen d'étude qui a été le plus tôt perfectionné par l'homme ; il a le premier permis la constitution d'une science positive, parce que le calcul est particulièrement adapté à la connaissance des faits les plus simples, géométriques ou mécaniques ou astronomiques. Mais, puisque le calcul n'est qu'un moyen pour obtenir la liaison des faits, à des faits d'une autre nature pourront correspondre d'autres moyens logiques; et c'est ce qui arrive en effet. Déjà, si l'on passe du domaine astronomique au domaine physique, la méthode scientifique ne se réduit plus à l'union de l'observation et du calcul ; ce qui caractérise les diverses branches de la physique c'est la place qu'elles font au procédé de l'expérimentation. A plus forte raison, les lois des phénomènes organiques ou des phénomènes sociaux s'établissent-elles par la prédominance de méthodes spécifiques : méthode comparative en biologie, méthode historique en sociologie.
De là cette conséquence capitale que le positivisme ne consistera nullement à enregistrer l'avènement de l'âge positif, dont le pressentiment scientifique remonte au temps des Thaïes et des Pythagore. Le rôle de la philosophie positive est actif ei non passif; il est d'opérer au sein même de l'âge positif un transfert d'hégémonie, de substituer au positivisme mathématique le positivisme sociologique. La dernière leçon du Cours de Philo-
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Sophie positive est significative : « Au lieu de chercher aveuglément une stérile unité scientifique, aussi oppressive que chimérique, ilans la vicieuse réduction de tous les phénomènes (pielcon<|ues à un seul ordre de lois, l'esprit humain regardera finalement les diverses classes d'événements comme ayant leurs lois spéciales, d'ailleurs inévitablement convergentes, et môme, à quelques égards, analogues ^ »
Ainsi s'achève le mouvement de réaction que Kant avait déjà dessiné contre la philosophie cartésienne du xvir siècle. Pour les Cartésiens, la mathématique impliquait la spiritualité. Comte, au contraire, fondera un spirilualisme nouveau sur la spécificité, sur l'irréductibilité des diverses disciplines scientifiques : « Un vrai philosophe reconnaît autant le matérialisme dans la tendance du vulgaire des mathématiciens actuels à absorber la géométrie ou la mécanique par le calcul, que dans l'usurpation plus prononcée de la physique par l'ensemble de la mathématique, ou de la chimie par la physique, surtout de la biologie par la chimie, et enfin dans la disposition constante des plus éminents biologistes à concevoir la science sociale comme un simple corollaire ou appendice de la leur. C'est partout le même vice radical, l'abus de la logique déductive; et le même résultat nécessaire, l'imminente désorganisation des études supérieures sous l'aveugle domination des inférieures^. « L'œuvre du positivisme fut, en définitive, la réorganisation de ces études supérieui^es. L'influence de Comte est immédiate chez les savants qui se groupèrent pour fonder la Société de Biologie^, comme elle s'exerça plus tard pour la rénovation de la psychologie avec M. Ribot, de la sociologie avec M. Durkheim,
1. t. VI, p. 845. Pour se convaincre que cette vue ne marque pas chez Auguste Comte une orientation nouvelle de la pensée philosophique, il suffit de se reporler à la critique de Condorcet, qui se trouve dans le Plan des travaux scientifiques nécessaires pour réorganiser la société (mai 1822) : « Le projet de traiter la science sociale comme une application des mathématiques, afin de la rendre positive, a pris sa source dans le préjugé métaphysique que, hors des mathématiques, il ne peut exister de véritable certitude. Ce préjugé était naturel à l'époque où tout ce qui était positif se trouvait être du domaine des mathématiques appliquées, et oii, par conséquent, tout ce qu'elles n'embrassaient pas était vague et conjectural. Mais depuis la formation de deux grandes sciences positives, la chimie et la physiologie surtout, dans lesquelles l'analyse mathématique ne joue aucun rôle, et qui n'en sont pas moins reconnues aussi certaines que les autres, un tel préjugé serait absolument inexcusable. •• Système de politique positive, .ï" édit. t. IV, 1895. App., p. 12.3.
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181, — Avec les Pythagoriciens, avec les Cartésiens, avec Leibniz, la philosophie mathématique était un malhématisme, c'est-à-dire un effort pour constituer le système de la vérité universelle sur le modèle et dans les cadres que fournissait la science vivante et féconde par excellence. A lire la Critique de la Raison pure ou le Cours de philosophie positive, on dirait au contraire que le rôle historique de la mathématique est terminé. Elle demeure un instrument puissant pour l'établissement des lois naturelles ; mais l'usage de l'instrument importe plus au philosophe que l'instrument lui-même, et, plus encore peut-être que l'usage, la limitation qu'il y a lieu d'y apporter. Ce n'est pas du progrès de la technique mathématique que Kant ou Auguste Comte attendaient le progrès des spéculations philosophiques. Il y avait plutôt intérêt pour eux à ce que la mathématique fût enfermée dans son rôle d'auxiliaire, qu'elle ne franchît pas les bornes assignées soit par les procédés synthétiques de calcul que Newton utilisait dans l'exposition des Principia mathemalica, soit par les formules analytiques dont Lagrange avait accrédité l'emploi. Sans doute, le premier soin des deux penseurs avait été de déterminer les conditions qui font l'exactitude de la science mathématique; mais c'était, semble-t-il, afin que les générations suivantes n'eussent plus à y revenir. Le centre de leurs préoccupations philosophiques était ailleurs, dans les disciplines qui en contraste avec les déterminations abstraites de l'objet mathématique s'attachent aux données les plus profondes et les plus complexes de la nature, à la réalité morale ou sociale, caractéristique de l'humanité.
Cette conception explique l'attitude qu'ont prise les successeurs de Kant ou de Comte. Qu'ils recourent à la dialectique, ou qu'ils se réclament de la méthode positive, ils se sont
TRANSFORMATION DES BASES SCIENTIFIQUES
imposé d«^ parcourir le système général des sciences. Ayant à déterminer les principes qui conviennent à chacune d'elles et les rapports qu'elles soutiennent les unes avec les autres, ils ont rencontré les problèmes qui concernent particulièrement les sciences malliéinatiques ; ils ont traité des catégories telles <|uc la quantité ou l'espace ou le temps, ils ont défini les démarches du raisonnement mathématique par opposition aux recherches expérimentales dont s'occupent les autres sciences. L'historien de la pliilosophie générale au xix" siècle ne saurait donner trop d'attention à cet elîort soutenu et continu qui de nos jours aboutit à des œuvres comme VEssai sur les éléments principaux de la représentation d'Hamelin, ou Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften de Natorp. Toutefois, du point de vue où nous sommes placé dans ce travail, nous ne pouvons pas poser le problème moderne de la philosophie mathématique tout à fait dans les mêmes termes. Nos études antérieures nous ont fait voir à quel point les systèmes philosophiques sont liés au progrès de la science elle-même; par là elles nous amènent à prendre garde qu'une fois détachés de cette base technique et érigés en disciplines autonomes les systèmes ne s'attardent à traduire l'état déterminé de la science qui les avait d'abord justifiés, et qui serait désormais dépassé.
Chez Kant et chez Auguste Comte, la distinction de la philosophie mathématique et de la mathématique proprement dite correspond à une séparation entre la forme et la matière de la science, entre les résultats généraux et les recherches spéciales. En raison de cette séparation, il paraissait légitime de retenir comme l'objet de la réflexion philosophique la considération de principes qui surplombent en quelque sorte les vérités de détail et que les recherches particulières des techniciens n'auront pas le pouvoir d'ébranler; en définissant la méthode, en délimitant le domaine d'une science, le philosophe en fixait la destinée. Par suite il lui était loisible de se servir de la mathématique comme d'un point de repère pour caractériser les autres sciences — sciences de l'univers physique, ou de la réalité sociale — et pour montrer ce qu'elles ajoutent de connaissances positives et concrètes aux abstractions formelles de la mathématique.
Mais si nous avons expliqué, en les rapportant à leur date, soit la séparation kantienne de la forme et de la matière, soit la séparation comtiste de la généralité et de la spécialité, nous sommes conduit à poser, devant tout effort philosophique qui s'appuie sur les postulats de la Critique ou du positivisme.
une sorte de question préalable : Est-ce que la notion de la forme en tant que forme, de la généralité en tant que généralité, exprime encore avec exactitude létat delà science actuelle? Dans les années mêmes qui précèdent l'apparition du premier volume du Cours de Philosophie positive, Cauchy \ Lobatschewsky"^, Sadi Carnot^ ont déposé le germe de transformations profondes dans la technique de la mathématique abstraite, de la géométrie classique, de la mécanique générale. Et nous croyons que ces transformations ont rompu l'équilibre qui permettait à Kant et à Auguste Comte de faire entrer ces diverses disciplines dans limité d'un système, et d'assurer le passage du raisonnement mathématique au contenu de l'expérience. Par là même elles ont remis en question, je ne dis pas tel ou tel principe de la mathématique, mais l'idée même qu'on se faisait des principes, la simplicité et l'universalité des prétendues données premières sur lesquelles la science s'appuyait pour le déroulement de conséquences purement logiques. Nous ne dirons certes pas qu'elles ont entraîné la ruine de l'inspiration critique ou de l'esprit positif; mais nous avons à montrer comment elles ont marqué la fin de la période où la philosophie mathématique pouvait prendre pour base objective de discussion la doctrine de V Esthétique et de Y Analytique transcendentale, ou le premier volume du Cours de Philosophie positive.
Section A. — La conception de la mécanique rationnelle.
182. — Au premier Congrès international de Philosophie (Paris 1900), M. Henri Poincaré écrivait, en tête de son Mémoire sur les principes de la mécanique : « Les Anglais enseignent la mécanique comme une science expérimentale ; sur le continent, on l'expose toujours plus ou moins comme une science déductive et a priori. Ce sont les Anglais qui ont raison; cela va sans dire; mais comment a-t-on pu persévérer si longtemps dans d'autres errements*? » Assurément, ni dans la pensée de Kant, ni dans la pensée de Comte, la mécanique n'était sans connexion avec l'expérience; mais c'est dans un tout autre sens que l'on entend aujourd'hui la science expéri-
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incnlalo. II ne suffit pas que l'on justifie Taccord des principes (le la science avec la matière de l'expérience, en montrant, comme a fait Kent, que les principes de la science sont les conditions de l'expérience; il faut dire cpie la science expérimentale reçoit ses principes de lexpériencc. Il faut même ajouter, et ceci à l'adresse de Comte, que ces principes demeurent, comme cette expérience elle-même, sujets à caution et à revision ; nous n'aurons jamais le droit de les énoncer à titre définitif comme s'ils comportaient en eux-mêmes leur justification et leur légitimité; ce sont des résidus d'ordre tout négatif, les limites d'une régression qui porte sur les données concrètes, et les ramène par voie d'analyse à des éléments maniables pour la synthèse déductive; ce sont des hypothèses dont le savant devra, dans le laboratoire, éprouver et vérifier les conséquences : la dépendance perpétuelle des principes à l'égard d'un tel contrôle est la marque d'une science expérimentale. Tel est le problème qui nous paraît posé par la déclaration de M. Poincaré. Ici nous n'avons pas à envisager ce problème dans sa généralité; pour fixer la place que la mécanique rationnelle peut occuper entre les sciences d'ordre proprement mathématique et les sciences d'ordre proprement physique, il faudrait sortir des limites que nous nous sommes assignées. Ce qui nous intéresse, c'est uniquement de savoir si la mécanique rationnelle est encore capable de jouer dans l'établissement de la philosophie mathématique le rôle que Kant et Auguste Comte lui avaient attribué.
Sans doute, il existe une discipline mécanique qui peut être enseignée comme partie intégrante de la mathématique : « En dehors de ses applications, écrit Jules Tannery, la mécanique rationnelle peut être... regardée comme un chapitre spécial de la science du nombre, comme l'étude d'un certain système d'équations différentielles. Plus particulièrement encore, la mécanique céleste traite des cas où les forces que l'on considère obéissent à la loi de Newton ; elle a affaire à un système d'équations différentielles plus particulier'. » En raison de cette transparence complète à la forme mathématique, la mécanique rationnelle et la mécanique céleste seront les modèles de ce que peut devenir une science achevée de l'univers; il ne s'ensuit nullement qu'elles soient indépendantes de la science générale de l'univers. Les principes peuvent en être mathématiquement
1. Du rôle du nombre dans les sciences, Revue de Paris, 2" année (1895), t. IV, p. 197, el Science et philosophie, 1912, p. 24.
Bruxschvicg. — Les étapes. 20
énoncés, mais ils ne peuvent pas èire philosophiquement conçus, abstraction faite de l'application au réel. Bref, la mécanique est la partie de la physique qui a la première atteint son point de perfection ; on ne conçoit plus entre la philosophie de la mécanique et la philosophie de la mathématique cette liaison intime qui pourrait donner l'espoir d'éclairer celle-ci au moyen de celle-là.
183. — A l'appui de cette conclusion, il suffira de rappeler brièvement les grandes lignes de l'évolution des sciences mécanophysiques au cours des cent dernières années. On peut dire encore ici que le problème est posé par Lagrange et par Poinsot. En dissociant la forme toute mathématique de la déduction, et le contenu des principes que l'expérience seule a suggérés, Lagrange a rompu l'unité que la représentation géométrique et proprement mécaniste conférait à la mécanique rationnelle. La simplicité apparente des principes évoqués par Lagrange avait pu faire illusion à Auguste Comte; mais un Poinsot ne s'y était pas trompé : « L'œuvre de Poinsol, dit Hannequin, est en réaction sur l'œuvre de Lagrange, et tend à substituer aux équations pour ainsi dire abstraites de la mécanique analytique des conditions concrètes et intuitives de l'équilibre et du mouvements »
Or il est facile de comprendre qu'une semblable tendance préjuge en un certain sens la forme que revêtira l'application de la mathématique à l'univers ; la relation d'égalité est, en effet, celle qui permettra le mieux au géomètre de retrouver exactement ce qu'il avait eu sous les yeux à un moment antérieur-. Avec la netteté lumineuse qui lui est propre, Poinsot écrit au début de son Mémoire sur la Ihéorie et détermination de Véquateur du système solaire : « Nous ne connaissons en toute lumière qu'une seule loi : c'est celle de la constance et de l'uniformité... Quand nous étudions les choses qui changent pour découvrir ce qu'on appelle la loi de leurs variations, notre unique objet est de trouver ce qu'il peut y avoir d'uniforme et de constant au milieu de ces choses qui varient. Que si, avec le temps
Étude d'histoire des sciences, etc. t. I, p. -nô
2. Cf. La ihéorie nouvelle de la rotation des corps (1834) : « On peut bien, par ces calculs, plus ou moins longs et compliqués, parvenir à déterminer le lieu où se trouvera le corps au bout d'un temps donné; mais on ne voit point du tout comment le corps y arrive : on le perd entièrement de vue, tandis qu'on voudrait l'observer et le suivre, pour ainsi dire, des yeux, dans tout le cours de sa rotation... » in Éléments de statique, 8° édit., 1842, p. 486. Voir Joseph Bertrand, Éloge de Louis Poinsot (29 décembre 1890), Nouvelle série d'Éloges académiques, 1902, p. 21.
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et par un nouvel oxamon, nous venons ù reconnaîlrc que des rapports qui nous avaient paru constants sont eux-inèmes variables, il nous faut faire un nouveau pas : mais notre marche est toujours la même; car alors ce n'est plus dans ces rapports, mais dans quelque autre forme de leur combinaison, que notre esprit va rechercher cette loi de constance qui avait, pour ainsi dire, échappé à ses premières conclusions. Tel est, je crois, le mouvement naturel de Tesprit humain, mouvement qu'on pourrait même remarquer dans la géométrie et dans l'analyse 1. « Ainsi, par l'intermédiaire du mécanisme géométrique, la mécanique rationnelle se prolongerait et s'étendrait, pour devenir la science de l'univers entier. Entre les années 1842 et 1847 la découverte de la conservation de Fénergie, qui en dépit des prévisions et des interdictions d'Auguste Comte dotait enfin la physique de son unité, apportait à ces vues une confirmation singulièrement précieuse.
Mais ce triomphe du mécanisme pur qui devait, dans la période qui s'étend entre 1860 et J890, donner lieu à une renaissance du monisme matérialiste, n'était, et ne pouvait guère être, qu'un accident. Il s'est trouvé en effet que des deux principes fondamentaux de la thermodynamique, principe de la conservation de l'énergie, et principe de Garnot ou principe de la dégradation de l'énergie, un seul avait passé dans la circulation générale, sans doute par ce qu'il se prêtait mieux aux aspirations d'une certaine philosophie populaire qui se fondait sur l'unité et sur l'éternité de la matière 2.
Or, à prendre la thermodynamique dans l'intégralité de son développement technique, on voit se dessiner une opposition entre le mécanisme géométrique, et l'usage des méthodes analytiques, au sens économique et pragmatique où nous avons dit que Lagrange les entendait. Par exemple, un physicien comme Gibbs « est essentiellement algébriste. Il l'est, ajoute M. Duhem, alors même qu'on pourrait s'attendre à le trouver géomètre. Dans les deux Mémoires où il étudie les divers diagrammes propres à représenter les propriétés thermodynamiques des fluides et leurs transformations, les démonstrations géométriques ne jouent à peu près aucun rôle; c'est par des considérations d'analyse algébrique que sont établies la plupart des
Apud Eléments de statique, p
2. yoir le texte de Rankine (18G7), cité par Bernard Brunhes, La dégradation de l'énergie, 1908, p. 378, et La diversité de fortune des deux principes de la Thermodynamique, Scientia, 1910, t. VII, p. 7 et suiv.
propriétés de ces diagrammes ^ » La science moderne, ainsi conçue, abandonne comme un « faux idéal » la tentative de réduire à la figure et au mouvement toutes les propriétés des corps. Par là sans doute elle n'entend nullement renoncer à la constitution d'une physique mathématique- : si elle se prive des facilités offertes par la représentation géométrique, c'est pour étendre, là même où les images spatiales ne pourraient plus s'offrir à nous, le rôle des symboles algébriques. Seulement, il est clair que, dans une telle conception, la mécanique cesse d'êtr€ une introduction nécessaire à la connaissance de l'univers, fondée sur les formes a priori de l'esprit ou liée aux faits généraux de la nature; elle est seulement un cas abstrait et particulier d'une physique analytique qui doit être prise dans son ensemble pour avoir toute sa valeur de science.
184. — Le problème que soulève l'opposition de la mécanique énergétique et du mécanisme géométrique n'est pas tranché à l'heure actuelle. Par un de ces renversements du pour au contre, qui semblent essentiels au rythme du progrès humain, voici qu'au lendemain du jour où M. Ostwald célébrait la déroute de Vatomisme contemporain^, d'éclatantes découvertes dans le domaine de l'électro magnétisme conduisaient à chercher la raison des phénomènes physiques, chimiques, gravifiques même, dans la décomposition de la molécule en particules qui seraient chargées d'électricité, soit positive, soit négative. Peut-être le problème ne doit-il pas être définitivement tranché. Il se peut que, suivant les conditions du problème, le physicien utilise tour à tour les ressources du symbole algébrique et de l'intuition géométrique, sans se préoccuper d'une philosophie qui lui imposerait de choisir, en faisant comparaître devant lui comme devant un « tribunal » l'énergétique et le mécanisme.
Mais ce qui dès maintenant peut être considéré comme acquis, c'est que la science ne reviendra pas en arrière. De quelque manière qu'elle conçoive la liaison de la mécanique à la physique, elle débordera les catégories a priori du criticisme comme elle a brisé les cadres prétendus immuables du positivisme.
Certes, il est utile de remarquer que le principe de Carnot- Glausius donne à Vénergétique la physionomie que Kant avait prévue pour la science de la nature lorsqu'il avait lié le principe
Revue générale des sciences, 1893, p
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de causalité à l'irréversibilitc du temps ' ; et c'est là un argument important pour décider de la portée rationaliste ou antirationaliste du principe. Mais il serait dangereux d'aller plus loin, de iirétendre établir un lien d(; justification réciproque entre une conception philosophique qui exprimerait une exigence nécessaire de la raison, et un principe qui est manifestement issu de l'expérience, dont les physiciens discutent encore aujourd'hui et loxtension au problème général de l'univers et la relation aux principes du mécanisme 2.
De môme, si la mécanique nouvelle issue de la théorie des électrons ramène au premier plan de l'exposition physique les notions d'attraction et de répulsion, et se conforme ainsi au programme que Kant traçait dans les Premiers Principes métaphysiques de la science de la nature, ne suffit-il pas, pour limiter la portée de ce fait, d'ajouter qu'elle arrive à mettre en question la constance de la masse, c'est-à-dire le principe qui paraissait satisfaire de la façon la plus simple à l'idée d'une vérité intelligible, et se démontrer le plus facilement à l'aide des catégories de l'entendement pur?
De toutes façons, par conséquent, nous savons que nous n'avons plus à faire fond sur la législation rationnelle de la physique, sur la systématisation abstraite de la mécanique, pour apporter un centre de stabilité au corps des mathématiques, et assurer la connexion entre les sciences de raisonnement et les sciences d'expérimentation. La nature mixte de la mécanique rationnelle, loin d'apporter par elle-même une solution aux difficultés de la philosophie scientifique, soulève des problèmes qui ne sont ni préliminaires ni simples, puisqu'en dehors même de leur application au réel elle met nécessairement en cause la valeur des notions et des méthodes que la mécanique rationnelle, en tant qu'analyse ou géométrie prolongée, reçoit de la mathématique proprement dite.
Si nous avons rencontré des thèses contraires dans le kantisme et dans le positivisme, nous pouvons les considérer comme résolues par la méthode historique, c'est-à-dire rapportées à un état particuHer de la science qui en légitime l'apparition, mais auquel néanmoins elles ne sont pas destinées à survivre. 11 a
1. Cf. Lasswitz, Die moderne Energetik in ihrer Bedeutung fiir die Erkenntniss- Kritik, Philosophische Monatsheftc, t. XXIX, 1893, p. 17; et Haanequin, Revue de métaphysique, 1904, p. 418.
2. Voir Boltzmann, Leçons sur la théorie des gaz, tr. Gallotti et Bénard, t. II, 1903, p. 230 et suiv. ; et Seeliger, Ueber die Anwendung der Naturgesetze auf das Universum, Scienlia, t. VI, p. 240 et tr. fr., p. 103.
existé une étape de la philosophie mathématique où les considérations de statique et de dynamique, utilisées depuis Archimède et Galilée comme auxiliaires, comme motrices pour la découverte, se sont introduites dans l'interprétation de la science constituée. Cette étape semble aujourd'hui définitivement franchie grâce à l'intervention de l'expérience dont l'importance primordiale n'avait certes échappé ni à Kant ni à Comte, mais dont ils n'avaient pas prévu suffisamment, semblet-il, la complexité croissant avec le progrès des instruments techniques, ni la radicale plasticité.
Section B. — Les géométries non euclidiennes.
185. — C'est la méditation de la géométrie euclidienne qui a conduit Kant à la doctrine de VEslhétique transcendeniale et qui lui a permis d'insérer les formes d'intuition comme médiatrices entre les catégories du jugement et les principes de la physique rationnelle. De même, on peut soupçonner que la géométrie de Descartes a servi de prototype à la mécanique de Lagrange, et que, par là, Comte fut amené à les considérer toutes deux comme étant au même titre des branches de la mathématique. La philosophie mathématique, dans cette période où la science tendait à se constituer sous une forme positive et organique, supposait à titre de postulat la simplicité de la notion d'espace, qui manifestait d'une façon irrécusable l'unité de l'intelligible et du réel.
Or, à l'étonnement, au scandale, des générations de penseurs qui faisaient fond sur cette simplicité, la physionomie de la géométrie s'est transformée radicalement au cours du xix"^ siècle, par la multiplicité des méthodes géométriques, par la constitution des géométries non euclidiennes^ par la conception de la Géométrie générale.
Quelle est, du point de vue proprement scientifique, la portée de cette transformation? La géométrie classique est-elle devenue, comme la mécanique rationnelle, 1' « amorce » d'une science expérimentale? ou la géométrie classique a-t-elle simplement changé de situation, de la façon dont la perspective d'un monument ancien vient à être modifiée par la construction d'édifices modernes dans le voisinage, sans que la structure ou la solidité en soient altérées le moins du monde? Bien plus, n'est-on pas autorisé à dire que dans le plan initial de la géométrie classique ces constructions étaient prévues, tout au moins qu'une place
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leur était réservée dès le moment où Ton cherchait à organiser la science des relations géométriques suivant un idéal de déduction a priori?
Telle est la question que nous devons soumettre à l'examen des faits. Déjà, nous avons eu l'occasion de considérer la constitution des Eléments d'EucIide, et nous avons reconnu qu'en dépit de la rationalité de la forme, ils répondent, comme les Analytiques d'Aristole eux-mêmes, au type de ce que Comte appelait une science naturelle. Dans Tune et dans l'autre œuvre, une place est faite aux lois physiques qui expriment soit la classification des caractères biologiques, soit l'intuition des rapports spatiaux : elles ne sont pas entièrement fondues dans les lois logiques; elles demeurent présentes, et nécessairement présentes dans leur spécificité irréductible, afin d'imprimer im mouvement et une orientation au mécanisme indifférent de la transformation logique. Seulement ce qui était chez les créateurs l'équilibre harmonieux du physique et du logique, est interprété par les disciples dans le sens d'une homogénéité complète. Le syllogisme devient la méthode capable d'engendrer de soi la science universelle; et de même, la rigueur que l'on rencontre dans le détail des démonstrations euclidiennes, fait conclure à une sorte de démonstration totale où les notions constitutives du savoir seraient, aussi bien que les principes régulateurs du raisonnement, des éléments purement logiques, attestant dans l'esprit un pouvoir de création absolue.
Or un semblable idéal, suggéré par la forme des Éléments, dépassait naturellement le degré de perfection que les Éléments avaient atteint en effet ; la probité scrupuleuse de l'exposition euclidienne mettait d'ailleurs en lumière les points qui d'euxmêmes s'offraient à la critique. Les axiomes pouvaient paraître justifiés par leur évidence intrinsèque, et comme les conditions de l'activité intellectuelle ; les définitions pouvaient être introduites à titre de produits légitimes de la pensée géométrique. Mais les postulats étaient des affirmations analogues par le contenu aux théorèmes, et sollicitant par conséquent le même effort de démonstration. De là l'inévitable réaction de l'idéal suggéré par Euclide sur la science même telle qu'Euclide l'a constituée; de là le problème auquel donnera lieu, en particulier, le postulat relatif aux parallèles. Si la géométrie doit être réputée l'art de tout prouver, il est inadmissible que l'on demande d'accorder ce qui doit être conquis par la démonstration. De fait, les successeurs d'EucIide, par exemple Geminus, s'appuient sur l'autorité de Platon et d'Aristote pour chasser de la géométrie tout
appel à la vraisemblance et à la probabilité ' . Et, dès le second siècle de Tère chrétienne, avec l'ouvrage de Ptolémée dont Proclus nous a conservé une fort intéressante analyse -, se manifeste un effort méthodique pour combler cette lacune capitale de la démonstration euclidienne, et faire entrer le postulat d'Euclide dans le tissu des théorèmes.
Le problème qui va se poser nest donc pas de ceux où serait engagée, ainsi qu'on l'a cru quelquefois, la destinée de la science euclidienne. En réalité le débat est entre la géométrie, telle qu'elle est chez Euclide, et la géométrie telle qu'elle devrait être suivant certains disciples plus logiciens que le maître. Il est clair, en effet, que si la géométrie doit apparaître capable de rendre raison de tout, même de son propre point de départ, s'il faut n'introduire aucun terme qui ne soit strictement réductible à des termes déjà définis, aucune proposition qui ne soit la conséquence logique de propositions déjà démontrées, l'attribution aux parallèles de propriétés qui ne résultent pas de leur définition, sous quelque forme qu'elle soit donnée, est une proposition qu'il est nécessaire de vérifier, sous peine de faire peser le soupçon d'incertitude sur tout le corps de doctrine qui est suspendu à cette proposition initiale. S'il se trouve, au contraire, que cette réduction intégrale est impossible en fait, sinon en droit, si, pour parler avec Pascal, « ce qui passe la géométrie nous surpasse », alors Euclide a raison : il fallait « s'arrêter quelque part », et, à l'aide des demandes euclidiennes ou par d'autres énoncés équivalents, placer en tête de la science quelques propositions qui marquent explicitement la connexion entre la forme abstraite du raisonnement et l'objet même auquel cette forme doit s'appliquer.
Voilà, exprimée en ses termes historiques, l'alternative que l'histoire avait à trancher. Or il semble que la solution de l'histoire ne laisse place à aucun doute, à aucune équivoque. La constitution des géométries non euclidiennes a confirmé d'une façon définitive la conception proprement « euclidienne » de la géométrie : les propositions qu'Euclide a eu la sagesse d'admettre sans démonstration sont, effectivement, indémontrables.
1. '0 rep-ïvo; ôpôwç à7tr|VTr,Sc Xéywv oti Ttap'aùxûv èixâSoaev tûv xr\ç, im(7\r\^r^^
Xoywv Tùjv bi y£a)[X£Tp:a 7rapa6o-/il''- Proclus in Eucl. éd. Friedlein, 1873, p. 192. Le passage de Proclus est traduit dans Vincent, Sur un point de Vhistoire de la ijéométrie chez les Grecs et sur les principes philosophiques de cette science, 1837, p. 10.
2. Ibid.. p. 362. Cf. Vincent, op. cit., p. 13-21, et Ileath, The thirtcen Boohs of Euclid\ Eléments, t. I, 1008, p. 204 et suiv.
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LES PRECURSEUnS DE SACCHERI
180. — Les considéralions précédentes, l'apparence de paradoxe (ju'unc terminologie confuse donne ù leurs conclusions, lont prévoir à travers quelles éijuivoques devait se dégager la véritable portée des géométries non euclidiennes, de quelles illusions de perspective les Lobalschevvsky, les Bolyai, et leurs premiers commentateurs, ont pu être les victimes, comme il a dû nrriver souvent aux initiateurs ou aux contemporains d'une grande découverte.
Lorsque l'œuvre à laquelle Lobatschewsky en particulier avait consacré sa vie, l'ut connue, et agrégée au domaine commun de la science, lorsqu'il fut admis qu'un système cohérent de propositions géométriques pouvait être développé dans lequel la somme des angles d'un triangle rectiligne fût moindre que deux angles droits, cette découverte fut regardée naturellelement comme marquant une rupture avec le passé. La géométrie d'Euclide avait, jusque-là, semblé si profondément gravée dans la nature de l'esprit humain, elle dessinait si nettement la figure immuable des choses, qu'elle délimitait à l'avance l'horizon de la recherche scientifique ; or, voici qu'une bifurcation apparaît brusquement à un détour de la route, et l'effort de l'investigation scientifique s'engage pour une autre destinée. La géométrie où la somme des angles d'un triangle est moindre que deux droits a été appelée, par celui-là môme qui l'a constituée, géométrie imaginaire; la géométrie où la somme des angles du triangle est égale à deux droits, la géométrie d'Euclide, est déchue du monopole séculaire qui lui avait été reconnu ; elle prend place à côté de la géométrie de Lobatschewsky, et il semblait que par cette juxtaposition même, elle dût être rabaissée au niveau de celle-ci, qu'elle perdît sa valeur de réalité pour devenir, sinon « imaginaire », du moins hypothétique.
Les études historiques que devait provoquer le succès même de la géométrie non euclidienne, conduisent à présenter les choses sous un jour différent. L'avènement de la géométrie lobatschewskienne est moins un point de départ qu'un point d'arrivée. Elle est le dénoûment de la crise ouverte dès l'antiquité et au cours de laquelle se sont lentement élaborées les notions qui devaient présider à la géométrie non euclidienne.
Au cours de ce travail, un premier résultat fut acquis : on reconnut quelaforme sous laquelle Euclide introduit le postulat
ne correspond pas à un fait unique et hors de pair. La formule employée par Euclidepeut être remplacée par d'autres formules, capables de mettre davantage en lumière les propriétés caractéristiques des parallèles euclidiennes et de l'espace auquel elles se rapportent. A cet égard, les traits les plus signiticatifs sont peut-être ceux qu'on relève aux deux extrémités de cette évolution : au I" siècle av. J.-C, la définition des parallèles que Posidonius substitue à la définition d'Euclide; au xvii'^ siècle, la proposition que Wallis invoque pour la démonstration du postulat d'Euclide.
187. — Pour Posidonius, deux parallèles sont deux droites toujours équidistantes. Et Proclus, qui nous a transmis cette définition ^ la défend en insistant sur le « paradoxe géométrique » qu'a signalé Geminus : l'existence de droites asymptotes à l'hyperbole ou à la conchoïde. Puisque deux lignes peuvent ne pas se rencontrer, sans pourtant être parallèles, la liaison défait qu'Euclide a marquée pour les droites entre Vasymptotie et le parallélisme n'est pas un rapport essentiel; la définition des parallèles doit être fondée sur un caractère positif, qui explique l'importance décisive de la théorie dans le développement de la géométrie.
D'autre part, poursuivant l'eftbrt ininterrompu, grâce aux écoles de mathématiciens arabes, pour parvenir à la démonstration du postulat euclidien, Wallis dégage, comme une des conditions requises pour la rigueur de la démonstration, ce lemme fondamental que pour toute figure il existe une figure semblable de grandeur arbitraire "-. Wallis fait remarquer que le postulat III d'Euclide : Qu'il soit demandé de décrire un cercle de centre quelconque, est un cas particulier du théorème général de similitude ; et il réclame le droit de présenter le théorème comme une « notion commune », fondée sur la « nature de la quantité » : il est de l'essence de la quantité, que toute figure soit, sans perdre la qualité spécifique de sa figure, susceptible d'être augmentée ou diminuée, majorée, ou minorée, comme dira Delbœuf^. Ainsi, avec l'instinct d'un mathématicien de race,
Op. cit., p
2. « Praesumo tandem (ex prœsupposita rationum natura tanquam cognita et lîgurarum similiuin deflnitione), ut communeni notionem, datas cuicunque Jigurœ, similem aliam cujiiscunque tnagnitudinis possibilem esse. Hoc enim (propter quantitates continuas in inflnitum divisibiles, pariter atque in infmitum augibiles), vidctur ex ipsa quantitatis natura fluere; figuram scilicet quamlibet continue posse (retenta figurée specie) tum minui, tum augeri in inflnitum. » Demonslratio poslulati quinti Eiididis (1663), prop. VIII, Opéra, t. II, Oxford, 1693, p. 676.
3. Prolégomènes philosophiques de la géométrie et solutions des posiulats, Liège,
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Wallis a mis en luinirro le caractère (jui, après la conslilulion des géoniél ries non euclidiennes, devait maintenir à la géométrie euclidienne un privilège de simplicité où quelques-uns ont vu un degré supérieur de rationalité.
Mais, pour conférer à cette vue intuitive sa juste valeur, en dissipant toute illusion d'évidence intellectuelle, il fallait se rendre capable de concevoir dilTércnts types possibles d'espaces, entre lesquels la comparaison pût être instituée, et se terminât au profit de l'espace euclidien ; il fallait préparer le terrain où s'établiraient les géométries non euclidiennes.
LE p. SACCHERI
188. — Telle fut l'œuvre, décisive du point de vue où nous sommes placé, que Saccheri accomplit. Comme la excellemment montré Vailati ', le P. Saccheri procède en logicien. Il applique d'une façon systématique à la démonstration des principes un raisonnement que l'on trouve déjà dans la théorie euclidienne des nombres -, et qui est une élaboration subtile de la réduction à Vabsiirde. On y suppose fausse la proposition que l'on veut établir, et l'on fait voir qu'elle se retrouve vraie dans l'hypothèse même qui en avait posé la fausseté. La méthode réussit dans la logique formelle. Pour reprendre l'exemple élégant que Saccheri donne de cette méthode dans sa Logica demonstratiua (1697), soient les deux propositions suivantes :
Tout A est B, Nul C n'est A;
de ces deux propositions, on ne peut rien tirer parce que dans le syllogisme où le moyen terme est sujet de la majeure et prédicat de la mineure, c'est-à-dire dans le syllogisme de la première figure, la mineure est toujours affirmative. Or cette règle
1860, p. i.32. Cf. Courant, Essai sur les fondements de nos connaissances et sur les caractères de la critique philosophique, § 234, t. II, 18.51, p. 53, n. 1. « Il ne faut que de médiocres connaissances en géométrie élémentaire, et un peu de réflexion, pour se convaincre que Y imperfection de la théorie des parallèles (pour employer le mot consacré) tient au refus d'admettre comme notion naturelle et primitive, la notion de la similitude ou l'idée qu'une figure étant donnée on peut toujours en imaginer une autre qui ne diffère de la figure primitive que parce qu'on a changé l'échelle de construction, ou parce que toutes les lignes de la figure ont crû ou décru proportionnellement. »
1. Sur une classe remarquable de raisonnements par réduction à Vabsurde, Revue de métaphysique, 1904, p. 799 et suiv.
Éléments, IX, 12. Ed. Heiberg, II, p. 362 et suiv
scolastique, que dans le syllogisme de la première figure la mineure ne doit jamais être négative, peut-elle être établie? Il suffît de supposer que la règle est fausse; les deux propositions deviennent alors les prémisses d'un raisonnement, que nous appellerons, pour la commodité du discours, pseudo-syllogisme^ et qui prendra la forme suivante :
Tout A es/ B, Nul C nest A, Donc nul C n'est B.
Si la règle à démontrer est niée, le type de ce pseudo-syllogisme devient légitime. Mais si le type est légitime^ il est possible de construire un raisonnement où, les deux prémisses étant vraies, la conclusion serait précisément la règle scolastique à laquelle le pseudo-syllogisme prétendait contredire.
Voici, en effet, la connexion qu'obtient Saccheri. D'une part, les deux propositions évidentes : Tout syllogisme de la première figure ayant les deux prémisses universelles affirmatives est valide. Nul syllogisme de la première figure ayant une mineure négative n'est un syllogisme de la première figure ayant les deux prémisses universelles affirmatives. D'autre part, la conclusion : ]\ul syllogisme de la première figure ayant l'une des deux prémisses négative n'est valide. De deux choses l'une, dira Saccheri : « Ou vous accordez, ou vous niez la conclusion. Si vous l'accordez, le but est atteint. Sinon, en refusant la conclusion après avoir accordé les prémisses, vous avouez qu'il n'est pas légitime de tirer de deux prémisses de cette forme la conclusion visée *, » La démonstration est donc aussi rigoureuse qu'on peut la souhaiter ; la vérité de la règle scolastique s'impose irrésistiblement à l'esprit humain, parce que, comme la vérité du Cogita cartésien, elle s'affirme dans sa négation même.
189. — L'effort de Saccheri va être maintenant de transporter en géométrie le procédé qui a fait ses preuves pour la logique formelle. L'effort est destiné sans doute à échouer; mais en raison des difficultés qu'il rencontre, il se révèle d'une fécondité inattendue. En effet, conformément à la marche que nous l'avons vu suivre dans sa Logica deductiva, Saccheri va constituer des types de géométries où, le postulat d'Euclide étant supposé faux, l'hypothèse de la fausseté aurait pour conséquence de ramener à ce postulat, ou du moins à une proposition équivalente.
1. Logica deinonstrativa, p. 132, apud Vailati, art. cit., p. 805.
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La création do ces pseado-gëométries, parallèles aux pscudosyllop^ismes dont nous venons do parler, anticipe, en dépit des intentions de Saccheri, l'œuvre des Lobatschewsky et des Riomann.
Avec une pénétration tout à l'ait remarquable, il prend pour base la considération du quadrilatère birectangle isoscèle AB CD ou mieux du quadrilatère trirectangle LMBD. Les angles L,M,B étant droits, D peut être droit (fig. 11) {et c'est le postulat d'Euclide, sous la forme que déjà lui avait donnée au xiii' siècle le commentateur persan Nasr Eddin-al-Tusi ^), ou bien soit obtus soit aigu — deux hypothèses dont il s'agit de suivre les conséquences jus- Fig. n.
qu'à ce qu'y apparaisse une contradiction formelle : l'élimination de ces hypothèses apporterait alors une valeur apodictique à la thèse euclidienne.
A l'épreuve, les deux hypothèses témoignent d'une dissymétrie curieuse. Saccheri croit pouvoir faire la preuve que l'hypothèse de l'angle obtus est absolument contradictoire. Il lui suffit de quelques propositions pour démontrer que l'hypothèse conduit à concevoir deux droites distinctes ayant deux points communs; ce qui la met, suivant Saccheri, en contradiction avec une propriété essentielle de l'espace, celle qui, dans la Vulgate des Eléments, forme le postulat VI. Il y a donc clarté parfaite-.
Au contraire, Saccheri ne parvient à dévoiler de contradiction dans Ihypothèse de l'angle aigu qu'au prix de déductions laborieuses et dont il n'est pas lui-même entièrement satisfait; il réussit seulement à montrer que dans l'hypothèse de l'angle aigu, on arriverait à concevoir deux lignes qui ont une perpendiculaire commune et un point commun. Cela est, ajoute-t-il, contraire à la nature de la ligne droite ^ Mais de cette assertion, qui conserve une forme métaphysique, peut-on conclure à une contradiction formelle? Saccheri ne regarde pas son œuvre comme la solution définitive du débat ^. Il avait, semble-t-il, retardé autant qu'il était possible, la publication de son Euclides
1. Cf. Bonola (tr. Liebmann), Die Nichteuklidische Géométrie, Leipzig, 1908,
2. Euclides ab omni nœvo vindicatus sive : Conatus geometricus quo stabiliuntur prima ipsœ universœ geometriœ principia. Milan, 1733, prop., XIV, p. 19. Cf. Mansion, Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XIV, 1889-1890, p. 35 et suiv.
Prop., XXXIX, SchoL, p
ab omni nsevo vindicatas, qui ne parut qu'en 1732, à la veille de sa mort, et trente-cinq ans après la Logica demonstrativa. Il invite ses successeurs à perfectionner, suivant la méthode dont sa Logique a tracé le modèle *, la réduction à Tabsurde de rhypothèse de Tangle aigu.
Seulement si ces tentatives sont destinées à échouer finalement, Tapplication de la méthode se retournera contre le dessein de son promoteur; l'hypothèse, dont on ne peut démontrer qu'elle est contradictoire, méritera d'être retenue, au même titre que la thèse euclidienne. Lobatschewsky, concurremment avec Bolyai, a constitué, d'une façon positive, cette géométrie non euclidienne dont Saccheri, et après lui Lambert, avaient, sous une forme négative, dessiné à l'avance les traits essentiels.
LOBATSCHEWSKY ET RIEMANN
190. — Rien n'est plus clair que la marche des idées de Lobatschewsky, telle quelle ressort, par exemple, de la Pangéomélrie de 1855. La définition des parallèles, dans la géométrie classique, est insuffisante pour caractériser une seule ligne droite; et il n'y a rien qui empêche d'étendre la notion de parallèle à deux droites qui comprennent un faisceau de droites non sécantes : « Étant donné une droite et un point dans un plan, écrira Lobatschewsky, j'appelle parallèle à la droite donnée, menée par le point donné, la droite limite entre celles des droites menées dans le môme plan par le même point et prolongées d'un côté de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la droite donnée, qui la coupent, et celles qui ne la coupent pas-. »
Les conséquences de cette conception peuvent être développées, sans qu'une contradiction apparaisse; il y a donc une géométrie différente de la géométrie ordinaire. Cette géométrie est-elle vraie? Pour répondre à la question, il faut réfléchir aux conditions qui nous ont permis d'attribuer la vérité à la proposition où l'on peut voir la marque spécifique de la géométrie classique : la somme des angles d'un triangle rectiligne est égale à deux droits. Ce théorème se trouve démontré par les seules « notions fondamentales, c'est-à-dire les seules données d'évidence rationnelle ou intuitiA^e »; si personne jusqu'à présent n'en a mis en doute la vérité, c'est, dit Lobatschewsky,
Prop., XXXIX, SchoL, p
2. Pangéométrie, ou précis de géométrie fondée sur une théorie générale et rigou- \ reuse des parallèles (Collection des travaux géométriques de Lobatscheswky, ; Vol. II, p. 618). '
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« parce qu'on ne rencontre aucune conlradiclion dans les conséquences <ju'on eu a déduites; et que les mesures directes des anj^les des triangles rectilignes s'accordent, dans les limites des erreurs des mesures les plus parfaites, avec ce théorème', »
A la première condition satisfera également le système de géométrie où la somme des angles d'un triangle rectilignc est moindre que deux droits; reste donc le critère de l'expérience qui pourrait, suivant Lobatscliewsky, devenir décisif si l'on considérait dans l'espace des triangles dont les côtés soient très grands -.
En attendant, et du point de vue logique, la géométrie euclidienne et la géométrie nouvelle doivent être retenues toutes deux. Lobalschc\vsky abandonne la première dénomination de géométrie imaginaire, qui avait l'inconvénient de paraître aux yeux des philosophes reléguer dans le domaine des fictions la science naissante, en même temps que pour les mathématiciens elle évoquait les problèmes d'apparence inextricable auxquels ils se heurtaient alors pour l'introduction des quantités imaginaires. Il substitue à la géométrie imaginaire la Pangéométrie, c'est-à-dire l'idée d'une « théorie géométrique générale qui comprend la géométrie ordinaire comme cas particulier-^ ».
191. — La Pangéométrie ne comporte pas de place pour le système où la somme des angles du triangle rectiligne surpasserait deux droits; Lobatscliewsky croit même l'avoir exclu par une démonstration formelle^. C'est que, conformément d'ailleurs à ce que pouvaient faire prévoir les recherches de Saccheri qui en jugeait la réfutation plus aisée, l'hypothèse de l'angle obtus devait être plus difficile à réaliser. L'effort d'abstraction est tout autre, du moins pour le géomètre, puisqu'il demande de mettre en question non plus une propriété déterminée et indémontrable des parallèles, mais l'existence môme des parallèles. Il faut concevoir une surface plane où les droites peuvent avoir deux points communs, comme les arcs des grands cercles tracés sur une surface sphérique; alors que la proposition contraire, introduite comme postulat dans les Eléments d'Euclide ^ avait toujours paru à l'abri de la contestation. Le mémoire de Riemann, Ueher die Hgpothesen welche der Geo-
Vide supra
metrie zii Grande liegen (1854), montre commenl s'est accomplie la dissociation entre éléments jusque là indissolublement unis. Riemann part de notions purement analytiques; il cherche à construire le concept le plus général de l'espace en déterminant les diverses formes de relations métriques susceptibles de s'établir entre des multiplicités d'éléments, et qui caractériseront chaque espèce de multiplicité. Ainsi on peut faire intervenir d'abord le nombre des dimensions. Il s'agira de pousser plus loin la discrimination des types spatiaux : le procédé de Riemann consiste à considérer l'espace dans l'infiniment petit, au lieu de se donner d'un coup l'espace infini. Il prend pour base l'élément de distance linéaire, « qu'il suppose exprimable sous la forme ds = \l^dij,dxidxh ; ^ » de sorte que le problème de la constitution d'ïine géométrie métrique se pose alors dans les termes suivants : à quelle condition la mesure de distance demeuret-elle la même, quel que soit le lieu où elle s'opère? Pour le résoudre, Riemann introduit la notion de la courbure de V espace — notion originale sans doute, mais dont la constitution a été rendue possible parles travaux de Gauss sur la courbure propre des surfaces 2. En généralisant cette notion, en l'appliquant à l'espace, et en particulier à notre espace à trois dimensions, Riemann est en possession des relations métriques intrinsèques qui rendent possible le déplacement d'une figure sans déformation, qui satisfont à ce qu'Helmholtz appellera plus tard V axiome
1. Klein, Conférences sur les Mathématiques (Chicago, 1893), tr. Laugel, 1898, p. 86.
2. Disquisitiones générales circa superficies curvas, (1827). Œuvres, IV, 219 et suiv. Voici comment on peut, avec M. Lechalas. présenter l'idée de la courbure propre : <■ Si, ?ur une surface, on limite une région par une courbe fermée quelconque et si, par le centre d'une sphère de rayon 1, on mène des parallèles aux normales ou des perpendiculaires aux plans tangents à la surface aux divers points de la courbe, la surface de la région découpée sur la sphère par l'ensemble de ces droites est [par rapport à la portion de surface comprise à Vintérieur de la courbe] ce que Gauss appelle la courbure intégrale de la région considérée sur la surface donnée. Si maintenant cette région se resserre indéfiniment autour d'un point M, la limite vers laquelle tend cette courbure intégrale, limite indépendante de la loi suivant laquelle s'évanouit la région considérée, est la courbure de la surface au point M, sa courbure totale, pour employer l'expression généralement adoptée. On sait que, parmi toutes les courbes tracées sur la surface par le point M, il en est deux, rectangulaires l'une à l'autre, dont les rayons de courbure, dits principaux, sont l'un maximum et l'autre minimum. Si donc on considère un élément de surface rectangulaire, ayant ses côtés parallèles aux directions principales, on voit que la courbure totale est égale à l'inverse du produit des deux rayons de courbure principaux. Suivant que ces deux rayons sont de môme sens ou de sens opposés, la courbure est positive ou négative. » La courbure et la distance en géométrie générale. Revue de métaphysique, 1896, p. 195.
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de libre mohililé. Or ces relations correspondent à un cadre plus large <|ue le type euclidien de Tespace: dans la géométrie euclidienne la courbure de l'espace est partout nulle, il suffit à l'existence dune géométrie mélricjue cpie Tespace ait une courbure partout constante. Riemann conclut donc : « les multiplicités dont la courbure est partout égale à zéro, peuvent être considérées comme un cas particulier des multiplicités de courbure partout constante ' ». Dans ces espaces la somme des angles d'un triangle rectiligne ne sera pas égale à deux droits; mais elle est déterminée en fonction de la surface pour tout triangle quand elle l'est dans un seul. Si la courbure constante est négative, la somme des angles du triangle est plus petite que deux droits, et Ton retrouve ainsi, comme Beltrami l'a fait voir-, la géométrie dont Lobatschewsky etBolyai avaient étudié les propriétés. Si la courbure est positive, la somme est plus grande que deux droits; on obtient une géométrie où les triangles jouissent de propriétés analogues aux triangles sphériques, où les lignes géodésiques ont deux points communs, comme les arcs des grands cercles sur une sphère, où l'espace enfin est illimité sans être infini; et ce sera la géométrie de Riemann.
LES METAGEOMETRIES
192. — L'établissement de la géométrie riemannienne achève de remplir le programme que la logique rigoureuse de Saccheri avait tracé. Du même coup, il fait évanouir le rêve qui avait été celui de Saccheri et de tous les méta-euclidiens si nous entendons par là ceux qui, poussant plus loin qu'Euclide l'œuvre de réduction logique, prétendaient rendre raison de tout et même des principes de la géométrie. Il justifie définitivement Euclide et les Euclidiens. Nous pouvons même ajouter qu'il justifie une des thèses essentielles du kantisme. M. IMansion, qui considère la géométrie non euclidienne comme une réfutation par le fait de la Critique de la raison pure, remarque pourtant qu'il est arrivé à Kant de parler le langage du pur riemannien ^ : dans les Postulats de la pensée empirique^ Kant fait observer qu'il n'y a aucune contradiction dans le concept d'une figure comprise
Werke, 2'' édit. 1892, p. 282, tr. Laugel, 1898, p
2. Essai d'interprétation de la géométrie non euclidienne, tr. Hoiiel, Annales scientifiques de l'École normale supérieure, t. VI, 1869, p. 2ol et suiv. Cf. Helmholtz, Les axiomes de la géométrie, leur origine et leur signification. Revue des cours scientifiques, deuxième série, t. XII, 1877, p. 1201".
Revue Néo-scolastique, Louvain, 1896, p
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entre deux lignes droites'. Il a donc nettement aperçu que la géométrie réclamait une addition à la pure logique. Il est vrai pourtant que cet élément ajouté à la logique reçoit une détermination trop simple parce qu'il est enfermé dans les bornes de la géométrie euclidienne. La forme d'intuition a priori esi conçue sur le modèle de la catégorie logique, c'est-à-dire qu'elle est exclusive de la détermination opposée.
Tout en plaçant les principes de la géométrie en dehors du domaine de l'entendement pur, Kant les avait retenus sous l'empire de la contradiction. Ce qui était différent de l'espace euclidien, pour n'être pas contradictoire en soi, n'en était pas moins contradictoire avec les formes nécessaires de la représentation, « incompossible » pour l'humanité. La Critique en arrive à cette conclusion singulière que, tout entière fondée sur la distinction radicale des jugements analytiques et des jugements synthétiques, elle restituait aux jugements synthétiques a priori la caractéristique essentielle des jugements analytiques, à savoir que le contraire en était inadmissible.
Or, ce que la géométrie non euclidienne a ruiné, c'est l'assimilation qui subsiste chez Kant entre les formes d'intuition et les formes logiques. Le jeu de l'imagination construclive dont la théorie du schématisme avait révélé le mécanisme recouvre une liberté, une plasticité que Kant était loin d'avoir soupçonnées.
Et en effet, du moment que le postulat des parallèles, où les î mathématiciens avaient depuis l'antiquité reconnu le défaut de la cuirasse euclidienne, n'est pas le seul dont on puisse écarter la nécessité, il semble qu'il n'y ait plus de limite à l'audace de la critique non euclidienne. Chose curieuse, Renouvier prend acte de cette liberté illimitée pour réduire à l'absurde la géométrie non euclidienne : « La géométrie non euclidienne a sa raison d'être ou son prétexte détruits, dès qu'il paraît clair que le postulat des parallèles n'est ni plus ni moins démontrable — ou indémontrable — que d'autres propositions premières en dehors desquelles on ne peut asseoir aucune géométrie -. »
193. — Mais il est bien téméraire de vouloir arrêter le mouvement de l'esprit humain, en se faisant contre lui une arme de son succès même. La conclusion la plus logique ne serait-elle pas au contraire de n'admettre la nécessité intrinsèque d'aucune
A, 220. AKB, IV, 14G. Ba, I, 280 et TP
2. La philosophie de la règle et du compas, théorie logique du jugement dans ses rapports et ses applications aux idées géométriques et à la méthode des géomètres. Année philosophique, 2' année (1891), 1892, p. 22.
LES METAGEOMETRIES 323
proposition première? On se fera une loi d'analyser tous les éléments dont se compose l'intuition spatiale, et de les soumettre à la même épreuve que l'idée des parallèles; on se demandera quels axiomes correspondent dans la géométrie classique à chacun de ces éléments; cl, excluant par l'hypothèse tel ou tel de ces axiomes, on étudiera le système de relations qu'il est possible de constituer encore dans cette hypothèse. C'est ainsi que, pour M. Hilbert, la géométrie générale, dont Lobatschewsky croyait avoir atteint le terme, que l'on a ensuite étendue à la considération des trois types d'espaces métriques, doit épuiser toutes les relations dont la géométrie a le devoir de donner « une description exacte et complète », relations « désignées par des mots tels que sont situés, entre, parallèles, congruent, continu^ ».
Lesgéométries non euclidiennes déjà constituées ne sont donc que des cas particuliers de la métagéométrie. Par exemple, pour prendre la tentative la plus audacieuse de M, Hilbert, on pourra écarter du groupe des axiomes fondamentaux Vaxiome d'Archimède auquel M. Hilbert donne aussi le nom d'axiome de continuité- : soit un segment linéaire AB et un segment AAj pris sur la même droite, Ay étant entre A et B, il est toujours possible d'obtenir par l'addition de segments égaux A^, A^, A3, etc. l'inégalité A A„ > AB. jM. Hilbert conçoit un système numérique complexe {/), dont deux nombres 1 et t, tous deux > 0, « jouissent de cette propriété qu'un multiple quelconque du premier sera plus petit que le second de ces nombres-^ ». En faisant correspondre à ce système de nombres complexes des conventions « relatives à la distribution des éléments ainsi qu'au déplacement des segments et des angles », on arrive à concevoir entre un segment / et un segment 1 une relation telle qu'on puisse faire « glisser le segment 1 bout à bout une infinité de fois sans jamais arriver à atteindre l'extrémité du segment t; or, cela est en contradiction avec l'axiome d'Archimède ^ ».
La dissociation pourrait difficilement être poussée plus loin. Il convient seulement de prendre garde à en apprécier exactement la portée. Il n'est pas sur que l'évocation idéale d'un sys-
1. Les principes fondamentaux de la géomclrie, tr. Laugel, 1900, p. 24.
2. A l'égard de cette dénomination il n'est pas inutile de rappeler cette remarque importante de M. Veronese que, pour rendre complètement compte de la continuité géométrique, il faut introduire encore un autre postulat, de la forme suivante : « Tout segment, même variable, contient un point distinct de ses extrémités. » Les postulats de la géométrie dans renseignement. Congrès des mathématiciens, Paris, 1900, p. 449.
Ibid
tème spatial que Ton dérive de la constitution artificielle d'un domaine algébrique, suffise pour apporter une solution positive aux problèmes de la philosophie ; et les mathématiciens ne le prétendent assurément pas. M. Mansion, qui a tant de fois invoqué contre Kant l'autorité de Gauss, de Lobatschewsky, de Riemann, refuse à la géométrie non archimédienne de M. Hilbert la dénomination de géométrie : « Supposer que les distances ne sont pas des grandeurs, c'est supprimer la géométrie ^ »
La difficulté que signale M. Mansion ne saurait être tranchée par des considérations purement techniques. D'une part, on voudrait demander aux recherches de la métagéométrie de nous instruire sur la nature de l'espace; d'autre part, pour savoir dans quel cas ces recherches demeurent à l'intérieur du domaine de la géométrie et dans quel cas elles en sortent, il faut déjà posséder une notion de l'espace.
Mais ce qu'il est permis d'affirmer à titre définitif, c'est le caractère complexe de cette science euclidienne où l'on s'est plu pendant des siècles à voir le modèle de l'homogénéité rationnelle. Elle unit en elle les deux éléments d'ordre et de mesure que Descartes proposait comme objets à la mathématique. Chacun de ces éléments peut être cultivé à part, et donner naissance à des disciplines particulières.
Sans que nous devions suivre ici le développement de ces disciplines, il suffira pour notre objet de rappeler que, si avec Kant, on insiste sur l'intuition originale de l'espace comme déterminant la nature spécifique de la géométrie, il convient de faire une place aux différents types de géométrie non métrique : géométrie projective qui considère entre les éléments spatiaux les liaisons de direction et d'intersection, — géométrie de position ou Analysis situs qui ne retient que l'ordre de distribution, la relation d'entre. D'autre part, si avec Comte on voit dans la réduction des relations spatiales aux relations abstraites de l'algèbre la marque de la généralité dont la géométrie est susceptible, il convient de tenir compte de nouveaux types de calcul géométrique, tels que la théorie des quaternions de Hamilton, ou le calcul de Vextension de Grassmann -.
1. Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XXIX, 1905, p. 200. Cf. Poincaré, Journal des Savants, 1902, p. 262: «La géométrie non euclidienne respectait pour ainsi dire notre conception qualitative du continu géométrique tout en bouleversant nos idées sur la mesure de ce continu. La géométrie non archimédienne détruit cette conception; elle dissèque le continu pour y introduire des éléments nouveaux. »
2. Macfarlane, Les idées et les principes du calcul géométrique. Bibliothèque du Congrès international de philosophie (Paris, 1900), t. III, 1901, p. 403 et suiv.
Li; IMIOBLKMK Al' XVIir SIECLE
Section C. — L'analyse et la continuité.
LE PROBLÈME AT XVIIl" SIÈCLE
194. — En ce qui concerne Tanalyse, comme en ce qui concerne la mécanique rationnelles et la géométrie, nous chercherons à marquer les points de rupture entre les conceptions kantienne ou comtiste de la science, et la conception actuelle. Pour cela nous devrons nous attacher surtout à l'évolution de l'idée de continuité. Le spectacle est d'ailleurs l'un des plus instructifs que puisse fournir l'histoire de la pensée. Dans une science où il ne s'agit que d'idées pures, on voit une nécessité intrinsèque jaillir de la nature de ces idées, brisant les cadres que l'esprit s'était imposés à la suite de ses premiers succès, secouant la paresse dogmatique qui est l'attitude naturelle de l'homme, et par les difficultés mômes qui sont nées du progrès scientifique contraignant de substituer aux synthèses confuses de l'intuition l'analyse claire el rigoureuse, fondement de la rationalité vraie.
Les mathématiciens du xviir" siècle s'étaient efforcés de fournir la justification métaphysique du calcul infinitésimal; et ils avaient échoué. Mais pratiquement ils se sentaient sur un terrain solide : ils étendaient au domaine transcendant la corrélation entre la formule analytique et la représentation géométrique, corrélation qui était le principe de la science cartésienne. D'une part, la solidarité de la fonction et de la variable, qui se manifeste dans l'ordre abstrait par la connexion entre les accroissements infiniment petits de celle-ci et les changements infiniment petits de celle-là, trouve sa confirmation et son illustration dans la continuité de l'espace et du temps. Réciproquement, la continuité spatiale s'éclaire, ou tout au moins elle se limite pour l'usage mathématique, si on lui imposé d'exprimer Punité d'une fonction. C'est ainsi qu'Euler considère comme continues les courbes qui se traduisent analytiquement à l'aide d'une seule et même fonction \ c'est-à-dire qui obéissent à une loi constante. Lorsque les courbes sont telles que leurs différentes portions ont pour expressions des fonctions différentes de X, elles sont discontinues, c'est-à-dire « mixtes et irrégulières » ; elles échappent aux prises directes de l'analyse, qui est dès l'abord restreinte à la sphère de la continuité ainsi définie.
Cette conception d'Euler se précise si l'on se rapporte au
1. Introductio in Analysin infinitorum, Lausanne, t. II, 1748, p, 6.
débat ouvert par les recherches de d'Alembert sur « la courbe que forme une corde tendue mise en vibration ». D'Alembert avait indiqué une solution « pour les cas où les difïérentes figures de la corde vibrante peuvent être renfermées dans une seule et même équation' ». Daniel Bernoulli, d'autre part, reprend l'examen synthétique de la question^; il s'attache particulièrement à l'expression mathématique du « mélange de vibrations » auquel correspond le phénomène des sons harmoniques, et il aboutit à cette conclusion que « la courbe de la corde vibrante est toujours une trochoïde [ou sinusoïde] allongée, ou un composé de pareilles trochoïdes, quelques figures initiales que l'on ait données à la courbe ^ ». Autrement dit « si au temps / les coordonnées {x, y) des points de la corde [de longueur 1] vérifient l'équation
â#= 1^-5^ (inconstant).
Bernoulli montra... que l'équation est satisfaite par des produits de sinus et de cosinus, ce qui l'amena à prendre comme intégrale générale la série
* / HTiaf , . m:tj.t\ . nizx y= ^ la,j cos — ^^ ho„sin — r^— 1 sm
Pour i = o, cette relation devait donner la position initiale de la corde. Cette position était arbitraire : une fonction arbitraire pouvait donc être représentée par une série trigonométrique * ». Mais cette conclusion ne pouvait manquer de heurter les contemporains de Bernoulli : comment une série qui est une
transcendante périodique, pourraitelle représenter des fonctions non périodiques? Aux yeux d'Euler, « la Fig. 12. solution tirée de la combinaison des
trochoïdes ne saurait être regardée que comme très particuHère^ ». La condition nécessaire pour que l'on puisse comprendre une courbe dans une équation, c'est
Mémoires de rAcadémie de Berlia, IT.'îO, p
2. Mémoires de l'Académie de Berlin. 17.>3, p. 148 : ■■ Une analyse abstraite, qu'on écoute sans aucun examen synthétique de la question proposée, est sujette à nous surprendre plutôt qu'à nous éclairer. »
3. Montucla, Histoire des mathématiques, t. II, 1802, p. 662.
4. Fouet, Leçons élémentaires sur la théorie des fonctions analytiques, 2' édit., t. II, 1910, p. 94.
Euler, Mémoires de l'Académie de Berlin, 1733, p
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« que la ne^nrc ADB (fi<>-. 12) soil Icllo (|ue sa conlinuaLion naturelle cnlraîiîo toutes les autres parties réitérées. >> Or, la trochoïde de Bernoulli ne satisfait pas à cotte condition : « Les difîérentes parties semblables de cette courbe ne sont liées entre elles par aucune loi de continuité, et ce nest que par la description qu'elles sont jointes ensemble '. »
LA nONTINUITE CHEZ PONCELET
193. — Ainsi, et c'est tout ce que nous pouvons retenir du débat, les mathématiciens du xviir siècle ont eu le sentiment que, fondée sur la notion tout intuitive de la continuité, l'analyse risquait de demeurer inadéquate ii la complexité des phénomènes naturels; mais ils n'ont pas réussi à briser le cercle où ils étaient enfermés.
Il y a plus; et afin de saisir dans sa portée et dans son originalité l'idée qui a transformé la physionomie de l'analyse, il convient de s'arrêter encore au stade de la continuité intuitive, et d'insister sur le parti que Poncelet a su en tirer pour l'extension des méthodes géométriques. L'épisode est inattendu dans l'histoire de la science. L'analyse, au commencement du xix" siècle, apparaît constituée sur la base de la continuité spatiale. Par un mouvement tournant d'une audace extrême, Poncelet va demander à l'analyse d'étendre et de féconder la science même de l'espace pour les cas particuliers où l'expérience spatiale de la continuité se dérobe; il emprunte à l'analyse la notion de la continuité idéale, qu'il substitue à la discontinuité réelle de certaines images spatiales, et il proclame ainsi un certain axiome de continuité qui lui permet de reprendre la géométrie descriptive de Monge, et de l'élargir jusqu'à en faire une science presque toute nouvelle : la géométrie projective.
La définition et la genèse de cet axiome de continuité sont indiquées avec la plus grande netteté dans une lettre de Poncelet à 0. Terquem, du 23 novembre 1818 : « L'axiome jusqu'ici examiné n'est, au fond, quand on le considère sous un certain point de vue, que le principe de permanence, ou continuité indéfinie des lois mathématiques des grandeurs varial^les par succession insensible, continuité qui, pour certains états d'un même système ne subsiste souvent que d'une manière purement abstraite et idéale -. »
Euler, Mémoin^s de l'Académio de Berlin, 1733, p
2. Applications d'analyse et de géométrie, t. II, 1SG4, p. .533.
Ce principe est le fondement de PAlgèbre pare, fondement implicite, ajoute Poncelet, et « entièrement gratuit ' puisqu'il revient en définitive à admettre que les opérations élémentaires de l'Algèbre s'étendent immédiatement à tous les états, même imaginaires, des lettres que ces opérations concernent. Or, on sait combien cette extension volontaire est jusqu'ici peu démontrée, et qu'elle n'a de certitude que celle que lui a ! imprimée l'expérience de deux siècles de découvertes et de travaux mathématiques - » De là cette question générale : « On se demande pourquoi la géométrie est si restreinte dans ses conceptions, et s'il ne serait pas possible, jusqu'à un certain point, de la faire jouir des mêmes avantages que l'Analyse algébrique ^ »
Pour remplir ce programme, pour atteindre à « ce caractère d'extension et de généralité dont les résultats de la géométrie pure sont naturellement dépourvus » ^, Poncelet transporte l'application des « propriétés découvertes pour la figure primitive... non seulement aux états d'une figure dont la corrélation avec la primitive est simplement indirecte et par conséquent réelle, mais encore à tous ceux où certaines parties de la figure sont devenues nulles, imaginaires, infinies, -en perdant ainsi leur existence géométrique individuelle, cest-à-dire à tous les états qui n'auraient plus conservé qu'une corrélation idéale ' avec l'état primitif du système*^ ». Ainsi on dit, on conçoit que « le faisceau de plusieurs droites parallèles, situées ou non dans un même plan, a son point de concours placé à l'infini ». Et « par la même raison, on dit, on conçoit, que la distance du point de concours à un point quelconque donné dans l'espace est infinie, et cette distance se mesure évidemment sur une autre parallèle \ » De même, si nous considérons le mouvement d'une ligne droite qui coupe une courbe quelconque continue « il pourra arriver... que deux quelconques d'entre les points d'intersection réels se rapprochent continuellement et finissent par se confondre, en cessant par conséquent d'être distincts; leur distance mutuelle se sera alors évanouie et aura perdu toute
1. '< Purement gratuite, iaductionaelle, pour ainsi dire. » Considérations phi- ■ losophiques et techniques sur le principe de continuité dans les lois géométriques ■ (Hiver 1818-1810). Applications d'analyse et de géométrie, p. 320.
Ibid., Il
l'xisloiico {>('om(Hriqiio. Pour lui conserver, malgré cela, une l'xislonce au moins idéale, et, par suite, pour rendre les deux points d'intersection correspondants distincts dans la conception, comme ils l'étaient auparavant, on dit et Ton conçoit qu'ils sont à une distance plus petite que toute distance donnée, à une distance infiniment petite. » Supposons, enfin, que par la continuité du même mouvement « les deux points d'intersection que l'on considère en particulier, après s'être rapprochés à une distance infiniment petite, perdent tout à coup et simultanément leur existence géométrique, parce que la droite se sera détachée de la portion de courbe correspondante; alors, pour leur conserver une existence de signe, au moins idéale, dans le discours et dans la conception, on dit que ces deux points sont devenus à la fois imaginaires, aussi bien que les distances qui les séparent de tout point réel donné; et, ainsi s'établit l'idée d'une continuité indéfinie dans la commune intersection des deux lignes* ».
De ces concc^ptions, Poncelet fournit assurément la preuve la plus parfaite qui se puisse concevoir, au point de vue pragmatique, puisqu'il y rattache le développement régulier et systématique de ce qui est devenu la géométrie moderne.
Pourtant, lorsqu'il a communiqué à l'Académie des sciences son Mémoire sur les propriétés projectives des sections coniques, qui contenait quelques-uns de ses plus beaux résultats, il trouva dans le Rapport de Cauchy une réserve très nette, et qui lui fut cruelle, sur la portée du principe de continuité. « Ce principe, écrit Cauchy, n'est, à proprement parler, qu'une forte induction, à l'aide de laquelle on étend des théorèmes établis d'abord à la faveur de certaines restrictions, aux cas où ces mêmes restrictions n'existent plus. Étant appliqué aux courbes du second degré, il a conduit l'auteur à des résultats exacts. Néanmoins, nous pensons qu'il ne saurait être admis généralement et appliqué indistinctement à toutes sortes de questions en géométrie, ni même en analyse. En lui accordant trop de confiance, on pourrait tomber quelquefois dans des erreurs manifestes. On sait, par exemple, que dans la détermination des intégrales définies, et, par suite, dans l'évaluation des longueurs, des surfaces et des volumes, on rencontre un grand nombre de formules qui ne sont vraies qu'autant que les valeurs des quantités qu'elles renferment restent comprises entre certaines limites - » .
Ibid., II
196. — Il serait oiseux de prolonger la polémique lointaine que ces lignes ont soulevée; entre la géométrie projective et l'analyse, il n'est pas nécessaire d'opter. Du point de vue technique, les malentendus auxquels pouvaient donner lieu ou un énoncé trop bref du principe, ou une critique trop elliptique, sont faciles à dissiper : « Poncelet, écrit M. Darboux, lui faisait du tort en se refusant à le présenter comme une simple conséquence de l'analyse; et Cauchy, d'autre part, ne voulait pas reconnaître que ses propres objections, applicables sans doute à certaines figures transcendantes, demeuraient sans force dans les applications faites par l'auteur du Traité des propriétés projectives ' ». Par les citations que nous avons faites, on aperçoit que dans la réalité Poncelet et Cauchy n'avaient pas été loin de satisfaire à ce double desideralum. Mais il reste qu'à travers deux hommes deux philosophies de la mathématique s'affrontent; ou d'une façon plus exacte, et pour nous plus instructive, à travers ces deux hommes le passage se laisse saisir de la philosophie qui avait inspiré la période classique des mathématiques à la philosophie de la période moderne.
Dans la période classique, la continuité apparaît comme la racine commune de l'analyse et de la géométrie. La formule abstraite et la représentation concrète, associées grâce à elle, se fécondent par leurs connexions réciproques, se dépassent tour à tour l'une l'autre, jouent alternativement le rôle de préteur ou d'emprunteur. La géométrie ou la mécanique avaient fourni à l'analyse ses principes; c'est sur le crédit de l'analyse que Poncelet étendra les relations géométriques au delà des bornes de l'intuition.
Au contraire, Cauchy fonde la science moderne de l'analyse, en commençant par mettre en question l'évidence intuitive qui avait permis d'appuyer l'une sur l'autre la délinition analytique de la fonction et la continuité de la courbe prise dans son ensemble. Par delà la généralisation géométrique de Poncelet, il récuse la généralisation algébrique qui avait inspiré la formule et l'usage nouveau du principe de continuité. Il faut, écrit-il dans Vlntroduction du Cours d'analyse algébrique, s'imposer de « ne jamais recourir aux raisons tirées de la généralité de
1. Élude sur le développement des méthodes géométriques. Bulletin des sciences mathématiques, 1904, p. 239.
l'algèbre. Los raisons do cette espèce, (juoique assez communément admises, surtout dans le passage des séries convergentes aux séries divergentes, et des quantités réelles aux expressions imaginaires, ne peuvent être considérées, ce me semble, que comme des inductions propres à faire pressentir quelquefois la vérité, mais qui s'accordent peu avec Texactilude des sciences mathématiques. On doit même observer qu'elles tendent à faire attribuer aux formules algébriques une étendue indéfinie, tandis que dans la réalité la plupart de ces formules subsistent uniquement sous certaines conditions et pour certaines valeurs des quantités qu'elles renferment ' ».
197. — Seulement il importe de ne pas faire Cauchy plus spéculatif, plus « philosophe » qu'il n'a prétendu l'être; ce serait du même coup altérer la nature spécifique du progrès que nous cherchons à retracer. La réorganisation intellectuelle de l'analyse, dont le logicien est tenté de faire un point de départ absolu, marque effectivement ici l'achèvement d'une œuvre que l'observation delà nature a provoquée, qu'elle a rendue nécessaire. De même que la constitution par NeNvton et par Leibniz du calcul infinitésimal couronne une série d'elTorts poursuivis sur le terrain de la mécanique et de la géométrie, de même la conception moderne de l'analyse est liée à des découvertes mathématiques que les problèmes de la physique avaient provoquées, et qui apportaient une solution aux questions laissées en suspens par le XVIII" siècle.
La mise en équation des conditions de la propagation de la chaleur conduit Fourier à des formules analogues à celles qui régissent les vibrations des cordes vibrantes : « Les formules ne diffèrent que par la valeur d'une même indéterminée, qui est réelle dans un cas et imaginaire dans l'autre^. » Fourier part de la remarque, due à Euler^ « que dans la série trigonométrique
( Oj sin x-\-a^ sin ^x -h . . .
fix) = < 1
Introduction, p. ii
2. Note relative aux vibrations des surfaces élastiques et au mouvement des ondes, 1818, Œuvres, éd. Darboux, t. II, 1890, p. 261.
3. Cf. Sachse, Essai historique sur la représentation d'une fonction arbitraire
Il vit que cette détermination reste encore applicable lorsque la fonction fix) est donnée tout à fait arbitrairement; il substitua d'abord pour f{x) une fonction dite « discontinue » (l'ordonnée d'une ligne présentant un point de rupture pour certaines valeurs de l'abscisse x) et il obtint ainsi une série qui, effectivement, donnait toujours la valeur de la fonction K » Une fonction qui « graphiquement » serait donnée d'une façon arbitraire ^ c'està-dire dont la détermination dans un certain intervalle de la variable n'entraînerait pas la détermination dans un autre intervalle, serait représentable par une série trigonométrique.
La généralité que Fourier donnait à sa proposition devait être de la part de ses successeurs l'objet d'un examen attentif. En particulier, Lejeune-Dirichlet a posé le problème de fixer les conditions auxquelles la fonction devait satisfaire pour que l'on pût démontrer la convergence de la série qui la représente, convergence que Fourier avait seulement supposée'. Du moins Fourier a-t-il eu conscience d'avoir brisé le cadre où une notion trop étroite de la continuité (celle que l'on appellera désormais continuité eulérienne) avait tenu l'analyse*. Il a « formé » une méthode générale qui a pour « élément principal... l'expression analytique des fonctions séparées, ou des parties de fonction. Nous entendons par fonction séparée, ou partie de fonction, une fonction f{x) qui a des valeurs subsistantes lorsque la variable
(Tune seule variable par une série trigonométrique, Irad. française, Bulletin des sciences mathématiques, 1880, p. 47.
1. Riemann, Ueber die Darstellbarkeit eincr Function durch eine trigonometrische Reihe (1854), Werke, p. 232, tr. Laugcl, p. 231.
2. Sur cette notion, il est intéressant de reproduire une réflexion de Kronecker : « La propriété qu'ont les séries de Fourier de représenter des fonctions arbitraires a extraordinairement frappé les mathématiciens. Il convient cependant d'observer que c'est seulement au sens mathématique que l'on doit entendre cette notion d'arbitraire ; elle reste toujours plus soumise à une règle que la loi la plus précise de la pratique. L'arbitraire consiste en ceci que nous pouvons choisir différemment pour différentes valeurs de la fonction, la loi de parcours, qui demeure inconditionnellement prescrite à la fonction. » Voiiesungen tiber die Théorie der cinfachen nnd der vielfachen Intégrale, publiées par Nctto, Leipzig, 1894, p. 94.
3. Sur la convergence des séries trigonométriques, qui servent à représenter une fonction arbitraire entre les limites données. Journal de Crelle, t. IV, Berlin, 1829, p. 157. Voir Fouet, Leçons, éd. citée, t. II, p. 97.
4. « Il est nécessaire d'admettre dans l'analyse des fonctions qui ont des valeurs égales, toutes les fois que la variable reçoit des valeurs quelconques comprises entre deux limites données, tandis qu'en substituant dans ces deux fonctions, au lieu de la variable, un nombre compris dans un autre intervalle, les résultats des deux substitutions ne sont point les mêmes. Les fonctions qui jouissent de cette propriété sont représentées par des lignes différentes qui ne coïncident que dans une portion déterminée de leur cours et offrent une espèce d'osculation finie. » (Èuvres, t. I, 1888, p. 224.
est comprise entre des limites données, et dont la valeur est loujours nulle si la vai-iable n'est pas comprise entre ces limites, dette fonction mesure Fordonnéc d'une ligne qui comprend un arc fini dune forme arbitraire, et se confond avec Taxe des abscisses dans tout le reste de son cours * ».
198. — De ces conséquences pratiques, Cauchy dégagea un problème théorique : il remarqua, dit M. Lebesgue - « que les difficultés qui résultent des recherches de Fourier se présentent même lorsqu'on ne se sert que d'expressions très simples, c'est-àdire que, suivant le procédé employé pour donner une fonction, elle apparaît comme continue ou non. Cauchy cite, comme exemple, la fonction égale à -{-x pour x positif, à — x pour x négatif. Cette fonction n'est pas continue, elle est formée de parties des deux fonctions continues H- œ et — x; elle apparaît au contraire comme continue quand on la note -i- \'x^ ».
De là devait sortir la refonte de la notion de continuité. Au lieu d'être la propriété d'une courbe ou d'une fonction, prise dans son ensemble, un attribut inhérent à un sujet mathématique, la continuité devient une relation élémentaire, qui servira d'instrument pour l'étude d'une fonction : « Soit f{x) une fonction de la variable x, et supposons que, pour chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites données, cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en partant d'une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à la variable X un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-même recevra pour accroissement la différence
qui dépendra, en même temps, de la nouvelle variable a et de la valeur de x. Cela posé, la fonction f{x) sera, entre les deux limites assignées à la variable a:, fonction continue de cette variable, si, pour chaque valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la différence
décroît indéfiniment avec celle de a. En d'autres termes, la fonction fix) restera continue par rapport à x entre les limites données, si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit loujours un accroissement infiniment petit
œuvres, t. I, 1888, p
2. Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives, 1904, p. 3.
de la fonction elle-même. On dit encore que la fonction f{x) est, dans le voisinage d'une valeur particulière attribuée à la variable X, fonction continue de cette variable, toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites de x, même très rapprochées,, qui renferment la valeur dont il s'agita »
Ces définitions ont une importance capitale. La notion de fonction cesse d'être, au moins pour son usage analytique, subordonnée à l'hypothèse de la cantinuité; elle recouvre techniquement toute la généralité que théoriquement les mathématiciens lui avaient assignée déjà ^
D'autre part, une fonction étant donnée, c'est un problème de décider si la continuité peut lui être attribuée, problème qui se résout grâce à une étude positive du cours de la fonction et par rapport à des intervalles définis de la variable. Ainsi, suivant Cauchy^ la fonction ax est continue dans le voisinage de toute
valeur finie attribuée à la variable x\ - est continue seulement
entre les limites 1° a?r= — oc, a; = o et 2° cc = o, cc = -f- oo.
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199. — Que Cauchy ait renouvelé la conception philosophique de la continuité, il est facile de mettre ce point en évidence, si nous nous référons, selon notre procédé habituel, à une comparaison de textes. En 1847, Cournot écrivait : « C'est par une vue de la raison que l'idée de la continuité, et par suite l'idée de la grandeur continue, sont saisies dans leur rigueur absolue. Ainsi nous concevons nécessairement que la distance d'un corps mobile à un corps en repos, ou celle de deux corps mobiles, ne peuvent varier qu'en passant par tous les états intermédiaires de grandeur, en nombre illimité ou infini ; et il en est de même
Gauchy, op. cit., p
2. « Les anciens analystes comprenaient, en général, sous la dénomination de fonctions d'une quantité, toutes les puissances de cette quantité. Dans la suite, on a étendu le sens de ce mot, en l'appliquant aux résultats des diverses opérations algébriques : ainsi on a encore appelé fonction d'une ou de plusieurs quantités, toute expression algébrique renfermant, d'une manière quelconque, des sommes, des produits, des quotients, des puissances et des racines de ces quantités. Enfin de nouvelles idées, amenées par les progrès de l'analyse, ont donné lieu à la définition suivante des fonctions. Toute quantité dont la valeur dépend d'une ou de plusieurs autres quantités, est dite fonction de ces dernières, soit qu'on sache ou qu'on ignore par quelles opérations il faut passer pour remonter de celles-ci à la première. » (Lacroix, Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, t. I, 1810, p. 1.)
Op. cit., p
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• lu temps qui s'écoule pcinlanl le passag'C des corps d'un lieu h un autre'. »
En 1874, dans son Mémoire sur les fonctions discontinues, M. Darl)Oux lait la remarciue suivante : « Il existe des fonctions discontinues qui jouissent d'une propriété que Ton regarde quelquefois comme le caractère distinctif des fonctions continues, celle de ne pouvoir varier d'une valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires^. » Ce sera pour prendre l'exemple le plus simple, « le cas de la fonction égale
à sin - pour x^o et à n'importe quelle valeur de l'intervalle
( — l,-<-l) pour cc = 0 ))^
11 est incontestable que ce renouvellement de l'analyse apporte plus de précision dans le langage, plus de clarté dans les idées. Mais on voudrait savoir davantage; on voudrait savoir s'il correspond à une pénétration plus profonde de la réalité mathématique, s'il trouve sa consécration dans les faits. A cette question, qui pour le philosophe est la question capitale, l'évolution de la mathématique depuis Cauchy, fournit les éléments d'une réponse significative.
200. — Tout d'abord, il convient, en raison de son importance intrinsèque, d'insister sur l'extension que reçoit la notion de Vintégration, et sur la transformation dans la physionomie du calcul infinitésimal qui en est la conséquence. Avec Cauchy, l'intégrale définie, dont la représentation géométrique a provoqué les premières opérations d'intégration, reçoit une définition analytique : elle est « la somme des valeurs infiniment petites de l'expression différentielle placée sous le signe /, qui correspondent aux diverses valeurs de la variable renfermée entre les limites dont il s'agit... Une semblable intégrale a une valeur unique et finie, toutes les fois que, les deux limites de la variable étant des quantités finies, la fonction sous le signe de / demeure elle-même finie et continue dans tout l'intervalle compris entre ces limites^. »
Ce qui importe, c'est d'étendre la notion de l'intégrale définie hors du domaine de la continuité. Cauchy appelle intégrale définie singulière, « une intégrale prise relativement à une ou à
1. De l'origine et des limites de la correspondance entre Valgèbre et la géométrie, 1847, p. 23. Cf. Essai, chap. xni : de la Continuité, t. I, p. 390.
2. Annales scientifiques de l'École normale supérieure, t. IV, 1875, p. 109.
Lebesgue, op. cit., p
4. Journal de l'École polytechnique, t. XII, xix° cahier, p. .571. Œuvres, 2' série, t. I, p. 333.
plusieurs variables entre des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs attribuées à ces mêmes variables, savoir, de valeurs infiniment grandes, ou de valeurs pour lesquelles la fonction sous le signe / devient infinie ou indéterminée ^ » Supposons, par exemple, qu'une fonction soit continue dans un intervalle {a, b) sauf en un point c; nous pouvons former les intégrales
f{x)dx et / f{x)dx.
Si ces deux intégrales tendent vers des limites déterminées quand h tend vers zéro, la somme de ces limites représentera rintégrale
f{x)dx,
et nous poserons l'équation :
fj{x)dx = jl'^ç^ [£'''f[x)dx-^£j{x)dx'\
On obtiendrait l'intégrale prise dans l'intervalle (a, 6), alors même qu'il y a plusieurs points de discontinuité, en divisant l'intervalle (a, b) en intervalles partiels tels qu'il n'y existe plus qu'un point singulier, et en appliquant, s'il est possible, la méthode précédente.
Avec Riemann, qui pouvait puiser dans l'enseignement de Lejeune-Dirichlet ces considérations, la notion dintégrale va recevoir une extension plus grande encore : « Riemann », dit M. Lebesgue dont nous suivons ici l'exposé, « porte son attention sur le procédé opératoire qui permet, dans le cas des fonctions continues, de calculer Tintégrale avec telle approximation que l'on veut, et il se demande dans quels cas ce procédé, appliqué à des fonctions discontinues, donne un nombre déterminé -. »
Considérons une fonction qui est déterminée et qui demeure bornée dans un intervalle donné, elle a une limite supérieure : L, et une limite inférieure : /. Nous pourrons donc partager l'intervalle en une série d'intervalles partiels :
[ax^) (ccja\) . . . {Xn-ib) x^<x^ ... < a;„_,.
Op. cit., p
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Dans chaque inlervalle la fonclion a une limite supérieure (L,, L.^, . . . L„^i) cl une limite inlVricurc (/,, /.^, . . . /„_i). Nous obtiendrons donc les sommes :
S„ = {x^ — a) L, -I- (x.2 — X,) L.^ . . . -t- (6 — a;„_,) Lns„ = (x, — a) /, -h (Xj — a?i) /, -h . . . H- (6 — x„-t)l„.
Nous formons ainsi les concepts dune limite supérieure et d'une limile inférieure de la fonction de l'intervalle (a, 6) — intégrale par excès et intégrale par défaut, suivant l'appellation de M. Darboux. Si ces deux limites ont môme valeur, la valeur commune des limites est aussi, par définition, la valeur de l'intégrale.
201. — C'est ici que l'analyse retournera sur elle-même, pour produire le fait décisif : après avoir fait sortir l'intégration des bornes où la notion intuitive de la continuité lavait tenue enfermée, elle va déceler dans cette notion une source d'illusion et de fausseté. En effet, s"il existe des fonctions discontinues susceptibles d'intégration, il y a des fonctions continues n'ayant pas de dérivées'. Or, que la continuité de la fonction entraînât l'existence de la dérivée, c'était une proposition fondamentale dans la conception intuitive du calcul infinitésimal.
Par exemple, dans un fragment de son Cours à l'école polytechnique, Poinsot établissait l'existence de la dérivée de la façon suivante : « On peut même dire que le rapport de deux choses homogènes ne dépendant ni de leur nature, ni de leurs grandeurs absolues, par la définition même du rapport, la quantité {ly : \x) a toujours une limite; et c'est ce que la considération d'une courbe et de sa tangente, dont l'existence n'est pas douteuse, fait voir d'ailleurs avec la dernière évidence ^. »
Bien plus, dans son mémoire de 1806 intitulé : Recherches sur quelques points de la théorie des fonctions dérivées, etc., Ampère
1. Darboux, op. cit., p. 58. « La tradition, dit M. Klein, nous apprend que plus tard Riemann lui-même indiquait à ses élèves le point suivant comme étant le résultat le plus merveilleux de la critique moderne : l'existence de fonctions continues qui ne sont, en aucun point, susceptililes de différenciation » in Riemann, Œuvres mathématiques, tr. Laurel, p. xxxiii. Voir le début de la note de Weierstrass : Ueber continuirlicke Funktionen eines reellen Arguments, die fiir keinen Werlh des letzeren einen bestimmten Differentialquotienten besitzen (1872). Werke, t. II, Berlin, 1893, p. 70.
2. Des principes fondamentaux et des règles générales du calcul différentiel. Correspondance sur rÉcole polytechnique, t. III, n" 2, mai 181.5 p. 115, citée par M. Mansion, Résumé du Cours cVanalyse infinitésimale, p. 291.
Brunschvicg. — Les étapes. 22
s'était flatté de démontrer ' que la fonction de x et de i
« ne peut devenir ni nulle ni infinie pour toutes les valeurs de X, lorsqu'on fait i=.o ». Et l'on trouve dans le Traité d" Algèbre de Joseph Bertrand et Henri Garcet les lignes suivantes, qui sont empruntées à l'édition de 1878 : « On peut demander si une fonction continue quelconque a une dérivée. Nous répondrons d'abord qu'en fait nous allons trouver, dans les paragraphes suivants, les dérivées des principales fonctions; ce qui démontrera leur existence a posteriori. Nous ajouterons d'ailleurs que la fonction étant continue, l'équation : y = f{x), représente une courbe plane continue, rapportée à deux axes rectangulaires; et l'on démontre, en géométrie analytique, que la dérivée représente la tangente trigonométrique de l'angle que fait avec l'axe Ox la tangente à la courbe au point {x, y). Comme en chaque point une courbe continue a une tangente bien déterminée, la fonction admet une dérivée- ».
Mais, dès 1872, Weierstrass avait communiqué à l'Académie des sciences de Berlin, l'exemple d'une fonction continue qui n'a pas de dérivée pour l'ensemble des valeurs de la variable comprises dans un certain intervalle.
La fonction dont il s'agit est représentée par la série costix -+- b cos CIT. x-{- b- cos a^i: x-h b^ cos rt^ tt a? -}- ... où x est une variable réelle, a un nombre entier impair plus grand que 1, 6 une constante positive inférieure à l'unité. En d'autres termes, l'on a
Y{x) = ^b" cos{a"-Kx).
La série converge uniformément (c'est-à-dire quel que soit l'ordre de ses termes); car ses termes ne surpassent pas ceux de la progression S 6»; Vx est une fonction continuel
<( Si Ion a a6 < 1, V{x) a pour dérivée la série
Y'x = — '!z :£{abY sin {a"T.x).
Mais si ab surpasse 1 -f--^, F(cr) n'a plus de dérivée. En etîet,
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rexislenco diino dérivée exigerait que la fraction
, F{x-hh) — V{x)l
Il I
restât inférieure à e pour toutes les valeurs [ /i | < 5, t étant arbitraire et 3 un nombre déterminé. Or des transformations assez simples montrent que, dans le cas considéré, Thypothèse
entraîne A >
(l-sj^)'"'"'"-'»
C'est-à-dire que, la valeur absolue de h tendant vers zéro, l'entier f m augmente indéfiniment, et A avec lui; la fonction F{x) n"a pas de dérivée, quel que soit x. ^ La découverte de Weierstrass a la valeur d'un experimenlum \ crucis. Elle consacre l'avènement de l'analyse comme discipline indépendante des formes de l'intuition spatiale ou de lobservation des faits généraux de la nature, ne revendiquant son autonomie que pour accroître la rigueur de ses méthodes suivant l'exigence que les recherches fondamentales d'Abel sur la convergence des séries entières avaient imposée en quelque sorte aux mathématiciens du xix*' siècle. Ainsi la conclusion à laquelle conduit l'évolution de l'analyse complète la conclusion que nous avait fournie l'examen des conceptions mécaniques et des méthodes géométriques. Tandis que celles-ci perdent la simplicité apparente et l'homogénéité sur lesquelles criticisme et positivisme avaient fait fond, l'analyse entreprend pour son propre compte la revision de ses principes, et elle aboutit à dépasser la sphère des vues immédiatement suggérées par les .applications. Suivant le mot profond de Lejeune-Dirichlet, sa tendance est de substituer les idées au calcul '\
En suivant, aussi près que possible des textes originaux, le mouvement de la mathématique moderne, nous nous sommes convaincu qu'il a ses racines dans la réalité des faits. L'orientation à laquelle il correspond s'est imposée aux géomètres et 'aux analystes presque en dépit d'eux-mêmes, en dépit de la tra-
Fouet, Leçons, 2' édit., t. I, 1907, p
12. Cf. Weierstrass, op. cit., Werke, II. 74, traduit apud Mansion, Résumé, p. 249.
3. Apud Jacobi, Gesammelte Werke, t. I. Berlin, 1881, p. 21, cité par Fouet, Leçons, t. II, 1904, p. 228, ii" 1.
dition séculaire qu'ils avaient tendance à prendre pour intuition immédiate. Les résultats de ce développement ne peuvent manquer d'avoir leur répercussion sur la philosophie des mathématiques. Ils la mettent en face de ruptures décisives à l'intérieur d'idées autrefois impliquées les unes dans les autres*, de dissociations définitives qui ne permettent plus de s'en tenir aux catégories simples, qui rejettent dans le passé la doctrine mathématique de la Critique de la Raison pure, ou du Cours de philosophie positive.
1. Sur Vimplication et la dissociation des notions, communication au Congrès d'Heidelberg, Revue de métaphysique, 1908, p. 7.57, et Bericht, p. 463.
LIVRE V L'ÉVOLUTION DE L'ARITHMÉTISME
202. — En retraçant les dilîérentes étapes que la pensée antique a parcourues, nous avons assisté à la formation de trois édifices logiques qui ont attesté par leur persistance séculaire la solidité de leur structure : logique du nombre, logique des classes, logique des relations spatiales.
Sur la logique du nombre s'est établie la spéculation arithmético-géométrique des Pythagoriciens, qui fut compromise par la découverte des irrationnelles.
La logique des classes, calquée de près sur l'analyse des formes grammaticales et confirmée par le succès des premières classifications naturelles, fut interprétée comme une logique générale, qui planait au-dessus des sciences particulières et présidait à toutes les opérations de l'esprit humain.
La logique d'Euclide et d'Archimède, où l'intuition spatiale était utilisée pour la constitution des définitions initiales et pour la mise en forme des axiomes et des postulats, est celle dont les mathématiciens modernes reçurent l'héritage, dont ils cherchèrent à approfondir les principes, en les épurant et en les étendant tout à la fois. Du Discours de la Méthode au Cours de philosophie positive nous avons suivi les vicissitudes de cette logique. Nous avons montré comment elle avait survécu aux tentatives provoquées par la découverte du calcul infinitésimal en vue de constituer une logique de l'analyse mathématique, qui fût indépendante de l'intuition spatiale, de l'expérience de la continuité. L'espace demeure avec Kant le médiateur néces- •saire, avec Comte un médiateur privilégié, pour la connexion des rapports abstraits qui constituent la science et des faits empiriques qui constituent la réalité.
Or les progrès de la science positive ont renversé ce qui était Tune des bases de la philosophie critique et du positivisme : la géométrie n'est pas la science d'un espace unique qui serait nécessairement le réceptacle des phénomènes; l'analyse mathématique a un objet qui ne se subordonne pas aux lois de la représentation spatiale; le mathématicien ne se confond plus avec le géomètre; la logique de l'espace ne suffît pas à porter le poids de la science. |
Il était naturel dès lors que la philosophie mathématique se rejetât sur les positions que la pensée moderne avait abandonnées en croyant les avoir dépassées pour toujours, que la logique du nombre ou la logique des classes fussent invoquées à nouveau pour soutenir l'édifice de la mathématique. De là un spectacle paradoxal : les doctrines de philosophie mathématique qui, de nos jours, sont le plus fortement constituées, se présentent comme des restaurations ou des renaissances des métaphysiques antiques : néo-pyihagorisme on néo-aristotélisme.
Nous ne croyons pas que l'antiquité de cette origine suffise à créer un préjugé contre les doctrines, que nous avons maintenant à examiner; elle serait au contraire de nature à mettre en lumière la permanence des notions fondamentales sur lesquelles ces doctrines s'appuient. Renouvier ou Méray justifient rétrospectivement Pythagore, et inversement ils sont justifiés par lui. De même M. Frege et M. Russell justifieront rétrospectivement Aristote, et ils seront justifiés par lui. '
Il n'en est pas moins important d'avoir bien compris la genèse,/ et d'avoir retenu la date de naissance, des notions pliiloso-^phiques auxquelles se réfèrent Variihmétisme moderne ou la; logistique contemporaine. Ces doctrines ont institué des rapprochements séduisants entre certaines théories nouvelles dans la science, telles que Varithmétisalion de l'analyse ou la théorie des ensembles, et certains principes consacrés dans la philosophie ancienne. Mais il pourra se faire qu'elles aient rencontré des dii'ficultés dans l'extension et dans l'application de ces principes. Il pourra même arriver que ces difficultés soient celles-là mômes auxquelles le dogmatisme arithmétiste des pythagoriciens ou le réalisme ontologique de la scolastique aristotélicienne s'étaient déjà heurtés. Dans ce cas, il nous sera plus facile de faire le départ entre les difficultés qui sont effectivement soulevées par la technique de la science actuelle, et celles qu'on a réintroduites dans la spéculation moderne parce qu'on a eu l'imprudence de reprendre les postulats du réalisme antique. Nous sommes donc avertis : lorsque Méray établit
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(Milro le calcul des nombres entiers et le calcul des nombres irralioiinols une séparation radicale qui fait de lun une science véritable, de l'autre une combinaison de symboles fictifs; lorsque le finitisme d'un Renouvier ou d'un Evellin renouvelle contre l'interprétation positive des mathématiques modernes loules les subtilités et tous les paradoxes d'un Zenon d'Elée; ou encore, lorsque la combinatoire abstruse et profonde d'un Frege viendra échouer devant l'impossibilité de constituer une classe avec la totalité des classes, lorsque la dialectique d'un Russell aura pour résultat de réveiller Epiménide d'un sommeil qu'on pouvait croire éternel, et de lui faire débitera nouveau le sorite du menteur, il y aura lieu de demander si les embarras inextricables auxquels ils s'exposent sont objectivement liés aux conquêtes de la science moderne, ou si ce n'est pas une nécessité logique, dont on peut déjà retrouver les traces dans l'histoire, qui fait surgir à nouveau les conséquences inhérentes à la métaphysique de l'antiquité.
Et l'avertissement aurait d'autant plus de portée qu'il atteindrait, en même temps que les disciples attardés de Pythagore ou d'Aristote, ceux de leurs adversaires qui ont accepté de discuter les problèmes dans les termes où pythagoriciens et aristotéliciens les posaient, qui, se soumettant à l'alternative d'où les écoles du moyen âge n'ont pu s'échapper, se sont crus tenus de répondre au dogmatisme et au réalisme par le nominalisme et par le scepticisme.
LE DOGMATISME DU NOMBRE
203. — Une théorie de la mathématique qui prend pour base ridée du nombre entier positif peut avoir la prétention légitime de chasser des principes de la science toute obscurité et toute incertitude. Rien, en effet, ne répond mieux à l'idéal de la notion claire et distincte, de l'élément intellectuel simple : « Un nombre, dit Cournot, est une collection ou un groupe d'unités, décomposable en d'autres groupes, ou susceptible d'être formé de diverses manières par la réunion d'autres groupes. De là les idées de l'addition et de la soustraction des nombres, idées si simples qu'il suffit de les indiquer : de là ces jugements dont quelques-uns servent de citations proverbiales, et qui consistent à reconnaître l'identité des mêmes nombres obtenus de diverses manières, par l'addition ou la soustraction de nombres différents '. »
Cette remarque de Cournot est conforme à ce qu'on pourrait appeler le sens commun des mathématiciens; nous en retrouverions l'expression chez les mathématiciens les plus soucieux de pousser à sa perfection la rigueur logique de la science : « nous entendons clairement, dit G. Robin, ce que veut dire compter ou dénombrer des objets distincts'. » Dans une communication récente Sur les fondements arithmétiques de la théorie des fonctions d'après Weierstrass, jMittag-Leffler énonce une conviction du même ordre : « Il me semble que le point de départ des mathématiques comme, en effet, de toute pensée, c'est la notion de nombre entier et que, par conséquent, toute tentative de donner une définition au nombre entier par d'autres notions
De Vorigine, etc., p
2. Théorie nouvelle des fonctions exclusivement fondée sur l'idée de nombre, 190.3, p. 2. Cf. Poincaré, Science et méthode. 1908, p. 141 : « On n'a pas à définir le nombre entier. »
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consicli'i-ées alors comme ("'Uiiil anléiicurcs, est à regarder comme vaine '. »
De celle Iransparence de Tidée résulle l'impossibililé de mettre en doute l'existence des nombres entiers positifs et des relations dont ces nombres sont les termes. Le langage de M. Molk dans sa Thèse cM, Irop caraclérislique pour ne pas ôlrc reproduit ici : « L"anllim(Hi(iuc et l'algèbre ont... un domaine bien défini; les nombres entiers positifs, les systèmes de nombres entiers représentés par des fonctions entières à coefficients entiers, positifs, y sont considérés comme existant, comme le mouvement en cinématiiiue et la matière dans les sciences naturelles-. »
Le lien de Tintelligible et du réel paraît, dans la notion de nombre, si évident que l'on est tenté de chercher dans le nombre entier positif la mesure, et l'unique mesure, de la réalité. Le pas a été franchi par le mathématicien qui a réorganisé la mathématique abstraite, en la rendant indépendante de l'intuition géométrique, par Cauchy.
LA « LOI DE NOMBRE
204. — En 1833, dans ses leçons de Turin qui ont été conservées par l'abbé Moigno, on voit que Cauchy reprend une remarque de Galilée, dont nous avons retrouvé un écho dans la Géométrie de l'infini de Fontenelle; il compare la suite des nombres entiers positifs et la suite de leurs carrés : « Si la suite des nombres entiers pouvait être supposée actuellement prolongée à rinfini, les termes carrés y seraient en très grande minorité^. » La suite des nombres entiers est donc plus grande i que la suite des nombres carrés, et pourtant les deux suites i doivent être infinies, puisque tous les nombres entiers ont un carré. De là Galilée s'était borné à tirer cette conclusion toute négative que « les attributs d'égal, de plus grand ou de plus petit, ne conviennent pas aux infinis dont on ne peut pas dire que l'un soit, par rapport à l'autre, ou plus grand ou plus petit ou égal\ » Mais Cauchy conclut à une contradiction dans la
1. Compte rendu du Congrès des mathématiciens tenu à Slockliolm, 22-2.J septembre 1909, Leipzig et Berlin, 1910, p. 13.
2. Molk, Sur la notion de divisibilité et sur la théorie générale de V élimination, Acla malhematica, t. VI, 188o, p. 3.
3. Sept leçons de physique générale, 1868, troisième leçon, p. 24. Cf. Couturat, De Vinjini mathématique, 1896, p. 480.
4. Discorsi e Demostrazioni (1638). Première journée, Édit. nationale, t. VIII, 1898, p. 78.
conception d'une suite infinie de nombres, et il confère à celle conclusion une portée positive et métaphysique : « On ne saurait admettre la supposition d'un nombre infini d'êtres, ou d'objcis coexistants, sans tomber dans des contradictions manifestes. » C'est-à-dire que les lois relatives au calcul des nombres entiers positifs conviennent nécessairement aux choses données dans la nature, par exemple aux étoiles, qu'elles peuvent servir à en déterminer a priori les caractères, ce qui est en contradiction avec l'arithmétique des nombres finis devant être considéré comme contradictoire en soi.
Une telle conception introduit dans des raisonnements de forme arithmétique des postulats implicites qui débordent le cadre de la science dont Gauchy paraît invoquer l'autorité; elle se réfère, par conséquent, à une théorie de la connaissance, qu'il appartient au philosophe de dégager.
En 1854, dans son Premier Essai de Critique générale. Renouvier a présenté cette théorie sous une forme systématique; il l'a développée depuis, avec une patience, avec une passion inlassables; nous lui emprunterons les traits essentiels de ce qui constitue la philosophie arithmétiste.
205. — Renouvier définit la connaissance par la liaison de deux fonctions qui ne peuvent se développer que corrélativement et parallèlement l'une à l'autre : la fonction du représentatif (fonction subjective dans le langage ordinaire, fonction objective dans la terminologie de Renouvier); la fonction du représenté (fonction objective dans le langage ordinaire, fonction subjective dans la terminologie de Renouvier). « Nulle représentation n'est sans un représenté de la même réalité qu'elle, quoique irreprésentable et par conséquent inconnaissable en dehors de toute représentation*. » L'intelligibilité intrinsèque ne suffit donc pas pour conférer à la science une valeur de vérité; il faut y joindre un objet concret. La condition de la connaissance est la connexion et la réciprocité de la pensée pure et de l'intuition empirique : « Les données des sciences mathématiques sont à la fois représentées a priori^ vérifiables et vérifiées a posteriori-. »
La nécessité de cette correspondance apporte une précision singulière à la thèse générale du relativisme; la relation fondamentale qui permet d'appuyer le cours de la pensée sur une
1. Essai de Critique générale, premier essai. Traité de logique générale cl de logique formelle, 2° édit. (augmentée), t. I, 1875, p. 38.
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vue directe des clioscs est la relation de composilion. Voici le texte décisifqui nous parait inipliijuer, par voie de consc(iuence, la doctrine spéculative de Ilenouvier : « La composition et la relation sont deux propriétés qui s'accompaj^nent. On dit qu il y a composition, quand la représentation d'une chose entraîne celle de certaines autres qui s'oirrent comme ses parties, ses membres, ses éléments, ou réciproquement (juand on ne comprend quelque chose que par la conception dun tout où elle entre; et on dit d'une chose qu'elle est relative, quand on la comprend soit comme composée, soit comme composante à l'égard dune certaine autre chose. L'idée de composition étant prise ainsi dans son acception la plus large, établir une relation, définir un rapport, c'est délinir une chose à l'aide de la composition par laquelle elle se lie à d'autres '. »
Le rapport du tout aux parties donne immédiatement naissance à la notion du nombre. Le nombre, au sens où Renouvier l'entend, c'est-à-dire comme somme d'unités distinctes 2, n'est à aucun degré le produit d'une élaboration technique; ce n'est pas la première articulation d'un système de relations qui serait appelé à devenir de plus en plus complexe et de plus en plus subtil; c'est une condition spontanée et universelle de la connaissance des choses, de sorte que le seul rôle réservé à la réflexion, consiste à reconnaître que le nombre est un terme en même temps qu'un principe. Ce qui échappe au rapport fondamental du tout aux parties nous dépasse, et, puisque le nombre est « ouvrier de réalité », sort du domaine du réel : « La manière dont Pythagore a compris le nombre est la manière de tout le monde. Je ne vois pas comment il aurait eu besoin de l'élaborer en elle-même. Son travail a consisté à chercher comment toutes les essences déterminées pouvaient être identifiées avec les nombres, tels que chacun les entend, et il a donné le nom d'infini à ce qui est rebelle à l'application du nombre. Cette opposition est un trait de génie qui devrait faire réfléchir nos inhnitistes entichés du rapprochement absurde des mots : infini et nombre^. »
La notion de nombre correspond à tout autre chose qu'à un
1. Essai de Critique générale, premier essai. Traité de logique générale et de logique formelle,'!" édit. (augmentée), t. I, 187."5, p. 104.
2. Cf. Remarques sur une proposition de M. Dauriac relative à la notion dénombre, Critique philosophique, 11"^ année, a° 24 (15 juillet 1882) p. 3G9. « Si j'... avais connu un [terme] qui fût plus strictement limité à la pure conception du nombre arithmétique, discret, je l'aurais encore préféré. »
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simple impératif méthodologique, elle a la valeur d'un indicatif métaphysique. Le principe du nombre signifie, non pas seulement qu'il faut compter pour comprendre les choses, mais que les choses ont effectivement un compte; elles sont constituées par des parties en deçà desquelles il n'y a plus de division, elles forment un tout au delà duquel il n'y a plus d'addition. Fidèle peut-être aux intentions de Kant, pour qui l'ordre des notions morales était intéressé à la limitation de l'univers dans l'espace et dans le temps S mais contrairement au résultat spéculatif de la Critique qui devait dispenser à jamais l'esprit humain de prendre parti entre des métaphysiques contradictoires, Renouvier édifie sur le principe du nombre un système néo-criticiste, dont les thèses essentielles seront la détermination du nombre des êtres, le commencement du monde, la discontinuité et la contingence des phénomènes.
LA THEORIE DU SYMBOLISME
206. — En dégageant toutes les conséquences qui étaient impliquées dans un raisonnement tel que celui de Cauchy, la doctrine de Renouvier a ressuscité en plein xix" siècle l'arithmétisme de Pythagore ; elle en a exprimé, peut-on dire, toute la substance ontologique. La « hardiesse paradoxale - » de cette restauration devait séduire les esprits qui apportent dans la spéculation philosophique le goût des lignes nettes et tranchantes, des horizons clairs et bien définis. IMais, du point de vue scientifique, et en particulier pour l'interprétation des mathématiques, il était inévitable qu'elle soulevât des problèmes nouveaux, ou plus exactement qu'elle ramenât ceux qu'avait posés aux Grecs la découverte des irrationnelles, et qui avaient donné occasion à la dialectique de Zenon. Renouvier, avec sa connaissance approfondie de l'histoire, avec la forte probité de son esprit, ne dissimule pas qu'à ses yeux cette dialectique subsiste inébranlable, qu'elle est en définitive un corollaire de la loi de nombre : « Les arguments de Zenon sont nombreux et de différentes formes ingénieuses; au fond, ils reviennent à un seul qui est extrêmement simple et ne laisse pas la moindre échappatoire : la numération interminable ne saurait aboutir, et, par conséquent, rien de ce qui se compte in infînitum, ne
1. Cf. Delbos, La philosophie pratique de Kant, 190o, p. 210.
2. Cf. Séailies, La philosophie de Renouvier, 1903, chap. iv, La loi du nombre et ses conséquences, p. 69 (Paris, F. Alcan).
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peut s'épuiser, se déterminer finalement et s'accomplir '. » Seulement le développement des mathématiques modernes ne permet plus que l'on arrête là le débat; on se condamnerait soi-même si on opposait une brutale (in de non-recevoir aux parties de la science qui dépassent les vérités de l'arithmétique élémentaire, et qui se sont manifestées d'autant |)lus précieuses et d'autant plus fécondes. L'antinomie, que par un brusque retour au dogmatisme de l'antiquité le néo-criticisme avait chassée de la métaphysique, reparaît alors au cœur de la science. D'une pari, selon Renouvier, « les relations qui appartiennent à la science de la quantité et de la mesure sont toujours dans le fond des relations numériques : elles sont exprimées par des équations entre des quantités évaluées, ou rapportées à leurs unités respectives, c'est-à-dire entre des nombres- ». Et d'autre part, « l'espace et le temps sont des foncîtions générales de tous les phénomènes en tant que sujets à des lois de quantité. C'est par l'intermédiaire de ces fonctions que certains autres peuvent se présenter, sous un certain point de vue, comme des fonctions mathématiques^ ».
Si l'antinomie doit être résolue, il faut que les quantités d'ordre numérique, qui sont discrètes et les quantités d'ordre spatial ou temporel, qui sont continues, n'appartiennent pas au même plan de vérité. La connexion entre le représentatif et le représenté ne s'y fait pas de la môme façon. « C'est la représentation actuelle qui borne la division, tandis que la divisibilité répond seulement à la représentation possible *. »
207. — La science delà quantité a donc un double caractère. Tant qu'elle se maintient dans le domaine du nombre, elle est à la fois objective et subjective, elle est la science dans la pleine acception du terme. Au delà elle n'est plus que subjective (ou objective suivant la terminologie de Renouvier) : « Voulonsnous parler des quantités? si elles sont discrètes, la division s'arrête à l'unité, qui, sous ce point de vue, pose une borne infranchissable en une chose numériquement simple, quelle que soit à d'autres égards sa nature composée. Si elles sont continues, la composition va à l'indéfini, mais de cela même nous avons tiré la conclusion que cette forme de la quantité est purement objective '. »
1. Esquisse d'une classification systématique des doctrines philosophiques, t. I, 1885, p. 36.
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La moindre démarche de l'arithmétique en dehors du calcul des entiers positifs, par exemple le partage d'un entier en deux ou en trois parties, suffira donc à faire évanouir la relation du sujet et de l'objet qui avait été le principe et la garantie du savoir humain. De la sphère de réalité on tombe dans la région des symboles : « Ce serait renverser les notions les plus claires que d'admettre dans Tarithmétique abstraite des nombres hybrides tels que q-hp, q étant formé au moyen d'une unité et p au moyen d'une autre... C'est cependant ce que l'on fait quand on parle de nombres fractionnaires, et qu'on appelle les fractions des nombres... » Mais « le problème de l'unité divisée, impossible arithmétiquement, se résout à volonté pour de certaines grandeurs concrètes et... le quotient ci-dessus q-\-o prend une signification en tant que partie d'une quantité continue. On
convient alors d'adopter le symbole x au lieu de p, pour la
représentation de /- unités b fois moindres que celles qui servent à estimer la quantité r, dividende proposé ' » .
208. — «Les fractions ne s'étendent pas à l'expression du continu tout entier. » Il faut faire intervenir « les grandeurs incommensurables, dont l'existence se révèle au mathématicien dès les premiers pas qu'ilfait dans sa science ». Mais, par leur définition même, ces grandeurs excluent toute représentation de rapports par des nombres ou par des fractions, c'est-à-dire « par des quantités abstraites suivant la définition rigoureuse du quantum à laquelle, dit Renouvier, on a souvent le tort de ne pas s'attacher ^ n. Le problème sera donc plus complexe que le problème relatif aux fractions; mais la solution sera de même nature, elle exigera seulement la constitution d'un symbolisme plus compliqué, symbolisme du second degré. En effet, dans la frac-
tion-,tant que les termes sont commensurables, b et a sont
des nombres; il n'en est plus de même dans l'hypothèse de l'incommensurabilité. Il n'existe plus de rapport entre les quantités 6 et a; « mais un rapport existe toujours entre l'une d'entre elles, soit a, et une autre quantité b + e variable, que l'on peut toujours supposer différente de b, de moins que d'une quantité assignée, quelque petite que soit cette dernière... Les
rapports de la forme - seront le symbole des rapports possibles
Ibid.,p
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. ' » Celle suI)sliliilioii évite la conlradiclion inhérente au a
« calcul des incommensurables mômes »; elle permet l'analyse infinitésimale, et lui confère en môme temps une vérité rigoureuse. 11 faut bien voir en effet que la substitution de 6 ± e à 6 n'entraînerait d'erreur que dans le cas où t serait quantité déterminée. Or, rhy|)otiiése même est que s est quantité indéterminée et arbitraire, moindre qu'une quantité assignée quelconque ; l'erreur est donc inassignable « discrétionnaire, indéfmiment réductible » *, ou plus exactement Terreur est nulle ^
Les objections que l'on a élevées contre l'exactitude <!e cette conception n'ont aucune liaison avec la science proprement dite; elles ne viennent que d'un préjugé métaphysique auquel Garnot, qui a vulgarisé la « théorie des erreurs compensées », n'avait pas lui-même échappé : « Le réalisme accoutumé des mathématiciens, comme des philosophes, a empêché Garnot de voir que l'erreur introduite est déjà une erreur nulle, et que ce serait manquer à la définition des différentielles que d'admettre que, comptées en plus ou en moins dans le résultat d'un calcul, elles doivent modifier ce résultat ^. »
209. — Seulement, au moment même où il vient d'exprimer sa conviction que l'idéalisme relativiste dissipe définitivement les obscurités et les contradictions dont le xviii'' siècle a entouré es principes du calcul infinitésimal, il arrive à Renouvier de :'appeler et de reprendre la critique traditionnelle qui, du point le vue du dogmatisme et de l'ontologie, a été opposée à la notion
Ibid., p
3. Cf. De la justification de lu méthode infinitésimale en géométrie, examen du ysième de M. Evellin. Critique philosophique, 10" année, n" 21, du 2o juin 1881, ). 332 : « Mais, dit-on, vous retranchez des quantités qui font partie de votre quation, vous commettez donc une erreur quelconque. Je réponds que les (uantités dont il est question ne sont pas des données de la nature, ayant ine existence propre et une marche spontanée. Si elles font partie de mon équation, c'est au titre sous lequel je les y introduis et non pas à aucun autre, i'équation est mon œuvre, ma pensée; elle a le sens que je lui donne, et il uffît pour l'exactitude que je reste fidèle aux conventions que je fais avec noi-même en la posant. Or, les différences indéterminées et arbitraires dont je ais usage, je les définis comme ne devant jamais recevoir une valeur queloaque susceptible d'être assignée. Je tire parti de leurs rapports auxquels elle hypothèse ne porte nulle atteinte. J'obtiens des résultats. Quand, dans i'.ne équation à laquelle je parviens, une quantité de cette sorte figure comme implement ajoutée ou retranchée, toutes les autres étant des quantités déterminées, c'est en lui attribuant une valeur quelconque que je commettrais jine erreur; c'est en la considérant comme nulle que je suis logique et conjéquent à mon hvpothèse. »
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de rinfinitésimal : « Il y a une autre question essentiellement différente et qu'on a le tort de confondre avec la première; c'est celle de l'idée à se faire de cette méthode, c'est-à-dire de ses applications, en tant qu'elle permettrait, en géométrie et en algèbre, de résoudre des problèmes à mon avis contradictoires : donner la mesure d'une quantité dont l'incommensurabilité esl démontrée, permettre l'assimilation rigoureuse dune circonférence à un polygone, supposer une limite atteinte dans une suite d'opérations illimitées, autoriser l'assimilation à un nombre donné en soi d'une série indéfinie de nombres dont la somme numéri({ue est irréalisable, et enfin, dans l'ordre concret, considérer un corps comme formé d'un assemblage d'élément réels et donnés en nombre infini. Sous ce rapport je ne puis considérer que comme un calcul d'approximation, mais d'approximation indéfinie, ce même calcul que je soutiens être absolument rigoureux quand on ne le considère qu'idéalement et dans les conventions qui lui donnent naissance, ou encore dans celles de ses applications qui ne supposent aucun infini réalisé*. » En un sens donc, l'idéalité rigoureuse du calcul infinitésimal suffit à le constituer comme science; en un autre sens, elle ne suffit pas à lui conférer une pleine valeur de vérité, il lui manque la réalité.
La philosophie mathématique que Renouvier a présentée comme idéaliste implique donc, sous l'homogénéité apparente de la terminologie, deux conceptions bien différentes. La première, toute rationaliste, constitue l'idée en tant que rapport interne, procédant du dynamisme essentiel à l'intelligence; l'idée de fraction, ou de grandeur incommensurable, se justifie ainsi en toute rigueur par la chaîne de raisons qui en fonde le symbolisme. Dans la seconde conception, qui s'apparente à l'empirisme de Berkeley et de Hume, la relation constitutive de l'idée est externe, et non interne ; l'idée s'accompagne d'un objet qui, au lieu d'être une chose en soi, est une image, mais qui garde à travers cette transposition le caractère essentiel que l'intuition réaliste lui avait attribué, qui demeure un élément sensible, une individualité concrète. Le rôle privilégié, exclusif, que Renouvier réserve au nombre entier positif, relève de celte interprétation purement Imaginative de l'idéalisme.
Les deux formes de l'idéalisme sont-elles compatibles? Renouvier est réduit, pour les concilier, à invoquer cette distinction du virtuel et de Vactuel, qu'Aristote avait imaginée
1. Cf. De la justification de la méthode infinitésimale en géométrie, examen du système de M. Evellin, p. 334.
LA Tlli:()ltli: DU SYMBOLISME 3!;3
pour répondre aux paradoxes de Zenon sur linlini; et c'est précisément une question de savoir si cette distinction n'iinplicpu; pas, et ne réintègre pas en lait dans le néo-criticisme, le dogmatisme métaphysique dont elle est née, si des penseurs tels que Diihring ou Evellin n'ont pas été mieux inspirés, ou, tout au moins, plus conséquents que Renouvier, en rattachant le principe du nombre à une conception franchement réaliste de l'univers '.
En tout cas, et si nous laissons de côté la destinée philosophique du renouviérisme pour n'en retenir que la liaison avec la science, nous comprenons facilement que les mathématiciens ne s'embarrassent guère de distinctions spéculatives entre le possible et le l'éel. Du moment que les notions fondamentales de la mathématique abstraite sont possibles, elles ont toute la réalité dont la science a besoin pour se constituer. Déjà Desargues écrivait : « En géométrie, on ne raisonne point des quantités avec cette distinction qu'elles existent ou bien elTectivement en acte, ou bien seulement en puissance '-. » Il ne pouvait en être autrement pour les savants du xix" siècle. Ceux-là mêmes qui ont suivi la voie où Renouvier s'était engagé par la conception du symbolisme, se sont affranchis des timidités et des restrictions auxquelles sa théorie de la connaissance le condamnait. Ils ont donné une définition directe de la limite et de l'irrationnelle, dont Renouvier ne se lassait pas de dénoncer la contradiction intrinsèque; ils les ont fait entrer à titre positif dans la constitution de l'analyse.
1. La relation des doctrines de Dûhring et d'Evellin à celle de Renouvier a été étudiée dans l'Anné(> philosophique : Lefinitisme de Dûhring, par Henri Bois, 20° année (1909) 1910, p. 102 et suiv., et Le réalisme finitiste de F. Evellin, par L. Dauriac, 21" année (1910) 1911, p. l?.") et suiv.
2. Traité des coniques, édit. Poudra, t. I, 1864, p. 228. Cf. Couturat, De l'infini malhématiqiie, 1896, p. 493.
Brunschvicg. — Les étapes.
CHAPITRE XVI
LE NOMINALISME ARÎTHMÉTIOUE
l'arithmétisation de l'analyse
210. — Dès lors, V arithmétisme se présente à nous sous une forme nouvelle, comme une doctrine de techniciens qui entendent se mouvoir dans la région des idées claires et distinctes, en écartant de leur exposition tous les nuages de la controverse métaphysique.
Dans cette doctrine — dont Méray a eu peut-être Tinitiative*, dont il a présenté du moins, et, si restreinte qu'ait été d'abord son influence personnelle, l'exposé le plus direct et le plus systématique au début de ses Leçons nouvelles sur l'analyse infinitésimale — c'est la notion purement abstraite à' imaginaire, et non plus la notion encore intuitive de fraction, qui sert de moyen terme entre le nombre entier et le nombre irrationnel ^.
Dans la Préface de son Cours d'analyse algébrique, et, comme il le dit lui-même, au risque d'énoncer « des propositions peutêtre un peu dures au premier abord », Cauchy pose en principe « qu'une équation imaginaire est seulement la représentation symbolique de deux équations entre quantités réelles^ ». Cette
1. Remarques sur la nature des quantités définies par la condition de servir de limites à des variables données. Revue des Sociétés savanles, Sciences inalhéniatiques, physiques et naturelles, 2° série, t. IV, 1869, p. 280. — « M. Méray est li' premier qui ait trouvé un sens purement arithmétique àTexpression : nombri' irrationnel ». Encyclopédie des sciences mathématiques, I, 1, 3, 1904. Nombres irrationnels et notions de limite, par Pringsheiiu-Molk, p. 148.
Remarques, p
3. P. IV. Cf. chap. VII, p. 173 : « En analyse, on appelle expression symbolique ou symbole, toute combinaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu'elle doit aaturellemeat avoir. On nomme de même équations symboliques toutes celles qui, prises à la lettres et interprétées d'après les conventions généralemenl établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant et altérant selon des règles fixes ou ces équations elles-mêmes ou les symboles qu'elles renferment. »
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conception, — t\m n'a sans doute pas satisfait complètement Cauchy, puisijiTil tentera successivement, comme nous le verrons, une justification géonuHri(|ue et une justification algébrique des (juanlités imaginaires ' — acquiert toute sa précision et toute sa portée avec l'exposé de Méray.
Selon Méray, « si quelques tracés géométriques fournissent pour ces quantités [les imafjinaires] des notations très commodes... il n'en résuite pas, tant s'en faut... qu'il y ait plus de rapports entre ces deux sortes de choses qu'entre un phénomène quelconque, statistique ou autre, et la courbe qui en fournil une image optique-. »
Il n'y a pas heu de l'aire « de vains efforts pour pénétrer le sens du signe \ — 1 , qui, elïectivement, n'en a aucun, parce qu'une quantité négative n'a point de racine carrée*». La quantité désignée par y' — 1 n'est autre chose qu'une combinaison de nombres réels (a, 6), rangés dans un ordre déterminé et auxquels on convient a priori d'appliquer un certain nombre de règles, règles conçues par analogie avec les règles de l'arithmétique ordinaire et qui vérifient les lois de ïassociativité et de la comnmtativité.
Il suffit d'insister ici sur la règle de la multiplication qui fournit la caractéristique de la quantité imaginaire : « Le produit de (a', a") par (6', 6") se forme en prenant la quantité {a b' — a" b", a' b' -h a" b') » *. Si nous appliquons cette règle pour former le carré de la quantité imaginaire (0,1), nous obtenons
a' = b' = 0 a" — b" = i et, par suite, (0,1)2= (0 — 1, 0 + 0)
c'est-à-dire que le carré de l'expression imaginaire (0,1) est égal à — 1, et que si nous désignons par un symbole spécial tel que i l'expression (0,1), que nous pouvons faire entrer comme facteur dans toute expression imaginaire, nous obtenons la relation : i^=z — 1. En vertu de cette relation, dit Méray, « notre signe / représente bien... une racine carrée de — 1, mais de — 1 écrit par convention expresse à la place de la quantité imaginaire ( — 1,0), ce qui est tout différente » Dans la pratique (a, b)
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prendra la forme a 4- \ — 1 6, ou a -f- ib ; ce qui importe, c'est de bien comprendre qu'on a ainsi donné corps à des « simulacres » d'où l'on redescend... à volonté et sans effort aux réalités du calcul vulgaire ^ »
Le calcul des imaginaires est une extension de l'arithmétique ordinaire; il se justifie a priori par une série de conventions qui ne prêtent à aucune obscurité, à aucune équivoque, puisque les nombres réels en sont les seuls éléments.
211. • — Une conception du même ordre permet de concevoir le passage du rationnel à l'irrationnel. Ici encore Cauchy est un précurseur; plus exactement c'est à lui qu'on doit d'avoir définitivement introduit dans la science positive la conception tout arithmétique de la limite que l'on trouve déjà chez les mathématiciens du XVII* siècle, et particulièrement chez Wallis. Le Cours de 1821 s'exprime ainsi : « Lorsque les valeurs successivement attribuées à une même variable s'approchent indéfiniment d'une valeur fixe, de manière à finir par en différer aussi peu qu'on voudra, cette dernière est appelée la limite de toutes les autres "^. » La limite se définit donc à l'aide de valeurs exactes qui sont successivement assignées à la variable; elle-même acquiert une valeur exacte lorsqu'elle ne diffère de telle valeur déterminée de la variable que d'une quantité inférieure à s, si petit que soit e.
Mais cette conception ne suffit pas encore à trancher une difficulté, qui se présente immédiatement dans le passage même que nous venons de citer : « Ainsi, par exemple, écrit Cauchy, un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en fournissent des valeurs de plus en plus approchées. »
Faut-il comprendre par là qu'antérieurement au processus d'approximation qui définit la limite, et pour le justifier, l'existence du nombre irrationnel est déjà supposée, qu'il convient par conséquent d'en chercher l'origine ailleurs, dans les images qui fournissent la représentation géométrique? Ou bien le
1. Leçons sur l'analyse infinitésimale et ses applications, t. I, 1894, p. 37.
2. P. 4. Cf. Bolzano, Rein analytischer Beweis, etc. Prague, 1817, § 7, : « Si une série de grandeurs
FiX, F2X... FnX... Fn+^X
est telle que la différence entre son n^'"^ terme Fnx et le terme plus éloigné ¥7i+iX, demeure quelle que soit la distance des deux termes, plus petite que toute quantité donnée, quand on prend n suffisamment grand, alors il y a une quantité déterminée constante, et une seule, dont les termes de la série s'approchent toujours davantage... » (Ed. Jourdain, Leipzig, 1905, p. 21.)
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mouvoiiKMil lof^ique cjui a présidé à la rénovation de l'analyse ne condiiil-il pas pliilôl à faire naître l'idée de nombre irrationnel sur le terrain piircmont arithniéti(iue, en vertu du procédé qui a réussi pour la nolioii do limite?
On commencera par restreindre la notion de limite au cas où la grandeur limite est une quantité rationnelle. Dans ce cas, les notions s'enchaînent naturellement, sans qu'on ait à supposer d'autres quantités que des quantités rationnelles, c'est-à-dire rien d'autre que des nombres définis par les opérations ordinaires de l'arithmétique. Nous considérons une suite formée par une infinité de valeurs numériques assignées à une variable.
et que nous comprendrons sous le nom général de variable progressive, ou de variante '. S'il arrive qu'à partir d'un certain rang m la différence v^j^p — v,n est plus petite en valeur absolue que le nombre rationnel £, si petit que soit e, on dira que la variante est convergente. Nous pouvons, pour abréger les opérations, représenter les variantes convergentes par des signes appropriés. Nous désignerons, par exemple, par U la variante convergente de la suite Up u,. . . Uya telle que, à partir d'un certain rang m, U — «,„<£, quel que soit s. Lorsque U se trouve être une quantité rationnelle, nous n'aurons fait autre chose que d'abréger le discours. Qu"arrivera-t-il dans le cas où il n'y aurait pas de quantité rationnelle U telle que U — u„, < s? Alors, à prendre les choses en toute rigueur, nous n'aurons pas le droit de parler de limite; mais nous pouvons, pour exprimer la convergence de la variante qui résulte de l'inégalité u,n+.p — Utn < e, créer un simulacre nouveau, qui sera cette fois un simulacre absolu, et traiter la quantité non-rationnelle, la quantité fictive, ou incommensurable, comme nous ferions d'une limite effective : « Quand une variante convergente ne tend pas vers quelque limite, on lui en assigne une idéale qu'on nomme un nombre ou une quantité incommensurable, et qu'on représente par le même signe que si elle existait réellement. On peut alors exprimer la convergence d'une variante quelconque, en disant quelle tend vers une certaine limite (effective ou idéale suivant le cas)* ».
Ainsi, nous considérons la suite indéfinie des nombres rationnels :
Méray. op. cit., p
la variante convergente qu'elle exprime a pour limite l'unité. Au contraire, la variante convergente :
n'a pas de limite, à moins qu'on ne lui en assigne fictivement une en créant le nombre irrationnel, qui sera rigoureusement défini par la suite des valeurs qui exprime la variante convergente.
En résumé, par une combinaison de termes arithmétiques, il est possible de définir rigoureusement la notion d'imaginaire et la notion d'irrationnelle. Or, ainsi définies, ces deux notions suffisent à constituer l'analyse, telle que Méray la conçoit. L'instrument de cette analyse, est le développement des fonctions en séries qui procèdent suivant les puissances de la variable, telles que la série de Taylor; mais l'horizon en est étendu par l'introduction des variables imaginaires, qui est l'un des titres de gloire de Cauchy. La théorie des fonctions analytiques, que Lagrange avait laissée à l'état d' « hypothèse », est devenue, écrit Méray, une « réalité' »; ou, pour reprendre l'expression que Félix Klein applique au mouvement parallèle qui s'est accompli en Allemagne avec Kronecker et Weierstrass, l'analyse s'est arithmétisée -,
1. Méray, Nouveau précis d'analyse infinitésimale. 1872, p. xiv.
Nouvelles annales de Mathématiques, 1897, p
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212. _ Varithmélisalion de l'analyse a pour conséquence naturollo une intorprétalion arilhmélisle de la malhématique, mais (jui ditlere profondénienl de rarilhmélisme de Renouvier.
L'arilhmétisme chez Renouvier est une doctrine d'essence philosophique. L'arithmétique élémentaire n'y était pas seulement le type de la science claire et incontestable; elle possédait ce i)rivilège de révéler la forme d'intelligibilité que la philosophie a la tâche de projeter sur lunivcrs. Le nombre est la catégorie par excellence; le principe du nombre suffira pour trancher les problèmes jusque-là insolubles de la métaphysique, pour déterminer la structure du monde pris en soi, et presque pour prouver la nécessité d'une puissance créatrice.
L'éclat d'une telle lumière rendait obscures les autres parties de la mathématique. En partant des conditions réunies dans l'arithmétique pour la compréhension de la quantité, Renouvier était amené à ne plus regarder l'analyse infinitésimale comme relevant à proprement parler de la science de la quantité ; ce n'était qu'au prix d'un artifice, profitant de l'indétermination inhérente à ce qui est arbitraire et inassignable, qu'il pouvait substituer un rapport déterminé à ce qui, en soi, n'était pas susceptible de mesure. L'artifice pourra se justifier, du point de vue de l'artifice même, c'est-à-dire tant qu'on se meut dans un système de conventions et de fictions; mais, dès qu'on se rapproche de la réalité (et on est bien obligé de le faire pour en tirer quelque application), il apparaîtra comme une méthode d'approximation, dépourvue de l'exactitude rigoureuse qui avait fait le crédit de l'arithmétique.
L'arilhmétisation de l'analyse a mis fin à cette situation instable et précaire. Le calcul des nombres entiers et positifs sert encore de point de repère pour l'intelligence du calcul infinitésimal; mais ce n'est plus en vue de créer une opposition entre la représentation actuelle, à laquelle satisfait l'image sensible, et la représentation virtuelle et fictive; c'est afin de relier les opérations constitutives du calcul infinitésimal aux opérations proprement arithmétiques, de montrer comment l'exactitude et la rigueur des raisonnements arithmétiques se transmettent de proche en proche à toutes les disciplines de la mathématique abstraite. En d'autres termes, le passage de la réalité à la fiction qui s'opère dans la doctrine de Méray n'a pas la môme conséquence que dans le néo-criticisme, il ne rompt
plus avec le rythme normal de la science : « Les nombres entiers de 1 arithmétique élémentaire, sur lesquels roulent exclusivement en définitive toutes les opérations exigées par les applications numériques, sont aussi les seuls qui interviennent au fond des spéculations théoriques. Mais l'impossibilité fréquente de cer laines opérations troublerait gravement Funiformité désirable dans le mécanisme des transformations analvtiques; elle compliquerait les énoncés de restrictions continuelles si l'on ne tournait 1 obstacle en substituant aux nombres et aux opérations véritables des fictions pour lesquelles cette impossibilité ne .e présente jamais, et dV)ù, quand il le faut, on revient à la réalité sans aucun effort. Telle est en particulier, continue Mé'a 1 origine des fractions'. )) c;ueid;y,
g, c'est-à-dire 3 à diviser par o, n'est pas un nombre, puisquil n'y a pas de nombre qui multiplié par 5 donne 3; mais les deux nombres 3 et 5 sont susceptibles d'être réunis ensemble union que nous pourrons, s'il nous plaît, représenter par le symbole .. A cette forme on convient d'appliquer certaines
dvd'l.v ' ''''''^'''^''°"f' '^'^"^'' '"^' ^"^ ^«i« d'addition et d égalité qui régissent les nombres entiers, et telles que 3 et 3
puissent être mis à leur tour sous la forme f et f , telles aussi
quejes résultats concernant les expressions symboliques ^,
ou l soient identiques aux résultats obtenus sur les nombres véritables 3 et 3.
Le calcul des entiers positifs devient ainsi un cas particulier des combinaisons que 1 on a décidé d'appliquer aux e^n .^^^^^^^^ fracùonncares, et c'est par là que le calcul nouveau s 'inco pore
la" scTncT '^K "^^^T'^^l'-^' '' "^^"^"^ "^ ^'largissemenTd la science. « Bien que les diverses espèces analvtiques con-
dans des rapports tels, que tout calcul à exécuter .ur des nombres d une certaine espèce peut s'effectuer à 1 aide du calcu parallèle exécuté sur des nombres delespèce suivante ^'"> Cette loi de constitution permet de former de nouvelle quint
le. l^n:s%;Vad r^^^^^ ''''' '' ''^'^^ convenlnnelL
les signes de I addition et de la soustraction, on formera un calcul
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OÙ il n'y a plus de soustraction impossible, et dans lequel on fera rentrer le calcul des valeurs absolues : ce sera le calcul des valeurs (/ad/ i/iées ', d'où l'on passera par les procédés que nous avons indiqués au calcul des valeurs irrationnelles ou ima- (] inaires.
En résumé, l'arithmétique des enlicrs positifs a fourni le thème élémentaire. De là on assiste à un déroulement de variations qui déconcertent d'abord par leur complication et leur apparente irréalité, mais qui livrent le secret de leur harmonie dès qu'une expression convenable a marqué leur rapport au thème fondamental. Au contraste dialectique qui marquait chez Renouvier le passage du fini et du discontinu à l'infinitésimal et au continu, cette seconde forme de l'arithmétisme substitue l'élargissement progressif du rythme initial"-.
213. — Au point de vue purement technique le progrès est incontestable. La route de l'analyse est débarrassée des problèmes métaphysiques où des mathématiciens imprudents s'étaient jadis fourvoyés. Mais au point de vue théorique les difficultés paraissent plutôt évitées que résolues. On dira bien que l'existence de l'objet mathématique ne fait plus question ; mais il faut ajouter aussitôt que c'est pour deux raisons d'ordre opposé, suivant qu'on est dans le domaine des nombres entiers positifs ou qu'on est dans le domaine des nombres irrationnels, négatifs, imaginaires. Dans le premier des domaines, la question ne se posera pas, parce qu'on la suppose déjà résolue; les nombres arithmétiques sont des réalités données, comparables, comme le disait M. Molk, aux objets des sciences naturelles. Dans les autres domaines, la question ne se posera pas, parce qu'il n'y a pas lieu de la poser; au delà de l'arithmétique élémentaire les concepts de la science ne peuvent prétendre à aucune espèce d'objectivité : « Ils n'ont du nombre que le nom ; en réalité, ce sont de purs symboles-^ ».
Une théorie semblable interdirait de comprendre l'unité de cette science même dont on vient de constater qu'elle se manifeste pratiquement comme un système de combinaisons homogènes les unes par rapport aux autres. 11 est par suite inévitable qu'elle soulève devant la réflexion un problème nouveau. Ou la notion de nombre, correspondant soit à une forme de l'entende-
1. Riquier : De l'idée de nombre considérée comme fondement des sciences mathématiques. Revue de métaphysique, 1893, p. 3o0.
2. Voir l'exposition remarquable de la Généralisation arithmétique du nombre dans Couturat, De l'Infini mathématique, P partie, livre I.
Molk, Mémoire cité, Acta mathcmatica, t. YI, p
ment soit à une réalité de la nature, possède une vérité intrinsèque et nécessaire; mais cette vérité, liée à l'intégrité et à la positivité du nombre proprement arithmétique, est incapable de se transmettre aux formes généralisées sur lesquelles se fondent l'algèbre et l'analyse. La conception de la vérité, qui en avait été l'âme, abandonne la théorie arithmétisante, dès qu'il s'agit de comprendre la valeur inhérente aux disciplines mathématiques qui attestent le mieux, avec la fécondité de l'esprit spéculatif dans les sciences, son aptitude à envelopper dans le réseau de ses relations l'ampleur et la subtilité des phénomènes naturels. — Ou bien toutes les parties de la mathématique abstraite ont effectivement pour le savant le même caractère d'exactitude et de rigueur. Une théorie de la science, respectueuse de la réalité qu'elle doit interpréter, est tenue de rétablir l'égalité de niveau entre les différentes disciplines de l'arithmétique, de l'algèbre ou de l'analyse. Mais il est évident que cette égalité ne peut être atteinte que sur le niveau le moins élevé. Le nombre entier serait alors absorbé dans les formes généralisées, dont il deviendrait un cas particulier; il participerait à leur caractère symbolique; la mathématique abstraite deviendrait tout entière une création conventionnelle et arbitraire.
La juxtaposition des nombres naturels et des expressions artificielles ne constitue donc qu'un arrêt provisoire dans le mouvement de l'arithmétisme. Il faudra qu'il remonte jusqu'au réahsme des Pythagoriciens, ou qu'il descende la pente du nominalisme et du scepticisme.
214. — Or, l'alternative étant ainsi présentée, ce que nous avons déjà dit de la formation et de l'évolution de l'arithmétisme fait prévoir que les savants du xix<= siècle devaient inévitablement prendre le second parti. En dépit de l'autorité de Cauchy, il est clair, en effet, que ni la logique ni l'arithmétique elle-même n'étaient intéressées dans la prétendue loi de nombre.
La proposition : Le tout est plus grand que la partie, insérée dès l'antiquité parmi les notions communes de la géométrie \ peut être regardée, selon Renouvier, « comme un jugement analytique ou d'identité. Mais il faut, ajoute-t-il, que l'idée du tout soit prise dans son sens rigoureusement et exclusivement mathématique - ». Gela ne suffit pas encore : il faut que le sens mathématique soit restreint à l'arithmétique des nombres positifs; car déjà pour les nombres négatifs, l'axiome est en défaut : a-^-b
Premier Essai, édil. citée, p
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poiiL iHrc plus peliLcjuc a. En d'aulres termes, nous voyons bien qu'en refusant de faire de cette proposition : Le tout est plus grand que la partie, une norme du jiossible, im critère du réel, on contredit aux règles qui conviennent au calcul des entiers positifs et finis; mais on n'a pas le droit de conclure de là qu'on tomberait dans une contradiction intrinsèque et absolue'... à moins d'ériger l'arithmétique élémentaire en science universelle, et il'assimiler les principes qui la régissent aux lois nécessaires de la logique.
Chose piquante d'ailleurs, cette assimilation de la vérité arithmétique et de la vérité logique se produit sur le point précis où il y a une divergence radicale entre l'arithmétique des nombres finis et le calcul logique des classes. Si j'ajoute 5 et 7, la somme 12 est plus grande que chacune de ses parties; mais si j'ajoute la classe des Français et la classe des Normands, la somme des deux classes n'est nullement plus grande que chacune des pai'ties. Dès le dix-septième siècle d'ailleurs, Leibniz avait mis cette remarque en évidence, lorsqu'il formulait la loi dite de tautologie^, et qu'il en marquait expressément l'application à l'addition des classes : dans ce qu'il appelle le « calcul alternatif », où la composition des éléments se fait suivant l'ordre de l'extension logique, « il n'y a pas à tenir compte de la composition d'une lettre avec elle-même ^ ».
Mais, en interrogeant l'arithmétique élémentaire elle-même, on voit se dérober la base sur laquelle était établie la loi du nombre. Si l'arithmétique nous apprend à compter, n'est-il pas évident qu'elle demeure indifférente à la question, qui la dépasse et qui nous dépasse, de savoir si nous pourrons jamais avoir fini de tout compter? Il convient d'aller plus loin : même si nous accordons que les problèmes posés par la nature des choses doivent se résoudre par le seul calcul des nombres entiers, nous retrouverons dans la suite naturelle de ces nombres l'infini, que l'on prétendait exclure au nom de l'arithmétique : « La notion de l'infini, dont il ne faut pas faire mystère en mathématique, se réduit à ceci : après chaque nombre entier il g en a un autre''. »
1. Voir Milhaud, Essai sur les conditions et les limites de la certitude logique, 1894, p. 198 ot suiv.
2. « Si idem secum ipso siimatur, nihil constituitur novuni, seu A -{- A. = A. » G, VII, 230.
3. Math. I, 2(j. a. (vers 1683). Opuscules et fragments inédits, édit. Couturat, p. .5.56. Cf. Couturat. La logique de Leibniz, p. 344.
4. Jules Tannery : Introduclionà la théorie des fonctions d'une variable, i'" édit. 1886, p. VIII. Cf. L'infini mathématique. Revue générale des sciences, 1897,
La même raison subsistant toujours, comme disait Leibniz, on ne peut pas poser deux après un sans avoir déjà impliqué l'infini dans la notion de deux, de même que, partant de l'unité pour
concevoir la fraction -, on ne peut pas se refuser à la divisibilité indéfinie qui conduite faire de Tunité, suivant la remarque curieuse de Galilée, le type du nombre infini'.
Pour nous, la « loi de nombre » n'a donc pas plus de racine dans l'arithmétique que dans la logique. Elle a eu sans doute sa cause occasionnelle, d'ordre négatif, dans les difficultés que rencontrait dans les premières années du xix*^ siècle l'exposition du principe et des applications du calcul infinitésimal; et Renouvier lui-même indique que l'idée « pivotale » de sa doctrine a procédé « d'une méditation prolongée sur le sens, et sur la seule justification rationnelle possible, des méthodes transcendantes en géométrie. ^ » Mais nous serions disposé à chercher la raison positive de la solution dans l'atmosphère scientifique oîi baignait la pensée de Gauchy et de Renouvier. La conception chimique qui a dominé de Dalton à Jean-Baptiste Dumas, et qui ramenait au cœur de la science expérimentale moderne les théories spéculatives d'un Pythagore ou d'un Démocrite, serait l'inspiratrice inconsciente, mais véritable, du finitisrae; elle seule, en tout cas, nous paraît capable d'expliquer l'identification immédiate que Renouvier établit entre l'idée générale de relation et le rapport déterminé de composition, identification qui est le principe du néo-cri ticisme et qui en conduit le développement jusqu'à la Nouvelle Monadologie.
Or, tandis que le progrès des sciences physico chimiques au cours du xix« siècle, affranchissait les esprits du finitisme atomistique, le succès de l'œuvre inaugurée par Gauchy faisait voir que les diverses parties de l'algèbre ou de l'analyse pouvaient être exposées en toute rigueur à l'aide d'un double système de conventions, portant sur les définitions des expressions (fractionnaires, négatives, imaginaires, irrationnelles) et sur les opérations qui en permettent le calcul.
Dès lors la conclusion s'imposait : ce qui suffit pour l'algèbre et pour l'analyse devra suffire pour l'arithmétique. Au nom du principe d'économie dont les savants du xix" siècle se plaisent à invoquer l'autorité, il faudra écarter de la notion de nombre tout
p. 131" : « Quelque conception qu'on se fasse du nombre entier, cette conception implique déjà l'idée de l'infini, et cela d'une façon nécessaire. »
1. Discorsi e demostrazioni {[QZS). Rdit. nationale, t. VIII, p. 83.
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co qui a permis d'y voir un objol (rinluilion, une réalité naturelle, pour ne retenir que les caracLèrcs nécessaires au système (les combinaisons numériques. Bref, afin de fonder l'arithmélique des nombres entiers au moins de frais possible, on devra dissocier les lois du processus nomhrant et l'existence de la chose nombrée. En imitant pour l'intelligence de ces lois la méthode qui a réussi pour le calcul des fractions ou des imaginaires, on déterminera le minimum des conditions requises pour fixer sans équivoque les règles du symbolisme opératoire'.
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213. — Telle est la tâche dont Helmholtz s'est acquitté dans son mémoire de 1887 : Zahlen und Messen erkenntnisstheoretisch belraclilel : « Nous pouvons considérer les nombres comme étant une série de signes arbitrairement choisis, mais auxquels nous appliquons un mode déterminé de succession à titre de succession régulière ou, suivant l'expression habituelle, de succession naturelle -. » Encore convient-il de ne pas se laisser tromper par l'équivoque de l'expression : ce qui pourrait être naturel, c'est le dénombrement, die Anzahl, de réalités données. La science des nombres n"a jamais à faire à rien de tel : l'ordre des signes numériques est aussi conventionnel que l'ordre des lettres dans les diverses langues; ordre qui, une fois adopté et employé d'une façon constante, prend également une apparence normale et régulière.
Comme le disent spirituellement MM. Le Roy et Vincent, «nous créons une infinité de petits dessins, que nous appelons des signes, bien qu'ils ne désignent rien, se succédant régulièrement d'après une loi de formation que nous allons indiquer. Les premiers sont donnés individuellement :
1. Cf. Poincaré, Journal des Savants, 1902, p. 260 : « Qu'est-ce que les nombres? Ce sont avant tout des éléments que nous savons distinguer les uns des autres; nous savons en outre définir la somme ou le produit de deux de ces éléments, et enfin nous avons des règles pour reconnaître entre deux nombres quel est le plus grand et quel est le plus petit. Voilà ce que nous devons considérer comme essentiel; mais il est clair que, si nous regardons ces règles comme des conventions, nous pouvons appliquer ces conventions à d'autres éléments qu'à nos nombres ordinaires et que nous pouvons même changer ces conventions dans une mesure plus ou moins grande. C'est ainsi que la notion de nombre peut s'élargir presque indéfiniment. »
2. Apud Philosophische Aufsatze Eduard Zeller gewidmet, Leipzig, p. 21.
Ils sont d'ailleurs supposés rangés. Ceux-là écrits, nous faisons précéder chacun d'eux successivement de chacun d'eux sauf de celui qui est avant tous les autres... Il est clair qu'on peut prolonger indéfiniment ce jeu, puisque rien n'est capable d'imposer un arrêt à l'esprit dans une opération purement logique où n'intervient pas la considération de l'extérieur. Chaque signe de la suite créée est un symbole... Voilà ce qu'on appelle la suite des nombres entiers positifs. L'arithmétique n'est pas autre chose que le récit des opérations que l'esprit peut s'amuser à faire sur ces symboles ' ».
L'addition devra donc rentrer dans le cadre de l'énumération purement ordinale : «Par (a -h 6), je désigne le nombre delà série sur laquelle je tombe si je compte un pour (a-hl), deux pour (a -h 2), etc., jusqu'à ce que j'aie compté jusqu'à 6^. » Cette définition de l'addition permet d'en démontrer les deux lois essentielles ^ : loi associative, c'est-à-dire a + (6 + c) = (a -h 6) -f- c, et loi commutative, c'est-à-dire a~\- b = b-hc. Il est aisé en effet d'établir que ces lois sont vraies pour a= i; d'où l'on déduit qu'elles sont vraies pour a = 2, pour a = 3, etc.
Helmholtz a ainsi fondé la théorie des opérations arithmétiques, sans faire appel à aucune espèce d'intuition, sans former même l'idée d'une collection d'unités homogènes. Supposons maintenant que nous soyons en présence d'un groupe de termes distincts, tels que les lettres de l'alphabet grec jusqu'à s, nous pouvons faire correspondre à chacun des termes du groupe un signe de notre série ordinale et couvrir ainsi la série jusqu'à un nombre n. Il est facile de voir que je puis permuter dans le groupe des lettres l'ordre de deux lettres voisines sans rien changer au résultat de la correspondance; et, s'il en est ainsi je puis, en étendant cette permutation de proche en proche, me permettre n'importe quelle interversion. Pourvu qu'il n'y ait ni lacune, ni répétition, le même groupe, pris dans quelque ordre que ce soit, me donnera le même nombre; il sera dénonibré.
L'acte psychologique du dénombrement est parfaitement décrit; l'exactitude de cette description pourrait faire illusion sur la portée que lui confère effectivement la doctrine nominaliste, ou mieux conventionaliste, de Helmholtz. Il ne s'agit pas de fonder l'idée du nombre sur la correspondance de la série et de
1. Sur l'idée de nombre. Revue de métaphysique, 1896, p. 743.
Coutural, L'Infini mathématique, p
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la colloclion; la série ordinale sulfit pour constituer le iionibre. 11 ne s'agit pas non plus de retrouver après coup le passage de la conception ordinale à une conception cardinale, déjà instituée par ailleurs, et d'établir ainsi une relation qui serait susceptible de vérilication. Le but de Helmholtz est, au contraire, de se dispenser de la notion proprement dite de nombre cardinal. « Nulle part..., dans la théorie du nombre pur, Helmholtz n'emploie le mot, ni n'invoque l'idée (ïuniléK <>
En face de la série ordinale il n'y a rien d'autre que l'ensemble concret présenté dans la perception; le rapprochement entre les formes abstraites du calcul et les données telles quelles de Tcxpérience donne simplement lieu à un postulat de plus; la correspondance entre la série dénombrante et la collection à dénombrer est introduite comme une règle de jeu, qui échappe par hypothèse à toute objection, puisque, par hypothèse, elle est absolument arbitraire. L'arithmétique renonce définitivement à toute valeur de science; car la science est au moins prétention à la vérité.
Le cycle d'évolution que l'arithmétisme pouvait parcourir est donc achevé. Parti d'une conception du nombre qui faisait de l'entier positif la synthèse de l'intelligible et du l'éel, il a été conduit par la considération de la généralisation du nombre, qui aussi bien a été l'instrument du progrès mathématique, à éliminer la conception initiale; et il n'a plus vu dans l'ensemble des spéculations mathématiques qu'un système de combinaisons symboliques reposant sur des définitions arbitraires et des règles conventionnelles. D'où la sorte de scandale intellectuel qui a marqué les dernières années du xix*= siècle. En même temps que la mathématique perfectionnait la rigueur de ses méthodes, quelle disposait d'armes plus subtiles et plus fortes pour la conquête de l'univers physique, la philosophie mathématique apparaissait impuissante à rendre raison de la vérité que la science possède. Elle allait se perdre dans le courant pragmatique , elle en redoublait la force jusqu'à lui donner l'aspect d'un « raz de marée- », justifiant, malgré soi, la parole brutale, mais profonde, que Poinsot prononçait au lendemain du Génie du Christianisme, à l'aurore du romantisme ■' : « Si les mathématiques cessaient d'être la vérité même, une foule d'ou-
Couturat, op. cit., p
2. Cf. W. James, Humanism and truth once more, Mind, avril lOO."), p. 190.
3. Cité par J. Bertrand dans V Éloge de Louis Poinsot, Éloges académiques, Nouvelle série, 1902, op. cit., p. l.j.
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vrages ridicules deviendraient très sérieux, plusieurs même commenceraient d'être sublimes'. »
1. Que l'apologéLique de Chateaubriand, à laquelle Poinsot nous paraît avoir fait allusion, soit une des sources du courant pragmatiste au xix* siècle, c'est ce que manifeste une page de Taine dont la date est significative (1855) : « 11 n'en est pas un [parmi nos plus grands maîtres] qui, vingt fois dans sa vie, n'ait prouvé et propagé sa doctrine en disant aux hommes qu'elle est consolante pour le genre humain. Le premier et le plus contagieux de ces exemples fut le Génie du christianisme... Chaque doctrine naissante se crut obligée d'établir qu'elle venait à point, que les circonstances la réclamaient, que les hommes la désiraient, qu'elle venait sauver le genre humain. Elle se défendit avec des arguments de commissaire de police et d'affiche, en proclamant qu'elle était conforme à l'ordre et à la morale publique, et que le besoin de sa venue se faisait partout sentir. On imposa à la vérité l'obligation d'être poétique pour être vraie... On démontra des doctrines usées par des arguments détruits, et l'on conquit la popularité et la puissance aux dépens de la certitude et de la vérité. » (Revue des Deux Mondes, t. XGIX, p. 660.)
LIYHE VI LE MOUVEMENT LOGISTIOUE
216. — Si ridée est finalement apparue décevante de s'appuyer sur rintelligibilité intrinsèque du nombre entier positif pour justifier a priori la vérité mathématique, c'est qu'il y a contradiction entre la conception arithmétiste qui procède du particulier au général, et les conditions de la justification a priori qui impliquent une déduction à partir des notions les plus générales.
L'arithmétisme doit donc être considéré comme une étape dans un mouvement qui, par delà les formes spécifiques du nombre, rejoint les formes universelles de l'être; le mouvement paraît commandé par la nature de l'esprit humain puisque c'est celui-là même que nous avons vu se produire du pythagorisme à Taristotélisme. Mais la logique formelle d'Aristote n'est que le prototype de la logistique contemporaine : au contact des méthodes modernes, en imitant l'algorithme perfectionné des mathématiques, celle-ci a manifesté une souplesse d'analyse, un souci de rigueur, dont celle-là demeurait infiniment éloignée. La logistique est bien une technique nouvelle; la philosophie de la mathématique, que certains penseurs (M. Bertrand Russell au premier rang d'entre eux) ont cru pouvoir en tirer est bien, en dépit de sa fidélité à l'ontologisme d'Aristote et de la scolastique, un événement nouveau.
Brunschvicg. — Les étapes.
FORMATION DE LA PHILOSOPHIE LOGISTIQUE DES MATHÉMATIQUES
217. — Nous avons à rechercher comment s'est accomplio cette rénovation de la logique formelle, et quelle part en revient à rimilation des procédés mathématiques d'exposition et de démonstration.
En un sens, c'est de Leibniz que procèdent les idées génératrices de la logistique : il a ouvert les différentes routes que le XIX'' siècle devait suivre; il a entrevu les perspectives que pouvaient offrir, ou la mise en forme mathématique de la logique, ou la mise en forme logique du calcul. Toutefois, si nous faisons^ abstraction des révélations dues à l'étude des manuscrits de Hanovre par Gerhardt et surtout par M. Couturat, et si nous nous reportons h l'influence que Leibniz pouvait exercer sur ses successeurs immédiats, nous ne pouvons guère retenir de la tentative de caractéristique universelle que cette conception encore vague: il doit exister une science des équations logiques comparable à la science des équations algébriques, et certains système^ de représentations spatiales peuvent fournir une illustration des combinaisons logiques, comme les courbes cartésiennes fournissent l'image des relations analytiques.
Quelle est la portée exacte de cette conception? En développant systématiquement la logique mathématique suivant lune et l'autre des interprétations que la géométrie analytique comporte elle-même, c'est-à-dire dans le sens de l'algèbre pure et dans le sens de la géométrie pure, Salomon Maïmon etGergonne ont apporté une réponse précise à cette question \
1. Nous utilisons, dans les pages qui vont suivre, le Cours magistral \)\ fessé au Collège de France par M. Couturat, sur VHistoire de la logique forme! moderne (1905-1906). Voir la leçon d'ouverture, qui seule a été publiée, dau> la Revue de métaphysique, 1900, p. 318 et suiv.
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ANALYSE ALGÉBRIQUE ET ANALYSE GÉOMÉTRIQUE
±[H. Ce i|ui nous inléicssc dans l'ébauche (Falgorithme (|iio Maïinoii a tracée, c'est que nous croyons y trouver un sentiment très rare de la ditïerence radicale qui existe entre la logique et la mathématique, dilTérence que risque de dissimuler l'usage de signes communs. Logique et niathémati(jue sont susceptibles (rex])osilion formelle; mais dans la logique ordinaire la forme se réfère à une matière qui lui est extérieure; ce (|ui fait la vérité de la proposition
Sacrale est homme n'est pas conservé dans la proposition écrite symboliquement
X est Y.
Les prémisses sont introduites dans le syllogisme, sous bénéfice d'une hypothèse préalable sur leur vérité ou sur leur fausseté; la conclusion est relative à la valeur de ces hypothèses, dont le contrôle échappe à la compétence du logicien. Au contraire, ce (jui fait que les conclusions du raisonnement mathématique sont susceptibles de vérité catégorique, c'est-à-dire, à proprement parler, de vérité, c'est que les propositions mathématiques n'ont pas d'autre matière que leur forme même. L'algèbre est capable de faire elle-même la police à l'intérieur de son domaine ; elle sépare des valeurs fausses les valeurs vraies, c'est-à-dire celles qui transforment l'équation en identité.
Telle est l'idée simple, mais forte, dont nous paraît s'inspirer le système logique de Maïmon. Pour lui, comme pour Kant, le type du jugement logique est analytique; il importe donc de mettre en évidence le caractère analytique du jugement, en indiquant expressément que le prédicat est déjà contenu dans le sujet. De là le symbolisme profond et naïf de Maïmon.
Il nous suffira d'indiquer la traduction de Barbara : + étant choisi comme signe de l'affirmation, x désignant n'importe quoi, et par suite étant équivalent à tout, et signifiant l'universalité, la vérité de tout b est a s'écrira abx-ha; la vérité de tout c est b s'inscrira abcx-habx; la vérité de la conclusion tout c est a s'offrira d'elle-même sous la forme : abcx-h a^. La
l. Maïmon, Versuch eincr neuen Logik oder Théorie des Denkens, Berlin, 1794, p. 92.
résolution des équations logiques a le même caractère de perfection que la résolution des équations algébriques, et Tœuvre d'élimination que le syllogisme accomplit est rendue ainsi manifeste; mais manifeste aussi l'œuvre d'appauvrissement qui en est la conséquence. La logique, pour se mouvoir dans la sphère fie la vérité, ne peut guère dépasser l'horizon étroit de l'évidence verbale; l'algèbre logique de Maïmon est viable au sens rigoureux du mot, elle n'est pas destinée à survivre parce qu'elle est nécessairement stérile.
219. — L'algorithme de Gergonne procède d'une vue inverse et complémentaire; il a pour base l'intuition géométrique. Les cercles d'Euler, au lieu d'être de simples traductions de propositions logiques, vont déterminer des relations initiales entre l'idée du sujet et l'idée du prédicat :
« Examinons, dit Gergonne, quelles sont les diverses circonstances dans lesquelles deux idées, comparées l'une à l'autre, peuvent se trouver relativement à leur étendue. Cette question revient évidemment à demander quelles sont les diverses sortes de circonstances dans lesquelles deux figures fermées quelconques, deux cercles, par exemple, tracés sur un même plan, peuvent se trouver l'un par rapport à l'autre; l'étendue de chaque cercle représentant ici, celle de chaque idée^ » De là, le tableau des relations suivantes :
1" L'exclusion @@ =h.
2" La sécance (s]@ =x.
3° V identité @ = i.
La contenance, étant susceptible d'inversion, s'exprime par deux relations inverses
A'' s est contenu dans p (^^ =c.
5° s contient p ^^^_^.
Si on forme les combinaisons de ces cinq relations deux à deux, et si on y comprend la répétition de deux relations identiques, on obtiendra vingt-cinq combinaisons. On n'aura qu'à se demander dans quel cas la combinaison des deux prémisses permet de
1. Annales de Malhématuiues pures et appliquées, Nîmes, t. VIT, 1816-1817. p. i93.
poser dans la coii<;lusioii Inno (jiielcon(|iio des cinq relations. (Vesl ainsi i|ue si les prémisses sont toutes deux de la forme H, ou toutes deux de la l'orme X, la conclusion peut avoir les cinq Cormes que nous venons dénumérer, tandis que, si elles ont toutes deux la forme C ou la forme 3, une seule alternative est possible : la conclusion doit avoir la môme forme que les prémisses.
Les cadres de Gergonne sont plus facilement représentables que ceux d'Arislote, et les articulations du discours sautent immédiatement aux yeux; mais, à s'appuyer ainsi sur l'intuition, il arrive qu'on atteigne trop rapidement les limites du savoir. De fait, quand Gergonne a marqué les points de concordance entre son algorithme et la logique traditionnelle, il semble que sa propre recherche soit épuisée. D'autre part, les principes du raisonnement n'ont nullement été éclaircis. La ibrme traditionnelle ne réussit pas à justifier certains syllogismes de la troisième figure, parce qu'elle n'explicite pas la condition d'existence qui est nécessaire pour passer des prémisses à la conclusion; mais Gergonne ne se trouve pas dans une meilleure situation qu'Aristote; les considérations purement intuitives dont il part impliquent d'emblée qu'on est dans l'ordre de l'existence, et il n'est pas possible de discerner le cas où il faudrait, soit fournir la preuve, soit énoncer l'hypothèse, que la condition d'existence est effectivement remplie.
220, — Ainsi, de part et d'autre, la route est barrée. Si la logique doit posséder l'ampleur et la rigueur qui en feront une science comparable à la mathématique, il faut qu'une invention de génie lui permette de franchir la sphère où la retient l'imitation de la géométrie analytique.
Cette invention est due à Georges Boole, qui publia en 1847 : The mathematical analysis of Logic, being an essay towards a calciilus of dediictive reasoning; en 1854, An investigation of the Laws of the thought, on which are founded the mathematical théories of logic and probabilities^. Elle consiste avant tout dans l'introduction de deux constantes logiques par rapport auxquelles s'organise le système des relations logiques, de même que le système des relations géométriques s'organise
1. Cf. Liard. Les logiciens anglais contemporains, 1878, chap. v, p. 99 et suiv.
par rapport aux coordonnées choisies. La valeur logique de ces conslantes est. mise en relief par le symbole qui les exprime. L'une est 0, de telle façon que, si y désigne une classe quelconque d'objets, on ait, comme en algèbre,
0 X î/ ou 0// = 0 ;
l'autre est 1, de telle façon que Ton ail léquation formelle' :
IXf/ ou iy = y.
Il est facile de dégager la signification de ces symboles, en considérant la combinaison de classes qui constitue la multiplication logique. 0;/ désigne la classe formée par les éléments communs de 0 et de ?/; pour que le résultat de la multiplication donne 0 quel que soit y, il faut que la classe 0 désigne la classe nulle, le néant logique. De même, pour que iy désigne y quel que soit y, il faut que la combinaison de 1 avec y n'enlève jamais rien à l'extension de y, par conséquent qu'il représente l'ensemble de toutes les classes, l'univers logique.
Or, à l'aide du symbole 0 et du symbole 1, il sera possible de féconder les opérations élémentaires du calcul logique, de manière à franchir les bornes étroites de la combinatoire d'Aristote, et à étendre les ressources de la logique formelle.
Les opérations élémentaires entre les classes sont la multiplication et l'addition. La première, nous l'avons vu, retient d'un certain nombre de classes logiques leurs caractères communs ; elle est l'addition des compréhensions. Si x désigne la classe des mammifères, et y celle des animaux aquatiques, le produit xy désigne la classe des mammifères aquatiques. L'addition des extensions donne l'addition proprement logique, où il est supposé d'ailleurs que les classes ajoutées l'une à l'autre n'ont aucun caractère commun; l'addition de Boole est disjonctive. Si x désigne la classe des mammifères et y celle des poissons, la combinaison x-\-y désignera l'ensemble des classes mammifères et poissons.
Le signe — exprimera lopération inverse de l'addition logique, la soustraction. La soustraction permet d'obtenir la classe supplémentaire de toutes les classes que l'on considère. Si x désigne les hommes, 1 — x désignera les non-hommes. Le principe d'identité se traduira, sous la forme particulière du principe du tiers exclu, par l'équation :
An investigation, Londres, 18.54, p
Il osl à rtMnar(|uor ((iio riMjiialiou n'csl pas priiiiilive; elle peut se (lénionlrei- à laide d'uiio loi (pii exprime une propriété iniinédiale de la nndliplicalion logiipie, el où Leibniz avait déjà 'econnii le caractère spécifique de l'algèbre de la logique par rapport à Talgèbre proprement malliémalique '. Cette loi est la loi de tlaalile'y qui s'exprime par Téquation
Il est clair, en elïet, que le produit logique l'orme par la combinaison de deux classes qui comprennent les mêmes objets, par exemple la classe des hommes et la classe des bimanes, équivaut à lun de ses éléments. Six=^y, xij = x=zy. H en sera de même ^ pour le produit xx ou x'. Or, en posant x-^x, nous vérifions immédiatement ^
'221. — Une fois fixées les bases de cet algorithme logique, Boole opère entre ces divers symboles toutes les combinaisons possibles, sans se soucier de faire correspondre à chacune de ces combinaisons symboliques une représentation intuitive : ce qui importe, c'est uniquement l'interprétation finale des transformations, ainsi que le montre d'ailleurs l'emploi des imagiginaires en trigonométrie ^ La logique de Boole fait voir à quel point le domaine de la raison dépasse celui de l'imagination"; elle sera par rapport à la logique d'Aristote ce que l'algèbre est à l'arithmétique.
Soit une classe ou, comme dit Boole pour bien marquer que la classe est la délimitation d'un domaine particulier dans l'univers du discours, un symbole électif x, nous pouvons poser une fonction logique f{x), à laquelle nous donnerons la forme suivante :
f{x)^=ax-+-b{i — x).
Le problème sera de déterminer les coefficients a et b. Pour cela nous substituons successivement à x les symboles i et 0.
1. « Hoc loco nulla habeiur ratio repetitionis, seu AA idem nobis est quod A ». G, VII, p. 245. Cf. GouLurat. La logique de Leibniz, p. 320 et suiv.
Op. cit., p
Nous obtenons
d'où
f{x)=:f{i)x-hf{0){i-x).
Cette formule fournit le développement, Veœpansion^ âef{x). Par des procédés identiques on trouvera pour une fonction de deux symboles x et y, la formule suivante :
f{x,y) = r{l4)xy-^f{l,0)x{i-y)-^r{^,i)ii-x)y + /'(0,0)(l-x)(l-î/).
Les procédés d'expansion appportent à la logique formelle la fécondité qui lui manquait depuis Aristote; la rigueur lui viendra des procédés d'élimination qu'elle emprunte à l'algèbre.
Prenons l'exemple le plus simple ; constituons léquation correspondant à une définition, la définition de ïhomme comme animal raisonnable. Homme est x; animal est y; raisonnable est z; animal raisonnable est un produit logique ou yz; d'où
x = yz,
ou encore x — ;^7r=0. Si l'on soustrait de la classe des hommes celle des animaux raisonnables, on obtient la classe nulle.
Dès lors, pour obtenir le plein développement de xyz, nous devrons, former successivement les diverses combinaisons de ces symboles électifs, les divers constiluants: et nous devrons déterminer leurs coefficients en fonction de 1 et de 0. D'une part, les constituants sont
xyz
xy{i — z)
\. Op. cil., p. 72. Cf. LiarJ, op. cit., p. 117.
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D'aulrc part, à (•liaciui de ces consliluants, la fornic x — ;/ ^-0 fait con'es[)omlr(^ les coeriicienls suivants :
c'est-à-dire, (après élimination des ternies à coefficien 0), xy (1-r) -^x (1-//) z + cc (l-/y) (l-r)+ (l-/y) yz= 0. Celle somme, d'après les lois de l'addition, nélant nulle que si chacun des termes est nul, nous obtenons séparément ^ :
xy{i — z) = i) x{i — ij)z = 0 x{i-y){i-z) = 0 {l-x)yz = 0.
La théorie des équations logiques est donc fondée, en ce sens que de la relation primitive, qui identifiait la classe des hommes et la classe des animaux raisonnables, nous avons conclu la non existence des classes suivantes :
hommes animaux non raisonnables;
hommes non animaux raisonnables;
hommes non animaux non raisonnables;
non hommes animaux raisonnables.
« Chaque proposition primaire peut être ainsi résolue en une série de négations d'existence pour certaines classes définies de choses^ . »
Telles sont les idées maîtresses de celte logique symbolique des classes, à laquelle on devait demander plus tard de jouer un rôle décisif dans la philosophie des mathématiques.
Ibid
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tiens primaires, il doit réussir pour les propositions secondaires, ou propositions absolues.
L'analogie des concepts et des propositions, qui est, peutêtre, dit M. Couturat, la plus belle découverte de Boole S procède d'une conception générale sur la nature de la mathématique : « Il n'est pas de l'essence de la mathématique de s'occuper des idées de nombre et de quantité-. » La mathématique traite « des opérations considérées en elles-mêmes indépendamment des matières diverses auxquelles elles peuvent être appliquées^ » Elle étudiera les transformations qu'il est permis d'opérer sur une formule, cette formule pouvant « représenter avec une interprétation la solution d'une question relative aux propriétés des nombres, avec une autre celle d'un problème géométrique, avec une troisième celle d'une question de dynamique ou d'optique ». Cette conception de la mathématique, dont vers la même époque Grassmann s'inspirait également dans son AusdehnungsleJwe\ Boole la transporte sur le terrain de la logique, et il en tire un élargissement singulier du cadre de la science. La logique ne s'occupe pas seulement des relations entre les choses; elle s'occupe aussi des relations entre les faits '\ Or les faits s'expriment par les propositions : si le soleil est totalement éclipsé, les étoiles deviendront visibles. Pour former, suivant les mêmes procédés d'expansion qui ont réussi dans la logique des classes, les équations propositionnelles, et leur appliquer les mêmes procédés de résolution, il suffira de donner aux deux symboles 1 et 0 une signification valable pour les propositions, en les l'apportant au temps de vérité. 1 désigne la totalité du temps où une proposition est vraie, l'affirmation sans réserve de la vérité; 0 désigne le néant de temps, et par suite la négation de la vérité de la proposition. Pour traduire une proposition disjonctive, on égale à 1 la somme des alternatives; pour traduire une proposition conditionnelle, on exprime que pendant un temps indéterminé v où une première proposition est vraie, la seconde proposition y est vraie par là même^
y =z vx.
Op. cit., p. 172. Cf. Liard, op. cit., p. 139 et suiv
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divers individus, on dassos d'individus, il existe des relations, nous pouvons conslilner un nouveau corps de doctrine logique. Prenons pour exemple la relation binaire, celle qui s'établit entre un couple d'individus ou un couple de classes, par exemple père et fils, nous obtiendrons pour base de calcul la considération des couples qui vérifient celte relation. Les symboles logiques 1 et 0 désigneront, l'un Icnsemble de Ions les couples, l'univers des relations; l'autre, l'absence de tout couple, le néant de relation. Ainsi conçue l'idée de relation est une forme nouvelle de Tidée d'extension logique; elle permet d'appliquer une troisième fois les procédés opératoires d'expansion et d'élimination. Mais la spécificité de l'idée de la relation apparaît dans les caractères originaux de certains modes opératoires. Quand on intervertit Tordre des couples, on change une relation en une relation inverse; certaines relations sont identiques à leur inverse : relation de frère ou d'om/ (relation symétrique), tandis que d'autres sont irréversibles, comme la relation de père (relation asymétrique). <)u encore, quand on compose les relations les unes avec les autres, on obtient un produit relatif. Par sa nature la multiplication relative n'est pas commutative, à la différence de la multiplication logique; on ne peut pas confondre le frère du père et le père du frère, Vami du bienfaiteur et le bienfaiteur de Vami. De ce point de vue, le cas essentiel à mettre en lumière est celui où le produit relatif de la relation par elle-même est identique à cette relation : tandis que Vami de notre ami n'est pas nécessairement notre ami, le frère de notre frère est notre frère; la relation de fraternité est transitive, suivant l'expression introduite par de ■Morgan ^ Ces exemples suffisent à montrer qu'il entre dans la logique des relations des caractéristiques nouvelles qui la rendent indépendante de la logique des classes; et il n'est pas sans intérêt philosophique de consacrer cette indépendance en introduisant, comme l'a fait M. Russell-, un symbole spécial R : xRy signifiera qu'il existe une relation entre x et y. De la sorte, au lieu de se borner à définir des relations par des classes, comme le faisaient encore C. S. Peirce et Schroder, on pourra définir des classes par des relations '.
1. Voir son mémoire do 1850 : On the symbols of logic, etc. Transactions of the Cambridge philosophieal Society, t. IX, 1836, p. 104. La symétrie s'y trouve aussi définie sous le nom de convertibilité.
2. Russell, The principles of mathematics, vol. I, Cambridge, 1903, § 28, p. 24.
3. Gouturat, Les principes des mathématiques, 190-5, p. 27 et suiv.
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LA TRADUCTION LOGIQUE DES MATHEMATIQUES
224. — Quelle répercussion la constitution de l'algèbre de la logique va-t-elle avoir sur la conception philosophique des mathématiques ?
Tout d'abord, on pourra songer à réunir dans un même corps de doctrine l'algèbre de la logique et l'algèbre de la mathématique, conçue elle-même dans toute sa généralité. Cette réunion sera entendue simplement comme une juxtaposition, qui ne préjuge en rien l'identité des deux disciplines. Il se peut, et il arrive, que le rapprochement des deux calculs ne serve qu'à faire éclater les dissemblances. Ainsi, dans le Traité d'Algèbre universelle ou il se propose d'étudier tous les types de déduction formelle, M. Whitehead dislingue ' des algèbres mathématiques en général où
a -i-a^'ia,
l'Algèbre de la logique symbolique, ou algèbre non numérique^ qui a pour loi spéciale de l'addition :
225. — Mais la juxtaposition de la logique et des mathématiques peut se présenter sous un jour nouveau : après avoir fait profiter la logique formelle des progrès que permet l'introduction de l'algorithme emprunté aux mathématiques, on essaiera, par une sorte de choc en retour, de l'aii'e profiter la mathématique des progrès nouveaux que la logique a réalisés en dépassant son modèle, en poussant plus loin que la mathématique le souci d'énumérer exactement les éléments et les conditions de la démonstration. Alors il y aurait lieu d'exposer tout le contenu des difïérentes disciplines mathématiques dans le langage symbolique adopté par les disciples de Boole.
Cette œuvre considérable, l'école italienne a réussi à l'accomplir, en suivant les principes de notation proposés par M. Peano -;
1. Treatise of universal Algebra, voL I, Cambridge, 1898. p. 22 et 35. Cf. Gouturat. Revue de niélaphysique, 1900, p. 331.
2. Notations de logique mathématique, Turin, 1894. La Rivista di matematica a publié, eu 1895, la première édition du Formulaire de Mathématiques, due à la collaboration de savants tels que Burali-Forti, Vailali, Vivanti. La logique mathématique de Peano a été exposée par Vailali et par Gouturat dans la Revue de métaphysique, 1899, p. 94 et 616 et suiv.
LA THADICTION LOGIQn: DKS iMATHKMATIQUES 381
et l'œuvre est féconde, nécrire ainsi les malhématiqucs, c'est en réalité les repenser'. C'est donner à Tcspril pleine conscience de tout ce (|u"il a. souvent sans le savoir, enf,'-af^é dans son propre travail, c'est faire apparaître les formes identiques de raisonnements qui ne dilTéraient que par leur application, c'est révéler aussi les postulats spécifiques qui ont donné naissance à un système consistant de déductions : « La logique mathématique, écrit M. Peano, représente avec le plus petit nombre de conventions toutes les propositions de mathématique, même celles très compliquées, dont la traduction en langage ordinaire serait fatigante. Mais elle ne se réduit pas simplement à une écriture symbolique abrégée, à une espèce de tachygraphic; elle permet d'étudier les lois de ces signes, et les transformations des propositions-. »
Entantqu'elle peut présenter comme organum le Formulaire, sans cesse étendu et perfectionné par le labeur de iM. Peano et de ses collaborateurs, la logistique existe, et elle est à l'abri de toute contestation sérieuse. C'est une méthode didactique pour la science, heuristique pour l'épistémologie ; elle traite des diverses formes de la logique ou de la mathématique, mais sans décider de l'identité de leur contenu; elle transcrit, en les ramenant à leur expression la plus simple et la plus claire, les principes de la science ; mais elle n'a pas la prétention d'en rendre compte. Elle offre au philosophe une matière dont elle a poussé l'élaboration aussi loin que possible; mais elle demeure dans le domaine de la science positive : c Ce n'est pas un des moindres mérites du symbolisme logique adopté par Peano et ses collaborateurs, écrit l'un des principaux d'entre eux, que de rendre possible renonciation des prémisses fondamentales de chaque branche des mathématiques sous une forme extrêmement réduite et simplifiée, dépouillée de tout élément accessoire, et susceptible, par cela même, d'assum.er les interprétations les plus variées et les plus hétérogènes''. »
226. — En ce sens, le problème de la philosophie mathématique serait au delà de la méthode logistique ; mais il pourra trouver sa solution dans un système logistique où les notions, jusque-là rapprochées par l'usage d'un algorithme commun,
Notations, % 8, p
2. Sur la définition de la limite cViine fonction. Exercice de logique mathématique, .American journal of mathematics, t. XVII, ISO.j, p. 07.
3. Vailati, De quelques caractères du mouvement philosophique contemporain en Italie. La Revue du mois, 1907, t. 1, p. 173, et Scritti di G. Vailati, Leipzig et Florence, 1911, p. 761.
sont désormais fondues dans l'unité d'une même synthèse. Les propositions de la mathématique sont ramenées aux propositions de la log-ique, de telle sorte que pour justifier la vérité de la mathématique, il n'y aurait plus besoin de faire appel à des principes spécifiques; la théorie de la logique étant faite, la théorie de la mathématique se trouverait faite du môme coup.
Ce passage de la logistique méthode à la logistique système, c'est M. Frege qui l'a opéré le premier ^ Il constitue lui-même son algorithme symbolique, et il l'appuie sur une refonte des idées fondamentale de jugement, de concept, de fonction et de relation -. D'une part, il a rendu à la logique toute sa portée philosophique en insistant sur la distinction de ce que la pensée signifie pour nous {Sinn), et de ce qu'elle dénote de la réalité [BecleiUiing) : il y a autre chose dans un jugement que l'affirmation, autre chose aussi que la représentation de son contenu, il y a la valeur de vérité qui lui appartient. D'autre part, à la logique ainsi envisagée, M. Frege relie la mathématique par l'analyse originale et profonde qu'il donne de la proposition, et qui vaut aussi bien pour cette assertion : 1 < 2, que pour cette autre : César a conquis la Gaule. Il supprime successivement, en les remplaçant par le signe ( ), les termes César et Gaule, 1 et 2 •.la partie ainsi remplacée est une sorte de variable, elle est Y argument; l'autre sera, par rapport à cette variable, une fonction ^ Le concept est une fonction simple : ( ) a conquis la Gaule, ou bien ( ) < 2. La relation est une fonction à deux valences qui a besoin de deux arguments pour être saturée : ( ) a conquis ( ); ou ( ) < ( ).
Nous n'aurons pas à suivre, chez M. Frege lui-même, les conséquences qu'entraînent cette réforme de la logique et ce rapprochement avec les mathématiques. Nous les retrouverons, pour ce qu'elles ont d'essentiel, chez ^I. Russell qui a été amené, d'une façon indépendante, à des conclusions du même ordre. Seulement, au lieu de créer sur nouveaux frais un algorithme original qui court le risque de n'être manié que par son inventeur, M. Russell s'est donné cet avantage de prendre pour base les résultats atteints déjà par les mathématiciens et les logisliciens. Il y aurait certes injustice à ne pas marquer la placé de M. Frege dans l'histoire; mais il faut ajouter que son œuvre est
1. Begriffsschrift. Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des rcinen Denkens, Halle, 1879 et Grundlagen der Arithmetik, einc logisch-mathematische Unstersuchimg ûber den Begriff der Zahl, Breslau, 1884.
2. Grimdgesctze der Arilhmetik begriffsschriftiich abgeleitel, t. 1., lena 18U3, p. x.
3. Begriffsschrifl, p. 16, in Russell, The principles of malhematics, p. 505.
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encore à certains éi^ai-ds l'œuvre d'un précurseur. La philosophie mathéma tique qui doit ôtre ici l'objet de notre étude, est celle qui a été exposée par M. Russell dans le premier volume de ses Principles of malhemalics. C^elte philosophie reçoit, elle enveloi^pe et VAlgèhre de la logique, au point où lavait portée; l'ouvrage magistral de Schroder, et la mise en forme symbolique des mathématiques, que M. Peano avait constituée; elle y joint enfin, pour les rapprocher et pour les dominer, la Théorie des ensembles de M. Georg Cantor'.
LE THANSFINI ET LE CONTLXU
227. — De la théorie des ensembles, nous nous bornerons à détacher les traits caractéristiques qui nous font apercevoir comment les mathématiciens ont été au-devant des logiciens, et ont eux-mêmes élaboré les notions qui ont servi de moyen terme entre l'algèbre de la logique et la philosophie logistique des mathématiques. Il est essentiel à notre but de bien établir d'abord que ces notions ne sont pas des constructions dialectiques, qu'elles ont leur racine dans la technique de l'analyse. C'est pourquoi nous commencerons par rappeler certaines idées présentées par Paul du Bois-Reymond dans sa Théorie générale des fonctions (1882), et qui nous font assister à l'élaboration analytique de la notion de transfini.
Du Bois-Reymond considère l'analyse comme comportant une théorie spéciale des fonctions et une tliéorie générale. « La première, en étudiant d'une manière très générale les fonctions des variables complexes, a pour but de présenter des fonctions de propriétés déterminées, et d'étudier la nature de grandes classes de transcendantes, en particulier, de celles qui ont des relations avec les fonctions algébriques". » C'est l'analyse de Weierstrass et de Méray, celle qui peut se constituer sur la base du nombre entier.
Dans la théorie générale, au contraire, il n'y a plus lieu d'imposer aucune restriction à l'idée de fonction; par exemple, et pour insister sur le point que nous avons à retenir dans les travaux de du Bois-Reymond, on y étudiera « la condition commune de convergence et de divergence des différentes opéralions infinies «.
1. Cf. U importance philosophique de la logistique, Revue de métaphysique, 1911, p. 280.
Op. cit., tr. Milhaud-Girot, 1887, p
Si X croît indéfiniment par valeurs réelles positives, que devient/'(cc)?Toutd'abord, ilsepeul que la différence /"(xj — f{x), (x > X, et .T croissant indéfiniment), demeure inférieure à la quantité e, si petit que soit t, en d'autres termes qu'elle ait pour limite zéro; il est facile alors de démontrer que f{x) a une limite déterminée pour un accroissement indéfini de la variable. A ce cas s'appliquera donc un principe que du Bois-Reymond appellera, par analogie avec le principe qui régit les séries, princi])e général de convergence^.
Considérons, maintenant, les cas de divergence. Une fonction oui ne possède pas de limite déterminée, peut néanmoins, quand x croit indéfiniment, rester comprise entre deux quantités fixes qui marqueront les bornes d'une oscillation indéfinie, et que du Bois-Reymond appelle limites cVinclélermination-. Reste le cas où les fonctions croissent constamment et indéfiniment avec la variable. Ces fonctions dépassent toute limite; il ne s'ensuit nullement qu'elles échappent au calcul, et c'est ici que les recherches de du Bois-Reymond deviennent le plus originales et le plus profondes. En effet, par une nouvelle analogie avec les règles de divergence dans la théorie des séries, nous pouvons établir une comparaison entre ces fonctions indéfiniment croissantes, et déterminer des degrés dans la vitesse de croissance. « On dira que f [x) croît plus rapidement que cû {x), si, à partir d'une valeur X suffisamment grande de x, f{x) > cp {x) et si la différence f [x) — o {x) augmente avec x. Les applications, ajoute du Bois-Reymond, donnent à cet accroissement diversement rapide des fonctions un intérêt particulier si la fonction f {x) qui croît le plus vite présente une
f(x) supériorité de vitesse telle que le quotient ^jj-i croisse également sans limite ^. »
Ce sont ces considérations qui serviront de base au calcul infinilaire. Par exemple, on pourra ranger les fonctions de x, en une série
telle que chacune ait un infini plus grand que toutes les précédentes et que toute fonction entrant dans la suite y ait une place déterminée *. Nous obtenons ainsi une suite de fonctions
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comparables à la suite des nombres entiers. Si grand que soit un entier n, il existe un (MitiiM- plus grand n -h 1 ; et de môme en vertu du procédé de foriiialion que nous envisageons, si rnpitloment que croisse une l'onction positive, il existe une l'onction qui croît encore plus vile.
Mais il est facile de voir que l'analogie n'est pas complète entre la suite infinie des nombres entiers et la suite infinie des, fonctions croissantes. Construisons un ensemble E de fonctions o{x) tel que « deux fonctions quelconques de cet ensemble soient comparables entre elles, et [que] de plus une fonction i;roissante quelconque de cet ensemble <\i{x) étant donnée, il existe dans l'ensemble une fonction cp(x) supérieure à '\i{x) ». Nous aurons alors ce que M. Borel appelle « une échelle de types croissants ' ». La formation de cette échelle va nous obliger à dépasser la sphère de l'ensemble à laquelle, par analogie avec l'ensemble des nombres entiers, on avait pu restreindre l'idée de l'indéfini (ce que M. Georg Cantor appelle Vensemble dénombrable). Elle impose, pour reprendre les expressions si nettes de M. Borel, « la nécessité logique d'étendre le sens du mot indéfinimenl; pour éviter toute confusion nous éviterons de modifier le sens de ce mot, et préférerons introduire le mot nouveau transfiniment . Répéter transfiniment l'application du procédé de du Bois-Reymond, ce sera la répéter chaque fois que l'on aura une infinité dénorabrable de types croissants, quel que soit le procédé par lequel on a obtenu cette infinité. Par conséquent, par définition même, on obtient ainsi une infinité non dénombrable de types; car, si l'on obtenait seulement une infinité dénombrable, on devrait encore appliquer le même procédé sans en rester là- ».
228. — Du Bois-Reymond s'est borné à suivre Tordre de l'analyse et de la science positive. M. Cantor, au contraire, organise les conceptions auxquelles il avait été conduit également par des recherches spéciales \ sur la base de l'idée la plus générale que le mathématicien puisse considérer; il arrive ainsi à présenter les distinctions fondamentales d'indéfini et de transfini comme les conséquences d'une construction a priori.
Pour M. Cantor Vensemble n'est rien de plus qu'une réunion d'éléments dont on sait seulement qu'un élément quelconque étant donné on peut reconnaître, ou tout au moins affirmer, que
Ibid., p
3. Voir le Mémoire traduit dans les Acta mathematica, t. II, 1883, p. 336 : Extension d'un théorème de la théorie des séries trigonométriques, (1871).
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cet élément appartient à l'ensemble*. L'ensemble M se projette dans notre esprit sous la forme d'un nombre : « nous appelons puissance ou nombre cardinal de M la notion générale que nous déduisons de M à l'aide de notre faculté de penser, en faisant abstraction de la nature des différents m et de leur ordre ^, »
La mesure de la puissance se fait de la façon suivante : « nous disons que deux ensembles M et N sont équivalents... lorsqu'il est possible de les associer, de telle sorte qu'à chaque élément de l'un corresponde un et un seul élément de l'autre... L'équivalence de deux ensembles est aussi la condition nécessaire et suffisante de l'égalité de leurs nombres cardinaux. »
Cette conception s'applique naturellement aux nombres finis ^; à un objet isolé, considéré comme élément unique d'un ensemble, correspond comme nombre cardinal celui que nous nommons un; à partir de cet élément, l'adjonction successive de nouveaux éléments fournit une série illimitée de nombres cardinaux finis, dont les termes sont tous différents entre eux.
Ce principe de formation constitue une classe (I) de nombres 1.2.3... u qui sont tous finis et parmi lesquels on ne trouve pas de nombre maximum, puisque si grand que soit n, on peut toujours poser n -h i. Or l'ensemble de ces nombres est infini; l'infini mathématique existe donc, pourvu qu'on ne le cherche pas, comme Fontenelle avait eu le malheur de le faire ^, à l'intérieur de la série; c'est après la fin, et non vers la fin, de la série que l'on atteint l'infini actuel, ou le nombre transfini, que M. Cantor désignera par w : « On peut, » dit-il % « se représenter le nouveau nombre oj comme la limite vers laquelle tendent les nombres v à la condition d'entendre par là que co sera le premier nombre entier qui suivra tous les nombres v, en sorte qu'il faut le déclarer supérieur à tous les nombres v. »
La création du nombre w permet d'appliquer de nouveau le procédé d'adjonction successive, grâce auquel on a obtenu la suite illimitée des nombres ; on aura donc un second principe de formation, qui permettra d'obtenir tour à tour
1. Cf. Sur les ensembles infinis et linéaires de points (1882), trad. franc., Acta mathematica, II, 363.
2. Sur les fondements de la théorie des ensembles transfinis (1895), trad. Marotte, 1899, p. 4.
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(0 -f- 1 , to -f- 2, • . . (o -h /j ; iioj, 2w -h 1 ... ; 3oj . . . ; no). (i)«), (.)'", (o'", (o""^", (.)" , (O , (-) , etc.
Les suites intinimenl inlinies des nombres de la deuxième classe n'ont, jias plus que ceux de la première classe, de nombre maximum; elles impliquent par conséquent Texistence d'un nombre qui exprime la totalité de leurs termes et qui est supérieur à chacun d'eux; de là un troisième principe de formation'.
M. Gantor rencontre ainsi dans l'abstrait les idées que l'analyse de du Bois-Reymond avait permis de poser comme « faits mathématiques - ».
229. — L'originalité de M. Cantor se manifestera surtout dans les résultats auxquels conduit dans l'étude de l'infini l'usage systématique de la notion de puissance.
Considérons l'ensemble infini le plus simple, celui qui est formé par la suite des nombres naturels :
A chaque entier correspond un nombre double, de telle sorte que l'ensemble des nombres pairs est équivalent à l'ensemble des nombres naturels. L'ensemble des nombres impairs est équivalent à l'ensemble des nombres pairs. 11 y a plus : un nombre rationnel comporte la détermination de deux entiers, numérateur et dénominateur; en disposant un tableau à double entrée, qui comprend à partir d'un point déterminé une file verticale et une file horizontale de nombres entiers, on peut arriver à faire correspondre chacune des combinaisons de deux nombres à la suite des nombres entiers. La suite des nombres rationnels a la même puissance que la suite des nombres naturels; et il en sera de même encore pour la suite des nombres algébriques^. Ces résultats susceptibles d'être introduits dans la mathématique positive*, conduisent, comme le fait remarquer M. Dedeldnd, à ranger tous les nombres équivalents à l'ensemble des nombres naturels dans une même classe, qui sera la classe des ensembles dénombrables ^
Mais il ne s'agit pas ici d'un simple rapprochement verbal : il
1. Voir Coulurat. De l'Infini mathématique, note IV, § 42, p. 637 et suiv.
Borcl, op. cit., p
3. Cf. Sur une propriété du système de tous les nombres algébriques réels (1874), Acta mathematica, t. II, p. 303 et suiv. Cf. Schœnflies-Baire, Encyclopédie des sciences mathématiques, t. I, vol. I, 1909, fasc. 4, p. 490 et 496.
4. Voir Jules Tanner.v, Introduction à la théorie des fonctions d'une variable, 1'" édition, 1886, § 56, p. .57 et suiv.
5. Was sind und was sollen die Zahlen, 1887, 2' édit. Braunsch\veig, § 3, p. 34. Cf. Couturat, De l'Infini mathématique, p. 618.
y a entre la logique des classes el la logique des ensembles une analogie intime. Si on joint l'ensemble des nombres impairs et Tensemble des nombres pairs, on obtient Tensemble des nombres naturels; or l'ensemble total est équivalent à chacun des ensembles partiels. De là résulte immédiatement une forme de combinaison analogue à la loi de dualité ou de tautologie, c'està-dire que l'on a ' ( N „ désignant la puissance des ensembles dénombrables)
En d'autres termes, le critérium de la séparation entre la logique des classes et la logique des nombres {algèbre non numérique et algèbre numérique suivant M. Whitehead), devient la marque de la distinction qui existe, à l'intérieur même de la mathématique, entre le calcul des nombres transfînis et le calcul des nombres finis. L'axiome que le tout est plus grand que la partie, est vrai pour les nombres linis; ce qui caractérise l'ensemble infini, au contraire, c'est qu'il est partie intégrante de lui-môme ■-. La théorie des ensembles incorpore, à titre d'idée claire et distincte, la notion philosophique de l'infini telle que Pascal et Kant l'avaient déjà rencontrée ^.
230. — En faisant voir, par un partage systématique de l'intervalle compris entre deux nombres A. et B, que les nombres rationnels ne sauraient épuiser l'intervalle de ces deux nombres, Weierstrass achevait de mettre en évidence l'existence des nombres irrationnels *; il établissait ainsi l'impossibilité de faire correspondre l'ensemble des nombres réels, compris par exemple entre 0 et 1, à l'ensemble des nombres rationnels. L'ensemble G de ces nombres réels, le continu linéaire, a une puissance supérieure à la première puissance, ou puissance des ensembles dénombrables. Cette puissance do l'ensemble C, M. Cantor
Schœnflies-Bairc, op. cit., p
2. Dedckind, op. cit., § 5, 64. Cf. Gouturat, De l'Infini mathématique, p. 618. Pour l'anticipalioa de Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, IS.ïl, § 20 et suiv., voir Bcrgmann, Das philosophische Werk Bernard Bokanos, Halle a. S., 1909, Anhang, p. 202.
3. « L'unité jointe à l'infini ne l'augmente de rien. » Pensées, f° 3, fragment 233. — « L'infini est de toutes les grandeurs celle qui n'est pas diminuée par la soustraction d'une partie finie. » Allgemeine Naturgeschichte und Théorie des Himmels, 1753, 3" partie AKB, I, 334.
4. CL Tannery, op. cit., § 38, p. 42 et Mitlag-Leffler. Congrès de Stockholm, 1909, Communication citée, p, 19 et suiv.
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rappelle puissance du continu; cl il fail voir, par un procé(Jé analogue à celui qui lui a servi pour la comparaison des ensembles (U'nomhrahles, (pie la puissance demeure la môme, quel que soit le nombre des dimensions que Ton attribue à rcnsemble' : « Si ron fait abstraction de la continuité de la correspondance entre deux ensembles continus, il n'y a pas de dilTérence essentielle entre les ensembles continus à une dimension et les ensembles continus à deux (ou trois) dimensions, entre les fonctions dune variable et les fonctions de plusieurs variables ^. »
En introduisant Tidée fondamentale de point-limite — c'est-àdire d'un point de l'ensemble dans le voisinag-e duquel se trouve un nombre infini tle points appartenant à cet ensemble — M. Cantor est arrivé à déterminer abstraitement les conditions qui séparent l'ensemble non de'nombrable, tel que celui des nombres réels, de l'ensemble dénombrable, tel que celui des nombres rationnels, et à donner ainsi une définition analytique du continu. L'ensemble continu contient tous ses points limites, et tous ses points sont des points limites ; en d'autres termes, il est parfait. De plus, il est bien enchaîné, c'est-à-dire qu'étant donnés deux points quelconques /)„ et p de cet ensemble « on peut trouver dans E une suite de points '• p^iPr-- Pn (en nombre fini n) telle que les distances de deux points consécutifs... soient toutes inférieures à un nombre donné e. et cela si petit que soit ce nombre ■'. »
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231. — Dès lors se trouve fondée, sur cette même relation de correspondance à laquelle le nominalisme arithmétiste faisait appel pour le passage de la conception ordinale du nombre à la conception cardinale, une doctrine dont l'horizon dépasse de beaucoup la sphère de l'arithmétique ordinaire élémentaire, et où la théorie des nombres finis ne figure plus qu'à titre de cas particulier. Or, par une rencontre dont l'intérêt philosophique ne saurait être exagéré, celte doctrine rentre dans les cadres que l'algèbre de la logique a élaborés : « La théorie des ensembles, dans sa partie la plus générale, se confond avec la Logique des classes; et, dans ses autres parties, elle dépend entièrement
1. Fondements d'une théorie générale des ensembles, Acta mathematica, t. II, p. 407.
Borel, op. cit., p
3. Coulurat, Les principes, p. 92. Cf. Revue de métaphysique, 1900, p. lo7 et suiv.
de la Logique des relations ^ ». La mathématique pourra donc se constituer sur le plan le plus vaste, sans faire appel à d'autres principes que la logique. De là un changement radical dans l'orientation de la philosophie mathématique, le retour à un réalisme contrastant de la façon la plus curieuse avec le nominalisme qui semblait être la conséquence inévitable de Tarithraétisme.
Encore une fois, nous devons demander à l'histoire le secret de ces revirements inattendus, qui au premier abord démentent l'uniformité et la continuité du cours de l'histoire. La notion de classe est née chez Aristote ; suggérée parles premières ébauches de classification biologique et par la décomposition du discours en ses éléments, elle a conduit à la constitution d'une ontologie logique. Non sans doute que le procédé de généralisation ou l'idée de substance impliquent en eux-mêmes cet ontologisme; au contraire, si la connaissance des substances est restreinte à l'intuition des objets particuliers, le progrès de la généralisation signifie que l'esprit s'éloigne systématiquement de l'être en soi. Ce qui donne une valeur ontologique à l'idée de classe, nous l'avons dit, et il faut y insister ici, c'est l'inversion du procédé naturel par lequel la connaissance passe du particulier au général ; c'est la création d'un ordre où le général est principe, où le particulier est conséquence; c'est enfin l'investiture métaphysique que l'on donne à cet ordre en faisant remonter la substiantialité, l'oùcr'a, de Callias à ïhomme, en imaginant une essence spécifique, une substantialité de classe. Cette interprétation, qui est contenue dans Aristote, la scolastique l'a dégagée pour faire un système qui pendant des siècles a exercé sur les esprits sa domination, qui a formé ce qu'on pourrait appeler le sens commun des philosophes. La tradition d'ailleurs n'en a jamais été complètement interrompue, témoin le réalisme naïf d'un Thomas Reid, dont l'influence est si visible de nos jours sur les penseurs anglo-saxons des écoles les plus opposées.
232. — Or, pour ce qui concerne le domaine mathématique, ce réalisme de sens commun se heurtait à une difficulté qui apparaissait comme une contradiction. Comment admettre l'existence transcendante des objets mathématiques, alors que la science mathématique moderne repose sur les idées fondamentales de l'infinité et de la continuité? L'intuition réaliste exige, non seulement que les entités placées devant elle soient en nombre fini, mais encore qu'elles soient distinctes les unes des
Gouturat, Les principes, p
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autres, qirellos l'ormonl um; série discrète. Aussi voit-on (juo les piiilosophos qui auraient été, comme Leibniz et môme comme Kant, le plus disposés à reconnaître l'autorité de la logi(iue aristotélicienne, ont été obligés, par le succès de la matliéiualique moderne, de rompre avec les cadres de l'antique ontoloi^ie, de traiter de la continuité ou de l'infinité comme de « choses idéales », de l'aire de l'espace et du temps des systèmes de rapports, des formes de l'esprit. Inversement, les penseurs (pii, dans la seconde moitié du xix*' siècle, orientaient dans le sens du réalisme antique leur théorie de la connaissance mathématique, avaient, comme Aristote lui-même, borné au fini et au discontinu le domaine de l'actualité.
Ainsi s'explique l'importance capitale que devait prendre la théorie des ensembles ; le réalisme, que des habitudes séculaires ont si profondément enraciné dans l'esprit humain, ressuscite de lui-même dès que la technique a pu lever l'obstacle à son développement '. Avec M. Cantor, une multiplicité de termes donnés devient capable de représenter l'infini et le continu. Or que l'on réussisse à traduire dans le langage de la logique formelle le continu et l'infini; du même coup il devient possible de se représenter comme donnée la multiplicité des points dans l'espace et dans le temps, de restituer à l'espace et au temps, au mouvement par conséquent, le caractère de réalité absolue que Newton leur avait reconnu, mais que la philosophie moderne avait été incapable de justifier-.
Dans le système de M. Russell le réalisme scolastique rejoint le réalisme newtonien ; et c'est par là que la philosophie mathématique pénètre ainsi au cœur de la science. Si le savant est libre de renvoyer au métaphysicien les problèmes qui concernent la résolution logique des notions arithmétiques ou analytiques, il n'est pas maître de se refuser à fixer la signification dans laquelle il emploiera les mots de temps, à' espace ou de mouvement. Suivant M. Russell, la géométrie et la mécanique perdraient leur valeur de vérité si espace, temps et mouvement étaient relatifs aux propriétés de l'esprit. L'idéalisme, dans l'interprétation qu'il en donne, est d'essence psychologique ; il ne peut pas
1. Russell, L'importance philosophique de la logistique. Revue de métapliysique, 1911, p. 283.
2. Dans son exposé critique de la philosophie de Leibniz, 1900, M. Russell faisait allusion a ■< la théorie newtonieniie de l'espace absolu, consistant, non dans un assemblage de relatio.is possibles, mais dans une collection infinie de points actuels » ; et il ajoutait : « L'objection à la théorie newtonienne est qu'elle est contradictoire. » (Trad. Ray, p. 125.)
ne pas réduire la valeur de la science à la subjectivité d'une vision personnelle *. Pour que la g-éométrie et la mécanique soient des sciences vraies, il faut qu'elles aient un objet existant en dehors de nous : il faut que l'espace ait une réalité transcendante, et que des entités transcendantes soient capables de s'y déplacer efifectivement.
233. — Il existe donc, à la lettre, un xoi^f^-oç voyjto;, un monde d'entités rationnelles, comme il existe un xôi7[xoî aidô-rixoç, un monde de données sensibles. Les deux mondes ont d'ailleurs une structure analogue; les propositions complexes de l'un se décomposent en parties constituantes, de la même façon que les agrégats corporels de l'autre se divisent en éléments. Le réalisme de M. Russell est un atoinisme; la vérité de la déduction progressive qui constitue le contenu de la science est fondée sur la réalité des termes ou des rapports simples auxquels est suspendue cette déduction-.
L'atomisme intelligible de M. Russell déborde d'ailleurs les cadres de l'atomisme sensible. Non seulement il comporte l'infinité et la continuité; mais encore il s'étend aussi bien aux valeurs de fausseté qu'aux valeurs de réalité, puisque les unes et les autres sont des objets pour la logique transcendante. Il y a une existence transcendante du faux comme il y a une existence transcendante du vrai : l'un est donné dans l'intuition immédiate avec sa qualité de fausseté, comme l'autre est donné avec sa qualité de vérité.
Du moins nous nous expliquons ainsi le langage parfois déconcertant de M. Russell : « La théorie kantienne de la nécessité... paraît radicalement fausse. En un certain sens, tout n'est qu'un simple fait. Une proposition est dite être prouvée quand on la déduit de certaines prémisses; mais il faut tout simplement admettre les prémisses mêmes, ainsi que la proposition qu'elles impliquent la conclusion. Ainsi dans un certain sens toute prémisse est un simple fait. Mais en revanche il paraît qu'il n'y a aucune proposition vraie dont on peut dire qu'elle aurait pu être fausse. On pourrait tout aussi bien dire que le rouge aurait pu être un goût au lieu d'être une couleur. Ce qui est vrai, est vrai ; ce qui est faux, est faux, et il n'y a rien de plus à dire. La nécessité
1. Cf. The principles, p. 4 : « Idealists hâve lented more and more to regard ail mathematics as dealing with mère appearauce. » Cf. Revue de métaphysique, 1911, p. 289.
2. Le réalisme analytique. Bulletin de la Société française de philosophie, 11* année, n° 3, 23 mars 1911, p. 54 et suiv.
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semble »Mre une iiolioii j)lulùl psychologique que logique '. » Et en 1904, .M. Hussell termine une longue élude critique des beaux travaux de M. Meinong, en niant Texistence du problème de la vérité : « Il y a des propositions vraies et il y a des propositions fausses, exactement comme il y a des roses rouges et des roses blanches; la croyance est une certaine attitude vis-à-vis des propositions, qui prend le nom de savoir quand ces propositions sont vraies, d'erreur quand elles sont fausses... Quant à la préférence qui, pour la plupart, et dans la mesure où cela ne nous nuit pas, nous pousse vers la vérité, elle doit avoir pour base une proposition dernière de la morale : // est bon de croire des propositions vraies, mauvais de croire des propositions fausses; proposition qui est vraie, il faut l'espérer; au cas contraire, d'ailleurs, il n'y a pas de raison de penser que nous nous trouvions mal d'y croire -. »
1. L'idée d'ordre et la position absolue dans Vespace et dans le temps. Congrès interualioual de philosophie (Paris, 1900), t. III, l'JOi, p. 274.
DISSOLUTION DE LA PHILOSOPHIE LOGISTIQUE
234. — L'incorporation des mathématiques à la logique implique deux thèses essentielles. L'une vise la réduction de la matière mathématique à la matière logique : une fois qu'on a constitué un calcul ayant pour objet soit les classes ou, ce qui revient au même, les fonctions propositionnelles, soit les relations considérées uniquement dans la généralité de leur forme, on serait capable de rendre raison de la mathématique proprement dite. L'autre superpose à la logique de la mathématique une métaphysique de la logique : la logique porterait en soi une vertu démonstrative, elle permettrait de conclure « par la force de la forme » ; de telle sorte qu'en ramenant la mathématique à la logique on n'aurait pas seulement fondu ensemble deux disciplines différentes et fait un pas décisif vers l'unité, on aurait encore communiqué aux mathématiques une valeur de vérité qui leur faisait défaut.
Qu'est-il advenu de l'une et de l'autre de ces thèses? Pour répondre à ces deux questions, il suffira de suivre pas à pas l'examen critique dont la philosophie logistique a été l'objet de la part des logisticiens eux-mêmes. Sans doute l'évolution, ou plus exactement la dissolution, de la logistique a été provoquée en partie par la résistance des philosophes et des mathématiciens, spécialement de M. Henri Poincaré. Mais elle a été surtout suscitée du dedans, par l'infatigable curiosité de M. Russell, par son aptitude admirable à l'invention des formes logiques, par les scrupules plus admirables encore d'un esprit toujours soucieux de perfectionner les instruments du contrôle, nous devrions presque dire de l'inquisition, logistique. Grâce à lui, l'événement a pris une portée qui dépasse telle ou telle nterprétation particuhère de la logique ou de la mathématique; il permet de porter un jugement, que l'on peut croire définitif, sur l'idée d'une déduction absolue et universelle.
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2J5. — Nous devons donc partir des solutions logistiques; de là nous suivrons le mouvement d'idées dont la constitution de la logistique, qui promettait d'être un point d'arrivée, s'est trouvée être (^lîcctivenienl le point de départ. La première conséquence de lavénemont de la logistique aura été une redistribution des valeurs philosophi<[ues, d'autant plus paradoxale qu'elle remettait aux prises les mêmes antagonistes, avec une interversion radicale de leurs propositions réciproques. A la fin du xix'= siècle, comme aujourd'hui, le débat était ouvert entre conceptualisles et intuitionistes. Dès la définition du nombre entier, la divergence se marquait. Pour un Helmholtz, l'arithméticien fait œuvre purement logique : il juxtapose des signes arbitrairement choisis, il leur impose les lois conventionnelles de l'égalilé et de l'addition, avec la même liberté que le législateur pose les principes fondamentaux d'un Code nouveau; il n'a d'autre souci que d'en tirer un corps de doctrine qui se développe rigoureusement et harmonieusement à partir des définitions initiales.
Contre cet apriorisme logique, M. Couturat rappelait la distinction classique du logique et du rationnel. Par des artifices logiques, on peut créer de toutes pièces la théorie du nombre ordinal; mais le nombre rationnel, c'est le nombre cardinal, parce que seul il a véritablement pour objet la pluralité. Le nombre est « l'unité d'une pluralité d'unités ' » ; l'idée d'unité est l'idée rationnelle par excellence. Elle est à la fois l'élément qui est la base de toutes les synthèses numériques, et la forme de chaque synthèse numérique. Ce qui « seul constitue proprement le nombre entier », cest un /ou/, produit d' « une vue synthétique de l'esprit... objet d'un acte intuitif de pensée^ ». L'intuition arithmétique est du type de l'intuition géométrique; elle implique en elle une vérité qu'il ne sera plus permis de laisser de côté quand il s'agira d'atteindre la réalité des choses, qui s impose à l'esprit comme le fondement de la science de la nature.
Avec la constitution de la logistique un brusque changement se produit : la réduction du corps des mathématiques à un système de concepts logiques est invoquée comme la thèse caractéristique de la philosophie rationaliste.' Les mathématiciens de profession, en tête desquels il convient de citer M. Poincaré,
Ibid., p
qui insistent sur le rôle de l'intuition dans la détermination initiale des notions ou des opérations, sont taxés d'empiristes, comme ils Tétaient autrefois pour avoir insisté sur le caractère nominal des définitions, sur le caractère artificiel des lois fondamentales.
236. — Si rapide et si brutale que puisse paraître une telle interversion, elle est en réalité la conséquence légitime d'une évolution nécessaire. Tant que le mathématicien était en présence de plusieurs sciences séparées les unes des autres par leur objet, de Tarithmétique et de Talgèbre, de la géométrie et de la mécanique, le développement du formalisme logique aboutissait à la constitution de plusieurs systèmes dont la pluralité môme manifestait le caractère artificiel; les principes, dépourvus de toute attache soit avec la science de l'esprit soit avec la science de l'univers, étaient suspendus dans le vide. Il n'y avait donc qu'un moyen de fonder la valeur intrinsèque de la mathématique : c'était d'établir qu'à chacun des points où la régression analytique était contrainte de s'arrêter, l'obstacle était non pas dans le caractère arbitraire d'un postulat librement forgé, mais dans la forme synthétique du principe qui est à la fois loi de la pensée et condition de l'expérience. Pour demeurer rationaliste, il fallait donc être kantien ; toute tentative pour élargir les cadres de VEslhéliqiie transcendentale, soit en donnant un fondement analytique aux jugements arithmétiques, soit en franchissant les frontières de la géométrie euclidienne, était immédiatement considérée comme une victoire pour l'empirisme.
Or, cette identification du kantisme et du rationahsme était arbitraire. Elle correspondait à l'état fragmentaire où Kant avait trouvé la science : arithmélique pythagoricienne, géométrie euclidienne^ mécanique new Ionienne; elle doit s'évanouir une fois que par la généralisation progressive de leurs notions constitutives, analyse et géométrie parviennent à se rejoindre, qu'elles forment des séries connexes de déduction rattachées à une science plus large que la science des nombres finis, à la science universelle des combinaisons logiques : classes, propositions ou relations. Le savoir scientifique satisfait à l'exigence de l'unité totale, qui est l'exigence propre de la raison. La déduction, qui dans la science newtonienne et dans la philosophie kantienne a conservé une forme régressive, prend la forme directe et progressive que la science cartésienne et la philosophie leibnizienne lui avaient donnée. Le mot d'ordre était retour à Kant; il sera retour à Leibniz.
Le rapprochement de ces deux noms n'est pas ici un
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siinj)le souvciiic liisl()ri(|uc. La pensée de Leibniz s'est monlrée (.lircfteineiiL oflicace, comme celle d'un contemporain. C'est en étudiant simidlanément, en découvrant même àcertains éf?ards, la philosophie analytique et logique de Leibniz, que M. Russell et M. Coutural, dont les j)romiers travaux étaient inspirés d(! l'intuilionisme kantien, se sont convertis au panlogismc. D'autre part, la renaissance des études leibniziennes a eu celte conséquence que toutes les discussions soulevées par l'interprétation nouvelle des mathématiques se sont développées à travers les formules usitées par Leibniz et Kant. Et nous devons insister sur ce point; car dans dos controverses déjà obscurcies par d'inévitables références à des thèses d'ordre moral et religieux, qui sont les corollaires, ou même les principes cachés, des spéculations abstraites, l'intervention constante de l'histoire, l'usage et l'abus des notions équivoques d'analyse et de synthèse, devaient apporter de nouvelles causes de complications et de confusions. Ces confusions, auxquelles a conduit l'amas des souvenirs et des autorités historiques, une étude plus désintéressée de l'histoire permet de les dissiper. Leibniz lui-même ne les avait-il pas prévenues, lorsqu'il demandait qu'on distinguât la « division en parties » et la « résolution en notions »? De fait, nous l'avons vu, l'analyse que Kant juge insuffisante est la division en parties, qui extrait du sujet le prédicat comme d'un corps composé un élément simple; l'analyse que Leibniz juge suffisante, c'est la résolution en notions, qui à partir d'une proposition donnée poursuit à l'infini la recherche des conditions dont dépend la vérité de cette proposition. Du point de vue méthodologique les deux doctrines ne sauraient être opposées parce qu'elles n'ont pas en réalité de commune mesure ^ D'autre part, le problème sur lequel le kantisme entre effectivement en conflit avec le leibnizianisme, est le problème du rapport de la mathématique à l'expérience. Leibniz considère les données des sens comme les symboles confus des rapports intelligibles; Kant appuie la nécessité de la mathématique aux formes de l'expérience possible. On est donc en présence d'une question de métaphysique qui dépasse le cadre de la méthode logistique. D'ailleurs, si nous jugeons de l'orienlation de la pensée logistique par le parti pris qu'a manifesté d'une façon constante M. Russell, il y aurait lieu de remarquer que la logistique est sur ce point plus éloignée de Leibniz que Kant lui-même ne l'était. Non seulement
1. Delbos, Bulletin de la Sociélé française de philosophie (27 février 1902), 2° année, q° 4, p. 70.
elle conserve la distinction traditionnelle des mathématiques pures et des matliohiiatiques appliquées^; mais encore elle l'interprète, comme correspondant à la séparation radicale de deux mondes, xd(7jj.oç vovitôç et xÔGit^oç a!cïôr,TÔç. « La mathématique pure est complètement indifférente aux cliioses actuelles, et se trouve indépendante de la nature de ce qui existe. Donc elle peut être exacte, quelle que soit la nature du flux sensible'-. »
238. — Pour restituer toute sa clarté à la conception leibnizienne de Fanalyse, il conviendra donc de laisser de côté les ambiguïtés dont Tintervention de l'infini et la considération de la sagesse divine avaient embarrassé la doctrine des propositions contingentes, et de nous restreindre au domaine des propositions nécessaires ou vérités de raison. Les vérités de raison ne relèvent que de l'axiome d'identité; on n'aurait donc à faire intervenir au cours de la déduction que des formes dérivées de l'axiome d'identité, telles par exemple que le principe de la substitution des équivalents; et d'autre part on n'aurait à supposer d'autres éléments que les essences simples dont on peut faire voir, du fait même de leur simplicité, qu'elles nimpliquent aucune contradiction.
Telles sont les deux idées qui sont à la base de l'interprétation analytique de la mathématique et de la logique elle-même. Or ni l'une ni l'autre n'a résisté à l'épreuve de la critique logistique. De même que la géométrie non euclidienne ou, d'une façon plus exacte peut-être, la généralisation de la géométrie a permis de dénoncer l'insuffisance logique des démonstrations euclidiennes, qui avaient passé jusque-là pour des modèles de rigueur '% de même la généralisation delà logique aristotélicienne a permis de corriger la conception rudimentaire de la méthodologie dont on s'était contenté depuis les Analytiques.
239, — Voici, d'abord, pour ce qui concerne les principes, la première découverte de la logistique : Le principe d'identité, sur lequel on s'accordait à faire reposer la logique tout entière « n'est qu'un des principes logiques, et, peut-être le moins utile de tous* ».
En fait, pour le calcul des propositions, qui serait la partie
GouturaL Les principes des mathématiques, 1903, p
2. Russell, Bulletin de la Société française de philosophie (23 mars 1911), IP année, n" 3, p. .39.
3. Russell, The principles, § 389, p. 404, et Couturat, Les principes, p. 181.
4. Couturat, Communication au Congrès de Genève, Sur l'utilité de la logique algorithmique, résumée par l'auteur. Revue de métaphysique, 1904, p. 1044. Cf. Rapports et comptes rendus, 1903, p. 707.
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iiiitialo (le la logique symbolique, M. Russcll n'énonce pas moins de dix axiomes'. « Si la mélliode logi([ue peut ôlre féconde, remarc|ue M. (-oulural, c'esl précisénienl à cause de la pluralité des principes logiques, que Ton peut combiner de manière à en tirer des conséquences plus générales que chacun d'eux. On dira peut-être qu'il y a là une synthèse ; peu importe, du moment que c'esl une synthèse purement intellectuelle et non pas une synthèse intuitive, comme le prétendait Kanl-. »
A tout le moins doit-on exiger de ces principes qu'ils forment un corps homogène. Mais c'est précisément ce dont la logique symbolique nous amène à douter. Elle n'a pu arriver h donner une traduction symbolique de tous ces principes; elle a échoué devant le plus important de tous : celui-là même qui permet d'affirmer la vérité d'une proposition résultant nécessairement de prémisses vraies, c'est-à-dire qui fait passer à l'acte ce qui est virtuellement contenu dans le raisonnement, en déliant le nœud de Timplication. M. Couturat l'appelle principe de déduction, et lui donne la forme suivante : « Si l'on a une implication (vraie), poq, et si l'hypothèse p est vraie, la thèse q est aussi vraie, de sorte qu'on peut l'affirmer isolément \ » Il en est de même pour le principe de siibsiitiilion : « Étant donné une formule générale vraie (quelle que soit la valeur des lettres qui y figurent), on peut en déduire une formule particulière vraie en substituant aux lettres des valeurs quelconques (cest-à-dire des concepts ou propositions déterminés). Ce principe, ajoute M. Couturat, ne peut pas se traduire en symboles, car on ne pourrait l'exprimer que par des symboles généraux auxquels, pour l'appliquer dans chaque cas, il faudrait substituer des valeurs particulières, en vertu du même principe; et il est indispensable à l'emploi des autres principes, formulés symboliquement*. »
Devant cette résistance inattendue, M. Russell se contente de constater une limitation essentielle du symbolisme « qui attesterait une certaine insuffisance du formalisme en général* ». Il est d'autant plus remarquable que M. Couturat en ait tiré argument jusqu'à présenter au Congrès de Genève cette limi-
Couturat, art. cit., p
3. Les principes, p. 11. Cf. Russell : The principles, § 16, p. 16. Dans les Principia mathematica de Whitehead et Russell. vol. 1. Cambridge, 1910, p. 13, la formule est encore plus simple : « Propositions primitives : Tout ce qui est impliqué par une prémisse vraie est vrai. C'est la règle qui justifie l'inférence. »
Loc, cit. Revue de métaphysique, 1904, p
0. Ibid. § 38, p. 34 : This principle... éludes formai statement, and points to a certain failure of formalism in gênerai. »
talion comme une réfutation décisive de tout nominalisme logique. Limpossibilité de traduire un principe logique qui « est le nerf de tout raisonnement », montre qu' « un tel principe... est étranger et supérieur à toute intuition ' » . Un semblable argument ne laisse pas d'inquiéter: car il est de nature à remettre en question toute l'interprétation de la logistique. Les logisticiens avaient compté sur la mise en forme symbolique des lois de la logique pour éliminer toute trace d'intuition, et parvenir à la sphère pure des concepts; mais il semble, d'après le langage de M. Couturat, que dans le symbole même il demeurait toujours quelque résidu d'intuition, et qu'il faille dépasser le symbolisme pour dépasser l'intuition. De toutes façons d'ailleurs, que ce soient les principes susceptibles d'expression symbolique qui satisfassent à l'idéal de la rationalité pure, ou, au contraire, ceux qui sont réfractaires à toute tentative de traduction, il subsiste toujours une lacune dans la théorie logistique des principes, puisque les divers principes auxquels recourt le calcul des propositions ne peuvent être tous rangés dans la même catégorie.
240. — La théorie des définitions aboutit à la même obscurité. L'école de M. Peano a sans doute accompli un progrès d'ordre positif en distinguant divers types de définitions : les unes, dites soit par postulats, soit par abstraction, permettent l'usage d'une notion donnée sans résoudre cette notion elle-même en ses éléments constitutifs; la définition nominale est seule une véritable définition, parce que seule elle établit une équivalence entre les éléments définissants et le tout défini^. Seulement l'interprétation de cette équivalence pose un problème nouveau. La notion à définir est une; les éléments définissants sont plusieurs^. Si vraiment ceux-ci donnent naissance à celle-là, toute définition est une opération synthétique qui suppose autre chose que l'identité verbale du définissant et du défini, qui suppose Vexistence du défini : « Toute définition doit être accompagnée d'un théorème d'existence (ou d'un postulat d'existence) qui affirme l'existence de l'objet défini ^. »
Revue de métaphysique, 1904, p
2. " Je crois aussi que la distinclioii entre concept et intuition peut être réduite à la suivante : Est un concept toute chose x qui peut être définie nominalement: à l'intuition appartient toute chose qui doit être définie par postulats, ou par abstraction, c'est-à-dire toute chose que nous ne savons pas \ définir nominalement. >• Burali-Forti, Sur les différentes méthodes logiques pour la définition du nombre réel. Bibliothèque du Congrès international de philosophie (Paris, 1900), t. III, 1901, p. 296.
Couturat, Les principes, p
4. Cf. Couturat, Les définitions mathématiques, l'Enseignement mathématique,
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Ou bion si Ton inainlienL la con.-epUon loul analytique de la
scieuce il laulue voir dans la délinilion (|u'un moyen commode
d'abréL^ei- lo discours; il faut dire que la définilion n'est pas une
proporition du tout, puisqu'il y manque cette unite synthétique
d-a,)erc.M)tion dont M. Busscll, demeuré plus hdele qu d ne e
croit à l'inspiration kantienne, fait la caraclérislique de toute
nroposilion'. Us délinilions, à prendre les choses en toute
ri.rueur sont des aqrémenls Ujpooraphiques\ i|ui pourraient
di^^Daraîtrc sans sérieux inconvénient de renchaînement des
propositions. De là, remarque M. Couturat, une « conséquence
curieuse • • toutes les propositions d'une théorie déductive
neuvent être considérées comme portant, en définitive, sur les
seules notions indéfinissables de la théorie; car si, dans leur
énoncé, on remplaçait tous les termes déhnis par leurs definis-
«.ants il n'y resterait que des termes indéfinissables »
' Hi - Par ces considérations, ([ui sont d'une évidence de
, sens commun, mais qu'aucun penseur n'avait réussi ju^q»-^ ^^i a
i introduire définitivement dans la méthodologie de la logique e
! de la mathématique, la logistique a rendu le service positif
( d'éliminer les définitions en tant que principes se suffisant a
' ^"M'rî'sTue'a du même coup achevé de ruiner l'interprétation purement analytique qu'elle s'était flattée de donner de la deduc^ lion formelle. Des trois ordres de principes que depuis Euclide on invoquait pour justifier la déduction pure : dfnUons axiomes et postulats, il ne subsiste plus que les postulats. Toute Srie de k logique symbolique est hypothético-deduciwe^.
,o,r- . -îl • , ' p concept est lui-même complexe; sa complexité, c'est-à-dire |;;"';;;:„iiV.;ar nrcTlposé d-.u«, concept,
une unité, el quand 1 analyse a detrmtceUtunuc Le verbe,
tuants sera toujours '"'^aP^'^l^/^.,/'^.*,^"'"' '^^^^^^^ et, ainsi, il doit employé comn.e verbe, ^^^^'^^^ t^rnîe bien que je ne sache pas être distingué du verbe ''^'^^'^'''?f^}]^^^^^^^^^^ comment rendre cla.rement compte de lyatunp^^^^^^^^^^ falsification. >- Cf.
îimlSî^ler.;:;";:"^^^^^^^." - MM. l nasseU . 0. E. Moore,
"r î;;;ï^fi:;:u:r:;e^ no '^f ot our subject, but are. str.ctly speaUing,
't. s:":; i:;;!:x^e:s^n:!t u^ p.~. ...., Bibuo.
BauNscHviCG. — Les étapes.
Elle commence par postuler des séries de notions indéfinissables et de propositions indémontrables. Encore convient-il de se mettre en garde contre la signification absolue que Ton pourrait attacher à cesépithètes à' indéfinissable et à' indémontrable : « Une notion n'est indéfinissable, une proposition n'est indémontrable que par rapport à un certain système de définitions et à un certain ordre de démonstrations; dans un autre système ou dans un autre ordre, les mêmes notions pourront être définies, et les mêmes propositions pourront être démontrées*. »
De même que le succès d'une explication mécanique atteste la légitimité d'une infinité d'autres explications mécaniques « qui rendront également bien compte de toutes les particularités révélées par l'expérience- », de même la possibilité d'un système logistique montre la légitimité d'une infinité d'autres systèmes logistiques. Tant du moins que l'on s'en tient aux considérations d'ordre méthodologique, on ne saurait éviter l'arbitraire dans le choix des principes ^
Ainsi la logique symbolique, envisagée comme technique formelle, ne permettrait pas de dépasser les conclusions prudentes et positives dont nous avons rencontré la formule dans l'école italienne de Peano. La logique symbolique n'est pas assurément sans vérité; Leibniz, dans l'enthousiasme de la découverte, a été jusqu'à lui attribuer une vérité absolue : « Etsi propositiones qusedam pro hominum arbitrio assumantur, ut definitiones terminorum, inde tamen oritur veritas minime arbitraria, saltem enim absoluteverum, ex positis istis definitionibus oriri conclusiones, sive quod idem est, connexio inter conclusiones sive theoremata et definitiones sive hypothèses arbitrarias est absolute vera *. » Mais il y a dans ce langage un abus du mot absolu qui risque de tout embrouiller : la vérité qui apparaît dans un discours cohérent, quel qu'en soit d'ailleurs le point de départ, vérité qu'on retrouverait à son plus haut degré dans les fantaisies logiques d'un Edgard Poe ou dans le développement d'un délire systématique, n'est assurément pas la vérité catégorique et intrinsèque, qui est la condition du savoir scientifique.
thèque du Congrès de Paris, 1900, t. III, 1901, p. 377 et suiv. Cf. Couturat, Les principes, p. 2.
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242. — En fait, si la logistique a prétendu trancher les problèmes de la philosophie mathématique, c'est qu'elle invoquait autre chose que la l'orme du calcul logique; elle attribuait aux notions de ce calcul, en particulier à la notion de classe, une dignité ontologique. Le postulat réaliste seul lui a permis de passer de Thypothèse logique à la thèse métaphysique.
Nous n'avons pas à examiner le postulat d'une doctrine qui se flatte de rompre toute attache avec la physique ou avec la psychologie : par sa prétention même, elle échappe à toute tentative de vérification directe. Mais nous pouvons, en partant encore une fois de la solution proposée par les logisticiens, suivre les résultats qu'a entraînés la conception réaliste des classes. A-t-elle réussi à éclaircir les principes de la mathématique? ou, au contraire, n'y a-t-elle pas introduit des difficultés nouvelles qui, à l'analyse, sont apparues inextricables? De nouveau, ce sont des logisticiens qui vont répondre aux questions qu'ils ont eux-mêmes soulevées.
La notion de classe sert de base à l'algèbre de la logique, que M. Whitehead désignait judicieusement comme algèbre non numérique. Si je dis que la classe des Normands est contenue dans la classe des Français, je ne fais état ni du nombre des Normands ni du nombre des Finançais; je me borne à combiner des inégalités sans parvenir à une mesure déterminée, à un calcul proprement dit. Pour que la notion de classe logique put servir à définir ce qui est l'objet du calcul numérique, il a fallu qu'elle subît une élaboration et une refonte, de plus en plus délicates et de plus en plus complexes, à mesure que l'on passait du problème élémentaire concernant le nombre cardinal fini aux divers cas particuliers du nombre un, du nombre zéro, du nombre infini, sans d'ailleurs que ces efforts désespérés de dialectique dussent sauver la philosophie logistique d'une contradiction mortelle.
Tout d'abord, entre la classe logique et la classe mathématique il y a une différence radicale : celle que les scolastiques faisaient entre le sens distributif et le sens collectif d'un concepts Les douze apôtres de Jésus forment une classe. Pierre, Jean, Jacques font partie de cette classe en tant que chacun d'eux a manifesté l'attachement à la personne du maître
Couturat, Les principes, p. 46, n
et Tenthousiasme pour la doctrine, qui caractérisent l'apôtre ; chacun d'eux suffirait à constituer une telle classe, et il est par ses seuls caractères individuels membre de cette classe. Si maintenant on conçoit Pierre, Jean, Jacques, comme membres de la classe des c?o«ze, et non plus de la classe des apôtres, c'est qu'à Yideniité spécifique, fondement de la classe logique, on a substitué la diversité numérique, fondement de la collection arithmétique. On ne les considère plus alors en tant qu'individus rapportes à leur classe, chacun pour son compte; on introduit entre eux une liaison qui est tout à fait étrangère à la formation de la classe logique, la liaison qui est représentée par l'élément et. Que sera cet élément? une constante logique'^ ou un ptnncipe mathématique"? ou encore, comme le veut M. Russell, une « forme originale et unique de combinaison ' » ? En fait, il suffit qu'il soit indéfinissable pour que l'identification de la classe logique et de la classe numérique ne soit plus autre chose qu'une équivoque de langage.
Suivant l'exemple de M. Frege, les logisticiens ont proposé de corriger cette équivoque en définissant le nombre une classe de classes-. La classe des apôtres de Jésus, la classe des maréchaux de Napoléon, la classe des signes du zodiaque, etc., sont les éléments de la classe qui constitue le nombre douze. L'ambiguïté a disparu sans doute ; mais c'est pour faire place à une opposition irréductible, qui brise l'unité rationnelle de la conception. Pourquoi les apôtres, ou les maréchaux, formaient-ils une douzaine? parce qu'entre les divers membres d'une même classe il y avait un lien d'addition : et. Au contraire, si la douzaine des apôtres et la douzaine des maréchaux appartiennent à une même classe qui constitue le nombre douze, c'est évidemment qu'il n'y a pas de lien additif entre elles. Le mécanisme de l'opération est tout autre. On fait abstraction de la diversité spécifique de Vapôtre ou du maréchal, pour ne plus considérer que son individualité numérique; de la sorte, on peut établir entre un apôtre numériquement déterminé et un maréchal numériquement déterminé, par suite entre la collection tout entière des apôtres et la collection tout entière des maréchaux, un rapport de correspondance univoque et réciproque; ce rapport de correspondance est la racine de l'égalité mathéraa-
1. The principles, § 71, p. 71 : « Thus it seems best to regard and as expressing a definite unique kind of combinalion... This unique kind of combination will in future be called addition of individuals ».
2. The principles, § 111, p. 115. Cf. Gouturat, p. il, avec renvoi ù Frege. Grundlagen der Arithmetik, 1884, § 08 et 73.
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lique, ol la lof^i-islique Ta (l<'*ga^c avec raison comme constitulil" (Je riclcnlilô d'un nombre; [c\ que douze. Mais ce faisant, la logistique a complètement perdu de vue la relation de prédicat à sujet qui était à la base de la logique aristotélicienne; tournant autour de la notion de classe comme autour dun pivot, elle s'est éloignée du réalisme ontologique pour se borner à la description tl'un processus psychologique.
('-elle conclusion nous semble confirmée par la conception que la logistique s'est i'aile du nombre 1 : « Si x ai ij sont membres d'une classe non nulle, et si x = i/, la classe est singulière ^ « Telle est la définition logique du nombre 1. Cette définition n'enferme pas, nous dit-on, de cercle vicieux : pour que Ton ait devant soi deux entités distinctes, telles que x et y, il n'est pas nécessaire qu'elles soient comptées. Seulement l'observation n'est légitime qu'à la condition qu'on abandonne le point de vue ontologique. De ce point de vue en effet x et y ne sauraient être distinguées que si elles constituent des entités distinctes; or, elles ne peuvent constituer des entités distinctes puisqu'elles ne sont qu'une seule et même réalité. La contradiction disparaît dès que l'on se résigne à introduire cette notion de l'esprit que M. Russell, avec une témérité quelque peu dogmatique, commence par déclarer totally irvelevanl ^ Au lieu d'entités nécessairement immuables, nous n'aurons plus affaire qu'à des phases successives de la représentation, que l'affirmation de l'unité singulière aura précisément pour fonction d'identifier. L'identité numérique de x et de y signifie qu'à deux représentations distinctes correspond une seule et même chose. Et c'est bien là le travail que l'esprit accomplit efîectivement pour parvenir à cette conclusion qu'il n'y a qu'un soleil, qu'une lune, en dépit des diiîérences inhérentes aux images multiples que le soleil et la lune donnent d'eux-mêmes à travers le cours des périodes astronomiques et la diversité des circonstances météorologiques. Comme le dit excellemment M. Frege, « la découverte que c'était un même soleil et non un soleil nouveau, qui se levait chaque matin, est bien l'une des plus fécondes que l'astronomie ait faites^ ». La logistique, en transcrivant dans ses symboles le résultat d'une semblable découverte, ne fait qu'enregistrer le processus de l'activité intellectuelle.
1. The principles, § 128, p. 132. Cf. Gouturat, Pour la logistique. Revue de métaphysique, 1906, p. 227.
The principles, p
3. Ueber Sinn und Bedeutung, Zeitschrift fur Philosophie und philosophische Kritik, t. G, 1892, p. 25.
Nous n'avons encore considéré que les cas les plus simples ; il reste zéro, il reste l'infini.
Pour zéro, il faut faire un détour. On ne peut plus aller de l'individu à la classe, puisque précisément la classe nulle serait celle qui ne comprend pas de membre : « Nothing is a denoting concept, which dénotes nothing'. » 11 faut donc admettre que le concept de classe est donné ici indépendamment de l'existence de la classe, c'est-à-dire que le zéro ne peut être envisagé qu'au point de vue delà compréhension puisqu'il est un néant d'extension^. Pour la doctrine des nombres infinis, les oscillations vont se multiplier. Dans les limites de la connaissance humaine du moins, il n'y a pas de place pour un tout qui serait infini en compréhension ; car une unité qui aurait une infinité de constituants, impliquerait un regrès sans fin "*. L'infini donné est nécessairement un infini en extension. Dans le domaine du fini une classe donnée en extension peut se définir par l'énumération de ses membres individuels; or, ce procédé « au moins pratiquement », est inapplicable à l'infini ^. 11 faut donc revenir au point de vue de la compréhension, et admettre qu'une classe infinie en extension peut ne présenter du point de vue de la compréhension qu'une complexité finie; la théorie des ensembles dénombrables atteste la légitimité de cette conception,
243. — De loin, la notion de nombre semblait s'apparenter à la notion de classe ; de près, les détours et les artifices auxquels la logistique a dû recourir, décèlent une incompatibilité de nature. En cours de route, l'interprétation réaliste a dû être abandonnée, et M. Russell ne se le dissimule pas : dans l'addition de A et de B, « il faut remarquer que A et B n'ont pas besoin d'exister; mais comme toute chose dont on peut parler, ils ont une manière d'être {Being). La distinction de la manière d'être et de l'existence est importante, et elle est bien mise en lumière
The principles, § 73, p
2. Ibid., § 75, p. 81 : « \Ve agreed that the null-class, which has no terms, is a flctioQ, though there are nuil class-concepts. » M. Russell fait suivre cette formule, qui résume le paragraphe consacré au zéro (§ 73, p. 73 et suiv.), de la rélloxion suivante : « It appeared throughout that, although any symbolic Ireatement must work largely with class-concepts and intension, classes, and extension are logically more fundamental for the principles of Mathematics. » Voir, pour la discussion de ces théories, Arnold Reyraond, Logique et mathématiques, Saint-Biaise, 1908, p. 170 et suiv.
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par le procédé du calcul. Tout ce qui peut être compté doit ôtre quelque chose et doit certainement é/re, bien qu'il n'ait nullement besoin de posséder en outre le privilège de Texistence ' >>.
Or, au prix même de ces concessions, la logique mathématique des classes n'évite pas le naufrage final. On ne peut pas achever la constitution du système des classes sans se heurter à la contradiction qui met en péril l'équilibre du système. Par exemple, pour prendre la forme la plus simple de la contradiction, u un concept de classe qui n'est pas un terme de sa propre extension apparaît comme un concept de classe. Or, s'il y a un terme de sa propre extension, il y a un conce})t de classe qui n'est pas un terme de sa propre extension, et vice versa. Ainsi nous devons conclure, en dépit des apparences, qu'a/2 concept de classe qui nest pas un terme de sa propre extension nest pas un concept de classe- ». — Une semblable remarque s'applique, naturellement, au système que doit former la totalité des classes logiques : cette totalité forme une classe, qui existera en tant qu'elle est la classe de la totalité des classes, et qui n'existera pas puisqu'elle n'est pas comprise dans la totalité des classes.
244. — Au lendemain de la publication du premier volume des Principles of mat hématies., toute l'œuvre philosophique de la logistique est à refaire. Sur quelle base? Après avoir cherché des demi-mesures, en renonçant à l'homogénéité des principes, en limitant à un certain degré de simplicité ou d'étendue la portée de la théorie*, M. Russell a reconnu la nécessité de sacrifier la notion de classe, du moins à titre dentité indépendante. « Une analogie montrera peut-être clairement que ce changement n'est pas si grand après tout. Le calcul infinitésimal, on le reconnaît universellement aujourd'hui, n'emploie ni ne suppose les infiniment petits. Cela a-t-il beaucoup changé l'aspect d'une page de calcul infinitésimal? Presque pas. Certaines démonstrations ont été refaites ; certains paradoxes qui troublaient le xviii'^ siècle ont été résolus ; pour le reste, les formules du calcul n'ont guère changé... Pas plus que la théorie moderne du calcul infinitésimal n'est destinée à ruiner l'œuvre de Leibniz et de Newton, les principes que je propose ne visent à ruiner l'œuvre de M. Peano *. »
The principles, §71, p
2. § 101, p. 102, cf. Frege, Grundgesetze der Arithmetik begrisffchriftlich abgeleitet, t. II, Jena. 1903, Nachwort, p. 253.
3. On some difjiculties in the theory of transfinitc numbers and order types, Proceedings of the Loadon mathematical society, t. IV, part. 1, 1906, p. 38 et suiv.
4. Les paradoxes de la logique, Revue de métaphysique, 1906, p. 628.
La comparaison est assurément ingénieuse; peut-être M. Russell ne Ta-t-il pas poussée assez loin pour tirer tout l'enseignement qu'elle devrait comporter. Deux problèmes en effet étaient impliqués dans la notion d'infinitésimal : l'un relatif aux opérations analytiques, l'autre à l'interprétation philosophique de ces opérations. Lélimination de l'infinitésimal ne change rien aux solutions scientifiques; tandis qu'elle emporte avec soi une série de doctrines, ou de problèmes, d'ordre métaphysique.
N'en sera-t-il pas exactement de même pour la notion de classe? Deux destinées sont ici en jeu : la destinée de la logique symbolique qu'Aristote avait réussi à constituer sinon en science positive du moins en technique autonome, la destinée du réalisme ontologique où l'on a cru apercevoir la base d'une philosophie universelle. Les deux destinées se sont rencontrées au moyen âge; un moment on a pu croire qu'elles allaient de nouveau se trouver réunies : « Le fait que toutes les mathématiques appartiennent à la logique symbolique est une des plus grandes découvertes de notre époque ; et une fois ce fait établi, l'étude des principes des mathématiques ne consiste plus que dans l'analyse de la logique symbolique elle-même *. »
A l'épreuve de l'expérience, la liaison factice des deux problèmes s'est évanouie. La logique symbolique est capable de se développer pour son compte, et avec d'autant plus de succès quelle conformera de plus près ses méthodes aux méthodes proprement mathématiques. Mais qu'en échange elle éclaircisse jamais les principes des mathématiques, c'est une illusion qu'il a fallu abandonner. L'illusion était fondée sur le postulat réaliste qui par une tradition séculaire est inconsciemment associé à la position de la logique formelle ; or, ce postulat s'est révélé une raine d'embarras et de contradictions tels que la philosophie des mathématiques n'en avait jamais connu.
245. — Une semblable conclusion pourrait paraître brutale et sommaire, et nous hésiterions à la formuler si elle n'était confirmée par M. Russell lui-même.
Au coui*s de la controverse, M. Poincaré avait suggéré que l'échec de la philosophie logistique tenait peut-être à ce qu'elle avait voulu étendre au delà de toute détermination finie la notion de classe; c'est « la croyance à l'existence de l'infini actuel » qui a engendré la contradiction. « Le mot tous a un sens bien net quand il s'agit d'un nombre fini d'objets; pour
The principles, § 4, p. o
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qu'il on ci\l encore un, quand les objets sont en nombre infini, ii faudrait qu'il y ei'it un infini actuel. Autrement tous ces objets ne pourront pas (^Irc courus comme posés antérieurement à leur tléfiniliou, cl alors, si la définition d'une notion N dépend de tous les objets A, elle peut être entachée de cercle vicieux si parmi les objets A il y en a qu'on ne peut définir sans faire intervenir la notion N elle-même'. »
De fait, dès 1897, c'est-à-dire quelques années avant que M. Russell eût signalé dans les travaux de jM. Cantor l'un des grands événements de la pensée humaine ^, un logisticien italien, M. Hurali-Forli, avait dévoilé l'antinomie à laquelle menait la considération de la totalité des ordinaux transfinis ^ : « Cantor avait démontré que les nombres ordinaux... peuvent être rangés en une série linéaire, c'est-à-dire que de deux nombres ordinaux inégaux, il y en a toujours un qui est plus petit que l'autre. Burali-Forli démontre le contraire; et en effet, dit-il en substances, si on pouvait ranger tous les nombres ordinaux en une série linéaire, cette série définirait un nombre ordinal qui serait plus grand que tous les autres; on pourrait ensuite y ajouter 1 et on obtiendrait encore un nombre ordinal qui serait encore plus grand, et cela est contradictoire''. »
Sur quoi M. Russell proteste avec vivacité : « Des insolubilia considérés par les anciens, aucun n'introduit l'infini ; et il est singulier que M. Poincaré cite VÉpiménide comme analogue à ceux qui se présentent dans la théorie du transfini... Une simplification de ce paradoxe est constituée par l'homme qui dit : Je mens; s'il ment, il dit la vérité; mais s'il dit la vérité, il ment. Est-ce que cet homme a oublié qu'il n'y a pas d'infini actuel ^? » Ce qui revient à dire que la source de la contradiction est à chercher, non pas dans le problème particulier de l'infini, mais dans la position générale du réalisme.
246. — Et en effet, si l'on se demande pourquoi cette simple assertion du Je mens suffit à mettre en déroute la philosophie réaliste, on trouvera la réponse dans les Recherches sur l'entendement humain d'après les principes du sens commun, de Thomas Reid (1763). Avec une charmante bonhomie, Reid explicite les
i. Revue de métaphysique, p. 1906, p. 316; et Science et méthode, p. 212.
2. Cf. International monthly, Burlington (Vermont, E. U.) juillet l'JOl, p. 89.
3. Cf. Una questione sui numeri transfiniti, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. XI, 1897, p. 164.
4. Poincaré, Revue de métaphysique, 1906, p. 303; et Science et Méthode, p. 201.
Revue de métaphysique, 1906, p
deux postulats du réalisme : principe de véracité, ei principe de crédulité : « Le premier de ces principes est un penchant naturel à dire la vérité, et à nous servir dans le langage des signes qui interprètent le plus fidèlement nos sentiments... Le second principe primitif que TÊtre suprême a déposé dans notre nature, est une disposition à nous confier à la véracité des autres, et à croire ce qu'ils nous disent'. »
Supposons que la pensée d'une personne se traduise immédiatement et adéquatement dans le langage, supposons que de là elle repasse chez une autre personne toujours avec la même sûreté et la même fidélité, alors, et à ces conditions seulement, M. Russell aura raison : on pourra éliminer, suivant le mot que nous avons cité, the totally irrelevant notion of mind'^, pour ne considérer que le discours en lui-même. Mais aussi bien n'y aurait-il plus de place pour le terme de mensonge dans l'univers du discours.
Or, la psychologie du réalisme pèche par excès de candeur, ou plus exactement sans doute par excès de courtoisie. C'est un fait que l'homme ment : dans ce cas, si l'instinct de crédulité s'exerce encore lorsque l'instinct de véracité a cessé de jouer, si on persiste à faire de cette déclaration de mensonge une réalité transcendante, il est inévitable que la contradiction apparaisse. Du point de vue de la psychologie critique qui subordonne les relations des propositions à une analyse des rapports entre la réalité interne de la pensée et son expression extérieure, il serait contradictoire que la contradiction n'apparîit pas, que l'on restât dans le plan de la vérité ontologique en prenant pour argent comptant ce qui vous est expiessément donné comme fausse monnaie. Autrement dit, le réalisme a voulu faire l'économie d'une psychologie ; au fond il n'a fait qu'accepter la confiance du sens commun dans la transcendance de l'objet de la pensée; il devait retrouver, au terme de son œuvre, sous une forme qui les rendait inextricables, les difficultés dont une psychologie tant soit peu subtile et avisée l'eût débarrassé dès le début.
Aussi l'évolution de la philosophie logistique évoque-t-elle ridée de ces usines métallurgiques qui réussissent, en perfectionnant leur outillage, à fabriquer des canons capables de percer leurs propres cuirasses ; par le progrès de la logique symbolique, la logistique n'est parvenue qu'à ruiner elle-même ses ambitions premières. Des contradictions inhérentes au réalisme
LES DIFFICULTES DU REALISME DES CLASSES 4H
des classes, M. Russell tire celle conclusion qu'il y a eu « méprise sur les prélentions de la Logislique el sur la nature de l'évidence sur laquelle elle repose... La méthode de la Logistique est essentiellement la même que celle de toute autre science. Elle comporte la même faillibilité, et la même incertitude, le même mélange d'induction et de déduction, la môme nécessité de faire appel, pour confirmer les principes, à l'accord général des résultats calculés avec l'observation ' ».
Peut-être les adversaires de la logistique, que M. Russell accuse d'avoir partagé cette méprise, ne sont-ils pas à blâmer s'ils ont accepté le débat dans les termes où il leur était offert. Mais comment se fait-il que (l'école italienne mise à part) les partisans de la logistique, qui ont fait preuve d'une pénétration d'esprit à tant d'égards merveilleuse, aient, de leur propre aveu, cédé à une semblable illusion? Du point de vue de l'analyse historique des idées, il est essentiel de résoudre cette question : la solution sera d'un intérêt vital pour la philosophie mathématique, si elle réussit à l'affranchir du « faux idéal » de la déduction universelle et absolue.
CHAPITRE XIX L'IDÉE DE LA DÉDUCTION ABSOLUE
247. — Si dans la pensée de M. Russell le prestige du réalisme survit aux contradiclions mortelles que la critique logistique a elle-même dévoilées, c'est qu'il lui paraît nécessaire pour échapper au scepticisme scientifique de poser en principe que les propositions de la sciences sont vraies, non parce qu'elles sont crues, mais parce qu'elles existent à titre de réalité transcendante antérieurement à leur vérification. Ou la science est un tissu d'impressions illusoires, un rêve humain et subjectif; et, suivant la curieuse interprétation que M. Russell donne de la philosophie kantienne, le point de vue critique se ramène au psychologisme '. Ou il y a, ontologiquement parlant, telle chose que mouvement absolu, temps absolu, espace absolu.
Selon nous, ce prétendu dilemme implique entre le langage de la métaphysique et le langage de la science une série de confusions qui ont jeté leur ombre sur maintes discussions contemporaines, et dont il serait désirable que l'horizon de la philosophie mathématique fût définitivement dégagé.
L'idée du mouvement absolu est liée aux données de la vie intime : le mouvement émane de nous, ou, se représentant en nous, il s'accompagne de sensations d'ordre particulier qui ne laissent pas de doute sur la réalité du phénomène. Nous croyons spontanément au mouvement absolu, et cette croyance suffit dans bien des cas. M. Bergson rappelle la boutade de Morus, écrivant à Descartes : « Quand je suis assis tranquille, et qu'un autre, s'éloignant à un mille, est rouge de fatigue, c'est bien lui
\. Bullelin de la Société française de philosophie (séance du 23 mars 1911) 11° année, p. 58.
t|ui se mcul, el moi qui me repose'. » Or, à mesure qu'on dépasse l'Iiori/onde raclion iiidivicliK^lle, doimée à la conscience sous une lornie originale, les inductions tirées de la perception risquent de nous induire en erreur. Les illusions visuelles dont nous sommes à chaque instant les victimes détruisent l'idole du vulgaire : le mouvement qui paraît absolu est relatif à la perspective ((ue nous im[)osfnt et lendroit de l'espace dont nous regardons, et linstant du temps où nous vivons. Pour l'astronomie moderne, ce n'est pas le soleil qui se meut, quoique nous le voyions se mouvoir; c'est la terre, et pourtant elle paraît immobile à nos yeux. La science établit ainsi une distinction positive et légitime entre les mouvements apparents et relatifs, par exemple les mouvements des planètes aperçues d'un point déterminé de la surface terrestre, et ces mêmes mouvements s'accomplissant par rapport à un repère supposé fixe tel que seraient les étoiles. Ces derniers mouvements peuvent-ils être absolus au sens rigoureux et ontologique du mol? Newton n'hésitait pas à le déclarer, et c'est sur son autorité que presque toujours a reposé le débat. Mais, en lait, il n'y a pas de savant qui ail été plus pénétré que Newton de la relativité des notions fondamentales que l'on introduit au début de l'exposition scientifique : « Pour lui, la partie synthétique de la science, celle qui déduit dos définitions admises la suite des vérités qu'elle rcnfei^me, n'est ni la seule, ni la plus importante. Elle doit toujours être précédée de recherches analytiques qui aboutissent justement aux définitions -. »
Il est vrai seulement que, pour des raisons qui tiennent au caractère de son esprit, aux préoccupations de l'époque, un passage brusque se fait chez Newton de la « philosophie expérimentale » à une théologie qui veut ne rien ignorer de la structure de r « Être universel », ou de la relation entre le Créateur et la Créature. L'absolu du mouvement apparaît alors comme la résultante de l'absolu du lemjjs et de l'absolu de l'espace, lesquels trouvent leur principe et leur support dans l'éternité et dans l'infinité de Dieu : « Durât semper et adest ubique, et existendo semper et ubique durationem et spatium, œternitatem et infinitatera constituit-^ ». La science positive n'a pas à faire état d'un tel rapport, « plutôt mystique que métaphysique» selon
1. Matière et mémoire, p. 21.5, voir Lettre du o mars 1649, AT, V, -312.
2. Léon Bloch, La philosophie de Newton, 19U8, p. 13-3. Cf. Traité d'Optique, qu. XXIX, trad. Coste, t. 11, Amsterdam, 1720, p. .579.
Principia, Sch. générale, éd. 1723, p
rexpression de M. Bloch * ; mais, si elle écarte les postulats extra-] philosophiques que Newton invoquait, elle n'abolira point, tant s'en faut, la distinction scientifique de l'absolu et du relatif; ellel lui restituera simplement sa signification véritable en l'interprétant comme distinction du réel et de Y apparent, plus exactement peut-être du total et du partiel. Le mouvement absolu est celui qui est donné à partir d'un trièdre de référence tel que tous les mouvements de l'univers puissent entrer dans un système unique, c'est-à-dire, d'après les conditions précises que l'expérience nous impose, tel que le principe classique de l'inertie se trouve véiùfié; par sa dépendance à l'égard de ces conditions, le mouvement scientifiquement absolu manifeste sa relativité métaphysique. C'est le résultat le plus précieux de la découverte critique, d'avoir établi la légitimité d'un absolu scientifique sur la relativité fondamentale de la connaissance, et d'avoir, par là, fermé l'ère des discussions stériles.
248. — Malheureusement, par sa profession de foi dogmatique et réaliste, M. Russell se prive de ce qui est le bénéfice de la pensée kantienne. De laffîrmation du mouvement absolu, sans laquelle n'importe quelle hypothèse scientifique pourrait être indifférement substituée à n'importe quelle autre, sans laquelle le système de Copei'nic n'exprimerait pas une vérité supérieure au système de Ptolémée, il se croit obligé de conclure à la nécessité de moments donnés absolument dans le temps, de points donnés absolument dans l'espace ; de telle sorte que les relations temporelles ou spatiales s'établissent entre termes doués d'une existence métaphysique, indépendants du cours du temps ou de l'extension de l'espace.
Or, ces conceptions du temps et de l'espace que l'on présente comme impliquées dans l'objectivité de la science, sont des paradoxes métaphysiques qui font presque l'effet de gageures. En objectivant la vie psychologique de façon à ce que chacun de ses moments devienne une réalité en soi, indépendamment de la conscience qu'on en prend, on dira que le temps est un absolu. Seulement on n'arrive pas ainsi à rejoindre la réalité concrète : au temps qui s'épuiserait en quelque sorte dans l'intuition immédiate de l'être, dans l'actualité du présent, il manque suivant la forte remarque d'Hamelin ce qui est constitutif de la durée elle-même, à savoir la succession -. Toute chose est dans le temps; mais celui-là seul vit le temps, qui dispose
Op. cit., p
2. Essai sur les éléments principaux de la représentation, 1907, p. 59.
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de points de repère grAce auxquels il parvient à rintelligence de SOS propres changements. Comment ces points de repère pourraient-ils être des termes donnes en soi, susceptibles de devenir objets de contemplation extérieure? Il faudrait alors supposer (et eflectivement nous avons vu que Newton le faisait) un être qui soit à la fois affranchi du devenir temporel et contemporain de tous les moments du temps : conditions qui^ si elles ne sont pas directement contradictoires, demeurent du moins irréalisables pour notre pensée. En fait, si le problème du temps se pose pour l'homme, c'est qu'il devient lui-môme à chaque instant du temps un terme nouveau de la série temporelle, et qu'il doit cependant, pour prendre conscience de l'existence, être capable d'envelopper dans l'unité d'un système la multiplicité de ces termes successifs. Aussi n'y aura-t-il de solution que si l'on réussit à fonder l'unité de l'être temporel sur un principe intérieur qui dépasse le temps : principe d'éternité créatrice comme le voulait Spinoza; ou, si l'on parle avec Leibniz le langage de l'immanence, loi qui concentre en elle la suite originale de ses états intimes : lex continiiationis seriei suariun operaiiomim ', loi qui constitue VUrsprung, suivant l'heureuse expression dHermann Cohen et de Natorp.
La formule leibnizienne, si on consent à la détacher de la vue métaphysique qui enveloppe les lois propres à chaque monade dans le plan de la géométrie divine, ne représente rien de plus que les conditions de la compréhension du temps pour un être qui vit dans le temps. Il est d'autant plus curieux que M. Russell, historien de Leibniz, conteste à M. Cassirer, Tintelligibilité d'une loi de changement : « Changement de quoi? à partir de quoi? vers quoi? demandera-t-on; et on ne pourra répondre à ces questions qu'au moyen de concepts logiques dont l'être (Being) est libre de toute dépendance à l'égard du temps, et par suite nécessairement immuable 2. » Visiblement, par le tour même qu'il donne à ses objections, M. Russell a commencé par supposer que l'esprit doit partir de l'intuition de termes immuables pour passer à la relation qui les unit. Or, l'exemple de la loi de série est justement destiné à prouver le contraire : d'un rapport, toujours le même, dérive une infinité de termes successifs. Une telle succession est comme un symbole abstrait pour la succession concrète, dont nous acquérons le sentiment en appuyant notre devenir temporel sur le dynamisme radical de l'intelligence.
Mind, 1903, p
249. — La discussion du mouvement absolu et du temps absolu nous donne le moyen d'aborder la notion de la relativité de l'espace, avec lespoir de faire évanouir les contradictions factices que M. Russell y a signalées.
Cette relativité, qui a paru évidente à des métaphysiciens tels que Descartes, Leibniz ou Kant, est pour M. Russell un parti pris de « nier l'évidence ^ ».
Nous avouons d'ailleurs qu'il est aisé de réduire à l'absurde la thèse relativiste : il suffit de la considérer dans le cadre de la logique traditionnelle qui supposé que toute proposition a un sujet et un prédicat. L'espace est alors le prédicat d'une pluralité de choses, ou d'une chose unique. Dans le premier cas, dans le monadisme, M. Russell prouve, en se référant aux textes de Leibniz, qu'on n'extrait des choses les relations spatiales que si on a déjà situé les choses dans l'espace "-. Dans le second cas, qui est celui du monisme, on en arrive nécessairement à nier la distinction des termes entre lesquels les relations s'établissent, distinction qui serait la condition nécessaire pour la réalité des relations. « Ainsi la théorie des relations de Lotze se réduit à cette affirmation qu'il n'y a point de relations. Les adhérents les plus logiques de ladite théorie (tels que Spinoza et M. Bradley) l'ont reconnu ; ils n'ont admis en conséquence qu'une seule chose. Dieu ou l'Absolu, et un seul type de propositions, à savoir celle qui attribue un prédicat à l'Absolu -^ »
La conclusion est péremptoire sans doute dans l'hypothèse où toute relation devrait épouser la forme de la logique aristotélicienne. Mais n'est-ce pas de cette hypothèse que la révolution cartésienne est venue purger la philosophie moderne? L'intuition des Regiilse n'a rien de commun avec l'appréhension de termes simples tels que la substance ou la qualité; elle a pour objet la relation simple qui s'établit entre deux nombres, et qui permet d'en déduire un troisième : huit est à quatre, comme quatre esi kdeux. Les grandeurs spatiales sont définies de même par des rapports purement intelligibles; c'est pourquoi la substance de Spinoza sera, non pas le sujet logique auquel appartient la qualité de l'étendue, mais l'unité radicale, exprimée par la totalité des rapports spatiaux, plus exactement encore exprimée par la totalité des rapports qui apparaissent à la fois comme spatiaux dans l'étendue et comme idéaux dans la pensée.
Ibid., p. 136, vide supra
3. Vidée d'ordre, etc., Mémoire cité. Bibliothèque du Congrès de Paris, 1900, t. III, p. 261.
Il l'ail l donc renoncera réduire la relation spatiale à la relation logique; elle est une relation />er se, Leibniz lavait reconnu, de raveu de M. Russell lui-nicnie ' : « Ce rapport... est hien hors des sujets; mais... nctant ni substance, ni accident, cela doit être une chose purement idéale, dont la considération ne laisse pas d'être utile -. » Dès lors, la conception de Tordre spatial chez Leibniz n'offrira plus de prise aux contradictions dont on prélendail laccabler; il conviendra seulement, comme nous l'avons déjà montré pour Tordre temporel, qu'on la restreigne à la perspective de l'univers chez une monade, sans chercher l'ordre des perspectives entre les monades. Et Ton pourra de nouveau recueillir le résultat positif delà critique kantienne. Nous l'avons vu en elïet, l'espace n'est pour Kant une forme irrationnelle que dans la mesure où la raison est considérée comme faculté logique, produisant des concepts universels et discursifs; de même on pourra dire que l'espace est un absolu, si Ton entend par là qu'il est irréductible aux relations logiques. Mais ce serait revenir en arrière de la Critique, que de conférer à cet absolu le caractère de transcendance que Newton lui attribuait, en allant lui-même à contresens de sa propre " philosophie expérimentale ».
2o0. — Du moins le Ihéologisme newtonien permettait d'imaginer cet absolu, en le rattachant à l'intuition divine. Le « réalisme analytique » exclut Tintervention d'un esprit humain ou divin. Les points de l'espace devraient être donnés en soi, et les relations spatiales s'établiraient entre eux, de la même façon que les relations logiques qui sont la matière du raisonnement s'établissent entre termes antérieurement donnés. Nous n'avons pas besoin d'insister longuement sur les difficultés insurmontables qu'une telle hypothèse nous paraît entraîner. Poser d'une façon absolue un élément dans l'espace, c'est lui assigner par cette position même une place d'où sont exclus tous les autres éléments de l'espace. L'affirmation spatiale d'un point équivaut à la négation spatiale de tous les points.
Le principe que l'espace est inconditionnellement absolu demande que chaque point existe pour lui-même, sans relation aucune avec quoi que ce soit d'extérieur à lui, épuisant en luimême son pouvoir d'existence absolue; il ne permet pas que Ton passe de ce point absolu à la multiplicité de termes extérieurs les uns aux autres, qui seule serait espace. Inversement, la réalité de l'espace implique la présence simultanée d'une
Cinquième écrit contre Clarke, G, VII
Brukschvicg. — Les étapes. '^ '
multiplicité de termes. Et cette simultanéité ne pourra pas être spatiale, tant du moins que l'espace est défini comme milieu d'extériorité réciproque. Autrement dit, la simultanéité des termes de la série spatiale implique une omniprésence aux divers points de la série, qui est précisément la caractéristique de la réalité non spatiale, la caractéristique de l'esprit. Le Dieu de Newton était omniprésent aux dilTérentes régions de l'espace, et en vertu de sa transcendance il était capable de lui transmettre la propriété de l'absolu ontologique. Le sujet humain de la connaissance est omniprésent aux différents points de l'espace, et pose la représentation de l'univers comme relative à lui. Ainsi, le géomètre peut parler du triangle ABC, parce qu'il conçoit à la fois les trois sommets ABC, et les définit comme relatifs les uns aux autres. Si l'espace était mélaphijsiqiiement absolu, il pourrait dire seulement qu'il existe ou un point A ou un point B ou un point C, avec qui se confondrait, mais en qui s'enfermerait, l'acte d'affirmation de ce point; car la spatialité de ce point consisterait en ce que A n'est pas B, B n'est pas C; et l'inconditionnalité de sa position le rendrait indépendant de toute relation avec un autre point.
Est-il besoin d'ajouter qu'une telle conception de la relativité n'est nullement contradictoire avec la thèse scientifique de l'espace absolu, pourvu qu'on respecte la spécificité des relations spatiales, et en particulier, leur incompatibilité avec les relations logiques? Je dis que l'espace est relatif, parce que je puis prendre indifféremment pour point de départ A ou B ou C; mais cela ne signifie nullement que je déduise de A la relation AB, ou que je la crée, en posant à volonté les points A et B. Je construis, à partir d'un point que je puis choisir arbitrairement, un réseau de relations qui n'est pas arbitraire; le triangle ABC est le même que les triangles ACB, BAC, BCA, etc. Demander à la théorie relativiste de prouver cette équivalence, ce serait lui imposer une exigence absurde; si une telle démonstration était nécessaire dans le cas de l'espace où il faut aboutir à la réversibilité, elle ne serait pas moins nécessaire dans le cas du temps où il faut aboutir à l'irréversibilité. La forme de la simultanéité est une condition de la représentation qui s'impose à moi, et à laquelle j'obéis en construisant l'espace, comme la forme de la succession en est une seconde à laquelle j'obéirai en construisant le temps. Parce qu'elles expriment une nécessité interne, parce qu'elles dépassent les données de la conscience individuelle, elles revêtent une apparence d'absolu; mais c'est précisément, suivant l'enseignement de la Critique de la Raison
DÉDUCTION REGRESSIVE ET DÉDUCTION PROGRESSIVE
251. — Nous avons insisté sur cette formule; car elle permet de comprendre combien sont illusoires les difficultés que le réalisme de M. Russell avait accumulées à l'origine de la philosophie mathématique. La mécanique n'a pas besoin de rencontrer devant elle une série de moments ou un système de points, tel que chacun des termes soit doué par lui-même d'une existence absolue, antérieurement à la formation de la série ou du système. Au contraire, la constitution du temps et de l'espace s'accomplit elîeclivement à mesure que la mécanique élargit l'horizon de ses recherches, qu'elle rattache à un moment plus reculé du temps, à un point plus éloigné de l'espace, la détermination des mouvements universels.
Rien dans la science positive ne nous autorise donc à oublier le précepte que Newton lui-môme a formulé au nom de la « philosophie expérimentale », que Lavoisier a énoncé de nouveau à l'heure où la chimie s'organisait définitivement : la déduction progressive qui procède des idées premières, termes généraux ou natures simples, n'a de valeur et de portée qu'en corrélation avec la déduction régressive qui conduit à ces idées élémentaires ^
C'est uniquement par suite d'un préjugé métaphysique que la déduction progressive a pu être entendue dans un autre sens, dans le sens d'une synthèse qui se détacherait de l'analyse préalable, qui se poserait pour elle-même et dans l'absolu. Par cette prétention, en effet, on se flattait d'échapper à la restriction que le savant faisait peser sur sa construction de l'univers, de satisfaire à l'idéal logique ou ontologique d'une déduction absolue. Ainsi, la déduction régressive a permis de généraliser l'idée de dimension géométrique et de passer des trois dimensions, dont l'idée est suggérée par l'intuition, au concept
1. « Nous nous contenterons, disait Lavoisier, de regarder ici comme simples toutes les substances que nous ne pouvons pas décomposer, tout ce que nous obtenons en dernier résultat par l'analyse chimique. » Mémoire sur la nécessité de réformer et de perfectionner la nomenclature de la Chimie (1787), Œuvres, t. V, 1892, p. 361, cité par Duhem, La notion de mixte, Revue de philosophie, 1" année, 1901, p. 169.
abstrait de n dimensions. Une fois arrivée à ce concept, la philosophie logistique vise à le rendre indépendant de l'application proprement géométrique qui en est la raison d'être. Par exemple, si Ton dresse la liste des postulats nécessaires pour l'analyse d'un espace projectif d'un nombre infini de dimensions, espace projectif absolu suivant l'expression de M. Pieri, on constate qu'on a besoin de 17 postulats; et comme il en faut 19 pour définir l'espace projectif à trois dimensions, on en conclut avec M. Gouturat « qu'au point de vue logique celui-ci est moins simple que celui-là ' ».
De ce point de vue encore : « on pourrait presque dire que la théorie des nombres infinis est plus simple que celle des nombres finis, puisqu'elle n'a pas besoin, comme celle-ci, du principe d'induction, et qu'on peut l'établir sans passer par la théorie des nombres finis ^ ». Mais sous cette simplicité apparente se dissimulent des difficultés que le développement de la théorie des ensembles a eu pour effet de manifester. Pour fonder « l'Arithmétique générale où l'on définit la somme, le produit et la puissance des nombres cardinaux, finis ou infinis* », un postulat est « indispensable », celui qu'a explicité M. Zermelo en 1904 : « Étant donnée une classe de classes exclusives non nulles, on peut extraire un élément de chacune d'elles *^. » Tant que le nombre des classes est fini, la légitimité de l'opération est intuitivement évidente; pour un nombre infini de classes, elle résiste à toute tentative de démonstration.
Oue ce soit donc dans le domaine de la mécanique rationnelle, de la géométrie ou de l'analyse, nous retrouvons une même idée à la source de la métaphysique que le réalisme logistique a superposée à la mathématique : l'idée d'une déduction progressive capable de se conférer à elle-même une valeur absolue; et cette idée est la raison profonde des contradictions que le
Ibid., p
4. Ibid., p. 224, note 3. Voici comment le principe se trouve formulé par M. Zermelo, dans l'extrait de sa lettre à M. Hilbert, puljlié en 1904 par les Mathematische Annalen : Beweis, dass jede Menge wohlgeordnct werden kann : « Der vorliegende Beweis beruht... auf dem Prinzip, dass es auch fur eine unendliche Gesamthcit von Mengen immer Zuordnungcn gibt, bei denen jeder Menge eines ihrer Elemente entspricht, oder formai ausgedrùckt, dass das Produkt einer unendlichen Gesamtheit von Mengen, deren jede mindestens ein Elément entbalt, selbst von Null verschieden ist. Dièses logische Prinzip, ajoute Zermelo, làsst sich zwar nicht auf ein noch einfacheres zurûckfiihren, wird aber in der mathematischen Deduktion ûberall unbedenklich angewendet. » (T. LIX, p. 516.)
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réalisme a intioduilcs dans la philosophie mathématique. Du même coup, nous pourrons nous rendre compte que, si les contradictions ont pu être résolues, cette solution, loin d'être une victoire pour la métaphysique logistique, en a consacré la ruine définitive, puiscjnelle a consisté expressément à subordonner l'ordre de la déduction progressive à l'ordre de la déduction régressive.
LA SOLUTION DE l' « ÉPIMÉNIDE «
^52. — Considérons les contradictions sous la forme élémentaire à laquelle M. Russell les ramène, c'est-à-dire dans la première inférence que l'on lire de celte seule affirmation : Je mens. Comment M. Russell réussil-il à éliminer le sophisme du Je mens'l
Étant donné que Ihomme ment, la logique ne peut pas faire abstraction du contenu des propositions; pourtant elle ne peut pas, sans renoncer aux règles de sa structure technique, introduire le contenu comme tel, et exclure renonciation du mensonge simplement et franchement en raison des caractères psychologiques du mensonge. II faut donc traduire en termes logiques l'exclusion du mensonge, dont la cause est uniquement d'ordre psychologique.
Le fait psychologique du mensonge entraîne dans renonciation du mensonge un cercle vicieux; l'élimination du cercle vicieux est élevée à la hauteur d'un principe; non que le principe du cercle vicieux soit lui-même « la solution des paradoxes du cercle vicieux» ; il est« seulement la conséquence qu'une théorie doit fournir pour apporter une solution ' ».
La théorie est du reste extrêmement simple; elle consiste à refondre la terminologie de la logistique en suivant docilement le contour extérieur de la difficulté qu'il s'agit d'éviter. Dire : Je mens, c'est dire : Il y a une proposition p que f affirme et qui est fausse. Mais par le fait même que mon affirmation est mensongère, l'affirmation de la fausseté de p est vraie. La contradiction est inévitable tant que la proposition p est l'objet d'une affirmation proprement dite. Pour éviter la contradiction, M. Russel décidera donc que p n'est pas l'objet d'une affirmation proprement dite '.p ayant pour caractère essentiel l'indétermination qui la rend applicable à un objet quelconque, étant une variable apparente, « le moi proposition sera réservé... à ce qui est affirmé par un énoncé qui ne contient aucune varia-
l. Les paradoxes de la logique, Revue de métaphysique, 1906, p. 640.
ble apparente. » M. Russell peut conclure : « L'énonciation de l'homme qui dit : Je mens, est fausse, non parce qu'il énonce Une proposition vraie, mais parce que, tout en faisant une énonciation, il n'énonce pas une proposition K »
253. — Quel est ici le procédé de M. Russell? Un exemple, quelque peu grossier sans doute, éclaircira notre pensée.
Au lendemain de la Révolution de 1848, les classes aisées en France furent alarmées par une première expérience du suffrage universel; elles voulaient en corriger les effets par une loi électorale nouvelle sans pourtant porter atteinte au principe intangible de l'universalité. La loi du 31 mai 1850 résolut la contradiction par une refonte de la notion juridique d'électeur. Tous les Français continuèrent à jouir du droit électoral sans distinction de fortune ou de capacité; mais l'inscription sur la liste électorale fut réservée à ceux qui pouvaient justifier de trois ans de domicile électoral, et dans des conditions assez sévères pour que des milliers d'ouvriers fussent exclus des collèges électotoraux. Une fois la loi promulguée, l'autorité chargée de statuer sur l'application de ces mesures pouvait se rendre ce témoignage qu'elle ne faisait qu'en exécuter en toute justice un article impératif. Mais le savant qui doit expliquer la naissance de cette loi ne serait-il pas dupe de sa propre méthode, s'il écartait toute référence à la psychologie du législateur sous prétexte d'objectivité, et s'il essayait d'engendrer la loi in absiracto, à l'aide de purs principes juridiques?
En fait, le logisticien se met dans la situation du législateur de 1850; il ne recherche pas la vérité en soi de tel ou tel principe ; il rédige les articles du Code qui lui permettront d'atteindre telle ou telle conséquence. M. Russell a fini par le reconnaître : « Plusieurs des prémisses ultimes ont moins d'évidence intrinsèque que n'ont beaucoup des conséquences qu'on en tire '^. » Dès lors, ne faudrait-il pas ajouter que ce qui est premier pour le philosophe, ce ne sont plus les principes logiques, ce sont les conséquences mathématiques puisque la vérité de ceux-là dépend de la vérité de celles-ci, et non réciproquement?
254. — Pour éviter le cercle vicieux, M. Russell est amené à restreindre le champ d'application des fonctions propositionnelles. 11 les ordonne, à partir des propositions qui ne contiennent aucune variable apparente, qui n'ont pour constituants que des individus, en une série de types « dont chacun ne contient
1. Les paradoxes de la logique, Revue de métaphysique, 1906, p. 643.
Revue de métaphysique, 1911, p
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aucune fonction se rapportant au type consi(l<''r6 dans son ensemble ' ». Les fonctions qui prennent place dans une semblable hiérarchie sont appelées fondions prédicalives : elles se définissent comme étant de Tordre immédiatement plus élevé que l'ordre de leur argument, c'est-à-dire comme étant « de Tordre le plus petit quelles soient obligées d'avoir pour posséder cet argument » ^. Or, peut-on affirmer que pour toute fonction propositionnelle ^.t, il y aura une fonction prédicative formellement équivalente, c'est-à-dire une fonction prédicative vraie quand ox est vraie, et fausse quand elle est fausse ^? A priori, nous n'en savons absolument rien. Mais s'il apparaît aux logisticiens qu'il est nécessaire de poser une pareille affirmation pour « que les mathématiques soient possibles* », alors on l'introduira dans les principes de la logique symbolique, comme un axiome : axiome de réductibililé, qui aura toutes chances d'être vrai.
Au contraire, il n'y a pas d'opération plus facile à concevoir que la multiplication logique. Mais est-il légitime de choisir dans un ensemble infini de classes un membre qui représente chacune d'elles? A cette question, nous l'avons vu ^ aucune évidence immédiate, aucune démonstration solide n'a pu fournir de réponse. Tout ce que nous pouvons dire, c'est que la légitimité d'une semblable opération a été postulée par M. Whitehead "^ afin d'identifier les deux définitions de l'infini — Time négative : le nombre infini n'est pas formé par le principe d'induction complète « qui caractérise les nombres finis » — l'autre positive : le nombre infini est l'ensemble équivalent à une partie intégrante de lui-même. Seulement Tidentificalion de ces deux définitions est elle-même un problème. En 1905, M. Couturat posait bien en principe qu' « on ne peut pas admettre deux définitions différentes de l'infini". » Mais en 1911, M. Russell reconnaît que les « deux définitions ne sont pas forcément identiques »; et il ajoute qu' « il n'y a d'ailleurs aucune raison de les identifier *. »
Du plan de l'hypothèse susceptible d'être vérifiée par ses conséquences et d'acquérir ainsi une valeur scientifique, l'axiome
1. La théorie des types logiques, in Revue de métaphysique, 1910, p. 281.
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255. — Sans doute, et il est équitable de le reconnaître, en ne retenant de l'œuvre de M. Russell que la partie relative aux questions proprement philosophiques, on la soumettant à une méthode qui s'applique à ne rien laisser échapper de la filiation et de la transformation des idées, nous n'avons pas envisagé cette œuvre sous l'aspect qui devait lui être le plus favorable; nous avons mal justifié l'admiration qui lui est due pour le progrès de la logique symbolique et particulièrement pour l'extension de la logique des relations. Il reste pourtant que la philosophie logistique a manqué la destinée historique qu'elle s'était promise : elle n'a pas apporté de solution positive et dogmatique au problème de la vérité; elle a réveillé seulement, et pour en consacrer peut-être lissue définitive, le débat ouvert dès la Renaissance entre l'idéal de la logique scolastique et le progrès delà mathématique moderne.
Chose curieuse, au milieu du xvii'' siècle, Pascal qui pouvait, plus que tout autre, être mis en garde par son expérience personnelle de mathématicien, adhère explicitement au vieil idéal : « Cette véritable méthode, qui formerait les démonstrations dans la plus haute excellence, s'il était possible d'y arriver, consisterait en deux choses principales : l'une, de n'employer aucun terme dont on n'eût auparavant expliqué nettement le sens ; l'autre, de n'avancer jamais aucune proposition qu'on ne démontrât par des vérités déjà connues; c'est-à-dire, en un mot, à définir tous les termes et à prouver toutes les propositions-. »
Il est vrai que c'est pour ajouter, immédiatement après, que cette méthode est « absolument impossible : car il est évident que les premiers termes qu'on voudrait définir en supposeraient de précédents pour servir à leur explication et que de même les premières propositions qu'on voudrait prouver en suppose-
1. Cf. Principia, p. 503. « In the absence of évidence as to the truth or falsehood of thèse varions propositions, we shall not assume Iheir truth, but shall explicitly introduce them as hypothèses wherever they are relevant. »
2. De l'esprit géométrique (vers 1638), Pensées et opuscules, p. 163.
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raient d'aulros qui les précédassent; et ainsi il est clair qu'on n'arriverait jamais aux premières ' ».
En raison <Je celte évidence même, il apparaît que l'idéal que Pascal déclare inaccessible à l'humanité depuis le péché, est contradictoire en soi. Or y aurait-il plus grande absurdité que de vouloir, au nom de la logique, imposer à l'homme de réaliser l'impossible?
En fait, Pascal emprunle à V Apologie de Rai/mond de Sebondune arg-umenlation qui avait cours contre la logique de l'École, mais qui ne porte plus contre la science moderne : « Les dialecticiens, disait Descartes, n'ont pas le pouvoir de construire des syllogismes concluant le vrai, s'ils n'en ont pas reçu la matière préalable'. »
Et c'est pourquoi Descaries avait recouru à la mathématique pour former directement le type universel de la vérité sans interposition de l'idéal logique. On doit seulement regretter qu'il n'ait pas poussé jusqu'au bout l'opposition des deux types. Descartes*, Spinoza et Leibniz après lui, ont conservé à titre de procédé d'exposition la méthode synthétique de déduction, telle qu'Aristoteet Euclide l'avaient pratiquée. Ils ont ainsi laissé perpétuer l'équivoque qui devait pendant trois siècles encore peser sur la méthodologie de la mathématique, et qui ne s'évanouit définitivement que par la critique impitoyable à laquelle les logisticiens contemporains ont soumis l'idée de la déduction absolue.
256. — Aujourd'hui nous n'avons plus l'ambition de tout définir. Mais ce n'est pas, comme le voulait Pascal, parce qu' « en poussant les recherches de plus en plus on arrive nécessairement à des mots primitifs qu'on ne peut plus définir ^ » ; c'est parce que nous ne parvenons pas à nous faire une idée claire de la définition. « La notion de définition, écrit M. Russell, n'est pas définissable, et même n'est pas du tout une notion définie *'. »
1. De Vcspril géométrique (vers 1638), Pensées et opuscules, p. 167.
2. G{. Entretien avec M. de Saci, vers 16oo. Montaigne " examine aussi profondément les sciences et la géométrie, dont il montre l'incertitude dans les termes qu'elle ne définit point, comme d'étendue, de mouvement, etc. » Édit. axiomes, et dans les cit., p. 1.54.
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D'autre part, si on ne cherche pas à tout démontrer, ce n'est pas non plus qu'on arrive, « à des principes si clairs qu'on n'en trouve plus qui le soient davantage pour servir à leur preuve* ». « Les propositions primitives, dit encore M. Russell, d'où partent les déductions de la logistique doivent, si possible, être évidentes par l'intuition ; mais ce n'est pas indispensable, et, en tout cas, ce n'est pas la raison unique de leur adoption. Cette raison est inductive, à savoir que, parmi leurs conséquences connues (y compris elles-mêmes), beaucoup paraissent à l'intuition être vraies, aucune ne paraît fausse, et celles qui paraissent vraies ne peuvent pas se déduire (autant qu'on peut voir) de quelque système de propositions indémontrables inconsistant avec le système en question ^. »
En définitive, quand se produisent les déductions logistiques, la science positive avec ses seules ressources, a déjà livré bataille pour la conquête de la vérité ; et la fortune des armes s'est prononcée. La logique symbolique, intervenant comme l'art poétique après les œuvres spontanées du génie, ne peut que consacrer la victoire ou enregistrer la défaite. Dès lors c'est sur le terrain de la science positive que doit désormais se placer la philosophie mathématique positive. Elle renonce à l'idéal chimérique de fonder la mathématique en prolongeant, au delà des limites qu'imposent les conditions mêmes de la vérification méthodique, l'appareil des définitions, postulats et démonstrations; elle se fait immanente à la science avec le dessein de prendre conscience de ce qui s'y est incorporé d'intelligence et de vérité.
LA NOTION MODERNE D'INTUITION
257. — Nous avons essayé de suivre, dans la logique interne de son évolution, le double mouvement par lequel les arithmétistes et les logisticiens ont tenté d'envelopper le système des mathématiques modernes dans un réseau de formes a priori. Si notre interprétation est exacte, il est arrivé, comme il devait arriver, que le formalisme, supposé dans la méthode, vide en quelque sorte la science de sa vérité intrinsèque, qu'elle le renvoie à lexpérience, seule capable de lui conférer un contenu. De fait, Tapriorisme arithmétique d'un Helmholtz, l'apriorisme logique d'un Russell, s'accompagnent de professions de foi empiristes.
L'empirisme sera-t-il capable de recueillir l'héritage que laisse vacant la défaillance du rationalisme, considéré du moins sous l'aspect formahste de l'arithmétisme ou de la logistique?
La question ne se pose guère, s'il s'agit de l'empirisme classique où l'expérience ne signifie rien de plus que la donnée immédiate, telle qu'elle est présentée aux sens et à l'imagination. Ces données immédiates n'ont aucun des caractères d'exactitude et de précision sans lesquels il est impossible de constituer les éléments d'une science quantitative. Non seulement les figures les plus simples de la géométrie sont en raison de leur
perfection théorique celles dont l'observation de la nature nous fournirait le plus difficilement des exemples; mais pour retenir même à titre d'unités numériques les objets qui sont donnés dans l'expérience courante, il faut faire abstraction des différences qui ont permis de les saisir à part les uns des autres, il faut leur conférer une homogénéité conceptuelle qui contraste avec leur réalité individuelle. Que l'arithmétique ou que la géométrie se constituent sur le terrain de l'expérience, cela nous paraît l'évidence même; il n'en résulte pas qu'elles dérivent de l'expérience, que l'on puisse même déterminer à quelles conditions une expérience devrait satisfaire pour que l'immense développement des raisonnements mathématiques fût considéré comme une simple reproduction de phénomènes immédiatement présentés par l'observation de la nature.
La critique de l'empirisme traditionnel — ou, si Ton veut, le développement de l'empirisme moderne — a consisté à montrer tout ce que dans l'expérience scientifique elle-même l'esprit apportait de complément aux données immédiates de l'expérience, à énumérer les mille détours d'abstraction et d'invention par lesquels le génie du savant contraignait la nature à se révéler à soi-même. L'analyse des procédés par lesquels s'est constituée la science expérimentale conduit à déterminer une vaste zone d'activité, qui permet de dépasser le fait brut tel qu'il est livré par les sens, et qui pourtant ne rentre pas dans les cadres a priori du raisonnement purement logique : ce sera la zone de Vintuition.
258. — Autour de ce mot d'intuition, un grand nombre de réflexions se sont fait jour, qui nous font pénétrer au cœur de la philosophie scientifique. Mais, en raison de la fluidité inhérente à la notion de l'intuition, il est malaisé de dresser un bilan exact des conquêtes qui lui sont dues, comme des difficultés nouvelles qu'elle a pu introduire dans l'interprétation de la science. Au développement rectiligne qui caractérisait les philosophies de l'arithmétisme et de la logistique, s'oppose une marche subtile et compliquée à travers l'histoire.
Déjà, sans doute, à chaque étape décisive de la pensée mathématique nous avons rencontré cette notion de l'intuition. Même, sous leur forme originelle, les philosophies à base arithmétique et à base logique reposent sur des intuitions, sur l'intuition géométrique (et sans doute astronomique aussi) avec Pythagore, sur l'intuition biologique avec Aristote. La géométrie cartésienne implique une philosophie de l'intuition — à laquelle Pascal oppose une interprétation originale qui, à certains égards,
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annonce los conceptions les plus profondes de la philosophie contemporaine. Enfin, c'est par la réintégration de l'intuition dans les jugcnKMils a prioi-i de rarilhniétique et de la géométrie que Kanl marque sa rupture avec le dogmatisme de Leibniz.
Pourtant, si l'on veut se rendre un compte exact du sens où la philosophie contemporaine emploie le mot d'intuition, il ne suffirait pas de prolonger cette histoire, de la compléter en rappelant par exemple l'extension de la géométrie moderne par le retour aux méthodes directement intuitives, ou en insistant sur le secours perpétuel des figurations spatiales pour les spéculations les plus abstraites de lanalyse. De même que l'on n'aurait pas compris tout à fait la genèse et le succès de l'arithmélisme ou de la logistique si Ton s'était référé seulement aux progrès accomplis par la technique au xix*" siècle, sans faire état du prestige séculaire qui s'attachait aux traditions doctrinales de Pythagore et d'Aristotc, de même on risquerait de ne pas reconnaître toute la largeur et toute la fécondité que comporte l'idée d'intuition si on ne faisait attention au vaste courant de pensée qui s'est développé à travers tout le xix" siècle et dont l'application aux mathématiques paraît n'avoir été que la consécration finale.
Peut-être même, ici comme là, ne sera-t-il pas inutile, pour apprécier la portée de l'idée fondamentale, d'en avoir aussi complètement que possible déterminé les origines diverses. Il se peut que, née hors du terrain mathématique, l'idée moderne de lintuition ne se soit pas du premier coup parfaitement adaptée aux caractères propres de la mathématique ; en dépit des services qu'elle a rendus, il se peut qu'elle ait obscurci la signification de certaines questions en les transposant dans un langage qui n'est pas celui de la mathématique. Par suite, après avoir affranchi la philosophie mathématique contemporaine des cadres a priori qui ne se relient plus à la constitution de la science actuelle, nous aurions un nouvel effort à faire pour la dégager de préoccupations qui sont étrangères à la discipline même des mathématiques, pour parvenir à poser le problème propre de la philosophie mathématique dans les termes qui conviennent à la spécificité de la science.
Section A. — Formation de la notion.
PREOCCUPATIONS RELIGIEUSES
259. — Le problème central de la philosophie au xix^ siècle a été défini par Kant. Une fois les valeurs scientifiques consolidées par Tapplication des formes a priori aux données de Texpérience, la Critique s'efforçait de libérer les valeurs d'ordre moral et religieux; elle établissait à la fois qu'elles étaient légitimes, puisque Fexistence en était fondée sur la limitation de la connaissance théorique, et qu'elles demeuraient mystérieuses puisque la nature en était transcendante par rapport aux raisonnements de la logique pure. Cette région de « clairobscur », où les croyances consacrées par l'autorité des Eglises et les affirmations d'une libre métaphysique paraissaient se prêter un mutuel appui, se projetait suivant deux perspectives différentes : la première où la philosophie religieuse, la ihéodicée, était une simple introduction à l'apologétique; la seconde où la lettre des dogmes séculaires était la transposition Imaginative des vérités proprement rationnelles.
De là un conflit latent à l'intérieur des écoles qui, en Allemagne avec les post-kantiens, en France avec les éclectiques, en Angleterre avec les néo-hégéliens, avaient paru maintenir pour un temps l'équilibre entre la raison et la tradition, et avaient pris presque officiellement possession de l'opinion régnante. Dans ces écoles, le conflit devait se résoudre au détriment de la philosophie proprement dite. Non sans doute que l'entreprise soit vaine de vouloir poursuivre le progrès de la conscience religieuse, comme on poursuit le progrès de la conscience scientifique ou de la conscience morale, et d'atteindre par élimination et par approfondissement l'unité d'où dérivent les relations de la vérité ou de la justice. Mais une telle entreprise est en dehors et au-dessus de tous les compromis. Dès que le philosophe accepte d'ouvrir la porte, et de faire leur part aux survivances sociales, il se désarme lui-même et il se perd. Au cours du xix'= siècle il devint visible que le contenu de la démonstration métaphysique s'amaigrissait et s'appauvrissait à mesure que l'esprit critique s'y faisait plus exigeant, que l'écart allait croissant entre l'argumentation rationaliste et les sources vives de la foi religieuse : « Dans une
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conception idéaliste comme celle d'Emcrson, écrit William James, Dieu paraît s'évaporer en un idéal abstrait'. »
Pour que la rclip^ioii soit sauvée, il importera donc qu'elle n'ait pas h passer par le détour do la philosophie. Pascal a comparé le lidèle au joueur. Les raisonnements tirés du calcul des probabilités, les enseignements de la statistique, la comparaison avec les lois des grands nombres, n'ont pas de prise sur le joueur qui croil; il est à la table de jeu, il voit quel individu la chance s'obstine à persécuter, quel autre elle favorise coup sur coup, il a Yintuition de la fortune. De môme, la discussion des preuves de l'existence de Dieu n'a pas de prise sur des hommes qui se sentent en contact perpétuel avec des forces invisibles, qui puisent à ce contact leur attitude pratique, et une attitude qui souvent est directement contraire à la poussée des événements extérieurs. Il arrive que la joie et la reconnaissance envers Dieu s'accroissent à mesure que les épreuves de la vie se font plus dures et plus angoissantes, tandis que le succès apparent redouble l'humilité intérieure et le désespoir. Pour la psychologie religieuse, la réalité de la religion consiste précisément dans l'écart, dans ïinversion de sens, que l'observation exacte des phénomènes présente par rapport aux conséquences que le mécanisme ordinaire de la nature eût permis d'établir; cet écart, que l'intelligence est incapable de combler, qui contredit à ses habitudes constitutives, manifeste le rôle de Vintuition.
260. — Une conclusion semblable apparaît au terme de la sociologie religieuse. Taine, en 18G4, énuraérait les notions dont la sociologie dispose pour résoudre les phénomènes humains : « ressort du dedans « ou i^ace, « pression du dehors » ou milieu, « impulsion déjà acquise ^) ou moment. Or le phénomène « ostensif » de notre civilisation moderne, c'est la persistance de la religion chrétienne que l'Occident aryen a reçue de la race juive, et dont il subit encore l'empreinte — en dépit de la transformation radicale du milieu qui concentre les préoccupations sur la domination politique, sur la lutte économique, sur l'organisation sociale — en dépit du moment du progrès scientifique qui ruine peu à peu toutes les conceptions cosmologiques auxquelles s'appuyaient les textes révélés de la Bible.
Ainsi dans le phénomène social de la religion, se trouve
' encore quelque chose d'irréductible aux conditions immédiates,
définies par une analyse de type mécanique : c'est une sorte
• l'instinct collectif ou d'intuition, qui se manifeste comme
1. L'expérience religieuse, Irad. Frank Abauzit, 19Û(i, p. 28.
besoin dune autorité spirituelle. Et Ton sait que pour donner à ce besoin un appui objectif, Comte n'avait pas hésité à remonter jusqu'aux formes « spontanées » cl rudimentaires de la pensée religieuse : « Affranchis des préjugés théoriques, écrit-il en 1854, les positivistes développeront la fétichité plus que ne purent le faire les fétichistes, puisqu'ils étendront aux phénomènes la tendance que ceux-ci bornèrent aux corps* »; paradoxe qui devait prendre à cette époque l'aspect d'un scandale, mais qui depuis trouverait une justification dans la faveur grandissante du retour au primitif. James s'est posé, du point de vue psychologique, un problème analogue au problème sociologique de Comte : faire correspondre un système de représentations à l'intensité de la vie religieuse, et mettre ce système à l'abri de la réflexion critique. La solution fut analogue : le « supranaturalisme grossier » qui est la conclusion localement avouée de VExpérience religieuse-, semble modelé sur le néo-fétichisme auquel aboutit la Politique positive. Le rapprochement final des deux penseurs, dont les vues religieuses sont par ailleurs aussi opposées que possible, est sans doute le phénomène qui fait le mieux comprendre la force et l'originalité du courant intuitioniste au xix*" siècle. Le rationalisme du xv!!!*" siècle avait cru faire table rase de la tradition religieuse par cela seul qu'il en déterminait les conditions humaines à l'aide de l'expérience historique ou de l'observation psychologique. Au contraire, le xix" siècle a constitué une psychologie et une sociologie de la religion qui, loin de résoudre et d'éliminer leur objet, en supposent, par les principes mêmes de leur méthode, la réalité objective. Ainsi, M. Flournoy prescrit à la psychologie religieuse de rejeter « à l'arrière-plan comme secondaires et dérivés » les c< produits de la pensée spéculative », de tenir pour « essentiels et fondamentaux » les sentiments vifs internes qui remplissent l'âme et font agir la volonté, avec les processus inconscients qui peuvent préparer l'éclosion de ces sentiments ^ Ainsi M. Durkheim objecte à Vanimisme d'un Tylor et au naturisme d'un Max Mûller que la religion ne pourrait survivre à la vérité de leurs théories, qu'elle deviendrait un jeu de représentations hallucinatoires, un système d'erreurs. Or, par définition même, « une science est une discipline qui, de quelque manière qu'on la conçoive, s'applique
1. Système de poUliquc positive, I. IV, 3" édit., 189o, p. 204.
Trad. citée, p
3. Les principes de la psychologie religieuse, .Vrchives de psychologie, n° ?>. décembre 1902, t. II, p. 47 et suiv.
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loujours à une iraliU* donnée... OuVsl-ce qu'une science dont la principale découverte consislerait à faire évanouir l'objet même dont elle Iraite'? »
Le i)ro|)re de la religion, c'est, pourra-t-on dire alors, que la vie psychologique, ou la vie sociale, portée au degré d'intensité dont témoignent l'analyse des méditations mystiques ou la description du culte collectif, se crée à elle-même un objet.
L'i.NTrniON MÉTAPHYSIQUE
2(U. — La nature de cette inliiilion qui se manifeste dans la vitalité, si étrange pour la raison, de la foi religieuse. M, Bergson l'a mise en pleine lumière par l'analyse de l'art. L'artiste se meut hors de l'horizon artificiel et banal que la pratique nous impose; il rompt avec les habitudes de la vie courante. Mais « ce détachement naturel inné à la structure du sens ou de la conscience- » a pour effet de rejoindre les choses dans leur pureté originelle. « L'art n'est sûrement qu'une vision plus directe de la réalités » A la qualité supérieure du sentant correspond en quelque sorte un senti plus profond et plus vrai.
Selon M. Bergson même, il n'en est pas autrement» de ce détachement voulu, raisonné, systématique, qui est œuvre de réflexion et de philosophie * ». C'est d'abord un effort de concentration et de torsion sur soi où l'esprit « se violente' », et fait « effort pour transcender la condition humaine'^ »; mais cet elîort serait absolument vain, si le sujet ne s'appuyait que sur lui-même, comme s'il était destiné à s'approfondir dans le vide. L'originalité acquise du philosophe, comme l'originalité naturelle de l'artiste, aura pour récompense l'objectivité; elle saisira « l'expérience à sa source, ou plutôt au-dessus de ce tournant décisif où, s'infléchissant dans le sens de notre utilité, elle devient proprement l'expérience humaine' »; elle sera sympathie intellectuelle, ou intuition.
1. Examen critique des systèmes classiques sur les origines de la pensée religieuse, Revue philosophique, 1909, t. 1, p. 28; cf. p. 153.
L INTUITION DANS LES SCIENCES
262. — Toutes rapides qu'elles sont, les indications précédentes suffisent à définir une première conception de l'intuition, qui s'est formée sur le domaine de la religion, ou de l'art, ou de la métaphysique transcendante, et qui se définit par « un renversement du travail habituel de l'intelligence... Philosopher consiste à invertir la direction habituelle du travail de la pensée^ ».
Cette formule est à son tour un point de départ. En vertu même de la fécondité dont elle témoigne dans les domaines supra-scientifiques, la doctrine de l'intuition pénètre dans la sphère proprement scientifique, réagissant sur les conceptions trop étroites qu'on s'y était faites des procédés explicatifs, transformant successivement la physionomie des différentes disciplines.
Ici encore Auguste Comte est un précurseur; il avait décelé l'esprit du matérialisme dans la doctrine qui réduit la connaissance scientifique des objets les plus complexes à la science des phénomènes élémentaires : la sociologie à la biologie, la biologie à la physique, et la physique à la mathématique. Par une analyse qui est demeurée célèbre, M. É. Boutroux a montré comment à chacun des degrés que le mécanisme prétendait avoir franchis, la chaîne de la nécessité se desserrait effectivement, et laissait place à l'action d'une force toujours plus vivante et plus libre-. A cette constatation de la contingence, ou tout au moins de la spécificité des divers déterminismes, la doctrine de l'intuition apporte une forme positive en devenant pour chaque science en particulier un principe d'orientation.
263. — Ainsi, conformément à l'inspiration de la sociologie religieuse ou de la psychologie religieuse, sociologie et psychologie vont se constituer dans leur généralité en définissant un objet qui leur est propre, irréductible aux éléments de l'analyse empiriste.
Tout d'abord, les données immédiates qui se présentent d'elles-mêmes à l'observation ne sont jamais que les représentations ou les actes de tel ou tel individu ; il est pourtant vrai qu'en additionnant les étals des consciences individuelles, on ne
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se meUrail pas à môme de comprendre les sentiments qui animent une foule assemblée pour »me solennité religieuse ou nationale, les croyances (jucUe accepte et les résolutions qu'elle prend'. Le tout est autre chose que les parties. Si la sociologie conduit directement à une morale, si la société peut être le lieu de l'obligatoire et du sacré, séparé par une barrière infranchissable de l'arbitraire individuel et du profane, c'est sous cette condition que la société puisse être considérée comme (jualilativement différente des personnalités individuelles qui la composent-. Par la définition même de son objet, la sociologie impliquerait la connaissance sui generis de représentations, de sentiments, de volontés d'ordre collectif, manifestant le développement d'une réalité transindividuelle] cette connaissance offrirait tous les caractères d'une intuition.
Dans l'étude d'une fonction psychologique comme la mémoire, on ne peut toucher du doigt que les faits localisés dans le cerveau, rapportés à une propriété expérimenlable de la matière vivante. Cependant, quand on s'est borné à l'analyse des mécanismes que le corps est capable de monter, on a laissé échapper ce qui est caractéristique de la mémoire. L'habitude corporelle est dirigée dans le sens où va le temps, elle est adaptée à l'action présente et elle utilise en les déformant sans cesse la chaîne des souvenirs'. Mais comment ces souvenirs pourraientils être mis à contribution, s'ils n'avaient commencé par subsister dans leur réalité intrinsèque et pure de souvenirs? Derrière l'action superficielle du corps est l'existence profonde de l'esprit. Vintuition permettrait de saisir cette existence en orientant l'effort dans un sens contraire à celui de Texpérience physiologique : au lieu de suivre les mouvements de l'organisme vers la conservation de la vie, elle résiste à linfluence du temps, elle fixe chacun des instants écoulés, et lui communique une véritable survie ; elle constitue par cet enregistrement la durée pure où le passé demeure en tant que passé, prêt à se dérouler suivant son rythme originel dans les états privilégiés tels que le rêve où l'obstacle de l'action corporelle paraît suspendu.
264. — En un certain sens l'intuition sociologique s'est formée en opposition avec la donnée psychologique, lintuition
1. Durkheim, Représentations individuelles et représentations collectives. Revue de métaphysique, 1898, p. 294.
2. La détermination du fait moral, Bulletin de la Société de philosophie, 1906, p. 294.
Bergson, Matière et mémoire, p. 74 et suiv
psychologique en opposition avec la donnée physiologique. Mais la fécondité de la méthode intuitive ne s'arrête pas brusquement devant les phénomènes de la matière vivante. Elle dissocie la matière et la vie, elle discerne une inversion de sens entre le mouvement nécessaire de Tune et l'activité naturelle de lautre. Dire que le tout de Tètre vivant est irréductible à l'analyse mécaniste, cela signifie, non seulement que la vie dépasse les fonctions que la physicochimie assigne à chacune de ses parties, mais qu'elle est capable de les contrarier : « Toutes ces analyses, écrit M. Bergson dans V Évolution créatrice^ nous montrent... dans la vie un effort pour remonter la pente que la matière descend'. « Le corps du vivant est le véhicule dune force qui est transmatérielle; elle déborde l'intervalle de temps, l'horizon d'étendue, auxquels se limite l'existence propre du vivant; elle implique en elle la continuité de l'être à travers les générations, la solidarité de l'être à travers les individus : Yintuition de cet élan un et universel, d'où la vie a dérivé comme de l'éclatement d'un obus, serait le principe de la biologie véritable.
L'intuition biologique se définit par contraste avec le mécanisme qui est supposé régner dans le domaine de la matière inorganique; mais il arrive qu'à son tour la méthode intuitive pénètre les sciences physicochimiques. Le mécanisme procède d'un schèrae a priori de l'intelligence, qui divise les corps en éléments homogènes et indifférenciés, qui impose aux lois générales de la nature une forme d'égalité mathématique, telle que toutes les transformations de matière ou de mouvement apparaissent inditïérentes au temps où elles se produisent. Or, encore une fois, il appartient à l'intuition de s'orienter dans une direction inverse. Son rôle serait de saisir le réel, en tant qu'il échappe aux cadres que la science a préparés, en tant qu'il se manifeste par sa résistance aux lois de réversibilité, et de rétablir ainsi l'existence eflcctive du temps en dehors duquel le mécanisme mettrait l'univers s'il était capable de s'achever sans contradiction. L'intuition physique, « coup de sonde dans la durée pure », selon l'expression de M. Bergson-, aurait provoqué la découverte du principe de Carnot, et du même coup transformé la physionomie de la science moderne. Par delà les lois de conservation, qui se traduisent par des équations rigoureuses et qui ont pu, dans leur forme générale, être énoncées
Art. cit.. Revue de Métaphysique, 1903, p
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a priori, olle (.Ircèlcrail une l'onction ([ui, sous son appareil nialliémati(|ue, recouvre une léalité [)ur(MncnL qualilalive, qui exprime la marche profonde des choses, la variation continue et, peut-être mùme, la destinée linale de l'univers'.
Section B. — L'orientation des mathématiques modernes.
t^o. — Nous n'avons pas encore abordé, dans notre exposé, la considération de la mathématique, et déjà rintuitionismc s'est présenté à nous sous deux aspects divers. On avait pu croire qu'il abandonnait la science au scienlisme, et qu'il se retranchait dans la région transcendante de Vexpérience religieuse ou du rêve esthétique. Mais par la force même de l'élan initial, il devait revenir sur ces concessions apparentes, et descendre sur le terrain de la science pour y confronter ses procédés avec ceux qu'il attribue à l'inlellig-ence. A la réaction contre la science, qui était la forme sinon la plus ancienne du moins la plus extérieure de la doctrine, se substitue l'opposition entre deux interprétations de la science elle-même : l'une, prisonnière de la généralité logique et du préjugé mécaniste, l'autre attentive à la spécificité de l'objet sur lequel porte chaque discipline, et soucieuse d'adapter les procédés d'investigation aux caractères propres de l'objet.
Sans avoir à juger dès maintenant le principe du mouvement intuitioniste, et quelque parti que l'on doive prendre sur telle ou telle des thèses qui, en sociologie ou en psychologie, en biologie ou en physique, ont pu se réclamer de la méthode intuitive, il est manifeste que cette méthode a fait passer à travers les différentes sciences un souffle d'affranchissement et de fécondité.
Les mathématiques, à leur tour, ne seraient-elles pas susceptibles d'être traversées par un courant semblable? La notion d'intuition mathématique, qui en un sens est aussi vieille que la réflexion sur la science, n'a-t-elle pas dû à la poussée victorieuse de la philosophie intuitioniste de subir, ou plus exactement d'achever, une transformation décisive?
l'intlition dans les mathématiques classiques
266. — Il convient de rappeler en quelques mots les divers modes d'intuition que la mathématique classique avait rencontrés.
1. Meyerson, Identité et réalité, 1908, p. 262, et passim; Brunhes, La dégradation de l'énergie, 1908, p. .333 et suiv.
L'intuition, dans sa signification originelle, est l'appréhension d'un objet par les yeux. La connaissance mathématique sera intuitive, comme est la connaissance sensible, en tant qu'elle portera sur des notions qui s'accompagnent d'images. Ainsi la géométrie, telle que les Grecs l'ont constituée, est une science intuitive; les mathématiciens qui ont employé la représentation géométrique pour résoudre des problèmes de mathématique abstraite, depuis les inventeurs de la géométrie analytique jusqu'aux Riemann et aux Sophus Lie, sont regardés, suivant l'acception ordinaire du mot, comme des intuitifs.
Mais voici une extension notable dans cette acception : le recours aux données de l'intuition ne se produit plus seulement pour faciliter le raisonnement; il est, à défaut et en l'attente de la démonstration, un instrument de découverte : « quand on peut substituer au volume proposé un volume liquide équivalent, on établit immédialementla comparaison de deux volumes en profitant de la propriété que présentent les masses liquides, de pouvoir prendre aisément toutes les formes qu'on veut leur donner' ». De même, la tradition veut que Galilée ait trouvé la formule de quadrature de la cycloïde, en pesant des plaques de métal, d'une épaisseur aussi égale que possible, et qui offraient comme la réalisation concrète de l'aire de la cycloïde ordinaire et de l'aire du cercle générateur-.
Dans le même ordre d'idées, la découverte récente du Traité de la Méthode d'Archiraède a souligné l'importance capitale des intuitions mécaniques dans l'établissement du calcul intégral. A la Renaissance la doctrine des indivisibles se rattache à la dynamique de Galilée. Toutefois, en se constituant comme théorie purement mathématique, cette doctrine confère à l'intuition un rôle qui, à certains égards, est nouveau. Ce qui la caractérise en efïet, nous l'avons vu, c'est qu'on y pratique des intégrations véritables, sans être cependant en possession de l'élément fondamental qui permettrait de donner à l'opération de l'intégration sa signification exacte. On se passe de la différenciation par l'emploi d'images géométriques; or, ces images géométriques ne peuvent être exactes, puisque l'indivisible a cette double propriété de pouvoir à la fois être traité comme un élément linéaire ou superficiel et de composer des surfaces dans le premier cas, des volumes dans le second. A prendre les choses en toute rigueur il y aurait contradiction; mais la con-
1. Comte, Cours de Philosophie positive, 10* leçon, t. I, 1830, p. 360.
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Iradiclion, coinmo Ta montré Pascal, est dans Tollipse du langage, elle peut Otrc levée par une convention expresse. 11 suffira d'avertir, une fois pour toutes, qu'en traitant une surface comme une somme de lignes, la géométrie des indivisibles sous-entend la hauteur, aussi petite que l'on voudra, du rectangle ayant pour base la longueur déterminée de l'indivisible. Le sous-entendu permet de tourner la difficulté qui eût arrêté net le développement du calcul intégral, et d'employer l'indivisible à titre d'élément simple pour opérer les comparaisons et les sommations auxquelles aboutit la pratique de Cavalieri ou de Roberval. En un sens donc l'intuition de l'indivisible déroge aux lois strictes de la représentation intuitive, et cette dérogation même en fait le succès. A l'intuition cartésienne, qui repose sur la notion claire et distincte de l'étendue, Pascal opposait l'intuition du sentiment dont les principes demeurent implicites, mais qui, débarrassée des scrupules logiques, n'en est que plus agile pour la conquête de l'infini. En suivant les conséquences, parfois paradoxales, qui marquent l'application de la mathématique au domaine de l'infini, Pascal parvient à constituer une doctrine générale de la vérité, valable pour l'ordre de la religion comme pour l'ordre de la science. La voie s'ouvre aux conceptions les plus hardies que nous puissions signaler dans l'intuitionisme contemporain '.
267. — Pourtant au xvir siècle cette voie n'a pas été suivie. Quel que soit le parti que de nos jours la philosophie ait tiré des Pensées, il faut bien reconnaître, d'un point de vue strictement historique, que la méthode des indivisibles, merveilleux instrument entre les mains d'un technicien doué comme l'était Pascal, demeurait cependant d'un usage compliqué, d'une portée restreinte en face de l'analyse leibnizienne. L'intuition pascalienne n'est qu'un moment provisoire dans la constitution de l'édifice dont le dynamisme intellectuel pouvait assurer seul l'harmonie logique et la fécondité.
En dégageant l'élément différentiel, en lui donnant une expression abstraite qui devenait le point de départ d'un algorithme nouveau, les fondateurs de l'analyse infinitésimale ont, en définitive, étendu l'horizon et fortifié l'autorité de la méthode cartésienne qui pose en principe la corrélation des combinaisons analytiques et des représentations géométriques. Il est vrai qu'en permettant au savant de s'engager dans l'une ou l'autre des voies qui lui sont ouvertes, elle l'amène à énoncer
Vide supra
soit des solutions algébriques qu'il lui reste à traduire dans le domaine de la géométrie, soit des solutions géométriques dont il peut ne pas posséder encore la formule analytique. Mais ce sont là des accidents dans Tordre de l'invention, ou encore des particularités de l'exposition qui oblige à choisir un langage déterminé. Tant qu'on maintient le principe du parallélisme, toute proposition établie en algèbre doit avoir sa contre-partie en géométrie, et la réciproque sera également vraie.
CRITIQUE DES PRINCIPES u A PRIORI »
268. — Si le principe du parallélisme, et avec lui la nécessité de justifier toute découverte mathématique au moyen de principes a priori, correspond à r« âge d'or » de la mathématique, il devra être remis en question lorsque la science, ayant parcouru tout l'horizon des théories classiques, s'est interrogée sur l'orientation des recherches futures. C'est par l'examen des cas-li})iites, par l'étude des frontières, qu'elle s'est efforcée d'ébranler la muraille des anciens principes et d'ouvrir la brèche par où s'opéreraient le renouvellement des méthodes et l'extension de la science. Mais alors aussi, on ne peut plus affirmer d'avance que le procédé original, qui a permis d'explorer un domaine inconnu, soit condamné à disparaître dans une réorganisation définitive, modelée sur un type général de pensée logique ou mathématique. Il est possible au contraire que quelque chose subsiste toujours de la façon dont les problèmes ont été d'abord posés et dont les solutions ont été obtenues, qu'il y ait là comme une empreinte spécifique, marquant du sceau du génie dont elle est née, telle ou telle partie de la science. L'intuition réapparaîtrait donc, aA^ec le sens précis que lui donnent les philosophes modernes, désignant une méthode appropriée à la spécificité de l'objet, apportant avec elle la preuve de son exactitude tout en étant irréductible aux formes de la déduction proprement logique.
Pour fixer ce moment critique où le progrès de la science entre en conflit avec la nécessité d'une justification a priori, nous nous reporterons à deux principes qui, l'un dans le domaine de la géométrie concrète, l'autre dans le domaine de l'analyse abstraite, témoignent d'une même exigence philosophique : principe de continuité ou de permanence de Poncelet, principe de permanence des lois formelles de Hankel.
269. — « Poncelet, dit M. Poincaré, était l'un des esprits les plus intuitifs de ce siècle, il l'était avec passion, presque avec
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ostentation; il regardait le principe de continuité comme une de ses conceptions les plus hardies, et cependant ce principe ne reposait pas sur le témoignage des sens; c'était plutôt contredire ce témoignage ipie d'assimiler Thyperbole à l'ellipse*.» En fait, Poncelet occupe, par rapport à l'intuition, une position semblable à celle de Gavalieri; la métlwde projective demande, comme la méthode des indivisibles, que l'on prolonge les propriétés suggérées parla représentation intuitive là même où la représentation proprement dite cesse d'avoir lieu, et que l'on substitue aux données réelles de l'intuition une imagination idéale qui s'appellera, par extension, intuition. Du point de vue du parallélisme cartésien ou de la critique kantienne où toute intuition implique une représentation spatiale, l'intuition de Poncelet serait, suivant une expression que nous empruntons à M. 'Winter, Iransintiiitiue -.
Ce caractère singulier de la géométrie projective, qui la rend transcendante par rapport à la géométrie intuitive ordinaire, Poncelet l'a reconnu, lorsqu'il a fait remonter aux généralisations purement analytiques l'origine de ses spéculations sur l'espace ^ Mais, obéissant au préjugé séculaire que la déduction va du général au particulier, il a cru qu'il était nécessaire, pour atteindre la rigueur dans l'exposition, de dissimuler la genèse psychologique de ses découvertes, et de les faire dériver d'un principe qui aurait une portée universelle. Intervertissant alors le sens de ses démarches originales, il les a subordonnées à l'expression de ce qu'il appelle, comme nous avons eu l'occasion de le rappeler : le principe de permanence ou continuité indéfinie des lois mathématiques des grandeurs variables par succession insensible''. Et précisément, nous l'avons vu, c'est en invoquant a priori cet axiome de continuité comme loi universelle de l'esprit et de la nature, que Poncelet s'exposait aux objections que Cauchy devait présenter et qui sont décisives.
Le principe de continuité n'a pas une valeur générale et absolue; pourtant les applications que Poncelet en a faites sont exactes et fécondes. Dès lors, ce qu'il faut pour dégager la portée véritable de la méthode projective, c'est intervertir à
1. Du rôle de l'intuition et de la logique en mathématiques. Deuxième congrès international des mathématiciens (Paris, 1900), 1902, p. 122 et La Valear de la Science, p. 22.
2. Note sur Vintuition en mathématiques, Congrès de philosophie (Heidelberg, 1908), Revue de métaphysique, 1908, p. 922 et Bericht, p. 451.
Applications, t. II, 1864, p
nouveau cette inversion de sens entre rinvenlion et l'exposition, ou plus simplement résister à la tyrannie des formules logiques qui prétend imposer cette inversion de sens, et présenter dans leur ordre naturel les démarches grâce auxquelles la science s'est constituée. En appelant même intuition cet ordre de la création intellectuelle, par opposition à Tordre du discours parfait, on est fidèle au langage que les diverses disciplines scientifiques ont successivement adopté, et on justifie, semblet-il, la réalité de l'intuition mathématique.
270. — C'est à une conclusion analogue que nous paraît conduire révolution de l'analyse pure. Le progrès serait ici une extension croissante des opérations qui ont été d'abord effectuées sur les nombres entiers. Supposez qu'on ait constitué le domaine des nombres entiers, en établissant les définitions fondamentales de l'addition et de l'égalité, en démontrant que grâce à ces définitions il est possible de conférer à ces nombres les propriétés d'associativité, de commutativité, de distributivite; on passera du domaine primitif au domaine des nombres fractionnaires, ou négatifs, ou imaginaires, ou irrationnels, en définissant les combinaisons numériques qui correspondent à ces expressions nouvelles, en démontrant que ces combinaisons sont susceptibles de recevoir les propriétés fondamentales des opérations élémentaires en arithmétique.
Le développement de la mathématique abstraite serait donc orienté dans le sens qui va du particulier au général, c'est-àdire dans le sens inverse de la logique des classes. De là, pour satisfaire aux exigences de Tordre traditionnel, la tentative de subsumer l'extension croissante des relations arithmétiques sous un principe universel qui légitime ces généralisations successives; et tel est en effet le rôle du principe de permanence des lois formelles ou des formes opératoires, connu sous le nom de principe de Hankel : « Quand deux formes exprimées par les signes généraux de V arithmétique universelle sont équivalentes, elles doivent demeurer encore équivalentes, quand les signes cessent de désigner des grandeur simples, et que les opérations reçoivent un contenu quelconque '. »
Or ce principe, sur lequel il aurait voulu « régler tous ses pas », Hankel reconnaît immédiatement qu'il ne peut pas être appliqué sans réserve et dans toute son universalité. Il convient en effet de faire la part d'algorithmes, comme ceux de Grassmann
1. Hankel, Vorlesungen iiber die complexen Zahlenund ihre Fanclionen, Leipzig, 1867, p. 11.
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OU (le W. l\. Ilamillon, dans lesciuels la propriôlô de coinmiilativilé n'esl pas conservée pour la mulliplicalion, dans lesquels on a
AB = — BA
Kl ce sont précisément de tels algorithmes qui, dans l'ouvrage ni("^ine de Ilankcl, marquent le plus haut développement de cette arilhmélique universelle, de cette spécieuse, dont il veut reprendre la tradition.
La formule de Hankel sera donc, si l'on veut, une indication de tendance, une prescription de méthode, nullement un principe sur lequel on puisse faire fond pour constituer le système de la science. Avec quelque précaution qu'on en rédige l'énoncé, on n'évitera pas ce fait que, dans le passage d'une espèce numérique à une autre, des propositions apparaissent qui sont incompatibles avec le système précédent. Par exemple, comme le fait observer M. Peano ', l'inégalité
est vraie pour les nombres absolus, fausse pour les nombres qualifiés. De même, comment comprendre dans une même loi de symbolisme opératoire l'addition métrique des segments dans la géométrie ordinaire, et l'addition vectorielle du calcul géométrique où l'on a, quelle que soit la direction de AB et de BC dans le plan,
AB + BG r= AG?
l'intuition chez les mathématiciens contemporains
271. — La critique des principes de permanence marque un tournant décisif dans l'histoire de la science. Sans dépasser le terrain de la technique, en écartant pour le moment toute préoccupation d'interprétation philosophique, nous allons assister à un renversement de l'image que la mathématique classique avait donnée d'elle-même.
Suivant cette image, la mathématique est capable de dérouler à l'infini le système de ses combinaisons; mais ce système repose sur des principes dont il est facile à la fois de déterminer le nombre et d'épuiser la nature, de telle sorte que tout l'avenir de la déduction scientifique, si loin que le génie des inventeurs paraisse en prolonger la puissance, est inclus à l'avance dans le
1. Principio de permanentia, ]\e\\.ie de mathématiques (fliuisia di Mateniatica) Turin, t. VIII, p. 84.
tableau exact des axiomes ou des catégories. Descaries, ayant ramené à leur maximum de clarté et de distinction la notion d'équation et la notion d'étendue, ayant posé en principe leur convenance mutuelle et leur intime corrélation, a établi les bases et a prescrit les limites de la science humaine. Leibniz, dans sa conception du « progrès ordonné », ou principe de continuité, trouve la justification à la fois d'une analyse abstraite où une infinité de termes dérivent de l'unité d'une loi de série, et d'une représentation géométrique où l'on passe d'un point à un point infiniment voisin.
Comment tiendrait-on aujourd'hui un pareil langage? les spéculations philosophiques qui portent sur l'espace des géomètres sans autre spécification, qu'elles en fassent d'ailleurs une réalité ou une idée pure ou une forme d'intuition, ont perdu le contact avec la science actuelle. L'espace métrique euclidien, non seulement parce qu'il est euclidien, mais aussi parce qu'il est métrique, n'est plus qu'un type particulier à côté d'autres types; il est devenu, si l'on ose risquer cette expression paradoxale qui a le mérite de bien marquer la violence de l'effort accompli, un point de vue sur l'espace. Nous avons d'ailleurs déjà fait allusion à la multiplicité des points de vue qui se sont successivement révélés, depuis la géométrie de situation qui ne retient que l'ordre des positions mutuelles jusqu'à chacune des géométries « imaginaires » qui peuvent être établies sur l'élimination hypothétique de l'un des postulats explicites ou implicites du système euclidien, fût-ce de Vaxiome dit de continuité^
D'autre part, pour suivre l'orientation moderne de l'analyse devenue discipline autonome, il ne suffit pas de se référer aux cadres les plus généraux, par exemple à ceux que la notion d'ensemble peut fournir. Autre chose est de décrire le champ que la science peut cultiver, autre chose de délimiter le terrain où elle pourra récolter, surtout de fixer le moyen qui permettra de l'écolter.
A cet égard, rien n'est caractéristique comme les réflexions qu'on a relevées chez un Hermite ou chez un Weierstrass. Hermite, analyste de race qui se sent mal à l'aise dans le domaine de la représentation exclusivement géométrique-, voit pourtant dans l'analyse une science d'objets qui existent eu dehors de
Vide supra
2. « Je ne puis vous dire à quels efforts je me suis condamné pour comprendre quelque chose aux épures de la géométrie descriptive que je déteste... Combien sont heureux ceux qui peuvent ne songer qu'à l'analyse! » Lettre à Stieltjes, du 8 mai 1890, Correspondance, t. II, 1905, p. 41.
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iK^lro enleiuloinoiil ol que \v malliéninticipn doit alloindre par une ujélhodc exaclemenl comparable à 1 observation du naturaliste'. Le sentiment du contact immédiat entre la pensée de ranalvstc et son objet supra-sensible est chez lui si fort que d'inslinct il répugne à des découvertes qui, tout en attestant une investigation rigoureuse de laits analytiques, l'ont éclater les cadres du monde harmonieux l'ormé par les réalités mathématiques, qui risquent d'en compromettre l'équilibre ou la pureté. Il écrit dans une lettre familière : « Je me détourne avec eiïroi et horreur de cette plaie lamentable des fonctions continues qui n'ont pas de dérivées-. »
Et de même celui qui avait provoqué ce prétendu scandale, Weierslrass, refuse de laisser la théorie des fonctions, et en particulier la considération des nombres irrationnels, se dissoudre dans le formalisme abstrait d'un Kronecker, pour qui c'est « un axiome qu'il n'y a que des équations entre nombres entiers'' ». Lui aussi, on le voit par ses lettres à Sophie Kovalewski, revendique pour l'analyste la détermination d'un domaine spécifique que le génie comprend dans son intégralité et où il fraye des chemins nouveaux : w Ces vues d'ensemble embrassant tout et dirigées vers ce qu'il y a de plus élevé, vers l'idéal, placent d'une manière éclatante Abel avant Jacobi. « Elles rapprochent le mathématicien du « poète », pour ce qu'elles manifestent d' « imagination créatrice [Phantasie), je devrais plutôt dire, ajoute Weierslrass, d'intuition ^ »
272. — Pour apprécier du point de vue technique la portée de ces déclarations, il n'est pas sans intérêt de remarquer comme elles éclairent et relèvent à nos yeux certaines œuvres du passé. Par exemple, au xvii" siècle, à côté d'un Descartes ou d'un Leibniz qui font dériver d'un système a priori la généralité de leur méthode, des savants comme Biaise Pascal, comme Wallis, comme Fermât surtout, abordent les domaines
i. G. Darboux, La vie et Vœavre d'Hermite, Revue du Mois, 10 janvier 1906, p. 46. — Voir aussi Manuscrits et papiers inédils de Galois, publiés par Jules Tannory, Bulleiin des Sciences mathématiques, 1906, 1" partie, p. 259.
C4ilé par Darboux, Ibid., p
3. «... tandis que je dis, ajoute Weierslrass, qu'un nombre dit irrationnel possède une existence aussi réelle que n'importe quel autre dans le domaine de la pensée. » Une page de la vie de Weierslrass, communication de Mittag- Lefller au deuxième Congrès international des mathématiciens, p. 1.50.
4. Ibid., p. 149. Dans le même sens, nous relevons ce passage de Mittag- Leffler : « Abel ne se livre jamais à des considérations géométriques, et n'a jamais montré le moindre intérêt pour les propositions ou les méthodes géométriques. Pourtant il avait un don d'intuition comme peu d'hommes l'ont eu avant ou après lui. » Revue du Mois, 10 août 1907, p. 220.
les plus divers de la mathématique sans s'inquiéter des théories sur les axiomes fondamentaux ou sur les rapports de la pensée et de rétendue; mais ils cherchent à saisir directement les lois spéciales qui conviennent à une certaine catégorie d'objets mathématiques, ils y rattachent les procédés appropriés à la solution de problèmes déterminés. Les plus brillantes inventions de Fermât : usage des coordonnées rectangulaires, méthode pour les tangentes, solution des i(. problèmes de Diophante », se présentent ainsi dans des cadres nettement délimités ; elles ouvrent une route inattendue pour l'exploration féconde, pour la constitution même, de branches nouvelles de la science.
Ces travaux divers ne demeurent sans doute pas sans unité. Mais autre chose est l'unité que l'on plaçait au point de départ de la recherche et qui ne pouvait être appuyée que sur les caractères communs des disciplines scientifiques, c'est-à-dire sur les notions les moins déterminées; autre chose est l'unité que Ton atteindra au terme de la découverte et comme un résultat fondé dans la nature des choses. Il arrive ainsi à Biaise Pascal, prenant comme base les combinaisons des nombres, de montrer comment le problème de la sommation des puissances numériques rejoint les questions relatives aux dimensions des grandeurs continues, et de célébrer « la connexion qui ne sera jamais assez admirée, par laquelle la nature amie de l'unité a réuni les choses en apparence les plus éloignées^ ».
Les moments importants, les moments solennels, dans le développement de la mathématique moderne, sont ceux où deux domaines qui étaient jusque-là cultivés pour eux-mêmes, et qui paraissaient voués à une limitation définitive, entrent tout d'un coup en contact et se prêtent un secours inattendu. C'est le moment où Lagrange établit que l'étude des conditions générales de résolution pour les équations algébriques renvoie à la considération, des échanges entre les racines d'une équation dite résolvante et à la détermination des fonctions que ces échanges laissent invariables : le problème posé par l'algèbre « se réduit... à une espèce de calcul des combinaisons- ». La voie est ouverte aux découvertes fondamentales de Galois et à la théorie générale des groupes ^
1. Poteslatum numericarum siimma, Œuvres, t. III, 1908, p. 366. Cf. Strowski, Pascal et son temps, t. II, 1907, p. 289.
2. Réflexions sur la résolution algébrique des équations, 1777, § 109, œuvres, éd. Serret, t. III, 1869, p. 403. Cf. Winter, Caractères de l'Algèbre moderne. Revue de métaphysique, 1910, p. 492 et suiv. ; et La méthode dans la philosophie des mathématiques, 1911, p. 149 et suiv.
L INTERPRETATION DU MOUVEMENT INTUITIONISTE
C4'est le moment encore où Riemann s'empare de remarfjues, en apparence « bien enfantines » et plus voisines du jeu que de la science, sur la possibilité de déformer arbitrairement une surface quelconque « pourvu que la déformation soit parfaitement continue, pourvu qu'elle n'introduise ni déchirure ni soudure », et n'en lire rien de moins que le renouvellement de la théorie des fonctions algébriques'.
Autrement dit, de Descartes à Auguste Comte le philosophe pouvait faire tond sur la mathématique'^, c'est-à-dire sur une science dont il définissait en général l'objet et la méthode, dont il énumérait a priori les difTércntcs parties. Aujourd'hui, au contraire, il semble qu'il y ait d'abord les mathématiques, c'està-dire une série de disciplines fondées sur des notions particulières, délimitées avec précisions, enchaînées avec rigueur. Puis, entre ces domaines bien déterminés, mille chemins de communication et de ramification viendront montrer la coordination des méthodes, étendre l'horizon de leur application, susciter de nouvelles solutions ou de nouveaux problèmes*. Si l'on écarte les tentatives d'algorithme universel qui demeurent à la surface extérieure de la science, ce sont ces deux démarches successives qui dominent, ainsi que l'a montré M. Félix Klein*, le développement des mathématiques modernes.
Section C. — L'interprétation du mouvement intuitioniste dans les mathématiques.
273. — Le mouvement dont nous avons trouvé la source dans la religion et dans la métaphysique, dont nous avons suivi les traces à travers la série descendante des sciences, a conquis les mathématiques; ou, si l'on préfère, il leur a rendu la conscience de leur nature effective. Par rapport à la déduction logique qui va du général au particulier, l'orienlation des mathématiques modernes correspond à une inversion de sens.
Or, en s'appliquant aux mathématiques, cette formule soulève
1. Théorie der Abel'schen Functionen (1837). Voir Hadamard, La Géométrie de situation et son rôle en mathématiques. Revue du Mois, 10 juillet 1909, p. 47 et suiv.
Voir Cours de Philosophie positive, t. I, 1830, p
3. Gournot, De l'origine et des limites de la Correspondance entre l'Algèbre et la Géométrie, 1847, p. 371.
4. Elementar-mathematik vom hôheren Standpunkte aus, I, Leipzig, 1908. Excurs liber die moderne Entwicklung und den Aufbau der Mathematik ûberhaupt, p. 180 et suiv.
un problème que nous croyons d'une importance décisive pour la spéculalion philosophique. Jusque-là, en effet, lorsque la doctrine de l'intuition faisait valoir les droits d'une réalité supérieure et montrait la nécessité d y adapter une méthode spéciale, elle pouvait se contenter d'opposer une science complexe à une science plus simple. Il n'en est plus de même, une fois qu'elle s'est étendue à la mathématique et qu'elle a réussi à la distinguer radicalement de la logique formelle. En effet la raison de cette distinction, c'est que la logique formelle est incapable de parvenir à l'affirmation d'une vérité catégorique. Portant sur les cadres généraux du discours, elle est une abstraction des connaissances exactes et positives ; elle demeure au-dessous du seuil du savoir scientifique, elle ne saurait servir de modèle aux mathématiques, ni leur fournir un type de référence.
Dès lors, la question se pose : si la mathématique intervertit le sens de la déduction spécifiquement logique, devra-t-on répéter encore quelle invertit le travail habituel, normal de l'esprit? ou ne s"oppose-t-elle pas plutôt à une première inver- .sion, dictée par les besoins de la pédagogie beaucoup plutôt que par les exigences de la philosophie et qui a eu pour effet déjà de renverser l'ordre naturel de la pensée? ne marque-t-elle pas un retour aux démarches spontanées de l'intelligence humaine?
Il est aisé de comprendre que la seconde interprétation implique une vue d'ensemble sur le mouvement intuitioniste, qu'elle doit aboutir à un redressement total du système des sciences. Avant de tenter un pareil effort, on s'est naturellement engagé dans les voies qui paraissaient plus faciles d'accès et plus courtes, plus « économiques ». En acceptant telle quelle la dualité de facultés^ qui avait été le postulat initial de l'intuitionisme, on a essayé de rattacher à l'intuition la nature de la vérité mathématique. Ces essais sans doute, et l'on ne s'en apercevra que trop dans la suite de cette étude, demeurent fort loin de ce que promettaient l'ampleur du mouvement intuitioniste en général, et la transformation profonde que l'idée de la mathématique a subie. Mais à défaut de système cohérent nous pourrons recueillir des indications qui, toutes partielles et toutes divergentes qu'elles sont, achèvent de fixer la destinée historique de l'intuitionisme et qui conduiront peut-être à poser sous une forme plus féconde le problème de la philosophie mathématique.
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-7'*. — Tout (labord, la pmjchohxjic permet-elle de préciser la iiolion de l'inluilion inathémalique et d'en l'aire une faculté révélatrice de la vérité? Il est manifeste que, si on fait rentrer dans l'intuition toute connaissance (jui n'est pas la conclusion d'un raisonnement logi([ue, et jusqu'aux rèj^les mêmes sur lesquclh's le raisonnement doit s'appuyer, on s'expose à des équivoques inextricables. C'est ce que M. Henri Poincaré fait remarquer dans la Conférence où il a étudié, devant un Congrès de Mathématiciens, le rôle de linhiition et de la logique en malhémaliques :
« Comparons ces quatre axiomes :
« 1" Deux quantités égales à une troisième sont égales entre elles.
« 2° Si un théorème est vrai du nombre 1 et si l'on démontre qu'il est vrai de /iH-l, pourvu qu'il le soit de n, il sera vrai de tous les nombres entiers ;
« 3° Si, sur une droite, le point C est entre A et B et le point D entre A et C, le point D sera entre A et B.
« i° Par un point on ne peut mener qu'une parallèle à une droite.
« Tous quatre doivent être attribués à l'intuition; et cependant le premier est l'énoncé d'une des règles de la logique formelle; le second est un véritable jugement synthétique a priori, c'est le fondement de l'induction mathématique rigoureuse; le troisième est un appel à l'imagination; le quatrième est une définition déguisée '. «
La diversité môme de ces significations interdira de chercher dans l'intuition mathématique un critère de vérité ; la certitude à la fois subjective et transcendante à laquelle prétendait l'intuition religieuse est dépourvue de toute valeur en matière scientifique. Sans doute M. Henri Poincaré, en nous communiquant l'histoire extérieure de ses découvertes les plus brillantes, marque le moment précis où l'illumination apparaît, avec une force irrésistible de conviction : « Je ne fis pas la vérification; mais j'eus tout de suite une entière certitude- ». Sans doute on ne marchandera pas sa confiance à M. Poincaré, pas plus qu'on ne doutait de Racine disant d'une tragédie dont il n'avait peutêtre pas encore écrit un vers : « Ma pièce est faite. » Seulement
1. Deuxième Congrès international (1002), p. 121, et La valeur de la science, p. 20.
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cette confiance n'est à aucun degré un acte de foi mystique dans le génie; au contraire, elle atteste la sécurité morale que le génie nous donne en assumant, dans l'ordre de la science ou dans l'ordre de Fart, l'obligation de faire la preuve : Racine travaillera r « écriture » de sa pièce et lui donnera la perfection qui est le caractère de son œuvre, comme M. Poincaré saura rendre sa démonstration irréprochable.
La divination, qui voudrait se placer au-dessus du raisonnement, serait suspecte; chose remarquable, elle serait d'autant plus suspecte, aux yeux des représentants les plus autorisés de l'intuitionisrae mathématique, qu'elle prétendrait s'appuyer sur les propriétés appartenant à un objet d'intuition, dans le sens original du mot. Sur ce point MM. Klein et Poincaré s'expriment en termes analogues : u Selon moi, dit M. Klein, dans notre intuition naïve, lorsque nous pensons à un point, notre esprit ne conçoit pas un point mathématique abstrait, mais substitue à cette abstraction quelque chose de concret. Quand nous nous figurons une ligne, ce n'est pas une longueur sans largeur que nous nous représentons, mais une bande ayant une certaine largeur. Or une telle bande a naturellement toujours une tangente ^ » ^^ Comment, écrit M. Poincaré à propos du même exemple des fonctions continues sans dérivées, l'intuition peut-elle nous tromper à ce point? C'est que, quand nous cherchons à imaginer une courbe, nous no pouvons pas nous la représenter sans épaisseur; de même, quand nous nous représentons une droite, nous la voyons sous la forme d'une bande rectiligne d'une certaine largeur. Nous savons bien que ces lignes n'ont pas d'épaisseur; nous nous efforçons de les imaginer de plus en plus minces et de nous rapprocher ainsi de la limite; nous y parvenons dans une certaine mesure, mais nous n'atteindrons jamais cette limite^. »
C'est une nécessité que la mathématique, pour s'éprouver et pour se constituer comme science, passe, selon l'ingénieuse terminologie de M. Klein, de ïintuition naïve à cette intuition raffinée qu'il retrouve à l'œuvre dans la géométrie d'Euclide comme dans l'analyse de Weierstrass. Or, « l'intuition raffinée, ajoute M. Klein, n'est pas du tout, à proprement parler, une intuition; elle tire plutôt son origine du développement logique d'axiomes regardés comme parfaitement rigoureux^ ».
1. Conférences au Congrès de Chicago (189.3), trad. L.iugel, 1898, p. 42.
2. Le rôle de Vintuilion, loc. cit., p. 119 et p. 17. Cf. L'Œuvre mathématique de Weierstrass, Acta Mathematica, t. XXII, 1899, p. 5.
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275. — Faudra-t-il concluro qu'à mesure que la science devient plus (lémonslrative et plus vraie, la pari de rinluition propremenl dite y deviendra plus reslreinle? Pas encore peutêtre; car, dans une dénionsl ration, il est possible de distinguer entre l'extérieur et l'intérieur. L'extérieur, c'est le discours dont l'analyse saisit, dont la mémoire retient une à une les diverses articulations. L'intérieur, c'est « je ne sais quoi qui fait l'unité de la démonstration », et ce sera, suivant une nouvelle interprétation du terme, proposée par M. Poincaré vers la fin de sa Conférence, l'intuition. Le logicien, dans une partie d'échecs, n'est capable d'apercevoir que la « légalité » des coups joués. « Comprendre la partie, c'est tout autre chose; c'est savoir pourquoi le joueur avance telle pièce plutôt que telle autre qu'il aurait pu l'aire mouvoir sans violer les règles du jeu. C'est apercevoir la raison intime qui fait de cette série de coups successifs une sorte de tout organisé ' ».
Autant dire que sous le nom d'intuition on désigne le travail profond de l'intelligence. En fait, et cela donne à sa remarque une grande portée, M. Poincaré retrouve le sens où les Régulée ad directionem ingenii entendent l'intuition. Suivant Descartes (dont la conception est indépendante de l'application trop étroite qu'il en fera lorsqu'il délimitera le domaine de la mathématique), l'intuition ne s'oppose nullement à la déduction, puisqu'elle en est l'origine et la concentration; elle est la vue synthétique qui rend simultanément présents à l'esprit les moments distincts d'un raisonnement, qui leur permet aussi d'y agir simultanément et d'y engendrer toutes leurs conséquences ^. L'intuition est l'intelligence elle-même. Nul n'a plus que Descartes le sentiment de cette unité et de cette indivisibilité qui sont les caractères de l'esprit humain et qui se manifestent par le développement des sciences. Nul, en même temps, n'a mieux compris comme l'idéal scolastique, qui est satisfait par la logique extérieure du discours, était lié à une déformation pédagogique et « livresque » de l'intelligence. Il est inévitable que les élèves reçoivent du maître un langage tout fait, et qu'avant l'opération effective par laquelle ils saisissent dans son unité intérieure la pensée qui leur est communiquée, il se trouve un stade où les phrases s'étalent dans l'espace et demeurent inertes les unes pour les autres; il arrivera même que certains s'arrêteront à ce stade comme à une limite infranchis-
Reg. VII, AT, X, l'J08, p. 238 et suiv
sable, et on dira d'eux qu'ils sont inintelligents. De là résulte sans doute Tillusion enfantine qui est à la base de Fontologisme logique : on imagine que le discours du maître subsiste comme une réalité en soi, tel qu'il parvient aux élèves et comme s'il naissait par la seule vertu des mots. Mais il est évident qu'une théorie de la transmission de la pensée par les formules logiques, celle qu'on trouve dans les Analytiques, implique avant elle une théorie de l'intelligence, celle que Platon a constituée lorsqu'il a fait de l'idée une fonction dynamique de coordination.
La psychologie de l'intuition mathématique finit par rejoindre dans leur interprétation authentique l'intellectualisme de Platon et rintellectualisme de Descartes; elle nous interdit d'apercevoir dans l'opposition de nature que l'on a établie de nos jours entre l'intelligence et l'intuition autre chose qu'un accident malheureux de l'histoire.
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276. — Détachée de l'abstrait logique, la mathématique se trouve ramenée vers les sciences du concret. L'orientation de la doctrine intuitive, qui volontiers expliquerait l'inférieur par le supérieur, pousse la philosophie mathématique à considérer la vérité mathématique comme reposant, ainsi que la vérité physique, sur la découverte et sur la possession de faits objectifs.
Une semblable formule exprime une tendance qui a des racines dans Ihistoire de la pensée humaine, dans les spéculations de l'empirisme et du positivisme, que nous avons vue s'accentuant et s'approfondissant encore chez certains mathématiciens modernes.
Mais, à insister sur cette tendance et à la transformer en un système de philosophie mathématique, il y avait un danger, que le développement de la doctrine ne pouvait manquer de rendre évident. De même que le physicien, se référant aux mathématiques, est tenté de les imaginer plus stables et plus cristallisées dans les formes logiques qu'elles se présentent en réalité à la conscience même du mathématicien \ de même il est arrivé aux mathématiciens de prendre parfois pour modèle une physique plus étroitement liée à l'expérience immédiate, plus
1. Cf. Pierre Boutroux, Revue de métaphysique, 1907, p. 365 et suiv.
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assurée do posséder les fails objectifs, que la science effective du physicien. En attribuant à la géométrie la valeur d'une science naturelle on avait supposé qu'il est possible de placer à la base de la déduction euclidienne un faisceau de faits primordiaux, comparables aux faits d'observation qui supportent la science de la pesanteur, de la chaleur, de l'électricité; et c'est ce que jKMisait Auguste Comte par exemple. Or, depuis le Cours de Philosophie positive, les savants sont arrivés à se demander ce que c'est qu'un fait physique. Est-ce bien une donnée immédiate, apparaissant au cours de la recherche expérimentale, avec un tel caractère d'évidence qu'elle s'inscrive en quelque sorte d'elle-même dans la science, qu'elle consacre en même temps de son autorité les théories qui s'accordent avec elles, qu'elle les fasse passer de létat d'hypothèses à l'état de réalités? A la suite de critiques pénétrantes, au premier rang desquelles il convient de citer les travaux de j\I. Duliem, les physiciens semblent d'accord pour reconnaître la relativité du fait scientifique. Il n'y a pas <ï experimentum crucis : le défaut de coïncidence entre les conséquences concrètes d'une théorie et les résultats directs de l'observation condamnent sans doute la théorie ; mais ils la condamnent dans son ensemble sans permettre de faire le départ entre les diverses hypothèses qui la constituent, sans indiquer que tel ou tel postulat serait définitivement erroné. Il sera toujours loisible au savant de réformer à son gré les hypothèses auxiliaires qui sont les parties intégrantes de la théorie physique de façon à ce qu'elle ne soit plus démentie par les faits connus ; mais, du même coup, il lui est interdit d'espérer que les éléments de la théorie expriment adéquatement et objectivement les éléments de l'expérience. La représentation qu'il a des faits est relative aux suppositions primordiales qu'il a introduites dans son raisonnement, aux instruments qu'il a construits, à l'énoncé même des problèmes expérimentaux qu'il se propose ; c'est-àdire que les faits scientifiques sont conditionnés par la théorie au moins autant que la théorie est suggérée par les faits.
;La physique ne connaîtrait donc pas de fait à l'état brut, entièrement dégagé de toute intervention des savants, pas de fait dont on puisse dire qu'il est absolument réel ; elle ne connaît pas non plus de théorie dont on puisse dire qu'elle est absolument vraie ; par leur nature les conceptions générales et fondamentales de la science échappent à toute tentative de vérification. « Peu nous importe, écrit M. Poincaré, que l'éther existe réellement, c'est l'affaire des métaphysiciens : l'essentiel pour nous, c'est que tout se passe comme s'il existait, et que
cette hypothèse est commode pour Fexplication des phénomènes. Après tout, avons-nous d'autre raison de croire à Texistence des objets matériels? Ce n'est là aussi qu'une hypothèse commode ^ »
277. — Ainsi au mouvement même de l'intuitionisme qui rapproche la vérité mathématique de la vérité physique, s'apparente une réaction contre la tradition mécanistequia pour effet, sinon de compromettre la solidité de la physique, du moins de modifier l'idée qu'on se faisait de sa structure et de son équilibre. La philosophie mathématique subit naturellement le'i contre-coup de cette réaction. Par le fait même qu'on avait espéré de saisir l'espace comme une réalité objective et absolue, il se trouve qu'on ébranle la certitude de la géométrie, qu'on vide la science de sa vérité intrinsèque.
Le développement des géométries non euclidiennes avait déjà montré que les principes de la géométrie ne sauraient être assimilés aux principes de l'arithmétique, qu'ils ne correspondent pas à des jugements synthétiques a priori. Or, une fois, que ces principes ont été ramenés du côté de l'expérience, on . s'aperçoit que l'expérience est incapable d'en établir la vérité. ; Pas plus que les théories générales de la physique, les axiomes' fondamentaux de la géométrie ne peuvent se réduire à des données de l'observation. Dès lors, il semble qu'on ne dispose plus» décadré pour recevoir les principes de la géométrie. « Conven-: tions » ou « définitions déguisées », ils demeurent comme suspendus en l'air, et la déduction que l'on voudrait y rattacher, risque d'être précipitée dans le vide. Le problème de la vérité, auquel le progrès de la géométrie moderne aurait dû apporter une solution plus subtile et plus précise, se trouve éliminé. « Les hypothèses fondamentales de la géométrie ne sont pas des faits expérimentaux; c'est cependant l'observation de certains phénomènes physiques qui les fait choisir parmi toutes les hypothèses possibles. D'autre part, le groupe choisi est seulement plus commode que les autres, et l'on ne peut pas plus dire que la géométrie euclidienne est vraie, et la géométrie de Lobatschewski fausse, qu'on ne pourrait dire que les coordonnées cartésiennes sont vraies et les coordonnées polaires fausses^. » « Que doit-on penser, se demandera quelques années plus tard M. Poincaré, de cette question : la géométrie euclidienne est-
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2. Poincaré, Sur les hypothèses fondamentales de la géométrie. Bulletin de la Société mathématique de France, 2 novembre 1887, t. XV, p. 215.
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ollo vraie? » Kl, il r('|)on<l : « Elle n'a aucun sons... Une p^éomélrit; ne peut pas (^tre plus vraie qu'une autre; elle peut seulement ôtre plus commode '. »
Le terrain est maintenant pré[)aré : en opposition avec le monisme de la nécessité qui réunit dans une même synthèse les lois a priori de la pensée et le détail des événements (juotidiens, apparaît dans la pensée contemporaine ce que nous avons appelé le « monisme de la contingence- », où Tarithmétique est sans réalité parce qu'elle est formelle et artificielle, où la ij;éométrie est sans vérité parce quelle est hypothétique et arbitraire.
278. — Que de telles conclusions aient pu satisfaire des penseurs avertis par leur expérience personnelle de la signification de la science, on aurait quelque peine à le comprendre si la philosophie mathématique ne s'était trouvée en présence que de la science. Mais, en retraçant la courbe du mouvement intellectuel dont procède l'interprétation intuitioniste des mathématiques, nous avons pu nous rendre compte que l'affaiblissement des valeurs scientifiques, tout au moins le demi-scepticisme mis à la mode par Renan, devaient dans l'esprit de certains de nos contemporains servir les intérêts de la morale et de la religion. La vieille notion de vérité cédant la place à la simple idée de la commodité, la science étant sinon tout à fait arbitrairement du moins librement produite, il ne subsiste plus de barrière entre les différents ordres d'affirmation, plus de critérium à l'intérieur de chaque ordre. L'intensité de la foi suffirait pour créer, avec l'existence de son objet, l'évidence même qui entraîne l'accord des générations et des peuples.
La doctrine de l'intuition paraît ainsi revenir à son origine. Le cercle vicieux qui est expressément placé à la base de toute science positive \ se transforme et s'élargit pour devenir aussi la condition de toute croyance transcendante. La commodité, à laquelle recourent le mathématicien, le physicien, le biologiste, donne une sorte de crédit aux arguments utilitaires d'une apologétique.
Nous n'avons pas ici à insister davantage sur cette tendance'. Il est visible, d'ailleurs, qu'enveloppant la philosophie particulière de la mathématique dans une conception générale et
La modalité du Jugement, 1897, p
3. Le Roy, La science positive et les philosophies de la Liberté, Bibliothèque du Congrès inlernational de philosophie (Paris 1900), t. I, p. 331.
4. Voir notre étude : La philosophie nouvelle et l'intellectualisme. Revue de métaphysique, 1901, p. 433 et suiv.; et l'Idéalisme contemporain, 1906, p. 98.
métaphysique de la certitude, la théorie dite pragmatiste de la connaissance manque au précepte qui avait fait la portée et la fécondité du mouvement intuitioniste, au respect de la spécifité ; elle sacrifie le sentiment direct que le mathématicien a d'avoir constitué des méthodes capables de conférer à l'objet mathématique une vérité.
279. — Si les interprétations que nous venons de recueillir étaient les seules que comportât le mouvement intuitioniste, nous devrions donc nous borner à enregistrer un aveu d'impuissance. Autant les mathématiciens ont fait œuvre positive en dégageant de la superstition de principes surannés la physionomie authentique de leur science, autant leurs recherches pour préciser la notion d'intuition et y trouver une base pour l'affirmation de la vérité, se sont perdues dans l'incertitude et dans la contradiction.
L'histoire des idées au xix"" siècle rend raison de ce contraste. L'intuitionisme s'est développé comme une doctrine de combat, à l'ombre de l'intellectualisme qu'il se proposait de ruiner. Tant qu'il laissait les mathématiques en dehors de son champ d'action, il trouvait pour sa polémique ses meilleurs points d'appui dans les doctrines qui. ressuscitaient soit le pythagorisme avec le réalisme du nombre, soit l'aristotélisme avec l'ontologisme des classes. Supposons en effet que, faisant table rase du progrès accompli par l'humanité depuis la découverte des irrationnelles, on épuise la capacité de l'intelligence dans la considération du nombre entier positif, alors l'intelligence devient, par hypothèse, la faculté de ne pas comprendre le continu; elle demeurera étrangère à tout effort pour pénétrer la réalité; la science du concret, la science véritable, procédera de facultés non intellectuelles. Ou encore, que l'on regarde comme intellectuel uniquement ce qui est susceptible d'être traduit dans le langage de la logique formelle, il s'ensuivra que toute tentative pour établir entre deux idées un rapport qui ne soit pas implicitement contenu dans les prémisses déjà exprimées, toute exploration et toute découverte, dans quelque domaine que ce soit, fût-ce dans le domaine de la mathématique abstraite, permettront de dénoncer la limitation et l'impuissance de l'intelligence humaine.
Mais ces points d'appui étaient fragiles; ils devaient être renversés sous la poussée même du mouvement inhérent à l'intuitionisme. Il est devenu manifeste que les apories de Zenon d'Élée ou le soriie d'Épiménide le Cretois n ont, à aucune époque,
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él('' des obslaclos ciVcclirs à la marche de la pensée malliémali(jue, que la philosophie de rarilhmétisme et la philosophie du logislicisme avaient déjà, dans l'antiquité, cessé de répondre au progrès de la science et de rintelligence. De là une double conséquence. La critique anli-intellectualiste, à laquelle s'est complu le pragmatisme contemporain, apparaît relative à des conceptions périmées depuis des siècles. En revanche la nécessité se fait pressante d'aborder directement et sur le terrain de la mathématique le problème de la vérité dont, jusque-là, lintuilionisme avait cru pouvoir ajourner la considération. Du sommet de l'édifice où il s'était installé d'abord, il est parvenu au niveau du sol; il devra scruter et consolider les fondations, ou toute la série de ces sciences qui s'appuyaient lune sur l'autre, risque de s'etîondrer.
Nous nous expliquons par là les difficultés que l'intuitionismc rencontre sur le terrain de la philosophie mathématique, et qu'il n'a pu surmonter. Elles sont, pourrait-on dire, le résultat d'une victoire trop complète. L'intuitionismc a fait évanouir le « faux idéal » de la déduction logique; il s'est trouvé désemparé par la disparition d'une force répulsive qui assurait l'équilibre apparent du système. Du moment que la mathématique est une science « primaire » qui, soit })Our s'y réduire, soit pour s'y opposer, ne renvoie pas à une discipline antérieure, il n'est plus possible de s'attarder au jeu des facultés; le combat sans issue que se livraient, pour l'interprétation des mathématiques, la doctrine du concept et la doctrine de Vinlnition, prend fin faute de combattants.
280. — Et l'on comprend aussi quelle « conversion » totale subira la philosophie des mathématiques. Au lieu de se superposer aux théories qu'elle a jugées trop étroites pour rendre compte de la connaissance scientifique, elle s'y substituera. Elle édifiera par elle-même une doctrine de l'intelligence et de la vérité, sans se référer à aucune définition préconçue, à aucun principe d'origine étrangère.
La tâche semble ainsi multipliée au point de devenir inexécutable; elle est en réalité simplifiée au point d'être déjà presque toute remplie. Afîranchie du préjugé de la déduction universelle, la philosophie mathématique rend directement utilisable pour ses fins l'histoire de la pensée mathématique. En effet, ce qui avait jusqu'ici écarté de l'histoire la philosophie, ce qui même avait provoqué entre la mathématique d'autrefois et la mathématique moderne cette rupture apparente dont l'intuitionisme a souligné la portée, c'est que la formation de la pensée
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mathématique avait été dissimulée sous raj)pareil de l'exposition et de la tradition pédagogique. Tandis que la formation est une œuvre d'extension effective où l'esprit s'appuie sur des propositions élémentaires et particulières pour la découverte de relations plus générales, la tradition est une œuvre de resserrement qui porte sur les notions les plus générales, de manière à impliquer virtuellement dans leurs définitions toutes les vérités à démontrer; elle obéit au vieux « principe d'économie » dont la Scolastique avait donné cette formule célèbre qu il ne faut pas multiplier les êtres sans nécessité.
La philosophie mathématique s'était crue obligée de prolonger la tradition pédagogique; son principal effort était de réduire le nombre des idées fondamentales, den exposer les conséquences sous la forme la plus concise et la plus correcte. Elle se flattait d'avoir pénétré l'essence du savoir scientifique quand elle avait reconstruit et ajusté le système de la science suivant la règle dont Leibniz osait tirer le plan de la création divine : minimo sumptu maximus effectus. Dans une conception aussi impitoyable du principe d'économie les fondements doivent être calculés de manière à supporter exactement la charge de la science déjà constituée, et rien déplus. Il est donc toujours à craindre qu'une conquête importante de la technique compromette l'équilibre de l'édifice. De fait, à chacune des étapes essentielles que la mathématique a franchies, la philosophie a été condamnée à revenir sur des j)rincipes qui avaient paru consacrés par leur évidence ou par leur succès, à étendre les bases de la construction logique afin de l'égaler à l'horizon élargi de la science, jusqu'au jour où s'est enfin manifestée la contradiction inhérente à l'idée d'une déduction universelle, d'une déduction qui serait tenue en quelque sorte de se déduire elle-même.
L'expérience de Ihistoire rend donc au philosophe un double service : elle dissipe le voile que les systèmes dogmatiques avaient interposé entre la philosophie des mathématiques et la réalité de la science; du coup elle lui permet de ressaisir à l'état naissant cette réalité et d'en déterminer le caractère véritable. Expliquer le présent par le passé, ce n'est nullement ramener bon gré mal gré le présent vivant aux formes cristallisées du passé, rabaisser lanalyse au niveau de la logique ou sacrifier la diversité des géométries modernes à l'unité de la catégorie spatiale. Au contraire c'est à la condition d'avoir compris d'abord la science qui agit et qui s'étend sous nos yeux, que l'on pourra, éclairé par elle, restituer au passé ce qui a été sa vie et son actualité, et suivre de là, dans son ordre naturel, la continuité du
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devenir scientifique. La philosophie mathématique entre alors en possession de son objet : entre les péripéties de l'invention qui n'intéressent (ju'unc conscience individuelle, et les formes du discours (jui concernent surtout la tradition pédagogique, elle délimitera le terrain où s'est produite l'acquisition collective du savoir; elle reconnaîtra la « voie royale » qu'y a tracée l'intelligence créatrice.
LES RACINES DE LA VÉRITÉ ARITHMÉTIQUE
281. — Ainsi, les études que nous avons entreprises semblent se refermer en quelque sorte sur elles-mêmes, en nous apportant la matière de la conclusion qu'il paraît possible d'énoncer, dans l'état actuel delà connaissance et de la réflexion.
Le progrès du mouvement intuitioniste a déterminé sans doute une étape nouvelle dans l'évolution de la philosophie mathématique, étape consécutive à la ruine des conceptions purement formelles qui étaient issues de V avithmétisme ou de la logistique. Mais la philosophie qui correspond à cette étape nouvelle, ne peut réussir à prendre une forme cohérente et positive qu'à la condition de dépasser la notion d'intuition, en elle-même équivoque et décevante. C'est donc pour aller au delà de lintuition ou, si l'on préfère, pour restituer leur juste valeur aux idées diverses qui ont été réunies sous ce mot d'intuition, (jue nous avons à mettre à profit notre double expérience de l'histoire, histoire de la philosophie et histoire de la science.
282. — L'histoire de la philosophie permet de préciser les termes du problème que la philosophie mathématique doit résoudre à l'heure actuelle. Avec la critique de Kant, avec le positivisme de Comte, l'idée de la philosophie mathématique a subi une modification radicale. Il ne s'agit plus, comme chez un Pythag-ore ou un Platon, chez un Descartes encore ou un Leibniz, de définir un type d'intelligibihté qui, exprimant la nature profonde de l'esprit, s'étende à l'universalité de l'être. La spécificité des méthodes scientifiques s'impose, non certes comme un résultat définitif, du moins et en raison même de la rapidité d'évolution dont les sciences modernes ont fait preuve, comme une donnée à partir de laquelle la réflexion est appelée à s'exercer.
LES RAChNKS DK LA VHRITE AUITHMETIQUE 461
Le probh'Tîie de l;i philosophie math/^malique se pose donc h l'intérieur du domaine propre des malhômaliques, et sans référence à aucune autre discipline. La science mathématique ne se ramène ni à la logique prise en général, ni à la science de la nature: elle ne rencontre pas, antérieurement à elle, un type de vérité (jui lui convienne. Ainsi s'exitliquerail, selon nous, l'embarras paradoxal auquel se sont heurtés ceux des mathématiciens contemporains qui, assurés par leurs travaux que la mathématique était elYeclivement capable d'étendre l'horizon de la vérité positive, ont voulu se rendre compte des bases sur lesquelles cette vérité pouvait se fonder. Ils se sont adressés à la philosophie; mais la philosophie contemporaine ne leur ofîrait plus de cadre où leur pensée pût rentrer. Au contraire, elle avait brisé les anciennes définitions sur le-^quelles ref)Osaient les solutions classiques. L'évidence rationnelle était réduite jusqu'à n'être jdus que la forme de la liaison logique, telle qu'on la retrouve dans le discours cohérent du délire systématique ; la notion d'expérience était élargie jusqu'à rejoindre le rêve, si incohérent soit-il, pourvu qu'il agisse fortement sur une âme, qu'il y manifeste une puissance de suggestion et de vie. Entre ces deux extrêmes la vérité proprement dite, celle qui a un contenu objectif et qui est capable de véritication universelle, semblait presque s'évanouir; de là cette impuissance singulière à résoudre le problème que posait l'existence même de la science. A l'heure présente la tâche de la philosophie consiste à organiser, autour de la science positive, une notion positive de la vérité; et elle est à reprendre par la base, par l'étude des problèmes qui regardent la science élémentaire, c'est-à-dire la mathématique.
283. — Nous voudrions demander à l'histoire de la science la solution objective de ces problèmes. Mais nous devons alors surmonter une grave difficulté. L'histoire proprement dite commence avec des monuments qui montrent la science déjà en possession d'un objet nettement délimité, d'une méthode rigoureusement définie. Or, du mom.ent que les premières propositions de l'arithmétique ou de la géométrie ont été acquises sous une forme telle qu'il n'y ait désormais qu'à construire sur ces fondements, le mathématicien ira de l'avant sans plus s'embarrasser de questions théoriques sur la nature et sur la portée des résultats mathématiques, sans rencontrer sur sa route le problème de la vérité. Si plus tard la pensée humaine est capable de changer son point d'application, si elle recherche les conditions qui assurent au contenu de la mathématique sa valeur de vérité
positive, le mathématicien n'en demeure pas moins, par la tournure de son esprit, par Timpulsion acquise grâce à ses propres travaux, enclin à regarder encore en avant de lui; c'est par un progrès technique, par une invention proprement dite, qu'il espère projeter la lumière sur les éléments de la science. A cet égard, nous avons rappelé quelques-unes des analyses qui, avec les Méray, les Helmholtz, les Cantor, avec les Lobatschewsky, les Riemann, les Hilbert, ont renouvelé notre connaissance des principes arithmétiques ou géométriques. Nous avons eu en même temps occasion de montrer pour quelle raison elles ne suffisaient pas à la solution des problèmes philosophiques : la détermination toute spéculative des principes permet de comprendre ce que sont ces principes, pris en eux-mêmes; elle ne fait pas voir en quoi ils soutiennent une déduction qui est tout autre chose qu'une fantaisie libre de l'esprit, qui est une introduction à la prise de possession de la nature.
Le rôle de la philosophie mathématique n'est nullement, selon nous, de prolonger la forme déductivc du raisonnement au delà des limites où s'arrête la science positive, comme si l'on devait enfermer la vérité dans le cadre d'un artifice logique. Au lieu de détacher ainsi la science de toute connexion avec la réalité, il faut, au contraire, atteindre la source où se manifesterait le contact originel de l'intelligence avec les choses, et pour cela remonter le cours de l'histoire, jusqu'au point où l'on pourra mettre à nu les racines de la vérité arithmétique ou géométrique. Le philosophe n'a pas à inventer une solution du problème de la vérité; il a seulement à découvrir comment, en fait, l'humanité l'a résolu. De ce point de vue, il n'y a pas de meilleur instrument de travail qu'une enquête aussi complète que possible sur le passé de la science, suppléant par l'observation ethnographique aux lacunes de la tradition écrite, de là s'efforçant de suivre la filiation des idées à travers l'influence réciproque des recherches techniques et des vues philosophiques. Les théories des savants sur les principes de la science se retrouveront naturellement comme éléments essentiels de cette enquête; elles éclairent les démarches fondamentales de l'esprit, qui risqueraient de demeurer cachées dans l'inconscience de la production spontanée; mais, grâce à l'analyse des fonctions psychosociologiques dont la mathématique est issue, nous pourrons leur restituer l'assise sans laquelle elles ne seraient encore que des spéculations dans le vide, ou, tout au moins, dans l'abstrait.
Bref l'originalité de l'étape nouvelle dont nous essayons de déterminer les caractères, c'est que la philosophie mathématique
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M}- aurait plus pour but d'ajouter un système aux systèmes <|ui ont déjù pris place dans l'histoire; elle se retourne vers rhistoir(' olle-uième, elle recherche la convergence et la coordination des résultats qui ont été obtenus aux dilTércnles périodes, et elle les enregistre comme les marques positives de l'objectivité.
Section A. — La mathématique avant la numération.
:284. — La considération de la vérité arithmétique va fournir une application immédiate des remarques précédentes. Jus- (|u'aux travaux de M. Georg Cantor, on s'accordait à faire commencer la pensée mathématique avec les premières opérations sur les nombres finis; elle avait pour base un système de numération qui fournissait les éléments nécessaires au jeu des opérations. Helmholtz a défini les conventions qui permettent de se procurer de tels éléments au moins de frais logiques possible. M. Cantor a élargi l'horizon de la mathématique en la faisant reposer sur le procédé de correspondance qu'Helmholtz avait déjà employé, mais surtout à titre auxiliaire, et pour passer de l'idée du nombre ordinal aux collections d'objets que représentent les nombres cardinaux. Or, que faut-il voir dans ce procédé de correspondance? Est-ce seulement la forme la plus générale à laquelle la spéculation parvient en raffinant sur les abstractions fondamentales de la science, en prolongeant la mathématique positive en « mathématique libre »? Ou n'est-ce pas au contraire la première manifestation dune raison réagissant sur l'expérience, établissant des règles qui s'imposent dans la pratique à tous les individus parce qu'elles sont également vérifiables par tous? la correspondance n'exprime-t-elle pas une fonction qui a présidé aux démarches constitutives de la science et qui a pu leur assurer la vérité, fonction dont les formes les plus hautes de l'investigation technique ont recueilli l'héritage et le bénéfice?
La réponse que nous ferons à la question ainsi posée commandera toute l'orientation de la philosophie mathématique. Or, selon nous, le sens de cette réponse n'est pas douteux.
Déjà, M. Cantor avait cité, dans les discussions provoquées par ses travaux, des pages curieuses dans leur gaucherie, tirées d'un ouvrage de Bertrand de Genève : Développement nouveau de la partie élémentaire des mathématiques, prise dans toute son étendue. Bertrand suit la méthode idéologique de Condillac; il
« introduit, suivant les expressions de la Préface^ un berger ignorant tout à fait l'art de compter et lui fait inventer la numération et la notation que nous avons empruntée des Arabes ». Et voici les premières lignes du premier chapitre : « Dans les commencements, les hommes furent chasseurs ou bergers, ces derniers eurent d'abord occasion de compter; il leur importait de ne pas perdre leurs bestiaux; et pour cela il fallait s'assurer le soir si tous étaient revenus au pâturage: celui qui n'en aurait eu que quatre ou cinq, aurait pu voir d'un coup d'oeil si tous étaient rentrés ; mais un coup d'oeil n'aurait pas suffi à celui qui en aurait eu vingt. Considérant donc ces bestiaux revenant les uns après les autres, il aurait imaginé une suite de mots en pareil nombre, et gardant ces mots dans sa mémoire, il les aurait répétés le lendemain, à mesure que ses bestiaux seraient rentrés; afin d'être sûr, s'ils eussent cessé d'entrer avant qu'il eût achevé ces mots, qu'autant qu'il lui restait de mots à prononcer, autant il lui manquait de bestiaux i. »
Uhypothèse idéologique peut être retenue aujourd'hui sous la forme de thèse sociologique. Nous n'avons qu'à rappeler les observations ethnographiques qui ont été faites sur les procédés de calcul dans les sociétés inférieures, et particulièrement celles que nous avons empruntées à l'ouvrage de M. Lévy-Bruhl. Le premier chapitre d'une étude sur les pratiques usitées antérieurement à l'invention d'un système de numération, antérieurement même à la conception distincte du nombre, a le même objet que le premier chapitre d'une Encyclopédie, où l'on se proposerait de déterminer la forme la plus simple qui domine les différentes disciplines de la mathématique. Une telle rencontre détermine le terrain où l'analyse pourra commencer de résoudre objectivement le problème de la vérité mathématique.
LA PRATIQUE DE l'ÉCHANGE UN CONTRE UN
285. — Pour rendre cette analyse aussi précise qu'il se peut, il convient de choisir une forme particulière parmi celles que la correspondance univoque et réciproque est susceptible de revêtir dans les opérations spontanées des sociétés inférieures. Nous nous attacherons à l'échange un contre un, sur lequel Jules Tannery avait attiré déjà l'attention dans les premières pages des Leçons d'arilhmélique théorique et pratique : « Sup-
1. T. I, Genève. 1778, p. J. Cf. Cantor. Mittheilungen :ur Lehrc vota Transjîniten, Zeitschrift fur Philosophie und phiiosophische Kritik, XCI, 1887, p. 87.
LA l'HATiQiiK DK l'icchan(;i: IN CONTIU: UN 465
posons (ju'uii enfant veuille acheter des pommes à un marchand (pii loi vend un sou cliacune; il peut donner un sou contre lequel le marchand lui donnera une pomme; puis un autre sou et recevoir une pomme; donner encore un sou et recevoir encore une pomme, etc.. Au bout d'un nombre quclconcpie déchanges, le nondjre des pommes qu'il a reçues est égal au nombre de sous qu'il a donnés; à chaque pomme reçue correspond un sou donné : c'est ainsi que se pratiquent les échanges entre objets de même valeur chez les peuples qui ne savent pas compter '. »
Il semble que l'analyse ne puisse se donner un point de départ plus simple; car nous ne supposons rien d'autre ici que la connaissance des choses individuelles et de leurs qualités spécifiques. J'emploie à mon service un enfant qui ne sait pas compter; je l'envoie porter une lettre, et je lui dis d'attendre, puis de me rapporter la réponse; il sait faire la commission. De même, je lui dis de m'acheter une pomme chez un marchand qui la vend un sou; il exécute mon ordre. Il n'a pas encore fait de mathématique : dans sa pensée ««et soa forment une expression unique, comme une et pomme. 11 ne dispose que de la relation au sens le plus général du mot.
Mais voici que je lui demande de retourner chez ce marchand qui vend les pommes un sou pièce, et, contre quatre sous que je lui remets, de me rapporter quatre pommes. Cette fois je lui donne à faire une opération effective, et la preuve en est que j'en pourrai contrôler mathématiquement le résultat : s'il me donne trois pommes ou cinq, je trouverai que l'opération na pas été juste. Pourtant cette opération que je contrôle, l'enfant l'aura effectuée sans calcul; il ne connaît ni la numération ni les noms de nombre. Il posera sur la table du marchand un sou, puis il prendra une pomme; de nouveau il posera un sou, puis prendra une pomme. Il recommencera jusqu'à ce qu'il n'ait plus de sous dans sa i)oche, il me remettra les pommes quil a dans la main. Dans l'esprit de mon commissionnaire la pensée mathématique existe donc sous une forme définie et qui se suffit à elle-même. Et l'on conçoit qu'une civilisation puisse se constituer qui se satisfasse avec un pareil procédé déchange. On met en présence sur un marché, ici des morceaux de métal dont on ignore le compte, là des têtes de bétail dont on ignore également le compte; on les échange un contre u/?, jusqu'à ce que l'un des
1. 1894, p. 3. Voir également Science et philosophie, 1912, p. 8-3. Cf. Zeulhen, Histoire des mathématiques dans Vantiquité et le moyen âge, trad. Mascart, p. 222.
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deux tas en présence soit épuisé, et l'échange est consommé sur une base qui assurément offre plus d'un désavantage au point de vue économique, mais qui est rigoureuse au point de vue mathématique.
Ainsi, tandis que le fait d'échanger un sou contre une pomme ne constitue pas une opération mathématique, l'échange de quatre sous contre quatre pommes nous apparaît déjà comme une opération mathématique. C'est qu'en effet l'échange unique est un tout que l'on ne songe pas à décomposer, le sou et la pomme en font partie intégrante. Mais la répétition de l'acte met nécessairement en relief un élément qui est constant pour l'enfant puisqu'il se prescrit une série d'opérations à renouveler. L'objet est autre : c'est un autre sou qu'il doit prendre dans sa poche, une autre pomme qu'il doit prendre sur la table du marchand. Ce qui se répète, c'est l'échange qu'il effectue entre un sou et une pomme, c'est l'acte que son bras accomplit au service de son esprit.
286. — On assiste donc ici à la naissance de l'abstraction mathématique; et cette abstraction est comparable à l'abstraction d'ordre pratique en ce sens qu'elle est avant tout un mode d'activité. Comme M. Bergson Ta fait remarquer, l'idée générale commence par la répétition des actes les plus utiles au développement biologique, des circonstances les plus favorables à ces actes ; et ainsi serait-elle en particulier dans la vie animale : « C'est l'herbe en général qui attire l'herbivore : la couleur et l'odeur de l'herbe, senties et subies comme des forces (nous n'allons pas jusqu'à dire : pensées comme des qualités ou des genres) sont les seules données immédiates de sa perception extérieure'. » La ressemblance devenue consciente, la reconnaissance contrôlable et vérifiable ne serait qu'un second moment; le premier serait la ressemblance en action, la reconnaissance vécue.
Cette distinction, qu'aucun psychologue avant M. Bergson n'avait mise en pareille lumière, entre l'abstraction, opération concrète, et la représentation générale, l'abstrait qui en serait la conséquence ultérieure, permet de fixer sans ambiguïté le sens de la pensée mathématique, au stade initial où nous l'analysons.
D'une part, les représentations génériques, celles du sou et de la pomme par exemple, issues des abstractions d'ordre pratique dont nous venons de parler, ne jouent aucun rôle dans l'opération positive de l'échange. L'échange, et c'est par là qu'il est
Matière et mémoire, p
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(Sconomiquemenl si rudiiiicntaire, est indépendant de la nature des objets échangés; Tabstraction mathématique demeure la même, qu'il s'agisse de sous ou de pommes, de verroteries ou de pièces de drap, de caoutchouc ou de vieux fusils. L'abstraction mathématique va donc en sens inverse de l'abstraction pratique : celle-ci aboutit à ne retenir qu'une seule image pour des objets qualitativement identiques; la fusion mentale des images diverses dans une représentation unique entraînerait une confusion, que l'abstraction mathématique a précisément pour but d'empêcher en attirant l'attention sur ce qui fait que ces objets sont plusieurs.
D'autre part, si les représentations génériques demeurent indilTérentes à cet acte d'échange dont elles sont seulement les conditions matérielles, il ne suppose non plus aucun abstrait, système de numération ou concept distinct des nombres; il ne suppose même pas le concept quantitatif de l'unité. Non seulement la notion de l'unité est liée au système qui permet de dénombrer les entiers ; mais elle est encore la dernière née du système. L'antiquité grecque en général maintenait à l'unité un caractère qualitatif; et on trouve encore sous la plume de Buffon, en 1740, cette affirmation que l'unité n'est point un nombre-.
L'intelligence mathématique, sous la forme initiale où nous la considérons ici, remplirait une zone d'activité dont la limite inférieure est l'abstrait spécifique, dont la limite supérieure serait l'abstrait numérique.
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287. — Nous avons maintenant un second problème à nous poser : quelles conséquences comporte, pour la critique qui essaie d'en épuiser la signification, l'activité que nous venons de décrire? A mesure que l'enfant continue de donner un de ses sous pour recevoir une pomme, il voit diminuer le tas des sous qu'il avait dans sa main, augmenter le tas des pommes qu'il place devant lui. Quand l'opération a pris fin, quelle qu'en ait été la durée, il possède ce qu'il devait échanger contre les sous qu'on lui avait confiés. Il comprend que, si les opérations ont été loyales et correctes, il rapportera bien ce qu'il devait rapporter,
Vide supra
2. Préface à la traduction française de la Méthode des fluxions de Newton, p. IX.
qu'il a bien donné au marchand ce qu'on lui avait dit de donner. Nous saisissons, à sa naissance, la synthèse mathématique : pas plus que Tabstraction élémentaire, l'abstraction synthétique ne suppose la notion abstraite ; celle-ci est le produit, celle-là e°,i productrice.
L'enfant ne connaît encore ni la collection en tant que collection, ni la relation du tout à la partie; il voit seulement des tas de sous et des tas de pommes, il a les mêmes images, avant et après la série des échanges. Mais, du fait de ces échanges, il s'est ajouté à ces images quelque chose qui n'est plus susceptible d'une représentation immédiate par des images : la pensée que les deux tas sont reliés l'un à l'autre par les opérations dont ils ont été l'objet. Cette pensée est présente à l'esprit de ceux qui ont fait ensemble les opérations, puisqu'elle est pour chacun la loi de son activité interne comme elle est pour tous deux la règle de leurs rapports réciproques. Si nous nous substituons à eux pour en donner une formule explicite, nous dirons qu'elle est la pensée de l'équivalence, plus exactement le rendre équivalent, l'égalité en acte, ou, dans la force de son sens oi'iginel, Yéquation. L'égalité, comme la doctrine des ensembles l'a bien fait voir, ne résulte pas d'une comparaison entre termes qui seraient mesurés chacun à part et dont on rapprocherait ensuite les valeurs intrinsèques; l'égalité peut s'établir avant la numération, puisqu'il suffit d'appliquer à deux pluralités d'objets dont nous ignorons la valeur numérique, le procédé de correspondance univoque et réciproque qui est indépendant du concept de mesure.
L'égalité se présente ainsi comme dérivant de la relation élémentaire par excellence; elle est la première relation d'ordre scientifique parce qu'elle est vraie, ou, plus exactement, parce qu'elle est susceptible de vérification. Ici la vérification se présente sous la forme la plus simple du contrôle immédiat. En cas de doute, c'est-à-dire pratiquement en cas de désaccord entre le marchand et l'acheteur, on recommence les opérations en y apportant des deux parts un redoublement d'attention, de façon à ce que chacun des actes successifs d'échange soit effectué réellement et simplement, c'est-à-dire sans omission ni répétition. Cette opération peut être recommencée à son tour, pour la garantie d'un nouveau contrôle. Cette vérification sans fin, se repliant perpétuellement sur elle-même, fournit le plus haut degré de certitude qu'il soit donné à l'homme d'atteindre, la seule forme sous laquelle, raisonnablement, il soit possible de concevoir l'infaillibilité.
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2SH. — l*eul-<Hre, si Ton drveloppait toutes les suggestions aux(|uelles se prête la considération tie léchange un contre un, y .verrait-on poindre l'idée de l'infini et l'idée de zéro. Il suffit de supposer deux partenaires en l'ace de marchandises accumulées, deux enfanls devant deux gros tas de cailloux, et de les imaginer s'arrèlanl, découragés, au milieu d'opérations qui leur semblent interminables, pour faire surgir la notion d'infini sous la forme la plus simple où elle apparaît dans la conscience du mathématicien : le terme de l'opération fuyant devant l'esprit à mesure {|u'il avance et parle fait même qu'il avance. C'est celte notion à laquelle conduit le progrès illimité de la numération ; mais on voit qu'elle est inrlépendante de la constitution d'un système déterminé de numération.
D'autre part on arriverait à concevoir la genèse du zéro si l'on attribuait aux deux partenaires de l'échange une intelligence suffisante pour considérer leurs rôles respectifs, et se mettre, en pensée, chacun à la place de l'autre. L'enfant qui échange des sous contre des pommes, comprend que le marchand échange des pommes contre des sous. L'opération unique se dédouble alors en deux processus dirigés en sens inverse; distinction qui peut avoir une application pratique dans le cas où les deux parties en présence seraient mécontentes du résultat et s'accorderaient, une fois l'échange fait, pour annuler leurs opérations. Elles se décident alors à les recommencer en sens inverse : l'enfant échangera des pommes contre des sous ainsi qu'avait fait le marchand; le marchand échangera des sous contre des pommes ainsi qu'avait fait l'enfant. Au terme de ce second échange, ils auront tous deux le sentiment que leurs positions respectives sont identiques à leurs positions initiales, que tout est entre eux comme s'il ne s'était rien passé. Traduisez ce sentiment dans le langage que la mathématique se donnera plus tard, et vous obtiendrez du zéro l'idée la plus abstraite, mais aussi la plus précise et la plus intelligible : le résultat fourni par la combinaison de deux séries formées d'éléments identiques, mais orientées en sens inverse Tune de l'autre.
289. — Il était utile de montrer quelle fécondité comportait un processus d'activité mentale antérieur à toute prescription technique, à toute notation symbolique. Mais ce qu'il importe de retenir pour l'intelligence de l'idée de science mathématique, c'est avant tout que cette activité donne naissance à la relation fondamentale d'égalité, et qu'elle la fait naître en lui communiquant, dès l'abord, une vérité interne. Les tas qualitativement
déterminés de sous, de pommes, d'objets quelconques, sont relatifs aux conditions de la perception dans telle ou telle conscience individuelle; la relation d'équivalence s'établit, au contraire, entre les deux tas respectivement considérés; et elle acquiert une valeur qui leur est inhérente, indépendamment des circonstances de la perception.
Par là nous sommes amenés à une conception philosophique capable, suivant une expression d'Harald HôlTding, de conserver les valeurs essentielles de la vérité et de l'activité. La philosophie du concept et la philosophie de l'intuition étaient d'accord pour en supposer l'incompatibilité, quitte à donner de cette incompatibilité deux interprétations contradictoires, et à se neutraliser dans une controverse sans fin qui ne servait qu'à faire éclater leur commune insuffisance. Mais le cercle est rompu si nous avons réussi à prouver que l'opération initiale de la science est la détermination d'une relation vraie.
290. — Sans doute il sera possible d'objecter qu'en prenant comme point de départ la notion d'opération, on s'appuie sur une « notion manifestement anthropomorphique, empruntée par métaphore au domaine de lactivité pratique ' ». Mais, sans contester le danger de l'anthropomorphisme pour la conscience religieuse et la nécessité qu'elle soit affranchie de la superstition d'un passé puéril, on peut penser que la mathématique n'est guère assimilable à la théologie, et qu'il y aurait plutôt lieu d'y redouter une sorte de réalisme « théomorphique » qui sacrifierait l'intelligence de la science humaine à l'imagination illusoire d'une vérité absolue et quasi-divine.
La matière première de la réflexion philosophique, ce sont des hommes qui agissent ; nous dirons avec le pragmatisme, ou plus exactement avec la Sagesse des Nations, que l'intérêt matériel a commandé les efforts de la pensée naissante et que la nécessité est la mère de l'ingéniosité. Mais nous ajoutons aussitôt que de telles formules n'apportent de solution précise à aucun problème défini; le pragmatisme contemporain, moins épris en fait d'action réelle que de généralités oratoires, a eu le tort de s'arrêter là où commence l'analyse proprement dite ; il n'a pas su reconnaître la distinction spécifique que présentent les différentes formes de l'activité humaine, et réserver une place exceptionnelle à ce qui fait de l'humanité une espèce exceptionnelle parmi les espèces animales. Pour nous, nous nous sommes donné pour tâche de guetter le moment où les
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hommes, plact's en face d'aulres hommes, no sont plus seulement des individus agissant de leur point de vue particulier, mais où ils s'ontcndeut pour une règle commune d'action qui les justifie les uns aux yeux des autres, où se d(''gage de la pratique utilitaire la prescription de conditions (jui peuvent être également remplies par tous, qui peuvent ôlre indéfiniment contrôlées par tous, où surgit enfin la notion de vérité.
Bref, la vérité ne serait pas née si il n'y avait eu préalablement une volonté dirigée vers des fins d'ordre matériel et utilitaire; la vérité est un moyen, si l'on veut; mais il se trouve que le moyen a de tout autres caractères que la fin. Déjà, dans le « syllogisme pratique » par lequel Aristote a traduit l'activité immédiate de létre, les deux moments logiques de la fin et du moyen se trouvent dissociés : IIotéov ixoi, v] eTctOujAia liyzi' roZX Bï TîOTo'v, r, aV^O-^iitç scttev r, r, '-pavTXd-'a r, ô vou;* eùOùç Tït'vîi*. La majeure est l'impératif du désir; la mineure est l'indicatif de la sensation, ou de l'imagination, ou de l'intelligence. Avec le développement de l'organisme, de nouvelles majeures apparaîtront qui tourneront vers des buts multiples l'activité de l'animal et en particulier de l'homme, mais qui demeurent toujours de Tordre individuel du désir. A chacune de ces majeures se suspendent des moyens que le développement de l'intelligence transforme en chaînes de relations d'une complication dépassant toute attente. Que l'on songe aux études de pathologie et de microbiologie, nécessaires pour formuler aujourd'hui cette mineure du syllogisme pratique d'Aristote : voici qui est potable; on comprendra que le moyen ne dépende pas de la fin, et qu'il puisse acquérir une valeur tout autre. De même que suivant les Stoïciens la vertu sortait de la nature et valait mieux qu'elle, de même la vérité sort de l'expérience et vaut mieux qu'elle. Elle n'est pas donnée dans les choses; mais elle en jaillit, grâce à l'action spécifiquement humaine qui est exercée sur les choses, action dont la pratique loyale et équitable de l'échange nous a donné occasion de reconnaître les conditions les plus simples.
De tnotu animaliam
Section B. — La notion de nombre.
l'opération constitutive du nombre
291. — La relation de correspondance univoque et réciproque est celle qui nous a paru demander le moindre efï'ort de l'esprit; elle est la relation élémentaire, qui pourra servir de modèle aux relations plus complexes dont nous avons à déterminer le sens; mais elle ne sera pas un genre d'où les cas particuliers pourraient se tirer par spécification. Nous ne passerons pas de la correspondance pure et simple au domaine proprement arithmétique par une déduction purement analytique. La génération du nombre implique un efïort d'invention, qui requiert à son tour une règle de véritication ; elle consiste dans la découverte d'une égalité nouvelle.
Encore une fois, nous n'avons pas à imaginer ce que pourrait être le mécanisme d'une telle découverte; nous devons nous efforcer d'en retrouver la trace dans les faits. Suivant Tylor, « les habitants des îles Marquises, comptant le poisson ou le fruit par un de chaque main, sont arrivés à employer un système de numération par paires au lieu d'unités. Ils partent de tauna, une paire, qui devient un équivalent de 2; puis ils continuent de compter par paires, et quand ils disent takaii ou 10, ils veulent dire en réalité 10 paires ou 20' ». La pratique initiale sur laquelle s'appuie ce système de numération suppose qu'on a découvert le moyen d'abréger l'opération commerciale, en prenant deux objets en une fois au lieu de prendre deux fois un objet. L'innovation a dû être un objet de trouble pour le « partenaire », qui était habitué à l'antique usage; elle a provoqué sans doute un contrôle patient et défiant, qui a enfin abouti à lintelligence de l'équivalence entre les deux formes d'opérations. Or Vintelligence de celle équivalence est à nos yeux ce qui constitue la conception du nombre deux.
L'expression abstraite de cette équivalence serait de la forme suivante : Une fois deux égale deux fois un, c'est-à-dire, 2x1 = (IX 1) -+-(1 X 1). Aucun des deux termes qui sont mis ici en relation ne suffit à déterminer l'idée de deux. Placer un objet à côté d'un autre, ou bien prendre deux objets à la fois, pour les poser en même temps, ce ne sont encore que des gestes, auxquels nous n'attribuons de signification numérique
Op. cit.. trad. Brunet, t. I, p
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que pi, par une illusion générale en psychologie, nous introduisons dans la conscience du sujet dont nous observons les mouvements notre propre jeu d'associations mentales. ^lais lorsque, ces deux procédés ayant été successivement employés, l'identité du résultat atteint par Tun et par l'autre a été constatée, lorsqu'en d'autres termes, il y a eu aflirmation de vérité et contrôle vérificateur, alors l'idée a été effectivement constituée.
292. — Ainsi, sur le premier nombre dont l'homme se soit fait une conrei)lion distincte, sur le nombre deux, s'établit le point de dorlrine qui est fondamental, si l'on vent débarrasser de paradoxes et (ï insoliibilia la route de la philosophie mathématique. L'esprit ne commence pas par poser un monde d'idées, comportant toutes sortes de relations possibles, avant de se demander comment faire le départ entre les relations vraies et les relations fausses. Mais l'idée est constituée par une vérité qui lui est intérieure.
Cette conclusion s'éclaire par comparaison avec l'explication du concept générique. Le concept français, par exemple, implique deux opérations convergentes : lune, l'abstraction qui fournit les caractères contenus dans la compréhension — l'autre, la généralisation qui fournit les individus contenus dans l'extension; il n'est intelligible qu'à titre de produit du jugement qui rapporte des attributs à des sujets. Un concept numérique tel que deux est au point de rencontre de deux opérations : l'une qui est simplement la répétition de l'action et qui est le germe de l'addition — l'autre, qui est l'action d'ensemble et qui est le germe de la multiplication. Seulement, tandis que la synthèse des deux opérations peut dans le concept générique être un rapprochement arbitraire et ne former autre chose qu'un élément du discours, tandis que la vérité du concept générique demeure dans l'ordre conA^entionnel du langage, la synthèse des deux opérations dans le concept numérique est une vérité qui peut se constater : que l'on procède par la voie de l'addition, ou par la voie de la multiplication, le tout constitué apparaît identique. La perception qui sert de point d'appui à la reconnaissance de cette identité, intervient ici comme instrument de vérification; elle fait du concept numérique un élément de science.
Un nouveau problème se trouve posé par la considération du processus additif : puisqu'on peut partir de l'un et de l'autre des termes du couple, il y a lieu de se demander si l'interversion de l'ordre est sans influence sur le résultat final. Devant une question aussi simple, rationalisme et empirisme ont paru éga-
lement embarrassés. Sans doute, puisque l'opération est définie indépendamment de la nature des termes entre lesquels elle est établie, il n'y a pas de raison pour qu'une permutation entre ces termes introduise une différence dans le nombre qui en dérive; mais de cette forme négative, sous laquelle \e^ principe de raison suffisante se présente toujours dans l'application, comment tirer une preuve positive? D'autre part, nous ne pouvons pas faire fond sur l'expérience seule; car l'expérience ne nous répondra que si nous savons l'interroger, si nous allons au devant d'elle à l'aide de la notion déjà formée du nombre. Il sera donc impossible de donner une solution satisfaisante à la difficulté, ou plus exactement d'empêcher la difficulté de naître, si on ne retient à la fois la raison et l'expérience comme déjà engagées dans la manifestation la plus simple de la vie scientifique, comme exprimant les deux fonctions dont la connexion caractérise l'intelligence : fonction interne de relation qui constitue proprement la notion — fonction externe de coïncidence qui constate l'identité de deux relations et aboutit ainsi à une affirmation de vérité, à un jugement de réalité. Dire que la permutation est légitime, c'est ne rien dire d'autre que ceci : par elle la raison a manifestement prise sur l'expérience.
293. — Généralisons maintenant la conception à laquelle nous conduit l'analyse du nombre deux. Un nombre, en tant qu'il peut revêtir l'aspect d'une représentation isolée et s'exprimer par une dénomination de forme simple ou complexe qui le désigne exclusivement, en tant qu'il devient enfin un objet pour lintelligence, n'est que le résidu d'une équation; ce qui donne au nombre sa valeur d'intelligibilité, c'est la conception de l'équivalence qui relie l'objet numérique à l'opération par laquelle il est constitué. Il sera donc impossible de traduire par un terme unique le concept propre du nombre. Les mathématiciens-philosophes, en prétendant ramener le nombre au symbole figuré ou écrit qui prend place dans le corps du discours scientifique, ont été dupes d'une langue mal faite; ils ont imaginé un signe qui se suffit à lui-même, une vérité qui est une chose en soi, alors que dans la stricte exactitude il n'est permis de parler que de signification et de vérification. Le symbole disparaît en tant que symbole si on ne sait pas remonter au jugement qui le sous-tend; le calcul digital lui-même, qui a pu paraître le type de l'opération simple, décèle à l'observateur attentif une action à deux personnages : la main avec laquelle on compte, et la main sur laquelle on compte; supprimez cette dualité, grâce à laquelle le mouvement de la pensée s'exerce et
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la relation de correspondance s'établit, il n'y a plus de calcul proprement dit, il n'y a (ju'une mimique incohérente.
11 n'en est i)as autrement du nombre considéré sous sa forme définitive, c'est-à-dire, lorsqu'un procédé régulier de numération permet l'extension indéfinie de la série des nombres. Le procédé de numération en usage dans les peuples civilisés est une combinaison mélhodiijue de l'addition et de la multiplication. Dans le système décimal, i)ar exemple, le premier terme de l'équation qui définit les nombres jusqu'à dix correspond à une addition; à partir de dix, il comprend une multiplication ou plus exactement une exponentiation. Cette diversité de composition n'entraîne aucune difficulté du moment que nous avons établi sur l'exemple du nombre deux l'équivalence du procédé duplicatif et du procédé additif, et fondé ainsi la possibilité de substituer l'un à l'autre.
On pourrait d'ailleurs demander à Tobservaiion psychologique de mettre directement en évidence que l'équation constitutive du nombre est susceptible d'une interprétation en termes multiplicatifs ou en termes additifs. Ainsi, voici un fait curieux qui est consigné par le P. Bourdin dans ses Objections aux Méditations de Descartes : « J'ai connu quelqu'un qui en s'endormant avait entendu, un jour, sonner quatre heures, et avait fait ainsi le compte : ane, iine^ une, une ; et devant l'absurdité de sa conception, il s'était mis à crier : voilà l'horloge qui est folle : elle a compté quatre fois une heure'. » Le relâchement de l'attention a suspendu les réactions habituelles qui permettent l'application inconsciente du nombre; il a mis à nu l'effort qui a été nécessaire pour acquérir la notion numérique ellemême, et qui s'exprime par re^/aa/zo/z fondamentale : quatre fois un égale une fois quatre.
LE CONCEPT GÉNÉRIQUE ET LE NOMBRE
294. — Les études précédentes ont effleuré la question difficile qui a été la pierre d'achoppement de la philosophie mathématique contemporaine, peut-être de la philosophie contemporaine en général : la question des rapports entre la notion numérique et la notion générique. Nous avons à reprendre cette question, pour en tenter une solution systématique.
Tout d'abord nous nous contenterons de rappeler, puisque nous y avons insisté ailleurs -, l'illusion dont procède la psycho-
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logie classique du concept, et qui a eu sa répercussion dans la logique formelle, incapable d'éviter — incapable de trancher — l'alternative de la compréhension et de l'extension. Il ne saurait y avoir de concept en pure compréhension ; car des qualités qui ne formeraient pas un faisceau et ne se rattacheraient pas à un objet, fût-ce un objet hypothétique ou chimérique, ne seraient nullement des qualités pensées comme telles. Il n'y a pas de concept en pure extension, parce que des individus qui ne seraient pas déterminés à l'aide d'un caractère perceptible, si vague qu'il soit, ne seraient nullement des objets pensés comme tels. Nous pourrions dire qu'il n'y a pas de concept du tout si, comme il est de tradition dans nos manuels de philosophie, à commencer par la Logique de Port-Royal, on entend par concept un élément simple de représentation correspondant au terme qui est l'élément simple du discours; il n'y a que des jugements. Par exemple, la notion de français consiste dans un jugement qui rapporte certaines particularités d'ordre physiologique ou intellectuel ou politique, à des individus que l'on peut rencontrer en un certain temps et sur un certain territoire; il est également impossible de connaître soit ces caractères sans se demander de quelque manière à qui ils sont, soit ces individus sans savoir en aucune façon quels ils sont. La réalité mentale de la notion de français, c'est la synthèse de l'extension et de la compréhension dans une relation qui, explicitée, prendrait la forme d'une proposition telle que celle-ci : les Français sont français. Le concept est donc le résidu d'un jugement; mais, par la dualité d'aspect qui est impliquée dans le jugement, il se prête à être utilisé dans des relations plus complexes, soit sous la forme de l'extension, soit sous la forme de la compréhension. Français figurera comme sujet dans celte affirmation : les Français sont révolutionnaires, et comme attribut dans celle-ci : Robespierre est français.
La réalité psychologique qui soutient le jugement constitutif du concept, consiste ainsi dans un acte de l'esprit qui se meut entre deux plans d'expérience : une expérience confuse et chaotique d'où on extrait les qualités par lesquelles se définissent les espèces et les genres, une expérience organisée où grâce aux prédicats qui leur sont communs les individus sont classés. Le concept est proprement un double processus de décomposition intellectuelle et de recomposition, une méthode au sens cartésien du mot, ou encore un schème au sens kantien (mais à la condition que l'on explicite le moment d'analyse régressive que Kant paraît avoir laissé dans l'ombre) : « Le concept de chien
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signifie une règle d'après laquelle mon imagination peut exprimer en général la figunî d'un (juadruprde, sans être astreinte à quelque chose de particulier (jue m'olVre l'expérience ou même à quelque image possible que je puisse représenter in concret o '. »
295. — Telle est, suivant nous, la réalité psychologique du concept générique. Nous voudrions montrer à la fois que la notion numérique a une fonction toute difTérente à remplir, et que d'autre part elle représente comme le concept générique une frange d'activité inlollectuelle, une méthode pour l'analy.se et pour l'organisation de l'expérience.
Si le concept générique est considéré comme le concept proprement dit, le nombre, nous avons déjà eu occasion de le remarquer, aura un rôle inverse et complémentaire de celui du concept. Mis en présence d'objets fondus dans l'unité d'un genre, nous ne retenons qu'une seule image conceptuelle. Or, le nombre est rinstrument qui, en dépit de cette identité que revêt pour la perception un ensemble d'objets semblables, sera capable de faire olislacle à la fusion mentale; et Kant avait nettement aperçu ce rôle du nombre, tout en l'interprétant suivant une terminologie psychologique encore rudimentaire, lorsqu'il avait affirmé la nature intuitive du nombre. Par cette opposition profonde de tendances, on s'explique qu'antérieurement à l'intervention de l'idée de nombre, l'esfiace ait pu rendre le service de maintenir la diversité des individus dans l'identité de la classe. Par exemple, le P. Dobrizhoffer a relevé chez les Abipones cette forme curieuse de langage : « Quand ils reviennent de chasser les chevaux sauvages, ou de tuer des chevaux domestiques, personne ne leur demandera : combien en avez-vous rapportés? mais combien de place occupe la troupe de chevaux que vous avez ramenée -? »
D'une autre façon, encore, l'ethnographie confirme cette dualité radicale de la notion générique et de la notion numérique. Elle nous permet d'assister au travail de séparation progressive entre l'abstrait générique et l'abstrait numérique. Les nombres se développent à l'intérieur des classes, de telle sorte que la notation n'est pas la même suivant la qualité des objets auxquels ils se rapportent. Pour nous borner à un seul exemple, mais singulièrement significatif, M. Boas a donné le tableau suivant, qui
A, 141, AKB, t. IV, p. 101, tr. Ba, I, 101, TP
2. Historia de Abiponibus, II, 173. Cf. Lévy-Bruhl. Les fondions mentales dans les sociétés inférieures, p. 207.
représente quelques-unes des formes usitées, dans le dialecte Heiltsuk de la Colombie britannique, pour désigner non pas deux à proprement parler, mais pour suppléer à l'absence du nom de nombre.
On aura pour deux êtres animés : Maalok.
— deux êtres ronds : Masem.
— deux êtres longs : Mats'ak.
— deux êtres plats : Matlqsa.
— deux Jours : Matlp'enequls.
— deux brasses : Matlp'enkh.
— deux objets réunis : Matlouth.
— deux groupes : Matlsmots'ult.
— deux tasses remplies : Matraqllala.
— deux tasses vides iMall'aqtla.
— deux boîtes pleines : Masemala.
— deux boîtes vides : Masem.
— deux canots chargés : Mats'ake.
— deux canots avec leur équipage : Mats'akla.
— deux objets ensemble sur la plage : Maalis.
— deux objets ensemble dans la maison : Maalitl '.
L'idée commune à toutes ces classes est latente, comme le prouve déjà Tidentité de la racine qui entre dans ces diverses formes verbales. Elle se dégage explicitement lorsque chaque nombre est pourvu d'une expression uniforme, indépendante de toute référence aux classes. La victoire est alors complète, trop complète même ; car la simplicité du terme risque d'effacer pour la conscience la complexité des efforts qui en ont préparé l'avènement. De même que la théorie du concept s'est perdue dans Talternative insoluble de la compréhension et de l'extension, la doctrine du nombre devait se heurter à la dualité irréductible de V ordination et de la cardination.
296. — Or on peut se demander si de part et d'autre l'illusion n'est pas semblable. Il n'y a ni nombre purement ordinal, ni nombre purement cardinal. Une collection qui est donnée d'un bloc à la perception comme un tout indivisible, n'est pas un nombre; elle ne devient un nombre que si les différents éléments en sont distingués pour être énoncés, c'est-à-dire si l'esprit est capable d'en remarquer successivement chaque unité. Et inversement une série d'unités qui défile devant l'esprit ne devient
1. The North Western Tribes of Canada, Reports of the British Association for the advaiicemcnt of sciences, 1890, p. 658. Cf. Lévy-Bruhl, op. cit., p. 224.
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nombre i[uc. >^'i un rang' est assigné à chaque unité, c'esl-à-dirc si la pensée intervient pour introduire dans l'idée de l'unité qui passe ridée de celles (|ui l'ont précédée, si elle sait convertir par conséquent la succession en simultanéité. Le rang de la série et le cliilïre de la collection pourront être utilisés, chacun pris à part, dans des jugements ultérieurs, lorsqu'il s'agira de passer du domaine de l'arithmétique aux applications empiriques qu'il comporte, lorsqu'on aura, soit à déterminer la place d'un élément dans un système ordonné, soit à fixer la quotité des éléments dans un groupe donné. Mais si on veut ne retenir que la conception scientifique, pour en développer intégralement le contenu et en définir le principe, il est impossible de séparer l'ordination et la cardination — la série des actes successifs par lesquels l'esprit parcourt chacun des éléments, et la synthèse qui rassemble ces actes divers dans l'unité d'un objet intellectuel. Un signe tel que o suffira pour exprimer la notion numérique; mais il devra se traduire explicitement par une formule telle que celle-ci : premier et second et troisième et quatrième et cinquième, cela fait cinq. La démarche caractéristique de la pensée est encore ici une relation de correspondance : la correspondance entre la répétition de l'opération énumératrice et la représentation de la collection ainsi formée.
Dans cette correspondance se trouvera impliquée la vérité qui confère à la notion numérique une valeur scientifique dont la notion générique était dépourvue. En efTet, puisque la permutation de deux éléments voisins n'a rien qui choque la raison ni qui contredise l'expérience, nous avons dû la considérer comme légitime; or, si cette interversion est légitime, de proche en proche, toute permutation est permise sans changer le résultat final. L'ordre de l'énumération est donc indifférent, c'est-à-dire que chacune des opérations successives par lesquelles la collection 3 a été formée, cesse d'être une opération qualitativement distincte de celle qui la précède et de celle qui la suit. On obtient ainsi une équation de la forme suivante : premier = second = troisièmes quatrième =^ cinquième; et dans une semblable équation est impliquée la notion qui apparaît la dernière dans le développement de la pensée arithmétique parce qu'elle marque le terme extrême de l'abstraction numérique, la notion d'unité. Chaque unité est posée comme identique à une autre unité, c'està-dire que l'esprit ne s'arrête plus à aucune détermination spécifique, à aucun caractère intrinsèque de la chose, qu'il ne connaît plus rien de l'objet sinon ce fait qu'il le pose comme objet. Le jugement d'existence, réduit en quelque sorte à son principe
simple et nu, l'acte qui pose Tobjet, voilà ce que c'est que l'unité numérique; de là cette conséquence qu'il n'y a rien qui de l'intérieur distingue une unité d'une autre unité : elle sera seulement le second ou troisième acte, qui pose l'objet deux ou trois; de là l'homogénéité absolue des unités numériques, d'où dérivent les diverses propriétés du calcul numérique.
297. — Nous pouvons maintenant répondre à la question : qu'est-ce que la notion de nombre? Le nombre n'est pas un concept au sens traditionnel du mot, ni même un jugement à proprement parler; c'est une loi de raisonnement, c'est la condition d'un double processus de décomposition et de composition, ou, comme on dit encore, d'analyse et de synthèse, tel que nous l'avons retrouvé dans l'idée du sclième de Kant et surtout dans l'idée de la méthode cartésienne. Mais Descartes avait introduit entre les deux processus l'exigence de l'évidence, qui conférerait aux éléments de la déduction une valeur absolue et qui permettrait à la synthèse rationnelle de s'établir a priori comme système de l'univers. Il imposait ainsi à l'emploi de la <* méthode » des conditions qui en altèrent, et même en restreignent singulièrement, la portée. L'essence de la « méthode » serait au contraire, suivant nous, dans la relativité des idées claires et distinctes. Les nombres sont des éléments isolés par une abstraction sui generis de la réalité unique de l'univers; et l'ordre intérieur de la synthèse numérique est vérifié par la confrontation de ses résultats avec les données de la perception.
Nous dirons donc qu'au point de départ de l'analyse se trouve la réalité perçue: d'ailleurs, que l'activité de la pensée mathématique ne puisse s'exercer que sur le monde de l'expérience, c'est presque une naïveté que de le dire, car l'expérience est coextensive à l'existence elle-même. Mais les groupes fournis par la perception sont soumis à l'activité résolutoire qui discerne chacun des éléments du groupe, qui le ramène au simple fait de présence, à l'acte de poser l'objet, et de le compter pour un Des unités rendues ainsi homogènes les unes aux autres, la pensée synthétique va refaire un nombre. L'addition rectiligne, unité par unité, que l'on considère d'ordinaire comme essentielle à la constitution du nombre, comme antérieure au calcul proprement dit, est une opération comme les autres, une forme simple d'addition, laquelle du reste ne peut être pratiquement effectuée que sur les premiers nombres de la série; tout système de numération est obligé de faire appel à la multiplication, et nous avons vu en fait que la duplication avait dès l'origine joué un rôle essentiel dans la formation des notions numériques.
LK pniNCiiM: DIT d'inditgtion complktk 481
Om(^ Ton utilise donc raddilion un à un, la duplication, ou lollo combinaison ([uc Ton voudra do l'addition et de la multiplication, la synthèse conslilulivc du nombre est (également valable; c'est par l'érpiivalence des opérations syntliéliques que <e définit en dernier ressort la notion de nombre. Je pourrai avoir les expressions suivantes : 1 + 1-l-l-t-l-f-l-l-l, ou bien encore 2 4-4, ou bien 2x3, ou bien 2 -+-2 -h 2; ces opérations sont distinctes; mais elles sont équivalentes, parce que le nombre auquel elles aboutissent est identique : c'est le nombre 6. Et la preuve en est immédiate; si je fais correspondre h chacun des groupements qui définissent ces opérations, la forme qui exprime les unités homogènes dont elles se composent, j'obtiens la même juxtaposition d'unités : IIIIII. Suivant l'ingénieuse formule de M. Whitehead, qui unit d'une façon si frappante la fécondité pratique et la rigueur logique de la science mathématique, le paradoxe est devenu iraismeK Toute démarche positive de la pensée est une synthèse; toute démonstration est une analyse. Mais la synthèse rationnelle est celle qui est susceptible d'une résolution intégrale, par laquelle elle se vérifie.
LE PRINCIPE DIT d'iNDLCTION COMPLÈTE
298. — Nous avons dû insister sur la complexité effective et sur la spécificité de la fonction remplie par le nombre; ce n'était pas seulement afin d'atteindre à l'intelligence du nombre lui-même et de marquer la vérité qu'il implique; c'est aussi afin de nous mettre en état de résoudre, ou, plus exactement, de poser dans leurs véritables termes, les problèmes soulevés par le développement des opérations mathématiques.
Ainsi, pour étendre aux combinaisons entre nombres déjà constitués le dynamisme intellectuel d'où procède la constitution du nombre, les mathématiciens contemporains invoquent un principe dont la formule est la suivante : « Si une propriété est vraie du nombre 1, et si l'on établit qu'elle est vraie de /i-4-l pourvu qu'elle le soit de n, elle sera vraie de tous les nombres entiers"-. »
Le procédé de démonstration, qui s'appuie sur ce principe a été introduit dans la mathématique par un savant italien du xvi'= siècle, Francesco Maurolico, qui en a souligné lui-même
1. A Treatisc of universal Algebra, vol. I, 1898, p. 6. Cf. Coiiturat, Revue de métaphysique, 1900, p. 32.3.
Poincaré, Revue de métaphysique, 1905, p
Brunschvicg. — Les étapes. «Ja
toute la nouvc-aulé K Les anciens ne l'ont pas connu, ou, en tout cas, ils n'en ont pas fait état : par sa nature propre, leur logique tendait à ne considérer que des règles relatives à des classes déterminées d'objets finis, tandis que dans la formule de Maurolico il y a un principe de progression qui déborde les cadres de la représentalion slalique et réaliste. C'est même ce contraste entre les exigences de l'intuition et la loi de progression, qui a introduit un certain flottement dans les explications des mathématiciens contemporains relatives au procédé de Maurolico. Non que le fond des idées ne soit clair et assuré, qu'il y ait là quelque difficulté technique à éclaircir; la confusion vient d'une terminologie malencontreuse, mais qui suffisait à masquer la signification philosophique de l'opération.
Il est arrivé, en effet, que l'on a voulu voir dans le procédé de Maurolico un procédé d'ordre inductif, et on a cru devoir le rattacher à un principe d'induction mathématique : induction successive, disait de Morgan, ou, suivant la formule en usage, induction complète. Or, si l'on tient à écarter toute équivoque, il est nécessaire de bien montrer qu'il ne saurait s'agir, à aucun degré, d'induction; car il n'y a en aucune façon passage du particulier au général tant du moins que Ton conserve aux mots particulier et géne'ral le sens qu'ils ont dans l'ordre des concepts génériques. Ce qui détermine les concepts génériques, c'est le processus d'abstraction qui, de l'observation des réalités individuelles, conclut à une essence commune. Par exemple, tous les personnages qui, dans l'histoire de France, ont porté le nom de Louis I", de Louis II, etc., jusqu'à Louis XVI, ayant exercé la royauté, on va du particulier au général, lorsqu'on pose en principe que semblable dénomination désigne les souverains efTectifs de la France. Et de l'existence de personnages historiques connus sous les noms de Louis XVII et Louis XVIII, on déduit qu'ils ont tous deux occupé le trône de France; ce qui est vrai pour Louis XVIII, faux pour Louis XVII. On a été d'une règle générale à un cas particulier; mais cette règle générale, n'ayant été obtenue que par l'observation d'un certain nombre de cas particuliers, n'est, en définitive, qu'un résumé des particularités déjà observées, lequel n'offre aucune espèce de garantie en présence d'une particularité nouvelle.
Tel est le processus de l'induction proprement dite. Quand on
1. Voir la préface des Arithmeticorum libri duo (écrits en 1357, publiés à Venise en 1373). citée par G. Vacca : Sur le principe d" induction mathématique. Revue de métaphysique, 1911, p. 30.
LK PRINCIPi; DIT 1) INDICTION COMPLETE 483
s'y rrfôro pour dôliuir la déd iiclioii arilhniélique, on scxpose à l'aire fond sur l'illusoire ou sur riueeilaiii, exaetement comme autrefois Taine se referait à riiallucinalion pour définir la porceplion normale, s'obligeanl ainsi à justifier le passage du faux au viai par l'invocalion d'une linalilé mystérieuse de la nature '. Il est facile, d'ailleurs, de retrouver l'origine de ce renversement dans Tordre natund des idées. Si on parle d'induelion arilliméliijue, c'est qu'on imagine 1, 2, 3,... 16, l"?, etc., comme des réalités partiindiéres que l'on assimile à Louis I*^"", Louis 11,... Louis XVI, Louis XVIL Or cette assimilation, dont nous avons eu occasion de rappeler les racines séculaires, et qui se justifie d'ailleurs, nous allons le voir, pour une théorie comme celle de la divisibilité, ferait ici contresens. Louis !"'■ et Louis II, Louis XVII et Louis XVIII, sont des individus dont l'existence et dont la destinée sont nettement observables, indépendamment de la classe où leur appellation usuelle les a fait rentrer, tandis que dans les nombres il n'y a rien qui marque les degrés d'abstraction ou de généralisation. Ce qui est commun à tous les nombres, c'est le processus qui les constitue chacun en particulier; de sorte que les raisonnements qui reposent sur les lois de ce processus s'appliquent nécessairement à ces nombres puisqu'ils dérivent des conditions sans lesquelles les nombres ne seraient pas engendrés. Le principe (ïinduction complète, dont on a décrit l'application particulière à tel ou tel nombre déterminé sous le nom de raisonnement par récurrence, est un principe de déduction progressive dont l'application est assurée a priori du succès puisque les nombres sont les produits de celte déduction progressive. En d'autres termes, affirmer qu'une propriété qui se transmet de 0 à 1, de n à a-t-1, vaut pour l'universalité des nombres, c'est passer, suivant la terminologie ingénieuse des logisticiens, d'une génération nécessaire et idéale à un héritage nécessaire et idéal. Le plan dans lequel la pensée se meut ne rencontre pas l'induction vulgaire, qui aurait affaire à des individus réellement engendrés et où la même question se poserait sous la forme suivante : Le fils de Louis XVI a-t-il été son successeur au trône de France?
Les logisticiens ont donc raison de soutenir, contre M. Poin-
1. Voir les remarques judicieuses de Garuier sur la thèse manuscrite de Taine : les Sensations {Il mai 1832) : •< qu'est-ce que c'est encore que la nature (|ui a ïinlention de nous faire connaître l'extérieur et qui emploie pour cela un moyen imjénieux'? » H. Taine, Sa vie et sa correspondance, t. I, 1902, p. 230.
caré *, qu'il nest pas besoin d'un principe synthétique nouveau pour passer du procédé qui définit les nombres entiers finis au procédé de raisonnement qui s'applique à ces nombres finis, pour démontrer l'associativité et la commutativité de l'opération additive — ou encore, suivant l'exemple même donné par Maurolico et par de Morgan -, la formation des carrés consécutifs par la sommation des nombres impairs.
Mais il ne servirait à rien de dire que l'application du procédé n'est que la conséquence analytique de la définition du nombre entier, puisque la méthodologie logistique a fait heureusement justice de l'importance philosophique autrefois conférée à l'idée de définition. Pàehl cite ce mot profond de Lambert : « La base de la science, ce n'est pas la définition, mais ce qu'il est nécessaire de savoir au préalable pour constituer la définition ^ » Le principe de la synthèse est déjà dans le dynamisme intellectuel qui crée la série des nombres naturels; et c'est pourquoi il s'étend comme de lui-même à celles des combinaisons arithmétiques qui sont du même ordre que les opérations constitutives, addition ou multiplication.
Section C. — La division.
299. — Si l'on commence par supposer que l'arithmétique doit être la conséquence purement logique d'un principe posé a priori, on comprend que le débat philosophique se soit concentré sur la nature et sur la valeur de principe d'induction complète. Mais si l'arithmétique est une science capable de réfléchir sur ses notions fondamentales et d'en approfondir les caractéristiques objectives, il se peut que la vérité scientifique soit capable d'une extension qui déborde le cadre de l'induction complète; et c'est ce qui se produit en fait dès que l'on considère la soustraction et la division.
Pourtant, d'un point de vue purement formel, il n'y a là rien qui soit proprement nouveau. Puisque l'addition et la multiplication sont en réalité des relations primitives qui sont antérieures à la conception du nombre comme tel, ces relations conduisent immédiatement à la relation inverse. Dire que trois plus un constitue quatre, c'est dire que quatre moins un constitue
1. Voir eu particulier Couturat. Pour la logistique. Revue de métaphysique, 1906, p. 249.
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trois; l;i iclnlioii soiisiraclivc ost, poiirrait-on dire, une autre façon de liie la relalion addilive; et de niAmo pour la division par rapport h la niultiplieation.
Seulemcnl, s'il y a symétrie parfaite dans les principes, une dissymétrie remarquable va se trouver dans les conséquences. Entre entiers |)osilii"s toute relalion d'addition, ou toute relation de multiplication, reproduit un entier positif. Il n'en est pas de môme pour la soustraction et la division; ici on se heurte à des impossibilités, devant lesquelles pourtant l'esprit humain ne peut s'arrêter définitivement; il faudra qu'il brise le cadre de ses préjug'és et de ses catégories, qu'il renverse les barrières où il aurait aimé à s'enfermer.
Pour l'étude des fonctions de l'intelligence mathématique, c'est à la considération de la division que nous devons nous attacher en premier lieu. De fait, nous avons vu apparaître, dès l'époque du papyrus de Bhind, les calculs d'ordre pratique qui ont donné naissance à la théorie des fractions, dès l'époque pythagoricienne, les considérations d'ordre spéculatif qui ont donné naissance à la théorie des nombres; et celte antériorité de la division, par rapport à la soustraction, a laissé une trace dans les habitudes des mathématiciens qui rattachent à l'arithmétique les nombres fractionnaires, à l'algèbre les nombres négatifs.
LES ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES NOMBRES
300. — Peut-être rendra-t-on raison de cette antériorité en observant que. si la division est techniquement moins facile que la soustraction, elle correspond à une opération que les besoins de la vie sociale devaient faire apparaître d'assez bonne heure à titre d'acte nécessaire et d'acte simple : l'opération du partage entre plusieurs individus; opération qui, comme celle de l'échange, impliquait naturellement le maniement des objets, et qui, s'accompagnant ainsi d'un jeu d'images nouvelles, apportait le soutien de l'intuition au processus de l'intelligence.
D'autre part, les cas d'impossibilité auxquels on se heurtait presque immédiatement ont présenté un tout autre caractère pour la division que pour la soustraction.
La soustraction est arithmétiquement impossible quand, de deux nombres quelconques, celui que l'on devrait retrancher se trouve plus grand que l'autre; l'impossibilité ne tient nullement à ce qu'il s'agit de tel ou tel nombre. Il en est tout autrement pour la division ; il y a des divisions qui peuvent se faire exac-
tement, et d'autres qui ne peuvent pas se faire; mais cela ne tient plus seulement à Toccasion qui a mis en présence deux nombres quelconques.
Un nombre tel que 12 se divisera par 2, ou par 3, ou par 4; au contraire, quel que soit le diviseur (autre que l'unité), 13 ne se divisera pas. De là naquit la croyance, antique et tenace, qu'il y a dans le premier comme une vertu secrète qui le fait se prêter au partage équitable, qui lui permet de satisfaire au droit de tous; dans le second comme une malice occulte qui le rend réfractaire à l'exacte répartition, générateur d'inégalités et de querelles.
Or, si nous traduisons dans le langage de la spéculation ces remarques élémentaires, nous serons amenés à dire que la possibilité ou l'impossibilité de la division nous donne accès aux propriétés permanentes des nombres, caractéristiques de leur essence. C'est par un effet de leur nature intime que 4 est pair, que 5 est impair, comme c'est par une propriété de nature que les bœufs sont ruminants, ou que tel bœuf est blanc. C'est par nature également que 12 se trouve divisible par quatre nombres diflerents de l'unité, ou que 13 ne l'est par aucun, qu'il est un nombre premier. Et les nombres premiers devaient d'autant plus facilement attirer l'attention que dans rétablissement de la numération c'étaient ceux que le procédé multiplicatif était incapable d'atteindre, ceux qu'il fallait rattraper ensuite par le procédé plus lent de la progression arithmétique de raison 1, et intercaler entre les produits déjà définis.
301. — L'étude de la division n'a donc plus du tout le même caractère que l'étude de la multiplication : au lieu de déterminer simplement des procédés de calcul qui sonttoujours applicables de la même façon, elle conduit à une spéculation théorique sur les propriétés intrinsèques, sur les qualités, de tel ou tel nombre pris en particulier, et indépendamment du choix d'un système de numération. Aussi, pour établir la base de la théorie de la divisibilité, le mathématicien va-t-il se trouver dans cette nécessité de recourir aux procédés de la méthode inductive, en ce qu'elle a de spécifiquement opposé à la déduction analytique par laquelle sont démontrées les lois de l'addition et de la multiplication. La constitution élémentaire, à l'avance définie, des entités numériques rendra seulement plus simple et plus sûr l'usage de la méthode. A ce titre, l'étude de la divisibilité, qui est à la base de la théorie des nombres, est un exemple privilégié pour l'analyse des différentes formes de l'induction.
Tout d'abord, l'induction se fait par énumération simple, et il
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sera facile d'oblonir des conclusions rigoureuses, en poussant rénuinr ration juscju'à l'oxliauslion des éléments à considérer. Par cxem|)le, si nous envisageons le nombre 137, nous pourrons sans peine épuiser la liste de ses diviseurs possibles, en essayant tour t'i tour les nombres inférieurs ou égaux à ^137, c'est-à-dire les entiers au dessous de 12. Si le résultat est négatif, nous dirons que 137 est premier. En un sens 137 est bien un pur objet intellectuel, une création a priori de l'esprit; mais en un autre sens nous ne connaissons pas a priori sa nature, et, pour savoir s'il est divisible ou non, nous devons procéder par une série de tAtonnements analogues à la recherche expérimentale, par une enquête a posleriori. L'expression classique de crible (d'Eratosthènes), par laquelle on désigne le procédé pour éliminer, dans une suite de nombres naturels donnés : 1, 2, 3... n, tous les multiples des nombres premiers successifs inférieurs à v"i marque d'une façon heureuse le caractère instrumental et physique de l'opération.
L'enquête expérimentale a pour objet d'établir des lois. Ces lois seront-elles le résultat d'une généralisation empirique, ou la conséquence d'une nécessité qui relie les caractères intrinsèques des choses? Les exemples empruntés à la théorie des nombres sont ceux qui mettent le mieux en lumière la difficulté de passer d'une conception à l'autre. Ainsi, en réponse à une « conjecture » que lui avait soumise Goldbach, Euler énonce, comme un fait certain, quoiqu'il n'ait pu en avoir la démonstration, que tout nombre pair est une somme de deux nombres premiers*. Par exemple, de 30 à 40, on a :
La proposition, connue sous le nom de théorème empirique de Goldbach, n'a pas encore été démontrée; mais elle n'a pas été démentie non plus. A mesure que la vérification empirique sera poussée plus loin, la tentation sera plus grande de faire fond sur la régularité des résultats pour escompter l'existence
1. Lettre cTEuler du 30 juin 1742, apud Correspondance mathématique et physique, éd. Fuss, t. I, 1843, p. 135 (La lettre de Goldbach se trouve p. 127).
dune loi naturelle; et pariois, nous devons bien le reconnaître, il y a une probabilité assez grande pour qu'on puisse, au besoin, tirer d'une telle proposition des conséquences qui auraient une chance sérieuse d'être vraies'.
Mais cette apparence de régularité peut être trompeuse ; et l'exemple d'un mathématicien tel que Fermât est trop significatif à cet égard pour ne pas être rapporté ici. Il écrivait à Frenicle : « Je suis quasi persuadé que tous les nombres progressifs augmentés de l'unité, desquels les exposants sont des nombres de la progression double, sont nombres premiers, comme
et le suivant de 20 lettres
18 446 744 073 709 551 617 ; etc.
Je n'en ai pas la démonstration exacte; mais j'ai exclu si grandes quantités de diviseurs par démonstrations infaillibles, et j'ai de si grandes lumières, qui établissent ma pensée, que j'aurais peine à me dédire-. »
Lorsque Goldbach attira l'attention d'Euler sur cette proposition que Fermât croyait vraie, sans en avoir pourtant la preuve, Euler lui répondit immédiatement que, sûrement, la recherche
inductive n avait pas été poussée jusqu'à la forme 2 H- 1 ;
1. C'est ainsi que Joseph Bertrand utilise dans un de ses Mémoires « un postulatum relatif aux nombres premiers, qu'il s'est contenté de vérifier à l'aide des tables jusqu'à la limite 6 millions, sans toutefois chercher à le démontrer ». (La proposition a été d'ailleurs établie depuis). Darboux, Éloge de J. Bertrand, décembre 1901, apud Bertrand, Éloges académiques. Nouvelle série, p. xxv.
2. Lettre écrite vers août 1640, édit. Tannery-Henry, t. II, p. 206. Cf. Lettre à Pascal du 25 septembre 1654, Œuvres de Pascal, t. III, 1908, p. 418 : « Au reste, il n'est rien à l'avenir que je ne vous ^communique avec toute franchise. Songez cependant, si vous le trouvez à propos, à cette proposition :
Les puissances carrées de 2, augmentées de l'unité, sont toujours des nombres premiers.
Le carré de 2, augmenté de l'unité, fait 5, qui est nombre premier.
Le carré du carré fait 16 qui, augmenté de l'unité, fait 17, nombre premier.
Le carré de 16 fait 256, qui, augmenté de l'unité, fait 257, nombre premier.
Le carré de 256 fait 65 536, qui, augmenté de l'unité, fait 63 537, nombre premier. Et ainsi à l'infini.
C'est une propriété de la vérité de laquelle je vous réponds. La démonstration en est très malaisée, et je vous avoue que je n'ai pu encore la trouver pleinement; je ne vous la proposerais pas pour la chercher, si j'en étais venu à bout. » ^' 3. Lettre du 8 janvier 1730, op. cit., 18.
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et, de fail, dès la forme 2^"-i- 1, 1 affirmation se trouve en diMaul, comme Eulcr s'en aperçut quelques années plus tard. Tandis
que 2- -f- 1,2" -h 1,2^ -1-1,2* -h 1 sont des nombres premiers, il se
trouve — (( je ne sais pourquoi {nescio qiio falo)^ » — que 2" -h 1 n'est pas un nomiu'e i)remier; « j'ai observé, en m'occupant de problèmes bien dilTérents, que ce nombre (4294 967 297) est divisible par 041. »
302. — Que l'anlicipalion intuitive ait risqué dégarer celui en qui Pascal voyait « le premier homme du monde », c'est, à coup sûr, ce qui peut le mieux suggérer aux profanes l'idée de la difficulté que présentent dans ce domaine les démonstrations déductives, et de la diversité des méthodes qui doivent être utilisées à cet égard.
Parmi ces méthodes, nous relèverons celle qui nous paraît caractériser avec le plus de netteté la spécificité de la théorie des nombres par rapport à la conception commune de l'arithmétique : c'est celle que Fermai appelle descente infinie ou indéfinie. Par exemple, pour faire la preuve de ce théorème : « tout nombre est carré ou composé de deux, de trois ou de quatre carrés », Fermât établit « que, si un nombre donné n'était point de cette nature, il y en aurait un moindre qui ne le serait pas non plus, puis un troisième moindre que le second, etc., à l'infini ; d'où l'on infère que tous les nombres sont de cette nature-». Cette inférence est le véritable raisonnement par récurrence. Comme la déduction progressive qui est le ressort de r « induction complète », elle implique la considération de l'infini ; mais l'infini ne s'y trouve manié que sous forme négative, pour aboutir à une forme de réduction à l'absurde. Un tel raisonnement ne dépasse donc pas l'usage que les anciens faisaient de l'infini; et de fait, comme Gennochi l'a reconnu ^ il a été employé par Euclide. Pour démontrer que tout nombre composé A comprend parmi ses diviseurs un nombre premier B, Euclide fait voir qu'autrement le nombre A aurait une infinité de diviseurs, toujours plus petits les uns que les autres*. Conclusion
1. Observaliones de theoremate qiiodam Fermaliano, aliisque ad numéros prlmos spectaniibus (1732). Gommentarii Academiae Scientiarura Imperialis Petropolitanœ, t. VI, Saint-Pétersbourg, 1738, p. 104.
2. Relation des nouvelles découvertes en la science des nombres, h Carcavi (août 1630). édit. Henry-Taiiuery, t. II, p. 433.
3. Annali di scienze mathemaliche e lisiche, Rome, t. VI, 183o, p. 306. Cf. Vacca, Revue de métaphysique, 1911, p. 2.53.
VII, 31, édit. Heiberg, t.' II, p
dont un Scoliaste donne ce commentaire intéressant : « Dans les nombres entiers il n'y a pas d'infinité dans le sens de la diminution ; car la série décroissante des nombres s'achève à l'unité qui est la commune mesure et le premier de tous les nombres » :
EV àptOfi-oTç yàp aTirsipta xaxà to aXar-rov oùx Icxi • TceTrspaTcovTat yàp o'i àpiO|J.oi xocTa xrjv [i.ovaSx, v]T'.ç £7x1 xoivôv tkxvxcuv as'xpov xa\ ttowxov '.
LA THÉORIE DES FRACTIONS
303. — Pour les philosophes qui assimilent le raisonnement mathématique à la déduction analytique, la constitution de semblables doctrines a un caractère paradoxal. La théorie des nombres, dont nous venons de rappeler les plus simples éléments, est une spéculation qui n'a d'autre but, selon la célèbre expression de Jacobi, que l'honneur de l'esprit humain; l'on rapporte, écrit M. Félix Klein, que Kummer a dit un jour que la théorie des nombres était la seule branche pure de notre science, non souillée encore par le contact avec les applications ^ Or cette spéculation abstraite se développe suivant le rythme d'une science naturelle; les vérités s'y découvrent et s'y établissent par une méthode qui est effectivement, comme liermite l'avait montré ^ une méthode d'observation, tandis qu'au contraire l'arithmétique vulgaire, sortie de la pratique et développée en vue de la pratique, a conservé l'allure d'une construction déductive où l'esprit crée lui-même ses concepts et pose a priori les lois de leurs relations.
Le paradoxe s'évanouit si l'on considère que l'addition ou la multiplication vont dans le sens des procédés qui engendrent les nombres, que la division est orientée dans une direction opposée à cette synthèse constitutive. Elle suppose donc que cette synthèse est déjà accomplie, que les nombres seront des entités constituées, susceptibles d'être présentées comme des réalités naturelles et auxquelles il y aura lieu d'attribuer tel ou tel prédicat. La méthode par laquelle se justifieront ces jugements d'attribution ne doit donc pas différer des procédés par lesquels nous cherchons à pénétrer la structure des objets que l'univers nous fournit; ou plutôt toute la différence est dans la précision et la rigueur des applications
Conférences de Chicago (1893), Ir. Laugel, 1898, p
3. Voir en particulier la note insérée dans le Mémoire de Ghevreul : Distribution des connaissances humaines, etc. (Mémoires de l'Académie des Sciences, Nouvelle collection, t. XXXV, 1866, p. 529).
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i|ni foiil <lo la lli(''()iie des nombres le inod(Mc des sciences naliireiles.
Mais aussi, et en vertu de la supposition fondamentale qui est inhérente à la théorie des nombres, l'élude de la division n'est pas épuisée dans celle spéculation abstraite sur les relations de dividende h diviseur. D'ailleurs les nécessités de la pratifpie invitent l'esprit humain à s'cnii^ager dans une voie dillérente, qui lui permettra d'opérer avec succès là môme où une exacte division en nombres entiers n'est pas possible.
304. — Ici encore, par rap[)orl h la soustraction, la division présente un avantage qu'il est important de mettre en lumière. Soustraire 17 de 5 est une opération qui, par elle-même, ne présente aucun sens et qui, tant qu'on demeure dans la sphère des entiers positifs, semble être au delà du possible. La division de 17 par 5 n"a pas, si l'on pont ainsi parler, le même caractère d'impossibilité. Sans doute le résultat n'en peut être indiqué avec exactitude; du moins aperçoit-on qu'il devrait être intermédiaire entre les résultats de deux autres divisions. Si 17 est à diviser par 5, c'est plus que 13 et c'est moins que 20. Le résultat est donc à la fois plus grand que 3, et plus petit que 4. Des inégalités auxquelles conduit la considération de ce dividende intermédiaire entre les dividendes 13 et 20, on passe ainsi à un nouveau type d'inégalité, dont les termes extrêmes seraient les quotients 3 et 4, c'est-à-dire deux entiers consécutifs; et entre ces deux formes d'inégalité l'analogie est toute naturelle pour la pensée dégagée de toute considération spéculative sur l'absolu des nombres. H y a plus : dans ces dernières inégalités on trouve des différences à marquer. Le résultat de la division par 5 de 16 ou de 17, de 18 ou de 19, apparaît comme devant être plus grand que 3 et plus petit que 4; pourtant, on soupçonne qu'il ne sera pas le même, puisque le reste de la division est successivement : 1, 2, 3 et 4. 11 s'introduit ainsi, de par la considération des entiers successifs, de nouvelles inégalités à l'intérieur de l'inégalité principale, des rapports croissants de grandeurs qui forment une sorte de progression à l'imitation de la progression des nombres entiers. On pourrait pousser plus loin encore l'analyse; car jusqu'ici nous avons considéré des restes en relation avec un même diviseur; mais la pratique de la division nous met nécessairement en présence du cas inverse, où ce n'est plus seulement le dividende, mais aussi le diviseur qui varie.
Il suffit d'avoir montré que, sans introduire dans notre langage d'autres termes que des nombres entiers, nous pouvons
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concevoir difTérentes espèces de rapports comme conséquences naturelles de la division que nous devons effectuer sur des nombres. En fait, ces rapports entre restes et modules fournissent la matière d'une théorie comme celle des congruences.
305. — Or, une fois que ces différents rapports ont été conçus, l'idée de fraction est-elle acquise? n'y aurait-il plus pour constituer la notion de fraction qu'à créer une expression symbolique de ce rapport? Par e.Kemple (2 : 3) désignera le résultat idéal d'une division non effectuée; et si nous décidons de fonder sur cette combinaison de signes un calcul comparable au calcul des unités numériques, nous pourrons poser le postulat suivant : (2 : o) X 5 ^ 2; d'où nous pourrons déduire, en nous appuyant sur les rapports des opérations dans l'arithmétique élémentaire, les règles des opérations relatives à ces expressions nouvelles.
On aurait ainsi justifié le calcul des fractions. En etîet, comme le dit M. Riquier. « le point de vue arithmétique... conduit exactement aux mêmes règles que le point de vue physico-arithmétique auquel on se place presque toujours ». Et il ajoute : « Bien qu'en fait la notion de fraction ait sa source incontestable dans la recherche d'un procédé commode pour mesurer les grandeurs concrètes, on peut lui assigner, comme origine logique, la recherche d'une commodité analytique K »
Du point de vue où nous nous sommes placé, nous tirerons de ces remarques une conclusion contraire à celle de leur auteur. Pour nous l'arithmétique des nombres entiers est déjà une discipline physico-arithmétique, et c'est ce qui en fait la valeur de science. Dès lors, si nous voulons conserver cette valeur, nous devons maintenir dans le domaine des fractions le même ordre de connexion que dans le domaine des nombres entiers, et concevoir qu'aux transformations mentales effectuées sur les expressions fractionnaires correspondent des transformations effectuées sur les choses elles-mêmes.
306. — Nous n'avons pas besoin d'insister sur le caractère de ces dernières transformations, le mol même de fraction suffit à en indiquer la nature élémentaire. Il y a une foule d'objets qui se présentent avec cette double propriété que chacun d'eux constitue une individualité unique et qu'il est susceptible d'être brisé en un certain nombre de parties. Lorsque la division mentale ne donnerait, à suivre les lois qui régissent les nombres
1. De l'idée de nombre considérée comme fondement des sciences mathématiques. Revue de métaphysique, 1893, p. 348.
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cnliors, aucun moyen d'opérer un partage exact, une opération manuelle permet d'oljlenir avec un seul obj(^t un nombre déterminé de nouveaux objets, et la répartition s'accomplit sur ces objets nouveaux : chaque partie devient une part. Sans doute, si les unités entières qu'on avait d'abord posées étaient des entités métapiiysiques, si le nombre était un absolu, la résolution d'une unité en parties aliquotes serait une contradiction dans les termes. Mais, puisque le nombre est une réalité mentale correspondant à une réalité physique, il serait étrange que l'esprit de rhomme se laissât arrêter par l'instrument même qu'il s'est forgé, qu'il se refusât à suivre les transformations dont ses yeux sont témoins et à les traduire dans un réseau parallèle de transformations mentales. A la réalité physique du fractionnement correspondra la réalité mentale de la fraction. De nouveau, par conséquent, la connexion va s'établir entre le dynamisme de l'intelligence et les données de l'expérience. Certes, le calcul des fractions n'est pas de nature empirique; l'expérience ne nous apporterait pas l'homogénéité des objets nouveaux que nous obtenons comme résultat matériel du fractionnement. C'est par un élan de l'esprit, et qui a la valeur d'une véritable découverte, que nous assimilons ces objets aux unités du calcul arithmétique, que nous leur appliquons les modes de combinaison valables pour les nombres entiers. Mais, grâce à l'expérience, la fonction externe de coïncidence s'ajoute à la fonction de connexion interne ; des combinaisons de symboles abstraits deviennent des vérités. Ce n'est pas par convention, c'est effectivement, matériellement aussi bien qu'intellectuellement, qu'une unité numérique, partagée en cinq parties, sera considérée comme cinq cinquièmes^. Entre ces cinquièmes on établira les mêmes rapports qu'entre les nombres entiers, en particulier les rapports d'addition et de soustraction. De plus, chacun de ces cinquièmes, étant traité comme unité, pourra être à son tour le point de départ d'un fractionnement semblable; une nouvelle unité fractionnaire naîtra, qui sera par rapport au cinquième ce que le cinquième lui-même est par rapport à l'unité primitive. 11 faut cinq de ces unités nouvelles pour faire un cinquième; dès lors, on devra prendre cinq fois cinq de ces unités nouvelles, ou vingt-cinq unités, pour refaire l'unité primitive; chacune de ces unités nouvelles est un vingtcinquième.
1. Voir sur ce point les réflexions de M. Guillaume, Revue générale des sciences, 1906, p. 877.
Nous pourrons donc poser les égalités suivantes, 1 25
ou
c'est-à-dire que nous retrouvons le principe fondamental auquel nous avait conduit la considération des rapports entre reste et diviseur. 11 n'y a pas deux sortes différentes de combinaisons, les unes que nous expérimentons sur les fragments d'objets, les autres que nous formons sur les expressions abstraites nées du symbolisme opératoire; mais c'est une même idée que nous apercevons à travers deux aspects différents, ou plus exactement ce sont ces deux aspects dont la synthèse constitue Tidée.
l'extension de la vérité ARITHMÉTIQUE
307. — Si simples qu'elles soient, les démarches par lesquelles se justifient à titre de vérités scientifiques les principes du calcul des expressions fractionnaires, sont importantes à bien interpréter; car elles marquent, nous l'avons déjà vu en examinant l'évolution de l'arithmétisme, un tournant décisif dans l'orientation de la philosophie mathématique.
Ou Tarithniétique, constituant les nombres par la voie de l'addition ou de la multiplication, crée des objets dont il est permis d'affirmer la réalité intrinsèque et qui deviennent des limites pour linvestigation: le nombre naturel est une somme ou un produit d'unités qui sont d'une façon absolue des éléments, comparables aux atomes de Démocrite.
Ou la connexion entre les concepts et les objets, entre le cours de la pensée et le cours des choses, qui a donné naissance à la science des entiers positifs, n'est que la forme initiale de la connexion que la mathématique établit entre les combinaisons idéales et les données de la perception; et, alors, en passant du calcul des entiers au calcul des fractions, en substituant la notion fondamentale du rapport à la notion fondamentale de Vêlement, on a élargi la base de la science sans lui rien faire perdre de sa vérité. De l'entier positif aux formes généralisées du nombre, il y aura progrès et non déchéance.
Dans la première conception la justification des opérations fondamentales sur les nombres est plus directe et plus simple, elle a une allure plus dogmatique; mais, et précisément en raison de cet avantage, les difficultés doivent apparaître et se multiplier à mesure que les recherches scientifiques se déve-
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lopitent. Dès le calcul des expressions fractionnaires, le malhémalicien se croira tenu de sacrifier h la commodité logique la réalité des objets auxciuels s'ap[>liquent les formes opératoires de combinaison. Sous prétexte de satisfaire à un idéal de rigueur verbale, il s'enfermera dans un monde de symboles arbitraires; il se contentera île feindre lorsqu'il pourrait savoir, il n'aura plus qu'un jeu fonuel là où il devrait viser à une vérité pleine.
Pour comprendre la science comme science, il faut renoncer à l'économie il écriture, qu'on a baptisée économie de pensée. Les lois des opérations mathématiques ne perdent ni en clarté, ni en précision, parce qu'on rompt avec cette convention quelque peu puérile de sous-enlendrc l'etTort d'invention par lequel ces lois se sont constituées, parce qu'on cesse de fermer les yeux sur l'analyse préalable qui donne leur signification aux combinaisons idéales de la mathématique, et les élève à la dignité d'un savoir vrai.
308. — Nous conclurons donc : si la science des entiers positifs met en lumière avec une clarté et une simplicité singulières la connexion entre les lois de la pensée el les modes de composition ou de décomposition des objets réels, ce n'est pas cette clarté et cette simplicité qu'il convient de retenir comme si elles étaient les caractères essentiels et comme si elles devaient marquer les limites de la pensée mathématique. Au contraire, il faut faire fond sur cette connexion qui s'est manifestée dans l'aritiimétique élémentaire, pour comprendre l'élargissement croissant des horizons que s'ouvrent les inventions de plus en plus complexes et raffinées des savants, et, d'autre part, le secours que ces inventions ont trouvé dans une attention toujours plus scrupuleuse aux conditions de la vérité scientifique.
Avec le calcul des expressions fractionnaires, il apparaît que l'arithmétique conduit, non à la formation d'une spéculation philosophique qui interdirait à l'intelligence de remporter une victoire plus complète sur la nature, mais à la création d'une technique nouvelle, capable de résoudre les problèmes que le calcul proprement arithmétique laissait sans solution. Pas plus que l'intelligence ne s'épuise dans la représentation des unités discrètes et définies qui forment la matière du calcul des nombres entiers, l'univers ne se réduit à un ensemble d'objets distincts qu'il suffirait de juxtaposer et de compter pour atteindre les sources vives de la réalité. L'observation montre à quel point sont transitoires et factices, dans Tordre de la matière et même dans l'ordre de la vie, les formes d'agrégats qui donnent à telle
OU telle chose l'apparence d'un individu autonome et simple. L'application de l'arithmétique pure à la nature est un coup d'essai que tente la pensée humaine ; elle obtient une première approximation. Le calcul des fractions, qui est un effort déjà plus complexe et plus heureux, est une seconde approximation. Or, le succès, en quelque sorte illimité du fractionnement, montre que la réalité est encore au delà du fractionnement. Par les entiers positifs et par les fractions nous n'avons fait que suivre la pente de la moindre action intellectuelle; nous avons abstrait de l'univers ce qui était accessible à une intelligence qui ne se sentait bien assurée que de ses démarches élémentaires; nous étions dans l'espace, sans avoir encore la force d'aborder de face la réalité spatiale avec toutes ses conditions et toutes ses propriétés. Mais nous essaierions en vain de nous masquer à nous-mêmes cette faiblesse comme si elle était une supériorité, comme si c'était élever la dignité de l'arithmétique que de transformer ses objets en pures entités logiques, soustraites au contact de la réalité, déracinées par suite de leur vérité. Puisque c'est le contact avec le réel qui a fait de l'arithmétique une science au sens propre, au sens complet du mot, il faut étudier dans leur généralité les lois de ce contact, en reprenant à sa base même le processus d'activité intellectuelle par lequel se constitue la réalité.
CHAPITRE XXII LES RACINES DE LA VÉRITÉ GÉOMÉTRIOUE
309. — A commencer par Gauss', la plupart des mathématiciens du XIX'' siècle ont établi une séparation radicale entre l'arithmétique et la géométrie. La première aurait une vérité du type logique, dérivant de la pensée abstraite; la seconde une vérité du type physique, qui s'appuie sur l'expérience. La preiiuère appartiendrait au groupe des mathématiques pures; la seconde au groupe des mathématiques appliquées.
Pourtant, quand on y regarde de près, il semble bien difficile de maintenir à l'intérieur même des mathématiques la distinction d'une partie pure et dune partie appliquée.
Si les analyses précédentes sont exactes, rien ne répond moins que l'arithmétique à l'idée d'une discipline constituée par la seule mise en œuvre du procédé déductif. La mathématique pure, au sens rigoureux du mot, serait une promotion de la logique formelle; elle se bornerait à traiter de renchaînement des propositions, sans considérer leur vérité, ou même leur signification intrinsèque. Sa caractéristique serait, suivant M. Russell, « qu'on n'y sait ni de quoi on parle, ni si ce qu'on dit est vrai - ». Une telle discipline pourra, sans doute, être tirée par abstraction de la mathématique positive; elle ne saurait s'y substituer sans que la science dégénère en une symbolique toute verbale. D'autre part, si l'on veut chasser toute équivoque, il convient de parler d'applications des mathématiques plutôt que de
1. Voir le passaj^e d'une lettre à Bessel du 9 avril 1830, que Kronecker cite en l'approuvant (Ueber den Zahlbegriff in philosophische Aufsâke Ediiard Zellcr gewidinet. op cit., p. 26o, note 2) : « Wir niùssen in Deniuth zugebcn, dass, wenn die Zahl bloss unsers Geistes Product ist, der Uaum auch ausser unserm Gciste eine Realitiit hat, der w\t a priori ihre Gesetze nicht vollstàndig vorschreiben kônnen. » (Gauss, Werke, t. Vlll, Gôttingcn, 1900, p. 201).
2. « Thus mathemalics inay bc defined as the subject in which we never know \vhat \ve are talking about, nor whelher wbat we are saying is true. » International monthly, 1901, p. 84.
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mathématiques appliquées; et les applications demeureront, par définition, extérieures aux mathématiques elles-mêmes. Les nécessités de la vie commerciale, la répartition des terres, les expériences du physicien, du biologiste ou même du psychologue, les observations statistiques du sociologue, les spéculations du joueur, du météorologiste ou du philosophe sur la probabilité, conduisent à mettre des problèmes en équations; ils suggèrent ainsi de nouvelles questions, et provoquent des solutions positives; mais la découverte et la démonstration de ces solutions relèvent de la mathématique proprement dite.
Déjà, en nous efforçant de saisir les caractères spécifiques de cette mathématique dans les opérations élémentaires de l'arithmétique, nous avons été amené à écarter les idoles de Févidence logique et de l'évidence sensible, à fonder la réalité du savoir sur une adaptation réciproque de l'expérience et de la raison, qui fait de l'expérience une intelligence en acte, qui assure à la raison la possession des choses. Peut-être cette conclusion nous permettra-t-elle d'aborder d'un esprit plus libre et sur une base plus large l'étude de la vérité géométrique. Nous n'aurons pas à décider que cette vérité est ou a priori ou a posteriori, comme si l'espace devait être déduit tout entier des lois de la pensée ou reçu tout entier à titre d'intuition empirique, comme s'il était nécessaire d'en épuiser les caractères dans un système unique de déterminations. Notre tâche sera de suivre, dès son point d'attache avec la réalité, le mouvement spontané de l'intelligence qui a créé l'être spatial, et de définir entre le monde abstrait de la logique et l'univers concret de la physique la place qui appartient à l'objet de la géométrie.
Section A. — Création de l'espace euclidien.
ORDINATION DU MILIEU DE l'aCTION
310. — Le premier problème serait de fixer le point de départ de notre analyse. Il est clair qu'il n'y a pas d'autre perception effective de l'espace que celle des corps qui le remplissent; et que la perception des corps a pour contenu des sensations, en particulier des sensations visuelles et tactiles.
Or, ces sensations sont-elles données comme étendues? La question est de celles que les psychologues discutaient avec le plus de passion, il y a quelque trente ans. On ne rencontrera guère de contestation aujourd'hui en remarquant qu'elle était
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mal posée. Nous ne réussissons pos, en efl'et, à nous représenter, solides données lacliles, soil des données visuelles, qui seraient inélendiies, ou [)lus, généralement même, à imaginer un élément d'exj^érience qui serait en dehors de l'espace. Il n'y a pas plus de contraire ù l'idée d'espace qu'à l'idée d'expérience; il ne peut y avoir de contraire qu'à certaines déterminations de l'étendue. Kn lait, lorsqu'on prétendait que les données immédiates de la conscience sensible étaient inétendues, on voulait dire seulement ((u'elles n'étaient pas d'elles-mêmes ordonnées dans un milieu homogène et continu; et, une fois explicitée, la thèse est à peu près évidente. Seulement, elle cesse d'exclure ce que l'on prenait pour la thèse opposée, à savoir que les sensations de tact ou (le couleur sont étendues à leur manière.
Les couleurs sont des taches sans forme définie, sans orientation, sans place fixe. Nous les concevons par comparaison avec les phosphènes errant devant les yeux qui se sont laissés éblouir par le soleil; il ne nous est pourtant pas possible de nous représenter des taches qui n'aient pas un rudiment d'étendue, pas plus qu'il ne nous est possible de nous représenter des sensations tactiles qui n'olTriraient pas une sorte d'intensité massive, inséparable de l'étendue.
Sans doute, puisque ces sensations n'apportent avec elles aucune juxtaposition, aucun ordre de connexion, nous ne pourrons, semble-t-il, pour les relier entre elles, recourir qu'aux formes d'association entre images, et nous les verrons défiler dans ce tourbillon interne qui s'appelle continu psychologique. Mais ce continu psychologique n'existe, à vrai dire, que pour le psychologue lui-même; il naît de l'attitude abstraite qu'il adopte en eifaçant un à un les divers objets de sa pensée et en évoquant par une sorte de divination l'image d'une cœnesthésie primitive. En fait, les variations de la vie consciente sont inséparables des efforts musculaires et des mouvements que l'être accomplit. Or l'action d'un être intelligent constitue naturellement une série de moments qui présentent un rapport nécessaire de subordination : s'armer pour la chasse, courir en plaine, tirer sur le gibier, le ramasser et le ramener. Les notions de connexion logique, d'ordre irréversible, sont donc impliquées dans la notion de l'action. C'est notre action qui sous-tend aux états de conscience un réseau d'objectivité : la donnée visuelle constitue l'objet lorsqu'elle s'accompagne de la donnée tactile, lorsqu'au terme du mouvement pour s'emparer de l'objet les muscles des yeux amènent la convergence et l'accommodation des rayons visuels, et nous fournissent ainsi des images en cor-
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relation avec les images tactiles. La satisfaction d'atteindre le but est liée à la représentation d'un faisceau de sensations tactiles et visuelles; et ce faisceau, en tant qu'il est précisément le but atteint par opposition aux moyens mis en œuvre, aux mouvements volontaires qui ont été effectués, c'est Vobjet. Plus nous deviendrons capables de varier et d'assouplir les mouvements de notre corps, plus nous aurons, pour les différents besoins de notre organisme, à nous approprier, à déplacer, à manier des choses différentes, et plus nous apprendrons à reconnaître les choses comme points de repère fixes. Ces points de repère, à l'occasion d'un nouveau contact ou d'un nouveau spectacle, rappellent dans la mémoire les faisceaux déjà éprouvés, évoquent par association ce que nous pouvons voir ou toucher à k suite de tels mouvements ; ils finissent par se détacher de telle ou telle expérience particulière où ils ont été donnés d'abord ; ils deviennent pour l'esprit la réalité permanente qui est dans sa substance l'univers lui-même, et qui apparaît à l'imagination métaphysique comme la source d'où proviennent les sensations de lumière, de pression, de température, de son, etc.
LA VUE DU CONTACT ET LA PRATIQUE DU DESSIN
311. — L'analyse dont nous venons d'indiquer les traits principaux, et qui, aujourd'hui, ne soulève plus guère de difficulté, doit nous rendre ce service de marquer avec précision le stade où, pour la première fois, s'introduira dans l'esprit un principe de vérité, qui fera de la considération des objets étendus la matière d'une science. Il ne s'agit pas, à proprement parler, de l'espace lui-même : la notion abstraite du contenant n'est pas encore formée. La pensée ne s'attache qu'au seul contenu. Elle a devant elle des objets. A chacun d'eux elle a fait correspondre un jugement d'existence; et c'est ce jugement d'existence (sur lequel nous nous sommes appuyés dans le chapitre précédent) qui est l'unité du calcul numérique. Mais l'attention peut accomplir ici un nouveau progrès ; par l'analyse même que nous venons de résumer, nous pressentons que le concours de la vue et du toucher la sollicite naturellement à se fixer sur les arêtes qui tout à la fois marquent les divisions de la surface visuelle et, du moins dans les corps solides, procurent des impressions d'une intensité spéciale aux mains qui les parcourent. Un objet apparaît alors comme un contour; et c'est précisément la considération du contour qui va donner occasion à la pensée de proclamer
LA VUE DU CONTACT ET LA PRATIQUE DU DESSIN
le i)rinci[)e de vérité qui csL à la base de la spéculation géométrique.
L'hori/.on visuel est beaucoup plus étendu que Thorizon tactile ; c'est aux données <le la vue qu(; nous avons recours pour nous instruire du contour des objets. Or il suffît que ces objets se déplacent, ou que nous nous déplacions nous-mêmes, pour qu'aussitôt tous nos jugements sur la forme et la grandeur des objets se modifient. Les données immédiates de la vue seront donc pour nous une perpétuelle occasion de trouble et de confusion, à moins que l'activité de la pensée intervienne, que par une forme nouvelle de synthèse entre la vue et le toucher elle nous apporte le droit de ne pas en croire nos yeux, d'affirmer la permanence et la fixité du contour en dépit de l'expérience immédiate.
Cette synthèse, ce sera, si l'on peut dire, la vue du contact; ce sera le jugement constatant la coïncidence entre le contour superficiel d'un objet considéré et le contour d'un second objet qu'on applique sur le premier. Quelles que soient les variations dans la grandeur apparente et dans l'aspect de la chose, du moment qu'elle est capable de s'appliquer sur le même objet, elle demeure ce que l'on aperçoit d'elle lorsqu'on la place à la distance de la vision distincte, qui est aussi celle où le toucher s'exerce le plus commodément ; et la preuve en serait qu'elle s'appliquera de nouveau avec exactitude sur l'objet avec lequel elle a une première fois coïncidé. L'indéformabilité du contour est la pierre angulaire de la spéculation géométrique, pourvu qu'on sache y voir, non point du tout une propriété de l'espace ou une hypothèse sur l'espace, mais une condition d'ordre intellectuel qui servira pour constituer la représentation de l'espace. Le rôle qui revient à l'indéformabilité du contour est de dégager, en opposition avec les incessantes modifications dans les dimensions apparentes des corps, la relation fondamentale de la coïncidence ; cette relation va prendre racine dans l'activité concrète de l'homme, et devenir, comme la relation de correspondance, l'origine d'un travail fécond et déjà scientifique.
312. — Parmi les pratiques manifestant cette pensée naissante de la géométrie (et nous entendons ici la géométrie métrique plane), la plus significative nous paraît être la pratique du dessin, dont nous savons d'ailleurs qu'elle remonte aux époques les plus reculées que la préhistoire peut éclairer. Ce qui nous intéresse dans le dessin, c'est qu'il comporte, précisément comme l'acte d'échange auquel nous avons attribué un rôle essentiel dans le développement de l'arithmétique, un perpétuel effort de vérifica-
lion. Les jugements fondés sur Tintuition visuelle ne sont que des approximations, maintenues en quelque sorte dans le vague par les jeux incessants de la perspective, tandis qu'en appliquant le dessin sur l'objet dont on a voulu reproduire l'image on s'aperçoit facilement de l'erreur commise, et on se rend capable de la rectifier.
Quelque paradoxal que soit un pareil énoncé, ce n'est pas en contemplant l'objet que l'on est arrivé à poser comme règle de vérité l'immutabilité du contour, c'est en agissant pour en reconstituer artificiellement l'aspect. Dans l'évolution du dessin chez les enfants, ou aux époques d'art primitif, on remarque comme la préoccupation du contour fixe entraîne une résistance, volontaire ou involontaire, à la représentation de la perspective. La main proteste contre l'œil, et veut restituer aux objets leur grandeur vraie, jusqu'à ce que l'esprit ait réussi à conférer une sorte de vérité au jeu des apparences, et à faire une science des illusions de la perspective.
Nous voici au point décisif où vont cesser enfin les embarras et les confusions : la pratique du dessin implique la nécessité de ranal3'se. L'intuition peut se borner à prendre d'ensemble et dans une synthèse vague une idée de l'objet; le dessin exige que l'on procède trait par trait. Ainsi, et en vertu d'une condition qui s'impose inconsciemment à la main de l'artisan, il met la pensée en possession de l'élément scientifique. Pour une philosophie de l'intuition statique, chez un Aristote, la géométrie est le type de la science abstraite : elle part du volume, dépouillé de la profondeur qui en faisait la réalité, afin d'atteindre la surface; de la surface elle va, par un procès analogue d'appauvrissement, jusqu'à la ligne et jusqu'au point. Pour l'intellectualisme au contraire, la géométrie est une étude d'actes positifs et concrets. L'acte élémentaire est le trait, et l'acte s'accompagne immédiatement d'une image : la ligne tracée d'un trait. Quand cet acte est accompli pour lui-même, affranchi du désir d'imitation qui a donné l'essor à la pratique du dessin, la pensée géométrique a pris naissance.
Suggérée sans doute par la représentation des qualités concrètes, elle est autre chose qu'une représentation schématique; elle est production de schème, méthode créatrice, faculté de construire comme disait Kant; par quoi il convient d'entendre proprement, non pas la faculté de construire dans l'espace, mais la faculté de construire l'espace, la possibilité d'effectuer librement les tracés que l'on a conçus et de faire sortir ainsi l'intuition de l'action.
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.■{13. — Nous concevons dès lors l'élément initial à partir dnijucl nous pourrons suivre le (U'-voloppeinent progressif et synthétique de la science; c'est celui où limage est corollaire de l'acte et que nous désignerons comme acte-image.
Fondée sur la considération d'une relation élémentaire, l'analyse de la vérité géométrique aura une allure analogue à l'analyse de la vérité arilhméli(jue. Les problèmes que nous allons rencontrer ont donné lieu à de graves difficultés, parce que les théories ordinaires de l'espace, comme les théories ordinaires du nombre, ont soulVeri d'une économie mal entendue. On a ^oulu réduire l'espace à un terme unique, ou, tout au moins, à une l'orme simple et en quelque sorte impérative de synthèse; et, en ellet, de telles interprétations pouvaient paraître satisfaisantes, tant que la géométrie était enfermée dans le cercle des études euclidiennes. Mais cjuand il fallut suivre les mathématiciens du XIX'' siècle dans l'extension des méthodes géométriques, ces interprétations entraînèrent toutes sortes de discussions métaphysiques, et conduisirent la plupart des philosophes à cette attitude fâcheuse de contester la légitimité de disciplines qui avaient fait leur preuve de posilivité, ou tout au moins d'en diminuer la portée. Pour notre part, en fondant toute synthèse géométrique sur la dualité de l'acte-image, comme en fondant le nombre entier sur une relation de correspondance, nous espérons avoir décelé dans le germe même de la science la complexité nécessaire pour en expliquer la fécondité ; de telle sorte que nous pourrons accomplir en « terrain uni » la double tâche que nous nous sommes proposée, d'échapper aux difficultés qui sont issues de préoccupations extérieures au cours proprement dit de la science, et de nous faire une idée de l'intelligence qui égale l'ampleur et la divers'té des recherches géométriques.
LA LIGNE DROITE
314. — L'opération élémentaire qui doit fournir limage la plus simple est le trait. La main se pose quelque part, elle s'arrête quelque part; du point de départ au point d'arrivée, l'esprit n'a pas eu conscience d'une division ou d'un changement dans le mouvement accompli par la main. Il n'a donc pas eu de raison pour soupçonner que le tracé reliant les deux points ne soit pas une ligne uniforme et unique, une droite, pouvant servir à mesurer la distance. En fait, nous savons par quel détour la géométrie a été conduite à mettre en question l'évidence qui semble appartenir à l'unicité de la droite entre deux points ; et
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nous comprenons avec quelle facilité, avec quelle sécurité l'esprit devait se fier aux données de l'intuition.
Dans rétablissement des réalités initiales auxquelles se suspend le travail du savant, le principe de raison s'exerce toujours sous forme négative; à l'expérience est réservé le rôle positif. Que, dès le début de la spéculation géométrique, l'expérience soit intervenue d'une façon décisive, c'est ce qu'atteste la définition de la droite conservée dans le Parménide de Platon : « On appelle droite, la ligne dont le milieu est placé sur le trajet entre les deux extrémités*. » Cette définition n'est pas l'invention ingénieuse d'un théoricien; elle se réfère à la pratique. Afin de s'assurer de la rectitude de la ligne tracée, on s'arrange pour placer l'œil à l'extrémité de la ligne, comme fait le sergent pour « aligner » ses hommes. Une fois corrigées toutes les déviations que l'on a pu apercevoir, la ligne se réduit à un point, et elle est droite.
Encore une fois l'expérience est ce qu'elle est naturellement pour un être dont l'instinct spécifique est l'intelligence; elle est une activité vérificatrice. Une expérience comme celle que nous venons de décrire, confère une valeur de vérité à la liaison entre l'unité du trait et l'unité du tracé; elle constitue ainsi l'espace scientifique, l'espace qui sera, par exemple, l'objet de la géométrie projective. En môme temps, elle permet à la ligne de direction unique, à la droite, de devenir instrument de contrôle. Qu'on superpose la ligne, déjà droite pour l'œil, à la ligne dont on veut éprouver la rectitude : si aucune anomalie n'apparaît, celte nouvelle ligne devient droite à son tour. La rectitude, se communiquant alors de ligne à ligne, semble indépendante de l'opération initiale qui la fonde dans l'activité de l'esprit. Non seulement elle devient, comme on le voit par la définition d'Euclide, une propriété intrinsèque de la ligne, mais encore à cette possibilité d'amener les droites en superposition est liée la notion fondamentale de la géométrie en tant que science de la mesure : l'égalité. De même que la série des nombres naturels, à quelque moment qu'on l'interrompe, a un nombre, et est la mesure de toute combinaison numérique, de même la droite, à quelque moment qu'on en arrête le tracé, est une distance, et devient la mesure de toute distance.
1. 137 E : Kal \i.r,-i s-jO-j vî, o-j îv to (i;<7ov àasorv toïv isyi-:0'.^/ in'.nooabv/ r,.
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315. — L'opi'ratioii de la superposition est encore statique, elle reconnaît l'égalité d'éléments rectilignes, une fois mis au contact; mais elle est étrangère au déplacement qui les a amenés en contact. Pour constituer ce qu'on pourrait appeler l'étendue de l'espace, c'est-à-dire pour faire de l'espace un réseau de relations métriques où les diiTérents complexus de lignes soient compris avec la spécificité de leurs figures, il faut que l'égalité soit devenue en quelque sorte dynamique; et, pour cela, il faut faire intervenir le mouvement de rotation et le mouvement de translation. Comme Iloûel le remarque avec profondeur, « c'est par suite d'une confusion d'idées que plusieurs géomètres veulent bannir des éléments de la géométrie la considération du mouvement. [Le] mouvement géométrique qu'il faut se garder de confondre avec le mouvement dans le temps, objet de la cinématique, ne peut pas dépendre d'une autre science que de la géométrie pure ' ».
En dépit des efforts d'Euclide pour traduire sous une forme imaginative et réaliste, parallèle à la logique ontologique d'Aristote, le dynamisme intellectuel de la science, Timportance primordiale des mouvements est manifeste dans la géométrie d'Euclide. Dans le postulat IIl, qui permet de « décrire un cercle de tout centre et de tout rayon », nous avons eu déjà l'occasion de reconnaître un principe d'égalité mouvante : une droite tournant autour d'une de ses extrémités engendre une série de tracés successifs, jouissant de cette propriété qu'ils seront susceptibles d'être superposés les uns aux autres et qu'ils fourniront des images exactes d'eux-mêmes. On dira sans doute que ces lignes égales sont des rayons si on suppose la préexistence du cercle; mais, en fait, le cercle est engendré par la rotation de la droite autour d'une de ses extrémités supposée fixe. Il est donc vrai, suivant la formule célèbre qui est au début de Y Esprit des lois, qu'avant que les cercles fussent tracés les rayons étaient égaux; mais cela ne veut pas dire qu'on relie par là dans l'abstrait une essence et une propriété; cela signifie qu'on pose la condition de l'existence de l'objet : l'égalité des rayons, inhérente au mouvement de rotation de la droite génératrice, est constitutive du cercle.
1. Essai critique sur les principes fondamentaux de la géométrie, 2» édit., 1883, note II, p. 70. Cf. Couturat, Les principes, p. 191.
Du point de vue où nous nous sommes placé, et qui nous permet crengendrer la représentation géométrique de Tespace sans impliquer dans cette genèse la démonstration d'une nécessité logique, la notion cV angle se présentera naturellement à nous : il suffit qu'on retienne comme simultanées deux des positions successives que la droite a occupées au cours de sa rotation.
De la même façon, nous pouvons conférer un caractère positif à la notion de parallèles, en substituant à l'image des lignes parallèles l'acte générateur du parallélisme lui-même. Le processus de pensée est des plus simples à décrire. Ainsi, conformément à des indications déjà données par Bolyai ^ et par Méray -, M. Bourlet écrit. « Soit P un plan fixe, appelé plan de glissement et D une droite fixe de ce plan que nous nommerons glissière fixe. Soit, d'autre partyj, un plan mobile et d une droite de ce plan mobile, que nous appellerons glissière mobile. Si l'on place le plan p sur le plan P de façon que d coïncide avec D, on pourra faire glisser le plan mobile p sur le plan fixe P, de telle sorte que la glissière mobile d glisse sur la glissière fixe D. Tout point 772 lié invariablement au plan mobile p sera entraîné avec lui et sera animé d'un mouvement que nous nommerons mouvement de translation rectiligne. Nous avons donc bien défini de la sorte le déplacement de translation sans faire appel à la notion de parallélisme et en ne supposant au plan et à la droite que des propriétés qui sont admises dans n'importe quelle géométrie élémentaire. Nous dirons alors que deux droites D et D' sont parallèles si ce sont les deux positions successives d'une même droite dans un déplacement de translation rectiligne. Rien n'est plus facile que de représenter cela aux enfants sous une forme plus concrète. Le plan P c'est la planche à dessin, la droite D c'est le bord de la règle maintenue à plat sur la planche, le plan p est le plan d'une équerre, la droite d est le bord de cette équerre qui glisse le long de la règle ^. »
Par les conditions mêmes dans lesquelles s'opère ce déplacement rectiligne, il n'y a pas un grand effort à faire pour intervertir les rôles des deux glissières. L'extrémité initiale de la glissière que nous avons d'abord appelée fixe, parcourant successivement tous les points de la glissière d'abord appelée mobile,
Cf. Hoûel, op. cit., p
2. Nouveaux éléments de géométrie, Dijon, 1903, n° 38, p. 20.
3. Bulletin de la Société française de philosophie (séance du 21 mars 1907), 7° année, n° 6, p. 236.
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délormiiKM'a une série de parallèles, cl finaleinenl periiicltra d'élahlir à Taiilre cxlréniilé de la glissière mobile une nouvelle droite qui aura exaelement le caractère de la première glissière lixc. Le mouvement de translation rectiligne pourra être conçu comme s'accomplissanl alors entre deux glissières fixes; en vertu de l'homogénéité de ce mouvement, ou, plus exactement peutêtre, parce qu'il n'y a pas de raison d"y soupçonner aucune anomalie ou irrégularité, à chacun de ces points darrêt qu'il nous plaira de retenir dans ce mouvement, on obtiendra un quadrilatère dont les côtés non adjacents sont égaux et parallèles, on obtiendra le parallélogramme.
LE THEOREME DIT DE THALES
31G. — Nous voyons maintenant par quels degrés Tesprit se rend capable de constituer rexpérience arithmético-géométrique qui a fait de la science de la mesure spatiale la base d'une science universelle. La forme caractéristique de cette expérience se manifeste dans le « théorème de Thaïes ». 11 convient d'en rappeler ici les moments successifs.
Tout d'abord, on joint deux points pris sur les deux côtés BO, CO d'un angle; on déplace parallèlement à lui-même et dans le sens du sommet O de l'angle, le ° Bv,b,b„b,„b„b, b segment ainsi tracé, de façon à obtenir une Kg. 13.
série de segments de plus en plus petits
(fig. 13). Il nous est loisible de ne retenir pour les tracer effectivement que les positions occupées par ces segments aux points B,, B,„ B,„, B,v, B,, Bv,, obtenus par une division de la ligne OB en sept parties équivalentes. Il est facile de voir que les sept segments parallèles déterminent sur l'autre côté de l'angle, c'est-à-dire sur OC, sept segments OCm, Cm Cv, C, C,v, C,v C„„ Cm C„, Ca C„ C, C, qui sont eux-mêmes équivalents entre eux. En effet, si l'on trace de chacun de ces points Cv,, Cv, etc. une parallèle à OB, on forme une série de parallélogrammes dont les côtés sont respectivement égaux, et une série de triangles OBvi C„, Cv, Dv Cv, etc. Or ces triangles sont tous superposables à l'un d'entre eux, OBv, Cv,. En effet, il suffit d'une double translation rectiligne pour amener les côtés de ces triangles à coïncider avec les directions de l'angle OCviBv,; .d'autre part, les côtés Cv, Dy, Cy D,v étant tous égaux au côté OBv,,
c'est du point 0 et du point By, que partiront les directions des côtés que Ton superpose aux côtés de l'angle 0 Gy, Bv, ; il est donc inévitable que les troisièmes sommets coïncident.
Nous pourrons prendre ainsi sur chacune des droites OB, OC un segment correspondant au nombre de divisions que nous voudrons, et mesurer le rapport de ce segment à la ligne totale. Par exemple, si nous avons :
LA THÉORIE DES PROPORTIONS
317. — C'est ici que nous pouvons saisir le tournant décisif, qui a transformé l'idée de la mathématique. La proportion d'ordre géométrique, qui s'est établie par l'intermédiaire des mesures numériques, déborde le cadre des opérations faites sur les nombres entiers ou fractionnaires, et, par suite, le cadre de l'arithmétique proprement dite. Par là même en effet que nous obtenons la proportion :
C„.0 _ CO B,„0 — BO
qui exprime la proportionnalité des côtés OC et OC;,î, OB et OB„i, dans les deux triangles COB, C,„OB„,. Or, cette proportion est indépendante dune commune mesure entre CO et BO, puisque dans la construction de la figure on n'impose aucune restriction aux positions, soit de la ligne CO tournant autour de 0, soit du segment BC tracé entre un point de BO et un point de CO.
LA THEORIE DES PROPORTIONS
Dès lors, sans avoir à se soucier des difficull(''S que pourrait présenter l'expression numérique de ces grandeurs — difficultés qui pendant des siècles ont paru insurmontables aux mathématiciens et que les philosophes avaient érigées en antinomies — la science positive trouve dans l'établissement géométrique de ces rapports une base suffisante pour la constitution dune métrique universelle ou, suivant la terminologie de Newton, d'une arithmétique universelle : « tout ce qui se rapporte à l'unité comme une ligne droite à une autre droite s'appelle nombre'. »
L'arithmétique universelle, déjà impliquée dans la théorie
euclidienne des proportions, prend naturellement la forme d'une
algèbre si l'on représente par des symboles littéraux la cons-
CO tance du rapport ttjt à travers la translation dun segment recti-
ligne BC. « L'équation de la ligne droite, écrit Cournot, n'est que l'expression algébrique du théorème de Thaïes sur la proportionnalité des côtés dans les triangles équiangles, théorème dont l'invention ou renonciation formelle marque le commencement de la géométrie et celui de toute science exacte- ».
318. — Ce qui fait l'intérêt capital de la théorie des proportions, ce n'est pas seulement qu'elle est un instrument pour l'étude des grandeurs en général, c'est encore qu'elle met en évidence une fonction de la pensée humaine en général. L'effort élémentaire de lintelligence consiste à déterminer un rapport entre des termes présentés par l'intuition ou déjà isolés par l'analyse; l'extension du système de rinlelligence consistera donc à comprendre un couple nouveau sous le rapport qui paraissait déjà convenir à deux termes donnés. Toute métaphore, tout symbole, toute allégorie est une identification de deux rapports, une analogie, une proportion au sens propre du mot.
Les analogies sont la matière de l'explication historique. Que l'on y discerne une imitation consciente ou la répétition d'un mécanisme nécessaire, la carrière des deux Napoléon reproduit en France le passage qui s'est accompli à Rome de la République à l'Empire. La démonstration du christianisme repose en partie sur le parallélisme des relations qui constituent le tissu de l'Ancien Testament et le tissu du Nouveau.
La même puissance d'invention se manifeste dans le domaine
1. Wolff, Elementa arithmeticœ, déf. VIII, Ed. 1743, p. 18, cité par Tropfke, op. cit., I, 161.
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de la science. Les Anciens faisaient intervenir le flux et le reflux qui se heurtent dans le détroit dEuripe, pour rendre compte du double courant inverse du sang dans les canaux intérieurs ^ Les modernes assimilent la propagation de la lumière, qui est indépendante de tout milieu perceptible, à la propagation du son dans Tair. Seulement rintelligence n'a pas seulement pour tâche d'inventer ces similitudes ; elle se doit aussi de vérifier l'identité des rapports qui y est impliquée. De là le privilège des relations qui s'expriment par une quantité déterminée, rationnelle ou non; entre de telles relations, nous l'avons vu, l'identification s'opère immédiatement. De là aussi l'ambition de ramener à des similitudes quantitatives tous les rapports qui peuvent être observés entre les qualités données dans le monde. La géométrie apparaît alors comme la forme universelle de la science, universelle en ceci que la continuité de la grandeur linéaire lui permet de couvrir tout le champ d'une proportion entre quantités indéterminées
et universelle encore en ceci que toute mesure appliquée aux phénomènes physiques a pour résultat de fournir des quantités analogues au continu linéaire : temps, chaleur^ pesanteur, etc.
Section B. — La vérité de la géométrie euclidienne.
319. — Ainsi les déterminations de la géométrie plane vont rejoindre une fonction universelle de la pensée; et en même temps à cette fonction correspond un objet qui est lui-même une condition de représentation pour les divers phénomènes de la nature. Cette connexion fait pressentir que la vérité, dans son acception la plus pleine et la plus profonde, est inhérente à la géométrie. Le problème sera de préciser quelle est la nature de cette vérité, quel est le sens de la connexion qui se manifeste dans la géométrie classique entre l'expérience et la raison. De ce problème, l'histoire apportera la solution, non seulement parce qu'elle fournit les résultats positifs qui sont la matière de l'analyse critique, mais aussi parce qu'elle met en
1. Aristote, nepl utcvo-j 436" 20. Cf. Dastre, Les trois époques d'une découverte scientifique. La circulation du sang, Revue des Deux Mondes, 1°' août 1884, t. 272, p. G43.
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garde contre les obscurilés (ridées et les conrusions de lan^n^c (|ui ont perpétué le débat sur ce point central de la rcHexion philosophique.
LE PnonLEME DES DLMEXSIONS
320, — Déjà, en dé^at^eant de la matière géométrique l'idée générale de l'équation algébrique, en représentant les dilTérents types d'équations par divers genres de courbes, le rationalisme môme de Descartes devait conduire les philosophes à découvrir le point sur lequel la pensée abstraite dépasse l'horizon de l'intuition spatiale. Le rapport de x^ par exemple ou de a;' à X se figure par des courbes : en chaque point de la courbe la longueur de l'ordonnée sera la puissance quatrième ou cinquième de l'abscisse. Or, dans le système constitué par r « algèbre géométrique » des Grecs, la composition des degrés de l'équation se traduit dans l'étendue par des combinaisons différentes dans la composition des dimensions spatiales : longueur, largeur, hauleur. Que Ton développe donc la théorie des équations tout en maintenant par hypothèse la correspondance entre le degré et la dimension, et l'on sera amené à envisager des combinaisons analytiques dont l'illustration géométrique exigerait l'intuition d'un espace de dimensions supérieures à 3. Nous avons même eu l'occasion de rappeler comment, avec la notion de puissance que M. Georg Cantor a mise à la base de la théorie des ensembles, l'intelligence mathématique s'est montrée capable de franchir en quelque sorte la notion de dimension : un ensemble à n dimensions est équivalent à un ensemble d'une seule dimension'. Dès lors, quand on demande combien l'espace a de dimensions, on pose un problème qui ne saurait être tranché par la raison, livrée aux seules ressources de la dialectique a priori. L'expérience interviendra; il reste à dire sous quelle forme.
321. — Interrogée avec le scrupule dont la psychologie moderne s'est fait un devoir, il semble que l'expérience immédiate n'apporte pas la notion des trois dimensions géométriques. Supposons que la vue seule nous procure la notion de l'espace; obtiendrions-nous plus que la simple image superficielle? cela est possible; seulement ce qui s'ajouterait à l'image, ce serait un sentiment de devant et de derrière, suffisant pour conduire à
Vide supra
ridée de nouveaux plans superficiels, mais qui ne nous ferait pas apercevoir encore que ces divers plans superficiels peuvent être traversés par une même perpendiculaire et ramenés à l'unité d'une troisième dimension. 11 faudrait ici la coopération de l'efTort musculaire, et. en particulier, l'exercice de la marche.
Si nous supposons, d'autre part, les impressions tactilo-musculaires dénuées du secours de la vue, et que nous cherchions quelles données immédiates peuvent leur correspondre, nous nous rendrons compte que nous pouvons bien, soit en marchant, soit en parcourant de la main les contours des objets, acquérir la notion d'une infinité de directions successives'. Mais, pour réduire ces directions à la combinaison des trois orientations fondamentales, il faut être capable de les envisager simultanément; celte simultanéité est le privilège de la vue, et c'est pourquoi la vue est le sens de l'espace. Rappelons-nous d'ailleurs à quel point, en dépit des habitudes que nous avons contractées et même pour les endroits qui nous sont familiers, la plupart d'entre nous perdent vite dans l'obscurité le sens de la direction parcourue.
Pour passer des directions multiples et incohérentes dans l'espace au système des trois dimensions, un effort doit être fait, qui est de l'ordre des découvertes ou plus exactement de l'ordre des inventions scientifiques. Cet effort dépasse la connaissance vulgaire des objets : quand nous nous représentons une bille de billard ou une caisse vide, la chambre où nous écrivons ou la forêt que nous traversons, nous sommes bien en présence de choses auxquelles il y aura lieu d'attribuer trois dimensions; il ne s'ensuit pas que nous aj'ons déjà fait rentrer dans un cadre unique ces tableaux d'apparence si hétérogènes, que nous ayons explicitement formé l'idée de trois mêmes dimensions comme suffisant à constituer l'espace universel. A considérer les difficultés que de jeunes élèves éprouvent à comprendre le théorème des trois perpendiculaires, on serait tenté de dire que, pour quelques-uns au moins, l'idée ne s'achève qu'avec l'enseignement qui leur apprend à voir dans l'espace. ■!
322. — Si ces observations sont exactes, on ne saurait parler^' d'un « espace psychologique » comme d'une réalité autonome qui serait présentée à la conscience du sujet. L'espace ne se constitue que par une élaboration d'ordre intellectuel, puisque cette élaboration est nécessaire à la conception de la dimension spatiale. Il appartiendra d'autre part à cette puissance d'élabo-
1. Cf. Lotze, Métaphysique, 1879, § 121, trad. Duval, 1883, p. 237.
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ration do (l(\t,^^^o^ de l'cxpérioncc des cadros qui vont permettre d'int(M*rot^er rexpérionce, de passer de l'observation passive à l'expérimentation active. Il n'y a pas d'hypothèse plus claire à formuler dans l'abstrait ([ne l'hypothèse d'un espace à n dimensions; on n'a ([u'à déterminer une série d'équations qui conservent dans le passu<j;e d'une dimension ((uelconcpie h une dimension su|)érieure les relations que la géométrie classique fournit pour le passage de la première à la deuxième, ou de la deuxième à la troisième dimension. Et il n'y a pas d'hypothèse non plus à laquelle rexpériencc apporte une réponse plus nette. Non seulement nous n'avons pas l'intuition d'un espace à plus de trois dimensions; mais nous trouvons dans notre intuition de l'espace à trois dimensions la preuve qu'il nous est impossible de dépasser la troisième dimension. En approfondissant le paradoxe des objets symétriques, où Kant a vu la marque de l'irréductibilité de l'espace à un pur ordre intellectuel, Delbœuf a remarqué qu'il est lié au problème des dimensions : « Les figures symétriques deviennent... superposables du moment que l'on dispose d'une dimension en plus que celles qu'elles comportent '. >>
Du point de vue technique, on pourra se servir de cette remarque pour construire les hypothèses qui permettraient la « superposabilité » des figures à trois dimensions; l'on déterminerait ainsi les propriétés d'un espace à quatre dimensions, d'où l'on passerait aux espaces supérieurs. La géométrie générale, constituée sur une telle base et que M. Lechalas a brillamment mise en corrélation avec les notions non euclidiennes-, a cette originalité qu'elle dépasse l'horizon de l'intuition elTective tout en serrant d'aussi près que possible les conditions de la représentation spatiale. Elle n'est pas une analyse au sens cartésien du mot; elle se caractériserait plutôt comme une synthèse abstraite, par opposition à la synthèse concrète à laquelle est attachée la vérité de la géométrie proprement dite et qui demeure limitée au domaine des trois dimensions.
.■j23. — Ainsi, sur cet exemple des trois dimensions où la solulion de fait ne laisse place à aucun doute nia aucune équivoque, la réflexion critique dénonce la double illusion de l'empirisme radical et du rationalisme radical. D'une part, il ne serait pas vrai que l'espace a des dimensions s'il n'y avait une activité inicllocluelle capable d'ordonner l'ensemble vague et confus des
I. L'ancienne et les nouvelles géométries, Revue philosophique, 1894, I, 373. 1. Éludes sur l'espace et le temps, 2" édit., 1910, p. 60 et suiv. (F. Alcan).
Brunschvico. — Les étapes. 33
données immédiates ; il ne serait pas vrai, d'autre part, que l'espace n"a pas plus de trois dimensions si la réalité donnée à Fintuition ne contenait un élément capable de limiter l'élan de l'intelligence.
La suggestion de l'expérience est nécessaire à la constitution de l'espace; mais l'expérience ne suffit pas à nous apporter d'elle-même un espace constitué. Il se produit même ici quelque chose de singulier, et qui est important pour l'orientation générale de la philosophie. Le développement des fonctions intellectuelles est capable de conférer aux objets qui sont dans l'espace une apparence d'individualité et d'indépendance; nous avons pu, lorsque nous avons expliqué l'expérience constitutive du nombre ou de la fraction, de la ligne droite ou du contour indéformable, nous appuyer sur ce travail antérieur comme sur une intuition donnée : de telle sorte que la coïncidence entre la synthèse interne de l'esprit et la représentation externe nous a fourni les premiers types de vérification scientifique. Or, quand on passe du contenu au contenant, quand on s'élève par une abstraction nécessaire des représentations étendues à la conception de l'espace pris dans son ensemble, il n'en est plus ainsi. Ce que nous voyons est dans l'espace; mais nous nei voyons pas l'espace. Le lieu de toute intuition n'est nullement objet d'intuition. L'espace a sa racine dans l'expérience; il a son achèvement dans la raison. L'intelligence se meut dans le' monde, et pourtant il lui appartient de se donner un monde. Si l'on veut bien écarter la fiction de la création ex nihilo, laquelle il est impossible de faire correspondre soit une image concrète soit une idée distincte, la constitution intellectuelle de l'espace marque le plus haut degré de la puissance créatrice que l'homme soit capable de concevoir et d'exercer.
LA POSITION DU PROBLÈME NON EUCLIDIEN
324. — Ainsi, par la plus simple, par la plus évidente de se! propriétés, l'espace géométrique nous contraint d'admettre 11 relativité réciproque de la raison et de l'expérience, d'où dériver| la vérité immanente au cours du développement scientifique L'idée d'une telle relativité, quoiqu'elle ne fût pas étrangère où kantisme, n'a guère été comprise dans sa signification autheni tique par les mathématiciens du xix'= siècle. Peut-être l'idél était-elle effectivement trop fine et trop subtile pour êtri entendue sans une méditation prolongée; peut-être aussi Kanj l'avait-il rendue stérile dans l'application en distinguant dcu3
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plans (le relativité : un plan de rclalivilo slatiijue (|ui élait l'origine de ralTirmation scienlili(|iic, un plan de relativité (lynamicpio (|ui élait l'origine de la négation métaphysique. Derrière la connexion nécessaire de la raison et de la sensibilité, dont les schènies transcendenlaux et les axiomes d'intuition manifestent la validité a priori, Kant [lose une inadétpiation radicale que mettent à nu les antinomies cosmologiques, que met à nu en particulier la double impossil)ililé de limiter et de ne pas limiter le monde dans l'espace. L'n monde limité dans l'espace est trop petit pour notre concept, parce que nous ne pouvons concevoir la limitation d'un contenu sans rapporter cette limite à un espace contenant, sans être entraînés dans une régression sans fin. D'antre part, cette régression nous contraint de IVanchir les bornes de toute conception empirique possible : infini, ou illimité, le monde est trop grand pour notre concept '. Or, depuis Kant, le progrès accompli dans Tordre critique a été de transformer en ressort de recherche positive, et d intégrer à la science proprement diie, celle impossibilité dépuiser dans un système unique et achevé la nature des relations spatiales. Du moment que la forme de l'esprit ne peut se réaliser à part du donné empirique, du moment que l'objet de l'intuition ne peut exister sans une élaboralion intellectuelle qui le conditionne, la pluralité des formes médiatrices n'est plus un paradoxe. L'intelligence géométrique, définitivement atTranchie de la superstition de l'a priori par la découverte de la géométrie non euclidienne, a recouvré la liberté et la fécondité de son dynamisme intérieur. 323. — Si de ces considéralione générales nous passons à l'examen des problèmes particuliers que pose le développement des conceptions métagéométriques, nous constatons que cette liberté et cette fécondité sont devenues pour la philosophie une source d'embarras nouveaux. Puisque Ion ne peut arrêter une fois pour toutes les termes du contrat qui lie l'esprit et les choses, ne va-t-on pas se trouver en présence d'une infinité de formules qui seront acceptables au même titre? Du point de vue purement logique où il s'agit, non de réaliser un espace pour l'intuition, mais d'éviter la contradiction, « notre caprice ne peut plus rencontrer d'obstacles- »; M. Hilbert a fait la preuve qu'il n'y a point de combinaison si paradoxale, si M révoltante )>, qui ne puisse être conçue par quelque géomètre. Sans doute les conceptions que l'on obtient ainsi visent seule-
A, 486. AKB, III, 336, tr. Ba II, 93 et TP
2. Poincaré, Journal des Savants, 1902, p. 26o. Vide supra, § 193.
ment à délerminer les éléments logiques dont se trouve composé le système classique de la g-éométrie; le problème qu'elles permettent de résoudre ne paraît pas être celui qui nous préoccupe, et qui est d'atteindre les hypothèses spécifiquement géométriques incluses dans tel ou tel système de géométrie, de fixer le degré de vérité qui doit lui être reconnu. Seulement la distinction des deux problèmes a-t-elle une portée effective? Est-il permis, sans pétition de principe, d'introduire une ditïérence de nature entre les hypothèses tirées d'une supposition abstraite, et qui seraient proprement logiques — et les hypothèses directement liées à la considération de l'espace comme tel, et qui seraient proprement géométriques, de faire rentrer dans les unes par exemple la notion de l'espace non archimédien, dans les autres la notion de l'espace proprement non euclidien (c'està-dire lobatschewskien ou riemannien).
Nous n'avons qu'un moyen de répondre d'une façon positive; c'est de nous référer à l'histoire. Considérons le travail CiTectué par les rédacteurs des Eléments depuis Euclide jusqu'à Legendre, Lïdée de récuser tour à tour chacun des principes de la géométrie classique, afin de mettre au jour la structure logique du système, ne leur était assurément pas venue. Ils n'ont pas douté que la géométrie ne fût une science vraie, s'appliquant exactement à une réalité qui est l'espace; ils ont eu le sentiment de l'harmonie naturelle qui s'établit entre le cours de la démonstration et les données de l'intuition. Ils se sont efforcés de transformer cette harmonie naturelle en nécessité rationnelle, mais sans perdre contact avec l'intuition spatiale. Dès lors, si leur tentative a fait surgir d'insurmontables résistances, si elle a révélé des lacunes inévitables, nous pouvons être assurés que ces résistances se produisent, que ces lacunes apparaissent à l'intérieur même de la science spécifiquement géométrique, qu'elles procèdent directement de la connexion siii generis qui relie le raisonnement scientifique à la représentation de l'étendue.
Et il sera aisé de dire sur quels points précis portent ces résistances et ces lacunes. Nous n'aurons qu'à rappeler les tentatives signalées par Proclus : d'une part pour substituer à la définition euclidienne de la droite, qui est obscure et inutile, le lemme qu'Archimède postule au début du Traité de la sphère et du cylindre — « des lignes qui ont mômes extrémités la droite est la plus courte ' » — d'autre part, pour donner une
I. Proclus, édit. cit., p
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signification positive à la noiion do. parallèles, et rendre le postulat suscei)tiblc d'une démonstration rationnelle'. Nous n'aurons qu'à rappeler que, vingt siècles après Euclide, d'AIembert retrouve dans ces deux mômes notions d(; la ligne droite et des parallèles Vécueil el le scandale des Éléments de la géométrie -. Les systèmes géométri(pies, constitués l'un sur la négation de l'unicité de la droite menée entre deux points, l'autre sur la négation de l'unicité dans le plan de la parallèle menée à une droite donnée, ne sauraient se confondre avec la série des conceptions que l'on peut créer par une fiction logique et qui, dès leur définition même, s'interdiront toute prétention à la vérité. Quand nous parlons de droite riemannienne ou de droite lobatschewskienne, nous savons, en un sens il est même exact que nous pouvons voir, de quoi nous parlons ; car l'expérience spontanée nous fournit tout autre chose que l'idée euclidienne de la droite, et il est intéressant de noter que cette constatation a été faite par des observateurs pénétrants, bien avant qu'on eût conçu la géométrie non euclidienne : « Reid, écrit Ampère dans son Essai sur la philosophie des sciences, a montré que si l'homme était réduit au simple sens de la vue, ne pouvant dès lors connaître que l'étendue superficielle à deux dimensions et prenant pour des lignes droites ce qui serait réellement des arcs de grand cercle tracés sur une surface sphérique dont le centre serait dans son œil, les triangles qu'il considérerait comme rectilignes pourraient avoir deux angles ou même leurs trois angles droits ou obtus, et que la géométrie d'un tel homme serait toute différente de la nôtre; deux de ces lignes qu'il prendrait pour droites se rencontrant, par exemple, toujours en deux points, en sorte que la notion de deux droites parallèles serait contradictoire pour lui ^ » La géométrie du plan riemannien permet d'interpréter celte divination psychologique : « Si nous suivons du regard dans l'azur du ciel deux directions émanant d'un même point de l'horizon, nous aboutissons à la fin en un point opposé de l'horizon, comme si nous avions suivi deux droites riemanniennes \ » Une observation analogue peut être faite pour l'idée euclidienne des parallèles : « Deux longues
Mausion, op. cit., p
allées parallèles d'arbres nous donnent l'image de deux droites lobatschewskiennes asymptotes K »
Nous voyons donc, avec une netteté suffisante, de quelles hypothèses il y a lieu réellement de se demander s'il est possible de passer à la thèse. Pour les deux types de géométrie, riemannien et lobatschewskien, il semble qu'on se trouve, comme d'ailleurs la remarqué Lobatschewsky, dans les conditions ordinaires de l'expérimentation physique. Si le plan élémentaire n'est pas euclidien, la somme des angles d'un triangle rectiligne doit être dilïérente de 180°, supérieure dans un espace de Riemann, inférieure dans un espace de Lobatschewsky. De là résulte la possibilité théorique, sinon pratique, de faire apparaître sur des triangles suffisamment grands des mesures assez précises pour constater la vérité de tel ou tel système géométrique, pour achever enfin de caractériser la géométrie comme science rationnelle et naturelle à la fois.
326. — Or, déjà ces simples formules ont été le germe de graves équivoques philosophiques. La seule possibilité de poser le problème dans les termes où Lobatschewsky l'énonçait, a été considérée comme donnant gain de cause à l'empirisme; et cette interprétation s'explique par Ihistoire : le crédit dont le kantisme jouissait en Allemagne, au moment où Helmholtz a vulgarisé les découvertes de Lobatschewsky et de Riemann, laissait croire qu'il n'y avait à la thèse de l'Esthétique iranscendentale d'autre antithèse que l'empirisme. Mais il a bien fallu reconnaître que la géométrie non euclidienne et l'empirisme ne sont nullement solidaires. Si la géométrie était due à l'observation de l'univers, on devrait conclure plutôt que du moment qu'il n'y a qu'un univers, il ne doit y avoir qu'une géométrie. La constitution d'une pluralité de systèmes géométriques est de nature à prouver qu'au delà de la raison raisonnable, se développant en accord avec l'expérience, il y a place dans le domaine de la mathématique pour une raison raisonnante^ capable d'initiative et de fécondité. Que d'ailleurs une voie de retour puisse s'offrir des produits élaborés par la raison raisonnante aux mesures précises de l'expérimentation scientifique, cela ne serait pas fait assurément pour diminuer la portée de la rationalité qu'il convient d'attribuer à la géométrie.
En fait, c'est dans les conditions techniques de l'expérience que se trouvent les difficultés véritables. L'espace ne peut être assimilé à une réalité physique qui serait l'objet d'une intuition
Mansion, op. cit., p
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iinuiL'diale; car l'espace est conslitué pour recevoir les données de rintuition, il est le cadre nécessaire de la réalité physique. Toute mesure elTeclivc ijui porte sur Tcspacc; est donc relative à un instrument de mesure ((ui lui-même est spatial; avant qu'il y ait des espaces mesures, il faut ([u'il y ait un cspucii mesurant, comme avant qu'il y ait des dislances mesurées il faut qu'il y ait une conception de la droite comme mesure de la distance.
D'autre pari, l'espace mesuré n'est pas proprement et uniquement géométrique : les côtés d'un grand triangle rectiligne ne sont donnés dans la réalité que comme des rayons lumineux. Si les mesures etTectuées sur ces triangles ne concordaient pas avec les théorèmes de la géométrie euclidienne, nous ne serions pas obligés de dire que l'espace réel n'est pas euclidien; mais, fait observer Lotze, « nous devrions seulement penser que nous avons découvert une forme nouvelle et très singulière de réfraction, dont l'effet serait de faire dévier les rayons servant à déterminer la direction ^ ».
Le problème à résoudre sera donc complexe ; il n'est pourtant pas illusoire. Quand on admet que toute mesure de l'espace est indivisibleraent d'ordre géométrique et d'ordre physique et qu'elle est susceptible d'une double interprétation, on reconnaît par là même qu'il pourrait se faire que la considération, non plus d'une seule discipline telle que l'optique, mais de toutes les disciplines à la fois -, contraignît la science à une constatation telle que celle-ci : si l'on accepte les hypothèses d'un espace non euclidien, les diverses théories de la physicochimie, compli(iuées et disparates dans toute autre conception, acquerront tout d'un coup simplicité et harmonie.
Même dans ce cas d'ailleurs, la similitude des triangles qui permet d'édifier la théorie des proportions, conférerait encore à la science d'Euclide un privilège d'intelligibilité supérieure. Seulement, et nous y insislons puisque l'on a trop souvent passé outre à cette remarque pourtant élémentaire, un caractère d'intelleclualité ne saurait sans pétition de principe être transformé en loi nécessaire des choses. Le principe de la relativité des grandeurs est, comme dirait Kant, favorable aux intérêts de l'entendement; mais aucun artifice dialectique ne donne le moyen d'affirmer a priori que la nature est tenue de s'y conformer. Il y a plus; ainsi que le fait observer incidemment Hamelin, on pourra contester que ce principe, pris en lui-
Métaphysique, § 131; trad. citée, p
2. Cf. Russell, Essai sur les fondements de la Géométrie, § 92; trad. Cadenat, 1901, p. 128.
même, soit capable de procurer une idée complète de la réalité spatiale. « Une figure qu'on peut à volonté majorer ou minorer a l'air d'être imparfaite et insuffisamment déterminée. Au contraire, une figure où les dimensions sont absolues, c'est-à-dire incapables d'être modifiées sans que la forme le soit du même coup, est quelque chose d'achevée »
Au reste, cette dissociation qu'on a tant de peine à concevoir pour l'espace, il se trouve qu'elle est effectuée pour le temps dans les conceptions de l'électro-dynamique contemporaine. Les expériences de Michelson et Morley ont établi que la vitesse avec laquelle la lumière se propage effectivement demeure constante, quels que soient les mouvements avec lesquels la propagation de la lumière aurait à se composer; elles ont conduit les physiciens à sacrifier au moins provisoirement l'unité objective du temps telle que la mécanique rationnelle la concevait, et à lui substituer l'idée d'un temps propre, dont la mesure varie suivant la vitesse avec laquelle l'observateur se déplace^.
Nous conclurons donc qu'on n'a pas le droit d'anticiper au nom de la raison sur les réactions propres de l'expérience; quand on se donne l'illusion de le faire, c'est que, connaissant déjà la réponse de l'expérience, on se fonde implicitement sur la confiance qu'elle ne démentira pas la raison. Et par là nous rendons toute sa valeur au fait que l'espace mesurant est à la fois l'espace mesuré, que la géométrie euclidienne, intellectuellement la plus simple, s'est, jusqu'ici, manifestée comme capable à elle seule de porter le poids de l'univers physique. Pour nous, ce fait est tout autre chose qu'une convention de l'esprit avec lui-même, analogue au choix d'un système de numération ou d'un système de coordonnées; il faut y voir une hypothèse de l'esprit sur les choses, qui, due sans doute à la suggestion des expériences originelles, a pris assez de consistance et de précision pour donner à l'esprit possession de la nature. La géométrie euclidienne est vraie, en tant que nous la recueillons comme le produit de la collaboration entre l'esprit et les choses.
l'interprétation de la solution
327. — Si une telle formule s'impose, elle ne se suffit pas à elle-même. Dans cette collaboration, sans laquelle les caractères
1. Essai sur les éléments principaux de la représentation, p. 87.
2. Voir en particulier Langevin, dévolution de Vespace et du temps, Revue de métaphysique, 1911, p. 465.
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originaux (le l'espace ne s'expliqueraient pas, il n'y a pas à concevoir les collaborateurs hors de l'œuvre de collaboration, à réaliser soit l'enlitc du rationalisme radical : la forme pure de l'esprit — soit leiilité de l'empirisme radical : la donnée pure de l'intuition. Dès lors, non seulement nous ne saurions déterminer a priori, en suivant Tordre de la synthèse progressive, le type normal de médiation, le cas d'équilibre stable que représente la notion de l'espace euclidien, mais encore nous ne saurions décider si d'autres formes de médiation ne sont pas liées à la première, participant d'une façon indirecte à sa vérité.
Les travaux des géomètres modernes, et, en particulier, de Beltrami, permettent d'affirmer qu'en général les propositions établies dans la géométrie euclidienne ont pour corrélatives des jiropositions de géométrie lobatschewskienne on de géométrie riemanienne ^; d'où il suit que, si les relations des phénomènes perceptibles dans l'univers sont conformes aux propriétés de l'espace euclidien, elles ne contredisent pas aux postulats de l'espace non euclidien. En s'appuyant sur cette remarque quelques mathématiciens contemporains ont prétendu condamner une science, dont l'éminente dignité a été de faire connaître les conditions de la vérification rigoureuse, à ne plus prononcer le mot de vérité. Mais c'est sans doute un abus de donner une telle portée philosophique à une considération d'ordre purement formel. Il est clair que si un système simple de mesure s'applique à l'univers, tout système plus compliqué dérivé du premier s'y appliquera également. Après avoir appris à déterminer les phénomènes de la dilatation de l'eau à l'aide du thermomètre à mercure, il n'est évidemment pas interdit à un physicien de chercher l'aspect que la science de la chaleur viendrait à revêtir si on s'avisait de prendre pour instrument de mesure un thermomètre à eau -. Mais ce n'est là qu'une recherche abstraite sans application effective, et qui pourrait, tout au plus, détruire l'illusion d'un réalisme naïf ^
La question qui doit nous arrêter s'énonce en termes différents. Il est vrai sans doute que la somme des angles d'un
Cf. Gouturat, De l'Infini mathématique, p
2. Milhaud, La science rationnelle, Revue de métaphysi(iue, 1894, p. 293, et Le Hat-ionnel, 1898, p. 49.
3. « Le relativisme de M. Poincaré semble tenir à ce que l'émineat géomètre rapporte toutes nos connaissances à un absolu auquel il doit croire, puisqu'il le prend pour norme ». E. Borel (Revue du mois, 1907, t. IV, p. 117.) Voir le chapitre consacré par René Berthelot à l'examen des théories de M. Poincaré sur les principes de la géométrie dans Un Romantisme utilitaire, étude sur le mx>uvement pragmatiste, t. I, 1911, p. 388 et suiv.
triangle rectiligne est égale à deux droits, comme il est vrai que le nombre total des dimensions de l'espace est de trois. Mais les deux vérités n'ont pas la môme structure. Dans le dernier cas, en effet, nous pouvons dire : il est faux que l'espace ait quatre ou cinq dimensions; car notre notion de dimension spatiale implique une détermination en nombres entiers, qui exclut tout approximation. Là, au contraire, il s'agit d'une mesure de degrés; la somme des angles d'un triangle plan est de 180°, et, par définition, toute mesure effective de ce genre est relative au degré de précision que comportent les instruments. Théoriquement la somme des angles d'un triangle est égale à deux droits; pratiquement elle pourra être, d'aussi peu que l'on voudra, supérieure ou inférieure à deux droits, de telle sorte que l'interprétation nous conduirait à des variétés d'espace riemannien ou lobatschewskien, infiniment voisines de l'espace euclidien.
M. Mansion a donné à cette observation un tour singulièrement piquant. « On prouve par l'analyse infinitésimale le théorème suivant : Un triangle rectangle isoscèle est riemannien, euclidien ou lobatschewskien, suivant que le rapport de l'hypoténuse au côté est inférieur, égal ou supérieur à yj^. * » Dès lors toute mesure effective de ce rapport mettra en présence deux quantités numériquement déterminées, entre lesquelles le rapport sera nécessairement rationnel. Si l'on voulait interpréter à la rigueur le résultat de ces mesures, on obtiendrait, suivant les cas, un espace riemannien ou un espace lobatschewskien; en augmentant, soit la grandeur des triangles à mesurer, soit la précision des instruments de mesure, on substituerait une nouvelle forme d'espace riemannien, ou lobatschewskien, à la première; mais on n'arriverait jamais d'une façon exacte à l'espace euclidien,
328. — Nous touchons ici à la source de la difficulté qui est inhérente à la détermination de la notion d'espace, et qui fait éclater les cadres traditionnels de la psychologie et de la théorie de la connaissance. L'espace normal de l'homme, l'espace euclidien, est dérivé des expériences originelles qui ont provoqué le développement de l'intelligence; il s'applique si bien à l'expérience que la géométrie euclidienne est l'instrument par excellence pour la conquête scientifique de l'univers. Pourtant il ne coïncide pas entièrement avec la représentation empirique; il implique un passage à la limite, qui révèle, au même titre que
Revue Néo-Scolastique, 1896, p. 2.50, n
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l'infini ou le /rro, une puissance « Iransinluitive », un dynamisme d'ordre inlelleclucl; et c'est pourquoi la vérité de rcspace est la vérité d'un cas-limite, qui entraîne avec elle la vérité de tout son « voisina^-e ».
Ouoiquo cette conclusion soit assez dure à concevoir pour la psychologie rudimcntaire à laquelle la théorie des facultés nous a en général habitués, il n'est pas malaisé de reconnaître qu'elle trouve sa confirmation dans l'observation psychologique. Quand nous croyons parcourir une droite euclidienne, nous sommes dupes dune illusion vulgaire; nous n'avons jamais marché en ligne droite, nous avons bien plutôt suivi l'arc d'un grand cercle sur la sphère terrestre. Nous n'avons jamais vu de droite euclidienne; toute ligne qui procure à l'œil une impression ofï'ective est un faisceau de droites euclidiennes. Le processus inconscient de l'esprit consistera donc à s'emparer de celte expérience grossière et limitée pour construire un plan de représentation idéale où tout se passe comme si le rayon de la sphère terrestre augmentait jusqu'à devenir infini, comme si l'épaisseur d'une droite visible diminuait jusqu'à devenir nulle.
Parce que ce processus est inconscient, il est inévitable que le produit en apparaisse comme la propriété intrinsèque d'une réalité donnée. De là surgit la difficulté théorique à laquelle l'homme se heurte, dès qu'il se propose la tache en apparence la moins malaisée : se décrire à lui-même les premiers objets de son espace, deux droites parallèles ou même deux droites en général. Car il devrait pouvoir dire que deux droites, si loin qu'on les prolonge, ou ne peuvent avoir aucun point commun, ou, dans le cas où elles se coupent, ne peuvent en avoir qu'un. Or de telles affirmations enveloppent immédiatement la considération de l'infini.
329. — L'intervention de l'infini explique donc ce paradoxe que les relations caractéristiques de l'espace euclidien sont à la fois suggérées par l'expérience et confirmées par elle, sans être à proprement parler objets d'expérience. Elle explique encore le second paradoxe, que la géométrie euclidienne peut être vraie, sans qu'il faille nier pour cela la vérité de systèmes différant du système euclidien, mais d'aussi peu que l'on voudra. C'est que
I. Cf. Delbœuf, art. cit., p. 383 : « Sans conteste, les systèmes de géométrie dus à Lobatschewsky et à Riemann sont plus généraux et plus compréhensifs que la géométrie dite euclidienne. Dans chacun d'eux, on passe d'un système à un autre par un simple changement de valeur du paramètre et de la courbure, et de l'un comme de l'autre, on tire la géométrie euclidienne en faisant les ravons de courbure infinis » (ou la courbure nulle).
la forme du jugement disjonctif, qui pour le sens commun apparLieudrait évidemment à la vérité, est née en réalité de la considération de données finies et discontinues, et ne s'applique qu'à elles. Alors, nous l'avons vu à propos du nombre des dimensions de l'espace (et on le verrait encore, suivant l'exemple indiqué par Cournot, à propos « du nombre des angles solides d'un polyèdre ajouté au nombre de ses i'aces, dont on sait qu'il donne une somme supérieure de deux unités au nombre de ses arêtes ' »), une détermination vraie est exclusive de toute détermination qui n'est pas elle : si par malheur un choix était impossible à faire entre plusieurs déterminations, il faudrait désespérer de donner un sens au mot de vérité. Mais il n'en est plus de même quand nous avons franchi le domaine du fini et du discontinu; il est de l'essence même du passage à la limite de comporter en quelque sorte une certaine zone de vérification à l'intérieur de laquelle il y a place pour plusieurs interprétations légitimes, à l'intérieur de laquelle, pour mieux dire, la légitimité de l'une est liée à la légitimité de l'autre. La découverte des géométries non euclidiennes a révélé que la constitution de l'espace euclidien supposait un passage inconscient à la limite. Sous la simplicité apparente de ce qui se présentait comme donnée intuitive, elle a décelé le dynamisme complexe qui a permis à la géométrie euclidienne de dépasser le calcul des nombres rationnels et de fournir l'équivalent d'une arithmétique générale. Le double eflort que nous avons fait, dans les deux sections de ce chapitre, pour suivre d'une part le mouvement spontané de l'esprit qui aboutit à la constitution de la géométrie classique, d'autre part pour en éclairer la nature et la portée à la lumière des géométries nouvelles, a pour résultat non de ruiner la valeur de la géométrie classique, mais d'assouplir notre conception de la vérité pour la mettre en harmonie avec l'extension effective de la science.
Section C. — L'usage de l'infini dans les mathématiques.
Gournot, Essai sur les fondements, § 328, II
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duniio uno Ijasc suffisante pour résoutire le problème du rapport entre la géométrie et le calcul infinitésimal, ou plus exaciemenl pour recueillir l'enseignement cjue le développement de la malliémaliquc nous apporte à cet égard.
Deux faits, nous l'avons vu, dominent ce développement. D'une part, c'est par la géométrie que la considération d(î l'intini s'est introduite dans la science positive, et il y a là tout autre chose qu'un accident de riiisloire : à isoler l'analyse dans un formalisme abstrait, on risque de faire dégénérer le passage i» la limite et la détermination de la grandeur irrationnelle en symboles ou en fictions, dépourvues de toute valeur de vérité. D'autre part, c'est en s'arrachant à la tyrannie de l'intuition géométrique, on s'iniposant des méthodes autonomes de définition et de démonstration, que l'analyse motlerne est devenue un modèle de rigueur et de fécondité. Ces deux ordres de faits seraient sans doute contradictoires, si on voulait en tirer des conclusions absolues, si on se croyait tenu d'opter entre le primat de l'intuition géométrique et l'autonomie entière de l'analyse. Mais les études que nous avons faites nous fournissent, semble-t-il, le moyen de les restreindre et de les éclairer tout à la fois l'un par l'autre.
331. — En retraçant l'évolution de la philosophie mathématique depuis les premières spéculations infinitésimales du temps de Démocrite ou de Zenon d'Elée jusqu'aux découvertes d'un Cauchy ou d'un W'eierstrass ', nous avons suivi la phase de grandeur et la phase de décadence par, lesquelles a passé la doctrine de l'intuition géométrique. Parce qu'ils faisaient fond sur cette intuition, Eudoxe a pu comprendre dans une théorie générale de la similitude aussi bien les rapports incommensurables que les rapports rationnels, Archimède a pu arriver à la mesure exacte d'une aire finie par la méthode dexhaustion, Cavalieri a pu comparer des aires en substituant des lignes à des surfaces supposées d'une hauteur infiniment petite. Ces succès pratiques ont conduit, ainsi que l'a montré l'exemple de Pascal, à la fiction d'une faculté distincte de l'imagination et qui aurait un objet inaccessible à la raison. Or une telle intuition est nécessairement une « maîtresse d'erreur », puisqu'elle nous invitée trouver dans la réalité ce qui effectivement procède d'un dynamisme transinlidtif. En tant que la ligne donnée dans l'intuition a une certaine épaisseur, la géométrie des indivisibles a bien pu s'en servir comme d'un élément superficiel; mais, à cause de
I. Vide supra, chap. ix, et chap. xiv {Seclion C
cette épaisseur aussi, les mathématiciens ont tiré de l'intuition qui lie la tangente à la courbe, cette proposition que toute fonction continue a une dérivée; et la proposition est fausse.
Si rintuitionisme mathématique a échoué, c'est qu'il n'a pas, selon nous, suffisamment approfondi la nature de l'intuition pour y distinguer le dynamisme constitutif qui est d'ordre intellectuel, et la présentation de l'objet en tant qu'extérieur à l'intelligence. Il a donc dû laisser confondus les deux usages inverses de l'intuition : l'un qui étend l'horizon de la représentation spatiale à Faide du dynamisme qui s'y trouve impliqué, l'autre qui subordonne ce dynamisme intérieur de Fintelligence aux exigences de la représentation externe.
332. — La mathématique moderne apporte ainsi une consécration définitive à la thèse que Leibniz avait si profondément aperçue, mais que, demeurant encore sous l'intluence du vieil idéal scoiastiquc et logistique, il n'avait pas réussi à dégager dans toute sa lumière aux yeux de ses contemporains et de ses successeurs immédiats : l'intuition géométrique doit sa fécondité au dynamisme intellectuel qui est implicite en elle et qui la rend en réalité transintuitive. Expliciter ce dynamisme, et donner à l'esprit mathématique conscience de sa propre capacité, ce sera en étendre le rayonnement. Que, pour définir analytiquement le nombre irrationnel l'on fasse appel aux séries convergentes, dont l'emploi se justifie avec une exactitude parfaite dans le cas où elles ont pour somme un nombre entier fini,
comme dans l'exemple classique T + â + 22 + 93+---=2; o^^
ne retrouvera pas seulement les transcendantes auxquelles la
géométrie avait conduit, telles que tu, qui est, comme Leibniz l'a
montré, égale à -4^- — gH-^ — ^H-...; on définira aussi des
transcendantes nouvelles qui n'ont pas de représentation géométrique, comme sera par exemple la somme de la série
h - + T— ;t -+- ■ „ ., H- ... qu'Euler a désignée par e
En ce sens, l'analyse moderne a conquis son autonomie; mais cette indépendance technique, qui suffit au mathématicien, ne saurait, pour le philosophe, se confondre avec l'indépendance absolue. Les difficultés inextricables qu'a soulevées l'arithmétisme montre quel danger il peut y avoir à perdre le souvenir du processus qui a permis d'atteindre les notions fondamentales. Tant que nous ne disposerons que de combinaisons numériques, nous pourrons bien définir le nombre irrationnel à l'aide d'une
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>éri(î (le nombres rationnels, ou, comme le veut M. iJedekind, par nne coupure pratiquée dans l'ensemble des nombres rationnels ' ; mais (jue celte délinition soit vraiment constitutive d'une réalité malliématiquc, (juc la limite existe, c'est ce (ju'on ne saurait établir sans franchir l'horizon des symboles.
Le problème serait insoluble, à peine la position en serait-elle intellif^;iblc, si la création de l'espace i^éométrique n'avait été au devant des processus méthodiques et réfléchis de l'intelligence, si elle ne lui avait présenté, comme déterminés exactement, les points qui correspondent à la limite d'une série convergente, ou les aires qui se mesurent par la sommation d'une série convergente.
Il n'y a donc pas lieu de séparer le processus arithmétique qui constitue du dedans le nombre irrationnel, et la représentation spatiale qui en établit l'existence mathématique. Leur unité fait la vérité qui est la racine de la géométrie aussi bien que de l'analyse. Encore une fois, la vérité se définit comme connexion. Seulement la vérité arithmétique est la connexion de combinaisons entre termes discrets et intuitions discontinues; elle rentre naturellement dans des cadres nettement déterminés, elle satisfait aux oppositions tranchantes des principes logiques. La vérité du nombre irrationnel, qui est aussi la vérité proprement géométrique, est d'un type singulièrement plus subtil : elle est une connexion entre le dynamisme implicite qui dans notre représentation de l'espace revêt l'apparence dune intuition simple, et le dynamisme explicite qui se retrouve dans la définilion abstraite de la limite-.
EMPIRISME ET RÉALISME
333. — En nous adressant aux relations spatiales pour mettre en évidence l'exacte détermination de ces grandeurs irrationnelles que le langage rigoureux de l'analyse résoudra ensuite en
1. Dedekind, Steligkeit und irrationale Zahlen, Braunscliweig, 1872, § 4 p. 12. Cf. Couturat, De l'Infini mathématique p. .54 et p. 416, et Jules Taanery, Introduction à la théorie des fonctions d'une variable, 2° édit., t. I, 1904, p. 3 et suiv.
2. La liaisou de l'irralioanel et de l'infini, qui était impliquée dans les raisonnements des géomètres grecs sur les incommensurables, apparaît déjà explicite dans l'Arithmetica intégra de Stifel (Nuremberg, (1644), qui en tire d'ailleurs argument contre le caractère proprement numérique de la quantité irrationnelle : « Sicut igitur inflnitus numerus non est numerus, sic irrationalis numerus non est verus numerus, quum lateat sub quadam inflnitatis nebula, sitque non minus incorta proportio numeri irratioualis ad ralionalem numcrum quam inflniti ad finitum. » (f° 103'). Cf. Tropfke, op. cit., t. I, p. 1.59.
leurs éléments abstraits, nous n'avons pas cherché à suppléer aux défaillances de la pensée rationnelle par un appel à Timagination; car la géométrie, dont la vérité soutient la vérité de l'analyse, nous est apparue déjà comme une création d'ordre intellectuel. Loin de rompre l'unité de la science, nous nous sommes efforcé de saisir dans son intégralité, mais aussi dans son homogénéité, le mouvement qui fait de Fintelligence mathématique une fonction de vérité. De ce point de vue nous pouvions comprendre l'usage que la mathématique fait de l'infini, sans que nous ayons eu besoin d'aborder de face, pour les résoudre, ou tout au moins pour les écarter, les difficultés philosophiques qui sont liées à l'idée de l'infini actuel. Mais la question doit être examinée de savoir si une semblable position, légitime sans doute tant qu'on se tient dans les bornes de l'analyse classique, peut être maintenue après la constitution de la théorie des ensembles et en particulier de la théorie du transfini.
Une telle question est particulièrement délicate à élucider; car elle touche à des recherches dont la relation à la science positive est encore, pour certaines parties du moins, matière à controverse, qui ne se présentent pas avec le recul nécessaire à l'établissement d'un jugement objectif. Déjà nous avons eu l'occasion de montrer comme les travaux de M. Georg Gantor avaient contribué à étendre l'interprétation logistique des mathématiques, mais aussi comme cette interprétation avait été compromise par l'ontologie scolastique qui était le postulat de la philosophie logistique. Il s'agira de reprendre le problème afin de le poser sur le terrain et dans les termes mêmes où l'ont envisagé les savants dégagés de toute préoccupation étrangère à la mathématique.
A cet égard nous ne pourrons, semble-t-il, nous donner une meilleure base de référence que l'ouvrage de du Bois-Reymond, Théorie générale des fonctions, où se trouvent les conceptions des systèmes pantachiqiies ou apantachiqiies de points et du calcul infînitaire, qui préludent à la théorie des ensembles et à la théorie de la croissance des fonctions. Dans l'intention de rattacher les notions fondamentales de l'analyse aux formes générales de l'intelligence', du Bois-Reymond distingue deux types essentiels de doctrine. Le premier est Vempirisme, suivant lequel rien n'existe qui ne soit immédiatement objet de perception, ou qui du moins ne se ramène à l'objet perçu par des modi-
Trad. Milhaud et Girot, p
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firalions d'ordre pliysiijue en ([iiolquo sorte : décomposilions, combinaisons, variations do ii^randcMir, d(! forme, d'intensité, de qualité'. Le second est VidéaUsme, en jjrenant le mot dans un sens objectivisle et transcendant (jui iait songer au réalisme scolaslique : les notions qui ne se prêtent pas à une représentation sensible, la limite, Finfiniment petit, Tinfini, sont pourtant des objets pour une sorte d'imagination suprasensible qui est conçue sur le modèle de Tintuition sensible; ils doivent être donnés comme existants. L'axiome idéaliste « exige toujours, écrit du Bois-Reymond, qu'on tienne le non reprcsentable pour une existence - ».
Du Bois-Reymond entreprend de traduire tour à tour en langage idéaliste et en langage empiriste les propositions qui sont à la base des mathématiques transcendantes, en particulier l'existence de la limite dont dépend le principe général de convergence et de divergence, et par lui l'analyse moderne tout entière. Mais, finalement, aucune des deux interprétations antagonistes n'arrive à satisfaire l'esprit : l'empirisme, qui rappelle de très près la conception renouviériste du calcul infinitésimal, est incapable d'en justifier l'exactitude; l'idéalisme, s'il admet la réalité objective de toutes les entités mathématiques, manque à la condition initiale de la représentabilité.
Chose bien curieuse, du Bois-Reymond prend acte de ce double échec; il n'en tire aucune conséquence pour le progrès de la philosophie mathématique. Lui qui s'est proposé de reprendre sur les « non-mathématiciens », comme revenant aux savants eux-mêmes, l'étude des notions fondamentales de la mathématique ^ il abandonne la partie sans songer à remettre en question le postulat réaliste et statique, « représentalioniste «, qu'il emprunte sans le savoir à la tradition des non-mathématiciens et auquel il attribue une évidence de sens commun. Il lui arrive de mentionner la doctrine qui rattache les idées de l'irrationnel et de la limite à la loi du mouvement intellectuel; il ne réussit pas à y voir le résultat d'un progrès dans la critique philosophique, qui substitue la fonction dynamique de la pensée à l'intuition statique d'un terme, les jugements de relation aux jugements d'existence; il la réintègre de force entre les deux hypothèses réalistes qui lui paraissent exprimer les conditions nécessaires de toute conception, et il en fait ainsi une forme
Ihid., p
Brcnschvicg. — Les étapes. 34
intermédiaire, comme une sorte d'idéalisme « obscur ou timide ' ». Pour son propre compte, il déclare s'en tenir à une exposition neutre où le mode fondamental d'intuition est empiriste, le raisonnement idéaliste : « langage empiriste, preuves idéalistes - ».
334. — Mais, du jour où, pour prouver que tout ensemble pouvait être bien ordonné, il a fallu, avec M. Zermelo, postuler la possibilité de choisir un élément e distingué dans chacun des ensembles E qui composent la totalité iniinie des ensembles ', les mathématiciens se sont trouvés brusquement obligés de se départir de cette neutralité, et ils ont incarné, en les suivant jusqu'au bout dans la logique de leur rôle, les personnages imaginés par du Bois-Rcymond.
Selon M. Hadamard, l'axiome est valable; mais il faut que nous sachions écarter la « question toute subjective : Pouvonsnous ordonner », pour nous demander seulement : « L'ordination est-elle possible * ? » Cette seconde question est plus générale, en elfet, que la première, et elle peut être résolue sans que la première le soit, a L'idée de détermination, disait Jules Tannery, est indépendante de la possibilité de formuler en quoi consiste cette détermination-'. » M. Hadamard applique cette distinction au problème de Zermelo : « Il n'est pas du tout évident que nous puissions, en fait, indiquer la loi qui présidera au choix de l'élément e dans chaque ensemble E. JMais où voit-on qu'une loi ait besoin de pouvoir être explicitement formulée pour exister '^ » ?
Seulement cette créance sur l'inlini — quand on ne veut plus y voir, comme jadis, une créance sur Dieu qui serait réglée dans l'éternité — ne satisfait guère les mathématiciens qui mettent leur honneur à payer comptant et qui voudraient, eux aussi, être payés comptant. M. Borel objecte à M. Zermelo que les raisonnements qui supposent « un choix arbitraire fait une infinité non dénombrable de fois... sont en dehors du domaine des mathématiques \ » Ce n'est pas tout, et le principe du doute va plus loin que ce doute initial; une infinité dénombrable d'opérations est aussi impossible à réaliser etlectivement qu'une
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infinité non dénombrablc, et par conséquent elle ne sera pas moins suspecte '. Le niatliénialicien n'a pas le droit de raisonner directement sur Tintini comme il raisonne directement sur le fini; son devoir est de ramener les raisonnc^ments sur Tinfini aux raisonnements sur le fini : « Dès qu'on parle d'infini (même dénombrable), écrit M. Baire, l'assimilation, consciente ou inconsciente, avec un sac de billes qu'on donne de la main à la main, doit complètement disparaître... En particulier, de ce qu'un ensemble est donné (nous serons d'accord pour dire, par exemple, que nous nous donnons l'ensemble des suites d'entiers positifs), // est faux pour moi de considérer les parties de cet ensemble comme données. A plus forle raison je refuse d'attacher un sens au fait de concevoir un choix fait dans chaque partie d'un ensemble... En fin de compte, en dépit des apparences, tout doit se ramener au fini'^ »
335. — Il serait difficile de souhaiter, de part et d'autre, une réflexion plus nette sur les raisons de la position prise. Est-ce à dire que le philosophe doive se borner au spectacle de cette opposition radicale? Va-t-il se résigner à enregistrer la rencontre de « mentalités y> irréductibles? Ou ne va-t-il pas chercher à la racine du conflit la trace de certains préjugés extérieurs à la science, préjugés d'ordre philosophique comme ceux que nous avons vus à l'œuvre dans les conceptions de du Bois-Reymond, et que le progrès de la science a pour effet d'éliminer.
Tout d'abord l'expérience mathématique vient restreindre la portée de l'idéalisme entendu au sens de du Bois-Reymond, en révélant des contradictions au sein de ce monde d'entités qui, tout en étant indescriptibles, étaient pourvues d'existence idéale. Ainsi M. Burali-Forti a, dès 1897, fait ressortir la contradiction à laquelle on aboutit en voulant réaliser l'ensemble de tous les nombres ordinaux (transfînis) '. Sans doute, rien n'est
1. Cf. Lel)esgup, Bulletin de la société mathématique, 1903, p. 269 : « Quand j'entends parler d'une loi définissant une infinité transfinie de choix, je suis très méfiant, parce que je n"ai jamais encore vu de pareilles lois, tandis que je connais des lois définissant une infinité dénombrable de choix. Mais ce n'est qu'une affain; de routine, et, à la réflexion, je vois parfois des difficultés aussi graves, à mon avis, dans des rai.-onnements où n'interviennent qu'une infinité dénombrable de choix, (jue dans des raisonnements où il y en a une transfinité. »
2. Ibid., p. 263. — Leibniz écrivait, à propos de la série 1 — 1 + 1 — 1, etc. : « 11 ne faut se fier aux raisonnements sur les séries infinies, que lorsqu'on en peut démontrer la vérité par les finies, à la façon d'Archimède. » Lettre à Varignon, du 18 janvier 1713. M, IV, 191.
Vide supra
plus simple que de se débarrasser de la contradiction, en faisant disparaître les objets idéaux qui étaient le sujet de cette contradiction : « L'ensemble W de tous les nombres ordinaux... devrait », suivant M. Hadamard, « être considéré comme non existant ' » ; et en effet, ajoute-t-il;, « on n'a le droit de former un ensemble qu'avec des objets préalablement existants, et il est aisé de voir que la définition de W suppose le contraire ^ ». Seulement, il reste alors à savoir ce qui devra, désormais, être considéré comme véritablement premier : sera-ce la réalité transcendante de ces objets qui sont placés au-dessus de toute atteinte effective de l'esprit humain? ou le principe de contradiction que notre pensée leur applique? « M. Burali-Forti, écrit M. Lebesgue, raisonne sur des êtres mal définis comme s'ils étaient bien définis ; or l'empiriste se demande si ce n'est pas précisément là ce qui caractérise le raisonnement idéaliste. Pour qu'un empiriste pût admettre les preuves idéalistes, il faudrait qu'on lui eût enseigné comment, avant qu'un raisonnement idéaliste ait conduit à une contradiction, il pourra s'apercevoir s'il est illégitime ou légitime^. » Bref, comme nous l'avons remarqué dans la critique du réalisme logistique de M. Russell, les antinomies cantoriennes font plus que de montrer l'impossibilité de résoudre tel ou tel problème; elles emportent avec elles la conception philosophique dont le problème est issu. De l'attitude idéaliste il ne reste que la reconnaissance vague de quelque chose qui dépasse les déterminations de la science actuelle, sorte de « réservoir » pour les conquêtes de la science future.
Dautre part, s'il fallait voir dans l'attitude empiriste autre chose qu'une règle de prudence particulièrement opportune et frappante de la part de ceux-là même qui ont manié les notions cantoriennes et les ont fait fructifier sur le champ de la mathématique positive, si on devait l'ériger en une métaphysique qui s'enfermerait rigoureusement dans l'enceinte du fini, on soulèverait des difficultés pratiques que l'on ne parviendrait guère à écarter que par des expédients de langage. Par exemple M. Borel borne le domaine de la science positive aux ensembles effectivement énumérables, c'est-à-dire tels que l'on puisse « indiquer au moyen d'un nombre fini de mots, un procédé sûr pour attribuer sans ambiguïté un rang déterminé à chacun de [leurs]
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3. Contribution à l'étude des correspondances de M. Zermelo, Bulletin de la Société mathématique, 1907, p. 212.
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éléincnls ' », et M. Poincarc donno cette règle de « ne jamais envisager que des objets susceptibles d'être définis en un nombre fini de mots- ». Seulement celte règle si simple prête dans rapj)lication à plus d'une question litigieuse : « Car parmi les mots on nombre fini, objcfie avec toute raison M. Winter, pourront se rencontrer des expressions telles que aussi souvent que ron veut, aussi grand que l'on veut, ou des mots tels que toujours, indéfinimenl, infiniment; sommes-nous bien sûrs, dans ces cas, que la drfinilion n'implique pas, au moins en puissance, l'infinité de mots qu'il faudrait éviter'-? « Y eût-il même (|uelques-unes de ces dernières expressions dont l'empiriste s'interdirait l'usage, il demeure essentiel à sa méthode d'approcher autant qu'il veut le calcul de transcendantes telles que t. ou e en prenant un nombre de plus en plus grand de décimales; il est clair qu'une semblable approximation n'a de sens que par rapport à l'idée de l'opération exacte, que cette idée suppose à son tour la réalité de la grandeur irrationnelle, telle que les résiiUats de la géométrie élémentaire nous l'imposent. De cette exactitude, comme le remarquait déjà du Bois-Reymond, Tempirisme ne peut rendre compte; il ne réussit à créer et à comprendre son propre langage que parce qu'il y sous-tend les raisonnements de l'idéalisme.
CONCEPTUALISME ET INTELLECTUALISME
336. — De ces doubles difficultés une conclusion se dégage : ce qui a commandé Falternative insoluble du renouviérisme et du cantorisme, conçus sous leur forme dogmatique, ce n'a nullement été la science elle-même; c'était une conception de la philosophie traditionnelle où l'idée se définit par sa matière. L'existence de l'infini mathématique devait alors reposer sur l'existence des éléments de représentation qui peuvent le composer, de telle sorte qu'il fallait choisir : ou la notion mathématique de l'infini était une idée positive, et l'infini actuel était représenté; ou l'infini actuel n'était pas représentable, et la notion d'infini était une idée illusoire. Mais si on suit une marche inverse de celle de du Bois-Reymond, si on va de la science à la philosophie, il n'est plus sûr du tout qu'il y ait lieu d'envisager le problème dans les mêmes termes.
i. Les « paradoxes » de la théorie des ensembles. Annales scientifiques de l'École Normale, 1908, p. 446.
2. La Logique de l'infini. Revue de métaphysique, 1909, p. 482.
Note sur l'infini en mathématiques, ibid., 1911, p
Nous chercherons ce que l'idée d'infini mathématique a de positif, non dans le contenu de l'intuition, dans l'objet de la représentation, mais dans l'acte de compréhension, qui est générateur d'une série illimitée de nombres : « A coup sûr, écrit Jules Tannery, si quelqu'un dit qu'il existe une infinité de nombres entiers, il n'entend point que cette infinité de nombres entiers est écrite quelque part, dans quelque gros livre; il ne s'agit que d'une existence dans notre pensée; or, notre façon de penser l'infinité des nombres entiers consiste essentiellement à penser la loi de formation de ces nombres, qui en implique l'infinité ... Je n'imagine pas les nombres entiers dans leur suite infinie, je les comprends dans leur loi de formation ^ »
Cette dissociation entre la représentation proprement dite et l'intelligence fait voir que l'attitude du mathématicien n'est pas la même à l'égard du fini et à l'égard de l'infini. Ce qui caractérise l'ensemble fini, c'est que nous pouvons manier indifféremment, ou les parties prises collectivement, ou l'ensemble total. Dans l'ensemble infini nous ne pouvons pas dire qu'il y ait, à proprement parler, des parties ni par conséquent un tout; nous possédons seulement la loi d'où dérivent les termes de la série, et c'est uniquement sur la nature de la loi que nous devons fonder les conclusions de nos raisonnements. Autrement dit, la base de notre savoir sera solide tant qu'il nous sera possible de laisser de côté la représentation des nombres infinis pour ne plus avoir affaire qu'à leurs relations mutuelles. De ce point de vue, l'infinité dénombrable est une idée positive, et de la forme la plus simple, puisqu'elle est inhérente à la loi de numération ; l'existence des ensembles dénombrables est liée à l'opération élémentaire de correspondance qui, considérée en elle-même, comme nous l'avons vu, n'implique aucune condition restrictive, qui se poursuit d'elle-même à l'infini.
337. — Y a-t-il des infinités non dénombrables? Si la question ne comporte pas de réponse a priori, du moins un ensemble nous est-il donné qui est l'expression analytique du continu géométrique : c'est l'ensemble des nombres réels. Or les nombres irrationnels qui figurent dans cet ensemble y sont introduits comme limites d'une série de nombres rationnels, qui, elle, constitue une infinité dénombrable. La forme de la loi, d'où résulte cette infinité de termes, est telle que nous savons qu'il arrive un moment à partir duquel il est permis de négliger le calcul des termes de rang supérieur, comme n'ayant plus
Revue générale des sciences, 1897, p
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d'influence en quelque sorte individuelle sur la délerminalion de la limite. Nous pouvons alors passer par-dessus Pinfinité des ternies pour oprrer sur la limite, ou sur la somme, d'une telle série. De là Timporlance décisive de la notion de convergence, qui s'est manifestée comme la base de l'analyse moderne.
La théorie des ensembles, tant qu'elle ne dépasse pas ce point, ne soulève aucune difficulté qui ne trouve sa solution dans la considération de l'arithmétiqut^ élémentaire ou de la géométrie classique. Et elle n'a pas eu besoin d'aller au delà pour se révéler comme un instrument d'une admirable puissance; nous n'aurons qu'à mentionner ici les travaux de M. Baire sur les fonctions discontinues qui sont limites de fonctions continues, ceux de M. Jordan et de M. Borel sur la mesure des ensembles, ceux de M. Lebesgue sur Tintégration qui ont eu pour résultat d'élargir encore la conception de Riemann ^ Ces travaux ont reculé les frontières de l'analyse; mais ils n'ont pas rompu avec les procédés communs de la science. On peut dire qu'ils se meuvent à l'intérieur de ce qu'avec M. Lebesgue on appellera la représentation analytique : « Je dirai qu'une fonction est représenlable analytiquement^ si l'on peut la construire en etl'ectuant, suivant une loi dé terminée, les opérations élémentaires (additions, soustractions, multiplications, divisions) et des passages à la limite, en nombre fini ou dénombrable, à partir de constantes et des variables, supposées en nombre fini ou dénombrable - ».
338. — La théorie des nombres transfinis rentrera-t-elle également dans le domaine de la science positive? A vrai dire la difficulté n'est pas tant de savoir s'il existe un nombre transfini que de savoir s'il en existe plus d'un. Il est sûr que la série des nombres naturels, dont tous les termes sont finis, a pourtant un nombre infini de termes; mais il n'est pas sûr que ce nombre
1. L'idée innilresse de M. Lebesgue peut èlre résumée de la façon suivante: " Soit y une fonction croissante dans un intervalle. Au lieu de partir, comme lliemann, de la division en intervalles partiels, et d'en multiplier les longueurs par l'une des valeurs yt de la fonction dans chaque intervalle, inversement au départ on se donne la division des variations de la variation, c'est-à-dire les nombres yi. » Fouet, Leçons élémentaires sur les fonctions analytiques, t. I (r° édit.), 1902, p. 2.58, n. 1. Pour une vue d'ensemble de ces travaux, auxquels sont consacrées les monographies de M. Baire, Leçons sur les fonctions discontinues, 190.5. et de M. Lebesgue, Leçons sur l'intégration cl la recherche des fonctions primitives, 1904. Cf. Borel, La théorie des Ensembles et les progrès récmts de la théorie des fonctions. Revue générale des sciences, 1909, p. 321 et suiv.
2. Contribution à l'étude des correspondances de M. Zermelo, Bulletin de la Société mathématique, 1907, p. 203. Cf. Journal de Mathématiques, 1903, p. 14.5.
infini soit lui-même le point de départ d'opérations nouvelles, destinées à devenir la base d'un calcul transfinitaire. En effet dans la série considérée, la condition de convergence fait défaut; nous ne pourrons plus tirer de la loi de sériation un résultat déterminé puisque nous n'aurons pas le droit d'écarter a priori le rôle des termes qui apparaissent au cours du développement de la série; à chaque terme nouveau correspondra une opération nouvelle; de telle sorte que, pour avoir le droit de considérer le premier nombre transtini, non seulement comme exprimant une détermination qualitativement distincte de toute détermination finie, mais comme étant la base d'un système nouveau de relations, nous aurions besoin de nous assurer à nous-mêmes que nous avons effectivement accompli une infinité d'opérations ; et nous sommes incapables de nous donner cette assurance.
Nous comprenons alors pourquoi la théorie des ordinaux transfinis s'est heurtée à des problèmes de caractère exlrascientifique. Au lieu de s'appuyer sur la nature des lois génératrices des séries, elle a été obligée de revenir à l'intuition directe des termes; car les termes doivent être donnés antérieurement à l'abstraction de l'ordre qui les relie, comme l'intuition des individus est nécessairement antérieure à la formation de la classe que ces individus constituent'. Or, tant que l'on se contente d'opérer sur des termes en nombre fini, on peut prendre pour point de départ les résultats fournis par les processus de l'abstraction ou de la généralisation, et se donner ainsi l'illusion de raisonner a priori : le raisonnement sera inoffensif, pour autant d'ailleurs qu'il est stérile. 11 n'en est plus de même si l'on veut considérer une infinité de termes : le raisonnement promet ici d'être fécond, puisqu'il ajoute aux données de la représentation ; mais il est suspect. Gomme il n'a pas de garantie à la base, il ne possède pas non plus le frein qui le l'eticndrait dans le domaine de la positivité. La conception des nombres trans- (inis doit inévitablement s'étendre jusqu'à embrasser l'ensemble des ensembles, la totalité des ordinaux transfinis; et inévitablement, comme l'a montré M. Burali-Forti, la contradiction éclate : « Un des traits caractéristiques du canlorisme, remarque avec profondeur M. Poincaré, c'est qu'au lieu de s'élever au général en bâtissant des constructions de plus en plus compliquées et de définir par construction, il part du geniis supremum
1. Cf. Goulural, La logique malhéinatiqac de M. Peano, Revue de mélaphysique, 1890, p. 620 : « Il nous paraît difficile de concevoir une classe, et encore plus la relation d'inclusion ou d'exclusion entre deux classes, sans considérer les individus qui les composent. »
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l'I lie (Ic'liiiil, comme auraient dit les scolasliques, que per fjeniiH j)i-oxiiniim et différent iam specificam ' ».
339. — Des discussions soulevées par les conceptions nouvelles lie l'infini, des expressions même qui y ont été employées, se déi>aji:e donc une conclusion dont on ne saurait, suivant nous, exagérer l'importance pour la théorie de la connaissance L'alternative imaginée par du Bois-Reymond entre le réalisme du sensible et le réalisme du suprasensible conduit à un conflit sans issue. Au contraire, le débat est clair, et la solution s'imposera d'elle-même, si on y retrouve la lutte entre deux formes opposées du rationalisme. Suivant Tune l'idée est un concept au sens aristotélicien et scolastique; le rôle essentiel de l'esprit est de saisir les termes les plus i>"énéraux du discours, ([uille à s'épuiser dans l'elfort pour les enfermer dans une définition première. La seconde est la doctrine intellectualiste des Platoniciens et des Cartésiens où l'idée est une « action de l'esprit- », se traduisant dans la liaison opérée par le jugement et exprimant le fait même de comprendre, tô intelligere. Il faut avouer sans doute que ces deux formes, dont Fanlagonisme latent nous a paru dominer l'histoire de la philosophie, ont été rarement distinguées avec une netteté suffisante. L'intellectualisme, nous l'avons constaté à maintes reprises en suivant le cours de la doctrine depuis l'école platonicienne jusqu'à l'arithmétisme du xix" siècle, n'a pas toujours su résister à l'obsession de la déduction purement logique: il s'est laissé aller à partager l'ambition des doctrines qui, procédant du général au particulier, visent naturellement à envelopper l'univers du discours dans les conséquences de quelques données initiales. Mais l'examen critique du mouvement logistique, comme les résultats positifs fournis par l'analyse de la connaissance arithmétique et de la connaissance géométrique, permettent de rétablir et de dégager le rythme propre de l'intelligence dans la production et dans la composition des idées, dans l'unification du savoir scientifique. C'est cette tâche que nous nous proposons d'achever en nous plaçant sur le terrain de l'algèbre, où déjà l'arithmétisme avait porté l'un de ses principaux efforts.
!. Science et méthode, p. il.
2. « Gonceptus actionem mentis exprimere videtur. » Spinoza, Eth. III, déf. III, Explicatio.
LES RACINES DE LA VÉRITÉ ALGÉBRIQUE
340. — La constitution de lalgèbre comme discipline indépendante marque dans l'histoire de la mathématique Tavènement de la pensée moderne; et pourtant nous n'avons pas rencontré de conception philosophique dont nous puissions dire qu'elle soit purement algébrique. Jusqu'à Viète, et chez Viète lui-même, les opérations algébriques apparaissent comme de simples généralisations des opérations arithmétiques. Descartes enfin, qui a eu le sentiment si net de l'autonomie de l'algèbre, présente encore la théorie des équations en connexion directe avec la représentation géométrique.
D'ailleurs cette autonomie de l'algèbre devrait être pour la réflexion philosophique un obstacle bien plutôt qu'un appui. L'effort pour isoler la vérité algébrique et l'affranchir de tout ce qui n'est pas elle, pour donner de l'usage des quantités négatives ou imaginaires une justification a priori^ n'aboutit en fait qu'à multiplier les « écueils » et les « scandales ». De guerre lasse, l'arithmétisme, au xix* siècle, s'est rejeté sur le plan de valeur minima, et s'est résigné à regarder l'extension de la notion de nombre comme un système de conventions utiles, de fictions qui réussissent.
Ces difficultés sont liées en un sens au caractère propre de l'algèbre. L'algèbre est assurément le meilleur instrument qu'on puisse souhaiter pour poser les problèmes dans leur généralité et dans leur pureté; mais c'est un préjugé d'en conclure que l'algèbre doive fournir par ses seules ressources la solution des problèmes qu'elle a posés. A l'origine de ce préjugé nous retrouvons l'opposition qui depuis Aristote s'est établie comme une sorte de dogme entre l'ordre de la connaissance et l'ordre de la réalité, et qui conduit à ériger les notions les plus abstraites et les plus tardivement acquises en notions premières, capables de se suffire à elles-mêmes. Une telle opposition n'est pas seule-
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nienl illusoire; elle deviendrait dangereuse si elle nous empêchait, dans le cas où certaines propriétés relatives aux expressions alg-ébriquos ne peuvent pas se vérifier directement, d'invoquer leur partici[)ation à la vérité de Tarithmétique et de la géométrie. En l'ail, c'est à Tunité de la mathématique, telle que nous l'avons conçue, qu'il appartient de dissiper les « nuages » soulevés par la conception purement formelle de l'algèbre.
Considérons l'équation la plus simple
X est l'mconnue (qui serait exactement symbolisée par un point d'interrogation); a et b sont des entiers positifs dont chaque détermination entraine une nouvelle détermination de l'inconnue. Or, pour b < a, il n'y a pas d'entier positif qui, ajouté à l'entier a, reproduise un entier inférieur à a. La solution du problème est impossible, autant qu'il est impossible de payer une dette de 15 francs avec un avoir de 8; et l'impossibilité est ici une évidence première, consacrée par le langage des mathématiciens qui traitèrent les quantités négatives, d'impossibles, d'absurdes ou de fausses \ Pascal s'en servira pour montrer l'aveuglement de certains hommes devant les vérités trop éclatantes : « j'en sais qui ne peuvent comprendre que qui de zéro ote 4 reste 0. - » Et certes, on ne saurait refuser au dogmatisme que l'arithmétique ne connaît pas de nombre inférieur à zéro; la fin de non recevoir opposée par Pascal à tout calcul de nombres négatifs est parfaitement fondée dans ce domaine de l'arithmétique. Mais, une fois cette concession faite, rien ne s'oppose à ce que l'on constitue un domaine différent où l'on conviendra de considérer les nombres inférieurs à zéro, et de les soumettre à des règles de calcul modelées sur les règles du calcul des entiers positifs.
Ce domaine se suffit à lui-même tant que l'on réussit à y définir les opérations arithmétiques sans porter atteinte à la différence qualitative des nombres {)Ositifs et des nombres négatifs; le produit : ( — ) 5 x 10 = (— ) 50, se conçoit aussi naturellement que : francs 5x 10 = francs 50. Et l'interversion
1. \oïr dans V Encyclopédie des sciences mathématiques, t. I, vol. 1, 1, n. 148, p. 34.
Pensées, f 335, Section II, fr
des facteurs, dont // n'y a pas de raison de ne pas admettre la lég-imité, nous donnera 5x( — )10 = ( — ) 50. Mais il n'en sera plus de même du produit de deux expressions qualifiées.
L'opération est irreprésenlable; nous ne savons pas ce que le produit de deux expressions qualifiées peut donner dans le domaine de ces quantités, tel que nous l'avons constitué jusqu'ici. L"appui des analogies pratiques nous abandonne; les Hindous disaient bien : « retranchée de zéro, dette devient richesse, et richesse dévient dette »; et Ton peut ajouter avec le proverbe : qui paie ses dettes s'enrichit ; mais peut-on concevoir que qui multiplie sa dette par une autre dette se constitue un capital? Sans doute l'on profitera de cette ignorance pour réclamer le droit à l'exercice du libre arbitre; c'est par décret que l'on posera la ?'èg!e des signes\ et que l'on écrira que le produit de ( — ) 5 par ( — ) 10 est le nombre positif 50.
342. — Seulement la difficulté que l'on aurait ainsi écartée n'est pas tout à fait celle qui se pose dans la réalité. On va se trouver en présence de deux égalités :
La question est de savoir si la quantité (+) 50 qui correspondrait par convention à la multiplication de deux nombres négatifs est effectivement la même quantité que le nombre naturel 5U, produit des deux entiers positifs 5 et 10. De deux choses lune : ou cette identification est le résultat d'une libre convention, la première quantité et la seconde devront alors être toutes deux des notions symboliques, dépourvues de toute signification intrinsèque; le calcul des entiers positifs et celui des expressions qualifiées perdront définitivement toute valeur scientifique pour n'être plus qu'un jeu d'écritures — ou bien il est possible d'établir> entre l'opération dont la première quantité est issue et l'opération dont la seconde provient, une connexion capable de faire participer la seconde à la vérité de la première.
Cette connexion se présentera, d'ailleurs, de la façon la plus simple. Remplaçons le produit 5x10 par l'expression équivalente :
■1. Diophaiite. Arithmel. Liv. I, déf., IX. Edit. P. Tannery, t. 1, p. 12 : Xiv\i'.',
ÈTtl AEÏ'L'.v iroXAoiTcXaT'.aTÔîtTa tcoiîï 'j7:ao$'.v.
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.>l elTecluons les opérations. Sur les <iuatrc opéralions, il y en a trois que nous savons faire eL(4ni nous donnent : 200 — 100 — 100, c'esl-à-dire 0. UesLc la qualriènie opération : la multiplication des quantités affectées du signe — . Le résultat ne peut en être (ixé que par convention; mais la convention obéit à une loi de « convenance ». La règle doit être telle tjue le produit (10 — 5) X (20 — 10) soit égal au produit 5 X 10. Or c'est à quoi nous ne pouvons satisfaire (pf en posant :
(— o)x(-10) = .m La valeur de vérité qui est dans l'égalité arithmétique :
5 X 10 = 50 s'étend à l'équation algébrique :
(— o)x(-iO) = oO,
et justifie la règle des signes.
Cette extension est une convention a priori en ce sens qu'elle est une libre création de l'esprit. Mais liberté ne signifie pas arbitraire. La convention procède ici de l'élan acquis par l'esprit au contact de la réalité, et dont il se sert pour découvrir de nouveaux horizons de réalités*. Entre le domaine des nombres positifs et le domaine des nombres négatifs, il n'y a pas identité logique; on ne peut pas justifier le passage à l'aide d'un principe tel que la permanence des formes opératoires. Mais on retrouve ce qu'il y a de fondé dans la pensée de Hankel, en substituant à la notion d'un principe a priori celle d'une connexion — « connexion rationnelle », suivant le langage de Cournot, et, plutôt encore peut-être, connexion naturelle.
Le caractère naturel de cette connexion se confirme par la facilité de la représentation spatiale. La conception cartésienne de la géométrie permet d'interpréter les solutions négatives et leurs combinaisons de façon à présenter un parallélisme rigoureux avec l'algèbre -. Philosophiquement on pourrait dire
1. Cf. Cournot, Considérations, 1872, t. I, p. 141 : « Les signes du négatif cl de l'imaginaire sont choses de convention ou d'usage; mais le négatif et l'imaginaire arrivent par la vertu de l'idée et le mouvement d'évolution qui lui est propre, en forçant la notation à s'y accommoder et l'esprit à le suivre, quoi qu'il lui en coûte. »
2. Dans son Invention nouvelle en algèbre, Amsterdam, 1629 (réimprimée par D. Bierens de Haan, Leyde, 1884), Albert Girard avait indiqué de la façon la
encore que le succès de celte corrélation a peut-être été trop complet; car il conduit à transformer un avantage qu'offre naturellement la transposition spatiale en une nécessité qui serait inscrite dans la réalité des choses. Il a fallu la considération des imaginaires pour dissocier les combinaisons algébriques de leur interprétation géométrique, et préciser les rôles respectifs de l'opération proprement intellectuelle et de Timage intuitive.
LA NOTION d'imaginaire
343. — La notion des quantités imaginaires naît de Tétude de l'équation algébrique du second degré par un processus de pensée analogue à celui qui a fait surgir de l'équation du premier degré la notion de quantité négative.
La recherche des différentes valeurs qui permettent de vérifier une équation du second degré à une inconnue donne toujours une représentation algébrique de forme simple; mais il arrive que cette représentation algébrique ne comporte plus aucune possibilité de calcul, et le cas se présente chaque fois que dans le second membre la quantité sous le radical est négative : le produit de deux nombres égaux, positifs ou négatifs, ne peut jamais être égal à une quantité négative. Dès lors, si résoudre une équation c'est calculer les valeurs de l'inconnue pour lesquelles les deux membres deviennent identiques, il faut bien dire que l'équation est impossible à résoudre. Cependant, par raison de symétrie, et pour faire ressortir cette impossibilité, on pourra désigner par un symbole spécial la racine, impossible à extraire, de cette quantité négative. A côté des solutions fournies effectivement par des nombres apparaissant comme « réels », on placera des solutions « feintes » (suivant l'expression remarquable du xv!!"" siècle), auxquelles ne correspondront que des nombres imaginaires. Mais entre les unes et les autres il y a une diffé»rence de nature qui va jusqu'à l'opposition; la corrélation de l'algèbre et de la géométrie, telle que Descartes l'avait conçue, est propre d'ailleurs à souligner celte opposition; les solutions imaginaires expriment les cas où aucune racine ne peut être obtenue par construction dans l'espace ^
plus nette Li traduction des nombres négatifs « La solution par moins s'explique en géométrie en rétrogadant et le moins recule là où le plus avance. » F" 3 verso. Cf. Encyclopédie, loc. cit., note 149. Colebrooke a retrouvé les traces de cette interprétation dans Lilivati, Op. cit., § 166, p. 71 : « Le segment... est négatif, c'est-à-dire dans la direction contraire. »
1. Ainsi, au livre III de la Géométrie, Descartes détermine le procédé pour
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Dans ces conditions on est naturellement conduit à une conception noniinalistc, et nous avons vu que l'inlerpiétation nominaliste de rarilliniélismc s'est développée en fait par l'assimilation de l'irrationnel à l'imag^inaire '. Mais, pour les expressions imaginaiies comme pour les quantités négatives, il semble que la difficulté à laquelle le nominalisine répond ne soit pas la difficulté véritable du problème. Il ne s'agit pas en effet de concevoir la définition des quantités imaginaires, ou « nombres complexes » en les considérant comme hétérogènes et « insociables » par rapport aux nombres réels; il s'agit de justifier le mode particulier de combinaison qui reliera les nombres complexes aux nombres réels, qui permettra par là de faire entrer le calcul des imaginaires dans le domaine de la mathématique positive. En d'autres termes, si, pour bien marquer le caractère symbolique de l'imaginaire, on substitue à l'expression \' — 1, indication d'opérations impossibles à effectuer, le signe /, le problème est de justifier la proposition /-:= — 1. Sans doute, il n'est pas contradictoire de faire reposer cette proposition sur une convention arbitraire. iMais, ce qui resterait à expliquer, c'est que la quantité ( — 1 1, issue du produit de deux symboles, ait pu être identifiée avec la quantité — 1 qui pour nous est le résultat naturel et vrai dune opération telle que : 1 — 2, sans que cette identification ait compromis l'équilibre et l'homogénéité du système de la science. Une dernière fois, il faudra donc prendre parti : ou de part et d'autre on est en présence de « simulacres » entre lesquels la volonté libre de l'arithméticien forge à son gré telle relation qu'il lui plaira, et la philosophie mathématique s'inflige définitivement cette disgrâce d'aboutir à nier la réalité scientifique dont elle se proposait de rendre compte — ou la proposition i-^ — 1 est autre chose qu'une équation symbolique, elle participe par quelque biais à la vérité dont les opérations sur les nombres réels ont paru susceptibles.
344. — Pour le cas des nombres imaginaires, une telle participation semble particulièrement difficile à établir, tout au moins dans les cadres ordinaires de la psychologie ou de la théorie de la connaissance. L'évidence rationnelle et l'évidence sensible font également défaut. 11 n'y a pas de principe d'où puissent se
« construire les racines de l'équation, du troisième et du quatrième degré, en déterminant les points d'intersection d'une parabole et d'un cercle, et il ajoute : « si ce cercle ne coupe ni ne touche la parabole en aucun point, cela témoigne qu'il n'y a aucune racine, ni vraie, ni fausse, en l'équation, et qu'elles sont toutes imaginaires. » {AT, VI, 467). 1. Vide supra, § 210.
déduire logiquement les lois des combinaisons relatives aux nombres complexes, ni de représentation intuitive à laquelle nous puissions directement l'aire appel. On ne peut même plus parler ici dune hypothèse qui aurait été construite en vue de faits à expliquer, et qui se justifierait par ses conséquences : lorsque la discussion des équations d'un degré supérieur au premier a conduit à considérer la relation originale qui constitue la quantité imaginaire, nul n'a prévu, nous ne voyons d'ailleurs pas comment on aurait pu prévoir, l'extraordinaire fécondité que cette notion a manifestée dans les diiîérents domaines de la mathématique.
En fait, nous aurons à constater pour elles-mêmes cette fécondité, cette « imprévisibilité », que le pragmatisme et Tintuitionisme contemporains ont, un peu à la légère, présentées comme les marques d'une activité étrangère à la raison, qui nulle part pourtant n'apparaissent d'une façon plus saisissante et plus caractéristique que dans le rayonnement de cette notion purement abstraite de nombre complexe.
Tout d'abord les travaux de Weierstrass et de Dedekind ont mis en évidence un fait remarquable : à la condition de conserver les propriétés essentielles des opérations de l'algèbre ordinaire, par exemple la propriété commutative de la multiplication dont nous avons vu que sont affranchis le calcul des quaternions de Hamillon ou le calcul de l'extension de Grassmann, « l'ensemble des nombres complexes est nécessaire et suffisant pour donner à l'algèbre toute son extension \.. D'autre part, si l'on essaie de créer de nouveaux nombres obéissant aux lois du calcul algébrique, cette nouvelle algèbre est réductible à l'algèbre ordinaire. Le nombre imaginaire est donc l'élément essentiel et universel de l'algèbre -. «
345. — Mais bien plus significative est l'introduction de la notion d'imaginaire dans la discipline mathématique qui, par définition môme, devait paraître en exclure l'emploi, c'est-à-dire dans la théorie des nombres.
Cette introduction s'est faite, en quelque sorte, à deux degrés. Ainsi, dans le Co«/'s d'analyse algébrique {i^'^Y), Gauchy montre que le recours au symbole de limaginaire, sert à faciliter les
1. Cf. J. Tannery, Revue générale des sciences, 1897, p. 138.
2. Gouturat, De Vlnfini mathématique. Note I, Sw la théorie générale des nombres complexes, p. .589, avec renvoi aux Mémoires, Zur Théorie der aus Haupteinheiten gcbildelen complexen Grôssen. publiés par Weierstrass en 1884, par Dedekind en 1883, dans les Nachrichten von der Kôniglichen Gesellscluift der Wissenschaften zu Gôttingen.
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raisonnements arilhmétiques. Je veux démontrer cette proposition ' : si on multiplie l'un parTautre deux nombres entiers dont chacun soit la soiunic de deux carrés, le produit sera encore une somme de doux carrés; a-, 6-, a'\ b'- étant des carres parfaits, les doux nombres auront la forme («- -+- b-) et («'^ + 6'-). On posera les équations suivantes :
(a -h 6 v'^) {a' -h b' \-^) = aa —b b' -+- {ab' + a'b) y -^ {a — b yj^^) {a' — b' \'^^) = aa' — bb' — {ab' 4- a'b) y/^^.
Et, en les multipliant membre à membre, on obtiendra la proposition dont on cherchait la démonstration :
{a^ -V- b-) {a'-' + 6'-) = {aa — bb')- + {ab' -|- a'b)K
Mais, avec Gauss, Tinlroduclion de la notion d'imaginaire a une tout autre portée. Pour nous borner à une remarque très simple, Gauss étudiera la divisibilité des nombres premiers par rapport à des facteurs complexes de la forme a -h bi. « Ici se produit un phénomène intéressant. Tandis que les nombres premiers réels de la forme 4/i -h 3 c'est-à-dire 3, 7, 11... etc., restent premiers dans le domaine des nombres complexes de Gauss, les nombres premiers de la forme 4/z-t-l, c'est-à-dire 5, 13, 17... etc., auxquels il faut ajouter le nombre 2, sont décomposables en facteurs complexes :
2 = (1 -I- /) (1 — /) 5 = (1 -^ 20 (1 — 2/) 13= (3 + 2/) (3 — 20... etc.2«.
La conception do Gauss est donc bien autre chose qu'un jeu de l'imagination abstraite, décrétant une extension paradoxale de la notion relative aux nombres entiers; c'est un instrument de pénétration dans la structure intime du nombre. De fait, le tableau dont nous venons de rappeler les premiers éléments rend presque immédiate la démonstration de ce théorème découvert par Fermât, que tout nombre premier de la forme 4/î-hl est décomposable d'une seule façon en une somme de deux carrés ^.
Winter, ibid., p. 332, et p
Brunschvicg. — Les étapes. 35
346. — La doctrine des imaginaires s'est développée suivant le même rythme dans l'analyse infinitésimale. Au xviii" siècle Jean Bernoulli et Euler utilisent la double attitude de connexion et de discrimination que permet l'emploi des imaginaires « pour la réduction des exponentielles imaginaires aux sinus et aux cosinus des arcs réels ^ ». Si, dans la série qui exprime la fonction exponentielle, on remplace x par a;/, on obtient la série suivante ;
, xi (xi)'- (xiY (xi)'' (xi)''
Les termes pairs deviennent réels, les termes impairs demeurent imaginaires; de telle sorte que la série e^' peut se mettre sous la forme suivante :
a?* 1 . [x X* ce*
La première des séries entre parenthèses est égale à cos cr, le second à sin a;; c'est-à-dire que Ton a : e^' i=:cos x-\~i sin x.
On peut dire, avec Cournot, qu' « il n'y a pas dans l'analyse de fait plus remarquable que [ld\ liaison inattendue qui s'établit, comme une conséquence de l'emploi du signe algébrique v' — 1, d'une pari, entre les fonctions exponentielles et les fonctions trigonométriques, d'autre part, entre les logarithmes et les arcs de cercle, c'est-à-dire entre des fonctions si diverses de nature et d'origine, tant qu'on ne remonte pas à la loi qui régit leurs accroissements différentiels'^ ». En effet, il serait difficile de trouver un exemple plus propre à manifester quelle est, dans ce domaine de la science abstraite qui paraît créé par le jeu de la liberté intellectuelle, « l'objectivité » véritable de la pensée mathématique — un exemple évoquant davantage l'idée d'un fait de nature, lié à une forme spécifique d'expérience".
Mais ceci n'est encore qu'une promesse pour l'avenir : le xix'= siècle, « le siècle des imaginaires* », renouvelle l'analyse par l'usage qu'il fait de la notion d'imaginaire, non dans tel cas particulier ou pour telle classe de transcendantes déterminées,
1. Iiilroductio in analysin infinilorum, t. I, Lausanne, 1748, p. 104.
2. Traité de la théorie des fonctions et du calcul infinitésimal, i. I, 1841, p. 132.
3. Louis Wohcr, Vers le positivisme absolu par ridéalisnie, 1903, p. 264. CL Pierre Boutroux, Vobjcctivilé intrinsèque des mathématiques, lievue de mélaphvsique, 1003, p. 373.
Méray, Leçons nouvelles, t. 1, p
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mais dans sos principes généraux et pour la position initiale du problème. (Jn formera la variable complexe x- -f- iij, et on lui fera correspondre une combinaison de la forme u {x, i/)-hiv {x, y). Or, comme le iemar(pie M. Picard au début du second volume de son Traité d'analiise (1H93), « il est clair que la considération d'une telle fonction d(; x-hiy ne peut présenter aucun intérêt particulier : il n'y a là qu'une question de mots, et la liaison par le symbole i de deux fonctions ([uelconques u et v est absolument inutile. Mais on peut ne pas laisser complètement arbitraires les fonctions u et v, et chercher si cette fonction de ce -f- iy ne pourrait pas avoir des caractères qui la rapprocheraient des fonctions d'une variable réelle. C'est ce qu'a fait Gauchy, en cherchant les conditions pour (|ue cette fonction ait une dérivée unique ». Ces conditions sont exprimées par les identités :
?u _ dx~
« Si a et y satisfont à ces deux identités, la fonction u -\- iv a, en chaque point, une dérivée unique. On dit qu'elle représente une fonclion analytique de x-^ iy ».
Ici encore s'est produit un « phénomène intéressant »< et qu'aucune déduction a priori n'aurait permis d'établir ou même de prévoir. La notion de variable complexe a donné à l'analyse l'arme dont elle avait besoin pour reprendre l'œuvre de Lagrange en l'appuyant sur l'étude rigoureuse de la convergence des séries qu'Abel avait définitivement fondée : « le passage du domaine réel au domaine imaginaire est nécessaire pour expliquer d'une façon régulière comment les séries de Taylor cessent brusquement d'être convergentes ' ».
347. — Au début du xix° siècle enfin, Argand et Français donnèrent une solution définitive au problème de la représentation géométrique des imaginaires. Ce qui rendait difficile le problème, c'était, comme nous l'avons dit, le succès de la corrélation que le système de traduction cartésienne avait établie entre les éléments réels des équations algébriques et les éléments géométriques. Dans ce système les éléments imaginaires avaient une place, mais en un sens tout négatif, et qui paraissait exprimer leur nature intime : ils correspondaient aux points
l. Klein, Elementar Malhemalik, l. I, 1908, p. 49o.
qui ne sont pas donnés dans Tintuilion spatiale. C'est dans cet ordre d'idées, nous avons eu l'occasion de le rappeler, que Poncelel, faisant servir l'analyse à l'extension de la géométi'ie, introduisait les points imaginaires comme conceptions Imaginatives qui n'étaient pas accompagnées de représenlations Imaginatives. La recherche d'Argand procède dune intention contraire : il s'agit pour lui de trouver une traduction graphique qui détermine d'une façon positive les quantités imaginaires. Si l'on part de la proportion
le problème revenait à « trouver un genre de grandeurs auxquelles pût s'allier l'idée de direction, de manière que, étant adoptées deux directions opposées, l'une pour les valeurs positives, l'autre pour les valeurs négatives, il en existât une troisième telle, que la direction positive fût à celle dont il s'agit comme celle-ci est à la direction négative '. » En d'autres termes, on avait pris l'habitude de répéter deux fois le signe de La négation, une fois sur l'axe des abscisses, une fois sur l'axe des ordonnées; en utilisant la notion de direction, en considérant, par exemple, tout segment comme ayant un sens, comme étant un vecteur-, on se servira de l'axe des abscisses pour représenter les quantités réelles — positive à droite — négative à gauche, tandis que Taxe des ordonnées, où un vecteur est moyenne proportionnelle en grandeur et en direction entre les vecteurs de longueur égale à l'unité, l'un positif, l'autre négatif, sera l'axe des quantités imaginaires.
Grâce à la conception d'Argand et de Français, « les symboles de la forme a -f- 6 y/ — i , auxquels on avait réussi à ramener les résultats de toutes les opérations analytiques, n'olTrent plus rien d'impossible ni d'incompréhensible; ce sont des systèmes de deux nombres a, 5, qui se combinent entre eux de la même manière que les systèmes des deux coordonnées de chaque point
1. Argaiid, Essai sur imc manicre de représenter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques (180G), réédité par Iloiiel, 1874, p. 6.
2. Cf. Français, Nouveaux principes de Géométrie de position, et interprétation géométrique des symboles imaginaires, réédités par Hoiiel, ibid., p. 71 : « Application à la mécanique. Une force donnée d'intensité et de direction peut toujours être représentée par une droite donnée de grandeur et de position. qui est le chemin parcouru, en vertu de celte force, dans l'unité de temps. » Voir dans Couturat, De i'Infini mathématique, les ciiapitres sur l'application des nombres complexes au plan et aux vecteurs, p. 173 et suiv.
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<riin plan. Dès lors, ajoulo tloiiol, les lioaiix résultats que Caucliy devait découvrir par des prodiges de puissance analytique, allaient se traduire par des constructions géométriques parlant aux yeux, et la discussion des formules devenait un proMcme simple de la fiéomélrie de situation, dont Riemann a plus tard complété la solution ' ».
348. — En présence de ces faits mathématiques la conception purement symbolique des imaginaires, si elle suffit au technicien ou au pédagogue, paraît au philoso{)he trop « faible » pour rendre raison d'une telle puissance. Et, de fait, (^auchy, qui avait tant insisté sur la théorie du symbolisme, proposera luimême deux interprétations différentes des imaginaires. L'une, d'ordre géométrique, est fondée sur les principes d'Argand et de Français, dont Gauchy met l'importance en lumière ^. L'autre, appuyée sur la théorie des congruences arithmétiques que Gauss a fait connaître dans les premières pages de ses Disqiiisitiones arithmeticse (1801), est une « théorie des équivalences algébriques substituée à la théorie des imaginaires ». Suivant cette théorie, écrit Gauchy ^ « / cessera de représenter le signe symbolique \' — 1, que nous répudierons complètement, et que nous pouvons abandonner sans regret, puisqu'on ne saurait dire ce que signifie ce prétendu signe ni quel sens on doit lui attribuer. Au contraire, nous représenterons par la lettre i une quantité réelle, mais indéterminée; et, en substituant le signe :=: au signe =, nous transformerons ce qu'on appelait une équation imaginaire en une équivalence algébrique, relative à la variable / et au diviseur i- -\~ 1 ». Tout polynôme en i est alors égal au reste de sa division par le polynôme i--\- i ; ce qui donne immédiatement l'équation fondamentale /^= — 1, et justifie les règles du calcul des imaginaires.
Des diverses interprétations, qu'a provoquées l'extension de la notion d'imaginaire aux différentes disciplines de la science, y en a-t-il une que nous devions choisir pour la retenir à l'exclusion de toute autre? N est-ce pas au contraire à la connexion des diverses théories, établies on arithmétique, en algèbre, en analyse, en géométrie, qu'il appartient de garantir la vérité de la notion, exactement comme dans les recherches les plus
HoiJC'l, Préface h la réédition d'Argand, p. xin
2. Mémoire sur les quantités géométriques. Exercices d'analyse et de physique mathématique, t. IV, 1847, p. 157 et suiv.
3. Ibid, p. 94. Dans la note III de VInfini mathématique, Couturat suit l'application de ces idées dans la théorie des nomhres algébriques de Kronecker, p. 60.5 et suiv.
remarquables des physiciens contemporains, en particulier dans celles de M. Jean Perrin, on trouve la réalité de l'atome fondée sur la convergence des résultats obtenus par des méthodes indépendantes les unes des autres '? Lunité de la mathématique s'établira ainsi, non à laide d'un concept préexistant qui serait i nécessairement un concept trop général et presque vide, tel que I le concept de quantité, mais par un jeu de relations effectives i qui fait dune série de disciplines distinctes un tout organique, • par une connexion de systèmes de connexions. Au monisme i scolastique dont le modèle avait été emprunté à Aristote, dont | le rêve avait été repris par Leil^niz, se substitue définitivement j le monisme de l'immanence, où l'intelligence apparaît comme i puissance indéfinie d'unification.
349. — A cette conclusion le développement de l'algèbre au cours du siècle dernier fournirait la confirmation la plus décisive que l'on puisse souhaiter. Les travaux de Lagrange et de Galois, ! relatifs à la théorie des équations algébriques, ont fait surgir une notion qui a pris dans la mathématique tout entière une importance considérable, la notion de groupe. Or cette notion n'a pas, comme Tavait encore la notion de nombre négatif ou de nombre imaginaire, l'apparence extérieure d'un concept auquel correspondrait un objet; elle est née, et elle se présente nécessairement, à titre de relation intellectuelle, consacrant ce qui est à nos yeux le trait le plus significatif, quoique le plus rarement reconnu ou le plus rarement utilisé, de Tintellectualisme moderne : la primauté du jugement sur le concept.
Leibniz a défini l'état de l'algèbre après Descartes dans une page qu'il nous paraît utile de reproduire ici; car elle marque, avec une admirable lucidité, le contraste entre la simplicité théorique avec laquelle est posé le problème, et les difficultés diverses auxquelles la solution se heurte dans la pratique : « L'algèbre est encore... imparfaite, quoi qu'il n'y ait rien de plus connu que les idées dont elle se sert, puisqu'elles ne signifient que des nombres en général; car le public n'a pas encore le moyen de tirer les racines irrationnelles d'aucune équation au delà du quatrième degré (excepté dans un cas fort borné); et les méthodes dont Diophante, Scipion du Fer ol
i. Mouvement brownien et molécules. Journal de chinaie physique, t. VIII, 1911'-'. p. 90. Cf. Bulletin de la Société française de philosophie, 10' année, n' 4. (Séance du 27 janvier 1910), p. 98.
Louis do Ferraro se sonl servis respeclivemcnl pour le second, Iroisième et <iualrièiiie degré, afin de les réduin; au premier ou afin de réduire une équation a(Tecté(! à une pure ', sont toutes dilïérentes entre elles, c'est-à-dire celle qui sert pour un degré, dilVère de celle (jui sert pour l'autre. Car le second degré ou de Téqualion carrée. se réduit au premier, en ôtant seulement le second terme. Le Iroisième degré, ou de Téquation cubique, a été résolu parce qu'en coupant l'inconnue en parties, il en provient heureusement une équation du second degré. Et dans le quatrième degré ou des biquadrales, on ajoute quelque chose des deux côtés de l'équalion pour la rendre extrayable do pari et d'autre; et il se trouve encore heureusement que pour obtenir cela, on n'a besoin que d'une équation cubique seulement. Mais tout cela n'est qu'un mélange de bonheur ou de hasard avec l'art ou méthode. Et on le tentant dans ces deux derniers degrés, on ne savait pas si l'on réussirait. Aussi faut-i! encore quelque autre artifice pour réussir dans le cinquième ou sixième degré, qui sont des sursolides et des bicubes; et quoique M. Descartes ait cru que la méthode dont il s'est servi dans le quatrième en concevant l'équation comme produite par deux autres équations carrées (mais qui dans le fond ne saurait donner plus que celle de Louis de Ferrare) réussirait aussi dans le sixième, cela ne s'est point trouvé. Cette difficulté fait voir qu'encore les idées les plus claires et les plus distinctes ne nous donnent pas toujours tout ce qu'on demande et tout ce qui s'en peut tirer-. »
350. — Est-il possible que l'algèbre sorte de cet état fragmentaire et chaotique? Dès 1683, Tschirnhaus, confident des premiers travaux mathématiques de Leibniz, avait publié une méthode générale pour la résolution des équations algébriques '. Mais cette méthode n'avait pas fourni de nouvelles solutions effectives ; de fait, c'est seulement au milieu du xix® siècle, et en faisant intervenir les résultats obtenus dans la théorie des fonctions elliptiques, qu'Hormite a pu aborder l'étude directe de l'équation du cinquième degrés
1. CL Spécimen iiovuin analyseos pro scientia injiniti circa siuninasct quadraturas : « Quemadmodum alise radiées purœ sunt, cuin valores ex solis cognitis habentur, aliae affectœ, cum ipsae earum potentiœ valorem ipsarum ingrediuntur... » M, V., 351.
Nouveaux Essais, livre IV, chap. xvii
3. Nova methodus auferendi omnes terminas inlermedios ev data œquatione. Acta Erud. Lips., II, 204. Voir V^'iater, Caractères de l'algèbre moderne. Revue de métaphysique, 1910, p. 492; et La méthode dans la philosophie des mathématiques, p. 139 et suiv.
L Winter, op. cit., p. olS, et p. 181.
Lagrange s'est engagé dans une voie toute difTérente. Il commence par analyser les divers procédés utilisés avec succès dans la solution des équations du second, du troisième ou du quatrième degré; et il détermine les raisons qui leur ont permis de réussir.
Considérons par exemple Féquation du troisième degré
x' H-/)x- -^ qx -h r = 0.
En faisant x = — ~-]~x\
on arrive à mettre Téquation sous la forme suivante : x"^ -hp'x' -i- ff = 0.
Si on pose d'autre part
on obtient une équation nouvelle, qui finit par se transformer en une équation du sixième degré :
Cette dernière équation, ne contenant que la puissance sixième et la puissance troisième de linconnue, pourra se résoudre par rapport à y^ comme une équation du second degré.
Il est visible que le succès est du à l'intervention d'une équation « secondaire », d'un degré supérieur à celui de la proposée, mais qui peut, grâce à une circonstance fortuite, s'abaisser à un degré inférieur. C'est sur cette notion de l'équation secondaire, ou équation résolvante, que Lagrange concentre son attention : il s'efforce de dégager la forme générale qui en exprime la nature analytique, et de chercher les conditions qui permettent d'en abaisser le degré afin de résoudre par là l'équation proposée.
La forme de l'équation résolvante se détermine à l'aide d'une fonction / (appelée fonction résolvante), qui est définie par l'égalité suivante :
t=zx^-\- ax, -h a-x^ -h ... -h a'""'a;„,
x^, x,, X3... x,n étant les racines de l'équation proposée, et a étant " une racine quelconque de l'équation 7™ — 1 =0, de manière que
LA GENÈSE DE LA NOTION DR OnOlPE 553
Ton ait a- = 1.' » Les diverses valeurs que /peut prendre seront les racines de Véquation résolvante. Or, remarque Lagrange dans les expressions qui donnent /, « on peut échanger entre elles à volonté les racines x„ x„ x,. etc., puisque rien ne les distingue jusqu'ici l'une de l'autre^ .>. Le nombre des racines de la résolvante serait donc donné par le nombre de toutes les permutations possibles entre les racines x,,x„x,, c'est-à-dire que pour une équation du degré m, il serait de 1, 2, 3.. .m. Le degré de la résolvante serait de beaucoup plus élevé que celui de la pro-
posée. , ,
351 _ La (lueslion est maintenant de savoir dans quel cas ce deo-ré sera susceptible d'abaissement. Pour y répondre, Lagrange considère les échanges qu'il est possible d'etïectuer entre les racines en conservant, en laissant invariante, la fonction résolvante. S'il arrive que / demeure sans changement lorsqu on échange x, avec x.„ x, avec x„ x, avec x,, il y aura deux valeurs de i qui seront égales; on pourra établir, en développant les conséquences de cette permutation, que les racines / de 1 équation résolvante sont égales deux à deux, et le degré de 1 équation sera réduit de moitié. Pour un plus grand nombre de permutations laissant invariable la fonction, les racines de 1 équation seraient égales trois à trois, quatre k quatre, etc.; le degré de l'équation sera ramené au tiers, au quart, etc.
Ces considérations s'appliquent aisément à l'équation générale du troisième degré, que nous avons prise pour exemple. Nous avons pour fonction résolvante, dans les conditions qui ont été définies plus haut :
t=x^-\-ax,-^a-x^.
« Les permutations des racines sont au nombre de 1. 2. 3=6. Donc l'équation résolvante qui admet les t\ /",... /^' pour racines devrait être du sixième degré. Le cube t^ de la fonction résolvante ne peut prendre que deux valeurs distinctes par les sub- «.titutions de x\ x^\ x"'; donc ce cube dépend d'une équation du second degré. On a donc une équation résolvante de degré inférieur au degré de l'équation donnée et le but est atteint . »
La méthode' de Lagrange explique parfaitement pourquoi l'équation du troisième degré a pu être résolue; mais permettra-
1 Trailé de la résolution des équations numériques de tous les degrés, édit. de 1808, note xin, p. 231; et Œuvres, t. VIII, 1879, p. 301.
Winter, op. cit., p. 303, et p. 13G
t-elle, plus heureuse que celle de Tschirnhaus, d'aborder victorieuseiiieul les équations de degré supérieur en assurant un abaissement convenable du degré de la résolvante? « C'est de quoi, concluait Lagrange, il me paraît dii'ficile, sinon impossible, de juger a priori^. >> En fait, la méthode ne donnait pas de résultats généraux au delà du quatrième degré ; Abel a montré en '182(î qu'il n'en pouvait pas être autrement, puisque les équations du degré supérieur au quatrième ne sont pas susceptibles d'une solution par radicaux.
352. — Dès lors, si la mathématique était, comme le voulait Auguste Comte, un instrument de calcul, il faudrait dire que les résolutions numériques des équations ne peuvent se faire avec certitude, à la réserve des équations des quatre premiers degrés et de quelques formes particulières dans les degrés plus élevés. Toute l'attention du savant devrait se porter sur la méthode d'approximation qui, à défaut de résolution exacte, permettrait de saisir les valeurs des racines entre des limites de plus en plus resserrées.
Mais il en est autrement si l'esprit de la mathématique moderne est, suivant la formule de Lejeune-Dirichlet que nous avons rappelée, de substituer des idées au calcul. 11 apparaît alors, quen rattachant la résolubilité algébrique des équations à la considération des permutations entre les racines, et à la recherche d'une fonction rationnelle de ces racines qui demeure invariante par rapport à telle ou telle permutation, Lagrange a énoncé les principes fondamentaux de la théorie qui devait permettre de pénétrer de l'intérieur la structure des équations algébriques, et aboutir avec Galois à distinguer d'une façon générale celles qui sont et celles ([ui ne sont pas résolubles par radicaux.
Entre temps, il convient de le dire pour marquer la continuité de l'effort collectif, Cauchy, qu'aucune recherche si abstraite et si spéculative qu'elle pût paraître, ne laissait indifférent, avait étudié pour elles-mêmes « les fonctions de quantités données qui ne changent pas de valeur quand on modifie l'ordre de ces quantités- », et avait organisé en discipline autonome la théorie des substitutions.
Mais le pas décisif appartient à Galois; il détermine le groupe de permutations entre les racines d'une équation donnée, qui
Op. cit., p. 257: et
2. Voir le Mémoire sur le nombre de valeurs qu'une fonction peut acquérir, lorsqu'on y permute de toutes les manières possibles les quantités quelle renferme, 1813. Journal de l'Ecole polytechnique, XVIP cahier, t. X, p. 1. Œuvres, 2' série, t. I, Paris, 1005, p. 64 et suiv.
laisse invarial>lo loiilo ronctioii ralioniiollemcnt connue des racines'. Ce t^ronpe atlaché à réqualion reflète les propriétés caractéristiques de Téquation, et donnera le moyen de saisir les conditions qui en permettent la résnlubililé.
Pour cela, Galois fait appel à la notion ({'adjonction : Une ({uantité adjointe est une quantité que Ton convient arbitrairement de regarder comme connue. Par exemple, Téquation :
x'" -f- cc^ — Ax'~ — Ax -hi =0
irréductible si les seules quantités rationnelles sont supposées connues, devient réductible si on lui adjoint une racine de l'équation z- — o = 0, c'est-à-dire si on lui adjoint le radical \o. Il est facile, en effet, de vérifier que « son premier membre est le produit de deux facteurs :
lesquels sont rationnels après l'adjonction dont il vient d'être question ^. »
Or, une fois adjointes les racines d'une équation auxiliaire irréductible, Galois exprime le caractère de résolubilité par les conditions suivantes : le groupe des permutations attaché à l'équation se divisera en groupes formés d'un nombre moindre d'éléments, tels que l'on passe de l'un de ces groupes à l'autre par une seule et même substitution, et que tous les groupes contiennent les mêmes substitutions, c'est-à-dire en sous-groupes qui soient eux-mêmes des invariants comme le groupe de l'équation; et, à l'aide d'adjonctions successives, la décomposition du groupe se poursuivra jusqu'à ce qu'il ne contienne plus qu'une seule permutation \
Il serait difficile d'exagérer l'intérêt d'une telle découverte : « A priori^ écrit M. Couturat, il n'y a rien de commun entre la résolution algébrique d'une équation et la décomposition d'un groupe en sous-groupes invariants. Il a fallu le génie de Galois pour apercevoir une analogie entre ces deux processus
1. Mémoire sur les conditions de résolubilitc des équations par radicaux. Œuvres mathématiques d'Evariste Galois, 1897, p. 38.
2. Serri't, Cours d'Algèbre supérieure, 3° édit., t. II, 1866, p. 608.
3. Œuvres, p. 40-44. Cf. Winter, Caractères, etc. p. 312 et siiiv., La méthode, etc., p. 171 et suiv.
intellectuels si divers, et pour découvrir des relations aussi fécondes qu'inattendues entre la science du nombre et la science de Tordre '. »
353. — Ce n'est pas tout, et les résultats obtenus dans le domaine de l'algèbre sont susceptibles d'extension, comme l'avait prévu Galois lui-même qui écrivait la veille de sa mort : « Mes principales méditations, depuis quelque temps, étaient dirigées sur l'application à l'analyse transcendante, de la théorie de l'ambiguïté. Il s'agissait de voir a priori, dans une relation entre des quantités ou fonctions transcendantes, quels échanges on pouvait faire, quelles quantités on pouvait substituer aux quantités données, sans que la relation put cesser d'avoir lieu "^ »
Que l'on se place à ce point de vue abstrait', ou bien, avec Sophus Lie, que l'on adjoigne la notion d'infinitésimal à l'opération de la substitution et que l'on inlroduise ainsi dans l'analyse et dans la géométrie l'étude des transformations continues, le succès a répondu de la façon la plus éclatante aux espérances que Galois avait conçues.
Depuis l'arithmétique jusqu'à la mécanique rationnelle, la théorie des groupes couvre l'ensemble de la science mathématique, aussi vaste qu'on la conçoive. Si nous nous proposions de justifier cette théorie par son extension et par sa fécondité, comme nous l'avons fait pour les imaginaires, il faudrait entrer dans l'examen de quelques-unes des recherches les plus difficiles de la mathématique contemporaine. Mais peut-être un tel examen est-il ici moins nécessaire : la notion d'imaginaire présente cette difficulté qu'elle ne peut être comprise en elle-même, puisqu'elle n'est que le signe d'une opération impossible à effectuer; au contraire rien n'est plus aisé à concevoir qu' « une théorie générale des groupes, où seules les lois de composition des symboles constituant le groupe sont mises en évidence. Ces symboles peuvent être de nature quelconque et représenter des nombres ou ensembles de nombres, ou bien des substitutions, ou encore des opérations dont l'origine est tirée de l'algèbre, de la géométrie ou de la mécanique '*. »
La composition de ces symboles, éléments ou opérations, satisfait aux conditions suivantes : on donne un procédé pour
1. Sur les rapports du nombre et de la grandeur. Revue de métaphysique, 1898, p. 440.
2. Lettre à Auguste Chevalier, du 29 mai 1832, Œuvres, p. 32.
3. Voir Baire, Essai sur une théorie générale de l'intégration et sur la classification des transcendantes, Annales de l'École normale supérieure, 1898, p. 243 et suiv.
4. Encyclopédie des Sciences mathématiques, I, 1, 4 (1909), p. 575. Cf. Goulurat, Les principes, note II, p. 229 et suiv.
obtenir, à l'aide de deux élémenls, ou opdralions, d<î renscmble, a, b, se suivant dans l'ordre ab, un troisième él(';nient de cet enseinblo, r ([ui sera dit le prodiiil. La composition ainsi définie, ou mulliplicalion, n'est pas commulalive en général; les éléments tels que ab = ba, sont dits permutables. — Cette multiplication est associative : (ab) c = a (6c). — De ab = ac, aussi bien que de 6« = ca, résulte b = c.
354. — La théorie générale des groupes nous met ainsi en possession d'une notion dont il n'est pas besoin de justifier l'intelligibilité, qui au contraire servirait à définir l'intelligence en dégageant les caractères les plus profonds qui appartiennent à l'idée d'opération^. La tentation à laquelle bien plutôt il convient de résister, ce serait d'ériger cette notion de groupe, dont nous venons de rappeler la genèse, en une forme innée de l'esprit, en une sorte de jugement synthétique a priori, et d'en faire un principe de déduction progressive à c[ui l'on demanderait d'expliquer telle ou telle détermination particulière.
Pour préciser, nous pouvons nous attacher à la correspondance qui, à la suite des travaux de Sophus Lie et sous une forme tout élémentaire, s'est établie entre la géométrie et l'analyse. L'ensemble des déplacements possibles d'un corps solide constitue un groupe de transformations. Or parmi ces déplacements le géomètre retiendra comme objet propre de son étude ceux qui laissent fixe un des points de l'espace : ils constitueront un sous-groupe.
C'est dans les rapports de ce groupe et de ce sous-groupe, écrit M. Poincaré, qu'il faut chercher l'explication de ce fait que l'espace a trois dimensions. « Le groupe total est d'ordre 6, c'est-àdire que tout déplacement peut être regardé comme une combinaison de six mouvements élémentaires indépendants. Le sousgroupe est d'ordre 3, c'est-à-dire que tout déplacement appartenant à ce sous-groupe, ou, en d'autres termes, tout déplacement qui laisse fixe un point de l'espace, peut être regardé comme une combinaison de trois mouvements élémentaires indépendants. La différence 6-3 représente le nombre des dimensions ». -
Quelle portée convienl-il d'attribuer à une semblable « explication »? On a pu croire qu'elle visait à résoudre philosophiquement la question de l'origine du nombre des dimensions ou Tori-
1. Dufiimier, La généralisation mathénialiqiie. Revue de métaphysique, 1911, p. 747 et suiv.
2. Poincaré, L'espace et la géométrie, Revue de métaphysique, 1895, p. 641.
^ine même de la notion de point; et s'il en était ainsi, on serait bien fondé à signaler dans le raisonnement que nous avons rapporté une de ces « flagrantes pétitions de principe* » dont la philosophie scientifique offre de si nombreux exemples. Mais cette interprétation même a donné occasion à M. Poincaré de bien marquer que 1" « origine » ici ne signifie rien d'autre que le point de départ de Texposition analytique, et qu'il faut entendre par « explication » une résolution intellectuelle qui fixe avec exactitude le caractère de la notion de dimension et de la notion de point ^.
Cette conclusion serait confirmée, si besoin en était, par les recherches de Sophus Lie relatives à la géométrie non euclidienne. Sophus Lie a donné le moyen de ramener à l'unité d'un système les différents types de combinaison spatiale, d'opposer aux groupes non euclidiens le groupe euclidien dont la propriété s'exprime sous une forme remarquablement simplet « L'hypothèse qu'il existe deux mouvements permutables peut être regardée, écrit M. Poincaré, comme un des énoncés du poslulalum d'Euclide '". » Mais il est clair que si on caractérise ainsi chacune des espèces de géométrie, on ne les engendre pas par voie de déduction rationnelle.
355. — Bref, si la doctrine des groupes peut cjonduire à envisager une théorie générale des relations, comme la doctrine des ensembles conduisait à une théorie générale des classes, il y a entre celle-ci et celle-là une différence radicale. L'assimilation métaphysique qu'Aristote avait établie entre le général eiV essentiel avait permis, dans la logique des classes, d'invertir le travail de l'esprit, et d'ériger en principe absolu ce qui était le dernier résultat conquis dans l'ordre de l'investigation intellectuelle; c'est cette inversion dont le fantôme hante depuis des siècles la philosophie scientifique, et que l'on voit encore inspirer les spéculations réalistes des logisticiens. Mais l'idée de groupe doit sa précision et sa fécondité à ce qu'elle dépasse les déterminations a priori auxquelles pourraient atteindre l'appel à l'évidence intuitive ou la dialectique de la connaissance; elle implique des notions qui n'ont pu èlre élaborées que par la réflexion sur la difficulté de
Goulurat, Revue de métaphysique, 189G, p
2. Cf. Réponse à quelques critiques, Revue de métaphysique, 1897, p. 65 et suiv.
3. Cf. Picard, A propos de quelques récents travaux mathématiques. Revue générale des sciences, 1892, p. 723 et suiv. ; et Bourlet, L'enseignement de la géométrie. Bulletin de la Société française de Philosophie (21 mars 1907), t. VII, p. 232 et suiv.
4. Bulletin de la Société mathématique de France, 1887, p. 210.
irsoudrc les ('•qualions algéhrifiucs, ou do dôinontrer los poslnlals do la g-ôoimMiio. Kn la séparant brulalcmenl, dos racines qui la l'onl ploui^er dans la rôalilé do la |)enséo malhômalique, on s'expose à lui enlever en môme temps sa valeur de science.
Ouand donc on proclame la primauté de l'idée de relation, ce ne doit pas «^tre, selon nous, pour on conclure, comme C. S. Feirce, Schrodor et mômo M. Russell paraissent avoir pensé, ((u'il y a lieu de constituer une logique des relations sur le modèle de la log-iciue des classes. Une telle logique en effet ne pourra porter que sur les caractères les plus généraux, les plus extrinsèques ([uo peuvent présenter les relations : conversion, sifmëirie, iransilirité. Le véritable objet d'une théorie des relations, ce n'est pas la forme vide et indéterminée de la relation; ce sont les opérations effectives que l'esprit humain a dû accomplir pour se rendre maître des rapports entre les événements et entre les choses; c'est le mouvement intellectuel qui progressivement a rapproché les unes des autres ces diverses opérations, et en a découvert l'unité systématique.
Ces remarques font ressortir, croyons-nous, le rôle véritable de la logistique qui, sous l'influence de la théorie des ensembles avait été déviée, vers une renaissance du réalisme, et avait échoué dans l'antinomie de Burali-Forti ou dans le sophisme de VEpiménide. Conformément à la pensée maîtresse de Boole et de Grassmann, à laquelle les logisticiens de l'école italienne ont eu le mérite de rester fidèles, la mise en forme symbolique des opérations logiques ou mathématiques a pour résultat d'instituer entre elles des « analogies de structure ».
Ainsi, fait observer M. Peano. toutes les formules de logique comprenant seulement les signes qui expriment les idées égal à, contenu dans, el, ou, rien, subsistent telles quelles si l'on suppose que les termes sont des nombres, et que les significations se substituent de la façon suivante : a est contenu dans b devient à est un diviseur de b\ a et b devient le plus grand commun diviseur de a et de b; a ou 6, le plus petit commun multiple; le signe de rien devient le signe de V unité ^.
De môme, la loi de dualité entre les points et les plans, qui caractérise la géométrie projective, permet d'établir un même système de combinaisons symboliques dont les notions indéfinissables pourront être, ou celles de point et de droite (série de points) ou bien celles de plan et de faisceau de plans (passant par une droite); « ce qui fait que tout théorème vrai pour les points
Notations, Turin, § 8. p
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et les droites qui les joignent est encore vrai pour les plans et les droites qui en sont Tintersection ^ ».
Si la logique se rend ainsi capable de refléter la marche effective que suit l'intelligence, il faut reconnaître qu'elle est orientée dans le sens où Tinvention se produit. L'extension analogique est rinstrument le plus puissant de la découverte; non que la généralisation doive s'offrir d'elle-même à l'esprit, comme si l'analogie entre les formules des problèmes impliquait l'analogie entre les formules des solutions : « Etant donnés, remarque finement M. Hadamard, deux problèmes analogues, mais dont l'un a pu être traité et non l'autre, il y a lieu de penser que les résultats trouvés dans la solution du premier sont très diiTérents de ceux que l'on doit obtenir dans la solution du second -. » La difficulté de l'invention consiste à rejeter les analogies extérieures et superficielles pour découvrir entre des opérations d'apparence toute différente, appartenant à des domaines distincts de la science, des « analogies de structure » fournissant le moyen d'éclairer la marche de la découverte à faire par la marche de la découverte déjà faite. De quoi M. Poincaré donne un exemple singulièrement instructif, lorsqu'il prolonge l'enseignement du passé en essayant de marquer quelles analogies seront fécondes dans les recherches futures. L'analogie des fonctions de deux, ou plusieurs, variables avec les fonctions d'une seule variable « est un guide précieux, mais insuffisant ». Ce n'est pas la forme générale du problème qui doit retenir l'attention; « ce sont les artifices qui ont réussi dans certains cas particuliers : la véritable généralisation des fonctions à une variable n'est-elle pas dans les fonctions harmoniques à quatre variables, dont les parties réelles des fonctions de deux variables ne sont que des cas particuliers ^ ? »
Nous comprenons enfin pourquoi la philosophie mathématique a, jusqu'ici, manqué le problème de la vérité. En supposant une inversion de sens entre l'ordre psychologique de l'invention et l'ordre logique de l'exposition, elle admettait implicitement que le souci de la rigueur dans le raisonnement est étranger à l'invention, que la mise en forme logique est indifl'érente à la « matière de vérité ». La détermination de la vérité en tant que telle, qui devait être à la fois postérieure à l'invention, antérieure
Couturat, Les principes, p
2. iWote sur rinduciion et la généralisation en mathématiques. Bibliothèque du Congrès de philosophie de Paris, 1900, t. III, 1901, p. 443. Cf. Hilbert, Sur les progrès des mathén\atiques, 2° Congrès des mathématiciens, Paris, 1900, p. 67.
3. L'Avenir des mathématiques, 4° Congrès, Rome, 1908, Atti, t. I, 1909, p. 179.
à la traduction logique, ne trouvait de refuge que dans un moment intermédiaire, moment qui échappe à l'investigation positive et dont on renvoyait la considération à la curiosité du métaphysicien. Au contraire la philosophie résout le problème, ou plutôt, ce (|ui est l'objet propre de ces derniers chapitres, elle fait voir que le savoir scientifique Fa efleclivement résolu, si elle sait assigner un môme but à l'clTort de Tinventeur et au travail du logicien : l'extension progressive des opérations mathématiques. La vérité de la science n'implique plus alors la supposition d'une réalité transcendante; elle est liée aux procédés de vérification qui sont immanents au développement de la mathématique. C'est cette vérification que nous avons cru pouvoir déceler à la racine des notions constitutives du savoir; c'est elle que nous avons rencontrée aux moments décisifs où l'esprit humain s'ouvre un nouvel horizon, aussi bien dans le livre du scribe Ahmès qui fait la preuve de ses calculs sur les expressions fractionnaires, que dans les premières recherches de Newton et de Leibniz retrouvant par l'arithmétique ou par l'algèbre les résultats obtenus par le maniement des séries infinies. La philosophie mathématique a terminé sa tâche en se mettant en état de suivre l'ordre naturel de l'histoire, en prenant conscience des deux caractères dont la liaison est la marque spécifique de l'intelligence : capacité indéfinie de progrès, inquiétude perpétuelle de vérification.
Brunschvicg — Les étapes. 36
CHAPITRE XXIV
LA RÉACTION CONTRE LE MATHÉMATISME LE SENS DE l'iNTELLEGTUALISME MATHÉMATIQUE
356. — Suivant la conception profonde que l'on doit à Hegel, deux doctrines contemporaines Tune de l'autre et qui s'opposent trait pour trait, dérivent d'un postulat commun. En fait, formalisme logique d'une part, pragmatisme ou intuitionisme de l'autre, s'accordent sur ce point de départ, qu'ils contestent également à l'intelligence le pouvoir de fonder la vérité de ce qu'elle comprend, de comprendre même ce dont elle parle. Heureusement, comme le dit M. Félix Klein à propos de l'interprétation des nombres négatifs, il arrive que les choses paraissent plus raisonnables que les hommes K L'attention à la réalité spécifique du savoir mathématique donne le moyen de s'arracher à l'étroitesse des partis pris dogmatiques; elle met fin à l'antagonisme du concept et de l'intuition, qui menaçait d'épuiser la philosophie dans une polémique abstraite et sans issue; elle conduit à une solution objective et positive du problème de la vérité.
Nous n'avons pas à examiner d'une façon directe la répercussion que cette solution peut avoir sur l'ensemble des problèmes philosophiques; mais nous pouvons nous poser du moins cette question de forme restreinte : comment sommes-nous, au terme de notre enquête, amené à envisager la réaction con.tre le mathématisme, qui a marqué le cours de la pensée au xix« siècle?
337. — Il est difficile de contester la généralité de ce mouvement. Il ne se rattache pas seulement à la prévention contre les mathématiques que les empiristes anglais ont héritée d'un Berkeley ou d'un Hume, aux tendances vers la restauration et vers V organisation sociale qui ont affaibli le crédit de la raison
1. « Die Dinge manchmal vernûnftigcr zu sein scheinen, als die Menschen. » Elementar Mathematik, p. 68.
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abstraite dont le siècle précédent avait eu le culte : Tidéalisme mc^me d'un Iloi^el se rencontre avec le |>ositivisme, pour signaler « l'accord du point de vue matérialiste et du point de vue exclusivement mathématique ' ».
Mais nous voudrions préciser davantage, et déterminer de plus près, par exemple en ce qui concerne la France, les circonstances de cette réaction, afin d'en fixer le sens exact et d'en mesurer la portée. A cet égard, les oeuvres les plus significatives sont celles de Ravaisson et de Taine. On aurait, en effet, peine à comprendre comment la mathématique, science des relations en compréhension, a pu être confondue avec la faculté des concepts pris en extension, si Ton ne se rappelait l'étrange idée qu'Aristole, volontairement ou involontairement, avait donnée du platonisme, et qui se renouvelle avec VEssai de Ravaisson sur la Métaphysique cVAristole (1837-1846). Cette même confusion inspirera, d'ailleurs, les innombrables réfutations que les Eclectiques ont dirigées contre « le cartésianisme immodéré » de Spinoza.
Il y a plus : elle va se retrouver comme l'inspiration positive d'une doctrine qui, en France du moins, jouira d'un grand crédit grâce à la réputation littéraire de son auteur, et exercera, par la contradiction même dont elle sera l'objet, une iniluence décisive sur la formation des théories ultérieures. Que l'on relise à cet égard la courte préface mise par Taine en tête de son Essai sur Tite-Liue (I80G) : le dessein d'exprimer « un talent... par une formule », de découvrir dans un homme <> une faculté maîtresse, dont l'action uniforme se communique différemment à nos difTérents rouages, et imprime à notre machine un système nécessaire de mouvements prévus, » est placé sous le patronage de Spinoza, c'est-à-dire du philosophe qui a le mieux aperçu la vanité de toute classification en facultés comme de toute idée générale, qui a le plus insisté sur la complexité indéfinie des essences singulières.
Par cette transposition initiale, la doctrine de Taine est condamnée à s'orienter vers la pure abstraction. Elle prend pour point de départ l'unité de la science, telle que l'avait conçue le positivisme du xviii'' siècle. « D'Alembert a dit : l'univers, pour qui saurait l'embrasser tout entier, serait un fait unique, une grande vérité. A quoi Sophie Germain a ajouté que ce fait unique devait être nécessaire ^. » Mais pour concevoir ce fait
1. Encyclopédie, § 99, Werke, t. VI, Berlin, 1840, p. 199; et Logique, tr. Véra, t. I, 1874, p. 448.
2. Ravaisson, La philosophie en France au XIX'' siècle (1867), 2" édit. 1885, p. 73.
unique, laine n'a d'autre ressource que de généraliser à outrance : « Si la cause d'un fait n'est et ne peut être qu'un fait, écrivait M. Lachelier en 1864, il est évident qu'il ne faut pas chercher la dernière raison de l'univers dans une pensée distincte de la somme des faits, mais dans un fait primitif, le plus simple et le plus général de tous, qui soit par conséquent le fond commun de tous les autres ^ » Ainsi s'explique que le principe dont dérive « toute forme, tout changement, tout mouvement, toute idée », soit présenté dans les Philosophes français du XIX'' siècle (1857) comme une « formule créatrice », comme un « axiome éternel- »; et que dans ï Intelligence (1870) l'axiome éternel se rapproche, jusqu'à presque se confondre avec elle, de la forme d'identité dont Taine croyait pouvoir déduire les jugements généraux de l'arithmétique et de la géométrie, la définition de la droite et le postulat d'Euchde '.
Une semblable conception de la science justifie la tendance intuitioniste, sous l'aspect polémique et négatif qu'elle a revêtu à la On du xix'= siècle. Mais on peut se demander si elle n'en limite pas la portée aux circonstances historiques qui l'ont fait naître, et qui sont elles-mêmes un accident dans l'histoire. La réaction contre le mathématisme, telle qu'elle s'est manifestée en France depuis 1870, a bien visé le prétendu « spinozisme » de Taine; ne portait-elle pas effectivement sur le nominalisme analytique de Condillac, comme de nos jours, avec la constitution de la philosophie logistique des mathématiques, elle se trouve n'atteindre que le réalisme scolastique?
358. — En reprenant le droit fil de l'histoire, nous avons vu l'esprit de la mathématique, affirmé déjà dans la dialectique régressive de Platon, se dégager avec sa physionomie véritable des méthodes modernes de la géométrie et du calcul infinitésimal. Descartes et Leibniz y reconnaissent une puissance d'infinité et de continuité, capable de s'emparer des déterminations finies et discontinues de la perception sensible pour composer l'unité intellectuelle d'un système. Chez Descartes lui-même, la relation de la physique à la mathématique ne saurait s'interpréter comme étant simplement la substitution de la quantité abstraite à la qualité concrète, entraînant une régression du supérieur vers l'inférieur. La relation mathématique ajoute quelque chose à la donnée physique : l'idée de la
1. Uevuo de riiislrucLion publique, 16 juin 1864. 24" année, p. 168, citée par Giraud, Essai sur Taine, 1901, p. 300.
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solidarité qui fait (lépcndro de rensoniMo des ronnexions spatiales l'objet isolé dans l'intuilion immédiate, qui fait de la partie une fonction du tout. Telle que la conçoit l'idéalisme mathématique de Descartes, la pensée est la prise de possession d'un objet, lequel n'est autre que l'univers. Elle forge les « long^ues chaînes de raisons » (pii sont aussi les chaînes des causes et des effets; elle oppose à la finalité transcendante qui suscite les événements inattendus, la nécessité qui règne à travers la nature, ou mieux qui engendre la nature en rendant les choses consistantes avec elles-mêmes. Une telle pensée s'exerce d'une façon continue dans l'homme; et, en même temps, ainsi qu'en témoigne la notion de la relativité du mouvement, elle constitue l'univers par une armature de relations intellectuelles. De là, l'idée de V inconscient grâce à laquelle Spinoza et Leibniz conçoivent la vie d'un individu comme coextensive d'une certaine manière à la vie totale de l'univers. Tandis que la psychologie, réduite à ses méthodes spécifiques d'observation, détache la conscience de ses racines biologiques, c'est grâce à cette notion d'inconscient que le développement de l'organisme individuel devait apparaître fonction de l'action exercée par l'ensemble des forces universelles, et que la psychologie étendue et fécondée reprenait sa place dans le système des disciplines positives.
De ce point de vue, nous pourrons dire que l'histoire de la philosophie moderne est traversée par deux interprétations contraires du Cogiio. Pour le réalisme, la matière du Cogito n'est rien de plus que sa forme : c'est le fait de penser, tel qu'il se présente à la conscience individuelle. La vie de l'esprit commence avec les états originaux et irréductibles de la cœnesthésie, s'achève avec la conquête et la culture du moi. Pour l'idéalisme, le Cogito signifie que la connexion des idées claires et distinctes constitue a priori la science du monde infini; elle permet à l'homme de se représenter adéquatement un tout dont il est lui-même, en tant qu'individu, une partie, et de se proposer comme le but véritable de son activit;'' l'attachement et le sacrifice au tout. La morale du psychologisme consiste dans le développement de la personne pour la personne; elle peut raffiner, « intensifier » l'égoïsme, elle ne peut pas en sortir. Dans le traité des Passions, dans V Éthique, dans le De rerum originatione radicali, aussi bien qu'autrefois dans la République de Platon, l'intellectualisme mathématique s'est manifesté comme philosophie de la générosité.
359. — Si le xvii^ siècle a mis hors de contestation la portée
spéculative et rorientalion pratique de l'idéalisme mathématique, il y a mêlé des thèses dont Fincertitude et la fragilité devaient se révéler à l'épreuve du temps. Le cartésianisme et le leibnizianisme revêtent la forme du dogmatisme théologique; la constitution de l'univers a son principe dans l'idée de Dieu, elle obéit à des lois dont la simplicité et la rationalité reflètent la perfection divine. Or la mathématique, ni chez Descartes, ni chez Leibniz, n'a satisfait à l'exigence de la simplicité pure et de la rationalité. L'analyse et la géométrie. Vidée et Vobjet, se rapprochent sans doute et se correspondent, mais sans se fondre dans une véritable unité. Oscillant entre l'idéalisme du processus intellectuel et le réalisme de la représentation spatiale, le leibnizianisme ne parvient pas à une interprétation homogène et distincte de la continuité.
Par là nous apercevons la raison du double effort de pensée qui a préparé la conception moderne de la philosophie et la conception moderne de la mathématique. Le courant d'idées qui s'était développé au xviir siècle aboutit, en Allemagne avec la Critique, en France avec le positivisme, à changer les termes du problème philosophique : ce n'est plus Dieu qui est en face de l'univers, c'est l'esprit humain ; il s'agit de déterminer, non plus un plan de création transcendante, mais les conditions de la connaissance scientifique. D'autre part, la notion fondamentale de la continuité, qui avait été introduite et justifiée grâce à l'analogie de l'intuition spatiale, est ramenée par les mathématiciens du xix'' siècle à un enchaînement d'idées claires; la rigueur de l'analyse est appuyée sur l'autonomie du dynamisme intellectuel, tandis que l'horizon des recherches géométriques s'étendait au delà du domaine euclidien. A l'implication confuse des notions analytiques et géométriques, succède une dissociation radicale, propre à mettre en lumière dans le développement ultérieur de la science l'œuvre progressive de connexion et de coordination.
360. — Seulement, soit que ce double mouvement ne se soit pas produit dans l'ordre le plus favorable, soit que la pénétration n'ait pas été assez intime entre philosophes et savants, la philosophie mathématique du xix* siècle n'a pas su en recueillir simultanément le bénéfice. Tandis que les philosophes prolongeaient le débat sur les formes a priori ou sur les faits généraux de la mathématique, c'est-à-dire sur des principes définis une fois pour toutes, réfractaires à l'élargissement sans fin de la recherche scientifique, l'arithmétisation de l'analyse ou la théorie des ensembles infinis avaient pour résultat immédiat de ressus-
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<il(M- le débat scolastique du nominalisme et du réalisme.
C'est ;\ la philosopliie de l'intuition que revient le mérite d'avoir rompu le charme. Après avoir, en réaction contre l'esprit (le la mathématique, rendu la vie et la liberté aux disciplines dites supérieures, il lui est arrivé de libérer et de vivifier les mathématiques elles-mêmes. Plus exactement, elle leur a restitué cette puissance intérieure que le xvii*^ siècle leur avait attribuée lorsque Descartes engendrait, par un « mouvement continu et ininterrompu », de l'esprit le monde des représentalions géométriques, lorsque Leibniz rattachait la genèse de l'univers au « progrès ordonné » delà sagesse divine.
L'intellectualisme mathématique est désormais une doctrine positive, mais qui intervertira les formules habituelles du positivisme ; au lieu de faire sortir le progrès de Vordre^ ou le dynamique du statique, il tend à faire de l'ordre logique le produit du progrès intellectuel. La science à venir n'est pas enfermée, comme l'aurait voulu Comte, comme le voulait déjà Kant, dans les formes de la science déjà faite'; la constitution de ces formes révèle un dynamisme originel dont l'élan se prolonge par la génération synthétique de notions de plus en plus compliquées.
Aucune spéculation sur le nombre, considéré comme catégorie a priori, ne permet de rendre compte des questions qui se sont posées pour la mathématique moderne, à commencer par l'arithmétique elle-même. Ce n'est pas seulement l'énoncé des problèmes qui échappe à toute règle préalable: c'est encore la signification de ce que l'on doit entendre par solution. Pour prendre un dernier exemple, Hermite écrivait, en 1858, dans une note sur la résolution de Véquation du cinquième degré : u On peut... concevoir la question de la résolution des équations algébriques sous un point de vue différent de celui qui, depuis longtemps, a été indiqué par la résolution des équations des quatre premiers degrés et auquel on s'est surtout attaché. Au lieu de chercher à représenter par une formule radicale à déterminations multiples le système des racines si étroitement liées entre elles lorsqu'on les considère comme fonctions des coefficients, on peut, ainsi que l'exemple en a été donné dans le troisième degré, chercher, en introduisant des variables auxiliaires, à obtenir les racines séparément exprimées par autant de fonctions distinctes et uniformes relatives à ces nouvelles variables -. »
Œuvres, t. 11, 1908, p
Et un demi-siècle après, M. Poincaré s'exprime de la façon suivante dans sa conférence au Congrès de Borne : « Autrefois on ne considérait une équation [différentielle] comme résolue que quand on en avait exprimé la solution à l'aide d'un nombre fini de fonctions connues ; mais cela n'est possible qu'une fois sur cent à peine. Ce que nous pouvons toujours faire, ou plutôt ce que nous devons toujours chercher à faire, c'est de résoudre le problème qualitalivement pour ainsi dire, cest-à-dire de chercher à connaître la forme générale de la courbe qui représente la fonction inconnue* ». De la solution de ce problème qualitatif dépendra le succès des recherches quantitatives, qui permettront de calculer l'inconnue avec plus ou moins de commodité, avec plus ou moins de précision.
Ce que nous avons dit du nombre pourra se dire aussi de l'espace. En déterminant avec les seules ressources de l'analyse philosophique les propriétés essentielles de l'espace, on n'aurait pas la raison des services que la mathématique lui a demandés. L'espace reçoit passivement, il traduit et il illustre, des formes de connexion qu'il n'a pas créées lui-même, qui dépassent l'apport spontané de l'intuition spatiale. Ceci est visible et frappant dans l'œuvre des mathématiciens mêmes qui ont appuyé leurs découvertes sur la représentation géométrique : Descartes, pour faire correspondre des courbes aux équations algébriques de degré supérieur au troisième, rompt avec la corrélation qui s'était tout naturellement établie entre les degrés de l'équation et les dimensions de l'espace; Fourier, en exprimant par des séries trigonométriques les fonctions dites arbitraires, brise le cadre de la continuité analytique, que l'on pouvait croire au xviii* siècle imposé par la forme nécessaire de l'image spatiale. En définitive, aux yeux du géomètre moderne, l'espace ne fait qu'affirmer la possibilité d'appliquer sur une multiplicité d'éléments quelconques des relations dont l'intelligence ne cherche pas à déterminer d'avance le type, dont elle constate, au contraire, dont elle suscite le développement illimité.
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sont... ce que la nature nous offre de plus simple; de là la précision, l'exactitude, la facilité relative des mathématiques *. » Mais cette simplicité, cette facilité relative ne sont-elles pas des illusions, venant de ce (pi'on restreint arbitrairement l'horizon de la science, en la bornant aux stades élémentaires de l'arithmétique ou de la géométrie, venant aussi d'une association séculaire entre l'application de la mathématiciue et le mécanisme? On imagine qu'une loi immédiatement susceptible de traduction géométrique ou qu'un principe de conservation indifférent au temps est mathématiquement plus satisfaisant que telle formule d'analyse qui exprimerait une inégalité croissante comme dans le cas de l'entropie. Peut-être les problèmes que pose l'observation de la nature sunt-ils plus complexes que ceux auxquels aurait conduit le développement spontané de la spéculation mathématique; mais la mesure du savoir véritable est dans les solutions elTeclives que le savant est en état de donner. A cet égard, la physique ne saurait être supérieure à la mathématique : la précision de ses résultats est subordonnée au degré de perfection atteint par l'instrument mathématique. Loin donc d'opposer la complexité de la science concrète à la facilité relative de la mathématique, nous pourrions dire que les difficultés soulevées par la mise en équations des phénomènes donnés viennent se concentrer dans la mathématique. La nature met l'esprit à l'épreuve; l'esprit répond par la constitution de la science mathématique.
La physique, réduite à l'intuition immédiate, ne connaît rien, hors les qualités sensibles qui sont la matière de la réalité donnée. La mathématique, ne retenant de ces qualités que leur coïncidence avec tel ou tel point de repère tracé dans l'espace, a décelé l'action du milieu invisible et imperceptible. Déjà l'imagination de la « matière subtile » exprimait un effort pour substituer à la description de propriétés qualitatives un système de relations mathématiques. Avec les actions à distance de Newton, le pas décisif est franchi. L'attraction n'est qu'une métaphore initiale, nécessaire à la position du problème de la mécanique céleste. Ace problème Newton ne donne pas de solution physique, puisqu'il abandonne, non comme étrangère à la science, mais comme au-dessus de ses propres forces, la recherche de la cause de la gravitation. Ce qu'il apporte, c'est une solution mathématique. Il n'a pas à déterminer le véhicule et le mode de transmission de la force attirante; il lui suffit d'appliquer
I. La philosophie en France, édit. cit., p
une formule de relation fonctionnelle pour établir une théorie positive. L'analyse mathématique revêt à cet égard le même caractère que la géométrie olTrait à un degré plus élémentaire de la connaissance; elle est une suggestion de Fexpérience pour l'extension de l'expérience elle-même.
Dans cet ordre d'idées, il n'y a guère d'exemple plus saisissant que le suivant, évoqué récemment par M. Borel : « Entre 1820 et 1830, Cauchy publia les travaux sur les variables imaginaires qui lui ont valu, à la fois, tant de gloire et tant d'insultes. Parce qu'il a eu l'audace de baser ses recherches sur le signe v/ — 1 , on a écrit de Cauchy : « qu'il ne devait pas avoir conscience » de ce qu'il faisait ; que ses intégrales singulières étaient de » singulières intégrales ; que ses inventions étaient des niaiseries » intégrales, et des absurdités; et, enfin, que de telles folies » étaient capables de faire dérailler les esprits. » Or, ce sont justement ces travaux de Cauchy si cruellement bafoués qui ont servi plus tard à Maxwell pour sa théorie sur l'identité de transmission entre l'électricité, la lumière et la chaleur; ce sont les travaux de Maxwell et de Cauchy qui ont amené les expériences de Hertz sur les ondulations électriques. Peut-on souhaiter plus belle revanche?' » Il semble qu'on touche ici aux deux extrémités de la civilisation humaine. Ouand on s'est habitué à introduire dans sa pensée le synchronisme de l'histoire, on ne peut se soustraire au rapprochement de ces deux faits : Géricault en 1819 peignant les naufragés sur le Radeau de la Méduse, et Cauchy à la même époque élaborant la spéculation abstraite qui, en amenant la découverte de la télégraphie sans fil, devait contribuer à conjurer le retour de semblables catastrophes.
362. — La physique peut donc, sans courir le risque de se désorganiser sous l'influence d'études inférieures, appuyer sa vérité sur la vérité de la mathématique. De la mathématique aux sciences de la nature et même à la connaissance de l'esprit, il ne paraît pas y avoir cette opposition radicale dans Torientation, cette inversion de sens, sur laquelle la philosophie intuitioniste a tant insisté. Au contraire, nous verrions plutôt un danger à faire de la spécificité des sciences une sorte de dogme a priori, qui serait aussi simple, aussi uni, que la thèse monistc elle-même. Sans doute il est commode d'avoir défini la mathématique une fois pour toutes comme science de la quantité abstraite, et de lui opposer tour à tour la réalité de la matière et la réalité de la vie. Mais déjà nous avons eu occasion de faire
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voir (|Uo la mal.liéniali([iic déborde edeclivenient le domaine de la quaiilik'', pour comprendre diverses formes d'ordre, el, en particulier, celte ordination spatiale qui permet de constituer l'univers comme un vaste n'-iseaii de relations et de fonctions. En fait, la mathémalique représente l'elTort le plus puissant peut-être et le plus solide du ^énie humain. On n'a pas le droit d'affirmer a priori que l'eflicacité en sera limitée au domaine physicochimique. Même, à proprement parler, on n'a pas le moyen de dire avec certitude à quel degré de la réalité s'arrête le domaine physicochimique; l'unité des sciences physiques consiste avant tout dans la détermination des procédés expérimentaux dont elles font usage. Que la vie, considérée dans sa donnée immédiate, répugne à se laisser saisir tout entière par ces procédés, nul ne le conteste; mais le rôle de l'investigation scientifique est de passer par-dessus l'apparence immédiate, et ce que nous enseigne le passé de la biologie, c'est qu'aucune solution n'a jamais été regardée comme définitive qu'à la condition d'avoir été obtenue par les méthodes physicochimiques. D'autre part, si nous supposons que l'explication physicochimique ne suffise pas à rendre compte de la vie, il faut alors, puisque tout ce qui peut être atteint du dehors est matière, que la biologie fasse appel à une autre méthode que l'analyse, et cherche à se donner l'intuition interne du tout organique. Or, d'où pourra lui venir une telle intuition? Encore une fois, ce ne sera pas de la psychologie; l'apport de la psychologie se borne à la conscience que l'individu prend de lui-même, en approfondissant ce qui le caractérise comme tel, en sisolant dans son irréductible originalité. L'animisme, le vitalisme, qui cherchent dans l'être pris à part de l'univers le principe des fonctions organiques, se sont montrés scientifiquement et philosophiquement stériles. En fait, la biologie s'est engagée dans une tout autre voie; elle a cherché à concevoir dans son unité le jeu d'actions et de réactions qui relie le développement des fonctions organiques au champ immense des forces naturelles, la solidarité intime de l'individu et de l'univers. Celte liaison peut s'éclairer à la lumière de la pensée, non de la pensée entendue comme un perpétuel repliement sur soi et destinée à perdre jusqu'au sentiment de sa propre existence, mais de la pensée capable d'expansion au dehors, déployant les ressources de l'imagination et de la réflexion pour s'assimiler l'univers et le rendre immanent au moi. Or une telle pensée, c'est, avant tout, la mathématique, en tant qu'elle lance à travers le monde un vaste courant d'inlellectualité, qu'elle prépare le réseau des
relations spatiales où entrera le système des lois astronomiques et physiques.
363. — Ainsi, sur une base assurément plus large que celle de la doctrine cartésienne, mais conformément à son inspiration profonde, se rétablit l'unité de l'intelligence humaine. L'opposition entre l'orientation de la biologie et l'orientation de la mathématique, que plus d'un philosophe considère comme un fait établi, nous paraît une illusion; et on pourrait historiquement rendre compte de cette illusion en se rappelant par suite de quelles circonstances les mathématiciens se sont fait une idée inexacte de la biologie, ou les biologistes se font une idée inexacte de la mathématique. Nous nous contenterons de citer une page curieuse où se traduit le sentiment amer que la supériorité affectée par les géomètres de V Académie des Sciences avait laissé chez les naturalistes du commencement du XIX*' siècle : « Les sciences mathématiques régnaient en souveraines dans cette société; évidemment perfectionnées par les travaux des Euler, des Bernouilli, des Clairault,des d'Alembert, des Laplace, elles étaient arrivées à une telle prépondérance, à une telle importance, quelles embrassaient, comme de leur domaine, l'astronomie et la physique; qu'elles tendaient à en faire autant de la chimie et môme de la minéralogie, par la cristallographie. Les sciences naturelles, proprement dites, aussi bien dans les êtres que dans les phénomènes dont elles s'occupent, se prêtant peu ou point à une application des mathématiques, devaient donc être mal appréciées dans l'Académie et, par conséquent, elles étaient négligées '. » Peut-être, et même à l'époque de Linné et de Cuvier, la biologie paraissait-elle encore trop attachée aux classifications statiques dont la logique aristotélicienne lui offrait le modèle. Aujourd'hui, les rôles seraient renversés. La biologie s'est émancipée de ce formalisme abstrait; elle est devenue une science positive, grâce à la notion fondamentale de la relation entre l'individu et le milieu universel, que l'analyse mathématique de Newton avait fait pénétrer dans le monde de la nature inorganique. Elle semble s'éloigner de la mathématique, qu'elle reléguerait volontiers au plus bas degré de la réahté; mais c'est en attribuant à la mathématique, précisément cette interprétation antiscientifique dont elle-même se plaint d'avoir été jadis victime.
1. De Blainville et Maupied, Histoire des sciences de l'organisation et de leurs progrès comme base de la philosophie, t. III, 1845, p. 369, cités par Revault d'Alloancs, in Lamarck, Introduction, p. ">o.
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c'est ou supposant, (juc la malhémalique so laisse ramener aux cadres de la log-iquc scolaslique. Ainsi les critiques dii-igécs tour à tour contre ta hiologic; du point de vue mathématique et contre la mathématique du point de vue biologique, ne sont inverses qu'en apparence; il est remarquable qu'elles consistent les unes et les autres à mettre en lumière rinsufdsancc scientifique du concept aristotélicien. Or Descarles a libéré la pensée du joug- du concept, tel que la syllogistique l'utilisait; à la considération toute verbale et tout extérieure des classes, il a substitué définitivement l'étude des connexions réelles et intimes, ((ui avait déjà inspiré le mouvement de la dialectique platonicienne. C'est la mathématique, libérée la première, qui devait plus lard avec Lamarck servir à rafïranchissement de la biologie.
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364. — Les rapports de la philosophie mathématique à la psychologie ont été envisagés sous des aspects très dilTérents. Quand le réalisme soulève le problème du « primat » de la mathématique, c'est pour se demander, comme on l'a fait par exemple à propos de la loi logarithmique de Fechner, si la matière de la psychologie peut se réduire à la matière de la mathématique, si un artifice opératoire permet de traiter la sensation comme une quantité. Suivant l'idéalisme, la question essentielle est tout autre. La connaissance mathématique est faite d'idées qui n'ont point pour support dans le monde extérieur un objet proprement dit; on peut dire à cet égard qu'elle se présente comme une réalité purement psychologique. Dès lors, il s'agit de savoir si la psychologie trouve en elle-même les ressources nécessaires pour se rendre maîtresse de cette réalité, si l'investigation des consciences individuelles suffit à faire comprendre la nature et le développement de la science mathématique.
Or à cette question il paraît bien difficile de répondre affirmativement. Quelque ingéniosité que l'on ait déployée pour rattacher au sentiment du rythme intérieur la genèse de la notion de nombre, ou pour appuyer sur la sensation de résistance la naissance de l'idée d'extension, il est manifeste que de pareilles tentatives demeurent fragiles, et inadéquates par rapport aux progrès incessants de la mathématique; l'appel à l'introspection, qui est le procédé spécifique de la psychologie, ne permettrait pas de dépasser le concept abstrait du nombre ordinal, ou de
déterminer ce que c'est exactement qu'une dimension spatiale. Ces difficultés nous semblent liées au caractère même de l'introspection : elle croit être en contact avec la nature humaine, prise dans son essence; ce qu'elle saisit d'une façon effective, c'est peut-être simplement l'aspect que revêtent pour euxmêmes, à une certaine époque de l'histoire, des esprits déjà préformés par une tradition séculaire. De même que Kant a décelé l'élaboration inconsciente qui conditionne les données en apparence immédiates de l'expérience, de même il y a lieu de se demander si les catégories prétendues innées et définies une fois pour toutes dans leur universalité, ne se sont pas construites lentement sous la suggestion de l'expérience, et si elles ne sont pas destinées à prouver leur complexité par leur fécondité même; en fait, comme nous l'avons montré pour le nombre et pour l'espace, leur dissociation en éléments multiples correspond à l'avènement de disciplines nouvelles dans la science.
Loin donc qu'il appartienne à la psychologie de prévoir et de régler le cours de la mathématique, le développement de la mathématique nous instruit des fonctions de l'intelligence, en brisant les cadres l'actices des facultés. D'une part, nous lavons vu, il ne se laisse pas plier à la séparation de l'expérience interne et de l'expérience externe qui a inspiré les théories proprement psychologiques sur la genèse du temps et de l'espace; il nous fait assister aux réactions mutuelles de l'activité intellectuelle et de la réalité concrète, dont se sont dégagées les relations inscrites dans les démarches fondamentales de la science et qui ont permis à l'homme d'agir efficacement sur la marche des phénomènes universels. D'autre part, il refuse d'ériger cette collaboration de l'esprit et des choses en un parallélisme nécessaire, en une synthèse a priori du représentant et du représenté, ainsi que le faisait le relativisme psychologique de Renouvier; il montre comment la pensée, provoquée sans doute par l'intuition, se rend capable de s'affranchir de l'appui direct des images et de n'opérer en quelque sorte que sur les opérations elles-mêmes.
365. — Sur le terrain sociologique il semble qu'on puisse attendre de la philosophie mathématique une contribution qui ne serait pas moins précieuse. Si la connaissance mathématique déborde la sphère de la conscience individuelle, c'est qu'elle est une œuvre collective qui naît et qui se développe dans la vie sociale. Mais alors se posera une question analogue à celle que nous avons rencontrée en psychologie : la méthode propre à la sociologie est-elle capable d'épuiser l'étude delà réalité sociologique? Des représentations qui ont pour théâtre des consciences
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individuollcs, lo sociologue extrait colles ffiTil nMrouvo les m(^mes dans toviles les consciences, et (jui, par snil(i, dépassent chacune d'elles en particulier. Ces repr6s<'ntations collectives constituent des systèmes qui pour un état donné de la civilisation définissent une part de la matière sociale. Par exemple, à l'intérieur d'une même société, une unité spontanée s'établit entrer les opérations arithmétiques et les vertus mystiques des nombres*, entre la répartition des régions de l'espace et la division des groupes sociaux ^. El de môme, par delà les doctrines philosophiques qui en rédigent, et souvent après coup, la théorie abstraite, on retrouve à chaque étape dans l'évolution de l'humanité un certain consensus social qui caractérise une forme particulière de civilisation; depuis Comte et Cournot, il est d'ailleurs superflu d'insister sur l'importance du rôle que les progrès de la science positive ont joué dans la formation de ce consensus social. De là est sortie naturellement la notion d'une « synthèse subjective », comparable à la synthèse subjective du psychologisme; toutes les manifestations de l'esprit humain seraient d'origine collective et tiendraient de la société leur valeur : « La science, écrit M. Goblot, est un phénomène social et, par conséquent, la logique est une branche de la sociologie^. » Si l'on voulait pousser cette conception jusqu'à ses conséquences extrêmes (qu'il semble bien d'ailleurs que M. Goblot repousserait), il faudrait dire que les conditions de la vie sociale rendent compte de la vérité scientifique au même titre que du canon esthétique ou de la règle morale.
Or, dès les démarches constitutives de l'arithmétique élémentaire, nous avons vu comment l'objectivité de la science oppose une résistance invincible à l'idée d'une synthèse subjective. Les pratiques les plus simples du calcul, si elles ne s'expliquent sans doute pas par des tendances inscrites dans la nature de l'esprit humain, ne dérivent pas non plus d'un système de prescriptions qui seraient directement liées à telle ou telle forme sociale. Elles ont leur point d'appui dans les objets que l'homme manie, et qui, apportant une vérification constante aux opérations de correspondance, de juxtaposition et de duplication, donnent aux premières représentations numériques la garantie d'une valeur positive. Cette valeur est indépendante des croyances mystiques
1. Cf. Lévv-Bruhl, Les fonctions mentales dans les sociétés inférieures, p. 236.
2. Durkheim et Mauss, De quelques formes primitives de classification, contribution à Cétude des représentations collectives, Année sociologique, t. VI, (1901-1902), 1903, p. m.
3. Essai sur la classification des sciences, 1898, p. 229 (F. Alcan).
qui, à un slade plus avancé de la réflexion, peuvent leur êlrt^ associées; elle leur préexiste, et elle leur survit.
Rien ne nous paraît capable d'instruire le philosophe comme le spectacle de cette dissociation entre la vérité intrinsèque de certaines opérations, et la diversité des représentations collectives qui les entourent. A considérer la mathématique comme étant, non pas à proprement parler d'origine sociale \ mais une réalité sociale, il devient manifeste en effet que les éléments de celte réalité ne sont nullement homogènes les uns aux autres, et qu'ils ne sont pas destinés à demeurer sur le même plan. Les conceptions d'ordre philosophique ou théologique qui ont accompagné les grands élans de la pensée mathématique, qui y ont cherché une base ou une confirmation, font corps avec elle dans une forme de civilisation qui constituera un synchronisme de l'histoire, un état de la « cœnesthésie sociale » ; et de ce point de vue on pourra reconstituer les étapes successives de l'humanité, se donner, par le contact direct avec les textes originaux, avec les monuments artistiques, le sentiment immédiat et comme l'intuition qu'on les revit. Mais, alors môme qu'on aurait réussi à faire tenir dans un enchaînement de causes la suite de ces époques, on n'aura encore accompli que la première partie de la tâche. Avec le temps, par l'action rationnelle et décisive de la critique, ce qui dans la réalité sociale n'était que social et humain s'élimine, tandis que se dégage et se consolide ce qui, né à l'intérieur de la conscience individuelle et grâce à l'effort de la pensée collective, est plus qu'un moment de cette conscience ou de cette pensée. En fait, nous avons vu comment, au contact de l'univers, s'accomplirent les premières opérations de calcul ou de mesure qui, peu à peu, devaient donner naissance aux formes intellectuelles capables d'ordonner notre action, et d'accroître nos prises sur la nature. En montrant comme noti'e structure mentale, pénétrée en quelque sorte de la vérité qui est dans les choses, devient capable de ramener les choses à l'unité d'un système, en soumettant à ses procédés le mouvement des astres, en donnant le moyen de faire entrer dans la simplicité d'une formule unique ce qui s'étale dans l'immensité de l'espace et du temps, la mathématique nous convainc de la place privilégiée que l'homme occupe parmi les espèces vivantes et les
Cf. Durkheini, Sociologie religieuse et théorie de la connaissance, Revue de métaphysique, 1909, p. 741 : « Certes, si par orio;ine on entend un premier commencement absolu, la question n'a rien de scientifique et doit être résolument écartée. » ,
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sociétés animales : il n'est pas seulement en communauté avec ses semblables, il est en communauté avec la nature.
366. — Si la psychologie et la sociologie doivent, à notre avis, regarder du côté de la mathématique, ce n'est donc pas uniquement dans l'espoir de soumettre les faits de consciesce à des lois quantitatives, ou de traduire en formules les statistiques des phénomènes sociaux. La philosophie mathématique leur rendra le service de les préserver de la tendance à la subjectivité abstraite, qui était inévitable au début de leur constitution systématique, contre laquelle d'ailleurs les représentants les plus autorisés, soit de la psychologie, soit surtout de la sociologie, réagissent aujourd'hui si manifestement.
C'est un des problèmes essentiels de la psychologie de montrer comment au cours du développement de l'intelligence individuelle il apparaît quelque chose qui dépasse les ressources de l'individu seul, comment chacun reçoit des autres, comment il peut leur communiquer, des jugements et des raisonnements dont tous reconnaîtront également la valeur. C'est un des problèmes essentiels delà sociologie de montrer comment l'histoire des sociétés est autre chose qu'une succession de tableaux synchroniques, comment des représentations collectives se dégage quelque chose de supérieur à telle ou telle forme de civilisation, quelque chose qui appuie la destinée spéculative de l'humanité à la réalité de l'univers. Or ni l'un ni l'autre de ces problèmes ne pourra se résoudre définitivement si l'on ne commence par aller chercher la vérité là où se trouvent réunies les conditions positives de la vérification. La considération de la mathématique est à la base de la connaissance de l'esprit comme elle est à la base des sciences de la nature, et pour une même raison : l'œuvre libre et féconde de la pensée date de l'époque où la mathématique vint apporter à l'homme la norme véritable de la vérité *.
1. Eth. Part. I, App. « Undc pro certo statuorunt, Deorum judicia hunianum captuni loagissime superare : quœ saac unica fuisset causa, ut veritas huinanuin genus in œtcrnuni lateret ; nisi Mathesis, quae non circa fines sed tantuiu circa iigurarum essentias et proprietates versatur, aliam veritatis norrnam honiinibus ostendisset. » Éd. Yan Vioten et Land, t. I, p. 71.
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WILBOIS (G.). Les nouvelles méthodes d'éducation. L'éducation de la volonté et du coeur. (Travaux de l'Ecole dhumanités modernes publiés sous la direction de M. J. Wilbois.)
Précédemment publiés :
ALAUX (V.). La philosophie de Victor Cousin. ALLIER (R.). » La philosophie d'Ernest Renan. 2» édit. 1903. ARREAT (L.). * La mora' dans le drame, l'épopée et le roman. 3» édit.
— * Mémoire et Imagina . {Peintres, musiciens, poètes, orateurs). 2' édit.
— Les croyances de demain.
— Dix ans de philosophie. 1900.
— Le sentiment religieux en France. 1903.
— Art et psychologie individuelle. 1906.
ASLAN (G.), docteur es lettres. L'expérience et l'invention en morale. 190S.
AVEBURY (Lord) (Sir John Lubbock). Paix et bonheur. 1910. Trad. .\. .\1onod. (V. p. 4.)
B.ALDWIN (J.-M.), correspondant de l'Institut. * Le Darwinisme dans les sciences morales.
Traduit par G. L. Duprat, docteur es lettres. 1910. BALLET (G.), professeur à la Faculté de médecine de Paris. Le langage intérieur et les
diverses formes de l'aphasie. 2' édit.
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UAYET (A.). La morale scientiiique. Elini^ sur les application» morale* des sciences sociolo-
ili(/iies. U° odil., revue ol aufîmi'iili'e, iy07. UKAliSSlIlK. (lo rinslitiit. » Antéoédeatfl de l'hégéllaolsme dans la philosophie française. BEKGSON (H.), do l'IiisliUil, professeiu- un OM-j^n d: l-rai)oe. * Le rire. Jiss(n sur la sif/iii-
fication lin comitfue. 9" i:i\\\. 191'i. BINE'l' (A.), dirccleur ilu Inboi-aloire do psycliolnfîio phyaiologiquo a. la Sorboiine. La
psychologie du raisonnement, rccherrlirs (>:rj,('viiucutales par fhypnotisme. 5' odil. 1911. 'ILONUKI. (II.). Les approximations de la vérité. iWo. BOHN (G.), dirocloiir du l.ih.u-iil.iir.i do l)i.ilo!,'io rt p.-'yo.holoKie comparôo à rKnolo des
Haiil(!s-Kludcs. » La nouvelle psycliolotjie animale, {('ouromiii par l'Intlilut.) 1911. BOS (C ), doc.tiMir un pliilosnphio. * Psychologie de la croyance. 2° édit. 1905.
— » Pessimisme, Féminisme, Moralisme. I'J|J7. BOUCIIIÇK (M.). Essai sur Ihyperespace, le temps, la matière et l'énergie. 2" ùdil. 1905. BOUGLK (G.), rh.Hitro de rouis à In Surbuniie. * Qu'est-ce que la sociologie? 2° édit. 1910.
— Les sciences sociales en Allemagne. Les mélhodea uilueltes. 3" édit., revue, 1912.
— Socialistes et sociologues. S" édit. 1907.
BOL'KUK.\U (J.), membre de rinsUtul. Les maîtres de la pensée oontemporaine. 7' édit.
19 Ki.
BOUTROUX, de l'Acad. française. * De la contingence des lois de la nature. 7« édit. 1913. BllUNSCllVICG (L.), maître de oonf. ix la Suib nini-. * L'idéalisme contemporain. 1905.
— » Introduction à la vie de l'esi)rit. 3° édit. 1911.
COIGNET (G.). L'évolution du protestantisme français au XIX* siècle. 1907.
^OMPAVRK (G.), de l'Institut. * L'adolescence. Etude de psychologie et de pédagogie.
l" éd. 1910.
STK (Ad.). Dieu et l'âme. 2" é(i;t., préeédée d'une préface par K. Worms. 1903. Clt.VMAUSSEL (Ed.), docteur es lettres. * Le premier éveilintellectuel do l'enfant. 1909. 2» éd. CRESSON (A.), professeur au oollèjre Chaptal, dueteur es lettres. La morale de Kant. 2" édit.
{Couronné par l'Institut.) 190?.
— Le malaise de la pensée philosophique. 1905.
— » Les bases de la philosophie naturaliste. 1907. DANVILLE {Gastoiv. Psychologie de l'amour. 6» édit. 1913.
DAURIAC (L.). La psychologie dans l'Opéra français lAuber, Bossini, Meyerbeer). DELVOTjVE (J.), professeur à l'Université de Montpellier. ♦L'organisation de la conscience morale. Esquisse d'un art lywral positif. 1906.
— ♦ Rationalisme et tradition. Recherche des conditions d'efficacité d'une morale laïque. 2' édit., revue. 191 1 .
DHOM.ARD (G.). Les mensonges de la vie intérieure. 1909.
UUGAS (L.), docteur es lettres. * Le psittacisme et la pensée symbolique.
— La timidité. Étude psi/cfiologique et morale. 6° édit., revue, 1913.
— Psychologie du rire. ■2° édit. 1910.
— L'absolu. J'ùrme patholoi/ique et normale des sentiments, 1904.
— et .MOUÏIER (D' h\). La dépersonnalisation. 1911.
DUGUIT (L.), professeur à la Faculté de droit de Bordeaux. Le droit social, le droit individuel et la transformation de l'État. 2" édition, 1911.
DUM.\S (G.), professeur à la Faeultc des lettres de Paris. ♦ Le sourire [Psychologie et physiologie), avec 19 figures. 1900.
DUN.\N, docteur es lettres, prof, au coll. Stanislas. La théorie psychologique de l'espace.
— Les deux idéalismes. 1910.
DUPRAT (G.-L.), docLeur es lettres. Les causes sociales de la folle. 1900.
— Le mensonge Etude psychologique. 2° édit.. revue. 1009.
DURKHEIM (E.), prof, à la Sorbonue. *Les règles de la méthode sociologique. 6" éd. 1912.
EIGIITHAL (E. d'), de l'Institut. Pages sociales. 1909.
ENCAUSSE (Papus). L'occultisme et le spiritualisme. 3" édit. 1911.
ESPINAS (A.), de l'Institut. * La philosophie expérimentale en Italie.
FAl'VRE (E.), professeur à lUniversilc de Lyon. De la variabilité des espèces.
FÉRÉ fD'' Ch."!. Sensation et mouvement. Etui< de psycho-mécanique, avec tig. 2« éd.
— Dégénérescence et criminalité, avec figures, i' édit. 1907.
FERRl (E.), professeur à l'Univeisité de Rome et à l'Université nouvelle de Bru.xelles, député au Parlement italien. ♦ Les criminels dans l'art et la littérature. 3» édit. 1908.
F1ERENS-GEV.\ERT, professeur à l'Université de Liège. Essai sur l'art contemporain. 2» éd. 1903. {Couronné par l'Académie française.)
— la tristesse contemporaine, 5" édit. 1908. {Coui-onné par l'Institut.)
— * Psychologie d'une ville. Essai sur Bruges. 3" édit. 1908.
— Nouveaux essais sur l'art contemporain. 1903.
FLEUR'V (M. de), de l'Académie de médecine. L'âme du criminel. 3« édit. 1913. FONSEGRIVE. professeur au Ivcée Buffon. La causalité efliciente. FOUILLÉE (A.), de l'Institut. La propriété sociale et la démocratie, i' édit. 1909. FOURNlÈRE(E.), prof. auGouserv. des Arts et Métiers. Essai sur l'individualisme, a» édit. 1908. GELEY (D' G.). * L'être subconscient. 3° édit. 1911.
GIROD (J.), professeur agrégé de philosophie. * Démocratie, patrie et humanité. 1908. GOBLOT (E.), professeur à l'Université de Lyon. Justice et liberté. -2^ éd. 1907. GODFERNAU.X (G.), docteur es lettres. Le sentiment et la pensée. 2» éd. 1906. GRASSET (J.), professeur à la Faculté de Médecine de Montpellier. Les limites de la biologie. 6' édit. 1909. Préface de Paul BounoET, de l'Académie française. GREEF (de), prof, à l'Uuiv. nouv. de Bruxelles. Les lois sociologiques. 4" édit., revue. 190; GUY.AU. *La genèse do l'idée de temps. 2° édit. 1002. HARTMANN lE. de). La religion de l'avenir. 7» édit. 1908.
— La Darwinisme, ce qu'il y a de vrai et de faux dans cette doctrine. 9» édit. 1909. ,
HERCICENRATH (G. R. C). Problèmes d'esthétique et de morale.
?AFI L (M-). L-iAemgeno^ et ie rythme dans les "nouvements artistiques 1904. Avec fig.
JAMES (William). U théorie de l'é.motion. Préface .le G. Dlm.vs. 4 edit. IJl..
1 ifcPT (P ml, dt> l'Institut * La philosophie de Lamennais. ■ . •
jInKELEvÏtcH (u")! * Nature et société. Essai d'uae application du pomt de vue
finaliste aux phénomènes .sociaux. 190j. .. r * * * \
JOUSSAl.N (A.1. Romantisme et reUgion. 1910. {Recompense par l Institut.) — Le fondement psychologique de la morale. 1909. KOSTYLEFF(N.). » La crise de la psychologie expérimentale. I-^^IO. r Ai'HFl lEa Q ) de 1 Insliiut. Du fondement de l'induction, b» edit. lyu. ^* Études sur le syllogisme, suivies de loiservalion de Platner et dune note sur le
LÂnï'lKMO.V^bef des travaux à l'Écol. praliqi.e des Hautes-Etudes. *La morale de Jésus.
Sa part d'influence dans la morale actuelU. lOU. v.o,tpt -H» éd IQll
LAISANT C. . L'éducation fondée sur la science. Préface de A. Naquet. ci éd. i.u. I^VMHÉiilÈRE (M'"= A.).*Le rôle social de la «emme, jo« eiZ'/ca<(o;i. i\\nRYrAi d^^nuié docte;ir es letlr.-s. La responsabihte pénale. IVIU-. LANGE, prtfiLstrài'Ua.versité de C,p«..aïue. * Les émoUons. Elude psycho-phyuolo-
Lf^E(p!]: -t^- d;?^:démLt'-Tlïï;use. La justice par l'État. ^f«d. de morale
sociale.
]^^i!^::S:.^^°ri^S^^es de révolution des peuples. IL é.it. 1913.
EE^^'î^:^;'cla°^"; i':.rf de Mol^il'lliérale à la Sorbouae. Le déterminisme biologique et la personnalité conscieate. 4* cdit. 1912
— * L'individualité et l'erreur individualiste. 3= edit. 1911.
— *Lamarckiens et Darwiniens. 4° éd:l. 1912. le chaos et l'harmonie universelle. 1911.
LEFEVRE (G.), professear a l'UuiversUo de Lille. Obligation morale et WéaUsme LLARD, de l'Init.', viee-recteur de l'Acad. de Paris. * Les logiciens anglais coûtemp. 5- éd. 1907.
— Des définitions géométriques et des définitions empiriques. ..'ed.t l^^-^^ ^ LlCtlTE.NBERGER (E.l. professeur honoraire a la Sorbonne. »Le Faust de Goethe. is«ai ae
~L^i^i^Si^tl!^r^'^ofessear-.d]olui àla Sorbonne. * La philosophie de Nietzsche.
î« édit. 191-J. ^ , • ■ -. 'j-t 1QH
— * Friedi-ich Nietzsche. Aphorismes et fragments choisis, o" edit. l» i- LODGE Sir Oliver). * La vie et la matière. Trad. J. Maxwell. 2« edil. 190a LUBBOCK (Sir Johu) (Lord .Webury). * Le bonheur de vivre. 2 volumes. 12» edit. 1913.
— * L'emnloi de la vie. Trad. Em. Hovelaoi e. 8« cd. 1911.
LVO\ ol^orèesl recleur de l'Académie d. Lille. * La philosophie de Hobbes. M\RGUEPiY (E.") L'œuvre d'art et révolution. S» édit., revue. lyOï. „, ,„,
MAUX10N(M.\ professeur a l'Univ. de Poitiers. » L'éducation par l'instrucUon elles théories pédaoot/iQucs de fferbart. \9Ùù.
— * Essai sur les éléments et l'évolution de la moralité. iJUi. ^,A.,„„„nr,„ tctn MENDOUS^ (P.), doct. es lelir.s. prof au lycée de Di^'ue. » Du dressage à 1 éducation. 1910. MILHAL'i) (G.), professeur à la Sorbonne. * Le rationnel. o, ^j-, iqi.t
_ * Essai sur les condiUons et les Umites de la certitude logique. 3« ed.t. 1912. M0S30 professeur à TUDiversilé de Tari.. » La peur. Etude psycho-physiologique (avec
usures), i' édit., revue. 190S. .^ , r «» iA;t iQfi«
— * La fatigue intellectuelle et physique. Trad. Langlois. 6» edit. 1908.
MURISIER ;E.). * Les maladies du sentiment religieux. 3» edit. lyuy.
NORDAU (Ma.x . Paradoxes psychologiques. Trad. Dietrich. 7» edit. ivu.
— Paradoxes sociologiques. Trad. Die rnicH 6« edit 1910.
_* Psycho-physiologie du génie et du talent. Trad. Dietbich. 5" edit. 1911. NOVirO\V°J ^ L'aveâr de la race blanche. Critique du pe.rsnmsnie <:ontempora>nJl'eA. 1903. 05SIP-L0UK1É, pr..l. a 1 Université nouvelle de Bru.«lles. Pensées de TolstoL 3« ed.t. 1910.
— * Nouvelles pensées de Tolstoï. 1903.
— » La philosophie de Tolstoï. 3° édit. 1908.
_ » La philosophie sociale dans le théâtre d'Ibsen. 2« edit. 1910. _ Le bonheur et 1 intelligence. 190 i.
Crovance religieuse et croyance intellectuelle. 19U».
OS-TwTld 'wl^l-ofesseur à l'Université de Leipzig. Esquisse dune philosophie des-
sciences. Traduit par M. Dorolle, afrrésé de philosopl.ie. \pi\- PAl A.NTE (G.) aprés-é de philosophie. Précis de sociologie, o» edit. lai^.
V^i^^oTS!'e'l^^T:^^^^^^^^ pSsseurs de philosophie. Les postulats de la pédagogie.
Préface de G. Compayré. de l'Institut {Rccompensé par l Inslttut-. l.ni. PAl ODUd'v vA-of au ivcée Michelet. Le problème moral et la pensée conteinporame. 1909. P\ULM\X (Fr.\ correspondant de l'Institut. » La logique de la contradiction. 1910. — ' Les phénomènes aftecUfs et les lois de leur appariUon. 'i^ éd. 1912.
— * Psychologie de l'invention. -2" édit. 1911. -- * Analystes et esprits synthétiques. 1903.
— * La fonction de la mémoire et le souvenir affectif. 19U4.
— La morale de l'ironie. 1909.
"•Ét.ADA.N. La pMlosophie de Léonard de Vinci. 1910.
HlLlPPE (D"- J.". * L'image mentale, avec fig. 1903.
Pll.LiPPE (D' J.) etPAUL-BO.\COUH (D^ G.). » L'éducation des anormaux. UIO.
— Le-, anomalies mentales chez les écoUers {Ouvrage couronne par l Institut.) à ed.,i ev.ui;».
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HunKÎl inr^'inTi'"'^,"',''^ llusi.tul. » La philosophie de Charles Secrétan.
'^^.;^!; S;::]/;:°^rÏÏ;:.l:,:^;:,:^ 7^;^' "^ '■"-• ^'^''"-Uon it 1, sulo.de des eata„ts.
-^'va^L^onTon ,'!V'7"'"-;.* J''''°f.3"»«"o° et ses variétés chez l'enfant. 4» éd. 1901
— * Les ca^actér'es « Ih f- ' "'"'"'':'" <"CeUcctuelle. 'i' é<lit., revue. 1<J07.
i^es caractôres et 1 éducation morale, i' ù.l. 1911
— La logique chez lenfaut et sa culture. 4« édition, 'revue. 1911
— »Les jeux des eulants. 3" édii. l'Jii '
— * i'^ Oiirioaité. Êludf de psychologie appliquée. 1910.
RAfvnT /^ ^ (^''•/"^ ,""'«"'" C'-rfm«so/i< été récompenses par ï/r,.,lilut.) FGN%i^ r> r^,?^' P'-'Io^opl^ie. Les savants et la philosophie. ILoT.
— tommÏÏt^iJss'rtre; ^V^hes"'"""'' '"^ ^^"''- P^^cis de logique évoluUonniste. UKÎrLLElA'^'nrl' '"■"^"'^^^■": ^" G°"«"« <!« f'-ance. Le régime soclaUste. G- .J. 1.07.
Christ M^j-.rrgor'"'"" ''°"'^^^'' '^^ '"'■"°''«- ^^«^''^'^^ -l" '1°9'^« de la divtolté do Jésus- KUia^ri-rr'il'insîu^i.^^L?!''' '^'P'j°°- *I''éiergétiquo et le mécanisme. 1907.
— J Les maladies de la mémoire. 23» Odii. 191/,
— * Les maladies de la volonté. 28» édit 191i
— * Les maladies de la personnalité. 15» édil 1911
— » La psychologie de l'attention. [■>' édit. 1913
— Problèmes de psychologie affective. 1909
Kl'cuè-Mc\M!V''ro"c~^^^ t e'"''^%"" .* socialisme et science social,. 3- édil.
RUBEitTY (a i^) u recheicïe de runiié" "^ ^' Psychologie générale. 9» édit. 1912.
— L^ r/cWsre'so'^tL '"^ '"•''*"'* '"""'"'' P^^^i^i^tes de la connaissance, i" éd.
— Les fondements de l'éthique.
— La consUtution de l'éthique. 1901
— Frédéric Nietzsche. 3« edit. 1903.
UOGL^s'ui%KSAr^^nn''^.'P°''*^°t^ ^* volontaire. [Récompensé par V Institut.) 1907. A. ./« J«Jl(fp'^,4-/P.5T°'(rur'"' "^'"^"^ coa-emporam. Le\éveil religiJu. a.
ROrsElTela fih'slatce".^^^'"''''^" '"'"•*''^- ''''■
— L'idée spirituaUste. -i» édit. 1901
^è^^^l'^^^L^t S^Su^œ '^■""^ ''''-''''' '^ '" *-"'<'• ^^^•
-^Ssm^l^Ubi^'S^T 'l,''^'"°'■^^^^■^^^^ '^^^ ^- ^^^^^-^- 10- édil. 1909. li« édit. l!)Î3 '^*'"''^- ^'■"'^- ''^ "°°°'é P''- Salomon Reinach, de l'insiaut.
— Pensées et iragments, avec iuti-oduciion par J. Bourde\u 27« édU 1913
— ^SaTelof TrTr''r''''n "'""■"'• ':'^^"' '^^M/W^a "i'^faSi^omena) * „■ . , religion. Tr.iduct. Dietrich. :;;« edit. 1908. id
— * Philosophie et philosophes. Traduct. Dietrich. 1907. id' ~ ^"': T^'- '''■°'' ^' politique. Traduct. Dietrich. 1908. id"
— Métaphysique et esthétique. Tradact. Dietrich. 1903. id" ^nr-nvffP'^'® ^'^ ®"^°ce de la nature. 1911 id S-lLU^RR^;pr'r/ 'h ''-•^:'"'.="-''->-^^^'^' ^1'^ Pl"'- -Cournotet la psychologie vitaliste. 1910. ^mr,^.;; ,;; '■ introduction a la philosophie de l'impériaUsme. 1910.
bULUEU (I .). Les phénomènes d'autoscopie, avec fi" l"ij3 snnm AH fp\'*^"® f' théorique sur l'association en psychologie. 1907. SPENCniTiH',.i!'VI ''*Pi'' ^!.^''''.^•«^^'''= de Nancy. * La rêverie esthéUque. 1906. &i E.'Nt.EK ^HeI■llerl). * Classification des sciences. 9« édit. 19u9
— L individu contre 1 Etat. S« édil. 1908.
STUART .MILL. » Auguste Comte et la philosophie positive. 8» édil. 1907.
— * Luuhtarisme. 7° édit. 1911.
SULlT PK?mm a/^h^'? ^T'f "^^^^'^ d'Eichthal (1828-1842)-(1864-1871). 1907; ^^^'^"'^'^^^^^^- '^« 1 Académie française. * Psychologie du libre arbitre. 2» éd.
7„^.t^^' ^'C;HET. Le problème des causes finales. 4« édil. 1907. aWltT. L éternel conflit. 1907.
TAMhP 'h'Vr ^'^^fl""on du droit et la conscience sociale. 3» édit., revue. 1911. » , \ iQstitiit. La criminalité comparée. 7' édit. 1910.
— * Les transformations du droit. 7= édil. 191-2 ^A.-^4?,\°"\^°°'*'^S' ^'^^'""e d';//i« socioloqie. 7« édit. 1913. -Ti? vvîiv •''' n^onisme et l'animisme. 1908.
(Co''v„^nc'î;«r/'%L?J!t''''^''"'' ^^ Bordeaux./ ÉducaUon et positivisme. 3- édit. 1910.
— ° M^ril'e eTéducS'stl'dirfou'" ^"39«^«°"' -" '"'«'^ '^-^ l-^ducation. 4» édit. 1907. wi'wT!^^ i^'' ■ * ""^ méthode dans la philosophie des mathématiques. 1911.
ZIROt/h Hypnotisme et suggestion. Étude critique. Trad. Keller. 5» édil. 1910. iimuLER. La quesuon sociale est une quesUon morale. Trad. Palante. 4» édit. 1911.
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à 3 fr. 75, 5 fr., 7 fr. 50, 10 fr., 12 fr. 50 et 15 fr.
Ouvrages parus eu 1913 et 1913 :
Année sociologique (L'), pubL sons la dir.cleE. Durkheim, T. XII (1909-1013). 1914. 15 fr. BEllTUELOT (R,.), membre de l'Académie de Belgique. Un romantisme utilitaire. Étnde
sur le mouvement pragmatiste._ W II. Le pragmatisme^ches Bergson. 1913. 7 Ir. 50 (V. p. 7.) BHOCHARD (V.), de l'iiislilul. Études de philosophie ancienne et de philosophie moderne.
Recueillies et préc. d'une introd. par V. Drldos, de rinsl., prof à la Sorboime. 1912. 10 fr. BRUNSGtlVIGG (L.;, maître de conférences à la Sorbonne. Les étapes de la philosophie
mathématique. 191-2. (Couronné par l'Académie des Sciences morales et politiques. J 10 fr. CARTAULT (A.), professeur honoraire à la Sorbonne. Les sentiments généreux. 1912. 5 fr. CELLERIER(L.) et DUGAS (L.). L'Année pédagogique. Première année, IQIi. 191'2. 7 fr. 50
— Deuxième année, 1912. 1913 7 fr. 50
DUGAS (L.), docteur es lettres. * L'éducation du caractère. 1912 5 fr.
DUPRÉEL (E.), professeur à l'Universilé de Bruxelles. La rapport social. Essai sur l'objet
et la méthode de la sociologie. 1912 5 fr.
DURKHEIM (E.), professeur à la Sorbonne. Les formes élémentaires de la vie religieuse. Le système totémigue en Australie. (Travaux de Y.\niiée Sociologique.) 1912.... 10 fr.
EUCKEN (R.), professeur à l'Université d'iéna. *Les grands courants de la pensée contemporaine. Traduit sur la 1" édit. allemande par H. Buriot et G. -H. Luquet. Avant-propos de E. BouTROux, de l'Académie française. 2' édit. 1912 10 fr.
FOUILLÉE (A.), de l'Institut. Esquisse d'une interprétation du monde et fragments divers, notamment sur Les équivalents philosophiques de la religion. D'après les manuscrits de l'auteur, revus et mis en ordre par E. Boirac, correspondant de l'Institut, recteur de l'Académie de Dijon. 1913 7 fr. 50
GILSON (Et.), docteur es lettres, agrégé de philosophie. La liberté chez Descartes et la théologie. 1913 7 fr. 50
GUYAU (Augustin). La philosophie et la sociologie d' Alfred Fouillée. Avec portrait et autographe hors texte. 1913 3 fr. 75
HALBWAGU3 (M.), agrégé de philosophie, docteur en droit et docteur es lettres. La classe ouvrière et les niveaux de vie. Recherches sur la hiérarchie des besoins dans les sociétés industrielles contemporaines (Travaux de l'Année sociologique). 1913 7 fr. 50
JAMES (\V.). L'idée de vérité. Traduit par M"' L. Veil et Maxime David. 1913.. 5 fr.
LE ; lANTEC (F.), cbaigé du cours de biologie générale à la Sorbonne. Contre la métaphysique. Questions de méthode. 1912 3 fr. 75
LEL'B.\ (James H.), professeur de psychologie au collège de Bryn Mawr (États-Unis). La psychologie des phénomènes religieux. Trad. de l'anglais par Louis lioNS. 1914. 7 fr, 50
LODGE (Sir 0.). La survivance humaine. Étude de facultés )ion encore reconnues. Traduction du D'' H. Bourbon. Préface de J . Maxwell. 1912 5 fr.
LUQUET (G. -H.), ancien élève de l'École normale supérieure, professeur agrégé de philosophie au lycée de Douai, docteur es lettres. Les dessins d'un enfant. Etude psychologique. Ouvrage illustré de plus de 600 reproductions. 1913 7 fr. 50
LUTOSLAWSKl (W.), privat-docent à l'Univ. de Genève. Volonté et liberté. 1913. 7 fr. 50
MAMELET (A.), ancien élève de l'EL'ole normale pupérieui-e, professeur agrégé de philosophie au lycée de Belfort. Le relativisme chez Georg Simmel. Préface de V. Delbos, de l'Institut. 1914 3 fr. 75
MARCERON (A.), professeur au collège de Libourne. * La morale par l'État {Récompensé par r Institut). 1912 ' , 5 fr.
NOVICOW (J.). La morale et l'intérêt dans les rapports individuels et Internationaux 1912 5 fr .
OSSIP-LOURIE, professeur à l'Université nouvelle de Bruxelles. Le langage et la verbomanie. Essai de psychologie morbide. 1912 5 fr.
Philosophie allemande au XIX" siècle (La), par MM. Ch. Andle'r, V. Bascu, J. Benrubi, C. Bouglé, V. Delbos, G. Dvv'elshauvers, B. Groethuysen, H. Norero. 1912... 5 fr.
PALANTE (G.), agrégé de philosophie. 'Les antinomies entre l'individu et la société. 1913 : 5 fr.
PAULHAN (Fr.). L'activité mentale et les éléments de l'esprit. 2'" édit., revue. 1913. 10 fr.
— Les types intellectuels. Esprits logiques et esprits faux. 2' éd. ievue.1914 1 fr. 50
PILLON (F.), lauréat de lliistiiut. L'Année philosophique. Si?" année, iOlê. 5 fr.(V. p.ll.) RÉMOND (A.), prof, à l'Univ. de 'l'oulou^e, et VOIVENEL (P.). Le génie Uttéraire. 1912. 5 fr.
RIGNANO (E.). Essai de synthèse scientifique. 1912 5 fr.
ROUSSEL-DESPIERRES (Fr.). La hiérarchie des principes et des problèmes sociaux.
1912 5 fr.
SIMMEL (G.), professeur à l'Université de Berlin. Mélanges de philosophie relativiste. Contribution à la culture philosophique. Traduit par M"' Guillain. 1912 5 fr.
nniLiOTiiEgiiE de philosophie CONTEMPOUAINE
Swtt' df.i ouvraiji'H parus rn l'Jli et 1913. TKKKAILLON (K.), doctuiir ôs lallroâ. prinoipui du pollèqro «le Saint-Claude. 'L'honneur,
«'•iitimciit et principe monil. 1912. {[{rcitinpriist^ par l'Institut) 5 fr.
W'II.BOI.^ (J.). Devoir ot durée. K^ni U,; morale sociale. VMi 7 fr. 50
Précédemment publiés :
A n.\M, rocl.de l'Acad. de Nancy. '*' La philosophie en France (/'" moitié du XI^^' tiède). 7 fr. M
A1VI<E.\T. * Psychologie du peintre 5 fr.
AL'HIIY (U' l'a ni). La ooutagiou du meurtre. 3" édit 5 fr.
BAIN (A1.ÎX.). La logique iuductive et déduotlve. Trad. Compayré. 5« éd. 1008. 2 vol. 20 fr.
BALDWIN (.Mark), profiis^ijur ;i l'Uiiivorsilé de Princeton (Elals-Unis). Le développement mental chez l'enfaut et dans la race. Trad. Nourry. Préface de L. M.mui.i.ikr 7 fr. 50
BARDOL'X (J.). piMfe.-soiir à l'K-ole des Sciences politii|iies. * Essai d'une psychologie de l'Angleterre contemporaine. Les crises belliqueuses. (Couronné par l'Académie française.) 1906 ■ 7 fr. 50
— Essai d'une psychologie de l'Angleterre contemporedne. Les crises politiques. Protectionnisme et radic'i/isme. 1907 5 fr.
BARTHKLEMV-S.VINT-IULAIRE, de l'inslitut. La philosophie dans ses rapports avec les
sciences et la religion 5 fr.
BAKZELI.OTTl, professeur àl'Univ. de Rome. * La p'nilosophie de Taine. 1900.. . 7 fr. 50 BASCn (V,), chartrédecoui-sàlaSorbonne.'La poétique de Schiller. 2« éd., revue. 1911. 7 fr. 50 BAYET (A.). L'idée de bien. Essai sur te principe de fart moral rationnel. 100.'^.. 3 fr. 75 BAZAILLAS (A.), docleur es lettres, prof, au lycée Condjrcel. ♦ La vie personnelle. 1905. 5 fr.
— Musique et Inconscience. Introduction à la psychologie de l'inconscient. 11^07.... 5 fr. BELOT (G.), inspecteur général de l'Inslruclion publique. Études de morale positive.
{Récompensé par l'Iustitat) 1907 7 fr. 50
BERGSON (H.), de l'Institut. * Matière et mémoire. Essai sur la relation du corps à l'esprit. 9' édil. 1915 5 fr.
— Essai sur les données immédiates de la conscience. 10» édit. 1912 3 fr. 75
— » L'évolution créatrice. 14« éHit. 1913 7 fr. 50
BERR (H.), directeur de la Bévue de synthèse historique. La synthèse en histoire. Essai
critique et théorique. 1911 5 fr.
BERTHELOT (R.), de l'Acad. de Belgique. * Évolutionnjsme et Platonisme. 1908. 5 fr.
— Un romantisme utilitaire. Etude sur le mouvement praymatiste. T. 1. Le pragmatisme ches Nictische et chez Poincaré. 1911. l vol. in-S 7 fr. 50 (V. p. 6.)
BERTRAND, professeur à l'Universiié de Lyon. * L'enseignement intégral. 1898,... 5 fr.
— Les études dans la démocratie. 1900 5 fr.
BINET (A. y * Les révélations de l'écriture, avec 67 grav. 1906 5 fr.
BLOCH (L.), docteur os lettres, agrégé de phiios. * La philosophie de Newton. 1908. 10 fr.
BOEX-BOREL (J.-H. Rosny aine). Le pluralisme. 1909 5 fr.
BOIR.\C (É.), recteur de l'Acad. de Dijon, corresp. de l'inst. * L'idée du pUénomèue. 5 fr.
— * La psychologie inconnue. Introduction et contribution à l'étude expérimentale des sciences psychiques. 2° éà\l., revue. 1912. {Récompensé par l'Institut.) 5 fr.
BOUGLÉ, chargé de cours- à la Sorbonne. * Les idées égaUtaires. 2' edit. 1908. . . 3 fr. 75
— Essais sur le régime des castes. (Travaux de VAnnée sociologique). 1908 5 fr.
BOURDEAU L.). Le problème delà mort et ses solutions imaginaires. 4* édit. 1904. 5 fr.
— Le problème de la vie. Essais de sociologie générale. 1901 7 fr. 50
BOURUO.X. professeur à l'Université de Renues. * De l' expression des émotions et des
tendances dans le langage '7 fr. 50
BOUTROUX(E.),de l'.Aoad. franc. Études d'histoire de la philosophie. 3' édit. 190S. 7 fr. 50 BRAUNSCHVIG, docteur es lettres. Le sentiment du beau et le sentiment poétique.
1904 3 fr. 75
BR.AY (L.). Du beau. Essai sur l'origine et l'évolution du sentiment esthétique. 190-2. 5 fr.
BROCHARD (V.), de l'Institut. De l'erreur. 2" édit 5 fr.
BRUGEILLES (R.l. Le droit et la sociologie. 1910 3 fr. 75
BHUNSCHVICG(L.;, maître de conférences à !a Sorbonne. La modalité du jugement. 5 fr.
— » Spinoza. 2« édit. 1906 3 fr. 75
CARRAU (Ludovic), professeur à la Sorbonne. Philosophie religieuse en Angleterre.. 5 fr. CELLERIER CL.) * Esquisse d'une science pédagogique. Les faits et les lois de l'éducation.
{Récompensé par l'Institut.) 1910 7 fr. 50
CH.\BOT (Ch.), professeur à l'Université de Lyon. » Nature et moralité 5 fr.
CHIDE (A.), agrégé de philosophie. * Le mobUisme moderne. 1908 5 fr.
CL.\Y (R.). * L'alternative. Co;i<)!i'(<ion à ta psychologie. 2° édit 10 fr.
COLLINS (How.vhd). * Résumé de la philosophie de Herbert Spencer. 5" édil. 1911.. 10 fr. COSENTINl (F.), pr.ifeseeur à l'Université nouvelle de Bruxelles, directeur de la Scienza
sociale.Lasociologiegénétiqae.Essaisur la pensée et la vie sociale préhistoriques. 190Ô.Z fr.75 COSTE (Ad.). Les principes d'une sociologie objective 3 fr. 75
— L'expérience des peuples et les prévisions qu'elle autorise. 1900 10 fr.
COfTLK.^T (L. . do>-,teur es lettres. Les principes des mathématiques. 1906 5 fr.
CRÉPIEUX-JAMIN. L'écriture et le csractère. 5' édil. 1909 7 fr. 50
CRESSON, doc t. os lettres, prof, au collège Chaptal. La morale de la raison théorique. 1903. 5fr. CROCE (B.). * La phUosophie de la pratique. Économie et esthétique. Traduit par H. Buriot
et le D' Jankélévitch. 1911 '7 fr. 50
CYON i^E. dej. Dieu et science. Essai de psychologie des sciences. 2« éd. 1913. 7 fr. 50 DARBON (A.), docteur es lettres. L'explication mécanique et le nominalisme. 1910. 3 fr. 75
DAURl.AC (L.). * Essai sur l'esprit musical. 1904 5 fr.
DAVID Alexaad!.. I. iirofe^seur ii i'Uuiversito nouvelle de Bruxelles. * Le modernisme
bouddhiste et le bouddhisme du Bouddha. 1911 5 f r.
DELACROIX (H.), maître de conférences à la Sorbonne. * Études d'histoire et de psychologie du mysticisme. Les grajida mystiques chrétiens. 1908 10 fr.
DELBOS (V.;, membre de l'IusUlut, professeur à la Sorbonne. La pliilosophie pratique de Kant. 1905." (Couronné par l'Académie française. ) 1-2 fr. 50
DELVAILLE (J.), agrégé de philosophie, docteur es lettres. *La vie sociale et l'éducatioD. 190/. (ftécompensé par iinstilut.) 3 fr. 76
UELVOLVE fJ.). proiesscur à l'Université de Montpellier. * Religion, critique et philosophie positive chez Pierre Bayle. 1906 "7 fr. 50
DRAGllICESCO (D.t, professeur à l'Université de Bucarest. Ou rôle de l'individu dans le déterminisms social 7 fr. 50
» Le problème de la conscience. 1907 3 fr. 75
DROMAKD (G.). * Essai sur la sincérité. 1910 5 fr.
DUBOIS (J.)i doclear en pliUosophie. Le problème pédagogique. Essai sur la position du prMcme et la recherche de ses soluti07is. 1910 7 fr. 50
DUGA3 (L.), docteur es lettres. * Le problème de l'éducation. 2« édit., revue. 191]. 5 fr.
UUjMAS(G.), professeur à la Sorbonne. Psychologie de deux Messies positivistes. Saint- Siinoii et Avgusle Comte. 1905 5 fr.
DUI-'KAT (G.-L.), docteur es lettres. L'instabilité mentale 5 fr.
DUFUi^ (D' E.) et NATHAN (D' M.). Le langage musical. Étude médico-psychologique. Préface de Ch, Malherbe, bibliothécaire de l'Opéra. 1911 ,.. 3 fr. 75
DUPHOIX (P. J, doyen de la Faculté des lettres de Genève. Kant et Fichte et le. problème de l'éducation. 2° édit. {Couronné par l'Académie française.) 5 fr.
DUH.AND (de Grtûsj. Aperçus de taxinomie générale .5 fr.
— Nouvelles recherches sur l'esthétique et la morale 5 fr.
— Variétés philosophiques. 2° édil., revue et augmentée. 1900 5 fr.
DURKUEIM (E.), proi. à la Sorbonne. ♦ De la divlsiondu travailsocial. S^édil. 1911. 7 fr. 50
Le suicide. Etude sociologique, i' édit. 1912 7 fr. 50
* L'Année sociologique : l'i volumes parus, (V. I. Xll, p. 6).
1" Année (189(5-1S97). — Dcf(kheim : La prohibition de l'inceste et ses origines. — G. SiMMEL : Comment les formes sociales se maintiennent. — Analyses des travaux de
sociologie publies du !<"' juillet 189t5 au 30 juin 1897 10 fr.
2" Année (1897-1898). — Durkhei.m : De la délinition des phénomènes religieux.. — Hubert
et Maoss : La nature et la fonction du sacriûce. — AnalyS''.s 10 fr.
3« Année (1898-1899). Epuisée.
4* Année (1899-1900). — Bouclé : Remarques sur le régime des castes. — Dup.kheim : Deux lois de l'évolution ])énale. — Charmont : Notes sur les causes d'extinction de la
propriété corporative. — Analyses 10 fr.
5« Année (1900-1901). Épuisée.
ôe Année (1901-lt;5iij. — Durkheim et Mauss : De quelques formes primitives de classi- (ication. Contribution h l'étude des représentations collectives. — Bouclé : Les théories
récentes sur la division du travail. — Analyses 12 fr. 50
7= Année (1902-1903). Épuisée.
8"= Année ^1903-1904). — H. Bourgin : La boucherie à Paris au xix" siècle. — E. Duhkheim :
L'or-'unisalion matrimoniale australienne. — Analyses 12 fr. 50
9" Année (1904-1905). — H. Meillet : Comment les noms changent de sens. — Mauss et Beuchat : Les variations saisonnières des sociétés eskimos. —Analyses.... 12 fr. 50 10° année (1905-1906). — P. Huvelin : Magie et droit individuel. — R. Hertz : Contribution à une étude sur la représentation collective de la mort. — C. Bouglé : Note sur le
droit et la caste en Inde. — Analijses 12 fr. 50
Tome .\I. Analyses des travaux sociologiques publiés de 1906 à 1909 15 fr.
rjWELSHAUVEP,,S, professeur à l'Université de Bruxelles. * La synthèse mentale. 1908. 5 fr.
EBBI.NGH.\US (H.), professeur à l'Université de Halle. Précis de psychologie. 2» édit.
revue sur la 3" édit. ail. par le D' G. Revault d'Allonnes. Avec 16 ûg. 191,'.... 5 fr.
EGGER (V.), professeur à la Sorbonne. La pacple intérieure. 2"= édit. 1904 5 fr.
ENRIQUES (F.), professeur à l'Université de Bologne. * Les problèmes de la science et la
logique. Trad. J. Dubois. 1908 '. 3 fr. 75
ESPINA3 (A.), de l'Institut. ♦ La philosophie sociale du XVIIP siècle et la Révolution
française 7 fr. 50
EVELLIN (F.), de l'Institut. La raison pure et les antinomies. Essai critique sur la p/.Ho-
sopliie kantienne. (Couronné par L'Institut.) 1907 5 f r.
FEKltEFlO (G.;. Les lois psychologiques du symbolisme 5 fr.
FERRI (Enrico), professeur à lUniversité de Konie et a l'Université nouvelle de Bruxelles, député au Parlement italien. La sociologie criminelle. ïrnd. L. Terrier. 2"=éd. 1914. 10 fr.
FERIU (Louis). Histoire critique de la psychologie de l'association 7 fr. 50
FINOT (J.). Le préjugé des races. 3* édit. 190S. {Kécompensé par l'Institut.) 7 fr. 50
— La philosophie de la longévité. 12° édit., refondue. 1908 5 fr.
— Préjugé et problème des sexes. 5° édit. l'^13 5 fr.
FONSEGRIVE, professeur au lycée Buflou. * Essai sur le libre arbitre. 2» édit. {Couronné
par l'Institut.) 10 fr.
FOUCAULT, professeur à l'Université de Montpellier. La psychophysique. 1901... 7 fr. 50
— * Le rêve. 1906 5 fr.
FOUILLEE (Alf.), de 1 Institut. * La liberté et le déterminisme. 0« édit. 1913 7 fr. 50
— Critique des systèmes de morale contemporains. 7" édit. 1912 7 fr. 50
— * La morale, l'art et la religion, D'APuts Guvau. 8' édit., augmentée. 1912.... 3 fr. 75
— L'avenir de la métaphysique fondée sur l'expérience. 2' édit 5 fr.
— * L'évolutionnisme des idées-forces. 5' édit. 1911 7 fr. 50
— * La psychologie des idées-forces. 2 vol. 3° édit. 1912 15 fr.
— * Tempérament et caractère selon les individus, bs sexes et les races. 4' éd. 1901 . 7 fr. 50
— Le mouvement positiviste et la conception sociologique du monde. 2" éd 7 fr. 50
BIBLIOTHEQUE DE PHILOSOPHIE CONTEMPORAINE
I-'OL'ILLÉE (A.), de l'Iastilut. Le mouvement idéaliste et la réaction contre la aclence positive. 3«ciiit. 1013 "7 fr. 50
— » Pbyclioloaie du peuple français. 5' édit. 1013 7 fr. 50
— • La France au point de vue moral. 5* édit. 101 1 1 f r. 50
- » Isquisse psychologique des peuples européens. 4" édit. 1903 10 fr.
— ♦ Nietzsche et 1 immoralisme. ^« «.1:1. lOoi 5 fr.
— » Le moralisme de Kant et l'amoralisme contemporain. 2' édit., 1905 7 ir. 50
— » Les éléments sociologiques delà morale. -" eda., 190G ' 7 fr. 50
— • Morale des idées-forces. 2» élit. lOOS '. 7 fr. 50
— L: socialisme et la sociologie réformiste, 'i' tjdil. 1009 7 f r. 50
- » La diiraocratie politique et sociale en France. 2" éilii. 1910 3 fr. 75
— » La pensée et les nouvelles écoles anti-intellectualistes. 2* édit. 1911 7 fr. 50
K<JL'1<.N11';U10 K. , iMoic-suMir au Conservaioire des Arts cl Métiers. * Les théories socialistes au XIX" siècle. De Babeuf à Proiidhon. 190i 7 fr. ."lO
KU I.I.IQLKT. Essai sur l'obligation morale. 1898 7 fr. 50
G.\IiOt'AI-0, proie.sseur a l'Université de Naples, sénateur du royaume d'Italie. La criminologie. 5" édit.. refondue. 19o5 7 fr. 50
—.La superstition socialiste 5 fr.
(jKKAKU-V'AKEr, recteur de l'Université de Rennes. L'ignorance et l'irréllexion. . 5 fr.
GLEV fU' E.), professeur au Collège de France. Etudes de psychologie physiologique et pathologique, avec t!?. 1903 5 fr.
GOKV (G.j. L'immanence de la raison dans la connaissance sensible 5 fr.
GOUliU l'J.-J.). Philosophie de la religion. Préf. d.: E. Boltrou.'î. de l'Ac. franc. 1910. 5 fr.
GH.ASSET (J.;, prof, a l'Un, de Montpellier. Demifous et demircsponsables. 3' éd. 1013. 5 fr.
— Introduction physiologique à l'étude de la philosophie. 2» édil. 1010. Avec ûg. 5 fr. GriEEF (de), professeur a l'Univ. nouvelle de Iir;i\elles. Le transformisme social. 7 fr. 50
— La sociologie économique. 1904 3 fr. 75
GROGS (K.). professeur .1 rUniversiié de BAle. * Les jeux des animaux. 1902 7 fr. 50
GURNEV. MYEHS et PODMORE. Les hallucinations télépathiques. 5' édit. 1913. 7 fr. 50 GUY.AU (M.).* Lamorale anglaise contemporaine. 'i" é.l. 191 1. (Cour. par l'IuslituL.) 1 fr. 50
— Les problèmes de l'esthétique contemporaine. 8» cdil. 1913. 5 fr.
— Esquisse dune morale sans obligation ni sanction. l-2« édit. 1910 5 fr.
— L'irréligion de l'avenir. Etiule de sociologie. 16* édit. 1912 7 fr. 50
— * L'art au point de vue sociologique. 10» édit. 1912 7 fr. 50
— * Éducation et hérédité. Elude sociolof/ique. ii" édit. 1013 ."> fr.
II.ALEVY (E.), docteur es lettres. La formation du radicalisme philosophique en Angleterre.
l'JO-i. 3 volumes, chacun 7 fr. 50
HAMELIN (O.), chaisré de cours à la Sorbonne. ♦ Le système de Descartes, publié par
L. Robin, charcré de cours à l'Cniversité de Caen. Préface de E. ûurkheim. 1910. 7 fr. 50 HA.NNEUUIN. prof, à TUniv. de Lyon. Essais sur l'hypothèse des atomes. 2' éd. 7 fr. 50
— * Études d'histoire des sciences et d'Histoire de la philosophie, préface de R. Tha.min, introduc'iion de M. Grosjeax. 2 vol. lilÛS. (Couronné par l Institut.) 15 fr.
HARTE.NBERG (D' Paul;. Les timides et la timidité. 3" édit. 1910 5 fr-
— * Vhysionomie etc^ractèTe. Essai de phy.\io::/nomo7iie scientifique. 2° édit. 1911... 5 fr. HÉBERT (Marcel). L'évolution de la foi catholique. VMô 5 fr.
— * Le divin. Expériences et hypothèses, élude psychologique. 1907 5 fr.
HÉMO.N (C), agrégé de philosophie. * La philosophie de Sully Prudhomme. Préface de
Sully Prudhomme. 1907 7 fr. 50
HERMANT (F.) et VAN DE WAELE fA.^. + Les principales théories de la logique contemporaine, {liccompensé par l'Institut.) 1909 5 fr.
lURTH (G.). ♦ Physiologie de l'art. Traduction elinlroductiAi par L. .\rbé.\t ."> fr.
HOFFDl.NG. professeur à l'Université de Copenhague. Esquisse d'une psychologie fondée sur l'expérience. Trad. L. Poitevin. Préface de Pierre J.xnet. 4« édit. 1909... 7 fr. 50
— * Histoire de la philosophie moderne. Préf. de V. Delbos. 2' éd. 1908. 2 vol. chac. 10 fr.
— Philosophes contemporains. Trad. Tremesaygues. 2« édit., revue. 19ÛS 3 f r. 75
— * Philosophie de la religion. 1908. Trad. Schlegel 7 fr. 50
— La pensée humaine. Ses formes, ses problèmes. Trad. par J. de Coussaxge. Avant-propos de E. BouTROu.y. de l'.-^cadémie française, 1911 7 fr. 50
HUBERT (H.) et M.\USS '.M.), directeurs adjoints à l'Ecole pratique des Hautes-Etudes.
Mélanges d'histoire des religions. (Travaux de V Armée sociologique). 1009 5 fr.
lOTEyKO et STEFANOWSK.A. (D"). * Psycho-physiologie de la douleur. 1908. (Couronné
par l'Institut.) 5 fr.
ISAMBERT (G.). Les idées socialistes en France (1815-1848). 1905 7 fr. 50
IZOULET, professeur au CoUèse de France. La cité moderne. 7» édition. 1908 10 fr.
J.\C08Y (D'P.). Études sur la sélection chez l'homme. Préface de G. Tarde. 2' éd. 1904. 10 fr. JA.NET (Paul), de l'Institut. * Œuvres philosophiques de Leibniz. 2* édit. 2 vol 20 fr.
— Histoire de la science politique dans ses rapports avec la morale, i' édit., revue et précédée d'une notice par G. Picot, de l'Institut. (Ouvrage couronné par l'Académie des Sciences morales et politiques et par l'Académie française). 1913. 2 vol. iu-8 20 fr.
JANET (Pierre) de l'Inst., prof, au Col. de Fr. * L'automatisme psychologique. 7« éd. 7 fr. 50 J.\.STROW(J.), prof. àl'Univ. de Wisconsin. La subconscience, prél. de P. Janet. 1908. 7 fr. 50 J.\URÈS (J.). docteur es lettres. De la réalité du monde sensible. 2' édit. 1902... 7 fr. 50
JEUDO.N (L.), professeur au collèse de Vannf^s. La morale de 1 honneur. 1911 5 fr.
KARPPE (S.), docteur es lettres. Essais de critique et d'histoire de philosophie.. 3 fr. 75
KEIM (A.), docteur es lettrss. * Helvétius, sa vie, son œuvre. VM' 10 fr.
LACOMBE (P. . Psychologie des individus et des sociétés chez Taine. 1906 7 fr. 50
LA GRASSERIE (R. de . lauréat de l'insri'uii. Psychologie des religions. 1S99 r. fr.
LALANDE (A.j, professeur adjoint à la Sorboane. » La dissolution opposée à l'évolution dans le» science* physiques et morales 7 fr. 50
L.ALO (Ch.). docteur es lellres. * Esthétique mnsicale scientifique. 1908 5 fr.
— * L'esthétique expérimentale contemporaiue- 1908 3 fr. 75
— Les sentiments esthétiques. 190J 5 fr.
L.\.NDKV A.', (lépuio, docteur es lettres. ♦ Principes de morale rationnelle. 1906... 5 fr. L.V.NESS.-V.N (J.-L. de), député, ancien ministre. * La morale des rehglons. 1905.. . . 10 fr.
— * La morale naturelle. 1908 7 fr. 50
LAPIE (P.'. recteur de l'Université de Toulouse. Logique de la volonté. 1902 7 fr. 50
L.AL'VIUERE, ducleur es lettres, professeur au lycée Louis-le-Grand. Edgar Poë. .Sa vie et
son œuvre. Etude de psychologie pathologique. {Récompensé par l'Institut.) 1904. 10 fr.
L.-\VELEYE (de). * De la propriété et de ses formes primitives. 5' édit. 191-2 10 fr.
LEBLOND (M.-A.). * L'idéal du XK= siècle. 1909 5 fr.
LE BON (D"' Gustave). * Psychologie du socialisme. 7* éd., revue. 1912 7 fr. 50
LEC.il ALAS (G.). * Études esthétiques. 1902 5 fr.
— Etude sur l'espace et le temps. 2= édit. revue et auprmenlée. 1909 5 fr.
LECHA RTIER (G.). David Hume, moraliste et sociologue. 1900 5 fr.
LECLERE (A.), professeur a l'Univeràité de Berne. Essai critique sur le droit d'affirmer. 5 fr. LE OANTÈC, charsé du cours de biolopfie générale à la Sorbonne. * L'unité dans l'être
vivant. Essai d'une biologie chimique. 1902 7 fr. 50
— _*■ Les limites du oonnaissable, la nie et les phénomènes naturels. 3' édit. 1908. 3 fr. 75 LEON (Xavier). * La philosophie de Fichte. Ses rapports avec la conscience contemporaine. Préface de E. Bcutroux, de l'AcadémiQ française. 1902. {Couronriê par l'Institut.). 10 fr. LEROY (E. Bernard). Le langage. Sa psychologie normale et pathologique. 1005.,.. 5 fr. LEVY (A.), professeur à l'Université de Nancy. La philosophie de Feuerbach. 1904. 10 fr. LÉVY-BRUHL (L.), professeur à la Sorbonne, ♦ La philosopliie de Jacobi 5 fr.
— * Lettres de S. Mill à Aug. Comte, avec les réponses de Comte et une introduction . . 10 fr.
— * La philosophie d'Auguste Comte. 3= édit., revue 1913 7 fr. 50
— * La morale et la science des mœurs. 5" édit. , 1913 5 fr.
— Les fonctions mentales dans les sociétés inférieures {Travaux de l'Année sociologique). 1%0 7 fr. 50
LI.ARD, de l'Institut, vice-recteur de l'Académie de Paris. * Descartes. 3" éd. 1911 . . 5 fr.
— * La science positive et la métaphysique- 5' édit. 1905 7 fr. 50
LICHTENBERGER (H.), professeur adjoint à la Sorbonne. * Richard Wagner, poète et
penseur, -j' édit., levue. 1911. [Couronné par l'Académie française .) 10 fr.
— Henri Heine penseur. 1905 3 fr. 75
LOMBKOSO (César), professeur à l'Université de Turin.. * L'homme criminel. 2« éd., 2 vol.
et atlas de 64 pi 36 fr.
— Le crime. Causes et remèdes. 2» édit., avec 22 flg. et 11 planches. 1907 10 fr.
— L'homme de génie, avec gravures et planches. 4" édit. 1909 10 fr.
— et FEHREHO. La femme criminelle et la prostituée, avec 13 pi. hoi-s te.tte 15 fr.
— et LASCHI. Le crime poUtique et les révolutions. 2 vol. avec grav. et pi. h. texte. 15 fr. LUBAC (E.). agr. de philos. » Psychologie rationnelle. Préf. de H. Bergson. 1904.. 3 fr. 75
LUQUET (G. -H.), agrégé de philosophie * Idées générales de psychologie. 1906 5 fr.
LYON (G.), recteur de l'Acad. de Lille. * L'idéalisme en Angleterre au XVIII' siècle. 7 fr. 50
— » Enseignement et religion. Etudes philosophiques 3 fr. 75
M.\LAPEH r (P.), docteur es lettres, professeur au lycée Louis-!e-Grand. * Les éléments dn
caractère et leurs lois de combinaison. 2« édit. 1906 5 fr.
MARION (H.), professeur à la Sorbonne. » De la solidarité morale. 6" édit. 1907 5 fr.
MARTIN (Fr.). * La perception extérieure et la science positive 5 f r.
MATAGRIN (Améd.-e). La psychologie sociale de Gabriel Tarde. 1909 5 fr.
MAXWELL (J.). Les phénomènes psychiques. Préf. du P"' Ch. Richet. 4' édit. 1909. 5 fr.
MENARD (.\.), docteur es lettres. Analyse et critique des principes de la psychologie de W. James. 1910 7 l'r. 50
MENDOU.SSE (P.), docteur es lettres, professeur au Ivcée de Digne. ♦L'âme de l'adolescent. 2<= édil. 1911 ; 5 fr.
MEYERSON (E.). IdenUté et réalité. 2» édit., revue et augmentée. 1912 10 .fr.
MORTON PRINCE, professeur de pathologie du système nerveux à l'Ecole de médecine de « Tufts Collège ». La dissociation d'une personnalité. Étude biographique de psychologie pathologique. Tradmi. p&v R. Ray et J. Ray. 1911 10 fr.
MULLER (Mas), prof, à l'Universit.- d'Oxford. * Nouvelles études de mythologie . . 12fr. 50
MY'ERS. La personnalité humame. Trad. Jankéliivitch. 3« édit. 1910 7 fr. 50
NAVILLE (Ernest). » La délinition de la phUosophie 5 fr.
— Le libre arbitre. 2' édit 5 fr.
— Les philosophies négatives 5 fr.
— Les systèmes de philosophie ou les philosophies affirmatives. 1909 7 fr. 50
NORDAL" (Max). * Dégénérescence, 1- éd. 1909. 2 vol. Tome I. 7 fr. 50. Tome II .. 10 fr.
— Les mensonges conventionnels de notre civilisation. 11" édit. 1912 5 fr.
— * 'Vus du dehors. Essais de -^ri tique sur quelques auteurs français eontemp. 1903. 5 fr.
— Le sens de l'histoire. Trad, Jankélévitch. UHjJ '. 7 fr. 50
NOVlCf )\V :j. Les luttes entre sociétés humauies. 3« édit. 1904 10 fr.
— *La justice etl'expansion de la vie. Essai sur le bonheur des sociétés humaines. 1905. 7 fr. 50
— La critique du Darwinisme social. 1909 7 fr. 50
0LDEN3ERG, prof, a l'Univ. de Kiel. * Le Bouddha. Trad. par P. Foucheh, chars© de cours
à la Sorbonne. Préf. de Sylvain Lévi, prof, au Collège de France. C édit. 1903. 7 fr 50
— * La religio_n du Véda. Traduit par V. Henry, professeur à la SoEbonne. 1903.. . 10 fr. OSSIP-LOnillE, professeur à l'Université nouvelle de Bruxelles. La philosophie russe
contemporaine. 2» édit. 1905 5 fr.
— * La psychologie des romanciers russes aa XIX' siècle. 1905 7 fr. 50
Birtl.IOTIli:QUR de ['IIILOSOPIIIE CONTEMI'OUAINE U
OLVKK (II.). » Les formes Uttéralrosdo la pensée grecque I Cour. par l'Acad. franc.). 10 fr.
PALAN rK (G.), a^Tct'o do iiliilo-opliio. Combat pour l'Individu. l'JOi .'{ fr. 75
PAULIl.AX (fr.), rorre-iiniiiliiiil do l'IniïUlul. * Les caractères. :î' «dit., revue. 1909. 5 fr.
— Les mensonges du caractère. 1U05 5 fr.
— Le mensonge de l'art. I'.)u7 5 fr.
PAVirr (J.), rer.lcurde l'.Vcndémie d'Aix. La croyance. 3' édit. 1911 5 fr,
— * L'éducaUon de la volonté, il' 6dit. 1912 5 fr.
PKKIiS (Jean), professoiir an lycôo de Caen. * L'art et le réel 3 fr. 75
PKRKZ (BernardL Les trois premières années de l'enfant. ■/" édIt. l'.>ll 5 fr,
— L'enfant de trois à sept ans. 4' édil. l'JU7 5 fr,
— L'éducation morale dès lo berceau, i' édit. 1901 5 fr.
— » L éducation intellectuelle dés le berceau. 2» édil. 1901 5 fr.
PIAT (C). professeur .i 1 liis-lilut catholique. La personne humaine. '2' édil., revue et
uufrriieiilée. 1913. [Couronné par l'Académiedes Inscriptions et IJelles-Lcllrcs.). . . 7 fr. 50
— * Destinée de Ihomme. 'i' édit., revue, 1913 5 fr.
— La morale du bonheur. 1909 5 fr.
PIC.\VET(F.), oliurgedecoursii la Sorbonue. »Les idéologues (Co«r. par i'ilc. /"mnc.). 10 fr.
PlDERlT.Lamimiqueetlaphysiognomouie.Trad.de lallem. par M. Girot 5 Ir.
PILLO.N (F.), lauréat de llnstitut. * L'Année philosophique [Couronnù par i'inslilut.)
1890 à 1911. (1893 et 189'« épuisées) 2-1 vol. Chacun 5 fr.
PIOGER ^D' J.). La vie et la pensée a fr.
— La vie sociale, la morale et le progrès '•> fr.
PHEYER, professeur à l'Université de Berlin. Éléments de physiologie générale 5 fr.
PKOAL, conseiller à la Cour d'Appel de Paris. * La criminalité politique, 'l' éd. 1908. 5 fr.
— * Le crime et la peine. 4° édil. {Couronne par l' Institut .) 1911 10 fr.
— Le crime et le suicide passionnels. 1900. (Couronné par l'Académie frariçaisc.). 10 fr.
RAGEOT (G.), abrégé de philosophie. * Le succès. Auteurs et public. 1900 3 fr. 75
RAUll (K.), professeur adjoint à la Sorbonne. * De la méthode dans la psychologie des
sentiments. [Couronné par l'Institut.) 5 fr-
— » L'expérience morale. -2» édition, revue. 1909 [Récompensé par l'Institut.).. . 3 fr. 75 RACII (K.), professeur adjoint à la Sorbonne. 'Études de morale, recucillios et publiées par
H. Daudin, m. David, G. Davy, II. h'nANCK, R. Hert7, G. Hubert, J. Laporte, R. Le Senne, H. Wallon. 191 1 10 fr.
HÈCEJAC, docteur es lettres. Essai sur les fondements de la connaissance mystique. . 5fp.
RENARD (G.), prof, au Collège de France. ♦La méthode scient, dans l'histoire Uttéraire. 10 fr.
RENDU VIER (Ch.), de l'Institut. * Les dilemmes de la métaphysique pure. 1901 5 fr.
— Le personnalisme, avec une étude sur la perception externe et la force. 1903... 10 fr.
— * Critique de la doctrine de Kant. 1906 7 fr. 50
— * Science de la morale. Nouv. édit. 2 vol. 1908 15 fr.
REVAULT D'ALLONNES (G.), docteur es lettres, aj^régé de philosophie. Psychologie
dune religion. GtJiZZaume J/onorf [noO-IS96). 1908 _. 5 fj_.
— ♦ Les inclinations. Leur râle dans la psychologie des sentiments. 190S 3 fr. 75
REY (A.), professeur à l'Université de Dijon. * La théorie de la physique chez les_ physiciens contemporains. 1907 ~' fr. 50
RIBERY, docl. es lettres. Essai de classification naturelle des caractères. 1903. 3 fr. 75
RIBOT (Th.), de l'Institut, professeur honoraire au Collège de France, directeur de la lîevue
philosophique. * L'hérédité psychologique. 9« édit. 1910 7 fr. 50
— * La psychologie anglaise contemporaine. 3= édit. 1907 7 fr. 50
— * La psychologie allemande contemporaine [Ecole expérimentale). 7' édit. 1909. 7 fr. 50
— La psychologie des sentiments. 9« édil. 1914 7 fr. 50
— L'évolution des Idées générales. 3« édil. 1909 , 5 fr.
— » Essai sur l'imagination créatrice. 3° édil. 1908 5 fr_.
— * La logique des sentiments. 4" édil. 1912 3 fr. 7o
— * Essai sur les passions. 3» édil. 1910 3 fr. lo
RICARDOU (A.), docteur es lettres. ♦ De l'idéal. [Couronné par l'Institut.) 5 fr.
RICHARD (G.), professeur de sociologie à l'Université de Bordeaux. * L'idée d'év_Olution
dans la nature et dans l'histoire. 1903. [Couronné pa^ l'Institut.) 7 fr. 50
RIE.MANN (H.), prof, à l'Univ. de Leipzig. *Les éléments de l'esthétique musicale. 1906. 5 fr.
RIGNANO (E.). La transmissiblUté des caractères acquis. 19u8 5 fr.
KIVAUD (A.), professeur a 1 Université de Poitiers. Les notions d'essence et d existence
dans la philosophie de Spinoza. 1906 3 fr. /d
ROBERTY (E. de). L'ancienne et la nouvelle philosophie 7 fr. 50
— * La philosophie du siècle [positivisme, criticiame, éoobitionnisme.) o fr.
— * Nouveau programme de sociologie. 1904 5 fr.
— * Sociologie de l'action. 1908 .■•■••••,•••:;• ' i^: X-
RODRIGUES (G.), doct. es lettres, prof, au lycée Michelet. Le problème de lacuon. 3rr.7D ROEHRIGH (E.). * Philosophie de l'éducation. {Récompensé par l'Institut). 1910.. 5 fr. RO.MANES. * L'évolution mentale chez l'homme. Origine des facultés humaines.. 7 fr. 50 RGUSSEL-DESPlEiiitES (Fr.). * Hors du scepticisme. Liberté et beauté. 1907. . . 7 fr. dO RUSSELL *• La philosophie de Leibniz. Trad. J. Ray. Préf. de M. Lévy-Bhuhl. 1908. 3 fr. 7o RUYSSEN(Th.),prof. à l'Univ. de Bordeaux. » L'évolution psychologique du jugement^ 5 fr. SABATIER (A.), prof, à l'Univ. de Montpellier. Philosophie de l'effort. î» édit. 1908. 7 fr. oO
SAIGEY (E.). ♦ Les sciences au XVIU» siècle. La' ph^isigue de Voltaire 5 fr.
SAINT-PAUL (Di-G.). * Le langage intérieur et les paraphasies. 1904 5 fr.
SANZ Y ESC.ARTIN. L'individu et la réforme sociale. Tr.id. Dietbich 7 ir. bO
SCHILLER (F.), professeur à l'Université d'Oxford. * Etudes sur l'humanisme. 1009.. 10 fr.
VOLUMES lN-8
SCHINZ (A.), professeur à l'Université de Bryn Mawr (Pensylvanie). Anti-pragmatisme. Examen des firoits respectifs de l'aristocratie intellectuelle et de la démocratie sociale. 5 fr.
SCHoPENIl AUER. Aphorismes sur la sagesse dans la vie. [Parerga et Paralipomena). Trad. Cantacuzènk. IM' ùd. 1913 • ,^ l""-
— * Le monde comme volonté et comme représentation. 6" edit. j vol., chac 7 fr. t)U
SÉAILLKS (G.), professeur à la Sorbonue. Essai sur le génie dans l'art. 4° édit. 1911. 5 fr.
^'V La philosophie de Ch. Renouvier. Introduction au néo-criticis>ne. 1905 7 fr. 50
SEGONU (J.), agrégé de philosophie, docteur es lettres. *La prière. Essai de psychologie
religieuse. {Couronné par l'Académie française.) 1910 1 fr. ôO
RIGHELK (Soipio). La foule criminelle. 2" édil., refondue. 1901 5 fr.
SOLLIER (D'' P.). Le problème de la mémoire. Essai de psycho-mécanique. 1900. 3 fr. 75
— Psychologie de l'idiot et de l'imbécile, avec 12 pi. hors texte. 2» édit. 1902 5 fr.
— Le mécanisme des émotions. 1905 5 fr.
— Le doute Etude de psychologie affective. 1909 7 fr. 50
SOURIAU (Paul), professeur à l'Université de Nancy. L'esthétique du mouvement.. 5 fr.
— ♦ La beauté rationneUe. 1904 10 fr.
— La suggestion dans l'art. 2'^ édil. 1909 5 fr.
SPE.NCER (Herbert). * Les premiers principes. Traduot. Cazklles.11» édit. 1907... 10 fr.
— * Principes de biologie. Traduct. Ca.îelles. 6"^ édit. 1910. 2 vol .- 20 fr.
— * Principes de psychologie. Trad. par MM. Ribot et Espinas. 2 vol. Nouv. édit. 20 fr. * Principes de sociologie. 5 vol. : I. Données de la sociologie. 10 fr. 11. Inductions de la
sociologie. Relations domestiques. 7 fr. 50. 111. Institutions cérémunielles et politiques. 15 fr. IV. Institutions ecclésiastiques. 3 fr. 75. V. Institutions professionnelles. 7 fr. 50.
— Essais sur le progrès. Trad. A. Bdrdeau. 5" édit. 1904 7 fr. 50
— Essais de politique. Trad. A. Burdeau. 5' édil. 1906 , 7 fr. 50
— Essais scientifiques. Trad. A. Buudeau. i" édit. 1913 7 fr. 50
— * De l'éducation physique, intellectuelle et morale. 14' édit. 1912 5 fr.
— Justice. Trad. Castelot. 3« édil . 1903 7 fr. 50
— Le rôle moral de la bienfaisance. Trad. Castelo* et Mautin Saint-Léon 7 fr. 50
— La morale des différents peuples. Trad. Castelot et Martin Saint-Léon 7 fr. 50
— Problèmes de morale et de sociologie. Trad. H. de Varigny. Nouv. édit., 1906. 7 fr. 50
— ♦ Une autobiographie. Trad. et adaptation par H. de Varigny. 1907 10 fr.
STAPl'^ER (P.), professeur honoraire à l'Université de Bordeaux. * Questions esthétiques
et religieuses. 1906 3 fr. 75
STELN l'L.), professeur à l'Université de Berne. ♦La question sociale au point de vue philosophique. 1900 10 fr.
STUaRT MILL. * Mes mémoires. Histoire de ma vie et de mes idées. 5« éd 5 fr.
— * Système de logique déductlve et induotive. 6« édit. 1909. 2 vol 20 fr.
— * Essais sur la religion, i" édit. 1901 5 fr.
— Lettres inédites à Auguste Comte et réponses d'Auguste Comte 10 fr.
SULLY (Janies). Le pessimisme. Trad. Bertrand. 2« édit 7 fr. 50
— * Essai sur le rire. Ses formes, ses causes, soyi développement, sa valeur. 1904. 7 fr. 50 SULLY PRUDHOMME, de l'Acad. franc. La vraie religion selon Pascal. 1905.. 7 fr. 50
— Le lien social. Publié par G. Hé.vion 3 fr. 75
TARDE (G.), de l'Institut. * La logique sociale. 4« édit. 1912 7 fr. 50
— * Les lois de l'imitation. 6" édil. 1911 7 fr. 50
— ♦ L'opinion et la foule. 3" édil. 1910 5 fr.
TARD1EU (D'' E.) * L'ennui. Étude psychologique. 2° édit., revue et corrigée. 1913. 5 fr.
TASSY (E.). Le travail d'idéation. 1911 5 fr.
THOMAS (P -F.), docteur es lettres. * Pierre Leroux, sa philosophie. 1904 5 fr.
— * L'éducation des sentiments. {Couronné par l'Institut.) 5* édit. 1910 5 fr.
TISSERAND (P.), docteur es lettres, professeur au lycée Charlemagne. * L'anthropologie de
Maine de Biran. 1909 " ' 10 fr.
UDINE (Jean d'). L'art et le geste. 1909 5 fr.
URTl.N (H.), avocat, docteur es lettres. L'action criminelle. Étude de philosophie pratique.
1911 5 fr.
VACHEROT (Et.), de l'Institut. * Essais de philosophie critique 7 fr. 50
— La religion 7 fr. 50
"V^'AYNBAUM (D"' 1.). La physionomie humaine. 1907 5 fr.
■WEBER (L.). * Vers le positivisme absolu par l'idéalisme. 1903 7 fr. 50
TRAVAUX DE L'ANNÉE SOCIOLOGIQUE
Vol. in-S, publié.'} sous la direction de M. É. DURKilElM, prof, à la Sorbonne. AA'yÉE SOCIOLOGIQUE, 12 volumes parus, voir détails pases G el S. BOUGt.E (C), chargé de cours à la Sorbonne. Essais sur le régime des castes, 1908. 5 fr. HUBERT (H.) el MAUSS (M.), directeurs adjoints à l'Ecole des Hautes Eludes. Mélanges
d'histoire des religions. 1909 5 fr.
LEVi'-BRUHL (L.), professeur à la Sorbonne. Les fonctions mentales dans les sociétés
inférieures. I9I0 7 fr. 50
DUKKHEI.M (E.), professeur à la Sorbonne. Les formes élémentaires de la vie religieuse.
Le système tntémique en Australie. Avec 1 c-irle. 1912 10 fr.
H.\LB\VACHS (M.), asi-égé de philosophie, docteur en droit el docteur es lettres. La classe
ouvrière et les niveaux de vie. Recherches sur la hiérarchie des besoins dans les
société* industrielles contemporaines. 1913 7 fr. 50
COLLECTION HISTUlUyUK DES GRANDS PHILOSOPHES
COLLECTION HISTORIQUE DES GRANDS PHILOSOPHES
AUlSluTE. La Poétique d Aristote, imi A. IUtzfeliioIM.Dufouii.Iq-8,19Û0. 'i fr.
— Physique, II, trad. et commentaire, par G. Hamelin, cliarf-'é de cours à le Sorhoiiiii'. 1 vol. io-S 3 fr.
— Aristote et l'idéalisme platonicien, par Oh. Wefineh, docteur es Icllres. 1910.
1 vol. in-8 7 fr. 50
— La morale d'Aristote, par M"" Jules Favhe. 1 vol. iu-18 3fr. 50
— Ethique à Nicomaque. Livre II. Trad. de P. u'IIÉiiouvH.LE et 11. Veune. lolrod. i:t not'^s de P. d'Héhouville, in-S. 1 fr. SO
— La métaphysique. Livre I. Trad. el comnieiilaireb pur G. Colle. 1912. 1 vol. gr. in-S 5 fr.
ÉPIGUllE. *La morale d'Épicure, par M.
GuYAU. 5" édit. 1 vol. in-8 .... 1 fr. 50 MAKC-ALHKLE. Les Pensées de Marc-
Aurèle. Trad. A. -P. Lemercier. doyen de
rUniv.de Caen. 1900. 1 vul.in-16. S" fr. 50 PLATON. La théorie platonicienne des
sciences, par Élie Halévy. 1 vol. iu-S. 5 fr.
— Œuvres, traduction Victor Cousin, revue par J. Barthéle.mv-Saint-Hilaire :
Socrate et Platon ou le Platonisme — Eutyphron — Apologie de Socrate — Crilon — Pliédon. 1 v. in-S 7 fr. 50
— La définition de l'être et la nature des idées dans le Sophiste de Platon, par A. Dits. 1909. 1 vol. in-8 4 fr.
SOCRATE. * Philosophie de Socrate, par • A. Fouillée, del'Instilut. :^vol. in-S. 16 fr.
— Le procès de Socrate, par G. Sorel.
1 vol. in-8 3 fr. 50
— La morale de Socrate, par M"» Jules Favbe. 1 vol. in-1^ 3 fr. 50
STRATON DE LAMPSAQLE. *La physique de Straton de Lampsaque, par G. Kooier, professeur à lu Scrbonne. 1 vol. in-8. 3 fr.
BÉNARD. La philosophie ancienne, «cî
systèmes. 1 vol. in-S 9 fr.
DIES (A.), docteur es lettres. Le cycle mys-
ANCIENNE
tique. La divinité, (h-if/ine el fin des existences individuelles dans la philosophif; antésonratique. 1909. 1 vol. in-8.. 4 i,.
FABKE (Joseph;. La pensée antique, /li- Moïse à MarcAurèli:. 3" édit ô i:.
GOMPEUZ. Les penseurs de la Grèce Trad. Keymoni.. [Cour, par fAcad franc,
I. * La philosophie anti-socratique, i" éi\l 1 vol. gr. in-S iq fr.
II. * Athènes, Socrate et les Socratiques, Platon. 2» édit. 1 vol. ^r. in-S 12 fr!
MI. * L'ancienne académie. Aristote et ses successeurs : Théophraste et Straton de Lampsaque. 1910. 1 vol. gr. in-8. lo fr.
GL'VOT (H.), docteur es lettres. Linlinité divine depuis Philon le Juif iusou'd Plotin.i'dm. 1vol. in-8... 5 fr
LAFONTAINE (A.). Le plaisir,' ' >ap,-èi Platon et Aristote. 1 vol. in-8 6 fr.
MILHALD (G.), prof, à lu Sorbonne. * Les philosophes géomètres de la Grèce. ^'ifiÔ.Xa-S, (Couronné par l'Institut.). 0 fr.
— Etudes sur la pensée scientifique chez les Grecs et chez les modernes. 19ù(j.
1 vo'. in- 16 3 f,.
— Nouvelles études sur l'histoire de là pensée scientifique. 191 1. 1 vol. \n-i. [Couronné par l'Académie française.). 5 fr
OUVliE (H.). Les formes Uttéraires de la pensée grecque. 1 vol. in-8. {Couronné par l'Académie française.) 10 fr.
RIVAUD (A.'j, professeur à l'Université de Poitiers. Le problème, du devenir et la notion de la matière, des origines jusqu'à Théophraste. ( Couronné par l'Académie française.) 1906. ln-8. 10 fr.
ROBIX (L.), maître de conférences à la Soihonne. La théorie platonicienne des idées et des nombres d après Aristote.
Elude historique et critique. Iu-S. 1-2 fr. 50
— La théorie plalonicienne de l'amour
1 vol. in-8 3 fr. 75
(Ouvrages couronnes par l'Institut et par
l'Association pour l'encouragement des Ktudcs i/recqnes.J
PHILOSOPHIES MEDIEVALE ET MODERNE
* DESCARTES, par L. Liard, de l'Institut, 2' édit. 1 vol. in-S 5 fr.
Essai sur l'esthétique de Descartes,
par E. Krantz, prof, à l'Univ. de Nancy. 2"* édit. 1 vol. in-S. Couronné par l'.icadémie française.) 6 fr.
— Descartes, directeur spirituel, par V. de Sts-.arte. 1 vol. in-16 avec plaujhes. {Cour, par l'Institut.) 4 fr. 50
— Le système de Descartes, par 0. Ha.me- LiN. Publié par L. Robin. Préface de E. Durkhei.m. 1911. 1 vol. in-8.. 7 fr. 50
— Index scolastico-cartésien, par Et. Gii.- SON, docteur es lettres, agréaé de philosophie. 1913. 1 vol. in-S ". . 7 fr. 50
— La liberté chez Descartes et la théologie, par le même. 1913. 1 vol. in-8... 7 fr. 50
ERASME. Stultitiae laus Des. Erasmi Rot.
declamatio. Publié et annoté par J.-B. Kan,
avec tig. de Holbein. 1 vol. in-8. 6 fr. 75 FABKE (J.). * La pensée chrétienne, l'es
Evangiles à l' Imitat.de -J .-C. I v. in-8. 9lr. GASSE.NDI. La philosophie de Gassendi,
par P. -F. Thomas. 1 vul. iu-S 6 fr.
LEIBNIZ. » CEu»fes philosophiques, pub.
par P. Janet. 2 vol. in-S 20 fr.
— * La logique de Leibniz, par L. Cou- TURAT. 1 vol. in-8 12 fr.
— Opuscules et fragments inédits de Leibniz par L. CouTURAT. 1 vol. 111-8 25 fr!
LEIB.VIZ. * Leibniz et l'organisation religieuse de la Terre. d'a/,rès des documents in'idits. par Jeaa Bari. zi. 1 vol. in-S. {Couronné par l'Académie française.) 10 fr.
— La philosophie de Leibniz, par B. Rus- SELL, trad. par .\I. Hay, préface da M. Lévy-Brûhl. 1 vol. in-8. {Couronné par l'Acad. franc.) 3 fr. 75
— Discours de la métaphysique, inlrod.
et notes par!!. Lkstiexxe. I vol. in-S. 2 fr.
— Leibniz historien, par L. D.avillé, docleur es lettres, l vol. in-8 12 fr.
MALEBRANCHE. * La philosophie de Malebranche,parOLLÉ-LApRUNE, de l'Institut.
2 vol. in-S 16 fr.
PASCAL. Etude sur le scepticisme de Pascal, par Dboz, professeur à l'Université de Besançon. 1 vol. in-8 6 fr.
R03CEL1X. Roscelin philosophe et théologien, par F. PiCAVtT, cliargé de cours a la Sorbonne. 1911. l vol. gr. in-8 4 fr.
* ROUSSEAU (J.-J.). Sa philosophie, par H. HoFFDtNG. 1 vol. in-16 2 fr. 50
— * Du Contrat social. Introduction par E. Dbeyfus-Bbisac. 1 vol. in-8.., 12 fr.
ROYEK-COLLARD. Les fragments pMlosophiques de Royôr-CoUardiôunis el publiés pour la preinièro fois à part, avec une inlrod. sur la philosophie écossaise et spiriUialiste an XIX' siècle, par A.Schim- BERG. 1913. 1 vol. ifJ-8 0 fr-
SAINT THOMAS DAQUIN. Thésaurus phllosophiEe thomistioae, publié par G. Bul- LtAT. docteur en lUéologie et en droit c^non. 1 ■••ol. r-. ia-S 6 fr. 50
— L'idée de lÉtat daus Saint Thomas d'Aquin. par J. Zkiller. 1 v. in-8. 3 fr. 50
— Sa morale, par A. D. Sertillanges. \-l fr. SPINOZA. Benedicti de Spinoza opéra, quot-
quot reperta aunt. pubi. par J. Van Vloten et J.-P.-N. Land. 3 V. ia-18, cai-l. 18 fr.
Ethica ordinc geometrico demonstrata,
puM.par les 7n'J7nes A v. gr. in-8. 4 fr. 30
— Sa philosophie, par L. Brunschvicg, maître de conférences à la Sorbonne.
2' édit. i vol. iu-8 3 fr. 75
VOLTAIRE. Les sciences au XVHI" siècle.
Voltaire physicien, pàT E.\i. Saigey. 1 vol. in-8 5 fr.
D.AMIRON. Mémoires pour servir à 1" Histoire de la philosophie au XVIII" siècle. 3 vol. in-18 15 fr.
UELVAILLE (J.), docteur es lettres. Essai sur l'histoire de ridée de progrès jusqu'à lafinduXVIII^siècle. 1011.1 vol. in-S. 12 fr.
F.\BRE (Joseph . * L'Imitation de Jésus- Christ. Trad. nouvelle. 19o7. 1 vol. in-8. 7 fr.
— * La pensée moderne. De Luther à Leibniz. 1908. 1 vol. in-S 8 fr.
— Les pères de' la Révolution. De Bayle à Condorcet. 1909. 1 vol. in-8 10 fr.
F1G.\RD (L.), docteur es lettres. On médecin philosophe au XVI' siècle. La psychologie de Jean Fernel. 1 vol. in-8. 1903. 7 fr. 50
PICAVET, charpé de cours à la Sorbonne. Esquisse d'une histoire générale et comparée des philosophies médiévales. 1 vol. iu-8. -2" éd. 1907. 7 fr. 50
— Essais sur l'histoire générale et composée des théologies et des philosophies médicales. 1913. 1 v. gr. in-S. 7 fr. 50
WULF (M.). Histoire de la philosophie médiévale. 4« éd. 1 vol. in-8 10 fr.
BERKELEY. Œuvres choisies. Nouvelle théorie de la vision. Dialorpies d' Hylas ci de l'hilonoiis. Trad. par MM. BeaUL.^von et P.^RODi. 1 vol. in-8 5 fr.
— Le Journal philosophique de Berkeley.
{Commonplace £00/1:). Etude et trad. par R. GouRG, doct. èslell. 1 v.gr. in-8. 4 fr.
DUGALD STEWART . * PhUosophie de l'esprit humain. 3 vol. in-12 9 fr.
GODWlN.WimamGodwin(1756-1836). Sa Uie, ses œuvres principales. La « Justice politique », par R. GouRG, docteur es lettres. 1 vol. in-8 6 fr.
IlOBBES. La philosophie de Hobbes, par G Lyon, recteur Je l'.-Vcadémie de Lille. 1 vol. in-16 2 fr. 50
ANGLAISE
IIL'ME (David). (Eavres philosophiques choisies. Trad. par .M. David. Préface de L. Lévy-Brlhl. I. Essai sur ientendament humain.. Dialogues sur la religion naturelle. 1912. 1 vol. in-8 5 fr.
— II. Traité de la nature humaine. De l'entendement. 1912. 1 vol. in-8 6 fr.
LOCKE. * La philosophie générale de John Locke, par H. Ollion, docteur es lettres. 1909. 1 vol. in-8 7 fr. 50
NEWTON. La philosophie de Newton, par L. Bloch. 1908. 1 vol. in-8 10 fr.
LYON (G.), recteur de l'Académie de Lille. ♦L'idéalisme en Angleterre au XVIIl' siècle. 1 vul. in-S 7 fr. 50
SPENCER (H.), trad. franc, voy. p. 5 et 12.
STUART MILL, trad. franc., vov. p. 5 et 12.
FEUERBACH. Sa philosophie, par A. Lévy,
prof, à rUniv. de Nancy. 1 vol. in-S. 10 Ir.
HEGEL. * Logique. 2 vo'l. iu-8 14 fr.
— * PhUosophie de la nature. 3 v. in-8. 25 fr. *Philosophiederesprit. 2 vol.in-8. 18 fr.
— * Philosophie de la reUgion. 2 vol. 20 fr. La Poétique. 2 vol. in-S 12 fr.
— Esthétique. 2 vul. in-S 16 fr.
— Antécédents de l'Hégélianisme dans la philosophie Irançaise. par E. Beaussire, de i'in/titut. 1 vol. in-13 2 fr. 50
— Introduction à la philosophie de Hegel, par Vkra. I vol. iu-8 6 ir. 50
— ♦ La logique de Hegel, par Eujr. Noël. 1 vol. in-S 3 fr.
— Sa vie el ses œuvres, par P. Roques, prof, a^fr.au ycée deChartres. 1912. 1 v. in-S. 6 fr.
IIEHBART. * Principales œuvres pédagogiques. Tr.id. PiNLOCUE. In-S... 7 fr. 50
— La métaphysique de Herbart et la critique de Kant, ])ar M. Mau.xion, prnf.
a l'L'niv. de Poitiers. 1 vol. in-8. 7 fr. 50
— L'éducation par l'instruction et Herhart, par le même. 2' éd. 1 v. In-lii. 1906. 2 fr. 50
JACOBl. Sa philosophie, par L. Lévy-Bruhl, prof, à la Soriionne. 1 vol. in-S.... 5 fr.
K.\NT. Critique de la raison pratique, trad., introd. el notes pni M. Picavet. 4« édit. reviie. 1 vol. in-S .. 6 fr.
— * Critique de la raisou pure, traduction par MM. Pacaud et Themesaygues. 3' éd., in-8 12 fr.
ALLEMANDE
— * Mélanges de logique, trad. Tissot, 1 V. in-S 6 f r.
— * La religion dans les limites de la raison. Trad., introduction et notes par .\. Tbemesaygues, lii:encié es lettres.
1912. 1 vol. in-8 5 fr.
— Sa morale, par A. Cresson, docteur es lellros. 2« édit. 1 vol. in-lô 2 fr. 50
— Traité de pédagogie. Trad. Jules Barni. .\vec préf.. sommaires et lexique par U. Tu A M IN. 3"= édit., rev. 1 vol. in-10. 1 fr. 50
— Sa philosophie pratique, par V. Delbos, membre del'lnsLitut. 1 vol. in-8. 12 fr. 50
— L'idée ou critique du Kantisme, par C. Pl\t. 2' édit. 1 vol. Jn-8 6 fp.
KANT et FICHTE et le problème de l'éducation, parPailDupROi.x, doyen de la Faculté des lettres de Genève. 1 v. in-8... 5 fr.
KNUrZEN. * Martin Knutzen. La critique de l'harmonie préétablie, par Van Biéma, prof, aux lycées Condorcet el St-Louis, docteur es lèltres. 1908. 1 vol. in-8. 3 fr.
SCIIELLING. Bruno, ou du Principe divin. 1 vol . in-S 3 f r. 50
SCHILLER. Sa poétique, par V. Basch, chartré de cours à la Sorbonne. 2» édit. revue. 1911. 1 vol. iû-8 7 fr. 50
SCHLEIERMACIIER. Sa philosophie religieuse, par E. CiiAM AUSSEL. docl. es lettres, agrégé de philos. 1909. 1 vol. in-8. 5 fr.
LES CnANDS PHILOSOPHES — LES MAITRES DE LA MUSIQUE
SCHOPICNIIAUKU (A.). TiailucUoua fraiiraises, voir p. 2, ô i:l I'.'.
— La philosophie de Schopenhauer, [int ■Ph. lliiior, 12' ùcl. 1 VI, 1. in-lfi. 2 IV. r,n
— L'opUmisme de Schopenhauer. {laj- S. KZKWUSKI. 1 vol. iii-I(") '-> fr. 50
SI.MMKr,. Le relativisme philosophique chez Georg Simmel, pur A. Mamii.i:i.
lOU. 1 vol. in-S 3 Ir. ":>
STRAUSS (Uavid-Kiodcric). Sa vie et son œuvre, par A. Lkvy. professeur k l'Universilù do Nancy, t vol.. iii-8. 1910. 5 fr.
DELACROl.K (H.), maître do conférences à la
Sorbonne. Essai sur le mysticisme spéculatif en Allemagne au XIV' siècle.
l'JOO. 1 vol. iii-S 5 fr
Philosophie allemande au XIX" siècle (La), par MM. Cm. Andi.ki», V. Hascm, .1. Hi;,Nnuni, C. Bour.LÉ, \'. Ueldos, G. IJwkls-
HAUWERS, B. GnOETHUYSEM, H. NOREIlf).
1912. 1 vol. in-8 5 fr.
VAN BIEMA (E.), docteur è.s lettres, a><rô-'o de philosophie, profes.seur aux lyi-,.;L's CondnrRct et Sl-Louis. * L'espace et le temps chez Leibniz et chez Kant. l'JÛS. 1 vol. iii-S 6 f r.
LKS GRANDS PHILOSOPHES
Collection publiée sous la direction de C. FIAT Agrégé de philosophie, docteur es lettres, professeur honoraire à l'Institut catholique de Paris.
Liste par ordre cVapparilion :
* Kant, par M. Ruyssen, prof, à l'Univ. de Burdeau.x. 2' éd. in-8. (Cour .par V Instit.) 7 fr. 50
* Socrate, par C. Piat. V édition. 1 vol. iu-8 5 fr.
* Avicenne, par la baron Cauba de Vau.x. 1 vol. in-8 5 fr.
* Saint Augustin, par Jules Martin. 2' édition. 1 vol. in-8 7 fr. 50
* Malebrauche, par Henri Jolv, de l'Institut. 1 vol. in-8 5 fr.
* Pascal, par .'\. IIatzfeld. 1 vol. in-8 5 fr.
* Saint Anselme, par le C" Domet de Vorges. 1 vol. in-8 5 ir.
Spinoza, par P.-L. Couchoud. 1 vol. in-8. [Couronné par l'Académie française.) 5 fr.
Aristote, par C. Piat. 2' édition. 1 vol. ia-8 -. 5 fr.
Gazali, par le baron Carra de Vaux. 1 vol. in-8. {Couronné par l'Académie française.) 5 fr.
* Maine de Biran, par Marins Couailhac. 1 vol. in-8. {Récompensé par l'Institut.) 7 fr. 50
» Platon, par G. Piat. 1 vol. in-8 7 fr. 50
Montaigne, par F. Strowskt, professeur à l'Université de Bordeaux. 1 vol. in-8 (5 fr.
Philon, par Jules Martin. 1 vol. in-3 5 fr.
Rosmini, par J. Palhoriès, docteur es lettres. 1 vol. in-8 7 fr. 50
* Saint Thomas d'Aquin, par A. D. Sertillanges, 2°édit.2vol. '\VL-%{Cour. par V In.^tit.). 12 fr. ♦Epioure, par E. Joyau, professeur à l'Université de Clermonl-Ferrand. 1 vol. in-8. 5 fr. Chrysippe,parE. Brkhier, prof, à l'Univ. de Bordeaux. 1vol. in-8. (iîécoîn/i. par i'/nsii<.) 5 fr.
* Schopenhauer, par Th. Ruyssen. 1 vol. in-S 7 fr. 50
Maïmonide, par L.-G. Lévy, doct. es lettres, rabbin de l'Union libérale israélite.l vol. in-8. 5 fr.
Schelling, par E. Bréhier, professeur à l'Université de Bordeaux, i vol. in-8 6 fr.
Montesquieu, par Joseph Dedieu, professeur aux facultés libres de Toulouse. 1 vol. in-8. 7 fr.50 Descartes, par Denys Cochin, de l'Académie française, i vol. ia-8 5 fr.
LES MAITRES DE LA MUSIQUE
Études d'Histoire et d'Esthétique, publiées sous la direction de M. JEAN CHANTAVOINE
Chaque volume in-8 écu de 250 pages environ 3 fr. 50
Collection honorée d'une souscription du Ministère des Beaux-Arts.
Viennent de paraître
Mozart, par H. de Cukzon. 1914.
Meyerbeer, par L. Dauriac. 1913.
Schutz, par A. PiRRO. 1913.
* J.-J. Rousseau, par Julie.n Tiersot. 1912.
Précédemment parus :
L'Art grégorien, par AMÉDÉEGAST0uÉ(2«érf.). Lully, par Lionel de la Laurencie.
* Haendel, par Romain Rolland {3' édit.). Liszt, par Jean Chanta voine {3" édit.).
* Gluck, par Julien Tiersot (S» édit.). Wagner, par Henri Lichtenberger {4' édit.). Trouvères et Troubadours, par PiEnuE
AuBRY (2« édit.).
* Haydn, par Michel Brenet {2' édit.).
* Rameau, par Louis Laloy (3" édit.).
* Moussorgsky, p. M .-D.Calvocoressi {2' éd.)
* J.-S. Bach, par André Pirro (5« édit.). ♦César Franck, par Vincent d'Indy IC'édil.).
* Paîestrina, p;;r Michel Brenet [3' édit.). ♦Beethoven, par Jean CHANTAVoiNE'7«(*f/i7.).
* Meudelssohu, par C. Bellaicue (3" édit.).
* Smetaua, par William Ritter.
* Gounod, par G. Bellaigue (^° édit.).
BIBLIOTHÈQUE GÉNÉRALE DES SCIENCES SOCIALES
Chaque volume in-8 de 300 pages environ, cartonné à l'anglaise 6 fr.
LISTE PAR ORDRE D'aPPARITION
1. L'Individualisation de la peine, par R. Saleilles, professeur à la Faculté de droit de
Paris. Préface de G. Tarde. 2" édit., mise au point par G. Morin, docleur en droit.
2. L'Idéalisme social, par Eu?. Foubnière, prof, au Couservatoire des Arts et MéLiers. 2' éd.
3. * Ouvriers du temps passé, par H. Hauser, professeur à l'Universilê de Dijon. 3" édit.
4. ♦ Les Transformations du pouvoir, par G. Tarde, de l'Institut. 2' édit.
5. * Morale sociale, par MM. G. Belot, M. Bernés, Brunschvicg, F. Buisson, Dahlu,
Dauriac, DelbeTjCh. Gide, M. Kovalevsky, Malapert, le R.P.Maumos, de Roberty, G. Sorel, le Past. Wagner. Préf. d'E. Boutroux, de l'Académie française, 2" édit.
6. * Les Enquêtes, pratique et théorie, par P. du Maroussem. [Couronné par l'Institut.)
7. * Questions de Morale, par MM. Belot, Bernés, F. Buisson, A. Croiset, Darlu,
Dei.bos, FouriNiÈRE, Malapert, Moch, Parodi, G. Sorel. 2' édit.
8. Le Développement du catholicisme social, par Max Turmann, professeur à l'Univer-
sité de Fiibourg. 2" édit.
9. Le Socialisme sans doctrine. La Question ouvrière et la Question agraire en Australie
et en Nouvelle-Zélande, par Albert Métin, député, agrégé de l'Université. 2° édit.
10. * Assistance sociale. Pauvres et Mendiants, par Paul Strauss, sénateur.
11. * L'Éducation morale dans l'Université, par MM. Lévt-Bruhl, Darlu, M. Bernés,
Konrz, Clairin, Hocafort, Bioche, Ph. Gidel, Malapert, Belot.
12. * La Méthode historique appliquée aux sciences sociales, par Charles Seignobos, pro-
fesseur à la Sorbonne. 2* édit.
13. * L'Hygiène sociale, par E. Duclau.x, de l'Institut, directeur de l'Institut Pasteur.
14. Le Contrat de travail. Le rôle des syndicats professionnels, par P. Bureau.
15. * Essai d'une philosophie de la solidarité, par MM. Darlu, Rauh, F. Buisson, Gide,
X. LÉON, La Fontaine, Léon Bourgeois, E. Boutroux. 2» édit
16. * L'Exode rural et le retour aux champs, par E. Vandehvelde. 2» édit.
17. * L'Éducation de la démocratie, par MM. E. Lavisse, A. Croiset, Ch. Seignobos,
P. Malapert, G. Lanson, J. Hadamard. 2« édit.
18. »La Lutte pour l'existence et l'évolution des sociétés, par J.-L. de Lanessan, député.
19. *La Concurrence sociale et les devoirs sociaux, par le même.
20. * L'Individualisme anarchiste. Max Stirner, par V. Basch, professeur à la Sorbonne.
21. ♦La Démocratie devant la science, par C. Bouglé, chargé de cours à la Sorbonne.
2« édil., revue. [Récompensé par l'Institut.)
22. * Les Applications sociales de la solidarité, par MM. P. Budin, Ch. Gide, II. Monod, Paulet,
Robin, Siegfried, Brouahdel. Préface de M.Léon Bourgeois, sénateur. 2° édit. 1912.
23. La Paix et l'Enseignement pacifiste, par MM. Fr. Passy, Ch. IIichet, d'EsTOURNELLES
de Constant, E. Bourgeois, A. Weiss, H. La Fontaine, G. Lyo.\.
24. * Études sur la philosophie morale au XIX« siècle, par MM. Belot, Darlu, M. Bernés,
A. Landry, Gide, Roberty, Allier, H. Lichtenberger, L. Brunschvicg.
25. * Enseignement et Démocratie, par MM. Appell, J. Boitel, A. Croiset, A. Devinât,
Cli.-V. Langlois, g. Lanson, A. Millerand, Ch. Seignobos.
26. » Religions et Sociétés, par MM. Th. Reinach, A. Puech, R. Allier, A. Leroy-Beau-
LiEU, le baron Carra de Vaux, H. Dreyfus.
27. * Essais socialistes. La j'cligion, l'art, l'alcool, par E. Vandehvelde.
28. *Le Surpeuplement et les habitations à bon marché, par II. Tqrot et H. Bellamy.
L'Individu, l'Association et 1 État, par E. Fourniébe
30. *Les Trusts et les Syndicats de producteurs, par J. Chastin, professeur au lycée Vol-
taire. \Récompcnsé par l'Institut.)
31. * Le Droit de grève, par MM. Ch. Gide, H. Barthélémy, P. Bureau, A. Keufer, C. Per-
reau, Ch. PicQUENARD, A.-E. Sayous, F. Fagnot, e. Vandervelde.
32. * Morales et Religions, par R. Allier, G. Belot, le Baron Carra de Vaux, F. Challaye,
A. Croiset, L, Dorizon, E. Ehrhardt, E. de Faye, Ad. Lods, W. Monod, A. Puech.
33. La Nation armée, par MM. le G=' Bazaine-Hayter, C. Bouglé, E. Bourgeois,
le C°« Bourguet, E. Boutroux, A. Croiset, G. Demeny, G. Lanson, L. Pineau, le C"' Potez, F. Rauh.
34. *La Criminalité dans l'adolescence, par G.-L. Duphat, doct. es lettres. (Cour, par l'Inst.)
35. * Médecine et pédagogie, par les D" A. Mathieu, Gillet, H. Méry, Granjux, P. Ma-
lapert, les D''-- L. Butte, P. Régnier, L. Dufestel, L. Guinon, Nobécouht, L. BouGiKR. Prôf. de M. le D' E. Mosny, de l'Acad. de Médecine.
IMBLIOTIlÈyiIE DE PIlILOLOf.IE ET DK I.ITTKRATUIU-; .MoDKIlNES 17
rSi). » La Lutte contre le crime, par J.-L. uk Lanbssan, dû|jiilé.
37. Ln Belgique et le Congo, Le paasâ, le préncnt, l'avenir, par E. Vasdervklde.
:?S. » La Dépopulation do la Franco, jiar lo W J. Hehtillon. {Couronné par l'inslitnl).
;iO. » L'Easeignemeut du français, p.ir II. BouiuiiN, A Choiskt, P. Chouzet, M. I.ACAnt;-
l'LASri;ici, li. LaNSON, CiI. M.M.U'ET, J. f'ilKTTHE, G. UlJDLEn, A. Wril.
W. La Séparation de l'Église et de l'État. Oriijines. Étapes. Tiilan, pnr J, de Narfon. 1912.
■il. Neutralité et monopole de l'enseignement, suivi de l'Etal actuel de ienseUinemcnl du latin, par MM. V. Basch, E. Bli;.m, .-\. Croiset, G. Lanson, D. PAnoni, Tu. Kkinach et par MM. F. Lévv-Wogue et K. l'iciiON. 1012.
4°.?. La lutte scolaire en France au dix-neuvième siècle, par MM. F. Buisson, L. Cahe.n, .\. l)i:ssoYK, K. ForiiNMÈuE, G. Laiheii,lk, 11. Lebev, Rookii Lévy, Ch. Seionouos, i:h. Scii.viiiiT, J. PcHKitNOFF, K. TouTEY. liilriidiuîlion de J. Letaconnou.»;. 1912.
43. * Jean-Jacques Rousseau, pir M. M. F. Baldensi'ehoeh, G. Beauùavqn, J. Benrubi, <:. Boi GUÉ, A. Cmie.n, V. Delbos, G. Dwelshauvehs, G. Gastinel, D. Mornet, D. P.vnoD[, F. ViAi,. Préface de G. Lansox, professeur à la Sorbonnc. 1912.
41. * Les œuvres périscolaires, par MM. le W Cai.mette, le D' P. Gallois, le U' Dr Pradel, (i. HtRTiKR, K.PKnr. J. CouniuDi.i.i:. le D'' P. Bégîiif.r, le D' Cayla, L. Bol'gikr, 1,^ \y H ii.Kius. le D' P. Legenore, le D^ P. Boui.lochë. Prjf. 'le P. Strau-s. 1912.
45. * La méthode positive dans l'enseignement primaire et secondaire, par MM. Berthon-
neau. .a. 15IANCOXI, 11. BouRGi.N. E. BnucKER, F. Brunet, U. Uelobei., g. Ultjler, H. \\'i;n,i.. Avaiit-pro|)Oà do -A. Croiset. 191i.
46. * Les aspirations autonomistes en Europe, par M. M. J. AuLNEAtj,F. Delaisi, Y.- M. Goblet,
K. IIen'ry. h. Lichtexrerger, A. .Malet, A. M.vrvaud, Ad. Ueinach, M. Vimard. Prél'are de Ch. Sf.ignobos. 1913.
47. Les divisions régionales de la France, i^ar MM. G. Bloch, L. Laffitte, J. Letacon-
Nou.v, M. Lerainvii.le, F. Maurette, p. de Rousiers, M. Schwob, G. Vallaox, P. Vidal de la Blache. 1913.
48. Les assurances sociales en France et à l'Étranger, par P. Pic, professeur à la
Facilité de droil el h l'Ecole .^uiiéncure de commerce de Lyou. 1913.
BIBLIOTHÈQUE
DE PHILOLOGIE ET DE LITTÉRATURE MODERNES
LISTE PAR ORDRE D APPARITION SCHILLER (Études sur), par MM. Schmidt, Faoconnet, Andler, Xavi'îr Léon, Spenlé,
BaLDENSFERGER, HreSCH. TiBAL, EhRHARD, M"' TaLAYRaCH d'EcKARDT, h. LlCHTEN-
BERGER, A. LÉvY. 1905. 1 Vol. in-8 4 fr.
CHAUCER ;G.).* Les contes de Canterbury.Trad. avec inlrod. et notes. 1908. 1 vol. in-8. 12 fr. ME'ïER (.André). Étude critique sur les relations d'Érasme et de Luther. Préface de
Ch. Andler. 1909. 1 vol. ia-8 4 fr.
FRANÇOIS PONCET (A.). Les Affinités électives de Goethe. Préface de M. H. Lichtex-
BERGER. 1910. 1 vol. in-S 5 fr.
BIANQUIS (G.), docteur es lettres, agréffé d'allemand. Caroline de Giinderode (1780-1806),
avec des lettres Lnédite.s. 1911. 1 vol. in-8 10 fr.
LOISEAU (H.), prof, adjoint de lanciie et de littéralure allemandes à la Faculté des lettres
de Toulouse. L'évolution morale de Goethe. Les années de libre formation, 1749-1794.
1 vol. in-8 {Couronné par l'Académie française'^. 1911. 1 vol. in-8 15 fp.
DEL.ATTRE (F.), docteur es lettres, prof, au ly.-oe Charlemapfne. Robert Herrick. Contribution à l'étude de lapoénie lyrique en An /leterre au X Vll^ siècle. 1912. 1 vol. gr. in-8. 12 fr. SUCHEïl (P."i. ancien élève de l'Ecolo normale siipérleure.agrégé de l'Université. Les Sources
du merveilleus chez E. T. À. Hoffmann. 1912. 1 vol. in-8 5 fr.
VULLIOD (A), docte ir es lollres, a!rrc!ré de l'Université, maître de conférences à la Faculté
des lettres de Nancy. »Pierre Rosegger. L'homme et l'œuvre. 1912. 1 vol. ^r. in-S. 1-2 fr. BOETTCHER (F.), docteur do l'Université de Paris. La femme dans le théâtre d'Ibsen.
1912. 1vol. in-8 4 fr.
CHEFFAUD (G.), abrégé d'anglais. George Peele (15587-1596?). 1912. 1 vol. in-8... 4 fr. BLUM (J.), docteur es lettres, J.-A. Starck et la querelle du crypto-catholicisme en Allemagne rl785-1789:i. 1913. 1 vol. in-8 4 fr.
— La vie et l'œuv.'-e de J.-G. Hamann, le ; Mage du Nord » (1730-1788). 1913. 1 vol.
in-S 4 fr.
MURET (G.), agrégé de l'Univ. Jérémie Gotthelf.sa vie et ses œuvres. 1913. 1 vol. in-8. lOfr. DRESCH (J.), professeur à l'Université do Bordoaù.\. Le roman social en Allemagne (1850-
1900). Gutzkov), Freytag, Spielhagen, Fontane. 1913. 1 vol. in-S 7 fr.
VER.MEIL (E.), agrégé de l'Université, docteur es lettres, professeur à l'École alsacienne.
Le " Simsone Grisaldo " de F. M. Kliager. Étude, suivie d'une réimpression du texte ds
t776. 1913. 1 vol. in-S 7 fr. 50
CA.MINADE (Gaston), ancien élève de l'Ecole normale supérieure, agrégé de l'Université.
Les chants des Grecs et le phllhellénisme deWilhelm MùUer. 1913. 1 vol. in-8 5fr.
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Volumes in-16 brochés à 2 fr. 50 et 3 fr. 50. —Volumes ïq-S brochés de divers prix.
Les ouvrages dont le titre est précédé d'un astérique {*) sont recommandés par le Ministère de l'Instruction publique.
Volumes parus en 1912, 1913 et 1914 :
ALBIN (P.). Les grands traités politiques. Itucueil des principaux textes diplomatiques depuis ISI5 jusqu'à nos jours. Aveo des commentaires et des notes. Préface de M. Her- BETTE. '2' édition, re"ue et mise au courant. 191-2. 1 vol. in-S 10 fr.
Le « coup » d'Agadir. La querelle franco-allemande. 1912. 1 vol. in-16 3 fr. 50
— La paix armée. I. L'Allemagne et la France en Europe (1885-1894). 1913. 1 vol. in-8. 7 fr. Afrique du Nord (L'), par Augustin Bernard, J. Ladreit de Lacharrière, Camille Guv,
André Tardieu, René Pinon. Conférences organisées par la Société des anciens élèves et élèves de l'Ecole des Sciences politiques et présidées par MM. L. Jonnart, le G^' Lyautey, E. Rou.me, J.-Ch. Rou.x, S. Pichon.1913. 1 vol. in-S, avec cartes hors texte. 3fr.50
AULAllD (A.), professeur à l'Université de Paris. Études et leçons sur la Révolution française. Septième série. 1 vol. in-16 3 fr. 50 (V. p. 19.)
BARDOU.X; (.Jacques), professeur à l'École des Sciences politiques. L'Angleterre radicale. Essai de psychologie sociale (1906-1913). 1913. 1 vol. in-S 10 fr.
BERNARD (Au^rustin), professeur à la Faculté des lettres d'Alger, chargé de cours à la Sorbonne. * Le Maroc. 2' édit., revue. 1913. 1 vol. in-8 avec cartes 5 fr.
BODEREAU (P.), docteur es lettres de l'Université de Paris. Bonaparte à Ancône. Préface du général H. de Lacroix. 1911. 1 vol. in-16, avec 2 cartes hors texte 3 fr. 50
CAHEN (L.) et GUYOÏ (R.), docteurs es lettres, agrégés d'histoire. L'œuvre législative de la Révolution. 1913. 1 vol. in-8 7 fr.
CARLYLE (Th.). * Histoire de la Révolution française. Trad. de l'anfflais. Nouvelle édition, pi-écédéc d'un avertissement par A. Aulard, prof, à la Sorbonne. 1912. 3 vol. in-16. 10 fr. 50
DRIAULT (E.), agrégé d'histoire. *Austerlitz. La fin du Saint-Empire (1804-1806) {Napoléon et l'Europe, II). 1912. 1 vol. in-S 7 fr.
— L'unité française. Préface par H. Welschinger, de l'Institut. 1914. 1 vol. in-16. 3 fr. 50 LEMONON (Ernest). * L'ItaUe économique et sociale (1861-1912). 1913. 1 vol. in-S. 7 fr. MARCHAND (R.), correspondant du Figaro à S.iinl-Pélersbourg. Les grands problèmes
de la politique intérieure russe. 191-2. 1 vol. in-16 3 fr. 50
MARTI.N 'vW.). La crise politique de l'Allemagne contemporaine. 1913. 1 vol. in-16. 3 fr. 50
MARVAUD (A.). Le Portugal et ses colonies. 1912. 1vol. in-8 5 fr.
MAURY (F.). Nos hommes d'État et l'œu-vre de réforme. 1910. 1vol. in-16 3 fr. 50
NOVICOW (J.). L'Alsace-Lorraine obstacle à l'expansion allemande. Préface de M. le
Professeur Ch. Richet. 1913. 1 vol. in-16, avec portrait hors texte 3 fr. 150
RODES (J.). La Chine et le mouvement constitutionnel (1910-1911). 1913 1 vol. in-lô. 3 fr. 50
*La Vie politlcpie dans les Deux Mondes. Publiée sous la direction de A. Viallate et
M. Caudel, prof, à l'Ecole libre des Sciences politiques, avec la collaboration de prof.
et d'anciens élèves de l'Ecole. 6' année {I9II-I9IS). 1 fort vol. in-8 10 fr. (V. p. 21.)
WEILL (G.), professeur à l'Université de Caen. * La France sous la monarchie constitutionnelle (1814-1848). Nouvelle édition, revue et corrigée. 1912. 1 vol. in-16... 3 fr. 50 \VELSCHINGER(H.), de l'Institut. Bismarck(1815-1898).2«édit.lv. in-8 avec portr. 1912. 5fr.
Précédemment publiés :
EUROPE
DEBIDOUR (A.), professeur à la Sorbonne. * Histoire diplomatique de l'Europe, de 1814 à 1878. 2 vol. in-8. {Ouvrage couronné par l'Institut.) 18 fr.
DRIAULT (E.), agrégé d'histoire. *Vue générale de l'histoire de la civilisation. I. Les origines. II. Les temps modernes. 3» édition, revue, 2 vol. in-16 avec 218 gravures et 34 cartes. {Récompensés par l'Institut.) 7 fr.
LE.MONON (E.). L'Europe et la politique britannique (1882-1911). 2' édition, revue. Préface de M. Paul Deschanel, de l'Acad. française. 1 vo\. in-S. {Récompensé par l'Institut). 10 fr.
ûuestions actuelles de politique étrangère en Europe, par MM. F. Charmes, A. Leroy- Beaulieu, R. Millet, A. Ribot, A. Vandal, R. de Caix, R. Henry, G. Louis-Jaray, R. Pinon, A. Tardieu. Nouvelle éd., refondue et mise à jour.. 1 vol. in-16 av. cartes. 3fr.5D
SYBEL (H. de). * Histoire de l'Europe pendant la Révolution française, traduit de l'allemand par M'" DosooEï. Ouvrage complet en 6 vol. in-8 42 fr.
TARDIEU (A.), secrétaire honoraire d'ambassade. La Conférence d'Algéslraa. Histoire dtplomutique de la crise marocaine (15 janvier-? avril 1906). 3« édit., revue et augmentée d'un appendice sur Le Maroc après la Conférence {1906-1909). 1 vol. in-8 10 fr.
--* ûuestions diplomatiques de l'année 1904. 1 vol. in-16. {Couronné par l'Acad. franç.}3(r. 50
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FRANCE
Révolution et Empire.
AULARD (A.), professeur à la Sorbonne. ^ Le culte de la Raison et le culte de l'Être aaprbme. étudf lii.itori,/ue CI70S-I791). 'i' édil. I vol. in-10 3 fr. 50
— * Études et leçons sur la Révolution irançaise. ô v<>[. iii-16. Chacun 3 fr. 50
BOITEAU (P.). État de la France en 1789. 2' édiiion. 1 vol. ia-8 10 fr.
BOKNAREL(E.), doct. es lettres. » Cambon et la Révolution française. 1 vol. in-3. 7 fr. CAIIEN (L.), docteur es lettres, professeur au lycée Condorcel. ♦ Condorcet et la Révolution française. 1 vol. in-S. (lidcompenaé par l'Institut.) 10 fr.
CARNOT (H.), sénateur. * La Révolution. française, ré.samé bistoriquo. 1 vol. ia-16. 3 fr. 50
CONARD (P.), docteur es lettres. Napoléon et la Catalogne (1808-1814). Tome I. La captivité de Barcelone. 1 vol. iu-8 avec 1 carte. {Couronné par l'Institut.) 10 fr.
DEblOOUR (A.), professeur à la Sorbonne. * Histoire des rapports de l'Église et de l'État 1 1789-1870). 1 fort vol. \a-S [Couronné par l'Inatitut) 12 fr.
DKIAULT (E.), agrégé d'histoire. La politique orientale de Napoléon. Sébastiani et Gar- DANK (1806-1808). 1 vol. in-8. (Récompensé par l' Institut.) • 7 fr.
— » Napoléon en Italie (1800-1812). 1 vol. in-8 10 fr.
— La politique extérieure du Premier Consul (1800-1803). (Napoléon et l'Europe, I.). 1 vol. in-S. (Couronné par l' Académie française.) 7 fr.
DUMOULIN (Maurice). ♦Figures du temps passé. 1 vol. in-16 3 fr. 50
GOMEL (G.). Les causes financières de la Révolution française. Les minisléret de Turgot et de Necker. 1vol. in-8. 8 fr. Les derniers Contrôleurs généraux. 1 vol. in-8 8 fr.
— Histoire financière de l'Assemblée Constituante. T. I. 8 fr. T. II 8 fr.
— Histoire financière de la Législative et de la Convention. T. I. 7 fr. 50. T. II. 7 fr. 50 GUYOT (R.), docteur es lettres, prof, au lycée Condnrcet. * Le Directoire et la paix de
l'Europe des traités de Bâle à la deuxième coalition (1795-1799). 1911. 1 vol. iu-8. 15 fr. HARTM.\NN (Lient. -Colonel). Les officiers do l'armée royale et la Révolution. 1 vol.
in-8. (Récompensé par V Institut.) 10 fr.
LEBEGUE (E.), docteur es lettres, professeur au lycée Lakanal. ♦Thouret (1746-1794). La
vie et l'omvre d'un constituant. 1 vol. in-8 7 fr.
MATHIEZ (A.), professeur à l'Université de Besançon. ♦La Théoptiilantbropie et le culte
décadaire (1790-1801). 1 vul. in-8 * 12 fr.
— ♦ Contributions A l'blstoire religieuse de la Révolution française. 1 vol. in-16'. 3 fr. 50 M.\RGELiLlN PEIXET, ancien député. 'Variétés révolutionuciires. 3 vol. in-lô, précédés d'une
préface de A. Rang. Chaque vol. séparément 3 fr. 50
MOLLIEN (Cte). Mémoires d'un ministre du trésor public (1780-1845), publiés par
M. Ch. Go.MEL. 3 vol. in-8 15 fr.
SILVESTRE. De Waterloo à Sainte-Hélène. 1 vol. in-i6 3 fr. 50
SPULLER (Eug.). Hommes et choses de la Révolution. 1 vol. in-18 3 fr. 50
STOURM (R.), de llnstitut. Les finances du Consulat. 1 vol. in-8 7 fr. 50
— Les finances de l'ancien régime et de la Révolution. 2 vol. in-8 16 fr.
THENARD (L.)et GUYOT (R.). » Le Conveutionnel Gou]on (1766-1793). 1 vol. in-8. (Récompensé par l'Institut.) 5 fr.
VALLAUX (C). »Les campagnes des armées françaises (1793-1815). 1vol. in-16. 3 fr. 50
Époque contemporaine.
AUGIER (Ch.), inspecteur principal des douanes à Nice, et M.\RVAUD (A.), docteur en
droit. La PoUtique douanière de la France dans ses rapports avec celle des autres états.
Préface de L.-L. Klotz, ministre des tinancos. 1 vol. in-8 1 fr.
BLANC (Louis). * Histoire de Dix ans (1830-1840). 5 vol. in-8 25 fr.
BUS60N (H.), FÈVRE (J.) et HAUSER (H.). *Notre empire colonial. 1910.1 vol. in-8
avec 108 grav. et caries dans le texte 5 fr.
CH.\LLAYE (F.). Le Congo Français. La question internationale du Congo. In-8 5 fr.
DEBIDOUR, professeur à la Sorbonne. » Histoire des rapports de l'Eglise et de l'État en
France (1789-1870). 2« édit., 1 fort vol. in-8. (Couronné par l'Institut.) 12 fr.
— * L'Église catholique et l'État en France sous la troisième République (1870-1906). — I. (1870-1889), 1 vol. in-8. 7 fr. — 11. (1889-1906). 1 vol. in-S 10 fr.
DELORD (Taxile). * Histoire du Second Empire (1848-1870). 6 vol. in-8 42 fr.
FEVRE (J.), prof, à l'Ecole liormale de Meluu, et HAUSER (tl.), prof, à l'Univ. de Dijon.
♦Régions et pays de France. In-8, avec 147 arav. et cartes (Récomp. par l'Inst.) 7 fr. GAFFiVREL (P.), professeur à l'Université d'Ai.Y-Marseille. ♦La politique ooloniale en France
(1789-1830). 1 vol. in-8 7 fr.
— ♦ Les Colonies françaises. 6« édition, revue et augmentée. 1 vol. in-8 5 fr.
G.MSMAN (A.). ♦L'Œuvre de la France au Tookln. Préface de J.-L. de Lanessan. 1 vol.
in-16 avec 4 cartes en couleurs, 3 fr. 50
HUBERT (L.), sénateur. ♦L'Eveil d'un monde. L'œuvre de la France en Afi'ique Uccidén-
tale. 1 vol. in-16 , 3 fr. 50
LANESSAi^ (J.-L. de), député, ancien ministre. ♦L'Indo-Chine française. Étude économique,
politique et administrative. 1 vol. in-8, avec 5 canes en couleurs hors texte 15 fr.
— ♦ L'Etat et les Églises en France. Histoire de leurs rapports. 1 vol. in-16 3 fr.50
— ♦ Les Missions et leur protectorat. 1 vol. in-16 3 fr. 50
LAPIE (P.), recteur de l'Académie de Toulouse. Les Civilisations tunisiennes (Musulmans,
Israélites, Européens). i vo\. ia-16. (Couronné par IWcadémie française.) 3 fr. 50
LEBLOND (Marius-Ary). La Société française sous la troisième République. In-8. 5 fr. NOËL (O.). Histoire du commerce extérieur de la France depuis la Révolution. In-8. 6 fr. PIOLET (J.-B.). La France hors de France, notre émigration, sa nécessité, ses conditions.
1 vol. in-8. (Couronné par l'Institut.) 10 fr.
SCHEFER (Ch.), professeur à l'Ecole des sciences politiques. La France moderae et le
problème colonial (1815-1830). 1 vol. Ln-8 7 fr.
SPULLER (E.;, ancien minislre de l'Instruclion publique. * Figures disparues, poriraiVs
contemporains, littéraires et politiques. 3 vol. in- 16. Chacun 3 fr. 50
TARDIEU (A.), secrétaire honoraire d'ambass.ide. * La France et les Alliances. La lutte
pour l'équilibre. 3« édition. 1 vol. in-16. {Récompensé par l'Institut.) 3 fr. 50
TCHERNOFF(J.). Associations et Sociétés secrètes sous la deuxième République (1848-1851).
1 vol. iu-8 7 fr.
VIGNON (L.), professeur à l'Ecole coloniale. La France dans l'Airïcfue du nord. 2" édition.
1 vol. in-8. {Récompensé par l'Institut.) 7 fr.
— L'Expansion de la France. 1 vol. in-18. 3 fr. 50. — Le mé.me. Edition in-8 7 fr.
WaHL, inspecteur général de l'Instruction publique, et A. BERNARD, professeur à la Faculté
des lettres d'Alser. »L'Algérie. â' éJit. 1 vol. in-8. (Couronné par l'Institut.) 5 fr.
WEILL (G.), professeur à l'Université de Caen. Histoire du Parti républicain en France de 1814 à 1870. 1900. 1 vol. in-8. [Récompensé par l'Institut.) 10 fr.
— * Histoire du mouvement social en France 1852-1910). 2* édition. 1 vol. in-8...., 10 fr.
— L'école saxat-simoidenae, son histoire, so)i influence jusqu'à nos jours. In-16 3 fr. 50
— Histoire du catholicisme libéral en France (1828-1908). 1 vol. in-16 3 fr. 50
ZEVORT (E.), recteur de l'Académie de Caen. Histoire de la troisième République :
Tome I. * La Présidence de M, Thiers. 1 vol. in-S. 3« édit. 7 fr. ; — Tome II. * La Présidence du Maréchal. {Epuisé); — Tome III. * La Présidence de Jules Grécy. 1 vol. in-8. V édit. 7 fr. ; — Tome IV. La Présidence de Sadi Carnot. 1 vol. in-8. 7 fr.
ALLEMAGNE
ANDLER (Ch.), professeur à la Sorbonne. * Les Origines du socialisme d'État en Allemagne. 2» édition, revue. 1911. 1 vol. in-8 7 fr.
GUILLAND (.\.), professeur d'histoire à l'École polytechnique suisse. ♦ L'Allemagne nouvelle et ses historiens. Xiebuhr. Ranke. Mommsen. Sybel. Treitschke. 1 vol. in-8. 5 fr.
HUBERT (L.), sénateur. ♦L'eifort allemand. L Allemagne et la France au point de vue économix/ue. 1 vol. in-16 ,. 3 fr. 50
MATTER (P.), conseiller d'État, directeur au Ministère de la Guerre.* Bismarck et son temps. {Couronné par l'Institut.) I. La préparation (1815-1863). 2« édit. 1 vol. iu-8. 10 fr. j — II. i'achon (1863-1870). 2' édit., revue. 1 vol. in-8. 10 fr. ; — III. Triomphe, splendeur et déclin (1870-1898). 1 vol. in-8 10 fr.
— * La Prusse et la Révolution de 1848. 1 vol. in-16 3 fr. 50
MILHAUD (E.), professeur à l'Université de Genève. ♦ La Démocratie socialiste allemande.
1 vol. in-8 10 fr.
MOYSSET (H.). * L'esprit public en Allemagne vingt ans après Bismarck. 1 vol. in-S.
{Couronné par l'Académie française.) 5 fr.
RUVILLE (A. de), prof, à l'Univ. de Halle. *La restauration de l'empire allemand. Le rôle de la Bavière. Trad. par P. .Albin. Introd. par J. Rein.\ch, député. 1 vol. in-8.. 7 fr.
SCHMIDT(Ch.), docleur es lettres. Le Grand-Duché de Berg (1806-1813). 1vol. in-8 10 fr.
VERON (Eug.). * Histoire de la Prusse, depuis la mort de Frédéric II. 6" édit. In-16. 3 fr. 50
AUTRICHE-HONGRIE, POLOGNE
BOUPiLIER (J.). *Les Tchèques et la Bohême contemporaine. 1 vol. in-16 3 fr. 50
HANDELSMAN (M.). Napoléon et la Pologne 1806-1807). 1 vol. in-8 5 fr.
JARAY (G. -Louis), auditeur au Conseil d'Etat. La fluestion sociale et le sociaUsmeen Hongrie. 1 vol. in-8, avec 5 cartes hors le.xle. {Récompensé par l'Institut.) 7 fr.
LEGER (L.'), de l'Institut, professeur au Collège de France. La Renaissance tchèque au dix-neuvième siècle. 1 vol. in-16 3 fr. 50
MAILATH (C" J. de). La Hongrie rurale, sociale et politique, l vol. in-8 5 fr.
RECOULY (R.). *Le Pays magyar. 1 vol. in-lô 3 fr. 50
ITALIE, ESPAGNE
BOLTON KING (M. A.). * Histoire de l'unité italienne. 2 vol. in-8 15 fr.
COMBES DE LESTRADE (Vtel. La Sicile sous la maison de Savoie. 1 vol. in-16. 3 fr. 50
DOELLINGER (I. de). La Papauté. Trad. par A. GmAUD-TEci.ON. 1 vol. iu-8 7 fr.
GAFFAREL (P.), professeur a l'Université d'Aix-Marseille. * Bonaparte et les Républiques
italiennes (1796-1799). 1 vol. in-8 5 fr.
LEONARDON (H.). * Prim. 1 vol. in-16 2 fr. 50
MARVAUD (A.). La Question sociale en Espagne. 1 vol. in-8 7 fr.
PERNOT (M.). La PoUUque de Pie X (1906-1910). 1 vol. in-16 3 fr. 50
GRÈCE, TURQUIE, EGYPTE
BÉHAHD {VX docteur èsleltroa. La Turquie et l'HeUénlame contemporain. (Ouvrage couronnt'. par l'Académie fratiçnise.) d' «itit. 1 vol. in-lO 3 fr. 50
DKIAULT (E.),acrrég^^ d'histoire. *I,a Question d'Orient, depuis ses oririincii ju-iquà no» jours. Pn^faoc de O. Monhr, de l'Institut. 1 vol. iii-S. ()• odit. {Récompeii^'' par l' Institut.).. 7 fr.
MKTIN (Alberto il.'piué, professeur à l'Kdolo ooloninla. * La Transformation de l'Egypte. 1 vol. in-16. ^Couronné pnr la Sociéli' de géographie comTnerciale.) 3 fr. 50
RODOCANACHI (E.). <» Bonaparte et les lies Ioniennes. 1vol. in-8 5 fr.
INDE, CHINE, JAPON
ALLIEK (II.). Le ProtestanUsme au Japon tl859-1907). 1 vol. in-16 3 fr. 50
COUDIEK (H.), do rinst., prof, à l'Ecole des laniiues orientales. '''Histoire des relations de ta Chine avec les puissances occidentales (1860-1902). 3 vol. in-8, avec cartc.^, choeuD. 10 fr.
— ♦L'Expédition de Chine de 1857-58. I/isloire diplomntii/ue. 1 vol. ia-8 7 fr.
— ♦ L'Expédition de Chine de 1860. Histoire diplomatique. 1 vol. iu-8 7 fr.
COURANT (M.), maître de conférences à l'Université de Lyon. En Chine. 1 vol. in-16. 3fr. 50
— Okoobo, ministre japonais. 1 vol. in-16, avec un portrait 2 fr. 50
DRI.\ULT (E.), agrégé d'histoire. ♦ La Question d'Extrême-Orient, l vol. in-8 7 fr.
PIKIOU (E.), agrégé de l'Université. * L'Inde contemporaine et le mouvement national.
1 vol. in-16 3 fr. 50
Questions actuelles de politique étrangère en Asie, par MM. le baron de Courcel,
P. Deschanei,. p. Dou.mer, E. Etienne, le pénéral Lebon, Victou Béhard, R. de Caix,
M. Revon, Jean Rodes, D' Rouire. 1910. 1 vol. in-16, avec 4 cartes hors texte. . . 3 fr. 50
RODES (Jean). La Chine nouveUe. 1909. 1 vol. in-16 3 fr. 50
AMÉRIQUE
Questions actuelles de politique étrangère dans l'Amérique du Nord, par A. Siegfried, P. i)i; RonziERS, DK PÉRiGNv, F. Roz, A . Tahdiku. 1 V. iii-l 6, uv. 5 Cartes h. te.x te. . . . 3 fr. 50
DEBERLE (Alf.). * Histoire de l'Amérique du Sud. 3° éd. 1 vol. in-16 3 fr. 50
STEVENS. Les Sources de la Coustitution des Etats-Unis. 1 vol. in-8 7 fr. 50
VIALLATE (A.). L'Industrie américaine. 1 vol. in-S 10 fr.
QUESTIONS POLITIQUES ET SOCIALES
BARNI (Jules). * Histoire des Idées morales et politiques en France au XVIII" siècle. 1 vol. in-16. Chaque volume 3 fr. 50
— ♦ Les Moralistes français au XVIII' siècle. 1 vol. in-lC 3 fr. 50
LOUIS BLANC. Discours politiques (1848-1881). 1 vol. iu-8 7 fr. 50
BONET-MAURY. La Liberté de conscience enFrance (1598-1905). 2« édit. 1vol. in-8. 5 fr. D'EICHTHAL (E.), de l'Insl. Souveraineté du Peuple et Gouvernement. 1 vol. in-16. 3 fr. 50 DRIAULT (E.), agrépré d'histoire. * Problèmes politiques et sociaux. 2" éd. 1 vol. ln-8. T fr.
— ♦Le Monde actuel. Tableau politique et économique. 1 vol. iu-S 7 fr.
— et MO.NOD (G.). Histoire politique et sociale (1815-1911). '2« éd. 1 vol. in-16, avec grav. et cartes 5 fr.
GU YOT (Vves). Sophismes sociaUstes et faits économiques. 1 vol. in-16 3 fr. 50
LICHTE.VBERGER fA.i. * Le Socialisme utopique. 1 vol. in-16 3 fr. 50
— ♦ Le Socialisme et la Révolution trançaise. 1 vol. in-8 5 fr.
MATTER(P.). La Dissolution des Assemblées parlementaires. 1898. 1 vol. in-8 5 fr.
PAUL LOUIS. Le SyndicaUsme contre l'État. 1910. 1 vol. in-16 3 fr. 50
— L'Ouvrier devant l'État. La législation ovoricre do.ns les deux monc/es. 1 vol. ln-8. 7 fr.
— Histoire du Mouvement syndical en France (1789-1910. •^'^ éd. 1 vol. in-16 3 fr. 50
PIERRE- MARCEL (R.). Essai politique sur Alexis de Tocqueville, avec un grand nombre
de documents inédits. 1 vol. in-8. (Couronné par l'Académie française.) 7 fr.
REIN ACH (Joseph), député. Pages républicaines. 1 vol. m-16 3 fr. 50
— ♦ La France et l'Italie devant l'Histoire. 1 vol. in-8 5 fr.
Le Socialisme à l'étranger, par J. Bahdoux. G. Gidel, Kinzo-Gorai, G. Isambert, G. Louis-
Jaray, a. Marvaud, Da Motta de San Miguel. P. Quentin-Bahchart,M. TtEvoN, A. Tar-
DiEU. Préf. de A. Leroy-Beaulieu, de l'Institut. Gond, de J.Bourdeau. 1 vol. in-16. 3 fr. 50
SPULLER (E.). * L'Éducation de la Démocratie. 1 vol. in-16 3 fr. 50
— L'Evolution poUtique et sociale de l'Eglise. 1 vol. in-15 3 fr. 50
* La Vie politique dans les Deux Mondes, l'ubliée sous la direction de A. VIALLATE et
M. C.\UDEL, professeurs à l'École des Sciences politiques, avec la collaboration de professeurs et d'anciens élèves de l'Ecole des Sciences politiques. /'• année, 1906-1907, à 5" année, I9l0-t9ll, chacune 1 fort vol. in-8 10 fr.
PUBLICATIONS HISTORIQUES ILLUSTRÉES
» DE SAINT-LOUIS A TRIPOLI PAR LE LAC TCHAD, par le lieutenant-colonel Monteil. 1 beau vol. in-8 colombier, précédé d'une préface de M. de Vogué, de l'Académie française, illustrations de Riou. {Couronné par l'Académie française), broché, 20 fr. — Relié amateur "■"' ''"•
♦HISTOIRE ILLUSTRÉE DD SECOND EMPIRE, par Taxile Delord. 6 vol. in-S, avec 500 gravureâ. Chaque vol. broi-lié & fr.
M0DE3T0V (B.). ♦ Introduction à l'Histoii'e romaine. L'ethnologie préhistorique, les influences civilisatrices à l'époque préromaine et les commencements de Rome. Trad._ du rosse par M. DELiNES.A.-propos de S. Reinach, deTlusl. Iu-8,avec 39 pi. h.t.et-27 ûg.lafr.
DONNÉES AUX AMBASSADEURS ET MINISTRES DE FRANCE
Depuis les Traités de Weatphalie jusqu'à la Révolution française.
Publié sous les auspices de la Commission des archives diplomatiques au Ministère des Affaires étrangères.
Beaux vol. in-8 raisin, imprimés sur papier de Hollande, avec Introduction et notes.
I.— AUTRICHE, par M. Albert Sohel, de l'Académie française. 1 vol Épuisé.
II. — SUÈDE, par M. A. Geffroy, de l'Institut. 1 vol îfO fr
III. — PORTUGAL, par le Vicomte de Caix de Saint-Aymour. 1 vol 20 fr.
IV et V. — POLOGNE, par M. Louis Farges, chef de bureau aux Archives du Ministère des
Affaires étrangères. 2 vol 3Ù fr.
VI. — ROME (1648-1687) (tome I), par G. Hanotaux, de l'Académie française. 1 vol. 20 fr.
VII. —BAVIÈRE, PALATINAT ET DEUX-PONTS, par M. André Lebon. 1 vol 25 fr.
VIII et IX.— RUSSIE, par M. Alfred Hambaud, de l'Institut. 2 vol. Lel",20fr.; le 2^ 25 fr.
X. — NAPLES ET PARME, par M. Joseph Reinach, député. 1 vol 20 fr.
XI. — ESPAGNE (1649-1750) (tome I), par MM. Morel-Fatio, professeur au Collège de France, et Léonardon. 1 vol 20 fr.
Xll et XII bis. — ESPAGNE (1750-1789) (tomes II et III), par les mêmes. 2 vol 40 fr.
XIII. — DANEMARK, par A. Geffroy, de rin=titut. 1 vol 14 fr
XIV et XV. — SAVOIE-SARDAIGNE-MANTOUE, par Horric de Beaucaire, ministre plénipotentiaire. 2 vol 40 fr.
XVI. — PRUSSE, par M. A. Waddington, professeur à l'Université de Lyon. 1 vol. {Couronné par l'Institut.) 28 fr.
XVIJ. — ROME (1688-1723) (tome II), par G. Hanotaux, de l'Académie française, avec une introduction et des notes par J. IIanoteau. 1 vol ' 25 fr.
XVIII. — DIÈTE GERMANIQUE, par B. Auerbach, prof, à l'Univ. de Nancy. 1 vol. 20 fr.
XIX. — FLORENCE, MODÈNE, GÊNES, par Ko. Driault. 1 vol '. 20 fr.
XX. — ROME (1724-1791) (tome III), par G. Hanotaux, avec introduction et notes, par J. Hanoteau. 1 vol. (Le Tome IV et dernier sera publié fin 1914.) 18 fr.
DES ARCHIVES DU MINISTÈRE DES AFFAIRES ÉTRANGÈRES
Publié sous les auspices de la Commission des Archives diplomatiques.
Correspondauoe politique de MM. de GASTILLON et de MARILLAC, ambassadeurs â« France en Angleterre (1527-1542), par M. Jean Kaulek, avec la collaboration de MM. Louis Fari.es et Germain Lefèvre-Pontalis. 1 vol. in-8 raisin 15fr,
Papiers de BARTHÉLÉMY, ambassadeur de France ea Suisse, de 1792 à 1797, 6 volumes in-8 raisin. I. Année 1793. 15 fr. — II. Janvier-août 1793. 15 fr. — III. Septembre 1793 à mars 1794. 18 fr. — IV. Avril 1794 à février 1793. 20 fr. — V. Septembre 1794 à septembre 1796, par M. Jean Kaulek. 20 fi-. — Tome VI et dernier. Novembre 1791 à février 1796, par M. Alexaudre Tausserat-Radel 12 fr.
Correspondance politique d'ODET DE SELVE, ambassadeur de France en Angleterre (1546-1549), par G. Lefèvre-Pontalis. 1 vol. in-S raisin 15 fr.
Correspondance politique de GUILLAUME PELLICIER, ambassadeur de France à Venise (1540-1542), par M. Alexandre Tausser.vt-Radel. 1 fort vol. in-8 raisin 40 fr.
Correspondance des Deys d'Alger avec la Cour de France (1739-1833), recueillie par Eui;. Plantet. 2 vol. in-8 raisin 30 fr.
Correspondance des Beys de Tunis et des Consuls de France avec la Cour (1577-1830), iccucillie par E, Plantet. T. I (1577-1700). Ep. T. II (1700 1770). 20 fr. T. III (1770-1830). 20 Ir.
Les Introducteurs des Ambassadeurs (1589-1900). 1 vol. in-4, av. pi. h. texte et fig. 20 fr.
Histoire de la représentation diplomatique de la France auprès des cantons suisses, dî leurs alliés et de leurs confédérés, publiée sous les auspices des Archives fédéral'-* suisses par E. Rott. Volumos gr. in-S. Tome 1 (1130-1559), 12 fr. — Tome II (1559-lGtO , 15 fr. — Tome 111 (1610-1620). L'a/faire de la Valtetine (1" partie) (1620-1626). 20 fi. — Tome IV (1626-1635) (I" partie). L'affaire de la Valtetine {2" partie) (1626-16o3). 15 fr. -- Tome IV (2= partie). L'affaire de la Valtetine (3« partie) (^16^3-1635). 8 fr. — Tome V (1635-1639) (l" partie). L'affaire de la Valteline (4» partie) (1635-1639). 15 fr .
HISTOIRE DIPLOMATIQUE (,V. Dil,Uothè,/ue d'histoire contemporaine, p. 18à21).
BIBLIOTHÈQUE FRANCE-AMERIQUE
GARNEAU (F. X.). Histoire du Canada. ^' ôdit., revue, anoolée et publiéo avec un nvant-
propO'" par son petil-lils IIectou Qaiineao. Préface de M. Gabriel IIanotaux, de l'Acad.
franc., prés, du rnmil.! KiaDce-AmenqiiP. T. I 11531-1744), 1913. 1 vol. in-S.... 7 fr. 50
(l.n lonie 11, complétant l'ouvracc, paraîtra en 1914.) CUOLY (II.). Les Promesses de la Vie américaine. Tradnit de l'anglais par M.M. Firmin
Koz ot Kknahd. rjl:i. 1 vol. in-8 3 fr. DU
Les États-Unis et la France, par E. Bouthoux, P.-W. Bartlett, J. M. Balowin, L. Bémk-
lilTK, W. \'. 11. liElUlV. l/IC.<TOURNELI.ES DE CONSTANT, L. GiLLET, D. J. HlLI-, J. H. IIyDE,
.MoriTON FcLLEUTdN. lOilî. 1 voI. in-S, ave; 18 plan.-hes hors Icîxle 5 fr.
BIBLIOTHÈQUE DE LA FACULTE DES LETTRES DE L'UNIVERSITÉ DE PARIS
HISTOIRE ET LITTEUATUKii ANCIENNES
* De l'Authenticité des Épigrammes de Simonide, par II. IIauvette. 1 vol. in-S. 5 fr. De la Flexion dans Lucrèce. p:ir M. le Piof.'s^-^nr Cartault. I vol. io-8 4 fr.
* La Main-d'Œuvre industriello dans l'ancienne Grèce, par P. Guiraud, de l'Iiist. In-8. 7 fr.
* Recherches sur le Discours aux Grecs de Tatien, suivies d'une traduction française du discours avec nulles, par A. Plech, profossejr adjoint à la Sorbonne. 1 vol. in-8... 6 fr.
* Les Cl Métamorphoses » d'Ovide et leurs modèles grecs, par A. Lafaye, professeur adjoint à la Sorbonne. 1 vol. in-8 8 fr. 50
* Mélanges d'histoire ancienne, par G. Bloch, J. Carcopino et L. Gernet. la-8. 12 fr. 50 Le Dystique élégiaque chez TibuUe, Sulpicia, Lygdamus, par A. Cirtault. 1 vol. iu-3. 11 fr.
HISTOIRE ET LITTÉR.^TLRE DU MOYEN AGE
Mélanges d'histoire du moyen âge, publiés par M. le Professeur A. Luchaire, ou sous sa direction :
* Premiers Mélanges, pr.r MM. le Professeur A. LtJCHAiRE, de l'Institut, Dupont-Ferrier et PouPARoiN. 1 vol. in-8 3 fr 50
Deuxièmes Mélanges, par Halphen et Huckel. 1 vol. in-8 6 fr.
Troisièmes Mélanges, par MM. Beyssier, H.vlphen et Coudey. 1 vol. in-8 8 fr. 50
Quatrièmes Mélanges, par MM. Jacquemi.n, Farat., Beyssier. 1vol. iu-8 7 fr. 50
Cinquièmes Mélanges, par .M.M. Aubert, Carru, Dulono, Guébin, Hlxkel, Loirette, Lyon, .Max Fazv, et M"" Machkewitch. 1 vol. in-8 5 fr.
* Essai de Restitution des plus anciens Mémoriaux de la Chambre des Comptes de Paris, p.ii- J. Pbtit, Gavmlovitch, Maury et TÉonoRa. Préface :1e Cn.-V. Langlois. 1 vol. in-S. 9 fr.
Constantin V. empereur des Romains (740-773). Étude d'fiistoire byzantine, par A. Lombard, licencié es lettres. Proface de .M. le Professeur Cu. Diehl. 1 '.'ol. in-8 6 fr.
Étude sur quelques Manuscrits de Rome et de Paris, par A. Luchaire. 1 vol. in-8. 6 fr.
Les Archives de la Cour des Comptes, Aides et Finances de Montpellier, p'ir L. Mar- T!n-Ch.^bot. ar-.liivi-te-paléosraphe. 1 vol. in-S 8 fr.
Le Latin de Saint-Avit, évêque de Vienne (4507-52S?;, par M. le Professeur II. Goelzeh avec la collaboration de .\. -Mev. 1 vol. in-8 25 fr.
PHILOLOGIE KT LINGUISTIQUE
Le Dialecte alaman de Coimar Haute Alsace,; en 1870, grammaire et lexique, par M. le Professeur Victor Henry. 1 vol. in-S 8 fr.
* Études linguistiques sur la Basse-Auvergne, l^honétique historique du patois de Yinzetles, par A. Dauzat. Piéf. de A. Thomas. 1 vol. in-8 6 fr.
* Antinomies linguistiques, par M. le Professeur Victor Henry. 1 vol. in-8 2 fr.
Mélanges d'Ètymologie française, par .M. le Professeur .\. Thomas. 1 vol. in-8 7 fr.
* A propos du Corpus Tihullianum. Un siècle de philologie latine classique, par M. le Pi-'ifesseur A. Cact.ault. l -.ni. in-S • 1_8 fr.
Studies on Lydgate's syntax in the temple o! glas, par A. Cour.mont, 1 vol. in-8. 5 fr.
L'isochronisme dans le vers français, par P. Veh;-.iek, chari;é de cours à la Sorbonne.
1 vol. sr. in-8 '. 2 fr.
ART ET ESTHÉTIQUE
Etudes publiées sous la direction de M. PIERRE MARCEIi. i>rofesseur d'iiisloire de l'art à l'Ecole des Beaux-Arls.
Volumes in-8 écu, chacun avec 24 reproductions hors texte, à 3 fr. 50. Volumes parus :
* TITIEN, par Henry Garo-Delvaili.e. — *GREUZE, par Louis Hautecoeur. — VELAZQUEZ, par Aman-Je.an.— HOKOUSAI, par Ed. Focillon. — HOLBEIN, par Emmanuel Fougerat. — PUVIS DE GHAVANNES, par René Jean.
E7i préparation :
Philippe de Champaigne, par Ed. Piron. — Pisanello, par Ed. Guiffrey. — David, par A. Fridoirg. — Claus Sluter, par J. Chanta voine. — Daumier, par G. Geoffroy. — Fromentin, par E. Port. — Claude Lorrain, par R. Escolier. — Rubens, par H. Fierens-Gevaert. — Art et esthétique, par V. Basch.
JOURNAL DE PSYCHOLOGIE NORMALE ET PATHOLOGIQUE
DmiGÉ PAn LES DOCTEURS
Pierre JANET et Georges DUMAS
Membre de l'Institut, Professeur k la Sorbonne.
Professeur au Collège de France.
(Il* année, 1914). — Paraît tous les deux mois.
Abonnement (du 1" janvier). Un an : France et Etranger, 14 fr. — La livr. 2 fr. 60
/.e prix d'abonnement est de IS fr. pour les abonnés de la Revue Philosophique.
DOCTRINE — JURISPRUDENCE
es de la rédaction : Paul KAHN et Georg^es 1 avocats à la Cour d'Appel de Paris.
Paraît au minimum 4 fois par an, du 15 nov''" au ISjuillet. Ab'; Un an, 5 fr. — La livr., 1 fr.50.
Secrétaires de la rédaction : Paul KAHN et Georg^es TEUTSCH, avocats à la Cour d'Appel de Paris.
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REVUE DES SCIENCES POLITIQUES
Suite des Ann.\les des Sciences politiques.
(•J9° année, 101 'n. — Parait tou.s les deux mois.
Rédacteur en chef : M. ESCOFFIER, professeur à l'École des Sciences politiques.
Abonne.ment (du 1" janvier). Un an : Paris, 18 fr. ; Départ, et Étranger, 19 fr.
La livraison, 3 fr. 50.
Celte revue est publiée avec la collaboration des professeurs et des anciens élèves de l'Ecole. Elle traite de toutes les grandes questions de politique contemporaine : questions économiques, sociales, internationales. Par des articles spéciaux, consacrés à l'étude des questions les plus importantes, et par une série de chroniques aunuelles, elle tient ses lecteurs, d'une manière très complète, au courant du mouvement politique contemporain.
JOURNAL DES ÉCONOMISTES
Revue mensuelle de la Science économique et de l\ Statistique
(73* année, 1914). — Parait tous les mois.
Rédacleur en chef : YVES GUYOT,
Ancien ministre, président de la Société d'économie politique.
jVbonne.ment (du \^' de chaque trimestre) : Un an : France, 36 l"r. — Étranger, 38 fr.
— — Six mois : — 19 fr. — — 20 Ir.
La livraison, 3 l'r. 50
INTERNATIONALE
VOLUMES IN-8, CARTONNÉS A L'aNOLAISB; OUVRAGES A 6, 9 ET 12 FRANCS. Les titres marqués * sont acceptés par le Ministère de l'Iustruclion publique.
Derniers volumes parus (1912, 1913, 1914) :
LANESSAN (J.-L. de), professeur agréjré d'histoire naturelle à la Faculté de médecine de Paris, ancien ministre, député. Transformisme et créationisme. Contribution à Vkistoire du transformisme depuis l'antiquité jusqu'à nos jows. 1914. 1 vol. in-8 6 fr.
CRESSON (A.), docteur es lettres, professeur na collège Chaptal. L'espèce et son serviteur {sesiiaiitê, moralité). 101-3. 1 vol. in-8, avec 42 grav 6 fr.
PEARSON (K.), professeur au Collège de l'Université de Londres. * La grammaire de la science (La physique). Traduit de l'anglais par Lucien March. 1912. 1 vol. in-8.. 9 fr.
PRÉCÉDEMMENT PUBLIÉS
ANDRADE (J.), professeur à la Faculté des sciences de Besançon. Le mouTement.
Mesures de retendue et mesures du temps. 1 vol. in-8, avec 46 fig. dans le texte. . 6 fr,
ANGOT (A.), directeur du Bureau météorologique. * Les aurores polaires. 1 vol.
in-8, avec figures 6 fr.
ARLOING, professeur à l'Ecole de médecine de Lyon. *Les virus. 1 vol. in-8 6 fr.
BAGEHOT. * Lois scientifiques du développement des nations. 7« éd. 1 voL in-8... 6 fr,
BAIN. * L'esprit et le corps. 1' édition. 1 vol. in-8 6 fr.
— * La science de l'éducation. 12« édition. 1 vol. in-8 6 fr.
BALFOUR STEWART. "La conservation de l'énergie, avec flg. 6» édit. 1 vol. in-8.. 6 fr.
BERNSTEIN. * Les sens. 5' édition. 1 vol. in-8, avec 91 figures 6 fr.
BERTHELOT, de l'Institut. * La synthèse chimique. 8» édition. 1 voL in-8 6 fr.
— ♦La révolution chimique, Lavoisier. 2" éd. 1 vol. in-8 6 fr.
BINET. *Les altérations de la personnalité. 2" édition. 1 vol. in-8 6 fr.
BINET et FERÉ. *Le magnétisme animal. 5" édition. 1 vol. in-8 6 fr.
BOURDEAU (L.). Histoire de Ihabillement et de la parure. 1 voL in-8 6 fr.
BRUNACHE (P.). * Le centre de l'Afrique. Autour du Tchad. In-8, avec figures.. 6 fr.
C.A.NDOLLE (de) * L'origine des plantes cultivées. 4» édition- 1 vol. in-8 6 fr.
CARTAILHAC (E.). La France préhistorique, d'après les sépultures et les monuments. 2' édition. 1 vol. in-8, avec 162 figures 6 fr.
CHARLTON BiVSTLAN. L'évolution de la vie. 1 vol. in-8, avec fig. et pi 6 fr,
COLAJANNl (N.). * Latins et Anglo-Saxons. 1 vol. in-8 9 fr.
CONSTANTIN (Cap""). Le rôle sociologique de la guerre et le sentiment national. Suivi de la
traduction de La Guerre, moyen Je sélection collective, par le D' Steinmetz. In-8. 6 fr. COOKE et BERKELEY- 'Les champignons- 4' édition. 1 vol. in-8, avec figures... 6 fr. COSTANTIN (J.), de l'Institut. * Les végétauz et les miheux cosmiques {adaptation,
évolution). 1 vol. in-8, avec 171 gravures 6 fr.
— * La nature tropiceile. 1 vol. in-8, avec gravures 6 fr.
— * Le transformisme appliqué à l'agriculture. 1 vol. in-8, avec 103 gravures.. 6 fr. CUENOT (L.), professeur à la Faculté des sciences de Nancy. *La genèse des espèces animales. 1 vol. in-8 avec 123 grav. dans le texte {Cour, par l'Acad. des Sciences.) 12 fr.
CYON (E. de). L'oreiUe, organe d'orientation dans le temps et dans l'espace. 1 vol. in-S avec 45 grav. dans le teste, 3 planches hors texte et 1 portrait de Flourens 6 fr.
DAUBRÉE, de l'Institut. Les régions invisibles du globe et des espaces célestes, 2» édition. 1 vol. in-S. avec 85 Ù2. d;ias le texte : 6 fr.
DEMEN Y (G.). ♦ Les bases scientifiques de l'éducation physique- 5« éd. ln-8, avec 200 gr. 6 fr.
— Mécanisme et éducation des mouvements. 2« édit. 1 vol. in-8, avec 565 gravures. 9 fr. DEMOOR, MASSART et VANDEKVELDE. * L'évolution régressive en biologie et
en sociologie- 1 vol. in-S, avec ^.'ravures 6 fr.
DRAPER. Les conflits de la science et do la religion. 12' édition. 1 vol. in-8 6 fr.
DUMONT (L.). *Théorie scientifique de la sensibilité. 4« édition. 1 voL in-8 6 fr.
GELLÉ (E.-M.). * L'audition et ses organes. 1 vol. in-8, avec gravures 6 fr.
GRASSET (J.), professeur a la Faculté de médecine de Montpellier. Les maladies de
l'orientation et de l'équilibre. 1 vol. ia-8, avec gravures 6 fr.
RIBUOTHEQtJIÎ SCIENTIFrQrE INTERNATIONALE 27
QWOSSE (K.). "Les débuts de l'art. I \<>\. iri-'-i, avnc |,'rHvurcs r, fr.
QUIGNRT et r.AUNlIîR. *La ciramiqae ancienne et moderne. loS, avec prav. 0 fr. IIUXr.lOY. * L'éorevisse. Introduction à lu zooloijic. 2* édil. 1 vol. ip-8,avco ritrurns. 0 fr. J.\CC.\1U), profusseiir .'i l'Anaflûmie do Noiiuliàtiil (Suisse). *Le pétrole, le bitume et
l'asphalte au point de vue géologique. 1 vol. in 8, ave» figures 6 fr.
J.\V.\r- (E.), de l'Acadôiiiio do inédorine. * Physiologie de la lectare et de récriture.
2" cililion. 1 vol. in-8, nvi'c 90 p-ravures .' 0 fr.
LAGRANGE (F.). "Physiologie des exercices du corps. H' édition. 1 vol. In-S... G fr. LALOY (L.). 'Parasitisme et mutuallsme dans la nature. Préface du professeur A. Giaro,
de ritistitut. 1 vol. in-S, ,ivcf. 82 ^r.ivnros 6 fr.
L.\NESS.\N (de). * Principes de colonisation. 1 vol. in-8 G fr.
LE DANTEC, chargé do cours à la Sorbonne. * Théorie nouvelle de la vie. 5" '^(lit. 1 vol. in-S, avec figures 6 fr.
— Évolution Individuelle et hérédité. Théorie de la variation quantitative. 2' édit., rovue et aiitrmenliN', ■Xunn pn'^faoe nouvelle. 1 vol. in-8 6 fr.
— Les lois naturelles. 1 vol. in-8, avec gravures 6 fr.
— La stabilité de la vie. Étude énergétique de révolution des espèces. 1 vol. in-R. 6 fr. LORB, profr.sseu;- ;i l'Uuivorsité Berkeley. * La dynamique des phénomènes de la vie.
Traduit par MM. Daudin et Schaeffer. Préface de M. le professeur A. Giard, de l'Institut. 1 vol. in-S avec ûg 9 fr.
LUBBOCK (Sir John). 'Les sens et l'instinct chez les animaux, principalement chez les Insectes, i vol. ia-8, avec 150 figures 6 fr.
MALMEJAC (F.). L'eau dans l'alimentation. 1 vol. in-8, avec fig 6 fr.
MEUNIER (Stan.), prof, au Muséum. *La géologie comparée. 2" édit. ln-8, avec grav. 6 fr.
— * La géologie générale. 2' édit. 1 vol. in-8, avec gravures 6 fr.
— * La géologie expérimentale. 2" édil. 1 vol. in-8, avec gravures 6 fr.
MEYER (de). * Les organes de la parole et leur emploi pour la formation des sons
du langage. 1 vol. in-8, avec 51 gravures 6 fr.
MORTILLET (G. de). " Formation de la nation française. 2» édit. 1 vol. in-S, avec
i50 crraviires et 18 cartes 6 fr.
NIEWENGLOWSKI (H.). * La photographie et la photochimie. 1 vol. in-8, avec
gravures et une planche liors texte 6 fr.
NORMAN LOCKYER. * L'évolution inorganique. 1 vol. in-8 avec gravures 6 fr.
PERRIER (Edm.), de l'Institut. La philosophie zoologique avant Darwin. 3" édition.
1 vol . in-8 6 fr.
PETTIGREW. * La locomotion chez les animaux, marche, natation et vol. 2" édition.
1 vol. in-8, avec figures ' 6 fr.
QUATREFAGES fdf\ de l'Institut. * L'espèce humaine. 15" édit. 1 vol. in-8 6 fr.
— 'Darwin et ses précurseurs français. 2« édit., refondue. 1 vol. in-S 6 fr.
— 'Les émules de Darwin. 2 vol. in-8, avec préfaces de MM. Ed. Perrier etH.A..MY. 12 fr. KICHET (Cb.), professeur à la Faculté de médecine de Paris. La chaleur animale.
i vol. in-8, avec figures 6 fr.
aOCHÉ (G.). * La culture des mers [piscifacture, pisciculture, ostréiculture). 1 vol. in-8, avec 81 gravures 6 fr.
aOUBlNOVITGH (D' J.), médecin en chef de l'hospice de Bicêtre. ♦ AUénés et anormaux 1 vol. in-8, avec 63 gravures. {Couronné par l'Académie de médecine.) 6 fr.
SCHMIDT (0.). * Les mammifères dans leurs rapports avec leurs ancêtres géologiques. 1 vol. in-8, avec 51 figures 6 fr,
SECCHI (le Père). * Les étoiles. 3« édition. 2 vol. in-8, avec fig. et pi 12 fr.
SPENCER (Herbert). ' Les bases de la morale évolutionniste. 6« édit. 1 vol. in-8 6 fr,
— 'Introduction à la science sociale, i i' édition. 1 vol. in-8 6 fr.
STALLO. ♦ La matière et la physique moderne. 1 vol. in-8. 3« édition 6 fr.
STARCKE. * La famille primitive. 1 vôl. in-8 6 fr.
THURSTON (R.). * Histoire de la machine à vapeur. 3= édition. 2 vol. in-S. avec
liO figures et 16 planches hors te>^te.. 12 fr.
TOPIN.ARD. L'homme dans la nature. 1 vol. in-8, avec figures 6 fr.
VAN BENEDEN. » Les commensaux et les parasites dans le règne animal. 4« édition.
l vol. in-8, avec figures 6 fr,
VRIES (Hugo de). Espèces et variétés. Traduction et préface par L. Blarinohe.m. chargé
d'un cours à la Sorbonne. 1 vol. in-8 -. 12 fr.
WURTZ, de l'Institut. * La théorie atomique. 10» édition. 1 vol. in-8 6 fr.
COLLECTION SCIENTIFIQUE
Directeur : EMILE BOREL
Sous-directeur de l'Ecole normaîb supérieure, Professeur à la Sorbonne.
Les ouvrages dont le titre est marqué (■) sont acceptés par le Ministère de l'Instruction publique.
• Volumes publiés en 1912 et 1913 :
MARCHIS (L)., prof, il la FacuUé des sciences de Paris. Le froid industriel. Avec 104 fig. 1913.
PAINLEVÉ (Paul), de l'Inslitut, BOREL (Emile) et MAURAIN, directeur de l'Institut aérolecliniqua de l'Univer.iiLé de Paris. L'aviation. 6« éd.. revue et augm. Avec 48 ûg. 1013.
SAGERET (J.). Le système du monde. Des Chaldéens à Newton. Avec 20 figures. 1913.
LEROY-BEAULIEU'Paul), menibrederinstitul, professeur au Collège de France. La question de la population. (Couronné par l'Institut.) 1913.
PERRIN (Jean), professeur de chimie physique à la Sorbonne. Les atomes. Avec 13 figuras. 1913. A» édition, revue. [Couronné par l'Académie des Sciences.)
GENTIL (L.), professeur adjoint à la Sorbonne, directeur de l'Institut scientifique de Rabat. * Le Maroc physique. Avec cartes. 1912.
TANNERY(J.). de l'Institut. * Science et philosophie, avec une notice par E. Bohel. 1912.
PrécédemmeDt parus.
DUCLAUX (J.), prépar. à l'Institut Pasteur. La chimie de la matière vivante. 3" édition.
MAURAIN (Ch.), professeur à la Faculté des sciences de Caen. Les états physiques de la matière. 2* éd. Avec gravures.
OSTWALD (W.), professeur à l'Université de Leipzig. L'énergie, traduit de l'allemand par E. Philippi, 3* édition.
LEDANTEC (F.), chargé du cours de biologie générale à la Sorbonne. Éléments de philosophie biologique. 3« édition.
— La crise du transformisme. 2« édition.
THOMAS (P.-F.), professeur au lycée Hoche. L'éducation dans la famille. Les péchés de» parents. 4« édition (Couronné par l'Institut).
* De la méthode dans les sciences : (/"■« série).
1. Avant-propos, par M. P.-F. Thomas, docteur es lettres, professeur de philosophie au lycée Hoche. — 2. De la Science, par M. Emile Picard, de l'Institut. — 3. Mathématiques pures, par M. J. Tannery, de l'Institut. — 4. Mathématiques appliquées, par M. Painlevé, de l'Institut. — 5. Physique générale, par M. Bouasse, professeur à la Faculté des Sciences de Toulouse. — (j. Cliimie, par M. Job, professeur au Conservatoire des Arts et Métiers. — 7. Morphologie i/énérale, par M. A. Giard, de l'Institut. — 8. Physiologie, par M. Le Dantec, chargé de cours à la Sorbonne. — 9. Sciences médicales, par M. Pierre Delbet, professeur à la Faculté de médecine de Paris. — 10. Psychologie, par M. Th. Ribot, de l'Institut. — 11. Sciences sociales, par M. Duruheim, professeur à la Sorbonne. — 12. Morale, par M. Lévv-Bruhl, professeur à la Sorbonne. — 13. Histoire, par M. G. Monod, de l'Institut. 2* édition.
* De la méthode dans les sciences : (S' série).
Avant-propos, par Emile Borel. — Astronomie, jusqu'au milieu du XVII J' siècle, pur B. Baillaud, de l'Institut, directeur de l'Observatoire de Paris. — Chimie physique, par Jean Perrin, professeur à la Sorbonne. — Géologie, par Léon Bertrand, professeur adjoint à la Sorbonne. — Paléobotanique, par R. Zeiller, de l'Institut, professeur à l'Ecole des Mines. — Botanique, par Louis Blaringhem, chargé de cours à la Sorbonne — Archéologie, par Salomon Reinach, de l'Institut. — Histoire littéraire, par Gustave Lanson, prof, à la Sorbonne. — Statistique, par Lucien March, directeur de la Statistique générale de la France. — Linguistique, par A. Meillet, prof, au Collège de France. 2'^ édition.
BONNIER (D' P.), laryngoloàriste de la clinique médicale de l'Hôtel-Dieu. La ▼oîx. .Sa culture physiologique. Théorie nouvelle de la phonation. i° édition. Avec gravures.
.N'IEDERLE (L.), professeur à l'Université de Prague. La race slave. Trad. du tchèque et précédé d'une préface par L. Léger de l'Inst. Avec carte en coul. h. texte. 1911.
MËU.XIER (Stanislas), professeur de géologie au Muséum d'histoire naturelle. L'évolution des théories géologiques. Avec gravures.
BUAT (E.), lieutenant-colonel d'artillerie. L'artillerie de campagne. Son histoire, son évolution, son état actuel. Avec 75 grav.
RABAUD (E.), maître de conférences à la Sorbonne. * Le transformisme et l'expérience. Avea gravures.
OSTWALD (W.)., professeur à l'Université de Leipzig. '*' L'évolution de l'électrochimie. Traduit de l'allemand par E. Philippi, licencié es sciences.
BIBLIOTHÈQUE UTILE. — IHSTOinE UNIVERSELLE DU TRAVAIL
HISTOIRE UNIVERSELLE DU TRAVAIL
Publiée sous la ilirection de G. RENARD, professeur au Collège de France.
Sera publv i' en I" rolumrs.
Chaque volume in-8, avec gravures 5 fr.
Volumes pants :
Le travail en Amérique avant et après Colomb.
1 vol. avec
CAIMTAN et LORIN.
gravures, 1914.
NOGARO(n.) et OUALID (W.). L'évolution du commerce, du crédit et des transports depuis
cent cinquante ans. 1 vol. avec 28 grav. 1914. RENARD (G.) et nUL.\C (A.). L'évolution industrielle et agricole depuis cent cinquante
ans. 1 vol. avec '.il çriavuios.
PAUL LOUIS. Le travail dans le monde romain. 1 vol. avec 41 gravures.
Pour paraître :
Le travail dans la préhistoire, par M. De.siker. Le travail dans l'Orient ancien, par M. Moret. Le travail dans la Grèce antique, par M. Glotz.
Le travail dans l'Europe du moyen âge, par M. Boissonade et Hovelin. Le travail dans les pays musulmans, jiar .M. Robert Rousseau. Le travail en Extrême-Orient, par M. Conoiicn.
Le travail dans l'Europe moderne (XV'-XVIII'^ siècles), par M. G. Renard et G. Wel-lkhsse. La condition des travailleurs depuis cent cinqnante ans, jiar .MM.F. Si.miandoI Al.Goinkau.
BIBLIOTHÈQUE UTILÏ"
93 volumes in-31, de 192 pages ; chaque volume broché, eo cent.
HYGIÈNE — MÉDECINE
Cruveilhier. Hygiène.
Laumonier. Hygiène de la cuisine.
Herklen. La tuberculose.
Uonln. Les maladies P[>i(lémiques.
Sérieux c i Mathieu. L'alcool et l'alcoolisme.
Turck. Médecine populaire.
PHYSIQUE — CHIMIE Bouant. Principau X f ai Is de la chimie.
— Hist. de l'eau.
Huxley. Premières notions sur les sciences.
Albert Lévy. Histoire
de l'air.
Zurcher. L'atmosphère.
HISTOIRE
Antiquité.
Combes. La Grèce.
Creighton.Histoireroni.
Mahaffy.L'ant. grecque.
Ott. L'Asie et l'Egypte.
France.
Bastide. La Réforme.
Bèrs. L'armée française.
Bûchez. Mérovingiens.
— Carlovingiens.
Carnot. La Révolution
française. 2 vol.
Debidour. Histoire des rapports del'EglIse et do l'Etat (1789-1871).
Doneaud. La marine française.
Faque. L'Indo -Chine française.
Larrivîére. Origines de la cru erre de 1870.
Fréd.Lock.Jeanned'Arc.
— La Restauration.
Quesnel. Conquête de l'Ai série.
Zevort. Louis-Philippe.
l'a'/s étrangers.
Bondois.f^'Europecont.
Collas etDriault. L'Empire ottoman.
Eug. Despois. Les révolulitins d'Angleterre.
Doneaud. La Prusse.
Henneguy. L'Italie.
E.Raymond L'Espagne, et le Portugal.
Regnard. L'Angleterre.
Ch. Rolland. L'.\utriche.
C. Ransy. 1 vol. gr. in-8 10 U
— T 11. 1913, par F. Aveling, R. Defoubny, F. de Hovre, L. de Lantsherre, A. Diès, M. -S. GiLLET, G. Lambrecht, a. Michotte, L. Noël, Th. Portych. 1 v. gr. ia-8. 10 fr.
Année musicale (L'), publiée par MM. Michel Brenet, J. Ghantavoine, L. Laloy, L. de LA Lauuencie. l'<' année, 1911. 1 vol. gr. in-8, avei; oilalions musicales 10 fr.
— 2° année, I9IS. 1 voL grand in-8, avec citations musicales 10 fr.
Athena. Revue publiée par l'Ecole des Hautes-Etudes sociales. Années 1911 et 1912,
chacune '1 vol. in-8 15 fr.
BASTIDE (Ch.), docteur es lettres, professeur abrégé au lycée Charlemagne. Anglais et Français du XVIP siècle. 1912. 1 fort. vol. in-16 i fr.
BAYET (Albert;. La casuistique chrétienne. 1913. 1 vol. in-16 2 fr. 50
BONNIER (D"' P.). L'anxiété. Étals anxieux. Ti^cs. Phobies. Obsessions. Mélancolies. Dépression Aboulie. Neurasthénie. 1913. 1 vol. in-8, avec fis 1 fr.
BRUNHES (J.), professeur au Collège de France. * La Géographie humaine. Essai de classification positive. Principes et exemples. '2« édition, revue et auguicnlée. 1 vol. grand in-8, avec 272 grav. et cartes dans le te^.te et hors teste. [Couronné par l Académie française et Médaille d'or de la Société de Géographie.) 20 fr.
CAIIEN (G.), chargé de mission en Russie, doct. es leliros. Histoire des relations de la Russie avec la Chine sous Pierre-le-Grand (1689-1730). {Couronné par l'Académie des Inscriptions et Belles-Lettres.) 1912. l vol. gr. in-8 10 fr.
— Le livre des comptes de la caravane russe à Pokin (1727-1728). 1912. 1 vol. gr. in-8. 5 fr. Catalogue des publications de llnstitut JNobel norvégien. 1. Littérature pacifiste. 1912.
1 vol. grand iu-S '12 fr. 50
Ce qu'on a fait de l'Eglise. Étude d'histoire reliyieuse. 6" édit., 1912. 1 vol. in-16. 3 fr. 50
CELLARIER (F.). La métaphysique et sa méthode. Préf. de E. Boutroux. 1914. 1 vol. in-8 10 fr.
GHANTAVOINE (J.) Musiciens et poètes. 1912. 1 vol. in-16 3 fr. 50
COLLIGNON (A.). Diderot. Sa vie, ses œuvres.^' édit. 1914. 1 vol. in-12 3 fr. 50
CREMER (Th.). Le Problème religieux dans la philosophie de l'action [MM. fflondel et le P. Laberthonnière). Préface de V. Delbos, de l'Institut, 1912. 1 vol. gr. in-8. 3 fr.
DEPLOIGE (S.), professeur à l'UniversiLé catholique de Louvain. Le Conflit de la morale et de la sociologie. 2» édit. 1913. 1 vol. gr. in-8 7 fr. 50
DUSSAUZE (H.), docteur es lettres. Les règles esthéitlques et les lois du sentiment. 19^12. 1 vol. in-S 10 fr.
Éducation morale (Compte rendu du Deuxième Congrès international d'). Publié par la secrétaire générale, M'i« A. Dyserinck. 1913. 1 vol. gr. in-8 4 fr. 25
Education morale (Mémoires sur 1') présentés au Deuxième Congrès international d'éducation morale à La Haye, publ. parla secr. g»'«. M"" A. Dysehinck. 1912.1 vol. gr. in-8. 12 fr. 50
Études de psychologie publiées par A. Michotte, professeur de psychologie e.spérimentaie à l'Université de Louvaiu. Vol. T, fasc. 1. 1913. 1 vol. iii-S 7 fr. 50
Femme (La). Sa situation réelle, sa situation idéale, par M. J. A. Thom60n', M"'« Thomson, M"'^ L.I.Lu.visden, M""" Lendrom, M"" P. Sherayn M. T. S. Clodston, M"« Fr. Melville, M"" E. Pearson, m. R. Lodoe. Préface de Sir O. Lodge. Traduit de l'anglais par M"« A. Terrier. 1912. 1 vol. in-16 2 fr. 50
GAY (A.), docteur en théologie. L'honneur. Sa place dans la morale. 1913. 1 v. in-8. 5 fr.
GELEY (D"' G.). Monisme idéaliste et palingénésie. 1913. Brooh. in-8 1 fr.
GOMER (A. de). L'obligation morale raisonuée. Ses conditions. 1913. 1 vol. in. 16. 3 fr. 50
GRAND.IE,'\N (Fr.), prni'ebseur du Gymnase et privat-docenl à l'Université do Genève. Une révolution dans la philosophie : la doctrine de M. Henri Bergson. 1913. 1 v. in-16. 3 fr. 5C
HENNEBICQ [L). L'impérialisme occidental. Genèse de l'impérialisme anglais. 1913. Ir.-S. 6fr.
KAMEL (S.^YED), docteur en droit. La Conférence de Constantinople et la question égyptienne en 1882. 1913. 1 vol. in-8 5 fr.
KIPIANI (Varia), lauréate de l'Académie de médecine de Paris. Ambidextrle. Etude expérimentale et critique. Suivie d'une note de I. Ioteyko. 1913. 1 vol. in-8 des Travau.v de l" Faculté internationale de pédologie, avec 28 tignres dans le texte 3 fr. 5i'
LABROUE (H.), prof, agrégé d'histoire au lycée de Bordeaux. *L'Esprit public en Dordogne pendant la Révolution. Préface de G. Monod, de l'Institut. 1912. 1 vol. in-S. 4 fr. (V. p. 33.)
— Les membres de la Soc. popuL de Bergerac pendant la Révolution. 1913. Broch.in-8. 1 fr. 50 LAC.\ZE-DUT111ERS (G. dei. La Uberté de penser. 1913. 1 fort vol. in-8 10 fr.
— Au tournant de la route. Regards sur la société. 1914. 1 vol. in-8 5 fr.
LADEVÈZE (E.). La loi d'universelle relation. Premières l'iynes d'une philosophie baser
sur la négation du sujet connaissant. 1913. 1 vol. in-16 2 fr. 50
LANESSAN (J.-L. de), député, ancien ministre de la marine, ancien gouverneur cénéral de rindo-Chine. Nds forces militaires. 1913. 1 vol. in-16 3 fr. 50
— Notre défense maritime. 1914. 1 vol. in-lô 3 fr. 50
LATOUR M.). Premiers principes d'une théorie générale des émotions. 1912. 1 vol.
in-8 3 fr. 50
LISZT (Fr). Pages romantiques. Avec introd. et notes par J. Chantavoine. 1912. 1 vol.
in-16......... : 3 fr. 50
LOCKE (John). Lettres inédites à ses amis Nicolas Thoinard, Philippe 'Van Limborch et
Edward Clark. Publiées avec une introduction et des notes par M. H. Ollion, doc-
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leur es lolUi's, piMli^ï^enir à la Knoiilli- lihro dfs lettre!» lii- Lyon, iivcc la colialiorutinii de
M. 1h jM-ofesseur !)'• T. .1. Di; Uokii, tU\ l'I'niv. il'AmsIcrcldni. '\'.)IA. 1 vol. pr. i(i-S. 15 fr. LUKIA (A.;. Les bases économiques de la justice internatlouale. Tome Mi, faxcii'ulii 1
des Publications de l'Institut Xubi'.l norvi'i/ien. I9i:i. 1 vol. iii-.S :> fr.
LOTE (K.). docleur èa lettre». Les origines mystiques de la "science" allemande. 1913.
I vol. LT. iu-8 5 fr
— La France et l'esprit public jugés par le "Mercure" de Wieland. lOlo. 1 v. in-8. i fr. liU'Jt'Kr (U.-ll.; jiiii'iiiii L'iHvii do l'Ki'oii; iiorinuIi> au|)i:rii;iiri', |iiol'osseiir nu'iégi! do plillo-
3o|)lik' au lyeéo d'^ Oou.ii, docloiir è» lettres. Essai d'une logique systématique et simplillée. 1013. 1 vol. iii-S 3 fr. ">
MAIiriN (F.), sénaleiir. *La morale républicaine. 1912. 1 vol. iii-S i fr. ô()
MAUXION (A.), charpré de coiirs à l'Universito de Loiivain. Introduction à la physique aristotélicienne. 1913. I vol. iii-8 .") fr.
MICIIOTTK. \'oir K/udes de psi/choloi/ie.
MlK.VB.-VUU (R.). L'un-multiple. Ef<iiiisxe d'une miUaphy-iique. l'.U-J. 1 vol. iu-Kj 2 fr.
NVS (D.), piof. à l'Univ. c«llioli(|iii; de Louvaiii. La notion du temps. (Cours de philosophie, "Vol. VII, I. ll./S" éd., rcv. cl augm. 1913. 1 vol. in-8 5 fr. (V. Mereier, p. 32.)
OSTY (D-- E.). Lucidité et intuition. Elude expi'iim,-nlale. 1913. 1 \ol. in-S S fr.
POÉY (A.). L' Anarchie mondiale, hi iit^/clioloyie morbide. 1912. 1 vol. in-lG. 3 fr. 50 (V. p. 34.)
KOBlQUliT (H. > Le cœur dune reine. Anne d'Autriche, Louis XIII et Mazurin. 191-2. 1 vol. in-S. avec l pi. hors Icile 4 fr.
ROUCIIÉS (G.), dorteur m lettres, bibl. à l'Ecole des Beau.t.-.Arls. La peinture bolonaise à la fin du XVI" siècle (1575-1619). Les t'arrache. 1913. 1 v. lu-8, avec 16 pi. Ii. texte. 7 fr. 50
ROUMA (G.i, doct. en sciences sociales, dir. de lEns. public de la République de Bolivie. Le langage graphique de l'enfant. 2« éd., revue. 1913. 1 vol. in-8. avec fig-, et pi. hors texte. 1 fr. 50
SEN'TROUL (,Ch.), agrégé k l'école S'-Tliomas-iFAquin, professeur à la Faculté libre de philosophie et lettres de Sào-Paulo. Kant et Aristote. (2° éd. franc, de L'objet de la mélaph. selon Kant et selon Aristote'. 1911. 1 vol. iii-8 5 fr.
SKRVIÈRES (G.). Emmanuel Chabrier ii841-1894i. 1912. 1 vol. in-16 2 fr. 50
TEUR.\1LL0N (E.i. dort, fs lettres, princip:i! du i-oll. de Saint-Claude. La morale de Geulincx dans ses rapports avec la phUosophie de Descartes. 1912. 1 vol. in-8. 3 fr. 75 (V. p. 7.)
TURRO (R.i, professeur au laboratoire municipal de Barcelone. Les origines de la connaissance. 1913. 1 vol. in-S 5 tv.
V.\.N BIEKVLIET (J.-J.). professeur à l'Université de Gand. Premiers Éléments de pédagogie expérimentale. Les bases. Préfaça deCCcMPAYiiÊ. del'InsLilut. 1911. 1 vol. in-8. 7 fr.
— Esquisse d'une éducation de l'attention. 1912. 1 vol. iu-1 > 2 fr. 50
V.\IJTHIEH M. .prr.r. àt'l'niv.de Bruxelles. Essais de philosop. sociale. 1912.1 vol.ia-8.7fr.50 VAUZ.A.NGES iL. M... L'écriture des musiciens célèbres. Essai de graphologie musicale.
1013. 1 vol. in-S, avec iS i epioduiHions d'autographes 3 fr. 50
WEILL (J.). Zadoc Kahn (1839-1905). 1912. 1 vol. in-16, avec 2 porlraiUs 3 fr. 50
WINDSTOSSER (M.\ docteur es lettres. Étude sur la ■' Théologie germanique '' suivie d'une
traduction faite sur les éditions orig. do 1516 et de 1518. rjl2. 1 vo'. gr. in-8.... 5 fr.
Précédemment parus :
ALAU.X, prof, à la Fao. des lettres d'Alger. Philosophie morale et politique. 1 vol. in-8. 7 fr. 50
— Théorie de l'âme humaine. 1 vol. in-8 10 fr.
— Dieu et le monde. Essai de philosophie première. 1 vol. in-16 2 fr. 50
AMI.XBLE (Louis). Une Loge maçonnique d'avant 1789. l vol. iu-B 6 fr.
.\MICU3. Pensées libres. Questions internationales, religieuses, bio-sociologiques, historiques, philosophiques. Les Eenunes. 1 vol. in-S 5 fr.
ANDRE (L.l. docteur es lettres, professeur au lycée Lonis-le-Grand. Michel Le Tellier et l'organisation de l'armée monarchique. 1 vol. in-8, {Cour, par l'Institut.).,.. .. 14 fr.
-• Deux Mémoires inédits de Claude Le Pelletier, l vol. in-8 3 fr. 50
.-VRUASCHEFF (P.). professeur d'histoire à l'Université de Kiew. » Les Intendants de province sous Louis XVI. Traduit du russe par L. Jousseran-dot. sous-bibliothécaire à l'Université de Lille. 1 vol. grand in-8. (Coite, par l'Acad. Impér. de St-Pétersbourg .) 10 fr.
ARMI.NJO.N (P.). professeur à l'Kcole khédiviale de Dnoit du Caire. L'Enseignement, la doctrine et la vie dans les universités musulmanes d'Egypte. 1 vol. in-8 6 fr. 50
ARREAT. Une Éducation intellectuelle. 1 vol. in-18 2 fr. 50
— Journal d'un philosophe. 1 vol. in-18 3 fr. 50
— Réflexions et Maximes. 1 vol. iu-16 2 fr. 50. (V. p. 2 et 7).
♦ Autour du monde, par les Boursiers de voyage de l'Université de Paris. {Fondation
Albert Kahn.) 1 vnl. gr. in-8 10 fr.
ASLAN (G.). La Morale selon Guyau 1 vol. in-16 2 fr.
— Le Jugement chez Aristote. Br. in-18 1 fr. (Voir p. 2.)
BACHA (E.). Le Génie de Tacite. 1 vol. in-lS 4 fr.
BELLANGER (A.), docteur es lettres. Les concepts de cause et l'activité intentionnelle
de l'esprit. 1 vol. in-8 5 fr.
BEMONT (Ch.), et MONOD (G.). Histoire de l'Europe au Moyen âge (395-1270). Nouvelle édil. 1 vol. in-18, avec grav. et cartes en couleurs 5 fr. (Voir o. 21 et 26.)
BENOIST-HANAPPIER (L.), professeur-adjoint à l'Université de Nancy. Le drame naturaliste en Allemagne. 1 v. in-8. {Couronné par V Académie française.) 7 fr. 50
BES.\NÇON (A.), docteur es lettres. Les Adversaires de l'hellénisme à Rome pendant la période républicaine. 1 vol. gr. in-8. {Couronw^ par l'Institut.) 10 fr.
BLUM (E.). prof, au lycée de Lyon. La Déclaration des droits de l'homme et du citoyen. Préf. de G. Comp.wrk. 4" éd. 1 vo!. iu-S. (Hécompensé par l'Institut.) 3 fr. 75
BOURDEAU (Louis). Théorie des sciences. 2 vol. in-8 20 fr.
— La Conquête du monde animal. 1 vol. in-S 5 fr.
— La Conquête du monde végétal. 1 vol. in-S 5 fr.
BOURDEAU (Louis). L'Histoire et les historiens. 1 voL in-8 7 fr. 50
— * Histoire de l'alimeatation. 1 vol. ia-8 5 fr. (Voir p. 7 et 26 )
BOUHUI.N. Le Vivarais. essai de géographie régionale, 1 voL in-8. (Ann. de T Univ. de Lyon). 6 l'r. BOURGEOIS (E.). Lettres intimes de J.-M. Alberoni adressées au comte J. Rocca.
1 voL in-8. (Annales de l'Université de Lyon.) 10 fr.
BOUHGEijISi Léon), ancien uiiiiislre. Solidarité. "7" éd.. rev.elaiiprm. Ivol.in-IC 3 fr. 50
BOUTROUX(Em.), de TAcad. franc. * De l'Idée de la loi naturelle. In-8. 2 fr. 50 rv.p.3el7.) BRANUON-S.-\LVADOH (M""). A travers les moissons. Ancien Testament. Talmud. Apo-
cryphes. Poètes et moralistes juifs du moyen âge. 1 vol. in-16 4 fr.
BR.\S3EUR. Psychologie de la iorce. 1 vol. in-S. , 3 fr. 50
BRtTNET (iM.). *Musique et musiciens delà vieille France. 1 vol. in-16 3 fr 50
BUDE (E. de). Les Bonaparte en Suisse. 1 vol. in-12 3 fr. 50
CANTON (G.). Napoléon antimilitariste. 1 vol. in-16 3 fr. 50
CARDON (G.), docteur fis lettres.* La Fondation de l'Université de Douai. 1 vol. in-8. 10 fr.) CAUD[IILLIER(G.), docteur es lettres, inspecteur d'Académie. La Trahison de Pichegru et
les intrigues royalistes dans l'Est avant Fructidor. 1 vol. gr. in-S 7 fr. 50
CH.4BH1ER (U'). Les Émotions et états organiques. 1 vol. in-16 2 fr. 50
CH.^RRIAUT (H.). Après la Séparation. L'avenir des églises. 1 vol. in-12 3 fr. 50
CLAMAGEKAN. La Lutte contre le mal. 1 vol. in-18 3 fr. 50
— Philosophie religieuse. Art et voyages. 1 vol. in- 12 3 fr. 50
— Correspondance (1849-1902). l vol. gr. in-8 10 fr.
COHE.N (H.), professeur à rUniversité de Marburg. Le Judaïsme 9t le progrès religieux de
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