Les Exveloppes Solides Minces. Les Cloches: Propositions Donnees Par La Faculte
M. C Maltezós
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
DE LACAZE-DUTHIERS
Géométrie supérieure.
Botanique.
Zoologie, Anatomie, Physiologie comparée.
FCÉRIMIDERERS EE ECECEENTE Algèbre supérieure. INODSMIM peur Mmocmacoe Chimie.
HRNEDEI ME Tr EE EEE er Chimie organique.
DIS SR AINIDEERERREER EEE Astronomie.
CIBBNANINE PRE CE EC Physique.
HNUIDEREUICÉES" "re Minéralogie.
BONNE ES Goccococccoccect Physique.
NPD ES ccoocooccect Mécanique rationnelle.
DUCLAUXSR EEE CRE Chimie biologique.
BOUSSINES OPRERPETECTE Mécanique physique et expé- PROFESSEURS.................... Rae PICARDIE EEE rec Calcul différentiel et Calcul intégral.
POINGARERE SR C7 Calcul des probabilités, Physique mathématique.
NVES DÉEXGES CR "0e Zoologie, Anatomie, Physiologie comparée.
BONNIERS= 7 Tee Botanique.
DASIRRIE PRET EEE EEE Physiologie, DIMTERS ER Te Chimie.
MUNIER-CHALMAS..... Géologie.
GNRE PR eee Zoologie, Évolution des êtres organisés, MOT RE CA RRRe Astronomie, CÉADIN SERRE nr rer Zoologie, Anatomie, Physio- PROFESSEURS ADJOINTS....... logie comparée.
| RON EP RE Chimie.
PÉLIASE ES RR RrReCnee Physique.
SECRÉTAIRE. .................... FOUSSEREAU.
PARIS, — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS ET FILS, QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 6e
= dei VON II RPR ET NII TP PEN S i-si | on : s :
| CORRE. > Oo Moxsiecr G. DARBOUX,
. rs dr? MEMBRE DE L'INSTITUT.
PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS. A
= a ut L
nn _— Ca
Ace ” 7 = _ Ce = à = rt TE _ ais Hommage de profonde reconnaissance.
| C. MALTÉZOS.
https://archive.org/details/1A41539921 0040
= = 2. = E ù <a - | . nn - = Ze, ; ne — > : À an .
Moxsreur A. CORNU, - Se | : Un | MEMBRE DE L'INSTITUT ET DU BUREAU DES LONGITUDES, De . p _ PROFESSEUR A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE.
he | A = #7"
Hommage de profonde reconnaissance.
CHAPITRE I
Théorie des plaques planes minces.
Il est nécessaire de faire une discussion succincte sur la théorie des plaques planes, car elle nous sera utile quand nous traiterons les enveloppes minces.
C'est Poisson qui a donné, le premier, la théorie de lPéquilibre et du mouvement vibratoire des plaques planes, homogènes et isotropes, en admettant que les forces élastiques et les déformations sont développables en séries convergentes suivant les puissances croissantes de la variable qui donne la distance d’un point quelconque de la plaque à a couche moyenne; en gardant donc les deux premiers termes au plus de ces développements, on arrive aux vraies équations indéfintes.
De Saint-Venant a porté l’objection que cette manière de procéder n'est pas légitime, et que même elle est fausse quand on veut traiter le problème le plus général des plaques planes de contexture quelconque.
M. Basset (!) dit que cette objection ne doit pas arrêter, parce que alors il faudrait former la même objection pour la plupart des investi-
(1) Phiosophical Transactions of the R. Soc. of London, Vol. CLXXXI, p. 435.
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gations physiques, EU il est bien vrai qu'une quantité connue comme fonction de la position peut être développée par la formule de Taylor, excepté le cas de discontinuité qüand on passe d'un point à l’autre. Mais M, Boussinesq avait, par avance, répondu à cette justification de là méthode de Poisson, que, s'il est parfaitement permis de développer les fonctions autour de chaque point, dans une petite partie de leur champ total de variation, qui est iet l'épaisseur de la plaque, il n'en est généralement plus de même quand il s'agit de ce champ tout enlier,
Kivehholf à proposé une autre méthode, qui consiste à admettre que chaque ligne droite, primitivement normale aux couches de la plaque. reste droite et normale sur ces couches après la déformation. Cela parait suffisamment exact quand les plaques sont isotropes, ou encore quand les bases sont des plans de symétrie de contexture, mais elle est Russe quand la contexture de la plaque est quelconque. D'ailleurs. comme l'a montré M. Maurice Lévy, l'hypothèse de Kirchhoff est équivalente à celle de Poisson. M. Gerhing à essayé, sur l'indication de Kirchhof, de traiter sans aucune hypothèse douteuse le problème, en S'appuyant sur des considérations cinématiques, qui, d'après M. Boussinesq, manquent de rigueur ou auraient tout au moins besoin d'être complètées,
Si l’on appelle les composantes des forces élastiques, exercées par unité de surface sur les élêéments menés par un point (+, », =) de la plaque, N,, N,, N,, T,, T, T,, et si la couche moyenne à l’état primiuf, où le plan tangent en ce point à la couche moyenne, après la déformation, est pris pour plan des æy, et la normale à cette couche comme axe des 3, Poisson et Kirchhoff sont arrivés à poser séparément
(1) (T,, Ts) = 0, N=0.
Mais de Saint-Venant, objectant que les eforis tranchanis T,. T, ont un rôle souvent indispensable à considérer, a jugé désirable de prendre comme point de départ de la théorie des hypothèses moins étroites que ces relations (1). Cela n'empèche d'ailleurs nullement de poser celles-ci en première approximation seulement.
M, Boussinesq, de son côté, à donné en 1871 une théorie des plaques planes minces, Ces plaques sont formées de couches sensiblement
planes et parallèles, et dont la contexture constante où assez lentement variable d’un point à l’autre d’une même couche pourra changer rapidement, et même avec discontinuité, d’une couche à ses voisines. Sans aucune hypothèse douteuse, il démontre effectivement les relations (1) en première approximation.
M. Boussinesq y est revenu dans un second Mémoire, paru en 1870, Il conçoit alors la plaque divisée en tronçons sensiblement prismatiques, dont chacun, limité par la surface même du corps et par deux couples de plans parallèles menés à peu près normalement à cette surface, a ses trois dimensions comparables entre elles. Se basant sur Ja lenteur de la variation de l’état physique dans le sens de grandes dimensions de la plaque, et sur ce que les équations de l'équilibre du tronçon donnent alors N, très petit devant (T,, T,) et T,, T, très petits eux-mêmes devant N,, N,, T;, il peut poser, à une seconde approximation, ” de TD AE Na TL
(dx, dy) ; (dzx*, dx dy, dy?)
Oo,
En supposant la contexture du prisme symétrique par rapport au plan æy (ce qui rend N,, N;, N;, T, fonctions linéaires des quatre déformations correspondantes 9,, 0,,0,,g,,, @tT,, T, fonctions linéaires des deux autres déformations £,., g,.), 1l trouve
3 TACRIT SAR F d (0x, dy, 0z, Bzr) Lu (5) A(Z,Y) _ _? (dx?, dx dy, dy?)
etil arrive ainsi aux expressions [NZ C(S 0x +8 07 + Er), (4) 4 Na C(B dx + 6, dy + F5 8zr) ( T;=C(y 0x + y dy FY Ezr)-
11 suppose la contexture telle que le coefficient positif d'élastieité C puisse seul varier d’un feuillet à l’autre, ou que les coefficients 5, 8, ..., y’ soient indépendants de z; et il déduit finalement des dernières relations (3), ainsi que de ces formules (4). d’une part, les expressions, linéaires en z, de 0x, dy, Gr. et, d'autre part, les formules des tractions exercées sur les sections normales de la plaque et celles des couples de flexion ou de torsion qu'elles éprouvent.
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Conditions aux limites. — Les conditions au contour ont été trouvées par Poisson et Cauchy au nombre de trois pour la flexion. Elles découlent des équations définies de l’élasticité qui sont trois.
Kirchhoff, en considérant l'expression du travail des forces élastiques, est arrivé à deux conditions aux limites, qui suffisent. IT était donc nécessaire de parvenir aux mêmes conditions par la méthode directe, sous peine de donner raison à M. Gerhing, avançant que l’emploi de la méthode de Kirchhoff est indispensable dans la théorie de l’élasticité. C’est ce qu'ont fait M. Boussinesq d’une part, et Sir W. Thomson et Tait (*) de l’autre, en se basant, indépendamment l’un des autres, sur les mêmes considérations géométriques.
Voici, en quelques mots, ce qu’a fait M. Boussinesq. Les plaques étant, par exemple, circulaires, sur chaque bande de longueur ds du cylindre contournant agissent les trois forces F, ds, F,ds, F, ds suivant la normale dn à la bande, suivant sa base ds et suivant sa hauteur, plus deux couples, M, ds normal à l’élément ds du contour et M, ds parallèle à la bande même, le troisième couple étant négligeable de l’ordre de ds?. Le couple M, ds peut être supposé composé de deux forces M,, — M, de sens contraires, appliquées le long de deux génératrices qui passent par les extrémités de l’élément ds. Si l’on conçoit une série de bandes contiguës du cylindre contournant séparées par des génératrices infiniment voisines, les couples tels que — M, ds
PA 0 à dM :
seront ainsi remplacés par deux forces — M, et M, + —*; qui auront , LIMIT ME une résultante égale à _ Finalement, on aura, par unité de lon- : dM,
gueur, trois forces F,, F,, FE, + et un couple M..
ds
€ Poisson, dit-1l, ayant négligé de remplacer les couples parallèles au cylindre contournant par des forces dirigées suivant les génératrices...., les a regardés comme représentant un mode d’action distinct, exercé sur chaque bande, ce qui lui à donné une condition de irop. »
(1) Treatise on natural Philosophy. )
CHAPITRE II
Historique des théories des enveloppes solides, minces, et comparaison de la grandeur des vibrations longitudinales et transversales.
On rencontre quelques notions sur le mouvement vibratoire des enveloppes minces dans la Théorie mathématique de l’élasticité des corps solides de Lamé (1852).
Lamé examine les enveloppes cylindriques et sphériques et le timbre hémisphérique. Il finit en ces termes : « On remarquera que les vibrations des timbres sont longitudinales, tandis que celles des cordes, lames, tiges sont transversales. » Cela veut dire que dans les timbres les vibrations longitudinales prédominent. Nous verrons dans la suite que cette assertion est plus que discutable.
En 1874, Aron a appliqué la méthode de Gerhing, pour les plaques planes, à la question des enveloppes. M. A. Love dit que les changements d’axes, quand on passe d’un point à l’autre de la surface moyenne de l'enveloppe, ne sont pas pris en considération dans les calculs; d’où il arrive que les résultats sont faux.
En 1881, Lord Rayleigh, dans un Mémoire intitulé : On the infinitesimal Bending of surfaces of revolution (*), a examiné brièvement la déformation d’une surface de révolution, en admettant qu’une ligne tracée sur cetle surface a la même longueur avant et après la déformation. C’est une hypothèse non seulement loin d’être évidente, mais fausse quand il s’agit des régions près des bords libres où l’extension est sensible. Lord Rayleigh, en y revenant, admet qu’une déformation quelconque entraine toujours l’extension sur les bases, mais qu'on peut supposer la surface moyenne de la cloche (ou feuillet moyen) inextensible.
En 1882, Émile Mathieu a publié un Mémoire Sur le mouvement vibratoire des cloches (Journal de l’École Polytechnique). C’est la pre-
(1) Proceedings of the London Math. Soc., Vol, XHI. M.
Co
1 C. MALTEZOS.
mière théorie générale des cloches après celle d’Aron. Mathieu a fait les mêmes hypothèses que Poisson sur les plaques planes. Donc, tout ce qui à été dit à propos de la théorie de Poisson sur les plaques planes est en vigueur dans le cas actuel.
Les cloches de Mathieu ont une épaisseur variable, quand on s’avance du sommet vers le bord unique; elles sont de révolution, isotropes et homogènes. Comme il y a un potentiel, 1l applique, pour trouver les équations du mouvement vibratoire, la méthode de Kirchhof?, c'est-à-dire qu'il cherche l'expression du travail des forces élastiques, et 1l la trouve de la forme
— p(Aes + Be).
Mathieu dit que, quand une cloche vibre par les coups du battant, les tbrations tangentielles (longitudinales) sont, en général, du même ordre de grandeur que les vibrations normales. Si done on admet cela, on peut, comme a fait M. Mathieu, négliger le terme Be° devant le terme A+. Nous reviendrons là-dessus dans la discussion de la théorie suivante de M. Love, car ce savant a répété la même chose et en a été vivement critiqué par Lord Rayleigh.
M. A. Love a publié, en 1888, dans les Phrosophical Transactions (vol. CEXXIX, p. 491-546), un Mémoire sur le même sujet (*). Il y examine les enveloppes minces, homogènes, isotropes et d'épaisseur constante. La méthode dont il a fait usage est celle de Clebsch ou de Gerhing, et comme M. Boussinesq avait contesté les équations cinématiques de Gerhing, car on y avait négligé quelques dérivées et introduit d'autres du mème ordre de grandeur que les négligées, M. Love a négligé toutes les autres dérivées du même ordre de grandeur. Il est ainsi arrivé pour les enveloppes à des équations incomplètes. Son travail est encore incomplet en ce qu'il ne tient pas compte, quand il passe de la surface moyenne à une couche voisine de l'enveloppe, de la variation de l'aire de l’élément de surface. Il arrive lui aussi, pour l'expression du travail, à la forme
(1) The small free vibrations and deformation of a thin elactiw shell.
e étant l'épaisseur de l'enveloppe. Et comme il lui parait que le terme B'e° est infiniment petit du troisième ordre par rapport au terme A’e, il le néglige; ainsi il peut satisfaire aux conditions aux limites qui sont au nombre de quatre. Le coefficient A’ est fonction des quantités qui donnent l'extension de la surface moyenne, tandis que B’ est fonction non seulement de ces mêmes quantités, mais encore des quantités qui donnent le changement de courbure. M. Love, comme Mathieu, admet que les fonctions qui représentent les changements de courbure et celles qui donnent l'extension sont du même ordre de grandeur.
Cela entrainait une réponse de Lord Rayleigh, dans un Mémoire paru le 1° décembre de la même année (1888), sous le titre : On the bending and vibration of thin elastic shells, especially of cylindrical form. « Quand sur une feuille matérielle mince, dit l’auteur, agissent des pressions, la résistance qu’elle oppose à la flexion (bending) est très petite comparativement à celle qu’elle oppose à l'extension. Il est vrai que la flexion entraine une extension (sauf sur la couche moyenne), mais très petite, et par conséquent on peut, pour la facilité, prendre la lame comme tout à fait inextensible .» Plus loin, Lord Rayleigh s'exprime en ces termes : « À première vue, il paraîtrait curieux comment, de deux termes qui entrent dans l'expression de l'énergie potentielle, l’un, proportionnel à &*, est celui qu'il faut conserver, tandis qu'on néglige l’autre, le proportionnel-à €. La cause est la grande énergie potentielle qui accompagne l'extension. La grandeur comparative du coefficient est contre-balancée par la petitesse de l'extension, au carré de laquelle l'énergie est proportionnelle. » C’est très bien exposé; mais qu'on me permette de dire qu'il ne prouve pas encore que le terme Ac est négligeable devant le terme Be*. Cela peut seulement prouver que les deux termes sont du même ordre de grandeur. En effet, si la flexion est infiniment petite du premier ordre et l’extension du second, B sera de l’ordre de e? et A de l’ordre de e'; donc les deux termes de l'énergie potentielle seront de l’ordre de &°. Ou si l’extension est infiniment petite du premier ordre, tandis que la flexion est finie, À sera de l’ordre de e?, et l'énergie sera proportionnelle à ef. Cette discussion a lieu pour les parties éloignées du bord libre, car tout près de celui-ci les vibrations longitudinales peuvent devenir
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comparables aux vibrations transversales; mais elle ne nous a pas encore permis de choisir entre Ac et Be le terme qu’il faut négliger. Pour pouvoir décider, il fallait recourir à l'expérience. Et d'abord la longue durée de la persistance du son des cloches et enveloppes en général nous apprend, sans aucune autre expérience, que les plus in:portantes des vibrations sont les transversales. Mais on peut faire des expériences sur diverses cloches. En voici deux (‘): versons dans un verre une quantité d'un liquide quelconque, et faisons vibrer le verre par un coup d'archet ou de battant; on voit alors des gouttelettes se précipitant hors de la masse liquide; cette précipitation des gouttelettes, qui était connue de Lamé lui-même, est due aux vibrations normales à la surface de la cloche, ou quasi normales. La surface liquide sera divisée en quatre parties en mouvement, que sépare un espace en croix presque en repos, quand le son rendu par le verre est le son fondamental.
Voici une seconde expérience. Tapissons la face intérieure du verre avec du sable fin et donnons un coup d’archet ou de battant; alors on voit les particules sablonneuses qui étaient massées à la partie inférieure sauter presque verticalement, ce qui montre que les particules de la surtace vibrent normalement.
De toute cette discussion résulte que les vibrations longitudinales des enveloppes sont très petites devant les transversales; mais il n’en résulte pas que le terme Ae soit négligeable devant Be. Il est très probable qu'il en est ainsi la plupart du temps: mais cela n'empêche pas qu'il pourrait exister des cas où le terme Ae est comparable à Be*, et d’autres encore où Be* est négligeable devant Ace (?).
Pour ces raisons, dans les calculs que je ferai plus loin, je considère Ae comparable à Be* et je conserve, par conséquent, les deux termes. Etsi, dans les applications, l'extension est du même ordre de grandeur
(1) Exécutéos par l'éminent savant M. Cornu et moi; elles ont révélé un autre fait très important, le déplacement des lignes nodales, que je discute au Chapitre relatif aux battements des cloches. Ces expériences sont très connues, mais je les décris à cause du déplacement des lignes nodales.
(?) Par exemple, si e augmente, Lout en restant petit (pour que la théorie y soit applicable), la résistance à la flexion va en augmentant etil peut arriver que pour une épaisseur convonable Ae soit comparable à Be.
que la flexion, on négligera les termes multipliés par 2° et on aura des équations plus simples qui seront appelées équations extensionnelles.
Revenons maintenant, pour en finir, à l'historique des théories des enveloppes minces.
En 1890, M. 4. Basset a fait paraitre dans les PAilosophical Transauons (Vol. CLXXXI) un Mémoire sous le titre : On the extension and Jlexure of cylindrical and spherical thin elastic shells. Comme on voit, il n'a traité que la sphère et le cylindre de révolution. En appelant 2 la distance d'un point de l'enveloppe à la surface moyenne, et s'appuyant sur ce qu'on peut toujours exprimer une fonction de € par la formule de Taylor, il trouve
Pour déterminer les coefficients A, A,, À,, il fait l'hypothèse suivante : « Quand les faces de l’enveloppe n’obéissent pas à des forces superficielles, c’est-à-dire à des pressions ou des tractions, N°, T', T!, dans l’intervalle où elles dépendent de & et £’, sont capables de s’exprimer par la forme u, +u,+u,+...+u,+... (u, étant une fonetion homogène et de degré n par rapport à & et #). » C’est donc l'hypothèse de Poisson modifiée.
Le travail de M. Basset a un grand mérite. C’est lui qui le premier 2 introduit dans le calcul la notion de la variation de l'aire de l'élément de surface, quand on passe de la surface moyenne à une autre.
Peu de temps après, M. le professeur Lamb a publié un Mémoire intitulé : On the deformation of an elastic shell (* ). Je citerai à sa place le dernier travail de M. Love, qui est le plus complet fait jusqu’à présent sur les enveloppes, et qui résume celui du professeur Lamb et de M. Basset. M. Love, il y a quelques mois, a publié un 7raité de théorie mathématique de l’élasticité (?), dont les Chapitres XXJ et XXI du Volume II sont consacrés à la théorie générale des enveloppes minces et à ses applications. La méthode suivie est la Cinématique (Gerhing) et les enveloppes traitées sont isotropes, homogènes et d'épaisseur constante.
(1) London Math. Soc. Proc., Vol. XXI; 1890.
(2) À Treatise on the mathematical theorr of elasticity ; 1893.
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On voit, par tout ce qui précède, que le problème des enveloppes quelconques d'épaisseur variable n'a pas été touché. Il est vrai que Mathieu en a fait la théorie pour les cloches de révolution, mais encore les équations qu'il a posées sont les extensionnelles. D'ailleurs la seule de ees théories qui n’est pas basée sur une hypothèse douteuse est la Cinématique, par laquelle n’a été examiné que le cas de l’enveloppe d'épaisseur constante, homogène et isotrope.
Dans ce travail, nous avons voulu donner la théorie des enveloppes solides, minces sans hypothèse douteuse, et nous sommes guidé à cela par la théorie pour les plaques planes de M. Boussinesq.
Nous traitons le problème le plus général possible des enveloppes solides minces, d'épaisseur variable d’une manière continue d'un point à l’autre. Nos enveloppes se constitueront d’une infinité d'enveloppes couches, dont la moyenne à laquelle tout sera rapporté s’appellera la couche moyenne; chaque couche sera homogène, mais la densité variera continüment d’une couche à la couche contiguë.
Des équations générales auxquelles nous parviendrons, on pourra aisément tirer les équations pour les enveloppes homogènes, isotropes, d'épaisseur variable ou constante.
CHAPITRE TE
Équations générales d'élasticité en coordonnées curvilignes. Cas particuliers des enveloppes solides.
Avant d'exposer la théorie de l'équilibre élastique et du mouvement vibratoire des enveloppes, il nous faut trouver les équations générales de l’élasticité en coordonnées curvilignes qui, pour la première fois, ont été données par Lamé (‘). Nous pourrions les poser comme con-
(:) Sur les surfaces isostatiques dans les corps solides homogènes en équilibre d’élasticité (Journal de Liouville, t. VI; 1841).
Lamé admettait l'hypothèse de Poisson et posait À = u —:; c’est ce qu'il appelait le
nues, mais il faut les trouver, d’ailleurs très brièvement, par la méthode analytique en suivant une autre marche que celle de Lamé, car les formules que nous rencontrerons nous seront ailleurs nécessaires. Après, nous supposerons l'origine mobile sur la surface moyenne de l'enveloppe et nous formerons ainsi les équations générales spéciales au cas de l’enveloppe, non connues, je pense, en toute leur généralité.
Notions des coordonnées curvilignes, ete. — Considérons un triple système de surfaces orthogonales et soient
(1) (2, 7,2) = p, fi(x,7,2)= 9, f1(2,9, 3) = pa
les équations de ces surfaces, p, p;, p, désignant des paramètres variables. Tout point de l’espace défini par les coordonnées x, y, z peut être aussi défini par p, p1, p: qui s'appellent ses coordonnées curvilignes. Soient s l'arc suivant lequel se coupent deux surfaces p;, p,; de même, s, l’arc d’intersection de deux surfaces p, p:, enfin s, celui d'intersection de deux surfaces p, p: qui passent par un point de l'espace P.
En posant
: ARE Re dp:\2= RE tue) QC ALES ORNE.
(2) DE terre DE)=R = DE) ==
on a
(3) ds — _ Hd, dn=
doi . ds: = do2 — H: do; hi le
et, si r4, désigne le rayon de courbure principale de la surface p, suivant l'arc s, (où Æ et l sont deux des nombres o, 1, 2 pris inégaux), on trouve
1 A; dhy 1 dHz 3 dhz 1 dHy
re he do Habe dpe he ds He ds
Le rayon de courbure est dirigé dans le sens où p et s augmentent.
coefficient d’élasticité, tandis qu'on désigne maintenant par ce nom l'expression
FH OlE2R), Le À1+u ?
u mesure l’élasticité de forme et on le désigne par le nom de coefficient de rigidité; el À mesure la résistance au changement de volume et prend le nom de coefficient de fluidité.
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Menons maintenant par le point P les tangentes Px', Py', P:' aux courbes s, 81; 82, et prenons-les pour nouveaux axes de coordonnées rectilignes. Alors les forces élastiques, dilatations et glissements, suivant ces axes, seront accentuées.
On à les relations connues
CE ANNMERRE EE Rae RS SEE ne
L= did + be dy + C'dz + Es gy'a + Je La'z + K'sSx'y' (0);
Les coefficients qui y entrent sont variables d’un point à l’autre quand le corps est hétérogène. Dans le cas d’un corps isotrope, ces coefficients se réduisent à deux, À et u. En effet, on a alors | (6) Ce d'= Vie dENrU, J=e=té = k et les autres coefficients sont nuls.
En désignant par R, R;, R, les projections sur les axes x’, y’, 3° du dépla-
5 P JA cement du point P, qui résulte de la déformation, on aura les formules
du’ dR R: Ra DR SEE dx ds roi ro2 do dRi R; R (7) Ge DT Te
da’ dl; R R:
Te Az dis T20 To1
et
du dR Le Ri du" dR Ro
dy” sn dsi 76e Ge us ds 30
do' dR; R do' dR; R2 8s — = — — = ——— = (E) dx’ ds #3 For dz' dS2 F ae
dw' _ dR: s R dw' _ dR: R;
GER GR Pas Ts re avec (9) Pare du do’ RAC do’ dw' u __dw’ du!
9 CRT ET SR 7 SEE Ci OA
(1) De ces trente-six coefficients, les vingt et un sont distincts, et l’on a
DC C —= 3, Ce —= 3, f = y, ER; C1 = Lo, e = D, fi — 0; ki = bs, Co = 3,
fac ki = C5, fie k3= 65, = e
Equations indéfinies d'équilibre d'élasticité en coordonnées curvilignes. — Elles sont, en coordonnées rectilignes,
_ : GE = _ Æ Die, dTs ANe dT:
Fr dy PAT dT; aT; dN3
re mL d É DES + DC = o.
DB
Pour les transformer en coordonnées curvilignes, on à
d d do d do: d do»
dx — do dx à doi dx do, dx 4
LS
formule qui, par les relations concentrées,
do $ do:
= (4%, 8, r)z, er ru
do 2
Hem ei aol
d(æ, 7,2) devient la première des suivantes
(II re es d(x, Y,23)
d d d = Y)h — œ Y1) 1 =— (a, Bo, Ya) 2 —.
(a, 6, PRE 1 Bi, Y1) ? doi ( 2 B, {2 ) ? doi Les quantités (x, B, y), (œ:, Bi, 71), (2, Ba, y2) Sont les cosinus des angles que font les axes mobiles x’, y', s' (tangents aux arcs s, s,, s,) avec les axes fixes x; 7,7.
Si les projections des forces extérieures sur les axes de x’, y',s'sont F, F,;,
F,, on aura | A = aF + ai F1 + a2 Fo,
(12) B = BF + BiFi+ Pr, | CEE ARS 2e
Les composantes N, T seront exprimées en fonctions de nouvelles N', T' par les formules de transformation
y Ni a Ni + a?N,+aiN, +oauT, +oauT,+2u2T,
Na BEN + PIN + BEN + 26BiT, + 2BB2T; +26:62T:,
; Na= Ni + VEN + VINS + 2YY1 T3 + 22 To + 2Y1Y2Ts, D Nm BYyNS + BivaNe + BaveNS + (Brit Bay )Ts + (Bret Bey) Ta + (Bava+ Bin) TA, T= ayNi + my: N°, + aa Ns + (ayi + 4 Y)T3 + (aÿa + 22 Y) To + (as ye + &>Y1) T, Ts = 28 Ni + a Bio + a Ba NN + (af + 16) Ts + (aBe + a2B) To + (a+ a$:)T.
En multipliant les équations (10) respectivement par «, B, y et les ajoutant, M. 4
C. MALTÉZOS
et en tenant compte des relations (11), (12) et (13) et des formules bien
connues
(13 bis) Ju . < Vo 4
on arrive à l'équation suivante
2e _ ie [a (SE | se +y nn (agE pe dE Nan (3 a de F- & n gi) NA (29% a ie a)
ri [a (a +8 ent) nu +R + nt )]
nan) 8 (aa nt]
— T7 | > À (a _ ae hs (a _ _ na LCL a )| DR — 0:
Nous avons un système triplorthogonal de surfaces qui se rencontrent en P. Donnons au paramètre o un accroissement do; alors la courbe Ps; viendra en P's'; supposons que les deux tangentes Py', P'y", qui sont normales à la surface 9, aux points P et P', se rencontrent en un point O. La différence entre OP et OP’, est infiniment petite d'ordre supérieur à 1. Projetons les trois côtés du triangle ainsi obtenu POP‘ sur l'axe des x, et écrivons leur somme égale à zéro. On aura ainsi
(ay— 25) — à ds = 0;
(15) or , da; = d ; ds done la relation (15) devient da;
x ds — Lu 4 ES ds = 0 ds
ou la première des suivantes
d8 { di
: da:
(16) L —— Toi —— » B—=—r = To T0 Us : ARE . “Æ
et d'autres analogues.
Pour établir la relation (15), nous avons admis que les deux perpendiculaires Py', P'y" à la surface o, se rencontrent en un point 0. Pour le démontrer, on sait que, dans un système triplorthogonal, les intersections d’une surface d'un quelconque des trois systèmes par les surfaces de deux autres
sont les lignes de courbure de cette surface.
aN; A4 CA Er ) , NE N; (2 I ) À (+ [ 1e has _ —| — — — + = —|— + —)T;, — = + DE — 0, ARC re doi re do2 710 d T20 Le r10 l20 ro2 UE “ rot or :
aT: A @ er ei (E =) en + En (à 1 je T,+DF;,= 0 do do: do: ro1 To1 To T'a1 ro2 12 T20
ae y Tip, dNs Ni Ni (CE re 2 AMUnEE ET DE do dei do: To2 12 ro2 r12 ro1 Pa1 710 Pa0 /
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Or les perpendiculaires élevées des points de chaque ligne de courbure. d’une surface constituent une surface développable. Donc les deux perpendiculaires se rencontrent en un point.
Il y a exception quand l’arête de rebroussement est rejetée à l'infini, c’est-
à-dire quand la surface développable est cylindrique. Dans ce cas &, ne
varie pas d’une normale à
rive, il faut ou que la ligne
, da l’autre et — ds
s soit une ligne droite et alors r,,—, ou que cette
ligne s n’est pas droite et alors la surface 1 doit être un plan, et dans ce cas
CRCOrCEr:— co; done, dans
les deux cas, l'équation (15) ou les relations (16)
sont satisfaites identiquement.
Les relations (16) nous donnent d(a«i, Bi, Y1) Le œ, 6, ï d(», B>, #2) … de, 6, Y d = ? k l= ; #e 101 ds To2 (17) {hi UE a Put, CE Bo. Y2) ___ ©, Bo dpi 710 ' doi 12 d(«, , re) a, Bo, V2 d(@, B:, RS GI Bo, 2 la TE te Para à ho e s \ p2 HT) do: rai
D'autre part, une des
relations (13 bis) nous donne
} ( da ” du: ra, das He Dee da da: ” et, en y substituant les valeurs de k ae rs on a la première des suivantes VA d(«, 8, _ Li) B:, Y1 ae Œ;, B>, V2, do To1 To d(æ, 8, V1) = 2, B>, 2 a; 8, ÿ ES, AU doi é T2 E 0 Te Bo, 2) LANCE 8, né Li; Bi, né do T20 Toi
En substituant ces valeurs vantes
à l'équation (14), on trouve la première des sui-
— 0; d'autre part, pour que cela ar-
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qui sont les équations d'équilibre d’élasticité en coordonnées curvilignes. Les équations du mouvement vibratoire s’obtiennent de ces équations en remplacant DF, DF,, DEF, par
dÆR dR; dR:
À qe A TRES Cas d’une enveloppe solide mince. — Les équations (19) impliquent
que l'origine mobile des coordonnées peut se mouvoir dans tout le volume du corps.
Soit maintenant, comme corps solide, une enveloppe mince, constituée par des feuillets appartenant à la famille des surfaces 2,: les deux faces seront données par les équations
Pa=—"1), D avec Te 1 — UT
1, 1, n’ étant des constantes, et supposons que l’origine ne puisse pas sortir de la surface moyenne. Pour cette surface (2, —0), les deux lignes de courbure sont désignées par s° et s°, et À et , se réduisent à 2° et k°. Si nous choisissons l'enveloppe telle que chaque point du feuillet moyen se trouve à égale distance (en arc s,) de deux faces de l'enveloppe et si les feuillets, qui remplissent l’espace entre chaque face et la surface moyenne ainsi définie, sont disposés de facon que, quand on passe de l’un à l’autre, », change uniformément, alors do; ds; celui de la matière homogène). Les courbures de la surface moyenne et de deux autres surfaces qui passent perpendiculairement à l'un de ses points, pris au point même, seront désignées par ay, (*).
Prenons maintenant le point P sur la surface moyenne et construisons-y un parallélépipède curviligne de base (ds°, ds° ) et de hauteur s,
— }, sera indépendant de 2, (comme cas particulier on peut citer
(1) On ne peut pas toujours trouver deux systèmes (2 et p,) de surfaces orthozonaux entre eux et au système p2. Mais alors on peut tracer les lignes de courbure s* et s? sur la surface moyenne et mener les normales à cette surface qui, vu la petitesse du champ d'existence de ces surfaces, peuvent être censées normales à ces surfaces: alors les axes seront les deux tangentes aux arcs sç et s{(x', y') et la petite normale (z’). Quand Fépaisseur n’est pas trop faible, on peut préférer une autre manière de procéder. On tracera les lignes de courbure s et s, et les trajectoires orthogonales des surfaces 2: les tangentes en chaque point à ces trois lignes seront les axes (z', y’, z').
LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES. LES CLOCHES. 20 (qui est très petite). Du point Q menons l'arc parallèle à PP’ et du point P' l'arc parallèle à PQ; on aura QQ'— PP'= QQ'— QN— M'0Q à un infiniment petit d'ordre supérieur.
Or les triangles curvilignes M’P/Q' et HP'M sont semblables, comme
rectangles en Q'et M, et l’on a
M'Q'__P'Q' P'Q' MH PM PQ’
d'où PO!
ds, — ds? = MH PQ
En menant les cordes QP et MP’ (ég. 1), dont les différences avec
les ares correspondants sont des infiniment petits du troisième ordre par rapport à l'arc, on trouve
MH — — ds9s,a,, et de même PQ À)
— 1 dsf.
Donc, finalement,
(20) ds, = ds? (1— a,352),
ét, de même,
(21) ds = ds (1 — A9» 55).
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Si done on veut ramener les forces agissant sur des faces infiniment petites ds ds,, ds, ds, aux faces agissant sur ds° ds,, ds’ ds,, 11 faut multiplier les forces suivant l’axe des +’ par (1 — a,,s,), celles suivant l’axe de y’ par (1 — a,,s,) et celles suivant l’axe de z’ par l’unité.
Les équations ainsi obtenues, multipliées par dp, et intégrées de — n° à p», sont
NT
Fe d Pa EN D en More a fans deee 2 [TR 0 an de
SE Lrecee a20) Ni(1 — &3252) + &i0N3(1 — Ao2$2) en RoN Ti ie) — (@a + Go) Ts — Qo1 T3 (1 — 1952) — (oi + Qi) T,(1— Qo2$2) + DEF] dp =—T;,/,
d p2 ’ d pe o ds? il T3 (1 — 282) dos + a No(1— Qo2$9) dp»
y SJ 7
P2 (22 ; \ Nr Sa ll Lao Nil — &io82) — (@o1 + A1) No (1 — Go252) Le —"!
+ ai N° — (10 + @20) T, (t — 282) — 0 Ta (1 — Gp282) — ao Ti(1 — A2 >) == (92 + &y2)T', SE DF;] do = — ile LES d GE ! d fa 1 7 JT — Gas) de il Ti 40252) dés —" —" @2 , An il [&oo N'(1— Gi952) + Go N°, (1— @o259) | — (Goo + Qe )N3— Qo1 Ti —(Goi + Qo1) Ti(1 — 5202) | = (10 + &20) 1 a: En &1252) = a>0T, Te DF;] dp> —— N° ha. Si l’ toc . da : x Te Si l’on intègre la formule ds, — Ne depuis p,— 0 à p,, comme , est indépendant de p;,, on aura È (23) ter
qu'il faut introduire dans les équations (22). Les courbures qui y entrent ne peuvent pas devenir infinies; d'autre part, les dérivées en s° et s° des N!, N!, T', et les termes DF, DF,, DEF, sont du même ordre de grandeur que N;, N;, T;, tandis que les dérivées de T;, T, sont comparables à T', T!. D'où il résulte que, vu la petitesse des limites de l'intégration, T!, T,, N° sont très
UE
LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES. LES CLOCHES, 2277 petits par rapport à N°, N,, T,. On peut donc poser, en première approximation,
(24) : (Ts 2 \3)= 0.
Il est à remarquer que, dans le cas des enveloppes courbes, T,, T,, N, sont du même ordre de petitesse, tandis que, dans les plaques planes, N, était infiniment petit d'ordre plus élevé que T!, T,.
Méthode géométrique. — Nous allons retrouver les équations élastiques en supposant l'origine mobile sur la surface moyenne, par une marche géomé-
trique qui est plus simple et claire.
En prenant, dans la figure ci-dessus, toutes les dimensions comparables (c'est-à-dire ds, au lieu de s,), on aura
aire AA'BB' — ds, _— dosis{i — (49 + G29) d59 ], aire A'B'O'P'= ds, = dsga[1 — (201 + 421) ds ]. aire BB'QQ' = d5°,, = dsgs[1 — (492 + 432) ds» |.
Les forces élastiques suivant une bande limitée par les deux faces de l'enveloppe dont les équations, comme on a vu, sont 6, —=— 1, 2, — 1", sur les faces do:, do et d55, et suivant les axes de x’, y', z', sont
nr” (25) P: = Ê Ni(1— 43252) doa, Q= f T;,(1— 43952) do, '— [ T1 — 5283) ds,
1 er 74
u' L'a 1 (25 bis) Q>— [ T;,(1— 45252) do», P— f N,(1 — 49252) do, Vs — f T(1 — dys83) ds», _y =
Lu j (51e) [ Move, [ T, de, [ N°, da.
Pour former les équations d'équilibre élastique, il faut égaler à zéro séparément les projections de toutes les forces élastiques sollicitant le parallélépipède curviligne suivant les axes des z', y’, z'. Les faces correspondant 4 ds: et ds',, donnent sur l’axe des z'
dP PR cos(s8.s) . cos(s,. 5j ce (26) (P,< 2%) ds, — Pi dise + [os VE | ds dsi ds,
les faces ds: et ds,,
qd cos(s,s°) , <os(5,. 8) Te ds? ) di63— Qs dur + | Pr — Te — + Ve rc ds dsŸ ds. |
(26 bis) (o:+
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Enfin, les faces do,,, do, sont situées sur les deux faces mêmes de l’enveloppe; elles donnent, par conséquent, zéro par hypothèse ou, plus généralement, sur l’une des faces la pression est nulle et sur l’autre ñ,;, ñ,, ñ:. D'autre part, cos(s',s) est le cosinus de l’angle que fait la tangente à l'arc s, ou P,:, avec la tangente à l’arc s°; or, les cosinus directeurs de P,:, par
rapport aux axes fixes, sont &, B, y, et ceux de la tangente à l'arc s; sont
3 + ds, Bi + ss ds, Je _ ds. On obtient de la sorte
_ cos(s1,5) _ x _. ras (7? ds ds re arr
ou, en vertu des relations (17) et (18), la première des équations suivantes :
COS ES) I Cos(S,,5) 1 COS CA 62) — , = — = ,— , ds roi ds ro2 : ds» P2] COS CAES) ï cos(s,,s) 1 Cos(s, sa) 1 CD a ; = —;, ds; r10 dS2 T20 ds; T2
Cos(s2,s) à: cos(s:,s) __ COS(51, 52) ve ds: dSs2 ds
En prenant la dérivée de la formule aa + PB: + T0, par rapport à s et en tenant compte de (27), on trouve
cos(si,s) ES Cos(s", 51)
ds ds
D'où la formule générale COS( 5%, 57) + COS(S7, 5x) = 0.
Si l’on substitue dans les expressions (26) et (26 bis), elles deviennent
dP ï É — (&0+ @20) Pi — a Qi ao Vi] ds ds? ds3,
dQ:
ee — (21 + Qo1)Q2 + ao, | ds° ds? ds.
led le a
On aura donc la première des équations suivantes
| dP1 dQ: F .
Dr TA NE TC ÈS (10 + @20)E 1 + 10 Pa — &y1 Qi — (&o1 + Gi) Q ds ds{ V2 1" — A2 Vi + Ty + j DF do: = 0, Cr
dQ1 dP; 5 AT + &nl 1— (@o1 + Qu) Pa —(@10 + &20) Qi — 10 Q2 Ë s1
(29) « ” — AVi+rTy+ DPF do: = 0, "1 dV; dVa . - PAT + ds (&io + &@20 ) V1 — (&@oi + Q21) Vo + @02P: " | + A2 Po + TT + { DF:'do>—0;,
qui sont les équations (22), où la limite supérieure 9, des intégrales est remplacée par n”.
CHAPITRE IV
Équations exprimant l'équilibre élastique et le mouvement vibratoire d'une enveloppe solide mince en fonction des déplacements des points de la surface moyenne, quand lesdits déplacements sont très petits.
J'admettrai que, avant la déformation, l'enveloppe n’est soumise qu’à la pression atmosphérique dont on peut faire abstraction. Pendant la déformation, nous supposons, pour le moment, que l’une des faces est exempte de toute pression, l’autre obéissant à des pressions quelconques, ainsi que les bords. L’épaisseur de l’enveloppe est égale à 2e, qui sera fonction de p et p, ('}.
ÿ étant une fonction de z’, finie et continue, ainsi que ses deux premières dérivées dans l’espace — e£z’£e, on aura, si la troisième
(1) D'après ce que nous avons vu au Chapitre précédent, on peut prendre r"= =". C’est ce que nous ferons dans la suite.
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dérivée est finie et bien déterminée,
*dF — VE — _, dE ce dE I Res 8 0 a:
de D CN 7AEME M PR Co per 0.
10 HE er ds! a dz! 0 ar dz'? F4 0 É ds" 4
NOTE à
És} 11
En substituant, on tire -12 2 es pour UN 4 PRES L deb; 2 dz 2), ë
Ds SFR s (PE ; ù et, st R'est comparable à (2) ou à (Ta) » comme z’ est infiniment La 0 \ LA 0
petit du premier ordre, on peut prendre
SIN T2 (1) F=R+:(9) + F
Cela posé, si l'on fait F =R ou R, ou R, etz — p, — 5,2, , n'étant pas fonction de 2,, on aura
1 0 M Ti NiRere (: ds; se R —= R TT So ( a) Te . : de. ) D TE
4 TR f \o0 2 Reis (T) + Ë =
\ ds:
dR,\° hr Es se (‘ze ie = 2 1 92 a) ï Fe : ds, +70
Or les relations (71, 8IIT, ol) et d’autres régissant les rotations noyennes nous montrent que (Æ)", (4) des élé s dé moyennes nous montrent que (7) ; (7) sont des éléments dépen-
dant des glissements et rotations moyennes de la surface moyenne,
, x s ? Z y 4 c'est-à-dire du changement de courbure, tandis que (Se) ne dépend S2
que de la dilatation ou extension de la surface moyenne. Les dérivées
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supérieures deR,h,,B, par rapport 2e, dépendent linéairement de V'extension et du changement de courbure: donc À et B sont comparables à d 4% dh € PA + #
(A) et Ca\ Jet l'on peut les négliger. On trouve ainsi 4 J 244 LA e CLIC ( . du) n=m+s(7) +512),
Remarque. — On remarquera d'abord queles expressions (2) seraient les mêmes si nous admettions l'hypothése de Poisson et si nous développions les forces élastiques suivant Ja plus petite ordonnée en s’arrétant au second terme. En effet, B,h,,R, syant cette forme, d,,d,,g,, aurontla méme forme et d,,4,,,4,, aussi avec deux termes seulement, et comme N etT sont fonctions linéaires et homogènes des trois dilatations et trois glissements, N et T seront de Ja méme forme avec deux termes seulement.
On remarquera ensuite que, sans nous en douter, nous avons fait une hypothèse qui consiste 3 admettre que les fonctions R,R.. R, sont finies et continues, ainsi que leurs deux premieres dérivées, dans l'espace — 2£5,Ze; voici comment on peut la justifier : quand 6n passe d’une couche 3 la couche contigué, comme la densité varie d'une maniere continue, les déplacements des deux couches enveloppes de part et d'autre de la surface idéale de séparation sont presque les mêmes, ainsi que les dilatations et les glissements. De plus, nous avOnS supposé que la troisieme dérivée par rapport 2 s, est finie et bien déterminée; pour sous convaincre sur ce point, il suffira de remarquer que les troisiemes dérivées seront, comme on le verra par la suite, fonctions des premieres et secondes dérivées par rapport 2 5, s, ets, et des troisièmes par rapport 25 ets.
D'ailleurs toutes les hypothèses sur les plaques ou sur les cloches
ESS
nn
32 C. MALTÉZOS.
[ Poisson, Kirchhoff, (Cinématique), Boussinesq] contiennent, implicitement ce que nous avons exposé et admis.
Première approximation. Équations extensionnelles. — En première approximation nous poserons (3) (Ti, To, N3) = 0;
et nous retiendrons dans les développements (2) les deux premiers termes.
On peut admettre que les coefficients qui entrent dans les expressions de N°, N,, T, sont proportionnels à une fonction # positive de p,, et l’on aura
N =. Let R, ee) 2 (Te RER ) +e (re CR _ R; Ë R
SORT MT: ds; Ti Ts ds; ds Pas
Ni 4 si R; si r En R\,pfR Ro R ds; ds T0
ds Fr Pré ds; Te Er: Toi
= [a R, RE e. (ones R, So | 4e AR RANR
re : ° ; ESS ds on ep ds, Pie | PRG ds, ds Po Cha
En désignant par #, la valeur moyenne de # suivant une ligne normale s, dont les deux extrémités aboutissent aux faces de l’enveloppe et dont la longueur est égale à 2e, on aura
" (52 oh kde, =2kin; —"
En assimilant cette normale à une ligne matérielle de densité linéaire k, les centres de gravité de toutes ces lignes constituent la surface moyenne.
On a de même
+" (6) [Fed o, —"
car le centre de gravité est au point p,— o (sur la surface moyenne). On rencontrera dans la suite
n : 2 K,°n° 5 Lo — 1 (7) A p> dps :
et les suivantes Pa Ps (8) P(p2) = | k dos, ae) = [ K 02 dpa, L2 —" —"
qui s’annulent pour p,;——"1 et dont la première devient, pour P2 = N, égale à 24,n et la seconde à zéro.
Les surfaces coordonnées étant connues par leurs équations, k et k, seront fonctions de o, finies et continues, et comme k, n’est fonction que de p et p1, on pourra mettre
TENTE Le dh\unpi fs, AN RAI F (rs me) he RÈ RES
PR Re dh En SERA CL NS) Ee RTS. PNG TAS ET
JRN ESS ATAURN ds, ds, 7e) sur
ou
et
et comme, d’après les formules (4, I),
dh TRrNR,
Rs =.
ds» Ha ds) ip
I I se db; Êra » LIRE Tres _) ds: ds en ds, a Too é ds; ds3 < ds, ri2/°
et si l’on pose
I 0 1 0 ” d — d — NT À RO) ES p d ET Q ES _n (9) l'El AH ds, RE ds» ds ne
on aura
VD = A° ELEC, bus) À |:
| REA Le Li auss+ (at, + EI De (4, IT) et de (10), on tire
Es b Te (11) ni Use ARC nee CC T'Rt 2
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Nous verrons plus loin comment on peut exprimer 6, c4, en fonction des ay.
LOUE ; dos Ÿ ’
En intégrant la formule ds, = =; de —n à + par rapport à de,
et de — € à +e en ds,, on trouve rigoureusement
nn (12) ho à Maintenant, posons
Etre AC 1R°
(9%, JV), C3) — (es Ens D (Tr — cuR?— au) #1: IR?
(13) ( M dy R° se
ei (710 ET + + aoRf + ant),
dR dR° ARS (An Ta) CCE) Le (Fe ) F dos 7 20 () = 0 1R; dR, dR,\° — an (FR) - D62 RS — Goo (a) |
te _d di 9 dr? dR; ES (ÈE tre ee _. + die ds TT Ai ds, — bi R°
3 bi dR, ‘dR\° (13 bis) trs () — bi9R° — ag) | S9 > CIO TR dR° dR d {dR,\° 1m (GS 0) Len ( ie DE UE) ds" (Re) + ds, (à)
dR° dk, \° + oo FA — 20 (Fe) TI É 2
dR, \° dR + io En) + brie an(ge) |
Alors les équations (4) deviennent Ni — IC, + # Up», ls ! or Na (14) No = AM + KT ps,
Te, +rEp.
lo
En première approximation, les binomes, multipliant les forces N’, T’ dans les équations (22, LIT), se réduisent à l'unité. En multipliant donc les équations (14) par de, et les intégrant, LE eo dpx = 9 (02) 90 + gu(p)
Re rs
) ET = lz :.
[Tdi o(e)e + qe) 25
et, comme %,, %,, &, ne contiennent que les extensions de la surface moyenne, on peut, dans ce qui va suivre, les négliger devant n,,n,,4, dans un même coefficient d’une fonction de o..
En négligeant, dans (22, IT), T,, T,, N,, et intégrant, on trouve
En o(0o,) | dY d&: * | — T, — Pie) É pe (io 20) Vi + 19 02— (2 A1 + A) | 2 * 1 Dar dt ni ie JE Ti (Gio+ 2420) R1 + iof2 —2(4n+ A2) “|+7 4 DF dp:, 2 0 1 CS) PdE. 4% é : ù (19) — FT, — FE É + + Le oi JV: (oi + 21) V2 D TA 2 0 1 p2 DA (Oo HET dns 3 + - | o Ton + doi 7 — (Go + 221) 2 = 2(@10+ aa) | —+ IL DF, do, 2 : 4 _ p:
Je 9 _ = Q1(P»2 — N,— _—_ (92 M3 + A2 M2) + + (Goal + Gao) + 7 f DF, do. L 2 2 :
2 2 —"1 Faisons dans ces relations s, = n, et rappelons dus pour 2 = 1, T', T,, N, deviennent égales à des forces données £,,, &, £,3; nous er, erons ainsi les équations extensionnelles de l’équilibre élastique dYC, dE; Pa ds) (ie + Mao) DVi+ M0 90 a 1e de à DE do; —0, 1e, dk e . en 2: _ (16) Pr Fed pie LE SSCETR LEE Le BD
= _ Ez do2 1 + A2 902 + =
NE
+ f DF, dpy—0;
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et les relations (15) deviennent
& o,(22) Fan dt i nt LÉ — Zi (02) (a + À — (ar + 2 Gve) Ni + role — 9 (Qu + aa |
= SN ” a ù Pa = L ï à : Re $ (22) ) x PTE [/ DF do, — LÉ (l DE des À
LES
, —“e,(ns} [dt dn | =: te (a RS + Gr — (au + Ru) a — 2 (@ro + An) ts
ki ds 074 + (17) \ É 2 AR ; ; Ev i DRE o(es) à — g(n) = + = do, — = DEF do, |, 7 (ex) 2kn Qi LUN FR DS akn 14 ; | GE N, — ep) Cas R + rss) S | :
tes ES pe __ ®(es) [ )E, d | Hi F();E TR je DErées ain JL, ni .
On obtiendra les équations du mouvement vibratoire, en remplaçant
Œ(R, R;,, R) F, F,,F, par — nn d
Par la seconde des relations (8), on à
ans les équations (16).
à peu près,
_ Kei— n° = :
D2e) = | & fe dos ou encore (x8) ete) = APT, et, de même, 2(9:) — &,(2:+ n) plus quelque chose de négligeable,
gs 2e) =.
DFda—=(o;+n)(DF) + ——) = JE > ( ? . ( Q dss . a he at ë { DF do; — 2n(DF),+ infiniment petit d'ordre supérieur à à.
On aura donc finalement
Ÿ ù I DO+û. oo —" Tir — Er + AS 2 a A y bi Le + Per n, Re LE a !
or ñ" à ne a À L* à i à ès u _ LD ÈnN pi — n° N=-Æ En y!
ape
avec dn dt 1DF\°7 72 il 3 (e Ta — Ch — 2 er EE EE è É ds (Gi0 + 290) 1 + Mio lo — 2( Go + As ) La + ( ) l ” dt; dns dDF,)\° (19) { T1—=— É —+- ds un (oi + 2 Any) lo — 2(d0—+ Go) La + (: +7 | | EE dDE,\ :
EE RATE NL mt 2 VU Von | per rm Ë \ S9
… Dans ce qui va suivre, nous supposerons les forces £,,, &,, £.: nulles (ou des infiniment petits du troisième ordre) (!}, et l’on aura
M. Love a admis, dans le cas de l'enveloppe isotrope, homogène et d'épaisseur constante, N° proportionnelle à z'? (la petite ordonnée), mais 1} n’a pas réussi à trouver les expressions correspondantes à (19) dans ce cas particulier.
Avant de passer à la seconde approximation, il est bon de voir ce que deviennent les équations extensionnelles, quand l'enveloppe est isotrope, homogène, de révolution et d'épaisseur variable suivant la latitude seulement (Cloches).
A cause de l’isotropie, k, &, vaudront l'unité,
M=2pGrE), Ci ir 2 UE,
(21) Si =ËÈ=é—=0, = p.
Les coordonnées seront r, ®, d, et avec les notations de Mathieu on aura
[ I I I tan 1 I I I I I e —— , == EE, — ru = ne — D ( 712 2 710 r To2 7 F20 7 ro1 T'21 2) : I | ds = 70 do ds? = n° cosvo dd RE 5e RP ? o is P à : Il COS Po
(1) D'ailleurs il est nécessaire de poser Ex", Éy' sr =O,
pour la légitimité même des équations (3).
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Dans ce cas, s n'est fonction que de p, done
S d(-) bi $ (a | \ ds l 22 OS) ; - ré ; n d? sde ro el \ d(neos®) Loue tango.
À COS ® rad? run ñ
en posant NV, NW, 6,2 RU, et en remplaçant ces quantités dans les équations du mouvement vibratoire qui dérivent des (16), et en effaçant les indices communs 0, on à
1 d(Vsncos») dU _ D @R LU + =, + WsSing — RCOSY - —— — 0, sr d? du à Uu dû S) ll d(Us n COS, a U sin ne La] æR, À x | un + | sin & COS D — —— — 0, à sr do dy à ‘un dû | V W Dæ@R vd t : = 0, Fr On nn dû
qui sont les équations (f) de Mathieu (Heémorre sur les Clockhes). Si l'enveloppe homogène isotrope n'est pas de révolution, mais qu'elle soit d'épaisseur constante, À, est constante, et l’on aura
et les équations du mouvement vibratoire
dv, L TAN | ds as?
* des ds (24 ) et \ ds as!
æ » # æ&R° - io (Jo Ms) — 2 Qui Es = D- —) dt?
» "= æR!° + A! (NN, — D6,) DAC [ON — D . : »
ad&® = ns RS ane JG: k Aa Are D _—) à : dt?
qui sont les mêmes que les équations (36) de M, Love,
Seconde approximation. — Nous prendrons maintenant pour T., TN, les valeurs (20), et nous retiendrons les trois termes (2): alors,
au lieu des formules (4), on aura
! ! ! | LAN À 1/2 [2 S22 N; —k | cz ae oi de (4 Sax) Nu) cts a Te + av 3) - l
se | (25) FINS Era Une Che mou ee Lite AV
a o DT os ae Eatse (Br + Be BE,
les « et $ étant en général fonctions de p, p,, po. Din CONS Oops, drag = 6 — "0 —060"—"0, æ”— à; — 2E. Posons
Hibbes cl Ci or (s ue Te 1 d a) Re d er
| GS NASA: dir ds, DAS ANT " | dk \° dR° dR, \° | ess ] EU ue L Dos) ds CoiR} 2 Doi (a )
d dR;\° Dr an d dR,\° au (4e den Nosca his 716 Ps, 2
an on (ne, d dk; \ : (Re dR; Re d' (CR) re ds? \ ds, ) CNE ni ds 5 dR ; dR° dB, —ranan(te) + (ai a+ (Te le C2 R° bg) |
d daR,\° dR \° d dR\°.
ie as Ée Joue (Te) ui, a 4.) |
He a d_dR PES Ga
+ (6615 6 1 (æ ds, AU ds. | Das ds
/dR\° : dR° d d dk, — 2j2 oi (a) + (af: + 2) ds ds ds, ds,
d dR\° d [dR\° san (2 >) RS ee |
dR — dR° dR; \° = (ES JE (CEE EE ds à + C0 R° +t(o)
d dB, ‘dR\° d Di + au (ge 0. + a R?+ 2 bu (9) te.
Par les relations (13), (13 bis) et (26), les formules
{ | N'—AXR,
En remplaçant les
Ce
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(23) deviennent
22 Ko r > re + An? Rire + ar + v)
p ko?
ET D trs. —- e ER Ee, -Am Hope Per mt Rte 2 vs)
2 re:
0, Ke?, + ns RS.
FAT Ep ts tre rte vs)
» hs 5
Es
valeurs (20) et (27) dans les expressions (29,
Ch. HIT) et (25 rs, Ch. HIT), È
| Pr — 2kinI, +
P— 24,NnI0 + Er
” ï + — ÆE(az, + el SO
PET
She (1 2) ; r v.r,,%
+2Æ 0 Eaz, +a'r;+a"x; )oide,
(Vs — 2@y2 73)
RiTs + 2 V5) DS de,
k, T° Q=2knE; + 372 (T5 — 24zt:) . ñ | + —- ÆE(BSz, + S5'<=5 6'y )o2 de.
| 2 }°? \i 1 : 2 s*'i2 - (28) \ ir Æ, 1° DE LOUP :
Q:= 240€, = 372 \°s 2 As ts ES : ?
Ÿ 37 K(BzS + B'<5-+ 5" v;)pl de, 2h J_, y 2Kk,1n° É di, ; ra — ? Rey io + 2023) 3h |ds, ds? es Ÿ FA Tee le l ds, y 2k, 10° É dn, — + y à 2 2 L2 ü “ox 01*"1 | 342 |as * as | dDE, \* — (ou +24n)n —2(a+ ax) + Te Û as
En remplaçant ces
expressions dans les équations (29, Ch. HI),
nous trouvons les équations générales de l’équilibre élastique d'une
LES ENVELOPPES SO1IbES MINCES, 165$ enveloppe mince, quand ( ALP AETT
L'akyn Es + Fe — (450 + 43) + 4583 — (249, + 4n)C, | + 24284) + Ue- _ dÿ —
2 Upg ls) _ df 2 … (410 + É4y) (v,— 2 Osyfts)
Fos — 24pn3) — Ags (Es — 24ygl3) — (ay + By) (ty 24ypt3)
di el + — ot 24) n,+ an, — 2 (495 + dy) ty + (2e) ]
+ > f LÉ Gate) | d(ge, Eat PE rit É%)
Ps LAPS 24v,) (20 + 3033 (Bi + Gr, 73 + G )] san [° DF de, 0, LE [2 + EE PAPA ant an) %— (a+ au)e,]
Es idiz;,—24,,1,) 4 2 F3! E + et de + on s0n,)
— (+ 34n)(v:— 2dyr142) — (ds9-+ 8435) (rez — 2 dsgls) — ds(ts — 2 gal)
ras (2 +2 TR (nt 24u)na— 2 (1e + auo)ts + (€ am) | *Lf £ AGa+ LÉ se a+ t+ 9) —#
ER lanta (a+ +) | — (24354 3435) (Br, +66+8%]adn+ f" DF,de,= 0,
mé
2kn(2,%,+4,%,)+ 5%)
312 L 1 nases 2452145) + 4393 — 2 Dog Nez )
dDF he D 1É4 +2 Got 24) (a+ at, + aurs+(© ) Î
ADF +35 % LE — Leg + ns) — (ag + 2 gs ) la + ans + (Er +) |]
An, ADF au Ban) [2 + LE (aus 2) + set — 2 5 + Ms) t3 + 7) |
fie Ant Bas) [LE + D + au — (a+ 249 )l3— 24 + y) LÉ + (Se) |
% 42 “er + À face eos ana + at fe f DF; dc, = 0, 2 7 —
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Telles sont les équations de l’équilibre élastique les plus générales en fonction des déplacements de la surface moyenne; les équations extensionnelles (16) s’en déduisent en négligeant les termes en »”, et en négligeant les termes en n devant ceux en n°; les équations qui en résultent peuvent être appelées équations flexionnelles.
Mais toutes les expressions qui y entrent ne sont pas encore parfaitement déterminées. Il nous reste à déterminer, d’une part,
ANT d [d DR TRAME ; (= Le +) ; | ( n : me) » en fonction des R°, R°, R° et de
ste ren dss AS NAS NAS ETS:
leurs dérivées par rapport à s° et s,, et, d’autre part, les b,,, c4, en fonction des ay.
EN ds
Calcul des (
données curvilignes,
Les relations (5, Ch. IT) donnent, en coor-
: Eee ce | RTE = (Fe R; R; a dR | dR; | R | R; ds, ds» ds, ds rl ee ds; ds an CR b ( PR: =) * (Te PR DU, lo T0 NAS NT AE dR; R; R; KR R; KTrs> | < _ T'i2 ë a) es (5e =) ARE TE dR , dRs … , dR>: dR R; R: dR TE DRE ER FE ds, + fs ds, + P2 ds, À ( CORTE =) fs É DE Et no i =) : ] (a R Es) dR;: , R R, 0? \ #1 ds; T'10 To ñ AT Tr, | UT CL RS 7 R, RTS Ja ( T'i9 * - | LE ( = 2 :
, dR dB; dR (% R; ) dR dk, R R HN res à Jr ED ee ||Le ka 2 :
ds ds» ds; ds FORT ds, ds ra | dR, PR: R dR; R R:
| Ci d à q LE À ; à | 41 Tia lo ds l'o2 T'20 | (Se R;, ne) ( R a) KES u 3 E Col — + —) + —2<#.
ds, re DE AU : D Dans ces équations, les inconnues cherchées sont ce ee 2e et l’on a ASS RTS.
AVE Mie) AE
On trouve,
en effectuant l'élimination,
dR di, A ea 010 Pa IS, ds R R; se EL — + K ( A) + + ray T, + Ci v, ) É lez l'20 S 2 R; dR, nn A 0e bio," 0.222 (30 ds; à ANT D Te Ô R, R, 7 ! HSE; ENT CH We + Kairi + ot, + 61 v,) rh dR, . R PR EE LE Dos Cl) ds: ie B°&2 : ; de k l'o0
# ! ! A JR se + K(o:T, + o,7, + wi v,)
se
En y faisant p, — 0, les coefficients À, B,..., C” prennent les valeurs
4,,D,,5..,0,e6tl'onaura dR \° dR? ; (2) À 0 DS Sxy' — Co dÿ— Fra == 492 R°-dk, \° ; , , dR° Ga) (Ge) =-aot-pe,- co D a
Calcul des dérivées |
mule (4, HT), ona
HS 0 1 30 0 0 ET R B, 8% — CG dj + a) R — 421 R°.
ANT RES
d (Se dk, Te)
d {/dR É dR 1 dR ds; (+) pie ADD Te. DS d [dR AR RNA LU RES
d’où la première de ces six relations
— 1h; — ‘ dp dpo
Ten As
| d ES R;, |
d ES pee] rat Re R:) — ss —— = ST mic. = ié
da RS — 4 R°,
| - — En se rappelant la for-
1 AR, Rs, Ro)
ds; | ds mr: ds; _. ds 125 ds, d d(R, Ie 1h) nan d d(R, R;, | a ul d(R, R;, R:) I d{ R, R;, R) | ds, | ds; | nds, ds, 7e ds, Ta ds,
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Posons
MAÉ Li Nr on, IS ds; oz so “eo ds, AIOTE
— Bai R9 — dos (0 R°+ a R?) — baRI = L, d {dR\° dR° dR\° d /dR;\° are ds? ds, + do ds, RC} ds, F "7s0 de. Cr
dR,\° dk \° dR.\° e (et) +au(re) + doi Ro + a(e) + bio RS = E:,
d fdR;\°. : dR! 2 dk, \° 2 dR\° CRC MON CETTE DIE: æ a)
| — bi R° — a (a20 Ro + An R?) — bre R° = Lo,
qui ne contiennent pas les secondes dérivées en s.. Prenons les dérivées des formules (31) par rapport à s, et faisons tout de suite p, — 0; en négligeant les termes 0%, d°, 9%... et leurs
POS dérivées par rapport à s° et s°, on trouve
te A NS d dR°
| ds, dR!
| ar an( Te + 92 R° + a R:) — bp R°— bd, R°, CHIC Re : , d dR° _ (as de) = ML RL GLe dE (R auRf)— ag Cor dRe + Go (Te + GR? + auRt) — biaRi— BR;, LS; d dR; , " 7 1” dE; (& ds, ) =— A° L < B; L C IPS au ds - ï Æo2 R° SE 20 R!) | dR° | + 020 Ro — @; te die RI + R3) + bu RY.
\ ds! 2 1
Or, dans ces expressions figurent les quantités A,, A7, ..., C!, qui sont fonctions, en général, de s° et s°. En effet, on a les formules con-
centrées (a K.bs)hn er uci 2 ll (A B;; Ge QE J5 Jan) Je . ÿ CC, An a) © © sm l(ds, Ka, 03)° ci ! ’ Al I CAP AUE De PCI JT Ve (es ka, Ci j ci Ja e3 (as ks bs) (A6 Bis Go) — À, Jos AT Ter fr) Nic EC,-he ci) Cas particuliers. — 1° Prenons le cas d’un axe d’isotropie dans l’en-
veloppe homogène; alors on trouve aisément
A—— pl, (A, B, C, A’, B’, C, B')—0,
36 fl ( 6) Na US
2° Dans le cas d’une enveloppe homogène et isotrope
A——p?(1+2p), AE Bi,
(37) AC 2 —ÆE(const);:
3° Enfin, supposons que chaque couche de l’enveloppe est homogène et ésotrope, mais que la densité et les coefficients élastiques changent d’une manière continue d’une couche à la couche voisine. Les coefficients élastiques ne seront fonctions que de p,, et si lon désigne par À, et w les À et u. de la couche moyenne, on trouve
A,=—pi(lo+ 2/0) (A, BC AB: C" Dh 0;
38 2 2 À (38) AU Dee dd Calcul des b;, et cy, en fonction des ay. — Les quantités qu’on à be-
soin de connaître sont by et Css Ci» Coos C2. Dans les leçons sur les M. 7
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coordonnées eurvilignes de Lamé, on rencontre les quatre équations
EH 1 dH 4H, , 1 dH dH:
dodo, Hi doi dps I ds dpi EH, _1 dd, , 5 dH, di de, dp — He des dp H dp dy d {1 dH d'{1 d&\ 1 d& dH _, (x H dp DH Id NN
d {1 dH, d'{i dE,\ 1 dB; dH, Un dp: do; \H; do: HN don
Par les relations (4, IT), elles deviennent
Zoe I I I = $ ds» To» \ ot 121 a — HUM ( I I ) es = ds LT NTEC l'20 (39) ; d d nos He I I H à Se tie ere NUpe re s S 15 Fi To en I ü d— d — Re Lans su = E ar 2 PAIE ds, ds; F2 F3; RG Pt On aura donc Doi = os (oi — A1), bio = Ayo (19 — A2); da — à 2 20 by = Gi, + Aa + And — 7 PRÉ) So da ba ASE a La as 2 Can LE ui 21 ‘10 420 0 ?
ds\
(4o) Coi — Vos (Ao1 — 21) + Go2 (Doi — O1),
Ci0 — Die (10 — A20) + Ga (D10 — De6),
Co2 — 2 @20 D20 + 2 A» D59 + nr bo1 + ba di A 2 s 2 db; Cia = 2 42 Vis + 2Q 21 Des + Qi0 D20 + Bio Aro — a . : S
Il reste à déterminer b,, et b,,. Pour cela, on a
Dso _dh 1 dhe Hu lo a GR ne
PRO 0 RS TR ds Enr: ra
d’où la première « où la première des deux suivantes :
Dr0 = A0 Gps
bi — A3 Ayo.
CONDITIONS AUX LIMITES
Les équations définies rapportées aux axes x’, y’, 3’ sont
fx = N'coso'+T,cosy'+T; cos", (42) fr =T,;coso'+N,cosyx'+ T' cos’, = cos® + T;cosx! + N; cos’.
Le contour peut être quelconque; mais nous imaginerons la surface au paramètre p la plus proche à ce contour et intérieure au corps, et nous la prendrons, pour simplifier, comme formant le contour. D’ailleurs, nous donnerons ensuite les conditions pour un contour quelconque. Sur cette surface p considérons Le réseau des courbes formées par les intersections des familles p, et o,. Nous aurons ainsi sur le bord des rectangles curvilignes de côtés ds, et ds,. Si d’un point quelconque M pris sur le bord, on fait passer les trois axes rectangulaires
x', y’, z tangents respectivement aux courbes s, s,, $, qui y passent, Te 2?
l’axe x’ sera normal à la surface-bord et l’on aura 9 = 0, y = Ÿ —
les conditions (42) se réduisent à
TuiN (43) Jr = Ts; VE eh
Avant d'aller plus loin, remarquons que Mathieu a trouvé pour ses cloches, en première approximation, par la méthode de Kirchhoff, les deux premières (43) et /, = 0; ce qui revient bien à la troisième, vu que T, est, comme nous avons remarqué, d’un ordre de petitesse suvencure à N°,,T-
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Si maintenant nous voulons que l’origine des coordonnées se meuve sur la surface moyenne ou, ici, sur la ligne moyenne, les conditions (43)
deviennent æ = N (1 — ass),
(44) HX=T,(i1— as), Ja = TG — issi).
Pour trouver l’action extérieure exercée sur une bande de côtés ds, et 2e, nous aurons à considérer les trois forces F,,, F, F, et les couples M,, M.
Posons les couples
& 2 kine?
S; = Tisa(— Guas2) po — 5 — bo —" ul k, ne?
S, — fl Ti s:(1 4) dp— ts, n ke, e?:
M il N'52(1 — G252) dp2 — nm, V—n 4 es M}=—= je N°52 (1 — Go282) dp3 = — ee en T) é
Remarque. — I] semble au premier abord que ces expressions sont absurdes, car on ne peut pas concevoir des couples dont le bras de levier est curviligne (5, ).
En réalité, au lieu de s,, il fallait mettre la distance des forces très voisines mesurée sur la tangente z'; mais z’ est la projection de l’are très petit s, sur la tangente, et l’on sait la relation
3'— 5, = Asi + infiniment petit d'ordre supérieur à 3;
et, comme sous l'intégrale, le terme As; introduit des termes d'ordre supérieur de ce qu'on retient, on peut poser 3 — 5,. Cela posé, on aura les conditions
PENSER
MMS;
Ce système peut être remplacé par un autre statiquement équivalent. Le couple de torsion M,; donne, suivant la ligne s,, une force égale à
: dM #2 yo M et suivant s, la force — eme on aura donc pour conditions D
Res F2, Fs, | jo M, TEE Q, —+- di9 Si F, + diù M,
(46) Os rTM, dS, s dM | F; DS Vi ds? Fes ds? ñ Ms, — M, — M,.
Cherchons maintenant les conditions quand le bord est quelconque. Si l’on désigne par F,,F,, F,, M,, M, les forces et les couples extérieurs appliqués au bord et si P', Q°, V' désignent les résultantes de forces élastiques en un point de la ligne suivant laquelle la surface moyenne rencontre la surface-bord, et H' et G’ les couples de torsion et de flexion, le couple de torsion donnera deux forces; et si 0° désigne le rayon de courbure de la surface moyenne suivant la section normale passant par le point considéré de la ligne-bord, on aura les conditions
Prix, ; H' s M (8 7 Fs DE (47) P2 Po v’ ad’ es dMx HAS CTS \ = M;.
Ces conditions ont été données par M. Basset et le professeur Lamb pour le cas d’une enveloppe d'épaisseur constante, mais elles sont générales. Cherchons les valeurs des forces et couples qui y figurent; la normale (N) à la surface-bord faisant des angles, dont les cosinus avec les axes æ’, y’, z' passant par les mêmes points, sont cos®’, cosy", cos Ÿ’, si l’on appelle les cosinus directeurs de la tangente à la lignebord (S), coso,, cosy, cos: et ceux de la normale élevée sur le plan de (N, S) cosv!, cosy, cos, en multipliant les équations (42) respectivement par cos+’, cosy’, cosŸ et ajoutant membre à membre, on trouve
fs=f> cos + f, cosy +; cos" (48) = N! cos’ ®'-N' cos’y'+ N;cos?d'+ 2T, cos ®’ cosy" + 2T, coso'cosd'+ 2T; cosd'cosx'— P;;
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on aura de même
fs=f> coso, + fr cosy: + Je cosb,
s | = N'coso' coso, + Ncosy' cosy, + N' cosd'cost! KE | +T\(cosy'cos 9, +cosp'cosy,)+T;,(cosh'coso, +coso'cosŸ:) + Ti (cos L'cosy, + cosy’ cosd,) —Ps, É fa = f» COS, + fr COS y + J= cos vd, Si = N',cosv'coso, +...+ Ti(cosd'cosy, + cosy'cosb,) = P,
Si »! désigne le rayon de courbure de la surface moyenne suivant la ligne-bord, on trouve
7 < se 2 Il à — [l P, L— % \dpas *—} re . ea » 4 So = PS Le — }des, S œ 22 _\ ra an s re Î DE] (2) | M — PR? (- 2 ) des | 0, —\ 1 = a ? ë DE H'—— | Pasa(r— 5) des, dr F2 Pau ” ; * 29 1 —— | Pssa( 1 — S de, —N P2/
Ainsi les conditions aux limites se compliquent énormément.
Mais on peut imaginer un cas particulier beaucoup plus général que le cas que nous avons traité en premier lieu : c’est le cas où la ligne S est la section de la surface moyenne par une surface contournante où limite simplement normale au feuillet moyen. Alors L’— 0, et si l’on pose
cos ®'— cos, cosy — sin, on trouve cos®, —— sin6, COS y, — Cos 6, cosŸ —0, COSP,—= COS Ya — cos bi, — 1,
7] Ed TD » & | | } TO Cd
Or ri
Les équations (48), (49), (30) deviennent
{ Px=N, cos*0 + N, sin? 0 + T! sin 26, (53) | Ps — sin0 cos0 (N, — N°) + T, cos 26, PR Te CoS dl Sin =" pe
et les expressions (51) où, au lieu de p", on a mis p!,, qui est donnée par la formule | œ — js COS 9 + a, sin? 0.
Au lieu de donner les équations (46) ou (43), on peut se donner les valeurs des déplacements de la surface moyenne et de la dérivée du déplacement transversal par rapport à la normale N sur le bord, et l’on
aura
(54) REA RP; REC, = j}}
CHAPITRE V
Les cloches que nous examinerons sont des enveloppes de révolution, homogènes, isotropes et d'épaisseur variable suivant la latitude.
Les plans méridiens seront la famille au paramètre p,, et si l’on mène les trajectoires orthogonales des courbes méridiennes de la cloche, la surface engendrée par la révolution complète d’une de ces courbes, autour de l’axe de révolution, appartient à la famille au paramètre p.
Nous supposerons avec Mathieu que le petit bord de la cloche fait partie d’une de ces dernières surfaces.
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Y étant l'angle que fait un quelconque de plans méridiens avec un
méridien fixe, et ® la colatitude, r, le rayon d’un parallèle de la surface moyenne, en vertu des relations (22, IV), les équations du mou-
vement vibratoire sont
RATE 1 dQ; ” (ie ce Û \r, . tang © Le r) do ny Coso db no Fe no 1 dQ, I dP; tango Ù tango
Érrne à = Date ro do ny COSo dy D ‘ 7 Q no Q:
AZ A NE , TAN: (AE = JM Pre To do ny COS db 7 mn 70 7
On aura des solutions simples, en posant
R° = U (cos ax R? = V(—asinab ou æcosœd)eïr!, R? = Wi(cosa
ou sinad)eirt,
ou
sin ad) eipt,
où U, V, W ne sont fonctions que de ©.
On pourra donc prendre, en effaçant les indices o,
R — Cx V eitap+pe), (2) R;— a Cou VeGhErs), RU Mentiene on aura M, Mas Es (M, 0), ia ©, )er(a+pe, (3) AS Un MN OT AP UC ALES) ei(aÿ+pt), Di Vas Ts QU 0 are Je PE)
les expressions accentuées étant des fonctions linéaires connues de U,
V, Wet de leurs dérivées par rapport à ©.
Si l’on substitue, les équations (1) qui étaient à dérivées partielles deviennent trois équations différentielles linéaires simultanées à coefficients variables et sans second membre; la première est du troisième
ordre, la seconde du deuxième, et la troisième du quatrième.
AUTR
dt?
dR,
de?
dt?
do»,
dp>
dop.
Équations générales. — Si l’on substitue les solutions (2) aux équations (1), elles deviennent
FÉES LA ol - DU or > do do
do? do £ W ŒW adW
+ D,V + A, M ner D: Nc,
BU, c Le D'V - Fo Ge
(4) do? do do? do Den CDN
do? do A' = B' et Du es NA de d? dp # do W 72 ds W 1 d? W j 72 adW 7 e—
+DiV+M, de + A; LP -B; de cor 4 D; W=—=0;
Les coefficients s’obtiennent sans difficulté, ayant pour facteur une des quantités Ce, Cor, Co,» La valeur de v’, qui y entre, est
[QU _ Ca AU, Cuss *X | r do 7e
(= ni . 7e) —Dp° eitaÿ+pt)
W— Cu 1 V— Cu Et te SE w)|
En éliminant V et ses dérivées entre (4), on trouve
AU d&U &U dU d'W oo de LE Boo dos t Yo0 de + 00 —— do + €oo Ù + Goo —— dot
dW d&W dW + B20 do 3 + Y26 do? > Ch er de + €20 W 10!
dU d'U . GPU » GP »
(6) Ce do nn 0 Cum o° F0 Ge 00 7 | 0070 dW d'W STE LT ne dos Bee do BW &æW adW + Yro or do À Ce Co do or do ne V0:
| à fhéiutl dut dr ete dl dé tnSt
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En posant
d'U dU dU dU X00 77 do To ere de + Yoo do? + oo do + €ço U = P,o(U), GP d'U
vo pue + Poor eos +6, U=P!,(U),
et de même pour W, et éliminant U entre (6), on a finalement l’équation
Los Bos Vos dos Eos Goes os Pos Los Xos Pos (W) 0 Cox Pos You Ou Eu Cor os Oo ler Ps, (W) (o) (o) Xo3 Bos Vos dos Eos Gos oz Pos P3 (W) O O O Lo Boz Yo2 do2 Eo2 Goa No2z P62 (W) (o] (0) (0) 0 Œo1 Boi Yo doi Et + Con Pr (W) (GR RON 0 O O (0) O oo (Boo Yo0 doo Evo P40 (W) |; D, Pos Don O0 Cor 00e le Ur ee one LES NN) 0 C3 Pos Vos DE sr iCes los Vos os Es NV) 0 0 CHENCTT Je CARO TR RQ) ® 0 0 %o1 Bon Yot Don te Con lon ss ON) Q 0 9 C %oo Poe Yoo Joo oo c00 Pse(W) où As %o X03 Xo2 oi X00»
D, dos A0 à = Àp4 XG0*
Chaque terme du rectangle formé par les dix colonnes verticales et les six premières lignes horizontales s'obtient en prenant la dérivée par rapport à © du terme au-dessous et en y ajoutant le terme qui
; : ; door, suit de la même ligne au-dessous. Par exemple, GB; — 2e + B,,
B — _ Ge
tion 7. a contenus dans le rectangle formé par les dix premières colonnes et les cinq dernières lignes.
On remarquera done qu’en particulier
+ $,, et ainsi de suite. La même loi s'applique à la forma-
NON UT DE __ d£&s , du’ ; d£:!
k = L ) DEAUE Torre pp ..) No1 — où
L’équation (7) est linéaire du neuvième ordre à coefficients variables.
Si l’on éliminait W entre (6), on arriverait à une équation semblable à © — o, avec la différence que le premier chiffre o des indices des coefficients serait remplacé par 2, et les P;;(W) et P;;.,.(W) seraient remplacés par P;;(U) et P,; ,(U).
Quant à V, il s'obtiendra par la première des (4), qui, après la détermination de U et W, prend la forme
, dV (8) Ge +D.V=(p),
qu'on sait intégrer.
Conditions aux limites. — Les cloches ont un bord unique qui appartient à la famille 5. Les équations (46, IV) sont donc applicables. Quand le bord est libre, les quatre équations de condition prendront la forme
ŒU dU w
dW EAt dp? + Cu | Ca A; U+ Co,1 x? A,V+C, A + Co, SA: do + Co, A WE=0:
dv a
eau dW CC re tee + Cy, CV + Cu, C5 — or Care nil W—o,
&W awW , dU l Ca2Di 7 + Cu,oD: do + CuoD;W RU + CaDsU + Co DV — 0. . , Ces Les trois premières équations détermineront les rapports & rise si dU dU d’'W awW À, —— ao + À, — de + A;U AV. À. on — + A; —— ar +AW | dU ÆON adW # 0, — re EL sn Le dE 0}; dÜ dV dW ANNEE Da de <= QU (Bb d RE (64 (Ce do + C; d É +C, W
pour © — 9,. Cette équation 9,— 0 déterminera p°. Il nous reste encore une condition, savoir la quatrième (9). Comme l'équation (7) est du
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neuvième ordre, nous aurons besoin de huit conditions pour déterminer à une près ses constantes. Une des conditions est celle qui reste des conditions aux limites (9). On trouvera une seconde, en exprimant que l'intégrale générale de (7) ne devient pas infinie au pôle. Les six autres conditions s’obtiendront ainsi dans les deux cas suivants :
1° Cloche libre. — Dans ce cas, on peut exprimer que le mouvement du centre de gravité et les rotations de la cloche autour de ce centre sont nulles (car on tiendrait compte à part de ces mouvements d’ensemble par les équations relatives aux corps rigides); alors l'impulsion totale sera nulle et le mouvement d'ensemble aussi et l’on écrira le théorème des quantités de mouvement et de moments (en les égalant à zéro).
2° Cloche immobilisée par le sommet. — On écrira que, pour le pôle (9 — 0), les trois déplacements et par conséquent x, #, æ sont nullès; de même, que le plan tangent en ce point (9 —0o) ne bouge pas; enfin qu'une ligne particulière assignée de la surface moyenne, qui passe par le pôle, est immobile.
Le son fondamental s'obtient toujours quand les lignes nodales méridiennes sont au nombre de deux et rectangulaires entre elles; il correspond donc à & = 2.
Si l’on choisit comme deuxième méridien origine (L = o) le demiméridien qui est pincé ou frappé par le battant ou l’archet, on voit que la cloche rend le son fondamental quand les lignes ventrales sont les demi-méridiens
T 3T UE Ve ÉT et or
Par contre, les demi-méridiens
sont les lignes nodales.
Le premier harmonique s'obtient pour « = 3, et alors les lignes
ventrales correspondent à
4 DAT 4&r 57 Ÿ 0); LL 74? T, ge mu
ce qui à été confirmé par l'expérience.
Les expériences ne nous ont pas donné des lignes nodales parallèles, mais rien n’assure qu'elles ne puissent pas exister.
II. — Battements
: NE D , On remarquera que p* est toujours multiplié par m tandis que les
autres termes ne contiennent pas D, ni 4 explicitement; p sera donc
proportionnel à V5: d’où la loi suivante :
La hauteur du son est proporuonnelle à sa vitesse de propagation dans la matière de la cloche.
On peut démontrer cette loi pour tous les corps homogènes et isotropes de la nature, très facilement.
Supposons maintenant que par le coup d’archet ou du battant la eloche subisse un élargissement dans une partie; elle subira du même coup un rétrécissement dans la direction perpendiculaire à la premiere, et la section normale, qui était un cercle, devient une ellipse temporaire. En réalité, une cloche n’est jamais de révolution; le rayon, qui était constant dans un même parallèle, dépend dedetde deux axes de l’ellipse, par conséquent, la hauteur du son en dépéndra aussi. A cause de la petitesse de la déformation, on pourra traiter les cloches comme étant de révolution. Et, comme on l’a vu (Chap. IT), la résistance à la flexion et la torsion est très petite ; il faut donc nous attendre à des flexions et des torsions de la cloche fntes par le coup d’archet. A cause de l’ellipticité de la section normale, 11 est probable qu'il y ait des sons à deux périodes très voisines, rendus par les deux molécules de la cloche.
Transportons-nous au domaine de l’expérience et cherchons ce qu’elle
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nous montre. Si l’on tapisse de sable la surface intérieure d’une cloche, dont l’axe est horizontal et la tige du verre bien encastrée de façon à ne pas pouvoir se mouvoir, on voit le sable sauter, et, si l’on frappe la cloche sur le demi-méridien diamétralement opposé, en bas se trouve la ligne ventrale d — 7. On voit que cette ligne, au lieu de rester immobile, se déplace lentement et exécute une série d’oscillations autour de sa position d'équilibre. Chaque point de cette ligne paraît tourner autour de l’axe de la cloche; ces oscillations suivent les battements de la cloche. Si l’on tourne la cloche de façon à faire coincider tous ses méridiens avec le plan vertical, et si l’on répète la même expérience, on rencontre deux plans méridiens de la cloche perpendiculaires entre eux pour lesquels la ligne ventrale n’oscille pas. Alors les battements sont très amoindris. Il est clair que ces deux méridiens sont les sections de deux plans de symétrie de la cloche et leurs intersections avec un autre plan perpendiculaire à l’axe de la cloche seront les deux axes de la section elliptique. Si donc on frappe sur l’un des deux plans de symétrie, tout est symétrique de part et d'autre du point frappé et les sons rendus sont simples.
En résumé, à côté des vibrations infiniment petites dans les cloches, il y a des vibrations à longue période, et les battements proviennent de l’ellipticité.
Ces considérations m'ont amené naturellement à penser que tous les autres corps minces, étant en vibration, présentent des battements. En effet, en expérimentant sur des plaques planes et d'épaisseur constante, j'ai reconnu non seulement que les battements existent, mais encore que dans la plaque circulaire les lignes nodales subissent un déplacement circulaire, autour du centre de la plaque, quand l’intensité du son est grande. Par exemple, une plaque circulaire métallique me donnait des sons durant soixante-quatorze secondes et plus avec des battements, mais le déplacement circulaire des lignes droites nodales ne se présentait que pendant les trois premières secondes. On conçoit sans peine que ce mouvement périphérique de la plaque est difficile à se produire, et il faut pour cela que l’énergie ait une valeur notable. La seule déformation facile de la plaque est la flexion, qui donne des courbures à ses feuillets; mais la plaque ne se courbe pas de la même façon partout, de manière qu’il y ait bien une symé-
LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES. LES CLOCHES. 59 trie complète. En effet, la partie qui subit le coup d’archet est plus recourbée et l'amplitude de l’oscillation à longue période est plus grande que dans toute autre région.
Les plaques m'ont donné un autre phénomène. En rapprochant mon oreille aussi près que possible de la plaque vibrante, les battements cessaient d’avoir lieu et on entendait un son plein. En examinant de près ce phénomène, j’ai reconnu qu'ilse manifeste seulement quand les sons rendus sont faibles et peu perceptibles par l'oreille dès qu'il est éloigné de la plaque de quelques décimètres. La cause en est, peutêtre, à ce que les vibrations à longue période n’ayant plus lieu, la vibration est devenue simple.
Vu et approuvé :
Paris, le 4 avril 1894.
Le Doyen DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,
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