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INTRODUCTION
Je me suis proposé dans ce travail l'étude d’une classe de fonctions d’une variable réelle, qui, par leurs propriétés, se rapprochent des fonctions périodiques et les comprennent comme cas particulier. La base de mes recherches est une extension de Ja notion de périodicité, mais une extension dirigée dans une voie toute particulière.
Lorsqu'on caractérise une classe de fonetions par une propriété définie, il arrive souvent que la même propriété est susceptible de plusieurs définitions équivalentes, mais logiquement distinctes. L'une de ces définitions adoptée, les autres en deviennent des conséquences nécessaires. Si le choix de la définition est indifférent lorsqu'il s’agit de faire l’étude des fonctions qui possèdent la propriété en question, il n’en est plus de même lorsqu'on se propose de faire des généralisalions. Suivant que l’on porte son attention sur telle ou telle définition, ou même sur telle ou telle propriété qui résulte d’une définition, on peut obtenir des généralisations totalement disunetes.
En ce qui concerne la périodicité, la propriété pour une fonction f(x)
de
de vcrifer la relation
peut ètre considérée comme un cas particulier de la propriété fonctionnelle plus générale
JLO(x)] = f(x),
où Ü(æ) désigne une fonction quelconque, mais donnée. De même toute relation fonctionnelle de la forme
f(x+na)+A, f[x+(n—-1)a]+...+A, f(x) =0,
où A ,,A,,..., A, désignent des constantes, ou même des fonctions données, définit vis-à-vis de la fonction f(x) une propriété qui est encore une généralisation de la périodicité. Les unes et les autres de ces propriétés possèdent ce caractère d'être exprimables par des relations fonctionnelles explicites à termes finis; 1l n’en est plus de même de celles dont il va être question.
On peut, lorsqu'on définit la périodicité ordinaire, porter son attention sur une autre conséquence de la définition. Une fonction périodique f (x) possède la propriété suivante : Étant donné un intervalle quelconque (x, ..., 8) il existe une infinité d'intervalles (x + h,..., 5 + h) égaux au premier, et aussi éloignés que l’on veut de l’origine, dans lesquels la fonction reprend la mème série de valeurs. Mais on peut supposer qu'au lieu de repasser exactement par les mêmes valeurs, la fonction ne les reprend qu'avec une cerlaine approximation, et les fonctions que nous étudierons jouissent en effet de la propriété suivante : Étant donné un intervalle quelconque (4,...,6) et un nombre & aussi petit que l’on veut, on peut déterminer une infinité d’intervalles (x + h,..., 8 + A), aussi éloignés que l’on veut du premier, dans chacun desquels la fonction considérée reprend la mére série de valeurs à moins de £ près : d’où le nom de quasi-périodicité donné à cette propriété.
Si l’on se bornait là, la définition serait trop générale, et il ne serait guere possible d’en ürer des conséquences assez précises pour donner lieu à des recherches utiles.
Un exemple particulier va nous mettre sur une voie nouvelle, c’est celui des fonctions de fonctions périodiques. Ces dernières (en supposant les fonctions continues) possèdent bien la propriété en question, mais un autre
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élément est également intervenu : l’ensemble des périodes figurant dans les fonctions périodiques qui composent la fonction donnée.
Soient (x) = Eux, (x), (x), ..., 4,(x)] une telle fonction: a,, d:, +, @ les périodes des fonctions w,, u,,..., u,. Lorsqu'on se pose le problème suivant : Dans quels cas la fonction f peut-elle se mettre sous la forme d’une fonction d’un nombre moindre de fonctions périodiques? on s'apercoit immédiatement qu'en dehors de la nature de la fonction F(i,,...,u,) intervient une propriété arithmétique des nombres DA d, -.., dy Qui dans toute celte théorie jouera un rôle considérable. Si entre les nombres — — +.) — n'existe aucune relation linéaire homogène
2 2 à coefficients entiers (propriété que j'appellerai l'indépendance des périodes &,, &3, ..., a), il est impossible, quelle que soit la fonction F, de réduire le nombre des fonctions périodiques.
Remarquons encore que l’on a, quels que soient les entiers »,,m,,...,m,,
J(æ)= Flux + mia), u(x + mia), ..., Un(® + Maän)l.
On est ainsi naturellement conduit à rechercher la nature de l’ensemble des points de :oordonnées
(1) PE Ne ee CO E UON pee ce 0 de tie OA)
æ prenant toutes les valeurs réelles, 722,, n,, :.., m, toutes les valeurs entières, et à démontrer ce théorème que si les périodes &,, &,, ..., a, sont indépendantes, on peut, quels que soient #,, æ,,...,æ,, déterminer #& et les entiers 724, Mas c.., My, de façon que les quantités
= ù SE
D'É MAGi— Lun CH Malo— Ds us LE Myln— En soiertaussi pelites que l’on veut. Or ce théorème avait été établi par M. Bobi, professeur à l'École Polytechnique de Riga, dans un travail que j'ignorais à l’origine de mes recherches et dont il sera question dans un instant.
On voit que, quels que soient æ,, æ,, ..., &n, la différence
f(x) — F[u;(x;), Ua(T>), CAE) UC)
devient infiniment petite chaque fois que les quantités (2) deviennent
elles-mêmes infiniment petites.
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Abandonnant alors les fonctions de fonctions périodiques, c’est cette propriété que j’adoptais d’abord comme définition des fonctions quasi-périodiques, la fonction F[w,(x,), ..., u,(x,)] étant remplacée par une fonction périodique quelconque D(x,, æ:, -.., æ) que j'appellerai la fonction associée de f(x) relativement au système de périodes &,, @», ..., Gn
Une question d’une grande importance se posait ensuite : f(x) élant définie comme quasi-périodique, relativement au système de périodes 4&,, +. dm il fallait se demander s'il n'y avait pas d’autres systèmes de périodes jouissant des mêmes propriétés vis-à-vis de f (x). J'ai résolu complètement ce problème, en introduisant la notion de corps de périodes, et j'ai montré que pour chaque fonction f(x) existait un nombre minimum de périodes au-dessous duquel on ne peut descendre pour caractériser sa
quasi-périodicité.
Telle est la suite d'idées qui m'avait conduit à la définition des fonetions quasi-périodiques, et quelques résultats furent publiés dans une Note aux Comptes rendus (novembre 1902). A la suite de cette publication M. Bohl me fit connaître que dans sa thèse (‘}) il avait exposé, bien que sous une forme complètement différente, des considérations analogues.
L'idée qui avait conduit M. Bohl repose sur les développements en séries trigonométriques avec plusieurs arguments proportionnels et voici exactement quel est l’objet de sa très intéressante thèse.
Une fonction f({) est supposée développable, dans le domaine T, en série uniformément convergente
Un + Uk + Up,
dans laquelle le terme général &, est un polynome entier en
t l : l : l COS2T——) COSAT =) 000$ COST) SIN2T —» CIDIOS) SIMON (41 a À n C1 À n
Gi, %», ..., @, élant des nombres donnés quelconques différents de zéro, et il cherche une condition nécessaire et suffisante d’un tel développement. Or ilse trouve que les fonctions ainsi caractérisées, lorsque le domaine T est
(1) Ueber die Darstellung von Functionen einer Variabeln durch trigonometrisché Reihen mit mehreren einer Vartabeln proportionalen Argumenten. Dorpat, 189%.
infini, sont les fonctions que j'ai appelées quasi-périodiques, mais M. Bohl ne s’est pas préoccupé de rechercher les divers systèmes de périodes qui, vis-à-vis de la même fonction f (1), peuvent jouer le rôle attribué à «,, CES CS
Dans un autre Mémoire ('), publié en russe, M. Bobl traite quelques problèmes où interviennent des fonctions quasi-périodiques.
J'ignorais entièrement les recherches de M. Bohl au moment où je publiais les premiers résultats de ce travail et je tiens à lui restituer ici la priorité qui lui est due.
Le travail qui suit est divisé en quatre Parties bien disunetes :
La première traite des fonctions périodiques de plusieurs variables réelles, en vue de déterminer ultérieurement (dans la troisième Partie) les
systèmes de périodes attachés à une même fonction quasi-périodique ;
La deuxième est une étude de l'indépendance et comprend les définitions d’un corps de périodes, d’un champ de périodes, ete. ;
Dans la troisième, je donne plusieurs définitions des fonctions quasipériodiques continues que je divise d’ailleurs en deux classes distinctes. J’étudie ensuite leurs propriétés et je démontre quelques théorèmes relatifs aux fonctions de fonctions périodiques.
Passant ensuite aux développements en série, j’examine successivement le développement de M. Bohl, les développements en série de Fourier et les développements en séries uniformément convergentes de fonctions périodiques à périodes deux à deux incommensurables; ees derniers peuvent conduire à une classe de fonctions qui sont encore une extension des foncüons quasi-périodiques. Je termine en démontrant une propriété impor-
lante des fonctions quasi-périodiques, à savoir que la quantité
Li f(æ) +f(e + h) + f(x +ah) +... + fle +(n —1)4]]
(:) O mbKOTOPPIXR ANPPEPEHMHIAIPHBIXB YPABHEHIAXR OOINATO XAPARTCPA TPHMBHUMEIXE BB MeXAHnKRB. — P. Bouc, Sur certaines équations différentielles d'un
caractère général que l’on rencontre en Mécanique. Dorpat, 1900.
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tend vers une limite lorsque l’entier x» augmente indéfiniment; ce qui permet, par celle voie, de retrouver certains développements en série de ces fonctions.
La quatrième Partie est consacrée aux applications, et à une étude rapide de quelques problèmes où peuvent intervenir des fonctions quasi-périodiques; mais c’est là un point sur lequel j'aurai à revenir, et qui n’a été, pour ainsi dire, traité ici que superficiellement.
SI
GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS DE VARIABLES RÉELLES
Avant d'aborder le sujet qui fait le principal objet de ce travail, j'exposerai un certain nombre de propriétés relatives aux fonctions périodiques de plusieurs variables réelles. La plupart de ces propriétés sont sans doute connues, dans tous les cas elles s'obtiennent aisément; mais, comme elles se rattachent étroitement à certaines propriétés des fonctions quasipériodiques, j'ai cru indispensable de les étudier tout d’abord : ce sera là objet de la première Partie. Je ferai remarquer toutefois que la plupart des problèmes qui y sont contenus ont été traités en vue surtout des applications ultérieures, et c’est aussi la raison qui a déterminé le mode d’exposilion.
Comme il m'arrivera parfois de considérer non seulement des fonctions continues mais aussi des fonctions discontinues, je ne crois pas inutile de “appeler quelques définitions relatives à ces dernières.
Soit F(x,,2,,...,æ,) une fonction quelconque des variables réelles indépendantes x,, æ2, ..., æ,3 le mot fonction étant appliqué 1e1 dans Île sens le plus large, et servant à désigner une correspondance univoque absolument quelconque entre les systèmes de valeurs æ,, æ,,..., x, et la valeur F de la fonction considérée, lorsque le point (x,,æ:,...,æ,), en employant un langage géométrique, est situé dans un certain domaine D.
Ceci posé, soit P(x,,æ,,...,4æ,) un point de ce domaine; imaginons un domaine S compris dans D et entourant le point P, par exemple une sphère, c’est-à-dire l'ensemble des points &,, &,, ..., æ, vérifiant l'inégalité
Cr Er. + (ar — an)
Désignons par M'le maximum des valeurs de F pour tous les points de
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ce domaine, #2’ leur minimum, et w’ la différence wo =M—m
qui représente l’oseillation (*) de la fonction dans le domaine S. Lorsqu on fait tendre S vers o, par exemple lorsque p tend vers o, les nombres M’,
m', w' ont chacun une limite; appelons M, #1, w ces limites.
Les nombres M, » et w sont respectivement: le maximum, le minimunt et l'oscillation au point P.
Il est clair que l’on a en tout point m£F<M.
Si EF = M, la fonction est, selon l’expression de M. Baire, semi-continue supérieurement; si F = 7», la fonction est au contraire semt-continue intérieurement; enfin, si » = F = M, la fonction est continue, au sens ordinaire du mot, par rapport à l’ensemble des variables.
Les fonctions continues sont donc celles pour lesquelles l’oscillation w est nulle en tout point.
Envisageons l’oscillation © qui est une fonction de æ,,x,,..., x, définie en tout point P du domaine D. En chaque point P, cette fonction a, à son our, un minimum »?,. Sim, est nul en tout point P, la fonction F est dite ponctuellement discontinue.
Toute fonction qui ne possède pas cette propriété est dite au contraire totalement discontinue.
Ainsi la condition imposée à © d’avoir son minimum nul en tout point permet de définir un ensemble de fonctions jouissant de propriétés particulières : les fonctions ponctuellement discontinues. Comme l’a montré M. Baire, ces fonctions s'introduisent d’une manière naturelle; elles jouissent en effet de la propriété suivante qui est capitale : il y a dans tout domaine des points où elles se rapprochent autant qu'on veut d’une fonction continue ou, pour préciser, &l existe effectivement dans tout domaine des points où ces fonctions sont continues.
Dans un autre ordre d'idées, on sait qu’une fonction continue peut être définie par un ensemble dénombrable de conditions, par exemple
(1) Baie, Sur les fonctions de variables réelles, p. 4-16. Milan, 1899.
par les valeurs qu’elle prend sur un ensemble dénembrable de points, l'ensemble étant supposé dense () dans tout domaine. De même les foncuons ponctuellement discontinues peuvent se définir au moyen d'un ensemble dénombrable dé conditions. Le fait est certain pour les fonctions ponctuellement discontinues d'une variable, il est probable pour celles de plusieurs variables. Une fonction ponctuellement discontinue d’une variable F(x) est en effet représentable par une série de fonctions continues
PE) = tr) Enr) LP) EE
comme on peut se donner les diverses fonctions f,(x) par un ensemble dénombrable de conditions, on aura done, pour définir complètement F(x), un ensemble dénombrable d’ensembles dénombrables de conditions, c’està-dire en définitive un ensemble dénombrable.
On voit que les fonctions ponctuellement discontinues sont assurément celles qui, par leurs propriétés, se rapprochent le plus des fonctions continues, et l’on peut dire que, dans l’état actuel de l'Analyse, ce sont celles qui, après les fonctions continues, tiennent le premier rang par l'importance de leurs applications.
Il sera donc naturel, après avoir défini une classe particulière de fonctons continues, comme celles que nous appellerons les fonctions quastpériodiques, de chercher à étendre leurs propriétés à des fonctions ponctucllement discontinues.
Au lieu d'envisager des fonctions définies pour ous les points d'un domaine, on peut considérer des fonctions définies seulement pour les points d’un ensemble donné; telle serait, par exemple, une fonction définie seulement pour les points dont les coordonnées sont rationnelles,.
Pour une telle fonction et relativement à l’ensemble des points pour lesquels elle est définie, on peut définir également en chaque pont de l’ensemble ce que l’on a appelé le #aximum, le minimum, Voscillation dans
le cas des fonctions les plus générales.
(1) Suivant l'usage, nous entendons par ensemble dense un ensemble de points, tel que tout domaine aussi petit qu'il soit contienne des points de l’ensemble, L'ensemble formé avec les points limites, ou ensemble dérivé, se compose alors de tous les points d’un
domaine continu.
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D'une facon générale nous appellerons champ de variation tout ensemble de points quel qu'il soit sur lequel une fonction est supposée définie.
Nous aurons justement à considérer, et d'une façon toute particulière, des fonctions définies sur un champ qui n’est pas continu, c'est-à-dire qui ne comprend pas tous les points d'un domaine continu, mais qui est dense dans tout domaine.
Parmi toutes les fonctions définies sur un même champ supposé dense, il y a lieu de distinguer celles qui sont continues sur le champ. La définition d’une telle continuité est évidente :
Soient P un point du champ, £,, %,,...,5, ses coordonnées. Nous dirons que la fonction F(£,, £,,..., £,) est continue au point P si, étant donné e posiuf quelconque, on peut trouver un domaine S entourant le point P, une sphère par exemple, tel que, pour tout point P'(£,£,...,€) du
champ compris dans S, on ait
eo
[F(CE, ES sets En) — F(E,, ces BRENT) En) E
Si la continuité à lieu pour tous les points du champ, la fonction est dite continue sur le champ.
IL est essentiel de remarquer que si l'ensemble n’est pas parfait, e’està-dire ne contient pas son dérivé, la continuité en chaque point du champ n’entraine pas la continutlé uniforme sur le champ bien que celui-ci puisse être contenu dans un domaine fini.
Par conséquent, parmi toutes les fonctions continues sur un champ donné, il faut encore distinguer celles qui sont uniformément continues. Au point de vue auquel nous nous placerons, ce seront là les plus importantes, celles dont l'étude offrira le plus d’intérèt et le plus de profit.
J'indiquerai immédiatement une propriété presque évidente, mais néanmoins importante, relative aux fonclions uniformément continues sur un champ dense.
Soit P,,P,,..., P, une suite de points du champ ayant pour limite un point Q, qui peut d’ailleurs ne pas appartenir au champ, et considérons la suite des valeurs correspondantes de la fonction F; soient F,,K,,...,F, ces valeurs; je dis que F, a une limite lorsque P, tend vers Q. En effet, la fonction F étant uniformément continue, à tout nombre € positif arbitraire-
ment donné on peut faire correspondre un nombre positif o tel que, P, P désignant deux points quelconques du champ pour lesquels
|PP'|<p; on ail HECPH = UP = ane
RE ! LES : 0 FRS ; Par conséquent, on pourra trouver lentier positif v tel que, z et n° étant supérieurs à y, on ait
[F(P,) x POP) | Le
propriété qui caractérise la convergence de la suite F(P,),..., F(P,),...; de plus la limite que nous désignerons par F(Q) est indépendante de la façon dont les points P,, P,,..., P,,... tendent vers Q. Nous pouvons donc trouver une fonction F(x,,2,,...,2,), et une seule, définie dans un domaine continu (le champ dérivé du champ donné) et qui coïneide avec la fonction F(£,, £,, ..., £,) en tous les points du champ donné. Le raisonnement montre de plus que la fonchon F(x,,#,,...,æx,) est continue en tout point par rapport à l’ensemble des variables et par suite uniformément continue en supposant, ce qui a été implicitement admis, que le champ de variation est limité.
La nature de ce résultat semble, a priort, rendre un peu inutile la considération des fonctions uniformément continues sur un champ dense, mais nous verrons plus loin qu'elles s’introduisent, au contraire, d’une manière naturelle dans la définition des fonctions quasi-périodiques.
En effet, à toute fonction f(x) définie pour toutes les valeurs réelles de la variable x, comprises entre — æ et + , nous ferons correspondre une fonction F(EË,,£,,..., £,) définie sur un champ dense donné, et c’est précisément en imposant à F(&,, E,,..., €) la condition d’être uniformément continue que nous obtiendrons un ensemble de fonctions f(x) jouissant
de propriétés particulières analogues à la périodicité.
(1) Pour plus de simplicité, je pose
MMS N ERP N) ET EN € F(P)=F(h,8, 6)
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Ces préliminaires posés, j'aborde l'étude des fonctions simplement périodiques de une ou plusieurs variables réelles. J'aurais d’ailleurs pu me borner aux fonctions continues, puisque ce sont en réalité les seules que j'aurai à considérer dans les études ultérieures; mais, comme un certain nombre des résultats obtenus paraissent présenter quelque intérêt indépendamment du but poursuivi, j'ai donné à cette première Partie une plus grande généralité, en ce qui concerne du moins les fonctions définies pour toutes les valeurs des variables, pour lesquelles l'hypothèse de la continuité ne m’a pas paru nécessaire.
FONCTIONS PÉRIODIQUES D'UNE VARIABLE
Soit f(x) une fonction de la variable réelle x, définie pour toutes les valeurs de x comprises entre — &æ et + +. Le nombre a est dit période si l’on à, quel que soit x,
Il est clair que si à est période, ma, où m désigne un entier quelconque positif ou négalif, estégalement période. L'ensemble formé avec les périodes comprend donc toujours, si la fonction est périodique, une infinité de termes qui, en valeur absolue, dépassent tout nombre donné. Quelle que soit d’ailleurs la nature de cet ensemble, ce dernier doit satisfaire aux conditions suivantes : si 4, a’ sont deux termes quelconques de l’ensemble, la somme, la différence, et plus généralement tout nombre de la forme ma + m'a’ (mn, m' élant deux entiers quelconques positifs ou négatifs) appartient aussi à l’ensemble.
Relativement à la nature de l'ensemble des périodes nous distinguerons deux cas, suivant que les modules des périodes ont ou n’ont pas o comme minimum absolu.
1° Les modules des périodes sont supérieurs à un nombre fixe À different de o. Soit « une période; toute autre période b est nécessairement commensurable avec 4, sinon on pourrait déterminer des entiers » et n de façon que la période #74 + nb soit aussi petite que l’on veut, par suite inférieure à À.
D. ee …. >) a élant une période, toutes les périodes sont donc de la forme 2®, petq q
étant deux entiers que l’on peut supposer premiers entre eux; enfin si a
pa ne a De _ el Fi sont périodes, - estaussi période, car on peut choisir #2 et n de façon
que mq + np = 1, et alors
pa a MA +N— = —.
0 ol
= Le is (Le :
Considérons toutes les périodes de la forme a il y en à une qui est
e + , [42 . is plus petite que toutes les autres, soit & — a Alors si b est une période
quelconque, elle est nécessairement de la forme b=pa, car si elle se
mettait sous la forme _ (p, g premiers entre eux), or serait aussi
CR [4A « . a période, et 7 est, par hypothèse, la plus petite période de la forme à {1
Ainsi dans ce cas »l existe une période & que nous appellerons la période minimum, telle que toutes les autres périodes soient de la forme ma, rm étant un entier quelconque positif ou négatif, et d’ailleurs tous les nombres de cette forme sont des périodes.
2° Les modules des périodes ont o comme minimum absolu. Cela veut dire que, étant donné p aussi petit que l’on veut, il existe des périodes comprises entre — p et + 9. Alors l’ensemble des périodes est un ensemble dense dans tout intervalle ; en d’autres termes, étant donné A, il y a des périodes aussi voisines que l’on veut de A.
Ceci posé, soit x, une valeur quelconque de la variable, et considérons l’ensemble des valeurs x, + a, où a désigne une période quelconque. Cet ensemble est également dense dans tout intervalle, et la foncuon f(x) a la mème valeur pour tous les points de l’ensemble. Supposons que la fonction f(æ) ne soit pas une constante; il existe alors au moins une valeur #, pour laquelle f(x,) £ f(x, ); l'ensemble x, + a est également dense dans tout intervalle, et l’on a
fera) =) (ri):
Par conséquent dans tout intervalle aussi petit qu'il soit, on pourra trouver des points pour lesquels f (æ) a la valeur f(x,) et des points pour lesquels
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f(æ) à la valeur f(x,). La fonction f(x) ne serait continue en aucun point, elle serait totalement discontinue ().
Nous partagerons donc en deux classes l’ensemble des fonctions périodiques : la première qui comprend les fonctions périodiques admettant une période minimum, la seconde les fonctions périodiques admettant des
périodes infiniment petites.
A la première classe appartiennent certainement toutes les fonctions périodiques continues ou ponctuellement discontinues, mais certaines fonctions totalement discontinues peuvent également appartenir à cette classe.
Quant à la seconde classe, elle se compose nécessairement, à part les
constantes, de fonclions qui sont totalement discontinues.
Nous exclurons de notre étude les fonctions de la seconde classe, à Pexceplion toutefois des constantes pour lesquelles tout nombre peut être considéré
comme une période.
Remarques. — 1° Si une fonction périodique f(x) admet une dérivée f’(æ) pour toutes les valeurs de æ, cette dérivée est évidemment périodique et les deux fonctions f(x), f'(x) ont toutes leurs périodes communes. Îl est évident que toute période de f(x) appartient à f(x). Inversement f(x) étant périodique, toute période de f’(x) appartient d 7):
En effet, soient a la période minimum de f(x), et b une période quelconque de f(x). On conclut de là
, f(x +b)=/f(x) +A et, par suite, J(æ+ma+nb)=f(x)+nA.
Si b était incommensurable avec «4, ma + nb pourrait être choisi aussi petit que l’ou veut, d’où l’on conelurait À — 0, et, par suite, f(x + b) = f(x),
(1) I existe des fonctions totalement discontinues admettant des périodes infiniment petites. Tel serait le cas d’une fonction égale à o pour les valeurs rationnelles de +, à 1 pour les autres valeurs; l’ensemble des périodes se composerait alors de l’ensemble des nombres rationnels.
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 1 ce qui est impossible, On a donc DA Pom ne q
s il À e et, d’après le même raisonnement, npa f(x + Ma + a ) = f(x) + nÀ,
CA n}) ou, en choisissant »+ et n de façon que m + Een z
fix+a)=/f(x)+nA;
d'où
et, par suite,
ce qui entraine J= 1%
la période b appartient donc à f(x).
2° Soit f(x) une fonction périodique; si l’on effectue sur x une substitution linéaire, la fonction reste périodique et la nature de Pensemble des périodes n’est pas modifiée; d’ailleurs les substitutions linéaires sont les seules transformations définissant une correspondance univoque de — © à ++ entre les variables, et conservant la périodicité vis-à-vis de toutes les fonc-
tions périodiques.
FONCTIONS PÉRIODIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES
Soit F(%,, La, : - + , #,) uné fonction des variables réelles æ,, x,,..., x,
définie pour toutes les valeurs de ces variables. Nous dirons que &,,%,, ..., «, sont les éléments d’une période w si lon
a pour toutes les valeurs attribuées aux variables la relation Fri is de + Gay os 3 Cn En) = Frs Las + Œn}e
: FLE RAA :
Au point de vue geomelrique &,, Lo, «+ + ; En sont dans l espace à 72 dimen-
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sions les projections d'un vecteur; nous appellerons module de la période ©
la quantité Vai+ai+...+a.
Siw,,0,,..., w, désignent des périodes quelconques, leur somme géométrique et, plus généralement, toute somme géométrique de la forme
M (os) + Mao) +... + Mp(@p)s
OÙ M4, Ma, -.., My Sont des entiers quelconques positifs ou négatifs, est également une période.
Je me propose de rechercher la nature de l’ensemble des périodes w appartenant à une même fonction.
J’étudierai tout d’abord les fonctions F(x,, æ,, ..., æ,) qui possèdent la propriété suivante :
Sur toute droite À Li) + Cl Pa) at, cs Tr Ln + Ant)
on peul trouver des points (au moins un) où F(x,,x,,...,x,)est continue par rapport à l’ensemble des variables.
Il en résulte, en particulier :
1° Que toutes les fonctions de / obtenues en posant D(t)=F(xt Et, al Eat, , at Fat)
sont continues pour certaines valeurs de /; *
2° Que ces fonctions (4), si elles sont périodiques, n’admettent pas de périodes infiniment petites à moins d’être constantes.
Ilest à peine utle de remarquer que les fonctions continues (*) jouissent toujours de ces propriétés.
Dans le cas des fonctions périodiques d’une variable, nous avons fait observer que les substitutions linéaires ne modifiaient en rien la nature de
de . x l’ensemble des périodes; il n’en est plus de même pour certaines fonctions de plusieurs variables.
(1) Lorsque j'emploie l'expression fonction continue, j'entends par là la continuité par rapport à l'ensemble des variables; je spécifierai quand il ÿ aura lieu de distinguer la continuité par rapport à certaines variables.
Avant de traiter le cas général, nous examinerons une classe de fonc-
tions pour lesquelles la nature de l’ensemble des périodes n’est pas modifiée par les substitutions linéaires.
Fonctions irréductibles. — Nous dirons que la fonction F(x,,7,,.….,æ) est IRRÉDUCTIBLE sul est tmpossible, par une substitution linéaire effectuée
SUP Li, Lo, ce) Ln, d0 l@ ramener à une fonction d’un nombre moindre de variables.
Au contraire, la fonction F(x,, &,, ..., x,) sera RÉDUCTIBLE si, par une substitution linéaire convenable, on peut la transformer en une fonction DO) (ON n) Où y.) < 7) sont des loncuon.
linéaires de æ,, &,,..., æ,.
Remarquons immédiatement qu'il n'y à pas à distinguer les cas où les
formes linéaires sont ou ne sont pas homogènes, car on peut poser Pr + Va + Ko, por Rp) == PO ST
et, pour celte raison, nous supposcrons toujours que les formes linéaires de réduction sont homogènes.
PdonsltoncnonD%....0,) lesformes linéaires y; ye, 2 n'étaient pas indépendantes, on pourrat abaisser encore le nombre des variables indépendantes.
Shunefoncthon (TZ, ...,%,)estreéductble, ilest clair qu'onvpeut toujours la ramener à une fonction irréductuble P(y,, y:, ..., y,) par une substitution linéaire convenable à déterminant non nul; de plus, si, par une autre subsütution linéaire, on transforme également F en une fonction irréductible W'(z,, z:,..., z,), il est évident d’abord que 9 — p et ensuite HO UDIDAernenD( Ne, 10 perna W(z, 2, ..,<;)parune substütution linéaire à déterminant non nul.
Nous ne nous préoccuperons pas de rechercher les caractères qui, dans le cas le plus général, permettent de reconnaitre si une fonction est réducüble ou non. Nous ferons simplement remarquer que si la fonction F(x,, @, ...,æ,) peut se ramener à une fonction irréductible de p variables D(y,, 2, ..., y,) et, si elle admet des dérivées partelles continues OF 0F dE .
—, +. =—, il existe entre ces dernières # — p relations linéaires D'AROES 0x;
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homogènes et distinctes, à coefficients constants; la condition est nécessaire et suffisante, Dans le cas général on peut dire, en employant un langage géométrique, qu'il existe #2 — p directions distinctes telles que, sur toute droite parallèle à l’une quelconque d’entre elles, la fonction reste constante. J'entends par 2 — p directions distinctes des directions telles
que, dans le Tableau formé avec leurs projections sur les axes
Il ANA %: TL An 2 2 2 œi XL Xn , n—p lip n—p æ T Th
les déterminants d'ordre » — p ne soient pas tous nuls. On peut, du reste, avec ces 2 — p directions, en obtenir une infinité d’autres sur lesquelles la fonction est également constante, mais elles ne sont pas distinctes des précédentes.
Nous remarquerons enfin que les substitutions linéaires ne modifient pas la nature des discontinuités d’une fonction, En particulier, si une fonction possède les propriétés définies page 16, il est clair que les fonctions irrèductibles qu’on en déduit possèdent ces mêmes propriétés. Il y a plus : st une fonction possède les caractères de la page 16, et si elle est réductible, elle est continue pour toutes les valeurs des variables, ainsi que les foncons irréductibles qu’on en déduit par substitution linéaire. Je ne m'attarderai pas à la démonstration qui est facile ; on en conclut que, si une fonction possédant les propriétés en question est discontinue pour certains points, elle est certainement irréductüble.
Nous allons envisager maintenant les fonctions irréductibles au point de vue des périodes qu’elles peuvent présenter, et démontrer le théorème fondamental suivant :
Tuiorèue. — Les fonctions irréductibles continues et, plus généralement, celles qui satisfont aux conditions de la page 16, ne peuvent admettre de périodes infiniment petites (c’est-à-dire de module aussi pettt que l’on veut).
LP ie ] d L : , . : ñ : : ‘ out d'abord voyons, au point de vue géométrique, quelle est la consé-
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES,. (Ko)
quence de lirréductibilité. Soit A(&,, &, ..., #,) une direction quelconque mais fixe, et considérons toutes les fonctions d’une variable obtenues en prenant les valeurs de la fonction sur les droites parallèles à A; en d’autres termes, considérons les fonctions obtenues en posant
DONS E(r Et, 2 + all ae at)
Si Fest irréductible, la fonction (4) ne peut être constante quels que soient Li Lace ne OA en était autrement, il suffirait de changer les axes, et de prendre comme nouvel axe Oy,, une droite parallèle à A; la nouvelle fonetion W(y,, V2, ..., Y,) serait constante par rapport à y,, quels que soient Vas Vas ces Yns C'est-à-dire qu'elle ne contiendrait pas y,; la fonction F serait réductible, ce qui est contre l'hypothèse.
Ceci posé, supposons que la fonction F admette des périodes de module aussi pelit que l’on veut. Pour simplifier l'exposition, nous raisonnerons sur le cas de trois variables.
Imaginons une sphère de rayon wn ayant l'origine O comme centre et, à toute période &(&«,, #,, 4,), faisons correspondre sur la sphère le point de coordonnées
CA CA ce
y ; 2 = = 5 ; 2 2 2 z 2 2 Te Voita+taoi Vai+ai+o Vai+a+o
qui définit ainsi la direction de la période considérée.
Donnons-nous maintenant une suite de nombres positifs &,,€,,..., ex, ..., tendant vers 0; €, désignant l’un quelconque de ces nombres, il existe au moins une période w, dont ie module est inférieur à &;, de sorte que nous obtenons ainsi une suite de périodes ©,, &,, ...w%, ... dont les modules or) cHvementiniérieurs de. e, cr woienth,, PP leurs points représentatifs sur la sphère. L'ensemble des points P à sur la sphère au moins un point limite P,, de coordonnées &°, 4,,4,. Ce point P, jouira de la propriété suivante : si, sur la sphère, on imagine une petite surface quelconque, un cercle de centre P, par exemple, on pourra trouver à son intérieur des points représentatifs de périodes dont les modules sont inférieurs à tout nombre donné €.
Soient maintenant, Q un point quelconque de lespace, Q° un autre
point quelconque situé sur la droite passant par Q et parallèle à OP, :; et
désignons par F(Q) la valeur de la fonction au point Q. Je vais montrer qu'il existe dans tout domaine S entourant le point Q' (une sphère de centre Q’ par exemple) des points Q° pour lesquels on a
FCO = Er0):
Pour cela, à partir de l’origi > Q, portons les seg our cela, à parur de l'origine commune Q, portons les segments
op. 201) Motor PO):
Grst V2 (0e Lo Cne) ets Dal A%,
De TE : rires u : è Ge, MD (0L)s LOU) NES PO) AV RE r ne ; Ne ; :
Je désigne par À,, A, ..., Az, ... les droites qui portent les segments des hones 12,2, K,:22, Les exirémités de tousces sesments lonmentran ensemble bien déterminé de points; soit E cet ensemble. Je dis que tout point de la droite QQ", Q’ par exemple, estun pornt limite de l’ensemble E,.
Qi
Considérons en effet une petite sphère quelconque S ( fig. 1) de centre Q”,
les droites A4 ont la droite QQ' comme droite limite, on pourra en trouver
de rayon & et une sphère S’ de rayon Ê concentrique à la première. Puisque
une infinité qui rencontrent la sphère S'; parmi les périodes correspon-
dantes &,, il y en aura donc certainement dont le module (!} est inférieur à Ê; si A4 est l’une d'elles, il en résulte que la sphère S contient au moins
une des extrémités Q, des vecteurs w4, 3(w4), ..., p(wx). La sphère S ayant un rayon quelconque aussi petit que l’on veut, il en résulte bien que Q' est un point limite de l'ensemble E.
Or, en tout point de l’ensemble E, la fonction à manifestement pour valeur F(Q). Par conséquent, si la fonction était continue en Q”, sa valeur ne pourrait être que F(Q). La démonstration s'achève alors immédiatement. La fonction F étant irréductible, elle ne peut être constante sur toutes les droites parallèles à QQ’. Soit donc QQ' une droite sur laquelle elle n’est pas constante. La fonction F satisfaisant aux conditions de la page 16, il existe sur QQ' un point Q' où elle est continue. Or nous venons de voir que si Q est un autre point quelconque de cette droite, on a né-
cessairement HON=RIOLS
la fonction serait constante sur la droite QQ”. Nous arrivons à une contradiction; on ne peut donc supposer qu'il existe des périodes infiniment petites.
Le cas d'un nombre quelconque de variables se traiterait de façon identique, et c’est seulement pour éviter des notations trop compliquées que Je me suis borné aux fonctions de trois variables.
Ainsi les fonctions irréductibles qui satisfont aux conditions définies page 16 n'admettent que des périodes finies, mais 1l'est évident que toutes les fonctions irréductibles dont les périodes sont finies ne satisfont pas à ces conditions. On peut affirmer toutefois que, si une fonction irréducuble possède des périodes infiniment petites, elle est totalement discontinue sur certaines droites.
(1) Les axes sont supposés rectangulaires, mais on conçoit bien que cela n'a ici aucune
importance.
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Ici, comme dans le cas des fonctions d'une variable, nous diviserons en deux classes l’ensemble des fonctions irréductibles périodiques. |
La première classe comprendra celles dont les périodes sont finies; la seconde celles qui admettent des périodes infiniment petites; nous exclurons complétement de notre étude les fonctions de la deuxième classe qui, par la nature si singulière de leurs discontinuités, paraissent peu susceptibles d'applications utiles.
Soient F(x,, æ, ..., x,) une fonction irréductible (*}, «,, &,, ..., à, les éléments d’une période fixe w. La fonction de 4
PU) =F (x, Eil, MR dal, Er dpt)
admet, quels que soient #,, æ,, ..., æ,, la période 1. Cherchons la plus petite période commune à toutes les fonctions ®(/) obtenues en faisant : : à I :
NAME D, Le, - dt, elle estnécessairemont de la ofme à de sorte qu'il suffira de former la suite Il ll ll il
l, se Co 0:
2 J q Te
] A ‘ ' Fe M I . .
el de s'arrêter dès que l’on aura trouvé une période à qui ne soil pas
SR il
commune; on est assuré de trouver une telle période, sans quoi F serait
; ; ne 6) nn CT CT ce 2 Us
réductible. La période — de coordonnées +, =, ..., == est la période mintgl NT di
num correspondant à ©.
Transformation des périodes par substitution linéaire. Fonctions réductibles. — Les substitutions linéaires jouent dans cette théorie un rôle important qui s'explique aisément si l’on réfléchit qu’elles transforment la périodicité en elle-même, et qu’elles sont les seules substitutions jouissant de cette propriété.
Soient F(x,,2,,...,#,) une fonction périodique quelconque, irréduc-
tible ou non, E(&,, &;, ..., «,) une période, Faïsons, sur &,, &,,..+, æ. la
(1) À moins d'indication contraire, il ne s'agira plus désormais que de fonctions irré-
ductibles à périodes finies.
substitution linéaire à déterminant différent de zéro
ES / Vie Air Alt... ÀlE., ne e ne. | REC VA : PT re + À»,
La fonction F(x,, x,, ..., x,) se transforme en une fonction DCVI3 Va ++, Yr) et la période w devient la période w/(B,, B,, ...,8,) de la fonction ®, 6,, 8,, ..., B, se déduisant de &,, &,, ..., «, par la substitution (1).
Si le module de la période w est différent de 0, le module de la période w’ est aussi différent de o, et inversement, puisque le déterminant A n'est pas nul. Nous n'avons jusqu'ici rien supposé sur la réductibilité de la fonction F. S1 celle-ci est irréductible, elle reste irréductible et toutes les nouvelles variables y,, y, ..., y, figurent explicitement dans la fonction ®.
Supposons la fonction F(x,, x,, ..., x,) réductible, la substitution (1) élant choisie de façon qu’elle transforme F en une fonction irréductible HOPDNANADIE DONS 7). Toutesperniode (x, ct) module =£ ose transforme bien en une période w'(B,, B., ..….,B,, Bi, .. D) pour laquelle
VRi+ Éi+.. + fi;
mais l’on pourrait avoir
BB
de sorte que la période ©’ n'aurait plus de signification vis-à-vis de la fonc- ROME ER PEER DE
Nous dirons dans ce cas que la période w est une période umpropre de la fonction F. Les périodes impropres s’évanouissent donc par la réduction.
Leurs éléments vérifient Les équations
| Ma+æ+...+AIt;—0,
Pc SION D 0e DD ir 0;
inversement, tout système de nombres &,,&,,..., a, vérifiant ces équations représente une période impropre de la fonetuon F. L'ensemble des périodes impropres a donc la puissance du continu, et il y a des périodes impropres dont le module est aussi petit que l’on veut (").
On verrait bien aisément que la définition des périodes tmpropres ne dépend pas de la substitution employée pour ramener F à une fonction 1rréductible.
La somme, la différence géométrique de deux périodes impropres est évidemment une période impropre.
Nous appellerons, au contraire, période propre loute période de F dont les éléments ne vérifient pas les relations (2), et la définition ne dépend pas non plus de la substitution qui ramène F à être irréductible.
La somme géométrique d’une période propre et d’une période impropre est une période propre.
Toute période propre subsiste effectivement par toute substitution linéaires ST, d....,d.s0ntses clements dans lalonchonbr ee ur ses nouveaux éléments dans la fonction irréductible ®(y,, y, ...,7,)sont donnés par les formules
— (ee — M
Mais ul y a une infintlé de périodes propres qui, par la substitution (1), se transforment en la même période B,, 6,, ...,6, de la fonction %.
En eflet, si à une période propre on ajoute, ou on soustrait, géométriquement un nombre quelconque de périodes impropres, la période correspondante dans la fonction ® reste incariable. Cela résulte immédiatement du fait que les éléments d’une période impropre vérifient les équations (2). Inversement si deux périodes propres correspondent par la substitution (1) à une même période de la fonction ®, elles diffèrent géométriquement d’une période impropre.
(1) Les fonctions réductibles possèdent donc des périodes infiniment petites. Chaque fois que l’on pourra établir qu'une fonction ne possède pas de périodes infiniment petites, on sera assuré qu'elle est irréductible,
Les périodes propres qui correspondent ainsi à une même période de la fonction ® seront appelées des périodes équivalentes. Tei encore il faut remarquer que la définition de l’équivalence est indépendante de la substi- Lution employée pour transformer F en une fonction irréductible.
Nous avons ainsi divisé en deux classes bien distinctes les périodes d’une fonction réductible : 1° les périodes impropres qui disparaissent par réduclion; 2° les périodes propres qui se séparent en groupes de périodes équicalentes, chaque groupe correspondant à une période de la fonction irréductible ®.
L’addition d’une période impropre à une période donnée ne change pas la nature de cette dernière, et enfin la nature d’une période quelconque reste invariable par toute substitution linéaire à déterminant différent de o.
Périodes propres distinctes. — Soient p périodes propres &,,&,, ...,0, d’une fonction quelconque F(x,, #,, ...,æ,) supposée réductible à g varobe D... 07: celanyeut direcque ÿ,Y2 +. y etantig ionmes linéaires indépendantes en #,,æ,,...,æ, convenablement choisies, on a identiquement
DEP
® étant une fonction irréductible des nouvelles variables y,, ÿy:, ..., 4 ee = : n TON 0 2 2 DPPnon-repeoivementpar(th 07). (6-.p5)2. 085,02 les nouveaux éléments des périodes w© dans ®. Nous dirons que les p périodes considérées sont distinctes, si dans le Tableau des éléments
Bi Br ... B;] Br Bi ... Be il y a au moins un déterminant d'ordre p différent de o.
Bien que le mot de distinctes convienne assez mal pour qualifier une telle propriété, je l’emploierai cependant au lieu du mot indépendantes, quisemblerait mieux choisi, mais que je veux réserver pour exprimer une autre propriété qui sera étudiée dans la deuxième Partie.
Il résulte de là que la fonction F(x,,2,, …, æ,) ne peut admettre plus de qg périodes propres distinctes, 4 étant lui-même inférieur, au plus égal, à ».
Fe H
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an CRC à Si l’on désigne par (@i; ais. ai), (aP, té}, mar)leseléments
de p périodes propres distinctes © dans la fonction F, il est évident que dans le Tableau
P P P CH LCI
il y a au moins un déterminant d'ordre p différent de o. Cette condition
est nécessaire, mais elle n’est suffisante que si la fonction est irréductible. Des périodes distinctes restent distinctes par toute substitution linéaire à
déterminant différent de 0.
Si des périodes sont distinctes, celles que l’on obtient en leur ajoutant respectivement des périodes impropres quelconques sont aussi distinctes. Soient p périodes propres distinctes &{(a,, 1.4). 0,(a/, 0/10 et plus généralement p périodes quelconques telles que dans le Tableau formé avec leurs 2p éléments 1l y ait au moins un déterminant d'ordre p
différent de o.
Effectuons la substitution linéaire
PTE ea re dt Le AP lee das elle elalekele eee ie eus nent nee GNU Une , 1 JA 2 Va » JP ) p+1 1 Din 10 + +...+ + A! prier Y ñ ni di n PA Ù ñ ap T n J P+1 n Jus
OÙ @,, @, -.., @, Sont des nombres quelconques différents de o, les coefficients À? restant arbitraires, à la seule condition que le déterminant
Il PA D 4 GER LÉ CA AP+1 ) \1 ….. n
d; da €p
1 2 P o Pa) X2 ) p+1 sn —? 2 PR d; (LE) € p “
2 D An dre Se Bêp D Pa n 3 \n ….. \n
di (1#) ap
ne soit pas nul, ce qui est possible avec hypothèse faite. La substitu-
tion précédente transforme la période w,(x!, «!, ...,a!) en la pé-
riode w,(@,, 0, 0, ..., 0); de même la période w,(a?, a?, ..., &) en la
période w, (0, &, 0, ..., 0) et ainsi de suite. En d’autres termes les vec-
teurs périodes &,, &,,...,@, se transforment en vecteurs périodes w!, :
Di,
F(X,,%;,..,%,) devientune nouvelle fonction D(y,, Ya 292 Vars ces Ya)
dirigés suivant des nouveaux axes de coordonnées; la fonction
périodique séparément par rapport à chacune des nouvelles variables y,, Vrs-.., YN les nombres périodes correspondants @,, &,,..., @, pouvant être d’ailleurs arbitrairement choisis.
Constitution de l’ensemble des périodes d’une fonction irréductible. — Une fonction irréductible n’a que des périodes propres. Nous pouvons faire sur elle telle substitution linéaire que l’on voudra sans altérer la nature de l'ensembie de ses périodes.
Soit donc F(x,, x,,...,x,) une fonction irréductible. Elle admet au plus » périodes distinctes au sens que nous avons attaché à ce mot (p.25). D'une façon générale, supposons qu’il y en ait au plus p, (p£n).
Comme nous venons de le voir, une substitution linéaire convenable transformera la fonction
HO ner 2) en une fonction
P(Y1 Ja se .s Ypo Ÿ'p+1 vale or)
périodique séparément par rapport aux variables y, y:, ..., 7,3 soient Gi, Ass =, @, les périodes correspondantes. La fonction ® est irréductible, et la fonction K n'ayant pas plus de p périodes distinctes, 1l en est de même de la fonction D; soient 6,,6,, ..., 6, les éléments d’une période quelconque
de ® ; dans le Tableau
CHROME MT RIT Es ut © O AE) O O ® »
Oo O Œ&p O O R à R Ra R Pi Pa + :.. Pp Pp# +. Pal
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tous les déterminants d'ordre p + 1 sont nuls, d’où
Bp4 Bp+2 SvRs Br 0.
Nous avons donc à rechercher tous les systèmes de nombres $,, f:, ...,
6, qui permettent d'écrire l'identité P(Y1 + Bi Jets Ba GROS) Hp ee Jette Jovi 2) — P(Y1, V2» GO) ŸP» Ÿ'p+19 SES) Va
Nous voyons qu’on peut faire abstraction des variables y,,,, ..., Ya; elles ne jouent plus aucun rôle. Il suffit de remarquer que la fonction D considérée comme fonction des seules variables y,, 72, « .., y, est irréductible ou plus exactement elle n'est pas réductible pour tout système de valeurs attribuées à ÿ,4,, ..., y,. Donnons alors à ces variables des valeurs fixes y®,,, ..., y, qui rendent ® irréductible et posons |
LU U7E Pas ss Yp) = D(Y4, Jos Pam 0 cs Ya).
Si B,, B, -.., B, sont les éléments d’une période quelconque on aura,
quelsique soientiles entiers 77,07,, 722,000, Yi + mbi+ ma, Ya Mbs+ node, 4, Yp EM + npap) = (Yi Ya 2, Yp).
Or, d’après un théorème connu, employé notamment par MM. Hermite et Kronecker dans leurs recherches sur les périodes, on peut choisir les ENTIÈTS M, Ts Days t eo Mps APECIN 0, de faconique les TomUnRes
mBi+na, mBi+nid, ..., mB,+npa
soient en valeur absolue inférieurs à tout nombre donne &.
. WE D) Si les rapports Ne te.) Ê ne sont pas {ous commensurables, les 1 2 P
nombres m$;+ n;a; quoique infiniment petits ne sont pas tous nuls. La fonction Ÿ admettrait donc des périodes infiniment petites, ce qui est impossible puisqu'elle est irréductible.
Les rapports 2. …. 7 sont par suite {ous commensurables et l’on peut
poser
CRE —=— a —— Bi=tues Bo La, he Bu
les coefficients u, étant des nombres rationnels.
Ceci montre déjà que l'ensemble des périodes de la fonction W', ou ®, ou F est dénombrable.
Le nombre maximum p, de périodes distinctes, s’appellera l’ordre périodique de la fonction K.
Systèmes minimum. — Mais nous pouvons aller plus loin encore, Raisonnons sur la fonction irréductible D(y,, y, ..., ÿ,, Vers +. Va) périodique séparément par rapport aux variables ÿ,, y2, ..., y,, et d'ordre périodique p.
Dans l’espace à 7 dimensions marquons tous les points de coordonnées (B,, B:, ..., B,, 0, ..., 0) correspondant aux diverses périodes de la fonction d. Ces points sont d’ailleurs tous contenus dans un espace à p dimensions.
Les modules des périodes ont un minimum absolu b différent de o, puisqu'il n’y à pas de périodes infiniment petites; par conséquent la distance de deux points périodes quelconques est supérieure ou au plus égale à o, de sorte qu'un espace limité contient un nombre limité de points.
Ilsuit de là qu’on pourra trouver un volume parallélépipédique ayant lorigine comme sommet, des points périodes comme sommets adjacents, et £el quil ny ait aucun point période à son tnlérieur nt sur ses faces.
Avec ce parallélépipède fondamental on peut construire un réseau de parallélépipèdes dont tous les sommets sont des points périodes.
S'il existait quelque part un point période qui ne fût pas un sommet de ce réseau, son homologue dans le parallélépipède fondamental serait aussi un point période, ce qui est impossible.
Nous appellerons système minimum lout système de p périodes qui définit ainst un parallélépipède fondamental.
Il est dès lors évident que, si les p périodes w,(a,, 0, ..... 0) DUO NUS, 10) 7 0 (0, ..,0,@,,0,... 0. ).de la fonction Dforment
un système minimum, une période quelconque a ses éléments de la forme Bi= ma, Éd EPA Brad, O1 0, RE Ba 0,
+ ; - Te PTE Sn 2 EE es les coefficients », étant des entiers; inversement B,, B,, ..., f, définissent une période quels que soient les entiers m;.
Géométriquement on peut dire encore que Si &,, @:, ..., ©, sont p pé-
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riodes distinctes formant un système minimum, toute période w est une somme géométrique de la forme
© = M(61) + Mi(@o) +... + Mp(Op)
propriété qui est ainsi indépendante du choix des axes de coordonnées.
Les systèmes de périodes minimum correspondent à la période minimum dans le cas d’une fonction périodique d’une seule variable, mais dans le cas d'une fonction périodique de plusieurs variables, ou plus exactement dans le cas des fonctions périodiques d'ordre plus grand que un, il ÿ a une infinité de systèmes minimum, et il est facile de voir comment ils se déduisent les uns des autres.
Soit F(x,,2,,...,æ,) une fonction irréductible quelconque, périodique
d'ordre p; &,,0,,..., 0, un système de périodes minimum; &°,,,...,0,
un second système minimum. On a
SE ei nm nd mi entier.
Il faut exprimer qu’une période quelconque
© —= Mio) + Ma(@s) +... + Mp(®)p) (m; entier)
s'exprime par une somme géométrique de la même forme au moyen de w;, G—pH(wi)+.. Ru (0,) (L: entier),
il faut pour cela que, quels que soient les entiers »,, m,,..., m
ph» ON puisse
trouver les entiers 11,, ge, ..., 1, de façon que l’on ait
— Î 2 PA MIT MISE ip,
— Î DOS ENS Me ele aéoc ac SEE no
La condition est immédiate, il faut que le déterminant
1 P mn, Un Mu mn
) mi,
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. s 1.
qui est nécessairement différent de o, soit égal à +1, C’est une condition nécessaire et manifestement suffisante.
Dans un tel déterminant les termes d’une même rangée sont nécessairement premiers entre eux, et à part celte condition ils sont arbitraires.
Plus généralement tous les déterminants d'ordre # que l’on peut former avec les éléments de X rangées parallèles sont premiers entre eux, comme le montre le développement de A, suivant la règle de Laplace, et, à part cette condition, ils sont arbitraires (").
Supposons que les vecteurs &,, &,, ..., 6, soient dirigés suivant les axes A COOnONNEES 047102... 02. S0lenht (C0 D) 004:0...0),... les coordonnées de leurs extrémités. — w'w...w°, étant un système minimum quelconque défini par les formules (1), on a
1 1 Î HONCPNICEC NN ETT MT RUN AU; die, 0 ia ed P P MGR TN CoAMMÈUS
le déterminant formé avec les éléments (*) des périodes d’un système
minimum a la méme valeur pour lous les systèmes minimum .
Si l’on considérait, au contraire, p périodes distinctes quelconques, le même déterminant
! tp 1p 1p TR Dee LU PA STE
serait toujours en valeur absolue supérieur à M.
Ces propriétés ont d’ailleurs une interprétauon géométrique fort simple et bien connue dans les cas de deux et trois variables. |
Dans le cas de deux variables ou plus exactement dans le cas des fonctions périodiques d’ordre 2, si l’on marque les points représentatifs (°) de deux périodes formant un système minimum quelconque, on a ce théorème :
(1) Cela résulte immédiatement d’une Note (Note 1) placée à la fin de ce travail. (2) Je fais abstraction des variables Zp+4, :+.; Ta. (3) Les points représentatifs des périodes sont tous dans un même plan.
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L'aire du parallélogramme conslrutl Sur ces points périodes est
constante.
Dans le cas où l’ordre est égal à 3 :
Le volume N du parallélépipède construit sur les trois périodes d'un système minimum quelconque est constant, de plus le volume du parallélépipède construit sur trois périodes distinctes, qui ne forment pas un système minimum, est toujours supérieur à V.
Nous verrons plus loin une généralisation de ces propriétés qui est la suivante : si F(æ,,#,,...,æ,) est une fonction continue quelconque, périodique d'ordre p, l'intégrale
(free on) di bar OT
prise à l’intérieur du parallélépipède construit sur un système minimum de périodes est constante; en supposant F constant on obtient les résultats précédents.
Constitution de l’ensemble des périodes d’une fonction réductible. — Soit F(x,,%2,...,#,) une fonction réductible à une fonction irréductible de g variables ®(y,, y:,...,7,). L'ordre périodique de F sera par dé ftnition celui de la fonction ®, désignons-le par p, (p£q). Soit S la substitution qui permet de passer de F à ®,
Yi=Àm+iAlm+...+ xs,
Yp= ME + A9%: re ES PE MN :
A D + ÀŸX», D RDS SO SA D On OU :
do NE Co Ce + AT Tr
Il convient de remarquer que si l'on change arbitrairement les coefficients À figurant dans les 2 — 4 dernières formes linéaires précédentes, la fonction ® reste invariable.
4] ND = Eee (AG .
Nous avons divisé en deux classes les périodes de la fonction F : les
She
périodes impropres Q (*) dont les éléments vérifient les équations
Alto Al +..,+Ala—=o,
ÀT a + Ta +. + À? on 10)
et qui disparaissent par la réduction, et les périodes propres qui se conservent intégralement.
Soient 6,0, ...,0, p périodes de la fonction ®, formant un système minimum; désignons par ©, une période propre de F qui se transforme (?) par la substitution (S) en la période w', par w, une période qui devient O,, -.., et par © une période quelconque qui devient w’,
On a alors entre w', &,,&,,..., ©, une relation géométrique de la forme
d'=7(0i) Mo) +...+m,(w,), My, Ms...) MN désignant des entiers, d’où D M(0n) + Ma(ws) +... + mh)(wp) +(Q),
Q désignant une période impropre ou une somme géométrique de périodes <
impropres quelconques.
L'ensemble des périodes est donc formé par l'association de deux ensembles : l’un dénombrable obtenu en faisant varier les entiers positifs, négatifs ou nuls m,,m,,...,m,3 l'autre continu, constitué par l'ensemble
des périodes Lmpropres Q qui dépendent den — q paramètres arbitraires.
Remarque. — Soit F(x,,æ,, ...,æ,) une fonction réductible à q variables et périodique d'ordre p. On peut écrire identiquement
Fr, Lay 9 LE P(Y:; Vo .. Ya)
Vis Vase.) Y, désignant g formes linéaires indépendantes en #,,,,..., æ, et ® une fonction irréductible. Un système P de p périodes propres distinctes de F se transforme en un système P’ de p périodes distinctes de ®.
(1) Voir pages 23 et 24.
(2) La période w; n’est définie qu’à une somme géométrique de périodes impropres près.
pe 5
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Par une substitution linéaire, à déterminant différent de o, sur les q va- _riables y, on peut transformer les périodes P’ en vecteurs périodes dirigés suivant les nouveaux axes de coordonnées, les nombres périodes correspondants ayant des valeurs arbitraires données à l'avance @,, a,,...,a,, de sorte que finalement, en combinant les deux opérations, on voit qu'il existe
qg formes linéaires indépendantes en æ,, æ,,..., æ»,
| Yi=imi+ a+... .+læ, (1) DAS otre on io 0 60 0 0 S 4.50 ; | Va= Nat ME... + Mar,
telles que l’on ait identiquement Pise 2 ln) = DV de es Doro) ae
® étant une fonction irréductible périodique séparément par rapport aux Valable Vpn
Si le système de périodes P est minimum, la fonction ® se trouve ellemême rapportée à un système minimum.
Il est facile de former des équations linéaires auxquelles doivent satisfaire les coefficients À des formes (1). Si l’on désigne par w,(ai,ai,...,æ1), ..., wo,(a?,...,a?) les éléments des périodes P dans F, on doit avoir
JA cite. M 0,
A GA eee ARR O0,
(2) ER EE ET NE af +. Fe EN AE UNS à ÀT ai +..... ae Ne 0:
l’on a ainsi p groupes de relations analogues obtenues en faisant
RAR AS T
Ces relations n’indiquent pas immédiatement la forme que doit avoir la substitution (1). On peut trouver cependant des formes assez remarquables
QC Ut
de ces substitutions. Adjoignons aux formes (1) 7 — q nouvelles formes
Moi AT AT met...
(ETS SR ES Te AR Er PS ;
enr eu ERA Yn — ni LEE Oo S NT ee + À Ts
définissant avec les 7 premières une substitution complète; ces » — 4 formes sont arbitraires, assujetties simplement à cette condition que le déterminant des » formes (1) et (3) soit différent de o. Les formes (1) et (3) peuvent être résolues par rapport à x,,4,,..….,2æ,, el si l’on porte ces valeurs dans F il est clair que l’on obtient toujours la même fonction ®(y,, ..., y,). Soicnt donc
| PE Bi a Bi Ja te BE o EMA Jpeute + Bi Jus (4) | TE CRE EE RE ET UE ET RER ; D END de an UE Np URI Vii ee Vs
lésformes (1)-eb (5) résolues partrapport à æ,, 2, ..., 2.
Considérons la période w,(4!, ..., «!) par exemple de la fonction F. La substitution complète représentée par les formules (1) et (3) lui fait correspondre les réléments (0, 7.0,4,0,..%0;, Le. .…, 8°), les B n'étant pas nécessairement nuls. Effectuons la nouvelle substitution
Si — Vis
T2 — Vas
AN
2 = tr
D LI MN LE en VA Va UV da be om ne Qi NS D US le ;
D ee me dia Uri Va tie os
où les coefficients y, provisoirement arbitraires, vérifient seulement l’iné-
p L galité q+1 +1 D T A R NDE ( j\ = 10, [L I PR
le module de la nouvelle substitution étant ainsi différent de zéro. Par cette
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substitution qui est, en définitive, une substitution sur les +, la foncuon ®, ou si l’on veut la fonction F, se transforme en une nouvelle fonction irréductible Y'(z3,,3:,...,3,,:.., 3,) périodique séparément par rapport à 3; Z:5+.., 2), de sorte que par la substitution totale, à déterminant non nul,
ET ne CN A AR S NNL HN RARES RO Pen en HE ,
— JA AL Tr = K} Emo Oo knsn
les p périodes données de F se transforment en p périodes de W' dirigées suivant les axes 02,,...., 027,.
Or, déterminons les coefficients y de façon que l’on ait
si q#i q+i R1 S4+ÈRi Ov ai RUE Di tee vit br
,4+È J4+i R2 ,9+iR2 0 VS do Vario eee Vé B
ses vie otre she dolce se ia ele n vielle et) on ee
0— varie, + DER eo va+iBp cela est toujours possible tout en satisfaisant à la condition A 0, puisque ces équations sont résolues par rapport à vf, v?", ….,vf"avecz=1,2,...,n—q el que &,, &,..., 4, Sont différents de o. Dans ces conditions, les formules (5) font correspondre aux systèmes de valeurs (æ;, &,,..., ai), ...,
(aid... 0) attriDUéeS 4 y, de, .., d, Tespectivéentléss\slemetde
ai
re.
valeurs Es 00-070, de 00) CET AO LE UP O)
attribuées à z,,z,,..., 3,3 elles sont donc de la forme
a IS p Sp LD+1 > > Poe TA + k! Sp Tee 1 ns 2 D
le 2 ae » 2 p à _ l Pa di Ra +. Ra EKPMz tn. EA2z,,
(6) À dy * as hp Se le es ne da nee en ele ss ion se ss sis dose rs il DEP +1 De = as NE RUE MCE rs d; Xp
formules où entrent explicitement les éléments des périodes (ai, …., al), …, (47,.…., 47) qui par la substitution (6) se transforment en périodes axiales.
En définitive, nous avons établi que, étant donnée une fonction
F(x, Las 7 0)
réducuüble à g variables et périodique d'ordre p, il existe des substitutions linéaires de la forme (6) qui ramènent F à une fonction irréductible VS, 32,0, 2 .., 3,) périodique séparément par rapport aux variables 313 So.) 3,3 les nombres périodes correspondants &,, &4,,..., a, pouvant être choisis arbitrairement ainsi que le système des p périodes propres distinctes w,(x!,...,a!), ..., w,(@?,..., a?) de la fonction F qui doivent
leur correspondre linéairement.
Conclusion. — Je résume maintenant les traits essentiels des résultats obtenus. Une fonction périodique F(x,,x,,...,æ,) étant donnée (on suppose que F satisfait aux conditions de la page 16, ou plus généralement, que ses fonctions irréductibles n’ont pas de périodes infiniment petites), nous avons défini :
1° L'ordre de réductibilité, c’est-à-dire le nombre minimum g de variables indépendantes, fonctions linéaires de x,, æ,, ..., 4, au moyen desquelles on peut exprimer F;
2° L'ordre périodique p, c'est-à-dire le nombre maximum de périodes propres distinctes de la fonction donnée, le nombre p étant nécessairement inférieur, au plus égal à g. Les fonctions pour lesquelles p est égal à g admettent le maximum de périodes; ce sont les fonctions que l’on pourrait appeler entièrement périodiques, les autres étant par opposiuon des fonc-
tions partiellement périodiques.
ÉTUDE D'UNE CLASSE PARTICULIÈRE DE FONCTIONS PÉRIODIQUES
Nous rencontrerons fréquemment dans la suite des fonctions qui, sans être irréductibles, sont périodiques séparément par rapport à un certain nombre de variables.
Soit, pour considérer le cas le plus simple, F(x,,#,,...,4,) une fonction que nous supposerons réductible à g variables par substitution linéaire, et périodique ent; 2, © séparément. Désignons par a,, @,,..., a, les
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périodes correspondantes. Nous supposons de plus que la fonction F n’est constante par rapport aucune des variables x,,x,,...,x, qu'elle contient toutes effectivement. Quel est l’ordre périodique de la fonction F? Nous allons montrer qu'il est égal à 7, c’est-à-dire que la fonction F est entièrement périodique. Soient, en effet,
RAI EDP ES re Ja — Xfæ, AS Di r0 0 DIOR + À Zn (1) | RE NN Le Per ; EN TO RCI Re HAT Tr
les 4 formes linéaires indépendantes qui transforment F en la fonction irréductible D(y,, y, ..., y). Il y a parmi les déterminants que l’on peut former avec les À un déterminant d'ordre g différent de zéro. De plus, les coefficients À}, À?,..., À? relatifs à une même colonne quelconque, celle de rang &, ne sont pas tous nuls sans quoi F ne contiendrait pas la variable x;.
Ceci posé, nous connaissons z périodes de la fonction F, les périodes Dao) 01 0 NO). Dior 00) MNON en des formes (1) elles se transforment en périodes dont les éléments sont respectivement
GNT as DEN CT ET PE CUT ! 9 üe. AP des VAS oran NT, >: ns Mer TE (2) RES DR .
Gr» hi @;, \i dis CA) i dis + ÉCRIS ON PES ! pu ne Op PÉRIODE OT AE
On voit d’abord que les éléments de la période w;, par exemple, ne peuvent être tous nuls, puisque les coefficients À}, ..., À? ne sont pas tous nuls. Donc, les périodes w,,w,,...,w, sont nécessairement des périodes propres. Cherchons combien il y en a de distinctes (p. 25). Pour cela, dans le Tableau des éléments (2) il faudra trouver l’ordre du déterminant d'ordre le plus élevé qui ne soit pas nul. Les & étant différents de zéro cet ordre est exactement égal à 7, puisque les formes (1) sont indépendantes. La fonction P(y,, y:,..., y,) possédant g périodes distinctes est done entièrement périodique.
On peut effectuer sur les variables y,, y,, …, y, une nouvelle substitution linéaire, à déterminant non nul, de façon que 7 périodes propres distinctes arbitrairement choisies (ici p — q) deviennent des périodes dirigées suivant les nouveaux axes de coordonnées (on pourrait choisir, en particulier, un système minimum de périodes). En combinant les deux substitutions successives, on voit qu'il existe g formes linéaires, que nous supposerons être les formes (1), transformant F en une fonction irréduetible, que nous supposerons être la fonction ®, et périodique par rapport à toutes les variables, les périodes correspondantes b,, b,,..., b, pouvant d’ailleurs être arbitrairement choisies, et nous avons même indiqué (p. 36) des formes particulières de ces substitutions.
La substitution (1) prend ici une forme remarquable qu'il est aisé d'obtenir directement. Observons en effet que toute période de la fonc- Ton, 07 Jasescléments de AiormeK,0,, Ke 07 k,,..., k, sont des nombres rationnels (p. 28), des entiers si les périodes axiales constituent un système minimum.
où
Or, considérons la période transformée de la période 6,(0,0,...,0,&;,0,0), ses éléments deviennent dans ®
OC Po M CR CP AT
d’où, cette conclusion que les nombres
D Le ë, 1 1 2 | !
Nu t+pie +... Huit b, d; 2 An 2 2 1 > ln EE ae D CE pi (3) 2 d; An Re Cure: ; Hi Th Ja — fi EE RL UT) , a; An
les coefficients ul étant rationnels, entiers st le système des périodes axiales dans ® est un système minimum.
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Il y a évidemment une infinité de formes linéaires telles que (3) qui permettent de transformer F en une fonction irréductible périodique par rapport à chaque variable. A tout système de 4 périodes propres, choisies dans F, que l’on veut rendre axiales correspond une substitution de la forme (3), ou plus exactement un ensemble de substitutions de cette forme où seuls les nombres b,, b,,..., b, restent arbitraires.
Si l’on fait sur les variables y,, y,, ..., y, une nouvelle substitution, de façon que les nouveaux axes portent encore des vecteurs périodes, cette substitution s'écrit
Hs pot C, b, CE dy LEARN EEE CESSER hr es v} rationnels, / di . eue + 958 Cq 1 Gin
et l’on voit comment se rattachent entre elles les substitutions de la forme (3).
Supposons que l’on choisisse dans F deux systèmes minimum $S, S’ de périodes propres. Au système S correspond par une substitution de la forme (3) une fonction P(y,, ..., y,) dans laquelle les périodes du système S sont transformées en périodes (b,,0, ..., 0), ..…., (0,0, ..., 0, b,) dirigées suivant les axes et formant dans ® un système minimum. De même, au système S’ correspond, par une substitution de la forme (3), une fonction W(2,,7,,...,23,) dans laquelle les périodes du système S’ sont transformées en périodes (C,.0,.-,,0)2:.:1(0, 10.0 )idirisce Ænyant les axes et formant dans W° un système minimum. Entre les variables (Via Vas see) Va)r (Zi 225 ++., &4) existent des relations de la forme (4). Mais ici les coefficients y/ sont entiers, et l’on a de plus
DR ie.
NN TR Ale
ON
Enetier, les périodes 0.0) 006 20) 7" (OF 0 07e transforment par la substitution (4) en périodes de coordonnées respec-
Dre 1 2 L 1 Ne qe HvEs (PAG VC NICE (Vois... V2C); ces périodes forment en-
core un système minimum, ce qui exige : 1° que les coefficients v/ soient entiers; 2° que le déterminant A soit égal à + r comme cela résulte de ce qui a été établi page 30.
On remarquera que si l’on connaît une substitution de la forme (3) et, en parüculier, une substitution correspondant à un système minimum de g périodes propres, il est aisé d'obtenir toutes les périodes de la foncuon F(x,,æ,,...,æ,); @, @&,..., «, désignant les éléments d’une période quelconque, ces nombres vérifient les équations linéaires
1 2 Un 6 J 2 1 9 1 7 ORNE Fac co doc HU (5) d; An Te D 0 er OO OC CRT :
ï | (04 TR D SE eee HT di Un
dans lesquelles &,, &, ..., «, sont les inconnues et »1,, m,, ..., m, des entiers quelconques pouvant être nuls. Cela résulte du fait que les périodes se transforment par les substiiutions linéaires et que, d’autre part (p. 29), les périodes de ® ont des éléments de la forme 72,b,,..., m,b,. Si les entiers 22,, M, -.., M, Sont tous nuls, on obtient ainsi l’ensemble des périodes impropres.
Fonctions de fonctions périodiques. — A la classe de fonctions que nous étudions actuellement appartiennent les fonctions de fonctions périodiques, c’est-à-dire les fonctions de la forme
PC Cr Sur
dans laquelle &,(x,), .…, u,(x,) sont des fonctions périodiques de périodes respeetivesid;; Gr, Up.
Nous supposons : 1° que la fonction F n’est constante par rapport à aucune des variables #,, u,,..., 4,3 2° que les fonctions périodiques &;(x;) ne sont pas constantes. Dans ces conditions la fonction Efu,(r ere da) n’est constante par rapport à aucune des variables Li, D 00 Ex
Be (e
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Nous bornant au cas particulier où les fonctions F, (RU (CUe) sont des fonctions continues, nous démontrerons le théorème suivant :
La fonction F[u,(x,),...,u,(x,)lest irréductible.
La démonstration nous indiquera d’ailleurs à quelles conditions cette proposition s’étendrait au cas de fonctions discontinues.
Pour établir le théorème je remarque d’abord que, si (x) est une fonc- Uon périodique continue, l'équation
u(æ+a)—u(x)—=0o a des racines, quelle que soit la constante #. S'il en était autrement la fonction
continue w(x + a) —u(x) garderait un signe constant, elle serait positive,
par exemple, sans être jamais nulle; on aurait donc, quel que soit x, u(æ+a)—u(x)>0o el, par suite aussi, quel que soit l’entier positif », u(æ+na)—u(x)>0;
LS
si &« est commensurable avec la période a (a — 2), cela est manifestement
impossible puisqu'il suffirait de prendre 7 = q pour avoir u(æ+qa)—u(æ) =0;
si & est incommensurable avec &, étant donnés x el y quelconques, on peut choisir les entiers 72 el n, n élant positif, de façon que x + na soit aussi voisin qu'on le veut de y + ma; d'où résulterait (puisque w(x) est une
fonction continue) que, quels que soient x et y, on aurait u(y)—u(x)20,
ce qui est absurde. L’équation u(x + à) — u(x) = 0 a donc des racines quel que soit «.
Ceci posé, remarquons que, la fonction F étant continue, elle satisfait aux conditions de la page 16; par conséquent les fonctions irréductibles que l’on en déduit par substitution linéaire n'ont pas de périodes infiniment petites.
Je dis d’autre part qu'il est impossible de la supposer réductible, S'il en
élait ainsi, en effet, il existerait formes linéaires indépendantes
Yi=Àim + AT AZ» | Gi oo OO EE DO OOCo SO } JP; RE CR Sr RER + æn |
qui la transformeraient en une fonction irréductible POP Ve ea): Il existe un déterminant d'ordre q formé avec les À qui est différent de o. Supposons que ce soit le déterminant
LT
er Or
De plus, la condition que F n’est constante par rapport à aucune variable se traduit par ce fait que les coefficients d’une même colonne À}, À?,..., À! ne sont pas nuls à la fois (7 =1,2,..., 7). Or, considérons les deux systèmes de valeurs suivantes attribuées aux variables x
Lis Dos .) Lys Æqg+1s eo 77e ! !
Lis EE ONCE Las Lys ? DAME Ts
OÙ L43 Lay ee, &y SON arbitraires, les autres valeurs des variables satisfaisant aux équations
Ug( Lys) — Ug(Lg+1) = 0, +. Un(Ln) — Un(Ln) = 0,
et les différences
! == "€ ml a ele Lx TT Lgr1 — C4 ss LTn— LXn— Cn
étant, pour l'instant, arbitrairement données. D’après la remarque concernant l'existence des racines de u(x + a) — u(x)—=0, on peut toujours
fi !
ChOISIT Ge, Louis Dose À Nr Er
QD EN U L: / ‘ 4 r A a Ya TQ h F e* 19 à n Désignons par (y, Vas ce, Vydee.s (Var Vase 2) les systèmes de valeurs
des y correspondant aux deux systèmes de valeurs choisies pour les x.
de facon qu'il en soit bien ainsi.
Comme l’on a
F[u(x), CMOS) Uy(Ly) HA De }s COTE, Un (2) — F{u, (Cr); MSC) Ur),
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on à AUSSI DC Vis Vase. 1) = D(Yis Vas es Va).
Posons
Vida ot Va = Ya + Ba 5000 Va Ya Pôqe
Les nombres B,, B,, ..., B, sont respectivement égaux à
Les nombres £,,,,..., £, sont arbitraires, on pourra toujours les choisir de façon que B,, B,, ..., B, ne soient pas tous nuls. On pourra prendre, par BXCMPIE Er 0 60, Cri 0 0, AUQUElCAS ON UT Te plement
I Bi»
PEr — Ba, À — 6
el nous savons que À}, À%, ..., M ne sont pas tous nuls. On voit même que l'on peut choisir £, de façon que B,,8,, ..., 6,, sans être tous nuls, soient aussi petits que l’on veut.
Les nombres £ et 5 étant ainsi déterminés, on à
D( y: + Bi; ice = «se dat Oo Di Je... Jah
relation qui a lieu quels que soient x,, x,, ..., &,, les autres variables
Pr : ! û 7 .
Bquis + ee) Eny Louis - ++) LA ayant des valeurs déterminées qui ne dépendent pas dex,,%:,...,æ,. Puisquele déterminant
1 l A re "A
AREAS
est différent de o, les formules de substitution montrent que y,, y:,..., y, sont également arbitraires, puisqu'on peut les résoudre par rapport à x,, Lee, y Qui sont eux-mêmes quelconques.
On voit, en définitive, que la relation D( 71 + Bu .» Va F Ba) 00 Vas A) a)
a lieu quels que soient y,, y,, ..., y,, c'est-à-dire que B,, 8.,..., 8, definissent une période de cette fonction. Comme, d’autre part, B,, 8,, ...,B, peuvent être pris aussi petits que l’on veut, la fonction ® admettrait des périodes infiniment petites; c'est impossible puisque ® est irréductible. On ne peut donc pas supposer que la fonction F soit réductible.
La démonstration suppose simplement : 1° que les fonctions irréduetibles déduites de la fonction F[4,(x,),...,u,(x,)] n'admettent pas de périodes intiniient pentes; 2%que parmiles-fonchons 4,2, (2)... 2,(@.) ul y en à au moins une pour laquelle les équations (x + «) — u(x) = o ont des racines, et cela pour des valeurs de & aussi petites que l’on veut, sans même que cela doive avoir lieu pour toutes les valeurs de &. Toutes ces conditions. sont réalisées lorsque les fonctions F et & sont continues.
Fonctions entièrement périodiques à périodes indépendantes. — Soit F(x,,æ,,...,æ,) une fonction, réductible ou non, périodique séparément par rapport à chaque variable, et soient @,, &,,..., a, les périodes correspondantes. Je dirai que les périodes a,, «,, ..., a, sont indépendantes s’il
n'existe entre ces nombres aucune relation de la forme
#2 La G EME A Œi do ln
dans laquelle b,,..., a, sont des nombres rationnels positifs ou négatifs mais non nuls à la fois. Les fonctions périodiques pour lesquelles les périodes sont indépendantes joueront dans la suite de ce travail un rôle capital.
Supposons la fonction F réductible linéairement à g variables.
Nous avons vu page 39 que, étant donné un système de 4 périodes propres distinctes mais quelconques, on peut transformer F en une fonction irréductible ®(y,, y», ..., Y,) périodique séparément par rapport à chaque variable, les périodes correspondantes b,, b,,..., b, étant arbitraires et
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cela au moyen de 4 formes linéaires
W# 2 t 1 1 2 n 71 — ARCS HS b, di LE An (S) RE ER ST D CIO OC , Ya q T1 FRE) 297 = — + UT — + + u9 —, ps Hi di P2 > Ha a,
dans lesquelles les coefficients 4 sont des nombres rationnels, des entiers si le système des 4 périodes choisies est un système minimum.
Puisque les nombres b,, b,, ..., b, sont arbitraires, on peut les choisir de façon à vérifier les relations
es las Fe SES ue Pn, b; a: ue An CRE OR one Ont ete ; q q q ï Fa PVR Pn et Li... ER:
)q di 3 An
cela est Loujours possible, car les périodes &,, ..., a, étant indépendantes, les seconds membres sont différents de zéro.
Si dans les formules (S) on fait alors
on aura aussi Vi Ya. = Yq—= ZX;
et, comme l’on a identiquement Fire = O0 Va); on aura, en particulier, PCR TN 7e De plus, les formes (S) étant indépendantes, il existe dans le Tableau
[its Hi +. pa (T)
au moins un déterminant d'ordre q différent de zéro. Par conséquent les périodes b,, b,,..., b, sont aussi indépendantes. S'il existait, en effet, une relation à coefficients rationnels de la forme
Y, V, ve
MOI PU T
on en déduirait, au moyen des formules (&) et en tenant compte de l'hypothèse que a,, a,,..., a, sont indépendantes,
relations qui, considérées comme des équations en v,, v,, ...,v,, n'ont d’autre solution que la solution nulle, puisque dans le Tableau (T) il y a un déterminant d'ordre 4 différent de zéro.
Il est clair que si, inversement, l’on assujettit Les fonctions irréduetibles DO D) perodiquesen);,7.,... 4 ét déduiles linéarement de F, à satisfaire à l'identité
Hé Le rh D 4) 2),
les périodes correspondantes b,, b,, ..., b, sont nécessairement de la forme (5), de plus elles sont indépendantes, et nous avons un moyen d'obtenir toutes les fonctions de la forme ®. À chaque système P de g périodes propres distinctes, choisies arbitrairement, dans F correspondent une substitution (S) et une fonction D. Les coefficients 4 sont entiers si les q périodes choisies forment un système minimum.
SiW(3,,2:,...,7,) est une fonction analogue à D, et correspondant à un autre système P' de 4 périodes propres distinctes, il est évident que W se déduit de ® par une substitution, à module différent de zéro, de la forme
HER j + Die, RS TALE 1h Ci D q ne tree tome eue à , Ég yat mm Ya, FE b, da
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et l’on a encore DS SL) — MU M) R (A; Ce 12)0
les périodes c,, €,,..., €, qui sont indépendantes, vérifient les relations
1 1 UM 7 Vq UC D Ci Î q RE NOÉ TTN TMECLE s I v{ y?
ee pan 0 et Cq 1 q
En particulier, si P, P’sont des systèmes minimum de périodes, on a nécessairement
q q VE LC CR
Faisons enfin une dernière remarque, qui n’est pas sans importance. Considérons la substitution (S) qui ramène F à D, le système P des périodes correspondantes étant minimum de sorte que les coefficients x! sontentiers. Comme nous l'avons vu page 4r, les éléments &,, &,,..., «, d'une période quelconque (") de la fonction F(x,,.….,#,) sont donnés par les formules
OÙ 7, M, ..., 1, SOnt des entiers positifs ou négatifs quelconques pouvant être nuls.
En particulier, s’il existe une période de la fonction F dont les éléments soient tous commensurables avec lun des nombres &,, &,, ..., a, le nombre a; par exemple, on peut affirmer : ou bien que tous ces éléments sont nuls à l'exception peut-être de celui de rang #, ou bien que la fonction F est constante par rapport à certaines des variables æ,, æ,,..., æy.
(1) Propre ou impropre.
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 49 Posons, en effet, CHERE TE CH
Er =
les À étant rationnels; les formules précédentes donnent
pt ue ++ pi 2e (TER): d’où, avec l'hypothèse faite sur les a, POUR RON I = 0, CU — 0, 0 (J —1,2,...,q); on en conclut, par exemple, REUE= 0, NEC Ar NT LT +0:
. 9 A S1 F n’est pas constante par rapport à æ, les nombres 4!,..., u? ne sont pas tous nuls et alors À, — 0; on àäurait de même À,=0, ..., À, —0, RO À 10.
On verrait de la même façon que si a est un nombre quelconque ne salisfaisant à aucune relation à coefficients rationnetls de la forme
(441 da n
la fonction F ne peut admettre aucune période dont les éléments soient tous commensurables avec a.
QUELQUES PROBLÈMES SUR LES FONCTIONS ENTIÈREMENT PÉRIODIQUES A PÉRIODES INDÉPENDANTES.
Je traiterai encore quelques problèmes qui nous seront utiles pour établir certaines propriétés des fonctions quasi-périodiques.
Soient F(x,,x,,...,+,) une fonction définie dans un certain domaine et k,, k,,..., k, des nombres donnés. Supposons que l'expression
ROC RL LR RER, mi eh) = F (21, EU 2) h
ait une limite pour k = o, et cela quels que soient x,, #,, ..., æ,.
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Appelons REC tee da
CASE EIRE)
cette limite. Si la fonction F admettait des dérivées partielles continues, on
aurait évidemment
De le) DS Ul 0F
+ hr =— 3 Sn n Fr
CERN) a Lo
mais F’ peut parfaitement exister sans que F admette des dérivées partielles continues. Si même, la fonction F, tout en admettant des dérivées nur Aa ._0F partielles, celles-ci n'étaient pas continues, la quantité k, == +...+k,-— CEA Or
pourrait ne pas être égale à F”.
Il est clair que si tous les nombres Æ sont nuls à exception de ;, on a Here) —. oF
COR AONERO MER ON MCOr,
La façon même dont le symbole F’ est défini montre qu'il se transforme par substitution linéaire. En d’autres termes, si l’on effectue la substitution
Di ki it À Vote HA Yan CHE 0 ee Je)
sur les variables x,, ...,x,, on a
es ) LE Di (Yi Ya some) (A, Ko, DÉRRE) En) < (ls L, SRCOET le) i
l,, L, ..., 1, se déduisant de k;, k,, ..., k-#par la même subsutution linéaire.
Si l’on fait en particulier une substitution de la forme Bi Ni Yi HE Ynni + KiYn COOP),
où les coefficients À sont quelconques, à la seule condition que le déterminant de la substitution soit différent de o, on a
F'(xi,...,4n) _ 0% (Ai ka, REC) Kn) = dYn
Il suit de là que, si F(x,, ..., æ,) est une fonction pour laquelle on a identiquement NERO 5 0 TMS abs
et si l’on suppose par exemple k,=£ 0, la fonction F dépend des seules différences
(knti— Kitn), (Knti— RD) PERRET ait):
comme on le voit en effectuant la substitution
Li —}Y: AI Ya La —Y2 + KaYns
Ln—i = Vn—1 + he Vn
PT" Yne
Si la fonction F admet des périodes, toutes les périodes de K appar-
à ’ Q 4 Q F’ CMOOOT) d n tiennent évidemment à la fonction nd.
dirt AT
Considérons maintenant des fonctions F(x,, ...,x,) périodiques séparé- INENDER Ti, Bas. Uny leSpériodes COTreSpondAntEs 4, 43, ...) An ÉtANt indépendantes.
1° S1 la fonction
Le ren Vos NV 0e 2 SON IE, GAS, 0660 222) F(z;, Poser) = in ( Pre = ? 7 ) ( 122 ? n) h—0
est identiquement nulle, la fonction F est constante. On a, en effet, F(z:, Las Zn) = US Ts La Tps 5 An — Zn).
Posons
Uy=—= Li — Lns ..) = ln)
la fonction 0 pourrait ne pas contenir toutes les variables &; supposons qu’elle en contienne p exactement, w,, U:, ..., up par exemple. La fonction
D(u,, u,, ..., u,) admet, relativement aux variables &, les périodes qui ont
respectivement pour éléments (ao; +50) (0, 0 M0) M 0.100) er En)
or &, ne vérifie par hypothèse aucune relation à coefficients rationnels de la forme = Fe Rosa Pr; An &; do p Lt e : ;
ce qui, d’après la remarque de la page 49, exige que Ü ne contienne pas toutes lésyanables%; 1,4:
La fonction 0 est donc constante, ce qui établit la proposition.
2Soit (Ti, L2, --: 2) Une tloncHon periDdiQue ENT, C2 0 77 à périodes indépendantes; toutes les périodes de la fonction F'(x,, ..., x,) appartiennent à F.
Soient en effet &,,«,,...,æ, les éléments d’une période de la fonction F", et considérons la fonction
Pre Bas M) PES, a ar) Fe e r ) elléestipénodiqueen®,, 71-07; on#delplus WIR es Le )=20:
par conséquent, d’après la proposition précédente, W est constant, c’està-dire
F(xi+ y Lot Lo, +; Mat An) En F(z;, Lay ss n) =
Ceci posé, supposons que la fonction F soit continue au moins en un point, le point #,, #,, ..., 4, On aura, quels que soient les entiers », m,,
M Jr,
F(ti+ mat mit, Lit Mar+ Moy ses En + Man + Mnän) — EF (Li, Las ve, Ln)= MA.
Or, d’après un théorème déjà cité (p. 28), on peut déterminer les entiers M, Mise. Mn, AVEC M 7 0, de façon que les quantités
MO E Mas MO» + Ma les. Man + Min
soient en valeur absolue plus petites que toute quantité donnée. La fonc-
tion F étant continue au point #,,%,, ...,#,, et l’entier m» différent de o, on en conclut que À, qui est un nombre fixe, est inférieur à tout nombre donné, c’est-à-dire
A0; par suite, ECC, ER..:., ln Pan) —F(ti5 28 -.., 2) =0, La proposition est donc établie; les fonctions F(x,, ..., æ,) et
F'(x,,2%,,...,x,) admettent les mêmes périodes; toute période de l’une appartient à l'autre; toute période propre de l’une est période propre de l’autre; les ensembles des périodes impropres, les systèmes minimum sont identiques.
En particulier, st l’une de ces fonctions est irréductible, l’autre est également irréductible, car, la première n’admettant pas de périodes infiniment petites, il en est de même de la seconde, et c’est là un caractère certain d'irréductibilité (‘). D'une façon générale, les fonctions F, K ont le même ordre de réductibilité, c’est-à-dire qu’elles se ramènent par substitution linéaire à des fonctions irréductibles du même nombre de variables ; toute substitution linéaire qui réduit le nombre des variables dans l’une, réduit de la même façon le nombre des variables dans l’autre. Enfin, s’il existe des dérivées d'ordre plus élevé F”, F”, ..., toutes ces fonctions ont le
même ordre de réductibilité.
Envisageons les formes linéaires (S)
que nous avons étudiées pages 46-48 et qui ramènent la foncuon F à une fonction ®(y,, V2, -.., Y4) périodique en Yi, Vas +++ Va dont les périodes
(1) Page 24 en note.
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indépendantes b,, b,, ..., b, sont déterminées par les formules
I 1 1 À nl P2 LP En, bi a; da An (sc) RE GR CLR oO ; L F1 .
RS 5 coorééoc Se bg di Zn
Par la substitution (S) la fonction F’(x,, ...,æ,) devient une certaine fonction irréductible ®,(y,, y:, ..., y,). Or, il est bien facile de voir que l’on a
D(yi+h, …, Ya+h)—D(y:,..…, Ce Pen D (y ane Pa)
Di Yi Vas ee Yg) = lim
En effet, lorsqu'on donne à x,, æ,, ..., x, le même accroissement b, Vas Vos.) 4 prennent, en vertu des relations (S)et (5), le même accroissement , ce qui établit la proposition.
Ainsi les substitutions (5): transforment F(x,"%%;)et0Ei(r,, 26552) Fespectivémentien (y 72,7... 4) eDiOV PUS ve
Remarquons que si l’on pose q q P
IDÉES Sr) (ARR).
on a aussi
Enfin si la fonction F admet des dérivées partielles continues, on a évi-
demment OF OF OF
RS QU
Intégrales d’une fonction périodique à périodes indépendantes. — Soit F(x,, ..., æ,) une fonction périodique en x,, æ,, ..., æ, dont les périodes &,, &,, ..., a, sont indépendantes. Nous allons étudier les foncuons R(x,, æ,, ..., x,) qui vérifient l'équation
(1) RATES 2) Er? HO TE
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 55 ou, si l’on suppose que R admette des dérivées partielles continues,
OR 0R OR
EE me OR (T1, da, 20); 0%; 0% dr
nous appellerons ces fonctions des intégrales de l'équation (1) ou encore des intégrales de la fonction F. Nous porterons principalement notre attenüon sur le point de savoir s’il existe des intégrales périodiques.
Ce problème a été rencontré incidemment par M. Poincaré dans une étude (') sur l'intégration des équations du problème des trois corps. M. Poincaré se l’est posé de la façon suivante (?) :
Etant donnée une fonction F(x,, &,, ..., æ,) périodique en x,, Las...) Ln, déterminer une constante inconnue Cet une fonction inconnue RÉGE,) périodique end, 4% ..-, &, vérifiant l'équation
0R oR oR
0x; OZ ES
(7,2% 002.) il
Supposant pour cela F et R développées en séries de Fourier
M MT One, | —K +Ÿ Acosar RSR Re PRE D) di > An 3 one Mn R=K+ JS 'Bsinar( 1 +.......... D d; Ge
dans lesquelles les entiers »2,, m,, ..., m, prennent toutes les valeurs posi-
tives ou nulles à l'exception de la combinaison m,=m,=...=m,—0, il suffira de prendre
DIX, ED; B
et ces valeurs sont bien déterminées si les périodes &,, &,,..., a, sont indépendantes, la constante K, reste arbitraire.
(1) Poixcaré, Sur l'intégration des équations du problème des trois corps (Bulletin astronomique, t. XIV, année 1897, p. 241. Problème A).
(2) Je change les notations de M. Poincaré
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Cette méthode indiquée par M. Poincaré suppose la fonction F développable en série de Fourier, et ensuite que la série R dont les termes sont donnés par les formules (3) est convergente. Or la convergence de cette série n’est pas assurée; il y a, en effet, des cas pour lesquels, bien que la fonction F soit développable en série de Fourier, et même qu’elle admette des dérivées partielles jusqu’à un certain ordre g développables en série de Fourier, il n'existe pas de fonction R périodique en x,, &,, ..., 49, Sasfaisant aux conditions (2); la série déterminée par les formules (3) est alors divergente.
Considérons donc l'équation (x) et, pour plus de simplicité, supposons la fonction F(x,, ..., æ,) continue. Il existe des intégrales de l'équation (1); telle est par exemple la fonction donnée par l'intégrale définie
TS LS
JL FRA m Et), 24 rA)aR.
nc.
SiRet R, sont deux intégrales quelconques de l'équation (1), leur différence R, — R dépend des seules variables
= Li Lars Us—= Ti L;;, Dec Ur = La ne
On obtient donc toutes les intégrales en ajoutant à l’une d’elles une foncon quelconque deu, .-, 0.
Enfin, la fonction F étant périodique, si R(x,,%,,...,4,) est une intégrale, la fonction R(x,+ m,a,,%, + m,@,,...,4,+ m,a,) est aussi une intégrale quels que soient les entiers 72,, m,, ..., nm.
L'intégrale (4) nous montre qu'il existe des intégrales périodiques par rapport à (2 —1) quelconques des variables x,, ..., æ,, puisqu'elle est elle-même périodique par rapport à &,, 44, ...,æ,.
Envisageons l’ensemble des intégrales continues périodiques en x,, La, 3 2. SOIt R l’une d'elles et considérons la différence
(5) R(LÉEGE ER er) Re. 0, 2) He de nn)
le premier membre étant périodique en æ,,æ,, ..., æ,, il en résulte que la fonction H est périodique en w,, u,, ..., u,, les périodes étant a,
AR, ..73 D. FOSONS
I LE d3 An = | Ji “ip HOUSE NL PU), dits se Aline A3 A3... An, J, À
Je dis d’abord que la constante K est la même pour toutes les intégrales de l’espèce considérée; en effet, R, désignant une autre de ces intégrales, on aura
[Rime do ...,æn)—R(mi+a,x:,...,æ,)l RL EN) =R (Gen ml
= HW AUS Ur) D) LU) Si l’on pose OU Un) hit, 2) R(r,.-:, 2), la fonction G est périodique en &,, u,, ..., u,, et l’on a de plus G(u2+ ii, U3+ Qi, ..., Un + a) — GC, 2 05) —=H;=H.
Or comme
Aa An 1 +. 2f GRH, dE di) dus. du, 0 0 [LE Un = cal GOT UN) du srdu;; 0 0
on en conclut
CA An CA de jé 1 Hidu, … dun [ en (ble 00 Ge 0 0 0 0
ce qui démontre la proposition. Il est bien aisé d'établir que la constante K est aussi indépendante des (7 — 1) variables vis-à-vis desquelles on considère les intégrales périodiques; c’est une constante attachée à la fonction F,
donnée par la formule
‘ di dy li == —— Ts il (Zi, 2) did, OU, HUE Un JON DA
c’est en quelque sorte la moyenne de la fonction F.
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Il résulte de là que, s’il existe des intégrales de l’équation (1), périodiques par rapport à toutes les variables, on a nécessairement 0
Cette condition est-elle suffisante? Nous allons montrer qu'il n’en est pas ainsi.
Supposons K — 0. A toute intégrale R, périodique en æ3, æ3, ..., correspond une fonction continue H(w,,...,u,), périodique en &,,..., Us, définie par la relation (5); sa valeur absolue possède un maximum y. Je dis que l’ensemble des nombres positifs w a zéro comme limite inférieure.
Si R(x,,...,x,) est une intégrale de l'espèce considérée, la fonction
Fi RG 4e sur)
où G est une fonction quelconque périodique en &,, u3,..., u,, est aussi de cette espèce, et l’on à
H,=H—[G(u+ a, u+ a, ..., un + a) — G(ue, us, ..., un)].
Or il est facile de voir que l’on pourra déterminer une fonction G de façon que | H, | QE, e étant un nombre positif donné quelconque.
En effet la fonction H étant continue, on pourra la représenter avec l’approximation (!) donnée £ par une suite finie de Fourier de la forme
MU: Mn U un +.) = A cosar | - LIST Ant +8).
a Ar
dans laquelle, puisque K = o, la combinaison m,=m,=...=m,=— 0 est exclue.
Choisissant alors pour G(u,,...,u,) la fonction
; à A Ë M d; M3 a; (== > SIN2T | — | uo— — | + | u3— — | +.
M. 7z) dy D d3 2 T
2 SINT A: ROUE An ps
on aura H, = H EE h,
(1) Approximation qui a lieu quelles que soient les valeurs attribuées aux variables.
c’est-à-dire, pour toutes les valeurs des variables, RE
La fonction. G est bien déterminée (!) puisque les périodes a,, a,, ..., 4, sont indépendantes; mais le procédé ne s'applique qu'à une suite finie; en d’autres termes, si l’on considère une suite de suites finies de Fourier he LE ge Rs h,, ... ayant pour limite la fonction H, les fonctions COrrespondantes G,, G,, ..., G,, ..., déterminées de la façon précédente, n’ont pas nécessairement une fonction limite (?), de sorte qu'il peut parfaitement n’exister aucune fonction G vérifiant l'équation
(6) Gus + di, Us + di, ..., un + di) — G(u, ..., un) =H,
bien qu'on en puisse former qui la vérifient avec toute approximation donnée.
En définitive, s? K —=o, 1 existe des intégrales R(&,, &:, ..., &) périodiques en x;, «3, ..., æ,, et telles que la différence
KR (T1 + Gus Das -.., La) R(Lp Lion; Ln)
soit, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables x,, x,, ..., æ,, inférieure, en module, à tout nombre donné e; en un motil y a des intégrales qui sont presque périodiques, s’approchant, pour ainsi dire, autant que l’on veut de fonctions périodiques, mais il ne s'ensuit pas qu'il existe des intégrales exactement périodiques (*); d'ailleurs le fait peut être
(1) La fonction G satisfaisant ici à la condition G(uo + Gi, Us + du, ..., Un + 1) — G(us, U3, .e., Un) = À
n’est, en réalité, déterminée qu’à une constante près. En effet, si Gest une autre fonction vérifiant la même relation, on voit que la différence G'— G admet alors, en plus des périodes (@9,0,...,0), (0, @2, .-.,0), ..., (0,0, ..., &n); la période (&1, &,...,&1),ce qui, d'après la remarque de la page 49, exige que G'— G soit une constante.
(2) Les constantes que l’on pourrait ajouter à G1, G2, ..., Gp, ... ne peuvent, comme on le verrait aisément, modifier le caractère de cette suite dans le sens de la convergence.
(3) On verra plus loin (II Partie) que, s’il n'existe pas d’intégrale périodique, aucune des intégrales n’est bornée, c'est-à-dire qu'en module toute intégrale dépasse tout nombre
donné, et que, s’il y a une intégrale bornée, il existe une intégrale périodique.
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inexact. On pourrait objecter que la fonction H figurant dans l'équation (6) n’est pas quelconque, puisqu'elle est de la forme indiquée par la formule (5) et que la nature de cette dernière pourrait peut-être assurer l’existence d’une fonction G vérifiant la relation (6). Il n’en est rien et l’on peut établir directement qu'il est des cas où l'équation (1), malgré lhypothèse K — 0, n'a pas d’intégrales périodiques.
Supposons, en effet, qu'il existe une intégrale finie, périodique, R(&,,%,...,4,); on établit sans peine les relations suivantes :
dd... dn Am, Mo, «y Mn
LT (LE) a n M Mn En = 1 il Feos2r RE — 2)de, … de, 0 0 0 di An m m de An M Mn 1 4 . c on (++ on el Rsinor| +... +"7|47,..dz2,, di An & : CA An
dj A... An B. TR ee ln
en a &n à MT ONCE = A ue Fsinar (nt +. + 2h) de. des 0 0 0 a An [44 «a m Mn E f MAT; HOES =—QT|— +...+ — A R Cos27 | —— +,.,+ A. 04 di dn 0 0 di An
Or désignons par |a,a,...a,| x M le maximum de la valeur absolue
de R; on en conclut, quels que soient les entiers m,, ..., m,,
Pie ne V2 Le ñn M, &; 7 nm m
VE Ets Ze, SE n M:
FA An
ce sont là de nouvelles conditions nécessaires, qui peuvent parfaitement ne pas être satisfaites. En effet, bien que les périodes àa,, ..., a, soient
er d le art 0 Tite DE :
indépendantes, les quantités me or = peuvent devenir infiniment pe- 1 2
ni
ttes, et cela de bien des façons. On peut même dire qu'il existe des systèmes
de périodes indépendantes telles que, pour une infinité d’entiers m,, ..….,
: +...+ "| devient plus petite que toute fonction de
MA, la quantité
la forme
(il ñ . CRE : s de.
RER étant une fonction positive quelconque grandis sant indéfiniment avec m,, m,,..., my.
Pour traiter un exemple précis, considérons le cas de deux variables, et
. [42 . ..e . .] UE soit 4 — 7 un nombre incommensurable positif plus petit que l'unité (ba 6).
Etant donné l’entier positif 7 quelconque, il existe des nombres incommensurables & <{1 tels que, pour une infinité d’entiers positifs », n, on ait(")
Comme & < 1 on a » << n; cette inégalité entraîne les suivantes :
I e 210 an?" = a(m?+n)"
Considérons maintenant la série
QC I 3 LOC PERS one) =} (m?+ n?)° or (e cs ),
dans laquelle » et nr prennent toutes les valeurs entières positives, négatives ou nulles. Cette série est absolument et uniformément convergente si e>1; elle admet même des dérivées partielles développables jusqu’à l’ordre 2(p — 1). On a ici
Lu b H 2 mx ny Î Br,n= — Fsin2r (— — —- ) dx dy = ———:
Et el 1 a b F (m?+ n?)0
S’il existait une intégrale finie périodique de Péquation
et
on pourrait trouver un nombre fixe et positif M tel que l’on eût, quels que
(1) Borgz, Lecons sur la théorie des fonctions, p. 28. Paris, Gauthier-Villars, 1898.
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soient les entiers m, n, I m n | (m?+ n?)P de
Mais pour les entiers qui satisfont aux inégalités (7) cela entraînerait
inégalté impossible pour tous ces mêmes entiers si r > p; or, à part la condition p > 1, les nombres positifs r et p sont arbitraires.
Il se présente donc, dans le cas des intégrales de fonctions périodiques de plusieurs variables, des difficultés particulières {enant à la nature arithmétique des périodes. Ces difficultés ne se rencontrent pas dans les intégrales de fonctions périodiques d’une variable, pour lesquelles la condition K — o est nécessaire et suffisante pour assurer l'existence d’intégrales périodiques.
Remarquons enfin que, dans le cas le plus général, si la fonction périodique F(x,,x%,,...,x,) est continue, on pourra trouver des fonctions (2,5%, -.., 2.) cdutérant detfide moinsidec et admettant demie grales périodiques, à condition, bien entendu, comme toujours, que les périodes soient indépendantes et que K —o. Cela résulte du fait qu’on peut trouver une sutle finie de la forme
(ER NLTE Mn TC F,—Ÿ A cos2r Le TEE) a; a,
représentant F avec l’approximation e, et qu’alors la fonction KR définie par
les formules (3) de la page 55 représente une intégrale périodique de F,.
Il résulte de ce que nous avons dit sur les dérivées des fonctions périodiques que, si la fonction F admet une intégrale périodique R, les fonctions KR et Font toutes leurs périodes communes et ont le même ordre de réducübilité. Si F est irréductible, R est également irréductible. Deux intégrales périodiques ne différent que par une constante.
Si F—K, K étant une constante, admet une intégrale périodique R, l’intégrale générale de la fonction F pourra se mettre sous la forme
K x; + R (Zi Tas Zn) + 0 (Zi — Lay Li Dgysres La — Ln);
la fonction périodique R, définie à une constante prés, sera dite la partie périodique de l'intégrale. West manifeste que la fonction R et la fonction F ont le même ordre de réductibilité, et cela tient à cette propriété évidente, que Les deux fonctions F et F— K ont les mêmes périodes.
Dans tous les cas, si R(x,,#,,...,x,) est une intégrale quelconque, on a évidemment
OL, nee . M, Z'dr EC.
Tout ce que nous avons dit sur les propriétés communes à une fonction périodique et à ses dérivées, nous pouvons le répéter sur les fonctions
HO ur) mit at Role sln nl) EL) Le En).
(ki, Ka KR) hk=0 h 2
l'indépendance des périodes est alors remplacée par cette condition qu'il n'existe aucune relation linéaire à coefficients entiers de la forme
ki Es ky TUEete 100 eine en /Lr n—10 d; do Xn
en supposant toutefois que les nombres k,,..., k, sont tous différents de o.
Périodes des fonctions de variables imaginaires. — Les résultats que nous avons obtenus permettent d'établir facilement les théorèmes connus sur le nombre maximum des périodes que peuvent posséder les fonctions de variables imaginaires. Soit
HP p)brO(z,7) une fonction de la variable imaginaire 3 — x + iy. w — a + 1b étant une période de f(z), on a simultanément :
P(x+a,y+b)=Pi(x, y), Q(z+a,7y+b)=Q(x, y).
Il résulte clairement de là que si l’une des fonctions P ou Q est irréductible, f(z) ne peut admettre plus de deux périodes distinctes. Supposons f (3) analytique : on à alors
OP 0Q 0P_ 0Q
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et PDP ®Q dQ dt Up ” de op
Or une fonction harmonique ne peut être réductible que si elle est fonction linéaire de x et y. Si l’on avait, en effet,
P—o(axz+fy), on en déduirait (a+ 6?)o"(axz +by)=o ou g"— 0,
et, par suite,
P—ix+py +», Q—=—pr+diy+n;
d’où enfin f(z)= As +B,
qui ne peut admettre de période que si À — o.
Par conséquent si une fonction analytique n’est pas une constante elle ne peut admettre plus de deux périodes distinctes. Enfin les relations (1) montrent que toute période de l’une des fonctions P ou Q appartient nécessairement à l’autre. Toutes les propositions bien connues sur les périodes et les parallélogrammes fondamentaux s’en déduisent sans difficulté.
Dans le cas des fonctions analytiques de plusieurs variables imaginaires, les propositions générales sur les périodes s’obtiennent avec autant de facilité, et en particulier ce théorème, d’après lequel une fonction analytique de x variables ne peut admettre plus de 22 périodes distinctes.
FONCTIONS PÉRIODIQUES DÉFINIES SUR UN CHAMP DENSE
Nous avons supposé jusqu'ici que les fonctions étudiées étaient définies pour toutes les valeurs réelles des variables. Or on peut étendre les résultats de notre théorie à des fonctions définies seulement en tous les points d’un ensemble donné.
Nous dirons que «,, &,, ..., «, sont les éléments d’une période si l’on a
pour tous les points (£,,...,£,) de l’ensemble
F(é+ @œ, Es + Us go Me n) = Eté, 40 DOS) ns
Cette relation ne peut avoir un sens que si l’ensemble donné admet lui- :
CONTE
même la période «,, «,, ..., «,; en d’autres termes il faut que, &,, £, désignant les coordonnées d’un point quelconque de l’ensemble, le point de coordonnées &, + &,, ...,£,+a,, lui apparlienne également.
Dans le cas Le plus général, l'étude des périodes devient très compliquée, car, aux difficultés provenant de la nature des fonctions définies sur le champ donné, viennent s'ajouter celles qui tiennent à la nature même de l’ensemble sur lequel les fonctions sont définies. Aussi nous bornerons-nous au cas où les foncuons étudiées et le champ donné présentent simultanément les caractères suivants :
1° L'ensemble des points £,, ..., E, est dense. 2° Les fonctions F(Ë,,...,EË,) sont continues (voir p. 10) sur cet en-
semble.
Voici maintenant comment on définira la réducubilite. Nous dirons que la fonction F(£,,...,£,) est réductible, et se ramène à la fonction D(n,, 12, ..., n,) par les formes linéaires
(2) fite ee. os En == F(Ë: É ts É) == P(n;, N23 a chaque fois que l’on a pour deux points quelconques du champ donné A
| AUCE ES) HAE — Es) +. +A(E — En) = 0;
Dans ce cas les formules (1) font correspondre au champ donné A un champ B dans l’espace à p dimensions, et le champ B est également dense.
66 E: ESCLANGON.
A un mème point Q(n,,...,n,) du champ B, peuvent correspondre plusieurs et même une infinité de points P(£,,...,4,) du champ A, mais en tous ces points, d’après les conditions (2) et (3), la fonction Fa la même aleur qui définit ainsi sans ambiguïté la fonction ®(1,, 1», Pt te nous n'imposions aucune autre condition à la fonction ®, la réductibilité ainsi comprise serait d’une étude difficile, et sans grand profit; elle dépendrait à la fois de la nature de la fonction F(Ë,, .,£,)et de celle du champ A. Il pourrait arriver en particulier, que toute fonction définie sur le champ À fût réductible. C’est ce qui arriverait, dans le cas de trois variables, par exemple, si le champ A était formé d'un ensemble dense de points tel que, sur chaque parallèle à Ox, il n'y ait qu'un point de l’ensemble. Aussi nous ne regarderons la fonction F(E,,...,6,) comme véritablement réductible à la fonction ®(n,, ..., n,) que si cette dernière est continue sur le champ B. La définition de la réductibilité comprendra donc, outre les conditions (2) et (3), la continuité de la fonction obtenue par la réduclion, sur le champ transformé du champ donné par les formules de substilulion.
Il est à peine utile de remarquer que si les formes linéaires (1) étaient dépendantes, c’est-à-dire si dans le tableau des À, tous les déterminants d'ordre p étaient nuls, la fonction D(1,, 9, ..., n,) serait à son lour réducuble.
La définition de la réductibilité bien comprise, les théorèmes fondamenaux que nous avons établis restent applicables, et en premier lieu le sui-
vant :
Une fonction irréductible ne peut admettre de périodes infiniment petites. — On peut en effet reprendre point par point la démonstration de la page 19. S'il existe des périodes infiniment petites, on peut trouver une direction À qui possède les propriétés suivantes : soit P un point quelconque du champ donné A, si l’on prend sur la droite passant par P et parallèle à A un point quelconque P,; il existe des points P’ du champ A aussi rapprochés qu’on le veut de P, et tels que l’on ait constamment F(P')=F(P). Si en partuculier le point P, appartient au champ, on a nécessairement F(P)=EF(P,) puisque par hypothèse la fonction F est continue sur A.
Faisons alors un changement d’axes de coordonnées, en prenant Oy,
parallèle à A. Soient
les formules de transformation. L'ensemble A se transforme en un en- " A . Re . \ semble À’ et la fonction F(E,,...,E,) en une fonction D(n,,..., 21, "») continue sur l’ensemble A’, Or en tous les points de l’ensemble A’ qui sont sur une même parallèle à Oy, la fonction ® à la même valeur; c’est ce que
nous exprimons en disant qu'elle ne dépend pas de ñ,. Considérons alors le
7e champ B dans un espace à 7 — 1 dimensions dans lequel les coordonnées d’un point quelconque sont 9,, ..., M ,. Il faut montrer que la fonction ® est continue sur B. Soient en effet n°,...,n9 , les coordonnées d’un point donné dans ce champ. Il existe au moins un point P du champ A’, dont les 2 — 1 premières coordonnées sont n°, ..., 9,3 soit , la dernière. La fonction ® étant continue sur le champ A”, on peut, étant donné &, trouver un domaine D à x dimensions entourant P de façon que pour tout point P’
du champ, pris dans ce domaine, on ait LD(P')— D(P)|<e.
On pourra, par exemple, définir le domaine D par les inégalités Ù
Irene) <<: le — NS | < P; .. [a — 0h: 0, rl Ar
Ceci posé, soit p, un nombre quelconque inférieur à 5, par exemple
le] F2 ! » UT = p,= = et considérons un point quelconque du champ B, dont les coor-
données »,, 2, +. fn satisfont aux conditions
vie]
0 p ) SAN EE) lei des PER
| be n\ | Ee si P, désigne un point du champ A’ dont les coordonnées sont égales Anis Mas - «> Mn Mrs Mn Seul pouvant être variable, il faut montrer que
RENDENT
quel que soit n,.
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ee L RTS : SRLTNRE Considérons en effet le point P, de coordonnées 1,, 9, +, fn-15 4 (hs il se trouve à l'intérieur du domaine D; d'autre part, on pourra trouver des points P’ du champ A’ aussi rapprochés qu'on le veut de P,, par conséquent
situés eux-mêmes dans D, et tels que
D(P)=p(P; or comme l’on a LD(PY= DPI on en conclut bien
ABB (ONE
La fonction K(EË,,%:,...,5,) serait réductible, au sens que nous avons altaché à ce mot; st elle est irréductible, elle ne peut donc admettre des
périodes infiniment petites.
Cette proposition est fondamentale; elle permet d'étendre aux fonctions irréductibles toutes les propositions relatives aux fonctions irréductibles définies sur un champ continu. L'ensemble des périodes d'une fonction irréductible reste dénombrable; la définition des systèmes minima et toutes les propriétés qui s’y rattachent se conservent intégralement. Passant alors aux fonctions réductibles, on définira de la même façon les périodes propres, les périodes propres distinctes et les systèmes minima de périodes. Toute substitution linéaire transformera les périodes en périodes, mais ici une transformation linéaire jouira pour ainsi dire d'une double propriété : si w est une période, elle appartient à la fois à l'ensemble sur lequel la fonction périodique est définie, et à la fonction elle-même ; par la substitution linéaire, la période transformée appartiendra encore, d’une part à l’ensemble transformé de l’ensemble donné, d'autre part à la fonction transformée elle-même.
Notons toutefois une différence avec le cas des fonctions périodiques définies sur un champ continu. Si, dans ce cas, une fonction réductible possède toujours des périodes infiniment petites, il n’en est plus nécessairement de mème pour les fonctions réductibles continues et définies sur un champ dense, Cette différence n’introduit aucune difficulté dans notre théorie qui
(1) Le point P, n'appartient pas nécessairement au champ A’.
repose uniquement sur celte propriété fondamentale qu'une fonction irréductible n’admet jamais de périodes infiniment petites. |
Quant aux propriétés des fonctions entièrement périodiques à périodes indépendantes, étudiées pages 45 et suivantes, elles subsistent entièrement, si l’on suppose que le champ dense sur lequel nos fonctions sont définies comprend, en particulier, les points dont les coordonnées sont égales
Les champs denses que nous aurons à considérer dans la suite sauisferont à la propriété suivante :
SEE, 5,,..., 5, sont les coordonnées d'un point quelconque du champ, le point de coordonnées £, + h, 2, + h,...,£,+ h appartient au champ, I PÉMÉR A RE PI quel que soit h.
re
Les propriétés étudiées pages 51-54 subsistent alors pour les fonctions périodiques à périodes indépendantes, définies et continues sur un tel champ, en particulier, la suivante :
St la quantité
F(é+h,..., En+h)—F(E,..., En)
a une limite pour h=o, et si celle limite, que nous désignerons par L'(E,,...,5,), est continue sur le champ des variables, les deux fonctions D RAEnNen ECC s.S £,) admettent les mèmes périodes.
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LI. D 7 (1) LEON LL RON RE CT a a An
les à n'étant pas nuls à la fois, les périodes considérées seront dites rationnellement indépendantes ou, plus brièvement, indépendantes. C'est là une propriété dont nous avons déjà reconnu limportance, et que nous allons retrouver dans un ordre d'idées différent. Il est clair que, dans la relation (1), on peut toujours supposer les coefficients 14 entiers.
“'ilexiste entré 4,0... unerelationde la forme), cémpemodes seront dites dépendantes.
Il est évident que si &,, a,, ..., a, sont dépendantes ou indépendantes, les périodes 7,4,, mu. Mad OÙ, Mi) 10 110 de een nombres rationnels quelconques, mais non nuls, sont également dépendantes où indépendantes.
S'il n’y a que deux périodes, l'indépendance exprime simplement que le rapport de ces périodes est incommensurable.
Si a périodes sont indépendantes, p quelconques d’entre elles sont tou- Jours indépendantes; en particulier, le rapport de deux quelconques d'entre elles est nécessairement incommensurable.
Soient &,, @,..., @, des périodes indépendantes, nous dirons qu'une
période a apparent au Corps de ces périodes s'il existe entre le nombre a
el les périodes a,, &,, ..., a, une relation de la forme
D, IN, Moses.) IN, élant des nombres rationnels et, si l’on veut, des entiers. L'ensemble des périodes 4, ainsi définies, constituera ce que j’appellerai un corps de périodes. I est formé, on le voit, de l’ensemble des périodes qui ne sont pas indépendantes avec a, &,, ..., a. L'entier positif 2 est l’ordre du corps ainsi défini.
Si a est un élément du corps P, défini par les périodes a,, a,,..., a, il
est clair que Le (p, q entiers) est aussi un élément de ce corps. /
Si a, a’, a”,...sont des éléments quelconques du corps P, tout élément D s'exprimant au moyen de &, a’, a’, par une formule à coefficients rationnels de la forme
appartient aussi au corps P.
Si a, a’ sont deux périodes du corps P
V res A; = dE = ln « “di LE) An nr e AT ATIONNeLS, ENT OR À, re l a RE he « Œi (AE) Zn |
a! " RE le rapport He peui ètre commensurable que si l’on a €
cela résulte immédiatement de l'indépendance des périodes &,, 4,,..., a, En particulier, tout élément du corps ne peul s'exprimer que d'une
. e : UE Ë 1 J I AU.
manière en fonction linéaire et rationnelle de RL et, plus géné- L 2 h
, . I I Il , rs ralement, en fonction de FN pe EE re 0 DRélanErepErodes 1 2 D)
indépendantes choisies arbitrairement dans le corps.
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Ordre d'un corps de périodes défini par n périodes quelconques. — Soient maintenant &,,@3,..., 4, n périodes quelconques indépendantes ou non. Je dis qu'il existe un entier positif p £ A jouissant des propriétés suivantes : 1° Les nombres =, =, ..., © s'expriment linéairement et ralion-
LC An
I J ] ’ nellement au moyen de p nombres nn 0 0 is see.) @y CANT des re: ”
périodes indépendantes; 2° 1 est impossible d'exprimer les périodes & au moyen d'un nombre de périodes inférieur à p; 3° Cette opération peut s'effectuer d'une infinité de manières, mais si B,, B,, ..., 8, forment un deuxième système de périodes analogue à &,, &,, ..., «,, les corps de périodes to, @ .…, @,): (Di: De 0, )contidentiques
Supposons d’abord que &,,@,,..., a, soient des périodes indépendantes. Je dis qu'elles ne peuvent appartenir à un corps d'ordre inférieur à #2. S'il en était autrement, en effet, il existerait des périodes &,,æ,,...,a,(p<n)
ermetlant d'exprimer &,, &,.,..., a, par les formules Il 1 2 n
LE mn} — ra T T ë) a; CA CE Ce MR EIO GDS UE 772 m; my, — T RE An œ CAS hp
où les coefficients 2 sont des nombres rationnels. Ces relations peuvent être considérées comme des équations par rapport aux inconnues
sx ‘tv el Si # est supérieur à p, il existe au moins une relation °1 2 Zp
. re . T I I . , linéaire homogène entre les nombres A Li les coefficients n'étant
1 2 An
pas nuls à la fois. D'autre part, ces coefficients sont proportionnels à cerains déterminants du Tableau
EP MRPReOL
or ces déterminants sont rationnels. Les périodes &,, &,, ..., a, ne seraient pas indépendantes. p ne peut donc être inférieur à ».
Supposons maintenant que &,,&,,.., a, soient des périodes dépendantes.
Cela veut dire qu’elles sont liées par une ou plusieurs relations de dépendance. Ecrivons ces relations
| m TN D — + +... — — 0) Et > fn Im? msn, m?
L oo — 0; (1) CA CE An RE Re D Re ; m° nv m° ! | 2 | + — 0 di dy Un
Dans le Tableau des coefficients, cherchons le déterminant d'ordre le plus élevé qui soit différent de zéro, et soit 4 l’ordre de ce déterminant (4 =n) que nous supposerons être le suivant :
1 1 1 Mi Ma, ... my
q { / mi mi .:. me
La nullité de tous les déterminants d'ordre g + 1 exprime que, parmi les relations (1), 1l y en a au plus g de distinctes. Elles sont équivalentes à un
\ A 4 1 I systeme résolu par rapport CR DO) DA
CC “y 1 AU 1 D eee à ee LAN Î L a) CRE Aoe D, eh "Zoe oo CCR ; 14 q n°6 el — # 4 ie ee À ar Z :
dy dy+s dy+2 An
quant aux périodes Gy4i, dyxss ++, d,, elles sont nécessairement indépendantes si l’on suppose que les relations (1) ou (2) représentent /outes les ; ne is , re an à ll relations linéaires rationnelles et distinctes liant les nombres =, =, :.., re Si 2 1 S'il existait, en effet, une relation de la forme À ee =
À Î } OMC } — O, dg+1 Ag+2 An
elle serait, par hypothèse, une conséquence de (2) et, en exprimant que les É: F9
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déterminants d'ordre g + 1 sont nuls, on obtiendrait
AT LE=— 07 AT} =O, 7. Ath 0,
c’est-à-dire
Les formules (2) montrent donc que, quels que soient les nombres
! I i] Ë o 5 Dee .
RE ADR on peut toujours les exprimer linéairement et rationnel- IUT» Un
lement au moyen d'un certain nombre #7 — 4 d’entre eux. D'autre part, il est impossible de trouver des périodes &,, &,, ..., «, en nombre inférieur à n — q,et telles que a,, a, .…, a, soient des éléments du corps «,,,æ,, .…, a, En effet les 2 — q périodes &,,,, ..., @, élant indépendantes, on ne peut,
il . De an >». — Jinéairement et rationoi An
ainsi qu'on l’a vu plus haut, exprimer
nellement en fonction de —;, —,..., — sir <n — q. BE CT y
. . . Ê l Posons P=n—7g; il est clair qu'on peut toujours exprimer ——; ‘ i
ss
I : PTE ; I I
— en fonction linéaire et rationnelle de p nombres —, —; -.., —-. Les pédn Ai > Xp
riodes &,, &œ, ..., &, sont alors nécessairement indépendantes et apparliennent au corps défini par @,4,, Gysos +.) dn3 à part ces deux conditions
, ; : - . , E I I elles sont d’ailleurs arbitraires. Si l’on a exprimé TU de deux
1 a Zn
façons différentes, au moyen des deux systèmes de nombres
OT I 1 I I I DD Me VI À PR Er Et SN Nr y e ee Xp Bi F2 Gp
il est clair que les corps définis respectivement par les deux systèmes de pé-
J J — + cs) —
: à 2 ; LOUE Ge A. 2 0e 0 vonbideniique ÉHIClCt, he. -
; ; l : ; s'expriment au moyen de Re SR nombres s'exprimant à leur q+1 q+2 a
<a ON D I 1 J . I tour en fonction linéaire de CR on voit finalement que —,; 21 5)
PP
il . c rs . .
2 s'expriment linéairement et rationnellement en fonction de L #
> CLINNCrTSeMENT.
F=9 29 0000 > 1 B; Pp
En résumé, » périodes étant données, il existe un nombre pAtel que ces périodes puissent être considérées comme des éléments d’un Corps » La 12 Q , d \ d'ordre p, et non comme des éléments d’un corps d'ordre inférieur à p;
en un mol, ces n périodes définissent ur COTPS d'ordre p bien détermine.
La recherche de l’ordre du corps défini par # périodes données est un problème d’arithmétique analogue à celui qui consiste à rechercher si le rapport de deux nombres est ou n’est pas commensurable. On peut dire, dans tous les cas, que si des périodes sont dépendantes, on peut s'en assurer par un nombre fiat d'opérations arithmétiques, sans toutefois qu’il soit possible d’assigner une limite au nombre d'essais nécessaires à cette vérification. Au contraire, il est impossible, par un nombre fini d'opérations, de reconnaitre si des périodes sont trdépendantes; aussi loin qu'on ait poursuivi les opérations, quelque grand qu'en soit le nombre, si l'on n’a pas obtenu de résultat, on ne peut affirmer que les périodes sont indépendantes.
En réalité, on n'arriverait à la certitude que par une infinité dénombrable d'opérations. La certitude, si on l’acquiert au cours des opérations, ne
peut se produire que dans le sens de la dépendance.
Corps commun à deux corps donnés. — Soient deux corps de périodes définis respectivement par les deux systèmes de périodes &,, &,, ..., @, el p,, GB ..) Pg- Ces deux corps ont-ils des éléments communs? Si a est un tel élément,
on a simultanément
a — ==; = $) ne Hs a en X Ap a Pi P2 Pg 9 « li c est-a-dire m; Mp n, Na.
nn ner — ae le te) CA Xp Bi Pq
ceci montre que le système des p + g périodes & et $ ne forme pas un système de périodes indépendantes; s'il en était autrement, les deux corps n'auraient aucun élément commun.
Supposons donc dépendantes les périodes &,,%,..., 4%, De ER Ur l'ensemble définissant un corps d'ordre y; y est au moins égal au plus grand
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des nombres p et g. Soit gp, y =q +7, et supposons indépendantes les périodes
. C R Hs Has +. rs Bi, Pos rs Po
Les périodes &,,,, &4, -.., 4, S'expriment alors de la façon suivante :
| AL di ms! si = A L a FE A one)
Ar+1 1 2 Xr p1 By DR ni in NUS dr Oi de Den 0 (200 D 000 No D OUR O A Si Elo Ge 0 0.E F > "5 _ - p—1
; LP ! 14 } 2 r ç p / $ :
nl Eee | Don Res ee Ù 5
Xp % > X a 69
dans ces formules, les coefficients { et s sont des nombres rationnels. Soit & un élément commun aux deux corps LR Art my _ Mp PS n
— L joe toi == L foie ee = A CA ce ap Bi Ge l
Les périodes &,, &,..., 4» 101; Dre... D, etant par hypothesemndenens dantes, on en conclut
My + Myesli E Mypoli +... + MT =0,
Ma + Mypils + Mypoli EE... EmMptè 7 —0,
RENE LE Se cr ee co ot 0, DOS ET ST TE SE OU = ITA Es | ARC psi wie RS EU CE RON UE RICA NS Darrte :
a ,2 DE LES RE MpteSg Feet Mpsh = gs
Ces relations, considérées comme des équations par rapport aux inconnues 144 ny ces Up lin Tes 4 SONT LC OLUES DANTADD OP OR LS CARRE This ste) Pas les MOMPTES 7, 1... I Le lentarbitiaine Ole ment a est alors donné par la formule
( T Î CITES Des HE 1% 1 JE D] « S |Se Se
$ SK, GIE TD TD] a | Nas En SI LA Le mes LA les es | À + D <T (l SR
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 77 ect sl À 2 = ns c'est un élément quelconque du corps défini parles penotdes 2e...
où l’on à
Le us on ÿq Sat) L 2 Î . T 2 )
/1 P1 m2 Pg NS se Lee ete eu sue Se Na ie .
D) D =} STE
I 4 Se, %
n —— R Î 7 Î ee T 5 %
tp Pi 2 Pg
mais ces périodes ne sont pas nécessairement indépendantes.
Ainsi l’ensemble des éléments communs à deux corps donnés constitue lui-même un corps de périodes, dont l’ordre est au plus égal au plus grand des ordres p et g.
Il résulte de là que l’ensemble des éléments communs à plusieurs corps constitue lui-même un corps de périodes.
Au contraire, l'ensemble formé par tous les éléments appartenant à plusieurs corps de périodes (aux uns ou aux autres), ne constitue pas en général un corps de périodes; en d’autres termes, la somme de plusieurs corps ne forme pas un corps de périodes, c'est-à-dire n’est pas composée de tous les éléments d’un corps unique.
Les périodes appartenant à un même corps forment un ensemble dénombrable de nombres. L'ensemble des nombres limites est constitué par lensemble de tous les nombres réels.
L'ensemble formé par les éléments d’un corps de périodes est condensé dans tout intervalle, c'est-à-dire qu'il existe des éléments de l’ensemble dans tout intervalle donné, aussi pelit soit-1l.
Nous aurons souvent, parmi les périodes appartenant à un même corps,
à faire des distinctions essentielles que nous allons indiquer.
CORPS RÉDUIT. BASES D'UN CORPS RÉDUIT. PÉRIODES PRIMITIVES
Un corps d'ordre un par exemple est formé par une période a, et par toutes les périodes de la forme a : étant un nombre rationnel quelconque. Parmi toutes ces périodes, et une fois choisie la période «4, on peut ne considérer que celles pour lesquelles p = 7, c’est-à-dire, en définitive, les
sous-muluples de a.
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C’est à ces sous-multiples que l’on est conduit dans le développement des fonctions périodiques en série de Fourier.
Soient de même un corps de périodes d'ordre p; &,, @:,..., @, p périodes particulières, données et indépendantes, choisies dans ce corps. Tout éle-
ment & du corps s'obtient par la formule
I ni, M mp AS L = ë :
a a; 3 an
dans laquelle #2,,..., m, désignent des nombres rationnels quelconques, positifs ou négatifs mais non nuls à la fois. Supposons qu’au lieu de considérer toutes les valeurs rationnelles des coefficients »#, on se borne aux seules valeurs entières positives, négatives ou nulles. On obtient ainsi un ensemble de périodes que nous appellerons corps réduit; le groupe des p périodes &,, &,,..., a, sera par définition une base du corps réduit.
Le corps réduit n’est donc défini qu'autant qu'on s’est donné la base
dis... @,, Mais il est essentiel de remarquer qu’à un même corps réduit
je correspond une infinité de bases différentes. Examinons, en effet, à quelles conditions les deux bases &,, &,, ..., @,;
b,, b:, ..., b,, fournissent le même corps réduit. Il est évident d’abord que
chacune des périodes D doit appartenir au corps réduit défini par @,,
GÉRÉE On a donc f 0 m} m}, de + L t ) î di TA de CD. © PE ON re HD re D , P nn Me mi, b — Ï t ee 2 \ P di da lp
les coefficients 77} étant entiers. Inversement, ne no ee doivent être A . . . ie 1, 2 . 12 .
pour la même raison des fonctions linéaires à coefficients entiers de
l I if nm : . :
Din D, el Ceci exige que le déterminant } P D d
COLE
d; er b, a ne ; A _M:. M’ CS bn L b, ‘
Il faut donc que le déterminant A divise tous ses mineurs M?. Le déterminant adjoint formé avec les mineurs est alors divisible par 4, d'autre part
: ; : } : 1 A . : : s il est égal à A7"; le quotient a devant être entier, il suit de là que À = +5. Se: x ; I J On trouve donc comme condition nécessaire celle que RC )) )
. . DNS : à . [l s'expriment en fonctions linéaires, et à coefficients entiers, de —, ..., —, d (LA
le déterminant des coefficients étant égal à +1. Cette condition est d’ailleurs suffisante. Si & est un élément du COrps
reduit dé par aa, 0, 4, 0ma Dr 7 ni.
a &; A» Ce
_ mi +. +m,M, "1 : : HMS. me MP = À b, es « A b 2
puisque A = Er, ceci montre que & appartient au corps réduit défini par speéricdesb 0...
le moyen d'obtenir tous les systèmes bases, ou bases d’un même corps réduit.
etinversement. La démonstration nous indique
À un certain point de vue, les corps réduits d'ordre plus grand que un, ont des caractères que ne possèdent pas les corps d'ordre wn. En effet, si & est la base d’un corps réduit d'ordre un, celui-ci se compose des périodes
SD ts ——) CH pS
a a a o mn
a est la seule période qui puisse être choisie comme base. Au contraire, dans un corps réduit d'ordre supérieur à un, il existe une infinité de bases.
Parmi toutes les périodes d’un corps réduit, certaines peuvent devenir
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plus grandes que toute quantité donnée, d'autres peuvent au contraire devenir, en valeur absolue, inférieures à tout nombre donné, Dans l'un et l’autre cas, parmi les entiers #2 qui servent à définir la période a par la formule I m mn, My = 4 .
= i .…. Ent)
a di te hp
un où plusieurs d'entre eux grandissent indéfiniment; si un seul grandit indéfiniment, la période devient infiniment petite.
Enfin, parmi les périodes d'un corps réduit, nous ferons encore une classification importante. Nous distinguerons celles pour lesquelles les entiers Ms Masse, M), NON aucun diviseur commun ('}, el nous les appellerons les périodes primitives du corps réduit. D'après cela le corps réduit se compose
de l'ensemble des périodes primitives et de leurs sous-multiples.
Deux périodes primitives distinctes, st elles ne sont pas égales et de
signes contraires, sont toujours incommensurables.
IL est essentiel de remarquer que la définition des périodes primitives ne dépend nullement de la base qui sert à définir le corps réduit. En d’autres termes, si & est une période primitive relativement à la base a,, a,, ..., a,, a est encore période primitive dans la base b,, b,, ..., b,.
EÉcrivons, en eflet,
I m, M M p — t cl 5 a di CA > 3 May ce) IN) elant supposés n'avoir aucun diviseur commun. On a, d'autre part, 1 1 Ru Re &i b, by rs Re < nt Le b; Dh avec la condition Ris un | OURS ET
(1) Siles entiers »# sont tous nuls, à l’exception d'un seul, celui-ci doit être égal à Ha.
par suite,
1 2 1 __MuUi + Mopi +... + Mpp} x MU. + Upue : D Bp ee ph
a b, b, ne b
me
et il s’agit de montrer que les coefficients entiers
M=mipt + miu?+...+ mu, M;,= mp} +miui+...+ mn, SR tre NE ee POS EL ES M,= Map + Mpi +... + mu
n'ont aucun diviseur commun. Pour le voir il suffit de résoudre ces équations par rapport à m»,, m:,..., M, On en tirera (au signe près puisque A= +1)
mi = AIM; +...+AIM,,
mA Mi. PAÎM;
A? désignant le mineur relatif à w? dans le déterminant A. Il résulte de là que si M,, M,,..., M, avaient un diviseur commun, ce diviseur appartiendrait à chacun des entiers ,, m,, ..., m,, nombres qui, par hypothèse, sont premiers entre eux.
L'ensemble des périodes primitives est donc parfaitement défini. C’est un ensemble naturellement dénombrable, dont les éléments peuvent être ‘angés, si l’on veut, dans une suite simplement infinie, et cela d’une infinité de manières. On pourrait, par exemple, procéder comme il suit :
Choisissons une base de périodes, &,, &,, ..., a, et considérons toutes les périodes primitives pour lesquelles les entiers n,, m,, ..., m, sonten valeur absolue inférieurs à un entier donné M, ; ces périodes sont en nombre fint;
écrivons-les dans un ordre quelconque G)js QE ….) OL
Considérons ensuite toutes les périodes primitives dont les entiers cor-
respondants 72,, mt, . sont, en valeur absolue, inférieurs à un second
De entier M, > M,. Ces périodes comprennent les périodes &,, &,, ..., o,, et
ee un nombre fini de nouvelles périodes &,,,, ..., ©, que nous rangerons à
la suite de w,, 6,,..., ©,. En continuant ainsi nous formerons une suite
E: IT
illimitée
Ana tose Cr Co Coco qui comprend toutes les périodes primitives. D'autre part, lorsque le rang »? croit indéfiniment, la période correspondante devient ou infiniment grande, ou infiniment petite.
Une telle suite peut être obtenue d’une infinité de manières, soit avec la même base a,, &, ..., @,, soit avec une base différente b,, b,, ..., b,, mais il est clair que, si l’on adopte la méthode précédente pour les former, deux suites quelconques diffèrent seulement par l’ordre des termes, en ce sens que, si l’on considère les 2 premiers termes de lune, on peut trouver #7, de façon que les + premiers termes de l’autre contiennent les 7» termes de la première.
On peut donner à l’ensemble des périodes qui constituent un corps réduit une représentation géométrique simple. Soient a4,, a,, ..., a, une base du corps réduit, et un système de coordonnées dans un espace à p dimensions. À la période a qui vérifie
I mi M Tip = — + l-
a 4; GE à Xp
faisons correspondre le point P dont les coordonnées sont les entiers nas cer Mipe O1 js Maiytce.s Up D ON pas de diViSeuPLCONHDUN ON obtient ainsi une période primitive. Toutes les périodes qui sont des sousmultiples d’une même période primitive ont leurs points représentatifs en ligne droite, le plus rapproché de l’origine correspondant à la période primilive. Les périodes dont les points représentatifs s’éloignent indéfiniment de l’origine sont ou infiniment grandes, ou infiniment petites. Si l’on par- ., 0,, On aurait, dans un autre système de coordonnées, une représentation analogue des périodes; à la même pé-
tait d’une autre base b,, b,, ….
riode & correspondraient d’autres entiers 2,, 2, …., n,, mais entre les deux systèmes d'entiérs (70, 771, ...,72,). Uni) 12, 2) COETe pPODdan le
même période, on aurait des relations de la forme
Ma bu + UN +... une,
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 83 avec Pi pi ë . SE (SR TEE 1e
Ces relations, dans lesquelles les coefficients u sont entiers, résultent immédiatement de celles qui lient les termes des deux bases de périodes.
Si l’on considère tous les points du premier système contenus à l’intérieur d’un certain domaine F, il leur correspond dans le second système des points contenus dans un autre domaine |”. Si le domaine F grandit indéfiniment en s’éloignant dans tous les sens de l’origine, le domaine F s'éloigne aussi dans tous les sens de la seconde origine. Les formules qui lient les euliers 7? et #7 montrent en effet que, si parmi les coefficients 77 il y en a au moins un qui grandit indéfiniment, il y a au moins un coefficient À qui grandit indéfiniment, et inversement; géométriquement, à tout point du premier système qui s'éloigne indéfiniment correspond un point du second
système qui s'éloigne aussi indéfiniment.
CHAMPS DE PÉRIODES
Nous sommes dans la nécessité d'introduire encore une série de défini tions indispensables, car nous aurons à considérer à chaque pas, soit les objets qu'elles représentent, soit les propriétés qu'elles expriment.
Soient &,, 4, ..., &,, à périodes données, indépendantes ou non, E un ensemble quelconque de valeurs d’une variable réelle £. Considérons dans l'espace à n dimensions l'ensemble des points dont les coordonnées a
£,,..., £, sont données par les formules
EE md); ba Ë + Mi; En + Mis
£ appartenant à l’ensemble E, et »2,, 2,, ..., 17, prenant Loutes les valeurs
À: + et à A UT À entières positives, négatives ou nulles. L'ensemble des points 4, 6, ..., 4, définit le champ absolu (") relatif à l’ensemble des valeurs E.
(1) M. Bohl, dans un travail déjà cité, donne des définitions à peu près analogues, sous
le nom de classe, points de première catégorte, ete.
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Si£,,Ë,,...,£, est un point du champ absolu, le nombre £ s’appellera la valeur congrue à cet élément.
A tout élément P du champ absolu ne correspond qu'une seule valeur congrue, si toutefois parmi les périodes considérées il y en a au moins deux d’indépendantes. En effet, si £ était congru au même élément P,
on aurait, en désignant par #1, 7n,, .., m,, les entiers correspondants, (Am) Um. = m)e—. (nn, mi) er,
s’il y a au moins deux périodes indépendantes, a, et a, par exemple, on en conclut m\—m, = 0, m, — m,= 0 et, par suite, Ë — £/.
Si £ est une valeur quelconque de l’ensemble E, le point de coordonnées égales P(£, &, ..., Ë) appartient évidemment au champ absolu, et £ est la valeur congrue correspondante.
Considérons maintenant le cas, et dans la suile nous nous placerons toujours dans celte hypothèse (à moins d'indication contraire) où l’ensemble E est formé de toutes les valeurs réelles de £ comprises entre — # el + æ.
Si P(E,, 8, ...,6,) est un élément du champ absolu, tous les points de coordonnées 6,+ À, 6, + À, ..., £,+7X appartiennent aussi au champ absolu; ces points sont situés sur une même ligne droite, que nous appellerons une caractéristique du champ absolu.
Les caractéristiques ont une signification géométrique très simple. Soit, dans l’espace à 7 dimensions, le domaine parallélépipédique formé au moyen des vecteurs @,, &,, ..., &, portés à partir de l’origine sur chacun des axes de coordonnées, et considérons le réseau de parallélépipèdes obtenu avec ce
parallélépipède fondamental. La droite
rencontre certains de ces parallélépipèdes qui découpent sur elle des segments de droite. Considérons les segments homologues dans le parallélépipède fondamental, et plus généralement dans tout parallélépipède du réseau; en prolongeant indéfiniment ces segments de droites, nous obtenons un ensemble dénombrable de droites qui sont précisément les caractéristiques,.
Le champ absolu est donc un ensemble de points bien déterminés, se composant de tous les points des diverses caractéristiques. Lorsqu'on se déplace d’une façon continue sur l’une d’elles, le nombre congru correspondant varie d’une manière continue; mais en deux points voisins du champ absolu qui ne sont pas sur une même caractéristique, les nombres congrus correspondants n’ont pas nécessairement des valeurs voisines.
Si, É2; -.., €, définissent un élément du champ absolu, le point de coordonnées £,+m,a,, E,+ mas, ..., E,+ m,a, appartient au même champ, quels que soient les entiers +3 les divers points ainsi obtenus ayant d’ailleurs même nombre congru. Le champ absolu est donc un ensemble périodique; 11 sera complètement déterminé lorsqu'il sera connu dans le domaine parallélépipédique
ES ae Le DS Che DEEE CD Ro Or
La définition la plus générale que nous venons de donner du champ absolu n’exclut pas le cas où plusieurs des périodes &,, ..., a, seraient nulles; mais ce cas ne présente en réalité que fort peu d’intérèt.
Nous allons étudier maintenant, d’une manière plus complète, la nature du champ absolu, en considérant son dérivé, c’est-à-dire l’ensemble formé par les points limites, et nous appellerons cet ensemble le champ total.
Quelle est la nature du champ total? c’est la première question qu'il importe de résoudre, en commençant par le cas le plus simple, celui où les périodes données 4,, &,, ..., 4, sont indépendantes, ce qui, bien entendu, les suppose différentes de o.
Champ total défini par un système de périodes indépendantes. — Nous allons démontrer que st &,, &,,..., a, sont des périodes indépendantes, le champ total se compose de tous les points de l'espace à p dimensions.
Je m'appuieral pour cela sur le théorème suivant :
Li, Le, …, &v étant des valeurs arbitrairement choisies, on peut trou-
ver des entiers m,, m,,..., m, et des nombres x, de facon que les quan-
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(1) THEM — Lys LE Malo — Lay cs LC + Mpdp = Lp sotent en valeur absolue inférieures à tout nombre donné &.
J'avais obtenu ce dernier théorème en montrant que s’il est vrai pour p—1 variables il est vrai pour p, lorsque j’appris que M. Bohl l'avait déjà établi dans son intéressant travail (‘) sur les séries trigonométriques avec plusieurs arguments proportionnels. M. Bohl déclare ignorer lui-même si ce théorème est absolument nouveau; il est à noter, en effet, qu'on peut le rencontrer, sous des formes plus ou moins variées, dans des recherches d'ordres très différents. Je ne reproduirai pas ici la démonstration complète de M. Bohl, me bornant seulement à en indiquer la méthode et renvoyant pour plus de détails au Mémoire déjà cité.
M. Bohl démontre que si &, &,, &,,..…., a, sont des nombres quelconques, différents de o, entre les inverses desquels n'existe aucune relation linéaire homogène à coefficients rationnels, on peut trouver des entiers m, m,, 1350 .. Jn, telsiquedes différences
(2) MO + Mit — Lys MO + Mal — Lo, sn» MA IRL Op Lp;:
OÙ, 3, ..., &, SOnt arbitrairement donnés, soient inférieures en module à tout nombre positif donné €. Considérons alors les périodes indépendantes &,,4a,,...,a,et l’ensemble des nombres & (?) donnés par la formule 1 La be De
FR
= ++... + a a; CA
OÙ Hi, Us -.., ft, prennent toutes les valeurs rationnelles possibles. C’est un ensemble dénombrable; il existe done dans tout intervalle des nombres x n'appartenant pas à cet ensemble. Si & est l’un d’eux on pourra, étant donnés %,, &,, ..., x, choisir les entiers »m, m,, ..., m, de façon que les
(1) Piers Bour, Ueber die Darstellung von Functionen einer Variabeln durch trigonometrische Reihen mit mehreren einer Variabeln proportionalen Argumenten, p- 4. Dorpat, 1893.
(2) C'est-à-dire les éléments du corps défini par &, &», à. Gps
quantités (2) soient aussi petites que l’on veut, et en posant »4 — # nous obtenons le théorème en question. On remarquera que parmi les nombres 4 permettant de rendre infiniment peutes les quantités (1) il y a des mulüples entiers de n'importe quel nombre non nul à condition que celui-ci n'apparlienne pas au corps des périodes &,, 4,, a). Nous pouvons maintenant interpréter facilement ce théorème. Si l’on pose
LH Midi — Ë1, D NIT 9 Do — Ces Fr AE lp — ce
les quantités (1) s’écrivent alors Etes Cor Lay ce) Ep — Lp3
comme £,, RE ca sont les coordonnées d’un point du champ absolu, on peut donc dire que, étant donné un point quelconque P de coordonnées Dis Los se.) y) 1 existe des points du champ absolu aussi voisins qu’on le veut du point P. En d’autres termes l’ensemble dérivé du champ absolu se compose de tous les points de l’espace; le champ absolu constitue un ensemble dense dans tout domaine à p dimensions, où enfin l’ensemble des caractéristiques du champ absolu est un ensemble dense.
Étant donné £, considérons tous les nombres # qui, avec un choix convenable d’entiers 72,, m,, ..., m,, permettent d'écrire les inégalités
(3) [x +mia— lle, Ne [tæ+ mL a,—x,|£e.
Il n’est pas difficile de se représenter la nature de l’ensemble des valeurs x ainsi caractérisées. À tout nombre x de l’ensemble correspond un point du
champ absolu dont les coordonnées satisfont aux inégalités
(4) [hi —2|£e, lÉe— 21e, 6 0} lËp— æh|£E,
el inversement. Or tous les points du champ absolu satisfaisant à ces conditions sont contenus dans un certain domaine D entourant le point P(x,, &,, .., æ,), domaine très petit défini par les inégalités (4). Soit C une caractéristique rencontrant ce domaine, qu'elle coupe en deux points Net N' distants de moins de 2e. Au segment NN’ correspondent des valeurs congrues æ comprises dans un intervalle très petit ##". À chaque caractéristique coupant le domaine D correspond ainsi un intervalle »2#' pour les
valeurs æ, et un système d’entiers 77,, m3, ..., m, restant le même pour toutes les valeurs x de cet intervalle. L'ensemble des nombres x est donc constitué par les valeurs appartenant à une infinité dénombrable d'intervalles moindres que 2e. Si € est assez petit, ces intervalles n'empiètent pas les uns sur les autres. Il suffit, pour l’établir, de montrer qu’à deux points du champ absolu compris dans D et situés sur deux caractéristiques distinctes correspondent des valeurs congrues distinctes. Soient, en effet, (£,,5,,...,6,), (E', Es «.., 6,) ces deux points; x, x’ les valeurs congrues correspondantes ; on a respectivement pour certaines valeurs des 7», mn
TIME; æ'+ mia = Ë; les caractéristiques étant distinctes, les entiers »; — m; ne sont pas tous
= [ nuls; si par exemple #1; —m;=£ 0, on à
; " , DIE LÈ— à —. En (m;— m;) dis
c’est-à-dire
RAA EE | (My m;)a;| — ER > |ail— 2e;
par conséquent, si € est assez petit, les intervalles auxquels appartiennent respectivement # et x’ n’empiètent pas l’un sur l’autre.
Si maintenant l’on faisait diminuer €, certains (‘) des intervalles #n' disparaîtraient, les autres diminuant seulement d’étendue; mais il n’y à pas d'intervalles limites lorsque € tend vers o; tous les intervalles s'élimineraient successivement à mesure que € deviendrait de plus en plus petit, si toute fois le point P(x,, .….,x,) n’est pas un point du champ absolu.
Parmi les points du champ limite, ou champ total, on pourrait faire encore de nouvelles distinctions. Reprenons, en effet, l’ensemble des nombres x dont il vient d’être question et correspondant à la valeur &. Parmi ces nombres, 1l Y en à toujours une infinité dénombrable pour lesquels l’une des quantités x + m;a;— x;eslexactement égale à o, et cela quel que soit e.
Il suffit pour s’en rendre compte de remarquer que le plan X,—x;= 0
£ coupe, à l’intérieur du domaine D, une infinité dénombrable de caractéris-
(1) Une infinité dénombrable.
ques. Mais il n'existe pas en général de nombres x pour lesquels deux des quantités & + m;a;— x; soient nulles; les points du champ total pour lesquels il en est ainsi constituent un nouvel ensemble dans ce champ; les points du champ total pour lesquels trois des quantités x + m;a;— x; pourraient devenir nulles, pour des valeurs convenables de x et des m,, formeraient un troisième ensemble, et ainsi de suite, .… les points pour lesquels toutes les quantités & + m;a;— x; pourraient devenir nulles constituant enfin le champ absolu. Ces classifications n’ont en réalité aucun intérêt, et je les laisserai complètement de côté.
On remarquera que nous écartons également le cas où p = 1, c'est-à-dire celui où il y aurait une seule période. Le champ absolu comprendrait alors toutes les valeurs réelles, mais à un point de ce champ correspondrait une infinité de valeurs congrues.
Champ total défini par un système de périodes dépendantes. — Soient 4, d, ..., d, des périodes que nous supposons dépendantes, mais différentes de o. Parmi ces périodes il y en a un certain nombre d'indépendan POInid 4... 0, Des périodes d,,,, ..., ad, verihent alors des relations de la forme
VA ri lo 4
— (re a OT ER)
€ p+1 d A ah
(1) Rene Nr amer oies eue (ei ele , Rp Rp rue ane os no.
An da, A Xp
dans lesquelles les coefficients 7° et y sontentiers, les coefficients g;, r1, 1e d’une même ligne pouvant être supposés premiers entre eux.
Voyons d’abord à quelles relations satisfont les coordonnées des points du champ absolu. Soit P(E,, &,, ..., &,) un point de ce champ; on a pour
une certaine valeur £, el avec un choix convenable d’entiers m,, m,,...,m,, PT = C1; Eore + Mplp— Ep Le OUT, ce que l’on peut écrire
(ei Gi 5 Gn ; = = — m;, M à 1.
CA a An di
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en multipliant les p+r premières de ces relations, respectivement TER 4 APR «x
Par 7, Pas ce Tps — Q1s ajoutant et tenant compte de la première des
relations (1), on obtient
/ Cp+1 61 1 G2 ; SpA\ 1 ñ == ge ne TI LA HT, = )=impn — (rt ++mprs = Mi,
Gp S1 mile .2 ,2 + 2 — ee RC de + ri ZE) = gares — (nur +..+ mr )= M, CE p+a \ a; Up D SCD Dot D AE an CA GI Do ü ae qe .
Gn S 61 ‘ ip OPI\ ie .A—p ADN np = |\Ti PL PRE | = og ,ma (Mar rm Tr = Mr.
| 5 ” di 1 hp
Nous allons montrer que les coordonnées des points du champ total satis-
font à des relations de la même forme.
Soit, en-elfet, P(x,,x,,...,%,) un point du champ total, il existe des
nombres : et des entiers 722,, m,, ..., mn, tels que les quantités VMEMTONCT, = CE CAT nono LR ln Dr = An soient, en module, inférieures à tout nombre donné. On türe de là :
GE GE CA 5e Dr —- RENE er sn RC:
= nl; —+ ? ss nm, Cho
“à a; a; ln Ge
ou, en faisant les mêmes combinaisons que précédemment et tenant compte
des relations (1),
€ p+1 di ph .1 1 7 ? I D À p+1 == CA L T Xp ] di ph € p+1
Le premier membre de cette relation est la somme d’un nombre fixe et d’un entier positif ou négatif, le second membre est infiniment petit. Or le premier membre ne pourra être rendu infiniment petit que si le nombre fixe
gs _ (1 he Tr 2) D Xp+i @i ph
est un enter, et un enter de la forme
A / | A D | Mi mMphigi=(MuriE Mara Et CR Tp)
Pour que #,, æ,, ..., æ, puissent être les coordonnées d’un point du champ total, il doit donc exister des entiers 7»,, m3, ..., m,, tels que l’on ait
Dr a Doi) a ) FDEUON =
An-p— — (: le æ) Une Mn (Ni er ent 0) Me, c'est là une condition nécessaire; nous montrerons dans un instant qu’elle est suffisante. Auparavant examinons d’un peu plus près cette condition. Les premiers membres de (3) doivent être égaux à des entiers M,, ..., M mais ces entiers ne sont pas en général quelconques : il faut que les équations
ee — Mali... MpT, —=M,;,
aient des solutions entières en »?,, m,,...,m,,...,m,. I en serait toujours ainsi si les entiers g,, gs, -.., Qn » étaient égaux à l’unité. Sinon nous remarquerons que les équations (4), privées de leurs seconds membres, sont algébriquement Ne puisqu'elles sont résolues par rapport aux dariablee 72, 7. Pourreconnaitre, étant donnés M, M," elles ont des . entières, il suffit de s'appuyer sur un théorème établi
par M. Méray (‘), dont je rappellerai l'énoncé :
Pour que les équalions algébriquement indépendantes, à coefficients
entiers
aPrit x +...+ ait = bn,
admettent des solutions entières, il faut et il suffit que les déterminants
(:) MÉRay, Solution du problème général de l'Analyse indéterminée (Annales de l'École Normale, t. XII, 1883).
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d'ordre p formés avec les éléments du Tableau
1 1 1} DO en A
P P p DEP CE Are AE
atent pour plus grand diviseur un nombre d divisant tous les détermi-
nants obtenus en remplaçant dans les premiers une colonne quelconque Ou Par be:
On pourrait donc par un nombre limité d'opérations arithmétiques reconnaître si les entiers M,, M,, ..., M,, permettent la résolution en nombres entiers des équations (4).
Démontrons maintenant que les conditions trouvées sont suffisantes et que si elles sont vérifiées le point P(x,,2,,...,æ,) est un point limite.
Par hypothèse il existe des entiers déterminés »,, ..., m, satisfaisant aux relations (3). Plaçons-nous tout d’abord dans le cas particulier où les seconds membres des relations (3) sont nuls (M, =M,=...—M,,—0), et remarquons que, les périodes &,, a, ..., &, étant indépendantes, les périodes À,4,, À,4,, ..., À,4,, où les À sont des entiers quelconques non nuls, le sont également. On peut donc trouver des nombres æ# et des entiers M, Le, LL. de dacoD Que DA di) Tu (0 an) soient aussi voisins qu’on le veut de x,, æ,, ..., æ,. En particulier, faisons
M Mens tg, ‘q è ier divisibl PCI | 1er P g étant un entier divisible par chacun des entiers q,, os .., n-p. FOSONS
LE + H19 = Li + SG Ge EL + BpI 4 p—= Lp + Up el
/ ns NT, Es DORE pit pi lets ER DIN Cnil ln
les quantités &,,æ,, ..., «, étant infiniment petites, et les entiers »2,,,,..., m!,
étant pour l'instant indéterminés. En éliminant x entre ces relations et les
relations (1) existant entre les périodes, on obtient 72 — p relations, telles que la suivante
q: T p+1 (r: DA ni 72) 52 5 Ap+1 a; de : 1 7 7 _ Q sil 1 nr Da p VE = 91 Mpya — 9 (HaPit- EUpTi) + di boot C2; CL pat >
ou, à cause des relations (3), dans lesquelles M,, M,, ..., M,_, sont nuls,
(5) Tapn— D(BA TEE Br) pa UE — (a li CAR :)
et 7 — p — 1 relations analogues.
S1 nous choisissons
LA q 1 s d UE le IA CP Eur) ! er q .1—p 1—p TOR (ri ans au. 4 D In—p
les premiers membres des relations (5) devenant nuls, et &,, &, ..., ©, étant infiniment petits, il faut nécessairement que ,,,, ..., æ&, soient eux-mêmes infiniment petits, et la proposition est établie dans ce cas; le point P(x,,æ,,...,x,) est bien un point limite du champ absolu.
Supposons maintenant que les entiers M,, M,, ..., M, , ne soient pas nuls, mais soient de la forme (4). Alors, d’après la proposition qui vient d'être établie, le point Q de coordonnées +, — m,a@,, &, — m,@,., Zn — My &, est un point limite comme le champ absolu est un ensemble de points admettant les périodes a,, a,, ..., a,, il en résulte qu'il y a aussi des points du champ absolu, aussi voisins qu'on le veut du point BP 2%. 71); etle theoréemeseltrouve démontre dans lé"casrgéneral. Les conditions (3) sont nécessaires et suffisantes.
On obtient donc tous les points du champ total en considérant les points dont les coordonnées vérifient les équations
L p+1 Ti 1 Th Ci Er! == +rl —, dp+1 di € hp (6) RE un ue :
Th np T1 np Tp P Î | np — F}; ù Sie ip ?
n di Ah
eten ajoutant aux coordonnées de ces derniers respectivement, des multiples entiers quelconques de périodes 4,, &,, ..., a,. Les relations (6) se déduisent très simplement, comme on le voit, des relations (1) existant entre les pé-
riodes. Nous les appellerons les formes adjointes des relations entre les
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° ° il périodes. On les obtient en remplaçant dans ces dernières les nombres A
] J . : I] . ae bl Ti æ) Ln .
—_ y ce) — respectivement PAreles VATADIES ES ETES éLICECI permet UE L Gi 2 (7
d'écrire les formes adjointes lorsque les relations existant entre les périodes ne sont pas mises sous la forme (1).
On voit finalement que, parmi les 7 coordonnées d’un point du champ total, il y en a p seulement d’entièrement arbitraires. L'ensemble des points définis par les formules (6) est formé de tous les points d’un espace à p dimensions compris dans l’espace à 7 dimensions, et le champ total se compose d’une infinité dénombrable d’ensembles analogues (*). Pour ces raisons nous appellerons ordre d’un champ le nombre des périodes qui sont indépendantes parmi celles qui servent à le définir.
Il nous reste encore quelques remarques importantes à faire.
1° Si x,, æ», ..., a, sont les coordonnées d’un point quelconque du champ total, il existe des entiers 72,, m,, ..., m, satisfaisant aux relations (3); il en existe alors une infinité. Pour que 7», m,,..,,m,...,m, soit un autre système d’entiers satisfaisant aux mêmes relations, il faut et il suffit en effet que l’on ait
Di (Ma Mon)=ri (mm) + (m—m)+.+ri (mm),
: ! er — / = D SD Nr A) TT ACL NE Ce Dia er (me MS)
Or ces équations ont toujours des solutions entières (6) par rapport aux
inconnues (m2, — M,), ..., (m,—m,). Chaque fois que, pour des valeurs convenables de x, les différences
LT + Mid — Li, , LM n — Ln
(1) Ces ensembles, qui sont des ensembles continus de points, sont distincts, c’est-à-dire n'ont aucun point commun. De plus, si l’on considère deux de ces ensembles, la distance de deux points quelconques pris respectivement dans chacun d'eux a un minimum différent de zéro.
(2) Les résultats énoncés dans le Mémoire déjà cité de M. Méray permettraient d'obtenir la forme générale de ces solutions entières, mais cette forme générale ne nous intéresse pas
pourront être rendues assez petites, le système d’entiers 7°, ..., m! satisfera aux conditions (7).
Ici encore, comme dans le cas de périodes indépendantes, l’ensemble des valeurs x pour lesquelles on a, avec un choix convenable d’en- DCE ON ERA
|t+ma—xlSe, es [ZE mia =]
se compose de toutes les valeurs comprises dans une infinité dénombrable d’intervalles inférieurs à 2e.
2° Considérons le cas particulier où les entiers 4,42, ..., Qn » Sont tous
égaux à +1 (ce qui arriverait par exemple si, aux périodes &,,,, @,i25.., Gn,
ë b . « [42 on substituait leurs sous-multiples 2, ... un).
Val | Jn—p La restriction que l’on doit faire dans le cas général sur les entiers M,, M,, ..., M, , disparaît; ces nombres peuvent être quelconques, car les équations (4) ont alors des solutions entières en »,, m,,..., m,,..., m, quels'quesoïent M,3:.. M, Dans ce cas, si l’on a déterminé des entiers m,, m,,...,m, et un
nombre x de telle façon que les quantités
L ” ! , (8) = L+ My — Li, es Lip = L + Mpp— Lp
soient infiniment petites, on peut déterminer des entiers m,,,,..., m, de
façon que, pour la même valeur x, les quantités
! — x ! — (9) pi E + M pi Cpra = Ppti Re Gi dE Min LR
sotent aussi infiniment petites. On peut écrire en eftet
2 ’ ri = En de.
(10) GAS Tito ie ati Mur; eo (Wtz DES : 1 Fe ga l'; 2 =? À | (C: os À »
P+A1 1 L ] dp+1 d Xp
puisque g, = 1, on peut prendre LES TT ta (m — IN) 7 SET Gao (mn, — Mp) RS
le premier membre de (10) est alors nul; æ&,, &,,...,«, étant infiniment
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peuts, il en est de même de &,,,. On arrivera à la même conclusion
pour &
Dos Crete
SLA ny see, SONT Nuls, %,.1,..2, @,serontnuls, de sorte que; dans CE CAS, 4, Los .., &, Clant un point quelconque du champ absolu défini DArLGi ee de € sa valeur congrue, en déterminant &,:,, ..., &, par les formules (6) aux seconds membres desquelles on peut d’ailleurs ajouter des entiers quelconques, le point de coordonnées x,, ..., Æn, Æpiys ces Œn devient un point du champ absolu défini par àa,, ..., a, et € sa valeur
congrue. Nous aurons tout particulièrement à nous servir de cette remarque.
CHAMPS ÉQUIVALENTS, CHAMPS MULTIPLES D'UN CHAMP DONNÉ
Définttion. Soient (a,, 4, . 4), (b,, ba, .., b,)deuxeystemende périodes quelconques, A et B leurs champs absolus respectifs. Nous dirons que deux points P et Q pris respectivement dans les champs A et B sont correspondants, s'ils correspondent à la méme valeur congrue £.
Ceci posé, les champs À et B seront dits équivalents si, Pet Q étant deux points correspondants donnés, mais quelconques, à tout point P'du champ À voisin de P, on peut faire correspondre un point Q'(correspondant de P) du champ B voisin du point Q, et inversement. D'une façon précise, il faut qu’à tout domaine D entourant P on puisse faire correspondre un domaine À entourant Q, de façon que tout point du champ absolu A, pris dans D, ait un correspondant dans le champ B contenu dans A, et inversement. |
Un point quelconque pris dans l’un des champs possède dans l’autre une infinité de correspondants; par exemple au point P de coordonnées
Étui, ss EE Em an correspondent dans B tous les points de coordonnées Henri D, n lg Con, be
où les entiers 2,, ..., n, sont arbitraires.
Il résulte de la définition même que deux champs équivalents à un
Lroisième sont équivalents entre eux.
Champs équivalents de périodes indépendantes. — Soit A un champ défini par les p périodes indépendantes 4,, 4,, …., 4,3 proposons-nous de déterminer tous les champs de périodes indépendantes qui lui sont équivalents.
Soit ,, b,, ..., b, un système de 4 périodes indépendantes dont je suppose le champ B, équivalent au champ A. Je vais montrer que q=p et FRANCE PRES b,) sont deux bases d’un même corps réduit (voir p.77) : le corps réduit dé fini Dar Abe GMar rar,
Montrons par exemple que D, appartient au corps des périodes &,, ds, dy Soient P et Q deux points correspondants donnés dans les
champs À et B,
( ) \ IE Con Mi Ge Ci CLONOT) É EMEA) — 60 (| « [Q Ann TA UN CR Vo
et y, une valeur réelle arbitraire. Si les périodes a,, a,, ..., a,, b, étaient indépendantes, on pourrait déterminer £ et les entiers 7°, m!, …., ms; D; de façon que les quantités
Cl ! Eiq cl ! nt el 1 a h) BE He = es es nm OC E+nibi=n;
La : k , différent respectivement aussi peu que l’on veut des nombres £,, ..…., de Soit P’ le point de coordonnées £, ..., £,. Puisque les champs sont équi-
valents on pourrait, d'autre part, trouver les entiers »;, n,, ..., n; de façon que les nombres
ou ñ ’ , 2) / nr) E + n bi=n,, É ÆN3-02— Vo» BTE OU ie
» . sw x . . Es al £ ee / soient respectivement voisins de 1,, 2, +, 99 En particulier, Ê+n,b;=1, devrait être, par un choix convenable de l’entier #,, voisin dé, -:Orona
(nn); — ee cie (ni — Yi) — (ni — M).
Puisque (n, — y,)et (n, — n,) sont aussi petits que l’on veut, il faudrait que y, — 1, soit un multiple de b,; or y, est arbitraire ; cela est donc impossible. La période D, appartient au corps &,,&@:,..., 4; démemer#b".2, Inversement @,, 4,, ..., à, appartiennent au corps ,, D, D, Donc p = q. Les périodes b,, b,, .., b, s'expriment par conséquent en fonction
NE
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de a,,a,,..., a, par des formules de la forme
1 1 {1 li lo lp = | He rat ; ” 7 b, d te ap 7 qe _ 7 (23) > = eee ss Dee vale relie ee , = AO) P .P V2 p rÊ lp 1 SUP TE = oaticourcs 559 b, 4, :
les coefficients g et 7 sont entiers, et l’on peut supposer que les coeflicients d'une même ligne n’ont pas de diviseur commun. Je dis enfin que
DE A D = et AEUr
Soient, en effet, P et Q deux points correspondants donnés (1). L'élimi-
nation de £entre les relations (1) et (2) donne
LUN 1 é 1 Ep ; 1 0 Dee nn, = gi —(rinu +. +, mp) 1 di Up (3) 0 Da Den ONU O OL OLO DE Denie D Eos dodo 0 coin ts ON DNUOLo OS DU UD GED eo , Np 1 Es = (pet PS) — _(7rP .P PT. (ri LE ni = gpl (M Eee EM).
Geci posé, soit Q’ un point du champ B voisin de Q; n,, n,, ..., n, ses coordonnées
NES) ! SRE AT 0 $ Ni 71,08 . Né n;b,:
si P’ est un point correspondant quelconque de Q défini par les entiers arbitraires 72,, ..., 21, on aura entre les coordonnées de P’et de Q des relations analogues à (3) où les lettres seraient accentuées, et, en les retran-
chant respectivement des équations (3), il viendra
(im) (CÉret) mor)
di ne on, ne 2 +...+r! E. | = giCn ri) [rm ent) ONE (m,— m,)], (A, Np) Ce — € ) (E FR 5)
DR bem ne er ECC ENESE rh Cm, — m)]
Puisque les champs sont correspondants on pourra déterminer les en- Fe a e L21172070 7 TASSE
tiers m,, m,,..., mm, de façon que ce soient respectivement voi-
sins de &,, 6, ..., &,. Les premiers membres de (4) seront alors très petits; comme les seconds membres sont des entiers, ceux-ci devront être nuls. Il faut donc en définitive que, par un choix convenable d’entiers Miss. M, on ail
| PAU AU TE Om — 7), TOME, — mp),
(5) D nn uen re te et .
| Do lp) TE (M, Mi) +... rem)
(6) ri ,
admettent des solutions entières en #,, ..., æ,. Si cette condition est remphNelponte"/%"ceralars voisin duvpoint &,, £, ..., E commele montrent les relations (4) où les seconds membres sont devenus nuls. Or, d’après le théorème déjà cité de M. Méray (p. 91), il faut pour cela que A
divise tous les déterminants d'ordre p formés avec les éléments du Tableau
V2 D : (RES | Ten OU CUp(Re— Rp)
Ces conditions sont toujours réalisées lorsque A — + ret
h=g=. gel
-Ceci montre déjà que les champs absolus obtenus avec les diverses bases
du corps réduit défini par &,, @,, ..., a, sont tous équivalents. [l'est facile
. “2. . [ x de voir que ce sont les seuls. Etablissons pour cela que ;- par exemple |
, es : ne s LS à nl s'exprime en fonction linéaire à coefficients entiers de nn ! 2 P
Ecrivons en effet
: ' , Q Éric ù léténterss se, s, étant supposés n'avoir aucun diviseur commun.
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Si l’on pose
1| à = a ) a a, &, 54 on pourra trouver une base (') a, &,,..., a, du corps réduit (4, die @n) 5 or / ; . . / 2 qui comprend la période a. Les champs définis par à;, &,, ..., @ etb,, b:, ..., b, sont encore équivalents. L’on a ici
Ti TA / b, a 9 2 GÉRPQUE PA lp — 0 Les 1 Ù Gn Da, do a,
et les équations (6) deviennent
D Ci Jp)
Tite ET pales Ni)
ces équations doivent avoir des solutions entières chaque fois que les quanutés
(ni—=nm)h=(n—n)t, (nm m)b-(n—nr;)8,
deviennent très petites. Or il est clair qu’on peut rendre ces quantités aussi F petites que l’on veut, avec un système d’enuers (n,—n,)...(n,—n,), dans lequel (7, — #,) n’est pas divisible par g,; les entiers g,, g' pouvant A , : . fini ni) A ètre supposes premiers entre eux, et le nombre Fa rue devant être entier, 1l faut nécessairement que g,==1. L’équivalence étant une pro-
priété réciproque, on en conclura également 9,=— 1. Il viendra donc en définitive
= — - + L, b, ai de DO RS ; I SA £ se Se : SE ; b, a; de
(1) Voir le théorème établi dans la Note T, à la fin du présent Mémoire.
A ft Q , . I I 1 ae .
comme la même propriété doit avoir lieu POUT —; —» ++.) —, vis-à-vis
ay p DT 1 Rd )
RD res il faut de plus que
.p Sh
ce qui établit la proposition. Les champs équivalents sont tous fournis par les bases du corps réduit.
Champs équivalents à un champ donné de périodes dépendantes. — Soient maintenant &,, @,, ..., a, des périodes dépendantes, parmi lesquelles p sont indépendantes, par exemple &,, &,, ..., a,. Je veux montrer
qu'il existe un champ de p périodes indépendantes équivalent au cham P CORDES A... On
. il ï [l . . . .
Il existe, entre LU D relations distinctes à coefficients
tait: Un
entiers de la forme,
si s, de — ++ +. + —o, UR CE An
Cd —— {'55660000864 30000000) oo coop , Hp n—p n—p pe ss sh es à == 2 Q = O, di d2 Xn
[l 1 Sp+1 Sn
Rp n—p S p+1 Sa
est différent de 0.
Je m'appuierai sur le théorème suivant :
Étant donné un Tableau de n(n—p) nombres entiers
1,02 E. ESCLANGON.
si l’on désigne par A le plus grand commun diviseur des déterminants d'ordre (n — p) formés avec les termes de ce Tableau, on peut trouver un système de np entiers u{, de façon que le déterminant
(l 1 il Bi Ma + Un D ) P Pi ue? Pa (a 1 [l Il S; S2 Sn Sas Re
soil égal à A.
Je ne sais si ce théorème est connu, j'en donne dans tous les cas une démonstration que, pour ne pas interrompre la suite des idées, j'ai placée dans une Note à la fin de ce travail.
Les entiers y} étant ainsi choisis, posons
HAL
œ; &, @ an
LL nn tu cou - P Pp P
DE | … ne + = Pr,
Lp a d du
Les périodes &,, ..., «, sont bien déterminées, car si l’on avait, par
exemple, + pa Le. + Pr Ai LE) An
cette relation devrait être une conséquence de (1), de sorte que, dans le
Tableau bi PC:
Ge si Nsre SE
tous les déterminants d'ordre 7 — p +1 seraient nuls, ce qui entrainerait la nullité du déterminant (2), qui est égal à A=£ 0. De plus, les périodes #,, 4,,..., 4, sont indépendantes, Supposons, en effet, qu'il existàt
dés entiers »7;, mass. , m, tels que l’on ait
mi m, m = Eut.= D — ;
CA CE c
on pourrait écrire, quels que soient les nombres ralionnels MU ds
in
m m m SA s!
ao ER SR mp ++) a
é CE Lh o 7 / — $e 7 SE SP A + Mp+o mn 2 eh, Date les, Jp | di An di an
Déterminons les nombres rationnels #2,,,, ..., m, de façon à rendre
nuls les coefficients de —
I : : : ; Ce s’exprine par les équations
€ p+1 Un
il 2 ? Î DD | Mb ie ich eotiMpHbrr MprtS pin ere MyShii—= 0, (2) ed a ee in cie mie de ee a OT :
1 2 à 11— = Mir “HU +... +Mplh Æ MpySh +... + Mnsy P—=0O;
cela est possible puisque le déterminant
, 1 Jp Sp+1 Sp+4 2 EP
est différent de o. La relation (4) se mettrait alors sous la forme
pue + Me +. PRE = 0 (M,, M, ..., M, rationnels). di 3 dp
Les périodes &,, 4, ..., a, étant indépendantes, il faudrait que
c’est-à-dire
A PR ER OT LT ETES TL PT
9 ) A HDi | MAUR Maps test Mpli + Mp418p Eee + MnSp = 0.
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L'ensemble des relations (5) et (6) considéré comme un système de ñ équations homogènes à 7» inconnues 77,, M3, ..., M, aurait une solution différente de o, le déterminant (2) serait nul; or ce déterminant est égal
A A2 10, Par conséquent, les périodes «,, 4, ..., «, déterminées par les relations (3) sont indépendantes.
Nous allons montrer maintenant que le champ absolu B défini par les
périodes à,,4,,...,a,estéquivalent au champ À des périodes a,, a,,...,an. ce €
ae 2 . , .
Soient P un point du champ À, Ë sa valeur congrue, £,, £,, ..., £, ses 2 re) 412 » ?
coordonnées P E+ ma Ëé, E+ Midi En, rt Éditer et Q un point correspondant du champ B Q LD —=n: E+ Rit3 = N de RC tire On a, entre ces divers éléments, les relations suivantes : | Ni 1 1 L 1 a LS: 1 1 1 ee. ue a + Un al is (UimMi EU Men Cu, mMn) RE TRS PART A ET APN Ca NN TE ; Np p d p a Æ: p p ue Dion Te ee + EM), Up 7 n (7) :
(à e Rs DR Ce + sim, a n A D PR Ru:
Ë ne , 4 he: de st = RPM eo ie Sr Pme It Si P’ est un point voisin de P PE Ét+ mia—Ëé;, CÉEne da ce es RER
et si l’on détermine 7°, %,,..., n, par les équations
| (8) OR D OS DS Or M ST A EP D OO 0 Ce OU |
le point Q a u ! / # ' a Q PEUR Ci; AE RC ee Crete
est voisin de Q, comme le montrent immédiatement les équations (3), desquelles on retranche respectivement, et membre à membre, les équations de même forme obtenues avec les coordonnées des points P’, Q”.
L'inverse a lieu également. En effet, les équations
Nil RAM Nu) +...+ ui(m,— M), 2e GS ET ; Ro—lNp—= LE(M —m)+... Emi — my), (9) PT PR OMS (7 Mar. .s + Si(M, Mr), a der Genie UND soit :
\ © ST P(m,—m)+...+s P(m, — my)
ont, quels que soient les entiers (x, — n,), ..., (n,— n,), des solutions entières par rapport aux inconnues (77,—1n,),...,(m,—m,). Cela résulte de ce que, le déterminant À formé avec les coefficients des inconnues, divise tous les déterminants d'ordre 7 formés avec les éléments du Tableau
! L [l l R, — n) Bi F2 one Pa ! ) D P CREER CU ME re LOIELE o sn si SE O UE OC: LR OR RC TT
Il suffit, pour s'en convaincre, de développer un tel déterminant suivant la règle de Laplace par rapport aux (7 — p) dernières lignes. On obtient ainsi une somme de termes qui contiennent tous en facteur un déterminant d'ordre (7 — p) formé avec le Tableau des coefficients s/, et ces déterminants sont tous divisibles par A.
Ceci posé, soient donc
n°, = Ë! ee == Et 05 y CE it eus) Ip=iSt st p
106 E. ESCLANGON.
les coordonnées d’un point Q voisin de Q, nous déterminerons 72,, 7n,, .…, m', par les équations (9). Considérant le point P’ de coordonnées
9 a / PT NT / bee IT Aie rs EEE Mal il vient alors / 1 Fr 24 a 04 1H 1iS 1 CT 1} +... + Un ) œ a; Gr NN NS à Gaia nes ie C0 Ce CU CT RE OC _.
1 a #1 e "1 "1 Erin Gi Gn— Gn P P ) 1 P > pe +...+ue , Xp A dn c! e all 2 Ga 61 1 6 0 = - ..+si ) (CA An PT ras Re de Joconde Deco 0e 09 ! e r/ 9 ” = G}1 pie 2 (e) —_—., pa + SP 2 ; &i dn
comme (1, — "), +, (mn, — M) Sont voisins de o par hypothèse, il en résulte que (€ —€6,), ..., (£, — E,) sont également voisins de o, c'està-dire P’ voisin de P. La proposition est complètement établie.
Nous sommes donc en possession d’un système de p périodes indépendantes, dont le champ est équivalent au champ donné A. Il résulte du paragraphe précédent que tous les champs de périodes indépendantes équivalents au champ A s’obliennent en considérant les diverses bases du corps réduit défini par &,, &,,...,a,. Cela nous montre également que lorsque l’on à déterminé un système de coefficients uw? satisfaisant aux conditions indiquées plus haut, on les obüent tous, en effectuant sur les formes linéaires
Ji — Hi; a + pitr Jr =HiTi +... + pin
une substitution à coefficients entiers
1 ,, At} 1 7 PP Es Ve)
dont le déterminant est assujetti à la seule condition d’être ÉD Al A EEE
Le corps réduit défini par &,, 4,, ..., 4, sera aussi, par définition, le corps réduit défini par a,, a;, ...,a,. Toute période & de ce corps est donnée par une formule de la forme
\ Q ù | OÙ V4, Ve, + +, VY Sont des entiers quelconques. En remplaçant Ne a) P
. . T [ par leurs expressions en fonction de es I finalement a 2 Un
I m _ M es Mn
mt, ..., M, élant entiers. Inversement, {oute période à donnée par une telle
formule, où m,, m,,..., m, sont des entiers quelconques, appartient
au même corps réduit, si toutefois le nombre > ainsi défini n’est pas nul. La
ee ao : 5 5 I ] proposition sera évidemment établie si lon montre que TT -2 il 2 1
5 É . 5 ÉD . Ne 0 . I ji s'expriment en fonction linéaire à coefficients entiers de Re I er 7 | "2 P
Résolvons, en effet, les équations
1 1 I LL l-
L Il
— oser ) a di An D DEA On TO D OI A NICE 8: n P P I P-
1 ü he Ah di An
il 92
di ln Sie ele leleishe ce ele elnieeiene ,
GE
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On obtient, par exemple,
ll i ñ Gt F2 Pn °1 l ) ) A ==) ET pe bn ) a, Xp 1 1 0 ss $;, n—p 1 = 2) [e] Sa Sh
: Ro 1 I :
le second membre est une fonction linéaire de dont les coefficients 1 P
sont entiers et divisibles par À, par conséquent,
Ze Loose (rover cnUuerS)e
de même, pour Tr es de Gr Le corps réduit défini par des périodes dépendantes à,, &,, ..., a, est donc susceptible d’une définition directe, identique à celle adoptée dans le cas de périodes indépendantes; c’est l’ensemble des périodes « données par la formule & coefficients entiers
1 mt DIE Mn = ZE — + —_ .
æ La; Le a
Nous obtenons maintenant la condition générale pour que les champs définis par deux systèmes de périodes quelconques (a,,a,,..., a,), (b,, b,, ..., b,) soient équivalents : il faut et il suffit que les corps réduits définis par ces deux systèmes de périodes soient identiques.
Champs multiples d'un champ donné. — Soit un champ absolu A défini par des périodes quelconques a;, &,,..., a,. Nous dirons que le champ B défini par /b,, b;,:-.,b, est un multiple -duchamp A%ilssatistait aux conditions suivantes :
Pet Q désignant deux points correspondants quelconques dans les
ce
champs À et B, il faut et il suffit qu'à tout point Q', voisin de Q dans le champ B, on puisse faire correspondre (au sens donné à ce mot p. 96) un point P' du champ A voisin de P.
Le champ multiple B possède donc une des propriétés qui caractérisent l’équivalence. Si réciproquement À était le multiple de B, les deux champs A et B seraient équivalents. L'ensemble des champs multiples d'un champ donné comprend évidemment l’ensemble des champs équivalents, Le mulüple d’un multiple est encore un multiple.
Il est clair que si A’ et B’ désignent des champs respectivement équivalents aux champs A et B, le champ Best un multiple de A’. Il suit de là que, pour rechercher les conditions de la multiplicité, on peut toujours substituer aux champs donnés des champs équivalents, et, en particulier, des champs de périodes indépendantes.
Soient donc &,, %, ..., &, les périodes indépendantes qui définissent le champ A’, B,, B,, ..., 6, les périodes indépendantes qui définissent B' multiple de A’. Un raisonnement identique à celui de la page 97 montrerait immédiatement que l’on a
n r'! PE = +...+ % 1 Pgq elfe 20 DE OR PP RP PET rl entiers; I TA lg ——= +... + À Xp Bi Pa He DA I : ; c :
mais 101 CAR ne s'expriment plus nécessairement en fonction de 1 4
—_,..., — par des formules de même forme. On conclut de là que g=p z %
puisque les périodes &,, &, ..., 4, sont indépendantes.
Ainsi l’ordre des champs multiples d’un champ donné est supérieur, au plus égal, à l’ordre du champ considéré.
Les conditions (1) sont d'ailleurs suffisantes, c’est-à-dire que, si les périodes indépendantes B,, B,, ..., 6, sont liées aux périodes & par des relations de la forme (1), elles définissent un champ muluple du champ À, sans que les entiers r/ satisfassent à des conditions particulières, si ce n'est
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que dans le Tableau de ces coefficients, il ÿ ait au moins un déterminant d'ordre p différent de o ; ce qui a lieu d’ailleurs nécessairement, puisque, par hypothèse, les périodes &,, &,, ..., a, sont indépendantes. Le procédé de démonstration est toujours le même et je crois inutile de le répéter ici.
Soit maintenant &,, &,..., &, un système de # périodes quelconques indépendantes ou non, dont le champ est multiple du champ des périodes indépendantes a, «, ..., @,3 si B4, 8, ..., PB, est un système de périodes indépendantes dont le champ est équivalent à celui de &,, a,,..., a», on a
entre les « et les 5 les relations (1). D'autre part AN s'expriment, 1 2 qd . . re ë . . I comme nous l'avons vu, en fonction linéaire à coefficients entiers de ee
I I ; ri —, -.. —, de sorte que l’on peut écrire finalement
d2 dn [ 1 1 La I :
ns L Ferro : Pr % di UE) An 6 OR Si ne or. u} entiers.
p p p RE CET 4 An
Inversement, tout système d’un nombre quelconque de périodes @,,
'. on \ 1 I d; …..; a, dont les inverses sont. liés à AUD des formules de 7 7
la forme (2), définit un champ mulüple du champ %,, &,, ..., 4, sans que les entiers uw! sotent assujellis à des conditions particulières, si ce n’est que les déterminants d'ordre p formés avec ces coefficients ne soient pas tous nuls.
La démonstration se fait directement par le mème procédé que nous avons tant de fois employé. Bien entendu, parmi les périodes a,, a,,..., a, il y en a au moins p d’indépendantes.
On remarquera que toute période du corps réduit défini par &,, æ,...,«, appartient au corps réduit défini par @a,, a,, ..., a,. En d’autres termes, le corps réduit défini par a,, a,, ..., a, comprend le corps réduit défini POTTER TR ET OUR
Citons, à titre d'exemple particulier de champs multiples, le champ défini par les périodes m,a,, m;@2, ...; m,@,, qui ést toujours un muluple du thamp:déterminé para /;5a,0" "a, Las
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. nn:
Champ résultant. Multiple commun à plusieurs champs. — Soient A,, À,,..., À, des champs donnés, définis respectivement par les sys- CR Eole CE an) (bi D ee Orne lis las ssl).
Désignons par R le champ absolu défini par le système total des périodes (CARNET EN PRES Pr AE
Nous appellerons ce champ, le champ résultant des champs A,, A2, -.., A. On établit sans peine que, si l’on remplace A,, A,, ..., A, par des champs A’, A°,..., A7 qui leur sont respectivement équivalents, le champ résultant R’ ainsi obtenu est équivalent à R.
L'ordre p du champ R est au moins égal au plus grand des nombres qui représentent les ordres des champs A,, A,,..., A,, et au plus égal à leur somme.
Soient #,, %,..., &,, p périodes indépendantes dont le champ est équi-
valent à R. Comme nous l’avons vu, a DE — s'expriment par des NO MP lp : TR rr. ; DS : I I I I lonchons linéaires à coefficients entiérs de —; +» —; —, ..., —, di dn bi bn
[ Li . . .
7°" 7 €, inversement, ces derniers nombres s'expriment par des fonc- 1 k
où
: TIRE ; : : Toi I tons linéaires à coefficients entiers de VA os 7 | 2 P
Nous dirons, maintenant, que le champ B est un muluiple commun aux champs À,,A,,..…., A, s'il est le multiple de chacun d'eux, considéré 1s0lément. W résulte de la définition même, que le champ résultant est un multiple commun, et, par suite aussi, tous les multiples du champ résultant. Il est bien facile de voir que l’on obtient de cette façon tous les multiples communs aux champs A,, A,, ..., A,. En effet, soient R’ un multiple commun, P un point de ce champ, P,, P,, ..., P, des correspondants de P dans ls "champs A, A, ,,.., A,: designons par Cr nee) (OÙ, D... dr)-les coordonnées désnpoints SE ES
PROMO démcoomdonnées (6,200 a Mis ces ar cr Mer A4) est un point du champ résultant R. Soit maintenant P’ un point voisin de P.
On pourra, d’après la définition même, trouver dans les champs A,, D des ponte D, P, ..., P' respectivement voism-\de-P, RE ous déstauons par (ce .0,) =: (Our 0 X,) les coor-
données de ces divers points, le point Q’ du champ R dont les coordonnées
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sont ÉE, un En ms eos Muse des Ms A) est Wôisin du, point Q;6'éstà-dire en définitive que R' est bien un multiple de R.
REMARQUE GÉNÉRALE
Toutes les propriétés que nous venons d'établir, en supposant l’ensemble E des valeurs congrues £ (p. 84) composé de toutes les valeurs réelles de la variable £, subsistent lorsqu'on suppose que £ varie dans un.domaine infini quelconque, par exemple de o à ++. Il n’en est plus de même lorsque l'ensemble E est constitué par les valeurs d’un domaine fini; le champ absolu perd alors toutes ses propriétés relatives à la densité; tout domaine fini ne contient plus qu'un nombre limité de caractéristiques.
FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES ATTACHÉES A UN MÈME CHAMP DE PÉRIODES
La notion de champ de périodes nous permettra maintenant de définir une classe particulière de fonctions qui, par leurs propriétés, se rapprochent des fonctions périodiques et comprennent, comme cas particuliers, les foncuons de fonctions simplement périodiques. L'introduction des corps de périodes, et létude que nous avons faite dans la première Partie sur les fonctions périodiques de plusieurs variables, nous serviront à établir certaines de leurs propriétés. J’ai qualifié ces fonctions de QUASI-PÉRIODIQUES pour une raison qu'on verra bientôt.
Définitions. — Soient a,, &;, ..., a, des périodes tndépendantes, et A: le champ absolu (p. 83), quelles définissent.
Soit d'autre part f(x) une fonctuon de la variable réelle x, définie pour toutes les valeurs réelles de cette variable comprises entre — æ et ++, mais, à part cette condition, absolument arbitraire (").
A tout point &,,6,...,&, du champ absolu correspond une valeur congrue € et unc seule (?) et l’on a, avec un choix convenable d’en- MODS 72), 2-5 ln É
Cri = CS tee + Mnln — Ene
’ ’ ? L 1° Wa) A l'élément £,,£,,..., £,, nous ferons correspondre la valeur f(£), défi-
© à + co, la
(1) Tout ce qui va suivre s’appliquerait encore si, au lieu d'être définie de fonction f(x) était seulement définie dans un intervalle infini quelconque, de o à ++ par exemple, le champ absolu resterait dense; il n'en serait plus dé même si f(x) n’était définie que dans un intervalle fini; le champ absolu correspondant à cet intervalle ne serait plus dense, et les définitions qui suivent n'auraient aucun sens.
(2) Nous supposons x > 1.
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. . . 7 , L . . C tes a nissant ainsi, sur le champ absolu, une certaine fonction F(6,, 6, ..., )
ftæ)=E(x, 2, ..….,æ),
car la valeur æ est toujours congrue à l'élément de coordonnées x,
! ’ £ Ton , \ lt { ,.….., æ. Plus généralement, si +, désigne la valeur congrue à l’élément 27
NY
, ME STOT E
GOT) = F(é ++, É+æ, Qt Ent æ),
puisque æ+x, est congru à l'élément Ë, + x, 6,+x,...,6,+ax. Ceci montre que, sur un segment de caractéristique, la fonction associée prend les valeurs que la fonction f(x) prend elle-même dans un certain intervalle (x, 5) correspondant au segment considéré.
La fonction F(E,,Ë,,...,Ë,)est manifestement périodiqueen &,, &,, ...,ë,, les périodes étant respectivement &,, &,, ..., a, À part cette condition de périodicité, la fonction Fest arbitraire, c'est-à-dire que, si elle est arbitrairement donnée, on peut trouver une fonction f(x}, et une seule, dont elle est l’associée. Il suffit de prendre
TRY ET ee nd)
6,, 6, ..., 6, étant un élément quelconque du champ absolu et £ sa valeur
congrue, on a en effet, en désignant par 7,, m,, ..., mn, les entiers correspondants,
F(és Cas SR ni =F(é—mia,é— ma, 9 D En sad) NE .. leo
Enfin, il est clair que si deux fonctions ont même fonction associée, elles sont identiques. La fonction associée d’une somme, d’une différence, est égale à la somme, à la différence, des fonctions associées.
À toute fonction donnée f(x) correspond ainsi une fonction associée bien déterminée F(£,, 6, ..., £,), définie en tous les points du champ absolu À; mais, relativement à la nature et à la distribution de ses discontinuités, cette fonction est quelconque.
Dès que lon imposera aux discontinuités des fonctions associées la
condition d’être distribuées d’une façon particulière, on distinguera par là même, dans l’ensemble des fonctions réelles f(x), un ensemble de fonctions présentant des caractères fonctionnels particuliers; c’est précisément en choïsissant parmi toutes les hypothèses possibles que l’on définira les fonctions quasi-périodiques.
Les hypothèses les plus simples sont évidemment les suivantes :
1° Les fonctions associées sont üNiroRmÉMENT connues (!) sur le champ absolu; nous appellerons les fonctions correspondantes, des fonctions QUASI-PÉRIODIQUES UNIFORMÉMENT CONTINUES.
2° Les fonctions associées sont simplement covrnues (?) sur le champ absolu; les fonctions correspondantes sont alors des fonctions quast-
PÉRIODIQUES CONTINUES (?) O& SIMPLEMENT CONTINUES
Les fonctions quasi-périodiques continues, ou uniformément continues; sont continues pour toute valeur x de la variable, puisque leurs associées sont continues sur toule caractéristique, mais les fonctions quasi-pério-
diques uniformément continues possèdent de plus la propriété suivante :
Etant donné #, on peut déterminer » de façon que, x el x' étant deux valeurs quelconques de la variable assuyetties à la seule condition
[æ — æ'|< p, on ail
Les unes et les autres de ces fonctions possèdent la propriété fondamen-
tale suivante :
(1) J'entends par là uniformément continues dans le domaine parallélépipédique
2e ; Or LA, Don Q)
le champ absolu étant périodique, la continuité uniforme est alors réalisée dans tout domaine infini, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de £i,...,£», aussi grandes qu’elles puissent être. (2) Gette distinction a un sens, comme je l'ai fait remarquer page 10. (3) L'ensemble des fonctions quasi-périodiques continues comprend évidemment celui
des fonctions quasi-périodiques uniformément continues,
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Étant donné un intervalle quelconque (x, 8) on peut trouver une tnftnité d’intervalles égaux au premier (a + h, 8 + h), aussi éloignés que l'on veut du premier, tels qu'étant donné e, on ail pour toutes les va-
leurs x de l'intervalle (a, 6) [f(æ+h)— f(x) <e;
en d’autres termes, la fonction f(x) repasse approximativement, dans l’intersalle (a+ h, 8 + h), par la série des valeurs qu'elle prend dans l'intervalle (4, B). C’est pour rappeler cette propriété que J'ai adopté la dénomination de fonctions quasi-périodiques.
Cette propriété est à peu près évidente. En effet, à l'intervalle (x, 6) correspondent, dans le champ absolu, des portions fintes de caractéristiques.
Considérons l’une de ces portions, et désignons par £Ÿ, &, ..., £% un point
-du champ absolu qui a &« pour valeur congrue. On à
cn
f(z<a)=F(É Az... , Eee).
Mais nous savons (p. 87) qu'il existe des caractéristiques aussi voisines que l’on veut de la précédente. D'autre part la fonction F étant continue sur le champ absolu, si 4, &,, ..., £, désigne un élément situé sur le segment de caractéristique considéré, à tout nombre € on peut faire corres-
pondre p, de façon que sous les conditions
| kr!
SERA ET ss RE EE 0)
on ait ES re cl EN, . een) CS
comme le segment est fini, on peut trouver » de façon que cette inégalité ait leu pour tous les points du segment. Soit alors £°, £?, ..., E° un point
pour lequel
si « + h est la valeur congrue à l'élément £", ..., E
JR EG) EN EP Er UE)
el, par suile, puisque
(EE) EE z)| <p, Mrstel (Eee (ee r)) <p,
ra Eh flo pales
inégalité qui a lieu lorsque x varie de o à (8 — #). On peut trouver une infinité de valeurs L permettant d'écrire cette inégalité, puisqu'il existe
au voisinage du point (&%,...,£%) autant de points que l’on veut du champ absolu; 2 est d'autant plus grand que l'on considère des points plus rap-
prochés du précédent. La proposition est ainsi établie :
Les fonctions quasi-périodiques définies à l'aide d'un méme champ absolu constituent, par définition, l’ensemble des fonctions quast-pério-
diques attachées à ce champ.
Les fonctions quasi-périodiques uniformément continues sont de beaucoup les plus importantes, celles que l’on rencontre surtout dans les applications.
Quant aux fonctions quasi-périodiques simplement continues elles sont loin d’être sans intérêt; on les rencontre notamment dans des problèmes d'intégration où interviennent des fonctions quasi-périodiques uniformément continues.
Les fonctions associées de fonctions quasi-périodiques uniformément continues jouissent de propriétés particulières. Nous avons vu, en effet (p. 11), que, si la fonction F(£,,5,, ...,£,) est uniformément continue sur un champ dense, il existe une fonction continue, par suite, uniformément continue F(x,, 2, .…., x, ), définie pour toutes les valeurs des variables, et prenant en tout point du champ la valeur F(£,,8,,...,6,). Ici les périodes à,, d;, ..., d, élant supposées indépendantes, le champ absolu est dense dans tout domaine à # dimensions. Il existe donc une fonction continue F(x,,Zs, .…, 2, )et une seule, qui, à cause de la périodicité en &,,æ,, ..., x, est uniformément continue dans tout domaine infini, el qui, en tout point du champ absolu, prend la valeur F(E,,6,,...,€,) = f(&), ou si l’on veut, sous une autre forme : il existe une fonction F(x,,x,,...,x,) et une seule,
Perodiqueent,, 2,1, .de périodes a,, &,, ..., &, (indépendantes),
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vérifiant, quel que soit #, l'identité
La fonction F(x,,%,:...,%,)sera, par définition, l'associée de f(x) sur le champ total, où simplement, lorsqu'il n’y aura pas d’ambiguité possible, associée de f(x).
Il résulte de là, que les fonctions quasi-périodiques uniformément continues sont bornées dans tout domaine infini, c’est-à-dire qu’en valeur absolue, elles restent inférieures à un nombre fixe. Il n’en est plus nécessairement de même des fonctions quasi-périodiques simplement continues ; bien que finies pour toute valeur #, il peut se faire qu’elles dépassent, en valeur absolue, tout nombre donné.
Les fonctions quasi-périodiques uniformément continues peuvent être définies de plusieurs façons différentes. Dans une Note insérée aux Comptes rendus (22 novembre 1902), j'avais donné cette définition :
La fonction f(x) est dile QuASI-PÉRIODIQUE st à tout système de valeurs arbitrairement Choisiest&}"2,, + An ON peut JTE COTTeSpOndrentn nombre F(x,,,,...,x,) jouissant des propriétés suivantes : étant donné e positif quelconque on peut déterminer p=> 0 de façon que, pour tous les nombres x, qui avec un choix convenable d’'entiers m,,m,,..….,m, satisfont aux inégalités
(1) Perrier; Ep, _.. [TX + Maan— Ln|<p, on ail (2) Lf(æ) — F(x, æ, M) de
Cette propriété caractérise les fonctions quasi-périodiques uniforme ment continues, mais celles-là seulement.
Soit, en effet, F(x,,æ,, ...,æ,) la fonction associée d’une fonction quasipériodique uniformément continue. Étant donné €, on peut trouver p > 0 de façon que, sous les seules conditions
U si 2 Li] < 0, Pres Êe, LED, on ail
| F(x, amie ET ot ne ee
Ceci posé, soit æ,, æ,, ..., x, un système de valeurs os mais lixes, et considérons tous les nombres x satisfaisant aux inégalités (1). En
posant DOTE — C1, _ CR ir on obtient ile nues En — ænl < p ébaparsuite, PET RE (1, lets
mais comme
il en résulte
Les fonctions quasi-périodiques uniformément continues satisfont bien à la seconde définition.
Inversement, soit f(x) une foncuon satisfaisant à cette définition. A tout Fremedenalus 2", correspond unnombre F(æ,,2, 7,2), défini comme l'indiquent les inégalités (r)et(2); mais de la définition même ne résulte & priori aucune propriété relative à la fonction F(x,,...,x,), si ce n’est qu'elle est périodique par rapport à chaque variable. De plus, si £,, £,,..., Ë, est un élément quelconque du champ absolu, £ sa valeur
CongTrue, ON à HV) FE Es ++. En)
En effet, aussi petits que soient € et le nombre 9 correspondant qui à re Gt A 0 .
figurent dans la seconde définition, le nombre £ appartiendra toujours
à l’ensemble des nombres x satisfaisant aux inégalités
End |<E, EE [x + mian— En] <p,
n Le a "A 1 are puisque l’on a exactement, avec un choix convenable d’entiers ui... u
ÉEUd— É 0, (12 om
La quantité fixe = FC ..., 4,)| étant inférieure à tout nombre donné € est nulle. La es F(Ë,,...,6,) est donc l’associée de f(x) sur
le champ absolu. Pour établir que f(x) est une fonction quasi-périodique
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QE ’ à S : à ru 0 € uniformément continue, il suffit de montrer maintenant, que F(6,,...,2,) est uniformément continue sur le champ absolu, condition qui sera & fortiori réalisée si F(x,, æ2, ..., &,) est elle-même continue, ce que nous allons établir.
Soit æ,,æ,,..., 2, un système de valeurs quelconques, mais fixes; je dis
’ ’ . Te d'abord qu'étant donné 8 > 0 on peut trouver p => 0, de façon que si 6,, C £ GP 000
seules conditions
représente un point quelconque du champ absolu assujetti aux
(3) til à ROC) PE 74 ce
on a FE) PÉRR OO NEE,
En effet, au nombre € on peut faire correspondre p, de façon que pour tous les nombres + qui, avec un choix convenable d’entiers 22,,m,,...,m,,
salisfont aux inégalités (4) |T+ Mad 2 |<p, te.) (En, a, ae
on ail [f(æ) ns Fte .. «LM AE
: S Û ’ 2 Q QUE C 1’ Or, p étant ainsi déterminé, si£,,..., 4, est un élément du champ absolu salisfaisant aux conditions (3), la valeur congrue £ à cet élément fait partie
de l’ensemble des nombres x définis par les inégalités (4), donc
[A CE) — Fix; “. Ta) | < €; or, comme
il en résulte, sous les seules conditions (3),
RC PE ER AS
Ceci posé, soit p le plus grand des nombres permettant, étant donné e, de satisfaire à lPinégalité (5) sous les conditions (3); 9 est une fonction de x,,%:,...,%,. Lorsqu'on fait varier +, %,,..,,2,, p à un minimum absolu différent de o. En effet, la fonction F(x,,...,x,) étant périodique,
on peut se borner au domaine parallélépipédique
< _ OZ < di, o 0 0 =Ty < Aye
Si p avait un minimum nul, il suffirait, en suivant une méthode classique, de considérer un ensemble de points pour lesquels 9 serait de plus en plus peut, ettendrait vers o. Alors, P étant un point limite, il ne pourrait exister pour ce point de nombre 9 >> 0 permettant d'écrire les inégalités correspondantes(3)et(5), ce qui est impossible. Il en résulte done, qu’étant donnée, on peut choisir p de telle facon que (x,,x,,...,x,) étant un point quelconque (du champ absolu ou du champ total) et (£,,8,,...,6,) un point quelconque du champ absolu, ces deux points étant assujettis aux seules conditions
lé <p, AE [En Æn| <p; on ait
le lee La démonstration s'achève maintenant sans difficulté. Soient PTE L DANCE 2) deux points quelconques assujettis seulement à vérifier les inégalités
[æ, —æ | <p, Te EUR A ESQE
On peut alors trouver un élément du champ absolu (puisque celui-ci est dense dans tout domaine) £,,£,,...,€6, pour lequel on a simultanément
Lai <p, 9 Gif) mp, LE AEST eee Léna, |<p;
par suite, | F(x;, "2 +» Tn) # pe se a) | Cs ES sie HE) LS F(E*, wie 2) LE;
d’où
PR rer) Nue Am )| 2e, ce qui établit /a continuité uniforme de la fonction K dans le domaine
Days ss 0=Trn< An
EF
122 E. ESCLANGON, et, par conséquent, dans tout domaine tnfint. La foncuon (ANNE, A0)
est donc une fonction quasi-périodique uniformément continue.
D'ailleurs, à part la périodicité et la continuité, la fonction F(x,,æ,,...,4,) est quelconque; en d’autres termes, foule fonction F(x,,x,,...,,) conuinue et périodique définit une fonction quasi-périodique uniformément continue
EAN A attachée au champ des périodes @,, a, ..., &,. En tout point du champ
absolu, on a bien, en effet, CE) == F(Ë, 6 ac Nr
F(E,,6,...,4,) étant uniformément continue sur le champ absolu. On verrait sans peine que st deux fonctions continues périodiques F(x,,2,,...,æ,), D(x,,%,...,%,), à périodes indépendantes, deviennent identiques lorsqu'on Ja, —%;—...—%,— 2, ces deu fonctions Sontidentiques pan
rapport à l’ensemble des variables.
La deuxième définition, qu'on vient de comparer à la première, montre que lorsque 7 —1-0on retombe sur la définition des fonctions continues simplement périodiques.
Examinons maintenant les fonctions caractérisées par M. Bohl dans un Mémoire cité (!) et voyons de quelle façon elles se rattachent aux fonctions quasi-périodiques.
M. Bohl considère une fonction f(x) qui, dans un domaine donné T (domaine qui du reste peut être infini), est développable en une série unifor-
mément convergente (6) f(a)=w+u+... +<uw+..….,
dans laquelle le terme général w, est un polynome entier en
3b L JE . ; COS2T—) COS2R—)» +++) COS2R—5 SIN2T—» +e.s SIN2T—» a; 2 a a Gr
(1) Voir l'Introduction.
les périodes &,, a, ..., a, étant différentes de o, mais quelconques, c’està-dire indépendantes ou non.
On peut remarquer d’ailleurs qu'en transformant les produits de sinus et cosinus, en sommes de sinus et cosinus, chaque terme &, peut aussi se mettre sous la forme d’une somme finie de termes de la forme
M, ..., M, étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. M. Bohl a formulé, et c’est là le principal objet de son Mémoire, une condition nécessaire et suffisante de l'existence d’un tel développement :
Il faut et il suffit, qu'étant donné € positif, on puisse déterminer un nombre positif à de façon que, x ex +h appartenant au domaine T, on ail
[fx + h)— f(x)1<e chaque fois que les nombres
la hi li
4, A2 An
différent de nombres entiers de moins de à en valeur absolue.
Je laisse de côté la nécessité de la condition qui est presque immédiate. Pour en établir la suffisance, M. Bohl montre d’abord que, si elle est satisfaite, 1l existe une fonction continue K(x,,...,2,), définie pour toutes les valeurs des variables, périodique et de périodes &,, &,,..., a, par rapport à ces variables et vérifiant, pour toute valeur x du domaine Ÿ, Pidentité
ÉD) PE
C’est d’ailleurs là une propriété, que nous retrouverons par un procédé absolument différent de celui de M. Bohl.
L'auteur établit, d'autre part, qu'une fonction périodique continue
F(x,,...,æ,) est développable en une série uniformément convergente
dont le terme général est un polynome entier en
3B) Dh 3 d: ; Zn, COST +05 COST) SIND) HOME SIN, dj dn &i An
en faisant x, —=%,=...—4%,= #* on obtient immédiatement le développement en question
Laissons de côté, pour l'instant, le cas où les périodes @,,..., a, sont dépendantes; nous verrons bientôt qu'à notre point de vue, ce cas ne diffère pas essentiellement de celui où elles sont indépendantes.
Si le domaine T est énfini, retenant la seule identité
Ha) = PEER),
nous voyons que les fonctions représentées par le développement considéré, supposé uniformément convergent dans T, sont précisément celles que nous avons désignées sous le nom de fonctions quast-périodiques uniformément continues, et l’on en conclut qu'inversement, toute fonction de cette espèce est représentable par un tel développement.
Lorsque le domaine T est Jint, le développement de M. Bohl représente une fonction à laquelle ne peut s'appliquer, au sens où nous l’entendons, l'expression de quasi-périodique, celle-ci supposant le champ absolu dense, et, par suite, le domaine T infini. On peut dire toutefois que si une fonction f(x) satisfait dans un domaine T à la condition de M. Bobhl, il existe une fonction quasi-périodique uniformément continue qui, dans le domaine T, coïncide avec f(x).
Nous avons donc trois définitions distinctes, mais équivalentes, des foncuons quasi-périodiques uniformément continues. Bien que la première (p.115) soit peut-être la moins naturelle, je lui donnerai cependant la préférence, parce qu’elle met en évidence toute l’extension dont est suscepüble la notion de quasi-périodicité, et qu’elle permet d’en entrevoir l'application aux fonctions discontinues. De plus, elle range tout naturellement, à côté des fonctions quasi-périodiques uniformément continues, les fonctions quasi-périodiques simplement continues dont l'importance n’est pas douteuse.
Quant à ces dermières, la voie suivie par M. Bohl permettrait également
de les obtenir, en leur étendant la condition qu'il a trouvée pour l'existence des développements en série de la forme indiquée plus haut.
Soit f(x) une fonction définie pour toute valeur x (or
La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit quast-périodique continue est que, pour chaque valeur x, on puisse, étant donné
NS
positif, trouver un nombre positif à de façon que l’on ait [f(&+R) — f(x)|<e, chaque fois que les quantités
D h li
7 CT ES diffèrent de nombres entiers de moins de à en valeur absolue. Lei x est fixe et À prend toutes les valeurs réelles ou, plus exactement, x + A peut prendre toutes valeurs du domaine infini dans lequel la fonction est définie.
La condition qu'on vient d'écrire exprime en effet tout simplement, comme il est bien aisé de s’en assurer, la continuité de la fonction associée, en tout point du champ absolu, dont x est la valeur congrue. Le nombre à correspondant à € peut varier avec æ, mais, « restant fixe, à n'a son minimum différent de o que si f(x) est uniformément continue.
Il résulte immédiatement de là que, dans un domaine T' quelconque, mais fini, une fonction quasi-périodique simplement continue est développable en une série uniformément convergente de la forme (6), et qu'on peut trouver une fonction quasi-périodique uniformément continue coïnecidant dans T avec la fonction considérée.
Cette propriété permet d'établir qu'une fonction quasi-périodique simplement continue peut toujours être considérée comme la limite (?) d’une suite de fonctions quasi-périodiques uniformément continues; comme l'on pourrait se demander si ce n'est pas là une propriété caractéristique, J'ai tenu à élucider immédiatement cette question.
Soient f(x) une fonction quasi-périodique continue; (— A, +),
(1) Ou plus généralement pour toutes les valeurs æ d'un domaine #7 fint. (2) On dit que la suite f(x), f2(æ), ..., f(x), ... a pour limite f(æ), si pour chaque valeur #9 la suite f1(&o), fa(do), tree converge vers (#0):
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(—k,, +k),...,(—Æ,, +k,), ..., une suite d’intervalles croissants, et grandissant indéfiniment; ®,(x) une fonction quasi-périodique uniformément continue qui, dans l'intervalle (—k,, +k,), coïncide avec f(x), .….; 9,(x), une fonction quasi-périodique uniformément continue qui, dans l'intervalle (— k,, + k,), coïncide avec f(x), ete., .... Posons o(ær)+o(x)+...+o(x)
fs(e)= +
La fonction f,(æ) a pour limite f(x) pour v infini. Soit, en effet, x une valeur donnée de la variable, (— k,, + k,) le plus grand des intervalles qui
ne contiennent pas æ. On peut écrire, si v > p,
D(T)+...+v,(x) —p : y A Op) [Pp41(&) ee Core (æ)]
ou encore, puisque
Lorsque y augmente indéfiniment, le premier terme qui figure au second membre a pour limite o, le second tend vers /(æ); par suite,
MENACE
Il suit de là que toute fonction quasi-périodique continue est développable en une série convergente pour toute valeur +, dont les termes sont des fonctions quasi-périodiques uniformément continues attachées à un même champ de périodes. On peut même supposer, la démonstration est immédiate, que les
TX . :
termes sont des polynomes ED COS2T—> > SIN2T s
a; de,
Cette propriété ne caractérise nullement les fonctions quasi-périodiques continues, et nous allons montrer qu'une fonction continue quelconque, définie pour toute valeur +, est développable en une série de ce genre.
En effet, soient d’abord &,, &,, ..., «,, ... des nombres positifs quelconques croissants, et grandissant indéfiniment, f(x) une fonction continue
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 127 définie de o à ++ (!). Je dis qu'on peut écrire Ja) file) + fie) +. + f(x) +...
la série du second membre étant convergente quel que soit x, les fonctions Ji(æ), f(x), +, f(x), ... étant des fonctions continues périodiques de périodes respectives &,, &,, ..., æ&,, ... En effet, soit f,(x) une fonction, continue, périodique de période &,, qui coïncide avec f(x) dans l'intervalle
(o, 2). Cela est possible puisque /(æ) est continue. Posons J(z) = fitx) + oi(x),
la fonction ©,(x) étant ainsi une fonction continue bien déterminée, et nulle 5 œ ; F : à ’ : dans l'intervalle (o, 2). Soit de mème /,() une fonction continue, pério-
Ta
dique de période #,, qui coïncide avec #,(x) dans l'intervalle (o, 2);
posons (x) = f(x) + qui),
’ Q . CÆ) . . .
®,(æ) élant une fonction nulle dans l'intervalle (o, 2), et ainsi de suite;
d’une façon générale on posera
Pym(x) = f(x) +9, (x), , . . CA ns 2,(x) étant une fonction nulle dans l'intervalle (o, 2). La série
AAC) EE NA) x.
est convergente quel que soit æeta pour somme CE). En effet, x désignant
Xp
" ; : ; ni cie une valeur positive et donnée de la variable, il existe p tel que 2 hr :
On aura alors, pour v > p, fe) —[fite) + fie) +...+ A (a)I= 9, (x) —o,
ce qui établit la proposition.
(1) La démonstration serait la même si f(æ) était définie de — & à + 2.
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Ceci posé, soient a,, &,, ..., a, des périodes indépendantes. Parmi tous
les nombres & donnés par la formule
I m M Mn = + +...+
© 4, > An
OÙ M, Ms, ee. M, prennent toutes les valeurs entières, il en existe de plus grands (!) que toute quantité donnée A. Si l’on choisit, parmi l’ensemble des nombres +, une suite de nombres positifs 4,, 4, ..., 4, ..., Croissants, grandissant indéfiniment, on peut alors écrire
DT
f,(æ) étant une fonction périodique continue de période «,. Or, la fonction f,(æ) est une fonction quasi-périodique attachée au champ des périodes di li CAS LIOINIA
Peru 2 ms. . My
la fonction
æ Le æ s
7 E (rm, _ + Mo à + Mn æ)] NE CR)
périodique en x,, æ,, ..., x, et de périodes respectives a,, &,, ..., a,, vérifie
l'identité | NAT (re 0).
Fonctions quasi-périodiques définies sur un champ de périodes dépendantes. — Nous avons supposé jusqu'ici que les périodes &,, 4, ..., &, étaient indépendantes; supposons-les dépendantes et définissant un corps d'ordre p (p£n). Appelons A le champ absolu correspondant.
Soit f(x) une fonction quelconque définie pour toute valeur de la variable réelle &. À tout point 5,, &,, ..., &, du champ absolu dont Ë est la valeur congrue, nous faisons correspondre la valeur f(£) qui définit ainsi sur le
(1) En supposant essentiellement que x > 1.
champ absolu une fonction bien déterminée F(£,,4,, ...,£,), périodique de périodes a,, &,, ..., @,, et vérifiant l'identité
Les définitions de la quasi-périodieité restent les mêmes :
1° La fonction f(x) est quasi-périodique uniformément continue si la fonction associée F(E,,€,, ...,6,) est uniformément continue sur le champ absolu.
2° La fonction f(x) est quasi-périodique continue, si la fonction
associée F(E,, &,,...,&,) est simplement continue sur le champ absolu.
Soit alors b,, b,, ..., b, un système quelconque de périodes dont le champ B est équivalent (p. 96) au champ des péricdes, 24 nidel PEN: Nas +, Ng) la fonction associée de f(x) sur le champ B. Je dis qu’au point de vue de la continuité, les fonctions F et ® ont les mêmes propriétés sur leurs champs respectifs. Supposons la fonction F continue sur A, et soient ( un point quelconque du champ B, £ la valeur congrue corres-
pondante, P un point correspondant de Q dans le champ A. On a (1) JE) = F(én 2.3 ên) = Bis ss Ag).
Etant donné e, on peut déterminer un domaine D entourant le point P de facon que pour tout point du champ À, compris dans D, on ait
LES role Fe hs clic:
Or, les champs A et B étant équivalents, on peut trouver un domaine D’ entourant le point Q, de façon qu'à fout point Q" du champ B contenu dans D’ on puisse faire correspondre un point P'du champ A conaudans D'On aûra alors puisque MCE, «..,6,)= (nm)
COS en ou enfin, à cause de (1),
|D("n, ….. nada D rs GE) ng)|<E; E, 17
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la fonction ® est continue sur B. Il est clair que, si F est uniformément continue sur À, ® est uniformément continue sur le champ B.
Ainsi toute fonction quast-périodique attachée à un champ donné est fonction quasi-périodique de même nature sur tous les champs équivalents.
Comme ilexiste des champs de périodes indépendantes équivalents à un champ donné quelconque, on voit en définitive qu'il n’y a pas de distinction essentielle à faire entre les fonctions quasi-périodiques continues définies sur un champ de périodes dépendantes, et celles qui sont définies sur des champs de périodes indépendantes.
L'ensemble des fonctions quasi-périodiques continues attachées à un champ déterminé coïncide avec celui des fonctions quasi-périodiques continues attachées à un champ équivalent quelconque défini par des périodes indépendantes ou non. On aperçoit maintenant la raison de la définition que nous avons donnée (p. 96) des champs équivalents.
Le même procédé de démonstration montre que toute fonction quastpériodique définie sur un champ donné reste quasi-périodique de même nature sur tout champ multiple (p.108) du champ donné; mais Pinverse n'a plus lieu nécessairement.
CHAMPS ABSOLUS ATTACHÉS A UNE MÊME FONCTION QUASI-PÉRIODIQUE
Nous allons nous placer maintenant à un point de vue différent et, pour ainsi dire, inverse du précédent. Au lieu d’envisager l’ensemble des fonc- Lions quasi-périodiques continues attachées à un champ donné, et par suite à tous les champs équivalents, nous rechercherons au contraire l’ensemble des champs absolus sur lesquels une z7éme fonction garde sa propriété d’être quasi-périodique continue. Cet ensemble comprend, évidemment, tous les champs équivalents et tous les multiples du champ sur lequel la fonction est primilivement définie comme quasi-périodique continue; mais il peut en comprendre d’autres.
Tel est le problème que je me propose de traiter, et c’est ici que j'aurai à me servir des théorèmes obtenus dans la première Partie, dont le principal objet était précisément l'étude de cette question.
On peut toujours supposer que le champ primitivement donné est défini par un système de périodes indépendantes, sinon on le remplacerait par un champ équivalent satisfaisant à cette condition.
Je twaiterai d’abord complètement le cas des fonctions quasi-périodiques uniformément continues, pour montrer ensuite comment les résultats obtenus s'étendent aux fonctions quasi-périodiques simplement continues.
Voici, d’une façon précise, comment se pose le problème :
Étant donnée une fonction quasi-périodique f(x), uniformément continue sur un champ donné de périodes indépendantes a,, a, ..., a, trouver tous les systèmes de périodes sur le champ desquelles la même fonction f(x) reste quasi-périodique uniformément continue.
La question sera complètement résolue lorsque nous aurons obtenu tous les systèmes de périodes indépendantes dont le champ satisfait aux conditions du problème; l’ensemble de leurs systèmes équivalents (à périodes indépendantes ou non) fournira ensuite la solution générale.
Soit donc F(x,, &:, ..., æ,) la fonction continue définie pour toutes les valeurs des variables, périodique en x,, æ:, ..., æ,, et prenant, en chaque point du champ absolu défini par les périodes &,, 4,,..., a,, la valeur de lfonction associée FCE,, €, ..., &,).
Pour ne pas compliquer outre mesure le langage, je donnerai également à F(x,, æ2, ..., æ,) le nom de fonction associée de f(x) sur le champ des pétiodeés dd. dy
La fonction F(x,, %,,..., x,) n'est pas nécessairement irréductible, Supposons-la réductible à p variables par une substitution linéaire convenable, qui la transforme en une fonction irréductible ®(y,, 72, ..., y). Nous pouvons, étant choisies (!}) arbitrairement p périodes propres quel- Conques dela foncuion F(x,,2,,:..,%,) (2), déterminer la substitution, de façon que les p périodes choisies deviennent dans ® des périodes
dirigées suivant les axes. Nous avons montré que ces substtutions sont de la
(1)nPages 38-41 et 45-48.
(2) Nous supposons que F n’est constante par rapport à aucune variable, sinon, si elle ne
dépendait pas de x, par exemple, on raisonnerait sur les seules périodes ax, @>, ..., ani.
forme Ji er (| LA 1 Tr CE Hirrenie nel D 1 di n (1) Dar tirs tisiiitulr oi To , JE UP 7 es Et d'en Fa Pi T | [D P ds An
les coefficients 11! étant des nombres rationnels, les périodes b,, b,, ..., b, restant arbitraires. Si, en particulier, on détermine b,, b,,..., b, par les
formules
il 1
I LL EL
b, di h (2) AS 2 $ I P UP lunes
LE a; dr
ce qui est possible puisque les périodes &,, &,, ..., 4, sont indépendantes, on voit que :
19 Jafoncuon Pl, par y) Continue périodique en) m6 207. de périodes respectives b,, b,, ..., b,, vérifie, quel que soit x, l'identité
TVR 2 =D ne
2° Les périodes b,, b,, ..., b, sont indépendantes.
La fonction quasi-périodique f(x) peut donc être considérée comme attachée au champ des périodes b,, b,, ..., b,. Tous les systèmes de périodes b obtenus de cette façon jouissent de la mème propriété; à tout système de p périodes propres, choisies arbitrairement dans F, correspond un systèmede périodes D; p.07
Parmi ces systèmes, il en est qui jouissent de propriétés fondamentales. Supposons que l’on choisisse dans F, p périodes propres formant un système minimum S; les coefficients w° des formules (1) et (2) sont alors entiers. Désignons par &,, &,,..., 2, les périodes obtenues dans ce cas par les formules (2), et soit D(y,, Ya, ..., y,) la fonction irréductible obtenue dans
le même cas par les formules (1) (!). Cette fonction, associée de 7 (x) sur le
(1) Dans ces formules, les lettres bi, b:, ..., b, doivent être remplacées par &,@, «.., @p:
champ des périodes #,, &, ..., «» admet les périodes (x,, 0, ..., o), COR PAC ME Lo; %,) qui forment elles aussi un système minimum. Si l’on choisit dans Fun autre système minimum S’, on obtient, par le même procédé, un autre système de périodes B,, B5, 6, et une fonction W(z,, Z:, ..., z,) associée de f(æ) sur le champ des périodes B,, B:, ..., ,; on a de plus, entre les périodes # et 6, des relations de la forme
1 1 1 I y y y ri 2 le 2 + + —, Bi ea A lp Ce) Re te te ee Sels ; I yP yP y?
a 1 2 = — + ...+ —, B» ] X2 Xp
D yP p Ve OR OR.
enfin on passe de la fonction S(y,, ..., y,) à la fonction W'(z,, ...,2,) par les formes linéaires adjointes aux relations ee)
EE RE A n | Ca À Xp DRE yP I _ = VE Yr Bp Xi Xp
Tous ces résultats découlent directement des propriétés établies pages 38-41 et 45-49. Il en résulte d’ailleurs, ce que nous savions déjà, que tous les systèmes de périodes B,, B,, ..., 8,, obtenus à la facon indiquée par les formules (3), sous la seule condition A—Æ+#1, définissent des
champs de périodes attachés à la fonction f(x).
Ainsi, partant d’un champ donné sur lequel la fonction f(x) est primitivement définie comme quast-périodique uniformément continue, nous arrivons à déterminer un corps réduit défint par la base «,, (VOD jy) et lel quedoute BOSS 6 Eee re choisie arbi-
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trairement dans ce corps, définit un champ de périodes attaché à f(x); les fonctions associées correspondantes sont d’une part irréductibles, d'autre part rapportées à des systèmes minimum de périodes.
I 1 ; : PART tE On remarquera que 2 A rs s'exprimant par des fonctions linéaires 1 P 4 ne . I I , .
à coefficients entiers de ed T le champ défini par a,, &,,..., a, est 1 n j
un multiple du champ défini par &,, 2, ..., &, (p.110).
Pour caractériser complètement le corps réduit ainsi obtenu, il faut montrer qu'il ne dépend pas du système initial de périodes qui a servi à le déterminer, propriété qui résultera du théorème suivant :
Si deux fonctions périodiques irréductibles D(y,, Yo», ..., Yp)) W(Z,, 2:,..., 3,), rapportées à des systèmes minimum de périodes, sont les associées d'une même fonction quasi-périodique uniformément continue f(x), sur les champs définis respectivement par les deux systèmes denériodes INICPeRCONtES D, AE, 4 ni one 0
1 PO piovcttles SYSlÈmnes Cale co Da ee MOULE deux bases d’un même corps réduit, en d’autres termes, les champs du, are. Gp) et (04e Bates D) SONDE UP AIENES
2° Les fonctions ® et W'se déduisent l’une de l’autre par les formes linéaires adjointes aux relations de dépendance qui lient les périodes « aux périodes 8.
La proposition serait établie si l’on pouvait montrer que les fonetions et W proviennent par réduction linéaire d’une méme fonction F(x,,…, æ,) périodique en x,, æ,, ..., æ, à périodes indépendantes.
Or, désignons par À le champ absolu défini par (x,, &,, ..., «,), par B le champ absolu défini par (B,, B,, ..., 8,), et soit C le champ résultant de A et B, c’est-à-dire celui qui est déterminé par le système total des périodes (ai, @,..., p, B1, B2,..., 8). Le champ C étant un multiple commun à A et B, il en résulte que f(x) est une fonction quasi-périodique uniformément
. * DE nr ’ , 4 ! .
continue sur C. Désignons enfin par l'un champ équivalent à C, défini par les périodes indépendantes @,, a,, ..., a,. La fonction f(x) est quasi-
périodique uniformément continue sur F, Soit F(x,, æ,. ..., Ty) SON assOciée sur ce champ.
Le champ C étant équivalent à F, on peut écrire
1 1 un — Fa Soie Han Ca di An Set HS MAS EDR L} entiers; I UP Ê dt 1 se Se I Lp Œs An de même [ y v} nn —— LR Bi dj An Re me du eue \ v} entiers.
I v? y4 = tn à By An
Ceci posé, considérons la fonction
e GE GE AT Gé 1 1 n 1 É CRETE cu en) = D ou p = +...+ pi } bar Gp( BR ++ pie ;
elle est définie pour toutes les valeurs z,, æ,, ..., æ, des variables, continue, périodique en æ,, æ;, ..., æ, de périodes indépendantes a,, a, ..., a, et vérifie de plus l'identité
RO RE DC Sr) TE ).
Par-conséquent F, coïncide (') avec F(x,, x, ..., x,). On en conclut que B(y,, Y2,..., y,) résulte de F par réduction linéaire; le même raisonnement conduit à la même conclusion pour la fonction W(z,, z,, ...,z,), ce qui démontre complètement la proposition.
Le corps réduit défini par la base ,, &,, ..., «, est donc bien défini. C’est le CORPS RÉDUIT FONDAMENTAL ATTACHÉ À LA FONCTION f(x). Son ordre p s’appellera l’ordre de quasi-périodicité de la fonction f(x).
L'ordre p est un entier qui, au point de vue de la périodicité, caractérise essentiellement la fonction f(x). Si p—1 on retombe sur la périodicité ordinaire. On peut dire encore que p est le plus petit nombre de périodes, sur le champ desquelles la fonction soit uniformément continue. St lon
(H)APase 117:
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choisit une base quelconque de p périodes dans le corps réduit fondamental, la fonction f(x) est quasi-périodique uniformément continue sur le champ de ces périodes; la fonction associée correspondante est d'une part irréductible, d’autre part rapportée à un système minimum de périodes.
On peut énoncer maintenant la proposition générale suivante :
L'ensemble des champs attachés à une même fonction quasi-pértodique uniformément continue est formé par l’ensemble des champs équivalents ou multiples de ceux définis par les bases du corps réduit fondamental.
Par conséquent, si &,, &,, ..., a, sont des périodes quelconques, indépendantes ou non, dont le champ est attaché à f(x), et si &,, œ,,..., o sont les périodes d’une base quelconque du corps fondamental, on a entre ces diverses périodes des relations de la forme
SE —— Eat 2. se Fr
(5) Le RE A Mer s P P
| == Pi Sn Be,
Xp di (C2)
où les coefficients x sont entiers et ne sont assujettis d'autre part à aucune condition particulière si ce n’est que dans le Tableau formé avec ces coefficients doit exister un déterminant d'ordre p différent de o. Il faut entendre par là que les coefficients entiers 1/ étant, sous cette condition, arbitrairement choisis, si l’on résout les relations (5) par rapport à &,, a,, ..., a,, le champ défini par les périodes &,, &, ..., a, ainsi déterminées est attaché à la fonction f(x).
Faisons enfin la remarque suivante : Soit &,, &,, ..., a, un système de périodes dont le champ est attaché à f(x), mais, à part cela, quelconques, indépendantes ou non. Soit (4,, &, ..., «,) une base du corps fondamental, liée aux a@ par les formules (5), désignons de plus par ®(y,, y, ...,y,) l’associée de f(x) sur le champ des périodes &,, æ,, ..., à. Considérons alors la fonction
ET tre) à | «(ui ET .. +} æ), .. (ur ++ ee) |:
nn a An
; 4 ve :
c'est une fonclion continue, définie pour toutes les valeurs des variables x, Ty ++. Æny périodique en #, de période a,, en #, de période a,, etc. et vérifiant de plus, pour toute valeur x, l'identité
RÉ Su: LD) —[(T).
Nous retrouvons ici, par un procédé tout à fait différent, un théorème de M. Bohl d’après lequel, en employant notre langage, si /(æ) est une fonction quasi-périodique uniformément continue sur le champ des périodes 4,, dy, ++.) dy Qui peuvent être dépendantes ('}), il existe une fonction E(x;,t:, ...,7,) continue et définie pour toutes les valeurs &,, &, ..., ,, périodique de périodes &,, a,, ..., a, et satisfaisant à l'identité
EN ES TN (a).
S1 les périodes à,, &,, ..., a, sont dépendantes, il existe une infinité de fonctions répondant à la question; celles que nous obtenons sont réducübles, mais il y en a d’irréducubles, et il serait bien facile d'obtenir leur forme générale.
Cela nous conduit à une autre remarque qui a son importance : Si @,, GR or onde tocrniodes dépendantes, els (x,, 4, ..,, &,)estune fonction continue définie pour toutes les valeurs #,, æ,,..., æ,, périodique
CHE tOUEG EE de D), 2,0, ld ionction
est quasi-périodique uniformément continue, mais son ordre n’est pas égal à », bien que la fonction F puisse être irréductible. Pour obtenir dans ce cas l’ordre de f(x), il faudrait d’abord remplacer les périodes a,, &,, ..…. a,
par des périodes équivalentes et indépendantes b,, b,, ...,b,(m<n),.
(1) Si les périodes &j, 43, -.., &y sont indépendantes, la fonction F(æ1, ...,æ») coïncide avec l’associée de f(æ) sur le champ des périodes &, &, ..., &n; elle est donc unique dans ce cas.
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Nous savons que l’on a (p. 107)
1 1 di b, 27 Ne ee rie vi entiers.
n n CRE OR a Vym nn iiee An b, Un
Considérant alors la fonction
Ÿ LATE DL) = l'a, nn) es a (++) | ï É (2 LE bi m
on voit que D est l’associée de (x) sur le champ des périodes indépendantes b,, b,, ..., b,. C’est en effectuant maintenant la réduction de P(y,,..., Y»), si elle est possible, qu'on obtiendra l’ordre de la fonction f(x). En particulier, sila fonction F(&,#, +, 2)="7(œ) estmullesquel que soit +, la fonction correspondante D(y,,..., y,) doit être nulle quelles que soient Les valeurs attribuées aux variables y,, ...,y,, et cela nous donnerait la forme générale des fonctions F(x,, ...,æx,) que nous considérions
un peu plus haut.
Nous nous sommes placés jusqu'ici dans le cas des fonctions quasipériodiques uniformément continues, mais les résultats obtenus s’appliquent sans restriction aux fonclions quasi-périodiques simplement continues, et cela, en vertu de l'extension des propriétés des fonctions périodiques de plusieurs variables aux fonctions périodiques définies et continues sur un champ dense.
Étant donnée la fonction f(x) quasi-périodique simplement continue sur un champ donné À de périodes &,, 4,, ..., a, que l'on peut toujours supposer indépendantes, on se propose de déterminer tous les champs sur lesquels la même fonction f(x) est quasi-périodique continue.
Soit F(É,,6,,%2:,%,) l'associée»de f(x) sur le champ, absolu A#1à fonction F(£,,6,,...,£,) peut être réductible, en donnant à ce mot le sens précis que nous lui avons attribué (p. 65). D'une façon générale, supposons-la réductible à l’ordre p. On peut alors, étant choisies dans F
P périodes propres, distinctes mais quelconques, trouver une substitution
1 & D Ci en ie D; d; An (6) RENE MAN 5 £ 2 he 2 d, a
qui transforme la fonction F(£,, £, ..., £,) en une fonction irréductible DEN; Nas. M) définie et continue sur le champ B transformé de A par les formules (6), et admettant les périodes de coordonnées (b,, 0,0, ..., 0), CR 0 0) te ont) Lésnombres b,, 0,722 0 arbitraires, on peut les déterminer par les relations
+, 0, restant
I 1 D; di An DST e duc 0 LPO Hoi , 1 “ D RAR Li de P di An
Quel est alors le champ B transformé de À par les formules (6 )?
Le point de coordonnées n, =: =...= 1, = & appartient à B quel que soit € et correspond dans À au point &, —6,—...—£€,— €. D'autre part, la
(one DE -.. ")eL periodique en n,, "N::..-:11 Ce qui exige, et c’est là une conséquence de la définition de la réductibilité, que le champ B soit aussi périodique en n,, 9, ..., 1,3; d'où résulte, en définitive, que le point de coordonnées
= la Oise Ce las ue Et Rp0p
appartient au champ B, quels que soient éret lesréntiers 72,, 72 00. ou enfin que le champ B est précisément le champ absolu défini par les périodes indépendantes b,, b,, ..., b,. La fonction ®(n,,9:,...,1,) étant continue sur ce champ, ce dernier est done attaché à la fonction f(x).
Si maintenant on choisit dans K(£,,...,£,) des systèmes minimum de périodes propres, on arrivera à la définition du corps réduit fondamental. A partir de ce moment le raisonnement devient en tout point identique à
celui que nous avons suivi pour les fonctions uniformément continues, et
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les résultats obtenus leur sont applicables sans restriction. Nous aurons
finalement ce théorème :
L'ensemble des champs attachés à une même fonction quasi-pértodique continue (uniformément ou simplement continue) se compose des champs équivalents ou multiples de ceux définis par les bases du corps réduit fondamental.
IL est à peine utile d'observer qu’une fonction quasi-périodique conti nue garde la même nature sur tous les champs qui lui sont attachés; en d’autres termes, il est impossible qu’elle soit uniformément continue sur l’un des champs, et simplement continue sur un autre.
Vis-à-vis des fonctions quasi-périodiques simplement continues, on peut faire une remarque analogue à celle que nous avons indiquée à propos des fonctions uniformément continues. Soient À le champ des périodes dépendantes a,, a,, ..., a, sur lequel la fonction f(x) est quasi-ptriodique simplement continue et &,, &,, ..., #, une base du corps fondamental définissant le champ absolu B. Appelons D(1,,1:,...,1n,) l'associée de f(x) sur le champ B. Nous avons entre les nombres & et x des relations de la
forme
1 Hi Pa Pa
— L Sie L œ di UE An Re ne de NC Re Î iers
(7) Lu} entiers.
I le P
Ne ÈS
Cp &; Œ dy
Considérons maintenant l’ensemble C des points P(x,,x,,...,æ,), dans l’espace à » dimensions, assujettis à cette condition que les nombres
(8) ca: _ ++ pe), (pi = + ner ….) a ++ pie) soient les coordonnées d’un point n,, %:, ..., n, du champ absolu B, et au point P faisons correspondre la valeur D(1,,1,,..., 1,) qui définit ainsi sur l'ensemble C une fonction F(x,,#., .-.;5&). Tout point P dont les coordonnées %,, æ,, ..., x, sont toutes égales à x, appartient, quel que soit +, à l’ensemble €, et l’on a évidemment
Ft ere) Dee) ET
De plus l’ensemble C est manifestement periddique, em, 7, +13 0, de périodes a,, a,, ..., a,. En tous les points P dont les coordonnées diffèrent de æ,, æ,, ..., æ,, respectivement d'un nombre entier de périodes @,, 3, @n, la fonction F a la même valeur. Enfin l’ensemble C contient le champ absolu A défini par a,, &,, ..., a,, et la fonction F prend en tout point de A la valeur f(E), £ désignant la valeur congrue correspondante. Mais le champ C comprend en outre des points qui n'appartiennent pas à A. Il est facile de voir que C est dense dans tout domaine à x dimensions. Soient en effet x, æ,, ..., æ% un système de valeurs quelconques, Vue. Y, les valeurs correspondantes des quantités (8). Les équations
= ere NEA es n
Ca da An
nr rlele G eee lee ete so else ;
Np 71 n
peuvent être résolues par rapport à p des variables x,, #,, ..., x,, puisque dans le Tableau des 1l y a au moins un déterminant d'ordre p différent de o. L’on pourra écrire par exemple
CO 0 p p+1 mn led dan net ma mn in di ea Xp p+1 n A ni ln Te de ca "1 n +1 x
EN +. HUE Hop, 2 + D 27 % Xp p+1 An
les coefficients v/ étant rationnels. On obtiendra tous les points de l’ensemble C en donnant à x,,,, ..., æ, des valeurs arbitraires, en prenant pour 1, --+, ", les coordonnées d’un point quelconque du champ B, et en déterminant æ,, ..., æ, par les formules précédentes. Remarquons que les nombres x°, æ°, ...,æ?, Yi, ...,sy, sont liés par les mêmes formules. Par conséquent, si l’on prend pour x#,,,, ..., x, des valeurs quelconques, 0 ,0 DAME NE 27 Xp
re NE ue, RS a) données d’un point du champ B voisin du point y},7:,-..,y,, Ce qui est possible puisque les périodes #,,@,, ..., «, sont indépendantes, on obtient,
ePIpOUr ni: M IE LCOor
voisines respectivement de x
au moyen des formules précédentes, des valeurs æ,, &:, ..., æ, Voisines
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de æ°,æ9, ...,æ,. En définitive il existe des points de l’ensemble C dont les coordonnées sont aussi voisines qu'on le veut des nombres arbitrairement choisis æ°, æ°, ..., æ°, ce qui établit la proposition. Si D(n,, 2, -.., ne) est continue sur B, F(&,, 72, ...,7,) est continue sur GSitlariones tion D(1,, M2. M) est uniformément continue sur BCE NE
est aussi uniformément continue sur l’ensemble C; il existe dans ce cas une fonction F(x,, æ, ..., x«,) définie pour toutes les valeurs des variables
continue et périodique telle que Île) =Mæ:t, 2)
on retombe ici sur une proposition déjà établie pour les fonctions quasipériodiques uniformément continues.
CHAMPS ABSOLUS ATTACHÉS SIMULTANÉMENT A PLUSIEURS FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES.
Le problème de la recherche des champs de périodes attachés à une même fonction se pose de la même façon pour un nombre fini de fonctions quasi-périodiques continues et données.
Soient f,(x), f(x), ..., f,(æx), q fonctions quasi-périodiques continues (uniformément continues où simplement continues) définies respectivement sur les champs A,, A,,..., À,. Existe-tl un champ R sur lequel les fonctions f,, ..., f, Soient simultanément quasi-périodiques continues? On voit immédiatement qu'il en existe une infinité, et en particulier tous les champs multiples communs des champs A,, A,, ..., A,. On peut toujours supposer que À,, À,, ..., A, sont des champs de périodes indépendantes, obtenues en prenant une base dans chacun des corps fondamentaux attachés respectivement à f,, f,, ..., f,. Soit R le champ résultant des champs A,, A,,..., A,, où un champ équivalent quelconque. Les champs sur lesquels les fonctions f,, ..., f,-sont simultanément continues sont nécessairement, d’après les résultats obtenus pour une seule fonction quasipériodique, des multiples communs à A,, A,,..., A,. Ce sont donc, ou bien des champs équivalents à R, où bien des multiples de R(p. 111). Sile champ résultant R n’est pas directement défini par des périodes indépendantes, nous lui substituerons un champ satisfaisant à cette condition. Soient «;,
4, ..., 4, les périodes indépendantes ainsi obtenues. Tous les systèmes de périodes a,, &,, ..., a, dont les champs sont attachés simultanément aux fonctions f, s'obtiennent alors par des formules de la forme
I l- P- LL = 1 2 = er nu œ; Un A An Re ra dun te " I P LP P 1 2 EE Lp A A ñn
où les coefficients 4} sont entiers, assujettis à cette seule condition qu'il existe dans le Tableau qui les contient un déterminant d'ordre p différent de o. La conclusion devient identique à celle obtenue dans le cas d’une seule fonction. Le nombre # est nécessairement supérieur à p et, ici encore, il existe un nombre minimum de périodes, qui peuvent être considérées comme appartenant simultanément aux g fonctions données.
DÉRIVÉE ET INTÉGRALE D'UNE FONCTION QUASI-PÉRIODIQUE CONTINUE
Dérivée. — Une fonction quasi-périodique continue n’a pas nécessairement de dérivée pour toute valeur #, ou bien, si cette dérivée existe quel que soit +, elle n’est pas nécessairement continue. Dans ces deux cas il n°y a pas heu de se demander si la dérivée est quasi-périodique continue.
Mais même lorsqu'il existe, pour toute valeur x, une dérivée continue, celle-ci n’est pas nécessairement une fonction quasi-périodique continue. Cela tuent à ce que la quasi-périodicité est une propriété fonctionnelle ne s'exprimant par aucune relation explicite, et qu'on ne peut donc différentier. Considérée dans un intervalle donné, la fonction repasse dans d’autres intervalles par la même série de valeurs, avec une approximation aussi petite que l’on veut, ilest vrai, mais qui, par le fait qu'elle n’est pas nulle, laisse à la dérivée une allure quelconque, au moins dans une cerlaine mesure.
Pour les fonctions quasi-périodiques uniformément conunues la question est au fond identique à la suivante : Une fonction continue (*) de plusieurs
(1) Continue par rapport à l’ensemble des variables.
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variables D(x,, 2, ..., x,) admet une dérivée partielle Jr, ConUnue par
rapport à la seule variable æ,; s’ensuit-il que cette dérivée soit continue par rapport aux autres variables? Évidemment non. Par exemple la fonc-
üon P(x,y) égale à sin pour y £o et à o pour y — o est une fonction continue par rapport à l’ensemble x, y, dont la dérivée . — cos —
z y est continue par rapport à æ sans l'être par rapport à y.
Nous indiquerons toutefois une condition suffisante pour assurer la quasipériodicité de la dérivée d’une fonction quasi-périodique uniformément continue ou simplement continue, et qui s’appliquera dans la plus grande généralité des cas. Cette condition est la suivante :
Si la fonction f(x+h)— f(x) le
tend uniformément vers f(x) pour h—=o, la dérivée f'(x) est une fonction quast-périodique continue de même nature que f(x) (").
entendons par là qu’étant donné £ > 0, on peut trouver à > 0, de façon
En disant que tend uniformément vers f'(x), nous
que sous la seule condition
à Pre on ail
z+h)= f(x | ne mm
et cela pour loutes les valeurs x. Cette proposition résultera immédiatement de la suivante qui est plus générale.
Soit À un champ absolu de périodes indépendantes, F une fonction conunue définie sur À [pour simplifier l'écriture nous appellerons F(P) la valeur de la fonction au point P]. Supposons maintenant que la fonction F dépende d’un paramètre L [nous l’écrirons F(P, 2)] et que, pour 4 — 0,
(1) C'est-à-dire que si /(æx) est quasi-périodique uniformément continue, f'(æ) est aussi quasi-périodique uniformément continue.
elle ait une limite Œ(P). Par hypothèse, la fonction F(P, A) est, quel que soit ! -£ o, continue sur le champ A; elle définit donc pour chaque valeur une fonction quasi-périodique continue. Je dis que si F(P, 2) tend uniformément vers ®(P) pour tous les points du champ absolu A, D(P) est continue sur À et définit ainsi une fonction quasi-périodique continue.
Etant donné €, on peut déterminer © de façon que l’on ait, pour tout point P du champ A,
|F(P,2)—Œ®(P)|<e, lorsque |A] <o.
Donnons à 4 une valeur Jixe satisfaisant à cette dernière inégalité, et soit P un point fixe du champ A. Nous pouvons déterminer un domaine D entourant P, de façon que, pour tout point P' pris dans ce domaine, on ait
[F(P',2)—EF(P, »)| <e;
comme l’on a d'autre part
F(P', A) — D(P') <e, on en conclut [B(P') — D(P)| <3:;
ce qui élablit la proposition. Il y a plus : si la fonction F(P, A) est, quel que soit -£o, uniformément continue sur le champ A, la limite Œ(P) est aussi uniformément continue; en effet les inégalités précédentes ont lieu alors, quels que soient P, P’, pourvu qu'ils soient assez voisins pour
vérifier l'inégalité LECP/,A)— F(P, A) <e,
! nn Li LEO ven Ai re ur.
h étant une valeur fixe inférieure en module à 6. En résume :
La limite d’une fonction quasi-périodique continue, lorsque cette limite a lieu uniformément, est une fonction quasi-périodique continue, Si la fonction quasi-périodique variable est uniformément continue, la fonction limite est aussi quasi-périodique uniformément continue.
En ce qui concerne la dérivée d’une fonction quasi-périodique continue la proposition énoncée plus haut est établie. En effet, la fonction quasi-
146 E. ESCLANGON.
périodique dépendant du paramètre b,
tend uniformément vers f’(æ) qui est par suite quasi-ptriodique continue ; si f(x) est uniformément continue, il en est de même de f(x).
Un cas particulier du précédent est celui où la fonction f(x), supposée exister pour toute valeur +, est uniformément continue pour toutes les valeurs de la variable æ ; en d’autres termes, étant donné €, on peut déterminer à de façon que, pour toute valeur de module inférieur à à, on ait
LFx+k)—f(a)l<e et cela quel que soit x. On peut écrire, en effet,
Ja + h) — f\
k TN (OC 0),
par suite,
Re OC ee
si donc || à, on aura, quel que soit x , ) > I )
At EREtE) HE) LE
et nous nous trouvons bien dans les conditions précédentes.
En remarquant que la continuité uniforme de f(x), pour toutes les valeurs æ, est nécessaire pour que f(x) soit une fonction quasi-périodique uniformément continue, on peut énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire el suffisante pour que la dérivée f(x) d’une fonction quast-périodique uniformément continue f(x) soit elle-même une fonction quasi-périodique uniformément continue est que f(x) possède la continurté uniforme relativement à l’ensemble des valeurs x.
Soit F(x,,æ:, ...,æ%,) l'associée de f(x) sur le champ total. Si F admet des dérivées partielles continues, la fonction
OF 0F 0F
HE Re) nn TER ee ( 19 29 , 2) 0; 0&, 07,
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 147 est l’associée, sur le même champ, de la dérivée f’(æ) qui est quasi-périodique uniformément continue.
Dans tous les cas, et c’est là une propriété d'une grande importance, si f(x), fonction quasi-périodique continue, admet une dérivée quastpériodique continue f(x), les deux fonctions f et f' ont le méme ordre de quasi-périodicité; tout champ de périodes attaché à l’une de ces fonctions est attaché à l’autre, en un mot ces deux fonctions ont le méme corps fondamental de périodes.
Cela résulte immédiatement du fait que toute période de la fonction F(Ë,, 6,, ..., Ë,) appartient à la fonction
ne > PA D CAE POS ET PO AS A GRAN K'CE Eee En) = lim (é: » 62 , , ) (ares En) à = 0
Cette propriété a été établie directement pages 51-53 pour les fonctions définies sur un champ continu, et s'étend sans difficulté aux fonctions continues sur des champs de périodes indépendantes.
On en conclut en particulier cette proposition : si F(x,, ...,æ,) est
une fonction continue wrréductible périodique en x,, æ,, ..., x, à périodes indépendantes, admettant des dérivées partielles continues, la fone- . 0F 0F 0F , a :
tion + est également irréducuble.
OL O2, g Des o° , : NE > LS V1 01 4 >)" 1 > Si 3 Intégrale d’une fonction quasi-périodique continue. — Soit f(x) une
fonction quasi-périodique continue. L'intégrale o(x) ] 1(æ)dx
n’est pas nécessairement quasi-périodique et elle ne l’est pas en général.
SION MES SR l'associé D(E,, &,, ..., &,) de o(x) sur le champ des périodes a pour valeur
en P
ni
., &,) un point du champ absolu, £ sa valeur congrue;
PE &, ne f FCI.
Pour que o(æ) soit quasi-périodique, il faut que la différence D D D < Ce , d PEER 58) Due b)= [| jleydr
devienne infiniment petite lorsque le point P'(4,£,, ..., #,) se rapproche
indéfiniment du point P, c’est-à-dire lorsque, £ restant fixe, les quantités
D 0% &; An
sont voisines de nombres entiers; et, pour que ®(x) soit quasi-périodique uniformément continue, il faut et il suffit que la même inté-
sont
grale [ JG) devienne infiniment petite lorsque = voisins de nombres entiers, £ et £’ ayant, à part cette condition, des valeurs quelconques.
IL est facile de se rendre compte que si l’intégrale d’une fonction quasipériodique n’est pas nécessairement quasi-périodique, ce fait peut tenir à des circonstances très différentes.
Envisageons en particulier une fonction quasi-périodique uniformément continue f(x), et soit F(x,, x,,...,x,) son associée sur le champ total des périodes. Si l’intégrale
T4 o(r)= [ J{x)dr est quasi-périodique uniformément continue, et si R(x,,%,,...,æ,) est son associée sur le champ total, la quantité |
Ris RC RO) EN EE) h
a pour limite F(x,, æ,, ..., æ,) lorsque X tend vers o. Or une condition (‘) nécessaire, pour qu'il existe une telle fonction R, est que
I di LE Œn Ke —— | Î …. FLE EST D) TL 0:
Ai Ga Un EU: À
(1) Pages 54-62.
ou encore, comme il est facile de le voir, 2 RES 10 K= lime f (RL) de "6 POUR Z—%
Si cette condition n’est pas vérifiée, l'intégrale n’est pas quasi-périodique. Mais, même lorsque K est nul, l'intégrale n’est pas nécessairement quasipériodique uniformément continue, puisque, comme nous l'avons vu page 60, l'existence de l'intégrale R(x,, æ,, ..., æ,) n’est pas assurée.
Dans une lettre que j'ai reçue récemment, M. Bohl a bien voulu me communiquer le résultat suivant (") :
St l'intégrale
ote)= f (2) dx
est bornée, c’est-à-dire ?
9(x)| < A, elle est développable en série unifor-
mément convergente, dont le terme général u, est un polynome en
TL T É V4 : æ COST 500 COS2T — ; SUITE) Sora) SIT da; An di (C7 en d’autres termes, (x) est une fonction quasi-périodique uniformément continue. La condition est d’ailleurs manifestement nécessaire. Il résulte de là que si l’on considère les fonctions R(x,, æ,, ..., æ,) saüsfaisant à la condition
fee Fee R(T, 2) h =0 L
= F(xi; Z2, y Zn) ou, si l’on veut, bien que le problème soit un peu moins général, qui vérifient l'équation aux dérivées partielles
R _0R, OR TNT CNCTRRETT
= F(Z: Ta rs ns
F étant une fonction continue périodique en x,,x,, ..., æ, à périodes indépendantes, avec K = o, aucune de ces fonctions R n'est bornée, lorsqu'il
(1) Ce résultat n’a pas encore été publié.
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n’en existe pas de périodiques en x,, æ,, ..., æ,, et s’il existe une intégrale R bornée, il en existe une de périodique.
En général il arrivera que si #(:) n'est pas quasi-périodique, la fonction
Y(a)=f L)—K]de
est quasi-périodique uniformément continue; c’est, pour ainsi dire, la partie quasi-périodique de l'intégrale qui se met alors sous la forme
o(æ) =Kzx+d(x).
Dans tous les cas, lorsque l'intégrale d’une fonction quasi-périodique uniformément continue ou simplement continue f(x) est elle-même une fonction quasi-périodique continue, l’ordre de cette dernière est égal à celui de f(x), le corps fondamental des périodes attaché à l'intégrale est le même que celui de la fonction f(x).
Plus généralement si l'intégrale se met sous la forme Kx + d(x) où Ÿ désigne une fonction quasi-périodique continue, les fonctions f et Ÿ ont le même corps fondamental de périodes. En effet, d’après ce qui a été dit sur les dérivées, le corps fondamental de la fonction Ÿ'(x)= f(x) — K, qui est celui de f(x), coïncide avec le corps fondamental attaché à Ÿ(xæ).
En définitive, on peut résumer en disant que :
Nila dérivation, ni l'intégration, lorsqu'elles conservent la quasi-périodicité, ne modifient les champs de périodes attachés à une fonction quasi-
périodique.
Soit F(u,,u,, ..., u,) une fonction continue des variables indépendantes u,,u,,...,u,. Si l’on remplace les variables z,, 4,,...,u, respectivement par les fonctions quasi-périodiques continues p,(æ), #,(æ), CAES la fonction
CANNES), Dee Pn(æ)]
est elle-même une fonction quasi-périodique continue. En effet, en dési-
gnant par
wi (Ës 4e ss 2): V2 (13 Nos - ing)
les fonctions associées de ?,, 6,, ... sur leurs champs respectifs. A,, A,,.., la fonction
FLei(E, DAME) En) LATETE .. No) al = DA; ss Én: is ces gs o
est l’associée de f(x) sur le champ résultant de A,, A,,...: de plus, est continue sur ce champ. Il résulte de là que l’ordre de f(x) est au plus égal à l’ordre du champ résultant, mais peut lui être inférieur; il faudrait, pour déterminer l’ordre exactement, étudier la réductibilité de la fonction ®.
Considérons en particulier le cas où les fonctions v,(æ), v,(æ), .…, e,(æ) sont des fonctions continues simplement périodiques. La fonction
fa) et). r(æ)]
est alors une fonction quasi-périodique uniformément continue.
Doient di... les périodes) respectives des fonclions vf Pr, -.., ©, Nous avons montré dans la première Partie que la fonction Ge CG). 2, (2,))Lestirréduetible Par conséquent, sales pe: riodes &,, &;, ..., à, sont indépendantes, l’ordre de la fonction f(x) est exactement égal à n.
I faut remarquer que les périodes &,, &,, ..., a,, supposées indépendantes, ne forment pas nécessairement une base du corps fondamental attaché à f(x), et cela peut tenir à des raisons différentes. Pour qu'il en fût ainsi, il faudrait que les périodes (a,, 0, ..., 0), ...,(0, 0, ..., a,) de la fonction
Dre nr (me la) eu tel
formassent un système minimum; cela exigerait en particulier que, pour certaines valeurs fixes attribuées par exemple à x,,æ,,...,,, la fonction de la seule variable x,, (x,, x?, ..., x) admiît a, commme période minimum, et de même pour les autres variables. Or cette conclusion peut être en défaut et ce serait le cas, par exemple, d’une fonction contenant seule-
r . 5 Te ment les carrés des fonctions r,(x,) = cos2T — APCE COS2T =": > 1 n ’ ’
Mais ce n'est pas là le seul cas d'exception. D'une façon générale, désignons
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a : na JE :
par &,— “ (q, entier) la plus grande des périodes minimum des fonctions qi
de x,, telles que D(x,, x, ..., æ°), obtenues en donnant à #,, #3, ..., Zn des valeurs fixes, et définissons de même les périodes
Les périodes («,, 0, .…, o), …., (0, .…, 0, «,) ne forment pas nécessairement encore un système minimum de la fonetion D(x,, æ,, ..., x). I faudrait, pour qu'il en fût ainsi, que les coordonnées (B,, 6,, ..., 6,) d’une période quelconque fussent respectivement des multiples de &,, &,, ..., 4;
or on peut affirmer seulement que les rapports 2e ..) Pa sont commensudx | "n
rables. 11 est facile d'obtenir des exemples où ces rapports sont effectivement fractionnaires. Considérons la fonction
: Li Lo Dire) sin2r— Sin2T—°
AE
On aicia,—a,, a, — a,. La fonction ® admet cependant la période
de coordonnées B,— —, B,— —.
Il ÿ a un cas assez général où l’on peut affirmer que «,, 4, ..., «, forment une base du corps fondamental attaché à f(x); c’est celui où la fonction de æ,, P(x,, x, &,,..., x) admet à, comme période minimum, quelles que sotent les valeurs fixes attribuées à x,, .…, æ,, et où il en est de même pour les autres fonctions D(x°, æ&,,, æi, ..., æ,), ... vis-à-vis des périodes æ,, ... Soient alors B,, B;, ..., 6, les coordonnées d’une période de la fonction ®. On a, quels que soient x,, æ,, ..., æ»
FTe(xi + Bi), Pa(Le + Ba), GLACE] Drm 0) = ET CZ), share PEN
Or, les fonctions 6 étant continues, on peut déterminer les nombres x”,
y % detacon que l'onait
Pa(di + Br) = pat), ‘….) Phiæer D) 0),
La fonction de x,, F[e,(x,), v,(æ%), .…., e,(x°)], admet alors la période B,
qui, en vertu de l'hypothèse faite, est nécessairement un multiple de &, ; on verrait de même que B:, ..., 8, sont des multiples de &, ..., æ.
Dans tous les cas, si Y,, ÿ2, ..., y, définissent une base du corps fonda-
TON I Li il . . . nl . 4 mental attaché à f(x), tee dire s'expriment en fonctions linéaires à 1 2 n ;
. . ji [ . , + coefficients entiers de Sd Niue cela puisque le champ des périodes gl 2 n
Gi Ms, +, @ est attaché à f(x). Bien entendu, on a supposé, dans tout ce qui précède, qu'aucune des fonctions e,(x), v2(æ), ..., e,(æ) n'est constante, et que la fonction F(6,, 6:, ..., e,) des variables indépendantes Pi Pas +.) ©, N'est constante par rapport à aucune d'elles.
Ces propriétés montrent qu'on ne peut songer à exprimer la fonction
TEA (z) (2), CG)
en fonction continue uniforme d’un nombre moindre de fonctions simplement périodiques. En particulier, la fonction f(x) ne saurait être simplement périodique, ni constante, ni nulle.
À un certain point de vue, on voit que des fonctions données ?,(x), ..., #,(x) périodiques continues, à périodes indépendantes, se conduisent, pour ainsi dire, comme de véritables variables indépendantes. Si la fonction
F[s(x), ss Pn(x)]
est nulle, quel que soit x, la fonction F(6,, 6,, ..., e,) des variables indépendantes #,, ..., », est identiquement nulle; et si l’on a
Pire =), Cm),
les deux fonctions F(r,,...,6,), ®(r,, ...,e,) sont identiques.
Il peut arriver que la même fonction f(x) puisse s'exprimer de plusieurs manières, en fonction de fonctions périodiques à périodes indépendantes qui sont alors en même nombre dans ces diverses expressions de f(x). Les divers systèmes de périodes qui y figurent définissent nécessairement le même corps.
Lorsque les périodes a,, ..., a, des fonctions P,(x), ..., #,(x) sont dépendantes, appartenant à un même corps d'ordre p, l’ordre de toute
ÉE
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fonction
FES EbrAR) AC
est au plus égal à p, mais il peut lui être inférieur, et l’on ne peut assigner de limite à cette réduction. En posant par exemple
, : T PL) COS, PCA SIN ",(æ)=Sin2T
les périodes 27, 27, 4, appartiennent à un corps d'ordre 2 si a est incommensurable avec +; la fonction quasi-périodique
KP ES 3)=1+sin27— est cependant d'ordre 1.
Entre des fonctions v,(x), v,(æ), ...,v,(x) dont les périodes sont dépendantes, existent des relations de la forme
LE CT ER ES ON
c’est-à-dire que l’on peut former des fonctions uniformes des variables indépendantes 6,, P», ..., #, qui, lorsqu'on y remplace ces dernières par P,(æ), ..., e,(x), deviennent identiquement nulles.
On peut s’en rendre compte de la façon suivante : soit &,, &, ..., &, un système de périodes indépendantes dont le champ est équivalent à celui des périodes a,, a,,..., a, (p <n). On a, entre ces périodes, des relations de la forme
d; en Th
PRO Res L? entiers.
Lu ue
LEONE TE œp
Posons alors
Ti 1 Ji 7 = pi +:.. 1
di ju % He Cp É
AT TN ES ET NS ST
——=p Jai ra L ur 2»
et considérons la fonction quasi-ptriodique PACA ES NCAA ES On voit que la fonction des p variables y,, ya, ..., y, PO Ja ee Jp) = Foie), Pad), ., n(æn)l
où, dans le second membre, x,, æ;, ..., æ, sont supposés exprimés en fonction de y,, Y2, ..., y,, est l’associée de f(x) sur le champ des périodes indépendantes «,, «,,..., «,. Pour que f(x) soit nul, il faut et il suffit que la fonction W(y,, 2, .., Y,) soitidentiquement nulle par rapport aux vañablesindépendantes®,;#»2,...; y, Les fonctions 6,(x1), é,(&)..., v,(æ,) sont elles-mêmes des fonctions de y,, Vas his DÉTIOQUE RTE périodes &,, &,,..., 4, On est donc ramené à la question, d’ailleurs plus générale, suivante :
Étant données n fonctions (n > P) J1(J15 Vas CRC YVp) Ja( Vis Vas Ter): CACAOE) Aa Ssepahp)
continues, périodiques en Yi, Ya; +. Y,, les périodes étant les mêmes pour toutes ces fonctions, existe-t-il des fonctions continues uniformes Ode L)lelesque, en remplacant y; Us, - + Un PAL Tan a ee fn on oblienne une fonction de Y,, Ya, ..., y, identiquement nulle?
Cette question est, du reste, identique à celle-ci :
Étant données n fonctions quasi-périodiques uniformément continues sur un même champ d'ordre p<n, existe-t-il une fonction continue uniforme F(u,, Us, ..., u,) qui devienne nulle pour toute valeur x lorsqu'on remplace u,, u,, ..., u, par les fonctions considérées?
J'ignore s’il en est ainsi effectivement dans le cas le plus général où, à part la périodicité et la continuité, on ne fait sur les fonctions
CPL cr Jo) MOIS 2 Je
aucune autre hypothèse particulière. Je n'ai pas cru devoir approfondir cette question, qui m’a paru d’une importance un peu secondaire. Toute-
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fois l’existence des fonctions F(&,,#,,..., u,) est certaine dans le cas où les fonctions f jouissent de la propriété suivante : Considérons l’une quelconque d’entre elles, f, par exemple, et donnons à y, y, ..., y, des valeurs fixes y}, yS, -.., y, mais quelconques; nous obtenons ainsi une fonction périodique de la seule variable y, de période «,. On supposera que cette fonction f,(y,, 2, ..., y,) possède dans l'intervalle o, «, un nombre limité de maxima et de minima, ce qui entraîne d’ailleurs cette conséquence que les équations de la forme
Ti L27 RE
où A désigne une constante quelconque, ont un nombre limité de racines dans l’intervalle 0, &,, et que, À variant, le nombre de ces racines a une limite supérieure. On fera la même hypothèse relativement aux autres variables et aux autres fonctions. Dans ce cas, on obtient sans difficulté un procédé d'élimination des variables y,, y2, ..., y, entre les fonctions f,, Le Te
Envisageons le cas le plus simple, celui de deux fonctions continues u(x), e(æ) périodiques et de même période &. Former une fonction F(4,e), c’est obtenir une correspondance telle que, étant données des valeurs numériques quelconques &,, #, attribuées aux variables w, #, on puisse déterminer (ue, ).
L’équation
LL
a un nombre limité de racines dans l'intervalle o, x; soient x,, 2, ..,, x Ces racines, #(%1), PUT:), e(æ,) les valeurs correspondantes de la fonction P(x). |
Formons le produit
Lro— P(a1)] Lo — P(æ2)].. [re — P(æx)],
qui définira la valeur F(4,,6,) correspondant aux valeurs w,, #,. La fonction F(w, ») ainsi définie vérifie identiquement la relation
mais elle n’est pas continue, car, w, variant, certaines des racines #,, ..., 24
disparaissent lorsqu'on atteint un maximum ou un minimum de u(a)all est facile de lever la difficulté et, pour faciliter le raisonnement, employons une méthode géométrique. Représentons la courbe y = #(x) dans l'intervalle o, «, et soient M,, M,, M,, ... ( fig. 2), les points, en nombre
limité, où w(x) devient maximum ou minimum. Par le point M, qui représente un minimum, menons une demi-droite M,A, parallèle à oy dirigée vers les y négatifs; par M,, qui représente un maximum, menons une demi-droite MA, parallèle à oy dirigée du côté des y positifs, et ainsi de suite. Considérons alors la figure formée par la courbe et par les demidrones MA MA, N14;,.... Une parallèle quelconque y =, coupé la figure en un certain nombre de points dont les uns, d’abscisses æ,, 42, ..., 44, appartiennent à la courbe, et les autres, d’abscisses æ4,,, Æzis, «.., aux droites A. Si l’on compte deux fois ces derniers, on obtient un ensemble de valeurs x,, æ:, ..., æ,, en nombre fixe, variant d’une façon continue avec la parallèle y = x, et comprenant toujours les racines de l’équation u(x) = u,. Dans ces conditions, le produit
Lo Pa) TP — P(æ2)1.. [ro — v(æa)]
varie d’une façon continue avee &,, #,, et définit ainsi une fonction continue F(&,6) satisfaisant aux conditions du problème. Lorsqu'on en a une, on peut en former une infinité, en multipliant par une fonction continue quelconque. |
Le même procédé de démonstration s'applique à montrer que, si l’on
a p + 1 fonctions périodiques continues #,(x), P,(&), ..., Ppni(a), possé-
dant chacune un nombre limité de maxima et de minima dans tout inter-
valle fini, et dont les périodes «,, «,, ..., «,., sont liées par une relation de
dépendance, on peut former des fonctions continues F(6,,6,, ..., 6,1) qui
deviennent nulles lorsqu'on y substitue les fonctions considérées. Supposons que l’on ait en effet
+ Fa PRE
Copies CA CR dp
Bi, Lo, .., D, étant des nombres rationnels que l’on peut supposer entiers, car, s’il en était autrement, en désignant par g leur plus petit dénominateur commun, on choisirait 4 &,, 4@2,-.., 4%, Comme périodes de p,(æ),
Ha) Cr):
Soient donc pe 0... un système de valeurs numériques quel-
0 0 ? p? Pp+1 conques, choisies dans les intervalles de variation des fonctions #,(æ), ...,
(x). Considérons les équations.
M(t)=r,,s (2) = #7, (rer
parmi les racines de chacune d’elles, »;(x) = 6! par exemple, n’envisageons que celles comprises entre o etia;; leur nombre est fini Sgt7,, x, #7, un groupe de racines prises respectivement dans chacune des équations précédentes; le nombre de ces groupes est fini. En ajoutant à x, un nombre enter de périodes &,, à æ, un nombre entier de périodes «,, ..., on obtiendra un groupe différent de solutions qu'on pourra appeler, si l’on veut, un groupe CONSgTU à Li, Lys & - +3 Te ;
Au système de solutions x,,x,, ..., æ,, faisons correspondre le nombre £ défini par l'égalité _. Le L h en Pa + = one 2.
DLAU SYSÉCINO TD. T,, On substitue un système congru
Lit ais Os Lp+ QpAps
6 se change en
Ë Ar (lg GE Paqa +. La UpQp)Aprs = Et T'Œp+1s
r étant entier.
À chaque groupe x+,,#,, ..….,æ, correspond ainsi un nombre Ë; soit DMC la valeur correspondante de +,,, (æ). Pour tous les groupes Congrus à un même groupe donné, 6,,,(€) a donc la même valeur, de sorte que le nombre des valeurs #,,, (5) est égal au nombre k des groupes distincts de solutions #,, ..., x, nombre qui est fxi. Formons alors le produit
Coprs — Vp+1(61)] Lois rite) KE — Philce)l
chaque valeur £; correspondant à un groupe de solutions. Ce produit, bien déterminé lorsqu'on s’est donné p°, °, ..., F5 Pyus définit ainsi une fonction uniforme F(6,,0,,...,6,, 6,1). Pour montrer que celle-ci devient identiquement nulle lorsqu'on remplace 6,, 6,, ..., 6,,, par les fonctions P,(x), ..., (x), appelons x, une valeur quelconque attribuée à la variable x. On a ici
(To) PS, Pad) = 2, Pt) Ph Ppn(To) = hs
l’un des groupes #,, æ,, ...,æ, précédemment définis, ou congru à l’un de ces derniers, est ici le groupe
le nombre Ë correspondant devient alors égal lui-même à x,. Dans le produit qui définit la fonction F le facteur
Pp41 — PE) = Pp+1( Vo) — PpH1(To)
est nul et, par suite aussi, la fonction F. .
Ici encore, la fonction F définie de cette manière n'est pas continue, mais on peut la rendre continue, par un procédé analogue à celui employé un peu plus haut dans le cas de deux fonctions périodiques.
Il résulte de là que si, parmi les z périodes des fonctions périodiques e,(æ&), .…, #,(æ), il y en a seulement p d’indépendantes, il existe au moins n — p relations distinctes entre ces fonctions.
On voit en définitive que les relations existant entre des fonctions périodiques caractérisent, pour ainsi dire, la dépendance de leurs périodes, ce que l’on pourrait exprimer ainsi : /a& condition nécessaire el suffisante pour que les périodes a,, a,, ..., a, Sotent dépendantes est, qu’étant
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données n fonctions périodiques quelconques non constantes », (EE, v,(x), de périodes respectives a,, a,, ..., a, il existe une relation (#) entre ces fonctions.
Sachant éliminer x entre deux fonctions périodiques u(x), (x) de même
période, on pourra éliminer successivement y,, y, -.., y, entre p + 1 fonctons 40-25 0) pe Os: 2) CONUNUESSPpETIOMAUESEN VA Vas. Yw les périodes correspondantes étant les mêmes pour toutes ces fonctions, et l’on en conclura cette propriété plus générale.
Étant données (p + 1) fonctions quasi-périodiques uniformément cortinues P,(æ), Pa(x), ..., P»:,(æ), définies sur un même champ absolu d'ordre p, on peut former des fonctions uniformes F(6,, 6, ..., 6p1) qui deviennent identiquement nulles lorsqu'on remplace #,, 2, ..., Poe par les fonctions quast-périodiques données.
L'étude des fonctions de fonctions quasi-périodiques d'ordre quelconque est beaucoup plus difficile que celle des fonctions de fonctions périodiques. Si f(x), fat), .., f,(æ) sont des fonctions quasi-périodiques continues respectivement Sur.les champs A, A9, 7.047 Matfonction continue F[f,(x), f(x), ..., f,(æ)], est quasi-périodique sur le champ A résultant des champs À,, A,,..., A,. Comme les fonctions f,, f,, ..., f, sont ellesmêmes quasi-périodiques continues sur le champ A,_on est finalement ramené à l'étude des fonctions de fonctions quasi-périodiques définies sur un même champ de périodes qu'on peut toujours supposer indépendantes. L'ordre de quasi-périodicité de ces fonctions est au plus égal à l’ordre du champ commun A, mais il peut lui être inférieur; cela dépend à la fois de la nature des fonctions f,(x), ..., f,(x) et de celle de la fonction F(fi, ..…, fh); cet ordre peut même s’abaisser jusqu’à o, c’est-à-dire que F(f,,..…., f,) peut devenir une constante.
(1) C'est-à-dire une fonction continue uniforme F(61,62,...,92x) qui devient nulle lorsqu'on remplace P1, 2, ...,n par les fonctions données.
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES UNIFORMÉMENT CONTINUES.
Nous abandonnerons maintenant les fonctions quasi-périodiques simplement continues, pour nous attacher presque exclusivement aux fonctions quasi-périodiques uniformément continues en raison de l'intérêt tout particulier qu’elles présentent.
Les plus simples parmi ces dernières sont évidemment les lignes trigonométriques continues, c’est-à-dire les sinus ou cosinus dont les arguments sont proportionnels à la variable ; ensuite les fonctions simples de ces lignes, et en particulier les polynomes entiers d’un nombre quelconque de sinus ou de cosinus, dont les arguments sont proportionnels à la même variable x, les facteurs de proportionnalité étant égaux ou différents. IL est clair, d’ailleurs, qu’un tel polynome peut toujours se mettre sous la forme d’une somme de sinus ou de cosinus dont les arguments sont aussi proporlionnels à la variable x. Les fonctions qui sont représentables de cette manière forment donc, abstraction faite des périodes qu’elles renferment, une classe particulière, un ensemble bien déterminé E, parmi les fonctions quasi-périodiques uniformément continues.
Les fonctions de l’ensemble E qui sont attachées à un même champ de périodes données @,, &,, ..., a, (indépendantes ou non) peuvent toujours se mettre sous l’une des deux formes suivantes :
1° Sous la forme d’un polynome entier P(x) en
COS2T —) COST) oc) COST ; SIN sole) SIN2T — ; on Gy, An ai Gt.
»° Sous la forme d’un nombre fini de termes de la forme
f fr m m: m . mnt Da Mn Acosaræ [Te + +... 2) + Bsinare et
di a An a; CE An
Où M3 Ms...) M, désignent des entiers quelconques, positifs, négalifs ou nuls.
Fe 21
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Au moyen de ces fonctions élémentaires, on peut obtenir les fonctions quasi-périodiques uniformément continues, par un procédé qui semble prendre, dans un certain champ d’études, une importance de plus en plus considérable; je veux parler du procédé qui consiste, partant de fonctions bien connues ou bien caractérisées, à en obtenir une classe nouvelle en considérant celles qui sont des limites des premières. |
Envisageons les fonctions qui peuvent être considérées comme des limites de fonctions appartenant à l’ensemble E. Si l’on ne fait aucune hypothèse sur la façon dont la limite est atteinte, les fonctions ainsi définies ne possèdent aucune propriété particulière, si ce n’est qu'elles sont ponctuellement discontinues.
Supposons, au contraire, qu'on fasse les hypothèses suivantes :
1°, Les foncuons P,(æ), P.(x),., PC), de l'ensemble Lure pour limite f(x), sont des fonctions quasi-périodiques attachées à un méme champ À de périodes &,,@;,:.. dr:
2° La limite f(x) est atteinte uniformément relativement à l’ensemble
de toutes les valeurs réelles x.
Nous savons (!) alors que f(x) est une fonction quasi-périodique uniformément continue attachée au champ A.
La première question qui se pose est de savoir si toute fonction quasipériodique uniformément continue peut être obtenue de cette façon. Il en est ainsi effectivement, comme il résulte du théorème déjà cité de M. Bohl (p.123) qui a pénétré par cette voie dans l'étude des fonctions quasipériodiques uniformément continues.
Toute fonction quasi-péricdique uniformément continue sur le champ À peut être considérée comme la limite uniforme de fonctions élémentaires P(x) attachées au champ À, ou encore, ce qui est l’expression de la même propriété :
Toute fonction quasi-périodique uniformément continue sur le champ À peul étre développée en série uniformément convergente pour
GEPa sens
toutes les valeurs x, dont les termes sont des polynomes (') quastpériodiques sur le champ A.
Si, tout en supposant la convergence uniforme, les fonctions PSée) n'élaient plus assujellies à être attachées au même champ de périodes, leur limite f(x) définirait une fonction jouissant encore de propriétés très paruculières, analogues à celles qui caractérisent les fonctions quasi-périodiques uniformément continues. On obtiendrait ainsi une généralisation correspondant, pour ainsi dire, au cas où l’ordre du champ devient infint.
Mais il faut remarquer que les fonctions quasi-périodiques simplement continues ne peuvent en aucune facon être obtenues par ce procédé.
Les développements précédents des fonctions quasi-périodiques uniformément continues sont très importants en ce sens qu'ils convergent uniformément dans un domaine infini, mais ils ne sont pas uniques; ils correspondent à ce théorème relatif aux fonctions périodiques continues :
Toute fonction périodique continue peul être considérée comme la limite, atteinte uniformément, d’une suite finie de Fourier.
Il est donc naturel de se demander si, pour une fonction quasi-périodique uniformément continue, il n'existe pas, sous des conditions analogues aux conditions de Dirichlet, un développement qui réunisse les deux avantages de la série de Fourier vis-à-vis des fonctions périodiques continues, à SaVOIr :
1° Le développement est uniformément convergent pour toute valeur x;
2° Il est unique.
De tels développements existent en général, et nous en obtiendrons deux formes distinctes importantes. C'est par la considération des fonctions associées et de leurs développements en série que nous arriverons au but. Or, les fonctions associées sont, à part la continuité et la périodicité, des
fonctions quelconques de plusieurs variables; il est indispensable que nous
(1) En appelant polynomes quasi-périodiques des polynomes des fonctions trigonométriques sinus et cosinus.
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présentions quelques remarques importantes au sujet de leurs développe-
ments en série de Fourier.
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE DE FOURIER DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.
Soit F(x,,%+, …,æ,) une fonction continue périodique en &,, &, ..., %n de périodes &,, &, ..., a. Une telle fonction est en général développable en série de Fourier. Parmi toutes les formes que l’on peut donner à ce
développement, nous adopterons la suivante :
3 Le T (1) NRA a) => ACOS2T | m1, = Mo me a, a a
; D] ro œ + BSIN2 T7, "mn; + + Mn — di AE) dn où le second membre est une série multiple, et 72,, m,, ..., m, des entiers prenant toutes les valeurs positives, négatives ou nulles. De plus, nous supposerons que les coefficients (A, B), (A’, B°) correspondant respectivement aux deux systèmes d’entiers (m,,7n,,..., my), (— M, — Ma... Mn); vérifient les relations AA (si,
Dans ces conditions, si la série du second membre est uniformément convergente, les coefficients s’obtiennent par les formules
. di da An . 7 | æ,\ = —— .. F(Tis Los es Ln) COS2T | My — +... + Mn |dr; dr, .. AjG3... An, . Li a, An
ai A2 an I : : Li À = = fé He [ Flai, e. L ,) ein et me, +...+ Mn — ) de, dæx,.. CC , 4; an
de sorte que, si un tel développement existe, il est unique.
Il ne faut guère songer à déterminer les conditions nécessaires les plus générales pour assurer l’existence d’un tel développement, et les cas dans lesquels la série précédente, où l’on détermine les coefficients A et B par les formules (2), est convergente. On se heurte là à des difficultés plus complexes encore que celles que l’on rencontre dans le cas d’une variable. Il est toutefois des cas très étendus, et notamment lorsqu'il existe des dérivées
ES
GES
ES
Qt
partielles continues, où la convergence de la série
> ACos 27 Q SE Ma yen | PBsinon(m L+...+m, 7 di da n di An est certaine [ À et B désignant les quantités (2)]. Pour citer un exemple précis, démontrons avec M. Bohl que lorsque les dérivées dPitPatetpy F(Z%;, TD Do 0) 0x 0x... 0æPr
existent, sont continues et périodiques, pour
Pi=P P2S Po, +.) Pr be la dérivée dTite+qn ER Ôx 0x... Üxir
est développable en série de la forme (3) (qui est alors absolument et uniformément convergente) si
<p <p ne , CHER GE Pa — 2, . Jr Pa 2:
Cela revient à établir que la série (3), définie au moyen des formules (2) est absolument uniformément convergente si les dérivées
dPite+ pa} dxP: dx, .. Oxbr
sont continues et périodiques pour D Dee, DR De Dee
Pour cela, remarquons que les coefficients A et B peuvent s'exprimer en fonction des dérivées partielles successives de la façon suivante : Les entiers »,, m,,..., m, sont tous différents de 0; on a alors
M ee on 1 x y Mes Pare P> = . nn COST 77: + Mn Aid De dre TT RTE , ri 0x»... 0x & An {
An Pate +Prfe % P;+P,;+...+P B—=-; ———., Tu CA E Fr Sin2r me Dee + Mn — + —., }Aridrs dE: ma: TRE n 0 OZ. 04 Un 4
LEA
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K désignant une constante égale à
(En) Eee EN GE ee ME
KE
On obtient immédiatement ces formules en intégrant par parties leurs seconds membres; dans les intégrations successives interviennent les dérivées
dPite + Pn KR
OxPr ... OxPn”
OÙ Py, Pas ce, Ph prennent toutes les valeurs entières respectivement inféà ; * TR Ve dite +Pr rieures ou égales à P,, P,, ..., P,. Or, puisque la dérivée De est
finie, inférieure en module à un certain nombre fixe, que l’on peut désigner
par » On voit que,
lanta an KM
mimi... mm KM
PP: AD OR nl
PUR
BU
2° Certains des entiers 72,, M, ...,m, peuvent être nuls; supposons par exemple que les seuls entiers différents de o soient »,, m,, ..., mx. On peut écrire dans ce cas
7 ,« & de ; K' Le MT TC) à Ce: er Pi EPb, (EY Me 5 53e a 5 COS2T | Mi — +. + My — + CRD ANE UT RENTE Ce ele HO IOREE OT &; ak n
et une formule analogue pour B, K’ étant une autre constante égale à
Ve a
— —— + (OR) PRG 0e ol Ne IQ.
Comme la dérivée figurant au second membre de la formule (5) possède, . M’ en valeur absolue, un maximum ra a] 01 aura encore il 2 RC OETE
ALr
Les nombres K, K’, M, M’ et, par suite, KM, KM! ont un maximum absolu, C. On pourra donc écrire dans tous les cas G NAME NT
PE Pe P INA TN Tr
AN 7 P TOP TS OS STLEE N
] J Î Î ! il =femeermmt)(e rte) (es —+ 24 m\! De) nm? 2Pn run le second membre étant ainsi le produit de » séries convergentes. La proposition est établie.
Il y a d’auires cas où le développement d’une fonction F(x,,x,,...,4,) est possible sous la forme (x), les coefficients À et B étant déterminés par les formules (3); on les obtient en imposant à la fonction F des conditions d’une autre nature, analogues aux conditions dites de Dirichlet, dans le cas d’une seule variable. |
Nous dirons que {a fonction F(x,,%3, ...,æ,), supposée continue, pértodique, satisfait aux conditions de Dirichlet st elle possède les propriétés suivantes :
1° Toutes les fonctions d'une variable telles que F(x,,2,,æ5,...,æ,), obtenues en donnant à (n — 1) des variables des valeurs fixes, satisfont
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aux conditions de Dirichlet, c'est-à-dire que dans tout intervalle fini le nombre de leurs maxima et de leurs minima est hmité; nous le supposerons de plus inférieur à un nombre fire 1.
2° Donnons dans F des valeurs fixes quelconques à #,, æ,, ..., æ,. Nous supposons que la fonction de x,
DL) = ERA, LEA Sa RO) FE EE 20)
st elle n’est pas constante, possède, dans l’intervalle o£x,£a,, un nombre de maxima et de minima inférieur à &3 h,, ..., h, sont des constantes quelconques, voisines de 0; la même propriété doit avoir lieu relativement aux autres variables.
Ces conditions sont ce que l’on pourrait appeler des conditions de Dirichlet du second ordre; mais dans la suite nous dirons toujours, pour abréger, qu'une fonction de plusieurs variables satisfait aux conditions de Dirichlet si elle possède l’ensemble des propriétés 1 et 2.
Nous allons montrer que si une fonction F satisfait à ces conditions elle est développable en série de Fourier, et je me bornerai pour la démonstralion au cas de deux variables; l'extension au cas d’un nombre quelconque de variables n’apportant qu'une complication inutile de notations.
Soit donc F(x, y) une fonction continue périodique de périodes a et b satisfaisant aux conditions de Dirichlet. Posons
a ,0 me tone Rs Ann el j F(x,y)cos27 (re : +n ï) dx dy,
2 nb re ir re Y\ dx dy LR TL 3} Er )Sin2T C ie ;) dx dy,
et envisageons la série
AE : T (7) ) DD, COS2T (rr — + n}) + B,,sin2T (or — + 27.) a b a b
où 72, à prennent toutes les valeurs entières, positives, négatives ou nulles.
Rappelons brièvement ce que l’on entend par la convergence d’une telle série. Choisissons deux axes de coordonnées, et au point de coordonnées m, n plaçons le terme &,,,, le terme &,, occupant le centre du Tableau T ainsi formé. Le Tableau Test convergent si, choisissant une suite de courbes fer-
HÉROS CR qui grandissent indéfiniment dans tous les sens aure : Le tour de l’origine, la suite des quantités obtenues en formant la somme des : \ qe RS .
termes compris à l’intérieur de chacune d’elles est une suite convergente.
Il 'est clair que si la convergence a lieu pour une suile particulière de courbes C,, C:, .
… CG, «.. (fig. 3), elle a lieu également pour toute autre
Éige09
suite C', C,,..., C;, ..., pourvu que celles-ci grandissent indéfiniment dans tous les sens en s’éloignant de l’origine. Pour étudier la convergence du Tableau T, on peut done se borner à la recherche de cette convergence relativement à une suite parüculière de courbes C;, par exemple des rectangles de centre O, dont les côtés parallèles aux axes s’éloignent indéfiniment.
Ceci posé, considérons la série (7), et formons la somme des termes compris dans le rectangle (ou sur ses côtés) x =Æm,y=x+#n. Si l’on remarque que le terme général de la série (7) s'écrit, en tenant compte des formules (6),
2 [JF Brcosar (m2 RÉ) da ds,
on a pour l'expression de cette somme
AOL 20 P=+Mm q—=+n 6 . I < : Qt — TL D 7 D no — Fil ’ F(a«, G) > > cos2r (p : + q ; ) da d5. 0 0
Or la double somme qui figure dans l'intégrale du second membre s’ob-
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tient aisément. En posant, en effet,
LT
on a à calculer
D cos(pu +qv) =YYcospu cosge—d Ù sinpu Sing.
Or pP—-Pm qg=+n D> sin pu Sing? — 0 el > COSpU COS qP — D Cospu > cos ge ; p—=—-n Jen comme ; u £ (à sin(2 +1)— sin(2r +1) COS PU = —— dcose P = —— D Sd ee sin — sin — 2 2 il vient finalement Éd ; t—X . — Y SiD(227 +1)T en J _ a l F(æ, 6) —— _ da d5.
Su See *À FIN
SR SRE mn ab ; SIN T —
Il s’agit de voir si cette somme a une limite, lorsque m» et n grandissent
indéfiniment par valeurs entières positives.
Mettons-la sous la forme
a Fes 10 : B—y sin(2m+1)T Sin(272 +1)T Sue I a 5 À b = ——"— da | F(2,8) — SiINnT Sin T a : b
eo
=" ne Cor 2e re en posant y = 7% ir la deuxième de ces intégrales s'écrit
by\ sin(a2n+i1)y F - ; (a =) : ) siny dy.
D’après les propriétés connues (!) de ces intégrales, on voit que pour 7 = « J a comme limite, puisque F est une fonction continue périodique,
DE
Mais il ÿ a plus; en raison des conditions que nous avons imposées à la foncuon F(x, y), l'intégrale (8), lorsqu'on fait varier & et y, tend uniformément vers b F(x, y), c'est-à-dire qu'étant donné € positif, on pourra trouver un entier y tel que, pour #7 =v, on ait, quels que soient & et y,
|] — bF(a, y)| <e,
La démonstration de cette propriété étant assez longue, je l'ai placée dans une Note (Note [1 à la fin de ce travail. Admettons-la pour l'instant.
On peut alors écrire J—=bF(a,y)+1"
avec Re
lorsque 7 = y et quels que soient « et y. L'expression de S,,, devient
DR
: sin(27 +1)7 : . a Sy 7 F(c, y) ; da Le ïo fn da.
CEA Or, la fonction F(x, y) satisfaisant aux conditions de Dirichlet, l'intégrale
3 k A — ZT : sin(2m +1)r Î== Fa, y)
da
LR
siNnT (44
tendra, pour les mêmes raisons, uniformément vers F(x, y), c'est-à-dire qu'on pourra déterminer l’entier positif 4 de façon que, pour »# 744 on ait,
quels que soient x, y, HER
(1) Prcann, Traité d'Analyse, t. T1, p. 217-227.
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d'ailleurs
«a I € _ NACRE:
ab à (7
de sorte que finalement, sous les seules conditions
HUE TUE
on aura
Se ET, F(æx, 7) | < ee
la série (5) est donc uniformément convergente et a pour somme F(x,y). Pour terminer cette question, voyons quel est en général l’ordre de petitesse des coefficients À,,,, B,,. On peut écrire
b a I n 5 mo RQ Eu NE TR FE S27 — da Ann ni cos2 b a5 [ (x, B) cos2 = a
b A a I : n5 s s ma — — sin27 —-d F(x sin2T — da.
ab : T b sf ( c 5) a Or, laissons 8 fixe, et considérons la fonction de x, F(x, 6), dans unintervalle (g, À), où elle varie dans le même sens. On peut écrire, d’après une propriété connue, en supposant, par exemple, que F(«, 8) décroisse dans 7e »
l'intervalle (g, ),
k € m © ma ce J F(æ, B)cos2r > du = F(8,8) | COS2T — da
8 g : m Ë . me : sinar — one
E étant compris entre get }; on aurait une formule analogue si F(a,6) Re : , s A rM :
croissait de g à h. D’après cela, on voit, en désignant par Æ le maximum
de la valeur absolue de F(x, y), que
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. re
ou encore, en appelant 44 le nombre des maxima et des minima de la fonc-
tion F(x,B)(6 fixe),
Mb:
[mm | |
j F(x,B)cos2r de Æ
S1 nous Supposons que, $ variant, ba reste inférieur au nombre fixe y, il vient en définitive A À
Im]?
|A», nm | <
S1 le nombre des maxima et des minima de la fonction F(4,6) (x fixe) a une limite supérieure lorsque & varie, on aura de même
| / PES Te | Dal
rai
et, en combinant ces deux sortes d'inégalités,
C 6 RAA TT ? Marne Te * mr? en re Se De . . . r ! I . .
Les coefficients À, diminuent, en général, comme een mais 1l est IEC ENT
de nombreux cas où l’on peut trouver pour ces coeflicients une limite inférieure à la précédente.
Supposons que la fonction F(x,y) périodique en x, y admette des
dérivées partielles du premier ordre continues, satisfaisant aux conditions
0F d&° dy.
considérés comme fonctions d’une variable, ait une limite supérieure. On
de Dirichlet, et que de plus le nombre des maxima et des minima de
trouve immédiatement
A I °F 0F D SE = — —— — SiIN2T( — + —- ER E 2rmmb Î 0x ( a >) 2F {max ny) — — = JS sin | — Fe
TANA
mx 2 ;
oo — — COS27T| — 2) dx dy
m,n mi) Jo TT 7 DE b 4
TE ny — Les TA y == nn JT Ses r( > oi 2 T AY,
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« . dE. ,0F j ur de sorte qu'avec les hypothèses faites sur — et pi peut écrire successi-
dx vement di | B | C' A < Re il : 17 ee at sis | m,n | | . Ve ie nm m,n | Pa | Vm? + n°?
y g' l'A: | << | mn | <
E = ——— +) | re | Vm? + TER [r|Vm?+ n°
et, en combinant ces inégalités,
| An | <
Supposons de même que les dérivées partielles de jp? supposées continues, périodiques, satisfassent aux conditions de Dirichlet et possèdent, considérées par rapport à chaque variable, un nombre de maxima et de minima inférieur à un nombre fixe. On aura alors
A 0 id y | Anne 4 D ni dr? COS2T (re : old 7) dx dy RS ar EL æÆ y = — = 2 — = | dx dy, Rene ie cosar( m ? +n 7) x dy
et des formules analogues pour B,,,. On conclut de là,
D' D’ Are 7, = ? Br er — m°?\/m°? + nr? m°? n° + nr?
D" D" RAA Bal Sr m0 n°Vm?+ n° DANPTEENE et, par suite, C C AS Br 41e RER (m°+ n°)? (m?+ n°}?
dans ce cas la série uniformément convergente æ | M ’ Er 00 oi COS 2 TL EE n> + B, ,Ssin2T|( m— + n + a b 4 a b
est absolument convergente.
PF 9rF
En continuant de proche en proche, on voit que si les dérivées ee AE 4 2)
; de , ‘ dF 0°F satisfont aux conditions que nous avons énoncées plus haut pour de 97° on aura pour À,,,, B,, une limite supérieure de la forme
C C RARES pri lBrale EU (m?+ n°) ? (nm? + n°) ?
Le cas de deux variables s'étend immédiatement au cas de x variables. Si la fonction F(x,,x,,...,æ,), continue périodique, satisfait aux conditions de Dirichlet, elle est développable en strie de la forme
\ es T Th (9) Anime. mn COST Mi — +... + my — AT An . ban Th
GE BE sin2r ( UC CE) Mn 5 d; An
les coefficients A et B sont donnés par les formules (2), et l’on a
{ PL rs eo A. Mo), — Mn (10) D 7 Me ler Dr ADD —Mhn*
De plus, le développement considéré est le seul développement uniformément convergent de cette forme capable de représenter la fonction donnée, les coefficients A et B étant, bien entendu, supposés satisfaire aux conditions (10).
dPF 9PrF dPF
ie JEU T: Ôx?
conditions de Dirichlei, et ont, par rapport à chaque variable, un nombre
sont continues, salisfont aux
Enfin st les dérivées
de maxima et de minima qui reste inférieur à un nombre fixe, on a (")
[Am my | < DEEe Crete Er) | 1 M9, +, Mn | < PE 1?
(mi+mi+...+m;) ?
de sorte que si p=n la série (9) est absolument convergente.
(1) On exclut bien entendu la combinaison m;= m;=...= Ma 0.
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Nous avons obtenu, en résumé, un certain nombre de caractères assurant dans la plupart des cas la convergence de la série de Fourier, convergence qui résultera généralement, soit de l’existence de dérivées partielles continues périodiques (p.165), soit des conditions de Dirichlet (p. 167). Dans tous les cas, lorsqu'il existe, ce développement est unique.
Les fonctions continues périodiques de plusieurs variables qui ne sont pas développables en.stries de la forme (3) constituent une exception, au même titre que les fonctions continues périodiques d’une variable non développables en série de Fourier. La plupart des propriétés que nous étudierons seront indépendantes de lexistence de ces développements; ceux-ci n'interviendront que pour permettre de donner aux résultats une forme particulière simple, précise, unique et caractéristique.
On a supposé jusqu'ici que la fonction F était périodique par rapport à chaque variable. Soit F(x,, #,, ..., x,) une fonction continue qui admet p périodes propres distinctes. Nous savons qu'il existe une substitution linéaire à déterminant non nul qui transforme la fonction F en une fonction D y,, Va cs Vs Vpris sers Yn) périodique séparément par rapport aux variables y,, y, ..…., y,. Si b,, b,,..., b, sont les périodes correspondantes, on pourra écrire, en général,
P(Y:, V2» GOT) Ÿ'p»s Ÿ p+1 OO Yn)
=Y a cosar (ne . my ste -m, 32) Bsinar(m, +. + me); 1 2 1 P
les coefficients À et B étant ici des fonctions de y,,,, ..., y, données par les formules
b, > A —— n ei ‘Dcos2r RÉ Y» dyi dy: 7 b, bee 0, 0 5 b, P b, 142... V ps
b, PU ï / / »
a ———— _ js Vp B 7, RE ee [ sinar( Ua ++ mg) dy TYa dVpe
Can
Par la substitution inverse on obtiendra un développement contenant explicitement les anciennes variables et l’on aura, en quelque sorte, séparé les éléments périodiques qui entrent dans la fonction F(x,, ..., æ,); quant
aux coefficients À et B ils ne seront pas, en général, périodiques. Ceci ne suppose rien sur la réductibilité des fonctions F ou ®.
Si la fonction F est réductible à g variables et périodique d'ordre p, on peut la développer en une série dans laquelle les coefficients À et B contiennent seulement 4 — p variables, et il est impossible de former un développement trigonométrique dans lequel ces coefficients contiennent moins de 49 — p variables.
Soit F(x,,x,, .…,x,) une fonction, de périodes &,,@,, …, a, par rapport aux variables respectives x,,æ,,...,2,, que nous supposons développable en série uniformément convergente de Fourier. Si elle est réductible à p variables, nous savons que par une transformation de la forme
[ 1 En Le 5 AE ET +... pl ti a de ae (11) Ce CE I CU ei ee ce ) u} entiers, Vp | ) n | Hi Hilo ME dn & h 4
on peut la ramener à la fonction irréductible D(y,, y2,..., y,) périodique ne 0 deperiodes a, -«., 4, On peut developper Den sème uniformément convergente dont le terme général sera de la forme
(12) Acosar (gi 2 + p 2 ++) +Bsnor(g À Es Te) 1 >
a Xp 4 lp
Si dans les termes de cette série on remplace y,, 2, -.., y, par leurs expressions (11), on retombe sur la série primitive en x,, &:,..., æn. Si les périodes &,, &,,..., &, sont indépendantes, et si l’on détermine «,,
db les ormules
I Mi Mn — = +... +,
) di ln selle ele ses sie ee cle + 0 ,
YA P
I Pi Pn
A p &i An
le développement (12) coïncide avec le développement primiuf chaque fois que lon fait
DD Di Vie Jp di
Fe 23
178 E. ESCLANGON.
Faisons encore la remarque suivante : soit F(x#,,%,, ..., x,) une fonction continue de périodes &,,&,,...,@,, et développable en série uniformément
convergente de Fourier
; ve æ : ON; Gé (13) A+ ÿ A cos2r(m, TE 2 + B Ho Lu me), Bi a
Un, 1 n
la combinaison 2, = m,—...— m,— 0 étant exclue dans les termes qui
figurent sous le signe De On à pour la constante A,
ape :
) LV Jan de...de
L'intégrale du second membre est étendue au domaine parallélépipédique
LES
dontl'oriineestunsommet;et(4,,0,,0)(0,G,,0,::0) (10, 0040) les coordonnées des sommets adjacents à l’origine. Considérant ce parallélépipède P comme fondamental, on obtient tous les autres, en prenant
comme sommets adjacents à l’origine les points de coordonnées
1 1 1 | Pi is P> UE CRIE | Pndns (P’) DE A UE AE Sen n 7è | DU ND Dec en ns
où les coefficients x? sont des entiers satisfaisant à la condition
n D CSS
Je dis que l'intégrale (14), si elle est étendue au parallélépipède P”’, garde au signe près la même valeur A,. Effectuons, en effet, la substitution linéaire
T3 —u1 Vi Lu? J? pr Jr a, Exe: NE has CR) ne er ES :
M in ; Ch 1 ‘4 V2 F ten bus... +pide; dh &; d> Zn
la fonction F(x,,4,,...,x,) devient une fonction D, 207) dont
le développement en série de Fourier s'obtient en remplaçant dans (13) Di Dr, +.) y EN fonction de y,,72, ..., y, au moyen des formules (15). L'expression
Br Le Ge m, LE Ma — +. + My a a
1 La n devient YA Vo Va DR Ep 0) it Dry Pre, PARENT oo
et les entiers p,, p,, ..., p, ne peuvent être nuls que si l’on a
Tin NN), — 0, Il suit de là que l’on a “di a Un CN on CL = [ f ne BR 2 rs old. des 40) “0
V0 = | Î Ne f PDP Mes )n) dYar ne ne 0 0 410
Dans la deuxième de ces intégrales effectuons le changement de variables
indiqué par les formules (15); la fonction ® devient F(x,, x,, ..., æ,), le
domaine d'intégration devient justement le parallélépipède P’, et l’on a 5 J I PF
d'autre part DOS ne) ci
Déni cl ed:
d'où, par conséquent, ; 2 he 7 [ HE ri) dr in À NE . «| ASE )d ri tan:
e (p) “ ({L 2) ce qui établit la proposition.
Si l’on remarque que la fonction F étant développable en série de Fou- : , + | x ; z = 26 Go rier, il en est de même de la fonction Fcos2r{, a nu 0. n
voit que le mème théorème s'applique aux intégrales
x 58 7) NF Gosa rer 4 Emi | do. dar, a; Ce ° ' 7 æ TRI FSin2r (met. mn 2) des. den.
SAC e CA An,
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J'établirai maintenant une propriété d’une grande importance et qui nous permettra, dans un grand nombre de cas, de donner aux développements trigonométriques une forme spéciale. Pour plus de simplicité Je me bornerai dans l’exposition au cas de deux variables.
Soit F(x,y)une fonction continue de périodes a et ben x, y. On peut toujours développer cette fonction en une série simple uniformément convergente de la forme
Le
(16) F(æ, y)= D [Ax+ U(æ, y )}s A, est une constante, U,(x, y) une somme finie de termes de la forme
à Da Y ; 22 Ÿ (17) An cosar ( m Ru ?) +B, sin a ( 2 + An 1)
où mn et » désignent des entiers quelconques, positifs, négatifs ou nuls, la combinaison m = n = 0 étant toutefois exclue. De re : 38 2 ; Considérons l’expression cos2r (me ? + n ÿ) par exemple, où met n
sont des entiers donnés fixes; elle peut figurer dans plusieurs termes U;; d’une façon générale désignons par A; son coefficient (qui peut être nul)
dans U,; la DAT est convergente. il suffit pour le voir d’effectuer
terme à terme (ce qui est possible à cause de la convergence uniforme) l'intégration SL D I T \é — E(x Cos2r| m— n= \\ dx dy.
n 1 20) : a ax b 5
Cette intégrale représente précisément la somme D itr En particulier, la
série formée avec les constantes A, est convergente, et nous poserons
4 nb J AD ul J F(zx, LA) dx dy,
de sorte que l’on pourra mettre le développement (16) sous la forme
(18) F(x, 7) =A + Dis, y),
U, étant, comme nous l'avons dit, une somme finie de termes (17) où les entiers 7n, n ne sont jamais supposés nuls à la fois.
Ceci posé, j'arrive au théorème sur lequel je veux appeler particulièrement l'attention.
Soient u el y deux entiers Jixes quelconques positifs ou négatifs. Supposons que dans le terme général U, de la série (18) on prenne tous les termes de la forme (0) pour lesquels les entiers m et n sont de la forme
M—=pH, ID D,
p étant un entier quelconque positif ou négatif, et désignons par ux(x, y) la somme de tous ces termes dans U}, la série
< Suv(rs 7) => ux(x, y) est uniformément convergente.
Supposons d’abord les entiers 11 el y premiers entre eux, et envisageons l'intégrale
(19) bv= f F(x — av}, y + bu) di;
la série (18) étant uniformément convergente, on peut effectuer cette intégration terme à terme, et l’on aura à calculer des intégrales de la forme
1 dl 0 : COS2T Cr + nr + À(nu — my)| d}, 1 7 y dl sin2T L _+ne +A(ru — m)] d'à.
Or, ces intégrales sont nulles si l’on n’a pas ñ FH TT DUVE10) si, au contraire,
nm
nm L : « —=-——=p (p nécessairement entier), l- y
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elles sont égales, respectivement, à
2 (uZ+u) sin2T Pau D nur 7 L'ibies à Eu Carr. Vi de sorte que l'intégration relative au terme U, donne précisément #4. La
série D u, est donc uniformément convergente et a pour somme
Suv— > Ml, A,
On remarquera que si l’on pose
la fonction $,,, est une fonction de la seule variable z, périodique et de période 27 par rapport à cette variable. D’ailleurs, on a manifestement
. « Su. v UE U, —ve
Supposons maintenant que les entiers {4 et y aient un diviseur commun, nous les désignerons par &’ et y’, réservant les lettres 4, y aux quotients de w’ et v’ par leur plus grand commun diviseur #,
De même nous désignerons par w, la somme des termes de U, pour lesquels »m = pu, n = py', et enfin par w, la somme des termes de U; pour
lesquels Hat Il est bien facile de voir comment on peut déduire w;
de w,. Soit, en effet,
ZT À TL À A COS2T men + Bsin2r HE Re a b a b
un terme de &,; on peut l'écrire
A cosarpy(ne +2) + B sinarpg(n 2 + 2);
il appartient donc à 4. Si nous posons
nous sommes finalement ramenés au problème suivant :
Etant donnée une fonction S,,(z) de période 27, développée en une série uniformément convergente de la forme
Suv(s)= Ÿ ux(5),
u,(z) étant une somme finie de termes de la forme
Acosns +Bsinnz; st l’on prend dans u,(z) tous les termes de cette forme pour lesquels l’entier n est un multiple de l’entier fixe q, et désignant leur somme par u,(z) ul faut montrer que la série DU) esl uniformément convergente.
Or, cette dernière proposition est immédiate; il suffit en effet de former la somme
(20) = Sols) + So + =) one Sus(< _ 2G—0E ||
pour obtenir une série dans laquelle tous les termes pour lesquels x n’est
pas un multiple de g sont éliminés. I reste finalement la série S u,(z)
dont la somme est égale à la quantité (20). La proposition est complètement établie.
Ainsi les séries que nous venons d'étudier sont, dans tous les cas, uniformément convergentes; leurs sommes S,, sont indépendantes des séries particulières qui ont servi à les définir, puisqu'on peut écrire
SV =f E(æ — av}, Mon bp) AN "A,
si 4 ety sont premiers entre eux; si au contraire y’ et v’ sont deux entiers
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admettant y comme plus grand diviseur, en posant
on écrira
4 44 a : b s (21) Sv= 3 f DORE TOC EEE ENTO RES
+F(a 3e gene — AV, Y + Ge ee bp ){dà— Ac.
Démontrons encore que, lorsque l’un des entiers y, v, ou tous deux, augmentent indéfiniment, les fonctions correspondantes SAR ont pour limite 0.
Supposons, par exemple, x et y prenuers entre eux. La série (18) étant uniformément convergente, on pourra écrire
F(x,y)=A+Fi(x, y)+R(x, y),
F,(x, y) étant une somme finie de termes de la forme (179)(m—=n=o exclu) et R(x, y) une fonction périodique inférieure en module à €, quels que soient x et y : on peut prendre y et y assez grands pour que F, ne contienne aucun terme pour lequel » = pu, n = py. On aura dans ces conditions
n BC 0
et, par suite,
di Sy,v —= Luv — À, = | R(x— av}, y + bu) di},
et puisque IRIS on aura aussi ISuol<e.
La démonstration ne demande presque aucune modification dans le cas où les entiers y et v ne sont pas premiers entre eux,
J'envisagerai maintenant d’une façon toute particulière les fonctions S,,
correspondant à des systèmes d’entiers w, y premiers entre eux qui, à part celte condition, seront arbitraires, c’est-à-dire positifs, négatifs ou nuls, là combinaison p = — o exclue; si l’un des entiers 4, v est nul, l’autre sera égal à Æ 1, les lettres 4, v employées sans accents seront dans la suite exclusivement réservées comme indices à ces fonctions.
L'ensemble des fonctions $S,,, est bien déterminé lorsqu'on connait la fonction F(x, y) et, lorsqu'on possède un développement trigonométrique de cette dernière, on obtient immédiatement les fonctions Su, sous forme de séries trigonométriques uniformément convergentes. Il faut remarquer qu'un couple d’entiers 4, y premiers entre eux donne naissance à quatre fonc- UOns : Su. pv) Dur Ou,-v3 ON à manifestement Su Soyons n’y a pas, en général, entre les autres fonctions de relations particulières.
On verrait aisément que deux fonctions possédant le même ensemble de fonctions $,,, sont identiques.
Une question très importante se pose immédiatement. Imaginons deux axes de coordonnées ox’, oy'; à l'origine plaçons le terme A,, et au point
Fig. 4.
(fre) ri or — no “x [e] 1e D A / S- 35=V (T)
de coordonnées 4, y (premiers entre eux) plaçons le terme 5 S,,. Nous formons ainsi un Tableau (T’) dont la convergence se définira à la façon habituelle par la considération de courbes grandissant indéfiniment dans tous les sens autour de l’origine (fig. 4).
Le Tableau (T'} est-il convergent en général et, dans ce cas, quelle est sa somme? Le cas le plus simple est celui où F(x, y) est la somme d'un nombre fini de termes de la forme (19). Le Tableau (1) se compose alors d’un nombre limité de termes dont la somme est manifestement égale à F(x, y).
Le 24
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Dans tous les cas, si le Tableau (T°) est uniformément convergent, sa somme est nécessairement égale à F(æ, y). En effet, en désignant par F’(æ, y) la somme du Tableau (T”), cette fonction admet comme fonctions S,,, celles qui figurent dans le Tableau (F7). Pour le voir, il suffit de
= A LE remarquer que l’on peut représenter avec l’approximation = au moyen
d'un nombre fini g de séries S,, (‘). Dans chacune de ces dernières on
peut prendre un nombre fini de termes de façon que le reste soit en valeur > ! e 1 € e LA 4 absolue inférieur à 2e de sorte que F’ serait finalement représenté avec q
l’approximation € par un nombre fini de termes de la forme (17) appartenant .au développement de F(x, y) et comprenant jusqu’à un certain ordre tous les termes de celui-ci. En choisissant des approximations e de plus cn plus petites, tendant vers zéro, on serait ainsi conduit à un développement particulier de la fonction F'(x, y) dont la somme ne pourrait différer GEAR 0 E
Mais le Tableau (T°) n’est pas nécessairement convergent, etle problème qui consisterait à rechercher les conditions les plus générales de cette convergence paraît difficile. Il est pourtant des cas très étendus où cette conver-
gence est assurée.
Supposons que la fonction F(x, y) soit développable en série de Fou-
rier absolument el uniformément convergente
CT œ V : 7% (MES NES Due cosar( —+n ;) +B,, ; sin (0 — + n 7) ; a b 2 a
IE posons
_— 2 ÿ : GE VY HA COS 2 Cr = + 7 x) + B,,,, Sin or (m 7 er 7) À côté du Tableau (T’) considérons le Tableau (T), obtenu en plaçant au point de coordonnées m», n le terme #4, et au point O (fig. 5) la constante A4. Le Tableau (T) est, par hypothèse, absolument et uniformé-
1 e oc # *& Te : à Lt A (1) On suppose, et c’est toujours possible, que Îles fonctions Sy, ont été obtenues au moyen d’un développement en série de la fonction F(æ, y), développement de la forme (18) par exemple.
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 187 ment convergent et a pour somme F(x, y). Les séries Sy Sobliennent en
Fig. 5.
x Un «nt
considérant tous les termes de (T) situés sur une même droite issue de l'origine, à l'exclusion de la constante A,.
ILest évident d'abord que les séries S,, sont absolument convergentes. Le Tableau (T') est lui-même absolument convergent. Soit, en effet, P(x, y) la somme du Tableau (T,) obtenu en remplacant dans (T) chaque terme 4», par son module, et soit de même (T") le Tableau obtenu en
Ov r à 4 . CC dans le Tableau (T°) la somme des termes contenus à l’intérieur d’une
remplaçant dans (T’) chaque terme par son module. Il est clair que courbe C quelconque est toujours inférieure à ®, ce qui établit la convergence absolue du Tableau (T"). On pourrait considérer la proposition comme établie en vertu d’une remarque faite plus haut, mais à cause de son importance j'en donnerai une démonstration directe.
Soient une suite de courbes C,, C,, ..., G,, ... grandissant indéfiniment dans tous les sens autour de l'origine, par exemple des rectangles de centre O; traçons ces courbes à la fois dans les Tableaux (T), (F,), (T’) et (T°). Désignons par F,(x, y) la somme des termes de (T°) contenus dans la courbe C, et par ®,(x, y)la somme des termes de(T,) contenus dans C,,. Le Tableau des modules (T,) étant convergent, ®, a pour limite D. Désignons de même par K°,(x, y) la somme des termes de (T°) contenus dans C,. La somme F°,(#, y) contient d’abord tous les termes de F,(x, y), plus les restes des séries S,,, quand on arrête celles-ci à la courbe C,. On a
donc | Fo, Là = EACz y) | < D — D.
Or, ® — ®, a pour limite zéro, done Re; y)aune bite, et cette limite
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est celle de F,(x, y), c'est-à-dire F(x, y). Comme la suite ®,, ®,, ..., d,, ... estuniformément convergente, il en est nécessairement de même de
ERA EG ne)
On pourra donc écrire dans ce cas . Q (22) F(æ, y)=A+t D Sue, y).
le second membre (!) représentant la somme du Tableau uniformément convergent (T’). D'ailleurs, si un tel développement est possible, 1l est unique, puisque les fonctions $,,, qui y figurent sont données par les inté- BLAle A"
Les résultats précédents s'étendent sans difficulté aux fonctions périodiques d’un nombre quelconque de variables.
Soit F(X,,%, ., &,) une fonction continue périodique en 27,72, 2,3 de périodes a}, 2,4%, 4. Entposant
; ds TA Un A [ PA Ft ar di) dei detre de, da... Qn J, JD, De
on peut toujours développer Ken une série simple uniformément conver-
gente
F=A, + SU
où U, est une somme finie de termes de la forme
& fs G; da
LA æ 4 æ x (24) A cos2r (me, En 0e :) - B sin arm, Re 2)
dans lesquels »2,, »,, ..., m, soni des entiers positifs, négatifs ou nuls, la combinaison mm, — m, =... 1m, —= 0 exclue. Si l’on se donne arbitrairement les entiers fixes quelconques &,, 1, ..., u, et si, dans U;, on prend tous les termes de la forme (24) pour lesquels
m, M M n — Ne Pi P2 Pn (1!) Le facteur : provient de ce fait qu'au terme Sy,v correspond son égal S_4,._,,
Ce
p étant un entier quelconque positif ou négatif, et désignant par &, leur
somme, la série DE esl untformément convergente. On distinguera encore deux cas:
1° Les entiers 2, 4, ..., uw, n’ont pas de diviseur commun. Alors la
somme de la série D. ux peut s'exprimer par une intégrale définie simple,
que l’on obtiendra de la façon suivante : Soit un Tableau de »(n — 1) entiers
.1 2 n ri Jos 7
1 1 Sen Do SO Er
assujettis à ces conditions qu'il y ait dans ce Tableau un déterminant d'ordre (n — 1) différent de zéro et que l’on ait, de plus,
shelelshelets tele ele iele lv firielenel else ele ele ele er
1 2 n — Vas Pi SE n=1 P2 Te 1 mil n—1 Pin — 0.
Considérons ensuite les formes linéaires en À,, À,,..., À, PER AT OR PE CORRE Er ee Cr Pa (ihee PNR RCD je Peer) Te nn Au BG CRE me Re Ads
te LT + , la série À, + D ux a alors pour somme l'intégrale
1 1 AL | [ CE | F(xz;+ P;, x + P:, ss Ent Pr) Gh ddl. 0 0 10 On aura ici encore
pu, Us ces Un —= ù Ulis ue A
a fonctions, ,, . estune fonction périodique, et de période 27, de la seule variable
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2° Si maintenant p',u,,..., 14, sont des entiers qui ont pour plus grand diviseur g, en posant
bi — + 739 bn — on aura : 1 | À s 27 eg ur) || Sp, BP — q } Sun, un ( 3) DR Le Un (: Eu =) TUE Er 7 EUR Sp ee Un (: Aie q |
Envisageons enfin les fonctions S, .,, correspondant à tous les systèmes d’entiers 14, We, ..., L, premiers entre eux ('); on démontrera, comme précédemment, que st la fonction F(x,,...,æ,) est déceloppable en série
de Fourier absolument et uniformément convergente, la série multiple
A AU D) Su, Ua, Br
est uniformément el absolument convergente el représente F(x:, Day rv:3 Cn);
de plus, si un tel développement existe il est unique.
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES UNIFORMÉMENT CONTINUES.
Développements en séries de Fourier. — Soit f(x) une fonction quasipériodique uniformément continue attachée au champ des périodes à,, A3, ++, An, Celles-ci étant indépendantes ou non.
Si les périodes sont indépendantes, la fonction associée sur le champ total F(x,,#,,...,æ,) est continue, périodique, définie pour toutes les valeurs des variables et vérifie l'identité
(1) CEA Et MA AE
c'est d’ailleurs dans ce cas la seule fonction qui jouisse de ces propriétés.
(1) Si plusieurs de ces entiers sont nuls, les autres doivent être premiers entre eux; si tous sont nuls à l'exception d’un seul, celui-ci doit être égal à +r.
Si les périodes données sont dépendantes, il existe encore des fonctions continues F(x,,x,,...,æ,), définies pour toutes les valeurs des variables, périodiques et de périodes 4,, 4,, .…., &,, et vérifiant f(x) = | MS MRE NE mais, dans ce cas, il en existe une infinité.
Soit, dans tous les cas, F(x,,x,,..., æ,) une fonction salisfaisant à ces propriétés. On pourra développer F en série de la forme
F AU
où U, est une somme finie de termes de la forme
1 CL ñ (6 d (5) Acosar( m, Rue fn 2) — 1} sinar( MR PS É7, 2) a, a a On peut même en écrire le développement (3) F— A+ Ÿ Ur
et supposer que, dans les termes de la forme (2) composant U,, la combi-
MAISON 72, — Me —...— TR IOIESL toujours exclue. Si, dans le développement (3), on fait
Ty TL Un = T, ré
on obüent un développement parüculier pour f(æ)
f(æ)= A+ D Paz),
Lames en > A
4 ji D ss /YT u P,(æ) étant la valeur que prend UÜ, pour x,=%x,=...—%,=2x, cestà-dire une somme finie de termes de la forme
(100 m ; m mi (5) A cosanx( — +...+—")+Bsin2ræ m++ 2e); a, : a; a, c'est, à la forme près, le développement de M. Bohl dont il a été déjà Pate (prebp122;).
Supposons maintenant que la fonction F(x,,æ:,.:.,%,) soit dévelop-
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pable en série de Fourier
‘ Q Ti Th + Ts -- m En .
(6) F=A,+ 9 A cos2r{m —+...+m,— )+Bsin2r rare n ; di n 1 n
on aura alors pour f(x) le développement uniformément convergent
m M Mn (Ca) HÉEAETTE Y'A cos2ræ SCANS LE PA ) di > An ‘ m M m D Silence Re GR 2e dn
où le second membre est une série multiple, les entiers m»,, m,, ..., m, prenant toutes les valeurs positives, négatives ou nulles, à l'exception de la
COMOMAIS DD 7 = Ma M 0.
Dans tous les cas, on remarquera que les périodes a des sinus ou cosinus qui figurent dans ces divers développements vérifient des relations de la forme
Û ee
ce sont les périodes du corps réduit défim par 4, 4,4: a Din le cas le plus général, celui où (a,,&,,..., a,) serait un système quelconque de périodes dont le champ est attaché à f(x), certaines des périodes (8) pourraient n’avoir aucun rapport avec les périodes du corps fondamental attaché à f(x). De plus, si &,, a, ..., a, sont dépendantes, à des systèmes d’entiers distincts 22,,m,, ...,m, peuvent, par la formule (8), correspondre la même période a, de sorte que dans le développement (7) les termes correspondant à ces systèmes d’entiers fournissent les mêmes
‘ wi . WA fonctions cos27 > SIN2T—:
Le problème le plus important qu'on puisse se poser vis-à-vis des déve-
loppements de la forme (7) est le suivant :
Les périodes a,, a,, ...,a,, dont le champ À est attaché à la fonclion f(x), étant données, le développement est-il unique ?
En d’autres termes, si l’on à deux développements de cette espèce, les
termes correspondant aux mêmes systèmes d’entiers m,, M, ..., m, Sontils nécessairement identiques ?
Îl'est clair que, si les périodes &,, 4,, ..., a, sont dépendantes, le développement n’est pas unique; en effet, ce développement contenant des termes différents, quant aux systèmes d’entiers 72,, m,,..., m,, mais de mêmes périodes, on peut modifier leurs coefficients sans changer la somme de la série.
Supposons maintenant que les périodes &,, 4,, ..., a, soient tndépendantes. Toutes les périodes & données par la formule (8) et figurant dans les sinus ou cosinus du développement (3) sont alors distinctes (1). Dans ce cas, le développement (7) est unique. On peut le montrer de plusieurs façons. Tout d’abord, on verrait sans peine que le développement
A+ DA cosar(m, ARRET 2) - B sin (mn OR 2) &i Un di Un est lui-même uniformément convergent; sa somme F(x,,æ,,...,æ,) est la fonction associée de f(x) sur le champ des périodes a,, a,, ..., a,, et, comme F est développable en série de Fourier, les coefficients À et B seraient donc parfaitement déterminés.
On peut le voir aussi d’une autre façon, en se servant d’une expression différente des coefficients A et B que nous allons indiquer. Considérons l'intégrale indéfinie
1° a?=£ h?, on obtient immédiatement la fonction primiuve
[ ; I I I : I À À sinon tv| = + =) HE —— sin2rxz|-—— TAN I a hi É I a h
(1) Bien entendu nous supposons toujours que les coefficients (A,B), (A',B') correspondant aux deux systèmes d’entiers (791, Ma, ..., Mn) (— Mi, —Ma,..., — Mn) satisfont aux conditions À = À’, B=— 1h.
se
ND (SX
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et, dans ce cas, l'expression
] CA TÆ J=— f COS27 —COS2T -— dx æ , a h a pour limite o lorsque # augmente indéfiniment;
20 it, Onaalors
He f ; \ :
J a pour limite < lorsque x augmente indéfiniment.
On obtient des résultats analogues relativement à l'intégrale
ï d , DEENE d — sin2T—SiINn2T—dx æ Je a h
2 2 r Jimi D'imité Le qui a pour limite o si a?=£ h? et pou e += Enfin, on vérilie aisément que te I LE T cf Cos27 —sin27 — dx de a LL a toujours pour limite o lorsque x augmente indéfiniment. Ceci posé, considérons la série
(80%) Er) = A+ YA cos (7 +... + — + B sin mc (2 ++ +)
d; n CA An qui est par hypothèse uniformément convergente. Nous représentons la convergence de la série toujours de la même façon, c’est-à-dire que, dans un espace à » dimensions, nous plaçons au point de coordonnées 7»2,, ...,m, le terme
m m : mt m (9) Umims.,m, = A cos2ræ (2 +... + 2) +B sin2ræ( —<+...+"). \ di An di Xn S1 nous considérons une suite de domaines C,, C, ..., Cx, ... grandissant indéfiniment, étant donné € nous pourrons trouver un domaine C4 de façon qu’en désignant par /,(æ) la somme des termes de la série (8 bis)
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 199 compris dans C;, on ait, quel que soit x,
fe) —frtæ)l<e.
Posons R;(x) = f(x) — f(x),
et calculons l'intégrale
(1 4 I T I — T)ICOSST ATX — — SE f(x) tde=: |
fetr)cosar Ed + f R£(æ)cos2r - dx, a æ), a
où l’on a posé
I m m mi 1 2 n — +... +
fr est la somme d’un nombre fini de termes de la forme (9), par conséquent, L! T . . . . . . , .
_ ‘0 it) cos2r dx a une limite pour x infini. Or cette limite se réduit L2 (] -
à la somme des limites relatives aux deux termes &
SIT A; 113 05 m
et à ceux-là seulement puisque les périodes a,, &,, ..., a, sont indépen-
A (e Um, mn ses —/Mn) dantes; par conséquent, en supposant bien entendu que le domaine C; u
IN 4; Mo; 3 — Mn)
contienne les termes x
MA, No, Mn)
D on PS TT ER lim à fl Ji(æ) cos2r dx — A.
D'autre part, on a, quel que soit x,
AS
rod I VA = f R;(x) cos2r — dx bA «a U 0 par conséquent, puisque € est arbitraire, . I - Æ A im — il f(æ&)cos2r— dax.
x=eoT, 0 (42 On trouvera de même
B= lim = f f(x) sin2r = der.
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Ceci montre bien que, si le développement (8 bis) existe, il'est unique. Le même raisonnement s'applique à un cas un peu plus général. Supposons, ce qu’on peut toujours faire, qu’on ait développé f(x) en une série
simple uniformément convergente
f(æ)=Ao+ D Pal),
P,(æ) étant une somme finie de termes de la forme (9). La même fonction
m M) m . Fe cos2ra LR Li +,..- ne) peut entrer dans divers termes P;; désidi da n
gnons par À, son coefficient dans P; (A; peut être nul).
La série À A, est convergente el a pour somme
er 2 x In) = | f(æ)cos27r = dx Ro V0) LT
en posant toujours
m, M mn } É + [= e
= OT 1 3 a &; C2 Gi,
le facteur 2 provientici de ce fait que nous ne faisons plus de distinction entre
les termes
@,07 M Mn — M, — M — My COS2TX L SE 60 0 et cos2rx Se too :
di CE GE a A
Une conclusion analogue se déduirait de la même façon relativement aux
ë . . m m1; m . ’ coefficients de la fonction sin2rx (2 12 = FE Un). Ces derniers réil 2 mn sultats se trouvent d’ailleurs sous une forme à peine différente dans le travail de M. Bohl.
Voici encore un résultat important qui se démontre par Le même procédé : S1 a est un nombre ne vérifiant aucune relation de la forme
I ms M he —= AU hoc ) a CL de Gr OÙ P,, Ds, -.., M, SOnt des entiers quelconques positifs ou négatifs, les
quantités
TX +2 I % I e e »
— [ f(x) cos2r — dx, | f(æ)sin2r = dx LES PS «d D 7 [42
ont pour limite o lorsque x augmente indéfiniment; ceci suppose simplementque &,, d,,..., 4, est un système de périodes dont le champ estattaché à la fonction f(x).
Or, supposons f(x) quasi-périodique d'ordre D'SUSOIUE MS. 47 UE base du corps fondamental, les seules périodes qui vérifient des formules de la forme
sont les périodes du corps réduit fondamental attaché à f(x). On peut donc énoncer le théorème suivant :
Si a est un nombre quelconque qui n'appartient pas au corps réduit fondamental attaché à la fonction quasi-périodique f(x), les quantités
(à do I æ I < L cf Jf(xæ)cos2r - dx, — [ f(x)sin2r-dx Ge 0 Si JG qe
ont pour limite o pour x = +.
Cette propriété nous permettra de fixer un point de l'étude des développements en série de Fourier.
Soit (&,, &;, ..., @,)un système de périodes #rdépendantes quelconques dont le champ est attaché à la fonction f(x). Le développement
Tibn
m , m 10e (10) fCæ)= A+ ŸAcosare(t+. + me) Bsin2rz (= ae _.
di An 1
est unique; mais Si @,, ds, ..., A, n'est pas une base du corps réduit fondamental (x >> p),ilse présente dans ce développement des circonstances particulières qu'il importe de signaler : il existe alors une infinité de coefficients A
et B qui sont nuls. Posons, en effet,
I m M3 Mn + —";
DE es TS ... )
a a; dy An
les nombres & étant ainsi les périodes des lignes trigonométriques qui figurent dans le développement(r0). Les coefficients correspondants A et B
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sont donnés, comme on l’a vu, par les formules
A= lim à f f(æ)cos2r = de,
x=e TL (41) ) | | = “L 7 (ae) sin 2UTE - dx.
Or l’ensemble des nombres & peut se diviser en deux parties :
1° Les nombres & appartenant au corps réduit fondamental qui est d’ailleurs tout entier contenu dans l’ensemble (a);
2° Les nombres à qui n’appartiennent pas au corps réduit fondamental; d’après les propriétés précédentes tous les coefficients A et B correspondant à ces périodes sont nuls; de sorte qu’en réalité les seules périodes a figurant réellement dans le développement (10) sont les périodes du corps réduit fondamental attaché à f(x).
On voit qu’en définitive, les seuls développements caractéristiques sont ceux que l’on obtient en partant d’une base (a, «:,...,«,) du corps réduit fondamental
; m m : m m (12) f(x)— A+ Yacosare( 7 ++ 2 )+Bsinarxz( —+...+—2 ); & lp Ca Lp les autres développements tels que (10), bien que mis sous une forme différente, contiennent exactement les mêmes termes. Les coefficients A et B sont donnés par les formules (11) où l’on à posé
1 mi M mp lus Pa meerS a Ca T2 C:
ou encore, si l'on désigne par F(x,, x, ..., æ,) l’associée de f(x), par Les formules
Ch
1 é. 4 v æ Are ere | F(Ti, Las, Lp) COS2T | M — +... + my Ly An ce Up Jp ; CA c
) GE dx, … TUE
I à " v Ba = - _ 4 À * TR ee FÜr:,2%,...4,)Sin2Tml im + mm, =|\de dr. de. P Le P 1 2 p D Age Up, 0 (04 (e 4
La forme précise que nous donnons au développement (12) est subor-
donnée au choix de la base &,0,.. ., dans le corps réduit fondamental. Si , . .
l’on choisit dans ce corps une autre base 8,8,...6,, on obtiendra un autre
développement np\.
ge)
Il est facile de voir qu'il existe entre ces deux développements une correspondance très simple. Soient, en effet,
(13) J(a)= A+ ŸA'cosanæ (2: + Bite F GE) Bsinanæ(or4. 1 2 P 1
y Na, = Er
Bi 1 2 TL p
NE Le ne, à } L entiers D p
PR ei
Bp ai Xp
les relations de dépendance qui lient les & aux 6. On à d’abord
1 1 il Bi Ha + by
us
MN QU
Etablissons entre les points de coordonnées 72,, m,, ..., m, dans un premier système d'axes (T), et les points n,, n,,..., n, d’un second système d’axes (T,), une correspondance définie par les formules
Mini pin + HUE) = M
Cette correspondance est bien univoque et atteint tous les points de l’un et l’autre système; de plus, lorsqu'un point s'éloigne indéfiniment de l'origine, son correspondant, dans le second système, s'éloigne aussi indéfiniment. On pourra donc, à tout terme de la série (12), faire correspondre un terme bien déterminé de la série (13), et inversement. Je dis que deux termes correspondants dans ces deux séries sont identiques. En effet, on à d’abord, comme on le voit immédiatement,
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el, par suite,
| A=a'=limE f J\æ) cos2r = dæ, è 0
ES
RS [58 =timz f J(x)Sin2r” , Afe==iA,, On peut aussi létablir sans se servir des formules (14). Appelons
FCE,, ma... 2) et D(Y45 Vas cs VD) les associés de / (w)sugles champs
déspériodes(r, as -.2) (BR: 1207)
On sait que ® se déduit de F par la substitution linéaire
: Me CE feu PE Re el a
D'autre part, 6n à
B4 Bp I F V Vn Le ef ef D Food )cosar (n J1 +22) dy ANA a CNRC ) : (Yi Jr) 0: PE vit Y}
Effectuons sur cette intégrale le changement de variables défini par (15). IL vient alors, en remarquant que
D(Y19 Ya +. Yp) __ BiB2.- y _ = EE CE À (AE), D re) CHRONICLE Ne CAPOT ad )COS2 RU < +... + mn TP \ de der 7 Gide Ah RAR lou fe DES
Cette intégrale doit être prise à l’intérieur du parallélépipède P’, dont les sommets adjacents à l’origine ont pour coordonnées
CA AR D Tu). (a Dre Ron), DOLON) (& MS Ci ne
où M} désigne le coefficient de u! dans A. On déduit de là
MI M M À A FA
A …. …. .….. CS ANS M? My. M RTS
et, en appliquant la proposition établie page 179,
: 2 D He 2 Here de) cosar(m, des ae myct) CARE LES (P') %1 Xp
Ca CE ,& — A F a Æ\ Th — … F(z;, ..., æ))Cos2n|m — +...+m, | dx,...dx,; ct ot 0 0 “0 1 P
par suite
AA' ) Xp _. .
lo L t a il … PET a )cosen| nu dm, LE) Gr, dr, A.
LiA2... App) Jo à A C7
On trouverait de même = NE
Ainsi les termes qui se correspondent dans les séries (12) et (13) sont égaux, et c'est dans ce sens que l’on peut dire que ces séries ne sont pas distinctes.
FONCTIONS S. DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DE FONCTIONS PÉRIODIQUES. Nous avons déjà remarqué (p. 196) que si l’on a le développement N fla)=A + Pix),
et si l’on prend dans chaque terme P,(x) le coefficient A, d’un même terme
de la forme
fee « : | la série S A4 est convergente.
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Mais ily a plus; soient a, u,, ..., 1, des entiers fixes quelconques (je
si RS ne ?
réserve les lettres 1,, &,,..., 4, sans accents pour le cas où ces entiers n ont aucun diviseur commun); dans chaque terme P; prenons, S'il y en &, tous
les termes de la forme
Acos ampa ( E Eee # bu) - Bsin2rpæx (Éte..+ ee), «a :
l UE) An
p étant un entier quelconque positif ou négatif, et soit u, leur somme
dans le terme P,; la série
A+ ux(æ)
est uniformément convergente. C’est une fonction simplement périodique dont la période a est donnée par
! } LA ï _— Pi P> NES ER a a; > 4
Cela résulte immédiatement de ce que nous avons dit (p. 190)sur les fonctions que nous avons appelées Sir ur u(Æi; Lis -- ., &,). dans l'étude des développements en série des fonctions périodiques de plusieurs variables ; il suffit de faire
LL i —=TCh—=%X, pour obtenir immédiatement
A+ du (x) NEO Ut Ti et)
Si les entiers 4,, Lu, ..., 1, sont premiers entre eux, la fonction S se met sous la forme d’une intégrale définie (voir p. 189)
1 11 SAT En ue) =} _ 711 EGP, xl, 21 Pi). die A0.
er %e . : 1 ! US Enfin si les entiers p,, 12, ..., 1, admettent un plus grand commun diviseur g, en posant Ps Pen
FR R PRE Pin —
et
L à Eee re a a; d a
on peut écrire aussi
LE TA AI ER D, ..., æ) 1 | a a —-)s on LC RS 2. À q| Buse Un (D ? æ) + Su, (2 + q 2 142 q. Se + Su, NEC ? 2 +02)
Envisageons tous les systèmes d’entiers 1, 1, ..., u,, positifs, négatifs ou nuls, mais premiers entre eux; si la série
A+ Su, ROME NA)
esl uniformément convergente, sa somme est égale à f(x), etnous avons vu que cette circonstance se présentera toujours lorsque la fonction associée, et par suite la fonction elle-même, est développable en série de Fourier absolument et uniformément convergente.
Dans ce qui précède nous avons supposé simplement que le champ des périodes a,a,...a, était un champ quelconque attaché à la fonction f(x).
Examinons d’un peu plus près le cas où l’on part d’une base de périodes dd @ AU Corps réduit fondamental.
À tout système d’entiers x, 1, ..., w, correspond une fonction Sup. ul (A æ,...,æ) que pour simplilier nous désignerons par Su, we).
Cette fonction est périodique et sa période a est donnée par la relation
NS CHOSE
c'est une période du corps réduit fondamental.
Ainsi à toute période a du corps réduit fondamental correspond une fonction bien déterminée Sue, u,(X) que nous désignerons souvent aussi par le symbole S(x); l'indice a indiquant la période correspondante. Mais une question se pose immédiatement, La fonction S,(x) ainsi obtenue est-elle indépendante de la base &,, &,, ..., &, que l’on a choisie dans le corps fondamental? En d’autres termes, si 6,, 8,, ..., 6, est une seconde
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base de périodes, on aura
y V y el 2 ?
= — 8 DES Sc 0 3 si , a 1 B Pp
et dans ce système on obtiendra une fonction 6,,,..,,,(æ) analogue à S; les fonctions S et 5 sont-elles identiques? On peut déjà se rendre compte qu'il en est bien ainsi en remarquant que si S,(æ) est développable en série
de Fourier
nm —=+ x Gi mn LT m ee S,(r) — D An cos2r= PB L=—=— les coefficients À,, et B,, sont donnés par les formules re An= lim = [fr AIG = BtimE [° Late )sin2r L==@ T L'= 00 T
qui ne dépendent que de la valeur à.
Nous donnerons plus loin (p: 220) une démonstration rigoureuse de cette propriété, applicable au cas où les fonctions S, ne sont pas développables
en série de Fourier.
Ainsi à toute période a du Corps réduit fondamental correspond une fonction S,(x) bien déterminée, continue périodique, de période a.
Parmi les fonctions S celles qui correspondent aux périodes primitives & du corps réduit fondamental (11,, 14,, ..., 1, premiers entre eux) forment une classe à part. Elles paraissent jouer le rôle de véritables facteurs de décomposition dont la somme reproduit la fonction quasi-périodique ellemême. On peut d’ailleurs en déduire toutes les autres fonctions S. En effet, t étant une période quelconque du corps réduit fondamental, il existe une période primitive +, et une seule, dont & est un sous-multiple
les fonctions S, et S, sont alors liées par la formule
À Sa) + Safe + 2) Sa(e+(y—n2)l.
Les fonctions périodiques S,(æ) ont une moyenne nulle, c’est-à-dire que
1e DAT) dE = 0:
Enfin l'expression des fonctions S(x) au moyen d'intégrales définies montre qu'elles ont une existence propre, indépendante de toute hypothèse sur la nature des développements en séries de la fonction f(x).
Développements en séries de fonctions périodiques. — Donnons-nous une base &,,4,, ..., à, du corps réduit fondamental. A tout système d’en- UErs fi, U, -.., ,, premiers entre eux, correspondent une période primiuve &, donnée par la formule
He
et une fonction S,(æ). Dans un système d’axes et dans un espace à p dimensions, plaçons au point de coordonnées 4,, W,, ..., 1, le terme correspondant 5 S,(x), et au centre la constante A,; nous formons ainsi un Tableau qui, s'il est uniformément convergent, représente f(x) :
f(æ)= A+ : D Sa);
chaque fonction S,(x) intervient en réalité deux fois puisque l’on à Sa(r)=S (x).
Si l’on remarque que deux périodes primitives quelconques (si elles ne sont pas égales et de signes contraires) sont toujours incommensurables, on voit; en rassemblant les termes $, et S_,, que f(x) se trouve développée en une série mulliple, uniformément convergente, dont les termes sont des fonctions périodiques, les périodes de deux quelconques de ces fonctions étant toujours incommensurables. Lorsque un où plusieurs entiers 4, U, ..., Lt, grandissent indéfiniment, la période correspondante & devient soit infiniment grande, soit infiniment petite. La série précédente est une série multiple d’un genre particulier, mais il est clair qu’on pourrait, d’une infinité de manières, la transformer en une série simple.
La considération des fonctions S,(xæ) permet d'obtenir une troisième
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expression des coefficients qui figurent dans le développement de Fourier. Soit
m m À m m Atosoaa(e te AN pSine m+..+ 2) ea Lp en Lp
un terme de ce développement. Désignons par g le plus grand commun diviseur des entiers m,, M3, ..., m, et posons
I mi 1e 1 1 {M PLUS EE Mende de a Ca dy LAON œe
on en conclut immédiatement que
«a œ ] WA il ZT Az: f Sat) cos2rÊ de = 2 f Sa(æ)cos2rg 7 dx
ct
(À œ B = - i S,(æ) sin on? dr == 1 Sat) sin2Tq = dr. BA a CHI a
On voit, en définitive, qu'il existe des fonctions quasi-périodiques (et ce seront celles que l’on rencontrera habituellement dans les applications) développables en séries uniformément conver gentes dont les termes sont des fonctions simplement périodiques, les périodes de ces fonctions étant deux à deux incommensurables.
Mais même dans le cas général, on peut démontrer que toute fonction quasi-périodique uniformément continue f(x) est développable en une série
simple uniformément convergente f(e)= A+ qu),
dans laquelle le terme général 2, (x) est une somme finie de fonctions Da (0e
et chacune de ces dernières n’entrant qu'une fois dans l’ensemble du
développement, c'est-à-dire n’appartenant qu'à un terme au plus de la TU
série d'or).
I reste à se demander si ces développements sont caractéristiques, en d’autres termes, si l’on ne pourrait pas imaginer des développements analogues, dans lesquels les divers termes seraient des fonctions périodiques, ou des sommes de fonctions périodiques distinctes des fonctions S,, les
périodes de toutes ces fonctions étant deux à deux incommensurables. On verra bientôt que cela est impossible; nous établirons auparavant une nouvelle propriété des fonctions quasi-périodiques, propriété intéressante à d’autres points de vue, et où l’on retrouvera l'importance des foneuons S(x).
FONCTIONS MOYENNES DÉDUITES D'UNE MÈME FONCTION QUASI-PÉRIODIQUE
Nous allons démontrer la proposition suivante :
Soient f(x) une fonction quasi-périodique uniformémement continue, h un nombre réel quelconque; lexpression
ne) + fe + 2) + (2 + 2h) +4 Ce + (a 0) )},
a, quel que soit x, une limite lorsque l’entier n (que l’on peut toujours supposer positif) grandit indéfiniment.
J’appellerai cette limite une fonction moyenne, et la désignerai par le
symbole . (/(æ), 2)
Il résulte de la façon même dont elle est définie, que si la limite (f(x), ) existe, c’est une fonction périodique de x, de période 4. Nous établirons en outre que cette limite est une fonction continue de x, et que, relativement à cette variable, la limite est atteinte uniformément, c’est-à-dire que restant fixe, si l’on se donne € positif, on peut déterminer v tel que sous la
seule condition 2 >v on ait
a LfCe) + fe + 0) ee + (un) = (7e) )|<e,
et cela quel que soit x.
S \à = É mp 1 de De Considérons d’abord les fonctions simples cosx et sinxæ. On a, d’après
en:
une formule connue, . nh SIN — COS| € +
— {cosæ + cos(æ + h)+...+ cos(æ +(n—1)h)|: er h ; n sin —
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cette formule n’est applicable que si À Æ 2kn., Si h = 2kx le. premier membre est égal à cosx quel que soit # et la proposition est démontrée.
Si k = 5k% on a
sin : 0;
le second membre montre que la limite pour » = est égale à 0, et atteinte iniformément par rapport à æ, puisque le numérateur est en valeur absolue inférieur à l’unité.
On obtient un résultat analogue en ce qui concerne la quantité
NULS ( ") SIDE INT
Ue = (sine + sin(æ+h)+...+sin(x+(n—1) k) = : :
Si À — 247 on a, quel que soit », Te “a | COS æ + Cos(x + À) +...+ cos(x + (nr — 1), — CosZ /
et une formule analogue pour sin +.
Le théorème est donc établi pour les fonctions trigonométriques simples, el par suite pour les sommes finies de ces fonctions trigonométriques. Considérons encore les fonctions
L . TL ETES LEE
où p est un entier; 1l résulte du théorème précédent que si L est un nombre incommensurable avec la période a, on a nécessairement, quel que soit ne
l'entier p,
TZ . TX COS2Tp > HO, SIN2rp—» h|—0o.
Supposons, au contraire, que L soit commensurable avec &
ra . .
he Fm (7, g, entiers premiers entre eux),
et, au heu des fonctions sinus et cosinus, considérons le cas plus général
d'une fonction périodique continue quelconque f(x) de période a.
Calculons la somme JG ES(Z+R) +... +f(x+(n—nk):
effectuons pour cela la division de » — x par g et posons
n—1—=kq+Ss CS) on peut alors écrire
en oi.
(a—2) A = C) 71 Ces +n4 = (kr +o x Le Ce (+4 = (reg LJe CET ETC 2)! Je de sorte que l’on aura = f(æ)+ fe +h)+...+f(æ+(n—nh) = AN f+y(e+ 2) + fe + (9 ne)!
a LL)
ra À ra HO EESICE se) \ ‘4 | Puisque s << g, lorsque » augmente indéfiniment la deuxième des sommes figurant au second membre tend uniformément vers o. Quant à la pre-
k Fe AE I 1é a r limite -, de sorte que finalemière, remarquons que > re. à pour q à
ment le premier membre tend uniformément vers la quantité
I HART CAE D ee ra\} (fe), 4)= Elfe) fe + ) ++ fe +99)
On peut d’ailleurs la mettre sous une autre forme. Les entiers r et { élant
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premiers entre eux, si l’on effectue la division par g des nombres TROT NOT Use l)Te les restes sont dans un certain ordre les nombres 1 DNS nl)
de sorte que l’on peut écrire encore ni | a PSP AErS CN CODEAHOEI CENT CETTE)
On voit que la limite (f(x), L) dépend seulement du dénominateur g figu-
. . : re ra rant dans l’expression de 2 en fonction rationnelle de la période a, (2 = A
Elle admet la période : par rapport à #.
IL est intéressant de voir ce que devient (f(x), h) lorsque l’entier q augmente indéfiniment. Si la fonction f(x) est intégrable, on retombe précisément sur la définition de l'intégrale, de sorte que l’on a
CH
cette limite ne dépend ni de x ni de , et cela fait pressentir déjà que lorsque } est incommensurable avec la période a, l'expression
un CHAT ESS ER Ar ver
a invariablement pour limite la constante A,, mais ce n’en est pas une démonstration.
Si f(x) est développée en série de la forme S(æ)= A+ Ÿ Ua (æ),
Ü, étant une somme finie de termes de la forme
va : d Acosarn— +Bsin2rn-; «a «a
en prenant dans U; tous les termes pour lesquels » est divisible par l’entier fixe 4, et désignant par w, leur somme, la série dur est convergente; sa somme n’est autre que
= ft) +f(e+ ++ f(a er —n$)= (rc) “|
En particulier si f(x) est développable en série de Fourier
à d 4 æ TARA A+ŸA, CoOs2T An — + B,sin2Tn—;) a a
on à
+ à æ ; æ [rer ) 2] — A+Ÿ A mg COS2T M > + B,,,Sin2T7mq _
Les fonctions de x, fie =) se rapprochent d'autant plus de la constante À, que g est plus grand, c’est-à-dire en somme que le rapport de # à a est moins simple; leur oscillation tend vers o quand q augmente indéfiniment. En effet partageons l'intervalle x, x + a en g intervalles partiels égaux, et, dans l'intervalle de rang #, désignons par #2, le minimum absolu de f(x), par M; son maximum absolu; on à, d’après la définition même de
l'intégrale, T+a
Dis f fa) das= DM, et aussi
É & HN fe .
D | ra) :] =. Ju, :
par suite
Los]
de sorte que si l’on désigne par &,le maximum de
< Due mi);
f(e . 2) — f(æ) lors-
qu’on fait varier x on a
CRE
Nous avons ainsi une limite supérieure de l’'oscillation de la fonc-
tion [/Cæ), 2]
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IL est bien évident que, g augmentant indéfiniment et f(x) étant continue,
€, à pour limite o.
Abordons maintenant le cas général en démontrant tout d’abord le
théorème fondamental suivant :
Tuiorème. — Soit f(x) une fonction qui se met sous la forme d’une
série uniformément conver gente (1) JE) Let) Ro, (m7
dans laquelle chacune des expressions (o,(x), h) est supposée avoir un sens.
1° La série
(2) (o1(x), A) + (px), h) +...+ (o,(x), h) +. est uniformément conver gente par rapport à l’ensemble des variables x
et h:
2° La quantité
| f(æ) + f(a +R) +... + fa (n—1)|
a toujours une limite, pour n =, qui est la somme de la série (2); celte limite est atteinte uniformément par rapport à x, si l’on suppose que, dans le terme général o,(x) de la série (1), la quantité
fo(a)+e (2 +h)+.. + pe sn Ce Là
tend, par rapport à x, uniformément vers (o,(x), h}.
Posons fote)= qe) + quiz) +...+ o(x),
D,(x,h)= (ox), h) + (ox), h) +...+ (o,(x), k).
La série (1) étant uniformément convergente pour l’ensemble de toutes les valeurs réelles de +, on peut, étant donné e, trouver un entier y, tel
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 213 que, p, p' désignant deux entiers quelconques supérieurs à y, on ait Hp (æ) —f(x)|£e,
et cela quel que soit x. Par conséquent, on aura, quels que soient x, h et l’entier n,
RL Ce) = Ce) + Léote + 0) —o(e + D.
+ Le + Ce —)h) — fie + (rh) |£ se;
ce qui peut s’écrire 11 :
| à fr (æ) + fh(t+h)+... 2 f(x +(n— 1h)!
— ifte)+ fe +k)+...+ fe +(n—14)||£e.
Le premier membre de cette inégalité se compose de deux expressions qui, lorsque x augmente indéfiniment, ont chacune une limite; ces limites satisfont nécessairement à cette même inégalité, c'est-à-dire, par conséquent,
sous les seules conditions p'>v, p > v, et, d’ailleurs, quels que soient x et À. Cela établit d’abord la convergence de la série (2), dont nous désignerons la somme par (x, h).
En faisant augmenter p' dans l’inégalité (3), on en conclut, quels que soient x et h,
ce qui démontre ensuite la convergence uniforme de la série (2) relativement à l’ensemble des variables x et A.
Il convient de remarquer que cette propriété n’entraîne point la continuité de la fonction (x, L), puisque nous n’avons rien supposé sur la continuité des fonctions (o,(x), L).
Ceci posé, soit € un nombre positif quelconque, aussi petit que l’on veut, mais donné. On peut trouver p assez grand pour que l’on ait simultané-
ment (5) HOPMOIET (6) LD(æ, 4) —®,(æ, 4)|£ 35
et cela quels que soient x et L. Posons
R(æ)= f(x) —fr(x).
Puisque l’on a, quel que soit x, |R(æ)|£ 2 on aura, quels que soient x, h el l’entier n, €
ALIOE, R(z+h)+...+R(z+(n—1)2)| É 35
= RSA | —
ce qui S'éCrit % LAC) + Ce +) ++ e + (n —1)4))
_ =: te) + for + h)+t fe tn mA)||< = Or, la quantité
(9) o(&) + fo(e +) ++ fo(x + (nr —1)h)|
a pour limite ®,(x, ) pour » =, c’est-à-dire que, étant donnés x eth, on pourra déterminer y de façon que, si 22%, on ait
(10) ete) + fe +4) +... + fp(t + (nr —1)h)|=®, (x, h) <S;
d’où, par comparaison avec l'inégalité (8),
(11) PMOENCEZ) nie Er =) h) D) ses Ô d
et enfin, en vertu de l'inégalité (6),
inégalité exprimant que la quantité
(13) : PAGE PCR. Ff(æ+(n—0x) |
tend vers ®(x, ) lorsque # augmente indéfiniment.
Arrivons à la troisième partie du théorème. Nous faisons maintenant l'hypothèse que, pour tout terme ox(x) de la série (r), lorsqu'on se donne k, la quantité
ox(T)+o(æ+h)+.. +o(x+(n—1)h)]
tend, relativement à la variable +, uniformément vers (9,(x), A]. Il en est donc de même relativement à la quantité
Ce) + Poe +R) ++ Pole + (ne —1)h)|, .
qui tend uniformément vers ®,(x, À) (A étant donné). On peut donc déterminer y de façon que, si n2y, l'inégalité (10) soit satisfaite, quel que soit æ ; comme les inégalités (5), (6), (8) ont lieu quels que soient x et , on en conclut finalement que l'inégalité (12) a lieu, quel que soit x (h étant
donné}, sous la condition #=y; ce qui établit la proposition. Enfin, si les fonctions (+,(x), L] sont continues par rapport à æ, la convergence uniforme de la série (2) entraine cette propriété que la fonction
(f(æ), 2) = lim =} f(x) + f(æ +2) cena)
= 10 (2), AIRE 00, (a ee."
est continue par rapport à la variable x.
Fonctions moyennes tirées d’une méme fonction quasi-périodique. — Ce théorème établi, considérons maintenant une fonction quasi-périodique uniformément continue f(x), et soit &,, &, ..., &, une base de périodes du corps réduit fondamental. On pourra toujours développer f(x) en une série simple uniformément conver gente
(1) f(æ)= A+ D Ux(æ).
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dans laquelle U, est une somme finie de termes de la forme
(2) Acos2rx (2 + . ne 2e) + Bsin2rx ( > + +... + me), M, Ma, ce, I, étant des entiers quelconques, positifs, négatifs ou nuls, la combinaison 7, = m, =... = m,= 0 exclue; les périodes des fonctions trigonométriques figurant dans ce développement étant ainsi les périodes du corps réduit fondamental.
Soit maintenant 2 un nombre réel quelconque; on a, d’après le théorème précédent,
= A+ D (Ux(z), À),
et la série du second membre est uniformément convergente d’après le même théorème. On pourra donc effectuer terme à terme l'opération ( }. Examinons le résultat obtenu. Nous aurons deux cas à distinguer :
1° } n’äppartient pas au corps total défint par a,, 4, ..., æ,, c’està-dire que L est incommensurable avec toutes les périodes du corps réduit.
Alors toutes les fonctions (U,(x), 2) sont nulles et il reste DICO A Ve 2° appartient au corps des périodes : l’on pourra écrire
i=t(n+ts..+be),
h TA\ECE, 2 ap
. OC . (4 les entiers &,, U, ..., U, n'ayant aucun diviseur commun et la fraction 2
étant irréductible. Posons
I U. LL, Du I ( LU.
ne" ARE tn ne) CC? ca œ a ‘a a? œ d’où (6 4 RER Ge q
Voyons ce que devient la série
A, +Y LUZ (Cr), h |:
Dans U;(x) divisons en deux classes les termes de la forme (2) qui y figurent. D'abord, ceux pour lesquels on n’a pas
les périodes des fonctions trigonométriques correspondantes sont incommensurables avec ; ces termes disparaissent donc dans (U;(x), A). Restent les termes pour lesquels on a
m Mo np
CE
désignons par w, leur somme dans le terme U, (remarquons déjà que la série Ÿ u, est celle dont nous avons établi antérieurement la convergence
uniforme, et dont la somme a été désignée par S,(æ)).
Nous diviserons encore ces termes en deux catégories : d’abord ceux pour 5 Ï
lesquels on a Mi _ M ne
Ep
s étant un entier quelconque. Ces termes restent inaltérés par lopération {w, k). En effet, un tel terme peut se mettre sous la forme T : æ
A cosarrs-— + Bsin2Trs—h h Désignons par uw, la somme de ces termes dans U,; ces termes sont tous
ASE LT AT ares lei] Ce
contenus dans w, et la série Ju dont la convergence a été établie, a pour somme la fonction que nous avons appelée S,(x). Considérons les autres termes : l’entier p, défini par les relations
mi M Mp ;
— bo (és
Pi P2 F-p
n'est pas divisible par g. Un tel terme s'écrit
A à æ À cos2rq'— + Bsin2rg' me œ 4
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: rue (0,4 , g c’est une fonction de période = w, et l’on a
DE “1e 6); (4, g ne divise pas le produit rg', puisqu'il est premier avec r. On donc (p. 210) de I 22 Fe 1 LOGE E:
cos 27 —> A] —-)cos2r— + cos2r( — + . +... +cosar (© —- ) | = 6) q | 6) Oh. 6 6) q
ë De et une formule analogue pour sin 2 =
L'opération (w, L} fait encore disparaître ces termes, et il reste finalement ceux pour lesquels on a
Mie S(JH1)» M; = S(qb);,
ns Mo = Sgen
s pouvant prendre toutes les valeurs entières de — x à + x, o excepté.
Il vient, en définitive, (Fe), 2) = A+ Yu, = A+ Sa(x),
: nine / :
et la fonction S,(x) admet la période a — “et: par suile, h. On a d’ailleurs les relations
(4) Sax)
es Ci q g/) Nous retrouvons ici, par une voie totalement différente, les fonc-
ions S,(x); nous oblenons de plus une démonstration nouvelle de la RC Nr convergence des séries Due
Nous pouvons résumer ainsi qu'il suit les résultats obtenus :
f(x) étant une fonction quasi-périodique uniformément continue, la
quantité
k I \ (5) = if (æ) + Jar R)E.. +f(z+(nm— 1h) & toujours une limite pour n infini.
1° Sr k n'appartient pas au corps des périodes attaché à f(x), cette limite est invariablement une constante À, indépendante de x et de h,
qui a pour valeur As lin Lf Hd
TL
2° St h appartient au corps des périodes, il existe une période primilive à du corps réduit fondamental, et une seule, qui est commensu-
70 ne : ’ ” rable avec AU = =); en désignant par S,(x) la fonction S correspon-
dante, l'expression (5) a pour limite MACANTAERTERNEMÉMAETTE (Sata), 2]
La limite, lorsque h est donné, est toujours atteinte uniformément par rapport à x; c’est de plus une fonction continue de x, de période .
Il est clair que les mêmes propriétés s'appliquent à plus forte raison aux fonctions périodiques continues.
On peut dire encore qu'au point de vue de l’opération (f(x), L), tout se passe comme si la fonction f(x) était toujours développable suivant la
pus I . A (Le ’ série À, + - > S.(æ) (*), sur laquelle on effectuerait terme à terme l’opé-
ration indiquée.
On voit en particulier que, si & est une période quelconque du corps réduit fondamental, et si & = ag est la période primitive correspondante, on à d'abord
et, par suite,
(1) Dans ce développement, qui contient les deux fonctions Salv)et S=,(x), la. même
fonction S,(æ) intervient en réalité deux fois puisque S4(æ) = S-a(x).
220 E. ESCLANGON.
Ainsi se trouve établie cette proposition que nous avions énoncée (p. 204), à savoir que la définition des fonctions S,(x) est indépendante de la base choisie dans le corps réduit.
Les propriétés du symbole (f(x), h} permettent aussi, lorsque le corps des périodes est inconnu, de reconnaître dans certains cas qu’un nombre donné k appartient à ce corps; en effet, si l’on trouve que la limite (f(x), k) n’est pas une constante, on est assuré que X appartient au corps des périodes.
Citons encore quelques propriétés du symbole (f(x),4). Si l’on effectue sur (f(x), k) une opération analogue, c’est-à-dire (f(x), L), k'), il existe un nombre L” tel que
(PACA MAIS RICO
d’ailleurs, on a
BAC ET AC RNA
et a «a : (44 (Lis) )=rer 2] Enfin, si l’on considère la suite des nombres . D) ES * svreli tt . «a . . Ê fonction de x, HO: 2)» devient constante à partir de g2m, la fonc-
: : ; L' +. VA tion S,(x) est un polynome entier de degré 7 en cos 27 To SIN2T—. Toutes a
ces propositions s’obtiennent avec la plus grande facilité.
Application aux développements en series de fonctions périodiques. == Nous avons vu que si la série multiple
A5 + de (li Mas -.., Le premiers entre eux)
est uniformément convergente, elle représente f(x). En rassemblant deux à deux les termes qui correspondent aux systèmes d’entiers (1, PR ne), (— Us — Us, -.., — b,), on a ainsi un développement en série de fr) dans lequel les termes sont des fonctions simplement périodiques à périodes deux à deux incommensurables. Il est facile de montrer maintenant que,
abstraction faite de l’ordre des termes, ces développements sont uniques.
Plus généralement, considérons le développement uniformément convergent
(1) f(r)=p(r)+p(r)+...+os(xz) +...,
dans lequel chaque terme est la somme d’un nombre fini de fonctions périodiques non constantes; nous supposons de plus que les périodes figurant dans l’ensemble de ce développement sont deux à deux incommensurables.
Soit &,, %», ..., &, une base du corps réduit fondamental attaché à (x) et à une période primitive quelconque
Up
Xp
+... + COPA IL PEONIerS entre eux);
a C+ cn pour simplifier l'écriture nous poserons, comme toujours, Sa(x) = Ses Ha ce Up CT )e
Je dis d’abord que toutes les périodes figurant dans le développement (1) appartiennent au corps des périodes attaché à f(x). En eflet, soit & la période d’une fonction Ÿ(x) qui figure dans le terme #,(x); en appliquant le théorème précédent, nous obtenons immédiatement
(f(x), a) =Vd(x) + const.
Ceci montre que & appartient au corps des périodes, puisque Ÿ(x) n’est pas constante; la période & est donc commensurable avec quelqu’une des périodes primitives, et avec une seule «; en appelant À un multiple commun
àaxæetàaa,ona
(f(æ), h) = A+ Sax) = Ÿ(x) + const.;
la fonction L(x) ne diffère de S,(x) que par une constante. A toute fonction Y(x) du développement (1) correspond une période primituve æ, et les fonctions (x), S,(x) ne diffèrent que par une constante.
Inversement, soit « une période primitive quelconque; on a (f(æ), a) =Ao+Sa(z)= (px), à) + (patx), 2) (par) ee
De deux choses l'une : ou bien il y a dans (1) une période commensurable
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avec «, el alors la fonction périodique correspondante ne diffère de S,(x) que par une constante, ou bien il n’y a pas dans (1) de période commensurable avec &; alors la somme
(oi(æ), &) +...+ (or(x), a) +...
est nécessairement constante, et, par suite, S,(+) identiquement nul. De sorte qu'on peut dire finalement :
A toute période primitive à du corps réduit fondamental correspond dans le développement (1) une fonction d,(x) de période «, qui ne diffère de S,(x) que par une constante, et inversement.
Si l’on assujettit enfin les fonctions d,(æx), qui composent les divers
termes du développement, à avoir une moyenne nulle, c’est-à-dire
,& il Va(æ) dæ —0,
on a alors exactement
Va(æ)= Sa(x).
On voit bien maintenant que st une fonction quasi-périodique, uniformément continue, est développable en série dont les termes sont des fonctions périodiques à périodes deux à deux incommensurables, ce développement est unique ("), aux constantes près que lon peut ajouter à chaque terme; les périodes qui y figurent sont les périodes primitives du corps réduit, et les fonctions correspondantes les fonctions S,(x), dont on constate une fois de plus l’importance.
Dans toutes ces propositions la convergence uniforme est une condition essentielle. Nous avons montré, en effet (p. 126), qu’une fonction continue quelconque peut être représentée par une série dont les termes sont des fonctions périodiques, et les périodes une suite de nombres croissants, grandissant indéfiniment et arbitrairement donnés; mais la convergence n'est plus uniforme.
(1) On fait abstraction de l’ordre que peuvent occuper les termes dans le développement considéré,
Représentation approchée des fonctions quasi-périodiques, par une somme finie de fonctions périodiques à périodes deux à deux incommensurables. — La fonction quasi-périodique f(x) pouvant toujours être représentée, avec l’approximation €, par une somme finie de sinus et de cosinus dont les périodes appartiennent au corps réduit fondamental, 1l en résulte immédiatement que l’on peut représenter f(x), avec une approximation donnée €, par une somme finie de fonctions périodiques dont les périodes sont des périodes primitives du corps réduit, et, par suite, deux à deux incommensurables.
Il y a toutefois une remarque à faire : c'est qu'on pourrait représenter f(x) avec l’approximation e, par une somme finie de fonctions périodiques à périodes deux à deux incommensurables sans que toutes ces périodes apparünssent au corps des périodes de f(x). Mais, dans ce cas, l’oscillation des fonctions périodiques correspondantes serait infiniment petite, inférieure à 4e, c'est-à-dire qu’elles différeraient d’une constante de moins de 4e.
En effet, soit di(æ)+ dx) +...+ vd, (x)
une telle somme. On peut toujours supposer, en ajoutant une constante convenable B,, que les fonctions Ÿ(x) ont une moyenne nulle, c’est-
à-dire que b;
1 Wir) dr 0:
Par hypothèse on a donc, quel que soit x, f(x) —[Bo+d(x)+...+d(x)]|<e.
D'autre part, considérons une représentation de f(x) avec la même approximation €,
A+ o@(T)+ par) +...+Em(x),
dans laquelle les périodes a,, a,, ..., a, des fonctions périodiques ,, De, +. Ph appartiennent au corps réduit, les fonctions © ayant leurs
moyennes nulles; cette représentation est possible. On conclura de là
JA — Box) +...+pn(x)—di(x)— dx) —...—dn(x)|<2e;
et, par suite, quels que soient x et A, |A —B+(n(r) A+... +(pn(æ), hA)— (dix) 4)... — (ie) ile
Si l’on donne à À une valeur incommensurable avec chacune des pé- . ® : 1 nioés di: :: + du Pi, +: D. ilvicndra d'abord
|A Bla
Soit maintenant b; une période incommensurable avec chacune des périodes &,, 3, ..., 4m; On aura, en faisant # — b;,
1 Ao — Bo+di(x)|£2e, et, par conséquent, Fhi(æ)|£ 4e.
L'oscillation de la fonction périodique Ÿ,(x) est done nécessairement très petite si e est lui-même très petit.
FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES D'ORDRE INFINI
L'existence des fonctions moyennes n’est pas absolument particulière aux fonctions quasi-périodiques. Elle exprime une propriété qui, d’après le théorème de la page 212, appartient à toutes les fonctions développables en séries uniformément convergentes, dont les termes sont des fonctions quasi-périodiques uniformément continues et définies sur des champs qui peuvent être différents. En faisant la somme des n premiers termes, on obüent une fonction quasi-périodique dont l’ordre pourrait augmenter indéfiniment avec #. Les fonctions limites ainsi définies constituent l'extension la plus naturelle des fonctions quasi-périodiques uniformément continues. Il est clair, puisque ces dernières peuvent être représentées, avec telle approximation que l’on veut, par des sommes finies de sinus et de cosinus dont les arguments sont proportionnels à #, que les fonctions précédentes peuvent toujours être développées en séries uniformément convergentes
(1) D(T)+p(r) +... .+opr(x)+...,
dans lesquelles le terme général #,(x) est une somme de sinus et cosinus dont les arguments sont proportionnels à x.
On peut enfin obtenir pour ces fonctions des développements (1) où le terme général ©, est une somme de fonctions périodiques, les périodes figurant dans l’ensemble du développement étant deux à deux incommensurables, et dans ce cas ce développement est unique quant à la nature des fonctions périodiques qui y figurent.
La propriété exprimée par l’existence de la limite des moyennes s'applique probablement à des fonctions qui n’appartiennent pas à cet ensemble de foncuons. En effet, d’après le théorème de la page 212, si l’on désigne par E l’ensemble des fonctions f(x), pour lesquelles (f(x), 2] a un sens, toute fonction qui se met sous la forme d’une série uniformément convergente dont les termes appartiennent à l’ensemble E appartient elle-même à E, mais rien ne prouve que E se compose de l’ensemble des fonctions quasi-périodiques d’ordre fini ou infini. C’est là une question que je ne me suis pas proposé d'étudier 1c1.
SOMMES FINIES DE FONCTIONS PÉRIODIQUES
Je montrerai, pour terminer cette Partie, comment l'application des moyennes permet d'étudier certaines propriétés des fonctions qui se mettent sous la forme d’une somme finie de fonctions périodiques.
Soit f(x) une fonction de cette nature
f(z)= pit) + par) +... + pu(æ).
On peut toujours supposer que les périodes a,, a, ..., @,, des fonctions périodiques non constantes @(x), sont deux à deux incommensurables, sans quoi on réunirait dans un même terme toutes les fonctions dont les périodes sont commensurables, en choisissant comme période commune un multiple commun de ces périodes.
On a, quel que soit =,
(1) MICANRAE (qi(æ), h] + (px), h ]Ææ 60e 70)
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Posons d’une façon générale
€ Le
Si l’on fait, par exemple, =
on obüent (2) (f(x), m)=m(x)+ M +M;+...+M,.
En posant M = M, + M, + - .+M,,
on pourra donc écrire (3) f(æ)=ÿy(r), a) (7e), le (y (e), 2) = (re nm
Ceci fournit donc un moyen, connaissant les périodes &a,, &:, ..., a», d'obtenir, à des constantes près, chacune des fonctions o,(&), ®,(x), ..., En(æ).
Nous savons d’ailleurs, puisque f(æ) est une fonction quasi-périodique uniformément continue, que, si elle se met sous la forme d’une somme de fonctions périodiques à périodes deux à deux incommensurables, elle ne peut s’y mettre que d’une manière, aux constantes près (p. 222).
Enfin, l’ordre de la fonction f(x) est exactement égal à l’ordre g du corps déterminé par les périodes &,, 4, .... @,.
En effet, soit p l'ordre inconnu de la fonction f(x). Tout d’abord il est clair que p est au plus égal à g. D'autre part, il ne peut lui être inférieur. En eflet, la relation (2) montre que &, appartient au corps des périodes attaché à f(x), puisque +,(x) n’est pas constante; de même pour @,, HR Les périodes &,, &,,..., 4, appartenant ainsi à un même corps d'ordre p, il
ÿ en à au plus p d’indépendantes; donc g © p, de sorte que finalement p = q.
APPLICATIONS
Dans cette quatrième Partie, je me propose, non pas d'étudier systémauquement les applications dont les fonctions quasi-périodiques sont suscepübles, mais seulement de signaler rapidement quelques problèmes où elles peuvent intervenir.
Il semble que la notion de fonctions quasi-périodiques puisse fournir des considérations utiles dans des études de nature assez différente et, pour ainsi dire, chaque fois que dans une même formule, ou dans un même problème, se trouvent réunis des éléments périodiques de périodes égales ou différentes. Aussi doit-on s'attendre à rencontrer la plupart des applications dans des problèmes d’Astronomie, de Mécanique ou de Physique mathématique. L'importance des fonctions quasi-périodiques s’y manifeste généralement par la nature de leurs développements en série qui possèdent la propriété de converger uniformément dans un domaine infini.
Ainsi, pour citer un exemple d’une extrême simplicité, soient M,, M,,..., M,, x corps altirés suivant la loi de Newton par un corps fixe M, dont la masse est infiniment grande par rapport à celle de chacun des corps M,, M,, ..., M,. Si ces derniers sont suffisamment petits, et restent assez éloignés les uns des autres pour que leurs attractions mutuelles puissent être négligées, toute fonction liée à la position relative des points M,, M,,..., M, est une fonction quasi-périodique. Telle serait par exemple la distance de deux des corps du système.
Il n’est nullement invraisemblable que la notion de quasi-périodicité puisse jouer un rôle dans le problème des » corps. Il sem ble même qu'il en soit réellement ainsi, si l’on se reporte à un Mémoire de M. EL. Poincaré ("),
(1) H. Poincaré, Sur l'intégration des équations du problème des trois corps (Bul-
letin astronomique, t. XIV, 1897, p. 241-271).
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où, en ce qui concerne le problème des trois corps, les coordonnées des astres sont mises sous la forme de séries, dont les termes sont des fonctions périodiques du temps.
En Mécanique on retrouve les fonctions quasi-périodiques dans certains problèmes, où l’on étudie le mouvement d’un système autour d’une position d'équilibre stable, et lorsqu'on dépasse la première approximation.
Enfin l'étude de la composition des mouvements vibratoires fournit aussi des applications intéressantes des fonctions quasi-périodiques.
Pour citer encore un exemple très simple, considérons dans un milieu élastique (un gaz par exemple) deux sources d’ébranlements périodiques À et B, de périodes a et b. En un point M distinct de À et B, comment varie la pression en fonction du temps ou l’élongation relative au mouvement d’une même molécule? Si les ébranlements en A et B sont infiniment petits, la pression P au point M est la somme de deux fonctions périodiques de périodes a et b. Mais, si ces ébranlements ne sont plus infiniment petits, ou bien si l’on veut tenir compte des variations du second ordre, la pression P est une fonction quasi-périodique uniformément continue attachée au champ des périodes a et b; de sorte qu'outre des fonctions de périodes a et b interviennent, dans l'expression de P, des fonctions périodiques dont les périodes appartiennent au corps réduit défini par les périodes fondamentales « et b.
D'ailleurs M. Bohl, dans un Ouvrage publié en russe (*), a fait une application précise et intéressante des fonctions quasi-périodiques à propos de la théorie de Helmholtz sur la composition des sons.
APPLICATION AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
Sans entreprendre ici une étude approfondie de l'application des fonctions quasi-périodiques aux équations différentielles, je voudrais cependant indiquer quelques formes générales d'équations où peuvent intervenir des intégrales quasi-périodiques, me proposant d’ailleurs de revenir sur ce sujet.
(1) P. Bout, Sur certaines équations différentielles d’un caractère général que l’on rencontre en Mécanique. Dorpat, 1900.
La recherche des caractères fonctionnels des intégrales d’une équation différentielle est généralement un problème difficile. Les équations différentielles expriment en effet des propriétés qui lient les points infiniment voisins d’une intégrale, alors que les caractères fonctionnels expriment des propriétés entre des points à distance finie. Aussi le plus souvent ne découvre-t-on ces caractères qu'après avoir effectué l'intégration.
La périodicité simple est déjà une propriété qu'il n’est pas facile de melire en évidence, et il n'y a pas de règle générale permettant d'obtenir les iniégrales périodiques d’une équation différentielle quelconque. La quasi-périodicité n'étant qu'une extension de la périodicité, on voit que le problème doit être nécessairement plus compliqué encore.
Il y a toujours, dans ces sortes de questions, deux cas à distinguer suivant que l’on recherche des propriétés appartenant à l'intégrale générale ou seulement à une ou plusieurs intégrales particulières.
Ainsi, soit l'équation
Si l'intégrale générale est une fonction périodique de période a, la fonction 0(x, y) est, quel que soit y, une fonction périodique de x de période a. En effet, on a nécessairement pour toute intégrale
ÿ'=0(y, x +a) et, par suite, 0(y7,æ+a)—0(7, x) =,
relation qui doit avoir lieu identiquement, sinon l'intégrale y ne pourrait dépendre d’une constante arbitraire. La condition n’est pas suffisante, mais elle est nécessaire.
Au contraire la même équation différentielle pourrait fort bien admettre une intégrale périodique de période a sans que 0(y, x) fût, par rapport à x, une fonction périodique de période a.
Le même raisonnement s'applique d’ailleurs à l'équation
dx”? dar? dar—??
Si l'intégrale générale est une fonction périodique de période fixe a, le
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second membre est nécessairement une fonction périodique de x, de période &.
Vis-à-vis des équations différentielles qui admettent comme intégrales générales des fonctions quasi-périodiques uniformément continues attachées à un même champ de périodes, il existe des conditions analogues.
Soit
une équation différentielle, admettant des intégrales continues uniformes, quasi-périodiques, attachées au champ des périodes @,, @&,, ..…, a, (que lon peut toujours supposer indépendantes) et possédant des dérivées quasipériodiques. Soient y une de ces intégrales, æ,, æ,, ..., æ, un système de
valeurs quelconques attribuées aux variables #,, æ,,..., æ,. Si DEN di — Lys D À Mae Ds es + Mppe- Dh sont infiniment petits, il est clair que O[y (x), æ]
est infiniment voisin de y’(x). D'autre part on a, en désignant par Eve) Lasocieedes
D LL J Sr sr MA ;
par conséquent la fonction de x CN ME SRE A 2
a une limite lorsque & + m,a, — %,, © + m,a,—%,, ..., æ + M p Ep — Lp deviennent infiniment petits. [l peut se présenter deux cas :
1° 4, dy, ..., %, étant donnés, la limite existe quel que soit F, c’està-dire quel que soit y; la fonction 0(y, +) est alors, quel que soit y, une fonction quasi-périodique attachée au champ des périodes a,, 4,, ..…. de. Si l’on désigne par @(y, %,, 4, ...,x,) son associée sur ce champ, le pro-
blème revient à chercher les solutions périodiques de l'équation aux déri-
vées partielles
OF 0F OF —_— + — +... OU Te de).
DE 2 ou | dore 2° Ly, L3, ..., 4) étant donnés, il leur correspond une ou plusieurs va-
leurs de y, pour lesquelles 9(y,x) a une limite dans les conditions indi-
quées; ces valeurs de y sont des fonctions de x,, æ,, et 1l reste à
RS Lo
s’assurer que lorsqu'on y fait &, — x üon différentielle donnée.
V)— cles satelontelPeque
Si l’intégrale générale est une fonction quasi-périodique attachée au champ à,, a,,..., a,, la fonction 0(y,x) doit être, quel que soit y, une fonction quasi-périodique de æ attachée au même champ, comme cela résulte immédiatement des raisonnements précédents. Cette condition, tou- Jours nécessaire, n’est, bien entendu, nullement suffisante.
La même conclusion s'étend aux équations différentielles d'ordre supérieur. Si l'équation
Û Re
admet une intégrale générale quasi-périodique attachée au champ des ee . dt 4 périodes a,, a,, ..., a,, le second membre est, quels que soient =;
agen
SE NME
“Poe +, Y, une fonction quasi-périodique attachée au même champ.
Sans que l’intégrale générale soit quasi-périodique, on se trouvera sou-
vent en présence d'équations différentielles mises sous la forme (1), dans à TRS re
laquelle ® est une fonction quasi-périodique de x. Dans ce cas, si l’on
dr—1y A LS V A 5 UE CAP 2 1 ef: AN
l’associée de ® sur le champ des périodes indépendantes 4,, 4; .…., Gp, la re-
appelle
cherche des intégrales quasi-périodiques admettant des dérivées elles-mêmes quasi-périodiques se ramène à la recherche des fonctions F(x,,4:,...,2,) périodiques en æ,, æ,,..., &,, de périodes &,, &3, ..., &p; €t satisfaisant à
l'équation aux dérivées partielles
ARR NOATE TR AR 0 EE, mi, Gas: ph;
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où l’on à posé
0 0 d \\ ne | GET j 23 ces lp} FA (Ca Not, DE 5) Fi, Z2s D)
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES A COEFFICIENTS QUASI-PÉRIODIQUES
Parmi les équations précédentes (dont le second membre est quasipériodique en æ) étudions d’un peu plus près celles qui sont linéaires
à dy dn—1 V et homogènes en Re
Soit donc une équation de la forme
Ghipiee à
d' V dant
où R, R,, R,,..., KR, sont des fonctions quasi-périodiques uniformément continues.
Le problème qui consiste à rechercher les caractères les plus généraux des intégrales d’une telle équation est d’un grand intérêt et d’une réelle importance; mais il comporte aussi de sérieuses difficultés, et se ramène finalement à l'étude d'équations fonctionnelles assez compliquées. Je n’ai pu réussir jusqu'ici à mettre complètement en évidence l'existence des solutions de ces équations fonctionnelles, mais j'ai tenu à montrer la véritable nature des difficultés que l’on rencontre.
Le problème posé peut être considéré comme une généralisation de celui où l’on suppose que les coefficients R, R,, ..., R, sont des fonctions périodiques uniformes, de méme période. C’est là un problème bien connu, traité successivement par M. Fuchs (‘), par M. Floquet (?), et par M. Picard (*) dans le cas de fonctions doublement périodiques. Mais, tandis que dans ces cas l’équalion fondamentale est une équation algébrique à coefficients constants, elle devient ici une équation fonctionnelle, et ç’est là l’origine des principales difficultés.
(1) Journal de Crelle, 1. 66.
(2) Annales de l’École Normale, t. XII, 1883. (3) Journal de Crelle, t. 90.
Nous pouvons toujours supposer que les coefficients R, R,, ..., R, sont des fonctions quasi-périodiques attachées au même champ de périodes. En effet, si À, A,,..., À, sont les champs sur lesquels sont respectivement définies les fonctions R, R,,...,R,, leur champ résultant (p. 110) est simultanément attaché aux mêmes fonctions ainsi que tous ses équivalents, parmi lesquels se trouvent des champs de périodes indépendantes &,, &,, ..., @,.
Désignons par
Q(x:, Lay +... Th) Q:(z4, Los +...) Lp); go Q:(æ:; Lay te.) Cp);
les associées de R, R,, ..., R, sur le champ unique défini par les périodes indépendantes a,, &,, ..., 4,3; Q, Q,,..., Q, sont des fonctions continues péñnodiques en, z,, %:; ...; æ, de périodes à4,, a;, .…, a, Nous poserons, pour simplifier,
Q Q Q, Pitr es En) = €? == 0? OT) pes
La recherche des intégrales quasi-périodiques de l'équation (1) se ramène à celle des fonctions f(#,,%,,...,2,) qui saüsfont à l’équation aux dérivées partielles (!)
(2) A f + P,A!-1f +. re PP: AP 0.
où l’on a posé
0) d 0 (AN : Fa DER ? Loy 9 Cp}.
à a dar no) JG #3 tp)
Signalons tout d’abord quelques propriétés générales du symbole Af. On a
A(fe) = Af + f A9 et, d’une façon générale,
APUO)= QU r f E nr AQU PE
AA f +... + fAo;
le même symbole satisfait aussi à la formule de différentiation des fonctions
(1) En supposant les dérivées quasi-périodiques.
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de fonctions ACF(?)] = F'(e) A9
et à la formule des différentiations composées
Envisageons maintenant le symbole A au point de vue des substitutions linéaires. Soit la substitution linéaire à déterminant non nul
(NII EH Yi dates + pp GS) Me Cd Al et et RC PERRET ,
LV = Yi PM Er y dr
Par cette substitution, la fonction f(x,, x, .….,æ,) devient o(y,, Ya, +, 2)
et l’on a ie à MON of 09 09.
de :+ A» CET — PB, di +... PQY»”
où B,, B,, ..., B, sont des constantes déterminées par les équations
Beynes nue
Ex * PSS LA .
B,=— y A 5m + YA
Les constantes B,, B,, ..., B, se déduisent ainsi de A,, A,, ..., À, par la même substitution (3). En posant
PR M da EE ca : 0Y; 02 Roy, on peut écrire alors Af—A;9 et, d’une façon générale, Aff— Aïe
On voit en particulier que si la substitution (3) était choisie de façon que par les formules (4) on ait
il viendrait dio AE f=B#}-—.
1 (4 ,1 ° eur : . : : a Dans ce cas l'équation aux dérivées partielles (2) deviendrait une équation ne contenant que les dérivées partielles par rapport à la variable y,. Supposons, et c’est le cas qui nous occupe, que
CS
Bp
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Cela exigerait que l’on ait
1 —= B,6;, di 10; …..s Gp Dis
c’est-à-dire
CCR =
En paruculier, s P(x,, &,...;,%,) est une fonction périodique en Lis Lay +, &, dont les périodes correspondantes à,, &,, ..., &, sont indépendantes, cette fonction n'admet aucune période dont les éléments &,, Gi, -.., @, puissent satisfaire aux conditions précédentes, puisque les coor-
données &,, &,,..., «, sont nécessairement de la forme
AT As CURE es Le lp ps
Ms Mas <.., In, désignant des nombres rationnels. En d’autres termes, on ne peut trouver aucune période de P(x,,...,x,) qui se change par la substitution (5) en une période dirigée suivant l’axe Oy..
Mais si l’on se donne arbitrairement (p — 1) périodes distinctes, c’està-dire telles que dans le Tableau de leurs éléments
2 2 2 NE} AS MMS 0 CT) ps ER NE :
Mis ME, ©. ME p
il ÿait au moins un déterminant d'ordre (p — 1) différent de o, on peut trouver une substitution (5) qui transforme ces (p — 1) périodes en périodes dirigées respectivement suivant les axes Oy;, Oy;,, ..., Oy,. Cette substitution a la forme suivante :
Ti Ÿÿs Vo Je
— =B;— +mis+...+ mr
La Via ° Jo 4 == \) -m222 à - mP<E,
(6) &» > * bo nue A RL EU I RS TT Es ; Th 1 > J2
£ Rem + mi;
ap p 5 D
les constantes B,, b,, ..., b, sont arbitraires, mais non nulles. Le déterminant
de cette substitution est, à un facteur près,
a OT NE AT
NE ET LS
da ; m2 ml,
RS CE ne
il est différent de o puisque, par hypothèse, les périodes 4,, &,, .…, p
sont indépendantes. Il résulte de là que, par une substitution linéaire de la
forme (6), on peut transformer l'équation aux dérivées partielles (2) en une équation de la forme
d"o (met Fer 4 (7) Ayo OR Sr en MS ch Mig 0,
les fonctions M,, M;, ..., M, étant périodiques en y, y,, ..., y. Revenons à l'équation (2) sur laquelle on peut étudier directement | [ quelques propriétés relatives à ses intégrales. Si os +. fn Sont (n +1) intégrales quelconques de cette équa- DEADE/E20 JJ/n O tion, il est clair que l’on a entre ces fonctions la relation identique
D D CET RTC Af Af … af |. Arf Arf, f. .… Arf,
Si fi fo.) fr Sont À intégrales quelconques, toute fonction de la forme Ma + af e + frs où À,, À, -.., À sont des fonctions quelconques satisfaisant aux conditions
AN ©, Ne 0; 9 Nr 0,
est aussi une intégrale.
On dira que » intégrales f,, fr, ..., fh Sont indépendantes si le
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déterminant Ja f2 Fe és pt 4% 4h Af,
Auf; ARTS ER T AU,
.: . : : À Le, de nest pas identiquement nul. X\ est clair qu'entre x intégrales indépendantes ne peut exister aucune relation de la forme |
fi + fo +. . HA 0, OÙ À, À») -.., À SOnt des fonctions vérifiant
A), —0, AR A
Au contraire, si » intégrales f,, f:, ..., f, Sont dépendantes, c’est-à-dire si D — 0, il existe entre ces fonctions une relation de la forme
Aide. nf 0; avec Ah 0, ee AA, —0.
En effet, supposons par exemple
TT RE Ce pi 4 AA An |, Anf, ... ... An-tf, et écrivons les équations fi UT + Usfs +... + Unfns NS SN Re SA
qui déterminent entièrement les coefficients inconnus pu, ls, ..., bu. Puisque D — 0, les coefficients 1 ainsi déterminés satisfont en outre à l'équation
Aie be APEY7. Leo te dr AT
D'autre part, effectuons sur les relations précédentes l'opération définie par le symbole A. Il vient
2 Ab: + fs Aps+...+ fa Al — 0, Je AUS UE: Se AFS ANS ME; AT AUS ete UEe HAT AUDE <0,
c’est-à-dire, puisque le déterminant D’ est différent de zéro, AU = 0; ASE 0, des APE et l’on a, d’autre part, Pi Palo +bafs ++ Lapin.
Il résulte de là que si l’on connait # intégrales indépendantes f,, fa, ..., f\ de équation (2), on les aura toutes en posant
f=hfi+kfr+. sn re
EPP etant desloncuons quelconques de %,;, #2, .-*, @, assujetties aux seules conditions A0) F0 Qi A, = 0.
Ces résultats pourraient être obtenus au moyen de l'équation (7) : en effet, en désignant par ®,, &, ..., ©, n intégrales indépendantes de cette équation, l'intégrale générale se met sous la forme
P— HaiOi+ Papa te + HnOns
D, Lo) <.., We, étant des fonctions quelconques des seules variables y,, Vase. )Y3 résultat qui, en tenant compte de la substitution linéaire, coïncide avec le précédent.
Voici, maintenant, l'hypothèse que je ferai sur l'équation (2) : je supposerai qu'elle admet n intégrales indépendantes uniformes fi, fa +. fn. Toutes les intégrales uniformes de la même équation sont alors données
par la formule DEN IN Sn TES
où À, A2. À, sont des fonctions uniformes quelconques, vérifiant les
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équations ANE=10; M0, RS A, =6;
On remarquera que si dans À;onfaitæ,=x,;—...=4#,=—#, À; devient une constante. Dans les mêmes conditions, toute intégrale de (2) devient une intégrale de (1).
Enfin, si /(æ,,4,,...,#,)estune intégrale quelconque de (2), la fonction
(Mi + Midi, Lo + Malos 3 Ep + Mp@p)
est aussi une intégrale, quels que soient les entiers »,, m,,..., m,. Cela résulte immédiatement du fait que les coefficients P,, P,, ..., P, sont pénodiques ent 4 005,0, Désormais, je ne considérerai parmi les intégrales de (2) que celles qui
sont uniformes.
Tuéorème. — L’équalion (2) admet un système (et par suite une 1nfinié) d'intégrales indépendantes uniformes, périodiques séparément par rapport à (p — 1) quelconques des variables; x,, æ,,..., x, par exemple.
Cette proposition résulte, comme on va le montrer, du théorème de Cauchy sur l’existence des intégrales.
Tout d’abord effectuons un changement linéaire de variables, qui trans-
forme le symbole Af en . » et les périodes (OS do me 0) ICO: E0, 1 0 AS OR MO OR ID respectivement en (0,122,10, 54 0) (0/05/0070 0) RP (OO MRC Oo DIE
cela est possible (p. 236). L’équation (2) devient alors
0" do do DRM en ee Re MS (Da dy" 2e 1(Y159 29 or ) dy?"t 5 M; OV e ni An M,9 0 et les coefficients M,, M,, ..., M, sont ainsi périodiques en y2, y, ..…, Ve L'équation (7) est équivalente au système d'équations différentielles
linéaires
(ES TNA TERRA ,
=— (Mu, _;+Mius 2+...+M,o).
Or, d’après le théorème de Cauchy, on sait qu’étant données les valeurs initiales
CPS RUE MS OU et » fonctions arbitraires CAEN OS DO PR A AN TE 20 PO ES PR A nr à) holomorphes (') au voisinage de y;,7;, -.., y,, se réduisant pour ces valeurs respectivement à
0 0 0 DURS Are QU:
il existe » fonctions
(V1 V2 QryOr) Yp) Ui (Vis Vas 2 > Ypls CHOCO) rie Vas DSOEOE) Yp):
satisfaisant aux équations (8) et se réduisant pour y, — y\, respectivement
aux fonctions DL nn Aite
Vis-à-vis de l'équation (7), cela signifie qu’étant données les fonctions 0,, 0,,..., 0,, il existe une intégrale et une seule, o(Y,, V2, ..., y»), telle que, pour y, = y\, les foncuons
DR APT Re
(Vis Vas 4.) Jp) dy” dy?”
(2) Nous faisons implicitement l'hypothèse que les coefficients M sont holomorphes,
Fe DT
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se réduisent respectivement à 0, (Vas D O3(Ya GIGIQ) Yp) SRAUNES On (Ya ss Jp
Ceci posé, donnons-nous pour 0,, 0,, ..., 0,, # fonctions uniformes périodiques par rapport à chacune des variables y, y3, ., y les périodes étant respectivement b,, b,,..., b,, et supposons que l'intégrale correspondante 9 soit uniforme (nous démontrerons dans un instant qu'il en est bien ainsi); je dis que cette intégrale est périodique en ÿ:, Ya, + «+» Ype
En effet, les coefficients M étant périodiques en y, Ys +. Yps la
fonction D P(Yas Ya + No Das Va + Ra d3s 3 Yp + Rp0p)
est une intégrale quels que soient les entiers 2,, n3, ..., n,. Or, les fonctions 0,, 0,, ..., 0, ayant été choisies périodiques, on a, pour y, = y;,
Di (Vis Ja fn DVI V2 RS Pot (Ya PE pr) 29: 0 09 0 0 À le CHOS # == : 4 , las HS AU Ü> /29 ... ‘D 9 TA 0) AUDE Ÿ») (2 Jp) 9-1 D > : dt! ô
par conséquent, toujours en vertu du théorème de Cauchy, les deux inté-
grales O(Y1 Moser Yo) O(Y1 ée Na Vs, ss Yp TT Up )
coïncident, ce qui démontre la proposition.
Nous avons supposé que l'intégrale © correspondant aux fonctions données 0 est uniforme; voyons s’il peut en être réellement ainsi.
Par hypothèse, l'équation (2) et, par suite, sa transformée linéaire (7) possèdent x intégrales uniformes indépendantes. Soient o,,0,,..., ©, ces
intégrales; le déterminant
O1 D> On
COR
— 97 © dy 0Y 1 Dane or Y OPELGE Doyen OT op
] 4 . . + os
n'est pas identiquement nul. On peut supposer qu'il n’est pas davantage identiquement nul si l’on y faut y, = y}; sinon on changerait de valeur ini- Uüale. Toute intégrale uniforme de (7) est de la forme
D — 101: + HaPa+...- Pin On Mis es -.., U, étant des fonctions uniformes des seules variables y2, Mer Les lonctions 0i(92,2-2,)2) a Vasc + Ÿ,) étARt Sup
posées uniformes, déterminons ,, d, ..., u, par les équations
Pa CSN en dplel 2 Do (D 2 — EVE Het Un PA JADE OOo. Ho) Æ OP Dis Pod)
d® dc 2 dc n Big De D) D U.o SA HT > Mara Vpn) Tester ln A CS Vas +.) ja) = 0, (Va V3 se. Vo): (9) di dy d'y 0" Pr 0 La ne a. CR + Un 0y" Ms lacet en on)
Ces équations définissent bien les fonctions uniformes &,, 1, ..., puisque le déterminant des coefficients est différent de zéro; l'intégrale
correspond lante
D Pa Di + La Pak... + UnPn
09 0e dYi vor
se réduisent bien, d’après les équations (9), respectivement à 0,,
est donc uniforme. L'intégrale 9 ainsi obtenue, et ses dérivées oM-t9 DA
6,, ..., 0, pour y,= y; nous avons montré, d'autre part, que + est
ar
DéModIqUe ny, Ja ere
On peut donc déterminer des intégrales de l'équation (7) périodiques Ene Jn--. Voyons sil ON peut obtenir des systèmes de 7 de ces intégrales qui soient indépendantes.
Donnons-nous les » systèmes de fonctions périodiques en Y2, Vas. Yp
ne ar ec rx Uno
OÙ (Ya V3» .…., Vp}s . , AG | 0%
auxquels correspondent les 7 intégrales
Di =piDi+hipate.
+ Pen Dns
ES UE PE + U?on
Les coefficients & étant définis par systèmes d'équations analogues
à (9), on vérifie immédiatement que l’on à
On (Yi ner CE
Jp)
D, D, g1 Pa 1 1 1 0%, Fi Pa a QE dy: = TC ; 9:
dd, ue frs do 0) 5 1 dy :
0Yi CU OU 1 n 1 | Co Ha L NT | or t . | Di (YS Ya AE 2) 5) on | E3) 0Yi 010;
DE
dy:
PEN
_ ss Tite On 6 7. IC ACT) On + hr
Ces relations montrent que les intégrales ®,, ®,,
.…, D, sont indépendantes,
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES, 245 . , se VE ; : u ; si l’on à choisi les fonctions 0 de façon que le déterminant
{1 A1 gi... 6:
; jo D On
ne soit pas identiquement nul, ce qui est possible d’une -infinité de manières.
Le théorème est complètement démontré en ce qui concerne l’équation (7).
Soit P,, P,, ..., D, un système de ces 2 intégrales. Toute intégrale ®, périodique également en y, y, ..., y,, est donnée par une fonction linéaire
DD ER DE ED
OÙ Vi, Vos, V, SOnt des fonctions uniformes quelconques de y,, y,, ..…., y, mais périodiques par rapport à ces variables. En effet, considérant la
période b, par exemple, on devra avoir
DO 0e D lues cs Ph) = [7e + VER Vs 5) A Bi+...+ (y, (ya D», Vas 53) = VD 0
d’où, puisque les intégrales ®,, ..., ®, sont indépendantes, Vi( Ye D, 3 QUE) Yp) = Uhi (22 CERN) Yp)s Door) Va (Yet ds, 3, er D) = Vn (Vas “a Pele
on aura des relations analogues relativement aux autres périodes DA D:
En faisant la substitution inverse de celle qui a fourni l'équation (5),
on arrive à cette conclusion que l’équation (2) Arf + Pi(xi, +.., æ5) ATV pe A PF
admet des systèmes de n intégrales uniformes et indépendantes, périodiques par rapport à (p — 1) quelconques des variables x,,2,,..., 2. Sif,, fa, .., fn désignent les intégrales d'untelsystème, périodiques en Lay Lay +, 2 par exemple, toutes les intégrales périodiques par rapport
aux mémes variables peuvent se mettre sous la forme
Phi - À) fo to inc lee:
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À, À, -.., À, étant des fonctions quelconques, périodiques en %», Lys...) D), Salisfaisant aux conditions
Ah =, A0, des A}, +0:
Ces dernières expriment d’ailleurs que les fonctions À,, À, :.., À dépendent des seules variables
UC Lo) Re Lie Le; rer Un Lie y et sont périodiques, de périodes &4,, a;, ,.., a,, par rapport à ces variables.
Sur un système d'équations fonctionnelles déduites des équations (2) ou (7). — La démonstration du théorème précédent, entreprise d’une façon différente, conduit à des systèmes d'équations fonctionnelles, dont il ne serait sans doute pas facile de mettre directement les solutions en évidence. L'existence de ces solutions étant assurée d’autre part, on peut en tirer quelques conclusions intéressantes vis-à-vis de ces équations fonctionnelles, et voir de quelle façon elles se rattachent aux équations aux dérivées parüelles de la forme (2) ou (7).
Raisonnons sur l'équation (7) et bornons-nous, pour simplifier, au cas de deux variables. Considérons donc l'équation
On? O7 Lo
(10) 0y" UP EE 4... M,0—0,
M,, M,,..., M, étant des coefficients périodiques par rapport à æ, et de période a. D’après le théorème précédent, il existe des intégrales périodiques en +.
Soient maintenant (x, Y), D:(%, y), ..., ®(%, Y), n intégrales quelconques indépendantes de l'équation (ro). Les fonctions
(r+a, y Da(T+a, ÿ), ...s On(T +a, y)
sont aussi des intégrales indépendantes de la même équation.
On peut donc poser
A(T+a, y)=vi(z)pi+vi(z)pat+...+vi(z)os, DOCTEUR ee +-vi(æ)o
RAR Te Pt TES TES ele ee lelelsne s mise etelotals elle le ee ces
et le déterminant s JR CV.
n’est pas identiquement nul. Soit P— HT) Pit pa(a) ques + un (r) Qu une intégrale quelconque de (x :) On a
p(r+ay)= mir +a)lriqi+...+vip] HE Box +a)[viqi +. +viqu] ++ px + a) [oi Pour que l'intégrale & soit périodique en #, il faut donc que
i(æ+a)vi+p(x+a)vi+...+u,(x+a)v}=mu(x),
OR ED) nee sac esse + Un(æ + a) = pa),
00e mt CAL
et ces conditions sont suffisantes. Or ce sont là des équations fonctionnelles
par rapport aux fonctions inconnues p,(x), HA) ue (æ)erstence
de leurs solutions nous est assurée par le théorème démontré plus haut. Si
l’on sait trouver l'intégrale générale de (10), ou si l’on a déterminé » inté-
grales indépendantes périodiques en x, on saura, par là même, obtenir
toutes les solutions du système (12).
Les équations fonctionnelles de la forme (12) ont, à part les
conditions
d'existence des solutions, les plus grandes analogies avec les systèmes
d'équations différentielles linéaires, et je me borne à énoncer quelques
résultats sans doute connus.
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Si l’on appelle solutions indépendantes, n solutions (1, 1, TATER (u*,.…, ur) pour lesquelles le déterminant Pi Ha. Hn Bi ++ -.. Ma n’est pas identiquement nul, toute solution se met sous la forme pm Ci + CGpi+...+ Gpi,
Er ee + Cap
où C,, GC, .…, C, sont des fonctions périodiques quelconques de période a. Inversement tout système de cette forme est une solution. Il en résulte immédiatement que u.,, par exemple, vérifie une équation fonctionnelle de la forme
(19) Apitxæ+na)+Aiplz+(n—1)a]+...+A;n(x) —=o,
dans laquelle les coefficients A,, A,, ..., À, sont des fonctions uniformes de x.
Il suffit, pour le voir, d'éliminer C,, C;, ..., C, entre les équations bi(æ) | = Gui + Cu? +...+ Gu,
mitæ+a) =Cui(r td) +. ..+ CGur(æpa),
ete eos ne ele see lele ons Ste lo eee es ot ae lele so te vie es see e + on ee
mic+na)=Cui(x + na) +...+Cp?(x + na).
Relativement aux équations de la forme (14) Jiz+na)+A,(z)flz+(n—1)a]+...+A,f(æ)=o,
on peut énoncer quelques résultats analogues à ceux que l’on obtient vis-à-vis des équations différentielles linéaires homogènes.
S1 is Jos ce, fa sont des solutions, toute fonction de la forme B; fi + B:f2+.. ne Bb} 72;
où B,, B;, ..., B, sont des fonctions périodiques quelconques de période a,
est aussi une solution. En posant, d’une façon géntrale, fP)= f(x + pa),
on dira que k fonctions sont indépendantes vis-à-vis de la période à, si le déterminant
Ji FAUNE RE En à
0 NOT n'est pas identiquement nul. D'après cela, (7 + 1) solutions quelconques 5 180 : L 4 de l’équation (14) sont toujours dépendantes. Si k fonctions sont indépendantes, il est clair qu'il ne peut exister entre elles aucune relation de la forme
Bifi+ Bifo+...+ Bifx=0,
où B,, B,,..., B; sont des fonctions périodiques non nulles à la fois.
Au contraire, si (+1) fonctions f, f,, fs ..., fx sont dépendantes vis-à-vis de la période &, il existe nécessairement entre elles une relation de la forme précédente. Pour le voir, il suffit de déterminer B,, B,, …., Bz
par les équations
va b;# + B,/2 +. + B;fr, DACURES PT RS BRAVE NR 2700
les coefficients B ainsi définis vérifient alors la relation ROBES + DAT:
D'autre part, en remplaçant dans les premières x par æ + 4, el tenan compte de ces relations mêmes, on obtient
BB). (BY BX
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et, par suite,
BEBE Bb AS F2 Be —B;
ce qui exprime la périodicité des fonctions B,, B,, ..., B4. I suit de là que, si f,, fs, -.., fa désignent » solutions indépendantes de l'équation (14), toute solution est de la forme
f=Bifi+Bif+...+Bh n 3
inversement, toute expression de cette forme est une solution.
Un cas particulier intéressant est celui où les coefficients AÀ,, A,, ..., A, de l'équation (14) sont eux-mêmes des fonctions périodiques de période a. On peut alors trouver des solutions F(x) pour lesquelles on a
F(gta)=c{(r7)R(C@)
e(æ) étant une fonction périodique de période a; € est dans ce cas racine d’une équation algébrique de degré » à coefficients périodiques, jouant ici le même rôle que l'équation fondamentale dans l'étude des intégrales d'équations différentielles linéaires homogènes à coefficients périodiques.
Le cas le plus simple est celui où A,, A,, ..., A, sont des constantes; l'équation algébrique en € est alors à coefficients constants. A chaque racine correspondent des solutions F(x) qui se mettent sous la forme e*®(x), D(x) étant une fonction périodique de période a. Je n’insisterai pas davantage sur les relations évidentes qu’il y a entre ces équations fonctionnelles et les équations différentielles linéaires à coefficients constants.
Recherche des intégrales complètement périodiques de l’équation (2). — Si l'équation (1) de la page 232 admet des intégrales quasi-périodiques, l'équation aux dérivées partielles (2) de la page 233 admet des intégrales périodiques en æ&,,æ,, ..., æ,; mais celle-ci n'admet généralement pas de telles intégrales. Il n’est pas difficile de rechercher les conditions pour qu'il en soit ainsi.
Considérons l'ensemble des intégrales de l’équation (2) périodiques en Las Cup ses ps Et SOI PL, La, . -., &,) l’une quelconque d’entre elles. Les
fonctions f(x, a, 4) nn. EN ont
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 251 des intégrales; il existe entre ces (n + 1) intégrales une relation de la forme AO Eee. Je AT Prin (0 Das Re A fo
dans laquelle on a AA ,—0, Tate AAS== 0:
mails un Certain nombre de coefficients A,, À,, À,,.. pourraient être nuls. Supposons que À, , soit le premier coefficient différent de 0; on pourra écrire en divisant par A
A —YV
(r) - f(ai+ va, ….) = Bof (Luis +) paf (dit à...) +... + pvaflm+ âne, 2
avec A0, AU 0, Re Abe 10:
Les coefficients p,, 14,, ..., 14, , sont d’ailleurs périodiques en x,, D. ns
L’entier y pourrait s'appeler l’ordre de l'intégrale f; y est au plus égal ah.
Le problème qui se pose est le suivant :
Dans le cas le plus général existe-t-il des intégrales dont l’ordre soit inférieur à n°?
Nous dirons quelques mots de ce problème dans un instant; on peut trouver une condition d’existence d’intégrales complètement périodiques sans résoudre ce problème général.
SO #2... )uneinteprale d'ordre 7 periodiqueen rt, 4
æ,. On a donc
CT CET 0) nee ui ed de palais (ne ls
Los Lis.) Sont des fonctions des seules différences
Ua — Li — Los Us LT, ‘ei Up — Li — Lh
périodiques en &:, U3, -.., u, de périodes &,, @3, ..., Gp D'autre part, toute intégrale périodique en ,, #,, ..., 4, se met sous la
E.. ESCLANGON
forme
NÉ ER EU ECTS JE AL lé (rene,
les À jouissant des mêmes propriétés que les w. Remplaçons +, par #, + a. Le coefficient À;(4,, u3,...,u,) devient AQU; +@,U3+@,..., Up + PE) el pour simplifier nous poserons
ANUS di Us Eds > prie Nous obtenons de cette façon
EF (x, + Ags Los He)
= À, fai tar. M ENJ(mroa,s )+ RME nas.) et, en remplaçant f(x, + na,,...)par son expression (2),
Etz, HA) ae DE ae Di me 2)
+ (A+ pan) (Di + 20 ve) Hu (no + Bnan 1) PT + (7 — 1) as se].
Pour que l'intégrale F soit entièrement périodique, il faut et il suffit que l’on ait
Bon = Ào NE SR T7 (1) OT ET TT
br les
Ce sont là des équations fonctionnelles qui doivent avoir des solutions par rapport aux fonctions inconnues À,, À,,..., À,-,. Éliminons À,, À,,. À,_, et pour cela posons d'une façon générale
AM Us en ut) =NCR ERA, ka. Up + K&;).
Si dans la première des équations (4) on remplace w,, ..., w, par Uy+(n—1)a,,.…….,u,+(n—1)a,, dansla seconde par w, + (n—2)a,,.. u, En 2)4;,'etc., eLsilon ajoute, il vient
(A—1)7 (7) (A—2)7)(7—1) (2) Ho Ane1e MAN AU eee Un—1 AD dot:
Une condition nécessaire est donc que cette équation admette des solutions en À,_,, périodiques par rapport aux variables &,, u,, ..., u,; elle est d'ailleurs suffisante, car, si À, , est une telle solution, les équations (4) fournissent alors directement et successivement les autres fonctions incon- MES ERA. 0 A ee
Il serait intéressant de rechercher les conditions que doivent remplir les coefficients 44, 14, ..., ,_, pour que l'équation (5) possède effectivement des solutions périodiques, mais c'est là une question qui présente de sérieuses difficultés et dans laquelle je n’entrerai pas ici.
Quelques recherches sur les propriétés générales des intégrales de l’équation(r). — Lorsqu'on se propose, non de rechercher (s’ilen existe) les intégrales quasi-périodiques de l'équation (1) de la page 232, mais d'obtenir les propriétés les plus générales des intégrales de la mème équation, on se trouve amené à se poser le problème que nous ayons énoncé un peu
plus haut :
Existe-t-il dans le cas le plus général des intégrales de l'équation (6) DER TN ER AT EEE PR er) 0 dont l’ordre soit inférieur à n?
Remarquons d’abord que, si une fonction f(x,,4,,...,x,) périodique EN Lys Lys.) W, Vérifie une équation fonctionnelle de la forme
CAC EU. 0) 0, ed Valide ce. Lya/lei (0 na
dans laquelle w,, ..., 1, , sont fonctions des seules variables Ho Li Les Us — Li — D, BD Lie Ch
et périodiques par rapport à ces variables (de périodes 4), 4, 4 4) cette
fonction est intégrale d’une équation de degré v (8) Mo + Pi (2 ..., æ))ATo—+...+ P,(xi, ..., &)p —0,
dans laquelle P', ..., P, sont également périodiques en #,,%,, ..., æ, et,
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de plus, si j est intégrale de (6), toutes les intégrales de l'équation (8) appartiennent à (6).
Considérons, en effet, l'équation
A6 are 1 AO p
AV AYEN A AC V7 ni
AMP di, °1E) AT fie ds), 28 Af(E + Gp 0) Ca 6) AV FIRE (= 1)2 RE Re Re OR RER flami+(—s)a,
cette équation admet par rapport à © les y intégrales indépendantes TEE.) MIRE r) a, 041
De plus, si on la met sous la forme (8), les cocfficients P', ..., P, sont périodiques en æ,, &:,..., æ,. Ges coefficients s’obtiennent, en eflet, en divisant par l’un d'eux les déterminants d'ordre y que l’on peut former avec les éléments du Tableau
A°f NS NT f Go) ARE UTC ON RAT …. CAPE de. TIGE Gp 2) Abe ET), A. RE UT JE flmai+O—nae, ...]
ces déterminants sont déjà périodiques en #,, æ3, ..., æ,. Si nous remplaçons æ, par #, + @,, el si l’on tient compte de la relation (7), sur laquelle on fait les opérations A, 4?, ..., A’, on voit que tous les déterminants considérés se reproduisent multipliés par (— 1)"-'4,, de sorte que leurs rapports restent invariables ("); ce qui établit la complète périodicité des coefficients P°, ..., P,. Ces coefficients sont d’ailleurs uniformes si f est uniforme. Les fonctions f(x, 2), fé ta, ) Jr e0e- na étant y intégrales indépendantes de (8), toute intégrale de cette même équation se met sous la forme
P—= of (Lis +5 Lp) + M (ri Qu ...) +... + fai + (v— ra, ...]
(1) On peut toujours supposer ft © sinon on poserail fi = f(æ1+ &, ...) et l’on raisonnerait sur la fonction f, qui serait d'ordre v — 1.
mx]
ve
Le) OU?
Ct
avec
À, = Ah =. Ar 0
etappartient, par conséquent, à l'équation (6 ) elle-même.
On voit donc que l'existence d’une intégrale d'ordre y n entraîne visà-vis de l'équation (6) une réductibilité particulière; de sorte que si, dans le cas général, il existait des intégrales d'ordre v< n, l'équation (8) admettrait à son tour des intégrales d'ordre inférieur à v et, en continuant ainsi, on établirait l'existence d’intégrales d'ordre wn.
Mais si l'équation (6) admet une intégrale d'ordre un, il existe une équation de degré un
(11) Af+ 0f—
(9 périodique en x,, #,, ..., æ,) dont toutes les intégrales appartiennent
à (6). En effectuant sur (11) les opérations A, A?, ..., A1 ..., il vient | A°f + 0Af + A6f—0, A f + 0Af + 2 A9Af+ A6 f—0,
selle ous sie oheln +) as sin + +00 (olsloberss ee ei is ,
et, par élimination de f, Af, A°f, ..., A? f entre les équations (6), (11), (12),
A P, P, CR P, Re Snace e ee AB . . . An-19
(13) ON gl (n — 2)A0 ._ … _… A8 | — 5, OO I 0 A D OR à : OR 9
C’est là une équation aux dérivées partielles en 0, qui devrait admettre au moins une intégrale uniforme périodique en æ,, æ?, ..., æ,, el rien n'indique, a priori, qu'il en soit ainsi lorsque P,, P,,..., P, sont des fonctions périodiques quelconques, à cette seule condition que l'équation (6) possède n intégrales indépendantes uniformes.
Cette méthode ne démontre pas davantage que l'équation (13) ne pos-
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sède pas d’intégrales périodiques, car l'existence de telles intégrales pourrait tenir à la forme toute particulière de cette équation. C’est précisément ce qui arrive dans le cas des équations différentielles linéaires ordinaires, à coefficients périodiques de même période, pour lesquelles on pourrait suivre une marche analogue.
Il convient de remarquer que, s’il existe une intégrale de l’équation (6) périodique en æ,, æs, :.., &,, d'ordre un par rapport à æ,,1l existe des intégrales périodiques par rapport aux mêmes variables et pour lesquelles
(14) DRE Gi Des 2 Lol (LG Ua oo del) e désignant une constante. On peut, en effet, trouver une équation Af + OT 0, où 0 désigne une fonction entièrement périodique, dont toutes les intégrales
appartiennent à l'équation (6). Or, une telle équation, qui s'intègre aisé-
ment, admet, en général (!), une intégrale de la forme
TCB Tr, Tee)
retant une constante, ®June fonction périodique enr, De me. d’ailleurs
me t4 TU ] lé | ef CCE NRA) CAT SE ESS di...dh 0 5
la même intégrale appartient à l'équation (6) et l’on a
CEE
Le problème revient donc à chercher s'il existe des intégrales / satisfaisant pour des valeurs convenables de e à l'identité (14), ce qui permet d’envisager la question d’une façon un peu différente.
Partons d’un système de # intégrales indépendantes, périodiques en x,,
Las, dy t pour plus de simplicité choisissons un système de la forme
ÉCRS D se 5 ns AJ Ge Le > Bed to I A oo
(1) Les cas d'exception tiennent à des circonstances particulières relatives à la nature des périodes de la fonction 0; circonstances que nous avons signalées pages 55 à 6.
f désignant une intégrale d'ordre #. On peut écrire
HN En ..)
= Lo Ji +) Ep (di + a...) +... ss flan —1)a,...], os Hi <.., M, étant fonctions périodiques des seules variables
Ho == Li Le, D. Up = Li — Lys
Soit
EP D CR as NE Eire Da, 1
une intégrale quelconque périodique en x,, ..., æ&, (As: -.., À, sont des fonctions périodiques de &,, u,, ..., u,). Nous poserons,
NO = }(u, + ka us; + ka, .:, un) + ki),
le même symbole s'appliquant aux coefficients . En exprimant que les INÉ Tales (T ee 0) 2, 2) ét cf(@,,&:,.:.. &) sontidentiques.
1l viendra | Do che
ete (15) \ (0 Ep, A0, 6e,
et l'élimination de À,, À,, ..., À,_, donne alors COR AN EE NAN ee ORDER En pe NE 0:
C’est là une relation algébrique en & et fonctionnelle par rapport à l’inconnue À,_,. On peut, d’ailleurs, former une équation foncuonnelle qui ne
dépende pas de €. Posons
Ào
À site Ge DES
les équations (15) peuvent s’écrire, en les divisant membre à membre par
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la première,
() GE + y 0:
g{1) : de ; (19) DO Ft
L'élimination de 0,, 0,, ,.., 0,_, fournit alors l'équation fonctionnelle
(n—2) (n—92),,(7—3) (72—2) (1) F6 ue ni) Po Ho L Le : Po, os - Ho
(7—2) 73 (n—2) Atn—3) ATX en (72—2) (1) ) i 8, ô, 8$ ae AUS
(18) nn TE TE nd
__ HS 07 Bo Te (nr—2) (1) BUT. 4106,
par rapport à la seule fonction inconnue 0,.
La question se ramène donc à celle-ci : l’équation fonctionnelle (18) admet-elle des solutions 0, périodiques en u,,u,,...,u,. — L'existence de ces solutions est une condition nécessaire et suffisante, car si l’on en connaît une, 0,, les équations (17) permettent de déterminer 6; 0,, ..:, 0,81 ensuite, lon se donne arbitrairement k,_,, périodique en #,, ..., u,, les for-
mules
permettent de déterminer À,, À,, ..., À,_,. Les équations (15) sont satisfaites en donnant à € une valeur qui n’est plus une constante il est vrai, mais lintégrale correspondante étant d’ordre wn, on est alors assuré de l'existence d’une intégrale F pour laquelle Le rapport F3 + dis ee) Fée e) est constant.
En d’autres termes, l'existence de solutions périodiques 0, de l’équation (18) entraine l’existence d’une fonction X,_, et d’une constante € permettant de vérifier la relation (16), et inversement.
Je n’ai pas réussi jusqu'ici à élucider la question relative à l'existence des solutions 9, de l'équation (18) dans le cas le plus général; quant aux con-
Stantes €, il est probable qu’elles sont racines d’une équation algébrique de degré r à coefficients constants, indépendante du système d’intégrales qui sert à la former, et qui reste la même lorsque, au lieu de considérer les intégrales périodiques par rapport à #,, æ,, ...,æ,, on considère celles qui sont périodiques par rapport à (p —1) autres variables quelconques.
Ces problèmes ont une grande importance si l’on remarque qu'à toute intégrale d'ordre un de l'équation (6) correspond une intégrale de l'équation (x) de la page 232
d n dur
fr —1.
Hi) ee Re),
K(x) / dxn-1
qui se met sous la forme
e T2), Ta) étant une fonclion quasi-périodique.
IL est probable qu'il existe des systèmes d'intégrales fondamentales indépendantes, jouissant, vis-à-vis de la quasi-périodicité, de propriétés analogues à celles que l’on obtient en considérant les intégrales d'équations différentielles linéaires, à coefficients périodiques de même période.
APPLICATION AUX MOYENNES D'OBSERVATIONS MÉTÉOROLOGIQUES
Je terminerai par une application assez curieuse des théorèmes que nous avons établis sur les fonctions moyennes déduites d’une même fonction quasi-périodique (p. 207 à 224).
On sait que, dans les stations météorologiques, les observations sont groupées en séries dont on calcule les moyennes. Que signifient ces moyennes? Pour saisir exactement le sens de cette question, prenons un exemple précis.
L'observation fournit directement la pression barométrique en fonction
du temps. Soit He)
cette fonction; æ est le temps compté en jours moyens à partir d’une certaine époque origine.
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Or, imaginons qu'on fasse la moyenne des observations faites à minuit, . ae par exemple : en appelant ? le nombre d'observations, et supposant l’origine des temps choisie à minuit du jour origine, on forme la quantité
f(o)+flo+i)+f(o+2)+...+ flo +(r—1)] |:
Sn
Le calcul montre que si le nombre des observations devient suffisamment grand, s'étendant à plusieurs années par exemple, cette moyenne à une limite fixe. C’est la pression moyenne de minuit.
Si, au lieu des observations de minuit, on prend celles d’une heure quelconque de la journée, la même pour chaque jour, la moyenne tend encore vers une limite déterminée, différente de la première.
En d’autres termes la quantité
MAPS IP OODE CET Arte 1)]|
a, quel que soit +, une limite pour # infini. Cette limite est une fonction continue de æ périodique de période un qui s'appelle la variation diurne moyenne de la pression barométrique.
D'une façon générale, le calcul des moyennes montre que les fonctions météorologiques, telles que f(x), jouissent de la propriété suivante : la quantité
| f(x) +f(z+h)+...+fle+(n—0a4ll
a, quels que soient x et #, une limite lorsque » augmente indéfiniment et cette limite est une fonction continue de x. Quelle est la signification des foncuüons ainsi obtenues? Que représentent-elles vis-à-vis de la foncuon f(x) elle-même? Les propriétés des fonctions quasi-périodiques semblent fournir une réponse à cette question.
En eflet, l'existence de ces fonctions moyennes est un des caractères essentiels des fonctions quasi-périodiques uniformément continues. D'autre part, les phénomènes météorologiques semblent résulter nettement, à part les causes accidentelles, de causes périodiques en nombre fini, mais de
périodes différentes. C’est ainsi que, pour la température et la pression
barométrique, les causes périodiques qui, en dehors des variations accidentelles, paraissent intervenir sont :
1° Une cause diurne de période & — 1 ; 2° Une cause lunaire de période b — 2
ne — Fe 3° Une cause annuelle de période c— re.
7e ER 242 CHENE)
auxquelles il faudrait joindre probablement une cause de période d = 25,3 correspondant à la durée de la rotation solaire, et une cause de période e 11,1 X 365,24 correspondant à la périodicité des taches solaires (‘).
[peut exister, bien entendu, d’autres causes périodiques qui influent sur les lee météorologiques; c’est à l'observation et au calcul de décider Jusqu'à quel point il en est ainsi, et si l’on peut, en dehors des variauons accidentelles, représenter les observations par une fonction quasipériodique uniformément continue attachée au champ des périodes a, b, code.
Nous faisons donc l'hypothèse que f(x) est une fonction quasi-périodique, hypothèse que seuls les calculs basés sur les considérations qui vont suivre seront capables de justifier.
Les moyennes font tout d'abord disparaître ce que l’on pourrait appeler les fonctions accidentelles. Une fonction 0(x) sera accidentelle si, quels que soient # et , la quantité
Lid(æ Ch) Or (ne ll a pour limite o et si de plus les nombres CAPE EN PEER EN COS AU satisfont, quant à leur répartition autour de leur moyenne, aux lois de la
probabilité (C):
Le théorème des moyennes permettra de reconnaitre les nombres
(1) Ces périodes ne sont pas encore très exactement connues. (2) Je ne discuterai pas les objections qu'une telle définition pourrait soulever; elle est
en effet suffisante pour la clarté des raisonnements qui suivent.
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appartenant aux corps des périodes. Si la fonction de x
Bis ar k) lim = | /(æ) = f(a+h)+...+/ffz+(r 1)A]|
. Ë Ce 1 n’est pas constante, le nombre X appartient aux corps des périodes, et l’on aura là un moyen pratique de vérifier que le corps des périodes est défini par a, b,c,d, e. Si h n'appartient pas (*) au corps des périodes on aura
(f(æ); hr ] AS
A, désignant la moyenne générale, ici la pression moyenne.
On peut supposer que f(x) est développable en une série de fonctions périodiques à périodes deux à deux incommensurables, car, s’il en était autrement, on pourrait toujours représenter f(æ) avec une approximation supérieure à la précision des observations, par une fonction qui jouirait de cette propriété. On écrira donc, en réunissant dans un même terme les deux fonctions égales S,(x), S_,(x),
(1) f(x) = A+ D Sa(z),
les fonctions périodiques S, ayant chacune une moyenne nulle. Nous savons que les périodes x sont les périodes primitives du corps réduit fondamental. Ici les périodes à, b, c, d, e peuvent être pratiquement regardées comme indépendantes, de sorte que les périodes &« sont données par la
formule I mt Do M3 mt, ms re
M, M, ..., In, désignant des entiers quelconques premiers entre eux. D'autre part nous savons que
No Nr k At Sa(x)=lime)f(æ)+ f(x +a)+...+ [x + (n —1)aæ]!|,
(1) Pratiquement on reconnaitra que A est extérieur au corps défini par a, b, ce, d,e lorsque dans la relation RO Nu M m3 — — —
JR NES e
l'un au moins des entiers 1, ..., mx sera très grand.
relation qui fournit un moyen pratique de calculer chacune des variations S,(æ) et nous avons une interprétation de ces moyennes.
La constante A, est la moyenne générale. La variation diurne n’est autre que le terme du développement (1) correspondant aux entiers DE 0 = — M, 0;
La variation lunaire désigne la fonction S, du même développement correspondant aux entiers M, = 1, M = M;—=...—My—=0.
La variation annuelle correspond au système », = 0, m, = 0, m;= 1, M,—= 0, M; —= O0, elC.
C’est au calcul de décider de l'importance relative de chacune des variations composant le développement (1). Les variations S, tendent vers 0 lorsque un ou plusieurs des entiers 71 grandissent indéfiniment; c’est encore au calcul de déterminer les limites inférieures de ces entiers au-dessus desquelles les variations correspondantes deviennent négligeables.
L'importance relative des variations qui figurent dans le développement (1) présente un réel intérêt. Ainsi, en ce qui concerne les pressions barométriques, les variations diurne, lunaire et annuelle sont connues depuis longtemps, mais il y a d’autres variations qui ne sont nullement négligeables; nous avons là une méthode pratique pour les rechercher et les obtenir.
Il est clair que les mêmes considérations s'appliquent aux températures, aux phénomènes magnétiques, etc.
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CONCLUSION
On voit que, dans ce travail, notre but principal a été d'étudier les fonctions quasi-périodiques uniformément continues et d'en préparer la voie des applications. Les fonctions développables en séries uniformément convergentes, dont les termes sont des fonctions quasi-périodiques uniformément conünues, possèdent la plupart de leurs propriétés et en constituent une extension naturelle; mais on ne peut songer à obtenir par cette voie les fonctions quasi-périodiques simplement continues dont la définition (qui comprend aussi celles des fonctions quasi-périodiques uniformément continues) est indépendante des développements en série et résulte d’un point de vue différent. Il resterait à examiner si ces dernières admettent, elles aussi, des développements en séries caractéristiques.
Le mode de définition que nous avons adopté pour la quasi-périodicité n'exclut pas la possibilité de l’appliquer aux fonctions discontinues, mais c'est là une étude qui, tout en présentant un réel intérêt, a beaucoup moins d'importance au point de vue des applications, par ce fait que les fonctions que l’on y rencontre sont habituellement continues.
L'indépendance, entre les périodes &,,&,,...,@,, qui joue un rôle capital dans cette théorie n’est, en quelque sorte, qu'une première approximation; certaines propriètés des fonctions quasi-périodiques dépendent en outre de
. su NT m la façon dont la quantité = + +. pDeutsSeTADDrOCREL dCio CE a; te 2
c'est surtout dans des problèmes d'intégration où figurent des fonctions quasi-périodiques qu'il devient parfois indispensable de connaître ce nouvel élément.
D) Qt
NOTE TI
Je vais établir ici le théorème que nous avons admis (p. 102).
Etant donné un Tableau rectangulaire de n(n — P) nombres entiers
1 si Si S) 5 (1) DS , = p) 11h n—p SORA LMP ARE |
si l’on désigne par A le plus grand commun diviseur des déterminants () d'ordre (n— p) formés avec les nombres de ce Tableau, on peut trouver un second Tableau rectangulaire de np entiers
Bi Bi +. br (2)
P 2 ) INSCRIRE TS
de façon que le déterminant total
1 1 1 Fi P2 Pen p 2 p 1 BP ne 1 1 1 Si S, S »
np np —p S ñ S; Sa
soit égal à A.
Nous allons montrer pour cela qu'étant donné le Tableau (1) on peut lui
adjoindre une ligne 1,, 4,, ..., , de façon que dans le nouveau Tableau
on Lo sos LUE
1 1 1 si $i He Vs
s!—P se ee st?
(1) On néglige, bien entendu, ceux de ces déterminants qui sont nuls.
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les déterminants d'ordre (7 — pæ+1) aient encore comme plus grand
commun diviseur À.
En effet, les équations
SEP SE PT. ESS PŒn— 0
s : 4 a ,0 ,0 mŸ ont toujours des solutions entières non nulles. Soit æ, æ,, ..., æ, une de ; ,0 Dre 3 PT ces solutions; on peutsupposer que 2 0 .…, æ} sont des entiers premiers entre eux. Or, d’après un théorème connu, on peut déterminer les en-
Les «.., 1 de façon que l’on ait
uers LL, |
La TE BB + Fin Ti.
Les entiers &,, ..., 4, étant ainsi déterminés, on voit que les équations
Vi Tiboo tt... EFUn Æn—=l, s: Ti Sie 0e RS Ty — 0;
ont des solutions entières puisqu'elles ont en particulier la solution x°,
RE PE Or, d’après un théorème de M. Méray, que nous avons déjà énoncé page 91, il faut que les déterminants d'ordre (7 — p + 1) formés avec les
éléments du Tableau
| Pi F2 ln |
(3) RS Sn | | + he)
| s2-P sn |
aient pour plus grand commun diviseur un nombre d, divisant tous les déterminants d'ordre (7 — p +1) du Tableau
or a s!—P 0
En prenant dans (4) les déterminants qui contiennent la dernière colonne, on voit que d doit diviser A, mais d’après la façon dont est composé le Tableau (3), d est nécessairement un multiple de A; par conséquent d = A; ce qui établit la proposition. En continuant de proche en proche on obtient le théorème à démontrer.
Nous avons fait usage de ce théorème, en diverses circonstances, et, en particulier, lorsque A = +7.
Je ferai encore cette remarque que, les entiers 4! du Tableau (2) étant choisis à la façon indiquée, les équations
ont, quelles que soient les valeurs entières attribuées à n,, n,, ..., n,,
des solutions entières en #,, æ,, ..., æ,. Nous nous sommes servi plusieurs fois de cette propriété.
268 E. ESCLANGON.
NOTE II
Je démontrerai, dans cette Note, le théorème sur lequel je me suis appuyé(p. 171), dans l'étude des développements en séries trigonométriques des fonctions de plusieurs variables, à savoir que si la fonction conuünuc F(x, y) périodique en #, y de périodes a, b satisfait aux conditions de Dirichlet (p. 167), l'intégrale
nr r-rÀ
Sin(22 +1)T: 2 : à 1 ; b U./ by\sin(2n+1)y = H — — » d OPEN Re Fa, + 7) TT SINr — 7}
tend uniformément vers F(x, y), lorsque l’entier positif x croit indéfiniment.
Leu. — Soient h un nombre compris entre o et 7, 2(x) une fonction finie de module inférieur à M, satisfaisant entre o et h aux conditions de Dirichlet; c’est-à-dire que dans l'intervalle (0, h) elle est décomposable en un nombre fintu d'intervalles, dans chacun desquels la fonction o(x) est continue et varie toujours dans le même sens. Il existe une constante absolue ?, indépendante de h et de la fonction ©, telle que l’on puisse écrire, quel que soit l’entier positif n(n £o),
(a) J ce Sin(272 +i)x
= dx o u. M.
Sin æ Apr DEN . + T x Considérons d’abord le cas particulier où 4° —> eloùo(x) est une fonclion positive ne croissant jamais entre o et h. Posons
= I p(x) ie dx (K—2n+i).
sin æ
I suffit dans ce cas, pour établir le théorème, de reprendre la démons-
Q (ep O
FR | ; T ation (!) par laquelle on montre que limJ = T9(0).
Soit d’abord l'intégrale auxiliaire
Sin(22 +1)x ———— dx, : Sin æ
. T 1 » valeur =.
qui a pour valeur =
Pour obtenir une limite supérieure de l'intégrale J, partageons le champ d'intégration en intervalles |
r désignant le plus grand multiple de
DA
somme d’intégrales
T Un +1) Fa k : je ‘sinkx ’ sin {æ ‘sin £x = _p(r)dr F...+E = o(x) dx +...+ —— p(x) dx.
sin æ CNED JSin re 0 *mT EATATO 2 TE
Les termes de cette somme sont alternativement positifs et négatifs, et le te) 1
premier est manifestement positif. On peut écrire en effet
T T {mm +2) — (TEEN) sink£x he MSIE | À —— (x) dx = — er Ca 7x Si0Z Se Ce MEN k Un +1) — È F So) i MT \ / “ En T AE ce qui montre de plus, puisque le facteur —- est moindre que SIN & + — \ A
OT . ’ = FUI Là Dee . 2 que les intégrales de la suite précédente décroissent en valeur absolue.
On écrira donc
Tu, — u, + u—...,
(2) Voir Pican», Traité d'Analyse; t. I, $ 3, p: 217.
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et ceci montre déjà que l'intégrale J est positive : (3) OZ] Luy— +. Ua.
Effectuons le même partage pour l'intégrale auxiliaire u1
?sinkæ f * dx (kK= on +r);
J Sin
on aura
en posant
TL (4) Po Pat. mPapti ni
Si dans le terme général
(1 +1) Ze sin kæx Un =(—1}# : o(x) dx mT SIN Z
+ r » mnt . .- D Po on remplace 2 par sa limite superieure a( L ) puis par sa limite infé-
(Mm+1)T a cap on aura
@ (2) Pin > Un > o PE] Pre
Dans le second membre de l'inégalité (3) remplaçons les termes d’in-
rieure o |
dice pair par des nombres plus grands, les termes d’indice impair par des nombres plus petits; l'inégalité subsiste et devient
J<p,o(o) —ne(?) Re Dar t (275) + pan Q(ÈRE),
Le
ou encore
J << Po o(0) GE à (i—e:)9 (28) Res (Pam—1 — pn)e(2TE)
D SI ee
et, à plus forte raison, J<p9 ?(0).
Or, il est facile d'obtenir une limite supérieure pour 3 l'inégalité (4), où l'on fait p — o, donne immédiatement
_T RE pi
d'autre part, l’on a manifestement
2H J nl ° Pi <— en sin £x dx, sin - "7?
k # ou bien T = RC L sin? D k comme *23, on a certainement _ T RSC et, finalement, Po < T+
En définitive On a dans ce Cas ? ?
0 JET a (0),
quel que soit < . et quel que soit l’entier 2.
Supposons maintenant que, au lieu d’être décroissante ou constante, la fonction +(x), tout en restant positive, ne décroisse jamais dans l’intervalle o, 4.
Considérons alors la fonction
Y(xz)=o(2)— (x); on peut lui appliquer le théorème précédent, ce qui donne
sin Ææ
dx < r[o(hk)—vo(0o)]
Sin æ
h o< f Le(i) ete)
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ou encore
he RO sinAæ er : sin £æ = COÛTÉ R) — o( [a dx < o(h) [ : dx 20) f sin æ Let) Dies sin æ oi ARE Aa h ; : : FT sin {a et, à plus forte raison, puisque l'intégrale | St “dr est positive, Car ÿ k : he à sin æ F sink£æ — r[o(h)—9(0)] < [l o(x)— dx < o(h) | tr JE SIN æ J SIT
h Cesinégalitésprouventque, en valeurabsolue, l'intégraleJ= f o(x)
sin x dx
sin &
est inférieure au plus grand des nombres
r[e(4)— o(0)], Du
SIN
et, par suite, à To(), : [J|<ro(A).
On peut alors appliquer le théorème aux fonctions négatives, à conditon que, dans l’intervalle (0, L) elles gardent le même signe et varient dans le même sens; si M est un nombre supérieur à la valeur absolue de 5(x), on
aura, dans tous ces Cas, [J|<rM.
Soit maintenant $(x) une fonction qui, dans l'intervalle (g, L), est continue, garde un signe constant et varie dans le même sens; considérons
l'intégrale ñ ; À sinkÆæ À o(æx) — dx (KR),
SIN
Ca
Si l’on appelle &,(x) une fonction constante égale à o(g) pour o£x£g et coïncidant avec o(x) dans l'intervalle (g, L), on aura
sin £x [ tx)" de | <ro(g)<rM,
SA Sin æ
Sin | ; SINX |
LES FONCTIONS QUASI-PÉRIODIQUES. 27 par suite, en faisant la différence,
: Rues | [ ne CN
Sin
Doit enfin 9(x) une fonction continue qui dans l'intervalle (0, 4) peut changer de signe, mais varie toujours dans le même sens; si Pon appelle g
la valeur de x qui annule 9 (x), on peut écrire
2 ‘ g : le . » ne SIDE nu sin £x _sin Âx = f Mo . / te) sin ae + f "0e sinz de
par suile
J|<37rM.
De même, soit (x) une fonction continue dans lPintervalle (&, 2 <5),
variant toujours dans le même sens, mais pouvant être positive où néga-
Uve, on aura par le même procédé
| | pla) de |<hrM [lo(x)| <M].
Ceci posé, supposons que (x) soit une fonction bornée, satisfaisant entre o et 2 aux conditions de Dirichlet, et soit 14 le nombre d’intervalles, dans chacun desquels la fonction varie dans le même sens; on aura d’après
les théorèmes précédents
: . TR A : oi : ut On a suppose h compris entre o el —; supposons h compris entre —etT,
on aura
us 2 il 0 sin {x sin 4 x 4) ——— © ( ) dæ +- - o(x) dx sin æ sin Z ) UT Æ Li Er PRES SIN 7 sinkæ , = ——— o(x) dx + | TE: o(T GP) A SITE | Sin æ 0 lr—h
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, 2 >: À = ; et par suite encore, en appelant 4 le nombre d’intervalles dans lequel 4(x) varie dans le mème sens, [J|< 4ruM.
D'une facon générale, st g et h désignent deux nombres quelconques compris entre —T el +T ou égaux à ces limites, on a en appelant y le nombre d’intervalles (compris dans l'intervalle g, h) où $(x) varie
dans le méme sens
f oc) CM Tete) <MD S ;
el cela quel que soit l'entier positif re Ceci posé, revenons à l’intégrale
TR
6 by\sin(2r Er); Jan) f F(2, 7 L 2) ed RU ;
3 pouvant toujours être choisi entre o et b puisque F est périodique en y.
Tout d’abord on sait (') que, si l’on donne à & une valeur fixe, l’intéorale J considérée comme fonction de y tend uniformément vers F(%, y), c'est-à-dire qu'étant donné € on peut trouver y de façon que pour »2Zv on ait, quel que soit y,
mais l'entier y dépend de «. Si lon pouvait montrer que y à un maximum lorsque à varie, la proposition serait établie. Supposons qu'il n’en soit pas ainsi; donnons-nous une suite d’entiers N,,N,,..., Nz, ... croissant imdéfiniment, et considérons des valeurs &,, 4, ..., 4x, ... pour lesquelles le plus petit des entiers v précédemment définis est respectivement supérieur à NN, NS As mombres dd OUT une valeur limite & comprise entre o et & ou égale à l’un de ces nombres. On en conclut qu'il existe des valeurs 4’ aussi voisines qu'on le veut de «,
et des entiers 7 aussi grands qu'on le veut pour lesquels on à pour certaines
(T) Prcarb, Traité d'Analyse, K4,p 236, SA3,
SE Cr
valeurs y
En (SS] er
Ja, y',n) —F(a, peer
Ye A n Le Lors à " + 1 !
D'autre part, l'intégrale J(4, y, 7), où & est fixe, tendant uniformément vers F(x, y), on en conclut l'existence d’un entier y tel que pour #22 on ait, quel que soit y’,
(4) [f(x nier (a, yiLe
Considérons maintenant la différence J(æ, y’, n) — J(x, y’, n), on a
= - Î DEMREE y -2) RE, vi és TE . T ;
D'après le lemme établi plus haut, remarquant que la fonction de +,
sin(22 +1)} =: — - dy.
siny
1 / ’ b / b \ À F (> Y'+ 7) _ F(e, VY + 2, possède par hypothèse un nombre de F T :
maxima et de minima inférieur à 4, on en conclut, en désignant par M
le maximum de cette fonction,
Jr nn) J(2, x.) ErEM.
Or si &’ est suffisaniment voisin de &, M sera aussi petit qu'on le veut, de
sorte que l’on pourra écrire
I m Ve
ton Ra enle te y nil
d’où, par la comparaison des inégalités (4) et (5),
J(a', y, n)—F(a,y')|< +|F(a y) —F(ax, y') Je : 3
mais 4’ peut toujours être choisi assez voisin de & pour que, quel que soit y’,
LF(a y) —F(a', y')1<
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de sorte que, quels que soient y'et lentier 2 Zv, on aura pour toutes les
valeurs de x’ assez voisines de 4,
[J(@, J' n) FT Eat, 4) | < €;
ce qui est en contradiction avec l'inégalité (3); le théorème est démontré.
Vu et approuvé :
Paris, le 20 avril 1904.
Le Doyen DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,
Pauz APPELL.
Vu el permis d'imprimer :
Paris, le »o avril 1904.
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