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INTRODUCTION
Les mouvements de roulement occupent en dynamique une place à part, comme il est connu depuis longtemps, principalement par les recherches deNeumann [Mathematische Annalen, t. XXVH, 188G). Ce fait tient à ce que la liaison, d'après laquelle deux corps solides roulent l'un sur l'autre, ne peut pas s'exprimer par des équations en termes finis entre les coordonnées, mais s'exprime par des équations dont les premiers membres sont des fonctions linéaires et homogènes des différentielles des coordonnées, ces fonctions n étant pas des différentielles totales e.ractes. De là, des difficultés particulières quand on veut appliquer à ces problèmes les méthodes générales de la dynamique analytique. D'autre part ces mouvements se rencontrent constamment en mécanique appliquée : le cerceau, le monocycle, le bicycle, les roulements à billes en sont les exemples les plus simples. '
Cet ouvrage a pour but de faire connaître les principales méthodes employées pour traiter ce genre de problèmes, de façon à mettre le lecteur à même d'entreprendre de nouvelles recherches.
INTRODUCTÏOX
PRINCIPAUX OUVRAGES ET MEMOIRES A CONSULTER
ÎSlesser. — Qiiartcrït/ Journal of MatliciiKitics. i8()i.
Neumann. — Mathematische Aiinalen^ t. XXVII, iSSfi. llericlilc Ithcr die Verhand lange II der Konigl. Sàchsischen Gcsellscliajï dcr Wisscnscliajïca zu Leipzig, 1888.
RouTH. — Adf^anced Rigid Dynamics (Mac-Millan and Co, 1884).
ViERKAA'DT. — Uebei" gleitende und rollende Bcwogung iMonnfsheft fur Mathematik und Physik, t, III, p. 47 ; 1892).
Hadamard. — Sur les mouvements de roulement [CoinptcK rendus, i.Sc)',, Mémoires de la Société des Sciences physiques cl iialurcUos de Bordeaux, t. V, 1893). Ce Mémoire est repi'oduit à la fui du v(dume.
BouRLET. — Bicycles et Bicyclettes. i<"" Vol. Équilibre et direction; 2» Vol. Travail (Gauthier-Villars). Étude théorique sur la bicyclette [Bulletin de la Société mathématique de France,, 1899). Sur les roulements à billes ((n-uie cirll. 1898). Pistes de vélodrome. {Circo/n Mntcmatico di Palertiid^ ^^\)\)-]
Sharp. — Bicycles and Tricycles,^ Longmans Green. Loudou 1X9(1.
■Cakvallo. — Mémoire présenté au concours du pi'ix l'onnicyroii (Séance publique de l'Académie des Sciences, 17 décembre 1898). Ce mémoire doit paraîti*e prochainement dans le Journal de TEcole polytechni<jue.
BoussiNESQ. — Diverses notes dans les Coiir>fcs rendus, deuxième semestre 1898, premier semestre 1899, ai Journal de Mathématiques, j)remiers fascicules 1899.
KoRTEWEGf^). — Ueber eine ziemlich verbreitete uurichtigc iî^liinulhuigsweise eines Problèmes der rollciidcii lîrwcj^-mi^-, nhcs' die Théorie dieser Bewegung-, und ins besoiidcrc uhrv klciiu- rollende Scdiwlngungen mu eine ( lleieli^rcwichlsln-v. \lrinv Archlcf mur W i.s/auidc . 1 S99. Ce iiu'moire sera suivi d une .Vo/c .s/i/- le nn>iircnit'nl de loulcnicnl cCun corps pvsunl de rct olulion sur le plan l/ar/zoz/ldl. (jui j);u';i M ra dans le niènu' recueil, lin 1S99.
Appell. — Sur l'inlégration de< ('(lualioiis du iu(tuvenienl il un corps pesant de révolution roulanl |)ai' une ai'èle circulaire sur un jilan horizonlal: cas du cei'ceau. -- A paraiire dans les ItcndI mnll del (tj cidd Ma/ciiKiltiO (Il Palcrino, preuncr lascieiile Ujtx».
(;)Je nai eu.
présent voluuu'
OUVRAGES A CONSULTER
DarbOux. — Leçons sur la théorie générale des sur/aces, t. I, ohap. I et II ;
RoL'TH. — The Atluanced part of a Treatîse on the Dynamics of a systeni of Higid-Dodies, chap. I.
I . Quelques théorèmes de cinématique. — Imaginons d'abord im système de forme invariable en mouvement autour d'un point iixe O. On démontre en cinématique que, à chaque instant ^ les vitesses des divers points du système sont les mêmes que s'il tournait avec une certaine vitesse angulaire tu autour d'un axe passant par le point fixe. On représente cette rotation, appelée rotation instantanée, par un vecteur Ow, de h)ngueur tti^ porté sur Taxe de rotation dans un sens tel qu'un observateur, ayant les pieds en O et la tète en w, voie le système tourner- de sa gauche vers sa droite.
Imaginons ensuite un système invariable animé d'un mouvement quelconque. Prenons un point O invariablement lié au système, et soit \' la vitesse de ce point. On démontre que les vitesses des divers points du système sont les mêmes que si le système était animé à la fois d'une translation de vitesse égale à V et d'une rotation de vitesse anguhiire w autour d'un axe 0(0 passant par i). Cela veut dire que la vitesse d'un point queh'onque du système est la résultante d'un vecteur égal à V et d'un vecteur égal à la vitesse qu'aurait ce point si le sysirme était animé seulement de la rotation m. Dans celte repré-
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sentation de l'état des vitesses le choix: du point 0 invariablement lié au système est arbitraire . Si, au même instant /, on avait fait choix d'un autre point O' invariablement lié au svstème, on aurait une autre vitesse \' pour la translation, mais la rotation serait la même.
2. Formules. — Considérons un trièdre trirectangle O.vyz en mouvement. Ce trièdre constitue un système invariable. Nous supposerons les axes orientés de telle façon qu'une rotation de 90** dans le sens positif autour de 0:; amène O.r sur Oy.
Soient, à l'instant t, \' la vitesse du point O et w' la rotation instantanée du trièdre, désignons par u' , v\ iv' et p\ q' , t^ les projections des vecteurs \' et tù' sur les axes mobiles O.iyz.
Quand le mouvement du trièdre est donné, V et w' sont connus à chaque instant, donc u' , v' ,i\'' ^p' ,q' ,r' sont des fonctions connues du temps. Réciproquement, si ces quantités sont données en fonction du temps, on peut trouver le mouvement du trièdre comme on le verra dans les Leçons de M. Darboii.r, vol. I, chapitre 11.
Vitesse d'un point. — Soit m un point invariablement lié au trièdre : les coordonnées .f,ij,z de ce point par rapport au trièdre sont alors constantes. Appelons Vg la vitesse du point à l'instant t et Vg,, Vpy V^; ses projections sur les axes mobiles On a, d'après les formules connues pour les rotations
\ex = II' + 7'- — '-y
\,.- r= ti-' -f p'y — f/'i' •
Si le point ni est en mouvement par rapport aux axes O.ri/z, ses coordonnées r,//,: varient avec t. La vitesse absolue du point m est alors la résultante de sa vitesse relative qui a pour
proiections — , — ^ —1 et de sa vitesse d'entraînement qui * -^ dt dt ' dt
a pour projections les quantités (1). On a donc, en appe-
ACCELEIIATIOX DU POINT 9
lant y a ^'à vitesse absolue du point ni et X^x, ^ «,/' ^«^ ^^^ projections
>• Applications. — i** lir primer que le point m est immobile dans l'espace. — Il suffit décrire que sa vitesse absolue est nulle
dx
(3) --j- -f «' + <l'- — r'y = o, elc .
•2° Exprimer quune droite ayant pour cosinus directeurs par rapport aux axes Oxi/z les quantités a, ^, v, «, dans l'espace, une direction fixe. — En menant par l'origine un segment OA de longueur i parallèle à la droite donnée, on obtient un point A de coordonnées
Pour que le segment ()A se déplace parallèlement à luimême, il faut et il suffit que les points A et O aient la même vitesse absolue à chaque instant : c'est ce qu'on exprime en
écrivant V,,j,= «', V„j, = t'', y„. = i\-' ; on a ainsi les conditions
dy,
(4) ^-- -\--q -y=o, etc..
\- Accélération d'un point- — Soit /;/ nu point en mouvemenl par rapport aux. axes mobiles : désignons par \a sa vitesse absolue et par J^ son accélération absolue.
Prenons un point absolument fixe O, ayant [)«)ur cooidoiinéesa,^,cpar rapport aux axes mobiles, et menons par ce point un segment O, m, égal et parallèle à N^. D'après la définition de l'accélération, J« est égal à la vitesse absolue du
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point nii. Or les coordonnées /"i,?/!,:!, de /«i par rapport aux axes O.ryz sont
On a donc, en appelant .1,,^, .1,,,/, J,,- les projections de l'accélération cherchée Ja
J„ = ^ + ^ + „' + (c + V„,) ,,■- (h + V,.,) r'. .. Mais le point O^ étant lixe dans l'espace, on a
-JJ- +fi -\-qc —rb—o,...
Donc enlin
fJY
3az= -rr- -\-pyai,—q^ai
5. Mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe. — Imaginons un corps solide mobile autour d'un point fixe O sous l'action de forces données Fi, V^, Fg Appelons w la rotation instantanée du coi^ps à l'instant t, rotation représentée par un certain vecteur Ow. Rapportons le mouvement du corps à un trièdre Oxyz de sommet O animé d'un mouvement connu : appelons, comme plus haut, w' la rotation instantanée du trièdre au temps t. Nous désignerons par p'^q'^ les projections de oi' sur les trois axes, et par p,q,f' celles de oj. Le point O étant lixe, les quantités u', w', i%'' sont nulles.
Moment résultant des quantités de moui>emcnt. — Une molécule m du corps de coordonnées /',;/, r- possède à l'instant ; une
\ar
=: rx
—py
— (jX.
MOLVKMKN T I) LX CORPS SOLIDE AUTOUR D UN POINT FIXK 1 l
vitesse absolue Va ayant pour projections sur les axes mobiles, d'après les formules connues pour les rotations,
Construisons le moment résultant Oa des quantités de mouvement des divers points du corps par rapport au point O. Le moment de la quantité de mouvement du point m, par rapport à O, a pour projections sur les axes
c'est-à-dire
m [(j2 _|_ -2)^ _ ^.yfj _ xzv\,...
En appelant cr^., '7^,t- les projections de Ot sur les axes Ox, Oy, 0:; on a donc
or.^ = Sm [ (j2 _|- -2) ^ _ ji^yf^ _ jczr] , . . .
Posons
A =: Sm (j2 _^ -2|^ B _ v,„ (-2 _|_ ^2^^ c = ^,,^^'^2 _,_^2^
(7) D = v/wj^, Ez^'^nixz, FmVlm^j;
il vient
(8) n,j=^Bq.-\h'—Vp 7z = ^''* — I^/y — I^<7.
Dansées lornmles A, B, G sont les moments d'inertje du corps par ra[)p()rt aux axes Oxijz et 1), K, V les produits d'inertie par rapport aux mêmes axes. Gomme le trièdre 0;ri/z est suf>posé animé d'un mouvement quelconque dans l'espace et dans le <-orps, ces six quantités varient avec le temps.
Force l'âr dit corps. — La (bMiii-loree viveT= — — — ^est
•2 donnée par la formule;
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d'où, en développant,
(9) 2T = A/?2 _|_ Br/2 -f Ci'i — 'iJ)qr — -iErp - iVpfj.
on peut vérifier que l'on a
, , ÔT ÔT ÔT
^ ' àp ^ àq Ùr
Moment résultant des forces. — Soit OS le moment résultant des forces appliquées au corps par rapport au point O : Sj, Sy, S- ses projections sur les axes. Ces quantités sont respectivement les sommes des moments des forces par rapport aux axes Ox, Oy, O:;.
Equations du mouvement. — D'après une interprétation géométrique du théorème des moments donnée par Resal (Voyez mon Traité de mécanique, t. II, chapitre xviii), la vitesse absolue du point a est, à chaque instant, égale et parallèle à S. Nous allons écrire que les projections de la vitesse absolue de a sur les axes O.vyz sont égales à celles de S. Or le point a ayant pour coordonnées a^., (7^,53, les projections de sa vitesse absolue sont données par les formules (2) où on remplace ./",?/, 3 par a ,<^,,, a- et u', v', i\'' par zéro. On a donc les équations du mouvement
d(Tj
Dans ces équations a^., a,j, a- ont les valeurs (8) ; et il faut
remarquer que dans le calcul de ' , ... il faut tenir compte
de ce fait que les coefficients A,B, ... sont en général variables avec t.
()■ Cas particuliers. — 1° Zc trièdre de référence Oxyz est attaché au corps. — Si le trièdre est invariablement lié au corps ,
dt
d., dt
+ /'cTx -
+ p'^ll -
CAS PAUTICL'LIERS l3
la rotation instantanée du trièdre oi' est identique à celle du corps. On a donc
En outre A,B,G,D, E, F sont des constantes. Si on suppose que le trièdre de référence soit formé par les axes principaux d'inertie du corps relatifs à O, on voit que D, E, F sont nuls et on retrouve les équations d'Euler.
•2° L'axe Oz est lié au curps ; les a.ies Ox et Oy sont mobiles dans le corps. — Un point m pris sur 0^ doit avoir la même vitesse absolue soit qu'on le regarde comme entraîné par le trièdre Oxyz, soit qu'on le regarde . comme entraîné par le corps. On doit donc avoir
(j'z — l'y ■=. qz — /•)•, etc.
quand on suppose ./• et y nuls. On a donc P' = P^ H — Q
mais 1^ est différent de r.
Imaginons par exemple que l'ellipsoïde d'inertie relatif à 0 soit de révolution. Prenons pour axe 0:; l'axe de révolution et pour axes Ox, Oy deux axes rectangulaires dans le plan de l'équateur, ces axes étant mobiles dans le corps. Alors
De plus A, B, G sont constants. On a dans ce cas
tSx=^Ap, <j,jz=zAf/, (T; == Cr,
Les équations du mouvement sont donc d'après ( 1 1 ) A ^-|-(Cr-ArVy = S, (1.) A ^ -(Cr-ArV = S.
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7. Mouvement d'un corps solide libre. — Soit un corps solide libre sollicité par des forces Fi, F2..., F». Rapportons le mouvement du corps à un trièdre de référence O.ryz animé d'un mouvement connu. Nous appellerons alors comme auN^si \' la vitesse de O et m' la rotation instantanée du trièdre.
Soit G le centre de gravité du corps, ?, r^, t ses coordonnées par rapport à O.xyz^ V sa vitesse absolue de projections 11, c, «' sur Oxyz. On a :
Soient de même J l'accélération absolue du centre de gravité G, J^, J,y, J3, ses projections sur Oxyz. On a d'après (5) :
Mouvement du centre de gravité. — Les forces appliquées ont une résultante générale ayant pour projections X, Y, Z sur les axes Oxyz. D'après le théorème du mouvement du centre de gravité, cette résultante est égale à MJ, M désignant la masse totale du corps. On a donc les équations M.I.î = X,..., ou
(du \dt
(i3) m(^^ +r'u-p'^vj=\
^\Tt +7'-"'-v)=x
_. -\.p'v—q'uj=Z.
Dans le cas particulier où O coïncide avec G, on a
ç 1= r^ =r ^ = o, u =: u', v =. /, iv =r «''.
Mouvement autour du centre de gravité. — Menons par G des axes Gx^y^z^ parallèles aux axes Oxyz. La rotation instan-
MOUVEMENT D UN CORPS SOLIDE LIBHE
tanée du nouveau Irièdre est évidemment la même que celle du premier et ses projections sont encore p', q', /. Le théorème des moments, s'applique au mouvement autour du centre de gravité G comme si ce point était fixe. Nous pouvons donc lui appliquer les équations du n° précédent. Soient p, q, r les composantes de la rotation instantanée to du corps ; Gn' le moment résultant par rapport à G des quantités de mouvement du corps dans son mouvement autour de G ; appelons 's'j, c^y, -y., les pi*ojections du vecteur G-j' sur les axes G -r^y^z^ ou les axes parallèles Oxyz ; soient de même GS' le moment résultant des forces extérieures par rapport à G et S'^ , S^^, S'~ les projections du vecteur GS^ sur les axes ; soient enfin Aj, Bj, Cl, Di, El, Vi les moments et produits d'inertie du corps par rapport aux axes Gr^î/i^i
A.rr: v,„(v^2 + -^2)^...
nous aurons
(i4) l'y = Bi</ — Dj/ — V.p
d'- =z C,r — Efp — D,ry
Les équations (rij et (ij) sont les six équations du mouvement du corps.
Force vive relative. — La force vive '2T1 dans le mouvement relatif autour de G est donnée par
•iT, = A,/>^ 4- B//2 -f C,/- — iD^qr — lE^rp — iV^pq.
Dans ces formules, les quantités A,, l>i,... sont en général variables avec /. Elles restent constantes quand le trièdre
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Cj.t\î/i^Zi est invariablement lié au corps. Elles peuvent rester constantes dans d'autres cas, par exemple si lellipsoïde d'inertie relatif à G est une sphère : alors Dj, Ej, F^ sont nuls, Al, Bi et Cl sont égaux à une même constante.
En particulier on pourra appliquer aux équations (i5) les remarques du n*' 6.
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ROULEMENTS
8. Roulement et pivotement d'une surface mobile sur une surface fixe. — Iinagiiions un corps solide mobile terminé par une surface rigide S assujettie à rester en contact avec une surface fixe Si. A chaque instant t, un certain point A de la surface mobile S se trouve en contact avec un point Ai de la surface fixe Si. Si, à l'instant t, la vitesse V^, du point A de S qui se trouve au contact n'est pas nulle, cette vitesse est située
dans le plan tangent commun aux deux surfaces au point de (Contact : en effet, soient H le point de contact à 1 instant / -\- dtj A' la nouvelle position de A ; les vecteurs BAi et BA' étant dans le plan tangent couimun en B aux deux surfaces, il en est de même du vecteur AA' qui <?st le déplacement absolu de A.
Les vitesses des différents points du corps solide mobile
sont les mêmes qu<; si ce corps était animé d'une translation
de vitesse \\ et d'une rotation Aw autour d un axe passant
par A. La vitesse V^, est la vitesse de glissement de S sur Si.
Appell. Roulement en dyiiumique, a
l8 ROULEMENTS
On dit que la surface S roule et pivote sur Si quand, à chaque instant ?, la vitesse du point A qui est au contact est nnlle. Dans ce cas, Vf) étant nulle, les vitesses des points du solide mobile sont à chaque instant les mêmes que si le corps était animé seulement d'une rotation Aw autour d'un axe passant par A. Le glissement de S sur Si est alors nul.
Le lieu de Aw dans le corps S est une surface réglée I, dans l'espace absolu, une surface réglée 2i; le mouvement s'obtient en faisant rouler 2 sur 2i. Le lieu du point A sur S est une courbe G, intersection de S avec S; le lieu du point Ai sur Si, une courbe Ci intersection de 2i avec Si : ces deux courbes roulent aussi Tune sur l'autre. Les arcs correspondants de ces courbes sont égaux.
La rotation instantanée Aw peut être décomposée en deux : l'une Aw,j normale aux deux surfaces, qu'on appelle la vitesse angulaire de pivotement, l'autre Aw^ située dans le plan tangent qui est la vitesse angulaire de roulement proprcnicnt dite^
Lorsque le mouvement est tel que la vitesse de pivotement 0),^ est constamment nulle, le mouvement de S sur Si est un roulement proprement dit.
Dans ce qui suit noils nous occuperons des mouvements de roulement et de pivotement sans glissement.
Il est à remarquer que si l'on considère une molécule m du corps située sur la normale en A aux deux surfaces, la vitesse de cette molécule est parallèle au plan tangent commun en A. En effet, cette vitesse est la somme géométrique des vitesses dues aux deux rotations w„ et w^ . Comme la molécule m est située sur la normale, la vitesse due à a)„ est nulle ; il ne subsiste donc que la vitesse due à uit , vitesse qui est parallèle au plan tangent en A.
9 . Conditions physiques déterminant le roulement et le pivotement d'une surface mobile sur une surface fixe- — Imaginons un corps solide mobile S assujetti à rester en contact avec un corps solide Si fixe. Si les surfaces S et Si èiadenl parfaiLcmcut polies, la réaction de Si sur S serait normale aux surfaces S et Si au point de contact A ; dans ce cas. aucune force ne s'op-
CONDITIONS PHYSIQUES DKTEIIMIXAXT LE HOULEMEXT Hj
poserait au glissement de S sur Sj et ce glissement se produirait en général.
Pour que le corps S ne glisse pas sur Si, c'est-à-dire pour qu'il roule et pivote sur S^, il faut que les surfaces des deux corps soient rugueuses de telle façon quelles frottent l'une sur l'autre.
Appelons fie coefficient de frottement de S sur S|. La réaction de S sur S^ se compose d'une composante normale N appliquée en A et d'une composante F située dans le plan tangent commun en A aux deux surfaces : pour que le glissement ne se produise pas, il faut et il suffit que l'on ait :
C'est donc là la condition pour que la surface S roule et pivote sans glisser sur S^. Si, à un certain moment, F devenait supérieur à /"N, le glissement se produirait.
En résumé, pour étudier le roulement et pivotement d'un corps S dépoli sur un autre corps Si également dépoli, sous l'action de forces données^ on écrira les équations du mouvement du solide S en admettant qu'il roule et pivote sur Sj et en introduisant, connue inconnues auxiliaires, la réaction normale N et la réaction tangentielle F des surfaces au contact. Le mouvement fourni par ces équations a lieu effectivement tant que les valeurs de F et N tirées des équations vérifient
l'inégalité :
Si au contraire, à un instant t^, F devient égal puis supérieur à /"N, à partir de cet instant le corps S glissé sur S| ; le mouvement entre dans une nouvelle phase à laquelh; les équations précédentes ne s'appliquent plus. Pour avoir les équations du mouvement dans cette nouvelle phase, il faudrait admettre que le corps S glisse sur S, et introduire, comme inconnues auxiliaires, une composante normale N de la réaction et une composante tangentielle égale à /*N dirigée en sens contraire de la vitesse du point matériel A du corps S qui est en contact avec Si ; cela résulte des lois connues du frottement de glissement.
ROULEMENTS
Nous nous bornerons ici aux mouvements de roulement et de pivotement. Nous négligerons d'ailleurs les frottements de roulement et de pivotement.
10. Force vive dun corps solide animé d'un mouvement de roulement et pivotement. — Prenons comme trièdre de référence un trièdre Oxyz dont l'origine coïncide à chaque instant avec le point géométrique de contact du corps mobile S et du corps fixe Si. L'origine O se déplace donc à la fois dans le corps et dans l'espace. Quant aux directions des axes Oxyz elles peuvent varier suivant une loi quelconque.
Appelons, comme plus haut, Ooj la rotation instantanée du corps et /?, q, r, ses composantes suivant les axes Oxyz ; soient A, B, C, D, E, F les moments et produits d'inertie du corps par rapport à ces axes. Comme les vitesses des divers points du corps sont les mêmes que si le corps était animé de la seule rotation to, la demi-force vive T du corps est la même que celle d'un corps solide mobile autour d'un point fixe O et animé d'une rotation instantanée w. On a donc
2T nz Xp- -\- Br/- 4~ Cr- — iT)qr — 'i^rp — i¥pq ;
dans cette expression, A, B, G, D,E, F, varient avec le temps. Théorème des forces i>wes. — Dans le mouvement du corps le travail des réactions tangentielles et normales F etN est nul, car ces forces sont appliquées à chaque instant à un point matériel dont la vitesse est nulle. On a donc, en appliquant le théorème des forces vives
dT = to,
^ "^e désignant la somme des travaux élémentaires des forces appliquées.
11. Équations du mouvement du corps. — On écrira les équations du mouvement en appliquant les formules (i3) et (i5) avec cette simplification que, si l'on prend comme trièdre de référence le trièdre du numéro précédent, la vitesse du point matériel placé en O est nulle. Mais la vitesse de l'origine O est différente de zéro.
CHAPITRE III
i'2. Les applications qui suivent sont empruntées à l'ouvrage de Routh : Advanced part of a Treatise on thc Dynamics of a System of Rigid Bodies (London Macmillan and Co, 1884).
i3. Roulement d'une sphère sur une surface (Routh, p. 12^). Soit une sphère homogène de rayon a et de masse 1, assujettie à rouler et pivoter sur une surface donnée et sollicitée par des forces qui admettent une résultante unique passant par le centre.
Soit G le centre de la sphère. Prenons pour axe G:; la droite joignant le point de contact de la sphère avec la surface au point G et pour axes Gx et Gy deux axes perpendiculaires quelconques : le plan ./• Gy est alors parallèle au plan tangent à la surface au p(;int de contact.
Appelons V la vitesse absolue du point G et «, t-, iv ses projections sur les axes mobiles : la vitesse V étant parallèle au plan tangent commun à la sphère et à la surface sur laquelle elle roule, on a «' = o. Soient, comme plus haut, co' la rotation instantanée du trièdre (jxyz et /?',</',/•' ses composantes, w celle de la sphère etp,q, r ses composantes.
Soient X, Y, Z les composantes, delà résultante des forces appliquées, suivant Ci./-, Gy, G:; ; la réaction de la surface se compose d'une force normale R dirigée dans le sens Gz et d'une force tangentielle dont nous ap[)ellerons F et F' les composantes suivant G.r et G//. Désignons aussi par Â le rayon de
gyration de la sphère autour d'un diamètre / — -I^LiiL;
les moments d'inertie par rapport aux axes G.r, Gy, Gz sont A — B^G — A-2;
en outre D, E, F sont nuls. Appliquons les équations générales à ce cas.
\ Mouvement du centre de gravité. — Puisque G coïncide avec l'origine des axes, on a u'=^u^v'z^v, w'=:i\>. Les équations (i 3) donnent alors en y faisant M = j , d- r= o :
^ - r's' = X + F dt '
Mouvemcnt autour de G. — Dans le mouvement autour de G, le moment résultant Ga' des quantités de mouvement relatives, a pour projections
g'jc rr: k^p, a'^ m k-q^ a'^ r= A-r.
Les formules (i5) donnent donc, en divisant par A-^, et remarquant que la force X, Y, Z étant appliquée au point G, les termes S'^ , S'y , S', proviennent des moments de la réaction R, F, F' appliquée au point .r ^ o^ y =■ o, z =^ — a :
dp , , , n¥'
(17) Jl+rp-pr:^--^
Conditions de roulement. — Le point au contact .r zzzo, y=: o, ;; = — a, a une vitesse absolue nulle.
(18) u — arj z=^ o, S' -\- ap z=z o. Conséquences de ces ('(/initions. — Tirons p et q des équations
ROULEMENT DUNE SPIlÈUE SUII UNE SUllFACE l'i
(i8) pour les porter dans (17), puis éliminons F et F' entre les équations'(iGj et (17), nous avons
/ \ du , a- k-
(10) -r- — v\' = —r X 4- — ; TT '^P ''
dv , a^ ,, . A2
-, 1- ru rrr — ; 1 + -r <iq v.
Ces équations montrent que le centre de gravité se meut comme le centre de gravité dune sphère identique assujettie à glisser sans frottement sur la même surface et sollicitée : i^ par une force appliquée en G et ayant pour composantes, suivant G.r A- "^/t^
et Gy, — 2 -jT ^^P'^^ ^^ — -. TT- "7^* ; '•**' P^i' u^^ force égale
rt —\- k rt' -\- k'
à la force réellement appliquée (X, Y, Z) réduite dans le rap-
Relations géométriques. — Le centre G de la sphère décrit une surface Si parallèle à S obtenue en prolongeant les normales à S d'une longueur a. Supposons que les axes G.r, Gy soient pris tangents aux lignes de courbure de cette surface Sy. Soient en outre pi et pi les rayons d(; courbure principaux (le S, correspondant aux directions principales G.r et Gy. Nous allons calculer p' , q', r'. Pour amener le trièdre de référence de la position actuelle à une position inlîniment voisine, on peut d'abord le faire tourner autour d une parallèle à Gy menée par le centre de courl)ure Cj de la section normale tangente à G.r, puis autour d'une parallèle à G.r menée par le centre de courbure G:; de la section normale tangente à'Gy, enfin autour de Gz. Dans la preniière rotation l'arc décrit par G est udt, il est aussi pi q'dt; de même vdt = — ç),p'dt. Donc
I^.nlhi G et G' étant les positions de G aux instants r et /-+- dt, r'dt est l'angle des deux positions sucessives de Gx. Appelons yt et /> les angles que font les normales principales aux deux lignes de courbure avec la normale à la surface : d'après le théorème de Meusnier les courbures des lignes de courbure
l\ APPLICATIONS
sont et , et leurs courbures géodésiques sont
— tang'/j el — tang/.,.
Pi ' ?i
Pour amener G en G^ amenons-le d'abord de G en 11 le long d'une des lignes de courbure, puis de H en G le long de l'autre.
Dans le premier déplacement G.r tourne de l'angle — '■ — tang/iCt
Pi
dans le deuxième de tang /2 ; on a donc
{10 bis) j-' =z -- tang ;^j + — tang y^.
Tirant des équations (iS) p et q, des équations ('20) p' et q' et portant dans la troisième des relations (17), on a
21) a ~T- ■=! US' .
àt \ p, pi
Ce sont là les équations du problème.
On peut en écrire une intégrale, en appliquant le tliéorème des forces vives.
Les moments d'inertie relatifs à trois axes parallèles à G.ti/z menés par le point de contact de la sphère avec la surface sont (a^H-A-^), (fl^H- F) et Â-. Comme les vitesses sont les mêmes que si la sphère tournait autour de ce point, la force vive est
Si donc on appelle 1> la fonction des forces (X,Y,Z) on a
(«2 + /.2) (^;2 _|- fj2) 4- A-2/'2 = 2* + h,
h étant une constante arbitraire.
Remarque. — Les relations géométriques (20) et ('20 bis) sont des cas très particuliers des formules de Codazzi et de Bonnet, telles qu'on les trouvera dans les Leçons sur la théorie générale des surfaces, par INL Darboux, deuxième partie, livre V,
ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D UN SOLIDE PESANT IJ
cliap. II et III. Nous renverrons à cet ouvrage pour la démonstration rigoureuse des formules ci-dessus.
» '». Exemples. — Si la surface fixe sur laquelle roule la sphère est un plan, pi et p2 ^^^^^ infinis, p' et r/ nuls. .Si donc une sphère homogène roule et pivote sur un plan fixe sous l'action de forces admettant une résultante unique qui passe par son centre, le mouvement du centre est le même que si le plan était parfaite-
ment poli et les forces appliquées réduites aux — de leurs
valeurs (Routh, loc. cit., p. \-A')).
Pour d'autres exemples, nous renverrons au Traité de Routh qui contient un grand nombre d'élégants exercices, notamment le roulement dune sphère sur une sphère, sur un cylindre, sur un cône, les petites oscillations autour dune position d'équilibre stable ou d'un mouvement stable.
i5. Équations du mouvement d'un solide pesant assujetti à rouler et pivoter sur un plan horizontal (Routh, loc. cit.,\). i \'.\).
Prenons comme trièdre de référence les axes principaux d'inertie relatifs au centre de gravité Gxyz. Soit 9 [x,y,z) = o l'équation, par rapport à ces axes, de la surface qui termine le corps. Appelons x,y,z les coordonnées du point P de contact de la surface avec le plan horizontal et a,|i,vles cosinus directeurs de la normale à la surface en P
ê m-iMhm'
le signe étant choisi de telle façon que Iv sens a, [i, V s<^'^^ ^'^ normale dirigée suivant lu verticale descendante. Supposons la iiiass<' du corps égale à 1 et appelons X,Y,/ les composantes suivant Gx,Gi/,Gz de la réaction totale du plan (réaction normale et tangentielle) appliquée au point 1* ; remanpions enliii ({ue les projections du poids sur les axes (l./yr. sont g^yg^ig^'
Mouvement du centre de gravité. — Appelons u,v,n' les projections de la vitesse du centre de gravité sur les axes nio-
h'ûesGxyz et p,q,?' les composantes de la rotation instantanée du corps suivant les mêmes axes, nous avons (d'après i3) et en remarquant que les quantités appelées dans le cas général ii'j v\ iy'',p' , q' , r' sont actuellement égales à ii^ p, «', jd, ^, r :
__. 4_ ,^H' — rv = ^a -f X
['XI) ^- + ru - pw ^g^-^X
chv
-jj + p^'— qu — 8^i + z.
Mouvement autour du centre de gravité. — Les équations sont ici les équations d'Euler
A ^ + (C - B) qr = yZ - .Y
(23) B i^ + (A — C) /y? = ^X — xZ
C± 4-(B-A);.ry=x-Y-jX.
Conditions géométriques. — D'abord la ligne (a, p, y) reste verticale (n° 3)
(•24) — + ra— /)Y = o
Puis, pour exprimer le roulement, il faut écrire que la vitesse absolue du point {x,y,z) au contact est nulle
u -\- qz — rj — o
(i5) V -\- rx — pz=z o
iv -{- py — qx=: o.
On a ainsi douze équations à douze inconnues u,v,(\', p^q, r,x,y,z,\,Y,Z. Les quantités a, P, y sont connues en fonctions dex,y,z par les équations (N).
KOULEMKXT KT PIVOTEMENT D UN COUPS PESANT i^
L'intégrale des forces vives est actuellement
„2 ^ ,2 _^ ,,.2 + A/>2 + B72 + Cr2 r= ■2g {OCX + [ij + 7-) + /.
car la hauteur du centre de gravité est la projection de GP sur la verticale.
C'est ce qu'il est aisé de vérifier en s'appuyant sur la relation
ac/.r -(- pdy -{- ^^dz =z o
qui résulte des équations (N).
16. Roulement et pivotement d'un corps pesant de révolution sur un plan horizontal. — Ce problème est également traité dans liouth. Nous en donnerons une solution déduite des équations générales qui précèdent, et nous la comparerons à celle deRouth.
Imaginons un corps solide pesant assujetti aux conditions suivantes : i'^ l'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité G est de révolution autour d'un axe G:; ; -i^ le corps touche un plan horizontal fixe par une. surface de révolution autour du même axe. Ces conditions sont remplies en particulier pour un solide homogène pesant de révolution.
Représentons (fig. -i) la méridienne de la surface de révo-
lution par laquelle le corps doit toucher le plan fixe. Le plan tangent en un point P de cette méridienne est perpendiculaire au plan méridien zGP sur lequel il a pour trace PM. Soit u
la distance GM du centre de gravité au pian tangent et 0 l'angle de cette perpendiculaire GM avec Gz : t est une fonction
de e
qui est déterminée dès que la méridienne est donnée. Inversement, on peut se donner à priori la fonction f (0) : la surface correspondante a pour méridienne une courbe enveloppe des droites PM vérifiant cette condition. Il est évident en outre que, la méridienne étant déterminée, la distance PM est aussi une fonction connue de 6. Pour déterminer cette fonction, remarquons que, par rapport aux axes Gr et G:; situés dans le plan delà méridienne, la tangente P M a pour équation
3C sin G — z cos % =: f (G).
La méridienne étant l'enveloppe de cette droite quand G varie, on obtient les coordonnées du point de contact P, en associant à Féquation précédente sa dérivée par rapport à G
,r cos G + c sin 0 = f (G).
Cette dernière équation représente une droite passant par P c'est la normale Pli; sa distance au point G est égale à MP, On a donc
MP = ztf' (G).
En outre, en résolvant les deux équations ci-dessus par rapport à .r et ;3, on a les coordonnées de P.
(P) PN = x= f[i)) cos G + /*(0) sin G
G'S= z = f' (G) sin G — /• (G) cos G.
Ceci posé, plaçons le solide sur un plan horizontal lixe sur lequel il est assujetti à rouler et pivoter. Soient P le point de contact, GM la distance du centre de gravité au plan : la verticale MG:;i, fait avec G;: un angle G et on a, d'après ce qui précède, •
. GM=zt — f{%).
ROULHMENT KT J»IV0TKMI:NT D LN C0HI>S 1>KSAM' MJ
Prenons comme trièdre de référence le trièdre formé par l'axe de révolution G:;, par l'axe Gx, perpendiculaire à G:^ dans le plan méridien PG3 du point de contact, enfin par l'axe Gy perpendiculaire aux précédents. Le plan zG.r est vertical; l'axe Gy horizontal. Nous appellerons 'l> Tangle de Gy avec une direction fixe du plan horizontal. Dans ces conditions la rotation instantanée w' du trièdre mobile G.ri/z est la résultante de deux rotations, lune, rz: 0' autour de G?/, l'autre
^ nz ^' autour de Gz^. Les composantes /;', q\ r' de cette rotation suivant G.r, Gy, G:^ sont donc
jo' r=: — •]/' sin f) (0/) r/zzO'
/•' rz: 'V cos 0.
Pour fixer l'orientation du solide autour du point G, il faut connaître la position du solide par rapport aux axes Gxyz ; pour cela il suffit de connaître l'angle 9 que fait une droite liée au corps dans le plan .r(}y avec la droite Gy. La
dérivée, — ^ = 9', tle cet angle mesure la rotation propre du
corps autour de G:;.
La rotation instantanée w du corps est la résultante de la rotation w' du trièdre Gxyz et de la rotation propre 9^ autour de Gz. On a donc pour les projections/?, 7, r de w, les sommes des projections de w' et cp',
p =z p' z:z — 'Y sin 0
Equations du mouvement du centre de gravité. — Soient u, i',(i', les projections sur G.tyz de la vitesse du point G; A, B, C, les moments d'inertie par rapport à G.r, Gy, Gz ; (A = B). Les forces appliquées sont, en prenant la masse du corps pour unité, le poids g ayant pour projections sur les axes G.vyz
g sin 0, o, — ^ cos
et la réaction totale du plan appliquée au point P (réaction normale 11 et réaction tangentielle) ayant pour projections
On a alors les équations (i3).
du
dt
-\- qw — r'v =z g siri 6 -f- ^
(26) — -]-rii — pw—X
— 4- P^' — qu = — o' cos 0 -f Z .
Dans les équations générales du n° 7 nous avons remplacé q' par q et p' par/? d'après les équations précédentes qui donnent w.
Mouvement autour de G. — Nous pouvons appliquer ici les équations (l'i) du n° G, puisque le corps est de révolution autour de G:;. Nous avons donc, en remarquant que les coordonnées de P sont .r, 0, z :
^ % +(C/--ArV/--^^^' (.7) '^%- (^^'' - ^'-'^ V = '^ - ^^
dt
Condition ^coniénùque. — La vitesse absolue de la molécule au contact P est nulle.
u -\- qz -rzz o (28) V -\- rx — pz =z o
w — qx =z o.
h^liininant entre les équations ('^G), ('27) et (28), les inconnues auxiliaires X,Y, Z, /<, i-, <»•, on a trois équations du deuxième ordre délini^sant 0, o, (j*.
ROULEMENT ET PIVOTEMENT D UX CORPS PESANT il
Autre forme des équations. — Pour la comparaison de ces équations avec celles de Routh, prenons trois axes mobiles de la façon suivante : un axe Gz^ vertical ascendant, un axe Gx\ horizontal dans le plan :;G:;i, enfin un axe perpendiculaire G.y coïncidant avec l'axe déjà employé. Ce système d'axes est animé d'une rotation instantanée to'i qui s'effectue évidemment autour de G:;x avec la vitesse angulaire
-r- = o' ; dt
On a donc, pour les composantes de cette rotation suivant G.r^7j^z^
Quant à la rotation instantanée <>> du corps, elle a pour composantes suivant ces axes
p^ r= p ces 0 -\- /• sin 0 z=: o' sin 0 H qi = 7 = 0'
r^ =z — p sin 0 -f '" ces 0 z=z o' ces 0 -{- 6'.
Appelons Ui, l'i, «i les projections de la vitesse du point G sur ces nouveaux axes, on a
M, =: u cos 0 -|- •'' si'^ 0
il', z=z — U sin 0 -\- 10 cos 0.
Appelons enfin F, F', Il les composantes de la réaction du plan suivant ces axes ; \\ est la composante normale de celle réaction et la résultante de V\ V la composante tangentielle ;
F z= X cos 0 -f- Z sin 0
R z:= — X sin 0 4- Z cos 0.
Les équations du mouvement du centre de gravité sont alors
dt dt 'est-à-dire, d'après les valeurs de j/^, <i\, r
div.
du,
dt
ds>,
dt
d^^r df'
où la dernière équation résulte de ce que Z, étant la hauteur du pomt G, on a (ï'i=
Quant aux équations du mouvement autour de G, Routh les écrit sous la forme (27) en mettant les deuxièmes membres sous la forme suivante. Les coordonnées du point de contact P par rapport aux axes G.r, Gz ont été appelées .r et ::, ses coordonnées par rapport aux axes Crj\, Gzi sont alors
r, = a: cos e -f = sin 6 =: /•' (6)
-1 zn — .rsin0-f ^cos0 — — /•(0)=: — ^.
TjCS seconds membres des équations (27) sont donc
— ^Y =r — F'.GN — ~V [f (6) sin 0 — /"(e) ces 6| zX— xZ = c,F — .r,R = — F.GM — R.MP ==r-F/'(0)-R/-'(0) xY = F'.PxN m F' [/•' (0) cos 0 -f /•(0) sin 0].
Enfin les conditions géométriques (28) peuvent êtres remplacées par les suivantes. Le point P (ri, 0, z^) ayant une
vitesse nulle, on a, en projetant sur les axes G.r^ y^ z^
'»'i + PiXi — 7 1-^1 = o
c'est-à-dire, d'après les valeurs de/>>i, r/i, r^
"i = - ^Pi = VGM = r//'(0) := 07(0) (28 [»/s) v-^ = — /'iMP — />,GM = — /.PN 4- ;îGN
==-'•/' on -/^/(O)
Cette dernière équation est évidente a priori, car la hauteur t, du centre de gravité étant
Ç ^ GM = /-(O) la projection a'^ de sa vitesse sur la verticale est
Intégrale des forces vives. — Les équations différentielles du mouvement admettent l'intégrale première suivante fournie par le théorème des forces vives
équation dans laquelle u- -r- r- -i- a- est identique à u^- H-
17. Applications. — llouth étudie le cas où le solide roule de telle façon que son axe fasse un angle constant avec la verticale, puis il étudie les petites oscillations autour de ce mouvement (p. i4i)* ^^ étudie en particulier les cas où le solide est un disque ou un cerceau (p. \\i) de rayon n. Dans ce cas, on a
Ç = a sinO, /"(O) = a sin 0
La place nous manque pour traiter ces diverses questions. Appell. Roulement en dynamique. 3
i8. Recherches de M. Carvallo sur le cerceau — Le mouvement du cerceau a été récemment étudié à nouveau par M. Carvallo dans un mémoire présenté pour le concours du prix Fourneyron et couronné dans la séance publique de l'Académie des Sciences de Paris (décembre 1898).
Si nous conservons les axes Gxyz employés dans le cas général précédent, nous voyons que Gz est la perpendiculaire au plan du cerceau ; Gx, la droite joignant le centre au point P de contact, Gy l'horizontale du plan du cerceau. Les coordonnées du point P par rapport aux axes G.ryz sont alors, en appelant a le rayon du cerceau
(P) x.— a, y=o, zz=:o,
La fonction f (0) est a sin 6.
Si nous supposons le cerceau réduit à une circonférence matérielle de rayon a, on a (la masse du cerceau étant i)
A =zB zz: - a-, C zz: «2
Les expressions (28) de m, v, iv deviennent
u = o V -\- ar ^ o il' — aq ^z o.
Les équations (26) du mouvement du centre de gravité deviennent alors
a [q- 4- 77'') zrr ^ sin 0 + X dr ^
a -~ — afr r= — g cos 0 -f- Z ,
Enfin les équations (27) du mouvement autour de G deviennent
1 „ dp
2 dt
RECHERCHES DE M. CARVALLO
Éliminons X,YetZ entre ces équations, nous avons les trois équations du mouvement
(3o) - ^ _f 2;--- ;•')»=- ^ ces 0
1 dt \
dr , ^ di +^"/
En remarquant que
r' z=z — p cotgO
d'après les formules déterminant p, ç,r et/?', ^/'jr', on obtient les équations (3()) sous la forme donnée par M. Garvallo.
Nous renverrons à son mémoire pour les conclusions qu'il a tirées de ces équations, relativement aux questions suivantes :
Conditions d' équilibre d'un régime du cerceau ; Stabilité d'un régime d'équilibrç ; Tendance au dérapage ; Discussion des états d'équilibre.
Nous nous bornerons à faire la remarque suivante relative à 1 intégration du système (3o).
En se rappelant que q-=.W on peut écrire ces équations
^^- + (.;. + />cotgO)^=zo
(30 3 -^ _(4r-f /,cotgG)/. =_^cos6
dr , dd
et on voit qu'il s'agit d'intégrer un système de trois équations délinissant />>,/• et 0 en fonction de t. La première et la dernière sont du premier ordre en /; et /• et permettent de trouver /> et r en fonction de 0.
On connaît, par le théorème des forces vives, une intégrale de ces équations
p2 _f. 4,.2 _|_ 30'2 := _ ^ sin 0 4- h.
L'élimination de p entre la première et la dernière des équations (3), donne, pour déterminer /' en fonction de G, l'équation linéaire
cUr , dr
^ +;^ cotgO-.= o
qui se ramène à celle de la série hypergéométrique de Gauss en prenant cos-6 comme variable ; cette équation donne
r en 6, on a ensuite 79 = — '■* "tâ ' enfin l'intégrale des forces
vives donne t en fonction de 6 par une quadrature.
Cette méthode d'intégration peut être étendue au roulement d'un corps de révolution (').
19. Problème de la bicyclette. — Une application des plus importantes des mouvements de roulement est le problème de la bicyclette. La place nous manque pour traiter ce problème; nous renverrons aux volumes publiés par M. Bourlet à la librairie Gauthier-Villars (^Equilibre et direction^ Travail), au mémoire de M. Bourlet couronné par l'Académie en décembre 1898 (Prix Fourneyron), mémoire qui a été publié dans le Bulletin de la Société Mathématique de France en 1899; au Mémoire déjà cité de M. Garvallo également couronné par l'Académie, dans lequel se trouve une théorie du monocycle ; à un ouvrage anglais de Sharp intitulé Bicycles and tricycles ; enfin à plusieurs notes de "Si. Boussinesq publiées dans les Comptes rendus (2^ semestre 1898 et i^"" semestre 1899) et dans le Journal de mathématiques de ^L Jordan, 1898.
(') Voyez lin article qui doit paraître dans les ReiuU Conli dcl Circolo Matematico di Paîermo suivi dune lettre de M. Korteweg (1900).
MÉCANIQUE ANALYTIQUE. EQUATIONS DE LAGRANGE
'20. Le roulement est une liaison qui ne peut pas s'exprimer en général par des équations en termes finis. — La position d'un corps solide enlièrement libre dépend de six paramètres qui sont, par exemple, les trois coordonnées du centre de gravité et les trois angles d'Euler. Pour exprimer que le corps roule et pivote sur une surface fixe, il faut écrire que la vitesse de la molécule au contact est nulle. Or, en appelant </i, q^, 7.3, Çv» ^35 ^6» les six paramètres, cette condition s'exprime par des relations de la forme
(33) A.dq, + A,dq, + ... + A,dr,^ = o
dont les coefficients sont fonctions de </, </i, ^o--- '/e» lirais dont le premier membre n'est pas en général une différentielle exacte, et n'admet pas de facteur intégrant,
La liaison imposée au corps ne peut donc pas s'exprimer par des relations en termes finis entre les paramètres. De là résultent pour l'application des théorèmes de la mécanique analytique, des difficultés particulières, dont la plus saillante est que les équations de Lagrange ne peuvent pas être appliquées quand on tient compte de ces liaisions exceptionnelles pour modifier l'expression de la force vive T.
Les difiicultés résultant à ce point de vue, de ce genre de liaisons, ont été signalées et étudiées par M. G. Neumann (Grundzûgc der Analytischen Mechanik, Bcrichte der Konigl. Sachs. Gcsvllschafft der Wissenschaften, zu Leipzig, 1888, p. 3a) ; par M. Vierkandt {IJebcr gleitcndc und ro/lcnde Basegung, Monatsheft fiir Matltematik und Physik, t. 111, 1892); par
)S MECANIQUE ANALYTIQUE. EQUATIONS DE LAGUANGE
M. Hadamard [Sur les mouvements de roulement, Société des Sciences de Bordeaux, 1895) ; enfin par M. Carvallo dans son Mémoire déjà cité, à propos des problèmes du cerceau, du monocycle et du bicycle et par M. Korteweg.
Prenons, par exemple, une sphère homogène de rayon a assujettie à rouler sur un plan fixe. Prenons comme axes fixes deux axes 0?, Oy) dans le plan et un axe perpendiculaire Oî^ du côté où se trouve la sphère : soient ç, tj, (^ les coordonnées du centre G de la sphère par rapporta ces axes : (^ r^ a). Menons par G trois axes G.rj y^ z^ parallèles aux axes 0\'(\ ^ et appelons /^i, q^, r^, les composantes de la rotation instantanée de Ja sphère suivant ces axes. En écrivant que le point de la sphère qui est au contact a une vitesse nulle, on a
,.„ dl; d-r^ dl
D'ailleurs ']/, o, 6 étant les angles d'Euler d'un système d'axes Gxyz lié à la sphère par rapport aux axes Gx^y^^Zy, on a, d'après des formules connues (Voyez mon Traité de mécanique, t. II, p. aS^)
j»i =r 6' cos d» -j- ©' sin 6 sin <];
«/j = 6' sin -^ — cp' sin 0 cos «j;
z=z 'Y -f- o' cos 0.
Les relations (34), exprimant que le déplacement réel est un roulement, s'écrivent alors :
(35) d'E, — a sin <]>f/G -|- a sin G cos <]^do = o dq -f- a cos 'WO -[- « sin 0 sin '\)do =1 o.
Le déplacement virtuel compatible avec la liaison est, de même, caractérisé par
(36) 0^ — a sin (^oO -f- a sin 0 cos ^00 = o 07] -}~ ^* cos vJ/oO -}- « si" 0 sin 'lioo = o.
La coordonnée ^ étant constante, la position du système dépend des cinq paramètres ^, r\, 0, cp, •]/ liés par les relations (35) dont les premiers membres ne sont pas des différentielles totales exactes.
EMPLOI DES ÉQUATIONS DE LAGHAXGE
21. Application de l'équation générale delà dynamique. — L'équation gôiiéi'ale de la dynamique
résulte du principe de d'Aleinbert combiné avec le théorème du travail virtuel. Elle exprime que, pour tout déplacement compatible avec les liaisons, la somme des travaux des forces appliquées (X, Y, Z) et des forces d'inertie est nulle. Cette équation s'applique à toutes les liaisons remplissant la condition suivante : Pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, la somme des travaux des forces de liaison est nulle. C'est ce qui résulte de la démonstration classique du théorème des travaux virtuels, telle qu'elle est reproduite, par exemple, dans le premier volume de mon Traité de mécanique. Or, les liaisons qui consistent à obliger un corps à rouler et pivoter sur un autre corps, remplissent cette condition. L'équation générale de la dynamique s'applique donc au genre particulier de problèmes que nous traitons ici.
'22. Emploi des équations deLagrange. — Imaginons en général un système assujetti d'abord à des liaisons exprimables par des relations en termes finis entre les coordonnées des divers points. Soit, en tenant compte de ces liaisons, k le nombre des paramètres indépendants ry^, q.y, ... qu qui fixent la position du système. On aura, pour les coordonnées d'un point quelconque du système, en supposant les liaisons indépendantes du temps
(38) r =:?(7i,7,,...vO
On obtient un déplacement virtuel compatible avec ces liaisons en faisant varier qi,q>--'y qn tle 5<y,, ^q,, ... 6<//.. . L'équation de la dynamique ('i^) prend alors la forme
(39) (1\ - Q.) 0-7. + (P, - QO ^7, + ... + {Vu - Qa- ) oq, = o
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ÔT
dt \ Of/r/ ) df/v.
S'il n'y a pas d'autres liaisons, les ôr/i, o</_, ... or//, sont arbitraires et l'équation (39) fournit k équations qui sont les équations de Lagrange.
Mais supposons maintenant qu'on ajoute aux liaisons précédentes de nouvelles liaisons indépendantes du temps, exprimables par des relations différentielles non intégrables entre les paramètres fji, q-2"- Qk • Pour un déplacement virtuel compatible avec ces liaisons on aura
A^oq^ + A^or/^ + . . . + A/,- Iqj, = o (40) Bjor/, -f B2O7, + ... + B/, or//,. = o
LiO^j + ^/^q-> + ••• + hkOqjc=:o,
OÙ les premiers membres ne sont pas des différentielles exactes et n'admettent pas de combinaisons intégrables.
Dans ces conditions, l'équation (-59) devra avoir lieu pour tous les déplacements ^q^, cL^q-i... ^q/,- vérifiant ces conditions (40). Les équations du mouvement sont alors, d'après la méthode des multiplicateurs de Lagrange,
P^ = Q, + \A, + \B, + ... 4-X^Li (41) P^ == Q. + >^iA, + >A + ... + h U
P/. = Qk + \Ak -f A,B/, + .. . + h> La- ,
Pj, ayant l'expression ci-dessus. Ces équations jointes aux p équations
^i^^i + A.c?^, + • • . + A/,: dqi, =z o (42) B,dq, + Bldq,_ + . . . + B/, dqi. = o
Li^«7i + M'/î + ••• + Udqk= o qui expriment que le déplacement réel est compatible avec les liaisons déterminent </i, </o... q/. et Ai, X2... a^> .
Cette méthode a été employée par Routh (loc. cit., p. i3'^) et par Vierkandt [loc. cit., p. 47- jo).
ÉQUATIONS DE LAG RANGE /, I
ïi. Impossibilité d'appliquer directement les équations de Lagrange au nombre minimum de paramètres. — Xous venons de voir coniiiieiil ou peut utiliser les équations de Lagrange en tenant compte des relations [\o) par la méthode des multiplicateurs.
Mais on pourrait essayer de ramener les paramètres au moindre nombre possible en se servant des relations (40) pour laisser subsister le nombre minimum de paramètres dans l'expression du déplacement virtuel, et des équations (42) pour laisser subsister le nombre minimum de paramètres dans l expression de la demi-force vive
Après ces modifications les équations de Lagrange ne sont plus applicables. C'est ce que nous allons montrer rapidement, d'après les auteurs cités plus haut.
Un déplacement virtuel compatible avec toutes les liaisons imposées au système est défini pour le point x, y, z par
Iqu ^y = ,Tr '''h + TT '^'li -t- ••• + TT ^7/^-
oqu
OÙ 8^1, 8^2 ••• 8<7fcSontliés par les/?relations (40). Tirons de ces relations/; des variations ôry/.., 8/7/^. _ i, ... 8<//, _ ^, + 1 en fonction linéaire et homogène des «autres ; nous aurons, en portant dans 8x, 8y, 8^ et faisant n = k — p
OX = «,0//, -j- a^Oq^ -\- ... -{- an oqn
(43) oy = />iO<7i -f b^oq.^ + ... -\- b„ or/,i
Oz = c^oq^ + c^oq.y +...-}- r,, 07,,
OÙ maintenant or/i, or/2, ... S/jr" sont arbitraires. Portant ces valeurs de 8./', ùi/, 83 dans l'équation générale de la dynamique (37), on obtient une relation dans laquelle les coeffi-
" ^ àqic
cV/"^^+ôf ^^+-
■•"^ àq'k
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cients de ùq^, ^rjo, ... ôr/,^ doivent être nuls et on a ainsi les équations du mouvement
-'" ("' lïï + ''' -dk + '' d?)^ " ^"'^ + ''■^' + '^'^' = Q'
(v rr: i, 2..,, /i)
où nous désignons les deuxièmes membres par Q,,.
D'ailleurs, le déplacement réel étant actuellement compatible avec les liaisons^ on a, d'après (43)
dx = a^dq^ -j- a^dq^ -j- ... -j- «n <^</n
ou, en adoptant là notation de Lagrange pour les dérivées x' = a^q\ + (i.,q', + ... 4- rt„ q'^^ y' — hyq'i + />//'. + ... + bn q'n z' r= c'xq'i + c.,q', + ... + c„ </'„ .
Essayons de suivre, sur la première des équations (44), la méthode qui conduit aux équations de Lagrange. Nous supposerons, pour simplifier, que les coefficients, «j, èp <",..., "-, b-i, Ca, ... a^, bu, c,i, dépendent uniquement de q^, q.), ... (/„. (U\ peut écrire la première équation (44), (''' = 0'
(45) — Lm {a,x' + />,/ + Cl-') — Ki = Q,
où Ri désigne la quantité
\^ dt ~ -^ dt ^ dt j
Or «1, ^1, Cl étant évidemment égaux à — '- — , - , — ^ le
i)q\ Oq'i dqi
premier terme de l'équation (4;'>) est
dt\dqij
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comme dans les équations de La^range ; mais le deuxième Ri n'est pas, en général, égal à — — . En effet on a :
Ùf/i
Donc
()T ^, r ,fda, àx'\ ^ /diH dr'\
Or les coefficients «1, bi, ... étant supposés fonctions de rji q,, ... ^,„ on a
ÔT Le coefficient de .v' dans la différence R^ — est donc
Ôqi
Oî
// n est pas nul en gcncral. Les coefficients de y' et z' ont des formes analogues. D'après les valeurs de .r', y', :;' en fonction
de //'i, 7'. ..., la différence Ri — — - est donc, en général, une
forme quadratique de q'[, q'i ... q'n- Pour que Ri soit égal
à — , c'est-à-dire pour que l'équation de Lagrange puisse
s appliquer au paramètre </i, il faut et il suffit que cette forme quadratique soit identiquement nulle, quels que soient les </ et les q'. 11 résulte de cette analyse que certaines des équations employées par AL Lindelof dans son Mémoire des Acta socictalis Scientiaruin Fcnnicac^ t. XXI doivent être modifiées (').
(') Ces équations ont été roproduitiîs dans les proniiors oxon>|>laires du tome II de mon Traité de mécanique ; elles ont été eorrigées dans les exemplaires suivants : la fin du n" \:yi a été niudifiée ctun n» 45a 61s ajouté.
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Cas particuliers. — i^ Si les expressions (43) de ô.r, 8y, ^z sont des différentielles totales exactes^ toutes les quantités telles que
àai ô«£ àhi_ dhv àc, àcv
dqc àqt ' àqv àqi ' Ùqv àqi
sont nulles. Les expressions telles que (46) sont nulles et les équations de Lagrange s'appliquent à tous les paramètres. Dans ce cas, on peut intégrer les expressions (4^) et exprimer .r, y, z sous forme finie en fonction de </i, q± ... qn-
2.° Voici un cas où l'équation de Lagrange s'applique au paramètre q^. Supposons que l'on ait
Alors les quantités telles que (47) formant les coefficients de
.x', y, :;' dans R^ sont nulles, et Ri est égal à - — L'équa-
Ô^i àqi
tion de Lagrange s'applique donc au paramètre q^. On peut
caractériser autrement ce cas. Les conditions (48) étant supposées remplies, déterminons des fonctions de q^, q.y ... ^nP^i' les conditions
Jqi" Jli
OÙ qy^ est une constante quelconque, l'intégration étant faite par rapport à qi. On trouve immédiatement, d'après les conditions (48)
«2" étant ce que devient a, quand on y remplace q^ par la constante qi^. De même
Ôrti da, àq, ~Ùqi
àai
àqz '
Ô«i àqn '
àa n
~ dqà
àln àK
àhn
àq.2 àqi'
àq^
dqn
àqi
ÔCl _ ôc,
àq^ ~ àqi'
ÔCl
àq^
_ÔC3
àqi'
ÔCl
àqn
_àcn ~~ àqi. '
àq, -^ •"• àq
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On a des relations analogues pour V^ et Wi. On peut alors écrire
0^ z= oU, -f a^^of/^ + afir/^ + ... + «°„ oqn Zy = ÔV, + b,'Zf/,_ + ... + h' a oqn oz = oW, + c.Sq^_ _|. ... _|_ e-o,, 07» .
Ainsi, l'équation de Lagrange s'applique à 71, quand, pour un point quelconque du système, Ô.r, 3?/, Ôr peuvent se mettre sous la forme d'une différentielle totale suivie d'une expression différentielle ne contenant pas q^.
On peut dire aussi que si q.,, q^ ... q^ étaient connus en fonction de t, q^ deviendrait une véritable coordonnée, car on pourrait exprimer .r, ?/, z en fonction de qi sous forme finie.
r3ans son mémoire déjà cité M. Carvallo s'est servi d'une façon élégante des équations de Lagrange qu'il a modifiées, comme il est nécessaire, pour traiter les problèmes du cerceau, du monocycle et du bicycle : il a donné une méthode simple et générale pour le calcul des termes R^, R2 ••• ^n- H a montré en outre que l'équation de Lagrange peut être appliquée sans modification au paramètre déterminant l'inclinaison du cerceau sur le plan ; cela tient, comme nous venons de le dire, à ce que les autres paramètres une fois connus en fonction de t, l'inclinaison serait une véritable coordonnée. Mais antérieurement à ^L Carvallo, ^L Hadamard a approfondi ces questions de mécanique analytique dans des recherches d'une grande généralité, qu'en raison de leur .importance nous reproduisons textuellement à la page suivante.
Jùfiploi du principe d'Ila/nilton. — On peut d'une façon commode, déduire les équations de Lagrange du principe d'Hamilton. Il va de soi que cette démonstration tombe en défaut dans le cas des liaisons exceptionnelles qui nous occupent. C'est ce que j'ai montré au point de vue de renseignement et sans prétendre ajouter quoi que ce soit au fond même du problème, dans une petite note du Bulletin de la Société niatliéfnatique d(i France (décembre itS«)8).
■i\. Équations pouvant remplacer celles de Lagrange. — En
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difFérentiant par rapport au temps les équations donnant
.r', ij', z', on a
x" — «j ff'^ 4- «2 q'U_ + ... + «'V/',; -f . . .
où les termes non écrits dans x" ne contiennent pas les q'' , Mais alors on a évidemment
àq\ ' ' àq\ ' ' àq\
et la première des équations (44) peut s'écrire donc, en posant
J étant l'accélération du point //?, l'équation s'écrit
àl\
On a, de même, les autres équations. (Voyez une note insérée aux Comptes rendus, 7 août 1899,)
Par m. J. IIADAMARD, ^
PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BORDEAUX
(Extrait des Mémoires de la Société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux, t. V (4e série) 189.5.)
1. Ainsi que l'a remarqué M. G. Neumann(*), l'étude des mouvements de roulement occupe en dynamique une place à part, en raison de la forme analytique que revêtent les équations de liaison. La condition imposée à deux corps du système de rouler l'un sur l'autre sans glissement se traduit en effet, non par des équations en termes finis entre les paramètres cherchés, mais par des équations linéaires aux différentielles totales non intc<>rablcs.'M. G. Neumann et, après lui, M. Vierkandt {^) ont établi ces équations en adoptant une notation particulière. J'emploierai ici les notations de M. Darboux ('j qui conduisent très aisément au même résultat.
Soient, en effet, S, S'*^ deux surfaces du système assujetties à ê4.re tangentes l'une à l'autre et sur chacune desquelles nous aurons choisi un système de coordonnées curvilignes ainsi qu'un trièdre attaché à la surface en chaque point. La position
(') Grundzhge dcr Analytischen Mechanik [lîerichte ûber <Iie Verhandhtngcnder KiJnigl. Sachs. Geselhcli. (1er Wisaensch. zu Leipzig, 1888, p. 32).
{*) i'eber gleitendc und rollende lieivegung {Monatshefte fiir Mathematik und Physik, X. III, p. 47; 189a).
(') Leçons sur la théorie générale des surfaces, livre V, chap. II.
relative de ces deux corps sera définie par les coordonnées ?f,p; u'^^\ç'-^^ du point de contact tant sur S que sur S^') et par l'angle cp que font les axes attachés à S^^^ avec les axes attachés à S. Si maintenant nous voulons exprimer que les deux surfaces S, S'^^ roulent l'une sur l'autre sans glisser, nous écrirons que les déplacements infiniment petits du point de contact sur les deux surfaces sont identiques , ce qui nous donne
^^'^ ( r,du-\-n^dv={'^(^)duii)-\- ^,(i.Wr(i))sincp + (T/i)^«(i) + r,/i)Jv;i))cos9
<^ù^,Çi, 'f\,'rn ont relativement à la surface S le même sens que dans les Leçons de ^I. Darboux, ^^^\?^^^y|(^\t,[^> désignant les quantités analogues relatives à la surface S^^) rapportée aux coordonnées curvilignes «(^), v'^^K
1. 11 existe d'ailleurs des problèmes où figurent d'autres équations de forme analogue. Supposons, par exemple, que non seulement le frottement de glissement, mais encore le frottement de pivotement prenne une valeur considérable (le frottement de roulement étant toujours nul), de sorte que le pivotement soit, à son tour, rendu impossible. Cette condition s'exprime (en employant toujours les notations de M. Darboux i par l'équation
(2) rdu + r^dv -\- do — Rt/îf(i) — W^dv'^^) — o,
011 R, Ri désignent les quantités analogues à r, i\ sur la seconde surface, et dont le premier HKMiibi'c est la valeur de la composante normale de la rotation élémentaire. Dailleurs le frottement de pivotement se traduisant par un couple d'axe normal aux deux surfaces, son travail est nul si l'équation (-2) est vérifiée, ce qui permet d'appliquer les principes de la dynamique analytique.
3. En second lieu, soient une courbe et une surface du système assujetties à rester tangentes l'une à l'autre. Leur position
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relative sera délinie : i° par les coordonnées «, t- du point de contact sur la surface ; 2° par l'arc / de la courbe, compris entre le point de contact et une origine lixe ; 'i° par Tangle w que fait la tangente à la courbe, prise dans le sens des / croissants, avec Taxe des .r du trièdre attaché à la surface ; 4** par l'angle 0 cpie fait le plan osculateur à la courbe avec le plan tangent à la surface. L'absence de glissement, cest-à-dire l'identité des déplacements infiniment petits du point de contact, s'exprimera par les équations
r^du 4- '^M^*'-— ^^^ siu eu.
Si l'on doit écrire l'absence de pivotement, il faudra ajouter l'équation
, , , r//cosO 1/1) idii -f- l'.ds' -\- dM zz: o,
(0 désignant le rayon de courbure de la courbe), dont le premier membre est la composante normale de rotation
\. Les problèmes de cette espèce, où les paramètres </i, Vi» •'■> f{,i,+i, qui déliuissent 1 état du système sont liés par des équations linéaires
aux différentielles totales, se traitent (') par une méthode tout analogue à celle qui. est employée lorsque les paramètres sont liés par des équations en termes finis. Après avoir écrit l'expression Qi^ryi-h ...-h ^v^,t+/, ôry,„.^,, dans laijuelle
on écrit que cette expression est nulle, non pour toutes les valeurs des 67, mais seulement pour toutes celles qui satisfont aux écpiations linéaires 1*1/,.
(') Vici'kuiidt, lue. cit., p. 47->o.
Appell. Uoulcmciit en dyiiuuiiquc.
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Pour le cas de deux surfaces tangentes, le calcul de la demiforce vive T a été fait dans les Mémoires précédemment cités. Il se ferait aisément avec la notation actuelle, puisque les formules connues permettent d'évaluer le déplacement infiniment petit du centre de gravité et la rotation élémentaire.
5. Si les équations E/j résultaient de la différentiation d'équations en termes finis g/,, onpourrait s'en servir pour remplacer p des quantités q' par leurs valeurs en fonction des m autres dans l'expression de ï, car cela revient au fond à n'introduire dans la mise en équation que m paramètres(^), les/? autres étant exprimés en fonction des premiers à l'aide des équations g.
Mais il n'en est plus de même si les écjuations E ne forment pas un système intégrable, et la méthode suppose essentiellement (-j que la demi-force vive T a été calculée coiuinc si /es paramètres q étaient indépendants.
On peut se proposer de vérifier par un calcul direct jusqu'à quel point cette précaution est indispensable, et cette éliidr' conduit, comme nous allons le voir, à des résultats d mie forme intéressante.
Prenons d'abord, pour fixer les idées, un cas particulier : m=:'2^ pr^i. Ecrivons les équations E résolues par rapport à deux des différentielles
( a.^dq^ + f/,Vr/, — dq^ = o, (5) ,
' a^'dqi -}- ci-xdq^ — dq^ =z o,
OU, en divisant par dt,
,^,. ' \ QÂi — à',q\ -h «yVy'i — Va' — O'
(') L'élimination des paramètres r/„i + i..., y,,, : /, de rcxprossion T. .1 l'aide des équations ê, se compose, il est \i';n. de deux ()|)i'r,ili(iiis : 1° le roniplaeenieiit de ces ])ar;uiiètres eux-mêmes j)ai' leurs valeurs tirées des <'>(}uatious iiitejjfralcs i^ : •>" le remplacement des différentielles correspomlaiites par Iciii's vjilciirs lir('(>s des écpiafioiis dilVi'i'eiilielles 1^. Mnis on reconiiail ais(Mii('ti I ipie l;i prein icrc de ces (ipci'alioiis jxmiI èli'e ell'cctuée après les di llV-i'cii I iiil ions partielles, la seconde ayant clé ell'ecluée avant ces diiii'rcnli;!! ions .
{^) Cf. Vicrkandt, /oc. cil., p. 52-54.
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Se servir des équations 0X^3=01 <^A=o> c'est, algébriqueiiienl parlant, ajouter à l'expression T une autre expression de la forme A:i.ylj-\~K;^I.'„ où A3, a-, sont des fonctions quelconques des q et des q' (en général, il y aura lieu de prendre I3, Av linéaires par rapport aux q', puisque T est quadratique par rapport aux mêmes quantités). L'addition d'une telle expression introduit dans chaque expression Q, un nouveau terme, à savoir la valeur que prendrait Q^ si la forme T était remplacée par A.j^o-i-Av/i". etU par o ; et cette addition ne sera légitime que si ce nouveau terme disparaît dans le résultat linal. Nous avons donc à écrire que, pour les valeurs T = A3^;i -\-\drI\ ; U^o, les équations du mouvement se réduisent à des identités.
Nous observerons tout d'abord :
1** Que si T contenait des termes du second degré au moins par rapport à «^4^.}, ^,, (autrement dit si A3, X, contenaient des termes composés linéairement avec ces quantités), la diffère ntiation partielle conserverait 0:^3, ,i/I; au premier degré, et que ces termes seraient par suite sans influence, puisqu'il y a lieu, après cette différentiation, de tenir compte des équations (j) ;
•1° Que, pour la même raison, tout le poids de la ditlerentiation partielle doit porter sur a>^3, ^', et non pas sur A3, Av
Dans ces conditions, en formant les équations du mouve- Mjent, qui sont (6) < Q, -fai^Q, + «,*Q,=o.
on voit que les termes en — - , —disparaissent et, en reiiipla-
rant «/'•,, q'., par leurs valeurs tirées des équations (V), on trouve simplement
,„^ ^i'iVl^ + UIO = 0,
7/ {X3H3 4- Xjio = o,
CM
posant
O'/j Oïl 0'/, dî3 d'/v O'/i
Les relations Hg^ro, H-, =: o expriment les conditions dintégrabilité du système (5).
Donc lorsque les équations (5) forment un système intégrablc, et dans ce cas seulement, on peut tenir compte immédiatement de ces équations dans le calcul de T.
Mais pour des valeurs quelconques des coefficients a, nous voyons que'Xs, l» ne sont déterminés que par leur rapport et qu'on peut preiidre pour X^c^/Is-^ \à/l!, un multiple quelconque delà combinaison linéaire
On peut donc se servir^ avant toute di/férentiation, de l'équation ^Q znO.
G. Les choses peuvent se passer tout différemment si le nombre des paramètres change : si, par exemple, les coefficients a dépendent d'un cinquième paramètre q.:,. Car alors les équations (j) devront être couq^létées par des termes en q'^. Ces nouvelles équations, considérées comme identités par rapport aux q' , ont manifestement un caractère algél)ri([ue tout autre que les premières et ne sont vérifiées (jti»' dans des circonstances très exceptionnelles, dont nous ne nous occuperons pas.
Envisageons maintenant le cas général, et soient
(8) à^k ■=■ 2Ji iq'h — q'k = o, {li = ni-{- i,...,in-^p)
kl
les équations différentielles de liaison.
Comme précédemment, donnons à T la valeur
'^' = y ik^iii^
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avec r = o. On trouve aisément, nnoyennant les mêmes rejiiarqiies que plus liant,
Q,='^-^x,„ (^ij>^^-^) {' = '» + ..... ».+/.),
/.■ = ni + 1
<'t les équations du mouvement
Q,- + I.ai'Qi = o
da.
s'écrivent, en développant — — ' , remplaçant les q'k par leurs
valeurs tirées des équations (8) et ordonnant par rapport aux q'i,
(9 > ffk Vi.k =0,. (/ rr I, -i,..., m),
en posant
d Où résulte en particulier
A tout système de valeurs des /.^ indépendant des q' et vérifiant les équations (9) correspond une? coud)inaison linéaire (^ des équations (8) utilisable avant toute diflTérentiation. Un tel système doit satisfaire aux équations
Pj,/i = o, lesquelles d'après la relation (10), se réduisent au nombre
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^ jïi (m — 0 Ti 1 . , 1 . . ^ ,
de — ^ -. 11 y aura donc toujours des combmaissn ■(? dès
que p sera supérieur (^) a — ^ ' , et leur nombre sera au
, m [m — I ) moins de p — — ^^ ' .
Si
En particulier, on peut tirer de ces équations p
m {in — I )
des différentielles q' en fonction des autres et par conséquent, m étant le nombre des pararnètres indépendants, on peut tonjours réduire la for/ne T à ne contenir que '■ ' différentielles.
8. Pour des valeurs particulières des coefficients a, le nombre des solutions indépendantes peut être supérieur à celui que nous venons d'indiquer. Mais o/^ ne peut se sentir de toutes les équations (8) que si les coefficients de tous les à sont nuls, c'est-à-dire, ainsi qu'on s'en assure aisément, si le système (8) est intégrable.
9. Pour voir quelle propriété analytique caractérise les combinaisons -Q, nous allons étudier leur formation lorsqu'on suppose les équations E données sous leur forme générale et non résolues par rapport à une partie des paramètres.
Prenons d'abord le cas particulier par lequel nous avons commencé ; soient
^ k^dq^ + Kdq.^ + k.dq.^ + k.dq,^ — O, ^ Bidqi -f B./r/, 4- B.,dq., + F,,dq, = o
les équations didercnlielles, et, partant de T =^ly£ -^ ^^B
(') D'après ce qui précède, on voit qti'on doit avoir soin de compter au nombre des paramètres ceux-là mômes dont les différentielles ne figureraient pas dans les équations E, s'ils entrent dans les coefficients a de ces équations.
Tmo, formons les expressions Q/, en négligeant toujours d'écrire les dérivées partielles porlant sur a, a. Nous trouvons, en multipliant par dt.
Q,dt =z X,dl + BidiJ. + >. V dr,„ ( <^_^ )
Nous avons maintenant à écrire que l'expression
(i2) (QiSr/i + Q,oq, + Q,8r/, + Q457,) rff
est nulle toutes les fois que les 67, d'une part, et les dq, de l'autre, vérifieront les équations (i i'). Nous voyons immédiatement qu'en vertu de ces équations les termes dX, d^ dispai-aissent de l'expression (1-2), laquelle prend la forme simple
10. Une première interprétation géométrique nous permettra d'écrire immédiatement l'équation qui relie a et ijl.
Considérons en effet dq^y dq-i^ dq^, dq-^ ; 8^^, 8^2» ^îs» ^Çii comme représentant les coordonnées homogènes de deux points de l'espace ordinaire. Les expressions dqi^^qi — dqi Bq,i représentent les coordonnées pliickériennes de la droite qui joint ces deux points, c'est-à-dire (à cause des conditions imposées aux ^etauxô) de l'intersection des deux plans représentés par les équations (n'). H suffit de substituer les coordonnées dans l'équation ^B = o, qui est celle d'un complexe linéaire auquel doit appartenir notre droite, pour obtenir la condition cherchée
OÙ les indices //, /, k, l sont les indices i, 2, >, \ déplacés par une quelconque des permutations alternées.
II. Dans le cas général où les m -\- p paramètres sont reliés par les p équations.
/ o>f = Ak/i' -|- ... -f A„, + j,fj'm ^j, =z o,
Ajrfr/i + ... 4- A,„ + ^.dq^n + p = o,
7 A,dq, + ..
) B,dq, + ..
indqi + ... + K, +pdqn, + j, — o, nous aurons à traiter de la même manière l'expression
(QlOr/j 4- ... + Qm + }>Oqm +i>) dt
formée dans l'hypothèse U = o ; T = ).^ + .uc6+ ...-}- cj^ et qui devient
l ^ J I \oyA 07/ / \U7/, 07/ /
+ ^ ( ÎE"^ — TT^ 1 I (^7/' ^i — dqioqh ) .
Si nous supposons que dq^, dq„i_^j, dune part, ùqi, ...,
S^wi + }> de l'autre représentent des coordonnées homogènes dans l'espace à /;/ -+- p — i dimensions, les expressions, dqh^^Ji — dq; ôr//j sont les coordonnées de la droite joignant les deux points ainsi définis. Les équations (i5') représentent, pour ;/?=2, une droite (^) qui doit, par suite, appartenir au complexe déiini par l'équation ^=0, et pour /// > y. une multiplicité linéaire (/// — i)"p'* dont toutes les droites doivent appartenir à ce complexe. Gomme une telle multiplicité con-
(') Nous ne parlerons pas, bien entendu, du cas de /« = i. pour lequel les équations (i5') se réduisent ù des équations différentielles ordinaires.
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lionl — droites a coordonnées linéairement indépendantes, nous retrouvons bien le nombre de conditions précédemment obtenu.
1*2. Considérons maintenant les paramètres q eux-mêmes comme les coordonnées (al)solues) dun point dans l'espace à m -\- j) dimensions. liCs équations (i 5') pourront être considérées comme les équations dune multiplicité plane m"i'^* à laquelle devront être tangentes toutes les courbes passant par un point déterminé M et satisfaisant à ces équations. Une surface (V) à m dimensions tangente en M à cet hyperplan sera un lieu de courbes vériiianl, uk point M, lesdites équations différentielles.
Nous pourrons, pour fixer les idées, supposer les différentielles deX. 5 prises sur des courl)es appartenant à cette surface et, en désignant par /, w, v, ..., m- un système de m coordonnées curvilignes sur {V\, poser d = dt-- ; ^ = du -_ .
Or, en désignant par dW la première des différentielles (lal'). l'expression j^, pour
A = I, |jt. m V =: ... m a m o,
se réduit à dù\ — ^d\ .
L'équation ^ z=. o ne sera donc une des combinaisons
, , , . dh\ — hi\ , AI
clierchees que si est nul au ])()int Ai.
dl du
Donc une combinaison (^ est caraclériséc par ce fait qu'elle est différentielle e.tdctc^ en un point quelconque ^f, sur la surface (!S) correspondante, en entendant par là que' les conditions par lesquelles s'exprimerait l'intégrabilité de la diffé- HMitielle d\ sur (2) sont vérifiées, non en tout point de cette surface, mais au point M ; ce qui vient confirmer les évaluations précédemment obtenues, puiscpu; ces conditions sont au
, /// (/// — I nombre de — ^ .
•JL
Autrement dit encore, l'intégrale / r/V, prise le long d'une courbe fermée tracée sur la surface (2) au voisinage du
point M est, non pas identiquement nulle, mais infiniment petite d'ordre supérieur par rapport à un petit élément de surface (à deux dimensions) limité à cette courbe.
i3. Le cas de deux surfaces roulant l'une sur l'autre correspond à m =::i, p=z'2. 11 n'existe donc pas en général de combinaisons ■<5', et on voit immédiatement qu'il n'en existe même jamais.
Par contre, le cas où deux surfaces roulent l'une sur l'autre sans pivotement [conditions représentées par les équations (i) et (2)] et pour lequel m = -i^p = 'i^ offre deux pareilles combinaisons. Il est bien remarquable que ces deux combinaisons ne sont autres que les deux équations (i), celles qui expriment l'absence de glissement.
Si nous employons en effet l'interprétation géométrique du n'' II, les quantités
(hji =z du, dq., = Jr, dq.^=: du'^\ dq.^ zzz c^vU), dq._. z=z do
étant des coordonnées homogènes dans lespace à quatre dimensions, les équations (i) et (2) lesquelles, en posant
cos o
■M"! sin
Xi = ïi^^^ cos o — r^i(^) sin cp,
Y ::= if^) sin o + t/i)cos o, Yi m ^i'*' sin o -j- rji(*) cos es,
s "écriront
' Ai6?7i 4- A.f/r/, -f A.;J</., -{- A^dq.^ + AgC^r/^ = ^du
I 4_ î^Jv- _ X,/,/[i) _ XiJv'ti) =: o,
] B,dq, + B,dq, + B,dq, + B.dq, + B,^7k = ^^«
I + ■r^.dv — Ydiii') — \\ds>W = O,
' Cidqi 4- C.ydq^ + C^dq. -f C;^dq,^ -f- C..dq.. =z rdu
-f- /•id'v' — Rc?« — Bidv -\- do zn o,
déliniront une droite dont les coordonnées seront les différents déterminants que l'on déduit du tableau
Ht - X - Xi o ft 'fii — ^ — Yj o
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Désignant par |///| le déterminant ol)tenii en supprimant les colonnes de rang //, / et rangeant les autres de telle façon que l'ordre des cinq indices ainsi disposés dérive de l'ordre naturel par un nombre pair de transpositions, les coefficients de 1, [J- dans l'expression deviendront respectivement
Les coefficients de dq^, dq.y. ne dépendant que de ^j, q-i ; ceux de r/</:j, dqj, étant indépendants de q^, q.^^ et ceux de dq-^ nuls ou constants, les seules combinaisons d'indices que nous ayons à considérer sont
hA =
auxquelles correspondent respectivement les déterminants
i.l^XY, -YX, ;
?^iX
Dailleui's les coefficients des équations {i^") satisfont aux relations différentielles (•)
ou
ôx
&f, _ cVv, _ ,.r _ i,.
Ov du "' " '
XR„
Y îlI-X
(') Darbnnx, /«r. «//.. j)
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ce qui nous donne, pour les coefficients (i8), les expressions
- '-Ta) (XY,
-^'xj + (
YR, — RY,) (Jr,,
-YX,)+(RX, -XR,)(|r.^-r,5,)
lesquelles s'annulent identiquement.
Notre conclusion est donc établie : lorsqu'il y a roulement sans pivotement, les équations du roulement peuvent être utilisées dans le calcul de T.
14. Si nous formons pareillement le coefficient qui correspond à la troisième équation, nous trouvons simplement
lequel ne s'annule (puisque XY^ — YXi = ç^'-r/^') — ^^'N''^) que si Ion a
àr^ _àr àn^_àj}-
au ô*' au à^'
i^i-^^i ~Ç^)^/')-H/^)rU'-
c'est-à-dire si les deux surfaces sont a courbures constantes et égales.
Dans ce cas, en effet, les équations (i) et (2) forment bien un système intégrable. Pour s'en rendre compte, il suffit de remarquer que dans le cas du roulement sans pivotement, les lieux du point de contact sur les deux surfaces ont même courbure géodésique. Or ici les deux surfaces sont applicables sur la même sphère et nos deux lignes correspondront sur
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cette sphère à deux lignes égales. 11 existe donc entre les para- Hjètres a, v ; «^^^, t^^*^ du point de contact les relations (contenant trois constantes arbitraires) qui définissent une rotation (ou plus exactement une symétrie) de la sphère. Quant à l'angle 9, angle que fait Taxe des x du trièdre attaché à la sphère au point transformé par la symétrie avec la nouvelle position de Taxe des X primitif, il s'exprime en fonction de m, i- et des mêmes constantes. Les trois relations ainsi écrites sont les intégrales du système différentiel.
ij. Le fait qu'une courbe sphérique est déterminée quand on donne le rayon de courbure géodésique en fonction de l'arc est presque évident a priori. Il se ramène d'ailleurs immédiatement à des considérations cinématiques à l'aide d'un trièdre trirectangle ayant son sommet au centre de la sphère, une arête aboutissant en un point de la courbe et une face tangente au cône qui a pour base cette courbe et pour sommet le centre. L'extrémité sphérique de l'arête normale au cône décrit la courbe sphérique polaire de la première et les tangentes aux deux courbes sont parallèles. En supposant, pour simplifier,
ds le rayon de la sphère égal à i, le rapport — des arcs de la
courbe primitive et de la courbe polaire est égal au rayon de courbure géodésique o,j. Or, si l'on prend pour variable indépendante l'arc s, on voit ({ue la rotation instantanée du
(Is trièdre a pour projections sur les arêtes — ^ ,0, 1 . Le mouve-
ds
ment de ce trièdre est donc connu quand on donné la courbure
géodésique en fonction de l'arc.
• I . 1 ' ' 1 • . ds . , ,
11 est a reiuarquer que 1 égalité pj^ = -j— donne une démonstration immédiate de la proposition : Quand deux figures sont polaires l'une de l'autre sur la sphère de rayon i, l'aire de chacune d'elles est égale ^ à la demi-sphère près ^ au périmètre de l autre, si du moins Ion compte les arcs comme fjositifs on négatifs suii'unt que les tangentes correspondantes
des deux courbes sont de même sens ou de sens contraires. Car l'intégrale / — rr: / j da se réduit alors à / ds^.
iG. Un mouvement de roulement très simple est celui dun plan indélini roulant sur une surface fixe, en l'absence de forces accélératrices. Par plan indéfini, nous entendons un plan sur lequel des masses sont disposées à des distances très grandes les unes des autres, de manière que les moments d'inertie principaux soient très grands. On peut même supposer des masses extérieures au plan et liées à ce plan, sous la condition que le centre de gravité soit sur le plan et l'ellipsoïde central de révolution autour de la normale au plan, de sorte que, m désignant la masse du système, les moments principaux d'inertie seront mk^, mk- et "kmk^, où k- est très grand. D'après cela, nous pourrons négliger les termes où An'entre pas en facteur vis-à-vis de ceux qui le contiennent et réduire la force vive iT à la force vive de rotation autour du centre de gravité
(19) ^> — (7^«' + Pi^'f + ('/«' + -71^' + '^ (?' + '•"' + '-1^')'.
L'équation relative à la variable o se réduit à
Quant aux équations relatives à u, v, elles devraient, en vertu des équations de liaison qui s'écrivent
( \du -\- z,\.dv ■=. dx cos o — dy sin o, ^~ r^du -{- r^^dv =. dx sin cp -|- ^J cos cp
(x, 1/ désignant les coordonnées du point de contact dans le plan mobile), être combinées linéairement avec les équations relatives à x, y. Mais les premiers membres de ces dernières^
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ne contenant aucun ternie en A-, sont négligeables ; on peut donc écrire
\dt au Ou )
Ces é((uations ('^-a), auxquelles, en vertu de l'équation (20), on peut adjoindre l'intégrale des forces vives, déterminent w, v. Elles ne contiennent comme éléments caractéristiques de la surface que les rotations, c'est-à-dire des éléments (jui ne dépendent que de la représentation sphérique.
Posons, comme à l'ordinaire,
(2j) ffu' -f ffy=^vos 0,- pu' J^ p^s'' — —~ sinO,
où r; est 1 arc de la l'cpi-ésenlalion sphérique de la trace de roulement sur la surface, 0 l'angle que cette représentation sphérique fait avec l'axe des x du trièdre de la surface. L'intégrale des forces vives, simplifiée à l'aide de l'équation ('20), se réduit à
D'autre part, les relations dillerenlielles connues (îutre les rotations permettent de transfoi'mer les deux écjuations (jta).
Dans la première, on remplacera — ,—, —i- par leurs valeurs
àii du ()(i
dp , àq , àr ,
-f- -h rq^ — qi\, -L -H pr^ — rp^, — -r ^/^i — pq^, et, eu
opérant d'une façon tout analogue sur la seconde, ces équations s'écriront respectivement
P 1t (/^"' + /^^''') + 'I ^ ('/"'+7iO = (/^7i — 7/^1)^'' ('■"' + ''/ — k\ Pi j^ ipi^' 4-/^1*'') + 7i -^-^ ('/"' + 7i^ ■') = — (/^7i — V/^i) "' l''"' + '-i^'' — ^^^^•)»
ou, par une combinaison linéaire immédiate,
lesquelles, en vertu des équations (■ïi) et (•^'»), se réduisent à la seule
Le premier membre exprimant la courbure géodésiquc de la représentation sphérique, cette représentation sphérique est un cercle, cercle décrit d'un mouvement unilorme, d'après l'équation ('^4)'
Quant à l'angle cp, il est donné parla condition, déduite de la combinaison des équations (.io), (vi")), que 0 — cp, c'est-à-dire l'angle de Taxe des x du plan mobile avec la représentation sphérique de la trace de roulement, croisse proportionnellement au temps, ou encore que la composante de pivotement çp' -H ru' -h r^v' soit constante. >
Enfin les équations (aij font connaître .r et y par des quadratures. Le lieu du point de contact sur le plan mobile peut d'ailleurs être considéré comme délîni par son arc qui est le même que celui de la surface et l angle de la tangente avec l'axe des .r du plan mobile, qui est co — 9, c'est-à-dire la somme de w — 6 et d'une quantité proportionnelle au temps.
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17. Lorsque la surface donnée est une sphère, les traces de roulement sur le plan mobile sont également des cercles, puisque w — 6 est nul et que l'arc de courbe et langle w — o sont tous deux proportionnels au temps. On voit aisément que ceci ne peut se produire pour d'autres formes de la surface donnée.
En général, deux surfaces différentes peuvent-elles donner les mêmes traces de roulement sur le plan mobile ?Nous pouvons voir que cela est impossible, du moins si l'on demande que la correspondance des points homologues sur les deux surfaces soit la même dans tous les cas. En effet, les deux surfaces devraient être applicables l'une sur l'autre. Par suite, entre les deux représentations sphériques existerait une correspondance ponctuelle conservant les aires et transformant les cercles en cercles. Il est clair qu'une pareille correspondance ne peut être réalisée que par une simple rotation de la sphère, et nos deux surfaces pourraient être considérées comme applicables l'une sur l'autre avec parallélisme des plans tangents ; ce seraient donc deux surfaces minima associées, solution inadmissible dans notre problème, où ne peuvent figurer que des surfaces convexes.
18. Le cas dune ligne roulant sur uns surface est celui de ni ^= 1, p ^=^ 1, puisque le paramètre 9 n'entre pas dans les équations de liaison. Pour
^J = ^U' -\- 5,/ /' CCS M,
•/^ ■=. rjt' -\- Tjiv' — /' sin eu,
Ifijiialioii (i '1) se réduit à
(;f,i — T,;i) (X sin w — jji ces r.)) = o.
Le fadeur fr,i — y,;, étant essentiellement différent de o, l'é- (jualion quil est perinis dutiliser est
tO) (;m' -f- ;ir') cosfu -|- (■'jm' -f- r^l\'') sin &> — /' =: o,
c'est-à-dire qu'<'//(' c.r/jrùuc l'absence de glissement longitudinal . Appkll. Roulemont en dynamique. ')
19. Prenons comme exemple le cas t une droite roulant, sans être soumise à aucune force, sur une surface, où le point de contact décrira une certaine ligne L. Sur cette droite, soient des masses de somme m, distribuées dune façon quelconque, dont nous pourrons toujours supposer que le centre de gravité corresponde à / = () et dont le moment dinertie principal sera mP.
La force vive de rotation autour du centre de gravité sera
,,/diY
en désignant par cU l'angle infiniment petit dont tourne la droite. Quant à la vitesse du centre de gravité, comme nous avons le droit de faire abstraction du glissement longitudinal, nous la considérerons comme se composant : 1° d'une vitesse transversale
/ (w' -\- i'/-' 4- 7*1 k'') -[- (;«' -|- ;,v') sinto — (r,«' -j- t,,v'') ces 10 ;
2*^ dune vitesse normale
l[{pu' -\- p^v') sina> — {qu' -\- q^) costo].
Son carré sera donc
' ri ' \ 2
^^[-Tl\ 4-2/ ((•/-{- ru' 4- i\v') [(;«' -j- i,v'') sin w — (r,^' + t,,v')cos tu]
dt ^
dont le dernier terme peut être négligé, comme étant homogène et du second degré par rapport aux premiers membres des équations de liaison. On aura donc
1 ff« '
\ -f- 2/ (oj' -f- ru' -|- r^v') \{hi' -\- H,v'') sin co — {r^u' -f- r^^v') cos to].
Les équations différentielles à écrire sont au nombre de deux, dont l'une peut être remplacée par celle des forces vives
( {k- -f- ^"j 1 [ipfi' + Pi'''') ^^^ ^^^ — (7'*' + '/i^') ^^^ ^T ^^^' ( 4- (0/4- ru' + r,v')-j = a2.
Pour la seconde équation, nous prendrons celle qui est relative à tu, pour laquelle il n'y a qu'une seule expression Q à calculer, puisque la différentielle doi n'entre pas dans les équations de liaison. Nous avons ainsi, en tenant compte des équations «^ = o, -^ = o,
\ li '^'^■' + ^'^ ^■'^' + '■"' + '■'"')J- ^^'^ + ^'^ t^/^" +^1"') «^"^
^^9/ 1 — U/ii' + 71^') cosw] [i pu' + /?,v'') cosw
-}- (7"' -4- 7,r') sin (o] — //' [tu' -\- ru' -{- r^) z= o
Il faut adjoindre les équations
/ zdu 4- ^if/r =1 dl cos w, f T///f -j- T,,avrr a/ sin w,
lesquelles expriment que / n'est autre que l'arc de la ligne L et 0) l'angle de cette ligne avec l'axe des .r. L'équation des forces vives nous donne
». , , » a sin m (0 -f- '"W + ''i^ =
où m est l'angle du plan osculateur à L avec la normale à la surface. Si alors nous remarquons que la quantité
{ pn' -f- py. cos (I) -f- ((jn' + fjii'') sin w
dl /dw I \ , . , .
représente — I — 1, nous voyons que l équation ('li)} se
réduit à
X cos m
La droite roulera donc sur une section plane de la surface.
20. Si le roulement est assujetti à avoir lieu sans pivotement, le nombre des combinaisons -G devient égal à deux. Il est presque évident a priori (en considérant la ligne comme limite d'une surface] que ces combinaisons sont précisément les équations du roulement. C'est ce que l'on vérifie immédiatement d'après la forme des équations (3) et (4). Si, en effet, pour fixer les idées, on désigne encore par q^, q^, ^3, <7v, q^ respectivement les variables u, v, l, w, 0, on voit que tous les termes des expressions (18) contiennent des facteurs nuls.
SUR CERTAINS SYSTÈMES D'ÉQUAITONS
AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES Par M. HADAMARD
(Procès-verbaux des séances de la Société des scâences physiques et naturelles de Bordeaux, 1894-1895.)
Un système de p équations linéaii^es aux différentielles totales
A 1^7, -|- A, ^7, H- . . -f A,„ ^ ^,d(im + ,>= o (S) B,f/7i -f B,r/r/, -]-... + ^», + p df/m + /, = o
I^l^/yi + ^'i^f/i + •■• + !-»< + /' df/m + p~ o,
où on considère dq^, drjo, et ^7,,, + ;, comme des coordonnées homogènes dans l'espace k m + p — i dimensions, représente une multiplicité plane km — i dimensions. Mais cette multiplicité peut aussi être représentée par un système (2) d'équations tangentielles au nombre de m, à savoir les conditions que doivent remplir les coefficients (coordonnées tangentielles) d'un hyperplan à m -\- p — 2 dimensions, pour que cet hyperplan contienne notre multiplicité. Deux systèmes linéaires tels (jue (S) et (S) peuvent être appelés, pour abréger, systèmes réciproques. Si l'on désigne les coordonnées tangentielles
par - — , ....-- , le système (2) n'est autre que le sys-
* Ck/i 6q,„,^, J \ J 1 J
tème d'équations linéaires aux dérivées partielles qui détermine les intégrales du système (S).
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Gela posé, lorsque le système (S) représente les équations de liaison dans un problème de dynamique, on est conduit, ainsi qu'il est expliqué dans le mémoire ci-dessus, à considérer spécialement dans ce système (S) certaines combinaisons -(^ en
u • ' 1 « '"(^^^ — 0 nombre au moins égal a /? ^ qui jouent un rôle particulier dans la formation des équations de Lagrange.
Or, si nous faisons intervenir le système {!,), le calcul des combinaisons ^ se ramène à une théorie bien connue. Si, en effet, on veut appliquer au système (S) la méthode de Lie, on devra adjoindre, aux équations Ej, E,, ...E„i de ce système,
les crochets (E^ , E/.) au nombre de On obtient ainsi
/%vN 1 , - . • / « '"('" — '
un nouveau système (2,') de m + a equati
sur lequel on devrait recommencer la même opération. Ici, au contraire, nous nous arrêterons au système (S') et nous en prendrons le réciproque (S') ; ce dernier se compose précisément des combinaisons -(o c/icrc/iées.
On voit bien ainsi pourquoi le nombre de ces combinaisons
mC/7i — i) est au moins de p — ^ et ne peut être de p que si le
système est intégrable.
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A côté des revues périodiques spéciales, enregistrant au jour le jour le progrès de la Science, il nous a semblé qu'il y avait place pour une nouvelle forme de publication, destinée à mettre en évidence, par un exposé philosophique et documenté des découvertes récentes, les idées générales directrices et les variations de l'évolution scientifique.
A l'heure actuelle, il n'est plus possible au savant de se spécialiser; il lui faut connaître l'extension graduellement croissante dos domaines voisins : mathématiciens et physiciens, chimistes et biologistes ont des intérêts de plus en plus liés.
C'est pour répondre à cette nécessité que, dans une série de monographies, nous nous pro(X)sons de mettre au point les questions particulières, nous efforçant de montrer le rôle actuel et futur de telle ou telle acquisition, l'équilibre qu'elle détruit ou établit, la déviation qu'elle imprime, les horizons qu'elle ouvre, la somme de progrès qu'elle représente.
■ Mais il importe de traiter les questions, non d'une façon dogmatique, uresque toujours faussée par une classification arbitraire, mais dans la forme vivante de la raison qui débat |)as à pas le problème, en détache les inconnues et l'inventorie avant et après sa solution, dans l'enchaînement de ses aspects et de ses conséquences. Aussi, indiquant toujours les voies multiples que suggère un fait, scrutait les possibilités logiques qui en dérivent, nous efforcerons-nous de nous tenir dans le cadre de la méthode expérimentale et de la méthode critique.
Nous ferons, du reste, bien saisir l'esprit et la portée de cotte nouvelle collection, en insistant sur ce point, que la nécessité d'une publication y sera toujours suoordonnée à l'opportunité du sujet.
Série physico-mathématique.
SÉRIE PHYSICO-MATHÉMATIQUE
N'* '1. — Le magnétisme du fer ( 1899); par Ch. Maurain, ancien Élève de l'École Normale supérieure, Agrégé des Sciences physiques, Docteur es sciences.
Ghap. I, Phénomènes généraux. Courbes d'aimantatiun. Procédés de mesure. Elude des particularités des courlies d'airnanlatioii. lufluence de ia forme. Champ démagnétisant. Aimantation permanente. — Chap. U. Etude particulière du fer, de l'acier et de la fonte. — Chap. III. Aimantation et temps. Influence des courants induits. Retard dans l'établissement de l'aimantation elle-même. Aimantation anormale. Aimantation par les oscillations électriques., — Chap. IV. Energie dissipée dans l'aimantation. Influence de la rapidité de variation. Loi de Steiqmetz. Variation de la dissipation d'énergie avec la température. Hystérésis dans un champ tournant. — Chap. V. Influence de la température. — Chap. VI. Théorie du Magnétisme.
iV 3. — La StéréochimiC'' (1899); par P. Freu.ndler, Docteur es sciences, Chef de travaux pratiques à la Faculté des Sciences de Paris.
Chap. I. Historique. — Chap. II. Le carbone tétraèdrique. Notion du carbone tétraèdrique. Principe fondamental. Chaînes ouvertes. Principe de la liaison mobile. Position avantagée. Double liaison et triple liaison. Isomérie étliylénique. Chaînes fermées. Théorie des tensions. Applications diverses de la notion du carbone tétraèdrique. — Chap III. Le carbone asymétrique. Notion du carbone asymétrique. Principes fondamentaux. Chaînes renfermant plusieurs carbones asymétriques; racémiques et indédoublables. Chaînes fermées. V^érificaiions expérimentales et applications de la notion du carbone asymétrique. Hclaiions entre la dissymétrie moléculaire et la grandeur du pouvoir rotaloire. Produit d'asymétrie. Relations entre la dissyméirie moléculaire et la dissyméirie cristalline. — Chap. IV. La stéréocliimie de l'azote. Représentation schématique de l'atome d'a/ote. Isomères géométriques de l'azote. L'azote asymétrique. — Chap. V. Stéréochimie et Tautométrie. — RiP>LiOGnAPHiK. Ouvrages classiques. Principaux Mémoires.
N" k. — Les mouvements de roulement en Dynamique (1899); par P. AiM'Ki.L, de riiistitul.
Quelques formules générales relatives au mou^ment d'un soiidr. (Miciques théorèmes de Cinémati<|uc. Formules. Applical iori'/. Accélération du point. Mouvement d'un corps solide autour d'un point flxe. Cas particuliers. Mouvement d'un corps solide libre.— Chap. II. Roulements . Roulement et pivotement d'une surface mobile sur une surface fixe. Conditions physiques déterminant le roulement et le pivotement d'une surface mobile sur une surface fixe. Force vive d'un corps solide animé d'un mouveuient de roulement et pivotement. Equation du mouvement du corps. —Chap. III. Applications. Applications. Roulement d'une sphère sur une surface. Exemples: Equations du mouvement d'un solide pesant assujetti à rouler et pivoter sur
un plan horizontal. Roulement et pivotement d'un corps pesant de révolution sur un plan horizontal. Applications. Reclierches de M. Carvallo. Problème de la bicyclette. — Ghap. IV. Mécanique analytique, équations de Lagrange. Le roulement est une liaison qui ne peut pas s'exprimer en général par des équations en termes finis. Application de l'équation générale de la Dynamique. Emploi des équations de La^range. Impossibilité d'appliquer directement les équations de Lagiange au nombre minimum des j^aramèlres. — I. Sur les mouvements de roulement. — IL Sur certains systèmes d'équations aux différentielles totales.
N** 5. — Le phénomène de Zeeman (1899); par A. Cotton, Maî- Ire de conférences de Physique à l'Université de Toulouse.
Chap. L Etude des raies spectrales. Unités. Réseaux. Pouvoir séparateur. Speclroscope à échelons. Interféromètre. Appareil de MM. Pérot et Fabry. Conclusion. Remarque pratique. — Ghap. \\. Changements que peuvent subir les raies. Ghangements dans l'aspect des raies. Constitution des raies. Changements de longueur d'onde. Effet Doppler-Fizeau. I>éplacements produits par des changements de pression. — Ghap. III. Découverte du changement magnétique des raies. Expériences de M. Ghaulard. Expériences de Faraday. Expériences de M. Tait. Expériences de Fiévez. Expériences d€ Zeeman. Intervention de la théorie de Lorentz. — Ghap. IV. Changement des raies d'émission parallèlement aux lignes de force. Doublet magnétique. Polarisation circulaire des raies du doublet. Règle de MM. Cornu et Kœnig. Constitution des deux raies du doublet. — Ghap. V. Changements observés perpendiculairement aux' lignes de force. Polarisation rectiligne des raies modifiées. Vibrations perpendiculaires aux lignes de force. Vibrationt^ parallèles aux lignes de force. Premier cas : triplet normal. Deuxième cas : quadruplet. Troisième cas : la raie centrale est un triplet. Conclusion. Note sur un point de théorie. — Ghap. VI. Comparaison des diverses raies. Etude qualitative. Comparaison quantitative. Règle de M. Preslon. Mesures absolues. — Ghap. VIL Le phénomène de Zeeman et l'absorption. Règle de Kirchhoff. Expériences sur le phénomène de Zeeman, sans spectroscope. Elude du changeujent magnétique des raies renversées. Expériences d'EgorolT et Georgiewky. Travail de Lorentz. — Ghap. VIII. Propagation de la lumière dans un champ magnétique. Le faisceau émergeant à la môme longueur d'onde. Polarisation rotaloire magnétique. Propagation des vibrations circulaires. Dispersion rotatoire. Faisceau incliné sur les lignes de force. Réflexion sur les miroirs aimantés. — Ghap. IX. Nouvelles expériences se rattachant au phénomène de Zeeman. Expérience de M. Righi. Expériences de MM. My caluso et Corbino. Dispersion anormale des vapeurs de sodium (H. Becquerel). Explication de l'expérience de MM. Macaluso et Corbino. — Ghap. X. Autres expériences. Expérience avec le sodium, perpendiculairement au champ. Expérience de M. Voigt. explication de la biréfringence magnétique. Propriétés de l'hypoazotide, des vapeurs d'iode et de bronze.
N'' 0. — Groupements cristallins (1900); par Fred. Wallerant.
Ghap. I. Généralités sur la structure des corps cristallisés. — Ghap. II. Historique. — Ghap. III. Du rôle des éléments de symétrie de la particule dans la formation des groupements. — Ghap. IV. Classification des groupements. — Ghap. V. Groupements binaires autour d'un axe ternaire. — Ghap. VI. Groupements parfaits. — Ghap. VIL Groupements imparfaits. Cristaux ternaires. Slaurotides. Feldspaths. — Ghap. VIII. Groupements obtenus par actions mécaniques. Délormation des réseaux. Déformation de I.*^ particule complexe.
N'' 7. — L'élimination (1900); par A. Laukeni, li^xaiiiiiialeur à l'École Polylechiii(iuc.
CiiAP. 1. Élimination entre deux équations. Notions préliminaires. Développennent d'une fonclion rationnelle. Formules de Newton. Définition du résultant. Seconde méthode. Troisième niéthode. Quatrième méthode. Cinquième méthode. Sixième méthode. Indications d'autres méthodes. Hésolution d'un système à doux inconnues. Solutions multiples. Solutions singulières. Condition pour que trois équations aient une solution commune. — Ghap. II. Elimination dans le cas général. Equivalences. Résolution de trois équations. Théorème de Bczout. Méthode de Bezout. Théorème de Jacobi. Les fonctions symétriques. Nouvelle méthode. Les fonctions interpolaires. Résultante. Soa expression explicite. Étude des propriétés de la résultante. Méthode d'élimination de Labatie et analogues. Equations homogènes. Solutions doubles. Autre exeniple de simplifications. Autre exemple. Etude d'une équation remarquable. Discriminants. Propriétés des solutions commuties- Reconnaître si un polynôme est réductible. Développement en série. Exten ion partielle aux équations transcendantes. Appendice.
N° 8. — Tonométrie (1900) ; par F. -M. Raoult, Correspondant (le rinstitdt, Doyen de la Faculté des Sciences de Grenoble.
Introduction : Symboles et dé/initions. — Chap. I. Méthodes d'observation. Description spéciale de la méthode dynamique ou d'ébullition. Causes d'erreur, moyen de les éviter. Ebullioscopc de Raoult. Description de la méthode statique. Tonomètres didérentiels de Bremer, de Dieterici. Méthodes hygrométri(|ue, volumétrique, gravimétrique. Degré d'approximation. — Chap. II. Etude des non-électrolytes. La diminution de tension de vapeur dans ses rapports avec la température. La diminution de tension de vapeur dans ses rapports avec l'abaissement du point de congélation. La diminution de tension de vapeur dans ses rapports avec l'élévation du point d'ébullition. La diminutii)n de tension de vapeur dans ses rapports. avec la concentration. La dimnution de tension de vapeur dans ses rapports avec la nature des corps dissous et des dissolvants. La diminution de tension de vapeur dans ses rapports avec la densité de vapeur. .Détermination tonométrique des densités de vapeurs saturées. — Chap. III. Suite des non-electvolytes. La loi de Raoult dans ses rapports avec l'élévation du point d'ébullition. Détermination tonométrique des chaleurs latentes de vaporisation. Détermination tonométrique des poids moléculaires des non-éleclrolytes. Emploi de la méthode statique. Emploi de la méthode dynamique. Corrections. Emploi du mercure comme dissolvant (Ramsay). — Cuap. IV. Etude des électrolytes. Elude des dissolutions des sels dans l'eau. Inlluence de la concentration, de l'ionisation, de l'hydratation, de la température. — Chap. V. Suite des électrolytes. Dissolutions des^cls dans l'alcool. Dissolutions des sels dans l'éther, l'acétone, etc. Etat des sels dans leurs dissolutions étendues, dans leurs dissolutions concentrées. Résultats fournis pan- la tonométrie pour les poids moléculaires des .sels. — Biblioqraphii:.
N« 0. — La célérité des ébranlements de l'éther. L'énergie radiante, 2" édition, (1909); par L. Décombe, Docteur es sciences.
Introduction valence des
DU. — Chap. I. L'énergie. Edifice moléculaire. Corpuscules. Equiagents physiques. Energie physique. Théorie ciuctîque des gaz.
— Chap. II. L'èther. Propagation. Propagation par transparence. Synthèse des forces physiques. Lumière : Théorie de rémis?ion. Théorie des ondulations. Principe d'Huygens. Principe de Yoiing. Travaux de F'resnel. Expérience de Foucault. Chaleur : Théorie de l'émission. Calorique. Rayons de différentes espèces. Unité du spectre. Radiations chimiques. Analogies optiques. Electricité : Polarisation rotatoire magnétique. Nombre v de MaxAvell. Théorie électromagnétique de la lumière. Oscillations électriques. Champs oscillants. Expériences de Feddersen, Excitateur. Résonateur. Transparence électromagnétique. Réflexion métallique. Réfraction. Interférences électromagnétiques. Interférences dans l'espace. Interférences le long des fils. Expériences de Righi. Polarisation. Double réfraction. Télégraphie sans fil. Radioconducteur de Bianly. — Giiap. III. L'énergie radiante. Longueurd'onde.Ondcssphériques. Tran^versalité des vibrations. Ondes planes. Formule de Newton. Réfraction. Dispersion. — Chap. IV. Lavitesse de la lumière. — Chap. \ . La vitesse de l'électricité. — Chap. VI. Le nombre de Maxwell. — Chap. VJI. La vitesse de propagation de l'onde électromagnétique. — Chap. VTII. La dispersion dans le vide. — Chap, IX. L'éther de Maxwell.
N° 10. — Les rayons cathodiques, 2« édition (1908); par P. ViLLARD, Docteur es sciences.
Chap. I. Appareils. Appareils à raréfier les gaz. Préparation de l'oxygène pur. Préparation de l'hydrogène (osmo-régulateur). Sources d'électricité. — Chap. II. Phénomènes électriques dans les gaz raréfiés. Lumière positive. Gaine négative. Espace obscur de Hittorf. Résistance électrique des ampoules. Loi de Paschen. Distribution du potentiel dans la décharge dans les gaz. Propriétés des cathodes incandescentes. — Chap. lll. L'émission cathodique. Découverle des rayons cathodiques. Le faisceau cathodique. — Chap. l\ . Electrisation des ampoules cathodiques. Chute cathodique aux basses pressions. Capacité des tubes à décharges. — Chap. V^. Propriétés des rayons cathodiques. Phénomène de phosphorescence. Eflets mécaniques. Effets caloriques. Emission des rayons Rœntgen. Propagation rectiligne des rayons cathodiques. — Chap. VI. Les rayons X. Production et propriétés des rayons X. — Chap. VII. Electrisation des rayons cathodiques. Emission et électrisalion. Expériences de M. J. Perrin. — Chap. VTII. Actions électrostatiques. Action d'un-champ électrique sur les rayons cathodiques. Calcul de la déviation. Absence d'action réciproque entre deux rayons cathodiques. — Chap. IX. Action d'un champ magnétique sur les rayons cathodiques. Déviation magnétique. Calcul de la trajectoire. — Chap. X. Vitesse des rayons cathodiques. Méthodes indirectes de J.-J. Thomson. Expérience de \L Kaufmann et de M. Simon. Expérience de M. E. Wiechert, — Chap. XL Hétérogénéité des rayons cathodiques. Expérience de M. Birkeland. Dispersion électrostatique. Expérience de M. Deslandtes. Cause de la dispersion électrique ou magnétique. Discontinuité de l'émission cathodique. — Chap. XII. Actions chimiques des rayons cathodiques. Colorations produites par les rayons. Phoio-activité des sels colorés par les rayons. Phénomènes de réduction. Production d'ozone. — Chap. XIII. Phénomènes divers. Cas particulier d'émission cathodique. Passage des rayons au travers des lames minces. Diffusion des rayons cathodiques. Réflexion et réfraction apparentes. Evaporation électrique. F*hénoniènes d'oscillation dans les tubes à décharge. Kanal-strahlen ou rayons de Goldstein. Rayons cathodiques à charge positive. — Chap. XIV. La formation des rayons cathodiques. Rôle de l'éleclrisation des parois. Afflux cathodique. Soupapes électriques. Émission. Propagation.
N° ?11. — Production et emploi des courants alternatifs, 2« édition (igiS); par L. Barbilliox, Docteur es sciences.
Introduction. — Chap. I. Rappel des quelques notions théoriques /relatives l'induction électromagnétique et aux machines à courant continu. Phé-
nomènes d'induction. Machines dynamo-électriques à courant continu. — Chap. II. Étude d'un courant alternatif. Caractéristique d'un courant alternatif. Etude d'un circuit parcouru par un courant alternatif simple sinusoïdal. Courant polyphasé et champ tournant. — Chap. III. Classification des machines d'induction. Expression du travail électromagnétique développe dans une machine d'induction. — Chap. W. Machines génératrices à courants alternatifs. — Chap. V. Moteurs à courants alternatifs. Moteurs asynchrones. Moteurs asynchrones polyphasés. Moteurs asynchrones monophasés. Comparaison des moteurs synchrones et asynchrones. Moteurs monophasés. Moteurs polyphasés. — Chap. VI. Transformation du courant. Transformateurs statiques. Convertisseurs rotatifs. Conimutatrices.;-
N° 12. — La série de Taylor et son prolongement analytique (1901) ;'par Jacques Hadamard.
Propriétés fondamentales des fonctions analytiques. — Nature et difficulté du problème. — Méthodes directes. — Les séries (jui admettent le cercle de convergence comme ligne singulière. — Recherches des singularités de npture déterminée. — Méthodes d'extension. Les séries de polynômes et le théorème de iM. Mittag-Leffler. — Méthodes de transformation. —Application des principes généraux du calcul fonctionnel. — Généralisations diverses. — Applications. — Conclusions. — Bibliographie.
N° 14. — Franges d'interférence et leurs applications métiologiques (1902); par J. Macé de Lépinay, Professeur à la Factilté des Sciences de Marseille.!
r* Partie. Chap. I. Production des franges d'interférence. — Chap. IL Appareils intc'rférentiels. — Chap. III. Sur l'emploi des sources lumineuses étendues. — Chap. IV. Apparitions et disparitions périodiques des franges d'interférence. —Chap. V. Sources. —^11' Partie. Chap. I. Généralités. — Chap. IL Détermination d'un ordre d'interférence ( partie fractionnaire ). — Chap. III. Détermination d'un ordre d'interférence (partie entière). — Chap. IV. Comparaison de longueurs. — Chai*. V. Correction progressive des données primitives. Applications. — III» Partie. Chap. I. Préliminaires. — Chap. IL Comparaison de longueurs d'onde à l'étalon prototype du mètre. — Chap. III. Mesures optiques de longueurs. — Chap. IV. Application à la détermination de la masse du décimètre cube d'eau distillée, privée d'air à 4°-
N" 15. — La Géométrie non-euclidienne, 2« édition (1907); par P. Barbarln.
Chap. I. Considérations générales et historiques. — Chap. IL Les définitions et postulats d'après Euclide. Les trois géométries. — Chap. IIL La dislance comme notion fondamentale. — Chap. IV. La géométrie générale dans le plan et dans l'espace. — Chap. V. La trigonométrie. — Chap. VI. Mesures des aires et volumes. — Chap, VIL Les contradicteurs de hi cfonK-tri»» non-«MirIi(iitMHie. — Chap. VIII. La géométrie physique.
N° 16. — Le phénomène de Kerr (1902); par E. Néculcéa.
Bibliographie. — Préface. — Introduction. — P' PARTIE. Expériences. Chap. I. Diélectriques solides. Premières expériences de J. Kerr. Expériences
de H. Brongcrsma. Conclusion. — Cijap. II. Diélectriques liquides. Expériences deJ. Kerr. Corps éleclro-optiquernenl positifs. Corpsélectro-optiquement négatifs. Résultats qualitatifs. Expériences de Rœntgen. Expériences de Brongcrsma. Résultats quantitatifs. Phénomène de Kerr dans un champ électrique uniforme. Projection du phénomène. Mesures absolues de la constante de Kerr. — Chap. III. Disparition instantanée du phénomène de Kerr. Mélhode de M. R. Blondiot. Expériences de MM. Abraham et J. Lemoine. „
IV PARTIE. Théorie. Chap. I. Essais théoriques de M. F. Pockels. — Chap. II. Théorie de i\L W. Voigt. Généralités. Introduction du champ électrique extérieur. Corps transparents. Cas d'une bande d'absorption. Conclusions. Corps actifs. Analogue du phénomène de Zeeman. Corps isotropes; phénomènes de Kerr. Généralisation de théorie. Conclusion.
III* PARTIE. Phénomène électro-optique analogue au" phénomène de Zeeman.
N° 17. — Théorie de la Lune (1902); paiH. Andoyer, Professeur adjoint à la Faculië des Sciences de l'Université de Paris.
Chap. I. Mise en équations et réduction du problème. — Chap. II. Étude des équations de la théorie solaire du mouvement de la Lune. Forme de la solution. — Chap. III. Calcul effectif des principales inégalités solaires du mouvement de la Lune. — Chap. IV. Formation des équations qui déterminent lesinégalités secondaires du mouvement de la Lune. — Chap. V. Déterminatioji de quelques inégalités secondaires périodiques du mouvement de la Lune. — Chap. VT. Influence des inégalités séculaires du Soleil sur le mouvement de la Lune.
^° 19. — L'électricité déduite de l'expérience et ramenée aux principes des travaux virtuels, 2« édition (1907); par E. Car- VALLO, Docteur es sciences, Agrégé de l'Université, Examinateur de Mécanique à l'Ecole Polytechnique.
Préface. — 1'* PARTIE. Les courants d'induction d'après Helmholz et Maxwell. — Introduction. — Chap. 1. Théorie de Helmholtz. Fonction des forces électromagnétiques. Induction magnétique. Equation de l'énergie. Force électron)otrice induite. Self-induction. Courants en régime variable Interprétations mécaniques. — Chap. II. Équation générale.de la Dynamique. Théorème des travaux virtuels. Travail des forces d'inertie. Équations de Lagrange. — Chap. III. Théorie de Maxwell. Les courants induits d'après Maxwell. Recherches de Maxwell sur l'énergre cinétique des courants mobiles. Du rôle des aimants dans la théorie de Maxwell, d'après M. Sarrau. — Conclusions de la première Partie. ''
II* PARTIE. L'électricité ramenée au principe des travaux virtuels. — Introduction. — Chap. I. Théorie de l'électricité dans les corps en repos. Extension des lois de Kirchhofl" aux conducteurs à trois dimensions. Extension des lois de Kirchhofl" au régime variable et aux diélectriques. Equations générales de l'Electrodynamique dans les corps en repos. Le problème de l'Electrodynamiqu^ et Tf^lcctro-optiquc. Énergie électrique. — Chap. II. Théorie d& l'électricité dans les corps en mouvement. La tliéorie de Maxwell et la roue de Rarlow. Lois de l'inertie électrique. Eleclrodynamique des corps en mouvement. — Conclusion générale.
N'' 20. — Sur les principes fondamentaux de la théorie des nombres et de la Géométrie (1912); par II. Laurent, Examinateur à l'Ecole Polytechnique. 2^ édition.
Introduction, — Egalité et addition. Quantités. Propriétés des quantités Généralisation. Les nombres. Mulliplicalion et division. Les nombres fractionnaires. Les incommensurables. Logarithmes. Conclusion. — La pangéométrie. Les espaces et leurs dimeiision^s. Déplacements euclidiens. Distances. Figures égales. Ligne droite. Angles. Trigonométrie. Perpendiculaire à plusieurs droites. Sphères. Coniacis. Variétés singulières. Longueurs et angles. Pangéométrie sphérique. Trigonométrie sphérique. Pangéométrie hyperbolique. Trigonométrie hyperbolique. La géométrie eucbdienne. Sur la réalité de l'hyperespace. Résumé. — Notes de M. A. Bûhl. Géométrie et psychologie. Les univers non euclidiens et l'infini.
N° 21. — La compressibilité des gaz réels (igoS); par L. DccoMBE, Docteur es sciences.
La loi de Mariotle. — Compressibilité des gaz aux pressions élevées. — Compressibilité des gaz aux faibles pressions. — Influence de la température sur la compressibilité des gaz. — Le point critique. — Fonction caractéristique. — Les états correspondants. - Compressibililés des mélanges gazeux.
N° 22. — Diagrammes et surfaces thermodynamiques ( 1 908 ) ; par J.-W. GiBBs. Traduction de G. Hov, Chef des travaux de Physique à rUniversilé de Dijon, avec une introduction de lî. Brunhes, Professeur à l'Université de Clermont.
Méthodes graphiques dans la thermodynamique des fluides. — Méthode de représentation géométrique des propriétés thermodynamiques des corps par des surfaces.
N'' 23. — La théorie de Maxwell et les oscillations hertziennes. La Télégraphie sans fil, 3« édition (1908); par IJ. Poincaré.
Généralités sur les phénomènes électriques. — La théorie de Maxwell. — Les oscillations électriques avant Flertz. — L'excitateur de Hertz. — Moyens d'observation. — Le cohéreur. — Propagation le long d'un fil. — Mesure des longueurs d'onde et résonance multiple. — Propagation dans l'air. — Propagation dans les diélectriques. — Pioduction des vibrations très rapides et très lentes. — Imitation des phénomènes optu|ues. — Synthèse de la lumière. — Principe de la Télégraphie sans fil. —Application de la Télégraphie sans lit.
N° 2^t. — L'Algèbre de la Logique, 2" édition (1914) ; par
Lotis COUTURAT.'
Les deux interprétations du Calcul logique. I^elalion d'inclusion. Définition de l'égalité. Principe d'identité. Principe du syllogisme. Définition de la multiplicalioii et de I addition. Principes de simplification et de composition. I^oi de tautologie et d'absorption. Théorèmes de multiplication et d'addition. Première formule de transforuiation des inclusions en égalités. Loi distributive. Définition de o et de i. Loi de dualité. Définition de la négation. Principes de contradiction et du milieu exclu. Lui de double négation. Seconde formule de transformation des inclusions en égalités. Loi de contraposition. Postulat d'existence. Développements de o ;• i. l'iopriétés des
r.onsliluants. Fonctions logiques. Loi du développement. Formule de De Morgan. Sommes disjointes. Propriétés des fonctions développées. Bornes d'une fonction. Formules de Porelsky. Théorème de Schrôder. Résultante de l'élirriination. Cas d'indétermination. Sommes et produits de fonctions. Expression d'une inclusion au moyen d'une indéterminée. Solution de Téquation à une inconnue au moyen d'une indéterminée. Elimination dans une équation à plusieurs inconnues. Théorèmes sur les valeurs d'une fonction. Conditions d'impossibilitéeld'indétermination. Résolution des équations à plusieursinconnues. Problème de Boole. Méthode de F^oretsky.Loi des formes. Loi des conséquences. Loi des causes. Application de la loi des formes aux conséquences -et aux causes. Schèmes géométriques de Venn. iMachine logique de Jevons. Nombre des assertions possibles touchant n termes. Solution de l'inéquation à une inconnue. Système d'une équation et d'une inéquation. Formules spéciales au Calcul des propositions. Equivalence d'une implication et d'une alternative. Loi d'importation. Réduction des inégalités et des égalités.
N" 25. — Sur les systèmes triplement indéterminés et sur les systèmes triple-orthogonaux (190.5); par C. Glichard, Corres- ])ondant de rinslilut, Professeur à l'Université de Clernionl- Ferrand.
Introduction. — Propriétés focales. Systèmes assemblés. Xois d'orthogonalitédes éléments. — Systèmes points O. — Systèmes qui se rattachent aux systèmes O.— Indication de divers types de problèmes.— Les systèmes O, 4 O dans l'espace à trois dimensions. — Les systèmes O de l'espace à trois dimensions applicables sur des systèmes de l'espace à six dimensions.
N« 26. — La double réfraction accidentelle dans les liquides (1906); par G. DE Metz.
f-a double Réfraction dans les liquides, gelées et dissolutions déforraésmécaniquement. — La double réfraction dans les liquides en mouvement giratoire.
— La double réfraction dans les liquides déformés électriquement. — La double réfraction accidentelle dans le champ magnétique. — Aperçus théoriques sur la double réfraction accidentelle des liquides mécaniquement déformés. — De la constitution des colloïdes, des huiles et des vernis. — Aperçus théoriques sur le phénomène électro-optique de Kerr. — Identité de ce phénomène avec celui de la double réfraction accidentelle produite par la déformation mécanique des liquides.
N° -27. — La Mécanique des phénomènes fondée sur les analogies (1906); par M. Pktrovitch, Professeur à l'Université de Belgrade.
Introduction. — Considérations préliminaires sur les analogies. Esquisse d'une Mécanique générale des causes et de leurs effets. Eléments du schéma. Equations régissant l'action des causes. Définitions analytiques des fonctions X. Quelques théorèmes généraux. — Schémas représentant l'action des causes.
— Aperçu sur les applications de la Mécanique générale. — Conclusions générales,
N" 28. — Bases physiques de la Musique (1906); par H. Douasse, Professeur à la Faculté des Sciences de Toulouse.
Introduction. — I. Hauteur des sons. Intervalles. Définition du savart. — II. Echelle des sons. Gamme à tempérament égal. Diapason normal.— III. Résonance. Théorie physique de l'oreille. — IV. Affinité des sons. Constitution de
la gamme rationnelle. Principe de tonalité. Modes. — V. Consonances et dissonances. — VI. Modulation- et transposition. Des tempéraments. — VII. Obtention des sons. Tolérance de l'oreille. Précision du mécanisme. — VIII. Mesure. Rythme. Instruments de percussion.
N" '29. — Les équations aux dérivées partielles à caractéristiques réelles (1907); par \\. dWdhémah.
Introduction. — Equations du premier ordre à n variables indépendantes. — Equations générales du second ordre à deux variables indépendantes. — Equations du type hyperbolique à deux variables indépendantes. — Les équations générales à n variables indépendantes. Esquisse d'une théorie générale des caractéristiques. — L'équation des ondes généralisée. — Généralisations et remarques.^
N° 30. — Les actions à distance (1910); par G. Co.>iBEBrAC, Chef de lialaillon du Génie, Docteur es sciences mathématiques.
Notations et formules générales. Expression de l'action exercée sur un corps immergé. Sphériques harmoniques. Sphères puisantes et oscillantes. Cas de l'adhérence. Nouvelle expression de la force. Résumé. Sphères faiblement 'impressibles. Explication de la gravitation d'après M. Korn. Anneaux infiiment déliés. Action d'un courant parallèle sur un cylindre. Action sur un auneau délié. Analogies hydro-électriques. Mouvement irrolationnel dans un volume à connexion multiple. Mouvements irrotationnels. Propos sur I Electricité. Les explications mécaniques en Physique. Note sur le calcul des qualernioii--.
N'' 31. — Systèmes cinématiques (191 1); par L. Crelier, Docteur es sciences, Professeui' au ïechnicum de Bienne, Privat- Docenl à l'Université de Berne.
Notes bibliographiques. — Chap. I. Système conchoidal simple. Génération. Rases. Roulante. Trajectoires. Enveloppe du deuxième côté de l'angle droit. Enveloppe des tangentes aux trajectoires des points de OL. Foyers des
iraboles K ,. Enveloppes des tangentes aux trajectoires des points de LP. -iir une parabole spéciale. Construction des normales des paraboles précé-
ntes. Etude cinématique de la développée de E. Podaire de E par rapport
O et généralisation du système conchoidal. — Chap. II. Système du cappa. Mouvements inverses. Enveloppe du côté LP. Trajectoires. — Chap. III. Système strophoïdal simple. Mouvements inverses. Trajectoires. Enveloppe du deuxième côté de l'angle droit. Enveloppe des tangentes des conchoïdeset ! thocunchoïdes de strophoïde. Déplacement d'un angle droit dont le sommet ! crit une parabole et dont un côté s'appuie sur le foyer. Sur une quartique spéciale. — Chap. IV. Système conchoidal circulaire. Appareil coulisseaumanivelle. Enveloppe du deuxième côté de l'angle droit mobile. Equations de l'ellipse et de l'hyperbole en coordonnées tangenlielles. — Chap. V. Système à deux ornières'jixes. Ornières rectilignes orthogonales, obliques. Développantes d'aslroïdes. Enveloppe du segment mobile dans le mouvement à deux ornières fixes obliques. Enveloppe d'une droite quelconque du plan mobile. Rosaces. Points de rebroussement. - Chap. VI. Système bielle-manivelle. Enveloppe de la bielle. Courbes parallèles aux enveloppes précédentes.)
N" 32. — Théorie de la couche capillaire des corps purs (191 1); par Gerrit Bakker, Docteur es sciences.
Abréfçé historiaue. Principe de l'Hydrostatique et propriété fondamentale de la couche capillaire. Théorie de Thomas Young. Considérations cinétiques et statiques. La distribution de la densité dans la couche capillaire. L'énergie
capillaire ou la constante de Laplace. L'épaisseur de la couche capillaire. Densité nnoyenne. La couche capillaire courbe. Ldi couche capillaire plane. Les deux phases homogènes du liquide et de la vapeur ne peuvent être séparées par un plan. La fonction potentielle des forces attractives. Energie potentielle par unité de volume. Tensions dans le milieu extérieur. Pression moléculaire. Tension superficielle. Méthode de Laplace, méthode de Kuchs. Calcul de la constante de Laplace au moyen de la pression thermique. Une propriété de la constante capillaire de Laplace. Equation différentielle de la densité dans la couche capillaire. Le potentiel et la force en un point. Epaisseur. La pression hydrostatique et l'équation d'état de la couche capillaire.
N*» 33. — La .Couche capillaire en général (1912); par Gerrit Bakker, Docteur es sciences.
Les Equations de Kelvin. Relation entre la pression hydrostatique p^en un point de la couche capillaire, dans une direction normale à la surface der'la couche, et l'inverse de la densité. La pression hydrostatique/?/- parallèle aux surfaces de densité constante. Signification physique de la partie croissante de l'isotherme de James Thomson. Théorie de l'ébullition . A température constante, la structure d'une couche capillaire plane ou courbe, adjacente à la vapeur, est parfaitement déterminée par la tension de la vapeur. Tension capillaire et rayon minimum des petites gouttes. Thermodynamique de la couche capillaire. Le rayon de courbure de la couche capillaire et l'équati/<n de Kelvin. Chaleur de vaporisation et tension capillaire. Equation de l'énergie de la couche capillaire. L'énergie capillaire comme fonction de la courbure de la couche capillaire.
N» 3/1,. _ Les coordonnées intrinsèques. Théorie et applicatians
(191 4), avec un portrait d'Ernest Cesàro ; par L. Bualde, Docteur es sciences.
Sous la dénomination de coordonnées intrinsèques, on entend depuis quelques dizaines d'années les systèmes indépendants de la position de la courbe et applicables à la discussion de tout déplacement ou problème cinématique.
Les admirables travaux de Cesàro et de Mannheim ont constitué la méthode et la matière.
N'' 35. — Théorie des nombres. Définitions fondamentales (igiS); par E. Dumont, Capitaine du Génie Beige.
Malgré le cadre restreint des propriétés élémentaires où l'auteur s'est volontairement maintenu pour ne pas noyer le principal dans les détails accessoires, il pense avoir démontré d'une façon irréfutable la remarquable généralité qu'on peut introduire dans la théorie des nombres absolus et relatifs grâce à la définition du nombre, loi de formation de grandeurs géométriques.
SÉRIE BIOLOGIQUE
N° 1. — La Spécificité cellulaire, ses consécfuences en Biologie générale (1900); par L. Bard, Professeur à la Faculté de Médecine de Lyon.
Introduction. — L'indifférence et la spécificité cellulaire. — La fixité héréditaire des types cellulaires dans les organismes adultes. — La constitution des espèces cellulaires au cours du développement. — La spécificité cellulaire et les grands problèmes de la biologie générale. — Index bibliographique deî>> publications de l'auteur ayant trait à la spécificité cellulaire.
LT5r.
N° 3. — Les fonctions rénales (1899); par II. Fhenkel, Professeur agrégé à la Faculté do Médecine de Toulouse.
Structure du rein. — L'urine. — Phyiologïe de la sécrétion rénale. — La sécrétion rénale interne. — Physiol.ogie pathologique de la sécrétion rénale. — De ia perméabilité et de l'insuffisance rénales. — Conclusions.
1^° k. — Les actions moléculaires dans l'organisme (1899); par H. BoiiDUiR, Professeur agrégé à la Faculté de Médecine de Lyon.
Introduction. — Actions dans les solides ; dans les liquides ; entre liquides différents ; entre solides et li(iuides ; entre solidesVt gaz ; entre liquides et gaz ; dans les gaz.
N" 0. — La Coagulation du sang (1900); par Maurice Arthus, Professeur de Physiologie à l'Université de Fribourg (Suisse).
Nos connaissances sur la coagulation du sang vers 1890. — La présence d-e sels de chaux dissous dans le plasma est une condition nécessaire de la coagulation du sang. — Du rôle des sels solubles de chaux. — Du fibrinferment. — Des propriétés du sang non spontanément coagulable. — Du mode et du lieu de formation, de la nature et des piopriétés de la substance anticoagulante. — De l'immunité contre les injections intraveineuses de proléoses. — Du pouvoir anticoagulant du sérum de sang d'anguilles, de certains extraits de tissus, de l'extrait de sangsues. — Des substances qui peuvent provoquer des coagulations intravasculaires.
N° 6. — Évolution du carbone et de l'azote dans le monde vivant (1899); par P. Mazé, Ingénieur-Agronome, Docteur es science, Préparateur à l'Institut Pasteur.
Introduction. — Origines du carbone organique. — Origines de l'azote organique. — Dégradation de la matière organique.
N" 7. — L'Irritabilité dans la série animale (1900); par le D' Denis Courtade, ancien Interne des hôpitaux, ancien chef de lahoratoire à la Faculté de Médecine, Lauréat de l'Institut.
Historique. — Morphologie, structure, histologie et composition chimique •de la matière vivante. — Conditions de l'irritabilité. — L irritahilii»; et ses manifestations. — Nature de l'irritabilité "^
N° 8. — La Spéléologie ou Science des cavernes (1900); |)ar K.-A. Martel.
Définition. — HisLornjuc. — Hihiiograpliic. — i'^ogramrn(^ — Origine des cavernes. - Mode d'action des eaux souterraines. — Circulation des eaux dans l'intérieur des terrains fissurés. — Les abfmes. Leur origine. — Les rivières souterraines. Leur pénétration. — 1.,'issue des rivières souterraines. Les sources. Les résurgences. — Contamination des rivières souterraines. — La spéléologie glaciaire. — Météorologie souterraine. — rtl.icidc^ ii.iimcllrs.
— Relations des cavités naturelles avec les filons métallifères. — Les concrétions. Stalactites et stalagmites. — Travaux pratiques. — Préhistoire. Archéologie. Ethnographie. Faune et flore souterraines.
N" 9. — L'Orientation (1900); par le D"" Pierre Boîsnier.
■ Définition. — La notion d'espace. — Orientation subjective. Sens des attitudes segmentaires. Sens de l'attitude totale. — Rapports de Torientation subjective avec la motricité. — Rapports de l'orientation subjective avec la sensibilité. — Orientation lointaine. — Domaine psychique de l'orientation.
N° 10. — L'Assimilation chlorophyllienne et la structure 'des plantes (1900); pw Ed. Griffon, Ingénieur-Agronome, Docteur es sciences.
Introduction. — L'énergie assimilatrice et sa nature. — Plantes représentant leur structure normale. — Plantes dont la structure a été modifiée par le milieu. — Structure et assimilation. — Conclusions.
N° 11. — L'Évolution du PigmentHigoi); P'àv le I)'" G. Bohn, Agrégé des Sciences naturelles, Préparateur à la Sorbonne.
Introduction. — De la constitution des pigments en tant que substances chimiques produites par les granules pigmentaires. — Des granules pigmentaires en tant que producteurs des pigments, — Etude biologique des bactéries chromogènes. — Etude biologique des chloroleucites. — Etude biologique des granules pigmentaires des animaux. — Apparition des granules pigmentaires dans les organismes anirtjaiix. — Migrations, infections et contagions pigmentaires, — Modifications du pigment dans les organismes. Virages, atténuations et exaltations pigmentaires. — Evolution du pigment dans les divers groupes du règne animal. — Harmonies pigmentaires. — Conclusions.
N<^ 12. — L'Hérédité acquise, ses conséqaencesfhorlicoles, agricoles et médicales (1901); par M.-J. Gostantin.
Préface. — Etat actuel de la question. — Théorie du plasma germinatif. — Hérédité dans la' reproduction asexuée. — Transformisme expérimental et agronomie. — Origine et progrès de la sélection artificielle. — Quelques objections à l'action du milieu. — Maladies. Sélection germicale.
N° 13. — Les Phénomènes électriques chez les êtres vivants (1902); par Maurice Mendelssohn.
Introduction. — Historique. — Phénomènes électriques îles muscles et des nerfs. — Phénomènes électriques chez l'homme. — Phénomènes électriques de la peau et des glandes. — Phénomènes électriques des centres nerveux et des organes des sens. — Poissons électriques. — Phénomènes électriques chez les végétaux. — Théorie d'électrogenèse chez les êtres vivants. — Considérations générales. Rôle des phénomènes électriques dans les manifestations de la vie.
N« 14. — Mode de fonctionnement économique de l'organisme (1902); par le 1)'' A. Imbert, Professeur à la Faculté de Médecine de l'Université de Montpellier, Membre correspondant de l'Académie de Médecine.
Considéralions générales. — Actes mécaniques généraux. — Les muscles antagonistes. — Adaptation des muscles à un fonctionnement économique, — L'énergétique animale d'après l'œuvre de Ghauveau. — Conclusions.
N" 15-16. — Le Leucocyte et ses granulations (1902); par le D'' C. Levaditi, Clief (lu Laboratoire de bactériologie et d'anatomie pathologique de l'hôpital Brancovano (IJucharest), Lauréat de l'Institut (Académie des Sciences). Avec une prélace par le professeur Paul Ehulicii, Directeur de llnslitut de Thérapeutique expérimentale de Francfort-sur-le-Mein.
Préface. — Généralités. — Méthode analytique. La morphologie et les réactions colorantes des granulations leucocytaires. — Les espè<:es leucocytaires du sang et des organes hématopoïétiques. Globules blancs jeunes (myélocites) et adultes. Relations entre les diverses catégories de leucocytes. — Cytogenèse des globules blancs granulés. Variations numériques des Jeucocytes granulés du sang. Leucocytose. — Eosinophilie hématique. — Eosinophilie locale. — Considérations générales sur les autres cellules granulées ( neulropliiles, Mastzellen)._La Mastzellen-leucocylose. — Importance des granulations leucocytaires. Leur caractère spécifique.
N^ 17. — Les Phénomènes des métamorphoses internes (1902); par J. Anglas, Docteur es sciences.
Introduction. — Transformation et métamorphose. — L'histolyse et l'histogenèse, — Eiat actuel de la question. — Mécanisme et déterminisme de la métamorphose. — Histogenèse précédée d'une histolyse peu considérable. — Les processus de l'histolyse. — Les caractères de l'histolyse. — Les processus de l'histogenèse. — Le déterminisn)c de la métamorphose.
N° 18. — La Purine et ses dérivés (1904) ; par le D"" A. Mouneyrat.
Introduction. — Historique des bases xanlhiques. — Méthodes de synthèse de l'acide urique. — Constitution et nomenclature de la purine et de ses dérivés. — Méthodes de synthèse dans la série purique. — Origine et lieu de formation des bases puriques dans l'organisme animal. Variations physiologiques et pathologiques des bases puriques. Dosage des bases puriques. — Conclusions tt iiHcanisme de formation des bases puriques dans l'organime animal.
(Novembre i9«G.)
PAR
Louis de CONTENSON
Ingénieur E. C. P.
Volume iN-8 (25-16) DE 93 pages; 1914... 3 fr. 25
Depuis que Kant a définitivement formulé l'exposition dogmatique du système de la philosophie critique, un siècle a passé; il a reculé les limites de toutes les branches des connaissances humaines, en particulier des Mathématiques. La théorie des fondements de cette science proposée par l'Ecole critique peut-elle être prise en considération aujourd'hui, c'est ce que nous nous proposons d'examiner ici.
Notre travail comporte trois Chapitres. I : Examen philosophique de la doctrine de l'innéisme. ÏI :. Examen mathématique de la doctrine de Tinnéisme. III : Aperçu de l'état actuel de la question des fondements mathématiques.
Les deux premiers Chapitres viseraient spécialement l'exposition kantienne du système de la philosophie critique. Nous essaieions d'abord d'esquisser 1 histoire psychologique du système et de narrer les étapes de son développement; puis nous examinerons l'influence sur les fondements mathématiques et partant, sur la certitude de cette science, de l'hypothèse critique, où est admise l'existence d'un recueil de lois fondamentales déposé a priori dans notre entendement et constituant un code intangible. Nous attaquerons simplement 1' « apriorité », autrement dit « l'innéisme » ou « l'immanence » des principes mathématiques\ Nous plaçant à deux points de vue différents pour réaliser cet examen, nous le ferons d'abord en philosophes; puis, ensuite, nous le ferons en mathématiciens, c'està-dire que nous chercherons si la doctrine est compatible ou non avec les découvertes mathématiques du dernier siècle. En forme de conclusion, nous donnerons un rapide aperçu de l'état actuel de la Science quant aux 'ondements des sciences exactes.
57356. — Paris, Imp. Gautliier-Villars et G", Quai des <iran<is-.\ugustins, 53.
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