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AVANT-PROPOS
Le présent livre n'a aucune prétention à Toriginalité, et c'est précisément ce qui doit le recommander au lecteur. II doit rexislence à l'apparition du magistral ouvrage de M. Bertrand RussELL qui porte le même titre*. En principe, il n'était qu'un compte rendu de cet ouvrage^; mais, pour commenteret illustrer les théories philosophiques de notre auteur, nous avons été peu à peu amené à faire rentrer dans notre exposé l'analyse de la pkipart des travaux des mathématiciens contemporains sur les mêmes questions. De cette sorte d'enquête sur l'état présent de la philosophie des mathématiques est résultée pour nous la conviction (que nous espérons faire partager au lecteur) que la doctrine de M. Russell n'est nullement, comme certains systèmes philosophiques à la mode, un brillant paradoxe, une fantaisie individuelle et éphémère, sans racines dans le passé et sans fruits dans l'avenir, mais l'aboutissement nécessaire et le couronnement de toutes les recherches critiques auxquelles les mathématiciens se sont livrés depuis un demi-siècle. C'est un fait notoire que les mathématiques modernes ont constamment tendu à la rigueur déductive des raisonnements et à la pureté logique des concepts. A ces besoins nouveaux de l'esprit scientifique devait nécessairement répondre une
1. The Principles of Malhematics, t. I (Cambridge, University Press, 1903).
2. Voir la ReDue de Métaphysique et de Morale, janvier-mars-juilletnovembre 1904, mars 1905.
VI AVANT-PROPOS
Logique de plus en plus exacte et raffinée; Tinstrument indispensable de celle nouvelle Logique est la « logique synibolique » inventée par M. Peano, pratiquée par toute une école de mathématiciens et perfectionnée par M. Russell. C'est grâce à cette Logistique (comme nous l'appellerons désormais) qu'on a pu soumettre toutes les théories mathématiques à une analyse précise et subtile, et les reconstruire logiquement avec un petit nombre de données fondamentales (principes et notions premières). C'est grâce à elle que M. Russell a pu, en complétant sur certains points ce travail de réduction logique, systématiser tous les résultats acquis en une vaste et profonde synthèse, qui est la quintessence des travaux antérieurs, et qui manifeste l'esprit même de la mathématique moderne.
Cet esprit se trouve être diamétralement opposé (d'autres philosophes l'ont remarqué comme nous) à la philosophie des mathématiques de Kant, qui a encore beaucoup de crédit dans les écoles. C'est pourquoi nous avons saisi l'occasion qui se présentait à nous de confronter cette philosophie avec celle qui se dégage implicitement de la mathématique contemporaine *. Comme le contraste même est propre à mieux faire comprendre celle-ci, et à faire apprécier l'originalité de la doctrine dont nous nous faisons l'interprète, nous avons cru devoir joindre cette étude historique en Appendice à cet ouvrage. On a reproché à cette étude de n'être pas assez historique, de ne pas se replacer suffisamment au point de vue et au temps de Kant. Assurément, nous n'avons pas cru devoir en éliminer toute préoccupation critique ou dogmatique. Mais, alors que tant d'historiens ont profité du centenaire de la mort de Kant pour comparer sa doctrine aux idées du temps présent, et ont cru pouvoir la louer de s'accorder avec elles, en vanter la vitalité et la modernité, nous avions bien le droit d'instituer, en un autre domaine, une comparaison semblable et d'en tirer, dans ce domaine, des conclusions moins favorables au kan-
4. Dans le numéro que la Revue de Métaphysique et de Morale a consacré au centenaire de la mort de Kant (mai 1904). Cf. Bulletin de la Société française de Philosophie, numéro de mai 1904.
AVANT-PROPOS VII
tisme. Exiger qu'on juge toujours un philosophe « de Tintérieur », à son point de vue et à celui de son temps, c'est admettre qu'il n'y a pas de vérité en philosophie, qu'un système philosophique est une œuvre d'art qui ne vaut que par son unité intrinsèque et son harmonie *. En philosophie comme ailleurs, le respect superstitieux du fait historique aboutit au dilettantisme et au scepticisme.
Comme de juste, nous manifestons la même indépendance à l'égard de nos opinions anciennes. Nous devons prévenir ceux de nos lecteurs qui connaîtraient notre ouvrage De VInfini mathématique que nous renions désormais quelques-unes des thèses que nous y avons soutenues. Pour préciser, nous en maintenons toute la partie didactique et critique; c'est la partie positive, notamment la théorie du nombre et celle de la grandeur, que nous remplacerions par les chapitres II et III du présent livre. Les critiques sont avertis par là de ne pas nous opposer des contradictions manifestes entre nos thèses d'aujourd'hui et celles d'autrefois. S'il nous fallait une excuse pour avoir varié, c'est-à-dire, croyons-nous, pour avoir progressé, elle se trouverait dans ce fait, que presque tous les travaux dont nous nous inspirons ici ont paru dans les dix années qui se sont écoulées depuis la composition de notre premier ouvrage.
Cette considération ne nous laisse non plus aucune illusion sur le caractère définitif de notre travail. Lors même qu'il serait au courant aujourd'hui, il ne le serait plus demain. Tous les ans, on pourrait presque dire : tous les mois, il paraît de nouveaux mémoires sur les principes de telle ou telle branche des mathématiques, qui parachèvent sur quelque point la reconstruction logique des sciences exactes. Le nombre el la variété des travaux de ce genre qui paraissent en Italie et en
1. D'ailleurs, même à ce point de vue, le système de Kant reste encore sujet à critique. Son savant commentateur nVt-il pas déclaré que « la Critique de la raison pure est l'œuvre la plus géniale et la plus pleine de contradictions de toute l'histoire de la philosophie » ? (Vaiiiinger, Commentar zu Kants Kritik der reinen Vernunft, t. II, Préface j 1892). Nous avons eu l'occasion (et l'audace) de remarquer quelques-unes de ces contradictions.
VIII AVANT-PROPOS
Angleterre, en Allemagne et en Amérique prouvent au spectateur le plus superficiel les progrès incessants que font la Logistique et la Logique des mathématiques. Nous avons !e regret de constater que la France n'y a pris jusqu'ici aucune part; nous nous croirions amplement payé de nos peines, si notre ouvrage pouvait contribuer à faire connaître dans notre pays cet imposant ensemble de travaux, à répandre les doctrines auxquelles ils ont donné naissance, enfin et surtout, à susciter parmi nos compatriotes des chercheurs capables de rivaliser avec les logisticiens étrangers, de collaborer à leur œuvre et de la continuer.
LES
Jusqu'au milieu du xix® siècle, la Logique et les Mathématiques avaient vécu absolument distinctes et même séparées. La Logique était restée confinée dans le domaine étroit que lui avait assigné Aristote, à savoir dans l'étude des relations d'inclusion ou de prédication entre les concepts généraux et abstraits; et, malgré les tentatives de Jungius, de Leibniz et de leurs disciples, qui avaient avorté ou restaient ignorées, rien ne pouvait faire prévoir une renaissance ou un nouveau développement de la Logique. De leur côté, les Mathématiques (ce pluriel est significatif) formaient une collection de sciences spéciales d'un caractère technique : science du nombre, science de la grandeur, science de l'espace, science du mouvement, dont l'unité, assez vague, consistait uniquement dans la communauté de méthode. Mais, chose curieuse, cette méthode déductive était absolument inconnue de la Logique formelle, qui pourtant prétendait étudier toutes les formes de la déduction, de sorte qu'il s'était constitué implicitement une Logique mathématique tout à fait différente de la Logique classique (i ^Uogistique) ; et les philosophes, pour expliquer cette dualité. Si contentaient d'opposer entre elles la Logique de la qualité è la Logique de la quantité, sans chercher le lien qui devait
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les unir, en tant que branches d'une seule et même Logique.
Cet état de choses a complètement changé pendant la seconde moitié du xix^ siècle. D'une part, les mathématiciens furent pris de scrupules logiques inconnus de leurs prédécesseurs; ils se mirent à analyser leurs méthodes de démonstration, à vérifier Tenchaînement de leurs théorèmes, à rechercher les hypothèses ou postulats qui se glissaient subrepticement dans leurs raisonnements, enfin à dégager les principes ou axiomes d'où partaient leurs déductions et d'où dépendaient toutes leurs théories. Le Calcul infinitésimal, dont les principes avaient gardé quelque chose de paradoxal et de mystérieux, fut enfin fondé sur la théorie rigoureuse des limites; la théorie des fonctions, où avaient longtemps régné des préjugés d'origine intuitive, fut épurée et approfondie. La Géométrie et la Mécanique, dégagées autant que possible de l'intuition, devinrent des « systèmes hypothético-déduclifs » fondés sur un certain nombre d'axiomes ou de postulats d'où tout le reste se déduit logiquement. Enfin, en creusant pour ainsi dire les fondations de leur science, et en reprenant tout l'édifice en sous-œuvre, les mathématiciens furent amenés à constituer deux théories nouvelles qui devaient désormais servir de base à toutes les autres : la théorie des ensembles et la théorie des groupes; autrement dit, la science des multiplicités et la science de l'ordre. Ainsi il apparaissait que les sciences du nombre et de la grandeur n'étaient pas primordiales, mais reposaient sur des doctrines d'un caractère plutôt logique que mathématique, et sur des notions qui n'avaient plus rien de quantitatif.
D'autre part, la Logique, grâce à des mathématiciens, sortait vers le même temps de sa torpeur séculaire : tout d'abord, elle s'apercevait qu'elle n'avait même pas exploré et défriché tout le champ où Aristote l'avait enfermée; et dans le domaine circonscrit des relations d'inclusion entre concepts, elle découvrait bien d'autres formes de déduction que les trop fameux modes du syllogisme (dont quatre se trouvaient d'ailleurs faux). Empruntant à l'Algèbre, non pas ses principes, mais sa méthode et son symbolisme, la Logique formelle se constituait pour la
première fois sous la double forme d*un Calcul des classes et d un Calcul des propositions qui offrent entre eux une surprenante analogie. Puis elle remarquait que l'esprit humain, soit dans la vie quotidienne, soit dans les sciences, considère et manie bien d'autres relations que les relations d'inclusion entre concepts : et elle entreprenait de classer et d'analyser toutes ces relations en étudiant les propriétés formelles qui les rendent susceptibles de déduction. Élargissant ainsi indéfiniment son horizon auparavant si borné, elle devenait la Logique des relations. Et comme les relations les plus simples et les plus élémentaires se trouvent dans les théories mathématiques, elle s'appliquait à analyser et à vérifier l'enchaînement des propositions mathématiques, et même à démontrer les prétendus axiomes en les ramenant à des principes purement logiques. Dès lors, le pont était jeté entre les deux domaines, autrefois séparés, de la Logique et de la Mathématique. Le Calcul des classes apparaît comme la partie la plus élémentaire de la théorie des ensembles; et la Logique des relations est le fondement indispensable de la théorie des groupes et de la théorie des fonctions. Ainsi s'est consommée de nos jours l'union, pour ne pas dire la fusion de la Logique et de la Mathématique; on ne peut plus discerner où finit la Logique, où commence la Mathématique, et on ne peut plus distinguer ces deux disciplines qu'en disant, avec M. RusselP, que la Logique constitue la partie générale et élémentaire de la Mathématique, et que la Mathématique consiste dans l'application des principes de la Logique à des relations spéciales ^.
Bien entendu, il ne s'agit dans tout ceci que de la Mathématique pure, conçue, suivant l'expression de M. Pieri, comme un « système hypothético-déductif », c'est-à-dire comme un ensemble de propositions dont la vérité est subordonnée à certaines hypothèses dont elles se déduisent logiquement. On sait que tout théorème mathématique est soumis à des hypothèses ou condi-
Op. cit,, p
2. Les rapports de la Logique et de la Mathématique seront précisés dans notre Conclusion.
tiens explicites ou implicites : si ces hypothèses sont vraies (dans tel cas particulier], le théorème est vrai (dans le même cas). Gela montre bien le caractère logique des vérités mathématiques, et l'espèce de valeur qu'elles possèdent, et qu'on peut appeler : une nécessité hypothétique. On comprend dès lors la définition par laquelle débute l'ouvrage de M. Russell : « La Mathématique pure est Tensemble des propositions de la forme : « p implique q », JQ et q étant des propositions qui contiennent les mêmes variables et qui ne contiennent que des constantes logiques » ^ En d'autres termes, la Mathématique pure est un ensemble d'êmp/tca^iow5/brme//e5 indépendantes de tout contenu. Et cela justifie cette assertion paradoxale et humoristique, émise ailleurs par le même auteur : « La Mathématique est une science où Ton ne sait jamais de quoi l'on parle, ni si ce qu'on dit est vrai^ ». En effet, on ne sait pas de quoi l'on parle, puisque la matière des implications est indéterminée ; et l'on ne sait pas si ce qu'on dit est vrai, puisque la vérité des confiéquences dépend de la vérité des hypothèses, laquelle dépend à son tour du contenu qu'on leur donne ^. Les Mathématiques appliquées consistent précisément à appliquer ces implications formelle^ à des données matérielles; dès lors, les thèses des théorèmes deviennent vraies dans les cas et dans la mesure où leurs hypothèses sont vérifiées par ces données; mais les théorèmes eux-mêmes sont toujours vrais, en tant qu'implications formelles, qui, comme on le verra, ne supposent ni la vérité de leurs hypothèses ni celle de leurs thèses. Les Mathématiques appliquées comprennent la Géométrie et la Mécanique, en tant qu'elles portent sur l'espace et le monde réels (ou plutôt actuels,
1. Ces expressions de constantes et de variables seront expliquées dans la suite.
2. Récent work on the principles of Mathematics, ap. The înternational Monthty, vol. IV, n°l, p. 84. Burlington, juillet 190i.
3. Il ne faut pas en conclure, comme les sceptiques contemporains se sont empressés de le faire, qu'il n'y a pas de ve'iHté en Mathématique, car, quelle que soit la vérité des hypothèses et des conséquences, les implications dont elles font partie restent vraies, et sont par suite absolument vraies. Le sens commun a donc raison de considérer les propositions mathématiques (entendues en ce sens) comme le type de la vérité universelle et nécessaire.
comme on dit en anglais), mais non en tant qu'elles spéculent sur un espace idéal et un monde possible. De même, elles comprennent TArithmétique des nombres « concrets », c'est-à-dire toutes les applications des nombres an dénombrement d'objets réels ou à la mesure de grandeurs réelles. Telle est la distinction nette et logique des mathématiques pures et des mathématiques appliquées, qu'on a contestée récemment à tort, nous semble -t-il*.
Cette fusion progressive de la Logique et de la Mathématique pure, qui a été implicitement et presque inconsciemment réalisée par les travaux de Boole, de Schrôder et de Peirce, d'une part, de Weierstrass, de Georg Cantor et de Peano, d'autre part, constitue évidemment une révolution dans la philosophie des mathématiques, et par suite dans la théorie de la connaissance. Elle était mûre pour un exposé systématique qui fût la synthèse de tous ces travaux épars. Cette synthèse, que nous attendions impatiemment depuis quelques années, elle existe aujourd'hui. L'ouvrage de M. Russell résume et coordonne les résultats des recherches critiques des mathématiciens modernes, et les théories nouvelles qui sont nées de ces recherches. C'est une reconstruction logique de toute la Mathématique pure au moyen de la « Logistique » de M. Peano, complétée et perfectionnée par l'auteur dans le domaine encore neuf de la Logique des relations ^ Cet ouvrage est en somme destiné à justifier la thèse de l'identité fondamentale de la Logique et de la Mathématique, en montrant que toutes les propositions de celle-ci reposent sur neu/* notions indéfinissables et sur vingt principes indémontrables, qui sont les notions premières et les principes de la Logique môme.
A vrai dire, la démonstration formelle de cette thèse (au moyen de la Logique symbolique, seul procédé de raisonnement rigoureux et sûr) se trouvera dans le second volume, que M. Russell
1. L. Weber, Vers le positivisme absolu par Vidéalismey p. 242 sqq. Paris, Alcan, 1903.
2. Voir Russell, Sur la Logique des relations, avec des applications à la théorie des séries, ap. Revue de Mathématiques de G. Peano, t.VII, p. H 5-147. Turin, 1902.
prépare avec la collaboration de M, Whitehead, Tauteur d*un beau Traité d'Algèbre universelle^. Mais elle se trouve déjà implicitement dans les travaux de M. Peano et de son école, et notamment dans le Formulaire de Mathématiques qui en est le principal fruit.
C'est celte démonstration que nous voulons exposer sommairement, sous une forme sans doute moins rigoureuse, mais aussi moins technique et plus accessible aux philosophes non initiés à la Logistique. Mais auparavant il importe d'énumérer les principes et les notions premières de la Logique, puisque ce sont les principes et les notions premières de toute la Mathématique, et qu'en tout cas il faut, pour pouvoir juger cette thèse, connaître la méthode par laquelle elle paraît pouvoir se justifier. Au surplus, nous avons dit que la Logique classique était radicalement insuffisante à rendre compte des raisonnements mathématiques ; il est donc intéressant et même nécessaire de donner un aperçu succinct de la Logique moderne, qui, tout en englobant la Logique classique, est infiniment plus vaste et plus compréhensive, et qui est la vraie logique des mathématiques.
1. A treatise on Universal Algebra, t. I (Cambridge, 1898). Cf. notre article sur L Algèbre universelle de M, Whitehead, ap. Revue de Métaphysique et de Morale, t. VIII, p. 323-362 (mai 1900).
CHAPITRE I
Comme toute théorie déductive, la Logique formelle repose sur un certain nombre de notions premières (qu'on ne définit pas] et de propositions premières (admises sans démonstration). L'idéal serait évidemment de réduire les principes et les notions premières au plus petit nombre possible; et c'est à quoi M. Russell s'est efforcé dans son ouvrage. Seulement, il a été ainsi conduit, pour ramener les formules et les déductions au maximum de simplicité formelle, à énoncer ses principes sous une forme qui paraît parfois artificielle et paradoxale, et qui n'offre pas toujours l'évidence que semblerait exiger le sens commun. Il faut sans doute renoncer à cette évidence, qui non seulement n'est pas une condition de rigueur logique, mais qui l'exclut plutôt. Combien de théorèmes d'Arithmétique et de Géométrie sont plus « évidents » que les axiomes sur lesquels on les fonde! Jamais les Mathématiques ne se seraient constituées comme sciences déductives, si l'on avait accepté toutes les propositions reconnues évidentes, et s'il ne s'était trouvé des esprits pointilleux pour démontrer des vérités de bon sens, comme « 2 et 2 font 4 ». Quand on cherche, suivant le précepte de Leibniz, à « démontrer les axiomes », il est iné-
i. Cf. notre article sur La Logique mathématique de M. Peano, ap. Revue de Métaphysique, t. VII, p. 616-646 (septembre 1899). Nous devons dire, toutefois, que nous ne souscririons plus à toutes les conclusions critiques de cet article.
vitable qu'on aboutisse à déduire des propositions évidentes de propositions qui le sont moins, et qu'on paraisse, par suite, justifier le clair par l'obscur, le certain par le douteux. Mais Tesscntiel est de déduire logiquement l'ensemble des vérités admises du plus petit nombre possible de principes; il faut donc faire bon marché de l'évidence, condition toute subjective, donc variable, et psychologique, donc étrangère à la Logique; d'ailleurs, les principes participent de l'évidence que le sens commun attribue à leurs conséquences.
Néanmoins, pour ne pas rebuter ou scandaliser le lecteur, nous nous écarterons çà et là de l'énoncé des principes de M. Russell *. On sait du reste qu'il est toujours possible de remplacer par d'autres les principes d'une théorie déduclive : il suffit souvent, pour cela, de changer le choix ou l'ordre des notions premières*. Des ensembles tout différents de principes peuvent donc engendrer le même système de conséquences. Dès lors l'essentiel, dans une théorie logique, est moins l'ensemble variable des principes que l'ensemble permanent des conséquences. Qu'il suffise au lecteur de savoir que les principes que nous substituerons, pour plus de clarté, à certains principes de M. Russell se déduisent formellement de ceux-ci, de sorte que, s'ils ne sont pas nécessaires, ils sont en tout cas suffisants pour fonder la Logique, et par suite la Mathématique pure'.
§ A. — Calcul des Propositions*.
La partie fondamentale de la Logique est le Calcul des propositions. En effet, si l'on voulait commencer par une autre
Op. cit., ch. Il : Symbolic Logic
2. Cf. G. Peano, Les définitions mathématiques, ap. Bibliothèque du Congrès dé Philosophie, t. III, p. 280 ; A. Padoa, Introduction logique à une théorie déductive quelconque, ibid., p. 315.
3. Pour un exposé plus détaillé des principes de la Logique, nous renverrons le lecteur à notre Traité de Logistique, dont le présent chapitre est le résumé.
4. Russell, op. cit., §§ 14-19; notamment § iS, énumération des dix axiomes du Calcul des propositions.
théorie quelconque, on ne pourrait rien déduire des principes de cette théorie tant qu'on n'aurait pas admis les principes du Calcul des propositions, qui sont le nerf de tout raisonnement. La relation principale de ce calcul est la relation d'implication entre deux propositions : c'en est la première notion indéfinissable. On désignera les propositions par les lettres />, q, r,... et Ton écrira «/? implique q » sous la forme suivante :
poq
Cette formule signifie que « si p est vraie, q est vraie »; ou que « si q est fausse, p est fausse » ; ou que a p ne peut être vraie et q fausse » ; ou que « ou bien p est fausse, ou bien q est vraie » ^ Toutes ces assertions équivalentes (mais dérivées) ne peuvent servir qu'à expliquer l'implication poq, mais non à la définir.
M. Russell définit les propositions comme suit : « Une proposition est ce qui s'implique soi-même. » Autrement dit, il prend pour définition de la notion de proposition le principe d identité. Pour dire que/?, ^,... sont des propositions, il écrit : p op, q o q, etc. On voit déjà ici la dififérence entre les définitions mathématiques et les définitions philosophiques. Au point de vue philosophique, la notion d'implication paraît supposer celle de proposition, précisément parce que seules les propositions peuvent impliquer ou être impliquées ^.
Vient ensuite la définition du produit logique de deux propositions. Nous l'omettons, à cause d3 son obscurité et de sa complication; nous préférons admettre cette notion comme indéfinissable, et l'expliquer verbalement. Le produit logique de deux (ou plusieurs) propositions p, q,,.. est Vaffirmation simultanée de ces propositions : il consiste à dire que p, q,...
i. La dernière de ce3 interprétations verbales est préférable, parce qu'elle est la moins équivoque.
2. M. Russell est ainsi amené à formuler deux autres principes qui nous semblent philosophiquement inutiles ou insignifiants :
poq. o. pop po q. o . qo q
c'est-à-dire : « Si p implique q^ p est une proposition, et q est une proposition. »
sont toutes vraies à la fois. Il s'écrit /> ^ ç', ou bien simplement
pqy comme un produit arithmétique.
L'équivalence de deux propositions peut maintenant se définir
comme suit ^ :
p = q , = ,p o q . q op
« Dire que p égale q, c'est dire que p implique q et que q implique/)*. »
Nous pouvons maintenant énumérer les cinq principes suivants en donnant leur formule symbolique (dans ce qui suit, nous supposerons une fois pour toutes, pour simplifier les formules, que p, y, r sont des propositions) :
1® La loi commutative :
pr.q = qr.p 2° la loi associative :
p r^ [q r\r) = {p r\q) nr
3® le principe de simplification :
« L'affirmation simultanée dep et de q implique Taffirmalion de p. »
4° le principe de composition :
poq.por.o.poqr^r
1. Les points, dans les formules suivantes, remplacent (avec avantage) des parenthèses. Ils servent à séparer les diverses parties d'une formule. On doit d'abord unir les parties séparées par un seul point, puis celles séparées par deux points, et ainsi de suite. 11 en résulte que la copule principale (celle qui constitue la proposition totale) est celle qui est encadrée du plus grand nombre de points. On économise des points au moyen de certaines conventions; par exemple, en admettant que pg or signifie (pq) o ?•, on pourra écrire p . 7 . o . r au lieu de p . g' : o . r .
2. H ne faut pas croire que cette formule constitue un cercle vicieux, parce qu'on y emploie comme copule principale le signe à définir =. Ce signe n'a pas le même sens dans les deux cas. Comme copule principale, il signifie : « égale par définition », et cette espèce d'égalité, conventionnelle et arbitraire en quelque sorte, est bien différente de Véquivalence. Une définition, en Mathématique et en Logistique, consiste h donner un sens à un symbole qui n'en a pas encore, en le posant comme équivalent à un ensemble de symboles où il ne figure pas, et qui a déjà un sens. Aussi une définition mathématique ou logique n'est-elle qu'une convention d'écriture, une abréviation. Ce n*est pas une proposition (qui serait nécessairement vraie ou fausse), encore moins un principe. Cf. § D : Méthodologie,
CALCUL DES PROPOSITIONS il
« Si p implique q^ et si p implique r, p implique q r.r (l'affirmation simultanée de 9 et de r). » 5° le principe du syllogisme (hypothétique) :
poq.qor.o.por
« Si p implique q, et si q implique r, p implique r. » Dans le langage de la Logique des relations, ce principe signifie que la relation d'implication est transitive.
On considère généralement le principe du syllogisme comme le fondement ou le type de toute déduction. Mais tous les autres principes de la Logique, qui sont indépendants de celui-là, peuvent servir, et servent en fait, de type et de fondement à deâ déductions. Il y a plus: le principe du syllogisme, comme les autres, ne peut justifier une déduction particulière quelconque qu'en vertu d'un autre principe, qui s'énonce : « Si Ton a une implication (vraie) poq^ et si l'hypothèse p est vraie, la thèse q est aussi vraie, de sorte qu'on peut l'affirmer isolément ». Et en effet, en quoi consiste une déduction, par exemple une déduction syllogistique? Elle ne consiste pas simplement à constater et à affirmer une relation d'implication entre les prémisses et la conclusion : elle consiste en outre à constater que les prémisses sont vraies (ou supposées telles), et à affirmer la conclusion « absolument », c'est-à-dire isolément. Or cela ne peut se faire qu'en vertu du principe précédent. Ce principe est donc indispensable et fondamental en Logique : c'est le nerf de toute déduction, puisque seul il permet de passer des prémisses à la conclusion : de remplacer celles-là par celle-ci, et par suite d'avancer par étapes dans un raisonnement. Pour cette raison, nous l'appellerons désormais le principe de déduction K
11 est remarquable que ce principe ne peut pas s'exprimer symboliquement. On pourrait être tenté de l'écrire :
1. C'est aussi le principe du raisonnement hypothétique {modus ponens) : • Si p est vraie, q est vraie; or p est vraie; donc q est vraie. » Le modus
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mais celte formule est indissoluble, et ne permet pas d'afOrmer séparément q. Pour pouvoir le faire, il faudrait pouvoir supprimer Thypothèse p. /? o qf, ce qui ne se peut qu'en vertu du principe en question. Gomme le remarque M. Russell, ce principe marque la limite du symbolisme. Il n*y a rien d'étonnant, d'ailleurs, à ce que le symbolisme ne réussisse pas à traduire tous les principes, car il faut évidemment définir verbalement les premiers symboles et les premières formules.
Ce n'est pas tout : à ce principe il faut adjoindre le principe de substitution, qui s'énonce : « Dans une formule générale, à un terme général ou indéterminé on peut substituer un terme particulier ou individuel ». Cela est évident, puisqu'une formule générale n'a de valeur et même de sens qu'en tant qu'elle peut s'appliquer à des termes particuliers. Ce principe, comme le précédent, ne peut pas se traduire en symboles, justement parce qu'il fonde l'emploi des symboles; et, en effet, on ne pourrait l'exprimer, y compris la notion de « terme particulier », qu'au moyen de symboles généraux; mais, pour l'appliquera des termes réellement particuliers, il faudrait pouvoir substituer ceux-ci aux termes généraux qui les représenteraient dans la formule, ce qui ne se peut qu'en vertu du principe lui-même *.
Il convient d'introduire dans le Calcul logique deux termes particuliers, le vrai (V) et le faux {\). On peut les définir formellement comme suit :
Jiox , xo\
quelle que soit la proposition x\ autrement dit, « le faux implique tout, et le vrai est impliqué par tout ». On peut démontrer que les termes ainsi définis sont uniques. Cette
tollens (« or q est fausse; donc p est fausse ») se déduit du précédent au moyen du principe de conlraposition (voir plus bas).
1. Quant au principe de la substitution des équivalents, mis en avant par Stanley Jevons, ce n'est pas un axiome, mais un théorème ou plutôt un ensemble de théorèmes qu'on démontre pour chaque relation ou opération particulière. Il constitue en efTet une propriété spéciale de certaines relations ou opérations, à savoir ^uniformité, î^ar exemple, l'axiome d'Euclide : « Égal ajouté à égal donne égal » signifie que l'addition est une opération uniforme; et ainsi de suite.
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défiDition un peu paradoxale se justiCe par toutes les conséqueuces qu'on en déduit formellement.
On peut définir la tomme logiqtte de deux propositions comme suit : La somme logique de deux propositions p el q est une proposition s qui est impliquée par chacune d'elles, et qui implique toute proposition impliquée par chacune d'elles. Celte définition formelle se traduit par les formules :
pos.qos:pox,qox.o,sox
On s'aperçoit aisément que la somme logique de deux propositions est leur alternative : « ou p est vraie, ou q est vraie », ou simplement : a p o\x q ». On la représente par p^g. Les formules précédentes deviennent en conséquence :
pop^q^qop^qipox.qox.o.p'^qox
Les deux premières s'appellent, par analogie, principe de simplification-, la dernière, prmczpe de composition.
On peut maintenant définir formellement la négation, La négation (ou mieux, la négative) d'une proposition p se représente par -p, qui s'énonce : non-p. C'est, par définition, une proposition qui vérifie avec p les deux relations suivantes :
« L'affirmation simultanée dep et de non-p est fausse; l'alternative de p et de non-p est vraie. » La première de ces formules est le principe de contradiction : « p et non-p ne peuvent être vraies à la fois ». La seconde est le principe du milieu exclu : « ou p est vraie, ou non-p est vraie ». Ainsi ces deux « principes » constituent en réalité, réunis, la définition de la négation. Ils sont donc indépendants l'un de l'autre, et indépendants chacun du principe d'identité *.
Pour démontrer que la négative d'une proposition est unique,
i. Toutes les démonstrations par lesquelles on a prétendu déduire ces deux principes, soit l'un de l'autre, soit du principe d'identité, présupposent la notion de négation, et constituent par conséquent un cercle vicieux (ou tout au moins une pétition de principe, si l'on prend la négation pour notion première).
il faut admettre encore une proposition première, le principe de contraposition * :
poq .0 .-qO'p
« Si p implique y, non-g^ implique non-p », d*où Ton déduit la loi de double négation :
« La négative de non-p équivaut à p », ou, comme on dit vulgairement : Deux négations valent une affirmation.
Pour compléter le Calcul des propositions, il faut introduire un dernier principe, que nous appellerons le principe d'assev' tiouj et qui s'énonce par Tune ou l'autre des formules suivantes 2 :
quelle que soit la proposition p. En d'autres termes, une proposition quelconque p équivaut à l'affirmation : ^< p est vraie », ou à l'affirmation : « non-p est fausse » ^.
Du principe d'assertion on peut déduire le principe d'importation et d'exportation^ que M. Peano prend pour proposition
première :
p.o.^or: = .pnç'or
« Dire que p implique que q implique r, c'est dire que p et j réunies impliquent r, » Ce principe peut se décomposer en deux implications inverses, le principe d'importation :
p.o.^orio.pngor
en vertu duquel on peut importer dans Timplication qor
1. Ainsi appelé parce qu'il est le fondement de la contraposition classique (par laquelle de « Tout â est 6 » on déduit « Tout non-6 est non-a ■). C'est aussi, comme nous l'avons dit, le fondement du raisonnement hypothétique {modus tollens), et par suite de tous les raisonnements dits par l'absut'de, si fréquents en Mathématiques.
2. Ces deux formules sont équivalentes, car on peut démontrer, au moyen des principes précédents, que -V = A) et que :
3. Cette traduction est légitime, car, en vertu de la loi de double négation, la négation de -a est a.
rhypothèse p qui en est la condition; et le principe dCexpor^
tation :
p r^qor .o:p .0 .qor
en vertu duquel on peut exporter de Timplication p^ qor une de ses hypothèses, p.
Le principe d'assertion permet encore de réduire une implication à une alternative, au moyen de Téquivalence :
poq . = ,'p rs q
« Dire que p implique q, c'est affirmer non-p ou q », c'est-àdire : « ou p est fausse, ou q est vraie ». On se rappelle que c'est par cette alternative que nous avons expliqué plus haut rimplication.
Le principe d'assertion a encore une foule de conséquences importantes, dont les unes sont évidentes et conformes au bon sens, et les autres paradoxales. En vertu du principe du milieu exclu, on peut affirmer que toute proposition est vraie ou fausse, et, en vertu du principe de contradiction, qu'elle ne peut être à la fois vraie et fausse *. Le vrai et le faux sont donc deux valeurs exclusives Tuac de l'autre, et les seules que puisse prendre une proposition quelconque.
Mais de ce truisme résultent des conséquences comme
celles-ci :
c'est-à-dire : Une proposition quelconque équivaut à une autre proposition quelconque ou à sa négative (et, en effet, de deux propositions qui sont la négative Tune de l'autre, l'une est vraie et l'autre fausse, nécessairement). Toutes les propositions vraies sont équivalentes; toutes les propositions fausses sont équivalentes. Chaque proposition fausse implique toutes les propositions (vraies ou fausses); chaque proposition vraie est impliquée par toutes les propositions (fausses ou vraies). Ces
1. Seul, le principe d'assertion permet de démontrer que « le vrai n'est pas le faux », en symboles : V- = A' Cette formule ne peut pas se déduire des autres principes, comme le prouve le Calcul des classes.
paradoxes inévitables (car ce sont des conséquences nécessaires du calcul, et cela dans n'importe quel système de Logique) s'expliquent par le fait que l'implication ici considérée est Vimplication matérielle^ et non pas Vimplication formelle, qu'on définira plus loin, et à laquelle tout le monde pense quand on parle d'implication. L'implication matérielle (poq) ne signifie rien de plus que ceci ; « Ou p est fausse, ou q est vraie *. » Peu importe que les propositions p eiq aient entre elles un rapport logique ou empirique quelconque; l'implication est vérifiée dès que p est fausse (quelle que soit q) ou dès que q est vraie (quelle que soit p). Voilà pourquoi on arrive à ce résultat paradoxal, que le faux implique le vrai.
Ces vérités paradoxales servent d'ailleurs à résoudre correctement certains paralogismes ou certains paradoxes où le bon sens vulgaire risquerait de s'embarrasser. Tel est, par exemple, le problème de Lewis Carroll : « q implique r; mais p implique que q implique non-r; que faut-il en conclure? » On raisonnera comme il suit : p implique non-q ou non-r; or non-r implique non-q; donc p implique non-y, c'est-à-dire la vérité de p implique la fausseté de q. Mais Lewis Carroll raisonne autrement : Si q implique r, il est impossible que q implique non-r; donc p implique l'impossible, et par suite est faux. Cette conclusion est fausse, parce qu'il est possible que q implique à la fois r et non-r ; seulement alors q est faux (comme impliquant deux propositions contradictoires) ^.
§ B. — Calcul des Classes ^
Tandis que Boole et Schrôder, sous l'influence de la Logique classique, considéraient le Calcul des classes comme antérieur au Calcul des propositions, M. Russell le considère comme postérieur. Pour lui, l'idée de classe est une notion dérivée,
1. Cette équivalence est bien connue en Logique classique, car c'est elle qui sert à transformer un jugement hypothétique en jugement disjonctif, ou inversement.
Russell, op. cit
subordonnée à celle de proposition, et même à celle de fonction. On appelle fonction^ en Logique comme en Mathématique, toute expression contenant une ou plusieurs variables ^ Mais la notion logique de fonction est beaucoup plus étendue que la notion mathématique, car elle comprend même les relations affirmées ou propositions (ce que Ton appelle en Mathématique les équations). Par exemple, en Mathématique, <^ sin x » est une fonction, « sinx=i » est une équation; mais, en Logique, ces deux expressions sont des fonctions.
Maintenant, qu'est-ce qu'une variable? La réponse à cette question est très difHcilc : on peut dire, en gros, qu'une variable est un terme indéterminé auquel on peut substituer un terme déterminé quelconque, qu'on appelle une valeur constante de la variable. On appelle fonction propositionuelle une fondion logique qui, pour toute valeur attribuée à la variable (ou aux variables), devient une proposition. Une fonction propositionnelle n'est pas par elle-même une proposition, car elle n'est ni vraie ni fausse, elle est indéterminée. Elle ne devient une proposition vraie ou fausse que lorsqu'on en détermine le sens en substituant à la variable une valeur particulière.
Cela posé, soit ^ cpo? une fonction propositionnelle d'une variable x. Cette fonction a un sens (est une proposition) pour chaque valeur attribuée à a?; elle est donc (en général) vraie pour certaines de ces valeurs, et fausse pour les autres. Elle détermine ainsi une classe, c'est-à-dire l'ensemble des valeurs de X pour lesquelles elle est vraie. Cette classe sera désignée par le symbole : oyscpa?, qui peut se lire : « l'ensemble des x qui vérifient cpa? ». Le signe 3 est donc un symbole opératoire qui fait correspondre une classe à une proposition^. Il donne lieu à un axiome qui se formule comme suit :
(DX = ^X .0: X 3 OX , = . X'B^^fX
1. V. Frege, Function und Begriff {Jen&, Pohle, 1891), et Was ist eine P<"^klion1 ap. Boltzmann'Festschrift (Leipzig, Barlh, 1904).
Nous désignerons les fonctions par des lettres grecques, pour ne pas
le confondre avec les propositions et avec les classes (voir p. 18, note 1).
Ce symbole se traduit dans le langage par qui, tel que, etc. : « les j:
qt vériûent 90;; lès x tels que qpa; est vraie, etc. » On voit qu'il est
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ce qui signifie : « Si les deux fonctions propositionnelles (px et ^x sont équivalentes, les classes correspondantes sont égales (identiques) ». En termes mathématiques, cela veut dire que la correspondance des classes aux fonctions propositionnelles est uniforme.
Le symbole inverse e fait inversement correspondre une proposition à une classe. Il signifie qu'un terme particulier (un individu logique) appartient à une classe; soit a une classe S la formule : k ta signifie que l'individu k appartient à la classe a ou, comme on dit, « est un a » ^
Combinons maintenant les deux symboles inverses e et 3, et écrivons, par exemple :
A: € (a? 3 cpar)
Cette proposition signifie que k appartient k Tensemble des valeurs qui vérifient la fonction (par, et par suite vérifie <par; autrement dit, que <&k est vraie. On peut donc écrire Téquivalence :
kt(X3(fX)=: ^k
Inversement, il est aisé de voir que l'expression :
représentant l'ensemble des valeurs de x qui vérifient la proposition « a? e a », représente la classe a elle-même; on peut donc
écrire ;
X3 {xta)=za
et dire, grosso modo, que les deux symboles a? e et a? s se détruisent mutuellement ^
indispensable pour traduire en formules les propositions « relatives •, qui échappaient entièrement à la Logique classique.
1. Nous désignerons les classes par les premières lettres de l'alphabet : a, 6, c,... les individus déterminés parles lettres A:, /, m, n,... et les individus indéterminés (variables) par a?, y, z.
2. De là vient le choix de la lettre e, initiale du mot èatî.
3. L'ordre logique attribué par M. Russell à ces symboles est Tinverse de celui que leur assigne M. Peano. Celui-ci commence par poser comme indéfinissable la relation xta^ puis il définit la relation inverse 3 en
posant :
Mais cela suppose qu'à toute fonction propositionnelle de x correspond
La correspondance ainsi établie entre les fonctions propo-
sitionnelles et les classes permet de définir entre les classes des
relations analogues à celles qui existent entre les propositions.
Ce sont d*abord la relation d'inclusion^ qui correspond à Vim^
plication :
aob,=z:xta,o,xtb
«Dire que la classe a est contenue dans la classe 6, c*est, par
définition, dire que « a? est un a » implique « x est un 6 ». »
Et la relation d'égalité, qui correspond à l'équivalence des
propositions :
a = b. = :xta,=»xtb
« Dire que les classes a et 6 sont égales, c'est dire que les propositions « x est un a » et « x est un b » sont équivalentes ^ » On a par suite Téquivalence :
a = b.:^.aob.boa
entre classes comme entre propositions.
Deux classes égales sont identiques, puisque, en vertu de l'équivalence précédente, tout élément de Tune appartient à l'autre, et vice versa.
On peut définir ensuite la multiplication logique des classes :
«Le produit logique des classes a et A est l'ensemble des x qui sont à la fois des a et des b. » D'où, en opérant sur les deux membres par are, on tire :
xt[aryb).=i.xta,xtb
une classe, c'est-à-dire que toute assertion relative à x revient à affirmer que X appartient à une classe déterminée au moins implicitement. Or c'est là une hypothèse gratuite (c'était le postulat de la Logique classique) et qui donne lieu à de graves difficultés. En tout cas. le symbole s n'a d'usage réel que lorsque la proposition relative à x n'est pas déjà de la forme x t a, i- Cette formule est analogue à celle de l'axiome énoncé plus haut :
qpic = 4/j? . o : a: 3 ça? . = . a? 3 tJ'iP Dîî S, pour qu'elle lui fût identique, il faudrait, d'abord, qu'on pût rempli ;er la copule o par la copule =; ensuite, qu'on pût affirmer que toi Le fonction propositionnelle est réductible aune assertion de la forme: X I a.
« Dire que x est un « a et 6 », c'est affirmer à la fois quex est un a et que x est un h, »
De même, on définit l'addition logique des classes :
av^6. = .a?3(a?ea.w.a?e6)
« La somme logique des classes a et 6 est l'ensemble des x qui sont, soit des a, soit des h, » D'où Ton tire :
« Dire que x est un « a ou b », c'est affirmer que x est un a ou que X est un b ».
De même, enfin, on définit la négative d'une classe :
-a . r= . a? 3 (ar-£ a) (*)
« La négative - a de la classe a est l'ensemble des x qui ne sont pas des a, » D'où l'on tire :
xs-a,= ,x-ea
« Dire que x est un non-a, c'est dire que x n'est pas un a. » Il importe de distinguer soigneusement les deux relations e et o, qui, confondues par le langage, ont été longtemps identifiées par les logiciens ^. Par exemple, dans le syllogisme classique :
Tout homme est mortel
Socrate est homme Donc Socrate est mortel la copule de la majeure est o, mais celle de la mineure et de la conclusion est £. En efTet, o est une relation entre deux classes^ dont la première est contenue dans la seconde, tandis que e est la relation d'un individu à une classe dont il fait partie. Il en résulte que le syllogisme précédent a pour formule :
tandis qu'un syllogisme ordinaire (entre classes) a la formule :
aob.coa,o,cob
1. Le symbole - e est la négation du symbole e; cette négation porte sur la proposition tout entière dont e est la copule.
Cette distinction est due à M. Peano
bien distincte de la précédente. Au point de vue du calcul, la relation e diffère de la relation o en ce qu'elle n'est pas (ransitive : de (x e y . y & z) on ne peut pas conclure x t z, parce que y est une classe dont x est un individu, et que z est une classe dont la classe y est un individu : z est donc une classe de classes analogues à y, et ne peut (en général) comprendre x parmi ses éléments.
Ces considérations obligent à distinguer même une classe singulière de l'individu unique qu'elle contient, de sorte qu'on ne peut pas poser en général : x e x. La classe singulière formée du seul élément x sera représentée par ix^ « égal à x » ^ On définit formellement ce symbole comme suit :
ix = y3{y=zx) D'où : y Eix . = .y = x
ce qui montre que la combinaison des deux symboles e et i équivaut au symbole =. On a donc toujours : x eix.
inversement, si a est une classe singulière, son élément unique sera représenté par ta, qu'on peut lire : « le a ». En résumé, le signe t transforme un individu en une classe singulière; et le signe inverse î transforme une classe singulière en un individu. On a les deux égalités équivalentes :
Nous pouvons maintenant définir Vimplicalion formelle. C'est l'espèce d'implication qui existe entre deux fondions propositionnelles contenant les mêmes variables, et qui vaut pour toutes les valeurs possibles de ces variables. Une implication formelle enveloppe donc l'affirmation simultanée d'une multitude d'implications matérielles, dont chacune correspond à une valeur différente des variables : et elle n'est vraie que si toutes ces implications sont vraies. C'est donc, à proprement parler, un ensemble d'implications. On obtient une implication formelle (vraie ou fausse) quand dans une implication matérielle on change une constante en variable. Par
La lettre test l'initiale du mot îao
exemple, si dans « Socrate est homme implique que Socrate est mortel » on remplace le terme Socrate par l'indéterminée x, on trouve : « x est homme implique que x est mortel »; et cette fonction propositionnelle est une implication formelle, car elle est vraie quel que soit x K Non seulement, en effet, on peut substituer à x n'importe quel homme, mais n'importe quel autre terme : car si « x est homme » n'est pas vrai (pour une valeur donnée de x), Timplication matérielle correspondante sera sûrement vraie.
Nous venons de montrer, par un exemple, que la variabilité des variables logiques est en principe illimitée. Nous avons dit, d'ailleurs, qu'une implication formelle vaut pour toutes les valeurs possibles de la variable ^. Si une implication formelle ((px o ^x) ne valait que pour un certain ensemble de valeurs de la variable, cet ensemble formerait une classe a, et Ton devrait écrire l'hypothèse X6 a comme condition de l'implication précédente; on aurait ainsi :
xta .0 . (^xo'^x
Or, dans cette nouvelle implication formelle, x peut prendre toutes les valeurs possibles, sans aucune restriction. Donc toute implication conditionnelle ou limitée revient en définitive aune implication illimitée ou inconditionnée.
La formule précédente est le type des théorèmes de Mathématiques. En effet, une formule mathématique ne vaut, en
i. En efTet, elle équivaut, par définition, à la proposition universelle : « Tout homme est mortel »; en symboles :
aob . = :x ta ,o . X & b
De cette équivalence se déduit la 2* formule du syllogisme. En effet, cette équivalence contient Fimplication suivante :
ao b . o : X za .o . X e b
qui, grâce au principe d'importation, devient la formule en question :
ao b .X ea ,o . X g b
2. Pour faire ressortir cette condition, M. Peano inscrit la ou les variables comme indices au signe o : exemple : ^x o^ ^x. Cette notation a en outre l'avantage de distinguer nettement une implication formelle d'une implication matérielle.
général, que lorsque les variables qui y figurent restent dans un certain domaine de variabilité. Il faut donc énoncer comme hypothèse que les variables appartiennent à tel ou tel ensemble de valeurs. Par exemple, la propriété commutative de la multiplication s*écrira comme suit^.
x^y e^ ,0 .xxy = yXx
« Si a? et y sont des nombres entiers (N), xXy ^=yxx, » Celte implication est toujours vraie, car si or et y ne sont pas des nombres entiers, Thypothèse est fausse. Il en est de même si, au lieu de « nombre entier », on met «nombre rationnel », « nombre réel », u nombre complexe ordinaire » ou « vecteur ». Mais rimplication ne serait plus vraie si Ton mettait « quaternion ». Gela montre la nécessité d'une hypothèse qui limite le domaine des variables. D'ailleurs, le plus souvent, sans une telle hypothèse la thèse n'aurait plus de sens, parce qu'on ne saurait pas la nature des termes qui y figurent. Dans les traités de Mathématiques ordinaires, les hypothèses de ce genre sont énoncées verbalement ou sous-enten'dues dans le contexte. Mais une formule n'est logiquement complète que lorsqu'elle comprend son hypothèse explicitement énoncée en symboles.
On comprend maintenant la différence entre l'implication formelle et l'implication matérielle. D'abord, celle-là enveloppe une infinité de cas, c'est une proposition universelle (exemple : Tout homme est mortel), tandis que celle-ci ne porte que sur un cas particulier (individuel et isolé). En outre, les deux membres d'une implication formelle doivent contenir les mêmes variables, c'est-à-dire porter, au moins en partie, sur le même sujet; tandis que les deux membres d'une implication matérielle peuvent être deux propositions n'ayant aucun terme commun ni même aucune analogie. Au point de vue de la Logique formelle, « César a passé le Rubicon » implique * Socrate a bu la ciguë », et même : « César est vivant » implique « 2 et 2 font 4 », du moment que la première proposition est f usse ou que la seconde est vraie. Seulement, on est habitué à
ne considérer que des implications formelles, en raison de leur intérêt scientifique et de leur usage pratique, de sorte que même les implications matérielles sont regardées comme des implications formelles. Par exemple, « Socrale est homme implique Socrate est mortel » est une implication matérielle. Mais tout le monde la comprend comme une implication formelle, ou du moins comme un cas particulier, un exemple ou une application de Timplication formelle : « Si a? est homme, X est mortel. » On sent confusément que Tindivi dualité de Socrate est indifférente dans cette implication, et qu'on pourrait lui substituer n'importe quel autre homme (et même, au point de vue formel, n'importe quel individu). La preuve en est que Ton peut affirmer l'implication matérielle : « Socrate est un triangle implique Socrate est mortel », mais elle choque parce que Ton entend par là Timplication formelle fausse : « Si X est un triangle, x est mortel. »
Enfin l'implication formelle est analogue, et même en général équivalente, à la relation d'inclusion entre classes, de sorte que le Calcul des classes coïncide avec le Calcul des fonctions propositionnelles, tandis qu'il ne coïncide pas avec le Calcul des propositions. La confusion illégitime de ces deux calculs est la source de certains paradoxes que nous n'avons pas à discuter ici.
M. Peano n'admet, dans son Calcul, que des implications formelles, dont les deux membres contiennent des variables. Cette restriction est possible en Mathématique, où l'on n'a à considérer que des implications formelles, et elle a l'avantage d'éviter radicalement la confusion que nous venons de signaler; mais elle est trop exclusive, car elle bannit de la Logique l'implication matérielle, qui est, en définitive, l'élément de toute implication formelle.
Nous avons parlé plus haut des classes singulières, c'està-dire formées d'un seul individu. Mais nous n'avons pas défini le nombre un, ni même l'individu. Selon l'habitude des Mathématiques, on ne définit pas l'individu, mais bien Videntité des individus. On dira que deux individus k et / sont identiques, si
le second appartient à toute classe dont le premier fait partie; ce qui s'écrit symboliquement ' :
Il importe de remarquer que Tidentité des individus est logiquement distincte de Tégalité des clas^i^es, de même que les individus ^ et / sont distincts des classes singulières ik et i/. C'est pourquoi nous employons un signe particulier := pour désigner cette relation.
Voici comment on peut définir la classe nulle (c'est-à-dire la classe qui ne contient aucun terme). Nous avons dit que les propositions sont susceptibles de deux valeurs, et de deux seulement, vrai (V) et faux {\). De même, les fonctions propositionnelles sont susceptibles de deux valeurs extrêmes (et en général d'une infinité d'autres), qui sont : toujours vrai (V) et toujours faux {\). Il importe de ne pas confondre ces deux sens des symboles V et \; on les distingue aisément, suivant qu'ils s'appliquent à des propositions ou à des fonctions propositionnelles. Cela posé, soit une fonction propositionnelle (px qui est toujours fausse : on définira la classe nulle comme la classe correspondante; symboliquement :
« Si (&a? est toujours fausse, ^ est la classe des x qui vérifient ^x. » C'est la classe nulle ou vide, puisque par hypothèse aucune valeur de x ne vérifie c&x.
1. Dans le second membre de cette formule la copule o suffit, et n'a pas besoin, comme il semble au premier abord, d'être remplacée par la copule =. En effet, puisque :
on a :
ktti.o^.lea: = : k~z-a .o^ ./-e-a: = :/s-a.o^ . kz - a
Or, dans cette dernière implication, - a est une classe quelconque, on peut donc la remplacer par a, et écrire :
Ainsi de Â: s a . o^ . ^ e a on peut déduire la réciproque :
l ea . o^. k s a et par conséquent Tégalité :
k za * =^ , l ea
Gela posé, pour exprimer qu'une classe a existe, qu'il existe des a ou au moins un a, on dira qu'elle n'est pas nulle, ce qui s'écrit :
«-=A On écrit souvent cette proposition sous la forme :
« il y a des a », qui est plus commode dans les applications mathématiques.
La classe nulle jouit de propriétés paradoxales, qui dérivent de celles de^ l'implication matérielle. Ainsi, puisqu'une proposition fausse implique toute autre proposition, la classe nulle est contenue dans toute autre classe, en vertu de l'implication
générale :
epa? o <j/x . o : 0? 3 cpa? . o . X 3 ^0?
ou de l'équivalence analogue :
X ea ,0 .xtb: = ,aoà
Comment exprimera-t-on, maintenant, qu'une classe a est singulière, c'est-à-dire ne contient qu'un individu (qu'il n'y a qu'un a)? On exprimera, d'abord, qu'elle existe (n'est pas nulle), et ensuite, que si deux individus quelconques lui appartiennent, ils sont identiques. En symboles :
a- = j^:xta,yea.Ox,y'X^y
C*cst là, en même temps, la définition logique du nombre 1, de même que la définition de la classe nulle est la définition logique du nombre 0. Et ces deux définitions sont exemptes de tout cercle vicieux, car elles n'impliquent que les relations logiques e, o, et les relations d'identité et de diversité entre individus que nous avons définies ci-dessus. Nous avons exposé en détail cette définition, parce qu'elle est d'une importance capitale pour la démonstration de cette thèse, que l'Arithmétique repose sur des fondements purement logiques; car cette thèse est bien près d'être démontrée quand on Ta établie pour les deux premiers nombres entiers, et 1 *.
1. Nous devons déclarer, à ce propos, que les explications précédentes annulent les conclusions de notre article Sur une définUion logique du
§ C. — Calcul des Relations*.
Les deux Calculs des propositions et des classes ne suffisent pas encore à l'analyse logique des Mathématiques. Il faut leur adjoindre le Calcul des relations, qui est beaucoup plus général et plus important à cet égard que les précédents. C*est la partie la plus originale et la plus neuve de Tœuvre de M. Russell. En effet, il a été obligé, d'une part, de compléter sur ce point le symbolisme de M. Peano, et, d*autre part, de réformer radicalement le symbolisme de Peirce et de Schrôder, qui sont les fondateurs de ce nouveau Calcul. Ces deux auteurs se plaçaient au point de vue de l'extension, et considéraient une relation comme un ensemble de couples. Voici ce que cela veut dire. Soit une relation binaire (à deux termes) R^ nous écrirons (avec M. Russell) « xRy » pour exprimer qu'elle existe entre les individus x et y, c'est-à-dire que a? a la relation R avec y. Supposons qu'elle existe aussi entre u et t?, entre z et iv^ etc. Nous écrirons : m7?w, zRw^ etc.
Au lieu de cela, Peirce et Schrôder, faisant abstraction de la relation, la considéraient comme définie uniquement par les couples (ar, y), (w, v), (2, w) entre lesquels elle existe, et la représentaient simplement par l'ensemble de ces couples, qu'on peut appeler Y extension de la relation. Or cette méthode donne lieu à des difficultés logiques. D'abord, deux ou plusieurs relations
nombre, ap. Revue de Métaphysique, t. VIII, p. 23-36 (janv. 1900). Les critiques que nous y adressions à la définition de Sclirôder ne portent pas contre la définition de MM. Peano et Russell, parce que ceux-ci emploient un symbolisme logique plus complet et plus rigoureux, et distinguent nettement l'individu de la classe singulière quMl forme. La définition logique des premiers nombres entiers se trouve déjà dans Leibniz {Gerh, Phil., VII, 225; Opuscules inédits, Phil., VII, B, 11, 17 verso; VU, C, 48) sous la forme suivante :
tt Si a est m
b est m j . . . J """^ f (^Pia
c est m ( ) ^ quatuor m. »
d est m
et a, b, c, d sunt
disparata, erunt
1. Russell, op. cit., §§ 27-30; Sur la Logique des relations.
peuvent avoir même extension sans être identiques, c'est-à-dire sans avoir le même sens. Mais cela n*est pas un vice rédhibitoire, car dans la Logique des classes on admet que deux concepts sont équivalents dès qu'ils ont la même extension, ce qui conduit à égaler entre eux des concepts de compréhension différente (par exemple triangle et trilatère). La difficulté la plus grave est celle-ci : les couples par lesquels on prétend défînir la relation ne sont pas des classes, car ils comportent un ordre déterminé : il n*est pas permis, par exemple, d'intervertir x et y, et d'écrire (y, x) au lieu de (x, y). Or la notion d'ordre est elle-même une relation, ou du moins suppose une certaine relation entre x et y. 11 y a donc une sorte de cercle vicieux (philosophique, sinon logique) à définir une relation par des couples ordonnés *.
On peut ajouter qu'en Mathématiques, où Ton étudie constamment des relations ou des types de relations, il est nécessaire de représenter chaque relation ou type de relations par un symbole spécial facilement maniable et reconnaissable; cela suffit à assurer une supériorité pratique au symbolisme de M. Russell, en dehors même de ses avantages théoriques. D'ailleurs, même en Logique, nous avons eu à considérer diverses relations, figurées par les symboles =, o, e; il est naturel de généraliser cette notation si commode, et de représenter une relation quelconque entre deux termes x ely par une lettre (majuscule) intercalée entre eux.
Dans cette conception unitaire des relations, une relation peut servir à défînir des classes, au lieu d'être définie par elles. Toute relation a un sens, de sorte qu'on peut et doit distinguer son premier terme et son second terme, son antécédent et son conséquent ^. On appelle domaine d'une relation
1. Selon la remarque de M. Russell, celte erreur vient du préjugé traditionnel, hérité de la Logique classique, qui considère les relations des classes comme antérieures aux autres relations. C'est en vertu du même préjugé qu'on réduisait tous les jugements à des jugements de prédication. Cf. Russell, A criticat exposition of tke phitosopliy of Leibniz, § 10 (Cambridge, 1900).
2. Les mots anglais sont : réfèrent et retatum. On ne peut les traduire en français que par les barbarismes : relatant et relaté. Mais dans une
rensemble de ses antécédents. Nous proposons d'appeler codomaine de la relation Tensemble de ses conséquents *. L'ensemble des antécédents et des conséquents sera le champ de la relation : c'est donc la sonune logique de son domaine et de son codomaine.
Un exemple simple fera comprendre ces définitions. Soit la relation père : son domaine est l'ensemble des pères, son codomaine est Tensembie des enfants (fils ou filles). On voit immédiatement qu'ils ne sont pas égaux. Quant au champ, il est la somme logique des deux ensembles, c'est-à-dire l'ensemble des hommes (ici égal au codomaine). La relation mari a pour domaine l'ensemble des hommes mariés, pour codomaine l'ensemble des femmes mariées, et pour champ l'ensemble des gens mariés.
Un premier axiome du Calcul des relations est le suivant : « Si R est une relation, xRy est une proposition pour toutes les valeurs de a? et de y ». Bien entendu, cette proposition peut être vraie pour certains couples de valeurs et fausse pour les autres.
Un second axiome est celui-ci : « Toute relation a sa converse ». Cela veut dire que, si la relation R existe entre deux termes quelconques x et y, il existe entre y et x (pris dans Tordre inverse) une relation ^R, appelée la converse de 7?; et que, R étant la même, ""R est toujours la même. Convertir une relation, c'est remplacer a?7?i/ par y^Rx, La conversion s'exprime, en langage symbolique précis, par la formule suivante :
xRy.=^x,y' y'^Rx
qui signifie que xRy implique y^Rx, et réciproquement, quels que soient x et y. La conversion ayant pour effet d'intervertir les antécédents et les conséquents, le domaine de la relation
langue artificielle comme VEsperanto, on dira fort bien : rilatanto, rilatato (ce participe passif serait d'autant mieux justifié qu'en Espéranto le verbe rilati peut être employé comme actif).
1. Parce que le codomaine est, comme on le verra plus loin, le domaine de la relation converse.
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primitive devient le codomaiDe de la relation converse, et inversement.
Un troisième axiome est le suivant : « Toute relation a sa négative, qui est une relation ». Gela signifie que nier la relation xRy, c'est affirmer une relation xRy entre les mêmes termes, et que la relation R' est la même tant que R reste la même. Symboliquement, on a, en représentant la négative
de R par-/î:
- (xRy) = X - % (i)
Naturellement, la relation négative est convertible comme la relation positive; et Ton démontre aisément que la converse de la négative est identique à la négative de la converse.
Les relations sont susceptibles d*une combinaison spéciale qu'on appelle la multiplication relative. Soient deux relations quelconques R, S; si Ton a entre les individus ar, y, z les relations xRy, ySs, on a entre les individus a? et z une relation complexe qu'on représente par R*S et qu'on nomme le produit relatif de R et de S, Cela implique un axiome, qu'on formule comme suit :
« Le produit relatif de deux relations est une relation. »
En d'autres termes, s'il y a une relation entre ar et t/ et une autre entre y et z, il y a entre a? et z une troisième relation qui est uniformément déterminée par les deux premières. Cette opération est 1res connue et très fréquente dans la pensée la plus vulgaire. Les relations de parenté en offrent des exemples nombreux et variés. Si x est le frère de t/, et y le père de z, x est l'oncle de z. Ainsi la relation oncle est le produit relatif des relations frère et père, ce qu'on exprime dans le langage en disant : « l'oncle est le frère du père ».
Il importe de remarquer que la multiplication relative n'est pas commutative comme la multiplication logique : on n'a pas, en général : R* S = S* R, Par exemple, le père du frère n'est pas l'oncle, mais le père ou le beau-père 2.
1. Nous avons appliqué par avance cet axiome quand nous avons fait porter le signe de négation sur la copule e, et non sur la proposition tout entière (p. 20, note i).
2. Nous passons sous silence, comme M. Russell, Vaddiiion relative,
Les relations peuvent se classer d'après les propriétés dont elles jouissent par rapport aux opérations ci-dessus définies. Une relation R est dite symétrique, si xBy entraîne toujours et nécessairement yRx, c'est-à-dire si elle est identique à sa converse (car xRy entraine formellement y^Rx). Elle est dite non-symétrique dans le cas contraire, et asymétrique, si jamais on n'a à la fois xRy et yRx (quels que soient x et y).
Une relation R est dite transitive, si xRy et yRz entraînent toujours et nécessairement xRz, c^est-à-dire si le produit relatif de cette relation par elle-même est identique à cette relation. Elle est dite non-transitive dans le cas contraire, et intran^ sitive si xRy et yRz excluent xRz (c'est-à-dire si ces trois relations ne coexistent jamais ').
Pour illustrer ces définitions par des exemples, légalité (mathématique ou logique) est une relation symétrique {a=zb . , b = à) et transitive (a = ô . 6 = c . o . a = c) ; les relations plus grand que^ plus petit que sont asymétriques et transitives; la relation d'implication (o) est non symétrique (a o b n'entraîne ni n'exclut b o a) et transitive (en vertu du principe du syllogisme : ao b . b o c. o . a o c); enfin la relation d'appartenance à une classe (i) est asymétrique et non transitive, comme nous Tavons vu.
Une relation est uniforme, quand à chaque antécédent correspond un conséquent, et un seul. Sa converse est uniforme, quand à chaque conséquent correspond un antécédent, et un seul. Nous dirons alors que la relation primitive est couniforme. Enfin elle est doublement uniforme [biuniforme], quand elle est uniforme ainsi que sa converse. Ces trois cas sont désignés en anglais par les épithètes claires et commodes : many-one, one-many^ one-one, qui signifient respectivement que la correspondance a lieu entre plusieurs antécédents et un conséquent*,
coDsidérée rar Peirce et Schrôder, qui n'a aucune utilité logique ou philosophique, et qui sert seulement de contre-partie à la multiplication au point de vue de la « dualité ». C'est une fausse fenêtre pour la symétrie.
1* RussELL, op. cit,, p. 218.
2. Car le même conséquent peut correspondre à plusieurs antécédents.
entre un antécédent et plusieurs conséquents, entre un antécédent et un conséquent.
Il importe de citer la formule qui traduit la première de ces définitions, parce qu'elle montre que celles-ci n'impliquent pas ridée du nombre i, mais seulement la relation d'identité entre individus :
Relation uniforme = Rel r^ R s {xRy . xRz , o^. y ^ z)
a Une relation uniforme est une relation R telle que xRy et xRz impliquent, quel que soit or, que y est identique à 2. »
Les relations sont susceptibles de relations et d'opérations . analogues à celles du Calcul des propositions et des classes. Il convient d'abord de définir Vinclusion et Yégaliié de deux relations.
Une relation /?j est contenue dans une relation R^ lorsque,
toutes les fois qu'elle a lieu entre deux termes quelconques ar
et î/, la relation R^ a lieu entre les mêmes termes, ce qui
s'écrit :
R^ o R^ . = : xR^y . o x,y . xRj/
Comme on voit, dire que la première est contenue dans la seconde, c'est dire qu'elle l'implique ou l'entraîne (exactement comme pour les propositions, et contrairement au préjugé courant qui considère la conséquence comme contenue dans sa prémisse).
Deux relations /?j, R^ sont égales lorsqu'elles sont contenues réciproquement l'une dans l'autre, ce qui s'écrit :
C'est la même définition que pour les propositions.
Cela posé, on peut définir l'addition et la multiplication logiques pour les relations. La somme logique de deux relations /^j, R^ est la relation qui existe entre deux termes quelconques X, ?/, dès qu'il existe entre eux l'une au moins dés relations /if^ R^ ; ce qui s'écrit :
X {R^^R^) y , = : xR^y .^ . xR^y
Le produit logique de deux relations 7?p R^ est la relation
qui existe entre deux termes quelconques x, y, dès que les
deux relations susdites existent à la fois entre eux; ce qui
s'écrit :
X {R^r^R^) y . = : xR^y . ri . xRj/
Bien entendu, il faut se garder de confondre le produit logique de deux relations avec leur produit relatif.
On défînit d'une manière analogue la somme et le produit logiques, non plus de deux relations, mais des relations de toute une classe : ces nouvelles définitions sont nécessaires, parce que les précédentes ne pourraient s'étendre (par induction complète) qu'à une classe finie de relations, tandis que les nouvelles valent pour une classe quelconque, infinie aussi ^bienque finie.
On est obligé de postuler, par des axiomes spéciaux, Texisteuce de la somme et du produit logiques ainsi définis pour toute une classe de relations.
Ces principes établis, on peut démontrer les deux théorèmes suivants :
i® Le produit relatif d'une relation uniforme et de sa converse est une relation transitive et symétrique;
2« Réciproque du précédent : Toute relation transitive et symétrique non nulle peut être considérée comme le produit relatif d'une relation uniforme et de sa converse; autrement dit, peut être analysée en deux relations uniformes de même espèce et de même sens qui unissent ses deux termes à un même troisième. Cette réciproque est très importante : elle constitue le principe d'abstraction, dont on verra la portée dans la théorie du nombre *.
Citons enfin un axiome important. Entre deux individus donnés il existe une relation singulière qui n'existe pas entre deux autres individus quelconques. Cet axiome est évident au point de vue de l'extension, puisque le couple considéré suffit, à ce point de vue, à définir une relation distincte de toutes
Voir chap. ii, p
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les autres. Au point de vue de la compréhension, on peut dire que, si Ton considère Tensemble de toutes les relations qui existent entre les deux individus donnés, ce même ensemble n^existe entre aucun autre couple d'individus; autrement dit, si un couple a toutes les relations d'un autre couple, ces deux couples sont identiques, ce qui s'écrit :
x^ny^. OR.x^Ry^io : a-, = x, . y^ = y^
Cet axiome est pour ainsi dire le principe des indiscernables appliqué aux relations.
On en déduit plusieurs propositions remarquables. D'abord, étant données deux classes a et 6 non nulles, il y a une relation R qui existe entre chaque élément de a et chaque élément de 6, mais qui n'existe entre aucun autre couple d'éléments. Ensuite, étant donnée une classe a, il y a une relation ta qui consiste à appartenir à la classe a (c'est la relation s restreinte au domaine à). Enfin, on peut toujours trouver une relation dont le domaine soit une partie du domaine d'une autre relation, et qui soit équivalente à celle-ci dans ce domaine partiel (soit R la relation donnée, a une classe contenue dans le domaine de R : il existe une relation Ra qui coïncide avec R pour tous les éléments de a, et pour eux seulement) ^
^ D. — Méthodologie.
Tels sont les éléments de la Logique en général, et en particulier de la Logique des Mathématiques, car ils suffisent à fonder toutes les Mathématiques pures. Il reste à indiquer comment on les emploie pour constituer une théorie déductive et formelle, c'est-à-dire à exposer (sommairement) la méthode logique des Mathématiques. Il ne s'agit ici, bien entendu, que de la méthode de démonstration, par laquelle on vérifie l'enchaînement des idées et des propositions, et non de la méthode d'invention (s'il en existe une), par laquelle on
RussELL, Sur la Logique des relations
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découvre des propositions nouvelles ^ C'est donc méconnaître ou déplacer la question que d'opposer à la Logistique une prétendue Logique de l'invention qui n'aurait aucune règle précise, si ce n'est de prendre le contre-pied de la vraie Logique démonstrative.
La méthode logique consiste dans un double processus de réduction : réduction des notions les unes aux autres, par la définition ; réduction des propositions les unes aux autres, par la démonstration. Démontrer une proposition, c'est la déduire de certaines autres, admises ou données comme vraies, au moyen des seuls principes de la Logique, ou, au point de vue formel, par des transformations permises par les règles du Calcul logique. Presque tous les principes formels de la Logique peuvent servir de règle ou de type à un mode de raisonnement. Tels sont, non seulement le principe du syllogisme, mais le principe de simplification, le principe de composition, le principe de contraposition, le principe d'importation et d'exportation et les formules du raisonnement hypothétique {modus ponenSy modus tollens) qui, on Ta vu, en dérivent. Il n'y a pas d'autre mode de démonstration valable en Mathématique que ceux qui sont valables en Logique ^. Tout autre procédé de raisonnement est aujourd'hui considéré comme illégitime, au moins comme moyen de démonstration, et ne peut servir tout au plus que de moyen d'invention ^.
1. Descârtes et Leibniz ont prétendu donner des méthodes d'invention, c'est-à-dire des procédés réguliers et sûrs pour trouver des vérités nouvelles. Mais ces méthodes, qui visaient toujours à résoudre des problèmes définis et déterminés, se réduisaient, au fond, à l'Algèbre et à la Logistique, c'est-à-dire à la Logique démonstrative que nous exposons ici.
2. On verra plus loin ce qu'il faut penser du pinncipe d'induction complèle^ considéré comme le type du raisonnement mathématique.
3. Si c'est ainsi qu'on entend distinguer la Logique de l'invention de la Logique démonstrative, nous n'avons rien à y redire. De tout temps l'intuition et même l'expérience ont servi à découvrir des vérités mathématiques (exemple, la quadrature de la parabole découverte par Archimède au moyen de la balance) ; mais jamais ces procédés empiriques n'ont passé pour des démonstrations mathématiques, ni n'en ont tenu lieu. Cf. M. BôcneR, The fundamental conceptions and methods of mathetnatics (§ VIII : Éléments non déductifs en mathématiques), ap. Bulletin ofthe AmeiHcan Mathematical Society^ t. XI, p. 115-135 (déc. 1904).
En revanche, il y a certains modes de raisonnement que des mathématiciens ingénieux et subtils ont employés, et qu*igiiorait la Logique classique. Tel est, par exemple, le mode de raisonnement employé par ëuglidb (livre IX, prop. 42) et par d'autres mathématiciens, qu*on peut traduire par la formule suivante :
« Si la négative d'une proposition implique cette proposition même, celle-ci est vraie * ». C*est là un mode de raisonnement tout à fait paradoxal, que seule la Logistique explique et justifie *.
Définir une notion, c'est la réduire à une combinaison logique d'autres notions, supposées connues. Au point de vue formel, une définition consiste dans une égalité logique établie entre un terme simple (le défini) et un terme complexe (le définissant). Cette égalité n*est pas affirmée comme proposition, elle n'est ni vraie ni fausse; elle est posée comme convention d'écriture et de langage. Et comme le défini n'a, par hypothèse, pas d'autre sens que le définissant, il peut être considéré comme un simple Jiom donné au définissant pour en abréger l'énoncé. C'est en ce sens qu'on peut dire que toute définition mathématique est nominale; cela signifie, non pas que les concepts mathématiques se réduisent à des noms (ce qui est la thèse nominaliste), mais qu'ils peuvent tous se définir d'une manière logique et explicite « en fonction » de quelques notions premières, et par suite être considérés comme des 7ioms imposés à telles et telles combinaisons de ces notions. L'égalité logique du défini et du définissant permet de les substituer partout l'un à l'autre, soit que, pour « expliquer» le défini, c'est-à-dire en développer et en expliciter le contenu
1. G. Vailati, Di un' opéra dimenticata ciel P. Girolamo Saccheri (Logica demonstrativaj 1697), ap. Rivista filosofica^ sept.-oct. 1903; Sur une classe de raisonnements par l'absurde, ap. Revue de Métaphysique , nov. 1904.
2. En effet, rimplication -pop équivaut à ralternative p ^ p, c'est-àdire simplement à p. D'ailleurs, puisque le faux implique le vrai, et non inversement, -p ne peut être que fausse, et p vraie.
et pour en démontrer les propriétés, on lui substitue le définissant; soit, au contraire, que pour s'élever à des notions ou propositions plus complexes on éprouve le besoin de condenser l'expression du définissant, auquel cas on lui substitue le défini. Tel est le fondement de cette grande règle de la méthode mathématique, qu'on peut et qu'on doit substituer le définissant au déOni, et réciproquement.
Par la définition et la démonstration, on réduit toutes les notions d'une théorie mathématique à quelques notions indéfinissables y et toutes ses propositions à quelques propositions indémontrables. Il ne faut attacher aucun sens absolu à ces épithètes d'indéfinissable et d'indémontrable : une notion n'est indéfinissable, une proposition n'est indémontrable que par rapport à un certain système de définitions et à un certain ordre de démonstrations ; dans un autre système ou dans un autre ordre, les mêmes notions pourront être définies, et les mêmes propositions pourront être démontrées. H ne faut donc pas non plus attribuer un sens absolu (épistémologique) aux expressions équivalentes de « notion première » et de « proposition première ».
Au point de vue formel, comme les notions prenrières ne sont pas définies, leur sens n'est pas déterminé, et n'intervient nullement dans l'enchaînement déductif des propositions, car celui-ci dépend uniquement des propositions premières et des définitions explicitement formulées. On peut donc considérer les notions premières comme de purs symboles, dont le sens est indéterminé et indifférent, et qui sont seulement assujettis à vérifier les propositions premières. On conçoit donc qu'une même théorie déductive formelle puisse recevoir plusieurs applications matériellement différentes, si l'on peut trouver pour l'ensemble des symboles non définis plusieurs interprétations qui vérifient également l'ensemble des propositions non démontrées. Cette possibilité de trouver diverses inlerpré^ dations pour une seule et même théorie déductive n'est pas seulement « économique » dans les applications scientifiques (puisqu'elle dispense de refaire les mêmes déductions pour
plusieurs ordres d*objets ^), mais elle est précieuse au point de vue logique, car, comme on va le voir, elle permet de découvrir et de démontrer certaines propriétés formelles de la théorie considérée.
Il y a évidemment avantage à ce que, dans une théorie déductive, Tensemble des propositions premières soit irréductible^ c'est-à-dire à ce qu'aucune d'elles ne puisse se déduire des autres; autrement il y aurait une sorte de pléonasme ou de superfluité dans le système des propositions premières, puisqu'on pourrait en supprimer une et la reléguer au rang de théorème. Or, si une proposition première est dépendante des autres, sa négative sera logiquement incompatible avec celles-ci (c'est même un moyen fréquemment employé pour démontrer cette dépendance). Donc, si l'on peut montrer que la négative d'une proposition première est compatible avec toutes les autres, on aura établi que cette proposition est indépendante des autres. Ainsi se justifie la règle suivante pour vérifier l'irréductibilité d'un système de propositions :
Pour qu'un système de propositions soit irréductible, il faut et il suffit que, pour chacune d'elles, on puisse trouver une interprétation des symboles non définis qui vérifie toutes les autres, mais non celle-là.
C'est par cette méthode que les mathématiciens vérifient l'irréductibilité d'un système d'axiomes ou de postulats; nous en verrons de nombreux exemples dans la suite de cet ouvrage.
D'autre part, il y a un intérêt manifeste à ce que l'ensemble des symboles non définis soit, lui aussi, irréductible, c'est-àdire qu'aucun d'eux ne puisse se définir au moyen des autres. Or, si l'un d'eux pouvait se définir au moyen des autres, son sens serait déterminé dès qu'on aurait ^imé le sens de tous les autres, et par suite on ne pourrait le changer qu'en changeant l'interprétation de ceux-ci ^. Donc, réciproquement, si l'on peut
1. On sait que c'est le cas pour beaucoup de Ihéories mathématiques de la Physique.
2. Bien entendu, cela implique que l'ensemble des symboles est soumis
changer le sens d'un seul symbole sans changer Tinlerprétation des autres, ce symbole sera indépendant des autres. Ainsi se justifie la règle suivante pour vérifier rirréductibilité d'un ensemble de symboles non définis :
Pour qu'un système de symboles non définis soit irréductible (par rapport à un système de propositions premières), il faut et il suffit que, pour chaque symbole non défini, on puisse trouver une interprétation du système qui vérifie le système des propositions premières, et qui continue à le vérifier quand on y change le sens du seul symbole considéré ^
Toute définition s'effectue au moyen de termes généraux, au moins virtuellement et en principe, de sorte que le défmi est toujours un terme général, une classe. Or, pour pouvoir ensuite raisonner sur cette classe et en invoquer les propriétés, il faut pouvoir affirmer qu'il existe des individus de cette classe, c'est-à-dire que cette classe n'est pas nulle (que les conditions qui la définissent ne sont pas absurdes, c'est-à-dire logiquement incompatibles). C'est pourquoi toute définition doit être accompagnée d'un théorème d'existence (ou d'un postulat d'existence) qui affirme l'existence de l'objet défini. D'autre part, il arrive souvent que ce qu'on veut définir n'est pas une classe, mais un individu. Pour pouvoir parler plus tard de cet individu (en mettant l'article défini devant le concept en question), il faut préalablement avoir démontré (lue la classe définie, non seulement existe, mais est singulière (ne contient qu'un individu); c'est ce qu'on fait, généralement, en prouvant que, si deux individus vérifient la définition, ils sont identiques '. On dit alors qu'on a établi Vexistence et Vunicité de l'objet défini.
Une définition n'est pas, à proprement parler, une proposi-
à un ensemble de propositions premières qu'ils vérifient, et qui par suite établissent des relations entre leurs sens, c'est-à-dire entre les notions qu'ils représentent.
1- A. Padoa, Essai (Tune théorie algébrique des nombres entiers^ précédé d'une introduction logique à une théorie déductive quelconque, ap. BibliO' thèque du r' Congrès de Philosophie, t. Ul (Paris, A. Colin, 1901).
Cf. la définition de la classe singulière (p
tion; car elle n'est ni vraie ni fausse. C'est une convention de langage (ou d'écriture), une imposition de nom qu'on ne peut discuter qu'au point de vue de Tusage ou de la commodité. Une défînition ne doit donc pas être considérée comme un princijje^ ni comme une source de vérité, — A cela on a objecté qu'une définition peut être une source de vérité, en tant qu'elle exprime la construction d'un concept; elle résulte d'une combinaison intellectuelle, d'une synthèse originale; elle enveloppe donc un jugement synthétique, qui affirme la légitimité du concept construit *. — Il y a là une confusion que les explications précédentes permettent de dissiper. La construction d'un concept n'est pas, par elle-même, un jugement, et ne peut donc pas être, directement, une source de vérité; et en effet, comme le remarquait Leibniz, si le concept est contradictoire, on pourra démontrer à son sujet des propositions contradictoires. Il faut d'abord pouvoir affirmer l'existence logique du concept défini; c'est cette affirmation, et non la définition, qui sera source de vérité. Ce n'est donc jamais la définition qui est responsable de ses conséquences (si même l'on peut dire qu'elle ait des conséquences), mais bien le jugement d'existence qui l'accompagne et qui la justifie ^.
Les définitions dont nous avons parlé jusqu'ici sont les définitions nominales ou mieux explicites. On emploie souvent en Mathématique des modes de définition qu'on pourrait^ appeler implicites^ parce que la notion à définir, au lieu d'être dégagée et isolée dans un membre d'une égalité logique, se trouve impliquée dans des combinaisons d'idées. L'un de ces modes est ce qu'on a appelé la définition jmr postulats* l^ consistée définir un ensemble de notions (qu'on ne peut pas définir séparément) en énonçant un ensemble de postulats qu'elles vérifient. Mais c'est précisément le cas de toutes les
1. G. Lechalas, ap. Annales de philosophie chrétienne^ 3* série, t. V , p. 9 (avril 1905).
2. Aux philosophes (particulièrement aux Kantiens) qui seraient tente de considérer les définitions comme des jugements synthétiques P^"^'*? . servir de principes, nods recommanderons la remarque frappante
M. Frege, citée p. 41, note 1.
notions indéûnissables : et il y a quelque cootradiclion, au moins verbale, à dire qu'on les définit par les postulais. Ce n'est paslà unevrs^ie définition, puisque cela suppose Tabsence d'une définilion (formelle et explicite). Ce qu'il faut dire, c'est qu'un ensemble de postulats détermine le sens des symboles non définis qui y figurent. Et encore, il ne le détermine que dans une certaine mesure : car, nous lavons déjà dit, un même système de postulats peut être vérifié par plusieurs interprétations assignées aux symboles non définis. Il en est de la Logique comme de l'Algèbre : un système de postulats est analogue à un système d'équations entre plusieurs inconnues; il peut déterminer la valeur de ces inconnues, et encore, d'une manière équivoque, s'il admet plusieurs solutions (voire une infinité] ; mais il peut aussi les laisser plus ou moins indéterminées. Pour savoir si vraiment il détermine les inconnues, c'est-à-dire le sens des symboles non définis, il faudrait pouvoir le résoudre par rapport à ces symboles, c'est-à-dire en extraire leur valeur ou leur expression en fonction des termes connus : mais alors on aurait la définition explicite de chacun d'eux. Ainsi une définition par postulats ne peut être considérée que comme provisoire, et doit être fmalement remplacée par un ensemble de définitions explicites; elle constitue un problème dont celles-ci forment la solution ^
Dans le cas où un ensemble de postulats ne contient qu'une seule notion première, il est facile d'en extraire la définition explicite de celle-ci : il suffît de dire que cette notion est telle qu'elle vérifie cet ensemble de postulats (ce qui s'énonce formellement au moyen du symbole a) ^. Mais il faut ensuite
!. Ainsi s'explique qu'on ait pu dire de certains axiomes qu'ils sont des définitions déguisées ou des parties de définitions. Mais il ne faut jamais oublier la distinction absolue des définitions et des principes. Citons à ce propos une remarque de M. G. Fkege : Si les axiomes pouvaient rentrer dans les définitions, l'argument ontologique serait justifié : on pourrait dire que Dieu existe par définition (Ueber die Grundlagen der Geoynetrie, BLp.Jahresbaricht der deutschen Malhematiker-Vereinigmig, t. XII, p. 371 ; 1903).
2. C'est, nous le verrons, ce qui a lieu pour la définition de la graii* deur.
démontrer Texistence et Tunicité de cette notion, comme pour toute autre définition explicite.
Une autre espèce de définition implicite e,st la définition par abstraction. Elle s'applique toujours à une fonction (mathématique ou logique), et consiste à dire dans quels cas cette fonction est égale à elle-même (pour des valeurs différentes de la variable), c'est-à-dire à quelle condition on a Tégalité formelle :
cp étant la fonction à définir. La notion de la fonction <p se dégage en quelque sorte jjar abstraction de la considération des divers cas qui correspondent à une même valeur. Ce procédé de définition est très fréquemment employé en Mathématique : toutes les fois, par exemple, que, pour définir une espèce de grandeurs, on indique les conditions d'égalité de deux grandeurs de cette espèce *. Mais une telle définition est évidemment fort imparfaite, et doit être remplacée, autant que possible, par une définition explicite. Or la Logique des relations fournit le moyen de transformer une définition par abstraction en une définition explicite. Une définition par abstraction a la forme suivante :
« Quels que soient les individus a?, y d'une certaine classe fl,
l'égalité (fx = ^y équivaut à une certaine relation R entre
X et y, »
Or la relation R est symétrique el transitive par hypothèse,
sans quoi elle ne pourrait pas servir à définir une égalité (qui
jouit des mêmes propriétés formelles). Donc, en vertu du
principe d'abs traction ^ il existe une relation uniforme S entre
chacun des individus x, y et un même terme s, de telle sorte
que :
X Ry , = , X S z ,y S z
1. Voir G. BuRALi-FoRTi, Sur Végalité et sur V introduction des éléments dérivés dans la science, ap. L'Enseignement mathématique^ t. I, p. 246-261 (1899).
C'est ce terme z qui est désigoé par <p x, op f/, etc., et qui est la « propriété commune » à x, y, etc. Ou peut le définir comme le conséquent de la relation 5, et déSnir la fonction 9 au moyen de la relation S, Ainsi les définitions par abstraction proviennent simplement d'une insuffisante analyse logique, et disparaissent devant la Logique des relations.
En résumé, les seules définitions véritables sont les définitions nominales et explicites; les définitions implicites ne sont que provisoires, et doivent se ramener à celles-là.
CHAPITRE II
C*est devenu aujourd'hui un Heu commun, parmi les mathématiciens, de soutenir que l'Analyse peut être constituée uniquement et entièrement avec la seule idée de nombre, et même de nombre entier. Telle est, semble-t-il, la conclusion philosophique de tout ce travail de reconstruction de la science qui s'est eiïectué depuis trente ou quarante ans sous Tinfluence de Weierstrass et de son école. Qu'un tel travail ait été utile, et même nécessaire, pour donner aux fondements de l'Analyse la rigueur et la clarté absolues qui leur faisaient défaut, personne ne songe à le contester; ce serait d'ailleurs, de la part des logiciens, une véritable ingratitude, car c'est cette refonte de la Mathématique pure qui a permis de découvrir qu'elle repose sur des principes logiques, et non sur l'intuition. Seulement il faut se défier de tout exclusivisme : or, en ramenant toute la Mathématique pure à l'unique donnée du nombre, on restreint arbitrairement la portée de la méthode mathématique. En outre, on méconnaît l'existence de théories d'un caractère mathématique indéniable, qui ne reposent nullement sur l'idée de nombre. Sans parler de la théorie des ensembles, qui relève de la Logique au moins autant que des Mathématiques, mais qui, en tout cas, est devenue la base indispensable de la théorie des fonctions, la théorie des substitutions et des groupes constitue un corps de doctrine où le nombre ne joue qu'un rôle accessoire, et dont Tobjet essentiel est l'idée d'ordre *. Il
i. Voir les Notes 1 et II, à la Gn du volume.
faut donc admettre au moins ces deux idées, celle de nombre et celle d'ordre, comme objets de la Mathématique pure, et cela, sans prétendre aucunement borner son domaine à ces deux objets. Quoi qu'il en soit, nous avons d*abord à définir ces deux idées en termes de Logique, ou plus exactement, en fonction des constantes logiques que nous connaissons déjà.
On sait que l'idée de nombre se présente sous une double forme, le nombre cardinal et le nombre ordinal; certains mathématiciens ont cru pouvoir soutenir que, de ces deux formes, c'est le nombre ordinal qui est antérieur à l'autre, qu'il est même le seul primitif et a priori. Telle n'est pas l'opinion de M. Russell, ni la nôtre, et nous en donnerons bientôt les raisons. Dans tous les cas, il y a un intérêt philosophique manifeste à séparer, si possible, l'idée de nombre de l'idée d'ordre, et par suite à définir le nombre cardinal avant le nombre ordinal, et indépendamment de lui.
Il y a plus : les nombres cardinaux eux-mêmes peuvent être présentés et définis de deux manières dififérentes : on peut les concevoir comme indépendants et isolés les uns des autres, ou les construire successivement par l'addition répétée de l'unité à elle-même; dans ce dernier cas, ils forment ce qu'on appelle la suite naturelle des nombres. Nous désignerons la première conception sous le nom de théorie cardinale^ par opposition à la seconde, qui mérite le nom de théorie ordinale. £t, toujours pour la même raison, nous exposerons la théorie cardinale avant la théorie ordinale; on verra d'ailleurs que ces deux théories, loin de se remplacer ou de se contrarier, se complètent l'une l'autre : la seconde repose sur la première, ce qui confirmera notre thèse de l'indépendance de l'idée de nombre (cardinal) par rapport à l'idée d'ordre.
§ A. — Théorie cardinale.
Beaucoup de philosophes croient pouvoir définir le nombre cardinal par l'opération du dénombrement. Il est aisé de voir qu'ils commettent un cercle vicieux. En effet, qu'est-ce que
dénombrer une collection d'objets? C'est faire correspondre ces objets, un à un, aux nombres entiers successifs (considérés alors comme de simples numéros d'ordre) depuis 1 jusqu'à n. On dit alors que le nombre des objets comptés est n. Pourquoi? Parce que n est le nombre cardinal des nombres entiers consécutifs depuis i jusqu'à n inclusivement. Mais cela suppose, d'abord, la notion de nombre cardinal, ensuite, l'ordre assigné à la « suite naturelle des nombres ». Ainsi tout essai de définition de ce genre implique la notion à définir, et, qui plus est, la complique inutilement en lui associant une idée d'ordre ^ A. plus forte raison sont vaines toutes les théories psychologiques qui invoquent de vagues « synthèses » mentales, et qui consistent en définitive à dire, par exemple, que la notion de dix est engendrée par dix actes d'attention successifs ; le cercle vicieux est encore plus flagrant. Il ne faut donc pas faire dépendre l'idée de nombre de l'acte du dénombrement, non seulement parce qu'il la présuppose, mais encore parce que le dénombrement siippose qu'une classe peut être « bien ordonnée », ce qui n'est peut-être pas vrai de toute classe; et enfin parce que le dénombrement ne donné un résultat que pour les classes finies, alors qu'il y a des classes infinies, et par suite des nombres cardinaux infinis'.
Ces considérations mettent toutefois sur la voie de la déQnition logique du nombre cardinal. Et d'abord, il importe de remarquer que le nombre cardinal est la propriété d'une classe considérée comme un tout, comme un objet, et non pas des objets individuels qui la composent. Quand on dit des apôtres qu'ils sont douze^ on ne peut pas en conclure que chacun des apôtres pris individuellement est douze^. C'est là un truisme, mais il est de grande conséquence, comme on le verra *. On est ainsi amené à rechercher quelle est cette propriété d'une
1. RussELL, The Principles of Mathematics, § 129. Cf. notre ouvrage De Vînfini mathématique, 2* partie, livre I, chap. ii.
Peano, Revtie de Mathématiques^ t. Vï, p
4. C'est la distinction que les Scolastiques faisaient déjà entre le sens distributif et le sens collectif d'un concept.
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classe qui fait qu'elle a tel nombre, et par suite dans quel cas ou dans quelles conditions deux classes auront le même nombre, c'est-à-dire à définir le nombre cardinal par abstraction.
Deux classes ont le même nombre, lorsqu*on peut établir entre leurs éléments une correspondance univoque et réciproque, autrement dit, une relation biuniforme^ ou, comme nous dirons pour abréger, lorsqu'elles sont équivalentes \ Cette définition est, comme on voit, purement logique. Il ne faut pas croire qu'elle implique l'idée du nombre un^: en effet, la relation biuniforme se définit uniquement au moyen de la relation d'identité entre individus '. Seulement cette définition a besoin d'une légère modification pour embrasser le cas de la classe nulle: car, toute relation supposant des termes, on ne sait pas ce qu'est une relation biuniforme entre deux classes nulles. On dira donc : « Deux classes a et b ont le même nombre, lorsqu'il existe une relation biuniforme dont le domaine comprend a, et telle que la classe des corrélatifs des termes de a soit identique à b ». Cette définition équivaut à la précédente, si les classes ne sont pas nulles ; et si elles sont nulles, chacune d'elles est contenue dans le domaine (et dans le codomaine) d'une relation biuniforme quelconque, de sorte qu'elles sont corrélatives. Il en résulte que deux classes nulles ont le même nombre, qu'on appellera {zéro). Ainsi le zéro arithmétique se trouve défini au moyen du zéro logique.
De même, deux classes singulières ont le même nombre, qu'on appellera 1 {un). Encore une fois, il ne faut pas croire que cette définition du nombre un constitue un cercle vicieux, car la définition de la classe singulière repose uniquement sur la relation d'identité *. D'ailleurs, s'il est vrai qu'elle implique en un sens Viinité ou plutôt ï individualité de l'élément consi-
1. Le mot correspondant en anglais est similar', mais il ne faut pas le traduire par semblable, qui correspond à like. Le mot correspondant en allemand est gleichzahlig; par sa composition, il semble impliquer un cercle vicieux, mais il ne l'implique pas en réalité. Cf. Frege, Grundlagcn der Arithmetik, § 68 (1884).
2. Comme nous Tavons soutenu {De VInfini mathéynatique, loc. cit.).
Voir p
déré, celte unité ne peut être identique au nombre un qu'il s'agit de définir : car celte unité est une propriété de chaque élément, tandis que le nombre un est la propriété d'une classe. La différence de ces deux idées apparaît encore mieux quand on a à considérer une classe comme élément d'une autre classe; car alors la même classe a, comme classe, un nombre cardinal (qui peut être i ou un autre nombre), et, comme élémenty l'espèce d'unité que possède tout élément. Si ces deux idées n'étaient pas distinctes, toutes les classes auraient le nombre 1 (en tant qu'éléments possibles), ou bien on ne pourrait pas concevoir des classes de classes, c'est-à-dire considérer à son tour une classe comme un élément (comme une « unité »). Donc, dans tous les cas, les unités qui constituent un nombre cardinal sont différentes du nombre un.
Cette définition par abstraction est parfaitement logique; mais elle possède un grave défaut, commun à toutes les déOnitions par abstraction : elle ne montre pas Texistence et runicité de l'objet défini. En effet, elle définit le nombre cardinal comme la propriété commune aux classes e(/Miya/e«/es. Or rien n'assure, d'une part, que ces classes ont une propriété commune, et, d'autre part, qu'elles n'ont qu'une propriété commune. Tout ce qu'on peut dire, c'est que la définition permet de répartir toutes les classes possibles en classes de classes caractérisées par le fait que toutes les classes d'une classe « ont le même nombre», cette expression signifiant simplement qu'elles sont équivalentes. En efl'et, la relation d'équivalence est symétrique et transitive : si deux classes A et B sont équivalentes à une même classe C, elles sont équivalentes entre elles. Par suite, et plus généralement, si deux classes A et B sont équivalentes, les concepts « classé équivalente à A » et « classe équivalente à B» auront la même extension, c'est-à-dire détermineront la même classe de classes *. On a ainsi les deux propositions réciproques suivantes : Deux classes de la même classe ont le même nombre ; deux classes qui ont le même nombre appartiennent à la même
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classe [d'où, par contraposition : deux classes appartenant à des classes différentes ont des nombres différents). Il y a donc Une correspondance biuniforme entre les nombres cardinaux et les classes de classes. Mais alors, il existe tout au moins une entité, et une entité unique qui correspond à chaque nombre cardinal : et c'est précisément la classe des classes qui sont dites avoir ce nombre. On peut donc considérer cette classe de classes comme représentant le nombre cardinal correspondant. C'est d'ailleurs la conclusion à laquelle on est conduit par le principe d'abstraction, qui n'est pas un axiome ou un postulat, mais un théorème de la Logique des relations, énoncé et démontré par M. Russell*. On établit d*abord que, si S est une relation uniforme, la relation R=zS*^S est symétrique et transitive *. Le principe d'abstraction est la réciproque de ce théorème : Si R est une relation symétrique et transitive*, il existe une relation uniforme 5 telle que R = S •^S. Autrement dit, s'il existe entre deux objets quelconques d'une certaine classe une relation symétrique et transitive, cette relation peut être ramenée à une même relation uniforme que ces objets ont avec un même terme. Ce principe est d'une application très fréquente en Mathématique, toutes les fois qu'on emploie une définition par abstraction. Il a pour effet de ramener toute relation symétrique et transitive à une espèce d'égalité (c'està-dire d'identité). L'égalité * est elle-même une relation symétrique et transitive; c'est pourquoi on peut y ramener et on y ramène en effet toutes les relations de la même forme. Par exemple, deux vecteurs parallèles, de même longueur et de même sens, sont dits équipollents (Bellavitis) ; l'équipollence est une espèce d'égalité. De même, deux segments (deux surfaces, deux solides) congruents sont dits égaux (en grandeur) et
1. Op, cit., p. 166, 220; Sur la Logique des relations, P. 6. 2.
2. Rappelons que, par définition, la relation S*^S est celle qui existe entre ^ et y, dès qu'on a : xSz et ySz (= z^Sy).
Non nulle, c'est-à-dire existant entre quelques termes
4. Logique ou mathématique, c'est tout un, car, comme M. Frboe l'a excellemment montré, l'égalité mathématique n'est pas autre chose que l'égalité logique, c'est-à-dire l'identité (op, cit,, § 65).
CouTURAT. — Les principes des mathématiques. *
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considérés comme ayant la même longueur (la même aire, le même volume). De même en Géomélrie projecUve : deux droites paraiièUs •;relaUon symétrique et transitive) sont dites avoir la même direction, ou encore avoir en commun un point à l'infini. De même en Physique : deux corps qui se font équilibre dans une balance sont dits avoir le même poids ; deux corps en équilibre thermique sont dits avoir la même température; deux corps en équilibre électrique sont dits être au même potentiel ; et ainsi de suite. On voit en quoi consiste dans chaque cas Yabstriution : toute relation symétrique et transitive entre des objets d^une certaine espèce peut servir à les répartir en classes telles que cette relation existe entre deux éléments quelconques d*une même classe, et n'existe pas entre deux éléments quelconques de classes différentes. On dit vulgairement que les éléments d'une même classe ont une propriété commune, c*està-dire un attribut qui est le même pour tous, et qui caractérise la classe. Mais, quel que soit cet attribut, et qu'il existe ou non, le fait seul d'appartenir à la même classe constitue une propriété identique de tous ses éléments, qui suffît à les caractériser, de sorte que la classe elle-même peut être considérée comme Tattribut commun de ses membres; elle le représente et peut au besoin en tenir lieu *.
Si Ton applique le principe dTabsiraction aux classes équivalentes^ on pourra et devra détinir le nombre cardinal comme une classe de classes équivalentes : autant il y aura de classes de classes équivalentes, autant il y aura de nombres cardinaux. Au premier abord, cette définition choque le sens commun : un nombre cardinal n'est pas, semble-t-il, une classe de classes équivalentes, mais la propriété commune à ces classes. Mais d'abord, en Logistique, une classe quelconque représente la « propriété commune » à tous ses éléments. En effet, chaque concept figure dans le calcul logique par son extension, qui est une classe ; et inversement, chaque classe correspond (ou peut correspondre) à un concept qui est l'attribut commun de ses
1. Le principe d'abstracUon n'a donc pas pour résultat d effectuer Tabstraction, mais au contraire d'en dispenser et de la remplacer.
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éléments. Par exemple, le terme homme (soit A) ne représente pas dans le calcul logique Tattribut de Vhufnanité^ mais la classe des hommes ^ Lorsqu'on dit : xth(x est un homme), cela signifie exactement^ non pas que x possède la qualité d^élre homme, mais que x fait partie, comme individu, de la classe homme (ce qui est équivalent). 11 n'est certes pas interdit de penser en compréhension les concepts et leurs relations, mais ils n'entrent dans les formules que par leur extension, et ce sont leurs relations d'extension qui servent de base au calcul logique. On comprend donc qu'un nombre cardinal ne soit représenté dans ce calcul, comme tous les autres concepts, que par son extension, c'est-à-dire par la classe des classes qui possèdent ce nombre cardinal. D'ailleurs, cette manière de voir n'est pas si contraire qu'on le croit au sens commun et même à l'usage. Le nombre deux, c'est l'idée de couple; le nombre trois, c'est l'idée de trio, et ainsi de suite. Or qu'est-ce que couple, trio, etc., sinon des noms communs de certaines espèces de classes? Ne dit-on pas, même couramment : « un cent, un mille », comme si cent, mille étaient des noms génériques d'objets? En tout cas, celte manière de considérer les nombres cardinaux est la plus simple et la plus commode pour les faire entrer dans le calcul logique *; et cela se comprend, puisque, comme nous venons de l'expliquer, les concepts n'y figurent que par leur extension. On est obligé d'y employer une tournure dont voici un exemple familier :
apôtre e 12,
c'est-à-dire : la classe des apôtres est une des classes qui ont pour nombre 12, ou, comme on dit vulgairement, est une douzaine '. On voit par là que cette façon de penser, quoique
1. Que l'on appelle aussi V humanité. C'est là un exemple des équivoques dont fourmillent les langues naturelles, et que seule une langue artificielle peut éviter {V Espéranto dit homeco dans le premier sens, et homaro dans le second).
2. C'est ce dont nous nous sommes convaincu par la lecture du mémoire de M. WarreBEAD : On cardinal numbers, ap. American Journal of Mathematics, t. XXIV (1902).
3. On remarquera que cette façon de s'exprimer, loin de prêter à équi-
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peu usuelle, n*a rien de paradoxal ni surtout d'illogique ^ On remarquera que cette définition des nombres cardinaux définit chacun d'eux indépendamment de tous les autres, et ne leur assigne aucun ordre ni aucune relation. C'est seulement lorsqu'on aura défini l'inégalité des nombres, c'est-à-dire ia relation plus grand que ou plus petit que, que l'on pourra les ranger par ordre de grandeur. D'autre part, on ne pourra pas dire que deux nombres sont égaux : deux nombres qui ne sont pas différents sont identiques ; seules, les collections auxquelles ils correspondent peuvent être dites égales (numériquement), précisément parce qu'elles ont le même nombre. Quand on parle de « nombres égaux », on considère en réalité le même nombre, soit représenté sous des formes diverses (exemple : 7 H- 5 et 12), soit incarné dans des collections difTérentes. Ainsi l'égalité mathématique se ramène, en dernière analyse, à l'égalifé logique, c'est-à-dire à l'identité d'un concept.
Montrons brièvement qu'on peut définir aussi les opérations arithmétiques sans faire intervenir l'idée d'ordre. L'addition arithmétique se définit au moyen de l'addition logique: la somme arithmétique de deux nombres cardinaux a et p (correspondant à deux classes a et b) est le nombre cardinal de la somme logique des classes a et 6, à la condition que ces deux classes soient rfis/oin^^s (n'aient aucun élément commun)'. Cette définition s'étend sans difficulté au cas d'un nombre quelconque de classes disjointes, lors même que ce nombre
Yoque, permet de dissiper les sophismes du genre de celui auquel nous avons fait allusion plus haut; en effet, de « Pierre s apôtre », et «apôtres 12 », on ne peut déduire : « Pierre e 12 », puisque la copule e n'est pas transitive. Le sophisme en question n'est possible que par la confusion verbale des deux copules eet o (traduites toutes deux dans le langage par le verbe être),
1. Cette théorie, suivant laquelle le nombre cardinal d'une classe u serait l'ensemble des classes équivalentes à u, est en somme celle que M. Frege a soutenue dès 1884 dans ses Grundlagen der Arithmetik. M. RussELL y est arrivé d'une manière indépendante (op. cit., p. VI, VIII), en partant des travaux de M. Peano, ce qui constitue une rencontre fort intéressante.
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serait infini. Puisque l'addition logique n'implique aucun ordre entre les « sommandes », il en sera de même de l'addition arithmétique : la loi commutative est établie par cette simple remarque, et n'a donc pas besoin de démonstration. La différence même de l'addition logique (pour laquelle a 4- a = a) et de l'addition arithmétique (pour laquelle a + « = 2 a) montre que celle-ci repose sur celle-là. En effet, si l'on peut ajouter un nombre à lui-même, c'est en l'incarnant dans deux collections différentes (et disjointes) qui ont ce même nombre. Autrement, on aurait beau répéter le nombre a, on n'obtiendrait jamais, en l'ajoutant logiquement à lui-même, que le nombre a ^ Pour la multiplication, que l'on définit d'habitude par rapport à l'addition (comme l'addition de n nombres égaux à m), M. Whitehead en a trouvé une déQnition purement logique qui est indépendante à la fois de l'idée d'addition et de l'idée d'ordre'. Soit k une classe de classes disjointes et non nulles; on appelle classe multiplicative des k la classe des classes formées en empruntant un élément, et un seul, à chacune des classes k ^. Le nombre cardinal de la classe multiplicative est, par définition, le produit des nombres cardinaux des classes k. Pour éclaircir et justifier cette définition, supposons que la classe k comprenne deux classes seulement, l'une de m, l'autre de n éléments. La classe multiplicative comprend, comme éléments, toutes les combinaisons possibles d'un élément de la !'• et d'un élément de la 2®; or on sait que ces combinaisons sont au nombre de mn (car chaque élément de la ^^ donne lieu à m combinaisons avec les m éléments de la i'% donc les n éléments de la 2® donnent lieu à mn combinaisons en tout). Cette défi-
1. Cette remarque a été faite par Leibniz [Gerh, Phil.y VII, 230, 237, 246). Cf. La Logique de Leibniz, p. 365.
2. On cardinal numbers, ap. American Journal of Mathematics, l. XXIV 0902).
3. Cela suppose que, étant donnée une classe de classes non nulles, on peut extraire de chacune d'elles un élément pour en composer une classe nouvelle. Or M. Russell nous apprend que cette proposition n'a pas encore reçu de démonstration en Logistique. M. Zermelo a dû U postuleppour démontrer que tout ensemble peut être bien ordonné (Afa^A. Annalen, t. 59).
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nition a ceci de remarquable, qu'elle n'implique aucun ordre entre les facteurs (aucune distinction de multiplicande et de multiplicateur)^ de sorte que la loi commutative est évidente, et n'a pas besoin de démonstration*. En outre, elle s'applique à un nombre quelconque de facteurs, lors même que ce nombre serait infini. Enfin elle s'applique également au cas où un ou plusieurs facteurs, ou même tous, sont des nombres inBnis. Elle est donc absolument générale pour tous les nombres cardinaux (nombres essentiellement entiers). D'ailleurs, toutes les définitions précédentes sont également valables pour les nombres finis et infinis, par cela même qu'elles sont indépendantes de ridée d'ordre; et jusqu'ici, nous n'avons pas eu l'occasion ni même le moyen de distinguer les nombre?! finis et les nombres infinis.
§ B. — Théorie ordinale.
Il en va tout autrement dans la théorie ordinale, où roa considère les nombres entiers comme consécutifs, et où on les définit par leur succession même : cette définition ne vaut que pour les nombres finis, et sert à les distinguer des nombres infinis. Voici comment M. Peano llexpose dans son Formulaire ^ : c'est ce qu'on appelle une définition par postulats.
On prend trois notions indéfinissables, représentées par les symboles {zéro), N [nombre entier) et « seq » {le suivant de]- Ces trois notions sont hétérogènes : est un individu, N est une classe, et « seq » est une fonction. On pose en outre cinq axiomes ou postulats^ qui sont les suivants ' :
1. D^ailleurs, on déduit de cette définition le théorème suivant: « SoitK une classe de a classes disjointes, dont chacune comprend b éléments; la somme logique des classes K a pour nombre cardinal le produit axb (tel quMl a été défini précédemment) • (Whitehead, op. cit., prop- 1. 5). On retrouve ainsi la définition vulgaire (non symétrique) du produit de deux nombres entiers.
2. Cf. G. Peano, Arithmetices principia nova methodo exposUa (Turin» Bocca, 1889) ; Sut concetto di numéro, ap. Rivista di Matematica, t. I (1891); Aritmetica générale e Algebra elementare (Turin, Paravia, 1902).
3. Dans tout cet ouvrage, les axiomes ou postulats de chaque théorie seront numérotés en chiffres romains.
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V. s e Cls .Oes:a?eNr»s.Ox. seq xt s: o .^ o s
« Si s est une classe telle qu'elle contient 0, et que, si elle contient un nombre entier x, elle contient aussi le suivant de X, alors elle contient tous les nombres entiers. »
Ce dernier axiome est connu sous le nom de principe d'in^ duction complète. Gomme le fait de posséder une propriété équivaut, en Logique, au fait d'appartenir à une classe, ce principe s'énonce souvent comme suit : « Si le nombre possède une certaine propriété, et si, dès qu'un nombre entier la possède, le suivant la possède aussi, tons les nombres entiers la possèdent. » Ou bien, le fait de vérifier une proposition équivalant au fait d'appartenir à une classe, on dit encore : « Si une proposition est vraie pour zéro, et si, dès qu'elle est vraie pour n, elle est encore vraie pour n-hl, elle est vraie pour tous les nombres entiers ».
Il importe de remarquer que l'indépendance mutuelle de ces cinq axiomes a été démontrée par MM. Peano et Padoa, de sorte qu'ils sont tous nécessaires (étant donné le système des notions premières). Et d'autre part, ils sont suffisants pour fonder toute l'Arithmétique. C'est en ce sens qu'on peut dire qu'ils définissent complètement les nombres entiers finis.
On peut simplifier encore les principes de l'Arithmétique ^ En effet, si le système de postulats proposé par M. Pkano est irréductible, le système des notions premières qui lui corres-
1. Padoa, Théorie des nombres entiers absolus, ap. Revue de Mathématiques, t. VllI, p. 45-54 (1902).
pond n*est pas irréductible : on peut déduire des postulats Tégalité suivante, qui peut servir de définition à :
= MN'-»x3[-aN/^2/3 (seq y = j?)] |
« Zéro est le nombre entier qui ne succède à aucun ^ » Âiosi Ton peut définir zéro au moyen des deux autres notions premières, « N » et « seq ». Gela a suggéré à M. Padoa un système plus simple, qui ne comporte que detuc notions premières (« N » et a seq ») et quatre propositions premières, que voici :
III. aNna?3[-aN/^î/3 (seq y = ar
« 11 y a (au moins) un nombre qui n'est le suivant d'aucun nombre. »
Pour simplifier Ténoncé du 4« postulat, on pose la définition
suivante :
Nj = x3[aN^î/3 (seq y = a?)] W
« On appellera Nj la classe des nombres qui sont les suivants de quelque nombre. »
Moyennant cette définition, la formule du 3© postulat se simplifie, et se réduit à :
IV. a 5 n N - N, : a? e 5 . 0» . seq a: e 5 : o . N o
« Si dans une classe s il y a un nombre qui n'est le suivant d'aucun nombre, et si le suivant de chaque 5 est un s, tout nombre est un s. »
Telle est la nouvelle forme du principe d'induction. Ces
1. Traduction littérale : « Zéro est le nombre entier x tel qu'il n'y a P*^ de nombre entier y tel que le suivant de y soit x ». Cette proposition résulte principalement de l'ancien postulat 11 :
a e N . o . seq a - =
« Le suivant d'aucun nombre n'est zéro. »
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postulats une fois admis, on peut démontrer qu*il n y a qu*un
seul nombre qui ne soit le suivant d'aucun, c'est-à-dire que
si deux nombres possèdent cette propriété, ils sont égaux
(identiques) :
a, ôeN-N, .o.a^ô
On peut alors appeler zéro ce nombre unique, c'est-à-dire poser la définition (avec :
qui est l'égalité énoncée plus haut, sous une forme différente due à l'introduction du symbole Nj. On peut démontrer dès lors toutes les propriétés de zéro, à commencer par celles-ci :
OcN, a eN . o . seqa- =
qui faisaient partie des anciens postulats, et déduire ceux-ci des nouveaux postulats, ce qui établit l'équivalence des deux systèmes de postulats.
On peut enfin prouver que le nouveau système de postulats est irréductible, comme l'ancien, et que le nouveau système de notions premières (N, seq) est irréductible par rapport au nouveau système de postulats; ce qui constitue la perfection logique d'un système de principes.
Ce perfectionnement des principes de l'Arithmétique n'a pas, toutefois, une importance aussi capitale qu'on pourrait le croire ; il l'aurait, assurément, si l'on n'avait pas d'autre moyen de fonder l'Arithmétique que de l'asseoir sur quelques notions premières et quelques postulats; il ne l'a plus, si l'on peut déduire l'un ou l'autre système de postulats d'une définition explicite du nombre entier, comme l'a montré M. Russell; car alors, ni les notions premières ne sont vraiment indéfinissables, ni les propositions premières ne sont indémontrables, et par suite il n'importe plus autant que leur nombre soit réduit au minimum.
Or cette définition par postulats, suffisante au point de vue mathématique, n'est pas irréprochable au point de vue logique. En effet, comme la définition par abstraction, elle n'assure
ni Vexislence ni Vunicité de Tobjet défini (à Bavoir la suite naturelle des nombres). C'est surtout Tunicité qui ne paraît pas évidente. M. Pkano lui-même remarque qu'il n y aurait rien à changer si Ton remplaçait par 1 : N désignerait alors la suite naturelle des nombres à partir de 1, et non plus à partir de 0. On pourrait de même remplacer par un nombre quelconque; tous les axiomes continueraient à être vérifiés, et par suite toutes les propositions de TArithmétique. On aurait donc une infinité de « suites naturelles » indiscernables, et jouissant des mêmes propriétés formelles.
A cela M. Russell répond fort justement : si toutes ces suites naturelles jouissent des mêmes propriétés formelles, elles sont indiscernables et n'en font réellement qu'une; car qu'importe que le premier nombre s'appelle ou 1, du moment que les symboles et 1 sont indéfinissables? La remarque de M. Peano pèche en ce qu'elle suppose le sens réel de et de 1, alors que ce sens est postérieur à la définition discutée. Néanmoins, elle subsiste tant qu'on prétend définir les trois notions premières (0, N et seq) au moyen des cinq axiomes. Car il peut y avoir une infinité d'entités différentes qui vérifient ces cinq axiomes, et par suite une infinité de sens possibles pour les trois symboles 0, N et seq. Pour mettre fin à cette ambiguïté, il suffit de définir d'une manière univoque ces trois symboles, et alors tous les nombres de la suite naturelle seront, eux aussi, définis d'une manière univoque. C'est ce que Ton obtient en posant les définitions suivantes :
1® « est le nombre cardinal de la classe nulle (définie en Logique) »;
2*^ « 1 est le nombre cardinal des classes singulières (définies en Logique) » ;
3° « Le suivant d'un nombre n est le nombre n + 1, somme arithmétique de n et de 1 » (l'addition arithmétique a été définie en fonction de l'addition logique);
4° « N désigne la classe des nombres entiers finis, c'est-à-dire des nombres qui appartiennent à toute classe s qui contient 0, et qui contient (w + 1) dès qu'elle contient n. »
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Ces définitions fixent, comme on voit, le sens à attribuer aux trois symboles indéfinissables, et cela en termes purement logiques. Dès lors, la définition du nombre entier cesse d'être suspendue à trois notions « premières » indépendantes des constantes logiques; elle se réduit à une défînition nominale qui ne contient pas d'autres notions indéfinissables que les constantes logiques. Par là est achevé le rattachement de l'Arithmétique à la Logique, sans adjonction d'aucune notion première nouvelle.
On peut simplifier encore ces définitions*. D'abord, si l'on admet la conception de Frdgb et de Russell, suivant laquelle un nombre cardinal est une classe de classes, la i^' définition pourra s'écrire simplement :
« Zéro est la classe qui comprend la seule classe nulle*. » La 2® défînition peut être supprimée, car elle peut se
déduire de la 3*, qui est générale. Celle-ci s'écrira, suivant la
même conception :
nsN.o.n-f-i = Gis n U3(w - = À • ^'^^ • ^x -w- ixe n).
« n étant un nombre entier fini, n H- 1 est la classe des classes u telles que, si x est un élément d'une classe w (non nulle), la classe des u non égaux à a? a le nombre n ». C'est une définition par récurrence de tous les nombres entiers finis : elle revient à dire qu'une classe a le nombre n H- 1, quand celte classe, diminuée de l'élément x qu'elle contient, a le nombre n. Elle équivaut à la définition progressive de (n -h 1) comme somme arithmétique de n et de i.
Si l'on applique cette définition au nombre 1, en faisant n = 0, on obtient la formule :
1 zzzCls rv M 3 { u- = A : a? e w . Oar . w - i.a? £ 0).
Whitebead, mémoire cité. Section III (due à M. Russell
2. Nous avons parlé précédemment des classes nulles au pluriel, et dit qu'elles sont égaies. Or des classes égales sont identiques. Rigoureusement, nous aurions dû dire qu'il n'y a qu'une classe nulie^ mais qu'elle peut être l'extension de plusieurs concepts différents en compréhension.
Or:
u-ixeO. = .u-ix = a.- = .woix
uoix . = :ytu,Oy .y^x xtu.Ox:ytu.Oy,y^x:. = :xtu,ytu. Ox,y -y^^
La définition de 1 devient donc Gnalement :
1 = Cls n u 3 (u - = j^ : X e u . y 6 u . o,, y. . y = jc).
« 1 est la classe (le nombre cardinal) des classes u (qoq nulles) telles que, si x et ^ sont des éléments de u, ils sont nécessairement identiques. »
On retrouve ainsi la définition logique du nombre i que nous avons donnée dans le Chapitre I (p. 26), déduite de la déûnition générale de (n -h 1) en fonction de n. Il en résulte que 1 est le suivant de dans la suite naturelle. On déduirait de même 2 comme (iH- i) ou suivant de 1; 3 comme (2+1) ou suivant de 2; et ainsi de suite.
On remarquera, en passant, l'avantage de la conception Frege-Russell au point de vue du calcul logique. Au lieu d'avoir à introduire une fonction nouvelle « Num » {nombre cardinal des) comme fait M. Peano*, on exprime simplement la relation d'une classe à son nombre cardinal au moyen du signe général de Tappartenance d'un individu à une classe (e).
Une fois ces définitions posées, on peut démontrer logiqt^^' ment (sans aucun recours à l'intuition) toutes les propriétés des nombres entiers finis, et notamment les cinq postulats de Peano, ou les quatre de Padoa, d*où ces propriétés se déduisent. En particulier, la loi d'induction est contenue dans la définition même du nombre entier fini (4* définition), et en résulte immédiatement^. On démontre par exemple que zéro
1. Peano, Sul concetto di numéro, ap. Revue de Mathématiques , t. I, jji. 258 (1891); Formulaire de Mathématiques^ 1903, §§ 20 et 56.
2. M. Drdekind {Was sind und was sollen die Zahlen, 1881) a cru démon' trer la loi d'induction, mais en admettant que les nombres forment une chaîne, c'est-à-dire une suite douée des propriétés de la suite natureUe (c'est ce que nous appellerons plus loin, avec M. Russell, une progression)' M. J. Keyser a montré que cette assomption est une pétition de principe [Conceming the axiom of infinily and mathematical induction, ap. Bulletin of the American Mathematical Society, t. IX, p. 424, 1903). Il semble
ne peut être le suivant d'aucun nombre entier (d'où Ton conclut que la suite naturelle n'est pas périodique ou fermée); que le suivant d'un nombre est toujours différent de ce nombre (d*où Ton conclut que la suite naturelle est illimitée ou sans fin) ; que le nombre des nombres entiers de à n est le suivant de n, c'est-à-dire (n + 1), d'où il résulte que n est le nombre cardinal des nombres entiers de 1 à n*.
Les déGnitions précédentes relient la théorie ordinale du nombre à la théorie cardinale. Ainsi ces deux théories ne se contredisent nullement, et ne font pas non plus double emploi; elles ont des significations bien différentes, et aussi des extensions très inégales. La seconde présuppose la première : celle-ci définit le nombre cardinal en général, tous les nombres cardinaux possibles; tandis que la seconde définit, dans cet ensemble, une certaine classe, à savoir les nombres finis, et donne le moyen de les définir et de les construire progressivement (par l'addition répétée de 1); par là même, elle leur assigne un ordre. Mais, il importe de le remarquer, cette subordination réfute ipso facto les théories suivant lesquelles le nombre ordinal serait antérieur au nombre cardinal : les nombres seraient définis tout d'abord par leur rang, comme de simples numéros d'ordre, et n'acquerraient leur signification cardinale que par leur application au dénombrement des classes concrètes^.
§ C. -— Les nombres infinis.
La conséquence la plus importante de la distinction de ces deux définitions est la possibilité des nombres cardinaux infinis .
qu'on en puisse dire autant de la démonstration que M. Freoe a proposée de la même loi [Begriffsschrift, prop. 81, 1819, et Grundlagen der Arithmetik, § 80, 1884), car elle repose sur une définition spéciale de « la succession dans une suite ».
1. Cf. Frege, Grundlagen die Arithmetik^ §§ 82-83 (1884). Il convient de rappeler que c'est sur cette propriété que repose l'opération du dénombrement. On voit qu'elle est loin d'être primitive.
2. Telles sont les théories de Hrlmholtz, de Kronegkbr et de M. Dedekind, que nous avons exposées et critiquées dans De VInfini mathématique, 2* partie, liv. I, ch. i et ii.
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En effet, par cela même que la déQaitioa ordinale est subordonnée à la définition cardinale, elle ne définit qu'une partie des nombres cardinaux, à savoir ceux qu'on peut obtenir en partant de par l'addition répétée de I . Rien ne permet d'affirmer qu'on obtient ainsi tous les nombres cardinaux; on se borne à en ranger quelques-uns en une suite linéaire, et à distinguer les éléments de cette suite dans l'ensemble des nombres cardinaux. Tous les arguments dirigés contre les nombres infinis consistent à supposer qu'ils font partie de cette « suite naturelle des nombres », et qu'ils peuvent être obtenus par l'addition répétée de 1 ; c'est-à-dire à imposer à tous les nombres cardinaux les conditions qui définissent seulement les nombres finis, et à confondre les deux définitions du nombre que nous venons d'exposer.
Il faut bien remarquer, à ce propos, que le principe d'iu" duction est un élément essentiel de la seconde définition, et que par suite il caractérise les nombres finis, de sorte que tous les raisonnements fondés sur ce principe ne valent que pour les nombres finis. Celte conséquence est contraire à l'opiaioa de M. PoiNCARÉ, qui, considérant le raisonnement par induction complète (ou par récurrence) comme « le raisonnement mathématique par excellence », a cru y voir Tintervention de ridée d'infini, parce qu'un tel raisonnement enveloppe « uae infinité de syllogismes », et par suite un principe synthétique « irréductible au principe de contradiction* ». Le raisonnement par induction n'est pas le procédé général de la déduction mathématique, puisqu'il ne s'applique que dans TArithmétique des nombres finis; il n'enveloppe pas une infinité de syllogismes, car au contraire il permet de démontrer une proposition pour tous les nombres entiers finis sans qu'on ait à la
1. H. PoiifCARÉ, Sur la nature du raisonnement mathématique, ap. Bévue de Métaphysique, t. II, p. 371 ; La science et Vhypothèse, p. 19 sqq. Celle remarque a été déjà faite par M. Bdrali-Forti (Le classi jfinite, p. 3, note 5, ap. Atti delta R. Accademia délie Scienzedi Torino, t. XXXII, 15 nov. 1896; et mémoire cité du Congrès de Philosophie). Auparavant, M. Frbgb avail déjà déduit la loi d'induction de principes purement logiques {Begri/fS' schrift, 1819) et établi que les lois de TArithmélique sont analytiques {Di^ Grundlagen der Arithmeiik, 1884).
démontrer séparément pour chacun d*eux; enfin le principe d'induction n'est pas un jugement synthétique, puisqu'il fait partie de la définition des nombres finis, et en exprime une propriété essentielle et caractéristique.
Il est néanmoins facile d'expliquer qu'on ait pu y voir en quelque sorte la définition de l'infini : c'est que, d'une part, ce principe, servant à caractériser les nombres finis, sert ainsi à définir indirectement les nombres infinis; et que, d'autre part, en définissant la suite naturelle des nombres, il définit par là même une collection infinie d'objets*. Ainsi s'expliquent tous les paradoxes du nombre infini : le nombre des nombres finis est un nombre infini*. Par là même, il échappe aux prises du principe d'induction, qui ne vaut que pour les nombres finis. Encore une fois, c'est lui qui permet de démontrer les propriétés générales des nombres finis, malgré leur infinité; les négateurs de rinfini supposent au contraire qu'on ne peut traiter les nombres finis que un à un et successivement, comme si leur ensemble ne pouvait être connu et appréhendé que par une énumération complète. C'est là d'ailleurs une propriété de tous les concepts généraux, qu'ils permettent de traiter à la fois tous les objets qui font partie de leur extension, ces objets fussent-ils en nombre infini. Un concept peut en effet avoir une compréhension finie et une extension infinie, et c'est ainsi que nous pouvons penser des ensembles infinis ^ Certains arguments contre l'infini semblent méconnaître cette vérité, et impliquer qu'un concept qui représente une infinité d'objets doit envelopper une infinité de caractères, ce qui le rendrait évidemment impen-
1. On voit par là à quelle contradiction se condamnent ceux qui nient le nombre inflni en invoquant le principe d'induction, qui implique précisément rinfinité de la suite naturelle.
2' Ce paradoxe ressort du rapprochement des deux propositions suivantes (Whitehead, op, cit., prop. 2.42, 2.43) :
« nombre fini e 9q », « ao e nombre infini»,
Qui n'ont, bien entendu, rien de contradictoire.
3. C'est dans ce sens seulement que le principe d'induction « enveloppe l'infini » ; il n'y a donc là rien qui puisse infirmer son caractère logique et analytique.
sable dans sa totalité. M. Russell distingue nettement deux sortes de régression à l'infini^ Tune légitime, celle qui implique une infinité d'objets ou de conditions extrinsèques; Tautre, illégitime, celle qui ferait dépendre le sens d'une proposition d'une infinité d'éléments, et qui exigerait, par suite, que Ton pensât simultanément une infinité d'idées ^ On peut dire, en gros, que ces deux infinis sont relatifs, le premier à Textension, le second à la compréhension. L'infini de compréhension seul est impensable, mais non l'infini d'extension, du moment qu'il correspond à un concept de compréhension finie. Contester la possibilité de ce fait, serait simplement nier l'existence et la valeur des concepts généraux, qui tous peuvent s'appliquer à une infinité d'objets. Ce serait méconnaître ce fait, qu'une classe peut être déterminée par un concept, et n'est pas nécessairement donnée par l'énuraération de ses éléments'. Au surplus, une classe ne peut pas être définie (ni conçue primitivement) comme la somme logique de ses éléments, pas plus qu'un nombre ne doit être conçu comme la somme de ses unités; car, de même que l'addition arithmétique présuppose l'idée de nombre et porte sur des nombres, l'addition logique présuppose l'idée de classe et porte sur des classes déjà formées'.
Nous venons d'obtenir une définition en quelque sorte négative de l'infini, au moyen du principe d'induction complète qui caractérise les nombres finis. On sait qu'il y a une autre définition de l'infini, plus positive, qui consiste à dire : Une classe (ou ensemble) est infinie quand elle est équivalente à une partie intégrante d'elle-même *. Cette définition (qui est celle de Georg Cantor) peut être considérée comme cardinale, par opposition à la précédente, qui est ordinale. Or on ne peut pas admettre deux définitions différentes de l'infini; il faut en adopter une,
Id., op. cit., chap. xv
4. On appelle partie intégrante une partie non égale au tout. En particulier, on obtient une partie intégrante d'une classe en retranchant à celle-ci un de ses éléments.
et démontrer l'autre, ou la postuler coinme un axiome *. M. Georg Gantor a essayé de démontrer qu'un ensemble fini n'est équivalent à aucune de ses parties, et qu'un ensemble infini est équivalent à une partie intégrante de lui-même*; mais cette double démonstration repose d'une part sur une définition insuffisante des nombres cardinaux finis', et d*autre part sur cette proposition, que tout ensemble infini contient un ensemble équivalent à la suite naturelle des nombres (de nombre cardinal a^) *; or celte proposition, qui parait évidente, n'a pas encore été rigoureusement démontrée.
M. Whitehëad a également essayé de démontrer que les deux définitions en question sont équivalentes'^; voici comment : Les nombres cardinaux finis étant définis comme ceux qu'on obtient par Tinduction complète (en partant de 0), les classes finies sont par définition les classes qui possèdent un nombre cardinal fini; les nombres infinis et les classes infinies sont alors définis d'une manière purement négative. Cela posé, on définit le nombre a^ comme le nombre cardinal des nombres finis; on démontre alors que a^ est un nombre infini, et que toute classe infinie contient une partie qui a pour nombre a^ (d'où il résulte que a^ est le premier ou le plus petit des nombres infinis). De là on déduit qu'aucune classe finie n'est équivalente à une partie intégrante d'elle-même, et que toute classe infinie est équivalente à une partie intégrante d'ellemême, d'où il résulte que cette propriété est caractéristique des classes infinies. L'équivalence des deux définitions se trouve ainsi établie*.
1. C^est ce que faisait encore M. Kussell dans son mémoire Sur la Logique des relations [Revue de Mathématiques, t. VII, p. 135-136; août 1901).
2. Sur les fondements de la théoHe des ensembles transfinisy § 6, théorèmes C et D.
Ibid., § 6, théorème À
5. On the cardinal numbers, Section III, ap. American Journal of Mathematics, t. XXIV, n° 4 (octobre 1902).
6. Toutefois, celte démonstration suppose la proposition énoncée p. 53, note 3, qui, si évidente qu'elle paraisse, n'est pas encore démontrée. Dans son mémoire Le classe finite (1896), M. Burali-Forti déduisait le principe
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D*ailleurs, on peut déûnir le premier nombre infini (cl^) sans présupposer la suite naturelle des nombres finis; par exemple, on peut dire que Oq est le nombre cardinal de toute classe u qui possède les propriétés suivantes : u est le domaine d'une relation biuniforme Ji, dont le codomaine est contenu dans u mais non égal au; ti contient un élément qui est un antécédent de j sans en être un conséquent, et contient en outre les conséquents de toutes les relations /{ dont elle contient les antécédents ^ On voit que cette définition est purement logique, et qu'elle n'implique nullement la notion de nombre entier fini^
L'inégalité des nombres inGnis est toute différente de celle des nombres finis : on ne change pas un nombre infini en loi ajoutant ou retranchant une unité, ni par suite (en vertu du principe d'induction) en lui ajoutant ou retranchant un nombre fini. Pour que deux nombres infinis (correspondant à deux classes a et à) soient inégaux, il ne suffit pas que la classe a soit équivalente à une partie intégrante de la classe b : car elle pourrait en même temps (étant infinie) être équivalente à la classe b tout entière. Le nombre cardinal de a est plus petit que celui de 6, si a est équivalente à une partie intégrante de ft, et si b n'est équivalente à aucune partie intégrante de a. On a prouvé d'ailleurs que, si Ton a à la fois a équivalente à une partie intégrante de ô et 6 équivalente à une partie intégrante de a, les deux classes a et 6 sont équivalentes, et par suite leurs nombres cardinaux sont égaux (ou plutôt identiques) ^
d'induction de la déûnition cardinale de l'infini, mais au moyen du postulai
suivant :
§ 2 P. n : MeK'(K-iA).o. w <w'M
« Si u est une classe de classes non nulles, son nombre cardinal est inférieur ou égal à celui de tous les éléments de ces classes. »
1. Pour faire mieux comprendre cette définition, on peut dire que la relation R est la relation d'un nombre au nombre suivant, et que par suite le conséquent de cette relation est le « suivant » de l'antécédent (Russbll, op, cit., p. 122).
2. Cette définition est exactement équivalente à la définition de la suite naturelle des nombres, telle qu'elle résulte des cinq axiomes de M. Peaso (RussELL, op. cit., p. 121); elle est également équivalente à la définition de la progression donnée plus bas (p. 237).
3. Théorème de Bernstein, démontré ap. Borel, Leçons sur la théorie des fonctions. Note I (Paris, 1898); Russbll, op. cit., p. 306.
Ces défÎDÎtions de l'égalité et de rinégalité des nombres inRiiis sont purement cardinales, et n'impliquent aucune référence aux nombres finis.
La théorie des nombres cardinaux peut donc être constituée tout entière d'une manière directe et indépendante, sur des hases purement logiques, sans faire appel à l'idée d'ordre, sans même invoquer la distinction des nombres finis et infinis, ni par suite le principe d'induction ^ Cela est prouvé par la Logistique dans le mémoire de M. Whitehead, où Ton trouve la démonstration absolument générale de la loi associative pour Taddition et la multiplication, et de la loi distributive de la multiplication par rapport à l'addition. On y trouve même (Section Y) la définition des puissances d'un nombre cardinal, celle des arrangements, des combinaisons et des permutations d'un nombre quelconque (même infini) d'objets, et la démonstration des principaux théorèmes relatifs à ces notions, par exemple la généralisation de la formule du binôme. Tout cela est obtenu au moyen de la Logique des relations, qui apparaît décidément comme le véritable organon des Mathématiques pures. Grâce à elle, MM. Russell et WmTEHEAD ont pu démontrer formellement, en partant de principes purement logiques, toutes les propositions de la théorie des ensembles découvertes par Georg Cantor, confirmer ainsi la validité logique de cette théorie, et la purger de tout postulat et de tout appel à l'intuition.
1- On pourrait presque dire que la théorie des nombres infinis est plus simple que celle des nombres finis, puisqu'elle n'a pas besoin, comme celle-ci, du principe d'induction, et qu'on peut l'établir sans passer par la théorie des nombres finis.
CHAPITRE III
LIDEE DORDRE
Nous avons dégagé l'idée de nombre de toute immixtion de ridée d'ordre; mais nous avons vu par là même combien celle-ci a d'affinités avec celle-là. C*est que Tune et l'autre ont pour matière ou pour support des classes ou ensembles; seulement, tandis qu'une classe, dès qu'elle est donnée et déterminée, a un nombre, elle n'a un ordre que moyennant certaines relations établies entre ses éléments. L'idée d'ordre est donc moios primitive et moins simple que l'idée de nombre. Pour la définir, il convient de rechercher quelles espèces de relations établissent ou constituent un ordre entre les éléments d'une même classe.
§ A. — Les relations d'ordre.
Il y a, comme on sait, deux espèces d'ordres : V ordre linéaire et l'orrfre circulaire. Dans le premier, un terme est avant ou après un autre, il est ou n'est pas entre deux autres ; dans le second, on ne peut plus affirmer ces relations, on peut seulement dire qu'un couple de termes a, b est séparé par un autre couplée, d, si ces quatre termes sont dans l'ordre : acbda.,. ou adbca,,. Une classe soumise à un ordre linéaire s'appelle une suite ouverte; soumise à un ordre circulaire, suite fermée ^ M. Russbll conclut des définitions précédentes qu'il faut trois termes pour définir un ordre linéaire, et quatre pour définir un ordre circulaire.
1. Le mot anglais senes correspondant à la fois aux deux termes techniques suite et série (en allemand : Folge et Reihe), nous croyons devoir le traduire ici par suite.
Gela dépend de ce qu'on entend par ordre : si l*on n'attribue aucun sens à Tordre, il est clair que deux termes a, b n^ont pas d'ordre, la disposition ab étant indiscernable de la disposition ba ; Tordre ne sera déterminé que si Ton introduit un troisième terme, car alors abc (ou cba) diffère de acb (ou bca). C'est pourquoi M. Russell fait consister alors Yélément ordinal en un trio de termes tels que Tun d'eux est dit être entre les deux autres. De même, si Ton n'attribue aucun sens à Tordre circulaire, trois termes a, 6, c n'auront aucun ordre, la disposition ahca,.. étant indiscernable de la disposition acba.,. L'ordre ne sera déterminé que par l'introduction d'un quatrième terme. C'est pourquoi M. Russell fait consister alors Vêlement ordinal en deux couples de termes qui se séparent mutuellement. Mais, si Ton attribue un sens à Tordre, deux termes pourront avoir un ordre linéaire, suivant que a est avant ou après b; et trois termes pourront avoir un ordre circulaire, suivant que Ton aura, dans le sens direct, la succession abc ou la succession cba. Quoi qu'il en soit, tout ordre suppose ou implique des relations asymétriques entre deux termes quelconques, et la question de savoir si une telle relation définit déjà un ordre entre ses deux termes n'est plus qu'une question de mois. L'essentiel est d'énunaérerles différentes re/a^ion* génératrices d'ordre^ pour pouvoir classer ensuite les diverses espèces d'ordre, et, s'il se peut, les ramener à Tunité.
La méthode la plus simple pour définir un ordre est la suivante (que nous avons déjà rencontrée dans la théorie des nombres finis). Soit une classe, finie ou infinie, et soit une relation S* asymétrique et biuniforme (donc intransitive) ^. Chaque terme de la classe est un antécédent de cette relation (à l'exception peut-être d'un seul, qui sera alors le premier); et chaque terme de la classe est un conséquent de cette relation (à l'exception peut-être d'un seul, qui sera alors le dernier); Ott suppose en outre que, %i aS b et bSc, on n'a pas \ cS a (on
1. Pour plus de clarté, on pourra lire S : « est le suivant de ». 2' Car, si elle n'était pas intransitive, on aurait à la fois aSh^ bSc et œ5c, ce qui serait contraire à son uniformité.
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D'à pas nOQ plus : a Se, puisque la relation ■§ est intransitive). On dira, dans ce cas, que b est entre a et c. La suite ainsi ordonnée peut avoir un premier et un dernier terme, ou seulement un premier terme, ou enfin n'avoir ni premier ni dernier terme. Dans le 1" cas, le nombre de ses termes est fiai ; dans le 2' cas, le nombre de ses termes est infini; dans le 3' cas, ce nombre est infini si la suite est ouverte, et fini si U suite est fermée '.
Cette première méthode fournit uniquement des suites à termes consécutifs. La seconde est affranchie de cette restriction, mais elle ne fournit pas de suites fermées. Elle consiste à donner une relation transitive asymétrique P qui existe entre deux quelconques des termes de la classe. Autrement dit, soient x, y, z des termes différents de la classe, on a nécessairement une, et une seule, des deux relations : x Py, y Px, et « l'on a : xPy, y Pi, on a aussi nécessairement : xPz^. On peut démontrer alors que, sur trois termes quelconques de la classe, il y en a toujours un qui est entre les deux autres (qui précède l'un et suit l'autre); par conséquent, la classe forme toujours une suite unique (ou connexe). Elle ne peut pas former une suite fermée, car, à cause de la transilivilé de la relation i*, on aurait alors xPx, ce qui est impossible, cette relation étant asymétrique.
Une troisième méthode consiste it ranger tous les termes
d'une classe suivant leurs distances à un même terme x : «s
dislances sont des grandeurs inégales, et on peut ranger les
termes par ordre de distance croissante (ou décroissante). Si'^
me X n'est pas le premier (ou le dernier), il y aura des dis-
ices négatives, qui seront considérées comme plus petites q"*
o' et que toutes les distances positives. En outre, 1^
tances doivent avoir un sens déterminé, c'est-à-dire être
. Nous supposons qu'elle est connexe, c'est-b-dire ne se décompose pU Plusieurs suites n'ayant aucun terme commun et aucune relation cDtK rs termes respectifs.
La relation P peut se lire : - précède •; la relation converse 'F se''" ■s: ■ suit ■.
. Le zéro de distance est la dislance d'un terme à lui-m^me.
des relations asymétriques. Pour que Tordre soit indépendant du terme (or) pris pour point de repère, il faut que Taxioroe suivant soit vérifié : « Si xz est plus petite que xu% yz doit être plus petite que yw ». Ce cas peut se ramener au précédent en prenant pour la relation xPy la relation : ary > (dire que x précède y, c'est dire que la distance xy est plus grande que zéro). Cette réduction postule un nouvel axiome : « Si Ton a xz = yw, et xy = ziv\ les termes w et iv' doivent être identiques. »
Une quatrième méthode consiste à donner une relation à trois termes yR{x, 2), qui signifiera que y est entre x et :;. Cette relation sera symétrique par rapport à x et z, c'est-à-dire que : t/7?(ar, z) = t/^(z,iF). Écrivons, pour rendre la notation plus simple et plus intuitive : {xyz). Il faut postuler les deux axiomes suivants : a Si Ton a : (ooyz) et {yziv), on doit avoir aussi : (xyw) et {xzw), » — « Si Ton a : (xyw) et (yztv)^ on doit avoir aussi : {xzw) et {xyz), »
Les méthodes précédentes ne peuvent donner naissance à des suites continues fermées, ce qui est au contraire le propre des deux suivantes. La cinquième méthode consiste à établir une relation asymétrique R entre des relations asymétriques J?, y, 2,... formant une classe; cette relation J{ est telle qu'elle existe entre deux relations quelconques x et y, à moins que y ne soit la converse de or, et que, si elle existe entre x et y, elle existe aussi entre y et ^x, La suite ainsi définie est fermée : car xRy . o. y R^'x , o . ""x RHj . o . cy Rx. Deux termes converses l'un de l'autre, comme ^x et x, ^y et ?/, sont dits opposés. Dans une suite de ce genre, on ne peut pas dire qu'un terme est entre deux autres; mais on peut dire que deux couples de termes se séparent mutuellement. Un exemple de celte espèce d'ordre est fourni par les angles (qui sont des relations entre les demi-droites issues d'un même point dans un même plan).
La sixième et dernière méthode, qui engendre aussi des suites fermées, consiste à établir directement entre les termes d'une classe la relation à 4 termes qui signifie que deux couples
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se séparent mutuellement. Pour dire que les couples (a, b) et {Cf d) se séparent mutuellement, on écrira : ab \\ cd. Cet ordre postule les cinq axiomes suivants :
!• a6 II cd. = .crf II a6 (la relation est symétrique par rapport aux deux couples) ;
2« ab\\cd. = ,ab\\dc (la relation est symétrique par rapport aux deux termes de chaque couple) ;
3*" ab II cd exclut ac \\ bd\
4"^ Pour 4 termes quelconques a, by c, d, on a, soit ab \\ cdy soit ac II bd^ soit ad \\bc\
5® Si Ton a : a6 II cd, et ad \\ be, on a aussi : ad \\ ce.
Ces cinq axiomes sont suffisants S et en outre ils sont indépendants dans Tordre où ils sont formulés, c'est-à-dire que chacun d'eux est indépendant des précédents ^
Telles sont les six méthodes qu'on peut employer, et qu'on emploie en fait pour définir un ordre. On remarquera que la plupart des auteurs qui ont traité de l'ordre n*en connaisseat qu'une ou deux; si cette énuméralion est complète, c'est qu'elle repose, non sur des vues a priori^ mais sur l'étude des Mathématiques modernes. Cela prouve, en passant, qu'il y a plus d'enseignements, d'exemples et de documents relatifs à la méthode dans les livres des mathématiciens que dans tous les traités de Logique. Reste à savoir ce qu'il y a de commun entre ces six méthodes; car, bien qu'elles aient chacune leurs caractères spéciaux, la nature de l'ordre défini ne dépend pas de la méthode employée; le même ordre peut être défini par plusieurs méthodes. Il s'agit de découvrir ce qui constitue Yessence de l'ordre, et de ramener autant que possible ces six méthodes à un fondement commun ^
En premier lieu, on peut ramener toutes les relations génératrices d'ordre à deux, que nous avons déjà mentionnées : la relation d^entre entre trois termes, et la relation de séparation
RussBLL, op. cit,, chap. xxv
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entre quatre termes. Analysons d'abord la relation d'entre ^ Quand on dit que le terme y est entre les termes x et s, on veut dire que x précède y et que y précède z : soit P la relation précède, on écrira : x Py . y Pz. Mais la relation précède est essentiellement asymétrique : on ne peut pas avoir : yPx^ ni zPy, de sorte qu'on a: y^Px, z^Py. Il semble qu*il faille ajouter une cinquième condition : s-Px, pour exclure le cas où la suite serait fermée; car, dans une suite fermée, on ne peut plus dire de trois termes donnés que Tun est entre les deux autres. Mais cette condition est inutile, comme on va le voir. Posons donc, pour abréger :
xyz . = . xPy . yPz , z-Py , y~Px
et voyons si la relation xyz correspond bien à la notion d'cn/re. Celle-ci vérifie les deux axiomes suivants : 1® Si y est entre x et z, et si z est entre y et w, alors z est entre x et w; 2° Si y est entre x et z, et w entre x et y, alors y est entre iv et z. Or on peut vérifier que xyz et yziv impliquent xyw^ conformément au 1" axiome, si la relation P est transitive, et alors seulement. Mais si elle n'est pas transitive (ce qui est le cas dans la 1" méthode, où P est une relation biuniforme), on peut la remplacer par une relation R qui est la somme logique des puissances de P, et qui sera transitive^. Mais, la relation P étant asymétrique, la relation R doit l'être aussi; OD ne pourra donc jamais avoir : x^Ry (ou yRx), c'est-à-dire que la suite ne pourra pas être fermée ^ On voit que dans ce cas la condition z- Par devient inutile.
1. On voudrait pouvoir dire : « inler-ité », comme on dit en anglais : ^^tweenness. On peut le dire dans une langue artificielle (en Ksperanto : ^tereco).
2. Voici ce que cela signifie en langage ordinaire. Soit P = précède immédiatement : cette relation est biuniforme, donc intransitive : si l'on a : xPy , yPzy on ne peut pas avoir : xPz-, mais on a : xP^z {P^ étant 'e produit relatif de P par lui-même). On aura de même, si zPw : xPhv, et ainsi de suite. Les relations P^^ P^,... Pn sont avec /* les puissances successives de la relation P; toutes sont bi uniformes et intransitives. Mais leur somme logique R est transitive, car elle signifie : précède (immédiatement ou non), et Ton a : xRy, yRz, zRwj... xRz, yfittj,... xRw,..,
3. Car si l'on avait : xRy . yRr, on aurait (fl étant transitive) : xRx,
D'autre part, x^i et xivy impliquent wyz, coDformément au 2' axiome, mais seulement bI P n'est pas une relation biuDÎforme. Ici encore, on n'aura qu'à remplacer P par R. Et la condition que /** ue doit jamais être égale à°P (que la suite ne doit pas être Termée) équivaut à celle-ci, que R doit être asymétrique. On peut donc conclure finalement : « Dire que y est entre x et :, c'est dire qu'il y a une relation asymétrique transitive entre x et t/ et entre y el z. n Rien de plus, rieD de moins : c'est U exactement le sens de la relation d'entre, ou, pour parler mathématiquement, c'est là la condition nécetsnire et suffisante de l'existence de cette relation.
Nous avons là un exemple remarquable de l'analyse d'une
relaiion & 3 termes en 2 relations à 2 termes. On pourrait
feire l'objection suivante : La relation d'entre est symétrique
par rapport aux deux termes extrêmes ; dire que y est entre x
et : n'implique nullement que x soit le premier et z le dernier,
ni même que l'un de ces termes précède l'autre. 11 semble donc
que la relation A 2 termes entre x et y, y el i, ne doive pas être
asymétrique. Mais, si elle n'était pas asymétrique, il se pourrait
que y eût la même relation par rapport à x et à a, et fût par
suilc « du même côté » par rapport h ces deux termes, au
lieu d'être entre eux. D'ailleurs, il faut remarquer que, dans la
définition formulée ci-dessus, rien n'indique le sens de la
relation h 2 termes qui doit exister entre x et ^, y et s : elle
peut être aussi bien suit que précède. Le fait que ce sens reste
erminé traduit précisément la symétrie de la relation a
nés. Il n'y a donc rien d'impossible ni de paradoxal à ce
le relation à 3 termes symétrique corresponde à deuï
ons à 2 termes asymétriques.
isons à la relation de séparation entre 4 ternies. On va )u'clle est aussi réductible à une relation transitive asya>^ e entre â termes. Bn effet, on peut démontrer que, sH
le la relation R ae serait plus asymétrique. En d'autres D avait, pour une puissance quelconque de P, P" = »?.<''' = t^J- . P, ce qui est la relation d'idenlilé, P éUnl biulin terme», on relomberaii sur le 1" terme x.
existe uae relation transitive asymétrique entre deux termes quelconques d*une suite de quatre termes au moins, les termes de cette suite, pris quatre à quatre, présentent la relation de séparation, caractérisée parles cinq axiomes de Vailati. Inversement, M. Vailati a démontré que, s'il y a relation de séparation, c'est-à-diie si les cinq axiomes sont vérifiés par cinq termes quelconques d'une suite, il existe entre deux termes quelconques une relation transitive asymétrique (précède)^ de sorte que la relation de séparation entre quatre termes a, 6, c, d se réduit aux trois relations binaires : a précède 6, b précède c, c précède d. L'existence d'une relation binaire transitive asymétrique, étant à la fois la condition nécessaire et suffisante de l'existence d'une relation de séparation, lui est exactement équivalente, et peut lui être substituée dans tous les cas. Toutefois, il faut remarquer que cette réduction repose sur la considération de trois termes fixes (par exemple a, 6, c) par rapport auxquels est définie la relation binaire (entre d et e^ considérés comme variables).
Ainsi toutes les méthodes génératrices d'ordre ont été ramenées à deux relations, Tune ternaire {entre), l'autre quaternaire (séparation), et ces deux relations à leur tour peuvent se réduire à un seul et même type de relation binaire, à savoir à une relation transitive asymétrique. C'est donc dans une telle relation que consiste l'essence de l'ordre; et toutes les espèces d'ordre que nous avons distinguées se trouvent ramenées à l'unité. Ce qui est particulièrement remarquable dans cette conclusion, c'est qu'on a pu ramener à l'unité l'ordre linéaire et l'ordre circulaire, autrement dit les suites ouvertes et les suites fermées. Et en effet, il suffit de couper une suite fermée pour la transformer en une suite ouverte, c'est-à-dire de prendre pour point de départ de la relation binaire un terme quelconque qui sera le premier. Toute la différence est que, dans une suite fermée, le premier terme est en effet un terme (jjuelconque, tandis que dans une suite ouverte il est unique et déterminé.
§ B. — Le nombre ordinal.
La théorie de l'ordre engendre naturellement la théorie des nombres ordinaux. Par « nombres ordinaux » il ne faut pas entendre les numéros d'ordre des éléments d'une suite [premier, deuxième, troisième,,.), mais les types d'ordre des classes bien ordonnées, suivant l'expression de Georg Cantor. Comme les nombres cardinaux, les nombres ordinaux sont déOnis par abstraction. Mais auparavant, il importe de déûnir la similitude des suites. La similitude est, pour les classes ordonnées, la relation analogue de Téquivalence des classes : l'équivalence est cardinale, la similitude est ordinale.
On dit que deux classes ordonnées ou suites u, v sont semblables S lorsqu'il y a entre elles une relation univoque et réciproque telle que, si dans u l'élément a^ précède l'élément ^j, dans V l'élément a, précède l'élément 6, (a,, b^ étant respectivement les corrélatifs de Oj, b^). Plus exactement, la relation de similitude existe, non entre les classes, mais entre les relations ordinatrices dont elles sont les champs; en effet, tout ordre est engendré par une relation, et la même classe peut recevoir divers ordres, en conséquence de relations différentes. On dira donc que deux relations P, Q sont semblables, lorsqu'il y a entre leurs champs respectifs une correspondance univoque et réciproque telle, qu'à deux éléments qui ont entre eux la relation P correspondent deux éléments ayant entre eux la relation Q, On peut enûn exprimer cette définition sous une forme symbolique : soit S la relation biuniforme qui fait correspondre les éléments de \i et les éléments de v chacun à chacun; on a les relations figurées dans le schéma suivant :
a^Pb^P c,P d^
a^Q b.Qc^O d^
1. Eq anglais : like, likeness (distinct de similar, similanty), V. p. i"?? note 1.
Oq a par exemple : a^Pb^^ (^tOf>v ^^ d*autre part : a,Sa,, b^Sb^, On peut définir la relation Q au moyen (en fonction) des relations /^ et S; en effet :
a^Qb^ . ^ . ajj*^5a, . a^Pb^ . b^Sb^ D'où:
On remarquera en outre que le domaine de la relation S est la première suite : a^, 6j, c,, ..., c'est-à-dire le champ de la relation P. On peut donc dire que deux relations P, Q sont semblables, s'il existe une relation biuniforme S dont le domaine est le champ de P, et telle que Q = ^S* P»S. Telle est la définition de la similitude formulée dans la Logique des relations *.
La relation de similitude est symétrique et transitive. Dès lors, elle donne lieu, en vertu du principe d'abstraction, à une relation uniforme qui unit toutes les classes (ou relations) semblables entre elles à un même terme. Ce terme unique sera, au point de vue de Textension, la classe des classes semblables entre elles; et, au point de vue de la compréhension, la propriété commune à toutes ces classes, c'està-dire leur type d'ordre ou leur nombre ordinal.
Pour une classe finie d'un nombre n de termes, toutes les suites qu'on peut former avec ses éléments sont semblables, et elles ne sont semblables à aucune suite de (n -f- 1) ou de (n - 1) éléments. Par conséquent, le nombre ordinal d'une telle classe est déterminé d'une manière univoque et réciproque par son nombre cardinal. Cette correspondance biuniforme entre les nombres ordinaux et cardinaux finis explique qu'on les confonde couramment. Le nombre ordinal usuel, le numéro d'ordre (« le n* ») est une autre idée : c'est l'idée du
1. RussELL, op. cit., p. 242, 262. M. Russell remarque que la similitude est, entre les relations, l'analogue exact de Téquivalence entre les classes. De même qu'une classe de classes équivalentes est un nombre, une classe <le relations semblables est un nombre-relation, et l'on peut étudier sur ces nombres-relations des propriétés analogues à celles des nombres, qui font l'objet d'une Arithmétique des relations (op. cit., § 253, 299).
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terme qui, dans une suite, en a (n — 1) avant lui. C'est, comme on voit, un mélange d'idées cardinales et ordinales, puisqu'elle implique, d'une part, une suite d'au moins n termes (donc le nombre ordinal n), et d'autre part le nombre cardinal n — i.
La défînition qu'on a donnée des nombres ordinaux s'applique également aux nombres finis et infinis, et rien jusqu'ici ne permet de les distinguer. Pour y arriver, il faut définir un nombre ordinal, spécial, «d, qui est le nombre ordinal des progressions; ou, ce qui revient au même, il faut définir une classe spéciale de suites, qu'on appelle les progressions ^
Pour le dire d'avance, une progression est une suite semblable à la suite des nombres cardinaux finis. Mais, si l'on veut se passer de l'idée de nombre, on peut définir directement les progressions comme suit :
« Une progression est une classe u contenue dans le domaine d'une relation biuniforme, qui possède les propriétés suivantes: i® l'ensemble des conséquents est contenu dans l'ensemble des antécédents sans lui être identique; 2^ si ^ est une classe quelconque qui contient au moins un des antécédents qui ne sont pas conséquents, et qui contient le conséquent de chacun desu qu'elle contient, elle contient tous les u. »
La première condition entraine l'infinité de la classe u; la seconde exprime le principe d'induction. Ainsi celui-ci est une partie essentielle de la définition des progressions, et c'est pour cela que les progressions sont semblables à la suite naturelle des nombres. On démontre alors que dans une progression il n'y a qu'un antécédent qui ne soit pas conséquent; ce terme unique (qui est le premier) sera le zéro de la progression considérée. Le un sera le conséquent de zéro (il est unique, puisque la relation génératrice est biuniforme); et en général, le suivant d'un terme x (seq x) sera le conséquent de ce terme. En vertu de la i" condition, tout terme a un conséquent.
1. Bien entendu, il faut dépouiller ce mot du sens qu'on lui donne en Arithmétique élémentaire (progressions arithmétiques et géométriques). La théorie des progressions a été exposée par M. Russbll dans son mémoire Sur la Logique des relations, § 3, ap. Revue de Mathématiques, t. VII (1901).
On peut alors démontrer que deux progressions quelconques sont seniblables, et, réciproquement, que toute suite semblable à une progression est une progression. Il en résulte que les progressions forment une classe unique de classes semblables, ce qui justifie la définition du nombre ordinal o> comme la classe des progressions. On démontre en outre que tout terme d'une progression diffère du suivant; qu'il diffère aussi de tous les précédents, de sorte que le même terme ne peut jamais revenir; enfin, que si Ton supprime 1, 2, .... n (nombre Gui) termes au commencement d'une progression, le reste est encore une progression. On définit ensuite l'addition et la multiplication des nombres ordinaux finis, et l'on démontre leurs propriétés formelles, y compris la commutativité, car cette fois les opérations impliquent un ordre entre les nombres combinés. On peut donc constituer, au moyen du calcul des relations, toute l'arithmétique des nombres ordinaux finis, sans jamais invoquer la notion de nombre cardinal.
Il n'en est pas moins vrai que la notion de nombre cardinal est antérieure à celle de nombre ordinal, parce qu'elle est logiquement plus simple : elle n'implique en effet qu'une seule relation biuriiforme entre deux classes, tandis que la notion de nombre ordinal implique, en outre, une relation génératrice d'ordre dans chacune de ces classes. En d'autres termes, la relation de similitude est plus compréhensive que la relation d'équivalence : elle implique l'équivalence, et quelque chose de plus.
^ même méthode logique permet d'expliquer la généralisation du nombre. Et d'abord, les nombres rationnels (ou fractions) seront considérés comme des relations entre nombres entiers, comme des rapports. On dira, par exemple, que le ïiombre a a la relation B avec le nombre c (aBc) si Ton a : "^=:c, c'est-à-dire si a multiplié par b donne c. Ainsi à chaque ûombre entier b correspond un rapport ou une relation B. Par suite, étant donnés deux nombres entiers a et rf, on dira qu'il y ^ entre eux la relation complexe B*''C {a B*''C d), si le produit de a par b est égal au produit de d par c {ab = cd),
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6 et r étant aussi des nombres eotiers. Et cette relation £«^C sera le rapport 6/c. Comme, en Mathématiques, les relations s^expriment par des opérations, on peut dire que le rapport hic est le symbole des opérations à effectuer sur a pour obtenir i (à savoir, une multiplication par h suivie d'une division parc; car l'égalité ab = cd équivaut à : axb/c = d). Ainsi les nombres rationnels ne sont pas des nombres, mais des opérations sur les nombres entiers; de sorte qu'on ne doit pas identifier aux nombres entiers les nombres rationnels qui leur correspondent (les Tractions à dénominateur i) ^
De même, les nombres positifs et négatifs seront conçus comme des opérations sur les nombres absolus (entiers ou rationnels). Considérons d'abord un nombre entier, a. Soit R la relation biuniforme qui existe entre chaque nombre et son suivant (et par suite ^R celle qui existe entre chaque nombre et son précédent). Le nombre positif -4- a indiquera l'opération qui correspond à la relation /î", et le nombre négatif — fl l'opération qui correspond à la relation ^B . En d'autres termes, -4- a signifie qu'on doit avancer de a rangs, et — fl qu'on doit reculer de a rangs dans la progression *. Cette conception est, on le voit, tout à fait conforme au sens commun, et aux considérations intuitives par lesquelles on explique, dans les éléments, la diiïéronce du positif et du négatif; mais elle est néanmoins indépendante de toute notion géométrique et de toute intuition.
De même, les nombres rationnels positifs et négatifs seront des opérations sur les nombres rationnels absolus. On a défini l'inégalité et l'addition des nombres rationnels absolus, et on sait que, si la fraction p est plus petite que la fraction ç, celle-ci est la somme de p et d'une 3" fraction r. La fraction positive -+- r désignera l'opération par laquelle on passe de p à g, et la fraction négative — r l'opération inverse (par laquelle
i. On retrouye ainsi, en somme, la conception de la fraction comme symbole opératoire, proposée par M. M6rat {Les fractions et les quantités négatives, 1890).
2. On a déGni plus haut les puissances entières d'une relation (p. 73, note 2).
on passe de q k p). Ainsi toutes les espèces du nombre généralisé sont, non pas des nombres, mais des opérations, ou mieux des relations entre les nombres entiers absolus, et ne doivent pas être identifiées, même partiellement, à ceux-ci. Cette conception introduit une clarté et une rigueur parfaites dans TArithmétique générale, et prévient radicalement les confusions d'idées qui s'y glissent trop souvent.
II convient de remarquer, avec M. Russell, que, si les propriétés cardinales des nombres finis sont les plus importantes dans les applications (dénombrement et mesure), leurs propriétés ordinales sont les seules que Ton ait k considérer dans les Mathématiques pures, de sorte qu'on peut, dans ce domaine, se contenter de la définition ordinale du nombre, c'est-à-dire considérer les nombres finis comme formant une 'progression^. C'est ce qui explique que d'éminents mathématiciens aient cru pouvoir réduire l'idée de nombre à celle de nombre ordinal ^. Cela explique aussi que ceux qui considèrent le nombre ordinal comme seul a priori croient que l'expérience ou l'intuition est nécessaire pour engendrer le nombre cardinal. Mais c'est là une erreur, car le nombre cardinal, on Ta vu, est plutôt antérieur au nombre ordinal, et par suite au moins autant a priori que lui.
Pour compléter la généralisation du nombre, il resterait à définir les nombres irrationnels et les nombres complexes. Mais la théorie des nombres irrationnels est inséparable de la notion de continu, qui demande une étude spéciale; et la théorie des nombres complexes implique la notion de dimension, qui appartient à la théorie de l'espace. Ainsi la généralisation du nombre nous conduit à deux théories nouvelles, qui feront l'objet des chapitres suivants.
CHAPITRE IV
Les nombres irrationnels, avons-nous dit, impliquent l'idée | de continuité, ils ne paraissent |K>uToir s'expliquer et se jus- \ tifier que par elle ; mais, en revanche, cette idée ne devient précise et rigoureuse que lorsqu'on la représente par les nombres réels, qui comprennent nécessairement les nombres irrationnels. C est ce qui fait croire à certains mathématiciens que ridée de continu procède de Tidée de nombre, et est engendrée par la création des nombres irrationnels. Quoiqu'il en soit, que les nombres réels soient l'original ou la copie du continu, il est incontestable qu'il y a une analogie et un parallélisme parfait entre les deux notions, et qu'on ne peut expliquer l'une sans l'autre. Analyser le continu, c'est définir les nombres irrationnels. Commençons donc par celte définition.
55 A. — Déhnition du nombre irrationnel.
On a proposé diverses manières de définir les nombres irrationnels. La conception qui devait se présenter le plus aisément à Tesprit des mathématiciens est celle qui considère les nombres irrationnels comme des limites de suites ou de séries convergentes qui n'ont pour limite aucun nombre rationnel. Mais les théories de ce genre ne prouvent nullement Vexistence (logique) des nombres irrationnels : elles la poslu-
knt au contraire ^ En outre, il y a quelque chose de paradoxal et de choquant pour Tesprit à dire : « Telle suite ou série n*a pas de limite (parmi les nombres rationnels); elle aura, par définition, pour limite un nombre irrationnel »; en d'autres termes, à dire qu'un nombre irrationnel est la limite d'une suite qui n'a pas de limite ^ Enfin, il y a quelques précautions à prendre pour définir Tégalité (ou identité) des nombres irrationnels, car le même nombre irrationnel peut être défini par une infinité de suites ou de séries toutes différentes; il faut quelque soin pour reconnaître que leurs limites, données d'abord comme distinctes, sont réellement identiques.
Une autre manière de définir les nombres irrationnels est celle de MM. Dedekino et J. Tannert '. Elle a l'avantage de se passer complètement de l'idée de limite, et de situer d'emblée les nombres irrationnels par rapport aux nombres rationnels. Elle part de ce fait que l'ensemble des nombres rationnels offre une infinité de coupures. On sait ce qu'il faut entendre parla. Chaque nombre rationnel partage l'ensemble des autres nombres rationnels en deux classes : celle des nombres plus grands que lui, et celle des nombres plus petits que lui; on les appelle, pour abréger, classe supérieure et classe inférieure. Il est clair que chaque nombre de la classe inférieure est plus petit que chaque nombre de la classe supérieure. En outre, étant donné qu'entre deux nombres rationnels il y en a toujours un autre (supérieur au plus petit et inférieur au plus grand) *, il n'y a dans la classe inférieure aucun nombre plus grand que tous les autres, ni dans la classe supérieure aucun nombre plus petit* que tous les autres. Tout cela résulte des
1. D'après M. Georg Cantor, Weierstrass serait le premier qui aurait évité ce cercle vicieux (Grundlagen einer allgemeinen Mannich/aUigkeitS' lehre, p. 22).
2. M. Freoe s'élève avec beaucoup de force et de justesse contre cette sorte de « définitions créatrices >♦, et soutient qu'une définition mathé matique, n'étant proprement qu'une imposition de nom, ne peut pas créer son objet, et ne peut dispenser d'en démontrer l'existence (Griindgesetze der Arithmetik, t. H, 1903; Function und Begriff, 1891).
3. Voir notre ouvrage De V Infini mathématique, V partie, livre I, chap. iv.
4. Propriété qu'on exprime en disant que l'ensemble est compact.
propriéléâ mêmes des nombres rationnels. Le phénomène de la coupure consiste en ceci, que la totalité des nombres rationnels peut être répartie (d'une infinité de manières) ea deux classes possédant les mêmes caractères, sans quil y ait entre les deux classes aucun nombre rationnel qui les sépare et les détermine. On est ainsi amené à concevoir un nombre (irrationnel) qui serait à la fois plus grand que tous les nombres de la classe inférieure et plus petit que tous ceux de la classe supérieure, et qui comble en quelque sorte la coupure, de même que dans le cas précédent elle était comblée par un nombre rationnel. Toute la différence consiste en ce que le nouveau nombre est déterminé et défini par la coupure, aa lieu de la déterminer, comme fait le nombre rationnel. Mais, une fuis que les nombres irrationnels sont définis et ajoutés à Tensembie des nombres rationnels, on peut confondre les uns et les autres, sous le nom de nombres réels, car ils jouissent en somme des mêmes propriétés.
Celle définition n'a qu'un défaut, qui lui est commua avec la précédente : elle ne permet pas de prouver TexisteDce des nombres irrationnels. M. Dedekind a dû postuler cette existence, en formulant pour l'ensemble des nombres réels un axiome de continuité y analogue à Taxiome qui caractérise la continuité géométrique (de la ligne droite) : « Si l'ensemble des nombres réels peut être réparti en deux classes telles que chaque nombre de la première soit plus petit que chaque nombre de la seconde, il existe un nombre réel, et un seul, qui produit cette répartition '. » Cet énoncé est un peu vague: que faut-il entendre par le nombre qui produit une répartition? Ce ne peut être un nombre intermédiaire entre les deux classes, puisque par hypothèse celles-ci comprennent ensemble la totalité des nombres réels. Il faut donc que le nombre en question soit le plus grand de la classe inférieure ou le pins petit de la classe supérieure. Mais alors, c'en est fait des propriétés caractéristiques de la coupure, puisque la défînitioa de
1. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, p. 18 (1872).
celle-ci implique à la fois que la classe iaférieure n'a pas de maximum et que la classe supérieure n'a pas de minimum. II faut donc revenir à l'ensemble des nombres rationnels^ et dire que toute coupure de cet ensemble correspond à un nombre réel. Ou bien il faut codifier la définition de la continuité, et dire : « Si l'ensemble des nombres réels peut être réparti en deux classes telles que chaque nombre de la première soit plus petit que chaque nombre de la seconde, ou bien la première a un maximum, ou bien la seconde a un minimum, mais jamais les deux à la fois ». Mais alors Taxiome perd beaucoup de son évidence, parce que le fait de la coupure en a disparu.
Bans tous les cas, cet axiome, ou un axiome équivalent, est nécessaire pour affirmer Texistence des nombres irrationnels, et cela est fâcheux, d'abord parce qu'il conviendrait que leur existence pût se déduire de leur définition ; ensuite, parce qu'on peut toujours refuser d'admettre l'axiome ou postulat en question, qui ne se justifie que par une analogie contestable; enfin, parce que cet axiome, même quand on l'admet, produit un hiatus dans renchainement déductif des. propositions, et semble constituer un appel à l'intuition, qui serait ruineux pour la thèse de la nature logique des vérités mathématiques.
M. KussELL a réussi à se passer de cet axiome en modifiant la définition du nombre irrationnel de telle sorte qu'elle implique ipso facto l'existence de l'objet défini. Sa définition consiste, en deux mots, à identifier le nombre irrationnel à la classe infé-* neuve qui servait précédemment à la définir. Seulement, cette classe doit être maintenant définie par ses propriétés intrinsèques. On appellera segment * toute classe de nombres ration. nels non nulle, qui ne comprend pas tous les nombres rationnels, qui comprend tous les nombres rationnels plus petits qu'un quelconque de ses éléments, et telle que chacun de ses éléments est plus petit qu'un autre de ses éléments (de
i. Celle conception du nombre irrationnel comme un segment [Zaklenitrecke) est due à Pasch, Ëinleitung in die DifferentiaU und Intégral- Rechn^ng (Leipzig, 1882).
sorte qu'aucun d'eux n'est le maximum). Ces deux dernières conditions s'expriment très simplement en symboles. Soit 6 l'ensemble des nombres rationnels plus petits que i (fractions propres) ; 6x sera Tensemble des nombres rationnels plus petits que X. Par extension, si u est une classe de nombres, bu sera la classe des nombres plus petits que quelque u. Cela posé, les deux conditions énoncées signifient que, si u est un segment, on a & la fois : Ou o u, et uo Oti, c'est-à-dire : Ou = u. On démontre aussitôt que 6 est un segment, et que, si x est un nombre rationnel, 6x est un segment (ce qui implique que 66j? = ôx). Mais la réciproque n'est pas vraie : tous les segments ne sont pas de la forme Oo?, x étant un nombre rationnel. Il y a donc, pour parler grossièrement, plus de segments que de nombres rationnels. Ces segments seront, par définitiouy les nombres réels. On déOnit aisément leur addition et leur multiplication, et Ton démontre que ces opérations jouissent des mêmes propriétés que les opérations de même nom sur les nombres rationnels. Une partie des nombres réels correspondent aux nombres rationnels : ce sont les segments de la forme ôa*; mais, à parler rigoureusement, ils ne doivent pas être identifiés à ceux-ci; de même qu'aucun nombre rationnel n'est un nombre entier, aucun nombre réel n'est un nombre rationnel. Un nombre rationnel est une relation de deux nombres entiers (un rapport)^ et un nombre réel est un ensemble de nombres rationnels. Par exemple, on distin- 'guera trois nombres 1 : le nombre entier 1 ; le nombre ration-
nel 1, qui est le rapport de i à 1 (ou le rapport de n à ??, identique au précédent); et le nombre réel 4, qui est l'ensemble des nombres rationnels plus petits que le nombre rationnel 1 (ensemble désigné par 6). On voit que dans cette conception Yexistence des nombres réels ne fait pas plus question que celle des nombres rationnels : les nombres rationnels existent, en tant que rapports des nombres entiers ; les nombres réels existent, en tant qu'ensembles dénombres rationnels.
La conception précédente n'est pas si éloignée qu'il semble de la conception ordinaire du nombre irrationnel, et clic en
est directement issue. En eiïet, au lieu de concevoir le nombre irrationnel comme limite commune des deux classes (supérieure et inférieure) qui le définissent, il revient au même (et il est plus simple) de le concevoir comme limite supérieure de la classe inférieure. Voici d'abord comment on définit la limite Supérieure (qu'on représente par le symbole V) :
M, V £ Cls 'R . gw . 3?; : o : l'tt = Tv . = . 6 M = ô t) Df
« Si K et V sont des classes non nulles de nombres rationnels positifs, dire que la limite supérieure des u est égale à celle des V, c'est dire que les classes du et Or sont égales (identiques). » C'est là une définition par abstraction, qui consiste à définir, non pas le symbole Vu en fonction de symboles counus, mois seulement Végalilé de deux tels symboles. On définit ensuite les nombres réels positifs (Q) comme suit :
Q = V [GIs'R rs u3 (gw . gR-Ow)] Df
u Un nombre réel est la limite supérieure d'une classe non nulle de nombres rationnels m, telle qu'il y a des nombres rationnels non inférieurs à quelque u *. »
H importe de remarquer que cette formule définit en bloc tous les nombres réels (et non pas seulement les nombres irrationnels) comme limites supérieures d'ensembles de rationnels. Si l'on veut faire rentrer l'ensemble des nombres rationnels dans le nouvel ensemble des nombres réels, il faut recourir à une nouvelle définition, qui fixe Tégalité et l'inégalité d'un nombre rationnel par rapport à une limite supérieure :
u e Cls 'R . a 6 R . o : a < I'm . = . a e 6 M Df o : a = Vu . = ,ba=bu Df
« Si a est un nombre rationnel et u un ensemble de nombres rationnels, dire que. a est inférieur à I'm, c'est dire que a est inférieur à quelque ti; et dire que a est égal à Tw, c'est dire que les classes 6a et 0m sont égales (identiques). » Il en résulte
l. C'est-à-dire ; « qui ne contient pas tous les nombres rationnels ».
que a est la limite supérieure du segment ôa, c'est-à-dire de Teusemble des nombres rationnels plus petits que lui. Mais, 00 le voit, c'est moyennant une convention qui identifie un nombre rationnel à une limite supérieure. Sans elle, rien De permet d'affirmer que le nombre rationnel a est la limite supérieure des nombres rationnels inférieurs à lui. Or les deux définitions précédentes sont défectueuses, car ce sont encore des définitions par abstraction : elles ne définissent ni a ni l'u, mais leur égalité ou inégalité. Et ce qu'il y a de plus grave, c'est qu'elles établissent ces relations entre des notions déjà définies séparément. En vertu de la définition de la limite supérieure, on a :
fia=z^u , = .Va=z Vu
et, en rapprochant cette égalité de celle-ci : a = ru, on en conclut immédiatement : a = Va, ce qui est une autre forme de la même convention. Rien ne justifie cette identification du nombre rationnel a à une limite supérieure quelconque, fût-ce à celle de l'ensemble formé du seul nombre rationnel a.
Mais, d'autre part, la limite supérieure n'ayant été définie que par abstraction, rien ne permet d'affirmer Texistence ni Punicité de cette entité nouvelle. Pour cela, il faudrait en avoir une définition nominale. Or, puisque l'égalité Vu = rv équivaut à l'égalité 6m = bv, et qu'elle n'a même pas d'autre sens, il est tout naturel de poser par définition :
Vu = ÔM
c'est-à-dire de supprimer la notion de la limite supérieure et de considérer uniquement les segments. En effet, quel que soit l'ensemble u, on a :
c'est-à-dire que l'ensemble 6m est un segment. On est ainsi conduit à identifier le nombre irrationnel au segment dont il est la limite supérieure, et plus généralement, à concevoir tous les nombres réels comme des segments de nombres rationnels, ce qui est la théorie de M. Russell. Seulement alors il ne faut
plus poser la définition :
a = Vu .z^ .6a = Ou
c'esl-à-dire identifier un nombre rationnel & une limite supérieure, car on serait amené à l'identifier à l'ensemble des nombres rationnels plus petits que lui (a = Vu . Vu = Ou . Ou = Oa . 0. a = ôa]. Ou bien il faut entendre par a, non plus le nombre rationnel a, mais le nombre réel a qui lui correspond. C'est ainsi, en particulier, qu'on pourra dire que le nombre réel i est Tensemble des nombres rationnels plus petits que i (nombre rationnel) *.
Bien que la définition formelle de la limite supérieure exclue le cas où la classe considérée comprend la totalité des nombres rationnels, on est conduit, par une générali8ation naturelle et légitime, à concevoir Vinfini comme la limite supérieure de Tensemble des nombres rationnels (ou mieux comme cet ensemble même, ce qui supprime la question d'existence). Il importe de remarquer que c'est là Tinfini comme nombre réel, distinct de l'infini rationnel (rapport d un nombre entier non nul à 0) et de l'infini entier (nombre cardinal a^ ou nombre ordinal w); de même que le zéro réel (limite inférieure des nombres rationnels positifs non nuls) se distingue du zéro rationnel (rapport du zéro entier à un nombre entier non nul) et du zéro entier. Toutes ces distinctions sont analogues à celles que nous avons établies entre les divers nombres 1, et tout aussi justifiées.
Mais, d'autre part, comment s'expliquer la confusion constante et traditionnelle qui s'est établie entre ces diverses généralisations du nombre, qui ne sont même pas, à vrai dire, des nombres, ce terme devant, semble-l-il, être réservé aux nombres entiers ? 11 ne suffît pas d'invoquer le soi-disant principe de permanence de Hankel, qui d'abord est faux, attendu que
1. Formulaire de Mathématiques (1903), § 42; cf. Peano, Sui numeri irraiionali (Revue de Mathématiques, t. VI, p. 126-140), où l'on trouve de nombreuses indications historiques et bibliographiques sur cette question, et le résumé des principales théories proposées.
les opérations arithmétiques ne conservent pas, d'une espèce à Tautre, toutes leurs propriétés, et qui, fût-il vrai, n'aurait que la valeur d'un motif esthétique d'analogie et pour ainsi dire de sentiments H ne suffît pas non plus dédire, avec M. Russell, que les mathématiciens ont, en vertu du caractère formel de leur science, une tendance invincible à identifier deux ordres d*enlités entre lesquels ils découvrent ou établissent une correspondance univoque et réciproque. La vraie raison est la suivante : toutes les espèces de nombres ont ceci de commuD, qu'elles servent à la mesure des grandeurs, et c'est pourquoi on les appelle toutes du même nom. Le nombre est, au sens le plus général, le symbole d'une grandeur, ou plutôt du rapport de deux grandeurs (d'une grandeur quelconque à l'unité de grandeur de son espèce) ^. C'est là, en tout cas, l'origine historique de la généralisation du nombre. Les nombres irrationnels étaient inconnus d'EucuDE, et ce qui lui en tenait lieu, c'était les rapports de grandeurs (livre X des Eléinents). Par conséquent, ce qu'on appelle le continu numérique est né, historiquement^ du continu géométrique, notamment du fait des grandeurs incommensurables. Mais il faut se garder de tirer de là des conclusions contraires à Vapriorité des Mathématiques pures. D'ailleurs, lors même que le continu numérique serait dérivé du continu géométrique, il ne s'ensuivrait pas qu'il procède en quoi que ce soit de l'intuition spatiale (pure ou empirique, peu importe ici). En effet, le continu géométrique n'est pas et ne peut pas être un objet d'intuition. On parle quelquefois du continu physique comme du modèle (imparfait) d'après lequel l'esprit humain aurait créé le continu mathématique; mais il n'y a pas, il ne saurait y avoir de continu physique. Ce que l'on appelle ainsi, c'est (tout au plus) des suites compactes de points, analogues à l'ensemble des nombres rationnels. Or, en admettant même (ce qui est déjà excessif) qu'une suite compacte soit donnée dans l'intuition, rien
1. Peano, Principio de permanentia, ap. Revue de Math., t. VIll, P* ^*/
2. C'est ainsi que Newton le définit au début de son Arithmetica universalis.
n'oblige ni même n'autorise à compléter une telle suite par des points irrationnels, de manière à la rendre continue. Jamais aucune expérience ni aucune mesure ne nous révélera un point irrationnel ou une grandeur incommensurable. De telles notions ne peuvent donc être qu'a priori, et indépendantes de toute intuition.
§ B. — Définition du continu.
Celte conclusion, qui nous parait déjà suffisamment établie par les arguments négatifs qui précèdent, se trouve confirmée par un argument positif péremptoire, qui est que Ton peut construire logiquement et de toutes pièces la notion du continu, non seulement sans invoquer le continu géométrique, mais même sans faire appel à Tidée de grandeur, uniquement avec des considérations d'ordre. C'est là une des conquêtes les plus importantes de la philosophie des Mathématiques; nous avons déjà eu Toccasion de la signaler*, mais M. Russbll en a fait ressortir toute l'importance en l'incorporant à son système. En deux mots, elle consiste en ceci, qu'on peut (et qu'on doit même) définir le continu d'une manière purement ordinale^ sans faire intervenir aucune notion métrique (de grandeur ou de distance).
C'est à M. Georg Cantor qu'appartient le double mérite, d'abord, d'avoir donné la première définition logique et précise du continu, ensuite, de l'avoir dégagée de toute considération de grandeur. Pour bien comprendre la définition ordinale du continu, il faut partir de la définition métrique qui en a clé donnée en premier lieu^. Aux termes de celle-ci, un ensemble continu est un ensemble parfait et bien enchaîné [zusammenhàngend). Rappelons brièvement la définition de ces attributs. Un ensemble E de points (ces jjoints n'étant pas autre chose
1- Sur la définition du continu, ap. Revue de Métaphysique et de Morale, t. VllI, p. 157-168 (mars 1900).
2. G. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannichfalligkeitslehre, ap. Malh. Annalen, t. XXI (1883).
que des valeurs numériques) a pour point-limite un point x (appartenant ou non à Tensemble), si dans le voisinage de x il y a une iuGnité de points appartenant à E, c'est-à-dire, plus rigoureusement, si, étant donné un nombre e, si pelit qu'il soit, il existe au moins un point de E dont la distance à x soit moindre que e. Un ensemble parfait est un ensemble qui contient tous ses points-limites, et dont tous les points sont des points-limites; en d'autres termes, puisqu'on appelle dérivé d'un ensemble l'ensemble de ses points-limites, un ensemble parfait est un ensemble identique à son dérivé : il le contient et y est contenu à la fois. D'autre part, un ensemble ë est dit bietî enchalnéj si, étant donnés deux points quelconques de E, Pq et Pj on peut trouver dans E une suite de points :p^y p^yPn (en nombre fini n) telle que les distances de deux points consécutifs, à savoir : p^p^^ P\Pv"' Pnfy soient toutes inférieures à un nombre donné e, et cela si petit que soit ce nombre (il est clair que, plus e est petit, plus n grandit, mais il ne doit pas cesser d'être fini).
On voit que les deux attributs qui servent à définir le continu impliquent Tidée de grandeur ou de distance. En outre, celte définition de la continuité est essentiellement re^afîi?e : on ne définit en effet un ensemble continu que par rapport à un autre ensemble, déjà continu (qu'on appelle métaphoriquement Vespace), où il est supposé plongé, et où il peut posséder des points-limites qu'il ne contient pas. Par suite, cette définition de l'ensemble continu présupposait la notion générale d'espace continu, c'est-à-dire une autre notion, antérieure et absolue, de la continuité. Or il se trouve que la définition absolue du continu au moyen de ses propriétés intrinsèques est en même temps affranchie de toute considération de grandeur, et implique uniquement des relations d'ordre. C'est cette définition ordinale qu'il nous reste à exposer *.
1. G. Cantor, Beilràge zur Begrûndung der trans/inilen Mengenlehre^ ap* Malh. Annalen, t. 46 (1895) et 49 (1897); trad. par Marotte sous le titre: Sur les fondements de la théorie des ensembles trans finis (Paris, Hermann, 1899). — Toutefois, nous devons mentionner que, dès 1894, M. EnriQOBS donnait une définition purement ordinale de la continuité de la ligo^
De même que la dé6nition des nombres irrationnels repose sur la considération des nombres rationnels, la définition ordinale du continu repose sur la considération d*un ensemble semblable à l'ensemble des nombres rationnels, c'est-à-dire possédant les mêmes propriétés ordinales. Ces propriétés sont les suivantes :
1^ C'est un ensemble dénombrable ;
2"^ Il n'a ni premier ni dernier terme;
3* Il est compact, c'est-à-dire qu'entre deux termes quelconques il y en a un autre.
Ces trois propriétés sont purement ordinales; caria première (la seule pour laquelle cela n'est pas évident) équivaut à ceci : « l'ensemble peut être rendu semblable à une progression »; or on a défini la progression indépendamment de l'idée de nombre cardinal *. Ces propriétés déOnissent le type d'ordre tj de l'ensemble des nombres rationnels, et par suite de tout ensemble semblable à celui-là*.
Dans l'ensemble 7) ainsi défini, on peut considérer ce que M. Cantor appelle des suites fondamentales ascendantes ou descendantes. Une suite fondamentale est une progression (du type d'ordre w) dont les termes se suivent dans le même ordre que dans l'ensemble tq, auquel cas elle est dite ascendante, ou dans l'ordre inverse, auquel cas elle est dite descendante. On peut se borner à considérer les suites fondamentales ascendantes, et cela sera sous-entendu désormais. Une suite fondamentale S a une lirnite, si dans l'ensemble -/j il y a un terme qui est le premier après tous les termes de S. Autrement dit, un terme x est la limite de la suite fondamentale S, si tous les termes de S sont inférieurs (antérieurs) à a?, et si chaque terme
droite : Sui fondamenti délia Geometria projettivay postulat Vil, ap. Hendiconti del H, IslUuto Lombardo, ser. II, vol. XXVll.
1. Comme le remarque M. Russell, ces trois propriétés sont relatives à deux manières dilTérenles d'ordonner les nombres rationnels : les deux dernières les supposent rangés par ordre « de grandeur >», tandis que la première les suppose rangés sous forme de progression {op. cit., § 278).
2. Le type d^ ordre étant, par définition, le concept obtenu par l'abstraction eiïectuée sur tous les ensembles semblables à un même ensemble, ou, en extension, la classe de ces ensembles.
supérieur (postérieur) à tous les termes de S est supérieur (postérieur) à x. Cela posé, on dit qu*un ensemble est parfait, si toutes ses suites fondamentales ont des limites, et si tous ses termes sont des limites de suites fondamentales.
On remarquera que la notion de limitey et par suite celle de parfait, sont maintenant définies d'une manière purement ordinale, et de plus intrinsèque, c'est-à-dire sans considérer aucun élément extérieur à l'ensemble en question. Mais l'attribut de parfait ne suffît pas encore à définir un ensemble continu : il faut y ajouter ce fait, que cet ensemble contient un ensemble du type d'ordre v). On est ainsi amené à la définition suivante du type d'ordre ô du continu linéaire :
« L'ensemble est parfait, et contient un ensemble dénombrable E tel qu'entre deux termes de 6 il y a au moins un terme de E. »
Cette définition est suffisante, car on peut démontrer que l'ensemble E caractérisé par ces trois propriétés (d'être dénombrable, d'être contenu dans un ensemble parfait, et d'avoir un terme entre deux termes quelconques de celui-ci) possède le type d'ordre y).
On remarquera l'analogie de cette définition du continu avec celle des nombres irrationnels. On peut rendre cette analogie plus étroite encore en substituant les segments aux suites fondamentales dans la définition du continu. Étant donné un ensemble E ordonné du type d'ordre v), c'est-à-dire dénonibrable et compact, on peut y définir des segments^ comme dans l'ensemble des nombres rationnels. Un segment sera un ensemble S qui contient quelques termes de E, mais non tous, qui ne contient pas de dernier terme, et qui contient toiis les termes de E qui précèdent un terme quelconque de S. Celte définition est, comme on voit, purement ordinale. Or chaque segment contient virtuellement une infinité de suites fondamentales ayant pour limite sa propre limite supérieure. Dire que toute suite fondamentale a une limite, c'est dire que tout segment a une limite supérieure; et comme cette limite supérieure doit, par hypothèse, être contenue dans l'ensemble total (où
l'ensemble Ë se trouve compris), c'est dire que cet ensemble total est semblable à l'ensemble des nombres réels, et par conséquent continu.
M. Whitëhead a simplifié cette définition en la remplaçant par la définition équivalente que voici : « Une suite est con-
Fig. 1.
linue : !*• quand elle a un premier et un dernier terme, et quand tous ses segments (tant supérieurs qu'inférieurs) ont une limite; 2^ quand elle contient une suite dénombrable compacte telle qu'il y ait un terme de celle-ci entre deux termes quelconques de la preniière * ».
Pour montrer la différence des deux définitions de la continuité (la définition ordinale et la définition métrique), il suffit d'analyser quelques exemples simples. Considérons d'abord l'ensemble des nombres réels compris entre et 2; il est figuré par le segment — 2, c'est-à-dire par un ensemble de points linéaire et continu (fig. 1). Coupons ensuite ce segment immé-
Fig. 2.
diatement avant le point 1, et séparons les deux tronçons : l'un composé de tous les points compris entre inclus et i exclu, l'autre composé de tous les points compris entre 1 et 2 inclus (fig. 2). L'ensemble des deux tronçons ne sera plus continu au sens métrique, puisqu'il n'est plus bien enchaîné : il y a une distance finie entre le point 1 et l'un quelconque des points (de .l'ensemble) situés à sa gauche. Mais il sera encore continu au sens ordinal, car le point 1 est toujours la limite (au cens ordinal) des points qui le précèdent, il est toujours (dans l'ensemble) le premier après tous les points du premier
!• RussELL, op. cit., p. 299, note.
tronçon ^ Au lieu de considérer des points que nous déplaçons dans l'espace, c'est-à-dire une image géométrico-physique^ nous pourrions considérer des nombres purs et fixes : Tensemble des nombres réels compris entre inclus et 1 exclu, et entre 2 et 3 inclus, est continu au sens ordinal sans Tétre au sens métrique : car s'il y a un intervalle fini (> 1) entre le nombre 2 et chacun de ceux qui le précèdent, il n'en est pas moins le premier après ceux-ci, et il est leur limite ordinale, au même titre que le point 1 est leur limite métrique. On voit par ces exemples quelle est la diiïérence essentielle entre les deux continuités : la continuité ordinale est inttnnsèque, elle repose uniquement sur les relations internes des éléments de l'ensemble, et ne lient aucun compte des éléments étrangers; tandis que la continuité métrique est relative à la situation de l'ensemble considéré au sein d'un autre ensemble, qui est continu, et dont les éléments entrent en considération. La continuité ordinale est donc la seule primitive et absolue.
On pourrait imaginer des ensembles plus compliqués, qui seraient continus au sens ordinal tout en étant absolument discontinus au sens métrique. Voici un procédé très général et très simple pour construire de tels ensembles. Concevons que tous les nombres réels compris entre et 1 soient écrits dans le système binaire, c'est-à-dire sous forme de nombres « bimaux » dont les chiffres seront tous ou 1 ; on a évidemment ainsi un ensemble continu (tant au sens métrique qu'au sens ordinal). Lisons maintenant tous ces nombres dans le système décimal (ou dans tout autre système de numération non binaire); leur ensemble cesse d'être continu au sens métrique, puisque alors le segment (0 — 1) comprend d'autres nombres décimaux (par exemple ceux qui contiennent 2 parmi leurs chiffres décimaux); mais il reste continu au sens ordinal, attendu que l'ordre relatif des nombres (ou des points correspondants) est resté exactement le même ^. En réalité, cette
1. Ce tronçon n'est pas continu, mais semi-continu, dans le style de M. Cantor, car il lui manque un point-limite (qui est 1).
2. Cette méthode est due à M. Peano, Rivista di Matematica, t. Il, p. 41.
transformation, qui fait image, représente une correspondance purement statique établie, par Tintermédiaire des nombres indiqués, entre deux ensembles de valeurs ou de points dont Tun constitue Tintervalle continu (0,1) et dont Tautre au contraire ne comprend qu'une partie des points de cet intervalle K Néanmoins, celui-ci est tout aussi continu que l'autre au point de vue ordinal, puisque Tordre de ses éléments est le même : si un nombre (ou plutôt : une expression numérique) est supérieur à un autre dans le système binaire, il lui est aussi supérieur dans le système décimal, et réciproquement *.
Les définitions précédentes du continu ne sont guère intuitives, il faut en convenir. Néanmoins, elles suffisent & fonder non seulement l'Analyse, mais même la Géométrie. C'est là un fait extrêmement important, et de grande conséquence en philosophie, que le continu géométrique puisse se réduire au continu numérique qu'on vient de définir. Ce fait réfute définitivement toutes les doctrines qui considèrent la notion du continu comaie provenant de l'intuition sensible, et comme réfractaire à l'entendement.
On verra en Géométrie des définitions plus simples et plus intuitives du continu (par exemple de la continuité de la ligne droite), mais ces définitions seront exactement équivalentes aux précédentes, et leur simplicité relative vient du fait qu'un certain nombre des conditions de la continuité se trouvent impliquées déjà dans la définition de la ligne droite.
Voir ScHÔNFUES, Bericht ilber die Mengenlehre, ap. Jahresbericht der deulschen Mathematiker-Vereinigung, t. Vlll, n° 2, p. 64, 98, 102 (1900).
!• Il est même nulle part dense dans cet intervalle. On a ainsi une correspondance biuniforme entre un ensemble continu (donc partout dense) fit un ensemble nulle part dense, de telle sorte qu'ils sont semblables. Une telle correspondance a été découverte par Uarnack {Math. Annalen^ t. 23).
2. Les nombres qui n'ont qu'un nombre fini de chiffres « bimaux » ont <leux expressions, dont l'une ne comprend que des zéros à partir d'un certain rang, tandis que l'autre ne comprend que des 1 à partir du même •■^ng. Pour rendre la correspondance biuniforme, il convient de supprimer une de ces expressions, par exemple celle qui contient une infinité de 1. Celte remarque met en évidence la discontinuité métrique de l'ensemble des nombres décimaux correspondants : car cet ensemble ne contient nianifestement aucun point compris entre les 2 points qui correspondent * deux expressions bimales équivalentes, comme par exemple: 0,01111 .... ®t 0,1000 (c'est-à-dire, dans le système décimal, entre 0,02 et 0,1).
CooTURAT. — Les principes des mathématiques. 7
CHAPITRE V
LMDËE DE GRANDEUR
La conception tradîtionnelie des Mathématiques, qui a régné jusqu'au milieu du xa,^ siècle, faisait de la grandeur l'objet essentiel de cette science; le nombre lui-même était considéré comme une espèce de grandeur, la grandeur discrète, par opposition à la grandeur continue. Depuis lors, c*est devenu un dogme universellement accepté, que la Mathématique pure repose entièrement et uniquement sur Tidée de nombre, et même de nombre entier. Or nous avons vu, d'une part, que ridée d'ordre est un objet de la Mathématique pure, et qu'elle est irréductible à l'idée de nombre, puisque celle-ci (en tant que nombre cardinal) ne contient aucune considération d'ordre; et, d'autre part, que les nombres en tant qu'objets de la Mathématique pure peuvent se réduire à leurs propriétés ordinales, et que le continu lui-même, qui semblait l'attribut caractéristique de la grandeur, peut se définir d'une manière purement ordinale. Il semble donc que l'objet essentiel ou principal delà Mathématique pure soit, non plus l'idée de grandeur ni l'idée de nombre, mais plutôt l'idée d'ordre, et que celle-ci ait détrôné les deux autres, qui ont si longtemps occupé le premier rang. Dans tous les cas, il y a un résultat certain, c'est que l'on peut concevoir et définir le continu sans aucune considération de grandeur : et c'est pour mieux marquer cette indépendance que nous avons traité la notion du continu avant celle de la grandeur. Selon M. Russell, l'idée de grandeur serait inutile et même étrangère à la Mathématique pure, parce
DÉFIBOTION DE LÀ GRANDEUR
qn^on ne pourrait pas la définir Bans quelque appel à Tinluition; ou du moins, on ne pourrait la définir que pat postulats^ ce qui ne permettrait pas d'affirmer Texistence de Tobjet défini ; cette existence ne pourrait être donnée que par Texpérience ^ Pour comprendre et apprécier cette thèse paradoxale, il convient d'exposer la théorie de la grandeur de M. Russell.
A. — DÉFINITION DE LA GRANDEUR
Il y a d'abord une distinction capitale à établir entre la grandeur et la quantité, La grandeur est la quantité abstraite, la quantité est la grandeur concrète; la première est ce qu'on appelle un état de grandeur, la seconde est l'objet lui-même auquel on attribue cet état. Ces deux notions sont constamment confondues dans le langage et dans Tusage, de même que sont confondus, en général, le sens concret et le sens abstrait d'un même terme ^ Il n'en est que plus utile de les distinguer soigneusement; et celte distinction a une grande importance théorique. En effet, on conçoit fréquemment les grandeurs comme pouvant être égales aussi bien qu'inégales (c'est même une des façons banales de définir la grandeur) ; or, au point de vue logique, des grandeurs différentes ne peuvent pas être égales; ce qu'on nomme vulgairement des grandeurs égales, ce sont des quantités égales, c'est-à-dire qui possèdent la même grandeur. Seul, Tempirisme peut refuser d'admettre que, si deux objets sont égaux, c'est en tant qu'ils représentent et incarnent une même grandeur abstraite. Mais, du moment qu'on admet entre quantités concrètes une relation symétrique
1. On pourrait croire que la même objection vaut contre les diverses espèces de nombres que nous avons définies précédemment. Ce serait une erreur, car les définitions que nous en avons données étaient toutes i^ominales, et montraient par suite immédiatement l'existence de l'objet défini. On a vu que c'est précisément pour cela que M. Russbll a choisi les définitions de cette forme.
2. La rougeur et une rougeur, la longueur et une longueur (de sorte l<lu'oa pourrait dire : la longueur d'une longueur). Une langue artificielle
comme VEsperanto permet de faire cette distinction logique, inconnue des l&Qgues naturelles, parce qu'elle est inconnue du vulgaire.
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et transitive appelée égalité^ on peut, en vertu du principe d'abstraction, la ramener à une identité de relation. Le terme unique auquel toutes les quantités égales seront alors rapportées sera par déOnition leur grandeur commune, et ainsi leur égalité se réduira à une identité de grandeur.
Cette distinction permet de décider entre deux théories de la grandeur que M. Russell appelle la théorie relativiste et la théorie absolutiste. Dans la théorie relativiste, les grandeurs sont susceptibles des deux relations d'égalité et d'inégalité, oa plus précisément des trois relations : égal à (=), plus grand que (>), plus petit que (<). Cette théorie a besoin pour se constituer des huit axiomes suivants (A, B, C étant des grandeurs d'une même espèce) :
VII. Si A>BetB = C, ona: A> C
VlII.SiA = B et B>C, ona: A>C.
De ces axiomes on peut déduire qu'une grandeur peut toujours être substituée à une grandeur égale dans une égalité ou une simple inégalité *, et que Ton a : A= A pour n'importe quelle grandeur A. Cela fait présumer que l'égalité de grandeur n'est en réalité qu'une identité, et c'est ce que le principe d'abstraction permet d^affirmer. Le bon sens confirme cette conclusion : il est raisonnable d'admettre que les grandeurs égales ont en commun quelque chose de plus que les autres grandeurs de la même espèce, qui leur sont inégales; et il est
1. On sait que cette propriété (possibilité de substitution) était pour Lbibniz la définition de Tégalité logique ou identité : « Ëadem sunt, quorum unum in alterius locum substitui potest salva veritate. » {Phil. Schriften, t. VII, p. 219.) Mais \& principe de la substitution des équivalents n'est pas plus un axiome en Mathématique qu'en Logique (cf. p. l^i noie 1, et p. 107, note 1).
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paradoxal de soutenir que deux grandeurs égales ne diffèrent de deux grandeurs inégales que par le fait même de la relation extrinsèque qui les unit : égalité pour les premières, inégalité pour les secondes. Leibniz eût dit que c'est contraire au principe de raison, suivant lequel toutes les relations d*un objet doivent avoir leur fondement dans ses propriétés intrinsèques. Mais ce principe de raison est trop général et trop vague, et il est remplacé avec avantage par le principe d'abstraction *.
La théorie absolutiste doit donc être préférée, d'autant plus que, comme on va le voir, elle repose sur des principes plus simples et réalise une notable économie de postulats. Dans celte théorie, répétons-le, deux grandeurs ne peuvent pas être égales, ou alors elles sont identiques (cette thèse est parfaitement conforme à la thèse analogue en Arithmétique, suivant laquelle il n'y a pas de nombres égaux, mais bien le même nombre incarné dans des collections différentes) *. Par conséquents, deux grandeurs différentes sont nécessairement inégales; et cette relation d'inégalité sert à caractériser les grandeurs d'une même espèce : deux grandeurs sont de même espèce, quand l'une peut être dite plus grande ou plus petite que l'autre. Les axiomes nécessaires pour constituer cette théorie sont au nombre de quatre seulement, à savoir :
I. Aucune grandeur n'est plus grande ou plus petite qu'ellemême.
II. De deux grandeurs A, B (différentes), ou bien A > B, ou bien A < B.
m. Si A > B, on a : B < A.
IV. Si A > B et B > C, on a : A > G
On voit à quoi tient la plus grande simplicité de ce système : c'est que tous les axiomes relatifs à l'égalité en ont disparu, et cela se comprend, puisque dans cette théorie l'égalité n'est
1. En vertu de ce principe, une grandeur est (au point de vue de l'extension) une classe de quantités égales, et (au point de vue de la compréhension) l'état commun de toutes ces quantités (leur qualité commune).
2. Cf. HôLDER, die Axiome der Quantitâl und die Lehre vom Mass, p. 4, Dote 1; ap. Berichte der kôn. sâchs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, math.-phys. Classe, t. 53 (1901).
102 LIDEE DE GRANDEUR
pas une relation originale et indéfinissable, mais simplement Tégalité logique ou identité ^ Quanta rinégalité, seule notion indéfinissable de cette théorie, elle se trouve définie implicitement par ses propriétés : c'est une relation asymétrique transitive (en vertu des axiomes 111 et lY).
Nous avons défini en passant ce qu'on appelle une espèce de grandeurs, en disant que deux grandeurs sont de même espèce^ si Tune est plus grande que Tautre. C'est là une définition par abstraction qui est insuffisante. Mais, toujours en vertu du principe d'abstraction, il doit exister un terme commun auquel toutes les grandeurs d*uue même espèce sont rapportées, et c'est leur relation k ce terme qui permet de dire qu'elles sont de cette espèce particulière. C'est là un nouvel axiome de la présente théorie. La relation d'une grandeur particulière à son espèce est la relation d*un individu à une classe à laquelle il appartient, ou (en compréhension) au concept sous lequel on peut le subsumer ^. Toutes les espèces de grandeur, à leur tour, peuvent être subsumées sous le concept général de grandeur^ et sont des individus de la classe grandeur. Celle-ci est donc une classe du second ordre (une classe de classes) par rapport aux grandeurs particulières.
11 reste à formuler un dernier axiome, qu'on peut appeler le principe des indiscernables appliqué aux grandeurs. Il peut s'énoncer ainsi : « Deux grandeurs (différentes) de même espèce ne peuvent coexister dans les mêmes relations entre les mêmes termes ». Autrement dit, puisque les grandeurs concrétisées dans l'espace et dans le temps se nomment des quantités, une même quantité ne peut correspondre à deux grandeurs différentes de la même espèce ; ou encore, la relation d'une quantité à la grandeur correspondante est uniforme : chaque quantité détermine d'une manière univoque la grandeur cor-
1. C'est ce qui justifie l'emploi du même signe (=) pour les deux égalités. Cf. p. 49, note 4.
2. C'est en ce sens qu'il faut interpréter les locutions comme : une grandeur de plaisir. Il n'y a pas là deux objets, un plaisir et une grandeur» mais un seul objet, à savoir un plaisir qui est une grandeur de Tespèce plaisir (Russell, op, cit,, § 163).
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respondante, et cela se comprend, puisque cette grandeur est tirée par abstraction de cette quantité.
La théorie que nous venons d'exposer est très générale : elle porte sur toutes les espèces de grandeurs, aussi bien intensives qo'extensives, par le fait même qu'elle n'implique entre les grandeurs de même espèce qu'une seule relation, celle d'iné* galité. Or, comme le remarque M. Russell, on considère habituellement les grandeurs comme caractérisées par deux propriétés : l'inégalité d^une part, et la divisibilité d'autre part. De ces deux propriétés, l'inégalité est la plus générale, car ce qui distingue les grandeurs intensives des extensives, c'est justement qu'elles soutiennent entre elles des relations d'inégalité sans être divisibles, sans que les plus grandes puissent être conçues comme contenant les plus petites ou comme composées par l'addition des plus petites (que l'on pense, par exemple, aux degrés de température) ^ On pourrait définir les grandeurs intensives : celles qui sont susceptibles d'inégalité, mais non d'addition; et les grandeurs extensives : celles qui sont susceptibles à la fois d'inégalité et d'addition. Or, tandis que dans les grandeurs intensives la relation d'inégalité est nécessairement prise comme indéfinissable, dans les grandeurs 6xtensives elle peut se définir au moyen de l'addition. On peut donc faire une théorie différente et spéciale pour les grandeurs extensives, qui sont les grandeurs proprement mathématiques. C'est cette théorie que nous allons maintenant exposer^.
i. Rigoureusement parlant, on doit dire, avec M. Pussell {op, cit., § 162), qu'aucune grandeur n'est divisible : chaque grandeur est un tout unique. Quand on dit qu'une grandeur est divisible, on veut dire qu'elle est égale à la somme de plusieurs grandeurs de la même espèce. La divisibilité revient donc au fond à I' « addibilité ».
2. D'après les travaux de M. Burali-Forti : Formulaire de Mathématiques, 1. 1, ch. IV : Théorie des grandeurs (1895) [il est à remarquer que cette théorie est absente des éditions ultérieure du Formulaire']', Les propriétés formelles des opérations algébriques, ap. Revue de Mathématiques, t. VI, p. 141-177 (1900); Sulla Teoria générale délie Grandezze e dei Numéris ap. Atti délia B. Accademia délie Scienze di Torino, t. XXXIX (1904).
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§ B. — Théorie des grandeurs ëxtensives.
On considère une classe G, et une opération qui, effectuée sur deux éléments de cette classe, produit un élément de cette classe (identique ou non à Tun des deux premiers). Pour élucider cette notion d'opération, il suffit de dire qu'une opération binaire (comme celle dont il est question ici) est une relation ternaire qui à deux éléments de la classe fait correspondre un élément de la même classe. Bien entendu, ce dernier élément, appelé résultat de l'opération, est déterminé d'une manière univoque, c'est-à-dire qu'il est unique pour chaque couple d'éléments donnés. On dit alors que la classe 6 est une classe homogène par rapport à l'opération considérée. Nous pourrions continuer à raisonner in abstracto sur cette opération et sur ses propriétés formelles, en la représentant par un symbole spécial ^ ; mais, pour simplifier les écritures et les énoncés, et rendre la lecture plus facile, nous appellerons cette opération addition^ son résultat somme^ et nous représenterons la somme des deux grandeurs a et 6 par le symbole connu a-\-b. Seulement il ne faut pas oublier qu'il s'agit de grandeurs, et non de nombres, et que l'opération -h, bien distincte de l'addition arithmétique, est uniquement définie par les propriétés formelles que nous allons énoncer. Notre exposition gagnera ainsi en clarté ce qu'elle perdra en généralité et en pureté théorique. *
On peut étendre le sens et l'usage du symbole -+-, en le faisant porter, non plus sur des individus ou éléments, mais sur des classes. Soient u, v deux classes de grandeurs G; {u-^-v) représentera la classe des grandeurs obtenues en additionnant une quelconque des grandeurs u et une quelconque des grandeurs V, En particulier, si a est une grandeur individuelle, (a-4-u) désignera l'ensemble des sommes de a et des diverses grandeurs v; et (u-f-a), l'ensemble des diverses grandeurs u
1. Comme fait M. Burali-Forti dans le dernier des ouvrages cités, que nous suivons d'ailleurs dans cet exposé.
et de a. En outre, jusqu'à preuve du contraire, on doit supposer que ]es « sommandes » ont un ordre déterminé et ne peuvent pas être échangés; autrement dit, que la somme de a et de b peut n'être pas égale (identique) à la somme de b et de a. Gela est évident, étant donnée Tindétermination formelle de l'opération en question, qui peut n'être pas symétrique.
On définit alors dans la classe G Vêlement nul (ou les éléments nuls) par rapport à l'opération -h ; nous le représenterons par (par analogie avec le nombre 0, dont la grandeur nulle est néanmoins bien distincte). Voici cette définition :
0=zG r^x3 {y iG .0 .x-hy = y) Df
« Zéro est une grandeurs telle que la somme de x et d'une grandeur quelconque y est égale à y, » C'est, comme on dit, le module de l'addition. Il importe de remarquer que cette définition, comme toute définition, n'implique ni l'existence ni l'unicité de l'objet défini; cette existence et cette unicité devront être la matière de propositions spéciales (postulats ou théorèmes). Pour le moment, est défini comme une classe qui peut être nulle (vide) ou qui peut contenir plusieurs éléments.
On définit ensuite la relation d'inégalité entre les grandeurs de la classe G, et cela, comme nous l'avons -annoncé, au moyen de l'addition. Plus exactement, on définit d'emblée la classe des éléments inférieurs à un élément donné a, que l'on représente par 6a (« plus petit que a ») :
atG .o ,^a = G r^x2[a&x-{- (G-0). v. a e (G-0) -h x]
« a étant une grandeur de la classe G, 6a est l'ensemble des grandeurs x de la classe G telles que a est la somme de x et d'une grandeur G non nulle*. » Comme la notion de somme, la notion plus petit que s'étend d'un individu à une classe quelconque. Soit u une classe de grandeurs G : 6m représentera
1. Cette somme doit être entendue dans un sens quelconque, afin de ne pas impliquer la loi commutative. Cette formule a été corrigée en conséquence par M. BuRALi-FoRTi lui-même, d'après M. Huntington : A complète iet of postulâtes for the theory of absolute continuons magnitude, ap. Traji' factions of the American Matkematical Society (1902).
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la classe des grandeurs plus petites qu'une quelconque des grandeurs ti. Comme les autres, cette définition est susceptible d'une expression formelle :
u c Cls'G . o . ÔM = X 3 [g u n y î (.T e ôy)] Df
a u étant une classe de G, Ou est Tensemble des x plus petits que quelque élément y de la classe u *. »
Bien entendu, la relation 6 n*est définie que par rapporta Topération désignée par + et dans la classe G. Si la classe G est celle des nombres réels positifs, et si l'opération -h désigne leur addition, bx désigne les nombres plus petits que x. Hais si la classe G est celle des nombres entiers, et si ropéralion x est la multiplication, Ox désignera les sous-multiples dex;et si l'opération + est la division, bx désignera les multiples dex. Gela montre la généralité formelle de ces définitions, qae la particularité de nos signes ne doit jamais faire oublier.
Enfin on définit une classe limitée de grandeurs G de la manière suivante :
Gis lim' G = Gis' G ^ u 3 [gu . a G-ôw] Df
'< Une classe limitée de G est une classe de G, u, telle qu'il y a des M, et qu'il existe des grandeurs G non inférieures àun« quelconque. » Quand on aura prouvé que « non inférieur à» équivaut à « supérieur ou égal à », on pourra dire qu'une classe limitée de G est une classe non nulle telle qu'il y a des grandeurs G égales ou supérieures à un u quelconque.
Cela posé, voici comment on définit la notion de grandeur, ou, plus exactement, d'une espèce de grandeurs :
Une espèce de grandeurs est une classe G homogène par rapport à une certaine opération -+-, et qui vérifie les huit postulats suivants :
1. Il est inutile de spécifier que ces x sont des 6, car cette condition est impliquée dans la définition de 6, et par suite dans la proposition : X t 6t^, jointe à l'hypothèse : u o G.
« Si l'on a, entre grandeurs G, l'égalité : x + z = j/ + z, on a aussi l'égalité : a? = y *. »
VII. a:sG-0.o,.aÔa
«Si la grandeur x n'est pas nulle, il y a une grandeur G plus petite que x et non nulle ». En d'autres termes, il n'y a pas, parmi les grandeurs non nulles, de grandeur minimum.
1. ^implication inverse : x=.y.o.x-\'Z = y-\- z est impliquée dans la définition de l'opération -j- comme opération uniforme. On voit ainsi que le prétendu axiome : « Des quantités égales ajoutées à des quantités égales donnent des résultats égaux » fait en réalité partie de la définition de l'addition, et, par suite, de la définition même de la grandeur.
2. On remarquera que les postulats II et HT sont des postulats d'existence. Il en est de même des postulats VII et VIII.
3. D'où, par contraposilion : « La somme de deux grandeurs n'est nulle que si chacune de ces grandeurs est nulle. »
4. On remarquera que la loi commutative de l'addition ne figure pas parmi les postulats : elle peut se déduire de ceux-ci. Ce perfectionnement est dû à HôLDER, op. cil.
5. Cette formule a été corrigée par M. Burali-Forti (ap. Huntington, op. cit.)^ pour rendre tous les axiomes indépendants les uns des autres.
Vin. ue Clslim'G . o». gG na:3(0ar = Ôu)
c< Si u est une classe limitée de G, il y a une grandeur x telle que ôx = 6u, c*est-à-dire que Tensemble des grandeurs plus petites que x est égal (identique) à Tensemble des grandeurs plus petites qu'un u quelconque. » Ce dernier postulat affirme l'existence d'une limite supérieure x pour toute classe limitée de grandeurs G (et par suite aussi l'existence d'une limite iuférieure pour toute classe de grandeurs G non nulles). Gomme nous le savons déjà, ce postulat équivaut à affirmer la continuité de l'ensemble des grandeurs G ^
On peut prouver que ces huit postulats sont absolument indépendants les uns des autres, c'est-à-dire qu'aucun d'eux n'est une conséquence logique des autres, ou que chacun d'eui peut être faux alors que tous les autres sont vrais, ce qui est la forme la plus parfaite d'un système de postulats.
On a vu que le postulat II affirme l'existence d'une grandeur nulle. On démontre aisément, au moyen du postulat 1, que cette grandeur nulle est unique. Alors, mais alors seulement, on peut parler de la grandeur nulle comme d'un individu.
De l'ensemble des huit postulats énoncés on peut déduire toutes les propriétés d'une classe de grandeurs absolues, y compris zéro ^. On définit l'inégalité (comme relation de deux grandeurs) de la manière suivante :
a?, ?/ 6 G . o : a? < y . = . X 6 6î/ Df
1. 11 importe de remarquer que la continuité est un attribut, non d'une grandeur particulière, mais d'un ensemble de grandeurs. Quand on dit qu'une grandeur particulière est continue, on veut dire qu'elle appartient à un ensemble continu, ou tout au moins que les grandeurs de la même espèce et plus petites qu'elle forment un ensemble continu.
2. Les six postulats de M. Huntiroton {op, cit,) ne portent que sur un sysième de grandeurs absolues différentes de zéro, de sorte qu'on est obligé de lui adjoindre ensuite la grandeur nulle. Dans son mémoire Les propriétés formelles.,, (comme dans le Formulaire, t. I), M. Bubali- FoRTi a eu le soin d'indiquer pour chaque théorème les postulats dont il dépend, ce qui permet de constater d'un coup d'œil la portée déductive de chaque postulat.
c'est-à-dire, en vertu de la définition de 6 :
a?, j/6G.o:a?<j/. = .j/ = a;-4-{G-0). w.(G-0)-t-ap
<( Dire que x est plus petit que y, c'est dire que y est la somme de x et d'une grandeur non nulle. » On pose naturellement :
a?, j/eG.o:ar>i/. = .y<x Df
« Dire que x est plus grand que t/, c'est dire que y est plus petit que x, »
Oa démontre alors que la relation < est transitive, c'est-àdire :
a?, y, zeG.o:ar<j/.î/<z.o.a?<z
et qu'il y a disjonction complète entre les 3 alternatives^ :
Ëofîn on définit la différence de deux grandeurs comme suit : a^b ,0 . a — b=zG r^ X9 [b -hx = a) Df
« Si a est égale ou supérieure à 6, la différence (a — b) est une grandeur x telle que b -hx = a »; el Ton démontre que la grandeur ainsi définie existe et qu'elle est unique.
Dans cette théorie des grandeurs on n'a pas jusqu'ici fait appel à la notion de nombre. Cette notion s'introduit nécessairement dès que l'on conçoit les grandeurs multiples d'une même grandeur. M. Burali-Porti emploie même la considération des grandeurs multiples pour obtenir une définition nominale des nombres entiers. Il déllnit les multiples d'une même grandeur comme les sommes obtenues en ajoutant successivement cette grandeur à elle-même : cette définition nominale n'implique pas l'idée de nombre, mais bien la loi d'induction complète. Puis il définit les nombres entiers comme les opérations par lesquelles on obtient les multiples d'une grandeur donnée en partant de cette grandeur ^ Nous n'adop-
1. Le postulat VI énonce ces trois alternatives, mais n'affirme pas qu'elles sont disjointes, c'est-à-dire exclusives les unes des autres.
2. Voir son mémoire sur Les propriétés formelles des opérations algé-
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tons pas cette définition, bien qu'elle soit logiquement correcte, parce qu*elle nous paraît détournée et inutilement compliquée. En effet, elle fait dériver Tidée de nombre de l'idée de grandeur, alors qu'on peut obtenir, on l'a vu, une définition nominale du nombre indépendamment de la notion de grandeur. En outre, elle exige qu'on démontre que l'ensemble d'opérations ainsi défini est le même pour toutes les suites de grandeurs multiples (de même espèce ou d'espèce différente), sans quoi l'on aurait autant de systèmes de nombres qu'il y a de grandeurs différentes, et non lensemble unique des nombres entiers. Enfin cette définition ne permet pas d'établir Vexistence des nombres ainsi définis, attendu que, comme nous le disons plus loin, Vexistence des grandeurs elles-mêmes n'est pas logiquement établie, ou ne peut l'être qu'au moyen de Texistence des nombres mêmes; tandis que la définition nominale des nombres entiers que nous avons donnée (d'après M. Russell) permet d'établir leur existence. Pour toutes ces raisons, nous pouvons admettre la notion de nombre comme indépendante de celle de grandeur, et introduire sans scrupule les nombres dans la théorie des grandeurs ^
Nous définirons donc directement les grandeurs multiples d'une même grandeur a en disant que ce sont les sommes de 1, 2,3,... 9?... quantités égales à a (^). Plus rigoureusement, nous
briques (déjà cité) et son mémoire Sur les diverses définitions du nombre^ entier, ap. Bibl. du Congrès de Philosophiey t. 111. Une théorie analogue des nombres, fondée sur la considération des grandeurs, se trouvait déjà dans Bettazzi, Teoria délie Grandezze, ouvrage couronné par l'Académie des Lincei (Pisa, 1890). Cet ouvrage contient d'ailleurs, en Appendice, une théorie analytique du nombre, indépendante de l'idée de grandeur.
1. D'ailleurs, M. Burali-Forti lui-même, dans son mémoire Le classi finite (Atti delV Accademia délie Scienze di Torino, 1896) a montré qu'on peut défînir le nombre entier (cardinal) sans faire appel aux notions de grandeur ni d'ordre, au moyen des seules notions de classe et de correspondance (comme dans la théorie que nous avons exposée précédemment). Il est vrai qu'il n'obtenait ainsi qu'une définition par abstraction, et non une définition nominale.
2. Nous disons « quantités égales », car il n'y a pas, dans notre théorie, de « grandeurs égales », chaque grandeur étant unique. Plus exactement, une grandeur double d'une autre est la grandeur de la quantité obtenue en additionnant deux quantités égales à cette autre. De môme que l'addi.
déGnirons le n^ multiple (le n-uple) de a par inductioD com^ plète, en posant :
la = a, (n 4- 1) a = na -h a.
Ces deux formules sufQsent à définir Texpression na pour toutes les valeurs entières de n, c*est-à-dire pour rinfinité des nombres entiers*. Cette expression n'est pas à proprement parler un produit, car elle est hétérogène : a est une grandeur, taudis que n est un nombre, un « coefficient », qui indique combien de quantités égales à a on doit additionner. En un mot, c'est une somme abrégée.
Nous pouvons supposer définies les opérations sur les nombres entiers, et démontrées leurs propriétés essentielles, notamment les lois associatives et commutatives de l'addition et de la multiplication arithmétiques. Il convient de rappeler que pour l'addition des grandeurs on a postulé la loi associative, mais que la loi commutative n'est pas encore établie.
On démontre alors les théorèmes suivants (où a désigne toujours une grandeur, et w, n des nombres entiers) * :
ma-hna = (m-f-n) a(*)
ma -h na = na -\- ma
m(na) :=i[nin) a
m {na) = n (ma)
ma z=na , = .m=:n
ma <i na . = ,m <^ n
Ces deux derniers théorèmes signifient que deux quantités
tion des nombres se définit par l'addition des classes correspoudantes, l'addition des grandeurs (et par suite leur multiplication par des nombres) se définit au moyen de l'addition des quantités correspondantes. Cela explique comment une grandeur peut être multiple d'une autre, et néanmoins indivisible, comme nous le soutenons avec M. Russell (v. Russkll, op. cit., § 166, p. 178).
Cf. HÔLDER, loc. cit. y
3. Il importe de remarquer que les deux signes -{- n'ont pas le même
sens : celui du 1" membre indique une somme de grandeurs, celui du 2* membre une somme de nombres. Ce théorème signifie que l'addition des grandeurs multiples d'une même grandeur correspond à l'addition de leurs coefficients.
H% l'idée de grandeur
multiples d'une même grandeur sont égales quand leurs coefficients sont égaux, et alors seulement; et que leur inégalité est de même sens que l'inégalité de leurs coefficients. La seconde des formules ci-dessus exprime la loi commutative de l'addition pour les multiples d'une même grandeur. De là on peut déduire, en vertu des postulats de la grandeur, la loi commutative pour laddition de deux grandeurs quelconques K Les huit postulats permettent de démontrer deux propositions qui ont été souvent prises pour axiomes. L'une d'elles est ce qu'on appelle Y axiome d'Archimède; elle se formule comme suit :
a, b eG-O . o . a N r» n3 (na > b)
« a et b étant des grandeurs non nulles, il y a un nombre entier n tel que na est plus grande que b, »
L'autre proposition est ce qu'on appelle V axiome de la divisibilité; elle se formule comme suit :
aeG.neN, .o.aG/^a?3 [nx = a)
« Étant donnée une grandeur a et un nombre entier non nul n, il existe une grandeur x telle que nx égale a. » Cette grandeur X (dont on démontre l'unicité) s'appelle le n* sous-multiple (ou simplement le n®) de a. La proposition précédente affirme donc l'existence des sous-multiples de tout ordre pour chaque grandeur de l'espèce de G. C'est ce qu'on appelle vulgairement la divisibilité indéfinie de la grandeur. Il est d'ailleurs inutile de discuter si cette divisibilité doit être dite indéfinie ou infinie : ce qui est sûr, c'est que l'axiome de la divisibilité implique l'existence d'un nombre infini de sousmuUiples pour chaque grandeur, puisque ces sous-multiples correspondent à tous les nombres entiers ^.
HUNTINOTON, op. cU
2. Ce théorème de la divisibilité ne contredit nullement la thèse philosophique selon laquelle chaque grandeur est indivisible, c'est-à-dire une et simple. Dire qu'une grandeur est divisible, c'est affirmer qu'il existe des grandeurs de même espèce qui en sont des sous-multiples, mais non qu'eUe les contienne réellement ou en soit réellement composée; c'est affirmer une relation entre des grandeurs dont chacune peut être une et simple.
On peut maintenant se demander quelle est la portée exacte de cette théorie de la grandeur. On a là une définition par postulats, qui a été transformée en une définition nominale. Au lieu de dire : « Une classe G est une classe de grandeurs homogènes par rapport à l'opération +, quand cette opération effectuée sur deux de ses éléments produit un de ses éléments », et d'ajouter que cette classe vérifie les postulats I-Ylll, on dit à présent : « Une classe de grandeurs homogènes est une classe G dans laquelle on peut effectuer ropération -f-, et qui en outre vérifie les postulats I-VIII ». Il semble qu'il n'y ait guère là qu'un changement de forme, qui sans doute constitue un notable progrès logique, mais qui ne change rien à la nature de l'idée définie. Dans tous les cas, la définition nominale, pas plus que la définition par postulats, ne permet d'affirmer l'existence (et encore moins l'unicité) de l'objet défini. On peut bien dire : « J'appelle espèce de grandeurs une classe qui possède telles ou telles propriétés », mais rien ne nous assure qu'il existe une espèce de grandeurs, c'est-à-dire une classe possédant ces propriétés. Ou du moins on n'en connaît qu'une : et c'est précisément la classe des nombres réels. Ainsi la seule espèce de grandeurs que l'on connaisse, en Mathématique pure, n'est pas autre que l'ensemble des nombres réels. Et ce qui confirme cette assertion, c'est que, pour démontrer l'indépendance mutuelle des huit postulats, on ne peut recourir qu'à des exemples empruntés à l'ensemble des nombres réels. L'existence des grandeurs n'est donc garantie que par l'existence des nombres réels; et c'est, on le sait, la principale raison pour laquelle nous n'avons pas voulu faire reposer la notion de nombre sur celle de grandeur, bien qu'elle y rentre comme cas particulier, et que les nombres puissent et doivent être considérés comme une espèce de grandeurs.
D'autre part, rien ne dit que l'objet défini soit unique, c'est-à-dire qu'il n'y ait qu'une espèce de grandeurs; et le contraire est même avéré : il y a diverses espèces de grandeurs qui correspondent exactement à la même définition et qui
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concordent par toutes leurs propriétés. Est-ce à dire que la définition de la grandeur soit équivoque? Nullement, cela signifie qu'elle ne définit pas les espèces concrètes de grandeurs, mais ridée abstraite et générale de grandeur. Or, si Ton applique le principe d'abstraction à ce cas, et si l'on cherche ce qu'il y a de commun à toutes les espèces de grandeurs qui vérifient cette définition, on ne trouve que ceci : qu'elles cor- « respondent toutes à l'ensemble des nombres réels. C'est cet ensemble qui représente leurs propriétés formelles et qui est en \ quelque sorte leur portrait commun, leur schème générique, i Dès lors, on comprend que le nombre réel soit le type de la ^ grandeur, et que toutes les autres espèces de grandeurs : puissent se ramener à celle-là, dès qu'on les réduit à leurs \ propriétés abstraites et formelles. 1
Tout cela explique comment on a pu, dans le Formulaire de \ Mathématiques y supprimer la théorie des grandeurs : c'est la . théorie des nombres réels qui la représente et la remplace.
Plus généralement, cela explique que la plupart des mathémati- j
ciens identifient les deux concepts « grandeur » et « nombre réel », et réduisent la Mathématique à la science du nombre \ (du nombre généralisé, il est vrai). En tout cas, cela semble | prouver que (comme le soutient M. Russell) l'idée de grandeur est étrangère à la Mathématique pure, non pas qu'on ne puisse ^ en donner une définition nominale et purement logique I (M. BuRALi-FoRTi a prouvé le contraire), mais parce qu'on ne peut connaître que par l'expérience (ou l'intuition) l'existence de telle ou telle espèce de grandeurs. On peut bien dire, in abstracto : « J'appelle espèce de grandeurs toute classe d'objets qui vérifiera tels et tels postulats », mais, pour avoir des grandeurs concrètes, il faut qu'une telle classe d'objets soit donnée dans l'expérience, comme par exemple des longueurs ou des poids. On conçoit nettement la difl'érence qu'il y a entre ridée de nombre, construite entièrement par l'esprit, et l'idée de grandeur, qui implique un élément empirique, une donnée con* crête. C'est pour cela, du reste, qu'il n'y a qu'un ensemble de nombres (réels), tandis qu'il y a plusieurs espèces de grandeurs.
Il n'en est pas moins vrai que Ton peut logiquement définir les nombres entiers, puis les nombres rationnels, et enfin les nombres réels, par l'intermédiaire des grandeurs. Et alors se pose une question qui dépasse le ressort de la Logique, et qui est proprement épislémologique : Laquelle de ces deux notions, nombre et grandeur, est le fondement de Tautre? Il ne s'agit pas ici d'une question psychologique d'origine ou d'antériorité chronologique : l'ordre logique des notions peut être différent ou même inverse de leur ordre historique ; à plus forte raison leur ordre rationnel, La question est exactement celle-ci : on peut, logiquement, définir le nombre par la grandeur ou la grandeur par le nombre; laquelle de ces deux méthodes est la plus rationnelle, c'est-à-dire laquelle de ces deux idées est la raison d'être de l'autre?
La réponse à cette question est moins simple et moins tranchée qu'on ne pourrait le croire d'après son énoncé. Pour le dire tout de suite, elle nous paraît être la suivante : L'idée de nombre entier (cardinal) est indépendante de l'idée de grandeur; mais les autres espèces de nombres (les nombres généralisés) procèdent de Tidée de grandeur.
Le premier point nous semble établi par tout ce qui précède. Nous avons pu définir le nombre entier, comme nombre cardinal, au moyen de la seule notion de classe ou de collection, sans avoir à faire appel aux propriétés de ces classes spéciales qu'on nomme des espèces de grandeurs. C'est comme nombre Cardinal que nous avons introduit l'idée de nombre dans la théorie des grandeurs (par la définition des multiples). Au contraire, la définition des nombres entiers au moyen des grandeurs, comme coefficients, ou plutôt comme numéros d'ordre des multiples d'une même grandeur, nous a paru détournée et compliquée. Ajoutons qu'elle est beaucoup trop particulière et spéciale; car le nombre cardinal s'applique à Wen d'autres objets qu'aux grandeurs. Une fois défini le nombre cardinal pour une classe quelconque, il est aisé de l'appliquer à une classe de grandeurs; mais il est beaucoup
plus difficile, quand on Ta défini dans une classe de grandeurs, de rétendre à toute espèce de classes; en tout cas, cela n*est pas naturel ou plutôt rationnel. Enfin, quand on définit les nombres entiers au moyen des grandeurs, Yunicité de leur ensemble n'apparaît pas d'abord et demande une démonstration assez pénible, fondée sur la correspondance biunivoque de toutes les suites de grandeurs multiples ; c'est en somme une application du principe d'abstraction : la suite des nombres entiers est ce qu'il y a de commun à toutes les suites de grandeurs multiples. Au contraire, la définition logique du nombre entier (comme nombre cardinal) en établit immédiatement l'unicité.
Mais la thèse que nous venons de soutenir pour les nombres entiers, à savoir qu'ils sont indépendants de la notion de grandeur, ne nous paraît plus soutenable pour les autres espèces de nombres. Encore une fois, il ne s'agit plus ici de Logique, et les arguments logiques pour et contre cette thèse se neutralisent, ou plutôt ne portent pas. Il est bien vrai que l'on peut définir formellement les nombres rationnels comme relations {rapports) entre les nombres entiers : mais c'est qu'alors on considère les nombres entiers comme une espèce de grandeurs; et ce qui le prouve, c'est que ces mêmes rapports se retrouvent dans toutes les autres espèces de grandeurs. La fraction m/n n'est pas seulement le rapport du nombre m au nombre n, mais encore le rapport de deux grandeurs X et y d'une espèce quelconque, dès qu'il existe une grandeur z de même espèce telle qu'on ait : x = mz, y='*î> ou, plus simplement, dès qu'on a entre ces deux grandeurs la relation : nx=:my. C'est bien là ce qu'on entend lorsqu'on dit que a? est les w/n®' de y; et c'est en ce sens que le nombre w» lui-même est les m/n^* du nombre n. Le symbole m/n est donc en réalité le symbole d'une opération à effectuer sur la grandeur y pour obtenir la grandeur x. Ainsi se justifie la conception (de MM. Méray et Buhali-Forti) des nombres rationnels comme opérations, c'est-à-dire en définitive (suivant M. |Russell) comme relations, non seulement entre les nombres
entiers, mais entre les grandeurs d'une espace quelconque ^ Les mêmes considérations s'appliquent aux nombres réels, quand ce ne serait que pour cette raison bien simple, que, de quelque façon qu'on les déûnisse, on ne peut les définir qu'au moyen des nombres rationnels. Si donc on croit devoir regarder ceux-ci comme des opérations sur les grandeurs ou comme des relations entre grandeurs, on devra nécessairement attribuer la même nature aux nombres réels. Cela sera évidemment vrai si Ton conçoit, avec M. Russell, les nombres réels comme de simples ensembles de nombres rationnels. Mais cela sera encore plus vrai si on les conçoit, avec MM. Peano et BuRALi-FoRTi, comme des limites supérieures de ces mêmes ensembles. En effet, Texistence de ces limites supérieures résulte uniquement du postulat de la continuité. Or c'est là un postulat de la définition de la grandeur, et non pas un postulat du nombre. Il n'y a donc aucune raison, dans le domaine du nombre, pour y introduire des nombres irrationnels, tandis qu'il y a une raison, dans la théorie des grandeurs, pour adiïiettre ces mêmes nombres comme représentant les rapports des grandeurs incommensurables, dont le postulat de la continuité affirme ou implique l'existence. Il convient donc de concevoir les nombres irrationnels, eux aussi, et en général les nombres réels, comme des opérations sur les grandeurs, ou comme des relations ou rapports entre des grandeurs de même espèce ^.
!• C'est la thèse soutenue par M. Freoe dans ses Grundgesetze dei* Mhmetik, t. II (1903), à savoir que les nombres réels sont des rapports "6 grandeur. C'était déjà, nous Tavons dit, la conception de Newton.
2. Une remarque intéressante a été faite par M. Bdrali-Forti {Siilla ^oria genet^ale délie grandezze, p. 15, note) : les nombres entiers vériueDtles 4 preuliers postulats de la définition des grandeurs; les nombres j^lionnels vérifient en outre les postulats V et VI et Taxiome de divisibi- '^fé; enfin les nombres réels vérifient en outre l'axiome de continuité. Ainsi la généralisation du nombre s'effectue par des étapes successives ^ui consistent à attribuer progressivement au nombre les propriétés de la grandeur.
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§ C — La mesure des grandeurs.
Les considérations précédentes nous amènent à étudier ce qu*on appelle la mesore des grandeurs, et à en préciser les conditions. En effet, la mesure des grandeurs consiste à établir entre les grandeurs d*une même espèce et les nombres uoe relation telle que l'on puisse substituer ceux-ci à celles-là. Plus exactement, mesurer une espèce de grandeurs S cest établir entre cette espèce de grandeurs et Fensemble des nombres réeb une correspondance binnivoque telle, qu'à la somme de deux grandeurs quelconques corresponde la somme des deux nombres correspondants. Bien entendu, le mot somme est pris ici dans deux sens différents : la première fois il désigne Taddition spéciale aux grandeurs considérées, la seconde fois il désigne l'addition arithmétique. 11 n'y a donc aucaae nécessité à ce qu'à la somme des grandeurs corresponde la somme des nombres: il n*y a là qu'une raison de commodité et de convenance.
Pour mieux comprendre cette raison, il convient de faire appel à une idée plus générale que celle de mesure, à la notion de proportionnalité. Étant donnés deux ensembles de grandeurs (de même espèce dans chaque ensemble, mais non pas nécessairement de l'un à l'autre ensemble), on dit que ces ensembles sont proportionnels % s'il y a entre eux une correspondance bîunivoque telle, que le rapport de deux grandeurs quelconques de l'un soit égal au rapport des deux grandeurs correspondantes de l'autre. On sait, d'après ce qui précède, ce qu'il faut entendre par rapport de deux grandeurs A et B (prises dans cet ordre) ou rapport de A à B : c'est le nombre (rationnel ou irrationnel) par lequel on doit « multiplier » B pour obtenir A ' ; autrement dit, l'opération par laquelle on
i. On remarquera qae rexpression meswrer est appliquée, non à une grandeur en particulier, mais à toutes les grandeurs d'une même espèce.
2. On remarquera que Tépitbète proportionnel est appliquée, non aux grandeurs particulières, mais aux deux ensembles.
3. Nous mettons multiplier entre guillemets, pour rappeler que c'est là un sens spécial et symboUque du mot multiplier.
peut construire Â en partant de B. En un mot, la proportionnalité consiste dans Tégalité des rapports entre grandeurs correspondantes des deux ensembles (lesquelles peuvent être respectivement d'espèces différentes). Or, pour que deux ensembles de grandeurs soient proportionnels, il faut et il suffit qu'à la somme de deux grandeurs quelconques de Tun corresponde la somme des grandeurs correspondantes de l'autre. C'est là un théorème assez important pour que nous en rappelions ici la démonstration *.
1° La condition est nécessaire. Supposons que les deux ensembles soient proportionnels; soient Â, B deux grandeurs du premier ensemble, C leur somme, et A', B', G les grandeurs correspondantes du second ensemble. On a par hypothèse : A + B = G; donc :
en vertu des lois du calcul des rapports. Mais on a, par hypothèse :
Donc on a aussi :
c'est-à-dire :
ce qui prouve que la somme de A' et de B' correspond à la somnae de A et de B.
2° La condition est suffisante. Supposons en efifet qu'elle soit
*• V. NiEWENOLOwsKi et Gérard, Cours de Géométrie élémentaire, t. I, Note I : Sur la mesure des grandeurs, § 360 (G. Naud, 1898). Les énoncés Classiques ajoutent cette condition, qu'à des grandeurs égales correspondent des grandeurs égales. Mais cette condition est inutile, du moment *lQe l'on n'admet pas de grandeurs égales, mais des quantités égales cor- 'cspondant à une grandeur identique. De même, on ajoute parfois cette ^ndiiion, qu'à des grandeurs inégales doivent correspondre des grandeurs dont Finégalité ait le môme sens. Mais celte condition est superflue, ^r elle est impliquée dans la condition relative à la somme, du moment <lue l'inégalité (avec son sens) est définie au moyen de l'addition.
vérifiée par les deux ensembles. Puisque à la somme de deux (ou plusieurs) grandeurs de l'un correspond la somme des grandeurs correspondantes de Tautre, à la grandeur mk (somme de m quantités égales à A) correspondra la grandeur
mk' (A' étant la correspondante de A). A la grandeur - A cor-
respondra la grandeur - A', car si :
on a aussi :
nB = A nB' = A'
et si B et B' ne se correspondaient pas, A et A' ne pourraient pas se correspondre. Par suite, à la grandeur — A correspond
la grandeur — A'; c'est-à-dire que le théorème est établi pour
le cas de deux grandeurs commensurables. On sait que, par un procédé de raisonnement général, il peut alors s'étendre au cas de deux grandeurs incommensurables. En effet, tout
Wi. k
nombre rationnel — inférieur (ou supérieur) au rapport s sera
aussi inférieur (ou supérieur) au rapport ^; par conséquent
les deux rapports donneront lieu à la même répartition des nombres rationnels en deux classes, c'est-à-dire correspondront au même nombre irrationnel. Le théorème est donc démontré. Il importe de remarquer que ce théorème suppose que les deux ensembles de grandeurs vérifient les huit postulais énoncés précédemment, ainsi que l'axiome de divisibilité et l'axiome d'Archimède, qui en sont des conséquences.
Cela posé, qu'est-ce que mesurer l'ensemble des grandeurs d'une même espèce? C'est simplement établir une proportionnalité entre cet ensemble et l'ensemble des nombres réels (lequel est une espèce de grandeurs). Or cela est possible, à la condition que Tensemble de grandeurs considéré vérifie les huit postulats (puisque nous savons que l'ensemble des nombres
réels les vérifie). Ainsi les huit postulats ne sont pas autre chose que les conditions auxquelles un ensemble de grandeurs est mesurable; et l'on peut dire qu'ils définissent le concept de grandeur mesurable.
Une fois ces conditions remplies, on peut appliquer à la mesure des grandeurs le théorème relatif à la proportionnalité en général, et dire que : pour qu'un ensemble de grandeurs soit mesurable, il faut 'et il suffit qu'à la somme de deux grandeurs quelconques on puisse faire correspondre la somme des nombres réels correspondants. On peut prendre pour cas particulier la somme de 2 ou de n quantités égales; la condition se réduit alors à cet énoncé courant : 11 faut et il suffit qu'on puisse définir la grandeur double ou n-uple d'une autre. Mais on ne doit jamais oublier que cette condition présuppose que les huit postulats sont vérifiés par l'espèce de grandeurs considérée.
En vertu de la définition de la proportionnalité, lorsqu'un ensemble de grandeurs est mesurable (ou plutôt mesuré)^ le rapport de deux grandeurs quelconques est égal au rapport des nombres réels correspondants. On voit quel intérêt il y avait à concevoir que les rapports entre nombres ne sont pas des nombres (de la même espèce), puisque les mêmes rapports qui existent dans Fensemble des nombres réels existent dans chaque ensemble de grandeurs mesurable. Le rapport de
2 mètres à 3 mètres est identique au rapport de 2 grammes à
3 grammes, ou à celui du nombre entier 2 au nombre entier 3; et c'est pourquoi tous ces rapports peuvent se représenter par la fraction 2/3*.
Nous pouvons enfin (et seulement à présent) définir Isl mesure d'une grandeur particulière. On appelle mesure d'une gran-
1. Il en résulte que les nombres rationnels sont essentiellement abstraits. On ne devrait pas dire : 2/3 de mètre, mais : une longueur qui est au mètre dans le rapport 2/3. On ne devrait pas dire non plus : 3 mètres, mais : une longueur qui est au mètre dans le rapport de 3 à 1. On voit bien que le nombre 3 n'est plus ici un nombre cardinal, ni même un nombre entier (désignant une collection), mais une mesure, c'est-à-dire un rapport.
deur (par rapport à une grandeur de même espèce) le rapport de la première à la seconde, ou, comme on dit vulgairement, le nombre par lequel il faut multiplier la seconde pour obtenir la première. Dans le cas où les deux grandeurs en question sont identiques, la mesure de cette grandeur est le nombre 1
(plus exactement, le nombre rationnel j =^ = ... = *-)• C'est
pourquoi la seconde grandeur, par rapport à laquelle est définie la mesure, s'appelle grandeur-unité ou unité de mesure. Le choix de cette grandeur-unité est nécessaire et suffisant pour déterminer la mesure de toutes les autres grandeurs de la même espèce ^ Cette déûnition appelle deux observations importantes. La première, c'est que la mesure est toujours un rapport, donc un nombre rationnel ou réel. La seconde, c'est que la mesure est essentiellement relative au choix de la grandeur-unité; or ce choix est absolument arbitraire, étant donné que l'ensemble de grandeurs considéré est continu (par hypothèse) ; rien ne distingue la grandeur-unité de toutes les autres, rien ne la désigne à notre choix, et la correspondance entre les grandeurs et les nombres serait toute semblable et tout aussi parfaite si l'on choisissait pour unité n'importe quelle autre grandeur. Par conséquent, la correspondance de tel nombre à telle grandeur est toute fortuite et conventionnelle, et en ce sens on peut dire que la mesure des grandeurs comporte un élément d'arbitraire. Mais il n'en faut pas conclure (comme les nominalistes semblent le faire) que la mesurabililé des grandeurs soit arbitraire, et dépende d'un « libre décret ». Cette mesurabilité repose sur les propriétés que nous avons énumérées, et ces propriétés sont objectives et indépendantes de nous. Le fait même de la proportionnalité des grandeurs aux nombres n'est pas une convention : les rapports qui existent entre les grandeurs sont aussi réels et objectifs que les grandeurs elles-mêmes, et ne dépendent nullement du choix de l'unité. L'élément arbitraire et subjectif réside uni-
\, De même, et plus généralement, il suffit d'un couple de grandeurs correspondantes pour déterminer une proportionnalité.
qaement dans le passage du rapport à la mesure, c'est*à-dire dans Tadoption d*une seule et unique grandeur comme second terme de tous les rapports. (C*est pourquoi il importe de définir la mesure par le rapport, et non pas, comme on le fait quelquefois, le rapport par la mesure.) Ainsi, dans celte théorie de la mesure des grandeurs, que les irrationalistes exploitent si complaisamment en faveur d'on ne sait quelle « liberté » chimérique et absurde, il n'y a rien qui autorise à considérer la mesurabilité des grandeurs comme dépendant à un degré quelconque de nos « conventions » et de nos « décrets ».
Au surplus, il faut se garder d'exagérer la portée de la théorie de la mesure des grandeurs, et de croire que les grandeurs n'aient droit de cité en Mathématique qu'à la condition de passer sous les Fourches Caudines du nombre. La mesure des grandeurs a une valeur pratique bien plutôt que théorique, comme Fa bien montré M. Russell ^ ; elle a en somme pour but de rendre les grandeurs plus maniables, en permettant de les représenter par des nombres et de les soumettre au calcul algébrique (c'est-à-dire arithmétique). Mais si une telle représentation est commode, économique en quelque sorte, elle n'a rien de nécessaire; et la Mathématique moderne traite bien des espèces de grandeurs qui ne sont pas proportionnelles à des nombres (par exemple le^ vecteurs et autres grandeurs géométriques). Elle en est quitte pour inventer des calculs nouveaux, différents du calcul algébrique, qui s'appliquent directement à ces espèces de grandeurs : calcul de Grassmann, calcul des quaternions, etc. Bien mieux, elle invente, pour représenter certaines espèces de grandeurs non mesurables (à plusieurs dimensions) des symboles qu'on appelle encore des nombres, par analogie, à savoir les nombres complexes. Ce dernier fait confirme notre thèse, à savoir que, dans la généralisation du nombre, c'est le nombre qui se modèle sur la grandeur, et non la grandeur sur le nombre. Mais c'est là un sujet réservé au chapitre suivant.
Op. cit
Pour conclure celui-ci, nous avons distingué deux sortes de grandeurs : les grandeurs intensives, pour lesquelles il n'y a pas d'addition, de sorte que leur relation d'inégalité est primitive et indéfinissable; et les grandeurs extensives, pour lesquelles il y a une addition, notion primitive et indéfinissable^ au moyen de laquelle on peut définir leur inégalité. Mais il ne faut pas croire que toutes les espèces de grandeurs extensives vérifient nécessairement les huit postulats de M. Burali-Forti : ceux-ci ne sont vérifiés que par les grandeurs continues mesurables^ qui constituent le type le plus complet et le plus parfait de la grandeur, et qui sont notamment la plupart des grandeurs géométriques et physiques. Il peut y avoir des ensembles de grandeurs extensives qui ne vérifient que les quatre premiers postulats : ils seront alors semblables à l'ensemble des nombres entiers, c'est-à-dire que toutes les grandeurs non nulles seront les multiples d'une d'entre elles, qui sera la plus petite ^ Il peut y en avoir d'autres qui vérifient les six premiers postulats et l'axiome de divisibilité : ils seront semblables à l'ensemble des nombres rationnels, et par suite compacts^ c'est-à-dire qu'entre deux grandeurs quelconques il y en aura toujours une autre (d'où résulte le postulat Yll : qu'aucuAe grandeur non nulle n'est la plus petite des grandeurs non nulles). En somme, les huit postulats réunis constituent le maximum des conditions que peut vérifier un ensemble de grandeurs, mais ils peuvent ne pas l'être tous par tel ou tel ensemble ^. C'est à l'expérience ou à l'intuition de constater, pour chaque espèce de grandeurs donnée, quels postulats elle vérifie.
Cette observation nous permet de répondre à la question suivante : La théorie des grandeurs fait-elle partie des Mathématiques pures, autrement dit, est-elle entièrement a priorit La réponse est double. Oui, si l'on considère des ensembles de
Grandeurs « limitées » de M. Bettazzi {op, cit., p
2. On pourrait dire, inversement, que les postulats de M. Rcssbll sont le minimum des conditions que doit vérifier une classe pour mériter le nom de classe de grandeurs.
grandeurs hypothétiques que Von dote de telles et telles propriétés; non, si l'on étudie des ensembles de grandeurs réelles et données, qui possèdent objectivement ces propriétés. Car, dans le premier cas, les postulats ne sont que des hypothèses problématiques dont on déduit les conséquences logiques sans affirmer ni les unes ni les autres; mais, dans le second cas, les postulats deviennent des propositions assertoriques, des vérités de fait (d'expérience ou d'intuition), et toutes leurs conséquences revêtent le même caractère. De toute manière, on ne peut pas, sans quelque donnée empirique ou intuitive, affirmer Texistence d'aucune espèce de grandeurs (autre que les nombres) ; c'est en ce sens qu'il est vrai de dire que la Mathématique pure ne connaît pas la grandeur, et repose uniquement sur la notion de nombre généralisée. Mais il ne faut pas oublier que la généralisation du nombre, tout en se présentant aujourd'hui sous une forme purement logique, a son origine et 8a raison d'être dans la considération des grandeurs.
CHAPITRE YI
La Géométrie passe généralement encore pour être la science de l'espace. Il semblerait donc qu'elle dût commencer, en bonne méthode, par une déûnition de l'espace. Or une telle définition est, d'abord, très difficile et très compliquée; ensuite, elle est parfaitement inutile : Tidée et le mot même d'espace ne se trouvent pas dans Euclide ni dans ÂRcmMÈDE ^ Il en est de même des notions de ligne et de surface^ qu'EucLioE lui-même essaie de définir au début de ses Éléments. La définition de ces notions générales est extrêmement délicate, et ne peut être faite avec rigueur qu'au moyen du Calcul intégral : c'est dire que sa place n'est pas dans les éléments ni dans les principes de la Géométrie'. Il ne faudrait donc pas croire que, si la Géométrie ne peut pas déQnir dès le début ces trois notions, c'est parce que celles-ci sont des notions premières, fondamentales
i. Pbano, Sui fondamenti délia Geometria^ ap. Ref>ue de Mathématiques^ t. IV, p. 32 (1894).
2. Par exemple, certains auteurs définissent la surface comme ce qui limite un solide. Or il existe certaines surfaces qui n*ont qu'une face, ou dont les deux faces se relient d'une manière continue, de sorte qu'elles ne partagent pas l'espace en deux régions séparées, et ne peuvent par suite servir à délimiter un solide. (Peano, ibid,) Voici l'exemple simple et concret qu'on en cite habituellement : Qu'on prenne une bande rectangulaire ABA'B' beaucoup plus longue que large, et qu'on en colle les extrémités de telle sorte que A' coïncide avec A et B' avec B, le ruban fermé ainsi constitué n'a qu'une face, en ce sens qu'on peut passer d'uue face sur l'autre sans le percer. C'est ce qu'on appelle un ruban paradromique, V. Rousb Ball, Problêmes et récréations mathématiques, trad. Fritz- Patrick (Paris, Hermann, 1898).
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et simples ; tout au contraire, c^est parce qu'elles sont très complexes; et la Géométrie peut parfaitement se constituer sans elles, comme on le verra plus loin. Ce n'est pas sur les idées générales et vagues d'espace, de surface et de ligne que la Géométrie est fondée, mais sur les idées particulières et précises de droite^ de plan et surtout de point \ et c'est parmi celles-ci que se trouvent les notions premières et indéfinissables de cette science ^ En particulier, le point est l'élément indéfinissable de tous les systèmes de Géométrie. Les points sont les termes individuels de toutes les relations dont Tétude constitue les diverses Géométrîes; et si l'espace peut être défini au début de la Géométrie, ce ne peut être que comme l'ensemble des points.
§ A. — Les Dimensions. Topologie.
Mais ici intervient nécessairement la considération des dimensions. On peut essayer de définir la ligne, la surface et l'espace en disant que ce sont respectivement des ensembles conlinus de points à un, à deux et à trois dimensions. C'est en généralisant cette conception que Riemann ^ définissait l'espace comme un ensemble (multiplicité) à plusieurs dimensions; et il l'imaginait engendré progressivement par le mouvement d'un ensemble antérieurement formé « à travers » une nouvelle dimension. Un point, en parcourant un ensemble continu de posilions (numérotées par les nombres réels), engendre une ligne; si cette ligne à son tour parcourt un ensemble continu de positions (numérotées par les nombres réels), elle engendre une surface; cette surface, en parcourant un ensemble continu dépositions, engendre un espace à 3 dimensions; et ainsi de suite, car rien ne limite rationnellement cette suite de générations progressives, et par suite le nombre des dimensions de l'espace. Si un espace est obtenu au moyen de n mouvements
I* Nous recommandons cette considération aux sectateurs de la logique aristotélicienne, qui sont habitués à considérer les idées les plus générales comme étant aussi les plus simples et les premières dans l'ordre logique.
2. Veher die Bypothesen^ welche der Géométrie zu Grunde liegen (1854).
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successifs (à partir du point), il a n dimensions : cela veut dire que chacun de ses points est déterminé par n coordonnées numériques, qui fixent respectivement sa place sur une ligne, la place de cette ligne sur une surface, la place de cette surface dans un espace à 3 dimensions, etc.
Cette conception de l'espace est en quelque sorte classique, et a passé dans beaucoup d'ouvrages élémentaires, soit de géométrie, soit de philosophie. Malheureusement, elle est insuffisante, non seulement parce qu'elle fait appel à l'idée peu claire de variation ou de mouvement, mais parce qu'on ne voit pas la possibilité des variations indiquées, ni comment elles « engendrent » de nouveaux ensembles. Par exemple, un plan peut se déplacer d'une manière continue tout en restant identique à lui-même. Dira-t-on encore que sa variation engendre une multiplicité à trois dimensions? D'une manière générale, on ne peut rien déûnir ni expliquer par génération^ car toute variation, tout mouvement, présuppose défini et donné l'ensemble des valeurs que la variable doit prendre, l'ensemble des positions que le mobile doit occuper. Pour qu^une ligne puisse engendrer une multiplicité à deux dimensions, il faut qu'elle puisse sortir d'elle-même, c'est-à-dire qu'il y ait déjà une deuxième dimension; et de même, il faut une troisième dimension pour qu'une surface puisse se déplacer en sortant d'elle-même, au lieu de glisser simplement sur elle-même en se reproduisant indéfiniment.
En outre, cette conception présente des difficultés qu'on ne pouvait soupçonner du temps de Riëmânn. On croyait alors qu'une ligne et une surface, par exemple, ne pouvaient être équivalentes, comme ensembles de points, qu'elles étaient « incommensurables ». Si la ligne était un ensemble infini de points, la surface devait être un ensemble infiniment plus infini, et ainsi de suite. Cela vient de ce qu'on n'avait que des notions vagues de l'infini numérique et du nombre des éléments du continu. M. Georg Cantor a démontré, au contraire, que tous les continus sont équivalents, quel que soit le nombre de leurs dimensions, c'est-à-dire qu'on peut établir entre eux une cor-
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respondance bîuniforme, point par point, de sorte que rien ne les distingue au point de vue du nombre de leurs éléments. Il y a « autant » de points dans un segment rectiligne (ou curviligne) que dans un carré ou dans un cube, voire dans un espace à n dimensions et même à a> dimensions. Cette vérité paradoxale a été illustrée par M. Pbano, lorsqu'il a inventé une courbe qui remplit un carré, c'est-à-dire qui passe par tous le^ points de ce carré*. Pour définir cette courbe, M. Peano a employé son ingénieuse méthode de transformation arithmétique dont nous avons vu déjà une autre application (p. 96) ; pour plus de clarté, nous nous bornerons à la décrire géométriquement 2. Soit un carré de côté 1 ; on partage d'abord ses côtés en un nombre impair de parties (égales ou inégales) ; supposons, pour simplifier, que ce nombre est 3, et que les parties sont égales. Le carré se trouve par suite partagé en 9 carrés égaux. On mène alors une ligne brisée continue qui les traverse tous diagonalement en allant d'un sommet du carré au sommet opposé (fîg. 3). Numérotons de à 9 les sommets par lesquels elle passe successivement. Prenons d'autre pari un segment rectiligne quelcomfue, partageons-le en 9 segments contigus et consécutifs (égaux si l'on veut), et numérotons les points de division de à 9. Ce numérotage établit une correspondance uniforme (mais non biuniforme) entre ces points de division et les sommets successifs de la ligne brisée. Cela posé, on effectue dans chacun des carrés partiels une construction semblable (géométriquement) à celle qu'on a effectuée dans le carré entier, et dans chacun des segments de la ligne droite une subdivision semblable à la première. On établit ainsi une correspondance uniforme entre 82 points de la ligne droite et les 82 sommets successifs d'une ligne brisée qui traverse les 81 nouveaux carrés. Il est à remarquer que, dans celte nouvelle correspondance, les points correspondants suivant Tancienne
1. G. PiSANO, Sur une courbe qui remplit toute une aire plane, ap. Math. Annalen, t. XXXVI, p. 157-160 (1890).
2. D'après Schônflies, Bericht ûber die Mengenlehre, ap. Jahresbencht der Mathematiker-Vereinigung, t. VllI, 2, p. 121 (1900).
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sont encore correspondants, et que Tancienne ligne brisée se troave toat entière contenue dans la nouvelle, mais en tronçons séparés : la diagonale 0-9 se trouve décomposée en 3 segments 0-1, 4-5, 8-9 auxquels correspondent des segments séparés de la ligne droite (et même le segment 4-5 a son sens interverti dans cette transformation). On continue ainsi indéfiniment à subdiviser le carré, d'une part, et le segment reeti-
Fig. 3.
ligne, d'autre part, chaque segment partiel correspondant à un carré partiel de la subdivision correspondante. On établit ainsi une correspondance entre tous les points du segment et tous les points du carré dont les coordonnées peuvent s'exprimer en une fraction systématique dans le système de numération ternaire, c'est-à-dire en une série de la forme :
On
Tous les autres points (rationnels ou irrationnels) du carré peuvent être définis comme limites par rapport à l'ensemble des points précédents. A chacun d'eux on fera correspondre
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sur le segment le point-limite de la suite des points correspondants. Autrement dit, si un point x du carré n'est le sommet d'aucun carré partiel, il sera contenu dans une suite infinie de carrés partiels appartenant respectivement à toutes les subdi- TisioDs successives. A cette suite de carrés (contenus les uns dans les autres) correspondra, sur la ligne droite, une suite infinie d'intervalles de plus en plus petits (et contenus les uns dans les autres), qui déterminent un point-limite ; ce point sera, par définition, le correspondant du point x. En résumé, on a une correspondance uniforme entre tous les points du segment et tous les points du carré, et cette correspondance est en outre continue, c'est-à-dire qu'à des points voisins sur le segment correspondent des points voisins dans le carré. En définitive, on a établi entre tous les points du carré un ordre linéaire et continu, et c'est ce qu'on exprime en disant qu'on a une ligne continue qui remplit le carré *. Mais cette correspondance n'est pas biunifôrmej et sa converse n'est pas continue : car on voit qu'à chaque sommet des carrés partiels correspondent deux points distincts du segment (par exemple, 1 et 5, 4 et 8) et, à plus forte raison, à deux points voisins du carré ne correspondent pas deux points voisins du segment (exemple les points 1 — s et 5 -h 6.) En général, à chaque sommet d'un carré partiel correspondent 2 points; à chaque point d'un côté d'un carré partiel (c'est-à-dire d'une ligne de subdivision) qui n'est pas un sommet correspondent 4 points; et à chacun des autres points correspond un seul point *.
Nous avons exposé en détail le paradoxe de M. Peano, parce
!• Cette ligne continue n'a d'ailleurs de tangente en aucun point. C'est QD exemple simple d'une fonction continue dans un intervalle et qui n'a pas de dérivée dans tout cet intervalle.
2- M. HiLBERT a ensuite imaginé une autre correspondance qui possède 1«8 mêmes propriétés (Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein ^làchenstûck, ap. Math. Annalen, t. XXXVIII, p. 459; cf. E. Picard, Traite' ^Anab/scy 2* éd., t. I, p. 22); mais cette correspondance est moins simple €l moins intuitive, parce que les points de division du segment correspondent aux carrés partiels, et non à leurs sommets, et que les lignes brisées provisoires ne font pas partie de la courbe définitive. Pour la pême raison, la construction des lignes brisées est moins uniforme, et *1 n'est pas évident qu'elle puisse se prolonger indéfiniment.
qu'il a une grande portée au point de vue philosophique. Il prouve d'une façon saisissante l'insuffisance ou plutôt rincompétence de l'intuition en matière de Géométrie \ et particulièrement dans la Topologie, qui parait cependant relever essentiellement de rintuition. Toutefois, il ne faut pas exagérer cette portée, et croire qu'il supprime toute possibilité de distinguer les ensembles ou espaces d'après le nombre de leurs dimensioDS. En effet, on a démontré qu'une telle correspondance entre deux continus d'un nombre différent de dimensions ne peut pas être à la fois biuniforme et continue. Si elle est continue, comme la précédente, elle peut bien être uniforme, mais non biuniforme. Si elle est biuniforme, c'est-à-dire si elle manifeste l'égalité de nombre des éléments des deux continus, elle ne peut pas être continue, c'est-à-dire qu'elle ne conserve pas les relations de voisinage entre les points; elle ne respecte pas leur ordre et leurs connexions. Cette proposition a été démontrée successivement par MM. TH0MAE^ Netto ', G. Cantor *. Ces démonstrations ont paru insuffisantes à M. Jurgens ^, qui les a récemment complétées et corroborées. On peut présenter sa démonstration sous une forme élémentaire et presque intuitive. Il ne peut pas y avoir de correspondance biuniforme et continue entre les points d'un segment rectiligne et ceux d'un carré: telle est la proposition à prouver. En eflFet, supposons qu'au point P du carré corresponde le point Q du segment (fig. 4); à un segment quelconque AB tracé dans le carré et contenant le point P devra correspondre sur la droite un segment CD contenant le point Q et continu (en vertu de la continuité supposée de la correspondance). Mais alors, si Ton considère un point M du carré aussi voisin qu'on voudra du point P, mais non sur AB, il ne pourra pas lui correspondre un point aussi
1. Cf. ScHôNFLiES, Beitrage zur Théorie der Punktmengen, ap. Math, Annalen, t. LVIII, p. 295-334 (1904).
GÔttinger Nachrichteriy
5. Der Begriff der n-fachen stetigen Mannigfaltigkeit, ap. Jahresbericht der deutschen Math.-Vereinigung, t. VII, p. 50-55 (1899).
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voisin qu'on voudra de 0, car ce point devrait se trouver sur CD, ce qui est contraire à l'uniformité de la correspondance (les points de CD correspondant déjà tous aux points de AB ne peuvent pas correspondre à d'autres points du carré). Si donc celle-ci est biuniforme, elle ne peut pas être continuel
D'ailleurs, la correspondance de M. Peano n*est continue que dans un sens; à des points voisins du segment correspondent des points voisins du carré, mais non inversement : à une
Fig. 4.
ligne continue tracée dans le carré correspond sur le segment un ensemble de points qui n'est dense nulle part, et qui par conséquent ne peut être ni continu ni composé d'éléments continus. En un mot, une telle correspondance ne peut pas conserver toutes les relations de voisinage entre les points du carré; elle en conserve quelques-unes (et c'est ce qui fait que la courbe est continue), mais elle en détruit d'autres. Chacun sent, plus ou moins confusément, qu'un point d'une surface a plus de points voisins qu'un point d'une droite. C'est ce fait qu'exprime la démonstration de M. Jurgens.
Ainsi les continus d'un nombre différent de dimensions ne
1. Cf. L. MiLBSi, Sulla impossibile coesistenza délia univociiàe délia continuità nelîa corrispondenza che si puo stahilire fra due spazi continui ad un numéro différente di dimensioni, ap. Rivista di Matematica, t. II, p. 103 (1892).
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sont équivalents et indisceroables qu'au point de vue da nombre cardinal de leurs éléments; ils se distinguent au contraire les uns des autres par leurs propriétés ordinales. Un segment, un carré, un cube ne diffèrent nullement l'un de Tautre comme classes de points; ils ne diffèrent que par l'ordre et l'arrangement de leurs points, c'est-à-dire en définitive par les relations établies entre eux, puisque tout ordre consiste en un système de relations. Par conséquent, ce qui constitue proprement et essentiellement les continus à plusieurs dimensions (comme le continu linéaire), ce n'est pas un ensemble de points, mais un ensemble de relations. Ce fait a une portée philosophique manifeste; il signifie, en somme, que l'espace n'est pas une simple « multiplicité », mais bien une multiplicité ordonnée; et il justifie la conception de Lbibkiz, qui voyait dans l'espace, avant tout, un ordre.
Voici donc comment il convient de définir les ensembles à plusieurs dimensions. Un ensemble à une dimension est une suite simple, dont les éléments sont des individus absolus (des points). Un ensemble k deux dimensions est une suite double, c'est-à-dire dont les éléments sont à leur tour des suites simples. Un ensemble à trois dimensions est une suite triple, dont les éléments sont des suites doubles; et ainsi de suite. Ou plutôt, puisque toute suite consiste, au fond, en une relation asymétrique transitive qui en ordonne les éléments, un ensemble à une dimension est une relation de ce type dont les termes sont des individus absolus (ne sont pas des relations). Un ensemble à deux dimensions est une relation dont les termes sont euxmêmes des relations, c'est-à-dire une relation de relations. Un ensemble à trois dimensions est une relation dont les termes sont des relations de relations ; et ainsi de suite. L'ensemble sera continu, si chacune des suites ou des relations qui le composent est continue. Et comme la continuité est définie d'une manière purement ordinale, on voit que cette définition n'implique que des notions ordinales, et consiste entièrement en des relations ^
RussELL, op, cit
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Mais, par cela même, cette définition implique un ordre déterminé entre les dimensions : seules, les suites correspondant à la i''* dimension sont des suites simples; à la 2* dimension correspondent des suites doubles, à la 3* des suites triples, etc. Et c'est une question de savoir si les mêmes éléments (points) peuvent former des suites simples par rapport à la 2*, à la3%... dimension. Cette propriété consiste en ce fait, que le champ d'une relation de relations peut être le champ d'une autre relation de relations; en d'autres termes, le même ensemble qui a pu être ordonné d'abord suivant une dimension, puis suivant une autre, pourra être ordonné d'abord suivant la seconde et ensuite suivant la première ; de sorte que les dimensions seront commutables. Par exemple, un ensemble à 2 dimensions pourra être considéré, soit comme une suite U de suites u^ u^ u,... correspondant à la 1'^ dimension, soit comme une suite V de suites v^ v, v,. . . correspondant à la 2*. Or Tense mble peut être considéré comme constitué par l'entre-croisement des suites de premier ordre : u^ u, Uj... et v^ u, v,..., au lieu d'être constitué par la succession des unes ou des autres. Pour plus de clarté, nous appellerons ces suites des lignes^ et l'ensemble qu'elles composent une surface. Soit donc une surface S qu'on peut constituer, soit avec le faisceau des lignes ti, soit avec le faisceau des lignes v ; ces deux faisceaux, par cela seul qu'ils appartiennent à la même surface, auront les propriétés suivantes ^ :
1^ Tout point de S appartient à une ligne ti et à une ligne v. En effet, l'ensemble S peut être défini, soit comme suite des u, soit comme suite des v : il faut donc que chacun de ses points appartienne à une des lignes u et à une des lignes v.
2® Réciproquement, une ligne u et une ligne v ont toujours un point commun. Car si un point de S appartenait à une ligne u, par exemple, sans appartenir à une ligne v, cela signifierait que l'ensemble des lignes v n'épuise pas l'ensemble des points de S, contrairement à l'hypothèse.
1* F. Enriqubs, Sulle ipolesi che permettono Vintroduzione délie coordU ^Mte in una varietà a più dimensioni, ap. Rendiconti del Circolo matematico d» Palermo, t. XII (1898).
3" Soient v^ v^ deux ligaes du faisceau o, a^ 6, C|... des points de v^y a, b^ c,... les points où v^ rencontre les lignes u qui passent respectivement par a^ b^ c,...; l'ordre des points a, 6, c,... est le même que celui des points a^ b^ Cf... £n effet, il est le même que celui des lignes u correspondantes. En somme, chaque ligne u établit entre les lignes v le même ordre que la suite V, et chaque ligne v établit entre les lignes u le même ordre que la suite U. Chaque ligne u rencontre en un seul point chaque ligne V : on dit que les deux faisceaux sont unisécants.
Cela posé, on peut faire correspondre Tensemble des nombres réels tant aux points d'une ligne u (soit u^) qu'aux points d'une ligne v (soit t^J, de telle sorte que Tordre des nombres soit le même que celui des points (ces deux ordres étant continus). C'est là, comme on sait, le procédé habituel pour représenter les points d'une surface au moyen de deux coordonnées : chaque point de S étant Tintersection d'une ligne u et d'une ligne v, ses coordonnées seront les deux nombres réels qui correspondent respectivement à ces deux lignes. Mais la correspondance ainsi établie n'est pas nécessairement continue ^ pour qu'elle le soit, il suffit d'admettre que la surface S porte un troisième faisceau de lignes w^ qui est unisécant par rapport aux deux premiers u, v. C'est à cette condition que l'ensemble des points de la surface S pourra être représenté d'une manière continue par l'ensemble des systèmes de deux nombres réels, en d'autres termes, que la surface S pourra être représentée par deux coordonnées.
1. Une correspondance entre deux ensembles ordonnés est continuey si à des points voisins de l'un correspondent des points voisins de l'autre; autrement dit, si aux points de l'un qui ont pour limite le point P, correspondent des points de l'autre ayant pour limite le point P' correspondant à P. Par exemple, on peut concevoir sur la surface une ligne qui soit continue en soi, c'est-à-dire un ensemble de points possédant entre eux un ordre continu, mais qui ne soit pas continue sur la surface^ c'est-à-dire telle que les points voisins sur la ligne soient aussi voisins sur la surface. Une ligne sera continue sur la surface, si elle a un point commun avec chaque ligne u et avec chaque ligne y, et si les lignes de chaque faisceau qui passent par certains de ses points ont, dans leur faisceau, le même ordre que ces points (Ekriqubs, op. cit., § 3). Ou voit que cette nouvelle espèce de continuité est encore définie d^une manière purement ordinale.
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De même, étant donné un ensemble à 3 dimensions défini (à la manière de Riemann) comme une suite simple de surfaces (ensembles continus à 2 dimensions), on peut montrer d'abord qu'il est constitué par 3 faisceaux de surfaces a, p, y (les surfaces a et ^ se coupant suivant les lignes c, les surfaces [i et y suivant les lignes a, et les surfaces y et a suivant les lignes A), car, si a est le faisceau générateur, chaque point d'une surface et, est rintersection d'une ligne h et d'une ligne c de celte surface (dont les faisceaux entre-croisés la constituent), et se trouve en même temps sur une des lignes a qui correspondent à la troisième dimension. Or cette ligne a détermine avec cette ligne b une surface du faisceau y, et avec cette ligne c une surface du faisceau p. Cet ensemble étant ainsi défini, on pourra le représenter d'une manière continue par trois coordonnées (attachées respectivement aux surfaces a, p et y), s'il existe un quatrième faisceau de surfaces 8 qui coupent les surfaces a, p, v suivant des lignes, et les lignes a, 6, c en des points uniques ^
Telle est la condition (sufiisante, sinon nécessaire) pour qu'un ensemble h plusieurs dimensions défini par des suites linéaires continues soit lui-même continu. Il ne suffit pas, en effet, qu'il soit constitué par des faisceaux séparément continus : il faut encore qu'il y ait continuité entre les divers faisceaux, et cette continuité est assurée ou manifestée par celle d'un faisceau supplémentaire qui coupe obliquement les autres, et établit par là entre eux une correspondance pour ainsi dire diagonale.
La correspondance établie entre chaque point d'un ensemble à plusieurs dimensions et le système des nombres réels qui sont ses coordonnées est, sinon l'origine, du moins la raison d'être des nombres complexes. Un nombre complexe à n dimensions, en effet, est, comme on dit, le système de n nombres réels pris dans un ordre déterminé; or, quelle raison aurait-on de former et de considérer de tels systèmes, si ce n'est pour représenter les éléments d'un ensemble à n dimensions? L'ordre
i. EiiRiQUES, op, oit,, § 14.
qu'on leur assigne n*a d'autre but que de déterminer à quelle dimension chacun d'eux correspond. On y arrive aussi en considérant chacun d'eux comme le coefBcient d'une unité spéciale, qu'on peut alors permuter avec les autres (tout en lui conservant son indice ou numéro), et concevoir ainsi les nombres complexes comme relatifs «an unités principales ». Dans tous les cas, ce qui fait l'unité du nombre complexe et le lien entre les nombres réels qui le composent, c'est le fait qu'il représente un élément unique et déterminé d'un ensemble à n dimensions. Il convient de définir plus rigoureusement les nombres complexes; en elTet, dire qu'un nombre complexe est le système de n nombres réels, c'est exclure, semble- t-il, le cas où 2 ou plusieurs de ces nombres seraient égaux (c'est-à-dire identiques). Il vaut donc mieux dire qu'un nombre complexe est une relation counif'orme entre les nombres réels et les n premiers nombres entiers (ou une relation uniforme entre les n premiers nombres entiers et les nombres réels). En effet, dans un nombre complexe (a?,, x„... arj, chaque élément est un nombre réel fonction de son indice (i, 2,... n), et cette fonction est couniforme, c'est-à-dire qu'à chaque indice correspond un seul nombre réel ; mais un même nombre réel peut correspondre à plusieurs indices *.
Nous avons dit que la Géométrie élémentaire n'a pas besoin des notions de ligne et de surface en général. 11 y a pourtant une branche de la Géométrie où l'on considère les lignes et les surfaces comme telles; c'est ce que Riëmann appelait VAnalysis situs, d'un terme emprunté à Leibniz, mais employé dans un autre sens ^. 11 entendait par là l'étude des « grandeurs con-
RussELL, op. cit
2. Comme Riemann en convient lui-même : « Bei der Untersuchung der Functionen, welche aus der Intégration vollstfindiger Differentialien entstehen, sind einige der Analysis aitus angehôrige Sâtze fast unentbeb^ lich. Mit diesem von Leibnitz, wenn auch vielleicht nicht ganz in de^ selben Bedeutung, gebrauchten Namen darf wohl ein Theii der Lehre von den stetigen Grôssen bezeichnet werden, welcher die Grôssen nicht als unabhângig von der Lage existirend und durch einander messbar betrachtet, sondern von den Massverh&ltnissen ganz absehend, nur ihre
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tiaues », considérées, non dans leurs relations métriques, mais seulement dans leurs relations de lieu et de situation réciproque. Cette définition contient un mot de trop : « grandeur », car précisément VAnalysis situs fait complètement abstraction de la grandeur; et elle ne distingue pas suffisamment cette science de la Géométrie projective, qui est aussi une étude des relations de situation ^ Pour plus de précision et de commodité, nous appellerons cette science la TopologiCy avec certains auteurs allemands et anglais^.
M. ËNRIQUES rappelle la théorie des connexions '; et c'est en effet ainsi que Riemann Ta entendue, pour les besoins de sa théorie des fonctions. Il distingue les surfaces simplement connexes et les surfaces multiplement (doublement, triplement,...) connexes. Une surface simplement connexe est une surface telle qu'une courbe fermée tracée sur elle enferme une portion de cette surface. Si sur une surface on peut mener n courbes fermées qui, séparément ou réunies, n'enferment aucune portion de cette surface, mais qui, avec toute autre courbe fermée, en enferment une portion, la surface est (n-i-i)-uplement connexe. Une surface (n-hl) -uplement connexe se transforme en une surface n-uplement connexe au moyen d'une coupure quelconque, pourvu que celle-ci ne la partage pas, et par suite peut être transformée en une surface simplement connexe
Orts-und Gebietsverhâitnisse der Untersuchung unterwirft. » Théorie der Abelschen Functionen, § 2, ap. Journal de Crelle, t. LIV (1857). Dans sa fameuse dissertation Ueber die Hypolhesen, welche der Géométrie zu Grunde liegen (185&), Riemann fait allusion à la même science (1, § 1), et dit que l'on n'y peut comparer deux grandeurs entre elles que si Tune est partie de l'autre. Ce qu'il entend par les « relations de région » (GebietsverhâltDisse), c'est donc la relation de contenant à contenu ou de tout à partie, qui est la relation fondamentale du Calcul des classes. Ainsi conçue, la Topologie se confondrait avec la théorie des ensembles.
1. En fait, c'est à la Géométrie projective ou à la Géométrie descriptive que correspondait VAnalysis situs de Leibniz.
2. 11 importe d'avoir un mot simple, pour pouvoir en former des dérivés (topologique). Pour la même raison, il conviendrait d'avoir un mot simple pour désigner la théorie des ensembles (et pouvoir traduire, par exemple, l*adjeclif allemand mengentheoretisch),
3. Questioni riguardanti la GeometHa elementare, art. I, § 4 (Bologna, i^O);Sullaspiegazionepsichologica dei postulati délia Geometria, ap. Rivista filosofica (mars-avril 1901).
au moyen de n coupures. Cela posé, l'objet essentiel de la Topologie, ce sont les connexions des surfaces et, plus généralement, les relations de contiguïté et de continuité entre les points des lignes et des surfaces, abstraction faite de la grandeur de ces figures et même de leur forme. Plus précisément, les connexions sont les invariants des transformations biuniformes et continues, de sorte que ces transformations sont les seules qu'admette la Topologie. Qu'on imagine un écbeveau de fils emmêlés et noués, une ou plusieurs surfaces tordues et enchevêtrées, et qu'on les déforme sans rien couper ni déchirer (comme si ces fils et ces surfaces étaient réalisés en une matière parfaitement ductile et élastique), sans rien coller non plus : on aura une idée des transformations qui caractérisent la Topologie. Peu importe que les lignes soient droites ou courbes, que les surfaces soient planes ou gauches; peu importe leur grandeur relative, on peut les étendre ou les rétrécir indéfiniment, pourvu qu'on n'y introduise aucune solution de continuité (ni aucune connexion nouvelle). Le nœud gordien était un problème de Topologie; tous les nœuds, toutes les « questions d'Orient» en sont d'autres*. Qu'un homme quia les mains liées puisse retourner son gilet et le mettre à l'envers, c'est une proposition de Topologie.
Mais cette science n'a pas seulement pour objet l'étude des connexions ^, et d'ailleurs la notion de connexion ne peut être considérée comme primordiale. En effet, cette notion se déûnit, on l'a vu, au moyen de celle de courbe fermée] or celle-ci est déjà fort complexe et difficile à définir. Elle donne lieu à une proposition fondamentale de la Topologie, que voici : « Une
1. Une fameuse question de Topologie est le problème des ponts de Kœnigsberg, traité par Euler : la ville de Kœnigsberg comprenant une île reliée par plusieurs ponts aux rives de la Pregel, il s'agissait de décrire un chemin Terme qui passât une seule fois par chacun de ces ponts. Voir Rouse-Ball, Problèmes et récréations mathématiques^ Paris, Hermann, 1898.
2. Par exemple, la question du nombre des couleurs nécessaires pour distinguer les régions d'une carte géographique relève de la Topologie. Voir P. Wernickk, Ueber den kartographischen Vierfarbensatz, ap. Math. Annalen, t. LVill (1904), où Ton trouvera une bibliographie de cette question curieuse.
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courbe plane fermée partage son plan en deux régions séparées, c'est-à-dire telles que toute ligne continue qui joint un point de Tune k un point de l'autre la traverse nécessairement (a au moins un point commun avec elle) ». Cette proposition semble élémentaire, et a longtemps été admise comme évidente; pourtant (ou plutôt à cause de cela), elle n'a été démontrée que par M. Jordan *; et ce seul fait montre quelle différence il y a entre la rigueur logique et la soi-disant évidence de l'intuition. Encore la démonstration de M. Jordan a-t-elle paru insuffisante à plusieurs mathématiciens, parce qu^elle postule la vérité de la proposition pour le cas d'un polygone simple ^. Il est vrai que, comme on le verra (p. 172,) on peut la démontrer rigoureusement dans ce cas, au moyen des axiomes de la Géométrie descriptive. On peut aussi, comme fait M. Vkblen, la démontrer d'une manière générale en donnant de la courbe simple une définition non-métrique, ce qui a l'avantage d'affranchir la Topologie de la Géométrie métrique. Enfin M. ScflôNFLiES a remarqué que cette propriété, qu'une courbe fermée partage le plan en deux régions séparées, n'est pas réciproque, c'est-à-dire qu'il y a des ensembles de points qui partagent le plan de cette manière et qui ne sont pourtant pas des courbes continues^; et il définit comme suit la courbe simple fermée : « C'est un ensemble de points C parfait, qui partage le plan en deux régions E (extérieure) et I (intérieure), telles que : 1^ Deux points quelconques, soit de E, soit de I, peuvent être joints par une ligne simple qui ne rencontre pas C; 2° Tout point de C peut être joint à un point quelconque de E ou de I par une ligne simple contenue tout entière dans E ou dans I ». Des conditions de l'énoncé il résulte qu'un point de E et un point de I peuvent être joints par une ligne simple qui n'a qu'un point commun avec C. Le même auteur démontre que
Cours d"* Analyse, 2* éd., t. I, p
2. Oswald Veblen, Theory on plane curves in non-metrical Analysis situs, ap. Transactions of the American Math. Society, t. VI, p. 83 (1905).
3. Ueber einen grundlegenden Satz der Analysis Situs, ap. Gôttinger ^achrichien, 1902; Beitrcige zur Théorie der Punktmengen, ap. Math, An- «ûfen, t. LVIII (1904).
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toute courbe simple fermée peut se transformer en une circonférence par une transformation biuniforme et continue; de sorte qu'elle est « semblable » ou « équivalente » à une circonférence au point de vue topologique ^ C'est bien là la notion qu'on s'en fait ordinairement; mais on voit combien il est difficile de définir logiquement une notion qui parait si simple pour Tintuition.
Telle est la théorie où les notions de ligne en général et de surface en général sont fondamentales. Elle est fort difficile et fort peu avancée, et, comme on voit, elle n*a rien de commun avec la Géométrie élémentaire. Bien plus : elle procède moins de la Géométrie que de l'Analyse, car. si nous ne nous trompons, elle est née surtout de la considération des « chemins » que Ton fait décrire aux variables complexes, et des n surfaces de Riemann » imaginées pour servir de carrière aux diverses « branches » des fonctions. Ainsi c'est la théorie purement analytique des fonctions qui a donné naissance à ces problèmes de situation et de configuration, qui semblent ne relever que de l'intuition.
§ B. — Géométrie projective.
Si on laisse de côté la Topologie, cette branche isolée et encore peu développée de la Géométrie, dont il convenait cependant de marquer la place et le rôle, toutes les théories géométriques se rattachent à trois corps de doctrines qui sont : la Géométrie projective, la Géométrie descriptive et la Géométrie métrique. Ces trois Géométries ne se distinguent pas par leur objet (qui est ou peut être le même), mais par leurs axiomes et surtout par leurs notions premières. Toutes les trois ont pour notion première commune le point. Mais la Géométrie projective lui adjoint, comme seconde notion première, la droite projective (illimitée); la Géométrie descriptive, le segment rectiligne; et la Géométrie métrique, la distance, la
1. Cf. G. GoMBBBiAC, Géométrie et Métrique f ap. Revue des Idées (15 mai 1905).
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coDgruence ou le mouvement. Nous allons exposer tour à tour les principes de ces trois doctrines.
La Géométrie projective étudie exclusivement les propriétés projectives des figures, c'est-à-dire celles qui ne varient pas quand on transforme une figure par projection. L'instrument de toute projection est la ligne droite indéfinie; c'est ce qui explique le rôle fondamental qu'elle joue dans cette science. La Géométrie projective s'appelle encore la Géométrie de position, mais cette dénomination est trop large : elle s'appliquerait presque aussi bien à la Topologie et à la Géométrie descriptive. De toutes les positions relatives possibles, la Géométrie projective ne considère que les alignements, c'est-à-dire le fait que plusieurs points appartiennent à une même droite. Pour donner un aperçu de la constitution logique de cette science, nous allons énumérer les postulats qui suffisent à la fonder, et énoncer les principales propositions qui en découlent ^
Les premiers postulats de la Géométrie projective sont relatifs à la notion indéfinissable de point :
« I. Les points forment une classe. »
« II. Il y a (au moins) un point. »
« III. Si a est un point, il existe un point différent de a. »
i. L exposé qui suit est le résumé du mémoire de M. Pieri : IpHncipii delta Geometria di posizione composti in sistema logico deduttivo^ ap. Memorie délia R. Accademia délie Scienze di Torino, ser. Il, t. XLVIII (1898). Cf. les mémoires suivants du même auteur : Suiprincipii che reggono là Geometria di posizione et Sugli enti primitivi délia Geometria projettiva astratta, ap. Atti délia R. Accademia délie Scienze di Torino, t. XXX- XXXII (1895-97); Un sistema di postulati per la Geometria projettiva astratta degV iperspazi, ap. Revue de Mathématiques, t. VI (1896); Nuovo modo di svolgere deduttivamente la Geometria projettiva, ap. Rendiconti del R. Islituto Lombarde, t. XXXI (1898). Dans ce dernier mémoire, M. PiBRi construit toute la Géométrie projective sur les deux notions premières de point et d'homographie, de même qu'il construit la Géométrie métrique sur les deux notions premières de point et de mouvement (v. § D). Enfin le même auteur a réduit en forme logique la Géométrie de la droite, ou de l'espace conçu comme ensemble de droites (d'après PLiJCKER) : Sui principii che reggono la Geometria délie rette, ap. Atti délia fl. Accademia di Torino, t. XXXVI (1901); et la Géométrie projective complexe, c'esl-à-dire comprenant les éléments dits imaginaires (points, droites et plans) : Nuovi principii di Geometria projettiva complessa, ap. Memorie délia R, Accademia di Torino, t. LV (1905).
La ligne droite est, avons-nous dit, la seconde notion indéfinissable. Soient deux points a et 6, il y a une entité qu'on nommera la droite a6, et que caractérisent les postulats suivants :
« IV. Si a et 6 sont deux points différents, la droite ab est une classe. »
« V. Chaque individu de cette classe est un point. »
« YI. Si a et 6 sont deux points différents, la droite ah est contenue dans la droite ba »; d'où il résulte immédiatement qu'elle coïncide avec elle (c'est-à-dire lui est identique); ainsi la droite projective n'a pas de sens déterminé.
« VII. Si a et 6 sont des points distincts, a appartient à la droite aô » ; et par suite b lui appartient aussi.
« VIII. Si a et 6 sont des points distincts, la droite ab contient au moins un point distinct de a et de b. »
On remarquera l'utilité de ces postulats existentiels (II, III, VIII) : dans une théorie rigoureusement logique, on ne considère pas un seul point sans en avoir démontré ou postulé l'existence. Or, pour démontrer l'existence d'un point, il faut avoir quelques postulats existentiels qui affirment que tel point existe si tels autres points existent. Il ne s'agit d'ailleurs que d'une existence logique et idéale; cela revient, au fond, à dire que tel point est déterminé par tels autres points.
« IX. a et 6 étant des points distincts, et c un point de la droite ab distinct de a, b est un point de la droite ac. j>
« X. Dans la même hypothèse, la droite ac est contenue dans la droite ab, » D'où il suit immédiatement que ces deux droites coïncident (sont identiques). On peut démontrer alors que, si c et rf sont deux points distincts de la droite ab, celle-ci coïncide avec la droite cd] autrement dit, qu'une droite est déterminée par deux quelconques de ses points*.
On définit alors la relation d'alignement : Trois points sont collinéaires, s'ils appartiennent à une même droite. Trois points sont nécessairement collinéaires, si deux d'entre eux coïncident (sont identiques).
1. Ainsi celte propriété de la droite, qui lui sert souvent de définition, peut se déduire de postulats plus simples.
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Pour sortir de la droite, et pouvoir considérer plusieurs droites, il faut admettre le postulat existentiel suivant :
« XI. a, b étant des points distincts, il existe au moins un point n'appartenant pas à la droite ab. » D*où Ton peut conclure qu'il existe plusieurs droites (six au moins, en vertu du postulat VIII).
Pour arriver à la notion de plan, il faut encore un postulat :
« XII. a^byC étant 3 points non coUinéaires, a' un point de bc autre que b et c, b' un point de ac autre que a et c, les droites aa! et bb' se rencontrent. » C'est encore un postulat d'existence : « il existe un point commun aux droites aa' et bb' ». Ce postulat aura pour conséquence que deux droites quelconques d'un même plan se rencontrent toujours (ce qui exclut la géométrie d'Ëuclide et celle de Lobatchevskij). Si Ton désigne par abc l'ensemble des points situés sur quelque droite passant par a et par un point de 6c, on peut démontrer, au moyen du postulat précédent, les identités suivantes :
abc = acb = bac = bca=zcab = cba,
La figure (ensemble de points) ainsi déterminée sera par définition le plan abc (l'ordre de ces trois lettres étant indifférent).
Si d, e, f sont 3 points non coUinéaires d'un plan abcy celui-ci coïncide avec le plan def. Autrement dit, un plan est déterminé par 3 de ses points non coUinéaires. Il en résulte immédiatement qu'un plan contient toute droite dont il contient deux points. Ainsi se trouve démontrée la propriété dont on se sert ordinairement pour définir le plan.
Introduisons ici une notation dont nous allons avoir besoin. De même que la droite déterminée par deux points s'indique comme le produit de ces points, le point déterminé par deux droites (c'est à-dire leur intersection) s'indique comme le produit de ces droites. Ainsi [ab, cd) représente le point d'intersection des droites ab et cd *.
On peut maintenant définir le quatrième harmonique de trois
1. Cette notation provient du Calcul de l'extension de Grassmann.
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points collinéaires a, 6, c, ou le conjugué harmonique de c par rapport à a et 6. C'est un point x de la droite ab, tel qu'il existe deux points distincts u ,t) n'appartenant pas à ab et alignés avec c, et que les points d'intersection {au. 6t>), {av. bu) sont alignés avec X (fig. 5). Comme on voit, cette définition n'implique aucune notion ou relation autre que celles que nous avons admises ou définies; elle est purement projective et ne contient aucun élément métrique. Le point x s'obtient, en partant des points a, 6, c, au moyen d'une construction que la définition indique et qu'on appelle le quadrilatère de Slaudt^. Il faut
Fig. 5.
remarquer que la définition susdite n'implique nullement que le conjugué harmonique existe, ni qu'il soit unique. On montre d'abord qu'il existe; mais, pour pouvoir démontrer qu'il est unique, il faut sortir du plan et admettre le postulat suivant:
« XIII. a, b, c étant des points non collinéaires, il existe au moins un point qui n'appartient pas au plan abc. »
Ce postulat, joint aux précédents, permet en effet de démontrer le théorème des triangles homologiques (dit de Desargues), dont dépend le théorème de l'unicité du conjugué harmonique. C'est un fait très remarquable que le théorème des triangles homologiques dans le plan, et par suite l'unicité du quatrième harmonique, qui s'obtient par une construction plane, ne puissent se démontrer qu'au moyen du théorème des triangles
1. Quand on considère le quadrilatère (ou mieux quadranglé) complet a'uh'v, ses côtés opposés se coupent en a et 6, et ses diagonales coupent la droite ab aux points c et x, conjugués harmoniques par rapport à a et fr.
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bomologiques dans f espace, c'est-à-dire d'un appel à la 3* dimension.
La théorie des groupes harmoniques demande qu'on postule eDcore une proposition qui ne résulte pas logiquement des précédentes, à savoir :
« XIV. ttj 6, c étant des points coUinéaires distincts, leur quatrième harmonique ne coïncide pas avec c ^ »
Ce postulat équivaut à la proposition suivante' : « a, b, Cy d étant les points d'un plan non coUinéaires 3 à 3, les points {ab. cd), (ac. bd) et (ad. bc) ne sont pas coUinéaires. » (Pig. 6.)
\CLcLbc
Fig. 6.
Jusqu'ici on a considéré la droite projective dans sa totalité, sans y discerner aucun ordre ni aucune partie. M. Pieri a feussi à y définir le segment par des notions purement projec- "ves, c'est-à-dire au moyen de la relation harmonique. Voici comment : « a, 6, c étant 3 points coUinéaires, le segment abc 68t l'ensemble des points dont chacun est le conjugué harmo- ''^^ue de b par rapport à deux points distincts qui sont eux- Diémes conjugués harmoniques par rapport à a et c. » Autre- "■^cnt dit, soient y et z deux points conjugués harmoniques par ^^pport à a et c; le conjugué harmonique de b par rapport ^y et z appartiendra, par définition, au segment abc,
.•. ®st M. Fano qui a prouvé la nécessité de ce postulat, c'est-à-dire son Jjaependance logique par rapport aux précédents : Sui postulati fonda- (18ûi? ^^^^« Geometria projettiva, ap. Giomale di Matematiche, t. XXX
• 11 équivaut encore à cette proposition plus simple : « 11 y a une droite ^ contient plus de 3 points. » (Russell, op. cit., p. 385, note 1.)
Pour expliquer cette définition en termes ordinaires, il faut concevoir la droite projective comme une ligne fermée; par suite, deux points distincts a, c y déterminent deux segments (comme sur une circonférence) ; pour distinguer ceux-ci, il faut donner un 3*^ point b distinct des deux premiers ; le segment abc sera celui des deux segments déterminés par aetc qui contient le point 6. Les points a et c en seront les extrémités^; il esta remarquer qu'ils n'appartiennent pas au segment abc^ tandis que le point b lui appartient. Le segment est symétrique par rapport à ses exlrémités, c'est-à-dire que le segment abc est identique au segment cba.
Le segment ainsi défini jouit de la propriété projective, ou, comme on dit, se conserve par projection. Gela veut dire exactement ceci : Soient a, b, c, d A points d'une droite^ a', b\ d, d les projections des précédents sur une autre droite (c'est-àdire que les droites aa', bb'y cc\ dd' concourent en un même point). Si le point d appartient au segment abc^ le point i! appartiendra au segment a'b'c\ et réciproquement.
On peut maintenant définir la relation de séparation entre 4 points d'une droite projective*. Si le point d n'appartient pas au segment abc et ne coïncide ni avec a ni avec c, on dira que les points a et c séparent les points b et d. On peut démontrer que cette relation est symétrique, tant par rapport aux deux points de chaque couple que par rapport aux deux couples. Celte relation est projective, comme le segment même.
D'ailleurs, la notion de segment projectif n'est qu'une autre forme de la notion de séparation : car la définition même du segment repose sur cette propriété connue de la relation de séparation : « Si deux couples de points tous distincts sur une droite se séparent mutuellement, il n'existe pas de couple de points conjugués harmoniques par rapport à chacun des deux premiers ; et réciproquement. »
1. Il est à peine besoin de faire remarquer que cette explication suppose connu Vordre des points de la droite, ordre que la définition en question a au contraire pour but de déterminer.
Cr. Ghap. III, § A (p
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« XV. a, 6, c étant 3 points distincts d'une droite, si un point d de cette droite, distinct de a et de c, n'appartient pas au segment a^c, il appartient au segment bca, »
De ce postulat on déduit que, dans la même hypothèse, d appartiendra au segment caby c au segment abd^ b au segment acd, et a au segment cbd (v. flg. 7).
« XYI. a, 6, c étant 3 points distincts d'une droite, si un point (f appartient à la fois aux segments bca et caby il ne pourra appartenir au segment abc ^ » Ce postulat revient à dire que, si les couples (a, c) et (6, d) se séparent mutuellement, les couples (a, b) et (c, c{) ne peuvent pas se séparer, non plus
que les couples (a, d) et (6, c). En d'autres termes, quatre points d'une droite ne peuvent se répartir que d'une seule manière en couples séparés. On peut alors démontrer que le conjugué harmonique de c par rapport à a et 6 est séparé de c par a, b.
« XVII. a, b, c étant des points collinéaires distincts, d un point du segment abc, et e un point du segment adc : le point e appartient au segment abc, »
Ce postulat revient à dire : si les points a et c ne sont pas séparés par b et rf, ni par d et e, ils ne sont pas séparés non plus par b et e. Il permet d'établir que la droite est une ligne fermée, qu'elle contient une infinité de points, et qu'elle est divisée par deux de ses points en deux segments. On peut
1. Ainsi, des 3 segments abc, bca, cab qu'on peut distinguer sur la droite, deux et deux seulement peuvent contenir un point quelconque.
alors définir Tordre naturel des points d'une droite, et y distinguer deux sens inverses ^ Ces notions ordinales ne jouent d'ailleurs aucun rôle dans la démonstration des propositions suivantes (elles reparaissent seulement dans le postulat de continuité XVIII); mais il est intéressant de savoir qu'on peut les définir au moyen des seules notions projectives que nous avons citées '.
De la notion du segment projectif dérivent les notions da triangle et du tétraèdre projectifs. Soient 3 points non colli-
Fig. 8.
néaires a, 6, c, et d un point du plan abc non situé suraJ, bc ou ca; soit a' le point {bc. ad), b' le point {ca. bd) ; le triangle projectif aftcrf est le lieu des points x tels que les droites ox, bx rencontrent les droites 6c, ca respectivement à l'intérieur des segments ba'c, cb'a (fîg. 8). Le triangle ainsi défini est contenu dans le plan abc ; il contient en particulier le point d qui sert aie définir, mais non ses 3 côtés aô, 6c, ca, ni par suite ses 3 somïpets a, 6, c. On démontre que cette définition est symétrique
4. Plus précisément, on définit la relation binaire : « Le point x suit le point y dans l'ordre des points û, 6, c. » Ainsi il faut donner 3 points d'une droite pour y déterminer un ordre (Cf. Chap. m, § A, p. 69).
2. Ces propriétés ordinales de la droite (plus généralement, des formes de 1" espèce) constituent le postulat V de M. Enriqubs {Sui fondamenii délia Geometria projettiva, 1894) qui définit « la disposition circulaire des éléments » de la droite, à deux sens inverses l'un de l'autre.
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par rapport aux 3 sommets et aux 3 câtés; d'où l'on coaclut que, si c' est le point {ab. cd), le triangle aècd est le lieu des points qui sont projetés des 3 sommets respectivement sur les côtés opposés, c'est-à-dire sur les segments ba'c, cb'a, ac'b. Trois points d'un pian déterminent quatre triangles projectife, qui se distinguent par la situation du V point d. C'est pourquoi il est nécessaire (etsurfiesnt), ponr déterminer chacun d'eux, de donner, outre les 3 sommets, un point quelconque de son intérieur '. Dans la figure 9, ces quatre triangles (entre les-
Fig. 9.
quels tout le plan est réparti) sont représentés par la région blanche et les régions diversement hachurées'.
On démontre qu'une droite qui rencontre un des côtés d'un triangle (c'est-à-dire qui a un point commun avec lui) en rencontre également nn second; qu'une droite qui rencontre deux côtés d'un triangle ne rencontre pas le 3' (mais bien son prolongement); qu'une droite quelconque du plan d'un triangle . rencontre deux de ses côtés ou n'en rencontre aucun; enfin,
1. De mèrae que pour déterminer ud segment il faut donner, outre ses «Irémités, un point de sou intérieur.
3. Cbaque cûté détermine deux triangles avec l'Angle correspondant (forma de deux angles simples opposés par le sommet); cela fait 6 triangles, mais Iroia d'entre eux coïncident {abc == cab = bca), ce qui réduit leur nombre k quatre. On peut encore concevoir (moins symétriquement) Ms triangles comme les parties communes ù deux angles ayant pour sommets respectifs a et b. Comme il y a deux angles pour chacun de ces sommets, cela fait quatre combinaisons, qui sont les quatre triangles.
152 LA GÉOMéTRIE
que sur les 4 triangles déterminés par 3 points ou par 3 droites d*un plan, une droite de ce plan pénètre dans 3 d'entre eux, mais non dans le 4^
On peut alors définir et étudier les transfot^mations segmeniaires^ c'est-à-dire celles qui transforment un segment en un segment : a, 6, c, d étant 4 points d'une droite et a'^ b\ &, d' les 4 points correspondants (d'une autre droite), si d appartient au segment abc, d appartiendra au segment a!Vd .
11 importe ici de postuler la continuité des segments, au moyen d'un axiome analogue à celui de M. Dedekind, et que M. PiBRi formule comme suit ^ :
« XVIII. Si le segment abc est divisé en deux parties X, T dont chacune contient au moins un point, et telles que tout point 0? de X précède tout point y de Y dans Tordre ai(;^ il existe (au moins) un point z du segment abc tel que tout point de abc qui le précède appartient à X, et que tout point de aht qui le suit appartient à Y '. »
On démontre ensuite que le point z ainsi défini est unique : c'est la limite commune des deux ensembles X, Y.
On établit alors le théorème du point double : « Soit un segment abc qu'une transformation segmentaire biuniforme transforme en un segment a'b'c' contenu dans abc; il existe dans a'b'c' un point double (c'est-à-dire qui coïncide avec le point correspondant de abc) tel qu'il n'est précédé d'aucun point double dans abc*, »
La relation harmonique fournit une transformation segmen-
1. M. PiERi a montré tout récemment (Circa il ieorema fondamenlaU di Staudi e i principii délia GeomettHaproJettiva, ap. Atti delVAcademia délie Scienze di Torino, 1904) que, pour établir le théorème de Staudt, il suffit d^admettre un postulat moins « fort » que le postulat XVIII, qui n'implique pas la continuité, et qui, fournissant seulement un ensemble dénombrable de points, permet de fonder la Géométrie projeclive dul^ct du 2' degrés (comprenant seulement les opérations rationnelles et rextraction de la racine carrée).
2. Rappelons qu'on a défini Tordre des points d'un segment par rapport à 3 points fixes a, b, c (v. p. 150, note 1).
3. Ce postulat de la continuité a été formulé de la même manière par F. Enriques, Sui fondamenii délia Geomelria projettiva (1894).
Enriqubs, op. cit., § 9 ; Pirhi, op, cit
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taire d'une droile en elle-même, qui consiste à échanger enlre eux les points conjugués par rapport à deux points fixes; c'est ce qu'on appelle une transformation harmonique.
On peut alors démontrer le théorème de Staudt : Toute transformation harmonique qui contient trois points doubles est une identité; autrement dit, si dans une transformation harmonique 3 points coïncident avec leurs correspondants, tous les autres points coïncident avec leurs correspondants'.
De ce théorème il résulte qu'une transformation harmonique est déterminée par 3 points. C'est le théorème fondamental de la Géométrie projective '. C'est lui qui permet d'appliquer les nombres réels aux figures projectives, et d'établir ainsi les coordonnées projectives, sans l'intervention d'aucune notion métrique'. Par suite, une fois cette application faite, toute question de Géométrie projective se réduit (comme dans la Géométrie analytique cartésienne) à une question d'Algèbre, résoluble par des moyens purement analytiques (c'est-à-dire logiques). Ainsi les 18 postulats précédents suffisent à fonder la Géométrie projective de l'espace général à n dimensions.
Si l'on veut se restreindre à l'espace ordinaire à 3 dimen* 8ions, on devra admettre un postulat de plus :
« XIX. a, 6, c, d étant 4 points non dans un même plan.
1. Staudt, Geometne der Lage,% 106 (1841); Pasch, Vorlesungen ilher neuere Géométrie, p. 126 (1882) ; Enriques, op. cit., § 14; Pieri, op. ci^,§ 10.
2. M. WiENEB a affirmé que le théorème fondamental de la Géométrie projective peut se démontrer sans aucun postulat de continuité, au moyen des théorèmes de Desargues et de Pascal {Ueber die Grundlagen und den Ausbau der Geometiie, ap. Jahresbericht der deutschen Mathematiker- ^'ereinigung, t. I, p. 47; t. III, p. 70); et M. Schor a effectué celle démonstration {Ueber den Fundamentafsatz der projectiven Géométrie, ap. Mathe^ ^(^tische Annalen, t. Lï, p. 401-409 ; 1899); Ueber die Grundlagen der Géométrie, § 2, ap. Math. Ann., t. LV, 1902). Mais les théorèmes invoqués reposent ^r les axiomes de congruence, qui appartiennent à la Géométrie métrique. *!• Balser a au contraire démontré le théorème fondamental au moyen "U postulat de continuité de Dedekind (c'est-à-dire de la continuité ordi- «aie), sans invoquer laconlinuité géométrique, c'est-à-dire métrique [Ueber ^^Pundamentalsatz der projectiven Géométrie, ap. Mathematische Annalen, ^- LV, p. 293-300 ; 1902).
^' Cette question des coordonnées projectives, sur laquelle nous ne voulons pas insister, parce qu'elle a surtout un intérêt technique, a été traitée à fond par Pasch, op. cit., § 22.
et e un 5* point non situé dans aucun des plans abc, abd, acd, hcd^ il existe un point commun à la droite ae et au plau bcd. »
Ce postulat signifie qu*un plan et une droite ont toujours un point commun; ce qui équivaut à dire que l'espace n a que 3 dimensions. On en déduit que deux plans ont toujours une droite commune^
La limitation à 3 du nombre des dimensions a pour effet d'établir entre les points et les plans la dualité si remarquable qui caractérise la Géométrie projective ordinaire, et qui consiste en ce que toute proposition projective donne lieu à une autre proposition également vraie, si Ton y remplace les foxnis par des plans, les plans par des points, et si Ton conserve les droites avec les relations qu'elles soutiennent, soit avec les points, soit avec les plans ^ Cette réciprocité vient, comme l'explique M. Piëri, de ce fait que, les notions indéfinissables de la théorie étant celles de point et de droite (série de points), dont le sens, dès lors, est indifférent à la vérité de la théorie, celle-ci reste vraie si l'on donne à ces entités un autre sens qui vérifie les mêmes relations (énoncées dans les postulats). Groupent leur donner respectivement le sens de plan et de faisceau de plans (passant par une droite), ce qui fait que tout théorème vrai pour les points et les droites qui les joignent est encore vrai pour les plans et les droites qui en sont l'intersection.
Cette dualité générale a pour conséquence deux dualités spéciales, l'une dans les figures planes, l'autre dans les figures centrales (c'est-à-dire dont tous les éléments passent par un même point appelé centre) *. En effet, il y a réciprocité entre les figures planes et les figures centrales, celles-là étant caractérisées par le fait qu'elles sont situées dans un seul et même plan, et celles-ci par le fait qu'elles passent par un seul et même point. Par suite, la figure réciproque d'une figure plane
1. Deux plans, comme deux points, déterminent une droite ; trois plaç^ qui n'ont pas une droite commune déterminent un point, comme trois points non en ligne droite déterminent un plan, etc.
2. Les figures centrales sont : le faisceau de droites, le faisceau de plans, la gerbe de droites et la gerbe de plans.
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est une figure centrale, et vice versa ^ Mais, d'autre part, une figure plane est la section d'une figure centrale (par un plan donné), et une figure centrale est la projection d*une figure plane (depuis un point donné) '. Cela étant, toute relation entre points et droites, dans un plan, se traduit par une relation de même forme entre droites et plans dans une figure centrale (les droites étant les projections des points, et les plans étant les f^ro/ec^ton^ des droites). Mais, par dualité, cette dernière relation correspond à une autre relation entre droites et points dans un même plan (plan correspondant au centre de la figure centrale). Ainsi la même relation qui existe entre les points et les droites d'un plan existe entre les droites et les points d'un autre (ou du même) plan, les droites correspondant aux points et les points aux droites. C'est en cela que consiste la dualité dans les figures planes.
De même, toute relation entre les éléments d'une figure centrale (composée de droites et de plans) se traduit par une relation de même forme entre les points et les droites qui en sont les sections planes. Mais, par dualité, cette dernière relation correspond à une autre relation entre plans et droites d'une même figure centrale (dont le centre correspond au plan précédent). Ainsi la même relation qui existe entre les droites et les plans d'une figure centrale existe entre les plans et les droites d'une autre (ou de la même) figure centrale, les plans correspondant aux droites et les droites aux plans. Telle est la dualité dans les figures centrales, réciproque de la dualité dans les figures planes ^
La dualité delà Géométrie projective off*re un grand intérêt
1. Le faisceau de plans est la figure réciproque de la droite (comme ensemble de points); la gerbe de droites est la réciproque du plan (comme ensemble de droites) et la gerbe de plans la réciproque du plan (comme ensemble de points); eafin le faisceau de droites est la réciproque du faisceau de droites.
2. Le faisceau de droites est la projection de la droite (comme ensemble ^e points) ; le faisceau de plans est la projection du faisceau de droites; enfin la gerbe de droites et la gerbe de plans sont les projections du plan considéré respectivement comme ensemble de points et comme ensemble de droites.
3. Pasch, op. cit., § 42; Enriques, pp. cit., § 15; Pieri, op. cit., §11.
philosophique, car c*e8t elle qui paraît avoir suggéré aoi malhématiciens cette pensée capitale, que la vérité des propositions de la Géométrie (et en général des Mathématiques) ne dépend pas du sens des notions premières, mais seulement de leurs relations fondamentales (énoncées dans les définitioDS et les postulats); que, par suite, ces propositions sont des conséquences formelles de ces postulats, et que toute la Géométrie peut se déduire logiquement de ceux-ci ^ A présent, du reste, il ne s*agit plus d'une simple possibilité théorique : cette déduction logique a été efTectuée par les géomètres que nous avons cités, et surtout par M. Pieri, au moyen de la Logique symbolique de M. Peano, qui en garantit la valeur formelle et apodictique.
Si Ton ne veut pas se limiter à 3 dimensions, on pourra (en se passant du postulat XIX) définir Vhyperplan projectifdn 3* ordre comme la projection d'un plan bcd à partir d'un point a extérieur à ce plan. On démontrera que cette figure est la même que celle qu'on obtiendrait en projetant le plan acd depuis le point 6, ou le plan abd depuis le pointe, ou le planak depuis le pointe/; et on la désignera par abcd (a, 6, c, d n'étant pas dans un même plan). On établira qu'un tel hyperplanest déterminé par 4 quelconques de ses points non situés dans un même plan. On pourra démontrer, sans le postulat XlXy que, dans un même hyperplan^ un plan et une droite ont un point commun, et deux plans une droite commune; de sorte que le postulat XIX (des 3 dimensions) revient à dire qu'il n'y a qu'un seul hyperplan de 3® ordre, lequel constitue tout l'espace. Pour s'élever à la 40 dimension, il suffira d'admettre le postulat contraire :
« XIX'. a, by c, d étant 4 points non situés dans un même plan, il existe un point hors de l'hyperplan abcd. »
1. « Es muss in der That, wenn anders die Géométrie wirklich deductiv sein soll, der Process des Folgerns ûberall unabhângig sein vom Sinn der geometrischen BegrifTe, wie er unabhângig sein muss von den Figuren; nur die in den benutzten Sâtzen, beziehungsweise Défi nitionen niedergelegten Beziehungen zwischen den geometrischen Begrifîen dûrfen io Betracht kommen. » (Pasch, op. cit., p. 98.) Cette phrase souvent citée caractérise parfaitement la tendance logique de toute la Mathématique moderne.
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Si Ton veut limiter à 4 le nombre des dimensions de Tespace, on devra admettre un postulat analogue à XIX, à savoir :
« XX'. a, 6, c, d^ e étant 5 points non situés dans un même hyperplan de 3® ordre, et fnn point non situé dans aucun des hyperplans abcd, abce, abde^ acde, bcde, la droite af rencontre rhyperplan bcde. »
Il en résulte que la figure abcde (hyperplan de 4* ordre) constitue tout l'espace. On voit que Ton peut ainsi définir progressivement un espace à n dimensions (n étant un nombre entier fini), ou même (par induction complète) un espace à o^ dimensions*, au moyen du postulat suivant (généralisation des postulats XI et XIII) :
« Xr. n étant un nombre entier positif, si P est un hyperplan de n^ ordre, il existe un point hors de P. »
S'il existe des points en dehors d'un hyperplan de n« ordre, et cela quel que soit n, le nombre des dimensions de Tespace est infini. C'est ce que M. Pieri appelle l'espace projectif absolu. Et comme le postulat Xr remplace les postulats XI et XIII, cela fait en tout 17 postulats pour définir l'espace projectif absolu, et 19 pour définir l'espace projectif à 3 dimensions : de sorte qu'on peut dire qu'au point de vue logique celui-ci est moins simple que celui-là. Gela montre combien il est facile, logiquement, de concevoir un espace d'un nombre quelconque de dimensions, même infini ^.
Pour achever l'analyse logique de la Géométrie projective, il reste à donner une définition logique de la droite projective, qui est, comme on l'expliquera tout à l'heure. Tunique notion indéfinissable de cette théorie. La droite projective est un ensemble de points (en nombre illimité) déterminé par deux points; 011 pourrait donc la définir comme une relation uniforme entre un couple de points et un ensemble de points (relation uniforme, mais non biuniforme : car la même droite
i. o^jest le nombre cardinal des nombres entiers finis (v. p. 65).
2. M. Veronese a été le premier à concevoir un espace d'un nombre infini de dimensions (Fundamenti di GeometHa a più dimensioni, Padova, 1891).
peat être déterminée par plusieurs couples de points). Mais cette relation très complexe (ayant 2 antécédents et un nombre infini de conséquents) peut se réduire à une relation symétrique et transitive entre deux points ; seulement cette relation n*a lieu qu'entre deux points différents (elle est, comme on dit, aliorelative ^), et cette propriété limite sa transitivité. En d'autres termes, soit B cette relation; aRb signifie que les points a et & appartiennent à une droite R (la relation R est la même pour tous les couples de points d'une droite, mais elle diffère d'une droite à l'autre). On aura toujours : aRb = bRa^ et aRb. bRc, o. aRc (si a et c sont différents). Une droite entière, c'est-à-dire le domaine de la relation R, se compose d'un de ses points et de tous les points qui ont avec lui la relation R (puisque cette relation est symétrique).
Une fois les droites projectives définies comme les domaines des relations du type susdit, on peut définir l'espace projectif comme un ensemble de relations de ce type, possédant en outre toutes les propriétés énoncées dans les postulats énumérés ci-devant. On aura ainsi une définition purement logique de l'espace projectif. Elle n'implique aucune notion indéfinissable, puisque les droites sont définies comme des relations d'un certain type, et que les points sont conçus uniquement comme les termes (problématiques) de ces relations, de sorte que leur notion n'intervient pas réellement dans la théorie. Elle n'implique non plus aucune proposition première indémontrable, puisque tous les postulats de la Géométrie projective font maintenant partie de la définition de l'espace projectif S et constituent les propriétés hypothétiques de cet espace. Oa n'en affirme aucune catégoriquement; on se borne à affirmer que, si un espace jouit de telles propriétés énoncées dans sa définition, il possédera en outre telles autres propriétés énoncées dans les théorèmes. Ainsi la Géométrie projective est
Nous préférerions un mot comme antiréflexive
2. Elle se trouve tout au long dans Russbll, op. cit., § 413.
3. Ou plutôt : de tous les espaces projectifs, car toute définition a pour objet une classe, qui peut, jusqu'à preuve du contraire, contenir une infinité d'individus.
ramenée à la forme d'une vaste implication, et par suite doit rentrer dans la Mathématique pure^ qui ne connatt pas d'autres principes que ceux de la Logique.
La Géométrie descriptive a pour notions premières le point et le segment rectiligne ^ Elle diffère donc de la Géométrie projective en ce qu'elle prend pour base, non plus la droite infinie, mais la portion finie de droite comprise entre deux points. Sans doute, on a pu définir en Géométrie projective le segment, mais au moyen de trois points, parce que la droite projective est une ligne fermée. Au contraire, en Géométrie descriptive, le segment sera déterminé par deux points seulement (ses extrémités). Par suite, il y aura une relation d'entre entre trois points quelconques de la droite; tandis qu'en Géométrie projective on ne peut pas dire qu'un point soit entre deux autres, et Ton ne peut définir Tordre des points d'une droite qu'au moyen d'une relation entre quatre points (relation harmonique, ou relation de séparation) *.
La notion de segment équivaut à la relation entre; au lieu de dire : « c est un point du segment ab », on peut dire : « c est entre a et 6 (sur la droite ab) ». D'une manière comme de l'autre, le segment défini par deux points (compris entre deux points) a et b sera un ensemble de points; on le représentera par ttô, et l'on écrira : « c & ab » pour traduire l'une ou l'autre des assertions susdites.
i* Il n*est pas besoin de faire remarquer que la théorie en question n'& rien de commun avec ce qu'on appelle dans les classes Géométrie descriptive, c'est-à-dire avec la méthode graphique qui consiste à représenter les figures de l'espace par leurs projections sur deux plans.
2. La Géométrie descriptive a été inaugurée par Pasch, Vorlesungen ilher neuere Geometne, §§ 1-12 (1882); puis formulée en symboles par Peano : ' principii di Geometrta logicamente esposti (Turin, 1889), et Sui fondanenti délia Geometria, ap. Rivista di Matematica, t. IV, p. 51-90 (1894). Ce sont ces deux mémoires que nous allons résumer. Des systèmes d'axiomes analogues se trouvent dans Ingrami, Elementi di Geometria (1899), et P. ScHUR, Ueber die Grundlagen der Géométrie^ ap. Mathematische Annalen, t. LV, p. 265-292 (1902).
~Si
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Voici maintenant les postulats qui suffisent à fonder logiquement la Géométrie descriptive :
« I. Il y a (au moins) un point. »
ce 11. Étant donné un point a, il y a un point x différent de a. »
« III. Entre deux points coïncidants (identiques) il n'y a aucun point » ; autrement dit, le segment aa est nul (est une classe vide).
« iV. Entre deux points distincts il y a un point ^ i» Ce postulat est la réciproque du précédent : un segment n*est nul que si ses deux extrémités coïncident.
n Y. Le segment ab est contenu dans le segment ba », c'està-dire que tout point qui appartient à ab appartient à ba. Il s'ensuit immédiatement que les segments ab et ba coïDcident (sont identiques). Le segment est donc symétrique; il n'est pas dirigé (comme le vecteur).
« YI. Le point a n'est pas entre a et6 »; il en est de même du point b, en vertu de la commutativité des extrémités, qui résulte du postulat V. En d'autres termes, les extrémités d*ua segment n'en font pas partie. C'est là une sorte de convention, conforme aux postulats III et lY et au sens ordinaire de la relation entJ^e ^.
Pour pouvoir sortir du segment fini, et s'élever à la notion de la droite entière, il convient de définir le prolongement d'ua segment au delà d'une de ses extrémités. Soit ab un segment, on désignera par a'b son prolongement au delà de b^ et par ab' son prolongement au delà de a, l'un et l'autre étant indéfinis. Il est très remarquable qu'on puisse les définir au moyen de la notion de segment fini, ou de la relation entre, comme suit : « a'b est l'ensemble des points x tels que b est entre a et x. » De même, ab' sera l'ensemble des points x tels que a est entre b et x.
1. Encore ici, nous ferons remarquer la portée de ces postulats existentiels 1, 11, IV, qui permettront ensuite d'affirmer Pexistence d'uD point déterminé par telles ou telles conditions.
2. Si l'on voulait que le segment contint ses extrémités, il faudrait modifier comme suit les postulats 111 et IV: « Un segment dont les extrémités coïncident se réduit à un seul point. » — « Un segment dont les extrémités sont distinctes contient un point différent de ses deux extrémités. »
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En somme, il y a équivalence entre les 3 propositions : « c appartient k ab; b appartient à a'c; a appartient à b'c », de sorte qu'on peut « résoudre » la relation d'entre par rapport à chacun des 3 points qui en sont les termes.
Il ne suffit pas de définir les prolongements d'un segment, il faut affirmer qu'ils existent; d'où le postulat suivant :
c( yil. a et b étant 2 points distincts, il y a des points qui appartiennent à a'b » (la classe a'b n'est pas nulle). Il en est de même de a6', en vertu de la commutativité des extrémités. De même, d'ailleurs, que ab=zba^ on a aussi les équivalences de notation :
a'b = ba\ ab' = b'a.
Les prolongements d'un segment ne sont pas des segments : on les appellera des rayons (demi-droites indéfinies). Ces rayons ont pour origine le point marqué par la lettre non accentuée.
Pour démontrer les propriétés des segments relatives à leur composition et à leur décomposition, il faut admettre les deux postulats suivants :
« VIII. Si c est un point du segment a6, et si d est un point du segment acy d est aussi un point du segment ab »; d'où il résulte aussitôt que le segment ab contient le segment ac^ le segment bc et le segment cd\ et que, semblablement, le rayon a!c est contenu dans le rayon a'b. On en déduit encore qu'il est impossible que b soit entre a et c et c entre a Qi b\ d'où il résulte que a6, a'b et ab' n'ont aucun point commun.
« IX.* Si c et d appartiennent au segment aô, ou bien ils coïncident, ou bien d est entre a et c, ou bien d est entre c et 6. »
De ce postulat on déduit que le segment ab est la somme logique des segments ac^ cb et du point c; que, si c est entre fl et 6 et c? entre c ei b, c est entre a ei d; que, si c est entre a et 6, d entre a et c, et e entre c et 6, c est entre d et e; que, dans le même cas, les segments ac et cb n'ont aucun point commun ; enfin, que si c et 6^ appartiennent à a6, le segment cd est contenu dans le segment ab *.
i* 11 ne faut pas confondre cette proposition avec celle-ci, que nous CouTURAT. — Les principes des mathématiques. li
Pour établir les propriétés des prolongements des segments, c'est-à-dire des rayons, il faut encore admettre deux autres postulats :
« X. Si c et c^ appartiennent au rayon a'hy ou bien ils coïqcident, ou bien d est entre b et c, ou bien c est entre h eXi, » Ce postulat est, pour le prolongement ba'y l'analogue du postulat IX pour le segment ab. On en déduit que le rayon b(^ est la somme logique du segment bc^ du point c et du rayon ca'; et que, dans la même hypothèse, le segment cd est contena dans le rayon ha' ,
« XL Si h est entre a et c, et c entre 6 et rf, c est entre a etd.»
Ce postulat permet de démontrer que, si b appartient au segment ac ou à son prolongement ac'^ les rayons ca' et cV coïncident (sont identiques) *.
On peut alors définir la droite (entière) ab comme la somme logique des points a et ft, du segment ab et de ses prolongements ab' et ba'. On démontre que la droite ba est identique à la droite ab\ que, sic est un point de la droite ab différent de a, la droite ab est identique à la droite ac\ enfin, que si cet rf sont deux points distincts de la droite aô, celle-ci est identique à la droite cd. Ainsi une droite est déterminée par deux quelconques de ses points.
Les postulats précédents suffisent à fonder la Géométrie descriptive de la droite. Avant d'aller plus loin, il convient de définir, toujours au moyen de l'idée de segment, des notions dont nous aurons besoin dans la suite.
Soit k une figure quelconque, c'est-à-dire un ensemble de points, et a un point. Par ak on désignera l'ensemble des points situés sur l'un quelconque des segments ax qui joignent le point a à tous les points x de k. Cette figure s'appellera la jonction de a et de k. Par a'k ou ka' on désignera l'ensemble
avons citée comme conséquence du postulat VIII: « Si c est entre fl et*, et d entre a et c, le segment cd est contenu dans le segment ab, «
1. Les deux postulats X et XI pourraient être remplacés par la proposition suivante: « Si les 2 segments ab, cd owi 2 points distincts communs, les 4 points a, 6, c, d appartiennent à un même segment. » (Pbano, Prmcipii di Geometria, p. 38.)
les points situés sur un rayon cix quelconque, où x est un point le &, c'est-à-dire Tensei^ble des points qui déterminent avec a les segments passant par un point quelconque de A. Cette igure s'appellera la projection de A à partir du point a, ou, rnivant l'expression imagée de M. Peano, Vombre de k éclairée m a. Enfin, par ak' ou k!a on désignera l'ensemble des points Àtués sur le prolongement ao delà de a des segments qui joignent a à un point quelconque de k.
De même, h et k étant deux figures quelconques, hk dési- SDera l'ensemble des points situés sur les segments qui joignent ebaqae point de A à chaque point dek; h'k désignera l'ensemble des points situés sur les prolongements de ces segments au delà du point de A;, et hk' désignera l'ensemble des points situés sur les prolongements de ces segments au delà du point de A.
1*68 notations aô, a'à rentrent comme cas particuliers dans celles-ci : le segment ab est idi jonction des points a et 6; le rayon a'b est l'ombre de b éclairé par a, La figure a'{ab) est la projection de ab à partir de a, c'est-à-dire le rayon qui a pour ongme a et qui contient b; c'est donc la demi-droite complémentaire de la demi-droite ab\ La droite ab se compose de «^', du point a et de a'{ab) *, et la demi-droite a'{ab) se compose de aô, du point b et de ba'.
Si ft et A sont deux classes de points, on a, indépendamment de tout postulat géométrique, et en vertu des seules lois logiques :
a {h ^ k)=ah'-^ ak a' [h^ k) = a'h ^ a*k
Et si A ky on a, dans les mêmes conditions :
ah o ak^ a'h o a'k^
Jesl-à-dire que, si l'ensemble h fait partie de l'ensemble /:, sa p^ûction ou sa projection est contenue dans la jonction ou la Mection de k (par rapport au même point).
• U rayon a\ab) peut aussi s'exprimer par a{a'b) ou a{ba').
Cela posé, on sort de la droite par le postulat :
« XII. r étant une droite quelconque, il existe au moins un point hors de r. »
Pour pouvoir déflnir le plan, on a besoin en outre du postulat suivant :
« Xni. a, A, c étant des points non coliinéaires, si ofest enlre b et c, et e entre a et dy le prolongement de ôe rencontre ac» (fig. 10), c'est-à-dire qu'il existe un point fiel que /* est entre a et c, et e entre b et f.
De ce postulat on déduit que : a{bc) o b{ac)y d'où, réciproquement : b{ac) o a(frc), et par conséquent : a{bc) = b{ac). Ainsi la
jonction de a et bc coïncide avec la jonction de b et ac (et par suite avec la jonction de c et ab). Cette figure unique s'appellera le triangle abc. En outre, si d est un point quelconque da segment bc, et f un point quelconque du segment ac, le segment dfesi contenu dans le triangle abc. Dans la même hypothèse [a^b^c non coliinéaires), si p est un point du triangle abc, celui-ci se compose du point p, des 3 segments pa^ pb,pc, et des 3 triangles pab, pbc^ pca. Si p et q sont 2 points distincts du triangle abc, le rayon p'q rencontre le contour du triangle; le rayon pq' également, de sorte que la droite pq rencontre le contour du triangle en â points situés respectivement sur les â prolongements du segment pq.
Cela posé, on peut définir le plan abc comme l'ensemble des 3 points a, 6, c, des 3 segments ab, bc, ca, de leurs 6 prolongements ab' et ba\ bc' et c6', ca' et ac\ du triangle abc^ des
1. La fîgure a'bc est la projection de hc depuis a, c'est-à-dire la partie du plan comprise entre le segment hc et les rayons ha' et ca'.
3 figures a'bc^ h'ca^ c'ab *, et des 3 angles a'b'c^ b'da^ c'a'b •. On voit que la définition descriptive du plan est bien moins simple et moins unitaire que la définition projective.
En revanche, on a une définition très simple du demi-plan, qui n'est, pas plus que la demi-droite, une notion projective. Soit r une droite, et a un point extérieur à r ; la figure a'r sera, dans le plan déterminé par a et r, le demi-plan qui ne contient pas a. L'autre demi-plan, qui contient a, sera r'ra (projection de ra depuis r). Ces expressions sont analogues aux expressions des demi-droites ab' et a'ab (séparées par le point a).
ËQÛn on démontre que, si d est un point quelconque du plan â&c, ou bien il est sur l'une des droites a6, 6c, ca, ou bien il est dans le triangle abCy ou a est dans le triangle 6cd, ou b est dans le triangle acd, ou c est dans le triangle abd\ ou bien enfin (là et bc se coupent, ou ac et bdy ou ab et cd. La réciproque est vraie, c'est-à-dire que si Tune de ces alternatives a lieu, le point d est dans le plan abc.
Pour établir l'unicité du plan déterminé par 3 points, on a besoin d'un nouveau postulat :
« XIY. a, b, c étant 3 points non coliinéaires, si d est entre
4 et c, et f entre a et c, les segments ad et bf se coupent (ont un point commun é) » (fîg. 10).
On remarquera combien ce postulat diflfère peu du précédent, et pourtant il a une portée déductive toute difFérente. On en déduit d'abord que, si l'on prend 2 points, l'un sur a'b, l'autre sur a'c, le segment qui les joint est contenu dans a'bc\ que, si l'on prend 2 points, l'un sur 6'a, l'autre sur c'a^ le segment qui les joint est contenu dans l'angle b'c'a. On démontre ensuite que le plan abc coïncide avec le plan aôrf, si d est un point du segment 6c, ou de la droite bc (autre que 6), ou même du triangle abc\ enfin, que, si d, c, /*sont 3 points non coliinéaires du plan aôc, celui-ci coïncide avec le plan def*
4- La figure a'bc est la projection de bc depuis a, c'est-à-dire la partie 'lu plan comprise entre le segment bc et les rayons ba' et ca'.
2. La figure d'b'c est en effet la projection de b'c depuis a (ou de a'c <lepuis 6), c'est-à-dire l'angle compris entre les deux rayons ca', cb'.
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On démontre aussi que deux plans qui ont 3 points communs j coïncident (sont identiques), et que la droite déterminée par ; deux points d*un plan est contenue dans ce plan. Ainsi se troa- | vent établies les propriétés essentielles du plan, qui lui ser?eDt | couramment de définition.
Les postulats précédents (joints au postulat de continuité) suffisent à la Géométrie plane. Pour passer à la Géométrie | « solide », il faut sortir du plan et admettre le postulat sui- ! vaut :
« XY. Étant donné un plan quelconque, il existe au moins un point hors de ce plan. »
On appellera complanaires les points situés dans un même plan. Si a, 6, c, d sont 4 points non complanaires, les figures a{bcd) et b(acd) coïncident; elles coïncident aussi avec c{M) et d(abcy Cette figure unique s'appelle le tétraèdre abcd ^ Soit e un point de ce tétraèdre, celui-ci se compose du pointe, des 4 segments ea^ e6, ec, edy des 6 triangles eab, eac^ ebcy** et des 4 tétraèdres eabc^ eabd^ eacd^ ebcd. On démontre que chacun des prolongements d'un segment contenu dans le tétraèdre rencontre sa surface (c'est-à-dire une de ses 4 faces abc^ abd...) et que, si e est un point de la face bcd et /'ua point de l'arête arf, le segment ae rencontre le triangle bcf. On établit encore le théorème suivant : « Étant données deux droites dans un plan et un point hors de ce plan, les deux plans qui joignent ce point respectivement à ces deux droites ont une droite commune ». Ce théorème a pour conséquence le théorème des triangles homologiques dans l'espace, et par suite dans le plan. On voit que ce théorème dépend du postulat XV, qui implique la troisième dimension de l'espace*.
Pour prouver que, si deux plans ont un point comnaun,
1. Un tétraèdre peut encore être considéré comme la figure {ab){cd], ou (ac)(6d), ou {ad){bc).
2. Pour prouver que ce théorème dépend du postulat XV, M. Pbaso montre que, si Ton substitue au plan une surface quelconque, et aux i droites les géodésiques de cette surface, les 14 premiers postulats pourront être vérifiés par les points de cette surface sans que le théorème ^ de Desargues soit vérifié. Il est toutefois vérifié sur les surfaces à cour- \ bure constante {Revue de Mathématiques, t. IV, p. 73).
ils ont une droite commune, il faut limiter à 3 le nombre des dimensions. C'est ce qui résulte du postulat suivant :
« XVI. Étant donnés un plan p et un point a hors de ce plan, on prend un point b sur le prolongement d'un des segments qui joignent a au plan p ; alors, si x est un point quelconque, ou bien il appartient au plan py ou bien le segment ax rencontre le pian p, ou bien le segment bx rencontre le plan p. »
Ce postulat signifie, en somme, que le plan partage l'espace en deux régions qu'il sépare, de sorte qu'on peut parler des deux côtés du plan. Deux points a, b sont de côtés opposés du plan, si le segment ab le rencontre (le perce, comme on dit); ils sont du même côté, si le segment ab ne le rencontre pas. Étant donnés 3 points a, 6, c hors du plan, si deux d'entre eux sont de côtés opposés, le troisième sera du même côté que l'un des deux premiers. Cela revient à dire que le plan p coupe deux des côtés du triangle abc, mais non le troisième, il en résulte qu'une droite quelconque du plan abc coupe deux des côtés du triangle abc, et deux seulement, ou n'en coupe aucun K
Les considérations précédentes amènent à concevoir le demiespace, c'esl-à-dire l'ensemble des points situés du même côté d'un plan. Soit p un plan et a un point hors de ce plan; la figure a'p sera la projection du plan p depuis le point a, c'està-dire le demi-espace qui ne contient pas a. Le demi-espace qui contient a (complémentaire du précédent) sera représenté par p'pa, projection de la figure pa à partir du plan p.
Pour compléter les principes de la Géométrie descriptive, on n'a plus qu'à énoncer le postulat de continuité :
« XVJI. Soit k une classe de points contenus dans le segment ab; il existe un point x du segment ab (ou coïncidant avec b) tel qu'aucun point de k n'est entre x et b, et que, pour tout point y pris entre a et x, il existe des points de k situés entre y et 6. » En d'autres termes, si l'on emploie les expressions i'ava7it et d'après (qui supposent un ordre entre les points de ab,
4. Proposition admise comme postulat par Pasch {op. cit., § 2, Principe IV), et par Hilbert {Grundlagen der Géométrie, Axiome II, 5).
de a à 6), le point x esl tel que tous les points de k sont avant lui, mais qu'il y a des points de A: après tout point y situé avant x. Le point x est pour ainsi dire la limite postérieure de Tensemble k. Il va sans dire que, en vertu du même postulat, il existe aussi une limite antérieure du même ensemble. Suivant une remarque de M. Pf:ano lui-même S on aurait pu prendre pour notion première, au lieu du segment (fini), le rayon (infini), et définir le segment au moyen du rayon : en effet, le segment ab est la partie commune aux deux rayons que nous avons appelés a'ab et b'ba. Cette remarque enlève toute portée aux considérations empiristes par lesquelles M. Pasch croit devoir justifier le choix de ses notions premières, le segment fini et la portion de plan finie ', sous prétexte que nous ne percevons jamais que des portions finies des droites et des plans que nous offre l'expérience '.
Depuis que ce chapitre est composé, M. Oswald Yeblen a publié un nouveau système d*axiomes pour la Géométrie, qui constitue, semble-t-il, une simplification et un perfectionnement de la Géométrie descriptive*. Pour le dire en passant, ce simple fait prouve combien ces recherches de Logique mathématique, ignorées ou dédaignées des mathématiciens français, sont en faveur dans les autres pays •. Nous croyons donc devoir donner à nos lecteurs un bref aperçu de ce travail.
Vorlesungen Uber neuere Géométrie, Introduction
3. Quant aux considérations empiristes sur le minimum perceptible de longueur, au-dessous duquel les points seraient confondus, et sur rinexactitude inévitable des mesures expérimentales, il suffit de remarquer qu'elles tendent, non à fonder, mais à infirmer les notions de divisibilité à rinfinietde continuité, que M. Pasch admet pourtant (op. d/., §§iet23).
4. A System of Axioms for Geometry, by Oswald Veblen, ap. Transactions of Ihe American Malhemaiical Society, t. V, p. 343-384 (juillet 1904).
5. Citons encore plusieurs nouveaux mémoires de Logique mathématique qui viennent de paraître : E.-V. Hcntinoton, A set of postulâtes for real Algebra, comprising postulâtes for a one-dimensional continuum and for the theory of groups, ap. Transactions of the American Mathematical Society, l. VI, p. n-41; Note on the définitions ofobstract groups and fields by sels of independent postulâtes, ibid., p. 181-193; A set of postulâtes for ordinary complex Algebra, ibid., p. 209-229; 0. Veblen, Theory on plane curves in non-metrical Analysis situs, ibid., p. 83-98 (1905).
Les notions premières (indéfinissables) de ce système sont le concept (classe) de point, et la relation d'ordre entre 3 points. Pour !e dire tout de suite, la relation d'ordre entre 3 points équivaut à ce que nous avons appelé précédemment la relation d'entre; comme celle-ci, elle implique que les trois points en relation sont en ligne droite.
Les axiomes sont au nombre de 12 seulement, et ils sont indépendants les uns des autres, comme M. Yeblen le prouve par des exemples. En outre, ils forment un système catégorique^ c'est-à-dire qu'il n*y a qu*un ensemble qui les vérifie, ou que, si deux ensembles les vérifient, ils sont susceptibles d*une correspondance univoque et réciproque. Aux systèmes catégoriques s'opposent les systèmes disjonctifs *, auxquels on peut adjoindre un ou plusieurs axiomes indépendants des premiers, de manière à restreindre leur extension. Quoi qu*on pense du choix de ces mots, il y a là une distinction utile et importante, que la Logique classique ignorait, et dont la Logique moderne sera encore redevable à des mathématiciens.
Les 12 axiomes de M. Yeblen se partagent en deux groupes. Le premier groupe, qui comprend 8 axiomes, est relatif aux propriétés de la ligne droite :
Il existe au moins deux points distincts
IL « Si les points A, B, G sont dans Tordre ABC, ils sont aussi dans Tordre CBA. »
Ainsi la relation d'ordre est symétrique ou réversible.
III. « Si les points A, B, C sont dans Tordre ABC, ils ne sont pas dans Tordre BCA. »
\ . L'auteur emprunte les expressions catégorique et disjonclif à M. J. Dewey; elles nous paraissent peu claires et peu heureuses, à raison du sens tout différent qu'elles ont en Logique classique. M. Huntinoton emploie, au lieu de catégorique, le mot suffisant (sous-entendu : pour déterminer un ensemble qui vérifie le système), qui est meilleur. M. IIil- BERT emploie dans ce sens le mot complet, que M. Huntington emploie pour qualifier un système consistant, suffisant et irréductible. Il nous semble qu'il serait préférable, et plus simple, d'employer les termes traditionnels singulier et général, qui indiquent clairement que l'extension du système comprend respectivement un ou plusieurs individus. Après tout, un système d'axiomes peut être considéré comme un concept; c'est même un concept, au sens de M. Frege, car c'est une fonction propositionnelle à une variable.
Ainsi la relation d*ordre n^est pas circulaire, mais linéaire (ouverte). Par cet axiome, la Géométrie descriptive se sépare de la Géométrie projective, où la droite est une ligne fermée; et Ton peut prévoir que le point à Tinfini en sera exclu.
IV. « Si les points A, B, G sont dans Tordre ABC, les points A et G sont distincts. »
V. « Si A et B sont deux points distincts, il existe un point G tel que Ton a Tordre ABC. »
Get axiome implique que la droite est prolongeable, ou plutôt prolongée, au delà de chacun de ses points. On peut alors définir la droite comme suit : étant donnés deux points distincts A, B, la droite AB est l'ensemble des points A, B et des points X qui vérifient un des trois ordres ABX, AXB, XAB. Le segment AB est Tensemble des points X qui vérifient l'ordre AXB. On démontre que deux points distincts déterminent une droite unique et un segment unique.
VI. « Si deux points distincts G et D appartiennent à la droite AB, le point A appartient à la droite CD. »
De cet axiome on déduit que deux points distincts déterminent une droite.
VII. « S'il existe trois points distincts, il existe trois points A, B,C qui ne sont pas en ligne droite » (c'est-à-dire qui ne vérifient aucun des ordres ABC, BCA, CAB).
Cet axiome existentiel permet de sortir de la droite el d'obtenir la notion de triangle.
VIII. Axiome de la transversale : « Si trois points A, B, Cne sont pas en ligne droite, et si D et E sont deux points qui vérifient les ordres BCD et CEA, il existe un point F, dans Tordre AFB, qui est en ligne droite avec D et E » (fig. 11). On prouve que les points D, Ë, F sont distincts, et sont dans Tordre DEF; on prouve aussi qu'aucune droite ne peut rencontrer les trois segments qui forment les côtés d'un triangle. Grâce à Taxiome précédent, on peut démontrer qu'entre deux points distincts il y en a un troisième (en ligne droite avec eux), et par suite qu'il y a une infinité de points dans un segment et sur une droite. C'est la première fois qu'on peut affirmer qu'il existe
une infinité de points, et cette proposition est une conséquence des huit axiomes précédents. Au contraire, sept quelconques de ces axiomes peuvent être vérifiés par un ensemble /?nt sans que le huitième le soit, et c'est ainsi que M. Veblen prouve Tindépendance absolue de ces huit premiers axiomes. On peut également définir Tordre général des points sur une droite, et assigner à un ensemble fini de points d'une droite
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des numéros tels que Tordre des points soit le même que celui de leurs numéros.
Enfin, de Taxiome VIII on déduit ce théorème, dont Ténoncé implique ce même axiome : Si une droite rencontre un côté d'un triangle et le prolongement d'un autre côté, elle rencontre le troisième côté.
On peut définir le plan comme suit : Si A, B, C sont trois points non en ligne droite, le plan ABC est l'ensemble des points qui sont en ligne droite avec deux points des côtés du triangle ABC. On démontre que trois points non en ligne droite détermiïientun plan ; et qu'une droite qui a deux points communs avec un plan y est contenue tout entière.
Pour sortir du plan et construire Tespace, on a besoin de l'axiome suivant :
IX. Axiome de Vespace : « S'il existe trois points non en ligne droite, il existe un plan tel qu'il y a un point non situé ^ans ce plan ». D'où Ton déduit aussitôt que, étant donné un plan quelconque, il existe un point en dehors de ce plan*.
1. La différence entre cette proposition et l'axiome IX consiste dans
On peut alors définir le tétraèdre déterminé par 4 points non situés dans un même plan, puis Vespace (à 3 dimensions), comme Tensemble des points qui sont en ligne droite avec deux poiais des faces du tétraèdre. On démontre que 4 points détermineat un seul espace, et que, si une droite a 2 points, ou un plan 3 points communs avec un espace, ils y sont contenus tout entiers.
On pourrait de même sortir de Tespace à trois dimensions; pour s'y enfermer, on a besoin de Taxiome suivant :
X. Axiome des dimensions : « S*il existe 4 points non situés dans un même plan, il existe un espace tel qu'il n'y a aucun point qui ne soit en ligne droite avec deux points de cet espace. » D'où il résulte qu'il n'y a qu'un espace (à 3 dimensions), et que deux plans quelconques ont une droite commune.
L'auteur généralise ensuite la notion d'ordre, définit les régions de la droite, du plan et de l'espace (demi-droites, demiplans; intérieur d'un angle, d'un triangle, d'un polygone, d*un dièJre, d'un trièdre, etc.) et démontre leurs propriétés essentielles, par exemple : qu'un polygone plan partage son plan en deux régions séparées *.
Il formule Vaxiome de continuité sous une forme assez compliquée et fort peu évidente * :
XL i< S'il existe une infinité de points, il existe un certain couple de points Â, G jouissant de la propriété suivante : si [<j] est une classe infinie de segments de la droite AG telle que tout point du segment AG (y compris A et G) est un point d'un segment (x, il existe une sous-classe finie (Tj, œ,, ... cn qui a la même propriété. » On démontre d'abord que cette propriété appartient à un segment quelconque'; puis, que, si un segment AB se compose de deux classes de points [X] et [Y]
la distinction de un (a) et de un quelconque (any). On voit l'importance logique de ces distinctions grammaticales, que M. Rgssell a soumises à une pénétrante analyse [The Principles of Mathematics, eh. v).
Même remarque que pour l'axiome IX
telles qu'aucun point X n'est entre deux Y ni aucun point Y entre deux X, il existe un point 0, et un seul, qui est entre chaque X et chaque Y.
On reconnaît dans cette proposition Taxiome de la conti* Duité de M. Dedekind, sous la forme que lui a donnée M. Pibri. De Taxiome de continuité joint aux 8 premiers on déduit que, par un point pris hors d'une droite, il passe au moins une droite qui ne la rencontre pas (cela résulte notamment de ce fait, conséquence de Taxiome III, que Tordre des points d'une droite n'est pas circulaire), et que, s'il y a plusieurs droites telles, il y a deux demi-droites qui séparent celles qui rencontrent la première droite de celles qui ne la rencontrent pas [ce sont les parallèles au sens de Lobatchevsky). On voit que la géométrie de Hiemann est exclue d'avance par Taxiome III. Pour exclure la géométrie de Lobatchevsky, il suffit d'admettre V axiome des parallèles :
XII. « Soit a une droite d'un plan a, il y a dans ce plan un point C tel qu'il ne passe par G qu'une seule droite du plan a qui ne rencontre pas la droite a, »
Il suffit de postuler ce fait pour une seule droite et un seul point : car on peut alors démontrer qu'il a lieu pour n'importe quelle droite et n'importe quel point*. Cette dernière proposition est le postulatum d'Ëuclide.
L'auteur indique ensuite comment on peut édifier la Géométrie projective sur les fondements précédents, en définissant et introduisant les éléments impropres ou idéaux (points, droites, plans projectifs) suivant la méthode que nous exposerons plus loin (p. 177). Enfin il montre comment on peut établir, avec le même système de principes, la Géométrie métrique euclidienne, sans nouveaux axiomes, et simplement en donnant une définition projective de la congruence. On définit d'abord la congruence des angles (et par suite la similitude) en remarquant que, en vertu de l'axiome des parallèles, les points impropres de l'espace forment un plan (le plan de l'infini), et
!• Même remarque que pour les axiomes IX et XI.
en déûnissant la perpendicularité d'une droite et d*un plan au moyen du cercle imaginaire de Tinfini. On définit ensuite la congruence des segments (et par suite la congruence de toutes les figures) au moyen des réflexions^ c'est-^-dire de certaines transformations projectives qui laissent invariant le cercle de l'infini. Gela fait, on peut définir la longueur des segments et introduire dans l'espace un système de coordonnées.
En résumé, ce sont les trois formes de Géométrie que M. 0. Yeblen fonde sur douze axiomes seulement. Sans doute, la réduction du nombre des axiomes n'est pas à elle seule une simplification, car on peut, comme Ta remarqué M. Pibri S fondre à volonté plusieurs axiomes en un seul. Néanmoins ce système nous parait offrir plus de simplicité et de clarté que les autres (sauf en ce qui concerne Taxiome de continuité), et il a l'avantage d'être complet et irréductible.
La théorie précédente repose sur la relation d'entre existant entre trois points. Or nous avons vu * que cette relation ternaire peut se ramener à une relation binaire asymétrique et transitive. Par suite, cette théorie est susceptible d'une simplification qu'a suggérée M. Vailati*. Soit une relation 5 (qu'on lira : suit); on suppose qu'elle est asymétrique^ c'est-à-dire que aSb et hSa s'excluent; qu'elle est transitive^ c'est-à-dire que aSà et bSc entraînent aSc; et qu'entre deux termes distincts a, 6 on a toujours, soit aSb, soit bSa, Ge sont là les trois postulats de la nouvelle théorie. On définira la relation d'entre comme suit :
b 6 ac={aSb. bSc) w {cSb. bSa) Df
« b est entre a et c signifie, ou bien que a suit 6 et 6 suit c, ou bien que c suit b et b suit a. »
Par cette définition, la relation ternaire indéfinissable entre
. i. I Principii délia Geometria di Posizione, p. 3, note 7 (1898); Bibliothèque du i*' Congrès international de Philosophie, 1. 111, p. 393 (1901).
Chap. m, § A, p
3. Sut principi fondamentali délia GeometHa delta retla, ap. Rivista di Matematica, t. II, p. 71-75(1892).
est ramenée à la relation binaire indéfinissable <S. Cela posé, OQ peut, au moyen des trois postulats qui caractérisent la relation S, démontrer les postulats III, V, VI, VIII, IX, X et XI de la théorie de M. Peano, c'est-à-dire tous les postulats de la Géométrie de la droite, sauf les postulats existentiels I, II, IV et VII. Par exemple, le postulat III : « Le segment aa est nul » résulte immédiatement du fait que la relation 5 est asymétrique; car dire d'un point x qu'il appartient au segment aa, c'est affirmer à la fois : aSx. xSa, ce qui est impossible. De même, du fait que la relation S ne peut pas être réflexive se déduit le postulat YI : « le point a n'appartient pas au segment ah », car on a :
azab,=(aSa. aSb) ^ {bSa, aSa)
et le second membre est absurde, car il contient le facteur absurde aSa. De ce que la définition debeac est symétrique par rapport à a et c, il résulte que beac = b&ca, ce qui est le postulat V. Les autres postulats se démontrent de même par des déductions purement logiques.
On peut, avec M. Russell, faire un pas de plus dans la voie de la réduction logique et de la simplification. On peut concevoir la droite elle-même comme une relation asymétrique transitive qui existe entre deux quelconques de ses points, et par suite Tensemble des droites de l'espace comme une classe de relations dont le champ est l'ensemble des points de l'espace. On posera les axiomes suivants * :
I. Il y a une classe de relations K^ dont le champ est la classe point ;
VII. Entre 2 points il y a une relation A' et une seule
i< Hdssell, 0^. cit., § 376.
VIII. a et b étant des points du domaine de A, on a, ou bien aRb, ou bien blia.
On va voir que ces huit axiomes suffisent à fonder toute la théorie, et notamment à démontrer les postulats de M. Yailâti. D*abord, des quatre premiers axiomes il résulte qu'il existe au moins deux points a, b. Soit R la relation qui existe entre ces deux points (en vertu de VII); on a : aRby et on ne peut pas avoir : bRa, car la relation R étant transitive (V) serait alors réflexive (contrairement à III). Donc R et ^R sont asymétriques. En vertu de V, non seulement la relation R est transitive {R^oR), mais elle donne lieu à une série compacte {RoIP)^ car aRb implique qu'il y a un terme c tel que aRc. cRb; autrement dit, il y a toujours un terme entre deux termes de la relation. En vertu de VI, si aRb, il existe un point c tel que bRc\ cela signifie que le segment a6 a un prolongemeut au delà de b (et de même au delà de a), c'est-à-dire que la suite des points d'une droite n'a ni premier ni dernier terme (la droite est infinie dans les deux sens). Ainsi se trouvent démontrés les 3 postulats de M. Vailati et les postulats existentiels de M. Peano.
La Géométrie descriptive ressemble beaucoup, à première vue, à la Géométrie projeclive : d'abord, elle aboutit aux mêmes propositions concernant les relations des points, des droites et des plans; ensuite, elles s'opposent toutes deux à la Géométrie métrique par le fait qu'elles ne considèrent ni grandeur, ni distance, ni congruence, ni mouvement; l'une et l'autre sont des Géométries de position^ et ont été longtemps confondues sous ce nom. Mais, d'autre part, elles diffèrent profondément l'une de l'autre, d'abord par leurs principes, et ensuite par leurs conséquences : en Géométrie projective, deux droites d'un plan se rencontrent toujours, ainsi qu'une droite et un plan, ou deux plans; en Géométrie descriptive, ces rencontres n'ont pas nécessairement lieu. En Géométrie descriptive, deux points suffisent à déterminer un segment, et trois points à déterminer un triangle; en Géométrie projective, deux pointa
déterminent deux segmeats, et trois points déterminent quatre triangles, de sorte qu^il faut leur adjoindre un nouveau point pour obtenir une détermination univoque. Toutes ces discordances proviennent de ce fait fondamental, que la droite projective est une ligne fermée, tandis que la droite descriptive est nne ligne ouverte; la première offre un ordre circulaire, la seconde un ordre linéaire; deux points partagent celle-ci en trois parties, et celle-là en deux seulement ^ Un seul point divise la droite descriptive en deux demi-droites, une droite divise le plan descriptif en deux demi-plans, un plan divise Tespace descriptif en deux demi-espaces : tandis que la Géométrie projective ignore les demi-droites, les demi-plans et les demi-espaces, dont la propriété n'est pas projective (ne se coDserve pas par projection*). Tout cela tient à ce que les droites et plans descriptifs offrent une solution de continuité (à V infini). Il s'ensuit que, si l'on veut faire concorder l'espace descriptif avec Tespace projectif, il faut compléter le premier au moyen d'éléments impropres qui sont, dans l'espace euclidien, les éléments à l'infini (points, droites et plans) ^
On sait comment Staudt introduit les éléments impropres*. > Il appelle direction (Richtung) la propriété commune à toutes les droites parallèles entre elles, inclinaison [Stellung) la propriété commune à tous les plans parallèles entre eux. Puis il remarque qu'une droite est déterminée par un point et une direction, comme par deux points; qu'un plan est déterminé par deux points et une direction, ou par un point et deux directions,
1. Dans la théorie de M. Russell, la droite projective est une relation symétrique entre deux quelconques de ses points, tandis que la droite descriptive est une relation asymétrique (qui a un sens déterminé).
2. Ces notions de demi-droite, demi-plan, demi-espace appartiennent plutôt à la Topologie, car elles supposent qu'un point, une droite, un plan partagent respectivement la droite, le plan, l'espace en deux régions entièrement séparées.
3. En somme, la Géométrie projective correspond à l'espace de Riemann, tandis que la Géométrie descriptive convient aux espaces d'Euclide et de Lobatchevskij.
4. Géométrie der Lage, §§ 3 et 5. Cf. De VInfini mathématique, p. 262.
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OU par un point et une inclinaison, comme par trois points. Il est ainsi conduit à assimiler une direction à un point, une inclinaison à une droite, et il les appelle respectivement point et droite impropres. Ainsi des droites parallèles ont en commun un point impropre, des plans parallèles ont en commun une droite impropre. De plus, deux points impropres (directions) déterminent une droite impropre (inclinaison); Tensembledes points impropres, ayant un point (impropre) commun avec chaque droite et une droite (impropre) commune avec chaque plan, est donc appelé par analogie plan impropre; il est déterminé, soit par trois points impropres, soit par un point et une droite impropres. Grâce à l'introduction des éléments impropres, les propositions de la Géométrie élémentaire se généralisent et se simplifient : on pourra dire, sans restriction, que deux droites d'un plan ou qu'une droite et un plan ont toujours un point commun; et que deux plans ont toujours une droite commune. L'espace descriptif ainsi complété jouit donc des mêmes propriétés que l'espace projectif.
Mais cette « extension » de l'espace n'est pas plus satisfaisante, au point de vue logique, que les prétendues généralisations du nombre : car il ne suffit pas de déHnir et de nommer une entité pour lui conférer l'existence; et c'est pour cela que les géomètres tendent (pour atténuer leur audace créatrice) à présenter ces détinitions comme de simples « conventions » verbales, à réduire les éléments impropres à des mots ou à des façons de parler. C'est là une échappatoire fort peu philosophique; car il reste toujours la question de savoir comment ces conventions verbales peuvent être utiles et commodes, et pourquoi l'introduction de simples mots vides de contenu réel peut servir à généraliser et à simplifier les propositions géométriques. Il y a donc là, quoi qu'en disent les nominalistes, autre chose qu'une question de langage.
Comme dans la généralisation du nombre, la solution logiquement satisfaisante de cette difficulté consiste, au lieu de juxtaposer de nouveaux éléments aux anciens, à substituer à tous les éléments anciens un ensemble d'éléments nouveaux
dont uue partie seulement correspond aux anciens ^ En Géométrie descriptive, à chaque point de l'espace correspond une gerbe de rayons (Strahlenbûndel) issus de ce point, qu'on appelle le sommet de la gerbe. Or les gerbes de rayons ont certaines propriétés indépendantes de leur sommet, et même de Texistence de ce sommet; par exemple, deux droites d'un même plan déterminent une gerbe de rayons; et deux gerbes de rayons déterminent une droite, qui est leur rayon commun. On appellera toutes les gerbes des points idéaux : certaines gerbes correspondront aux points actuels (réels), mais aucune gerbe, et par suite aucun point idéal, n'est un point actuel. De même^ à chaque droite correspond un faisceau de plans dont elle est Taxe : mais il y a des faisceaux de plans qui n'ont pas d'axe (par exemple, un ensemble de plans parallèles) et qui possèdent d'ailleurs toutes les propriétés des faisceaux de plans. On appellera tous les faisceaux de plans des droites idéales; certaines d'entre elles correspondront aux droites actuelles, mais aucune ne sera une droite actuelle. Une droite idéale peut aussi être conçue comme un ensemble de gerbes de rayons, c'est-à-dire de points idéaux, qui est déterminé par deux quelconques d'entre eux. On peut alors énoncer en toute généralité les propositions suivantes : Deux plans quelconques ont une droite idéale commune (c'est-à-dire appartiennent à un même faisceau, qu'ils déterminent); trois plans quelconques ont un point idéal commun (c'est-à-dire appartiennent à une même gerbe, qu'ils déterminent); deux droites idéales d'un plan ont un point idéal commun (c'està-dire appartiennent à une même gerbe) ; un plan et une droite idéale ont un point idéal commun. Deux points idéaux déterminent une droite idéale; seulement, pour pouvoir affirmer que trois points idéaux déterminent un plan, il faut concevoir le plan idéal (qui dans certains cas ne correspondra à aucun plan actuel). L'ensemble des points, droites et plans idéaux ainsi définis constitue un espace projectif, c'est-à-dire vérifie
1. Pasch, op. cit. y §§ 6, 7, 8; Russell, op, cit., §§ 384-386. Cf. Schur, Ueber die Grundlagen der Géométrie, § 1, ap. Mathematische Annalen, t. 55 (1902).
tous les postulats de la Géométrie projective, et par suile possède toutes les propriétés que Ton attribue d'ordinaire à l'espace projectif. Ainsi se trouve réalisée la transformation de Tespace descriptif en un espace projectif sans adjonction d'éléments étrangers, et seulement par une classification et une nomenclature nouvelles de ses éléments propres. La question d'existence se trouve du même coup supprimée, les nouveaux éléments n'étant que des ensembles composés des anciens éléments.
Si, au contraire, on compare l'espace descriptif à l'espace projectif en faisant correspondre les points aux points, les droites aux droites et les plans aux plans, on constate que l'espace descriptif est moins complet; il lui manque tous les points d*un plan (pour nous borner au cas où l'espace est euclidien). On comprend dés lors que l'absence de ce plan crée une solution de continuité dans les plans et droites qui le traversent. C'est ce qu'on appelle le plan de l'infini; et c'est pourquoi Ton est obligé de compléter les figures descriptives (euclidiennes) au moyen des droites à l'infini et des points à l*infini pour les rendre projectives.
Après ce que nous avons dit de la définition de l'espace projectif, on conçoit aisément qu'on puisse définir logiquement l'espace descriptif, en faisant rentrer dans cette définition tous les postulats précités; avec cette différence que la droite descriptive sera conçue comme une relation asymétrique, tandis que la droite projective était une relation symétrique entre ses points.
§ D. — Géométrie métrique.
La Géométrie métrique est historiquement antérieure aux Géométries projective et descriptive; c'est la Géométrie élémentaire que tout le monde connaît, et que tous les géomètres ont pratiquée depuis Euclide jusqu'au xix* siècle*. Néanmoins,
1. Sans doute, le théorème de Desargues (sur les triangles homologiques) et celui de Pascal (sur l'hexagone inscrit) sont des propositions
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elle est logiquement postérieure à la Géométrie projective et à la Géométrie descriptive, et elle repose nécessairement sur Tune ou sur l'autre, car elle implique des relations de situation (généralement inaperçues ou négligées) auxquelles elle superpose des relations de grandeur. Pour celte raison, elle n'est pas si élémentaire qu'on le croit d'après les manuels; elle est au contraire la partie la plus complexe de la Géométrie. On a pu voir sur combien de postulats se fondent des vérités aussi élémentaires que celle-ci : « Deux points déterminent une droite », qui passe d'ordinaire pour la définition de la droite. On ne se doute pas du nombre de postulats inconsciemment invoqués par Euclide et ses imitateurs dans la démonstration des théorèmes les plus simples. Aussi n'y a-t-il chez eux presque aucune démonstration qui soit logiquement rigoureuse et qui n'implique pas quelque appel à Tintuition*. Il est assez piquant de constater que la réputation de rigueur dont la Géométrie d'Ëuclide a joui pendant des siècles était absolument usurpée, et qu'elle ne méritait guère de passer, aux yeux des philosophes rationalistes du xvii^ siècle, pour le modèle et le type de la déduction logique *. C'est seulement de nos jours qu'on s'est rendu compte de tous les postulats impliqués dans les « éléments » de la Géométrie, et que, après l'énumération complète de ces postulats, on a reconstruit toute celte science d'une manière purement analytique. Nombreux sont les travaux des géomètres contemporains sur les principes de la Géométrie. Mais les plus complets et les plus approfondis sont ceux qui ont été exécutés au moyen de la Logistique, parce que cet instrument d'abstraction et de précision permet de dévoiler les pétitions de principe, d'éviter les paralogismes et les appels à rinluition, et de déjouer les associations d'idées et les habitudes de pensée inséparables du langage usuel.
projectives; mais elles n'étaient pas affranchies de toute considération métrique.
1. C'est ce qui explique et excuse, historiquement, la théorie de Kant sur la nature synthétique des démonstrations géométriques. Voir l'Appendice.
2. Voir, dans Rossell, The Principles of Mathematics, §§ 389-391, des
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Pour constituer logiquement la Géométrie métrique, il faut adjoindre à la notion de point une autre notion première, et celle-ci doit impliquer une idée de grandeur. Cette seconde notion varie suivant les systèmes, et en fait la dififérence essentielle. L'idée la plus simple et la plus naturelle est de prendre pour notion première une entité analogue à la droite projective et au segment descriptif, à savoir le segment de droite en tant que grandeur^ c'est-à-dire la distance de deux points. C'a été en efTet Tidée de Leibniz, et c'est sur cette base qu'il a essayé d'édiQer son calcul géométrique *. Ce système a été repris à titre d'essai par M. Peano ^ : J'idée primitive qu'il admet se réduit à ceci : « a, 6, c étant 3 points, la distance de a à c est égale à celle de 6 à c '. » Ainsi il ne postule même pas l'égalité de 2 distances en général, qui est une relation entre 4 points, mais seulement Féquidistance d'un point par rapport à deux autres (relation entre 3 points). Il donne de la droite et du plan les mêmes définitions que Leibniz : la droite ab est le lieu des points déterminés d'une manière univoque par leurs distances aux â points a ei b; le plan abc est le lieu des points déterminés d'une manière univoque par leurs distances aux 3 points a, b, c ^. 11 définit ensuite le milieu de 2 points (c'est le point de la droite ab qui est à égale distance de a et b), puis l'égalité de deux vecteurs (le vecteur ab est égal au vecteur cd, si le milieu de a et d coïncide avec le milieu de 6 et c); et l'égalité des distances en général est définie au moyen de l'égalité des vecteurs. Ainsi cette théorie ne se
exemples des fautes logiques qui fourmillent dans les 26 premières prot)0* sitions d'Ëuclide.
1. Voir notre ouvrage sur La Logique de Leibniz, ch. ix : Le Calcul géométrique, et les textes qui y sont cités.
2. La Geomelria basata sulle idée di punto e dislanza, ap. AUi délia R- Accademia délie Scienze di Torino (1902).
3. M. PiERi a indiqué ce système dans son mémoire Delta Geometm elementare, p. 4 (1899).
4. Au même ordre d'idées se rattachent les définitions données par Leibniz du plan et de la droite : « Le plan (la droite) est le lieu des points de l'espace (du plan) équidistants de deux points. » Mais il est très difficile de tirer de ces définitions les autres propriétés du plan et de a droite.
développe pas d'une manière autonome, elle rejoint la théorie qui a pour base Tidée de vecteur, en fournissant une définition de celle-ci.
Où est ainsi amené à substituer à la notion de distance celle de vecteur, qui est plus complexe : le vecteur est une longueur dirigée ; l'égalité des vecteurs implique, outre Tégalité de distance (ou de longueur), Tidentité de la direction et du sens. La théorie des vecteurs fait partie du Calcul de Vextension de Grassmann; mais ce calcul présuppose la connaissance de la Géométrie élémentaire ; il fallait donc le soumettre à l'analyse logique et le réduire à des principes autonomes. C'est ce qu'a fait M. Peano dans un mémoire * et dans le Formulaire de Mathématiques. Prenant la notion de vecteur pour indéfinissable, il la représente comme la différence de deux points (û — 6, si b est Torigine et a l'extrémité du vecteur); et il la caractérise par les postulats suivants :
IV. a — b = c — d,o,a — c = 6 — d
Ces quatre postulats peuvent se démontrer, si Ton admet la définition de l'égalité des vecteurs donnée dans l'alinéa précé- <lent. Il faut leur en adjoindre deux autres pour achever de déterminer les propriétés des vecteurs :
« Si a — c = b — c, les points aei b coïncident. »
1. Analisi délia teoria dei vettori, ap. Atti délia R. Accademia délie Scienze di Torino (1898).
VI. Ëtant donnés 3 points a, b, c, il y a un point x tel que :
Le postulat Y signifie que, si Torigine d*un vecteur doané est déterminée, son extrémité Test aussi d'une manière unique. Le postulat VI signifie que, étant donné un vecteur quelconque {b — c), on peut construire un vecteur égal ayant pour origine un point quelconque a ^
On peut définir le vecteur zéro comme le vecteur dont les extrémités coïncident. Puis on définit la somme d'un point et d'un vecteur : c'est l'extrémité du vecteur donné, quand on le place de telle sorte qu'il ait pour origine le point donné. L'existence du point ainsi construit résulte du postulat YI. On définit ensuite l'addition des vecteurs, et on démontre qu'elle est commutative et associative. On définit le produit d'un vecteur par un nombre, d'abord entier, puis rationnel; il faut alors admettre les deux postulats suivants :
VII. Pour que le produit d'un vecteur et d'un nombre non nul soit nul, il faut que le vecteur soit nul.
VIII. Il existe un vecteur qui est le n* d'un vecteur donné, c'est-à-dire qui, muUiplié par n, produit le vecteur donné.
On introduit ensuite ce que Gbassmann appelle le produit interne de deux vecteurs : c'est le produit des longueurs des deux vecteurs et du cosinus de leur angle ^ Mais, comme on
1. Les postulats V et VI ne peuvent pas se déduire de la définition donnée plus haut (p. 182) de l'égalité des vecteurs. En effet, a-^c=b—e signifie que le milieu de ac coïncide avec celui de 6c; soit d ce point; pour en conclure que les points a et 6 coïncident, il faut admettre que le segment cd ne peut être prolongé au delà de d d'une longueur égale & la sienne que d'une manière unique. De même, x — a = b — c signiflc que le milieu de ex coïncide avec le milieu de ab; soit d ce point; pour en conclure que le point x existe, il faut admettre la même chose au sujet du segment cd (qui existe). On postule ainsi deux propriétés de la droite : 1** une droite peut être prolongée indéfiniment au delà d'un de ses points (ou pour mieux dire, ce prolongement existe); 2* on peut porter une longueur donnée sur une droite à partir d*un point donné et dans un sens donné, de telle sorte que Textrémilé soit déterminée d'une manière univoque.
2. En Mécanique, ce sera le travail effectué par la force représentée par un des vecteurs, quand son point d'application décrit l'autre vecteur.
ne peut invoquer ici aucune notion de Géométrie élémentaire, on est obligé de prendre le produit interne pour notion indéfinissable^, et de le caractériser par les postulats suivants :
IX. u et V étant des vecteurs, leur produit interne uXv est un nombre réel.
XI. Loi distributive : (u-hv)Xw={uXw)-h{vXw
XII. Si u est un vecteur non nul, uxu est un nombre réel positif '.
Le produit uXu s'appellera le carré w* du vecteur u. On définit le module de u (ou la longueur de u) comme la racine carrée arithmétique (ou positive) du nombre u^ :
modw==v/M'.
On démontre alors la proposition suivante :
mod (tz -h u) ^ mod u -h mod v
qui exprime ce théorème de Géométrie élémentaire : Dans un triangle chaque côté est inférieur ou égal k la somme des deux autres.
Pour pouvoir définir le produit d'un vecteur par un nombre irrationnel, il faut d'abord définir ce qu*est un vecteur limite d'un vecteur variable. Le vecteur a est dit limite du vecteur variable fx (fonction définie dans l'ensemble X) pour x = Xq, si, quand x tend vers x^ par des valeurs de Tensemble X, le module de {fx — a) tend vers zéro (on suppose la notion de limite définie pour les nombres). Alors, si x^ est un nombre irrationnel limite du nombre rationnel (variable) x, le produit du vecteur u par o?^ est la limite des produits du même vecteur par le nombre rationnel x quand celui-ci tend vers ar^. Il faut postuler (XIII) Texistence de cette limite.
Les produits d'un vecteur i par tous les nombres réels sont tous les vecteurs parallèles à t. Mais ces vecteurs peuvent être
i. En revanche, on définira le cosinus (et les autres fonctions trigonoinétriques) au moyen de cette notion.
2. C'est en effet le carré de la longueur (ou du module) de u.
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situés sur la même droite que t. Pour sortir de cette droite, il faut postuler (XIV) Fexistence de vecteurs non parallèles à t. Soient i et j deux vecteurs non parallèles; l'ensemble qi-hqy (où q représente un nombre réel quelconque) est l'ensemble des vecteurs contenus dans le même plan que % et j (ou parallèles à ce plan). Pour pouvoir sortir de ce plan, il faut postuler (XV) Texistence de vecteurs qui ne soient pas de la forme qi-4-qj. Soit k un tel vecteur, Tensemble des vecteurs qi-hq^-hq^ sera l'ensemble des vecteurs de Tespace à trois dimensions. Si Ton veut se borner à cet espace, c'està-dire limiter h. trois le nombre des dimensions, il faudra admettre un dernier postulat (XVI), à savoir que tout vecteur est de la forme q t -+- q^ -4- q k. On démontre que, si un vecteur ar t -4- y 7 -h 2 A; est nul, ses trois coordonnées (a?, y, z) sont nulles ; d'où il résulte que, si deux vecteurs sont égaux, leurs trois coordonnées sont égales chacune à chacune. On applique les coordonnées k tous les points de Fespace en attribuant à chacun d'eux les coordonnées du vecteur qu'il détermine avec un point fixe pris pour origine commune.
Dans cette théorie on peut faire rentrer la théorie fondée sur l'idée de distance. En effet, la distance de deux points a, h n'est pas autre chose que la longueur (le module) du vecteur h — a (ou du vecteur a — b). C'est la même idée sous deux expressions différentes; la distance se rapporte au couple de points, et la longueur au vecteur.
On peut aussi y faire rentrer la théorie descriptive fondée sur l'idée de segment. En effet, on peut définir le segment ah par l'expression vectorielle : a -f- (6 — a); (6 — a) représentant le vecteur aô, un nombre réel quelconque supérieur à et inférieur à 1, 6(6 — a) représente un vecteur qui est une partie du vecteur a6, et si Ton ajoute un tel vecteur au point a, on obtient un point quelconque du segment ab. Une fois défini le segment de deux points, on peut définir, on le sait, le triangle de trois points et le tétraèdre de quatre points. On peut alors démontrer le théorème suivant : « Dans un triangle abc, la somme des distances d'un point intérieur d aux sommets aeXh
est au plus égale à la somme des longueurs des côtés ac^ bc. » Si aux seize postulats précédents on ajoute les trois postulats suivants relatifs aux points : « Les points forment une classe ; il 3' a au moins un point; étant donné un point, il en existe au moins un autre », on aura les postulats nécessaires ^ et suffisants pour constituer la Géométrie métrique; toutes les autres notions peuvent se définir logiquement au moyen de celles que nous avons citées, et tous les théorèmes peuvent se déduire logiquement des principes énumérés.
Ce système est donc logiquement irréprochable ; mais il n'est pas très satisfaisant au point de vue philosophique, parce que (malgré Télaboration à laquelle M. Peano a soumis les idées de Grassmann) il reste encore, parmi les principes, trop de vérités d'iatuilion qui sont des théorèmes de Géométrie élémentaire; par exemple celui-ci (IV) : « Si les vecteurs ab et cd sont égaux, les vecteurs ac et bd sont égaux », qui équivaut à ce théorème connu : « Si dans un quadrilatère deux côtés sont égaux et parallèles de même sens, les deux autres côtés sont aussi égaux et parallèles de même sens. » En outre, on y admet eomme notion indéfinissable une idée assez complexe, celle du produit relatif des vecteurs. 11 n*est pas étonnant, dès lors, qu'on obtienne presque immédiatement, comme conséquences logiques de ces principes, des théorèmes assez compliqués, comme le théorème de Lagny : « Dans tout parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est égale à la somme des carrés des quatre côtés », qui se traduit par l'apparente identité algébrique :
Enfin, il importe d'observer que le calcul des vecteurs ne convient qu'à la Géométrie euclidienne, car il suppose le postulalum d'Euclide; il est aisé de s'en rendre compte, si l'on remarque que l'égalité de deux vecteurs implique leur parais
!• Ils sont nécessaires, car M. Peano a prouvé leur indépendance ordonnée : Formulaire de Mathématiques, t. IV, § 79 (1903).
lélisme, et qu'elle est une relation uniforme ^ Le système de postulats ainsi obtenu manque donc de généralité logique. Pour toutes ces raisons, il semble qu'une analyse plus fondamentale des concepts et des principes de la Géométrie soit désirable et possible ^.
On peut espérer la trouver dans une série d'autres systèmes qui se distinguent des précédents en ce qu'ils prennent pour notion fondamentale, non plus une figure ou une grandeur particulière, mais une relation générale entre les figures : cette relation est la congruence ou « égalité géométrique », qu'on définit d'ordinaire par la possibilité de superposition. Mais il faut ici se mettre en garde contre un ^aTcpov Tcporepoy logique, auquel la méthode d'Euclide nous rend trop enclins. On sait qu'Euclide démontre certains théorèmes relatifs à r « égalité » (des triangles notamment) par la superposition des figures considérées. Or ce procédé (qu'Euclide évite d'ailleurs d'employer toutes les fois qu'il le peut) constitue, par lui-même, un appel manifeste à l'intuition. Pour le justifier logiquement, il faudrait prouver, dans chaque cas particulier, que les éléments de figures qu'on superpose sont égaux, c'està-dire congruents; mais alors la superposition deviendrait inutile. En un mot, ce n'est pas parce qu'elles sont superposables que deux figures sont congruentes, mais parce qu'elles sont congruentes qu'elles sont superposables '. C'est pourquoi il convient de prendre la relation de congruence comme notion première.
1. Voir dans Russell, op. cit., § 414, la définition formelle de l'espace euclidien à 3 dimensions en termes de la théorie des vecteurs.
2. Le système des vecteurs a en revanche l'avantage d'être l'introduction naturelle aux divers calculs géométriques (calcul de Grassmann, calcul des quaternions) ainsi qu*aux divers systèmes de coordonnées qui servent de base à la Géométrie analytique, et par suite à la conception analytique de l'espace (par la méthode de Riemann). Mais il ne faut pas oublier que cette conception analytique présuppose les propriétés projectives et métriques de l'espace, et par conséquent ne peut être considérée comme fondamentale au point de vue philosophique.
3. On peut ajouter que la superposition suppose le mouvement, lequel implique une pétition de principe analogue, comme on le verra plus loin.
Il y a trois systèmes qui reposent sur la notion première de congruence : celui de M. Pasch, qui admet la congruence entre des figures quelconques; celui de M. Hilbbrt, qui admet la congruence entre les segments et entre les angles; et celui de M. Veronbse, qui admet la congruence entre les segments seulement ^ Nous n'énumérerons pas tous les postulats de ces divers systèmes; nous nous bornerons à caractériser chacun d'eux par ses traits essentiels.
Dans le système de M. Pasch ', la congruence étant admise comme relation indéfinissable entre deux figures quelconques, c'est-à-dire entre deux ensembles d'un nombre fini de points, on doit définir la congruence des segments et celle des angles. Deux segments afr, cd sont congruents, quand les couples de points (a, b) et (c, d) sont congruents. Deux angles AOB, A'O'B' sont congruents, si, lorsqu'on prend sur leurs côtés correspondants des segments congruents (OA et O'A', OB et O'B'), les figures OAB, O'A'B' sont congruentes '. De cette définition ii résulte immédiatement que deux triangles sont congruents, lorsqu'ils ont un angle congruent compris entre deux côtés congruents; et l'on peut en déduire les deux autres <( cas d'égalité des triangles * ».
Le système de M. Hubert' admet au contraire comme primitives la congruence entre les segments et la congruence entre les angles. On définit comme suit la congruence de deux
1. F. Enriqubs : Questioni riguardanti la Geometria elementare, article UI : Délia congruenza e del movimento, par A. Goarducci (Bologna, 1900).
2. Vorlesungen ûber neuere Géométrie^ § 13 (1882). Il faut bien distinguer, chez cet auteur, le système des postulats de la congruence du système des postulats de la Géométrie descriptive (ou de position).
3. Cette définition implique le théorème élémentaire : « Deux triangles sont égaux, lorsquMls ont un angle égal compris entre deux côtés égaux », qu'ËncLiDB « démontre » par superposition.
4. En admettant que la congruence de deux triangles consiste simplement dans la congruence des fîgures formées par leurs 3 sommets.
5. Grundlagen der Géométrie (Leipzig, Teubner, 1899). On sait que ces auteur répartit les postulats de la Géométrie en 5 groupes : I. Axiomes de connexion; II. Axiomes d'ordination ; III. Axiome des parallèles; IV. Axiomes de congruence; V. Axiome d'Archimède. Nous ne considérons ici que les axiomes de congruence. Les axiomes I et II sont les principes de la Géométrie de position.
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figures en général : « Deux figures soat congruentes, quand tous les segments correspondants et tous les angles correspondants sont congruents. » Le lien entre les deux congruences primitives est établi par le postulat suivant (IV, 6) : « Si deux triangles ont deux côtés congruents et Tangle compris congruent, ils ont les deux autres angles congruents. » D'où Ton déduit immédiatement que deux triangles sont congruents, quand ils ont un angle congruent compris entre côtés congruents. On démontre ensuite les deux autres cas d'égalité des triangles. Comme on voit, on est obligé, dans ce système, de postuler un des cas d'égalité des triangles.
Le système de M. Veronese* repose uniquement sur lacongruence entre segments. 11 est caractérisé par le postulat suivant, qui est absent des systèmes Pasch et Hilbert : « Un segment n'est pas congruent à une de ses parties. » C'est, appliqué aux segments, le fameux axiome : « Le tout est plus grand que la partie », qui n'est nullement un axiome logique et nécessaire, comme on l'a cru. Le postulat qui permet de passer de la congruence des segments à la congruence des angles est le suivant : o Soient 2 couples de droites qui se coupent; si Ton porte sur les droites correspondantes respectivement les segments congruents AB, A'B' et AC, A'C, et si les segments BC, B'C se trouvent être congruents, les deux couples de droites sont congruents ». En d'autres termes, 2 angles sont congruents lorsqu'ils appartiennent à 2 triangles qui ont les 3 côtés congruents*. Cela revient, en somme, à postuler le 3^ cas d'égalité des triangles.
Ainsi chacun de ces trois systèmes est obligé de postuler l'un des cas d'égalité des triangles, c'est-à-dire une proposition dérivée et relativement compliquée. Ils ne semblent donc pas encore avoir poussé assez loin l'analyse des principes. H est toutefois intéressant de remarquer que les systèmes Pasch et Hilbert permettent de démontrer rigoureusement les théo-
1. Fondamenti di Geometria a più dimensioni (Padova, 1891); Elementi di Geometria, avec un Appendice (Padova, 1897).
Cf. le syslème de M. Pasch
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rèmes relatifs aux perpendiculaires, et notamment le théorème fondamental de cette théorie : « Tous les angles droits sont égaux », que l'on « démontre » d^ordinaire par la méthode de superposition ^
Il ne reste plus qu'une méthode pour établir les fondements de la Géométrie : c'est celle qui fait appel à l'idée de mouve* ment. Cette méthode est fort ancienne, car dans la Géométrie classique on a souvent recours, dans les démonstrations, au déplacement d'une figure ou d'une partie de Ggure. Elle est aujourd'hui décriée, et avec raison, en un certain sens. On allègue d'abord qu'il est contraire aux règles de simplicité et d'économie de faire intervenir en Géométrie une notion qui appartient à la Mécanique, tout au moins à la Cinématique. En outre, depuis que l'on a conçu l'axiome de libre mobilité comme caractérisant les espaces « à courbure constante » à l'exclusion des autres, on s'est aperçu que c'était postuler cet axiome que de déplacer la moindre figure en supposant, naturellement, qu'elle restait égale à elle-même. A un point de vue plus philosophique, on remarque que le déplacement d'une figure quelconque présuppose l'existence d'une suite continue de figures congruentes à celle-là, qui en soient les positions successives; et on en conclut que, si Texistence de celles-ci est établie, le déplacement de celle-là devient absolument inutile. La considération du mouvement implique donc une pétition de principe ou un ôatepov Trpoxepov : on se sert du mouvement pour « montrer » l'existence de figures congruentes, alors qu'en réalité le mouvement présuppose cette existence. En un mot, il suppose l'existence de figures différentes possédant les mêmes propriétés métriques, et par suite il ne peut servir à définir ces propriétés.
Toutes ces objections sont justes, mais elles ne portent que contre le mouvement réel et physique, le mouvement des corps dans l'espace, qui est en efl'et étranger à la Géométrie,
Enriqubs, Questioni..., art. cité
et dont rintervention aurait pour conséquence de subordonner la Géométrie à la Physique*. Mais le mouvement que Ton emploie en Géométrie n'est pas en réalité un mouvement : on ne considère pas la suite continue des positions intermédiaires du mobile, mais seulement la position initiale et la position finale'. Cela prouve que le prétendu « mouvement » se réduit, au fond» à la congruence de ces deux positions. Ainsi le mouvement géométrique n*est qu'un autre nom de la congruence ; c'est seulement une façon plus intuitive de se représenter les relations de congruence. Il n'y a rien à objecter à l'emploi en Géométrie d'une toile notion du mouvement, du moment qu'on ne prétend pas créer ou démontrer les congruences au moyen du mouvement (comme dans la méthode de superposition). En définitive, le mouvement géométrique n'est pas autre chose qu'une transformation ponctuelle de l'espace en lui-même, c'est-à-dire une correspondance (une relation biuniforme) établie entre deux ensembles de poinls congruents. La notion de mouvement n'est plus qu'une image commode pour se représenter distinctement la corrélation des deux figures et l'unité de chacune d'elles *.
Telle est la méthode qu'a employée M. Pieri pour reconstruire logiquement les éléments de la Géométrie métrique, tels qu'ils se trouvent dans les premiers livres d Euclide; et cela, au moyen de deux notions indéfinissables seulement : celle de poirit et celle de mouvement^. Nous allons énumérer les
1. C'est ce que font les géomètres empiristes, quand (comme Helm- HOLTz) ils essaient de déHnir ou d'expliquer les propriétés métriques de l'espace en supposant des corps rigides, des solides invariables et indéformables,
2. Par suite, on doit rejeter les définitions qui présentent les lignes comme engendrées par des points, les surfaces par des lignes, les solides par des surfaces, car ces définitions (outre qu'elles exigent que l'on conçoive des lignes et des surfaces qui se déforment tout en se déplaçant) présupposent la continuité de l'espace, loin de la créer. Ainsi l'on doit préférer les définitions statiques aux définitions cinématiques, quand ce ne serait que pour cette raison, que celles-ci supposent celles-là. On voit ce qu'il faut penser de la théorie suivant laquelle les définitions géométriques sont (ou doivent être) génétiques.
RussELL, op. cit
4. Délia Geometria elementare corne sistema ipotetico-deduttivo : MonO'
poslalals cl les principales propositions de celte théorie, qui est l'analyse la plus approfondie des principes de la Géométrie. 11 importe de remarquer que cette théorie est absolument autonome, qu'elle est indépendante de la Géométrie projective cl de la Géométrie descriptive, et qu'elle retrouve les propositions de celle-ci en partant des principes et des notions premières qui lui sont propres.
« 1. Point et mouvement sont des concepts génériques ou des classes. »
« IL II existe au moins un point. »
« m. Si p est un point, il exit^te un point différent de p, »
On appellera figure tout ensemble de points. Deux figures sont identiques (ou coïncident) quand elles sont composées (les mêmes points. Deux points sont identiques (coïncident) quand toute figure qui contient l'un contient l'autre. Ce sont là des définitions de ïégalité et de ïidentité logiques qu'il suffit de rappeler.
« IV. Tout mouvement est une correspondance biuniforme entre deux figures. » Cela signifie qu'à des points identiques correspondent des points identiques, et qu'à des points différents correspondent des points différents.
« V. Quel que soit le mouvement {jl, qui fait correspondre par exemple le point y au point x, il existe un mouvement ^[jl qui fait correspondre le point x au point y (quels que soient a? et y)K » Ce mouvement est dit inverse du premier; c'est la relation converse de la relation que représente le mouvement primitif.
« VI. Deux mouvements fx et v effectués successivement, l'un sur le résultat de l'autre, équivalent à un seul mouvement ^. » C'est ce qu'on exprime en disant que les mouvements
H^afia del punto e del moto, ap. Memorie delta R. Accademia délie Scienze di Torino (1899). Voir le mémoire du môme auleur : Sur la Géométrie envisagée comme un système purement logique, dans la Bibliothèque du Congrès de Philosophie, t. III. Cf. les « postulats du mouvemeot » proposés par M. Pbano : Sui fondamenli délia Geomeiria, ap. Rivista di Matematica, t. IV, p. 78 sqq. (1894).
Postulat iV de M. Peano
CouTURAT. — Les princijes des mathématiques. 1 3
forment un groupe. Le dernier s'appelle résultant des deux autres; c'est le produit relatif des deux relations (ji et v; on le représentera par (a»v.
En particulier, le produit (x«*^{i. (quel que soit ;ji) sera un mouvement qui laisse fixes tous les points, c'est-à-dire qui transforme chaque point en lui-même. C'est ce qu'on nomme la transformation identique (la relation d'identité), ou le repos. Ainsi le repos est un cas particulier du mouvement *. Pour exclure ce cas exceptionnel, on dira d'un mouvement qu'il est effectif o\x propre,
« VII. Pour chaque couple de points distincts, il existe un mouvement effectif qui les laisse fixes. » Ce postulat affirme l'existence du mouvement de rotation d'une figure quelconque autour de deux de ses points.
« VIII. a, 6, c étant des points distincts, s'il existe un mouvement effectif qui les laisse fixes, tout autre mouvement qui laisse fixes a et 6 laissera fixe aussi c, »
Ce postulat est le fondement de la notion de droite : dans l'hypothèse énoncée, les trois points a, 6, c seront dits eollinéaires; et la droite ab sera, par définition, l'ensemble des points collinéaires avec a et by c'est-à-dire des points qui restent fixes dans tout mouvement qui laisse a et 6 fixes '. On remarquera que la droite est définie dans sa totalité, et que rien dans cette définition n'implique un ordre ou une situation relative entre les points a, 6, c. On démontre qu'une droite est déterminée par deux quelconques de ses points, c'est-à-dire que, si c et c? sont des points distincts de la droite aby celle-ci coïncide avec la droite cd.
Il convient de remarquer que le postulat VIII n'est vrai que dans l'espace à trois dimensions, que par suite il implique la limitation à trois du nombre des dimensions, et que la définition précédente de la droite n'est valable que dans un tel
1. Postulat II de M. Peano : « L'identité est un mouvement, c'est-à-dire toute Ggure est congruente à elle-même » {loc. citr, p. 18).
3. C'est là une des définitions de la droite proposées par Lbibniz. Elle ne difîère pas, au fond, de la défînition fondée sur la notion de congrueoce (v. p. 182).
espace. De plus, ce même postulat exclut l'espace riemaunien (espace elliptique de Klein), de sorte que toutes les proposi* tions suivantes ne sont vraies que dans l'espace euclidien et l'espace lobatchevskien.
Oq peut démontrer que, si trois points a^ h^ c sont collineaires, leurs correspondants (dans un mouvement quelconque) sont aussi coUinéaires ; en d'autres termes, que tout mouvement transforme une droite en une droite. Cette proposition était nu des postulais de M. Pascu et de M. Pëano ^
On peut maintenant définir le plan comme suit : « Uy à^ c étant trois points non coUinéaires, on appelle plan a^c la figure I formée par toutes les droites qui joignent a à un point de 6c, 6 à un point de ac^ et c à un point de ab, »
On démontre que les droites ab^ ac, bc appartiennent au plan abc ; et que tout mouvement transforme un plan en un plan. Mais on ne peut pas encore prouver qu'un plan est déterminé par trois points. Il faut admettre le postulat :
a IX. a, b, c étant trois points non coUinéaires, et d un point de bc antre que 6, le plan abd est contenu dans le plan abc, » On en déduit aussitôt que les plans abc et abd coïncident. On démontre alors que, si d, e, f sont trois points non coUiuéaires du plan aôc, celui-ci coïncide avec le plan def\ c'est ce qu'on exprime en disant qu'un plan est déterminé par trois de ses points non coUinéaires. On démontre aussi qu'un plan contient toute droite qui joint deux de ses points ^.
On peut définir la sphère de centre a qui passe par b comme l'ensemble des points pour chacun desquels il y a un mouvement qui le porte en b en laissant a fixe. On la représentera par b^^. On remarquera que cette définition équivaut à la définition fondée sur la congruence : « ensemble des points c
i. Ce que M. Peano exprime en disant que le mouvement est une espèce ^^affinxié (Postulat I, loc, cit., p. 18).
2. Ttiéorème d'Euclide (XI, 1) pris par certains auteurs modernes (Lbgendre) pour définition du plan.
3. On remarquera que par sphère on entend ici la surface sphérique; on distinguera plus loin les points intérieurs et extérieurs à la sphère : les points intérieurs constitueront, avec la surface, le solide appelé sphère.
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tels qu*on ait : ac=:ab » ^ Tout mouvement transforme une sphère en une sphère; et tout mouvement qui laisse fixe le centre d*une sphère la transforme en elle-même. Si deux sphères, de centres a et 6, n*ont qu*un point commun c, ce point devra appartenir à la droite ab.
Pour pouvoir défînir certains mouvements particuliers qui consistent à rabattre une droite sur elle-même, il faut introduire les postulats suivants :
u X. a et 6 étant des points distincts, il y a un mouvement qui laisse fixe a, et transforme 6 en un autre point de la droite ab. » Ce mouvement est évidemment effeclif, et transforme la droite ab tout entière en elle-même. De ce postulat on déduit que la sphère de centre a passant par 6 a un second point commun avec la droite ab.
« XL a, b étant des points distincts, si deux mouvements qui laissent fixe a transforment b en un autre point de la droite ab^ ce point est le même dans les deux mouvements. » En d'autres termes, la sphère de centre a passant par b n'a qu*un seul autre point commun avec la droite ab. Ce point, qui est ainsi déterminé d*une manière univoque, s'appellera le symétrique de b par rapport à a [syma*]. Soit 6' ce point: on peut prouver que le symétrique de b' par rapport à a esti.
« Xn. a, b étant des points distincts, il y a un mouvement qui transforme a en 6, et qui laisse fixe un point de la droite * ab. » Ce même mouvement transforme b ea a; a ei b sont symétriques par rapport au point iixe de la droite ab. Ce point fixe est unique; on l'appellera le milieu de a et 6 [med {a, b)]> C'est le centre d'une sphère qui passe par a et 6, et c'est le seul point de la droite ab qui possède cette propriété. Les propriétés du symétrique et du milieu se conservent dans tout mouvement.
Pour pouvoir définir le rabattement d'un plan sur lui-mèmei on a besoin des postulats suivants :
« XIll. a, 6, c étant trois points non collinéaires, il y a un
C'est encore une déûnition de Leibniz
mouvement qui laisse fixes a et b, et qui transforme c en un autre point du plan abc. » On dit que ce mouvement rabat le plan abc sur lui-même en le faisant tourner autour de a et 6.
« XIV. a, 6, c étant trois points non collinéair^s, et d, e des points du plan abc communs aux sphères Ca et Ct et dîffé'reols de c, ces deux points d et e coïncident. » En d'autres termes, il n*y a dans le plan abc qu'un seul point, autre que c^ qui ait les mêmes distances que c aux points a et 6, quand a, b, c ne sont pas en ligne droite (car, quand ils sont collinéaires, il n'y en a aucun).
On définit le cercle : l'ensemble des points qui appartiennent à la fois à une sphère et à un plan qui en contient le centre. Le cercle a pour centre le centre de la sphère. Il pourra s'indiquer par la même notation que la sphère, quand on saura dans quel plan il se trouve. Les postulats XIII et XIV prennent alors la forme suivante : <« Dans le plan a6c, les cercles Ca et Cb ont un point commun, et un seul, autre que c. »
On peut définir la perpendicularilé de deux droites comme une relation entre 3 points : « Dire que le couple (a, c) est perpendiculaire au couple (a, b) [ce qui s'écrit : (a, c) j_ (a, 6)], c'est dire qu'il existe un mouvement qui laisse fixes a et ^ et qui transforme e en un autre point de la droite ca, » Cet autre point est, comme on sait, le symétrique de c par rapport à a. Celui-ci se trouve donc sur la sphère Ci,; et réciproquement, si sym «c se trouve sur c^, (a, c) j[ (a, b), La relation de perpendicularité est symétrique. On la transforme aisément en uoe relation entre les deux droites ab, ac^ pour obtenir la notion usuelle de perpendicularité. On démontre que, par un point extérieur à une droite, on peut lui mener une perpendiculaire, et une seule; bien entendu, cette démonstration est logiquement fondée sur les postulats énoncés, cl non pas, comme la démonstration ordinaire, sur des considérations intuitives.
Pour pouvoir sortir du plan, et considérer plusieurs plans, il faut admettre le postulat :
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« XV. a, 6, c étant des points non coUinéaires, il existe au moins un point hors du plan abc. »
En effet, nous n'étions pas encore sortis du plan, bien que nous ayons appris à le retourner : c'est que, comme nom l'avons dit, on n'a pas à considérer les positions intermédiaires du mouvement; nons avons admis le retournement sans savoir comment il est physiquement possible, ni par où passe le plan pour se retourner sur lui-même. On dira qae des points sont compUinairez, s'ils appartiennent tous à un même plan. Si 4 points ne sont pas complanaires, 3 quelconques d'entre eux ne peuvent être coUinéaires.
il faut admettre qu'on puisse rabattre un plan sur un autre plan; c'est Tobjet du postulat suivant :
a XVI. a, 6, c, d étant 4 points non complanaires, il existe un mouvement qui laisse fixes a et 6 et qui transforme d en un point du plan abc. » Par suite, puisqu'un plan est déterminé par 3 points, le plan abd vient coïncider avec le plan abc. Les postulats XIII et XVI aiffirment la possibilité du mouvemeat de rotation. On peut alors démontrer qu'il existe un mouvement de translation^ c'est-à-dire tel qu'un plan glisse sur luimême pendant qu'une de ses droites glisse sur elle-mêiDe\ On démontre ensuite qu'on peut mener une perpendiculaire à une droite en un de ses points dans un plan qui la contient. Que cette perpendiculaire soit unique, cela a pu être démontré auparavant, indépendamment du postulat XVI.
On peut dire qu'un point a est éqiiidisfant de deux points t et c, s'il est le centre d'une sphère qui passe par b et c. On démontre alors que le lieu des points équidistants de deux points distincts a et 6, dans un plan contenant a et 6, est la droite perpendiculaire à ab au milieu de a et b; puis, qa'une droite pa perpendiculaire à deux droites a6, ac est aussi perpendiculaire à toute droite qui passe par a et est située dans le plan a6c. D'où la définition de la perpendiculariié entre une
1. C'est la définition du mouvement de translation donnée par M. Mkaat, qui en postule la possibilité : Nouveaux Eléments de Géomélrie^V cd., §35 Dijon, 1903).
droite et un plan. On établit ensuite le théorème des 3 perpendiculaireSy d*où il résulte que par un point extérieur à un plan on peut lui mener une perpendiculaire, et une seule. On démontre aussi que par un point d*un plan on peut lui mener une perpendiculaire, el une seule. (Gela exclut la possibilité d'une 4<^ dimension, en conséquence du postulat VIII.) Inversement, il n'y a qu'un plan perpendiculaire à une droite en UQ de ses points. On prouve alors que deux plans qui ont un point commun ont une droite commune (ce qui est une conséquence des trois dimension3), et cela, sans faire appel, comme d'ordinaire, à des considérations intuitives de Topologie (distinction des deux régions de l'espace que sépare un plan) *.
Les i6 premiers postulats, et les propositions qui en découlent, concernent uniquement des relations de situation. On va voir maintenant comment de ces relations de situation on peut passer aux relations de grandeur qui constituent l'objet propre de la Géométrie métrique. Par opposition aux propriétés descriplives qui nous ont occupé jusqu'ici, on peut appeler celles qui vont être mentionnées des propriétés segmentaires, car elles reposent sur la notion fondamentale du segment rectiligne compris entre deux points.
Un point est dit intérieur à une sphère, s'il est le milieu de deux points distincts de cette sphère. Il est dit extérieur dans le cas contraire (et s'il n'appartient pas à la surface de la sphère). Dans un plan, un point est dit intérieur ou extérieur à un cercle, suivant qu'il est intérieur ou extérieur à la sphère qui a même centre que le cercle et qui passe par ce cercle. On appellera sphère polaire des points a et ô la sphère qui a pour centnj le milieu de ces points et qui passe par eux. On dira qu'un point x est entre a et ô, s'il appartient à la droite ah et s'il est intérieur à la sphère polaire de a et h. Enfin, on
i- Voici en deux mots celle démonslration. Soient les plans p el </ qui ont en commun le point a. Soienl r et s les droites perpendiculaires respeclivement à p et ç^ au point a (elles existent, et sont distinctes). Soit t la droite perpendiculaire aux deux droites r et s au point a (elle existe, et est déterminée). Cette droite appartient à la fois au plan p, comme perpendiculaire à r, et au plan ç, comme perpendiculaire à s.
appellera segment ah l*eDsemble des points situés entre a et 6, en y joignant les points a et 6 (appelés extrémités du segment). On retrouve ainsi, par des définitions purement logiques et nominales, la notion fondamentale de la Géométrie descriptive, à savoir celle de segment rectiligne.
Il faut y joindre trois postulats relatifs k la situation i
« XVII. a, 6, c, d étant 4 points collinéaires distincts, le point d ne peut se trouver sur un seul des segments ab, ae, bc, » C'est-à-dire que, ou bien il ne se trouve sur aucun d'eux, ou bien il se trouve sur deux au moins d'entre eux.
« XVIII. a, b^ c étant 3 points collinéaires, si c est entre a et 6, aucun point ne peut être à la fois entre a et c et entre b et c, » Autrement dit, les segments ac et bc n*ont aucun point commun. Il en résulte que le point d (dans le postulat XVII) ne peut se trouver que sur deux des trois segments a6, ac, bc. On démontre que, si c est entre a et ^, a ne peut être entre b et c, ni b entre a et c. Cette propriété détermine l'ordre linéaire des points de la droite. On prouve que, dans la même hypothèse, le segment ab contient les segments ac et bc, et qu il en est entièrement composé. On peut alors démontrer que la sphère de centre a qui passe par b, et la sphère de centre b qui passe par a ont un point commun, c'est-à-dire qu'il existe un triangle équilatéral de côté ab, ce qui est la première (!) proposition des Éléments d'EucLiDE, dont la démonstration est, nous l'avons dit, tout à fait insuffisante.
« XIX. a, by c étant 3 points non collinéaires, toute droite du plan abc qui rencontre le segment ab doit rencontrer aussi le segment ac ou le segment bc, si elle ne passe par aucun des points a, b, c ^. n De ce postulat il résulte que, dans la même hypothèse, si a' est entre b et c, b' entre c et a, et c' entre a et ^, les points a\ b\ c' ne peuvent être collinéaires.
On peut ici définir les prolongements d'un segment, la denai-
i. Comme le remarque M. Pieri, on peut confondre ce postulai avec le postulat XVII dans l'énoncé un peu vague : * a, ô, c étant 3 points distincts, une droite de leur plan ne peut rencontrer un seul des 3 segmenis ab, ac, bc. •
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droite, le demi-pian, i^angle, suivant la méthode de M. Peano; puis linégalité de deux segments, comme suit : « Dire que le segment ab est plus petit que le segment cd^ c*est dire qu'il existe un mouvement qui transforme a en c et 6 en un point situé entre c et d. » On prouve que, si deux segments quelconques ne sont pas congruents, Tun d'eux est nécessairement plus petit que Tautre. Ondéfînit d'une manière analogue rinégalitc des angles. On peut alors démontrer les théorèmes proprement métriques qui tiennent tant de place, et une place trop prématurée, chez Ëuclide et ses imitateurs; par exemple : « La perpendiculaire est plus petite que toute oblique issue du même point » (théorème qui se déduit des 18 premiers postulats).
On définit le triangle abc comme la figure formée par tous les segments qui joignent le point a à un point du segment bc. On démontre que la fîgure ainsi déterminée est identique à celles que déterminent le point b et le segment ac, ou le point c et le segment ab\ et encore, qu'elle est identique à chacune des figures communes à deux quelconques des 3 angles bac^ cha^ acbK On peut alors démontrer les trois cas d'égalité des triangles; le 3*^ cas (3 côtés égaux) résulte d*ailleurs immédiatement d'un théorème qui repose sur les 16 premiers postulats. On démontre aussi que tout angle extérieur d'un triangle est plus grand que chacun des angles intérieurs non adjacents.
On définit enfin la somme de deux segments, et l'on peut alors démontrer presque tous les théorèmes des premiers livres d'Ëuclide qui ne dépendent pas du postulat des parallèles. Par exemple : « Dans un triangle isoscèle, les angles à la base sont égaux. » — a Si dans un triangle deux angles sont inégaux, au plus grand angle est opposé le plus grand côté, et réciproquement. » — « Chaque côté d'un triangle est plus petit que la somme des deux autres. » — « Si d'un point extérieur à une droite on mène la perpendiculaire et plusieurs
1. Cf. p.l51,note 2,eH6i. 11 faul remarquer qu'enGéométrie métrique les angles sont des demi-angles, c'est-à-dire des portions de plan comprises entre deux demi-droites (sous réserve de la note 3 de la page 202).
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obliques à cette droite, la plus grande oblique est celle qui s'éloigne le plus du pied de la perpendiculaire, et réciproquement. » — « Si deux triangles ont deux côtés égaux chacan à chacun, et les angles compris inégaux, au plus grand angle correspondra le plus grand côté; et réciproquement. » Ces exemples suffisent à montrer que les postulats précédents permettent d'établir logiquement toutes les relations de grandeur qui forment Tobjet essentiel de la Géométrie métrique.
Toutefois, ils ne suffisent pas à démontrer ce théorème capital : c( Il existe un triangle dont les côtés sont respectivement égaux à 3 segments donnés, dont chacun est plus petit que la somme des deux autres^ », ou, ce qui revient au même : « Deux cercles d'un même plan se coupent, quand la distance de leurs centres est plus petite que la somme de leurs rayons. » Et, en effet, ce théorème suppose un dernier postulat, Vaxiome de continuité; il suffit d'ailleurs de postuler la continuité du segment de droite, comme suit :
« XX. Si k est un ensemble de points contenu dans le segment ab, il existe dans ce segment un point x tel qu'aucun point k n'est entre x et 6, et que, pour tout point y situé entre a et x, il y a un point k situé entre j/ et ar ou coïncidant avec ar*. »
De ce postulat on peut déduire, comme on sait, l'axiome d'Àrchimëde, qui est le fondement de la mesure des grandeurs. Alors, mais alors seulement, on peut affirmer que les segments sont des grandeurs mesurables; puis, une fois qu'on aura étendu ces axiomes aux angles, que les angles sont des grandeurs mesurables '. Seulement la Géométrie métrique fait
i. Il est à peine besoin de dire que la démonstration qu*en donnent ËucLiDK et ses successeurs est insuffisante.
2. C'est le même postulat que celui de la Géométrie descriptive dans le système de M. Peano (voir p. 167).
3. Les angles doivent être conçus, non comme des portions de plans (ensembles de points), mais comme des portions de faisceaux (ensembles de rayons). C'est ce que M. Russell prouve par des considérations ingC' nieuses, op. cit., § 402. L'angle est dans le faisceau de rayons Tanalogue exact du segment sur une droite. M. Enriques distingue de même la région angulaire, portion de plan, et Vangle, portion de faisceau (E/emen/*
cesser Tanalogie parfaite qui existe, en Géométrie projective, entre les segments et les angles. Entre les points d'une droite et les rayons d'un faisceau (mis en relation perspective) il y a, au point do vue projectif, une corrélation absolue : les deux figures sont des suites fermées; les segments de la droite et les angles (qui sont des « segments » du faisceau) se correspondent entièrement. Il n*en est plus de même lorsqu'on définit métriquement les segments et les angles : les angles ont un maximum, tandis que les segments forment un ensemble de grandeurs illimité. Cela provient de ce fait que, au point de vue métrique, les angles ont une grandeur absolue par rapport à une unité naturelle qui est, soit Tangle droit, soit le demitour (2 angles droits), soit le tour complet (4 angles droits), tandis qu'il n'y a rien d'analogue pour les segments. 11 est vrai que les angles, eux aussi, deviennent des grandeurs illimitées (et même dans deux sens opposés) quand on admet (comme en trigonométrie) des angles supérieurs à un tour; mais les angles qui didèrent d'un nombre entier de tours sont géométriquement indiscernables, et cela introduit dans la suite illimitée de ces grandeurs une périodicité qui manque à la suite des grandeurs linéaires. Dans tous les cas, il n'y a plus correspondance projeclive entre les segments et les angles (à un angle fini correspond un segment infini), et cela explique les paradoxes de la Géométrie métrique relatifs à l'infini. C'est là, d'ailleurs, l'origine de la discordance que nous avons constatée entre la Géométrie descriptive et la Géométrie proiective, et que la création des éléments idéaux a eu pour but de supprimer.
Cette discordance entre les segments et les angles n'a pas lieu, toutefois, dans la Géométrie métrique de l'espace elliptique (ou riemannien), car dans cet espace (qui correspond, on l'a vu, parfaitement à l'espace projectif) la droite est une
di Geomelria, n*' 66-72, Bologna, 1903}. Quant à la définition classique : « Un angle est la figure formée par deux demi-droites issues d'un même point », elle est mauvaise, car eUe ne définit pas l'angle comme gran- <Ieur; elle ne permet pas de concevoir Tinégalité ni la somme de deux angles.
ligne ferméCy et d'une longueur Onie ; la distance de deux poinls a donc un maximum (la moitié de la longueur de la droite entière).
Gomme la Géométrie projective et la Géométrie descriptive, la Géométrie métrique peut se ramener à une forme purement logique si l'on transforme les postulats en une déGnittoB de Tcspace métrique : Un espace métrique (euclidien ou noaeuclidicn) sera un ensemble qui jouira de telles et telles propriétés (énoncées dans les postulats). La Géométrie métrique, ou plutôt, chacune des Géométries métriques, prend alors la forme d*unc vaste implication : Si tel ensemble jouit des propriétés fondamentales énoncées dans les postulats, il vériiierft tous les théorèmes de la Géométrie correspondante. La Géométrie, ou plutôt, les Géométries ne reposent plus sur des propositions premières, indémontrables; elles n'ont plus d'axiomes propres^ en dehors des axiomes communs de la Logique même.
Mais, dira-ton peut-être, n'est-ce pas par un détour arllGciel, par un subterfuge logique, qu'on transforme les postulats en déHnitions? A cela on répondra que cette transformation est légitime et même nécessaire. Elle est légitime, car, tant qu'on fait de la Géométrie pure, on spécule sur des espaces idéaux dont on n'affirme nullement l'existence réelle; on peut donc, on doit même dépouiller les postulats de leur caractère catégo* rique, de leur « valeur de vérité », pour les réduire à de simples hypothèses problématiquement posées. Elle est néces* saire, car, pour raisonner sur un espace, il faut le définir : et Ton ne peut le définir qu'en énumérant ses propriétés caractéristiques, celles dont toutes les autres dérivent logiquement. On ne pourrait critiquer la définition de tel ou tel espace que pour deux raisons : ou bien parce qu'elle serait insuffisante, c'est-à-dire ne déterminerait pas un espace, mais plusieurs espaces (qualitativement différents*), et alors il faudrait lui
1. Car si plusieurs espaces concordent dans toutes leurs propriétés, ils sont indiscernables, ou plutôt, au point de vue logique, ils ne font qu'un.
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adjoindre d'autres hypothèses ou conditions, c'esl-fi-dire d'autres postulats, pour la compléter; ou bien parce qu'elle serait surabondante, c'est-à-dire contiendrait certaines conditions superflues qui sont les conséquences logiques des autres; or, par cela même qu'on prouverait que ces conditions sont superflues, on les démontrerait comme théorèmes, et on les supprimerait comme postulats ^ La définition d'un espace (comme de n'importe quel objet) est donc l'ensemble des conditions nécessaires et suffisantes pour déterminer toutes ses propriétés. Ou bien un postulat appartient à cet ensemble de conditions, et alors ce n'est plus un postulat^ mais une partie intégrante de la définition; ou bien il n'en fait pas partie, et alors c'est un théorème qui peut (et par suite doit) être démontré (sans quoi la définition ne serait pas complète). Il n'y a donc pas de place, dans une Géométrie logiquement construite, pour un postulat quelconque ^ En résumé, les axiomes de la Géométrie ne sont que des définitions déguisées ^ ou plutôt des parties de définition. Mais alors (il importe de remarquer cette conséquence nécessaire de la conception que nous exposons ici), la Géométrie ne peut pas être une science autonome ayant ses principes spéciaux et reposant sur des « juge-
1. C'est pourquoi il est utile de démontrer de chaque système de postulats quMl est suffisant et irréductible; c'est ce qui a été fait pour certains de ceux que nous venons d'exposer.
2. Le fameux « postulatum d'Euclide » est simplement un complément de la définition de la droite euclidienne, ou de l'espace euclidien. H ne doit sa célébrité qu'à la place extraordinaire qu'on lui a longtemps assignée dans les manuels. Mais, en réalité, ce n'est pas un postulat exceptionnel et unique, ce n'est qu'un des nombreux postulats ou axiomes de la Géométrie, et, de môme qu'on a construit les Géométries noneuclidiennes sur sa négation, on peut « s'amuser» à nier tel ou tel autre postulat, et à construire des Géométries non-archimédiennes, non-arguésiennes, non-pascaliennes, etc. (Hilbert, Gi'undiagen der Géométrie. Cf. le compte rendu de cet ouvrage par M. Poincarb, ap. Bulletin des Sciences mathématiques, t. XXVI, sept. 1902). Au point de vue pédagogique, la place privilégiée accordée au postulatum d'Euclide (alors surtout qu'on passe sous silence les autres postulats) est très fâcheuse : elle fait croire & une « imperfection » singulière de la théorie, et est sans doute responsable en grande partie des innombrables essais de démonstration du fameux postulatum.
3. H. PoiMCARÂ, La Science et VHypothèse, chap. m, fin (p. 66 de l'éd. française).
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meDis synthétiques a priori »; c*est une série de déductions formelles suspendues à une définition, et qui en déroulent à rinQni les conséquences logiques. £n un mot, la Géométrie n'est plus qu'une simple promotion de la Logique.
De même que la Géométrie n'aplus de propositions premières, elle n'a plus de notions premières qui lui soient propres. En effet, dans tous les systèmes que nous avons exposés plus haut, les notions premières se réduisent à deux : un concept de classe qu'on nomme point; et une notion de relation (ordre, congruence, mouvement), qui se déguise parfois, quand l'analyse n'est pas poussée à bout, en un concept de classe (droite, segment, vecteur). Or, d'un c6té,la notion de point n'intervient nullement dans la structure logique de la Géométrie : les points ne sont rien de plus que les éléments de certains ensembles, ou mieux, les termes de certaines relations; ce sont des objets quelconques, de nature inconnue ou indéterminée, dont on ne sait qu'une chose : c'est qu'ils sont les supports de certaineâ relations. Ou plutôt, on n'en sait rien, même pas cela; on sait seulement que, si des objets quelconques (qu'on les appelle points ou autrement) supportent entre eux certaines relations fondamentales (énoncées dans les axiomes), ils vérifieront tous les théorèmes qui en découlent logiquement. Ainsi la Géométrie pure, qui n'est qu'un système d'implications, n'affirme riea touchant les points; rigoureusement parlant, elle ne les connaît pas, et elle n'en a pas besoin.
D'un autre côté, les relations qui constituent l'autre donnée primordiale des divers systèmes de Géométrie ne sont plus indéfinissables : nous avons vu comment la Logique des relations permet de les définir au moyen de leurs propriétés formelles. Il semble paradoxal de ramener la Géométrie à n'être qu'une application de la Logique des relations; et pourtant, tout le monde sait et reconnaît que la Géométrie, comme la Mathématique en général, est une science et abstraite », en ce sens qu'elle fait abstraction de la nature intrinsèque des objets pour ne considérer que leurs relations; de sorte que, si deux ensembles d'objets (de nature toute différente) vérifient les
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mêmes relations, i]s seront soumis à la même théorie malhémalique (c*est là un fait bien connu, dont la Physique mathématique offre des exemples nombreux et frappants). La thèse épistémologique que nous soutenons ici n'est que la systématisation et la justification de cette remarque banale. Mais, ici encore, il faut bien se rendre compte de la portée de ce lieu commun : si la Mathématique est une science « abstraite », ce n'est pas, comme le croient les empiristes et positivistes, parce qu'elle fait abstraction de la plupart des propriétés des objets d'expérience; c'est parce qu'elle n'est plus à aucun degré uae science d'objets^ mais une science formelle et pure, qui ne considère que la forme des objets et leurs relations. C'est ce qai explique que les vérités mathématiques soient univer* selles et nécessaires a priori : elles sont objectives, non parce qu'elles naissent de l'étude des objets, mais parce que, ne portant sur aucun objet en particulier, elles portent sur tous les objets possibles. Mais alors, il est impossible de méconnaître leur analogie avec les lois logiques, dont elles possèdent tous les caractères, et dont elles sont en effet des conséquences. Si la Mathématique est formelle comme la Logique, c'est parce qu'elle est le prolongement de la Logique.
Qu'est-ce donc, en définitive, que la Géométrie, et comment doit-on la définir pour la distinguer des autres branches de la Mathématique ou de la Logique? C'est « l'étude des suites à plusieurs dimensions^ » : « des suites», c'est-à-dire des ensembles ordonnés; « à plusieurs dimensions », car l'Arithmétique, par exemple, étudie une suite à une dimension, la suite naturelle des nombres ^. Cette définition ne contredit nullement le caractère de science logique que nous venons d'attribuer à la Géométrie : car, d'une part, dans l'étude des ensembles, en général, on ne considère point leurs éléments, mais seule-
RussELL, op, ciL, § 352, p
2. À ce titre, TAnalyse, en tant que fondée sur la nolion de nombre complexe, rentre dans la Géométrie. Il n*y a là rien de choquant : ce n'est pas l'Analyse qui devient tributaire de la Géométrie; c'est au contraire la Géométrie qui est une extension de l'Analyse, suivant la conception qui règne à présent chez les mathématiciens.
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ment leurs rclatioas ; et, d*autre part, un ensemble ordonné ne peut être déflni, comme tout ordre» qu'au moyen de certaines relations. On pourrait donc aussi bien définir la Géométrie comme Tétude de certains ordres (les ordres à multiple entrée' ou de certaines relations (les relations qui définissent les ordres susdits). L'espace, en tant qu'objet de la Géométrie pure, n*est pas autre chose que cela : c*est un ensemble ordonné (abstraction faite de ses éléments, qu'on les appelle points ou autrement); ou, en termes plus « logiques », c'est un ordre, c'est-à-dire un système de relations.
Encore une fois, ces définitions paradoxales ne font que formuler avec précision la conception de la Géométrie qui est aujourd'hui courante chez les mathématiciens. Pour le montrer, il suffit de rappeler que, selon M. Poincaré et beaucoup d'autres, la Géométrie, ou plus exactement, chaque Géométrie, est Tétude d*un groupe. Or on sait ce que c'est qu'un groupe : c'est un ensemble de transformations telles, que le « produit relatif » de deux transformations est une transformation de l'ensemble ^ Et qu'csl-ce qu'une transformation? C'est une correspondance univoque et réciproque entre un ensemble [l'espace par exemple) et le même ensemble; autrement dit, une relation biuniforme dont le domaine et le codomaine coïncident. Ainsi la formule que nous venons de citer ne fait qu'exprimer, en termes mathématiques, la même conception que la définition de M. Russell exprime en termes de Logique- D'ailleurs, la théorie des groupes, qui a pris dans les Mathématiques modernes une si grande importance, est une branche de la science de l'ordre, et par suite de la Logique des relations. Et s'il y a quelqu'un qui ne puisse pas la considérer comme une théorie mathématique, ce sont justement les philosophes qui persistent à définir les mathématiques, suivant la conception traditionnelle et surannée, comme les sciences du nombre et de la quantité.
11 va sans dire que nous ne parlons que de la Géométrie
1. Pour une définilion plus exacte et logique du groupe, voir Note II*
pure, de la « science de toutes les espèces possibles d*espaces » (Xaut), et non de la Géométrie réelle ou appliquée^ qui a pour objet Tespace actuel, et qui est une science expérimentale. Une Géométrie pure est une implication de la forme : « Si A est vrai, B est vrai » ; la Géométrie appliquée dit : « A est vrai, donc B est vrai » ; elle affirme à la fois A et B de Tespace actuel, objectif, tandis que la Géométrie pure n'affirme que la connexion logique, idéale, de A et de B. Or, entre toutes les Géométries logiquement possibles que Ton peut constituer théoriquement, Texpérience seule peut nous permettre de choisir celle que nous appliquerons au monde « réel », c'està-dire au monde de notre expérience. Gela ne veut pas dire que, comme le croient Tempirisme et le réalisme naïf, il y ait hors de nous un espace tout fait et réalisé que nous n'ayons qu a percevoir, mais que le monde que nous percevons se prèle plutôt à tel moule spatial qu'à tel autre. Gela ne veut pas dire non plus que l'on puisse vérifier par une expérience cruciale tel ou tel postulat isolé (par exemple, le postulatum d*Euclide); car, comme on l'a fait remarquer, une telle vérification supposerait tous les autres postulats vérifiés, ce qui forme une sorte de cercle. Mais il ne faut pas non plus soutenir, comme font les agnosticistes contemporains, que toute vérification expérimentale de la Géométrie constitue un cercle vicieux; car, si l'on ne peut pas vérifier chaque postulat séparément, on peut vérifier l'ensemble total des postulats. Seulement une telle vérification ne peut plus être directe et péremptoire : elle sera du genre de celles qui vérifient une hypothèse par ses conséquences, et par suite elle ne sera jamais que probable. Mais c'est là le cas de la plupart des hypothèses physiques; et cela ne fait que rapprocher la Géométrie des sciences expérimentales. A ce point de vue, les postulats ne sont plus de simples « hypothèses » dans une implication, ils deviennent des propositions assertoriques, des vérités d'expérience. Il n'y a, on le voit, aucune inconséquence à considérer la Géométrie pure comme une science a priori^ et la Géométrie appliquée comme une science empi-
CouTURAT. — Les principes des mathématiques. i4
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rique; car il ne 8*agit pas de la même Géométrie, ou plutôt, si c'est la même Géométrie, la modalité des propositions y est toute différente.
Dne chose montre bien la différence de ces deux Géométries, ou de ces deux modes de considérer la Géométrie : la Géométrie pure, avons-nous dit, ignore les points et n'a pas à les connaître; ce sont simplement les termes indéterminés des relations qu'elle étudie. Au contraire, la Géométrie appliquée a besoin de déterminer, dans l'espace « réel » ou objectif, les éléments qu'on devra appeler des points, et par suite, ce qu'on devra considérer comme des droites, comme des plans, etc.; car c'est à cette condition que les propositions géométriques prennent un sens « réel » et deviennent susceptibles de vérification. Il faut donner un contenu objectif aux formes vides de la Géométrie pure, et pour cela on doit recourir à l'intuition. L'intuition est complètement exclue de la Géométrie pure, qui n'est qu'un système logique; mais elle règne dans la Géométrie appliquée, car elle est indispensable pour donner un sens et un support aux notions premières, et pour vérifier les propositions premières (postulats) dont toutes les autres découlent. On peut, si l'on veut, refuser le nom de Géométrie à la Géométrie pure, et dire que c'est simplement une branche de l'Analyse; on ne fera ainsi que confirmer notre thèse, qui fait de la Géométrie pure une application de la Logique; et l'on pourra alors faire reposer la Géométrie (appliquée) sur l'intuition. Mais on ne supprime pas par là la Géométrie pure, et l'on n'en diminue pas Tulilité pour la Géométrie appliquée: la Géométrie pure permettra toujours de réaliser (suivant les idées de Mach) une <( économie » d'expérience, en enseignant quel est le nombre minimum de postulats qu'il faut vérifier pour être sûr de la vérité de toutes les autres propositions; sans la Géométrie pure, la Géométrie appliquée ne serait qu'une science absolument empirique, dont chaque proposition devrait être vérifiée expérimentalement : ce ne serait même plus une science, car dans les sciences les plus expérimentales la déduction joue un rôle pour rattacher entre elles
les lois trouvées et en tirer les conséquences nécessaires. Une science n'est pas nne compilation de lois on de « recettes », e'est un système de vérités, dont la Logique est le ciment. La Géométrie pure est la partie logique de la Géométrie appliquée, c'est-à-dire ce que, depuis Euclide, on a coutume d'appeler la Géométrie (théorique). Seulement, elle a toujours été mêlée, dans la tradition, d^éléments intuitifs, dont elle tendait à se puriSer progressivement; aujourd'hui, la distinction est nette et complète entre la pai*t de la Logique et celle de l'intui* lion.
Il nous reste à préciser les rapports de la Géométrie pure avec l'Arithmétique. Nous venons de rappeler l'opinion, aujourd'hui très répandue, selon laquelle la Géométrie serait une branche de l'Analyse; et, d'autre part, on sait que toute l'Analyse a été reconstruite avec la notion de nombre entier, et n'est plus qu'un prolongement de l'Arithmétique. S'ensuit-il que la Géométrie ne soit, elle aussi, qu'une extension de l'Arithmétique, qu'elle n'ait pas d'autre contenu que l'idée de nombre, et que l'on puisse construire l'espace avec des nombres, comme beaucoup de mathématiciens le croient, à la suite de RiEMANN, en parlant par exemple d'espace arithmétique'^ C'est là une erreur : les espaces qu'étudient les diverses Géofflétries sont des ensembles, dont les éléments, appelés points^ sont en réalité indéterminés et indifférents; ce ne sont pas nécessairement des ensembles de nombres. Et la prétention de réduire toute la Mathématique, y compris la Géométrie, à ce seul objet, le nombre, est vaine et même illogique; car l'idée d'ensemble est antérieure à celle de nombre, comme on l'a vu, puisqu'elle sert à définir celle-ci. S'il y a une Mée première et fondamentale en Mathématique, ce n'est donc pas l'idée de nombre, mais bien celle d'ensemble.
Néanmoins, Terreur précédente a, comme toute erreur, une explication, qui n'est pas une justification, et qu'il est intéressant de signaler. Elle vient sans doute de ce que, toutes les fois qu'on veut démontrer l'existence (logique) d'un espace défini par un certain système de postulats, on n'a pas d'autre
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moyen que de construire un ensemble de nombres qui vériGe tous ces postulats (ces nombres étant pris parmi les nombres réels ou complexes, dont on admet Texistence logique comme préalablement établie). De même, lorsqu'on veut démontrer qu^un système de postulats est irréductible, c'est encore à des ensembles de nombres convenablement construits qu*on fait appel, en montrant qu'ils vériûent tous les postulats, sauf un. Cette méthode est couramment employée, non seulement par les logisticiens dont nous avons cité les mémoires dans ce Chapitre, mais par les mathématiciens les plus étrangers à la Logistique, comme M. Hilbert'. Par là non seulement les lecteurs, mais parfois les auteurs eux-mêmes sont amenés à croire que Ton construit Tespace avec des nombres, en vertu de la tendance générale des mathématiciens (remarquée par M. Russell) à identifier purement et simplement les ensembles qui possèdent les mêmes propriétés formelles. Mais cette illusion a été parfaitement démêlée par un auteur (également étranger à la Logistique) dans la remarque suivante : « C'est parce qu'on peut démontrer la compatibilité des conditions énoncées dans les définitions... des premiers termes de la Géométrie à l'aide du système des nombres entiers, qu'il est légitime de dire que la Géométrie peut être tout entière construite à partir de l'idée du nombre ». Cette remarque, tout en accordant une « légitimité » excessive à ce qui n'est qu'une façon de parler, montre bien ce qu'il faut entendre par 1' a arithmétisation des mathématiques », et en limite singulièrement la portée. Il ne s'agit pas, à proprement parler, de construire l'espace avec des nombres (ex pumice aquam!)^ mais seulement \ de construire avec des nombres un ensemble qui ait toutes les propriétés fondamentales de l'espace considéré, afin de démontrer V « existence » de cet espace sans faire appel à l'intuition. Entre les divers espaces qu'étudie la Géométrie et les ensembles de nombres qu'on leur substitue, il y a analogie
Grundfagen der Géométrie (i
2. Lbbesgub, Leçons sw Vlnlégration, chap. vu, § 1, noie (Gaulhie^ Villars, 1904).
formelle, et non identité; mais cela suffît pour qu'on puisse démontrer Texistence (logique) de ces espaces sans aucun postulat îatuitif ou expérimental, et par suite faire rentrer les diverses Géométries dans la Mathématique pure, comme dépendant uniquement de la Logique.
On comprend mieux à présent la définition dans laquelle M. Rlssell a résumé la conception moderne de la Malhémalique pure. Pour achever de l'expliquer et de la justifier, il convient de la comparer à quelques autres définitions qui en ont été proposées ^ Il ne s*agit pins, bien entendu, de la définition traditionnelle de la Mathématique comme science de la quantité, qui est unanimement abandonnée et définitivement condamnée. Mais, étant donnés l'extrême généralité de la Mathématique moderne, et le caractère de science logique et pure qu*elle prend de plus en plus, on peut se demander si Ton doit la définir par sa matière ou par sa forme; autrement dit, si elle a encore un objet spécial et déterminé, ou si elle est moins une science qu'une méthode, et une méthode applicable à toutes sortes d'objets.
Cette dernière opinion a été hardiment soutenue par un des savants qui ont le plus contribué à élargir Thorizon de la Mathématique, Benjamin Pisircb, qui écrivait dès 1870 : « L> Mathématique est la science qui tire des conclusions nécessaires *. B Selon cet auteur, la Mathématique serait essentiellement la méthode déductive et démonstrative, et comprendrait toutes les connaissances « dogmatiques », c'est-à-dire ratioa-
1. Nous nous inspirons ici de la conférence de M. Maxime Bôcher ao Congrès de Saint-Louis (septembre «904) : The fundamental conceptioM and 77ielhods of mathematics, ap. Bulletin of the Amei*ican MathemaM Socîetij, t. XI, p. 115-135 (déc. 1904).
2. • Mathemalics is the science which draws necessary conclusions «j première phrase de Linear associative Algettra, mémoire lu à TAcadénift nationale des Sciences de Washington en 1870; publié ap. Amenc(A Journal of Mathemalics, t. IV, p. 97-229 (1881).
nelles. Elle n'enveloppe pas toutes les sciences, mais elle les régit et les domine toutes : ce n'est pas elle qui découvre les lois de la nature, mais c'est elle qui en tire toutes les conséqaences logiques. C'est à tort qu'on englobe dans la Mathétiqae certaines sciences déductives, comme la Géométrie et la Mécanique, qui sont (par leurs principes) des sciences phy- ^ues; car alors il faudrait y faire rentrer toutes les sciences qui emploient peu on prou la déduction. Mais chacune des sciences physiques a sa méthode déductive, et par suite sa mathématique propre; et comme toute théorie mathématique prend naturellement la forme d'une algèbre, chaque science a son algèbre, son algorithme formel. C'est ainsi que B. Peirce fait rentrer dans la Mathématique même la Logique : c'est qu'il entend par là l'Algèbre de la Logique (de Boole), algèbre « qualitative » qu'il oppose à l'algèbre « quantitative ^ de l'Arithmélique. Mais c'est que Boole concevait encore la Logique à la manière d'Aristote, comme la Logique des concepts. Pour nous, qui concevons la Logique comme la science de tous les raisonnements formellement nécessaires, elle est coextensive et au fond identique à la Mathématique telle que la définissait B. Pëirce. Et c'est la raison pour laquelle nous n'admettons pas sa définition. Elle est manifestement trop générale, car elle fait rentrer dans la Mathématique toute espèce de raisonnements, même ceux qui portent sur des matières tout empiriques, comme les arguments des avocats. Si large que soit la conception moderne de la Mathématique, elle ne permet pas de dire qu'un avocat « fait des mathématiques » lorsqu'il invoque un alibi ou discute l'application d'une loi à un cas particulier; au contraire tout le monde conviendra qu'il « fait de la Logique ». La Logique est donc plus générale que la Mathématique; elle seule est purement formelle et par suite universelle. Il semble donc que la Mathématique ne puisse se définir par sa forme seule, et que, si sa méthode se confond avec la Logique elle-même, elle s'applique à une certaine classe des objets qui la spécialise et la distingue de toutes les autres sciences déduclives.
Mais quel peut élre l'objet des mathématiques? Il est reconnu aujourd'hui que les théories mathématiques sont indépendantes de leur contenu objectif, et sont indifféremment applicables à toute espèce d'objets, pourvu qu'ils vériGent les relations formelles énoncées dans les postulats ^ C'est ce qui fait la valeur abstraite et formelle de la Mathématique, et lui donne un caractère si analogue à celui de la Logique. Mais comment déûnir la Mathématique par son objet, si elle fait précisément abstraction de la nature de ses objets? Néanmoins, Kempb' a cru trouver des caractères (formels) communs à tous les objets des sciences mathématiques : ce sont toujours des classes d^individus soumis k certaines relations et à certaines opérations (ou combinaisons). Et comme les opérations se ramènent à des relations, l'objet d'une science mathématique se réduit en déûnitive à une classe d'individus associée à une classe de relations. Une science ou théorie est mathématique, si toute la question est de savoir si tel ensemble d'objets vérifie telles relations. On remarquera que cette conception se rapproche beaucoup, à certains égards, de celle de M. Russell, qui fait reposer la Mathématique sur la Logique des relations; et, d'autre part, elle se justiGe par l'importance qu'ont prise, dans les fondements des mathématiques, la théorie des ensembles et la théorie des groupes. Toutefois, elle est manifestement incomplète, car elle ne dit rien de la méthode par laquelle on doit étudier les objets et les relations en question. Or cette méthode peut être empirique aussi bien que déduclive : toute science sociale, toute administration politique, judiciaire, etc., consiste à reconnaître (ou à établir) certaiues relations entre des individus d'une certaine classe; ce ne sont pourtant pas des sciences mathématiques. Pour qu'il y ait science mathématique, il faut que, certaines relations étant
1. Encore faut-il remarquer qu'au point de vue de la Logique pure, une Ihéorie déduclive s'applique à toute espèce d'objets, en tant qu'elle constitue une implication, car elle est encore vérifiée, si l'objet ne vérifie pas les postulats qui forment l'hypothèse de Timplication.
2. Saiurey t. 43, p. 156 (1890); Proceedings of the London Mathematical Society, t. 26, p. 5 (1894).
données, on puisse en déduire d*aulres; il faut donc faire intervenir la considération de la méthode déductive. On ne peut pas, par conséquent, définir la Mathématique uniquement par son objet, si générale et si formelle que soit la définition de cet objet lui-même.
Il ne reste donc plus qu'un moyen : c'est de définir la Mathématique à la fois par sa méthode et par son objet; et c'est précisément ce qu*a fait M. Russell. La méthode mathématique est la déduction, tout le monde est d'accord là-dessus; mais il faut entendre par là la déduction purement logique, fondée sur les principes qu'énumère et que formule la Logistique. Sans doute, toute déduction suppose des propositions premières qu'on doit postuler, et qu'on ne peut pas déduire; et ces postulats peuvent être empruntés à n'importe quelle source de connaissance, empirique ou a priori. Mais ce qui distingue la Mathématique pure de toutes les autres théories déductives, c'est qu'elle n'a pas, à proprement parler, besoin de postulats : nous avons montré, d'après M. Russell, que les différentes théories mathématiques ne reposent pas sur des principes ou « axiomes » propres, mais uniquement sur des définitions *. Ouant à ces définitions, qui déterminent l'objet de chaque théorie, elles sont purement logiques, c'est-à-dire qu'elles ne contiennent pas d'autres constantes que les constantes logiques ; ce qui distingue les objets des mathématiques des objets plus ou moins empiriques des autres sciences déductives, c'est qu'ils sont définis en fonction des seules constantes logiques. Ainsi la Mathématique pure se trouve définie à la fois par sa forme et par sa matière : par sa forme, qui est un ensemble d'implications conformes aux principes de la Logique : par sa matière, qui est un ensemble de définitions ne contenant que des termes de Logique. On comprend donc qu'elle soit, au point de vue de la forme, identique à la Logique; et que, au
1. M. BôcHER {loc, cil.) résume la théorie de M. Russell en disant que la mathématique pure consiste en déductions « by iogical principles from logical principles». Cette formule est ingénieuse et frappante; mais elle serait peut-être plus juste si l'on disait : « by Iogical principles from Iogical définitions -.
point de vue de la matière, elle ne soit qu*an domaine spécial dans le champ d'application de la Logique. Par là s'explique qu'elle ait le caractère abstrait et formel de la Logique, tout en restant distincte de celle-ci et subordonnée à elle. Par là enfin se trouvent justifiées les théories philosophiques qui attribuent aux concepts et aux vérités mathématiques une valeur universelle et nécessaire, donc a priori^ car, si notre thèse est juste, cette valeur est égale à celle des lois de la Logique même.
On sait que, depuis une vingtaine d'années, la théorie des ensembles a pris une place considérable dans la science mathématique, et apparaît de plus en plus comme la base indispensable de l'Analyse : elle a d'ailleurs été inventée tout exprès pour préciser, éclaircir et généraliser les notions fondamentales du calcul intégral et de la théorie des fonctions, notions qui (comme celle du continu par exemple) n'avaient pas encore été logiquement analysées, qu'on acceptait encore dans le sens vulgaire et naïf que leur donnaient Tusage et la tradition, et que, pour cette raison, on attribuait à l'intuition. Si donc nous moQtrons que la théorie des ensembles est, par ses notions premières et par ses principes, une branche ou une application de la Logique, nous aurons beaucoup fait pour établir la thèse soutenue dans cet ouvrage.
Oq doit distinguer dans la théorie des ensembles plusieurs parties ou plusieurs étages*. Il y a d'abord ce qu'on peut appeler la théorie des ensembles « abstraits », qui considère des ensembles d'objets quelconques, de nature indéterminée, sous la seule condition que chacun de ces objets constitue un
1. Un exposé très élémentaire de la théorie des ensembles se trouve dans notre ouvrage De VInfini mathématique, Noie IV (1896). Ceux qui voudraient s'initier plus à fond à celle théorie et à ses applications mathématiques n*ont qu*à lire le très substantiel Bericht ûber die Mengenlehre de M. A. Schônflies, ap. Jahresbericht der deutschen Mathematikcr- Vereinigung, VIII, 2 Leipzig, Teubner, 190Q).
individu reconnaissable; un ensemble, dit-on, est déterminéf si Ton a le moyen de décider, au sujet d*un objet (individuel) quelconque, s'il appartient ou n'appartient pas à l'ensemble considéré. On reconnaît déjà là les notions logiques d'individu et de classCj et la relation é!" appartenance d'un individu à une classe (e).
Entre les ensembles ainsi conçus on est amené à considérer une relation fondamentale : Tun peut être contenu dans Tautre, en être une partie; c'est la relation que nous désignons par 0.11 peut même arriver que les deux ensembles soient mutuellement co/j^enu^Tun dans l'autre, et alors ils son ttc^en/t^t/e;; c'est ce que nous appelons l'égalité logique (=). On dit qu'un ensemble A est partie intégrante ^ d'un autre ensemble B, lorsqu'il y est contenu sans lui être identique : c'est-à-dire lorsque tout A est un B, mais tout B n'est pas un A. C'est ce que nous exprimons par les deux formules :
AoB.A- = B ou : Ao B . B-o A.
Enfin on considère deux espèces de combinaisons entre deux ensembles A, B : l'un consiste dans leur partie commune^ ou dans Tensemble des éléments qui leur sont communs; on l'appelle leur diviseur commun, et on le représente par ^ (A,B). C'est ce que nous appelons leur produit logique A^B. L'autre consiste dans leur réunion^, c'est-à-dire dans l'ensemble de tous les éléments qui appartiennent à l'un ou à l'autre : on l'appelle leur plus petit commun multiple et on le représente par ^^é (A, B). C'est ce que nous appelons leur somme logique A ^ B. Dans le cas où les deux ensembles n'ont pas d'élément commun, on l'appelle leur som^me, et on la représente par Ah-B. C'est revenir à l'addition disjonctive de Boolb, que les progrès de la Logistique ont fait abandonner pour
1. « Echter Teil » (Dedekino, Was sind und was sollen die ZaklcHf p. 2 et 3).
Vereinigungsmenge (Schônflies, toc. cit
l'addition conjonctive. Lorsqu'on veut spécifier le cas de l'addition disjonclive, ou écrit simplement la condition :
On est souvent amené à distinguer deux ensembles complémentaires l'un de l'autre, c'est-à-dire qui n'ont aucun élément commun, et dont la somme constitue un certain ensemble total U. Nous disons que de tels ensembles sont la négation l'un de l'autre, lorsque l'ensemble U est considéré comme Tunivers du discours. Dans le cas contraire, on a :
A/^B = A, AwB = U
On aurait en général :
U = ABwA-BwB-A mais, puisque kB = j^, il reste seulement :
U = A-BvB-A
On aurait de même :
c'est-à-dire que A et B sont pour ainsi dire la négation l'un de l'autre par rapport à (à l'intérieur de) l'ensemble U.
Enfin il arrive parfois qu'on ait à exprimer qu'un ensemble A est nul, c'est-à-dire ne contient aucun élément ; et alors on voit des mathématiciens rigoureux écrire tout bonnement :
ce qui est d'autaut plus incommode qu'ils ont d'autres fois à exprimer que l'ensemble A (non nul) se réduit au point (nombre) appelé 0, et qu'ils écrivent alors, pour éviter l'équivoque :
En résumé, cette première partie, la plus élémentaire, de la théorie des ensembles coïncide exactement avec la Logique
1. ScHôKFLiES, loc. Cit., p. 60 61 passim ; p. 98, et noie 3.
des classes. Néanmoins, les mathématiciens qui Tont traitée depuis 20 ans semblent ignorer que les concepts qu'ils défiaissent, et pour lesquels chacun d'eux invente des notations plus ou moins heureuses, ont été élaborés depuis 50 ans par des logiciens qui étaient (ou sont; pourtant aussi des mathématiciens (BooLE, ScDRôDER, Feano). Notrc expérience personnelle nous permet d'affirmer que, chez quelques-uns, et non des moindres, cette ignorance est réelle, et, qui pis est, Tolontaire. 11 est toujours fâcheux que deux classes de savants s'ignorent mutuellement et systématiquement; mais cela est encore bien plus regrettable, quand les uns et les autres s'occupent, non d'objets voisins ou connexes, mais des mêmes objets au fond.
Une autre partie de la théorie des ensembles consiste à étudier les ensembles au point de vue de leurs puissances et de leur équivalence. Deux ensembles ont même puissance^ par définition, lorsqu'ils sont équivalents, c'est-à-dire lorsqu'on peut établir entre tous leurs éléments une correspondance univoque et réciproque. C'est ce que nous exprimons en disant qu'il y a entre eux une relation biuniforme. Quant à la notion de puissance^ qui se trouve ainsi définie « par abstraction », elle n'est pas autre chose que la notion générale de nombre cardinal^ dont nous avons discuté les diverses définitions. Si Ton admet celle à laquelle nous nous sommes arrêté, on définira explicitement la puissance, ou mieux, le nombre cardinal d'un ensemble, en disant qu'elle est la classe des ensembles qui lui sont équivalents. Et, en effet, il est évident que deux ensembles équivalents possèdent le même nombre cardinal, en vertu de cette définition.
L^égalité des puissances se ramène ainsi, comme toujours, à l'identité. Quant à leur inégalité, sa définition donne lieu à des difficultés spéciales que nous n'avons pas à examiner ici. Bornons-nous à rappeler qu'un ensemble A a une puissance inférieure à celle de l'ensemble B, si A est équivalent à une partie intégrante de B, et si B n'est équivalent à aucune partie intégrante de A. Comme nous savons exprimer en termes logiques Véquivalence et la notion de partie intégrante^ nous
pouvons traduire en Logistique la définition précédente et en tirer toutes les conséquences logiques.
Ainsi la théorie des puissances d'ensembles n'est pas autre chose que la théorie des nombres cardinaux en général : c'est une Arithmétique générale, où Von définit la somme, le produit et la puissance ^ des nombres cardinaux, finis ou infinis, sans distinction. Voici ces définitions.
1' Si a et p sont les nombres cardinaux de deux ensembles A et B sans élément commun, leur somme (a+p) est le nombre cardinal de l'ensemble somme de A et de fi. Nous n'insistons pas sur cette définition : c'est exactement celle que nous avons énoncée ci-dessus, d'après M. Hussell, et dont nous avons donné la formule logistique.
^ Soient deux ensembles A et B. Si l'on associe chaque élément a de l'un à chaque élément b de l'autre, on forme un ensemble de couples (a,ô)'. Le nombre cardinal de cet ensemble est, par définition, le produit des nombres cardinaux a et p. Cette définition est également susceptible d'expression logistique : car un couple tel que (a, b) est en réalité une relation singulière, dont l'antécédent est un élément de A, et le conséquent un élément de B. Ces relations forment un ensemble, et par suite déterminent un nombre cardinal. C'est cet ensemble que M. Whltëhëad appelle classe multiplicative, dans la définition que nous avons indiquée précédemment (p. 53). Voici d'ailleurs comment on peut définir la classe multiplicative, non plus de deux ensembles, mais d'une classe k d'ensembles (en nombre fini ou infini) : Soit k une classe de classes exclusives et non nulles; considérons l'ensemble des relations uniformes B dont le domaine est k, et telles que ufix implique (pour toute classe u et pour tout individu x) que xeu^; la classe multiplicative des k est l'ensemble
1. Le fait qu'on est obligé de parler des puissances des nombres cardinaux infinis doit faire proscrire pour ceux-ci le nom de puissance. Cette équivoque n'existe pas en allemand {Potenz, Màcktigkeit).
2. Ensemble que M. Sghônflies appelle Verbindungsmenge des deux ensembles A et 8.
3. Autrement dit, R est une correspondance uniforme établie entre
des codomaines de ces relations R ^ On voit que cette déûnition peut être formulée uniquement au moyen de la Logique des relations.
3*" Considérons enfin deux ensembles A et B (de nombres cardinaux a et p), et Tensemble de toutes les lois suivant lesquelles on peut faire correspondre un A à chacun des B '. Le nombre cardinal de cet ensemble sera, par définition, la puissance p^ du nombre a, ou otP. Or qu*est'Ce qu*une loi en vertu de laquelle à chaque B correspond un A? C'est une relation uniforme entre tous les B et les A (en général, quelques A seulement). Le nombre de toutes les relations différentes de cette espèce est la puissance définie «^ Ici encore, on conçoit aisément que cette définition puisse s'exprimer par la Logique des relations, puisqu'il n'y entre que des propriétés que Ton sait formuler logistiquement.
Les trois définitions précédentes s'appliquent aussi bien aux nombres fmis qu'aux nombres inûnis. C'est donc toute l'Arithmétique qui repose par là sur la Combinatoire, c'est-à-dire en définitive sur la Logique des relations^.
Il y a une troisième partie de la théorie des ensembles où intervient l'idée d'ordre : c'est la théorie des ensembles ordonnés, des types d'ordre et des nombres ordinaux. Or nous savons que tout ordre est défini par une relation d'une certaine espèce. Deux ensembles ordonnés sont semblables^ lorsqu'il existe entre leurs éléments une correspondance univoque et réciproque telle que, si dans l'un l'élément a précède l'élément b dans l'autre l'élément correspondant à a précède l'élément
chaque classe k et un individu de cette classe : elle consiste à « extraire • un individu de chaque classe k.
1. C'est-à-dire l'ensemble des classes formées en « extrayant * un individu de chaque classe A; ou encore, des combinaisons obtenues en prenant un individu dans chaque classe k.
2. Cet ensemble est ce que M. Schônflies appelle Zuordnungsmenge ou Belegungsmenge des ensembles A et B.
3. Ces défînitions reposent sur un postulat qui nous a été signalé par M. RiTssELL, à savoir : Étant donnée une classe de classes exclusives non nulles, on peut extraire un élément de chacune d'eUes. Ce postulat est indispensable pour fonder l'Arithmétique; or on n'en connaît pas encore de démonstration valable. V. p. 53, note 3.
correspondant à 6, quels que soient a et 6 '. La relation de similitude (analogue à celle d* équivalence) se déOnit donc par une relation biuniforme; seulement, cette relation porte, non sur des classes, mais sur des relations. Et en effet, ce ne sont pas, à proprement parler, les ensembles qui sont semblables, mais leurs ordres : car le même ensemble peut être ordonné de différentes manières; il sera semblable à tel ensemble ordonné dans un certain ordre, mais non dans un autre. C'est donc entre les ordres^ c'est-à-dire en définitive entre les relations qui les définissent, qu'a lieu la relation de similitude.
De même que de la considération des ensembles équivalents naît par abstraction la notion de nombre cardinal (conçu comme classe d'ensembles équivalents), de la considération des ensembles semblables nait par abstraction la notion de type d'ordre (conçu comme classe de relations d'ordre semblables).
Parmi les ensembles ordonnés on distingue les ensembles bien ordonnés : ce sont ceux qui contiennent un premier élément, ainsi que chacun des ensembles partiels qu'on y peut déterminer. 11 en résulte que, dans un ensemble bien ordonné, chaque élément a un consécutif {un élément qui le suit immédiatement), à moins qu'il ne soit le dernier (lequel est unique). Les types d'ordre des ensembles bien ordonnés sont ce qu'on nomme les nombres ordinaux^. Ceux-ci sont aussi bien infinis que finis, suivant que le nombre cardinal correspondant est infini ou fini : car à chaque nombre ordinal correspond un nombre cardinal, puisque chaque ensemble a un nombre cardinal. Le premier des nombres ordinaux infinis est le type d'ordre de la suite naturelle des nombres, qu'on désigne par w.
Il arrive qu'on ait à considérer un type d'ordre inverse d'un autre, c'est-à-dire celui qu'on obtient en renversant la relation d'ordre entre deux éléments quelconques de l'ensemble (en permutant les mots précède et suit). Par exemple, oa considère le type d'ordre inverse de w, et on le désigne par * w. Or, du
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moment qu*on sait qu'un type d'ordre est une relation [ou une classe de relations), on reconnaît que le type d'ordre inverse est la relation converse, et dès lors il convient de le représenter par la même notation (par exemple, ^ta).
C'est à la théorie des ensembles ordonnés qu'appartiennent les concepts de suite fondamentale et de limite d'une telle suite. Par suite lui appartiennent aussi tous les concepts qu'on peut définir au moyen de ceux-là, comme ceux des ensembles fermés, denses en soi et parfaits ^ Ces notions sont donc indépendantes de toute considération géométrique ou métrique, et relèvent entièrement de la théorie de l'ordre. Et comme c'est par ces notions que l'on peut définir le continu, le concept de continu lui-même dépend uniquement de la théorie de l'ordre, c'est-à-dire eu définitive de la Logique des relations.
Une quatrième partie de la théorie des ensembles est la théorie des ensembles de points^ où l'on considère les éléments des ensembles étudiés comme des points situés dans un espace à une dimension (droite), à deux (plan), à trois ou même à n dimensions. Peu importe d'ailleurs que cet espace soit géométrique ou arithmétique, c'est-à-dire que les éléments soient conçus comme des points géométriques ou comme des nombres. L'essentiel est qu'ils sont « pris » dans un ensemble préexistant, et que celui-ci peut contenir d'autres éléments ou points « situés » entre ceux de l'ensemble considéré. Cette partie de la théorie des ensembles est la plus compliquée; néanmoins c'est celle qui est apparue la première et qui est la plus développée, parce que c'est celle qui se rapproche le plus du domaine des applications, c'est-à-dire de l'Analyse et de la Géométrie. Elle a pour objet, au fond, les ensembles relatifs^ d'autres ensembles, desquels ils sont pour ainsi dire extraits, ou dans lesquels ils sont situés et plongés. C'est dans cetta théorie qu'un ensemble peut avoir des points-limites qui ne loi appartiennent pas, et par suite un dérivé qu'il ne contient pa8 nécessairement. C'est à cette branche de la théorie del
SCHÔNFUES, loccit., p. 32; cf. p
ensembles qu'apparlieat donc toute la théorie des ensembles dérivés, avec les notions « métriques » des ensembles fermés^ denses en soi et parfaits^ telles que M. G. Gantor les avait d'abord définies, et les notions d'ensemble partout dense on nulle part dense dans un intervalle (ou ensemble) donné. G*est à elle également qu'appartient la théorie de Tétendue ou du contenu (Inhalt) des ensembles, dans laquelle les ensembles sont rapportés à un réceptacle commun, Tespace continu.
Ge caractère relatif des propriétés des ensembles de points a été mis en évidence par la généralisation même qu'en a faite M. Baire. Au lieu de considérer des ensembles contenus dans l'espace ordinaire, il considère des ensembles contenus dans un autre ensemble quelconque U (que nous appellerions, en Logistique, l'univers du discours); et il définit par rapport à cet ensemble U les propriétés désignées par les mots : fermé, dense en soi, partout dense, nulle part dense *. En effet, l'ensemble Ë étant entièrement contenu dans U^ et tous deux étant ordonnés de môme (c'est-à-dire l'ordre des points de E étant le même que l'ordre qu'ils possèdent comme points de U), un point de U sera un point-limite de E, s'il est limite d'une suite fondamentale de E (laquelle est aussi une suite fondamentale de U). Comme E peut contenir ou ne pas contenir ses pointslimites (dans U), tous les concepts énumérés conservent leur sens relatif, tout en étant dépouillés de toute considération métrique, puisque c'est par les relations d'ordre des points de U que sont désormais définis les points-limites de Ë. On peut dire que cette méthode ramène les propriétés métriques des ensembles à leurs propriétés ordinales (relatives à l'ensemble U considéré comme leur réceptacle ou leur support).
En résumé, la théorie des ensembles, dans sa partie la plus
générale, se confond avec la Logique des classes ; et, dans ses
autres parties, elle dépend entièrement de la Logique des
, relations. En particulier, la théorie des ensembles de points se
ramène à la théorie des ensembles relatifs (c'est-à-dire situés
SCHÔNFLIES, toc. cit., p
dans d'autres ensembles] ; c*est la théorie des ensembles relatifs à Tespace continu; et puisque, comme on Ta vu, on peut déQnir l'espace continu par ses propriétés ordinales, les fondements de cette théorie sont empruntés exclusivement à la théorie de Tordre. Celte conclusion ne repose pas seulement sur les considérations théoriques, forcément sommaires et un peu vagues, qui précèdent. M. Russell a effectivement réalisé la théorie des ensembles bien ordonnés au moyen de la Logique des relations, et retrouvé ainsi la plupart des propositions de cette théorie, découvertes par 6. Cantor et d'autres mathématiciens. Le rattachement de la théorie des ensembles à la Logistique n'est donc pas un desideratum théorique et idéal; c'est un fait accompli.
SUR LA NOTION DE GROUPE
On sait quelle importance la théorie des groupes a prise dans la Mathématique moderne, principalement grâce aux travaux de Sophus Lie : ses applications s'étendent à la fois à PArithmétique supérieure, à TAlgèbre, à l'Analyse, à la Géométrie et à la Mécanique. Il est donc intéressant de montrer le caractère logique de cette théorie, et comment on peut déûnir formellement le concept du groupe.
En gros, un groupe est un ensemble d'objets pour lesquels on a défini une combinaison telle, que le résultat de la combinaison de deux objets est un objet du groupe. Ces deux objets sont les données (ou les facteurs) de la combinaison ; le troisième objet est le résultat (ou le produit). Ces données et ce résultat ne sont pas du tout essentiellement des nombres ou des quantités; ce peuvent être, par exemple, des transformations analytiques ou géométriques. Le résultat de deux transformations de même espèce n'est pas nécessairement de la même espèce : par exemple, le résultat de deux symétries n'est pas une symétrie, mais une translation. Mais, quand des transformations forment un groupe^ le résultat de deux quelconques d'entre elles est de même espèce, puisqu'il appartient au groupe.
Voici maintenant comment on peut définir rigoureusement cette notion, par un système de postulats indépendants ^ On
1. HuNTiNOTON, Note on the définitions of abs tract groups and fields hy Kts of indépendant postulâtes, ap. Transactions of the American Mathe-
considère une classe K d'objets, et une opération binaire ou combinaison qu*on peut effectuer sur deux quelconques de ces objets, et dont le symbole sera o. On écrira :
aob = c
pour dire que le résultat de ta combinaison de a et de 6 (pris dans cet ordre) est c. Cela posé, on formule les six postulats suivants :
I. Si a et 6 sont des K, il y a un élément c de K tel qae ao 6 = c, et cet élément est déterminé d'une manière unique par a et 6.
En d^autres termes, l'opération aob est toujours possible et
Bnivoqne dans la classe K : elle a toujours un résultat, et no
seul. Si elle n^était pas univoque, on ne pourrait pas rigoureu*
sèment écrire :
aob = c
mais seulement :
« c est un des éléments qu'on obtient en combinant a et b, » On voit par là que le fameux axiome d'Ëuclide : « Egd ajoute à égal donne égal » n'est nullement une propriété de Tégalité, mais une propriété de l'addition, en tant qu'elle est univoque; et que, par suite, il n'est pas du tout, comme on le croit trop souvent, un axiome logique (analytique).
II. La loi associative est valable pour tout K, c'est-à-dire
qu'on a :
(ao b)oc=ao (6 oc)
quels que soient les éléments a, ^, c de K.
matical Society, t. VI, p. 181-193 (1905). — Cf. les autres mémoires du même auteur : Simplified définition of a groupy ap. Bulletin of the Ameritai^ Math. Soc, t. VIII, p. 296-300; A second définition of a group^ ibid., p. 388- 391 (1902); Two définitions of an Abelian group by sets of indepcndent potiulatesy ap. Trans. Am. Math. Soc, t. IV, p. 27-30 ; Définitions of a field by sets of'independent postulâtes, ibid., p. 31-37 (1903); A set of postulâtes for real Algebra, comprising postulâtes for a one-dimensional continuwn and for the theory of groups, ibid., t. VI, p. 17-41 (1905). Dickson, Définitions of a field by independent postulâtes, ibid., t. IV, p. 13-20 (1903). MooBE, A définition ofabstract groups, ibid., t. III, p. 485-492 (1902).
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III. Il y a au moins un élément i de K pour lequel on a
Cet élément, qui, combiné avec lui-même, se reproduit, est ce que Benjamia Peirge^ appelait un « idempotent », c'est*à* dire un élément identique à toutes ses « puissances » (puisqu'il est identique à son « carré »).
ly. Il n'y a pas plus d'un élément i tel que Ton ait :
Gela veut dire que si Ton a à la fois :
xox = x yoy = yj
on a nécessairement :
Les deux postulats précédents se résument en une phrase : 11 y a un « idempotent », et un seul.
V. S'il y a un élément unique i tel que : ioi = i, ou bien ou a : %oa = a pour chaque élément a, ou bien on a : a o i = a pour chaque élément a.
Cela veut dire que l'élément i désigné dans les postulats III et IV (qui en affirment l'existence et l'unicité) est, ou bien nodule à gauche, ou bien module à droite. On appelle module d'une opération le terme « de nul effet » dans cette opération, c'est-à-dire qui, combiné avec un autre quelconque, reproduit cet autre. Or, tant qu'il n'est pas établi qu'une opération est commutativo, il faut distinguer le premier et le second « facteur », et par suite le module à gauche (comme premier facteur) du module à droite (comme second facteur).
VI. S'il y a un élément unique i tel que i o i = z, pour chaque élément a il y a, ou bien un élément a'd tel que a o a'a = i, ou bien un élément a'g tel que a'gOa = i,
Cela veut dire que chaque élément a de la classe K a un réciproque à droite ou uu réciproque à gauche. On appelle i^éci-
1. Linear Associative Algebra, mémoire posthume datant de 1870, ap. American Journal of Mathematics, i, IV, p. 97-229 (1881)
proque d'un terme un terme qui, combiné avec lui, donne pour résultat le module. Et, pour la raison indiquée plus haut, il faut distinguer le réciproque à droite du réciproque à gauche. Nous venons *de dire « le module » sans spécifier si c'est le module à droite ou le module à gauche. 11 est sous-entendu que c*est celui des deux qui doit exister, en vertu du postulat Y. D'ailleurs, la distinction est oiseuse, car on peut démontrer, au moyen de ces six postulats, que l'élément t est aussi bien module à droite que module à gauche, ou, plus exactement, que, pour tout élément a, on a à la fois :
On peut donc appeler i purement et simplement le module.
Mais de ces six postulats il ne résulte nullement que Topération o soit commutative en général (bien qu'on ait, pour le cas particulier du facteur î, ai = ia). Aussi faut-il leur ajouter un 7* postulat pour défînir un groupe abélien (c'est-à-dire commutatif), à savoir la loi commutative elle-même :
VII. Quels que soient les éléments a, 6 de K, on a
aob = bo a.
Et ce postulat est indépendant des six premiers. Ceux-ci sont également tous indépendants entre eux, c'està-dire qu'aucun d'eux ne peut se déduire des cinq autres.
On en déduit encore les trois théorèmes suivants :
1° Si aob = aob', on bl b = b'; et si ao 6 = a'oô, on a a=.a',
2** A chaque élément a correspond un élément a - *, et un seul,
tel que :
aoa~* = a~*oa = û
Cet élément a~* s'appelle le réciproque de a. Ainsi chaque élément a un réciproque unique, qui est à la fois réciproque à droite et réciproque à gauche.
3*» Deux éléments quelconques a et ft déterminent un seul élément ar, tel que Ton a : a o a? = 6 ; et un seul élément y tel que l'on a : y o a = 6.
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L'élément a? est a ~* o ft ; rélément y est : é o a ~ *. C'est ce qu'on exprime en disant que les deux opérations inverses de o sont toujours possibles et univoques.
Telle est la définition d'un groupe relatif à l'opération o; car un ensemble d'objets ne forme un groupe que par rapport à une opération déterminée *. Ainsi la notion de groupe comprend à la fois la notion d'ensemble ou classe, et la notion d'opération ou combinaison. Mais qu'est-ce qu'une opération^ et qu'y a-t-il au fond de cette notion manifestement anthropomorphique, empruntée par métaphore au domaine de l'activité pratique? On n' « opère » pas réellement sur des objets abstraits ou des entités (des nombres, par exemple) qui sont immuables de leur nature. On ne peut même pas dire qu'on les « combine » comme on combine des éléments chimiques. Quand on dit que la « combinaison » de a et de 6 a pour « résultat » c, on fait simplement correspondre au couple des objets a et b l'objet c; autrement dit, on établit une relation entre les 3 objets a, 6, c. En définitive, une opération (binaire) n'est pas autre chose qu'une relation (ternaire) entre ses données et son résultat. On peut donc formuler la définition du groupe en termes de la Logique des relations *.
1. Il importe de bien distinguer Topération par rapport à laquelle le groupe est défini, des objets qui sont les cléments du groupe, lorsque ces objets sont eux-mêmes des opérations. Dans ce cas, Topëration constitutive du groupe consiste en général à effectuer successivement deux des opérations qui sont les éléments du groupe; c*est-à-dire, plus explicitement, si la première opération, eiïectuée sur l'objet a, a pour résultat 6, la deuxième opération sera eiïectuée sur 6, et aura pour résultat c. Le « produit » de ces deux opérations sera l'opération unique qui, effectuée sur a, donnerait pour résultat c. D'ailleurs, les opérations élémentaires du groupe sont des opérations unitaires, des correspondances d'un objet à un objet (des relations binaires, en général biuniformes), tandis que l'opération par rapport à laquelle le groupe est défini est une opération binairi3, à savoir le produit relatif de deux des relations susdites.
2. C'est ce qu'a fait M. Huntingtor {toc. cit.) d'après une suggestion de M. BÔCHEB {Bulletin of the American Maihemalical Society, t. XI, p. 126; 1904-05).
APPENDICE
Wenn die mathemalischen Urtheile nichtsynthelisch 8ind,so febitRanCs ganzer Vernunftkrilik der Boden.
ZlMMBRaiANN.
La question fondameatale de la Critique de la Raison pure est : a Comment des jugements synthétiques a priori sont-ils possibles? » Qu'il existe de tels jugements, c'est ce dont Kant ne doute pas un instant, car ce sont de tels jugements qui constituent, selon lui, la métaphysique et la mathématique pure. Expliquer comment ces jugements sont légitimes en mathématique et illégitimes en métaphysique, tel paraît être le but de la Critique de la Raison pure; tel est en tout cas l'objet de la Méthodologie transcendentale, « La mathématique fournit l'exemple le plus éclatant d'une raison pure qui réussit à s'étendre d'elle-même sans le secours de l'expérience » (B. 740; cf. p. 8 et 752) ^\ et cet exemple a été séducteur pour la métaphysique ^ Celle-ci peut-elle légitimement aspirer à la certitude apodictique en employant la même méthode que la
1. Ce mémoire a paru dans la Revtie de Métaphysique et de Morale^ n° de mai 1904 (consacré au centenaire de la mort de Kant).
2. Conformément à l'usage introduit par M. Vaihinger, nous désignons respectivement par A et fi la 1" et la 2* édition de la Critique de la Baison pure, dont la pagination se trouve reproduite dans les principales éditions modernes (notamment celles de B. Exdmann et de Kehrbach).
3. Cf. Fortschritte der Metaphysik, Introduction (1791); éd. Hartenstein, VIII, 522.
mathématique? Telle est la question (B. 872). Or « la métaphysique est la connaissaace ralioanelie par concepts; la mathématique est la connaissance rationnelle par construction de concepts » (B. 865, 741). Qu'est-ce que construire un concept? C'est « exposer l'intuition a pnori qui lui correspond ». La construction des concepts n'est donc possible que si nous possédons des intuitions a priori. Celles-ci nous sont fournies par les deux formes a priori de la sensibilité, l'espace et le temps. C'est donc V Esthétique transcendent aie qui est chargée de répondre à cette question : « Comment les mathématiques pures sont-elles possibles? » (B. 55, 73.) Par là se trouvent déterminés à la fois l'objet des mathématiques et la portée de leur méthode. Leur objet ne peut être que la grandeur, « car seul le concept de grandeur se laisse construire » (B. 742); et l'espace et le temps sont les seules « grandeurs originaires » (B. 753). Leur méthode ne peut s'appliquer qu'à ce qui peut être objet d'intuition, et d'intuition a priori : elle ne peut donc s'appliquer ni aux concepts purs et simples, ni aux intuitions empiriques, par exemple aux qualités sensibles (B.'743). La mathématique ne peut avoir pour objets que les concepts qu'on peut construire, à savoir la figure^ détermination d'une intuition a priori dans l'espace, la durée, division du temps, et le nombre, résultat général de la synthèse d'un seul et même objet dans l'espace et dans le temps, qui par suite mesure la grandeur d'une intuition (B. 752). Ainsi c'est la méthode, et non l'objet, qui distingue essentiellement la mathématique de la métaphysique, et c'est la méthode de la mathématique qui détermine son objet*. Par là s'explique que les jugements mathématiques puissent être à la fois synthétiques (comme les jugements empiriques) et a priori (comme les jugements analytiques). Ils sont synthétiques, parce qu'ils reposent sur une synthèse effectuée dans l'intuition; et ils sont a priori, parce que cette intuition est elle-même a priori.
Kant caractérise la méthode mathématique en l'opposant à
Cf. I.o.9t^t/e, Introduction, in (Hartenstein, VIII
la méthode de la philosophie. La mathématique seule a des axiomes^ c'est-à-dire des principes synthétiques a priori^ (( parce qu'elle seule peut, en construisant un concept, lier a priori et immédiatement ses prédicats dans Tintuilion de son objet » (6. 760) ^ La philosophie ne peut pas avoir d'axiomes, car elle ne peut pas sortir du concept pour le lier à un autre concept. La mathématique seule a des définitions^ car seule elle crée ses concepts par une synthèse arbitraire ; par suite, ses définitions sont indiscutables et ne peuvent être erronées. Au contraire, on ne peut pas à proprement parler définir, soit les objets empiriques, soit les concepts a priori^ on ne peut que les'décrire, et celle description est toujours discutable, car on ne sait jamais si Ton a épuisé la compréhension d*un concept préalablement donné ^. Enfin la mathématique seule a des démonstrations proprement dites, car « on ne peut appeler démonstration qu'une preuve apodictique, en tant qu'elle est intuitive » (B. 762). La philosophie ne peut pas effectuer des démonstrations sur ses concepts, car il lui manque « la certitude intuitive ». La conclusion de cet examen est la séparation complète, l'opposition absolue de la mathématique, non seulement par rapport à la métaphysique, mais par rapport à la philosophie tout entière, et notamment à la logique. Car la logique repose sur des principes analytiques, qui paraissent se réduire au principe de contradiction; et elle ne permet d'établir que des jugements analytiques. Si la mathématique peut légitimement énoncer des jugements synthétiques a prioriy c'est parce qu' « elle ne s'occupe d'objets et de connaissances que dans la mesure où ceux-ci se laissent représenter dans l'intuition » (B. 8). Il est manifeste, d'ailleurs, que si Kant insiste tellement sur la différence des méthodes de la mathématique et de la métaphysique, c'est par réaction contre le rationalisme de Wolff, qui prétendait, comme Leibniz, appliquer à la philosophie la méthode mathématique, comme étant la seule méthode logique et apodictique.
1. Exemple : Trois points sont toujours situés dans un même plan.
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Noas allons examiner successivement les difTérentes thèses que nous venons d*énumérer.
DÉnSITlO!! DES JUGEMENTS ANALYTIQUES.
Les jugements mathématiques sont-ils synthétiques? Pour le savoir, il faut d'abord définir les termes de synthétique et d'analytique. Rappelons la déGnition textuelle de Kant : « Ou bien le prédicat B appartient au sujet A comme quelque chose qui est contenu (d'une manière cachée) dans ce concept A, ou bien B est tout à fait en dehors du concept A, bien qu'il soit en connexion avec lui^ Dans le premier cas j'appelle le jugement analytique y dans l'autre, synthétique » (B. 10). Cette définition suppose que tous les jugements sont des jugements de prédication. Or il est reconnu aujourd'hui qu'il y a bien d'autres formes de jugements, qui sont irréductibles aux jugements de prédication; autrement dit, qu'il y a une multitude de relations qu'on peut penser et affirmer entre deux ou plusieurs objets, et que ces relations ne peuvent pas se ramener à l'unique relation d'inclusion de deux concepts (exprimée par la copule est). Même au point de vue de la logique kantienne, cette définition est trop étroite, car elle ne s'applique qu'aux jugements catégoriques, et non aux jugements hypothétiques et disjonctifs, qui, de l'aveu même de Kant, établissent un rapport, non plus entre deux concepts, mais entre deux ou plusieurs jugements (B. 98). Ce défaut est d'autant plus étonnant que Kant déclare ailleurs n'avoir jamais été satisfait de la définition que les logiciens donnent en général du jugement^ en disant que c'est la représentation d'un rapport entre deux concepts (B. 140, § 19 de la Critique) '. La définition de Kant est donc absolument insuffisante en principe. M. Vaihinger a essayé de la justifier, en
1. On pourrait remarquer que raUernalive n'est pas complète, do moins dans les termes précis de Ténoncé : en effet, entre le cas ou B est contenu (entièrement) dans A, et celui où il est tout entier hors de {gam ausser) A, il y a le cas où B n*est ni inclus dans A ni exclu de A. Or ce dernier cas est celui des jugements particuliers.
2. Cette remarque a été faite par Roppblhann, Kant*s Lehre vont analytischen Urtheil, ap. Philosophische Monatshefte, t. XXI, p. 65-101 (1885).
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(lisant qu'elle doit comprendre les jugements de relation, puisque Kant l'appliquera plus lard à de tels jugements (par ex. : 7 -h 5 = 12) *; mais c'est là une inférence interpréta* tive que rien dans le texte ne parait justifier. Tout au contraire, Kant, préoccupé d'établir la généralité de sa définition, n'a pensé qu'à une chose : c'est qu'elle ne s'appliquait qu'aux jugements affirmatifs, et alors il a ajouté entre parenthèses qu'on peut aisément l'étendre « ensuite » aux jugements négatifs^. Il n'en est pas moins vrai qu'il a commencé par admettre que « tous les jugements » consistent à « penser le rapport d'un sujet à un prédicat », et que ce rapport est toujours le rapport de prédication, exprimé par la copule est.
Cette interprétation est d'ailleurs confirmée par toutes les explications ultérieures de Kant. Les jugements analytiques « n'ajoutent rien au concept du sujet », ils ne font que « le décomposer par démembrement en ses concepts partiels »; tandis que les jugements synthétiques « ajoutent au concept du sujet un prédicat... qui n'aurait pu en être tiré par aucun démembrement » (B. 11). C'est ce que Kant montre (ou croit montrer) par les exemples suivants : Le jugement « Tous les corps sont étendus » est analytique, parce qu'il n'est pas besoin de « sortir » du concept de corps, il suffît de le décomposer pour y trouver l'attribut « étendu ». Le jugement « Tous les corps sont lourds » est synthétique, parce que « le prédicat
1. Commentar zu KanVs Kritik der reinen Verntinft, I, 254. Par là même, le savant commentateur de Kant reconnaît implicitement l'insuffisance que nous signalons.
2. Et en efîet, les jugements négatifs peuvent se ramener à des jugements affirmatifs (de même quantité), en faisant porter la négation sur le prédicat (sur lequel d*ailleurs elle porte en réalité). Toutefois, nous devons dire que Kant n'admet pas cette réduction : il déclare au con^ traire que la négation logique ne porte jamais sur un concept, mais sur le rapport de deux concepts, c'est-à-dire sur Te jugement (B. 602). Dans cette conception, on doit considérer la proposition universelle négative comme la négation de la particulière affirmative, et la particulière négative comme la négation de l'universelle affirmative. Mais alors on n'a plus le droit de dire, comme Kant le fait perpétuellement, que dans un jugement analytique (négatif) « on ne sort pas » du concept du sujet : car si Ton interprète « Nul A n'est B •, non comme l'inclusion de non-B dans A (« Tout A est non-B »), mais comme l'exclusion de A et de B, on ne trouve pas dans A la raison de cette exclusion. Cf. Koppelhann, op. cit.
est tout autre chose que ce que je pense dans le simple concept de corps en général » (B. il). La pensée de Kant est encore précisée par un passage de la Logique (§ 36) : « A tout x auquel convient le concept de corps (a -h 6), convient aussi l'étendue (b), c'est un exemple de jugement analytique. A tout X auquel convient le concept de corps (a-f-6), convient aussi Tattraction (c), c*est un exemple de jugement synthétique. » Les lettres par lesquelles Kant a cru devoir représenter les concepts élémentaires * prouvent clairement qu*il considère un concept comme un assemblage de « concepts partiels » qui en sont les « caractères essentiels ». Or c'est là une conception unilatérale et simpliste de la Logique, qui remonte à Aristote, que Kant a vraisemblablement héritée de Leibniz, mais qui n*en est pas moins radicalement fausse. Par conséquent, la distinction des jugements analytiques et synthétiques, qui repose sur elle, n'a pas une valeur générale, et nous verrons tout à rheure qu'elle ne s'applique même pas à tous les exemples que Kant a cités à l'appui. Nous serons donc obligés de lui substituer une autre définition qui ait une valeur universelle*.
Mais auparavant, il convient de se demander quel est le sens que Kant attribuait exactement à cette distinction. Elle peut recevoir, et elle a en effet reçu des interprètes deux sens bien différents : un sens psychologique et un sens logique. Au sens psychologique, elle porte sur ce que nous pensons, en fait, en formulant le jugement; au sens logique, elle porte sur le contenu intellectuel du jugement, contenu objectif et indépendant
1. Tant il est vrai que la Logique formelle ne peut dévenir exacte et précise qu'en employant des symboles.
2. Nous nous abstenons à dessein de discuter la définition « populaire • des jugements analytiques (comme jugements explicatif s) ^i des jugements synthétiques (comme jugements extensifs), car elle ne ferait qu'embrouiller la question au lieu de l'éclaircir. Nous voulons seulement remarquer qu'elle a été la source d'une foule de paralogismes, qui consistent en somme à dire que tout jugement qui étend la connaissance, et par suite tout jugement qui constitue vraiment une connaissance, est synthétique. Cette opinion concorde avec la conception qui, fondant toute la Logique sur le seul principe d'identité, la considère comme stérile, et comme ne pouvant engendrer que d'inutiles tautologies.
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du sujet qui le pense actuellement ^ Beaucoup de commenta* leurs et de critiques ont soutenu cette thèse, que la distinction des jugements analytiques et synthétiques n'a qu'une portée psychologique : un jugement est synthétique la première fois qu'on le formule, parce qu'on découvre un prédicat nouveau d'un sujet déjà connu; il deviendra analytique, dès que le nouveau prédicat sera incorporé au sujet*. C'est en ce sens qu'on a pu dire : Le jugement « Les corps sont lourds » peut être synthétique pour le vulgaire, et encore pour le géomètre; mais il est analytique pour le physicien, qui ne peut plus concevoir les corps sans attraction.
11 semble parfois que Kant entende la distinction dans ce seDs, car il admet que le prédicat soit contenu dans le sujet c d'une manière latente » (B. 10), qu'il soit pensé « confusément » avec le sujet (B. 11 ; cf. p. 9); ces expressions semblent se rapporter au caractère psychologique et essentiellenrent subjectif de la pensée. Kant dit même un peu plus loin : « La question n'est pas de savoir ce que nous devons ajouter par la pensée au concept donné, mais ce que nous pensons réellement en lui, ne fût-ce qu'obscurément » (B. 17). Mais il ne faudrait pas interpréter ces expressions, à la vérité assez ambiguës, dans un sens psychologique ; et le dernier passage cité le prouve. En effet, quand on le rapporte au contexte, on constate qu'il signifie exactement ceci : Toute liaison nécessaire n'est pas analytique; et de ce que nous sommes obligés d'unir tel prédicat à tel sujet, il ne s'ensuit pas qu'il y soit logiquement contenu '. Ainsi Kant entend la distinction au sens logique *. Il dit lui-même ailleurs : « La diflférence d'une représentation confuse et d'une représentation distincte est simplement
1. Cette distinction a été faite avec netteté, dans la question qui nous occupe, par Koppblmann, op. cit. y et par Rudolf Seydel : Kants synthetische Vrtheile a priori, insbesondere in der Mathemalik^ ap. Zeitschrift fur Phi~ losophieu, phiL Kritik, t. 94, p. 1-29 (1888).
Cf. Yaibinoer, Commenta-r
4. Prolégomènes, § 2 a : « Quelle que soit Vorigine des jugements ou même leur forme logique, il y a entre eux une différence quant au con- '^M, suivant laquelle ils sont ou simplement explicatifs... ou extensifs..» »
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logique, et ne porte pas sur le contenu » (B. 6i). Il est évident qu'il entend ici par logique ce que nous entendons par psychologique. Il oppose nettement ce que nous pensons plus ou moins implicitement dans un concept, et la manière dont nous le pensons, à ce qui y est contenu logiquement, que nous le pensions ou non actuellement ^ Or c'est la définition du concept qui seule détermine son contenu logique. C'est ce qui ressort avec évidence de ces passages : « Je ne dois pas regarder ce que je pense réellement dans mon concept du triangle {celui-ci n'est rien de plus que la simple définition),.. » (B. 746); et plus loin : « C'est donc en vain que je philosopherais sur le triangle, c'est-à-dire que je le penserais d'une manière discursive, je ne pourrais dépasser si peu que ce soil la simple définition... » (B. 747). C'est donc la définition qui sert de critérium aux attributs analytiques, et par suite aux jugements analytiques ^ Pourquoi le jugement « Tous les corps sont étendus » est-il analytique? C'est que la notion de l'étendue est contenue dans celle de corps, et fait partie de sa définition. Pourquoi le jugement : « Tous les corps sont pesants » est-il synthétique? C'est qu'on n'a pas besoin du caractère pesant pour définir le corps; il est complètement défini par d'autres caractères, et par suite celui-là ne peut lui être attribué qu'après coup, synthétiquement (B. 12). On le voit : ce qui distingue les attributs analytiques et synthétiques d'un concept, c'est le fait, purement logique, qu'ils font ou ne font pas partie de sa définition '.
1. D*ailleurs, on sait avec quelle rigueur Kant affirme que la logique est séparée et indépendante de la psychologie (B. 78, et Logique, § I; Hartenstein, VIII, 14).
2. Cette interprétation est aussi celle de Roppelmann e^ de Setdkl (opp. eitt.).
3. On peut s'étonner dès lors que Kant considère comme analytique le jugement : « L'or est jaune », et comme synthétique le jugement: « L'or a la densité 19,5 ». En elTet, des deux caractères ainsi attribués à Tor, e'est le second qui est le plus essentiel, et qui fait partie de sa définilion ehimique. Trendelenburo avait déjà remarqué que le poids est un attribut aussi essentiel des corps, pour le physicien, que l'étendue peut Têtre pour le géomètre (Munz, Die Grundlagen der KanVschen Erkenntnisstheorie. Halle a. S. 1882).
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D'autre part, quel est, selon Kaot, le foQdemeat des jugements analytiques? C'est tantôt le principe d'identité, tantôt le principe de contradiction, qu'il a tour à tour distingués et confondus *. Dans la Principiorum primorum cognitionis metaphysicœ nova dilucidatio (1755), Kant considérait le principe d'identité, et non pas le principe de contradiction, comme le fondement de toutes les vérités, tant négatives qu'affirmatives, sous cette double forme : Ce qui est, est; ce qui n'est pasj n'est pas. Dans V Untersuchung ûber die Deutlichkeil der Grandsàtze der natûrlichen Théologie und der Moral, IIl, § 3 (1764), Kant considérait le principe d'identité comme le fondement des jugemenls affirmatifs, et le principe de contradiction comme le fondement des jugements négatifs, et taxait même d'erreur ceux qui considèrent le second comme le principe unique de toutes les vérités. Dans la Critique, il n'admet plus qu'un « principe suprême de tous les jugements analytiques », c'est le principe de contradiction, qu'il formule comme suit : « A aucune chose ne convient un prédicat qui lui contredit » *, et il déclare expressément que, « quand un jugemeht est analytique, quil soit négatif ou a ffirmatif, sa vérité doit toujours pouvoir être suffisamment reconnue d'après le principe de contradiction » (B. 190). A vrai dire, on ne voit pas bien comment ce principe tout négatif peut servir de fondement à tous les jugements analytiques, « tant affirmatifs que négatifs ». Le type du jugement analytique affîrmatif est, nous l'avons vu : « ab est a ». Or le principe de contradiction, tel que Kant le formule, nous interdit d'attribuer au sujet ab le prédicat non-a, ou le prédicat non-ô; mais il ne nous dit nullement quel prédicat nous pouvons ou devons lui attribuer.
1. Cf. Steckeluacher, Die formale Logik KanVs in ihren Beziehungen zur transcendentalen (Breslau, 1879).
2. Cette formule n'est pas la plus simple possible. De ab o-b on déduit : ab A» par exemple en multipliant les deux membres par b : le premier reste ab, le second devient : 6-6 = \. C'est cette dernière formule qui est le véritable principe de contradiction, dont celle de Kant n'est, on le ▼oit, (qu'une conséquence.
Dans les Prolégomènes (§ 2, b), Kant explique sa pensée : « Comme le prédicat d'un jugement analytique affirmatif est déjà pensé auparavant dans le concept du sujet, il ne peut être nié de ce sujet sans contradiction *... » Qu'est-ce à dire? Il ne s*agit pas de le nier, mais de TafOrmer; or si le principe de contradiction nous interdit de le nier, il ne nous commande pas de Taffirmer, à moins que « ne pas nier » ne soit synonyme d' « affirmer » '. Kant continue : « de même son contraire est nécessairement nié du sujet dans un jugement analytique mais négatif, et cela encore en conséquence du principe de contradiction ». Ceci est juste, mais cela prouve seulement que le principe de contradiction est le fondement des jugements analytiques négatifs. Il faut chercher ailleurs celui des jugements analytiques affit^matifs, probablement dans le principe d'identité. Enfin, dans ssiLogique^ Introduction, § VII (1800), Kant admet trois principes logiques : le principe (Tidentité ou de contradiction^ fondement des jugements problématiques; le principe de raison suffisante, fondement des jugements assertoriques; et le pnncipe du tiers exclu, fondement des jugements apodictiques. Ainsi il considérait alors le principe de raison comme analytique, tandis que dans les Prolégomènes, § 4 ^1783), il le qualifîe de synthétique. II est difficile, il faut l'avouer, de varier plus souvent et plus complètement sur une question aussi fondamentale.
Il est probable que dans la Critique Kant identifiait le principe d'identité au principe de contradiction : d'ailleurs, il confond assez souvent les jugements analytiques avec les jugements identiques, et les appelle du même nom ^ Les
i. Cf. Critique de la Raison pure, B. 190.
2. Kant dit, de même, dans la Critique (B. 190-191) : « Le concept [contenu dans le sujet] doit nécessairement en être affirmé, pour celte raison que le contraire serait contradictoire au sujet. » Cela suppose que Ton doit nécessairement affirmer d'un sujet quelconque l'un ou l'autre des deux concepts contradictoires, c'est-à-dire cela suppose le principe du milieu exclu : • x est a ou non-a ». Or c'est là un troisième principe logique indépendant des deux autres.
3. Dans la Logique, §§ 36, 37, il appelle les uns et les autres des jugements analytiques : les uns implicitement, les autres explicitement (dans ce dernier cas, ils sont dits tautologiques). Dans la Critique (A. 594), il
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jugements analytiques seraient des jugements virtuellement identiques, et c'est sans doute là ce qu'il voulait dire quand il parlait de prédicats contenus d'une manière « latente », u coafuse » ou « obscure » dans le sujet. Mais le principe d'identité ne justifie que les jugements identiques, et non les jugements analytiques. Jamais de la formule : « a est a » on ne pourra déduire la formule : « ab est a », pour cette raison bien simple que celle-ci contient une opération ou combinaison (la multiplication logique) qui ne figure pas dans le principe d'identité- C'est pourquoi la logique moderne se voit obligée d'admettre \^ 'principe de simplification {ab est a) à côté du principe d'identité et indépendamment de lui. Il semble que cette objection ne soit qu'une chicane; mais elle a plus de portée qu'on ne pense. Elle prouve, en somme, la fausseté de la conception traditionnelle de la Logique formelle, suivant laquelle celle-ci reposait tout entière sur un seul principe, le principe d'identité; d'où l'on concluait aussitôt que cette Logique est absolument stérile, parce qu'elle ne permet que de passer du même au même, et ne justifie que de vaines tautologies.
Ainsi, si nous voulons interpréter équitablement la doctrine de Kant en la rectifiant à la lumière de la Logique moderne, il faudra dire que le fondement des jugements analytiques est le principe de simplification. Mais celte formule est trop étroite. En effet, lorsque Kant dit que « tous les raisonnements des mathématiciens s'effectuent d'après le principe de contradiction » (B. 14), il veut dire, au fond, qu'ils s'effectuent suivant les règles de la Logique. Or nous savons aujourd'hui que la Logique formelle ne peut se constituer sans une vingtaine de principes indépendants. Quels que soient au surplus leur nombre et leur énoncé, nous devrons, pour interpréter Kant dans le sens le plus large et le plus favorable, substituer l'expression « les principes de la Logique » à son expression
appeUe au contraire identiques les jugements analytiques (Vaihinger, I, 251). Enfin, dans les opuscules Fortschritte et Entdeckung^ il ne veut pas qu'on appelle « identiques •• les jugements analytiques, parce que ceux-ci ne deviennent évidents que par la décomposition du sujet.
« le principe de conlradictioQ ». Et par conséquent nous devrons dire que les jugements analytiques sont ceux qui reposent uniquement sur les principes de la Logique.
Cette formule n*est pas encore suffisante, et il nous faut la compléter, en nous inspirant des explications de Kant luimême. Eneiïet, les principes de la Logique sont essentiellement formels, donc vides de tout contenu. Pour effectuer un raisonnement quelconque, il faut les appliquer à une matière. Cette matière ne peut s'introduire dans un système logique que sous forme de définitions. Il est évident, en effet, que Ton ne peut raisonner sur des termes que s*ils sont préalablement définis. Nous avons vu plus haut que, selon Kant lui-même, le critérium des jugements analytiques et synthétiques réside en somme dans les définitions. Tout ce qui est contenu dans la définition d'un concept ou s'en déduit logiquement en est un caractère analytique; tout ce qui s'y ajoute, fût-ce en vertu d'une nécessité extra-logique, est un caractère synthétique. U faut donc dire, pour conserver autant que possible l'esprit, sinon la lettre de la doctrine kantienne : un jugement est analytique, lorsqu'il peut se déduire uniquement des définitions et des principes de la Logique ^ Il est synthétique, si sa démonstration (ou sa vérification) suppose d'autres données que les principes logiques et les définitions.
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On pourrait nous objecter la distinction que Kant établit entre les définitions analytiques et les définitions synthétiques. Cette distinction, indiquée en passant dans la Critique de la
1. Cette dénnilion du jugement analytique a été proposée par G. Uet- MAKs, ap. Zeilschrift fur Philosophie u. phil. Kritikj t. XCVI, p. 161-172 (1889). Elle se trouve déjà dans Freoe, Grundlagen der Arithmelik, § 3 (1884). Ce dernier ouvrage est, de beaucoup, celui où la théorie kantienne de l'Arithmétique a été disculée avec le plus de force et de profondeur, et celui qui nous a le plus servi dans le présent travail. Or c'est aussi le seul que les bibliographies relatives à Kant ne mentionnent pas. Vanité des bibliographies!
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Raison pure S se trouve formulée didactiquement dans la LogiquCy § 100; mais elle remonte à la période antécritique, et elle est surtout développée dans V Untersuchung ûber die Deuilichkeit der Grundsàtze der natûrlicàen Théologie und der Moral (1764) dont elle constitue, semble-t-il, Tidée directrice. Une définition analytique est celle d'un concept donné; une définition analytique est celle d'un concept fabriqué '. On comprend Torigine de ces deux expressions : une définition analytique consiste à décomposer un concept préalablement existant; une définition synthétique, au contraire, compose le concept et le forme de toutes pièces. Or, d'après la Logique (§§ 102, 103), les concepts empiriques ne peuvent être définis synlhétiquement; les définitions synthétiques ne peuvent donc s'appliquer qu'à des concepts formés a priori^ donc arbitrairement : mais les concepts arbitrairement formés sont les concepts mathématiques. Ainsi toutes les défmilions mathématiques sont essentiellement synthétiques.
On pourrait discuter au point de vue historique la valeur de cette distinction, qui date d'une époque où Kant était à peu près empirisle. En effet, cette distinction, dans l'opuscule de 1764, est tout à fait « tendancieuse » : elle est destinée à opposer entre elles la mathématique et la philosophie au point de vue de leur méthode et de leur certitude; et elle aboutit à cette conséquence, qu' « on doit procéder analytiquement en métaphysique, car le rôle de celle-ci est d'analyser des connaissances confuses ». Cette thèse parait toute contraire à la doctrine criticiste, suivant laquelle les jugements métaphysiques seraient synthétiques, tout comme les jugements mathématiques. Il n'en est pas moins remarquable qu'elle se trouve dans cet opuscule en connexion avec quelques-unes des propo-
i.Les définitioDs philosophiques sont analytiques, parce qu'elles exposent un concept donné; les définitions mathématiques sont synthétiques, parce qu'elles construisent un concept (B. 758). Cette distinction cadre d'ailleurs assez mal avec la thèse que soutient Kant dans le même passage, à savoir que la mathématique seule a des définitions, mais ce n'est là sans doute qu'une question de mots.
2. Nous évitons de dire : « construit », pour ne pas produire d'équivoque avec le sens spécial que Kant attribue à ce mot.
gitions de la Méthodologie transcendentale, à savoir : que la mathématique commence par les définitions, tandis que la philosophie finit par elles; que les mathématiques considèrent le général dans le particulier, et raisonnent sur les signes in concretOy ce qui les préserve de l'erreur; que la certitude philosophique est d'une autre nature que la certitude mathématique, et que rien n*est plus funeste à la métaphysique que l'exemple de la mathématique, c'est-à-dire l'imitation de la méthode de celle-ci. Il ne suffit donc pas de constater que la distinction en question date de la période antécritique pour pouvoir conclure qu'elle n'est pas conforme à la pure doctrine criticiste.
Une autre remarque s'impose : dans l'opuscule de 1764, Kant considère les concepts mathématiques comme ceux qui sont fabriqués a priori et arbitrairement; en d'autres termes, il définit la mathématique comme la science qui fabrique a priori ses objets. Or c'est là une conception différente de celle qu'on trouve dans la Critique^ où la mathématique est définie : la connaissance rationnelle par construction de concepts. Dans le premier cas, la méthode mathématique peut s'appliquer à tous les concepts arbitrairement formés; dans le second cas, elle ne s'applique qu'aux concepts constructibles^ c'est à-dire représentables dans l'intuition ^ Cette différence est ou peut être de grande conséquence : qu'est-ce qui prouve, en effet, que la métaphysique ne puisse pas, elle aussi, fabriquer ses concepts a prio7*i, et par suite employer la méthode dite mathématique? Ce qui dans la Critique caractérise les concepts mathématiques, ce n'est pas qu'ils sont synthétiques, mais bien qu'ils sont intuitifs ; or il n'est pas question d'intuition dans l'opuscule de 1763 ^ Bref, il n'y a rien là qui puisse justifier la distinction absolue de la mathématique et de la philosophie, telle qu'elle se trouve dans la Critique^
1. On voit pourquoi nous avons tenu à distinguer avec grand soin les expressions « construire » et « fabriquer ».
2. C'est seulement en 1768, comme on sait, que Kant a « découvert » que les jugements mathématiques reposent sur l'intuition : Von dem ersten Grunde des Unterschiedes der Gegenden im Raume.
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puisque c'est rintuition qui y différencie les jugements mathématiques des jugements métaphysiques, les uns et les autres étant également synthétiques a priori.
Mais ce ne sont là que des difficultés accessoires. L*objeclion capitale est celle-ci ; De ce que les définitions mathématiques sont synthétiques et les définitions métaphysiques analytiques, s'ensuit-îl que les jugements mathématiques soient synthétiques? Pas plus qu'il ne s'ensuit que les jugements métaphysiques soient analytiques. En effet, les caractères d'analytique et de synthétique sont attribués, dans le premier cas aux concepts, et dans le second cas aux propositions. Il y a là en réalité deux sens différents de ces mots; et si l'on pouvait tirer une conséquence de l'un à l'autre, ce serait la contraire de celle que Kant paraît en tirer. En effet, de ce que les concepts mathématiques sont fabriqués a priori et n'existent que par leur définition même, il résulte que l'esprit sait d'avance tout ce qu'il y a mis, et ne peut plus porter sur eux que des jugements analytiques; au contraire, si les concepts métaphysiques sont donnés tout faits en quelque sorte, et si leur analyse est si dif6cile et presque toujours incomplète, il est bien probable que les jugements qu'on porte sur etix sont synthétiques. En résumé, les concepts synthétiques semblent devoir donner lieu à des jugements analytiques, et les concepts analytiques à des jugements synthétiques *. Nous ne disons pas que cette conclusion soit logiquement justifiée, mais seulement qu'elle est beaucoup plus plausible que la conclusion contraire, et que par conséquent on ne peut point inférer du caractère synthétique des définitions mathématiques le caractère synthétique des jugements mathématiques *.
1. M. Vaihinoer conjecture même que telle a été à un moment donné la pensée de Kant (I, 273). Nous n'allons pas si loin, et en tout cas nous n'avons pas besoin de cette hypothèse historique.
2. Cette confusion a été déjà dénoncée par M. Vaihinoer et par Koppel- MANN (op, cit.). Richard Manno soutient avec raison qu'un jugement qui dérive logiquement d'une déHnition est analytique, alors même que cette définition repose (comme toutes les définitions mathématiques) sur une synthèse arbitraire : Wesen und Bedeutung der Synihesis in Kants Philo- Sophie, ap. Zeitschrift fur Philosophie^ t. 94 (1888).
Que si nous consultons, non plus l'opinion de Kant, mais Tusage des mathématiciens, nous constatons que toutes les définitions mathématiques sont purement nominales. Elles consistent à déterminer le sens d'un terme nouveau et supposé inconnu en fonction des termes anciens dont le sens est déjà connu (soit qu*on les ait précédemment définis, soit qu'on les considère comme indéfinissables). Plus rigoureusement encore, dans le style de la Logique mathématique, une définition est une égalité logique (une identité) dont le premier membre est un signe nouveau qui n'a pas encore de sens, et dont le second membre, composé de signes connus (et par conséquent ne contenant pas le signe à définir), détermine le sens du signe en question. Une définition n'est pas une proposition^ car elle n'est ni vraie ni fausse; on ne peut ni la démontrer ni la réfuter; c'est une conventioii qui porte uniquement sur l'emploi d'un signe simple substitué à un ensemble de signes. Sans doute, une fois cette convention admise, elle devient une proposition, en ce sens qu'on l'invoque pour substituer un membre à l'autre dans les déductions ultérieures (autrement, à quoi servirait-elle?); mais c'est une proposition identique^ puisque noa seulement le premier membre n'a pas d'autre sens que le second, mais qu'il n'a de sens que par le second. Il y a plus : cette proposition identique ne peut être considérée à aucun degré comme un principe de démonstration, attendu que toutes les déductions qu'on en tire consistent à substituer le défini au définissant*, ou inversement; on pourrait donc eflfectuer les mêmes déductions (d'une manière plus longue et plus compliquée seulement) en se passant entièrement de ia définition, et en remplaçant partout le défini par le définissant. En résumé, une définition n'est ni une vérité ni une source de vérités; elle ne fait pas partie de l'enchaînement logique des propositions, elle n'en est qu'un auxiliaire commode, un moyen d'abréviation. Par conséquent, peu importe qu'on l'appelle
1. Nous disons « définissant » et non pas * définition », puisque, comme nous venons de le dire, la • définition » est proprement règalité logique du « définissant » et du défini.
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analytique ou synthétique (c^est une question de mots), sa nature et sa forme ne peuvent influer en aucune manière sur le caractère analytique ou synthétique des propositions qu'on en déduit, ou plutôt qu'on déduit par son moyen. Et dans tous les cas, dans la mesure où une définition joue le rôle d'une proposition, ce n'est et ne peut être jamais qu'une proposition identique *.
Ces principes un fois établis, nous allons rechercher si les principes et les démonstrations des Mathématiques sont vraiment synthétiques. Toutefois, il importe d'observer que l'opinion de Kant parait avoir varié au sujet des démonstrations. Dans la Méthodologie transcendentale, nous Tavons vu, il soutient que la mathématique seule a des démonstrations, c'est-à-dire des preuves apodictiques, en tant qu intuitives : et il refuse le nom de démonstration aux déductions purement logiques (analytiques) tirées des seuls concepts. Au contraire, dans les Prolégomènes (§ 2 c) et dans Y Introduction de la Critique (B. 14), il déclare que « les raisonnements mathématiques procèdent tous suivant le principe de contradiction (ce qu exige la nature de toute certitude apodictique) ». Il est difficile de ne pas trouver là une contradiction. Mais il est aisé de voir que dans ce dernier passage il fait une concession imprudente à ceux qui soutiennent que les jugements mathématiques sont analytiques, et c'est la Méthodologie qui contient sa véritable pensée, sa doctrine réfléchie et systématique.
Quelles sont les mathématiques pures?
Il y a une autre question préliminaire, plus difficile à résoudre : c'est de savoir quelles sont les sciences que Kant a
1. Cette théorie de la définition mathématique a été exposée avec beaucoup de rigueur par Frege, Grundlagen der Arithmetik (1884), et Grundgesetze der Arithmetik, t. I, § 27 (1893), t. II, §§ 55-67 (1903). Elle a été aussi formulée et appliquée par M. Peaso dans son Formulaire de Mathématiques. Cf. PsANo, Les définitions mathématiques, et Burau-Forti, Sur les différentes méthodes logiques pour la définition du nombre réel, ap. Bibliothèque du Congrès de Philosophie, t. III.
considérées comme faisant partie de la Mathématique pure, et quel est leur rapport aux deux formes a priori de la sensibilité qui en sont selon lui le fondement. La pensée de Kant est singulièrement flottante sur ces deux points, pourtant essentiels. Dans la Dissertatio de 1770, Tespace était l'objet de la Géométrie, le temps celui de la Mécanique pure; et ces deux sciences faisaient partie de la Mathématique pure. Quant au nombre, c'était un « concept intellectuel », qui se réalisait in concreto au moyen de l'espace et du temps*. Dans V Esthétique transcendentale, Tespace est le fondement des vérités géométriques, mais on ne dit pas de quelle science le temps est le fondement; les principes apodictiques fondés sur cette forme a priori sont les suivants : « le temps n'a qu'une dimension; des temps différents ne sont pas simultanés, mais successifs » (§4, 3). Tels sont les « axiomes du temps » selon la l*"' édition de la Critique; ils n*ont, comme on voit, rien de commun avec les axiomes de l'Arithmétique. Dans 1' « explication transcendentale » ajoutée à la 2® édition (§ 5), Kant est un peu plus explicite : le temps fonde la possibilité de tout changement, eu particulier du mouvement (changement de lieu), et par suite de « la science générale du mouvement, qui n'est pas peu féconde », et qui est déclarée être une connaissance synthétique a priori. Cette conception est d'ailleurs conforme à la thèse soutenue par Knnt au sujet du principe de contradiction, à savoir que ce principe devient synthétique dès qu'on y introduit la notion de temps en l'énonçant comme suit : « 11 est impossible qu'une chose soit et ne soit pas en même temps » (A. 152, B. 191)^. Mais elle s'accorde mal avec ce que Kant
1. « Hinc Mathesis pura spatium considérât in Geometria, tempus in Mechanica pura. Accedit hisce conceptus quidam, in se quidem inleUectualis, sed cujus tamen actualio in concreto exigit opitulantes noliones teraporis et spatii (successive addendo plura et juxta se simul ponendo), qui est conceptus numeri, quem tractât Arithmetica. • De mundi sensibilis et intelligibilis forma et principiis, § 12. Cf. R. Seydel, Kants synthetische Urtheite a priori, insbesondere in der Mathemaiik, ap. Zeitschrifl fur Philosophie, t. 94 (1888); E. Fine, Kant als Mathematiker, In. -Dissertation (Ërlangen, 1889).
2. Cf. Esthétique transe, § 5 : « Nur in der Zeit kônnen beide contra-
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déclare dans TEslbétique transcendentale (§ 7), à savoir que le concept du mouvement est empirique, parce qu'il présuppose la perception de quelque chose de mobile (A. 41, B. 58). Kant y insiste même : il affirme que u dans l'espace considéré en lui-même il n'y a rien de mobile », que le mobile ne peut être trouvé dans l'espace que par l'expérience, et par suite est une donnée empirique. Même le concept de changement ne peut être une donnée a priori de l'Esthétique transcendentale, car le temps lui-même ne change pas, c'est le contenu du temps qui change. On se demande alors ce que devient, dans cette théorie, la « science générale du mouvement » que Kant considérait un peu plus haut comme pure et a priori *.
La pensée de Kant parait se préciser et se fixer dans la théorie du schématisme, où, comme on sait, le nombre est présenté comme un schème (le schème de la grandeur), c'est-àdire comme une détermination a priori de l'intuition du temps (et non de l'espace). Mais, si Ton consulte la Méthodologie transcendentale, on trouve que le nombre se rapporte à la fois ou indifféremment à l'espace et au temps (A. 724, B. 752). Dans les Prolégomènes (§ 10), deux ans seulement après l'apparition de la Critique^ Kant détermine ainsi les rapports des sciences mathématiques aux intuitions a priori : « La Géométrie prend pour base l'intuition pure de l'espace. L'Arithmétique produit elle-même ses concepts de nombre dans le temps par l'addition successive des unités; mais surtout la Mécanique pure ne peut produire ses concepts de mouvement qu'au moyen de la représentation du temps. » Les mots « mais surtout » trahissent l'embarras de Kant et ses hésitations ^. Dans la Pi^éface des Premiers Principes métaphysiques de la Science de la Nature (1786), il soutient que « la mathématique n'est pas applicable
dictorisch entgegengesetzte Bestimmungen in einem Dinge, nâmlich nach einander, anzutrefîen sein. »
1. En outre, si Kant n'admet même pas une Mécanique ou au moins une Cinématique pure, on se demande comment il peut admettre une Physique pure, qui présuppose bien plus encore le concept de matière.
2. Remarque déjà faite par Michâelis, Ueber Kants Zahlbegri/f, Programme, Berlin, 1884.
aux phénomènes du sens interne et à leurs lois », parce que « cette extension de la connaissance, comparée à celle que la mathématique procure à la théorie des corps, serait à pea près ce qu*est la théorie des propriétés de la ligne droite à la géométrie tout entière; car l'intuition pure interne... est le temps, qui n*a qu'une seule dimension' ». Ainsi la mathématique du temps n'existe pour ainsi dire pas, ou se réduit à très peu de chose, à ce que Kant appelle [ibid,) « la loi de coniinuilé dansTécoulement des modifications du sens interne ». Ou voit qu'il n'est pas question ici d'Arithmétique, et encore moins de Mécanique. A travers toutes ces fluctuations, il n'y a qu'un point fixe : c'est la correspondance de la Géométrie à l'espace. Mais Kant hésite sur la science dont le temps est le fondement ^ Celle-ci est tantôt l'Arithmétique, conformément à la théorie du schématisme, et tantôt la Mécanique, conformément au bon sens. Mais bientôt Kant s'aperçoit que la Mécanique repose sur Tespace aussi bien que sur le temps, ou bien qu'elle implique une donnée empirique (la matière, sujet du mouvement), et alors il revient à la conception de l'Arithmétique comme science pure du temps, bien qu'elle ne le satisfasse pas'. Mais il y est en quelque sorte acculé par la logique de son système^. Quoi qu'il en soit, nous nous en tiendrons à la division indiquée dans V Introduction : nous ne considérerons comme mathématiques pures que l'Arithmétique (avec l'Algèbre et l'Analyse) d'une part, et la Géométrie d'autre part; et nous examinerons tour à tour les propositions de ces deux sciences pour rechercher leur caractère synthétique ou analytique.
Ed. Harlenstein, IV
2. On a déjà remarqué que la théorie de Kant sur TArithmétique n'est pas indépendante, qu'elle a été dominée et viciée par des préoccupations systématiques et par la fausse analogie de la Géométrie : Michablis, op, cit. ; W. Brix, Dos math. Zahlbegriff und seine Entwicklungs forment ap. Philos. Studien, t. Vet VI (1890-1891), chap. m, § 1.
3. Beaucoup de Kantiens ont eu moins de scrupules sur ce point, et sir W. R. Hauilton n'a pas craint de considérer l'Algèbre comme la science du temps pur {Essay on Algeh'a as the Science of pure Time, 1833).
Comme l'a fort bien remarqué Michablis, op. cit
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Gomme Kant ne prouve sa thèse que par des exemples, nous sommes obligé de discuter ses propres exemples. Raisonnant sur l'égalité particulière 7 H- 5 = 12, il affirme que «le concept de la somme de 7 et de 5 ne contient rien de plus que la réunion des deux nombres en un seul », que cette réunion n'implique nullement la pensée de ce nombre unique; qu'on peut analyser tant qu'on veut le concept de cette somme sans y trouver le nombre 12; et qu'il faut pour cela « sortir » de ce concept et recourir à l'intuition, par exemple en comptant sur ses doigts (B. i5). Ce sont là autant d'affirmations gratuites, qui ne seraient justifiées que dans une conception grossièrement empiriste de l'Arithmétique*. Tout au contraire, le concept de la somme de 7 et de 5, par cela même qu'il implique la réunion des deux nombres (ou, plus exactement, de leurs unités) en un seul nombre, contient ce nombre même, attendu que celui-ci est déterminé par là d'une manière univoque; entre 7 -4- 5 et 12 il y a, non seulement égalité, mais identité absolue ^. Cette proposition résulte donc, d'une part, du principe d identité, d'autre part, de la définition de la somme et des nombres 7 et 5, et par conséquent elle est analytique ^ Il
1. Il importe de remarquer que Kant prend pour exemple une vérité arithmétique particulière (ou mieux : singulière) pour laquelle sa thèse paraît plus plausible. Or on pourrait supposer que sa thèse peut être vraie pour les propositions singulières, mais qu'elle est fausse pour les propositions générales qui constituent proprement les théorèmes de la science des nombres. C'est pour ceux-ci que Kant aurait dû justifier sa thèse. Mais peut-être les considérait-il (à tort) comme des théorèmes d'Algèbre. Dans ce cas, nous renvoyons le lecteur à ce que nous disons plus loin de TAlgèbre.
2. C'est ce qu'ont déjà soutenu Ziumbrhann, Ueber KanVs mathemaiischer Vorurtheil und dessert Folgen, ap. SitzungsbetHchte der k, Akademie der Wissenschaften zu Wierif philos.-hist. Klasse, séance du 11 janv. 1871 (t. 67, p. 7-48), etR. Seydel, Kants synthetische Urtheile a priori^ inshesondere in der Mathematik, ap. Zeitschrift fur Philosophie y t. 94 (1888).
3. Voici d'ailleurs la démonstration formelle de celte proposition : Définitions :
8 = 7 + 1,9 = 8 + 1,10 = 9+1,11=10 + 1,12=11+1. {Tournez.)
n'est pas besoin de recourir à aucune intuition, que ce soit celle des doigts de la main, de jetons ou de cailloux, pour démoatrer en toute rigueur cette proposition*. Kant prétend que le caractère synthétique des vérités arithmétiques apparaît encore mieux lorsqu'il s'agit de nombres élevés (B. 16). Mais cet argument se retourne contre lui. En effet, il est pratiquement impossible d'avoir l'intuition précise et complète de nombres de Tordre des millions, et jamais on ne pourrait les manier ni les calculer exactement s'il fallait recourir à l'intuition. Ce qui est vrai des grands nombres l'est aussi des plus petits, et par conséquent ce n'est pas l'intuition, mais le raisonnement, qui nous permet d'affirmer que 2 et 2 font 4.
Telle n'est pas l'opinion de Kant, qui considère au contraire toutes les vérités arithmétiques singulières de ce genre comme des propositions « immédiatement certaines », « évidentes » et « indémontrables )* (B. 204-205). Il en résulte cette conséquence fort choquante, qu'on devrait admettre une infinité d'axiomes, puisque, de telles vérités sont en nombre infinie
En vertu de la déflnition de la somme, on a :
Donc
Or :
Donc
On remarquera que nous avons constamment procédé par substitution de termes égaux, c^esl-ài-d'ire identiques, de sorte que notre démonstration est plus simple et plus analytique qu'aucun syllogisme.
1. J. Pommer (Zu7* Abwehr einiger Angriffe auf KanVs Lehre von der synthelischen Natur mathematischer Urtheile) invoque les procédés pédagogiques de l'école primaire. Cet argument se retourne contre lui : car à l'école primaire aussi on invoque l'intuition pour établir la loi commutative de la multiplication (au moyen d'un tableau). Or on peut (quoi qu'en dise cet auteur) démontrer logiquement la loi commutative, sans appel à l'intuition, de môme qu'on démontre logiquement 7 + 5 = 12.
Remarque faite par W. Brix, op. cit., ch. m
Rant a aperçu la difficulté, et il s*en tire en appelant ces vérités, non pas des axiomes, mais des « formules numériques », parce qu'elles ne sont pas générales (comme les axiomes de la Géométrie). Quel que soit le nom qu'il leur donne, il n'en est pas moins vrai qu'il admet une infinité de propositions premières synthétiques et irréductibles, ce qui est peu conforme à ridée d'une science rationnelle. Mais alors, comment se fait-il qu'on ait besoin du calcul, et parfois même de longs calculs, pour les découvrir ou les démontrer? Si les vérités arithmétiques étaient réellement intuitives, il ne serait pas si difficile de s'assurer qu'un nombre donné est premier, ou de vérifier (je ne dis pas : de démontrer) le fameux théorème de Goldbach : « Tout nombre pair est la somme de deux nombres premiers ». En réalité, il y a là une erreur fondamentale sur la nature des vérités arithmétiques singulières, qui sont toutes démontrables; les seules vérités primitives ou indémontrables de l'Arithmétique sont des propositions générales ou axiomes, dont précisément Kant ne s'occupe pas.
11 ne suffit pas de réfuter une erreur, dit-on souvent, il faut l'expliquer. Celle de Kant s'explique par sa conception étroite et simpliste de la Logique ^ Il dit, dans le dernier passage cité : « Nous pourrions tourner et retourner nos concepts tant que nous voulons, nous n'arriverions jamais à trouver la somme par la simple décomposition de nos concepts.^. » (B. 16). Mais qui nous dit que tous les concepts sont « composés » de concepts partiels, de telle sorte qu'il suffise de les « décomposer » pour découvrir toutes leurs propriétés? C'est là une hypothèse gratuite de la vieille Logique, qui peut s'appliquer à certains concepts empiriques, mais qui précisément ne s'applique pas
1. Cette conception se manifeste déjà dans Topuscule sur Les Quantités négatives (1763) par la distinction des raisons logiques, conséquences du principe d'identilé, et des raisons réelles, dont Kant donne un exemple dans celte phrase : « Vous pouvez analyser tant que vous voudrez le concept de la volonté divine, vous n'y trouverez jamais un monde existant, comme s'il était contenu en elle et posé par cUe en vertu de l'identité » (Ed. Hart., H, 104). On remarquera l'analogie formelle de celte phrase avec celles de la Critique où il est question de jugements synthétiques (B. 15; B. 144, etc.).
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aux concepts mathématiques ^ La même exigence presqae naïve se manifeste dans un autre passage : « Je ne pense le nombre 12 ni dans la représentation de 7, ni dans celle de 5, ni dans la représentation de la réunion {Zusammensetzung) des deux » (B. 205). Que le concept de 12 ne soit contenu ni dans 7, ni dans 5, cela est trop évident; mais qu*il ne soit pas contenu dans la a réunion » de 7 et de 5, cela est justement la question : et cela dépend de ce qu'on entendra par « réunion ». Kant a si bien senti la faiblesse de cet argument, qu'il ajoute une parenthèse o(i il paraît faire une distinction subtile entre « réunion » et « addition » : « Que je doive penser le nombre 12 dans Vaddilion des deux^ il n'en est pas question ici » (il nous semble, au contraire, que c'est bien là la question), « car dans un jugement analytique il s'agit seulement de savoir si je pense réellement le prédicat dans la représentation du sujet. » On croirait, au premier abord, que Kant se réfugie ici dans une considération d'ordre psychologique, en distinguant ce qu'on doit penser et ce qu'on pense réellement : à quoi l'on répondrait que, s'il ne pense pas réellement le prédicat dans la représentation du sujet, c'est qu'il ne se représente pas réellement celui-ci : il est clair que si Ton se contente d'une pensée symbolique (comme disait Leibniz), c'est-à-dire de la représentation des signes 7, -h, 5, on n'aura pas par là l'idée du nombre 12; mais si l'on pense réellement 7 unités d'une part, 5 unités d'autre part, et qu'on les pense réellement comme réunies en un seul nombre (ce qui est le sens du signe -h), on pensera par là même nécessairement le nombre 12 ^
1. Si Ton veut voir combien la Logique classique se montre insufûsanle en présence des jugements malhématiques les plus simples, on n'a qu'à lire l'opuscule déjà cité de J. Pom3ier. On y trouvera cet argument, que le prédicat, dans 7+5 = 12, n'est pas 12, mais • égal à 12 », attendu que la copule logique n'est pas * égale -, mais * est • ; d'où il suit que la converse de 7 4-5 = 12 n'est pas : 12 = 7+5, mais bien ; « Quelque chose égale à 12 est la somme de 7 et de 5 ». Un pareil commentaire de la thèse kanlicnne équivaut à une réfutation par l'absurde. Cf. W. Reichardt, ci'è plus bas (p. 265, note 1).
2. L'argument suivant de Heymans semble être une parodie de celui de Kant : L'idée de 12 n'est contenue ni dans 7, ni dans 5, ni dans+; car aucune de ces notions ne dit qu'on peut prolonger la suite naturelle des
Mais tel n'est pas le véritable sens de cette proposition, comme le montre son analogie de forme avec une proposition que nous avons commentée précédemment (B. i7). Elle signifie en réalité (malgré l'emploi équivoque et irrégulier que Kant fail, dans la même phrase, des termes de « pensée » et de « représentation ») : « Ce n*est pas en réunissant dans la pensée les deux concepts de 7 et de 5 que j'obtiens le concept de 12; c'est en les construisant dans V intuition, et en réunissant dans l'intuition les deux collections correspondantes pour en former une seule. » Mais, d'abord, si Kant admet réellement que les nombres sont des concepts, ce ne peuvent être que des concepts de collections; le nombre 7 est le concept d'une collection de 7 objets, et ainsi de suite; mais il ne faut pas le confondre avec une collection particulière, de même qu'en général il ne faut pas confondre un concept avec l'un quelconque des objets auxquels il s'.applique. Or, si l'Arithmétique porte réellement sur les concepts de nombres, et non sur des collections particulières (comme des tas de cailloux), l'addition des nombres doit être une combinaison conceptuelle, et non pas intuitive; sans doute, elle peut être représentée dans l'intuition, comme les nombres eux-mêmes, mais cette opération a une valeur générale et formelle, elle est indépendante de la nature des objets qui servent à la représenter, c'est donc une opéralion idéale, et non intuitive. D'ailleurs, la liaison qu'elle établit entre les deux nombres, ou plutôt entre leurs unités, est de la même nature que la liaison qui existe entre les unités de chaque nombre, et qui constitue ce nombre; il serait donc absurde d'admettre un lien idéal entre les unités constituantes de chaque nombre, et de n'admettre qu'un lien intuitif entre les unités respectives des deux nombres. Si donc on considère laddition comme une opération essentiellement intuitive, il faut soutenir que les nombres eux-mêmes n'existent que dans
nombres au delà de 7, et que par conséquent. 12 existe (Noch einmal : analytischy synthetisch, ap. Zeitschnft fur Philosophie^ t. 96,1889). Assurément : mais cette prolongation indéfinie est « contenue » dans la notion même de nombre entier, puisque le principe d'induction fait partie de sa définition.
rintuition (ce qui est la thèse des empirisles), et que les « concepts » de nombres se réduisent à des mots ou à des signes vides de sens*.
Le raisonnement précédent répond à l'argument assez étrange contenu dans cette phrase ajoutée à la 2"* édition de la Critique: « Que Ton doive ajouter 5 à 7, je Tai sans doute pensé dans le concept d'une somme = 7 H- 5, mais non pas que celte somme soit égale au nombre 12 » (B. 16). Kuno Fischer a commenté ce passage d'une manière qui en constitue la meilleure réfutation : «7-1-5, le sujet de la proposition, dit : Additionne les deux grandeurs! Le prédicat 12 dit qu'elles sont additionnées. Le sujet est un problème , le prédicat est la solution *. » C'est là une conception logique bien bizarre : où a-t-on jamais vu qu'un problème soit le sujet d'une proposition, et que sa solution en soit le prédicat? Un problème est une proposition (interrogative ou problématique), et sa solution est une autre proposition (assertorique ou apodictique). D'ailleurs, comment passe-t-on des données d'un problème à la solution? Ce ne peut être que par un acte d'intelligence, par un raisonnement, et non par une opération mécanique ou par une intuition. Mais c'est là une façon illégitime de dramatiser la question, car c'est faire intervenir des considérations psychologiques qui n'ont rien à faire ici. Peu importe qu'une proposition se présente à l'esprit comme un problème ou comme un théorème; peu importe le temps qu'on met à la vérifier ou la manière dont on y parvient; tout cela est affaire personnelle. D'abord, un membre d'une égalité mathématique ne peut pas être un problème; c'est celte égalité tout entière qui est, ou un problème, ou une solution, au point de vue psychologique'; et, logiquement, c'est une vérité éternelle qui ne dépend pas des conditions dans lesquelles nous parvenons à sa connaissance *. Mais ce qu'il y
i. Nous avons été heureux de retrouver cette objection dans Yaihlnoer, Commcntar, 1, 296, notel.
Vaihinoer, I
3. « Les problèmes sont des propositions démontrables et qui ont besoin d'une démonstration. » Kant, Logique, § 38.
4. De même Kant dit d'un jugement analytique : « Que tous les corps
a de plus étonnant, c'est qu'un problème que Tentendement pose (puisque Kant parle du concept de la somme 7-1-5) ne puisse être résolu que par lintuilion. En réalité, il y a vraiment un problème» si « 7-1-5 » n'est qu'un assemblage de mots prononcés ou de signes écrits, qui sert de véhicule à ridée entre deux esprits (par exemple de Tesprit du maître à celui de Télève qu'il interroge); mais si l'on pense réellement le sens de ces mots ou de ces signes, il n'y a plus de problème, ou plutôt la position du problème en est la solution, car le même esprit qui pense 7 -f- 5 pense en môme temps 12. Encore UDe fois, cette égalité mathématique ne représente nullement une opération pénible ou compliquée, mais une identité absolue. La synthèse ne s'effectue pas dans le passage du l**' au 2* membre (figuré parle signes), mais dans la formation du 1" (figurée par le signe -f-). Or il ne s'agit pas de savoir comment nous avons formé le sujet, mais si ce sujet, supposé formé et donné, contient le prédicat.
Au fond, dans la phrase que nous discutons, Kant joue sur les mots de réunion et d'addition. Il paraît vouloir dire que, pour obtenir le nombre 12, il ne suffit pas de réunir par la pensée les deux nombres 7 et 5, comme on réunit deux concepts partiels [animal et raisonnable par exemple, pour en composer ua concept total, homme): il faut les additionner, et celte opération, selon lui, ne peut s'effectuer que dans et par l'intuition. La distinction est juste, mais elle se retourne contre Kant. En efl'et, le sujet n'est pas « 7 et 5 », mais « 7-t-5 », ce qui signifie que pour le former il ne suffit pas de réunir les deux nombres, mais qu'il faut les additionner, et c'est ce qu'indique expressément le signe -h. Si Kant refuse de les additionner, et se contente de les réunir, il n'a plus le droit de parler du concept de somme, même à titre problématique. En résumé, il reproche à l'addition arithmétique de n'être pas la multiplication logique, comme s'il ne pouvait y avoir qu'un seul mode de combinaison des concepts,
soient étendus, cela est nécessairement et éternellement vrai, qu'ils existent ou non... • Entdeckung (Rosenkranz, I, 463).
et il se croit autorisé par là à substituer celle-ci à celle-là; il ne fait que dénaturer le problème, si problème il y a. De même que les concepts de nombres ne se laissent pas définir per genus et differentiam^ ni décomposer en facteurs logiques, ils ne se laissent pas non plus combiner par le procédé de la multiplication logique. Cela ne prouve qu'une chose : l'étroilesse et l'insuffisance de la Logique classique.
Mais il ne faudrait pas en conclure que Taddition arithmétique échappe aux prises de la vraie Logique, car elle peut et doit se définir au moyen de l'addition logique ^ Soit a une collection de 7 objets et b une collection de 5 objets; on suppose que ces deux collections n'aient aucun élément commun. La somme de 7 et de 5 est le nombre de la collection formée en réunissant ces deux collections, c'est-à-dire de la somme logique de a et de b. Lorsque Kant prétend qu'il faut « sortir » des concepts de 7 et de 5 pour trouver 12, il veut dire simplement ceci, que celte somme s'obtient, non en combinant directement les deux nombres, mais en additionnant des classes qui y correspondent; autrement dit, non par une multiplicalion logiqus, mais par une addition logique^. Mais il ne faut pas dire qu'on « sort » parla du concept 7-1-5, car c'est précisément là ce qu'il signifie : on ne fait que le réaliser dans l'esprit.
On nous objectera peut-être que, par le fait même qu'on substitue aux concepts de nombres les classes correspondantes, on passe du domaine de la pensée dans celui de l'intuition : on représente les nombres par des classes ou collections d'objets: cela ne donne-t-il pas raison à Kant, en montrant que l'addition est une opération Imaginative, et non intellectuelle? A cela nous répondrons : Encore une fois, un nombre
i. Voir chap ii, p. 52.
2. C'est la remarque déjà faite par Leibmz, quand il disait : a-\-a=za au point de vue logique, c'est-à-dire quand le signe + désigne l'addition (ou plutôt la multiplication) logique; a + a = 2a au point de vue mathématique, c'est-à-dire quand le signe + désigne l'addition arithmétique; parce qu'ici les deux a ne représentent pas le même nombre, mais deux collections distinctes ayant le même nombre. Cf. p. 53, note 1.
n'est pas autre chose que le concept d'une collection; demander que Ton conçoive le nombre sans penser une collection, c'est demander l'impossible ^ D'autre part, c'est une loi psychologique (]ue tout concept, même le plus abstrait et le plus a pur », a besoin de s'appuyer sur quelque image; il est donc naturel et nécessaire que nos raisonnements sur les nombres s'accompagnent d'images plus ou moins vagues. Mais la question épistémologiquCy absolument indépiindante de ces circonstances psychologiques, est celle-ci : Quel est le fondement logique des vérités arithmétiques? Est-ce le concept, ou est-ce l'intuition? Lorsque Kant considère comme analytiques des jugements comme ceux-ci : « L'or est jaune », ou « Tout corps est étendu a, il ne prétend pas que, en formulant ces jugements, nous bannissions toute image sensible : car ce serait encore plus difficile que pour les vérités arithmétiques. Il n'exige pas que nous pensions Tor sans imaginer sa couleur, ni les corps sans imaginer leur étendue (puisque, selon sa propre doctrine, nous ne pouvons jamais nous débarrasser de l'intuition de l'espace); et pourtant il ne soutient pas que les susdits jugements soient entachés d'intuition, et par suite synthétiques. Pourquoi? C'est que, quelle qu'en soit l'origine psychologique, et quelles que soient les images dont ils s'accompagnent inévitablement, les concepts d'or et de corps comprennent actuellement, par définition, les concepts de jaune et d'élendu^. Eh bien, de même, le concept, non pas de tt 7 et 5 », mais de « 7 + 5 », de quelque manière qu'on l'ait formé, contient actuellement et par définition le concept de 12, bien mieux, il lui est identique.
1. Massonius (Ueber KanVs transscendentale Aesthetik^ Eine kritische Untersuchung... In.-Dissertatioo, Leipzig, 1890) a soutenu une thèse analogue (§ 1) : les jugements mathématiques sont analytiques, parce que rintuition est contenue dans les concepts; car ces concepts ne seraient rien sans rintuition.
2. Cf. Prolégomènes, § 2 b : « Toutes les propositions analytiques sont des jugements a priori, alors même que leurs concepts sont empiriques. » (exemple : Tor est un métal jaune). Cela prouve bien que le caractère logique du jugement ne dépend nullement de Torigine du concept, qui est toujours le produit d'une synthèse (empirique ou a priori).
Ce raisonnement trouve dans les explications ultérieures de Kant une précieuse confirmation. Il reconnaît en effet luimême, un peu plus loin, que la mathématique emploie quelques principes analytiques (quand ce ne serait que le principe d'identité : a=ia), et il déclare que, « bien qu'ils soient valables d'après les seuls concepts, ils ne sont admis dans la mathématique que parce qu'ils peuvent être représentés dans l'intuition » (B. 17). Mais, inversement, de ce que des propositions sont représentées dans l'intuition (même nécessairement), elles ne sont pas pour cela synthétiques, et peuvent « être valables d'après les seuls concepts* ». Au surplus, on pourrait rema^rquer que Kant choisit assez malencontreusement son exemple de principe analytique : « Le tout est plus grand que la partie », qu'il formule : « an- 6 > a ». En effet, cette proposition n'est même pas un principe ou un axiome, car elle n'est vraie que pour certaines espèces de grandeurs, et non pour toutes. C'est un simple théorème que l'on démontre dans chaque cas, moyennant la définition des signes -h et > (à moins qu'on ne prenne cette formule pour définition du signe >). Par exemple, ce théorème est vrai pour les nombres finis, mais il n'est plus vrai pour les nombres cardinaux infinis*. Sans doute, on ne peut reprocher à Kant d'avoir ignoré ces vérités, si élémentaires qu'elles soient aujourd'hui. Mais on se demande, néanmoins, comment il a pu, en vertu de ses propres principes, admettre qu'une telle proposition est analytique. En efl^et, si l'on considère le premier membre, il contient le signe d'addition, il est une somme, tout comme 7 -f-5, et si celle-ci est fondée sur l'intuition, celle-là doit l'être aussi : si l'on ne sait pas (analytiquement) que 7-1-5, c'est
1. Il ne faut pas se laisser induire en erreur par la phrase suivante (« Was uns hier gemeiniglich glauben macht,... ••)car, comme Ta bien montré Vaihinger (I, 303), eUe se rapporte, par une anacoluthe assez étrange, au paragraphe antérieur, où il est question des jugements synthétiques, U ne faut pas en conclure que Kant déclare synthétiques ces mêmes principes qu'il vient de déclarer analytiques.
2. L'un et l'autre ont été formellement démontrés par M. Whitehead, On cardinal numbers, sect. III, ap. American Journal of Mathematics^ t. XXIV (1902).
le nombre 12, on ne peut pas savoir non plus quelle est la somme de a et de ^, ni par suite si elle est plus grande que a. D'autre part, si Ton considère la copule (le signe >), il est facile de se rendre compte que la vérité de cette proposition dépend essentiellement du sens ou de la définition de celte copule. Quel que soit ce sens, il a toutes chances d'être moins analytique que celui de la copule = (qui, nous Tavons vu, signifie l'identité); il serait aisé à un Kantien de soutenir que la relation plus grand que repose sur l'intuition. Kant n'a pu croire un instant que le prédicat (a) « est contenu » (au sens logique) dans le sujet (a-h ô); car, d'une part, ce sujet n'est pas un produit logique, mais une somme mathématique, et d'autre part la copule du jugement n'est pas le verbe être^ ce n'est donc pas un jugement de prédication, comme semble l'exiger la définition des jugements analytiques ^ Il n'a pas pu davantage se faire cette illusion, que le jugement en question repose sur le principe de contradiction, car qu'est-ce qu'il y a de contradictoire à poser : «a-f-ô = a » ou «a-h6<a)), à moins qu'on ne fasse intervenir l'intuition, c'est-à-dire une espèce particulière de grandeurs et une opération particulière figurée par -h, auquel cas il peut bien y avoir une contradiction, non pas dans notre jugement, niais entre notre jugement et l'intuition? Bref, de quelque façon qu'on examine cette proposition, on ne découvre aucune raison de la considérer comme analytique qui ne vaille a fortiori pour « 7-4-5 = 12 », et Ton ne trouve non plus aucune raison de considérer « 7-4-5 = 12 » comme synthétique qui ne vaille a fortiori pour « a -h 6 > a ». Que faut-il en conclure, sinon que la distinction des jugements analytiques et synthétiques était
1. Wilibald Reichardt {Kant* s Lehre von den synthelischen Urtheilen a priori in ihrer Bedeutung fur die Mathemalik, a p. Philosophische Studien, t. IV, 1883), en raisonnant suivant la méthode kantienne, aboutit à cette conclusion, que le jugement a-|-6>a est synthétique, parce que le sujet {a -\- b) ne contient pas le prédicat * > a • ! On voit quel est l'inconvénient d'appliquer aux jugements mathématiques une théorie logique qui ne leur convient pas, et de les traiter comme des jugements de prédication. Cf. ce que nous avons dit plus haut au sujet de Pommer (p. 258, note 1).
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singulièrement vague et flottante dans lesprit même de son auteur*?
Au surplus, elle Ta parfois induit en des erreurs flagrantes. Par exemple, il considère comme un jugement analytique ce principe : « Égal ajouté (ou retranché) à égal donne égal », parce qu'on y a immédiatement conscience de Tidenlité des deux grandeurs comparées (B. 204). Or c'est là une erreur, car ce jugement, loin de reposer sur le principe d'identité, énonce une propriété de Taddilion (ou de la soustraction), à savoir que cette opération est uniforme. C'est donc là un axiome, qui est vrai pour certaines opérations et faux pour d'autres ^. Par exemple, l'extraction des racines n'étant pas une opération uniforme, on ne peut pas écrire : VÏ = v^4, bien que cette égalité ait toutes les apparences de l'identité, et que, selon les mots mêmes de Kant, on ait immédiatement conscience d'une identité dans la génération de la grandeur : car y^ peut être aussi bien -h 2 que — 2, de sorte que l'égalité considérée pourrait conduire à l'égalité absurde : -+-2 = — 2.
Le schématisme.
Il ne reste plus qu'un seul argument en faveur de la nature synthétique des vérités arithmétiques : c'est la conception du nombre, telle qu'elle résulte de la théorie du schématisme. On sait que, selon Kant, le nombre, schème de la grandeur, « est une représentation qui embrasse l'addition successive d'une unité à une autre (de même espèce) »; et, par suite, « le nombre n'est pas autre chose que l'unité de la synthèse de la multiplicité d'une intuition homogène en général, par le fait qu'on engendre le temps lui-même dans l'appréhension de
1. L'exemple le plus frappant des variations de la pensée de Kant dans rappllcalion de sa distinction fondamentale des jugements analytiques et synthétiques est le principe de l'unité nécessaire de Taperceplion, qu'il considère comme synthétique dans la 1'° édition de la Critique (A. 117, note) et comme analytique dans la 2° (B. 135, 138). V. Koppblmann, art. cit., § V.
Voir p. !2, note 1, et p. 107, note
rintuitioa » (B. 182). Ainsi, en tant que schènie, le nombre est intermédiaire entre la sensibilité et Tentendement : il est à la fois intellectuel et intuitif. D'un côté, il est un produit.de Timaginalion; mais d'un autre côté, il participe de la généralité du concept, et par là se distingue de l'image.
De cette conception il résulte que le nombre a un contenu intuitif, et qu'il implique essentiellement la succession. C'est l'intuition, en particulier l'intuition du temps, qui sert de fondement aux jugements arithmétiques, et qui seule explique leur nature synthétique. Mais d'abord il convient de faire des réserves sur la portée de cette théorie. Sans doute, s'il est établi par ailleurs que les jugements arithmétiques sont synthétiques, an pourra trouver l'explication de ce fait dans la nature intuitive du nombre, et même en tirer argument en faveur de celle-ci; mais, en admettant que le nombre procède, au moins en partie, de l'intuition, peut-on en conclure que les jugements arithmétiques soient synthétiques? Pas le moins du monde, et les discussions précédentes nous apprennent pourquoi. Nous avons vu en efifet que le caractère synthétique des jugements ne dépend nullement de la nature des concepts^ de leur origine ou de leur mode de formation; et nous savons que, de l'aveu même de Kant, on peut porter des jugements analytiques sur des concepts empiriques comme ceux de corps ou d'or, qui sont le produit d'une synthèse intuitive. Peu importe que l'intuition sur laquelle repose cette synthèse soit empirique, tandis que le nombre repose sur une intuition a priori : cela ne change rien à la nature synthétique de tous ces concepts, et cela n'empêche pas du tout qu'ils puissent être l'objet de jugements analytiques fondés sur leur définition.
Nous pourrions nous contenter de ce non sequitur, et nous dispenser de discuter la théorie kantienne du nombre. Nous Je ferons d'ailleurs très brièvement, car nous avons étudié ailleurs la même question avec plus de développement*. Que le nombre enveloppe nécessairement la succession, c'est là une
1. De VInfini mathématique, 2* partie, livre I, ch. iv : Le nombre, l'espace et le temps.
proposilion psychologique, et qui, même au point de vue psychologique, est plus que conteetable, au moins pour les petits nombres : n*a-t-on pas l'intuition absolument simultanée de % 3, 4, 5 points, surtout quand ils sont régulièrement disposés? Gomment pourrait-on lire la lettre A, par exemple, si Ton n'avait pas la perception simultanée de ses 3 côtés et de ses 3 sommets? Gomment les aveugles eux-mêmes pourraient- ils distinguer au toucher les lettres de Talphabet Braille, s'ils ne percevaient simultanément les points (au nombre de 6 au plus) qui composent chacune d'elles? Quoi qu'il en soit, du reste, ces considérations psychologiques n'ont aucune valeur dans la question épislémologique qui nous occupe. Il ne s'agit pas de savoir comment nous prenons conscience d'un nombre, mais en quoi consiste la notion d'un nombre. Or dans cette notion il ne reste rien des opérations psychologiques, simultanées ou successives, par lesquelles nous l'avons formée, et pour cette bonne raison, qu'il faut que nous ayons conscience simultanément de toutes les unités pour pouvoir dire que nous pensons un nombre et quel nombre nous pensons. Au fond, quiconque fait intervenir le temps dans la notion de pombre confond celle-ci (à la manière des empiristes) avec l'opération du dénombrement. Or il est facile de montrer que le dénombrement présuppose l'idée de nombre, loin de l'engendrer, et qu'en tout cas, l'idée de nombre fût-elle postérieure au dénombrement, il n'y reste pas plus de trace du temps employé à cette opération, qu'il ne reste, dans un édifice, de trace de l'échafaudage qui a servi à le construire *.
Au surplus, qui prouve trop ne prouve rien ; or l'argument psychologique que nous discutons ne tend à rien de moins qu'à prouver que le temps fait partie intégrante de toutes nos idées et de toutes nos connaissances, puisqu'il est la forme générale, non seulement de la sensibilité, mais de toute la vie mentale, et que tous nos actes, même les plus intellectuels, se passent forcément dans le temps. Un monument, un tableau sont, bien
l. Celle Ihèse a été fort bien soutenue par Michaelis {op. cit.).
plus certainement que le nombre, le produit d'une synthèse forcément successive, soit d'assises de pierre, soit de touches de pinceaux juxtaposées et superposées; et pourtant, une fois terminés, ils ne conservent rien de la durée consacrée à leur élaboration. Un raisonnement purement logique « prend du temps » pour s'effectuer dans Tesprit; il ne s'ensuit pas qu'il implique si peu que ce soit une synthèse intuitive et temporelle.
Dira-t-on que la synthèse intuitive qui constitue le nombre s'effectue dans l'espace, et non dans le temps, ou dans4'espace aussi bien que dans le temps? Cette interprétation, quoique contraire à la théorie du schématisme, pourrait s'appuyer sur les passages précédemment cités de V Introduction et des Prolégomènes, car dans ceux-ci le nombre est présenté comme un schème spatial, et non comme un schème temporel. Mais la thèse qui fait reposer le nombre sur l'intuition de l'espace n'est pas plus solide que celle qui le fonde sur l'intuition du temps : car, de même qu'on peut dénombrer des objets qui ne sont pas successifs ni même soumis au temps, on peut dénombrer des objets qui ne sont ni étendu^ ni même situés dans l'espace : des notions, par exemple, ou des propositions. D'ailleurs, on ne ferait que reculer la difficulté, car Tespace luimême, selon Kant, ne peut être perçu que dans le temps. Il soutient en effet que l'espace est une grandeur extensive, c'est-àdire telle que la représentation du tout n'est possible que par la représentation préalable des parties* (B. 203). Or les grandeurs extensives ne peuvent être appréhendées que par une synthèse successive de leurs parties (B. 204); et Kant répète plus loin la même assertion au sujet des grandeurs continues : la synthèse (de l'imagination productive) qui les engendre est un
1. Il est difficile de concilier cette assertion avec cette thèse de TEsthétique transcen dentale, que Tespace est « une grandeur infinie donnée >» et que ses parties « ne peuvent pas être pensées avant luiy... mais seulement en lui » (B. 39). La même assertion reparaît dans V Antinomie (B. 466) : les parties de l'espace ne sont possibles que dans le tout, et non le tout par les parties. Cette contradiction a été déjà signalée par P. SchrÔder, Kants Lehre vom Raum (1904).
processus dans le temps' (B. 212); et d'ailleurs Tespace et le temps sont des grandeurs continues (B. 211). Qu'est-ce à dire, sinon que les grandeurs spatiales et Tespace lui-même ne peuvent être appréhendés qu'à travers le temps? Aussi Kant affirme-t-il que la Géométrie, elle aussi, « repose sur la synthèse successive de l'imagination productive dans la génération des figures » (B. 204) ; par exemple, on ne peut pas se représenter une ligne sans la tirer dans la pensée, et par suite l'engendrer dans le temps (B. 203; cf. 154, 137-138). Cet exemple sufQt à juger toute cette théorie; elle consiste à confondre, à la manière des empiristes, les idées géométriques avec les images subjectives qui leur servent de support intuitif. L'idée d'une ligne est aussi indépendante de l'image que Ton obtient en la « tirant » par la pensée, que de là figure sensible qu'on réalise avec un tire-ligne sur le papier ou avec la craiie sur le tableau. On n'a pas plus le droit de dire qu'une ligne enveloppe une certaine durée, que de dire qu'elle se compose d'encre de Chine ou de carbonate de chaux ^.
Au surplus, la théorie du schématisme donne lieu, en ce qui concerne le nombre, à bien des difficultés. On sait qu'un schéma est « la représentation d'un procédé général de rimagination pour procurer à un concept son image » (B. 179-180). Or Kant distingue le nombre, comme schème de la grandeur, de l'image qu'on en construit, par exemple, à l'aide de points (B. 179). La pensée d'un nombre particulier « est la représentation d'une méthode pour représenter une multitude (par exemple 1000) conformément à un certain concept dans une image, plutôt que
1. On ne voit pas bien, dès lors, comment cette propriété distingue les grandeurs continues des autres. Du reste, la définition que Kant donne des grandeurs continues n'a plus aucune valeur à présent : il les définit en effet par cette propriété qu'aucune partie n'est la plus petite possible (B. 211); or c'est là la divisibilité à l'infini, et personne n'ignore aujourd'hui qu'elle ne suffit pas à constituer la continuité.
2. On pourrait soutenir que le nombre est le produit, non plus d'une synthèse intuitive, mais d'une synthèse intellectuelle, et essayer de conserver ainsi le caractère synthétique des jugements arithmétiques. (Ce paraît être la conclusion de Michaelis, op. cit,) Nous nous bornerons à constater que c'est là une thèse toute différente de la thèse kantienne, où l'intuition est essentielle, et que seule nous avons à discuter ici.
cette image même, qu'il serait difûcile, dans ce dernier cas, d*embrasser et de comparer au concept » (B. 179). Mais qu'estce que ce concept, sinon la notion d'une multitude composée de JOOO unités, c'est-à-dire la notion même du nombre 1000? Dès lors, que vient faire le schème entre ce concept et son image? S'il est un produit de l'imagination, il ne peut être que confus comme l'image même; s'il est une méthode générale de construction, il ne diffère pas du concept; dans tous les cas, on ne voit pas comment il peut faciliter la comparaison et le rapprochement du concept et de l'image.
D'autre part, si le nombre est le schème de la grandeur, il semble que le concept que le nombre représente soit le concept d'une grandeur. Mais qu'est-ce qui fait que tel nombre représente telle grandeur plutôt que telle autre? C'est qu'il exprimé le rapport de cette grandeur à la grandeur-unité de même espèce; or le choix de cette unité est complètement arbitraire. 11 n'y a donc dans la notion d'une grandeur rien qui indique qu'elle doive avoir pour « schème » tel nombre plutôt qu'un autre. De plus, si la grandeur est un concept, et si elle ne peut être schématisée que par le nombre, que devient la théorie kantienne suivant laquelle toute grandeur est intuitive, et revêt nécessairement la forme de l'espace et du temps? Enfin, quel est le rapport du nombre, en tant que schème, avec les « schèmes » des figures géométriques? On dira sans doute que le nombre est un schème temporel, tandis que les schèmes géométriques sont spatiaux. Pourtant, Kant admet que le nombre 5 a pour image cinq points alignés; or, si l'on généralise ce procédé de construction, on obtiendra un schème spatial du nombre 5; et, d'autre part, la jconstruction des figures géométriques étant successive selon Kant, les schèmes géométriques doivent impliquer aussi le temps. On ne voit donc pas ce qui distingue le nombre des schèmes géométriques, ni en quoi l'Arithmétique diffère de la Géométrie, tant par sa méthode que par son objet. Et pourtant tout le monde sent la différence qu'il y a entre les nombres et les figures géométriques; les premiers sont plus abstraits, plus généraux, plus
ialellecluels, et ont une portée uaiverselle : tout obéit aux lois du nombre, tandis que tout ne tombe pas sous les prises de la Géométrie. En résumé, si le nombre est un schème, il ne peut être le schème, ni du nombre, ni de la grandeur, de sorte qu'on ne sait pas de quoi il est le schéme.
Le nombre ET LA GRANDEUR.
D'ailleurs, il est difficile de se faire une idée précise de la théorie de Kant sur la grandeur et ses rapports avec le nombre. En principe, la grandeur est une catégorie, c'est-à-dire un concept a priori de Tentendement^; elle a pour schème le nombre, et pour image l'espace (B. i8â). Le nombre serait alors un intermédiaire entre la grandeur et l'espace, le véhicule de celle-là dans celui-ci. Mais le concept de grandeur, comme toutes les catégories, n*a de valeur objective que par son application aux données d'une expérience possible, c'està-dire à l'intuition. H faut donc « rendre les concepts sensibles », et c'est à cela que servent les schëmes. Ainsi, selon Kant, le concept de grandeur cherche son support et son sens dans le nombre, et celui-ci dans les doigts, les boules du tableau à calculer, les traits ou les points (B. 299). Il semble, par suite, qu'on ne puisse penser la grandeur, en mathématiques, que par l'intermédiaire du nombre, et, remarquons-le bien, du nombre entier et concret, qui est essentiellement discontinu. On ne pourra donc concevoir la grandeur elle-même que comme discontinue ; et en effet, selon Kant, on ne peut pas la définir autrement qu'en disant que c'est la détermination d'une chose par laquelle on pense combien de fois elle en contient une autre (B. 300). Et il ajoute que ce « combien de fois »
1. Il ne faut pas oublier que, si la quantité est une catégorie, c*est en vertu d*un véritable jeu de mots : car la quantité logique (qui est Tgrigine et le fondement de cette catégorie) n'a que le nom de commun avec la quantité mathématique. Si la Logique classique avait donné à cette même propriété des jugements le nom de nombre ou d^étendue, Kant aurait pu tout aussi bien en conclure que l'étendue ou le nombre est un concept a priori de Tentendement. Cet exemple montre, en passant, quelle est la valeur du tableau des catégories.
LE NOMBRE ET LA GRANDEUR
repose sur la répétilion successive, par suite sur le temps et sur la synthèse de rhomogène dans le temps (c'est-à-dire le nombre). On se demande alors comment on a jamais pu arriver à la notion de grandeur continue. Car de deux choses Tune : ou bien c'est le nombre qui « imite » la grandeur, suivant le mot de Pascal, et alors on ne peut expliquer la généralisation du nombre (les nombres fractionnaires, négatifs, irrationnels) qu'en supposant que nous avons une notion primitive et originale de la grandeur, indépendamment du nombre *; ou bien nous ne pouvons concevoir la grandeur que par l'intermédiaire (le schème) du nombre, et alors, pour expliquer la continuité de la grandeur, il faut définir les nombres fractionnaires, négatifs et irrationnels d'une manière autonome, sans faire appel à ridée de grandeur ni à l'intuition spatiale. Cette dernière alternative est parfaitement possible*, mais elle réfute par son existence même la thèse kantienne, car elle aboutit à faire reposer toute la mathématique sur des fondements analytiques. Tout au moins, elle oblige à abandonner cette conception empiriste du nombre, suivant laquelle il devrait nécessairement s'incarner dans des collections d'objets visibles et palpables, car celle-ci ne permet évidemment pas de dépasser les nombres entiers cardinaux.
En tout cas, nous pouvons de toute cette théorie retenir cet aveu : que la notion de grandeur est, en soi, distincte de l'espace et du temps, puisque ces deux formes d'intuition ne font que lui prêter des images ou des schèmes '. Or la mathématique est, selon Kant, la science de la grandeur en général; donc, comme telle, elle est indépendante de l'espace et du temps;
i. C*est ce que nous avons essayé de soutenir dans notre livre De Vinfini maihf^maiique.
2. C'est la théorie de M. Kussell, suivant laquelle toutes les espèces de nombres sont susceptibles d'une définition purement logique.
3. Dans les Prolégomènes (§ 20) Kant dit que « ce principe : « La ligne • droite est le plus court chemin d'un point à un autre », suppose que la Ugne est subsumée sous le concept de grandeur, qui certainement n'est pas une siniple intuition, mais qui, au contraire, a son siège dans le seul entendement.... » Gomment cette thèse s'accorde-t-elle avec l'affirmation, que l'espace et le temps sont les seules grandeurs originaires, et que la mathématique pure ne s'applique qu'à l'espace et au temps?
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elle ne repose pas sur Tiatuition, mais sur le concept a priori de grandeur. Seulement, on peut en dire autant du nombre, car il résulte de la discussion précédente que, si le nombre trouve dans l'espace et dans le temps des schèmes appropriés, il est en lui-même un concept distinct et indépendant des deux formes d'intuition, par cela seul qu*il peut iadifféremment être « construit » dans Tune et dans l'autre. Concluons donc que les sciences du nombre et de la grandeur sont des sciences rationnelles pures, indépendantes de l'intuition.
Kant lui-même a parfois considéré le nombre comme un concept intellectuel, non seulement dans sa Disserlatio de 1770, que Ton pourrait récuser ', mais dans la Critique de la Raison pure. Il dit en effet ceci : « La synthèse pure, représentée d'une manière générale, donne le concept intellectuel pur. Mais j'entends par cette synthèse celle qui repose sur un principe d'unité synthétique a priori : ainsi notre numération (cela se remarque surtout dans les nombres élevés] est une synthèse diaprés des concepts^ parce qu'elle a lieu suivant un principe d*unité commun (par ex. le système décimal] » (À. 78, B. 104). Ce passage semble bien impliquer que le nombre, produit d'une synthèse pure, est un concept intellectuel pur; ce qui parait contredire la théorie du schématisme. On pourrait expliquer ce fait en disant que, lorsqu'il écrivait ces lignes, Kant n'avait pas encore élaboré la théorie du schématisme. Cependant, dans ce même passage, il parle du rôle de l'imagination, et lui attribue même toutes les synthèses en général (B. 103). 11 est d'autant plus remarquable que dans ce passage il considère le nombre comme le produit d'une synthèse intellectuelle, | et non d'une synthèse Imaginative, et qu'il n'y soit aucunement question de l'intuition (du temps) qui, selon le schémalisme, sert de base ou de matière à cette synthèse*.
Voir plus haut, p. 252, note
2. Celle remarque a été faite par Michabus, Veber KanVs ZahUtegriffy p. 7. Le même auteur conslate que, lorsque Kant, à propos* du tableau des catégories, observe que la Z* catégorie de chaque classe résulte de la synthèse des deux premières par un acte de Ventendement^ il prend pour exemple le concept de nombre, qui, dit-il, « appartient à la catégorie de
L'ALGÈBRE
L'Algèbre.
Kant reconnaît d'ailleurs que la malhémalique n'a pas seulement pour objet des grandeurs concrètes, comme celles qa'étudie la Géométrie, mais aussi la grandeur pure, en faisant abstraction de tout objet; et c'est là, selon lui, Toffice de TAU gèbre (B. 745). 11 semble donc admettre que la grandeur est quelque chose de supérieur aux formes de Tintuition, et par conséquent d'intellectuel; cela dément tout au moins cette assertion, que l'espace et le temps sont les seules grandeurs originaires (R. 753). Mais il essaie de sauver sa doctrine en soutenant que TAlgèbre, elle aussi, procède par construction de concepts; seulement, ce n'est plus une construction « oslensive ou géométrique » qui porte sur les objets, c'est une construction « symbolique » ou « caractéristique », qui porte sur les signes algébriques (B. 745, 762). Il y a là une exagération manifeste : car, en admettant qu'il soit indispensable (et non simplement commode) de représenter les concepts par des signes, on ne peut pas appeler cela une construction de ces concepts, ni en conclure qu'ils sont intuitifs de leur nature. C'est tout bonnement confondre le signe avec la chose signifiée *. On peut représenter même des rapports logiques par des signes analogues aux signes algébriques (dans l'Algèbre de la Logique); il ne s'ensuit pas que ces rapports ne puissent être pensés qu'au moyen de l'intuition. Nous avons vu Kant loimême figurer la composition d'un concept par la formule symbolique a H- 6; faudra-t-il en conclure que cette composition est une synthèse intuitive? Il réfute donc sa propre théorie en la poussant à l'extrême, car, en raisonnant de cette manière, il n'y a aucune notion, aucune relation dont on ne puisse prouver qu'elle est fondée sur l'intuition. Toutes nos idées ne se traduisent-elles pas par des mots, et ces mots sont-ils autre
de totalité » (Critique, § 11; B. 111). Il semble ressortir de là encore que le nombre est un concept purement intellectuel.
1. R. Seydel {pp, cit.) soutient avec raison que Kant confond ici le processus psychique avec le contenu logique, et que les vérités de l'Algèbre portent, non sur les signes, mais sur les idées qu'ils représentent.
chose que des signes visibles ou audibles, qui « construisent » nos idées dans Tespace et dans les temps?
Sans doute, Kant distingue les mots des signes algébriques, en disant qu'en philosophie on ne raisonne pas sur les mots, tandis qu*en Algèbre on raisonne sur les signes et on laisse de côté les objets signifiés jusqu'à la fin du raisonnement ^ Mais il y a ici une confusion d'idées. Il n'esl pas vrai qu'en Algèbre on raisonne sur les signes; on raisonne toujours sur les idées qu'ils représentent; et si Ton peut opérer mécaniquement avec eux, c'est à la condition d'avoir justifié une fois pour toutes les règles formelles des opérations, ce qui ne peut se faire qu'en considérant le sens réel de ces opérations et des signes euxmêmes. Il est vrai qu'en un sens on fi^it abstraction de la nature des objets, mais c'est parce qu'elle est réellement indifférente et étrangère au raisonnement. En Algèbre, on ne s'inquiète pas de savoir si les lettres représentent des nombres entiers ou fractionnaires, de même qu'en Arithmétique (pure, non appliquée) on ne s'inquiète pas de savoir si un nombre représente une collection, ou une longueur, ou un poids, et de même qu'en Géométrie on ne s'inquiète pas de savoir si un solide est en bois ou en métal; ce sont là des abstractions essentielles à chacune de ces sciences, par lesquelles on dépouille les notions qui en sont l'objet spécial de toute immixtion d'éléments étrangers. Mais il n'en résulte pas qu^en Algèbre on fasse abstraction même du nombre général ou de la grandeur, qui en est l'objet propre, et qui est le contenu même des formules algébriques. Lors donc que dans un problème d'Algèbre on fait abstraction de la nature particulière des grandeurs que l'on traite, ce n'est pas pour vider les symboles et les formules de tout contenu, mais pour les réduire à leur contenu essentiel, qui est l'idée de grandeur en général.
Enfin Kant attribue au « calcul littéral » (comme il appelle assez improprement l'Algèbre) une vertu d'infaillibilité toute spéciale, qui serait due à ce qu'on y raisonne uniquement
1. Untei'suchung ilber die Deullichkeit..,, !'• considération, § 2 (1764).
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sur des signes sensibles^ qui soulagent la mémoire et Tattention et garantissent contre toute omission et tout oubli. Les mots, au contraire, ne peuvent pas rendre le même service : car on ne peut les manier sans penser plus ou moins à leur senti; et alors on est toujours exposé à confondre ou à altérer leurs significations. Ces avantages du symbolisme algébrique sont réels, mais ils ne constituent pas un argument en faveur de la thèse kantienne ; et la preuve en est qu'ils ont été reconnus par des rationalistes tels que Doscartes et Leibniz. Celui-ci surtout considérait si bien le calcul algébrique comme une méthode dlnfaillibilité, qu'il voulait Tétendre à toute espèce de déduction, et constituer une Caractéristique universelle qui fût un « juge des controverses ». Il vantait, bien plus fortement que Kant, le secours que la pensée tire de Templdi de signes « commodes et appropriés », sans pour cela tomber dans le nominalisme et réduire TAlgèbre, la Mathématique et la Logique elle-même à un pur jeu de symboles dénués de sens. Ce qui fait la supériorité du calcul algébrique sur le raisonnement verbal, ce n*est pas que dans le premier on raisonne sur les signes et dans le second sur les idées; c'est que dans le premier les signes correspondent à des idées claires et bien définies, tandis que dans le second les signes, c'est-à-dire les mots, correspondent à des idées confuses, flottantes et équivoques, que l'usage vulgaire y associe d'ordinaire. Le signe est simplement un moyen d'identifier un concept précis et rigoureusement défini; et le mot rendrait le même service, à la condition que son sens fût lui aussi bien défini, et qu'on ne lui en attribuât jamais d'autre. Il ne faut donc pas attribuer aux signes une vertu quasi mystérieuse qui garantisse sûrement de l'erreur; on commet des fautes de calcul aussi bien que des fautes de raisonnement, ce qui n'empêche pas le calcul, comme le raisonnement, de donner la certitude et d'être théoriquement infaillible. Il est étrange de voir Kant faire consister, comme un simple empiriste, « Tévidence » dans la « certitude intuitive », faire appel au témoignage des « yeux » pour « préserver toutes les déductions de l'erreur », et ne reconnaître comme
démonstrations que celles qui s'appuient sur rintuilîon. Où bien il y a là une simple question de mots, c'est-à-dire une définition nominale et arbitraire du mot démons f ration; ou bien c'est une erreur palpable, car on ne peut nier qu'il n'y ait des démonstrations purement logiques et intellectuelles, et Kant ne serait sans doute pas allé jusqu'à soutenir que la valeur du syllogisme est fondée sur l'intuition.
Les JUGEMENTS GÉOMÉTRIQUES.
Il nous reste à discuter la théorie de Kant au sujet de la Géométrie. S'il y a une science qui paraisse reposer sur l'intuition, c'est bien celle-là, puisque c'est la science de Tespace; aussi bien des mathématiciens-philosophes, qui considèrent l'Analyse comme une science pure et a priori^ regardent-ils la Géométrie comme une science empirique ou du moins intuitive. Cela prouve en tout cas qu'il y a lieu de séparer la Géométrie de la science générale des grandeurs, et qu'on ne peut pas conclure de l'une à l'autre.
Ici encore, c'est par des exemples que Kant essaie d'établir sa thèse. Nous serons donc obligé de les examiner tour à tour. Pour montrer que les jugements géométriques sont synthétiques, il cite cette proposition : « La ligne droite est la plus courte entre deux points. » En effet, dit-il, mon concept de droite ne contient rien de quantitatif, mais seulement une qualité. Le concept quantitatif de « le'plus court » ne peut donc être contenu dans le sujet, ni en être tiré par analyse; il ne peut lui être adjoint que par une synthèse fondée sur lintuition.
Demandons-nous d'abord quelle est pour Kant la valeur méthodologique de la proposition citée : est-ce une définition, un axiome ou un théorème? 11 semble que ce soit un axiome, car il parle de « principe »> (Grundsatz) *. Eh bien! ce n'est
1. On sait que pour Leoerdre celte proposition est la définition de la ligne droite. Il n'en est pas ainsi pour Kant, car il paraît considérer comme définition de la ligne droite cette propriété, qu'il n'y en a qu'une entre deux points donnes (Rerhlslehre, Introduction, § E).
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Dullement un axiome, mais un théorème démontrable et démontre *. Ce ne peut pas être un principe, car celte proposition suppose que l'on sait ce qu*est la longueur d'une ligne quelconque. Or la longueur d'une ligne courbe ne peut se définir que dans la Géométrie analytique et infînîtésimale, et elle se déflnit en fonction de la ligne droite. C'est donc par définition que la ligne droite est le prototype ou l'étalon des longueurs. Kant se place au point de vue du sens commun empiriste, qui croit voir la longueur d'une courbe, parce qu'il imagine un fil souple et inextensible appliqué sur cette courbe, puis tendu sous forme de ligne droite. Mais cette intuition n*intcrvient nullement comme principe scientifique en Géométrie, et pour cause : car c'est seulement lorsqu'on a déQni la longueur d'une courbe qu'on peut concevoir clairement qu'un fil conserve sa longueur en se déformant. Par conséquent, tout appel à l'intuition, en cette matière, constituerait un cercle vicieux. *
On ne peut donc pas dire que la ligne droite soit par ellemême et primitivement une quantité; dans tous les cas, du re>:tc, ce n'est pas la ligne droite (illimitée) qui peut être une quantité, c'est le segment fini que l'on découpe sur elle*. On ne peut pas non plus dire que la ligne droite est une qualité, comme le ronge ou le chaud. Tout ce qu'on peut dire, au point de vue do la grammaire (qui est celui de la logique d'Aristote),
1. Nous avons déjà traité celte question dans la Revue de Métaphysique, t. 1, p. n (janv. 1893). Pour démontrer que la ligne droite est plus courte que toute ligne brisée ayant les mêmes extrémités, on démontre que, dans un triangle, un côté quelconque est plus petit que la somme des deux autres. Ce théorème, à son tour, repose sur celui-ci : Dans un triangle, à un plus grand angle est opposé un plus grand côté. Et celui-ci enfin dérive de cet autre : Dans un triangle, un angle extérieur est plus grand que chacun des angles intérieurs non adjacents, lequel est indépendant du postulatum d'Euclide (V. Niewenolowski et Gérard, Cours de Géométrie élémentaire, t. 1, p. 27, 31,32. Paris, Naud, 1898). Tous ces théorëmf's se démontrent, non par un simple appel à Tintuition, mais par les délinitions de l'inégalité et de la somme des segments et des angles. Que ces défitiitions impliquent des éléments intuitifs, ce n'est pas là présentement la question; il suffit que, ces définitions une fois posées, toutes les propositions énoncées s'en déduisent logiquement.
2. ZiiiiiKRMA.xN (op. ciY.)a déjà observé que ce n'est pas la droite tout entière qui est la plus courte, mais bien la partie de droite comprise entre deux points. C'est ce qu'on appelle aujourd'hui segment
c*est que la rectitude est une qualité, et que la droite est le sujet de celle qualité. Mais, à vrai dire, ces « catégories » scolastiques n'ont pas de sens, appliquées aux entités géométriques. En réalité, la ligne droite est une figure : au point de vue projectif (qu'on peut appeler, si Ton veut, qualitatif) et considérée dans sa totalité, elle est absolument infinie, elle comprend tous les points situés sur sa direction. Elle n*est pas une grandeur; mais elle devient le support d^une série de grandeurs (les longueurs) lorsque Ton y fixe des points, et qu'on définit enlre eux certaines relations appelées distances. On dira, par exemple, que, si le point B est entre A et C, la distance AG est plus grande que les distances AB et BG, et qu'elle est leur somme. Moyennant ces définitions de Tinégalilé et de la somme, les distances deviennent des grandeurs mesurables. Y a-t-il là une « synthèse » de la qualité et de la quantité? Nous n'en savons rien; il y a là simplement la définition d'une espèce de grandeurs. Toujours est-il que celte grandeur ne caractérise pas la ligne droite comma telle : ce n'est pas de la ligne droite tout entière^ dans son inGnité et son unité indivise, qu'on peut dire qu'elle est u la plus courte * »> ; c'est seulement d'un segment de droite limité par deux points^. Et quand on dit que ce segment est plus court que toute ligne brisée yant les mêmes extrémités, on compare, au fond, un segment de druite à un autre segment de droite, et l'on afûrme que le premier est ou peut être contenu dans le second. La relation d'inégalité [plus grand que) se trouve donc définie par la relation de tout à partie, et le théorème en question n'est qu'une application de cette proposition : a Le tout est plus grand que la partie », que Kant considérait comme un principe, et même comme un principe analytique. Ainsi, lorsque
1. Aussi cel axiome on postulat : « Toute ligne droite peut être prolongée », que Kant considère comme synthétique, est-il au contraire tout ce qu'il y a de plus analytique : car la ligne droite doit être conçue primitivement dans sa totalité infinie. La conception vulgaire de la dmile comme limitée a évidemment une origine empirique et pratique qui lui ôte toute valeur scientifique.
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Kant dit que ce théorème : « Dans ud triangle la somme de deux côtés est plus grande que le troisième » ne peut jamais se déduire des concepts de ligne et de triangle (B. 39) \ il a parfaitement raison, car il n'y est pas question, en réalité, de ligne ni de triangle; ce théorème peut en eiïet se formuler ainsi : « Étant donnés Irois points quelconques, la distance de deux d*cntre eux est plus petite que la somme de leurs distances au troisième. »
Dans son opuscule sur les Progrès de la Métaphysique (1791), Kant donne comme exemple de jugement synthétique le suivant : (( Toute figure à trois côlés a trois angles », « car, dit-il, bien que, quand je pense trois lignes droites comme enfermant un espace, il soit impossible de ne pas penser en même temps parla trois angles, je ne pense pourtant pas du tout dans ce concept du trilatère Tinclinaison des côtés Tun par rapport à l'autre, c'est-à-dire que je ne pense pas réellement le concept d'angle en lui » ^. Comme on l'a déjà remarqué^, c'est là une erreur : le concept d'angle est contenu dans la notion de droites qui se coupent : or, comment pourraient-elles enfermer un espace, si elles ne se rencontraient pas? De deux choses l'une : ou bien Ton conçoit le triangle à la manière classique, comme une fîgure finie, et alors on doit le définir : la figure formée par 3 droites qui se coupent 2 à 2; dès lors, eu vertu d'un théorème de Combinatoire, ces 3 droites ont 3 intersections, et par suite déterminent 3 angles. Ou bien Ton conçoit le triangle, au sens projectif, comme l'ensemble de 3 droites situées dans un même plan : et alors deux d'entre elles peuvent être parallèles, ou même toutes les trois ^. Mais en même
1. Cf. Rpchtslehre, § 19 |: • Dass ich, um ein Dreieck zu machen, drei Linien nehmen miisse, ist ein analytischer Salz; dass deren zwei aber zusammengenommen grôsser sein miissen, als die dritte, ist ein synthetiâcher Satz. »
Éd. Hartenstein, l. VIII, p
3. Richard Manno, Wesen und Bedeulung der Synthesis in KanVs PhilolosophiSf ap. Zeitschrifi fur Philosophie u. phil. Krilik, t. 94, p. 29-88 (1888).
4. D'ailleurs, comme l'a remarqué Michaelis (op. cit.), il est absurde de décomposer le concept de triangle en deux concepts, celui de ti^ois et celui de ligne droite, comme si ces deux concepts étaient simplement juxtaposés (combinés par la multiplication logique). Or c'est ce que fait
temps on doit admettre que 2 droites parallèles ont un point commun à Tinfini, et par suite 3 droites quelconques situées dans un même plan ont toujours 3 points communs deux à deux, et déterminent ainsi 3 angles (qui peuvent être nuls). Donc, dans tous les cas, la notion des angles est bien contenue dans la notion des 3 droites, ou dans celle du « trilatère » ^ Ailleurs Kant prétend que du concept de deux lignes droites on ne peut pas déduire logiquement que deux droites n'enferment pas un espace (B. 65; cf. B. 299); il oublie que c'est là pour lui la définition même de la droite, à savoir qu*il n*y en a qu'une qui passe par deux points, et que par suite cette propriété dérive analytiquement du concept de droite ^ Do même, il affirme que ce jugement : « Trois points sont situés dans un même plan » est synthétique (B. 761); or il fait partie de la définition même du plan. Tous ces exemples prouvent que la distinction des jugements analytiques et synthétiques n était pas plus claire ni plus solide, pour Kant lui-même, en Géométrie qu'en Arithmétique.
Kant dans le passage suivant : « Il (le philosopha) peut réfléchir sur ce concept (de triangle) aussi longtemps qu'il veut, il n'en tirera rien de nouveau. Il peut décomposer et rendre distinct le concept de ligne droite, ou celui d'un angle, ou celui du nombre trois, mais non parvenir à d'autres propriétés qui ne se trouvent nullement dans ces concepts. » (A. T16, B. 744.) C'est toujours la même application aux concepts mathématiques de la Logique traditionnelle qui n'est pas faite pour eux. Michaelis observait déjà que la méthode mathématique échappe complètement aux prises de la Logique classique, et que Kant a été dominé, dans sa conception de l'Arithmétique, par « des préjugés logiques •.
1. Chose curieuse, Kant paraît Tavouer lui-même ailleurs : « Qu'on donne à un philosophe le concept d'un triangle .. Il n'a rien que le concept d'une figure enfermée entre trois lignes droites, et en elle (an ihr) le concept d'autant d'angles. » (B. 744.) 11 est plus explicite encore dans le passage suivant : « Poser un triangle et en supprimer les trois angles, c'est contradictoire » (B. 622).
2. Il dit ailleurs qu'il n'y a aucune contradiction dans la notion d'une figur*} enfermée par deux droites (B. 268); or cette notion est contradictoire avec la notion même de droite. Dans les Prolégomènes (Résolution générale du problème, fin) il cite comme jugement synthétique cette proposition : « Entre deux points on ne peut mener qu'une ligne droite », qu'il prend ailleur^i pour définition de la droite (v. p. 278, note 1).
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Enfin, pour prouver que les démonstrations géométriques reposent sur l'intuition, Kant considère le théorème connu : « La somme des 3 angles d*un triangle est égale à 2 droits » \ et il constate que pour le démontrer on a recours à une construction; celle-ci a pour but do produire 3 angles qui soient, d'une part, égaux aux 3 angles du Iriangle, et dont, d'autre part, la somme soit intuitivement égale à 2 droits (B. 744).
Il semble donc que, selon Kant, on ne puisse pas démontrer un théorème de Géométrie sans construire une figure et mener des lignes auxiliaires, et que toute construction implique nécessairement un appel à Tintuition. Or ni l'une ni Tautre de ces propositions n'est justifiée. Pour commencer par la seconde, une démonstration géométrique n'est valable que si elle ne repose pas sur un appel à l'intuition : tout le monde sait qu'il ne faut jamais invoquer les propriétés apparentes de la figure, et que l'on peut commettre ainsi des sophismes dont quelques-uns sont classiques*. Il en est de même des constructions auxiliaires : on ne doit pas mener une ligne, fixer un point et invoquer ensuite leur position, sans démontrer que ces éléments existent, et sont bien situés là où on les a figurés ^. D'ailleurs, quand on parle de construire telle ou telle figure, c'est là une façon de parler anthropomorphique, une métaphore empruntée à la pratique : les figures que l'on trace, c'est-à-dire que Ton réalise empiriquement, existent déjà idéalement, en tant qu'elles sont prédéterminées par les données de la question. Quand on dit : « Joignons les deux points A et B », cela signifie
1. Théorème qui, par un contraste piquant, était couramment cité par les rationalistes (Descartes, Spinoza) comme le type de la certitude logique.
2. Voir des exemples de ces sophismes dans Rocse Ball, Récréations et problèmes mathématiques y trad. Fitz-Patrick, p. 61 sqq. (Paris, llermann, 4898).
3. Voir par exemple la démonstration de ce théorème : » Dans tout triangle un angle externe est plus grand que chacun des angles internes non adjacents », dans Enriques et Amaldi, Elementi di Geometria, p. 61 (Bologna, 1903)
en réalité : « Les deux points À et B déterminent une droite, en vertu de la définition même de la droite. » Quand on dit : « Prolongeons la droite AB », c'est là un accident empirique de la figure tracée matériellement, car la droite AB est essentiellement infinie. De même enfin, quand, 2 droites orthogonales étant données, on parle de mener par Tune d'elles un plan perpendiculaire à Tautre, on ne fait que réaliser ce qui était impliqué dans Thypothëse : car 2 droites sont orthogonales, par définition, lorsque Tune d'elles est contenue dans un plan perpendiculaire à l'autre (on démontre que cette propriété est réciproque); par conséquent, le plan en question existait déjà, par définition. Il en est de même partout : on ne peut construire (utilement et valablement) aucune figure qui ne soit déjà déterminée par les données ou les définitions. On ne fait que réaliser empiriquement des éléments préformés de la figure idéale; et comme c'est sur celle-ci qu'on raisonne, on ne lui ajoute rien à proprement parler; on ne construit, on ne crée aucun élément, on le rend seulement sensible à mesure qu'on en a besoin. C'est comme si l'on repassait à l'encre un dessin esquissé en traits presque invisibles au crayon. Aussi, tout ce qu'on dit être vrai « par construction » peut être dit vrai « par hypothèse » ou « par définition* ».
Ainsi, lors même que les constructions seraient indispensables, elles n'impliqueraient pas un appel à Tintuition. Mais elles ne sont pas si indispensables qu'on le croit, d'après les « éléments » de la Géométrie synthétique. On a depuis longtemps critiqué le caractère artificiel des démonstrations d'Euclide*, parce qu'elles s'appuient sur des constructions parfois
1. Comme nous l'avons remarqué (p. 144, et 160, note 1) les postulats et théorèmes existentiels servent précisément à garantir Texislence de certaines entités déterminées par certaines autres. Cf. ce que nous avons dit des définitions génétiques (p. 192, note 2).
2. On sait qu'ARNAULo, dans la Logique de Port-Royal (IV, vm), soumet la « méthode des Géomètres » (c'est-à-dire celle d'Euclide) à une critique sévère. On sait moins qu'il a composé des Nouveaux Éléments de Géométrie (1667) où il s'est efTorcé de remédier aux défauts de cette méthode, et notamment de concilier l'enchaînement logique des propositions avec leur ordre naturel. Cf. Karl Bopp, Antoine Amauld als Mathematiker, ap. Abhandlungen zur Geschichte der math. Wiss,, t. XIV.
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compliquées et en apparence arbitraires, sur un échafaudage de lignes auxiliaires, qui sortent de la figure donnée et y ajoutent des éléments tout à fait étrangers; il semble alors que Ton ne puisse passer de Thypolbèse à la conclusion que par de longs circuits et par des efforts d'imagination; de telles démonstrations sont parfois si détournées qu'elles paraissent en effet être, non pas des raisonnements réguliers et suivis, mais des tours de passe-passe ^ Mais on peut généralement leur substituer des démonstrations beaucoup plus simples et plus directes, fondées sur les propriétés intrinsèques de la figure donnée, et qui le plus souvent n'exigent pas le tracé d'une seule ligne auxiliaire. Pour opposer exemple à exemple, nous croyons devoir citer ici une démonstration de ce genre. Nous l'empruntons à un ouvrage d'enseignement élémentaire, conçu en dehors de tout esprit de système, et inspiré uniquement par le souci de la rigueur logique en même temps que de Tordre et de la clarté pédagogiques ^.
€ Quand deux plans sont perpendiculaires^ toute perpendicu^ laire à leur intersection dans l'un est perpendiculaire à l'autre,
« Car cette droite peut être considérée comme l'interseclion du premier plan par un troisième qui serait perpendiculaire sur l'intersection des proposés (95), par suite perpendiculaire sur le second (107, iil). »
Cette démonstration, rédigée en une phrase, ne fait appel à aucun fait d'intuition : elle n'est accompagnée d'aucune figure, et, comme on voit, elle ne demande aucune construction. Elle se réfère simplement à trois propositions antérieures qu'elle se borne à rapprocher et à combiner. Pour la comprendre, il est nécessaire de connaître ces propositions :
« 95. Par un point d'un plan contenant une droite, on ne peut mener qu'une perpendiculaire à cette droite : et cette perpendiculaire est l'intersection du plan donné et du plan per-
i.TeUeestpar exemple la démonstration classique du Ihéorème de Pythagore, qui ressemble à un jeu de patience ou à un casse-tôte chinois.
2. Ch. Méray, Nouveaux Éléments de Géométrie^ n" 113 (Dijon, Jobard, 1908).
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pendiculaire à la droite donnée passant par le point donné.
107. Deux plans sont perpendiculaires quand Tun d'eux contient une droite perpendiculaire à Tautre.
« 111. Quand deux plans qui se coupent sont perpendiculaires à un même troisième, leur intersection lui est perpendiculaire. »
Revenons à la démonstration pour l'analyser et la développer. Khypothèse comprend : deux plans perpendiculaires, soient P et Q; leur intersection, soit la droite D; et la droite E perpendiculaire à D dans P. La droite E est (en vertu de 95) rintersection du plan P par un plan R perpendiculaire à la droite D. Mais (en vertu de 107) le plan R, perpendiculaire à une droite D du plan Q, est perpendiculaire à Q. Les deux plans P et R sont perpendiculaires à Q, donc (en vertu de 111) leur intersection E est perpendiculaire à Q; c. q. f. d.
Nous nous abstenons à dessein de faire une figure, car elle est absolument inutile. On n'a pas besoin de voir les plans P, Q, R, et les droites D, Ë; il suffit de savoir quelles sont leurs relations, et de leur appliquer pour ainsi dire automatiquement les trois propositions 95, 107 et Hl. Cest une démonstration verbale, c'est-à-dire formelle. On pourrait dépouiller de toute signification géométrique les entités D, E, P, Q, R, ainsi que les relations de perpendicularité et d'appartenance qui les unissent; le raisonnement serait le même, et il serait tout aussi valable, du moment que les trois propositions 95, 107 et 111 sont supposées vraies ^ Cet exemple
1. On peut le prouver en représentant celte démonstration sous une forme symbolique (très grossière). Désignons pars la relation d'une droite à un plan où elle est contenue, et par x '& relation de perpendicularité (soit entre 2 droites, soit entre 2 plans, soit entre une droite et un plan). Les hypothèses sont :
(1) P j. Q (2) D e P (3) D 6 Q (4) E e P (5) E x D. La proposition 95 se traduit par l'implication :
D e P. E e P. E X D. 0. E e R. R X D La proposition 107 se traduit par 1 implication :
R X D. D e Q. o. R X Q La proposition 111 se traduit par l'implication :
On remarquera que, selon les règles de la méthode mathématique.
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montre qu'une démonstration géométrique peut (et doil) être une déduction purement logique. Il convient d'ajouter que le théorème en question n'est nullement un corollaire (c'est-àdire une conséquence immédiate d'un autre), et que la démonstration que nous venons de citer n'est pas une exception : la plupart des démonstrations contenues dans le même ouvrage ont le même caractère, et n'ont pas davantage recours à la figure ni à la construction.
Rôle de l'intuition en Géométrie.
Quant à cette assertion répétée de Kant, que la mathématique considère toujours le général dans le particulier, et même dans le singulier et le concret, elle n'est pas justiHée. Même dans la Géométrie synthétique, à laquelle elle paraît s'appliquer, si l'on trace une figure pour démontrer un théorème, ou ne raisonne jamais sur les propriétés particulières de la figure, mais seulement sur ses propriétés générales, qui lui sont communes avec toutes les figures de même genre, visées- par le théorème ^ On n'invoque jamais, dans la démonstration, les propriétés intuitives de la figure particulière que l'on considère, mais seulement les propriétés qui résultent de sa définition ou de sa construction, c'est-à-dire des hypothèses du théorème. Kant dit que la mathématique représente « le général in concreto (dans l'intuition singulière).... par où tout faux pas
toutes les hypothèses ont été utilisées. Représentons-les en cfTet par leurs numéros et numérotons leurs conséquences; la l'* implication est :
La 2* est : (7). (3). o. (8) (B)
La 3* est : (i). (8). o : (4). (6). o. (9) (C)
Ainsi (2), (4) et (5) sont invoquées dans A, (3) dans B, et (1) dans C. De mèoie, les conséquences intermédiaires ont été employées : (6) dans C; 0)dans B; (8) dans C. La conséquence (9) est la thèse à démontrer.
1. Les empirîstes prétendent que la Géométrie ne démontre jamais ses théorèmes que sur des cas particuliers, et qu'on devrait ajouter à chaque théorème celte mention : « La même démonstration pourrait se répéter de toute autre figure analogue. » Mais si c'est la même démonstration, il est inutile de la répéter : et, d'ailleurs, elle ne peut être la même que si elle porte sur la même figure idéale et générale.
devient visible » (B. 763). Il y a là une équivoque. S'il s'agit de la méthode de TAlgèbre, il a raison de dire que les signes sensibles préservent de Terreur, comme Leibniz l'avait déjà remarqué. Mais s'il s'agit de la méthode géométrique, les figures ne peuvent, tout au contraire, qu'induire en erreur; car la prétendue « évidence » intuitive peut dissimuler une faute de raisonnement ou un postulat. Gela prouve, en passant, qu'il n'y a aucune analogie entre ces deux sortes d'intuition. Ainsi l'intuition géométrique n'est pas, tant s'en faut, une garantie de vérité ou du moins de rigueur logique. On peut raisonner juste sur une figure inexacte ou même fausse; on peut mal raisonner sur une figure bien construite, car on peut invoquer une propriété vraie, mais empirique^ qui ne résulte pas des définitions ou des hypothèses. Qu'est-ce à dire, sinon que rinluilion ne doit avoir aucune part réelle dans les raisonnements géométriques, et que ceux-ci, pour être rigoureux, doivent être purement logiques? Un appel à l'intuition (cette intuition fût-elle a /^^ non) ne se distingue pas, en bonne méthode, d'une constatation empirique, et n'a pas plus de valeur. On peut déterminer le nombre ic en mesurant le contour d'un cercle matériel; Archimède, dit-on, a trouvé la quadrature de la parabole en pesant des lames taillées suivant cette courbe; ce sont là des procédés évidemment étrangers à la méthode mathématique, mais ils ne le sont pas plus que ne le serait un appel à l'intuition*.
Dira-t-on que les raisonnements géométriques portent, non
i. Nous avons déjà fait valoir contre Kant certains arguments que Ton emploie d'ordinaire contre les empiristes. C'est qu'en effet il n'y a pas de différence essentielle entre la thèse qui fait reposer les vérités géométriques sur l'intuition empirique et celle qui les fait reposer sur une intuition a priori. C'est toujours l'intuition qu'on invoque, c'est-à-dire la représentation singulière d'une figure unique et parfaitement déterminée. Kant lui-même nous autorise à assimiler les deux sortes d'intuition, quand il dit : « Je construis un triangle, en représentant l'objet correspondant à ce concept, soil parla ^eule imagination dans l'intuition pure, soit d'après celle-ci (l'imagination) sur le papier dans l'intuition empirique, mais les deux fois entièrement a priori^ sans en avoir emprunté le modèle à une expérience quelconque » (B. 741). Nous avons donc le droit d'assimiler le triangle représenté dans l'imagination au triangle tracé sur le papier. (Cf. B. 65.)
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sur des images, mais sur des schëmes? Gela résoudrait la difficulté, car, tandis que les images sont particulières, les schèmes sont généraux comme le concept lui-même; Kant dit que nos « concepts sensibles purs » (c'est-à-dire les concepts géométriques) reposent, non sur des images, mais sur des schèmes, parce qu'aucune image ne peut être adéquate au concept de triangle ni atteindre à sa généralité (B. 180). Mais, d'abord, celle théorie paraît difficile à concilier avec l'assertion répélée que la mathématique construit ses concepts in concreto (B. 743), qu'elle considère le général dans le singulier (B. 742). Cependant on lit au même endroit : « La figul*e singulière qu'on a dessinée est empirique, et cependant elle sert à exprimer le concept malgré sa généralité, parce que dans cette intuition empirique on ne regarde jamais que Tacte de la construction du concept, auquel sont tout à fait indifférentes bien des déterminations, comme la grandeur des côtés et des angles, et par suite on fait abstraction de ces diversités, qui ne changent pas le concept du triangle » (B. 742). Ce passage prouve que Kant a vu la difficulté, mais non qu'il l'ait résolue*. Car de deux choses Tune : ou bien l'on raisonne sur la figure singulière (dans l'intuition aprloriou empirique, peu importe), et alors le raisonnement manque complètement de généralité; ou bien on raisonne sur le schème général dont cette figure n'est qu'une
1. De même on peut trouver des passages où il semble reconnaître que l'entendement est la source des vérités géométriques, ou du moins que l'unité synthétique de l'espace est d'ordre intellectuel (B. 160, noie; cf. Prolégomènes^ § 38). Mais on ne voit pas comment cette concession à Tintellectualisme est compatible avec sa thèse constante, que lesjugemenls synthétiques a priori ne sont possibles qu'en tant que fondés sur une intuition. Cette concession même vient de ce que, selon Kant, la gcon élrie considère l'espace géométrique, non comme une simple forme de i'iutuition, mais comme un objet (B. 160, note); mais elle parait contredite par un autre passage : « L'espace est simplement la forme de riotuition externe (intuition formelle), mais non un objet réel, qui peut être perçu extérieurement » (B. 457, note). Toutes ces inconséquences proviennent de la confusion perpétuelle (fort bien mise en lumière par M. VaifliNGKR) entre la forme de l'intuition et l'intuition pure (B. 160). Il n'y a en eiïet aucune raison pour que la [forme de l'intuition soit elle-même une intuition. On pourrait peut-être résoudre par là les difficultés de la doctrine kantienne : l'espace et le temps seraient des formes d'intuition, mais des formes intellectuelles, et non sensibles.
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image, et alors on ne peut plus dire que la mathématique ne considère le général que dans le particulier et le concret. On ne peut même plus dire qu'elle le considère dans Tintuition, car un schème est un procédé général, une règle de construction, et non une construction toute faite, qui serait, de Taveu de Kant, « un objet singulier » (B. 741); et alors nous ne voyons pas en quoi il se distingue du concept, dont il partage la généralité et TindifTérence à l'égard des déterminations particulières sans lesquelles il n'y a pas d'intuition *. C'est le concept lui-même qui constitue cette règle générale de construction, étant donné surtout que les coàcepts géométriques ne sont jamais définis per genus et differentiam, mais le plus souvent per generationem. Tout produit de l'imagination est particulier, et Ton ne peut imaginer un triangle sans lui assigner une forme déterminée. Si le schème est général, il ne peut être un produit de l'imagination. Le schème est donc un intermédiaire au moins inutile entre le concept et l'image.
Dans tous les cas, si l'intuition intervient, à titre de simple auxiliaire, dans la Géométrie synthétique, elle n'intervient presque plus dans la Géométrie analytique, encore moins dans la Géométrie projective et les divers Calculs géométriques. En Géométrie analytique, on raisonne au moyen d'équations générales qui représentent indifféremment toutes les figures d'une même espèce, et si l'on a recours à l'intuition pour établir ces équations, on s'en passe complètement pour toutes les déductions qu'on en tire. En Géométrie projective, on raisonne directement sur les figures, mais en les concevant dans toute leur généralité, et en faisant abstraction de toutes leurs particularités intuitives; par exemple, on raisonnera sur la conique en général, sans avoir à spécifier l'ellipse, la parabole et l'hyperbole, et même sans pouvoir les distinguer. De même, on ne distinguera pas des droites ou des plans parallèles de droites
i. Rappelons la définition kantienne de l'intuition : c'est le mode de connaissance qui se rapporte immédiatement aux objets, et par lequel ils nous sont donnés individuellement. Cf. Logik, § ! : « Die Anschauung^ ist eine einzelne Vorstellung [i^epraesentatio singularis)^ der BegrilT eîne allgemeine.,, odcr refleclirle Vorstellung... »
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OU plans qui se coupent, c'est-à-dire qu'on néglige et que Ton considère comme indifférents ces faits d'intuition auxquels la méthode synthétique d'Ëuclide s'attache presque exclusivement. Enfin, dans les divers Calculs géométriques, on définit même les figures fondamentales comme des combinaisons algébriques de points (c'est-à-dire d'éléments indéfinissables), et Ton raisonne sur elles au moyen d'algorithmes formels analogues à celui de l'Algèbre. Dans toutes ces doctrines, on n'invoque jamais, dans les démonstrations, les propriétés intuitives des figures, et Ton n'emploie jamais ces constructions auxiliaires qui sont, en Géométrie synthétique, comme les béquilles du raisonnement; on a pu écrire des traités entiers suivant ces méthodes sans une seule figure, ce qui montre bien que l'on n'a pas besoin de l'intuition, et qu'on ne raisonne plus sur des cas singuliers *.
Dans les Prolégomènes (§ 12), Kant invoque ce fait, que Tégalité géométrique consiste en dernière analyse dans la superposition, qui est un phénomène d'intuition. Il oublie que,
1. Il est intéressant de rappeler ici l'opinion de Schopenhader sur le même sujet, car elle est manifestement dérivée de la doctrine de Kant. Schopenhauer estime que la Géométrie devrait renoncer à la prétention de démontrer ses théorèmes, et imiter l'Arithmétique, qui repose tout entière sur Tintuition du temps, sur l'acte du dénombrement. (Cf. Quadruple racine du principe de raison suffisante, § 39 : « Toute proposition géométrique devrait être ramenée à la perception intuitive, et la démonstration consisterait à faire bien clairement ressortir l'enchaînement qu'il s'agît de saisir. ») Il trouve que la méthode logique des géomètres confine à la « niaiserie » : quelle manie étrange de chercher une certitude médiate pour ce qui offre une certitude immédiate! Pour lui, la Géométrie non euclidienne est un fruit et une preuve de cet abus de la Logique, de cette rage de tout démontrer, de déduire chaque chose d'autre chose. Si Ton cherche en vain une démonstration du postulatum d'Euclide, c'est qu'on ne peut rien trouver de plus évident. La Géométrie non euclidienne est la parodie et la caricature de la méthode d'Euclide (Le monde comme volonté et comme représentation, t. II, ch. xtii; cf. t. I, § 15). Ces attaques contre la méthode des Géomètres et contre la géométrie non euclidienne jugent Schopenhauer comme mathématicien. Mais son exemple nous autorise à dire que sa conception de la Géométrie, comme fondée sur l'évidence intuitive directe, est « la parodie et la caricature » de celle de Kant. On en peut dire autant de sa conception de l'Arithmétique : « Tout nombre présuppose les nombres qui le précèdent, comme ses raisons d'être; je ne puis arriver au nombre dix que par tous les nombres qui le précèdent... >» {Quadruple racine, § 38), que Seydel a fort bien réfutée {jop. cit.).
là OÙ Ton emploie celle mélhode (dont les géomètres modernes les plus rigoureux s'absliennent totalement), on ne se borne pas à constater de visu la superposition; on démontre qu'elle doit avoir lieu, c*e6t-à-dire que les deux figures à superposer sont déterminées d'une manière univoque par les éléments donnés : de sorte que de Tidentité de ces éléments on peut conclure l'identité des figures totales. Or cette détermination univoque repose sur la définition même des figures; par exemple, du fait que deux droites ont deux points communs, on conclura qu'elles coïncident : ce n'est pas là une constatation intuitive, mais une conséquence logique de la définition de la droite; et ainsi de suite ^
Le PARADOXE DbS OBJKTS SYMÉTRIQUES.
Mais ici on peut nous objecter le fameux paradoxe des objets symétriques*. H y a des figures (à 3 dimensions) qui sont « semblables et égales » dans tous leurs éléments, et pourtant « incongruentes », c'est-à-dire qui ne peuvent coïncider : tels sont les triangles sphériques opposés, les hélices dextrorsum et sinistrorsum, les deux côtés du corps humain, les deux oreilles, les deux mains, etc. Cette différence, selon Kant, ne peut être définie ni expliquée par aucun concept, mais seulement par l'intuition, et elle prouve la nature intuitive des figures géométriques et de l'espace lui-même.
11 n'est peut-être pas inutile de remarquer, d'abord, que ce paradoxe avait été invoqué auparavant par Kant pour pruuver une Ihèse toute difTérente, et presque contraire, celle de l'espace absolu'. La diversité des objets symétriques ne pourrait s'expliquer par leurs relations internes (qui sont identiques), et ne serait concevable que parleur rapport à l'espace absolu *.
1. Cf. les recherches de Leibniz de deéerminanlibus et determinatis et de Unico (V. La Logique de Leibniz^ ch. vu, § 10).
2. Dissertation, Ht, 15, C (1770); Prolégomènes, § 13; Metaph. Afangsgrùnde der Naturwissenschaft, ch. i, Déf. Il, scolie 111.
3. Vati dem ersten Grande des Ùnterschiedes der Gegenden im Rautne (1768).
4. Comme le remarque M. VaibiiNger (II, 522, 526), cette idée feparatt
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Ainsi du même fait il a conclu d*abord à la réalité, puis à ridéalilé de l'espace. Cela fait présumer que, dans les deux cas ou tout au moins dans Tun d'eux, l'argument n'est pas probante 11 serait intéressant de rechercher comment Kant a pu employer le même argument tour à tour en des sens si divers. Nous croyons qu'on en trouverait Texplication dans son opposition à Leibniz : dans le premier cas, il soutient la thèse newtonienne de l'espace absolu contre la thèse leibnizienne de la relativité de l'espace; dans le second cas, il soutient la nature intuitive de l'espace contre l'intellectualisme de Leibniz, qui y voyait un ordre purement intelligible. Mais cette ques> lion historique et psychologique sort de notre sujet. Il s'agit de savoir quelle est la valeur de l'argument tel qu'il est présenté dans les Prolégomènes.
Nous croyons que l'argument pèche par la prémisse : « il n'y a pas là de différences intrinsèques qu'un entendement quelconque puisse seulement concevoir ». Cette prémisse suppose qu'il n'y a pas entre les éléments des figures d'autres relations que des relations de grandeur : or c'est là une erreur. Il y a aussi- des relations d'ordre, et ce sont ces relations d'ordre qui diffèrent, ou plutôt qui sont inverses dans les figures symétriques. Dira-t-on que ce sont des relations purement intuitives et logiquement indéfinissables? Ce serait encore une erreur : car toutes les relations d'ordre peuvent se définir au moyen de la Logique des relations. Au fond, deux ordres inverses l'un de l'autre correspondent à des relations converses l'une de l'autre; et la conversion des relations est une opération logique absolument indépendante de l'intuition 2. Il y a donc une différence parfaitement intelligible et purement logique entre deux figures symétriques : c'est ce que Kant néglige quand il dit qu'elles sont « semblables et égales » dans toutes leurs parties et dans
dans une phrase des Prolégomènes, où Kant affirme que dans l'espace les parties ne sont possibles que par rapport au tout.
^. C'est l'opinion de M. Vaiiîinoer (t. H, p. 527).
2. Par. exemple, on conçoit fort bien que la relation de principe à conséquence est inverse de celle de conséquence à principe, sans avoir besoin de la • construire » dans le temps ou dans Tespace.
toutes leurs relations internes; leurs parties sont bien égales (et par suite semblables), mais non pas « semblablement disposées » ; en d'autres termes, toutes les relations de grandeur sont les mêmes, mais les relations d'ordre sont inverses.
Pour préciser, voici comment, en fait, on parvient à définir progressivement les figures solides symétriques. On distingue deux sens opposés pour les segments dirigés ou vecteurs d'une même droite, et on leur fait correspondre respectivement les nombres positifs et négatifs. On distingue de même deux sens opposés pour les angles d'un même plan. Deux segments ou deux angles égaux (donc de même sens) peuvent coïncider par un simple glissement; deux segments ou deux angles symétriques (de sens contraire) ne le peuvent pas. Il en est de même pour les triangles dirigés (c'est-à-dire doués de sens) situés dans un même plan. La symétrie des trièdres est tout à fait analogue à celle des triangles; seulement la figure a une dimension de plus, de sorte que les trièdres symétriques ne peuvent coïncider par un déplacement dans l'espace à trois dimensions. Plus généralement, on distingue des segments (parallèles), des angles (d'un même plan) et des trièdres homotaxiques et antitaxiques, suivant qu'ils sont disposés dans le même sens ou en sens contraire (sur la droite, sur le plan, dans l'espace *). Or pour transformer un trièdre donné en un trièdre antitaxique, comme pour transformer un angle plan en un angle antitaxique, il suffit de changer le sens d'un de ses côtés, c'est-à-dire de remplacer une demi-droite par son opposée (de
1. Voir dans Méray, Nouveaux Éléments de Géométrie^ la définition de rhomotaxie et de l'antitaxie des segments (132), des angles (177), des angles dièdres (192), des triangles (217), des trièdres (34$), des tétraèdres (370). D'autre part, on appelle isomères les figures dont les éléments sont égaux chacun à chacun; et Ton démontre que, pour que deux figuras soient égales (superposables), il faut et il suffit qu'elles soient à la fois isomères et homotaxiques (373). Si elles sont isomères et anti taxiques, eUes sont symétriques (41S). Cela est également vrai : i^ des segments assujettis à rester sur une même droite; 2° des angles, triangles, polygones... assujettis à rester sur un môme plan; 3° des trièdres, tétraèdres, polyèdres... situés dans le même espace à 3 dimensions. Tous les cas d'antitaxie procèdent de ce fait primordial, qu'il y a deux sens contraires sur une droite, et deux sens contraires de rotation dans un plan.
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changer le signe -f- en signe — sur un des axes). Ainsi l'antitaxie peut se défînir par la simple distinction des deux sens d'un segment, et peut se réduire à l'opposition primordiale des segments positifs et négatifs sur une droite. Que cette opposition n'ait rien d'intuitif ni de propre à l'espace^ c'est ce que n'aurait pu nier l'auteur de V Essai d'introduction du concept des grandeurs négatives dans la philosophie (1763), puisqu'il prétendait ramener toutes les oppositions réelles^ même psychologiques (plaisir et douleur) et morales (mérite et démérite) à l'opposition des grandeurs positives et négatives. Si donc le paradoxe de Kant prouve quelque chose, c'est que l'espace est le substralum de relations d'ordre, et que par suite il n'est pas une grandeur pure, mais aussi et surtout un ordre, ce qui est au fond la thèse même de Leibniz que Kant croyait réfuter ^
Cette question doit être soigneusement distinguée de celle-ci, qui paraît lui avoir donné naissance* : « Pourquoi le monde réel a-t-il telle orientation plutôt que l'orientation opposée? Pourquoi, par exemple, les planètes tournent-elles de droite à gauche autour du soleil? » A une telle question il n'y a pas de réponse, parce qu'elle n'a pas de sens; et elle n'a pas de sens précisément parce que l'espace n'est pas absolu, et ne comporte pas de différences qualitatives et intuitives. Si l'espace était absolu, il devrait y avoir une raison pour que les planètes tournent de droite à gauche plutôt que de gauche à droite; mais s'il n'y a pas de raison à ce fait (et il n'y en a évidemment pas), c'est que l'espace n'est pas absolu'. Du reste, les deux sens sont indifférents et indiscernables, car si les planètes tournent de droite à gauche pour un observateur placé dans le
\. On voit ce qu'il faut penser de cette assertion de Kant, que les axiomes de la Géométrie « ne portent proprement que sur des grandeurs comme telles «• (B. 204). Cette thèse est d'ailleurs démentie par loute la Géométrie moderne, dont la plupart des axiomes portent au contraire sur Tordre et la situation. Voir par ex. D. Hilbeht, Grundlagen der Géométrie 1899).
2. Correspondance entre Leibniz et Ctarke, qui, selon M. Vaihinoer, aurait exercé une grande influence sur le développement de la pensée de Kant (II, 133, 414, 436, 50o, 530).
3. C'est ce que Leibniz soutenait contre Clarke et Newton (III, 5).
soleil la têle au N. et les pieds au S., elles tournent de gauche à droile pour un observateur placé dans la position inverse. Ainsi la distinction des deux sens est relative à la distinction du N. et du S. qui est elle-même relative; car il n'y a ni haut ni bas dans Tunivers.
On dira peut-être que, malgré tout, la différence des objets symétriques est quelque chose d'indéfinissable, et que ce qui le prouve, c'est Timpossibilité où nous sommes de la définir autrement que par référence à des cas particuliers, c'est-à-dire à rintuition : nous sommes obligés en effet de nous servir des termes de droite et de gauche, qui sont relatifs à notre propre corps, que nul ne peut définir, et qui ne peuvent être distingués que par un sentiment immédiat et inanalysable. A cela nous répondrons que cet argument porte, non plus sur la possibilité de distinguer intellectuellement les figures symétriques, mais seulement sur les moyens que nous employons pour les distinguer dans le langage, c'est-à-dire pour les désigner aux autres. Dans l'opuscule : Was heisst sich im Denken orientiren? (1786), Kant soutient qu'on ne peut s'orienter, c'est-à-dire distinguer les quatre points cardinaux, qu'au moyen du sentiment subjectif de ]&. droite et de la gauche; et il ajoute : « Je l'appelle un sentiment^ parce que ces deux côtés ne présentent extérieurement dans Tintuition aucune différence sensible » (Ed. Hart., IV, 341). Il oublie qu'il y a une différence parfaitement sensible et absolument objective entre les deux demidroites opposées qu'un point détermine et sépare sur une droite indéfinie, attendu qu'elles n'ont pas d'autre point commun. Il y a là une distinction intelligible et bien claire, et non une simple distinction de sentiment. Les dénominations de droite et de gauche ne servent nullement à les distinguer, mais simplement à les désigner verbalement. De même, nous nous servons des indications géographiques ou anthropomorphiques de nord et de sud, de haut et de bas, pour désigner les deux sens inverses d'une droile (d'un axe de coordonnées), ou de l'expression : « sens des aiguilles d'une montre » pour désigner les deux sens possibles d'une rotation sur un cercle;
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et pourtant deux droites de sens inverses, deux cercles décrits en sens inverses, peuvent être amenés à coïncider. Ainsi la nécessité pratique où nous sommes de faire appel à des données intuitives pour désigner les figures symétriques n*est nullement liée à leur incongruence, et ne prouve pas que, même dans le cas de Fincongruence, nous ne puissions pas discerner les Ogures symétriques sans recours à l'intuition.
Lks principes de là Géométrik.
Au surplus, la reconstruction logique de la Géométrie n'est pas simplement une possibilité idéale, mais un fait réalisé par les travaux des géomètres contemporains ^ Il est donc désormais établi que les démonstrations géométriques sont (c'est-àdire peuvent et doivent être) analytiques, et que la Géométrie peut et doit se déduire tout entière logiquement d'une vingtaine de postulats. Reste à savoir quelles sont l'origine et la valeur des postulats. C'est là une question encore controversée, et que la Logique formelle n'est pas compétente pour résoudre. Ce qui est sûr, c'est que les postulats de la Géométrie ne peuvent pas se déduire, comme les axiomes de l'Arithmétique, des principes de la Logique : et la preuve en est qu'il n'y a qu'une Arithmétique, tandis qu'il y a plusieurs Géomélries (logiquement possibles). Sans doute, chacune de ces Géométries se construit anabjtiquement sur un ensemble de postulats qui la caractérisent et la déterminent entièrement; chacune d'elles se présente comme un système hypothético-déductif, selon l'expression de M. Mario Pieri, c'est-à-dire comme un ensemble de propositions logiquement enchaînées qui dépendent de
i. Voir notamment Mario Pieri : / Principii délia GeomelHa dl posizione, composti in sisiema logico dediiUivo; Délia Geometna elemenlare corne sistema ipotetico deduttivo; ap. Memorie délia R. Accademia dette Scienzedi Torino, série II, t. XLVIll et XLIX (1898, 1899): ei Sur la Géométrie envisagée comme un système purement logique, ap. Bibliothèque du Congrès de Philosophie, t. III. Selon cet auteur, la Géométrie est • Tétude d'un certain ordre de relations logiques », complètement affranchie de l'inluilion, et revêtant la forme « d'une science idéale purement déductive et abstraite, comme l'Arithmétique ••
quelques hypolhèses, et qui seront vraies dans le cas et dans la mesure où ces hypothèses seront elles-mêmes vérifiées. Une fois ces hypothèses admises, la Logique pure règne dans chacune de ces Géométries; au point de vue logique, elles sont équivalentes et indifférentes. Il ne faut pas croire qu'elles soient incompatibles : elles ne le seraient que si elles portaient sur le même objet ou ensemble d'objets (un espace); mais, en elles-mêmes, elles ne portent sur aucun objet et n'en impliquent aucun, puisqu'elles sont purement hypothétiques*. Ce sont des systèmes d'implications formelles qui n'affirment pas plus leurs hypothèses que leurs conclusions. Or ces hypothèses, ce sont les postulats; ceux-ci ne font donc pas partie, à proprement parler, des propositions, des assertions qui constituent chaque Géomélrie : ils sont considérés à titre problématique comme des hypothèses gratuites (nous ne disons pas arbitraires, car il n'y a rien d^arbitraire dans les Mathématiques, en dehors des définitions,., et encore!). En ce sens, les diverses Géométries font partie des Mathématiques pures, ce sont des sciences déductives et purement analytiques, en tant qu'elles portent sur des espaces idéaux et simplement possibles. Chose curieuse, la Géométrie moderne a exactement réalisé l'idéal que Kant avait prévu et défini à vingt-trois ans, dans son premier ouvrage, alors qu'il était encore tout imprégné de pensées leibniziennes : « Une science de toutes les espèces possibles d'espaces serait sans doute la Géométrie la plus haute qu'un entendement fini pût entreprendre^. »
Mais, en un autre sens, la Géométrie cesse d'être une science analytique et une mathématique pure : c'est lorsqu'elle s'applique à un objet particulier, l'espace actuel, et en implique l'existence. A ce point de vue, il n'y a plus qu'une Géométrie admissible, et il faut nécessairement faire un choix entre toutes les Géométries logiquement possibles. D'ailleurs, d'après ce que nous avons dit, faire ce choix se réduit à choisir entre les divers systèmes de postulats qui commandent respectivement
1. Voir la phrase si caractéristique de M. Pasgh, citée p. 156, note 1.
2. Gedanken von der wahren Schàtzung der lebendigen Krafle, § 10 (1747).
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les différentes Géométries, c'est-à-dire à affirmer que tel système est vérifié par l'espace actuel oa par le monde réel : une telle affirmation est évidemment synthétique, au sens que nous avons défini, en ce qu'elle dépasse les bornes de la Logique formelle. A qui appartient-il de faire ce choix, ou qu'est-ce qui le détermine? C'est la seule question qui puisse encore donner lieu à controverse. La plupart des mathématiciens pensent que c'est l'expérience qui nous apprend quels sont les postulats qui sont effectivement vérifiés dans notre monde; les postulats seraient des lois inductives, des résumés d'innombrables expériences, et par suite la Géométrie serait une science inductive et expérimentale, la première, c'est-à-dire la plus abstraite et la plus simple des sciences physiques. Dans cette théorie, les jugements géométriques seraient simplement synthétiques a posteriori. Mais, pour d'autres, l'expérience serait impuissante, ou plutôt incompétente, à décider entre les diverses Géométries, attendu qu'une même expérience, un même ensemble de faits, pourrait se couler et s'interpréter dans les divers systèmes que nous offre la Géométrie pure. Notre choix ne serait donc pas imposé par l'expérience, mais guidé par des raisons de « commodité ». Or, comme il s'agit évidemment ici, non pas d'une commodité empirique ou pratique, mais d'une commodité intellectuelle, on peut présumer que ces raisons de « commodité », si on les précisait et analysait davantage, se réduiraient à des raisons... rationnelles, c'est-à-dire des jugements synthétiques a priori. Et ce qui semble confirmer cette présomption, c'est le caractère éminemment rationnel des deux propriétés essentielles de l'espace euclidien : 1^ là possibilité de déplacer une figure invariable sans la déformer, qui constitue en somme le principe d'identité de la Géométrie (la même figure peut exister en des lieux différents); 2° la possibilité des figures semblables, qui constitue ce que Delbœuf appelait l'indépendance de la forme et de la grandeur (la môme forme peut exister à des échelles différentes). Seulement ces jugements synthétiques a priori ne seraient pas fondés, comme le pensait Kant, sur une intuition sensible (fût-elle pure),
mais sur des nécessités ou tout au moins des convenances rationnelles, de sorte que cette thèse donnerait raison bien plutôt à rinteliectualisme leibnizien qu'à l* « inluitionisme 4 kantien.
Néanmoins, à côté de ces postulats d'un caractère intellectuel, il y en a au moins un, celui relatif au nombre dès dimensions de notre espace, qui ne parait pas pouvoir s'expliquer de la même manière, ni avoir aucune raison d*être intelligible. Il semble bien que ce soit là un fait d'intuition inexplicable et irréductible, qui s'impose pratiquement à tous les hommes d'une manière irrésistible, soit qu'il provienne de la constitution subjective de notre sensibilité, soit qu'il traduise plus ou moins symboliquement une propriété objective du monde extérieur. Si donc il y a un postulat qui paraisse juslifîer la doctrine kantienne, c'est bien celui-là. Entre les deux théories que nous venons de citer, nous n'avons pas la prétention de décider. Mais peut-être la solution la plus probable du problème est-elle intermédiaire et mixte : certains postulats seraient d'origine intellectuelle, et certains autres d'origine intuitive. L'espace serait alors, non plus une simple forme de la sensibilité, mais une forme assez complexe organisée par des principes intellectuels avec des éléments d'ordre intuitif.
Quoi qu'il en soit, tandis que l'Arithmétique dément la théorie kantienne, c'est dans la Géométrie que cette théorie a le plus de chances de subsister. Ce résultat est contraire à l'opinion d'un grand nombre de mathématiciens, qui prétendent que l'invention des géométries non euclidiennes a réfuté la doctrine kantienne; ces auteurs, apparemment peu familiers avec la pensée de Kant, croient que sa doctrine implique qu'il n'y ait qu'une Géométrie logiquement possible, ce qui est faux ; l'existence de plusieurs Géométries possibles est bien plutôt un argument en faveur de la thèse kantienne, que les jugements géométriques sont synthétiques et fondés sur l'intuition*.
1 . Cf. A. RiEHL, HelmhoUz in seinem Verhâltnis zu Kanl, ap. Zu KanVs Gedàchinis (Kantsludieriy 1904).
LES ANTINOMIES
M. RussELL^ a VU beaucoup plus juste en disant que ce qui a ruiné la philosophie kantienne des mathématiques, ce n'est pas la Géométrie non euclidienne, mais la reconstruction logique de TAnalyse, ce que M. Klein a appelé Varithmétisation des mathématiques *.
Les antinomies.
Nous ne parlerons pas ici de Tantinomie de la raison pure, non seulement parce que nous Tavons discutée ailleurs et que nous n'avons rien à ajouter ni à changer à cette discussion *, mais encore parce qu'elle n'a pas d'importance réelle pour notre sujet. Kant croyait que l'antinomie de la raison pure portait sur la nature de l'espace et du temps et confirmait la thèse de l'idéalité de ces deux formes. Mais, en réalité, les prétendues contradictions où la raison s'engagerait inévitablement en spéculant sur le monde proviennent toutes d'une notion inexacte de l'infini et des préjugés traditionnels relatifs à cette notion*; elles ont perdu toute espèce de fondement depuis que cette notion a été élucidée et rigoureusement définie. D'ailleurs, s'il est juste de reconnaître que Kant n'a pas été dupe des sophismes les plus grossiers des finitistes, il faut avouer qu'il n a pas eu de Tinfini une notion claire et constante'; car, tandis que dans Y Esthétique transcendentale il considère l'espace comme « une grandeur infinie donnée >x (A. 25, B. 39), et donnée dans une intuition simultanée, dans V Antinomie il définit l'infini par le fait que « la synthèse successive de l'unité dans la mesure d'une quantité ne peut jamais
i. The principles of mathematics^ § 149, p. 158.
2. F. Klein, Sur Varithmélisation des mathématiques , ap. GôUinger Nachrichten, 1893; trad. ap. Nouvelles Annales de mathématiques y 3' série,
.t. XVI (mars 1897).
De Vlnfini mathématique^ 2' partie, liv. IV, ch. iv
4. C'est ce qu'a montré notamment W^undt : KanVs kosmologische Antinomien und das Problem der Unendlichkeit^ ap. Philos. Studien, t. Il (1885).
5. Il faut signaler, cependant, qu'une fois au moins il a trouvé la juste définition de l'infini : « L'infini est ce qui n'est pas diminué par la soustraction d'une partie finie ». Allgemeine Naturgeschichle und Théorie des Himmels (1755), comm* de la 3* partie (Hartenstein, l, 332). Malheureusement il ne s'y est pas tenu.
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être achevée » (A. 430-32, B. 468-60; *. On retrouve ici rimmixtioQ malencontreuse et illégitime de Tidée de temps, soit dans le nombre, soit même dans la grandeur. On peut donc dire que Kant introduit lui-même dans la notion d*infini la contradiction qu'il croit y découvrir, et lui retourner le reproche qu'il adressait avec raison aux Hnitistes de son temps (et de tous les temps) : « Confingunt nempe talem inûniti definitionem, ex qua conlradictionem aliquam exsculpere possint^ ». Dans tous les cas, les antinomies procèdent, non des notions propres de l'espace et du temps, mais uniquement de la notion de Tinfini qu'on leur applique; on ne peut donc rien en conclure touchant l'idéalité de l'espace et du temps. On ne peut en conclure, selon nous, qu'une chose : c'est que Kant s'est fait un concept contradictoire de Tinfini, parce quUl introduit arbitrairement la notion de temps dans le nombre et dans la grandeur ; c'est par conséquent une réfutation indirecte de sa philosophie des mathématiques^.
i. Cf. Vaihikger» Commentent, t. II, p. 253-261 : Excurs sur « l'espace grandeur infinie donnée ». Cette contradiction est fort voisine de cette autre, remarquée par P. Schrôder {Kants Lehre vom Baum, Halle, 1894) : dans l'Esthétique transcendentale (§ 2, n** 3), Kant dit que l'espace est antérieur à ses parties; mais ailleurs (Â. 162, B. 203) il dit que la grandeur extensive est celle dont les parties sont antérieures au tout, et que l'espace est une telle grandeur.
2. De'jnundi sensibilis atque inteUigibilis forma et principiis (1770), éd. Hartenstein, t. IL p. 396 note; cf. A. 430, B. 458. Le contexte de cette note confirme complètement notre interprétation, & savoir que la seule raison des antinomies est le caractère successif attribué à la synthèse des nombres et des grandeurs, laquelle par suite ne peut être achevée « en un temps fini ». Kant ajoute que c'est là une nécessité « subjective » de l'entendement « humain », qui n'entraîne nullement que l'infini soit inintelligible en soi (c'est-à-dire contradictoire). Le concept d'infini, dit-il encore, est irreprésentable, en tant que contraire aux lois de l'intuition, mais non impossible, c'est-à-dire contraire aux lois de la pensée. Toute difficulté disparaît donc, si l'on admet, contrairement au postulat fondamental delà Critique, que la pensée n'est pas nécessairement confinée dans le domaine de l'intuition.
3. Bien des auteurs ont déjà observé que les antinomies ne prouvent pas l'idéalité du monde extérieur, car ces prétendues contradictions restent les^mêmes, que le monde soit idéal ou réel (Voir par exemple Wundt, op. cit.). Ekhardt a fait à ce sujet une remarque ingénieuse et d'une logique fort juste : Si le fondement des antinomies était réellement l'hypothèse de la réalité du monde, cette hypothèse devrait figurer dans la démonstration des thèses et des antithèses, ce qui n'a pas lieu {Kritik der kantischen Antinomienlehre, Jena, 1888).
Conclusions.
En résumé, les progrès de la Logique et de la Malhémalique au xi\^ siècle ont infirmé la théorie kantienne et donné raison h Leibniz. Si Kant séparait et opposait entre elles la Logique et la Mathématique, c'est qu'il avait une idée trop étroite de Tune et de lautre. On connaît l'opinion qu'il avait de la Logique : cette science n'avait pas, selon lui, fait un seul pas depuis Aristote (B. viu), et n'en avait plus un seul à faire, car elle avait atteint dès l'origine une perfection qu'elle devait à sa « limitation ». On sait aussi quel éclatant démenti les logiciens modernes devaient inQiger à cette opinion. Sans doute, Kant ne pouvait pas prévoir la renaissance de la Logique au xix"" siècle ; mais il aurait pu du moins être plus juste pour les ciTorts de ses prédécesseurs, c'est-à-dire de Leibniz et de son école, qui avaient essayé de dépasser le cadre artificiel et restreint de la Logique aristotélicienne. Au lieu de continuer ce mouvement et de collaborer à ce progrès avec ses puissantes facultés, Kant s'est montré en Logique formelle ultra-conservateur, pour ne pas dire réactionnaire : il s'est contenté de critiquer la « fausse subtilité des quatre figures du syllogisme » et de simplifier la Logique scolastique, et il ne parait pas s'être jamais douté que celle-ci eût besoin d'être élargie et approfondie *. Gela est d'autant plus étonnant, que la Logique formelle était, de son propre aveu, la base nécessaire de la Logique transcendentale ; c'est « la même fonction » qui forme les jugements et subsume les objets sous les catégories; c'est « le même entendement », « par les mêmes actions », qui produit, d'une part, l'unité analytique dans les concepts, et d'autre part l'unité synthétique dans l'intuition (A. 79; B. 104-105)*. Il semble donc que Kant eût dû, avant toute chose, analyser avec le plus grand
1. Cf. Stexikelhacher : Die formais Logik KanVs in ihrèn Beziehungen zur transscendentalen (Breslau, 1879).
2. Dans le § 26 de la Critique, Kant affirme « la coïncidence complète des catégories avec les fonctions logiques générales de la pensée » (B. 159). Cf. W. ScHUPPE : Das Verhàllniss zwischen KanVs formater und Iransscen^ dentaler Logik, ap. Philos, Monatshe^le, t. XVI (1880).
soin les opérations logiques de Tesprit et les divers modes de déduction, suivant la méthode positive préconisée et pratiquée par Leibniz, à savoir par Tétude des formes du langage et de la pensée scientifique. Au lieu de cela, il s*est contenté d*emprunter à la vieille Logique scolastique des formules surannées et un cadre tout fait, et d'adopter la classification traditionnelle des jugements \ en la complétant par de fausses fenêtres pour les besoins de la symétrie ^ Et quand on sait quel usage, ou plutôt quel abus il a fait de ce cadre étroit et rigide, quand on le voit calquer sur lui le tableau des catégories et celui des principes, puis couler tour à tour toutes ses théories dans ce moule uniforme et le transformer en un lit de Procuste où elles doivent entrer bon gré mal gré, bien plus, s'en servir comme d'un guide et d'un moyen d'invention, on reste coufondu à la pensée que le grand critique a accepté sans critique le fondement de tout son système, qu'à l'édifice majestueux (mais trop artificiel et trop symétrique) des trois Critiques il manque le soubassement indispensable, à savoir une Logique moderne et vraiment scientifique, et qu'en un mot, le colosse d'airain a des pieds d'argile.
D'autre part, Kant concevait, avec tous ses contemporains, les mathématiques comme les sciences du nombre et de la grandeur, et même, plus étroitement encore, comme les sciences de l'espace et du temps, et non pas comme une science ou plutôt une méthode purement formelle^ comme un ensemble de raisonnements déductifs et hypothétiquement nécessaires. Ici encore, on ne saurait lui reprocher de n'avoir pas prévu l'avenir, encore que, sur ce point aussi, Leibniz ait vu plus clair et plus loin que lui, et ait conçu fort nettement la Mathématique universelle, et plus spécialement TAlgèbre universelle (qu'il appelait la Caractéristique) comme applicable à toutes
Empruntée kVOrganon de Lambert (Steckelmacher, op. cit
2. F. Erhardt {Kritik der Kantischen Antinomienlehre^ Jena, 1888) remarque et blâme ce goût de Kant pour V arc hi tectonique, et lui attribue l'invention des antinomies de la raison pratique et de la faculté de juger, qui lui paraissent des pendants artificiels à l'antinomie de la raison pure.
les formes possibles de déduction. Mais ces anticipations géniales étaient encore inconnues ou méconnues, et passaient alors pour des rêves d'utopiste. Au temps de Kaut, les principes de l'Analyse étaient encore obscurs, le Calcul infinitésimal n'avait pas encore été logiquement construit et purgé de la notion mystérieuse d'infiniment petit (que certains Kantiens ont si étrangement interprétée); Gauss ne savait pas encore si Ton devait admettre les « quantités » imaginaires, qui sont devenues la base indispensable de l'Analyse, et c'est en 1806 seulement qu'Argand en trouvait la première interprétation satisfaisante. Pendant longtemps encore, on s'est demandé si ces entités bizarres et paradoxales (contradictoires même pour quelques-uns) étaient des « nombres » ou des « grandeurs ». Ce n'est que peu à peu, à la suite de Tinvention du calcul barycentrique de Môbius, du calcul des équipollences de Bellavitis, -du calcul géométrique de Grassmann, des quaternions de Hamilton, de la Géométrie projective de Slaudt, de la théorie des ensembles, de la théorie des substitutions et des groupes, enfin du calcul logique de Boole, qu'on est parvenu à concevoir que la mathématique n'est pas liée à une nature particulière d'objets, mais est une méthode générale de démonstration et d'invention. C'est précisément Boole qui a le premier « réalisé » cette idée, et l'a formulée dans cette phrase lapidaire : « Il n'est pas de l'essence des mathématiques de s'occuper des idées de nombre et de quantité *. » Aussi l'on a pu dire, sans trop de paradoxe, que la mathématique pure a été découverte par Boole ^ Et puisque nous célébrons des anniversaires, il nous sera permis de remarquer que le centenaire de la mort de Kant est le cinquantenaire de la mathématique pure; ce qui excuse suffisamment Kant de n'avoir pas connu celle-ci.
En somme, toutes nos critiques reviennent simplement à constater ce fait notoire, que depuis un siècle la Mathématique
Laws of Thouffht, Préface, p
2. B. RussELL, Récent work on the principles of maihematics, ap. The hiternaiional Monlhly^iu'ûlei i90i (p. 83).
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a fait des progrès immenses et imprévus, non seulement dans le sens de Texlension et des applications, mais dans le sens des principes et de leur approfondissement, et que ces progrès constituent nécessairement un gaiç pour la philosophie; de sorte que s'en tenir, sur les mathématiques, aux théories et aux formules de Kant serait tout bonnement retarder d'un siècle. Nous laissons à ses disciples le soin de rechercher ce qui peut subsister de sa théorie de la connaissance, dont sa philosophie des mathématiques parait bien être une pièce essentielle *. On lui a même reproché d'avoir fait reposer ?a théorie de la connaissance trop exclusivement sur la considé- Uon des mathématiques, d'avoir pris celles-ci pour type unique de la science rationnelle et d'avoir ainsi donné à sa Critique une base trop étroite. Ce reproche nous parait justifié, mais en un autre sens que ne l'entendent ses auteurs. Si la base de la Critique est trop étroite, ce n'est pas parce qu'elle est empruntée aux mathématiques, mais parce qu'elle est empruntée à une conception insuffisante et périmée des mathématiques. 11 est vain d'espérer qu'on pourra tirer de l'étude des sciences de la nature des lumières nouvelles sur la constitution de l'esprit; car c'est méconnaître le caractère formel de la mathématique et son applicabilité universelle : elle est la véritable Logique des sciences de la nature, et il n'y a pas de Logique possible en dehors d'elle. Sans doute, elle devra toujours s'étendre davantage, s'assouplir et se compliquer pour se prêter à l'élaboration rationnelle de théories nouvelles; mais toute science doit nécessairement revêtir la forme mathématique, dans la mesure même où elle devient exacte, rationnelle et déductive ^. La science est une, comme l'esprit; et de même qu'il n'y a pas de
1. Selon ZiMMEHHANN {op. Cit.), « le préjugé mathémalique de Kant » (à savoir cette thèse que les jugements mathématiques sont synthétiques) « est la racine de la Critique ». Cf. la phrase du même auteur que nous avons prise pour épigraphe; et Kuno Fischer, III, 284 : * der Punkt wo die kritische Philosophie einselzt, isl die richtige Einsicht in die wissenschaflliche Natur der Mathematik ».
2. Comme Kant le dit lui-même dans les Principes métaphysiques de la Science de la Nature^ Préface.
eomparlîmenls et de cloisons étanches dans Tesprît, il n'y a pas entre les sci«*nces d'hiatus ou de sauts qui bornent la juridiction d'une Logique et justifient l'introduction d'une autre Logique. Il n'y a qu'une Logique, la Logique de la déduction, dont les méthodes dites inductives ne sont qu'une application, parce qu'il n'y a qu'une seule manière d'enchaîner les vérités d'une manière formelle et nécessaire *. Seulement cette Logique n'est plus la pauvre, mesquine et stérile Logique scolastique; elle est coextensive aux Mathématiques, et susceptible, comme elles, d'un développement indéfini.
Loin donc de reprocher à Kant d'avoir été trop mathématicien et trop logicien, nous lui reprocherions au contraire de ne pas l'avoir été assez, en un mot, de n'avoir pas été assez rationaliste. En général, il est imprudent et téméraire de prétendre limiter le domaine et la compétence de la pensée, et de lui dire : « Tu n'iras pas plus loin. » Tous les philosophes qui ont essayé ainsi de tracer des frontières à la science ou des démarcations entre les sciences ont été tôt ou tard réfutés par les progrès incessants de nos connaissances. C'est en ce sens que la maxime tant discutée de Leibniz est profondément juste : les systèmes sont vrais par ce qu'ils affirment, et faux par ce qu'ils nient. Kant a trop cherché à distinguer et à délimiter les facultés de l'esprit, à les parquer dans des cases bien étiquetées; son système, d'une symétrie artificielle et voulue, donne l'impression étouffante d'une construction finie et close de toutes parts : il ressemble au système du monde des anciens, avec ses cieux de cristal superposés; il ne laisse pas de place à l'extension irrésistible des sciences, c'est-à-dire à l'avenir et au progrès. Enfin Kant a manqué de confiance dans le pouvoir et la fécondité de l'esprit humain. Il a été trop préoccupé de circonscrire minutieusement le champ de la pensée, de subordonner la raison spéculative à la raison pratique, de borner et même de « supprimer le savoir pour faire place à la foi » I B- xxx). Mais la raison a pris sa revanche, en brisant les
Cf. La Logique de Leibniz, p
cadres rigides et les formules scolastiques où il avait cru renfermer pour toujours *.
P,-S, — Au moment de mettre sous presse, nous prenons connaissance du mémoire de M. Huntington : The continuum as a type of order; an exposition of the modem theory. With an appendix on the transfinite numbers, publié dans les Annals of Mathematics, 2® s., t. VI, n« 4, et t. VII, no 1 (juillet-octobre 1905). C'est un exposé très élémentaire, très clair et tout à fait didactique (illustré de nombreux exemples) de la théorie des ensembles ordonnés, et de la définition du continu par des propriétés purement ordinales. On y trouve aussi des notions sommaires touchant les suites normales (ensembles bien ordonnés) et les nombres infinis ordinaux et cardinaux,
1. Nous nous sommes abstenu à dessein de répéter ici les considérations d'ordre historique que nous avons indiquées dans notre exposé : Kant et la Mathématique moderne^ ap. Bulletin de la Société française de Philosophie, séance du 20 mars 1904. — Depuis que ce mémoire a été publié, nous avons trouvé des conclusions tout à fait semblables chez M. Josiah RoYCB, KanVs doctrine of the basis of mathematics, ap. Journal of Philosophy, Psychology and scientific methods, t. II, n* 8 (avril 1905), et chez M. Maxime Bôcher, The fundamental conceptions and methods of mathematics, ap. Bulletin of the American Mathematical Society, t. XI, n** 3 décembre 1904).
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— « Les jeux des enfants. -2* édit. 1908.
RAGEOT (G.), agrégé de philosophie. Les savants et la philosophie. 1907. REGNAUD (P.), professeur à l'Université de Lyon. Logique évolutionniste. 1897.
— Gomment naissent les mythes. 1897.
RENARD (Georges), prof, au Collège de France. Le Régime socialiste, 6* éd. 1907. RÈVILLE (A.). Histoire du Dogme de la Divhiité de Jésus-Christ. 4* édit. 1907. REY (A.), chargé de cours à l'Université de Dijon. «L'Energétique et le Mécanisme. 1907. RIBQT (Th.), de l'Institut, professeur honoraire au Collège de France, dîroclour de la JHevwa
philosophique. La Philosophie de Schopenhauer. 12* édition. '— « Les Maladies de la mémoire. 21* édit.
— « Les Maladies de la volonté. 25* édit.
— « Les Maladies de la personnalité. 14* édit.
— « La Psychologie de l'attention. 10* édit.
RICHARD (G.), professeur à l'Univ. de Bordeaux. « Socialisme et Soiehce sociale. S*" t«. HICIIET (Ch.), prof, à l'Univ. de Paris. Essai de psychologie générale. 8* édit. 1910 ROBERTY (E. de). L'Agnosticisme. Essai sur quelques théories pessimistes do la coii b^ sance. 3* édit.
— La Recherche de l' Unité. 1893.
-- Le Psychisme social. 1896.
•^ Les Fondements de l'Éthique. 1898.
^ Constitution de l'Étliique. 1901. ~
•» Frédéric Nietzsche. 3« édit. 1903.
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ROEHRICH (E.). * L'attention spontanée et volontaire. Son fooclionnement, ses lois, son
emploi dans la rie pratique. [Rêcompenté par Vlnsdtui.) 1907. ROGUES DE FURSAC (J,). Un mouvement mystique contamporalu. Le réreil religieux an
Pays de Galles (1904-1905). 1907.
ROISEL. De la Sobstance.
— L'Idée splrltaaUste. 2« «dit. 1901.
R0USSEL-DESPIERRB3. Lldéal esthétique. Philotophiê de la Bmuté. 1904. RZEWUSEI (S.). L'optimisme de Schopenhaoer. 1906. 8CH0PENHAUER. * Le Fondement de la morale, trad. par A. Bardeau. 10* édit.
— * Phflosophle et PMlosophes. trad. Dietrich, 1907.
— * Le UbTe' Arbitre, trad. par M. Salomon Refnaeh, de l'Iostitut. 11* édit. 1909.
— Pensées et Fragments, avee intr. par M. J. Bourdeau. 23* édit. — '^^ ÉorlTalns et Style, traduot. Dietrich. 2* édit. 1908. (Parerffa et paralipomenai).
— '*' Sar la Re^glon, Ic/idnot. Dietrich. S* édit. 1908. id.
— * Ethlqne, droit et politique. 1908, traduct. Dietrich. id. SOLLIER (D' P.). Les Phénomènes d'Antoscople, avec fi g. 1903,
— * Essai orltlqae et théorique snr l'Association en psychologie. 1907. SOURIAU (P.)j professeur à l'UniTersité de Nancy. * La Rêverie esthétique. 1906. STUART MILL. * Auguste Comte et la Philosophie positive. 8* édit. 1907.
— * L'Utilitarisme. 6« édit., revue, 1910.
— Correspondance inédite avec Chut. d'Eiohthal (1828-1842) — (1864-1871). ~ La Liberté, avant-propos, introduction et traduct. par Dupont- White. 3* édit. 8ULLY PKUDHOMME, de TAcadémie française. * Psychologie du libre arbitre suivi de
BifinitionB fondamentales dea idée» les pltu générale» et des idées les plus abstraites. 1907
— et Ch. RICHET. Le problème des oauses finales. 4* édit. 1907. SWIKr. L'étemel Conflit 1907.
TANON (L.). * L'Évolution du Droit etia Conscience sociale. 2* édit. 1906. TARDE, de l'Institut. La Criminalité comparée. 6* édit. 1907. " * Les Transformations du Droit. 6* édit. 1909. ~ * Les Lois sociales. 5* édit. 1907.
TAUSSAT (J.). Le monisme et l'animisme, 1908.
TIIAMIN (R.), recleur de l'Acad. de Bordeaux. * Éducation et Positivisme. 3* édit. 1910. THOMAS (P. Félix), docteur es lettres. * La Suggestion, son rôle dans l'éducation. 4* édit. 1907
— * Morale et Éducation, S* édit. 1905.
TISSIÉ. Les Rêves, avec préface du D' Asam. 2« éd. 1898. WUNDT. Hirpnotisme et Suggestion. Étude critique, trad. Keller. 4* édit. 1909. ZELLER. Christian Banr et l'École de Tubingue, trad. Ritter. ZIEGLER. La Question sociale est une Question morale, trad. Palante. 3* édit.
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VOLUMES IN-S, BROCHÉS à 3 fr. 75, 6 fr., 7 fr. 50, 10 fr., 12 fr. 50 et 15 fr.
Ouvrages parus en 1909 :
BOEX-BOREL (J. H. Rosny aine). Le Phiralisme 5 fr.
CYON (K de). Dieu et Science 7 f r. 50
DUGAS (L.), docteur es lettres. * Le Problème de l'Éducation. Essai de solution par la
eriiique des doctrines pédagogiques 5 fr.
EBBINGHAUS (H.), prof, èi TUniversité de Halle. Précis de psychologie. Trad. de l'aile.
maod par G. Raphaël '. . 5 fr.
FOUILLÉE (A.), de l'Inslitut. Le socialisme et la sociologie réformiste 7 fr: 50
HëB [aNT (F.) et Y AN DE WAELE (A.).'*^Les principales théories de la logique contem-
po due. (Récompensé par Tlnstitut) .\ .^ 5 fr.
HUfi ax (H.) et MAUSS (M.), directeurs adjoints à TÉcole pratique des Hautes Éludes.
ll< iges dmstoire des religions. {Travaux de T Année sociologique publiés sous la diree-
tio le M, Emile Durkheim) 5 fr.
^L (Ch.), agrégé de philos., doct. es lettres. Les sentiments esthétiques 5 fr.
LEB OND (M.-A.). ♦ L'Idéal du XIX* siècle 5 fr.
LEC ALAS (G.). Étude sur l'espace et le temps. 2* édit. revue et augmentée 5 fr.
1*EV -BRUHL jL.), professeur à la Sorbonne. Les fonctions mentales dans les sociétés
lui eures {Travaux de /'Année sociologique publiés sous la direction de M. Emile
Ih heim) , 7 fr. 50
UiH tQso (G.). L'homme de génie, avec planches. 4* édit 10 fr.
6 FEUX ALCAN, ÉDITEUR, 408, BOULEVARD SAiNT-GERMAIN, PARIS (0'»)
Suite des ouvrages parus en 1900.
M ATAORIN (A.). lA psychologift sociale, de Gabciel Tarde 5^.
NAVILLE (Ermbst). Les systèmes de phllosopUe ou les philosophiea affirmatives 7 fr. 50
NORDAU. Le sens de l'histoire. Trad. Jankelx vitcu 7 fr. 50
NOVICOW (J.). U critique du Darwinisme social 7 fr. 50
PIAT (C), prof, à rindLiLul oalhoUque. La morale du bonheur 5 tr.
RODRIGUES (G.), dootear es leltres, agrégé de philosophie. Le problèmeide l'action. 3 fr. 75 SCHILLER (F.), professeur à Corpus Chrinti collège (Uuir«rsité d'Oxford), '^études sur l'humanisme, Trad. D' S. Jamkclbvitch ...^ 10 fr.
SCHINZ (A.), profieseeur à l'Univei'silé de Bcyn Mawr (Penây Uanie). Anti.^aj3fnfttl|gia. Bxamen des droits respectifs de V aristocratie inteUectueUs et de la démoeralie-^ûciale. 5 £r.
SOLLIER (Dr P.) . Le doute . Étude de psyohologie affècUoe. 7 fr. 50
SOURIAU (P.), professeur à rUniversité de Nancy. La suggestion dans l'art. /S* édit. 5 fr. SULLY PRUDHOMME, de l'Académie française. Le lien social publié'pftr G. Hémoh. 3 fr. 75 TISSERAND (P.), docteur es lettres, professeur au lycée OLarlemague. "^ L'iuithropologie de
Maine de Biran ».<..*. 10 fr.
UDiNE(Je«B d')« VartHlageste , 5 fr.
, Préoôdemmeiit imbliéiB :
ADAM, recteur de l'Académie de Nancy. * La Philosophie en Franoe (premièite moitié du
XIX» siècle) * ., ♦ , ... 7 fa. 50
ARRÉAT. * Psychologie du Peintre ^ 5 £t
AUBRY (D' P.). La Contagion du Meurtre. 3» édit. 1896 5 fr.
BAIN (Alex.). La Logique iBduetiT« et dôductive. Trad. Comçayré. 5* édit. 3 vol 20 fr,
BALDWIN (Mark), professeur à rUniveesilô de Princeton (Etals-Unis). Le Développement
mental chez l'Enfant et dans la Race. Trad. Nourry. 1$97.. ......«, 7 fiw 50
BARDOUX (J.). * Essai d'une Psychologie de l'Angleterre oontemporalna. Les. crises bel-
liqueuses. {Couronné par l'Académie française). 1906. 7 fr. 50
•^ Essai d'une PsiFOhologie- de rAngleterre contemporaine. Les crises politiques. Protectionnisme et Radicalisme. 1907 5 fr.
BARTHÉLEMY-SAINT-HILAIRE, de l'instilut. La Philosophie dans ses Rapports ave&lfis
Sciences et la Religion 5 fr.
BARZELOTTI, prof, à l'Uoiv. de Rome. * La Philosophie de H. Talne. 1900 7 fr. 50
BAYET (A.). L'Idée de Bien. Essai sur le principe de l'art moral ralionoel. 190S.. 3 £r. 75 BAZAILLAS (A.), docteur es lettres, prof, au lycée Condorcet. * La Vie personnelle. 1905. 5 fr*
— MiiRlqua etlnoonsclence. IntroductioTi à la psychologie de Vinconscient. 1907.... 5 ùf, BELOT (G.), prof, au lycée Louis-le-Gran(f. Études de Morale positive. fi2tfcomp£n£^ par
l'Institut.) 1907 7 fr. 50
BERGSON (H.), de l'Institut. ♦ Matière et Mémoire. 5« édit. 1908 5 fr.
— Essai sur les données immédiates de la oonsclence. 7* édit. 1909 3 fr. 75
— * L'Évolution crte,trtce. 5* «dit. 1909 .- , ..,..,.. 7 fr. 50
BERTHELOT (R.), membre de l'Académie de- Belgique; * ÉvolnUonaisme et Hatoaisme.
1908 5fr.
BERTRAND, prof, à l'Université de Lyon, ♦ L'Enseignement Intégral. 1898 5 fr.
— Les Études dons: la démocratie. 1900; 5 &.
BINET (A.). ,* Les Révélations de l'écriture,, avec 67 grav 5 fr.
BLOCH (L.), docteur es lettres, agrégé de philos. * La Philosophie de Newton. 1908. 10 fr.
BOIRAC (Emile), recteur de l'Académie de Dijon. ♦ L'Idée du Phénomène. . . .^ 5 fp.
-«-'*' La Psychologie inconnue. Introductiea et contribution à l'étude egcpârànenlale d^s
scieuïies psychique?, 1908 * . . ^.. . 5 fr.
BOUGLÉ, chargé de cours à la Sorboune. * Les Idées égalitaires. S* édit. 1908... 3 fr. 75
— Essais sur le Régime des Castes. {Travawp de TAnuée sociologique pti^itér aoue la direction de M. Emile Durkheim), 1908 .". 5 ffe
BOURDEAU (L.). Le Problème de la mort 4« édit. 1904 5 fr.
— Le Problème de la vie. 1901 7 fr. 50
BOURDON, piKil. à l'Univ. de Rennes. ^ L'Expression de» émotioas. 7 f r 50
BOUTROUX (£.)., de l'Institut. Études d'histoire de la phUosophie. 3* édit. 1908. 7 fi 50 BRAUNSCHVIG, docteur es lettres. Le Sentiment du beau et le sentiment poétii i^
BRAY (L.).Du Beau. 1902 .- ;..; fr.
RROCHARD (V.), de J'Institat. Q* l'Erreur.. 2» édit. 1897 fr.
BRUNSCIIVICG (E.), maître de conférences à la Sorbonne. La Modaiitè dn Jugement. î tc^
— * Spinoza. 2« édit. 1906 3 f i 75
CARRAU (Ludovic), prof, à la Sorbonne, Philosophie religieuse en Angleterrok ' fe.
CHABOT (Ch,), prof, à l'Univ. de Lyon. * Nature et Moralité. 1897 fr.
CHIDB (A.), agrégé de philosophie. * Le. Mobillsme moderne.. 1908 fr.
ÇÈ^Y (R.}. * L'Alternative, ContrilmHon à la PeychohgiB, «• édi*« EK
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COLLINS (Howard). <^ La Philosophie de Herbert Spencer, i" édU. 1904 10 fr.
CONSENTINl (F.). ÎA Soolologie génétique. Pensée et vie sociale préhist. 1005.. 3 fr. 75 COSTE. (Ad.). Les Principes d'une sociologie objective 3 fr. 75
— L'Expérience des peuples et les prévisions qu'elle autorise. 1900 10 fr.
COUTUi^ AT (L.). Les Principes des Mathématiques. 1906 5 fr.
CRÉPIEUX-JAMIN. L'Écriture et le Caractère. 5« édit. 1909 7 fr. 50
CRESSON, docteur es lettres, prof, au lycée St- Louis. La Morale de la raison théorique.
1903 5 fr.
DAURIAC (L.). * Essai sur l'esprit musical. 1904 5 fr.
DELACROIX (H.), mattre de conf. À la Sorbonne. * Études d'Histoire et de Psychologie
du Mysticisme. Les grands mystiques chrétiens . 1908 10 fr.
DE LA GRASSERIE (R.), lauréat de l'Institut. Psychologie [des religions. 1899 5 fr.
DELBOS (V.), professeur ac^oint à la Sorbonne. La philosophie pratique de Kant. 1905.
(Oarrage couronné par l'Aoedémie française) , 12 fr. 50
DELVAILLE (J.), agr. de philosophie. * La. Vid sociale et l'éducation. 1907. (Récompensé
par riuBtilut) 3 fr. 75
DELVOLVE (J.), maître de conf. à l'Unir, de Montpellier. * Religion, critique et philosophie positive chez Pierre Bayle. 1906 7 fr. 50
DRAGUICESCO (D.), prof, à l'Université de Bucarest. L'Individu dans la détermioiame social 7 fr. 50
^*Le problème de la oonsoieaoe. 1907 3 (r. 75-
DUMAS (Q.), professeur adjoint à la Sorbonne. Pfyobolegie de deux messies positivistes. Saint-Simon et Auguste Comte. 1906 5 fr.
DUPRAT (Q.-L.), docteur es lettres. L'Instabilité mentale. 1899. 5 fr.
DUPROIX (P.), Doyen de la Faculté des lettres de Genève. Kant et Fièhte et le problème de rèdaoatlon. 2« édit. (Cour, par l'Acad. franc.) 5 fr.
DURAND (de Gros). AperçoB de Taxinomie générale. 1898 .- 5 ùr.
— Nouvelles Recherches sur l'esthétique et la morale. 1899 5 f r»
— Variétés philosophiques. 2* édit. revue et augmentée. 1900 5 fr.
DURKHEIM (E.),prof. à la Sorbonne. '•^ Do la divisioadu travallsocial. 2«édil. 1901. 7 fr. 50
— Le Suicide, étude sociologique. 1897 7 f r. 50
— * L'Année sociologique : 10 années parues.
1«"« Année (1896-1897). — Doukheim : La prohibition de l'inceste et ses origines. — G. SiMMBL : Comment les formes sociales se maintiennent. — Analyses des travaux de
sociologie publiés du i** juillet 1896 au 30 juin 1897 10 fr.
3* Année (1897-1898). — Dcrkhkim : De la définition des phénomèoes religieux. — Hubert
et Mauss : La nature et la fonction du sacrifice. — Analyses « 10 fr.
3* Année (1898-1899). — Ratzel : Le sol, la société, l'État. — Richard : Les crises
sociales et la criminalité. — Steimmbtz : dassif. des types sociaux.. — Analyses. 10 fr.
4* Année (1899-1900). — Bouclé : Remarques sur le régime des castes. — Durkueim :
Deux lois de l'évolution pénale. — Charmont : Notes sur les causes d'extiuction de la
propriété corporative. — Analyses. 10 fr.
5* Année (1900-1901). — F. Simiand : Remarques sur les variations du prix du charbon
au XIX* siècle. — Ourkhbim : Sur le Totémisme. — Analyses 10 fr«
0* Année (1901-1902). — Ourkhelm et Mauss,: De quelques formes primitives de classification. Contribution à l'étude des repréaenlations colieclives. — Bouclé : Les théories
récentes sur la division 'du travail. — Analyses 12 fr. 50
7* Année (1902-1903). — Hubert et Mauss : Théorie générale de la magie. — Analyses. 12 fr. 50 8* Année (1903-1904). — H. Bourgin : La boucherie à Paris au xix* siècle. — B. Durkheim :
L'organisation matrimoniale australienne. — Analyses 12 fr. 50
9* Année (190i-1905). — H. Meillet : Comment les noms changent de sens. —'Mauss et BeuChat : Les variations saisonnières des sociétés eskimos. —Analyses..,. 12 fr. 50 10* année (1905-1906). — P. Huvelin : Magie et droit individuel. — R. Heutz : Contribution à une étude sur la représentation collective de la mort. -^ C. Bouglé : Note sur le
droit et la caste en Inde. — Analyses 12 fr. 50
Tome XI. — (1906-1909). 1 vol. in-8 15 fr
IJWELSHAUVERS, prof, à l'Université de Bruxelles. ♦ U Synthèse mentale. 1908... 5 fr.
E( BR (V.), professeur à la Sorbonne. La parole intérieure. 2« édit. 1904 5 fr.
E 'lUES. (F.). » Les Problèmes de la Science et la Logique, trad. J. Dubois.
3 fr. 75
El AS (A.), de l'Institut. * La Philosophie sociale du XVII1« siècle et la Révolution
içaise. 1898 7 fr. 50
E LIN (F.), de l'Institut. La Raison pure et les antinomies. Essai criliquo snr la phUo-
ûe kantienne. {Couronné par l'Institut.) 1907. ; 5 fr.
F ERO (G.). Les Lois psychologiques du symbolisme. 1895 5 fr.
F \I (Enrico). La Sociologie criminelle. Traduction L. Terrier. 1905 10 fr.
F: ai (Louis). La Psychologie de l'association, depuis Ilobbes 7 fr. 50
F ^T (J.). Le prë)ugé des races. 3« édit. 190S. (Uécompcnsé par l'InsLflut) 7 fr. 50
— Philosophie de la longévité. 12* édit. refondue. 1908 , 5 fr.
8 FÉLIX ALCAN, ÉDITEUR, 108, BOy.EVARD SAINT-GERMAIN, PARIS, 6«
FONSEGUIVE, prof, au lycée BuITod. * Essai sur le libre arbitre. 2* édit. 1895 10 fr.
FOUCAULT, professear à rUaiv. de Montpellier. La psyobophjsiqae. 1901 7 fr. 50
— * Le Rftve. 1906 ' 5 ^ r
FOUILLÉE (Alf .), de l'IosUtat. * La Liberté et le Déterminisme. 5* édit 7 fr. &ô
— Critique des systèmes de morale contemporains. 5« édit 7 fr. 50
— >^ La Morale. l'Art, la Religion, d'aprks Goyau. */* édit. augmentée 3 fr. 75
— L'Avenir de la Métaphysique fondée snr l'expérienoe. 2* édit 5 ^^
— * L'Èvolntionnisme des idées-forces. 4* édit 7 f^^ 5Q
— 1^ La Psychologie des idées-forces. 2 vol , 15 fr.
— » Tempérament et caractère. 3» édii 7 f^^ gQ
— Le Mouvement positiTiste et la conception sociologique du monde. 2* édit.... 7 fr. 5o
— Le MouTtment idéaliste et la réaction contre la science positive. 2* édit 7 fj.] 50
— '*' Psychologie du peuple français. 4* édit 7 f^. 50
— '^ La France au point de vue moral. 3* édit. .*. 7 fp, 50
— * Esquisse psychologique des peuples européens. 4* édit 10 fr*
— ♦ Hietssche et l'immoralisme. 2* édit 5 f^^
— « Le moralisme de Sant et l'amoralisme contemporain. 1907 7 f r. 50
— '^Les éléments sociologiques de la morale. 1905 7 fr. 50
— '^Morale des idées-forces. 1908 , 7 fr 50
FOURNIÈRE (E.). * Les théories socialistes au XIX* siècle. 1904 7 f r 50
FULLIQUET. Essai sur l'ObUgation morale. 1898 \ 7 f^ ^
GAROFALO, prof, à l'Univ. de Naplea. La Criminologie. 5* édit. refondue 7 fr' 50
— La Superstition socialiste. 1895 5 f^
GÉRARD- VARBr, prof, à l'Université de Dijon. L'Ignorance et Tlrréflexion. 1S99. 5 fr! GLEY (D* E.), professeur an Collège de France. Études' de psychologie physiologique et
pathologique, avec flg. 1903 5 ^^
GOR Y (G.). L'Immanence de la raison dans la connaissance sensible 5 fp]
GRASSET (J.}, prof, à l'Univ. de Moblpellier. Demifons et demiresponsables. S* édit. 5 fr!
— Introduction physiologique à l'Étude de la Philosophie. Conférences sur la physiologie du système nerveux de Vhomme. Arec figures. 1908 , 5 j^
GREEF (de), prof, à l'Univ. nouvelle de Bruxelles. Le Transformisme sociaL 7 fr. 50
— La Bociolo^ économique. 1904 3 f^] 75
GROOS (K.), professeur è l'Université de BAle. * Les Jeux des animaux. 1902..... 7 fr 50 GURNEY, MYERS et PODMORB. Les HalluoinaUons taépathiques, 4* édtU. . ..! 7 fr! 50 GU YAU (M.). * La Morale anglaise contemporaine. 5* édit 7 fr! 50
— Les Problèmps de l'esthétique contemporaine. 6* édit.. 5 ^^^
— Esquisse d'une morale sans obligation ni sanction. 9« édit 5 f^!
— L'irréligion de TA venir, étude de sociologie. 13* édit 7 f r. 50
— ♦ L'Art au point de vue sooiologiqoe. 8« édit , , . . , 7 f r 5Q
— ♦ Éducation et Hérédité, étude sociologique. 10» édit 5 f^^
IIALEVY (Élie), doct. es lettres. Formation du radicalisme philosoph., 3 v. chacun. 7 fr. 50 IIAMELIN (O.), professeur à la Sorbonoe. * Les Éléments principaux de la Représentation
1907 7 fr. 50
IIANNEQUIN, prof, à TUniv. de Lyon. L'hypothèse des atomes. 3* édit. 1899... 7 fr. 50 -. » Études d'Histoire des Sciences et d'Histoire de la Philosophie, préface de R. Thamin
' introducLioD de M . Grosjean. 2 vol. 1908 „ '•, ^5 f^
HARTENBEHG (D' Paul). Les Timides et la Timidite. 3« édit. 1910 5 fr'.
— ^ Physionomie et Caractère. Essai de physiognomonie scientifique. Avec fig. 1908. . 5 fr HÉBERT (Marcel). L'Évolution de la fol catholique. 1905 .* * 5 f^!
— ♦ Le divin. Expériences et hypothèses, étude psychologique. 1907 5 f,i!
HÉMON (C), agrégé de philosophie. * La philosophie de Sully Prudhomme. Préface de
Sully Prudhomme. 1907 , , , , , 7 fp^ 5q
HERBERT SPENCER. ♦ I,es premiers Principes. TraducL Gazelles. 11» édit....... lô fr.
— * Principes de biologie. Traduct. Gazelles. 5* édit. 2 vol 20 fp!
— * Principes de psychologie. Trad. par MM. Ribot et Espinas. 2 vol . . ., 20 fr!
— ♦ Principes de sociologie. 5 vol. : Tome I. Données de la sociologie. 10 fr. — Tome II. Inductions de la sociologie. Relations domestiques. 7 fr. 50. — Tome III. Jnstitutf is cérémonielles et politiques. 15 fr. — Tome IV. Institutions ecelésiastiqtie»* 3 fr. 75 — Tome V. Institulions professionnelles. 7 fr. 50.
— Essais sur le progrès. Trad. A. Burdeau. 5» édit , 7 f , ,q
— Essais de politique. Trad. A. Burdeau. 4» éd 7 f r ,q
— Essais scientifiques. Trad. A. Burdeau. 3» édit , 7 f r ,q
— * De rÉducation physique, intellectuelle et morale. 13» édit i.
— Justine. Trad. Gasteiot 7f ^
— Le rôle moral de la bienfaisance. Trad. Gastelot et Martin St-Léon !' ! ! 7 f p q
— La Morale des différents peuples. Trad. Gastelot et Martin St-Léon '.!. 7 fp, q
— Problèmes de morale et de sociologie. Trad. H. de Varigny !!'.*.*.! 7 f r
— ♦ Due Autobiographie. Trad. et adaptation par H. de Varigny '. ,*.',* * IC •
HIRTH (G.). » Physiologie de l'Art. Trad. et introd. par L. Arréat ...'.*./. . ! . '
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HOFFOINO, prof, à l'Uni v^. do Copenbacfue. Esquisse d'une psychologie fondée sur Texpërlenoe. Trad. L. Poilevin. Préf. de Pierre Jatiet. i» édit. 1909 '. 7 fr. 50
— * Histoire de la Philosophie moderne. Prcf. do V. Delbos. 2« éd. 1908. 3 vol. chan. 10 fr.
— Philosephes oontemporains. Trad. TremesayRues. 2* édit. revue . 1908 3 fr. 73
— * Philosophie de U Religion. 1908. Tr&d. Schlegel 7 fr. 50
IDTEYKO et 8TEFAN0WSKA (D"). * Psyoho-Phyâlologle de la Donleor. 1908... . 5 fr.
ISAMBERT (G.). Les idées socialistes en France (1815-1848). 1905 7 fr. 50
IZOULET, prof, an CoUâfçe do France. La Cité moderne. 7« édition. 1908 10 fr.
JACOB Y (D' P.). Étndes sur la séleotiOB ohei Thonmie. 2* édition. 1904 10 fr.
JANET (Paul), de rinstilot. * ŒiiTres pUlosophiqnes de Lelhnls. 2* édit. â vol 20 fr.
lÀNET (Pierre), prof, au Collège de France. * L'Automatisme psychologique. 6« éd. 7 fr. 50 lASTROW (J.), prof, à i'Univ. de Wisconeln. La Subconscience, trad. E. Philippin préface
de P. Janet. 1908 7 f r 50-
JAURÈS (J.), docteur es lettres. Se la réaRté du monde sensible. 2« édit. 1902... 7 fr. 50 iLARPlPE (S.), docteur es lettres. Essais de orltliiae d'histoire et de philosophie.. 3 fr. 75
KEIM (A.), docteur es lettres. * Helvétins, m eîe, ton œuvre, 1907 10 fr.
LAGOMBE (P.). Psychologie des IndividnB et des sociétés ches Talne. 1906 7 fr. 50
LÀLANDE (A.), mettre de conférences à la Sorbonne. * La Dissolution opposée à l'évoln-
Uon, dans les sciences physiques et morales. 1899 7 fr. 50
LALO (Ch.), docteur es lettres. ."^ Esthétique musicale scientifique . 1908 5 fr.
— ^ L'Esthétique expérimentale contemporaine. 1908-. 3 fr. 75
LAKDRY (A.), docteur es lettres. * Principes de morale raUennelie. 1906 5 fr.
LANES6AN (J.-L. de). * La Morale des reUgloils. 19(» ', 10 fr.
— » La Morale naturelle. 1908 7 fr. 50
LANG (A.). "^ Mythes, Gnites et Religions. Introd. de Léon Marillter. 1896 10 fr.
LAPIE (P.), professeur à l'Unir, de Bordeaux. Logique de la volonté. 1902 *. 7 fr. 50
LAUVRIÊRE, docteur es lettres, prof, an lycée Louis-le-Grand. Edgar PoS. .5a vie et son
(Éuvre. 1904 .' 10 fr.
LA VELE Y£ (de). * De la propriété et de ses formes primitives. 5* édit 10 fr.
— ^ Le Gouvernement dans la démocratie. 9 vol. 3* édit. 1896 15 fr. ^
LE BON (D' Gustave). ♦ Psychologie du socialisme. 6» éd. revue. 1910. 7 fr, 50
LECHALAS (G.). * Études esthétiques. 1902 5 fr.
LÈCH ARTIER (G.). David Hume, moraliste et sociologne. 1900 5 fr.
LECLERE (A.), prof, à I'Univ. de Berne. Essai critique snr le droit d'affirmer 5 fr.
LE DANTEC, chargé de cours à la Sorbonne. ♦ L'anité dans l'être vivant. 1902. . . 7 fr. 50
— * Les limites dn connaissable, la vie et let phénomène» naturels. 3* édit. 1908.. 3 fr. 75 LÉON (Xavier). * La philosophie de Fichte. Fréf. de E. Boutroux. 1902. (Cour, par l'Institut) 10 fr.
LEROY (E. Bernard). Le Langage. Sa fonction normale et pathologique. 1905 5 fr.
LÉVY (A.), professeur à l'Unir, de Nancy. La Philosophie de Feuerbach. 1904 10 fr.
LÉVY-BRUHL (L.), professeur à la Sorbonne, ♦ La Philosophie de JacobL 1894 5 fr.
~- * Lettres de J.-S. Hillà Auguste Comte, avec les réponses de Comte et une introduction.
1899 10 fr.
~ i^La Philosophie d'Auguste Comte. 2* édit. 1905 7 fr. 50
— '^ La Morale et la Science des mœnrs. 3* édit, 1907 5 fr.
LIARD, de l'Institut, vice-recteur de l'Acad. de Paris. ♦ Descartes. 8« éd. 1903 5 fr.
— ^ La Science positive et la Métaphysique. 5" édit 7 fr. 50
LICHTENBERGER (H.), professeur adjoint à la Sorbonne. '*' Richard Wagner, poète et
pensenr. 5* édit. revue. 1910. (Couronné par l'Académie française) 10 fr.
— Henri Heine pensenr. 1905 * ; 3 fr. 75
LOMBROSO (César). * L'Homme criminel. 2» éd., 2 roi. et atlas. 1895 36 fr,
— Le Grime. Causes et remèdes. 2* cdil -. 10 fr.
— et FERRERO. La femme criminelle et la prostituée 15 fr.
— et LASCHI. Le Grime politique et les Révolutions. 2 vol 15 fr.
LUBAC (E.), agr. de philos. * Psychologie rationnelle. Préf. de H. Bergson. 1901^ . 3 fr. 75
LUQUET (G.-H.), agrégé de philosophie * Idées générales de psychologie. 1906 5 fr.
LYON (G.), recteur de l'acad. de Lille. * L'Idéalisme en Angleterre au XVIII* siècle. 7 fr.'50
— ^ Enseignement et religion. Études philosophiques 3 fr. 75
Ib VPËRT (P.), docteur es lettres, prof, au lycée Louis-le-Grand. * Les Éléments du carac-
I et lenrs lois de combinaison. 2* édit. 1906 5 fr.
ON (H.), prof, à la Sorbonne. * De la Solidarité morale. 6« édit. 1907 5 fr.
HTIN (Fr.). * La Perception extérieure et la Science positive. 1894 5 f r.
:WELL (J.). Les Phénomènes psychiques. Préf. du P' Ch. Richbt. 4« édit. 1909. 5 fr.
ERSON (E.). IdenUté et Réalité . 1908 7 fr. 50
XER (Max), prof, à I'Univ. d'Oxford. * Nouvelles études de mythologie.. 1898. 12 f. 50 SRS. La personnalité humaine. Sa survivance. Trad. Jankélcvitch. 1905.... 7fr. 50 'ILLË (Ernest). * La Logique de l'hypothèse. 2« édil 5 fr.
La DéfinlUon de la philosophie. 1894 5 fr.
Libre Arbitre. 2* édit. 1898 5 fr.
« Philosophies v^ffttU^ts. 1899 5 fr
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NAYRAC (J.-P.)* * Pbysiologle et Psychologie de l'attention. Préface de Th. Eibot. (Récompensé par rinstitut . ) 1909 3 fr. 75
NORDAU (Max). * Dégénéresoence, 7« éd. 1909. 2 vol. Tome I. 7 fr. 50. Tome II . . 10 fr. ^ Les Mensonges conyentionnels de notre civllisatioD. 10* édit 1908 5 fr .
— * Vas dn dehors. Estais de critique sur quelques auteurs français contemp. 1903. 5 fr. NOVIGOW . Les Luttes entre Sociétés humaines. 3« édit. 1904 . . 10 fr.
— * Les Gaspillages des sociétés modernes. 2* édit. 1899 5 fr.
— '^ La Jostice et Texpansion de la Tle. Essai sur le bonheur des sociétés. 1905. . . 7 fr. 50 OLDËNBERa, prof, à rUniv. de Kiel. ^ Le Bouddha. Trad. par P. Foucher, chargé de cours
, à la Sorbonné Préf. de Sylvain Lévi, prof, aa Collège de France. 2* édit. .t. 7 f r 50
— * lA religion dn Véda. Traduit par V. Henry, professeur à la Sorbonné. 1903 ... 10 fr.
^ OSSIP-LOURIÉ. La philosophie russe contemporaine. 3* édit. 1905 5 fr.
' — ^ La Psychologie des romanciers russes an XIX* siècle. 1905 7 fr. 50
OUVRÉ (H.). * Les Formes littéraires de la pensée grecque. (Cour, par l'Acad. franc.) 10 fr.
PALANTE (O.), agrégé de philosophie . Combat pour l'individu. 1904 3 f r. 75
PAULHAN. * Les caractères. 3« édit. revue. 1909 5 €r.
— Les Mensonges du earactère. 1905 5 fr.
— Le Mensonge de l'Art. 1907 5 fr.
PAYOT (J.), reotenr de l'Académie d'Aix. La croyance. 2* édit. 1905 ...,,.. 5 fr .
—, * L'Education de la volonté. 32« édit. 1909 ^ fr.
P£RÈS (Jean), professeur au lycée de Caen. >*- L'Art et le RéeL 189S 3 fr. "TS
PÉREZ (Bernard) . Les Trois premières années de l'enfant. 5* édit 5 fr .
— L'Enfant de trois à sept ans. 4« édit. 1907 5 fr.
— L'Éducation morale dès le berceau. 4* édit. 1901. . 5 frl
— * L'Éducation intelleotnelle dès le berceau. 2* édit. 1901 5 fr .
PIAT (C), prof, à rinst. cathol. La Personne humaine. 1898. (Couronné par l'Institut). 7 fr. 50
— * Destinée de l'homme. 1898 5 fr.
PIGAVET (E.), chargé de cours à la Sorbonné. '^^Les Idéologues. (Cour, par l'Ac. franc.). 10 fr.
PIDERIT* La Mimique et la Physiognomonle. Trad. de Tallem. par M. Girot ;. 5 fr.
PILLON (F.), lauréat de l'Institut. * L'Année philosophique. 19 années : 1890 à 1908. 19 vol.
Chacun. , 5 fr.
PRAT (L.), doc t. es lettres. Le caractère empirique et la personne. 1906 7 fr. 50
PREYBR, prof, à l'Université de Berlin. Éléments de physiologie 5 f r.
PROAL, conseiller à la Cour de Paris. ^ La Criminalité politique. 2* éd. 1903 5 fr .
— ^ Le Grime et la Peine. 3« édit. (Couronné par l'Institut.) 10 fr.
— Le Grime et le Suicide passionnels. 1900. (Cour, par l'Ac. franc.) 10 fr.
RAGEOT (G.). ♦ Le Succès. Auteurs et Public. 1906 3 fr. «75
RAUH (F.), prof, adjoint à la Sorbonné. '<' De la méthode dans la psychologie des sentiments. (Couronné par Tlnstitut). 1899 % 5 f r.
— * L'Expérience morale. ^ édition revue. 1909 (Récompensé par l'Institut) /. 5 fr. 75
RÉCEJAC, docteur es lettres. Les fondements de la Connaissance mystique. 1897 — 5fr« RENARD (G.), prof, au Collège de France. '«^ La Méthode sclooit. de l'histoire littéraire. 10 fr. RENOUVIER (Ch.), de l'Institut. * Les Dilemmes de la métaphysique pure. 1901. . . . 5 fr.
— * Histoire et solution des problèmes métaphysiques. 1901 7 fr. 50
— Le personnallsme, avec une étude sur la perception externe et la force. 1903... 10 fr.
— ♦ Critique de la doctrine de Kant. 1906 7 fr. 50
— * Science de la Morale. Nouv. édit. 2 vol. 1908 15 fr.
REVAULT D'ALLONNES (G.), docteur es lettres, agrégé de philosophie. Psychologie
d'une religion. Guillaume Monod (1800-1896) . 1908 5 f r.
— '*' Les Inclinations. Leur rôle dans la psychologie des sentiments. 1908 3 fr. "TS
REY (A.), chargé de cours à l'Université de Dijon. * La Théorie de la physique chez les
physiciens contemporains. 1907 7 fr. 50
RIBERY, doct. es lettres. Essai de classification naturelle des caractères. 1903. 3 fr. 75
RIBOT (Th.), de l'Institut. * L'Hérédité psychologique. 8» édit. 1906 7 fr. 50
— '*' La Psychologie anglaise contemporaine. 3* édit. 1907 7 fr. 50
•r-*LBi Psychologie allemande contemporaine, 7* édit. 1909 7 fr. 50
— La Psychologie des sentiments. 7* édit. 1908 7 fr. 50
~ L'Évolution des idées générales. 3* édit. 1909 ^ ^ '-.
— * Essai sur l'Imagination créatrice. 3* édit. 1908
— 't' La logique des sentiments. 3* édit. 1908 3 fr. »
— ♦ Essai sur les passions. ^* édit. 1907 3 f • i
RICÂRDOU (A.), docteur es lettres. * De l'Idéal. (Couronné par l'Institut.)
RICHARD (G.), professeur de sociologie à l'Univ. de Bordeaux. '*' L'idée d'évolution a i
la nature et dans l'histoire. 1903. (Couronné par l'Iastitut.) 7 f »
RIEMANN (H.), prof, à l'Univ. de Leipzig. ^Les éléments de l'Esthétique musicale. 1906.
RION ANC (E.). La transmissibiUté des caractères acquis. 1908
R1VAUD (A.), chargé de cours à rUniversité de Poitiers. Les notions d'essence et d'i
tence dans la philosophie de Spinoza. 1906 3 fr
ROBERT Y (E. de). L'Ancienne et la Nouvelle Philosophie 7 f
— '*' La Philosophie dn siècle (positivisme, criticisme, évolutionnîsme)
BIBLIOTHÈQUE DE PH^OSOPHIE CONTEMPORAINE
— * RouYean Programme de sociologie. 1904 5 fr.
— » Sociologie de lActlon. 1908 7 fr. 50
ROMANES. * L'Évolution mentale ches l'homme 7 fr. 50
ROUSSEL-DESPIEHRES (Fr.). » ffora du scepticisme. Liberté et beauté. 1007. . . 7 fr. 50 RUSSELL * La Pbllosophle de Leibnl». Trad. J. Ray. Préf. de M. Lôvy-Brulil. 190S. 3 fr. 75 RU YSSEN (Th.), prof, à l'Unir, de Bordeaux. ><- L'évolution psychologique du Jugement. 5 fr. SABATIER (A.), prof, à l'Univ. de Montpellier. Philosophie de l'effort. 2« édit. 190S. 7 fr. 50 ■SAIGEY (E.). * Les Sdenoes an ZVni» siéole. La Physiqae do Voltaire 5 fr.
SAINT-PAUL (Dr o.). * La Langage Intérienr et le& paraphasles. 1904 5 fr.
SANZ y ESCARTiN.. L'Indivldo et la Réforme sociale. Trad. Dietrich 7 fr. 50
SCHOPENHAUER. Aphorismes snr la sagesse dkns la vie. Trad. Cantacuzène. 9* éd. 5 fr.
— *Ja Monde comme volonté et eomme représentation. 5« édit. 3 vol., chac. ... 7 fr. 50 SÉÂILLBS (G.), professeur à la Sorbonne. Essai snr le génie dans l'art. 2* édit 5 fr.
— *La Philosophie de Gh. Renonvler. Introduction au néo-eriticiême. 1905 7 fr. 50
SIGHELE (Scipio). U Fonle oilminelle. 2* jédit. 1901 5 fr.
SOLLlER(D» P.). Le Problème de la mémoire. 1900 3 fr. 75
— Psychologie de l'idiot et de l'Imbécile, avee 13 pi. hors texte. â« édit. 1903 5 fr.
— Le Kécanlsme des émotions. 1905 5 fr.
SOURIAU (Panl). professeur à l'Univ. de Nancy. L'E8thétlq[ne du mouvement 5 fir.
— *La Beauté rationnelle. 1904 10 fr.
STAPFER (P.). * attestions esthétiques et religieuses. 1906 3 fr. 75
STEIN (L.), prof, à rUoiv. de Berne. ^ La Auestion sociale an polut de vue philosophique
1900 10 fr.
STUART MILL. X" Mes Mémoires. Histoire de ma vie et do mes idéos. 5" éd..«.... 5 fr.
— * Système de Logique déductive et induotive, 6* édit. 1909, 3 vol 30 fr.
— * Essais sur la Religion. A* édit. 1901.. 5 fr.
•— Lettres Inédites à Aug. Comte et réponses d'Aug. Comte. 1899 10 fr.
SULLY (James). Le Pessimisme. Trad. Bertrand. 3* édit % 7 fr. 50
— * Essai sur le rire. Trad. Léon Terrier. 1904 7 fr. 50
SULLY PRUDHOMME, de l'Acad. franc. La vraie religion selon Pascal. 1905.. 7 fr. 50 TARDE (G.),' de l'Institut. * La Logique sociale. 3« édit. 1904. 7 fr. 50
— *LesLolsde l'imitation. 5« édit. 1907 7 fr. 50
— L'opposition universelle. Essai â^une théorie des contraires. 1897 7 fr. 50
— *L'Oplnionet la Foule. 2« édit. 1904 5 fr.
— * Psychologie économique. 1903. 3 vol 15 fr.
TARDIEU (B.) * L'Ennui. Étude psychologique. 1903 5 fr.
THOMAS (P.-F.), docteur es lettres. * Pierre Leroux, sa philosophie. 1904.. *. 5 f r.
— * L'Éducation des sentiments. (Couronné par l'Institut.) .5* édit. 1910 5 fr.
VACHEROT (Et.), de l'Institut. * Essais de philosophie critique 7 fr. 50
— La Religion ; 7 fr. 50
WAYNBAUM (D' 1.). La physionomie humaine. 1907 5 fr.
WEBER (L.). * Vers le positivisme absolu par ridéallsme. 1903 7 fr. 50
TRAVAUX DE L'ANNÉE SOCIOLOGIQUE
Publiés sous la direction de M. Emile DURKHEIM
ANNÉE SOCIOLOGlOUE, 10 années parues, voir page 7 (tome il*, sous presse.) B0U6LÉ (G.), chargé de cours à la Sorbonne. Essais snr le régime des Castes, 1 vol. in-8*.
1908 5 Jt.
HUBERT (H.) et MAUSS (M.), directeurs adjoints à TEcole des Hautes Etudes. Mélanges
d'histoire des religions, 1 vol. in-8«. 1909 5 fr.
] Y-BRUHL (L.), professeur à la Sorbonne. Les fonctions mentales dans les sociétés inléaq^es. 1 vol. in.8M910 , 7 fr. 50
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PHILOSOPHIE ANCIENNE
ARISTOTE. La Poétique d'Aristote. par
A. HA.TZFSI.D, et M. DOPOOR. 1 voL iD'8,
1900 6 fr.
— Physique, IL trad. et oommeiitaire par
O. Hamelin. prof, à la Sorboone. 1 vol.
iD-8 3 fr.
— Ajristote et ridéalisme platoBiclen, par Ch. Wsrmbr, docteur es lettres. 1910. 1 Tol. in-8 7 fr. 50
50CRATE. * PliUosoplile de Socrate, par A.FociLtiE.deVlnstitut.STol.in-8. 16 fr.
— Le Procès de Socrate, par G. Sorel.
1 vol. in-8 3 fr. 50
PLATON. La Théorie . platonicienne des Sciences, par Élis HALivY. ln-3. 18% 5fr.
— ŒuTres, tradaction Victor Cousin revue par J. BxRTHi&LEMY-SÀnrr-HiLAiRS :
Socrate et Platon ou le PlatonUme —
Eutyphron — Apologie de Socrate — Criton — Phédon. 1 v. in-8. 1896. 7 fr. 50
— La définition de l'être et la nature des idées dans le Sophiste de Platon, par A. DiÈs, docteur es lettres, 1 vol. iji-8 1909 4 fr.
ÉPIGURS. *Ja Morale d'Éplonre, par M.
GUYAU, 1 vol. in-8», 5* édit 7 fr. 50
MARC-AURËLE. Les pensées de Marc-
Anrèle. Trad. A. -P. Lbmercibr, doyen de
rUoiv. de Caen. 1909. 1 vol. in-16 3 fr. 50
BENARD. La Philosophie ancienne, ses systèmefl. 1 vol. in-8 9 fr.
FAVRE (M"»» Jules), née Velten. La Morale de Socrate. In-18 3 fr. 50
» Morale d'Aristote. In-18 3 fr. 50
OUVRÉ (H.). Us formes Uttéraires de la pensée grecque.' 1 vol. in-8 10 fr.
GOMPERZ. Les penseurs de la Grèce.
Trad. Rbymond. {Trad. cour, par l'Académie française.)
III. {Souê presse
R001ER(G.), prof, à la Sorbonne. *Lêl Physique de Straton de Lampsaqae.'ln-S. 3 f f .
TANNERY (Paul). Pour la soienoe heUène.
1 vol.in-8 .., 7 fr. 50
MILHAUD (O.). prof. A la Sorbonne. * Les philosophes oéomètras de« la ftrèce.
In-8, 1900 (CouronT)^ par Pltutitut), 6 fr.
FABRE (Joseph). La Pensée antique» De Moite à Marc-Awèle. 3« édit 5 fr.
•^ ^ La Pensée chrétienne. Dee Evangiles A VJmitation de J,-C. 1 vol. in-8 9 fr.
LA FONTAINE (A.). Le Plaisir, d'après Plat<m et Ariêtote. 1 vol. io-S 6 f r.
DIÈS (A.), docteur es lettres. Le cycle mystique. La divinité. Origine et fin det existences individuklles dans la philosophie antésocratique^ 1909. 1 vol. in-8.. 4 fr.
RIVAUD (A.), chargé de cours à TUniver^ site de Poitiers. Le problème du devenir et la notion de la matière, des origines jusqu'à. Théophreute, {Couronné par V Académie française.) In-8, 1906. iO fr.
aUYOT (H.), docteur es lettres. L'Infinité divine depuis Phihn le Juif jusqu'à, Plotin. In-8. 1906 .'....'.. 5 fr.
— Les réminiscences de Philon le Juif ohex Plotin. Broch. in-8 S fr.
ROBIN (L.), chargé de cours à TUniversité de Caen. La tliéoile platonicienne des idées et des nombres d'après Ailstote.
Etude historique et critique. In-8.
{Récomp. par l'Institut) IS fr. 50
— La théorie platonicienne de l'Amour.
1 vol. in-8 3 fr. 75
(Ces deux volozaes ont été couronnés
par TAssoeiation pour l'eneouragement des Etudes grecques.)
PHILOSOPHIES MÉDIÉVALE ET MODERNE
BULLIAT (G.), doct. en théologie et en droit canon. Thésaurus philosophin thomistica seu selecli Icxtus philosophie!
ex sancti Tbomœ aquinalis opcribus deprompli et secundum ordinem in scholis hodie usurpatum. 1 vol. gr. in-8. 6 fr.
* DESCARTES, par L. Liard, de l'Institut,
2* édit. 1 vol. in-8 5 f r
— Essai sur l'Esthétique de Descartes, par
• 'par E. Krantz. prof, à l'Univ de Nancy.
1 vol. in-8 6 fr.
— Descartes, directeur spirituel, par V. do SwARTB. In-16 avec planches. (Cour, par V Institut) 4 f r. 50
LEIBNIZ. * Œuvres philosophiques, pub.
par P. Janet. 2 vol. in-8 20 fr.
— i^La logique de Leibnis, par L. Couturat.
1 vol. in-8 12 îr.
— Opnsc. et fragm. inédits de Leibniz, par L. Couturat. 1 vol. in-8 25 fr.
— '*' Leibniz et l'organisation religieuse de la Terre, d'après des documents inédits, par Jean Baritzi. 1 vol. iu-8 {Couronné par l'Académie Française) 10 fr.
LEIBNIZ. La philosophie de Leibnis, par B. Russbll, trad par M. Ray, préface|de M. Lévy-Bruhl, 1 vol. ln-8 3 fr. 75
— Discours de la métaphysique, introdnc-^ tion et notes par H. Lestienne. 1 vol.
ln-8 2 fr.
— Leibniz historien. Essai sur Vaettvité et la méthode historique de Leibniz^ par L. Davillé, docteur es lettres, 1 vol. in-8 1909 IB fr.
PICAVET, chargé de cours à la Sorbonne. Histoire générale et eomi des philosophles médlévsdefl. .^ 2« éd 7 fi
WULF(M. de). Histoire delà phUoso médiévale. 2* éd. 1 vol. in-8 1
FABRE (Joseph). '^ L'ImitatiOn de J< Christ. Trad. nouvelle avec pré l vol. in-«. 1907 '
— '^'La pensée moderne. De Luther à bniz. 1 vol. Hi-8. 1908
— Les pères de la Révolution. De Ba.
Condorcet. 1 vol. in-8. 1909...... '
COLLECTION HISTORIQUE DBS GRANDS PHILOSOPHES
SPINOZA, ^nediott de Splaosa opéra, qaolquot reporta sunt. BdâtioD J. Van Vlotbn et J.-P.-N. Land. 3 vol. iti-18, eartonnés 18 fr.
— Etbica ordine geometrico demonstrata, édition J. Van Vloten et J. P. N. Land.
t ToL gr. in-8 4 fr. 30
-^ Sa. PhUoBopbie» par L. Brunsghvico.
2« édiU 1 voK in-8 3 fr. 75
FIOARD (L.), dootear es lettrée. Ihi Uéé&eto. philosophe an XVI* alèole. La psychologie de Jean Femel. 1 vol. in-8.
1903... î fr. 50
OASSENOI. La PhllosopUe de Qassandl, par P.-F. Thomas. 1 vol. in-8 6 fr.
MALSBRANGHS. * La PhUacopM» d» Ma* lebranoliat par OllA-Laprunk, de l'Institut.
2 re\. io-». « 16 fr-.
PASCALLe Soeptloiame de Pascal, par Droz»
1 Tol.in-8 6 fr.
VOLTAIRE. Laa Sdenoes au XVm« siècle.
Voltaire physicieift, par Em. Saigey. 1 vol.
in-8 , 5 fr.
DAMIRON. Mémoires ponr servir à l'EBs-
tolre de la PbUosophie ait XVm» Siècle.
3 voL in-18 .... 15 fr.
J.-J. ROUSSEAU. * Dn Caniraft social, avec
les rersiona primitiTes; Introduction par
Edmond Dceyfua-Brisae.. i fort vola me
grand in-8 12 f r.
ERA5MEL StalUtieB laBB des Erasmi Rot.
deolamatio..Pab$ié et anaoté par J.^B. Kan,
aracî fi y. de Holheia. 1 roi. in-8v 6 fr. 75 WULF (ob). IntrodaotiOB à la Philosophie
iieo-scoIaBtiqae.1904.lTol. gr. in-8. 5 fr.
ROUSSBLOT (P.>, doateur èa lettres. L'Iib»
telleotnallsme de Saint-Thomas. 1908.
1 vd. in-8. 6 fr
PHILOSOPHIE ANGXJUSS
DUOALD-STBWART;. « Philosophie de l'esprit humain. 3 toL in-12 O.fp.
OLLION (H.), docteur èe lettres. * La Philosophie générale de J(dui Locke. 1909»
1 roi. in-8 7 fr. 50
BERKELEY. (Buvres choisies. Nouvelle théorie de. la vision. Dialogues d'ffylas et de Philonoûe, Trad. par MM. Beaulavon
et Parodi . 1 vol. in-S" S fr.
GOURG (R.), docteur es lettres. Le Journal philosophique de Berkeley. (Commonpktc» Sook}^ Btude et traduction. 1 vol.
gr. in-8 , . . . 4 fr.
— Willlant Godwin (1766-4t36)L Sa vie,, svs œuvres principales. La ^*- JusUee politique ". 1 vol. in-8 6 fr .
PHILOSOPHIE ALLEMAm>E
SCHOPENHAUER (A.). Le Blonde comme Volonté et comme Représentation. Trad.
par A. Bardeau, 5* édit., 3 volumes in -8.
Chaque volume 7 fr. 50
Essai sur le Libre Arbitre. Trad. et
introd. par Salomon Reinach, 11* édition.
1 vol. in-16 2 fr. 50
— Le Fondement de la Morale. Trad. par A. Bardeau. 10« édil. 1 vol. ia-16. 2 fr. 50
. — Pensées et Fragments. Yie et Correspondance. — Les Douleurs du Monde. — L* Amour. — La Mort. — L'Art et la Morale. Tcaduit par J« Bonrdeau, 23.* édition. 1 wl. ia-16. . . • ifr. 5a
PAFŒRGA ET PABALIPOMEAA
- Aphorismea sur la Sagesse dans la Vie.
Traduit par M. Cantaouzène. 9« édit. 1 vol.
în-S 5 f r
- Eorlvains et Style. Trad., introd. et notes par A. Dietrich. 1 vol. in-16, 2« éd. 2 fr. 50
- Sur la Religion. Trad., introd. et notes de A-T)ietrich. 1 vol. in-16, 2« édit. 2 fr. 50
osophie et Philosophes. Trad., introd.
tes par A. Dietrich. 1 v. in-16. 2 fr. 50 ique, Droit et Politique. Trad., inlrod.
>tes par A. Dietrich. 1 v. in-16. 2 fr. 50 iphysique et Esthétique. Trad., inlrod.
tes par A. Dietrich. 1 v. in-16. 2 ff. 50
Philosophie de Schopenhauer, par RiBOT, 12« éd., 1 vol. in-16. 2 fr. 50 ithnisme de Schopenhauer. Etude sur tpenhauer^ par S. Rzbwuski. 1 vol.
• 2 fr. 50
STRAUSS (David-Frédéric), Sa vie et son œuvre, par A. LivT, prof, dte littérature allemande à l'Université de Nancy. 1 vol.
in-8, 1910 ....; 5 fr.
DU MONT (F.), doct. en philosophie. Nicolas de Bégneiin C1714-1789). Fragment de l'histoire des idées philosophique» en Allemagne dans la seconde moitié du xviii* siècle. 1 vol. gr. in-8 4 fr.
FEUERBACH. Sa Philosophie, par A. Lévy, prof, à rUniv. de Nancy. 1 vol. in-8. 10 fr.
JACOBI. Sa Philosophie, par L. Lévy-Bruhl.
1 vol. ie-8. . . .'. 5 fr.
KANT. Critique de la Raison pratique,
trad;,-' ihtrod^. et noies, par M-, Picâvet, 3* édît., 1 vol. in-8 6 fr.
— * GritfaïQe de la Raison pure, traduetion par MM. Pacaud et Tremesaygues. 2« éd.,
*in-8 12 fr.
— Éclaircissements sur la Critique de la Raison pure, trad. Tissot. 1 vol. in-8. 6 fr.
— Doctrine de la Vertu, traduction Barni.
1 vol. in-8 8 fr.
— * Mélanges de Logique, traduction Tissot, 1 vol. in-8 6 fr.
— * Essai sur l'Esthétique de Kant, par V. Basgh. 1 vol. in-8 10 fr.
— Sa Morale, par A. Cresson. 2« édit., 1 vol. in-16 2 fr. 50
— Sa philosophie pratique, par V. Delbos.
1 vol. in-8 12 fr. 50
— L'Idée ou Critique du Kantisme, par C. PiAT. 2« édit. 1 vol. in-8 6 fr.
KANT et FICHTE et le Problème de l'Éducation, par Paul Duproix, 1 vol. in-8.
1896 5 fr.
SCHELLING. Bruno, on du Principe divin.
1 vol. in-8 3fr. 50
HEGEL. * Logique. 2 vol. in-8 14 fr.
— * Philosophie de la Ifature. 3 v. in-8. 25 fr .
HEGEL. * Pbilosophie de l'Esprit. 2 volâmes 18 fr.
— ^ Philosophie de la Religion. 2 tqI. 30 fr.
— La Poétique. 2 vol. in-8 12 fr.
— Esthétique. 2 vol. in-8 16 fr.
— Antécédents de l'Hégélianisme dans la philosophie française, par E. Bbaussire.
1 vol. ia-18 2 fr. 50
— Introduction à la Philosophie de Hegel, par VÉRA. 1 vol. in-8 6 fr. 50
— » La Logique de Hegel, par. Eug. Noël.
1 vol. in-8 3 fr.
HERBART. *■ Principales Œuvres pédagogiques, Irad. Pinloche. In-8.... 7 fr. 60
— La Métaphysique de Herbart et la critique de Kant, par M. Mauxion, prof, à rUniv. de Poitiers. 1 vol. in-8. 7 fr. 50
HERBART. L'Éducation par llnstruction et fferbartf par le même. 2* écTl v. in-16.
1906 2fr. 50
SCHILLER. Sa poétique, par V. Basch, prof, adj. àla Sorbonne. 1 vol^in-^. 1902. 4 fp.
SCHLEIERMACHER. Sa philosophie reli-
- gieuse, par E. Cramausssl, doct. es lettres, agrégé de phil. 1 vol. in-§. 1909... 5 fr.
DELACROIX (H.) maître de conférences à la Sorbonne. Essai sur le Mysticisme spéculatif en Allemagne au XIV« siècle,
VAN BIÉMA (E.), docteur es lettres, agrégé de philosophie. ^L'Espace et le Temps chez Leibniz etchezKant. 1908.1 vol. in-S. 6 fr.
— * Martin Knutzen. La Critique de V Harmonie préétablie. 1908. 1 vol. ip-8.. 3 fp
LES GRANDS PHILOSOPHES
Publiés sous la direction de M. C. PIAT Agrégé de philosophie, docteur es lettres, professeur à rinatitut catholique de Paris.
Liiie de» volwnet par ordre d'apparition.
* Kant, par M. Ruyssen, professeur à l'Université de Bordeaux. 2® édition. 1 vol. in-8. {Couronné par V Institut) 7 fr. 50
* Socrate, par C. Piat. 1 vol. in-8 5 fp.
* Avicenne, par le baron Cahra de Vaux. Î vol, in-8 5 fr.
* Saint Augustin, par Jules Martin. 2« édition. 1 vol. in-8. : . . , 7 fr, 50
>*^ Malebranche, par Henri Joly, de l'Institut. 1 vol. in-8 5 fp.
* Pascal, par A. Hatzfeld. 1 vol. in-8 ". 5 fr.
* Saint Anselme, par le C** Domet de Vorges. 1 vol. in-8 5 fr.
Spinoza, par P.-L. Couchoud, agrégé de TUniversiLé. 1 vol. in-8. {Couronné par V Académie
française) 5 fr .
Arlstote, par C. Piat. 1 vol. in-8 : 5 fr.
Gazali, par le baron Carra de Vaux. 1 vol. in-8. {Couronnépar VAcadémie française). 5 fr.
* Maine deBiran, par Marins Couailhac. 1 vol. in-8. {Récompensé par l'Institut). 7 fr. 50
* Platon, par C. Piat, 1 vol. in-.8 7 fr. 50
Montaigne, par F. Strowski, professeur à l'Université de Bordeaux. 1 vol. in-8 6 fr.
Philon, par Jules Martin. 1 vol. in-S ». 5 fr.
Rosmini, par J. Palhoriès, docteur es lettres. 1 vol. in-8 7 fr. 50
LES MAITRES DE LA MUSIQUE
Études d'Histoire et d'Esthétique, publiées sous la direction de M. JEAN GHANTAVOINE
Chaque volume in-8 écu de 250 pages environ 3 fr. 50
Collection honorée d'une souscription du Ministère des Beaux-Arts,
Viennent de 'paraître :
LISZT, par Jean Chantavoine.
60UN0D, par Camille Bellaigue.
Précédemment parus :
GLUCK, par Julien Tiersot.
"WAGNER, par Henri Lichten berger (3« édition).
TROUVÈRES ET TROUBADOURS, par Pierre Auory (5» édit.).
* HAYDN, par Michel Brenkt {2^ édition).
* RAMEAU, par Louis LaCoy {2^ édition).
* MOUSSORGSKY, par M.-D. Calvocoressi.
* J.-S. BACH, par André Pirro (5° édition).
* CÉSAR FRANCE, par Vincent d'Indy (5" édition). * PALESTRINA, par Michel Brenet (5« édition).
* BEETHOVEN, par Jean Chantavoine {5« édition).
* MENDELSSOHN, par Camille Bellaigue (i« édition). * SMETANA, par William Ritter.
BIBLIOTHÈQUE GÉNÉRALE DES SClENOEâ SOCIALES ih
DES SCIENCES SOCIALES
Secret, de la Rédaction : DICKMAY, Seerét. général de l'École des HaateS'Études Sociales , Chaque volume iQ-8 de 300 pages enriron, cartonné à Tanglaise 6 fr.
1. L'Individualisation de la peine, par R. Salsilles, professear & la Faculté de droit de
rUniversilé de Paris, 2* édit. mise au point par Q. MoRiNt docteur en droit. £. L'Idéalisme social, parEng. Fouanlèrs, prof, au Conservatoire des Arts et Métiers. 9* éd.
3. * Ouvriers da temps passé (xt* et xvi* siècles), par H. Hausbr, professeur à l'Univer-
sité de Dijon. 3* édit.
4. ]^ Les Transformations du ponvolr, par Q. Tards, de l'Institut. S* édit.
5. ^Morale sociale, par MM. O. Belot, Marcel Bernés, Brumschvigo, F. Buisson,
Darlu, Dauriac, Delbet, Ch. Giok, m. Kovalevskt, Malapert, le R. P. Maumus, DE ROBERTY, O. SoREL, le PastouT Waonbr. Préf. d'É. Boutroux, de l'Institut. 2'> éd.
6. '*'Les Gnqnètes, pratique et théorie, par P. du Maroussem. {Cûwonné par V Institut.)
7. ^ftaestions de Morale, par MM. Belot, Bernés, F. Buisson, A. Croiset, Darlu, . Delbos, Fournière, Malapert, Moch, Parodi, G. Sorel.^ 2* édit.
8. Le Développement du catholicisme social depuis l'encyclique Rerum novarum^ par Max
Turmann, professeur à la Faculté de droit de l'Université de Friboui'g. 3* édit.
9. Le Socialisme sans doctrine. La Question ouvrière et la Queition agraire en Australie
et en Nouvelle-Zélande^ par Albert Métin, agrégé de TUniversité, 2» édit. iO. '*' Assistance sociale. Pauvres et Mendiants, par Paul Strauss, sénateur.
11. 't' L'Ëdncation morale dans l'Université, par MM. Lévy-Bruhl, Darlu, M. Bernés,
Eortz, Clairin, Rocafort, Biochb, Ph. Gidel, Malapert, Belot.
12. * La Méthode historique appliquée aux sciences sociales, par Charles Seignobos, pro-
fesseur à la Sorbonne. 2" édit.
13. >*^ L'hygiène sociale, par E. Duclaux, de l'Institut, directeur de l'Institut Pasteur.
14. Le Contrat de travail. Le rôle des syndicats professionnels, par P. Bureau, professeur
à la Faculté libre de droit de Paris.
15. * Essai d'une philosophie de la solidarité, par MM. Darlu, Rauh, F. Buisson, Gide,
X. LÉON, La Fontaine, E. Boutroux. 2* édit
16. * L'Exode rural et le retour aux champs, par E. Vandervelde. 2* édit.
17. i*" L'Éducation de la démocratie, par MM. E. Lavisse, A. Croiset, Ch. Seignobos, P.
Malapert, G. Lanson, J.Hadamard. 2* édit.
18. * La lutte pour l'existence et l'évolution des sociétés, par J.-L. de Lanessam.
19. >*^La Concurrence sociale et les de'voirs sociaux, par le même.
30. * L'Individualisme anarchiste. Max Stirner, par V. Basgh, professeur à la Sorbonne. 21. '*'La Démocratie devant la science, par C. Bouolé, chargé de cours à la Sorbonne
2" édit. revue. {Récompensé par r Institut.) •
33. ^hes Applications sociales de la solidarité, par MM. P. Budin, Ch. Gide, H Monod,
Paulet, Robin, Siegfried, Brouardel. Préface de M. Léon Bourgeois. 93. La Paix et l'Enseignement pacifiste, par MM. Fr. Passy, Ch. Richet, d'EsTouRNELLBS
de Constant, E. Bourgeois, A. Weiss, H. La Fontaine, G. Lyon.
24. '^Études sur la philosophie morale au TSX" siècle, par MM. Belot, Darlu, M. Bernés,
A. Landry, Gide, Roberty, Allier, H. Lichtenberger, L. Brunsghvigg.
25. ^Enseignement et Démocratie, par MM. Appell, J. Boitel, A. Croiset, A. Dsyinat,
Ch.-V. Langlois, g. Lanson, A. Millerand, Ch. Seignobos.
26. '*' Religions et Sociétés, par MM. Th. Reinach, A. Puegh, R. Allier, A. Leroy-Beau-
LiBU, le baron Carra de Vaux, H. Dreyfus.
37. * Essais socialistes. La religion, l'art, l'alcool, par E. Vandervelde.
28. * Le surpeuplement et les habitations à bon marché, par H. ^urot, conseiller muni-
cipal de Paris, et H. Bellamy.
L'Individu, l'Association et l'État, par Ë. Fourniébe
30. *Les Trusts et les Syndicats de producteurs, par J. Chastin, professeur au lycée Vol-
taire. {Récompensé par VInstitut).
31. ^Le droit de grève, par MM. Ch. Gide, H. Barthélémy, P. Bureau, A. Keufer, C.Per-
reau, Ch. PiCQUBNARD, A.-E. Sayous, F. Fagnot, e. Vandervelde. *i ^ Morales et Religions, par R. Allier, G. Belot, le Baron Carra de Vaux, F. Challaye,
A. Croiset, L. Dorizon, E. 'EnRHAltOT, E. de Faye, Ad. Lods, W. Monod, A. Puech. i La Nation armée, par MM. le Général Bazaine-Hayter, C. Bouglé, E. Bourgeois.
le C" BouRGOBT, E. Boutroux, A. Croiset, G. Dembny, G. Lanson, L. Pineau.
le C"« Potez, F. Rauh.
[ *■ La criminalité dans l'adolescence. Causes et remèdes d^un mal social actuel, par G.-L.
Duprat, docteur es lettres. {Couronné par VInstitut.) 'i Médecine et pédagogie, par MM. le D' Albert Mathieu, le D' Gillet, le
D' H. MÉRY, le D"" Grànjux, P. Malapert, le D' Lucien ButtI, le^D' Pierre Régnier,
le D' L. DuFESTEL, le D' Louis Guinon, le D' Nosécourt, L. Bougier. Préfacé de
M. le D*" E. MosNY, membre du Conseil supérieur d hygiène. 2 ^^ Lutte contre le crime, par J.-L. de Lankssan, ancien miuislre.
i$t FÉLIX ALGAN, ÉDITEUR, 108, BOfn.BVAIlD SÂlNT-GERUAIN, PARIS (Ô*)
BIBLIOTHÈQUE
D'HISTOIRE CONTEMPORAINE
VolaoïM ÎQ-lô brochés à 3 fr. SO. — Volumes m-S broehés àe divers prix.
Volnmes partis en 1909 :
AULÂRD (A.), professeur à TUoiversité do Paris. Études et leçons sur la Révolution française. 6« série.' 1 vol. in-16 : , 3 fr. 50
CHALLAYE (P.). Le Goi^o Frangais. La question internationale du Congo. 1 vp]. in-S. 5 fr.
DEBf DOUR,prore3seur à la Sorbonoe. L'Église oaQiolique et l'État en France sons là troisième RépubUque (4»70-190e). Tome II (1898-1908). 1 vol. in-8 10 fr.
DRIAULT (E.), agrégé d'histoire. '*^Vue générale de Thistoire de la civilisation. I. Les origines. II. Les temps modernes, t vol. in-lè avec 318 gravures et 34 cartes. (Récompensés par rinatitut,) 7 fr.
— '^ Le monde aotnei Tableau politiqtie et économique. 1 vol. inS *? fr.
— La politique extérteore du !•' Gonsol (1808-1803). {NapoUon el V Europe). 1 vol. in-8 7fr.
— et MONOD (Q.). Histdre politique et sooiate <i815>i909). (Évolution du m&nde moderne.) 1 vol. in-16, avec gravures et cartes 5 fr.
^ÈVRE (J.), prolessear à l'École normale de D\joja, et H.HAUSER, professeur à l'Université de Dijon. '^Régions et pays de France. 1 vol. in-8, avec 147 gravures el cartes dans le texte Tft.
HANDELSMAN (M.). Napoléon et U Pologt^e (1806-1807). 1 vol. in-8 5 fr .
HARTMANN (Lieut.-Golonel). Les Officiers de l'armée royale et la Révolution. 1 vol. in-8. ,......., , 10 fr.
HUBERT (L.), dépaté. ><- L'éveil d'un monde. L'œuvre de la France en Afrique Occidenlale, 1 vol. in-16 3fr. 50
JARAY (G.-Louis), auditeur au Conseil d'État. La question sociale et le socialisme en Hongrie. 1 vol. in-8, avec 5 cartes hors lexle 7 fr.
LEBÈGUB (lî.). Thouret (1748-1794). La vie et l'œuvre d^ un constituant. 1 vol. in-8... 7 fr;
LÉMONON (E.). L'Europe et la politique britannique (1882-1909). Préface de M. Paul De^- 'chanel, de l'Académie française. 1 vol. in-8 10 fr.
MAILATH (G** J. de). La Hongrie nurale, aooiale et politique. Préface de M. René Henry 1 vol. in-8 î 5 fr.
MANTOUX (P.), docteur es lettres. A travers l'Angleterre contemporaine. La. guerre sud-africaine et l'opinion. L* organisation du parti ouvrier. L'évolution du Crouvemement . et de l'Etat. Préface de M. G. Monod, de l'inatitut. 1 vol. in-16 3 fr. 50
RODES (Jean). La Chine nouvelle. 1 vol. in-16 3 fv. 50
Le socialisme à l'étranger. Angleterre^ Allemagne^ Autriche, Italie^ Espagne^ Hongrie^ Bussie, Japon, États-Unis, par MM. J. Bardoux, O. Gidel, Kinzo-Goraï, G. Isambert, G. Louis-Jaray, a. Marvaud, Da Motta de San Miguel, P. Quentin-Bauchart, M. RbvoN, A. Tardieu. Préface de A. Leroy-Beaulieu, de l'Instilut, directeur de l'Ecole' des Séiences politiques, conclusion de J. Bourdeau, correspondant de l'Institut. 1 vol. in-16 3 fr. 50
TARDIEU (A.], Secrétaire honoraire d'ambassade. * La France et les AHianoes. La lutte pour l'équilibre . 1 vol. in-16. {Récompensé par l'Institut.) 3 fr. 50
La vie politique dans les Deux Mondes, publiée sous la direction de M. A. Viallattb, pro> fesseur à l'École des Sciences politiques, avec la coUaboralion de professeurs et d'anciens élèves de l'Ecole des Sciences politiques. 2* année, 1 907 -f 908. 1 fort vol. in-8 10 fr.
WEILL (G.), professeur adjoint à l'Université de Gaen. Histpire du cathoMcisme libéral en France (1828-1908). 1 vol. in-16 3 fr. 50
Précédemment publiés :
EUROPE
DEBIDOUR (À.), professeur à la Sorbonne. * Histoire diplomatique de l'Europe, de 1815 à 1878. 2 vol. in-8. {Ouvrage couronné par Vlnstitut.) 18 fr.
DOELLINGER (I. de). La papauté, ses origines au moyen âge, son influence jusqu'en 1870. Traduit par A. Giraud-Teulon. 1904. 1 vol. in-8 '. .". 7 fr.
SYBEL (H. de). * Histoire de l'Europe pendant la Révolution française, traduit de Tallo mand par M"® Dosquet. Ouvran:e complet en 6 vol. in-8 4*^ ♦"-
TAUDIEU (A.), secrétaire honoraire d'ambassade. La Conférence d'iUgésiras. Histoire d matique de la crise marocaine (15 janvier-7 avril 1905). 3« édit. revue el augmentée appendice sur Le Maroc après la Conférence {1906-1909). 1 vol. in-8. 1909.. 1'
— * Questions diplomatiques de l'année 1904. 1 vol. in-16. {Ouvrage couronné par Vm demie française.). 1905 , . 3 f-
FRANCE Révolution et Empire AULARD (A.), professeur à la Sorbonne. * Le Culte de la Raison et le Culte de suprême, élude historique (1793-1 79 i). 3« édit. 1 vol. in-16 3 fr
— ♦ Études et leçons sur la Révolution française. 6 vol. in-16. Chacun 3. li
^OITEAU (P.). État de la France en 1789. 2" édition. 1 vol. in-8 , <<
BIBLIOTHEQUE D^HISTOmS CONTEMPORAINE 17
D0N00I9 (P.). agrégé d'hisloire. >» Napoléon et la société de son temps (1793-1821). t vol.< in-8 7 fr.
BORNA REL(E.)t doclear es lettres, t* Garni) on et la Révolution française. 1 vol. in-8. 1906 7.fr.
GAHEN (L.), docteur es lettres, professeur au lyoée Condcvoet. * Gondorcet.et la Révolution française. 1 vol. in-S. (Bécomperuië par l'Jnatitut). ^ 10 fr.
CARNOT (H.), sénateur, '^la Révolation française, résumé historique. 1vol. in-lÔ. 3 fr. 50
DEBIDOUR (A.), professeur à la Sorbonne. * Histoire dea rapports de réalise et de l'État en France (1789-1870). 1 fort vol. in-8. {Couronné par Vlnttitut.). 1893 12 fr.
— . * L'Église catholique et l'État en France sous la troisième République (1870-1906). — I. (4870-1889). 1 vol. in-8. 1906. 7 tr. — II. (1889-Î906). 1 vol. la-8. 1909 10 fr.
DESPOIS (Eug.). '^Le Yandallsme révolutionnaire. FondatloDs littéraires, scientifiques et artistiques de la Convention. 4* édit. 1 vol. in-16 3 fr. 50
DRIAULT (E.), agrégé d'histoire. La politique orientale de Napoléon. Sébastiani et Gar- DANE (1806-1808). 1 vol. in-8, {Réçompemé par Vlnâtitut.). 1902 7 fr.
— *Napoléon en Italie (1800-1812). 1 vol. in-8, 1906 , 10 fr.
DUMOULIN (Maurice). * Figures di: temps passé. 1 vol. in-16. 1906 3 fr. 50
GOMEL (G.). Les causes financières de la Révolution française. Les ministères de Turgot
et de Necker. 1 vol. in-8 8 fr.
— Les causes financières de la RéTOlutlon française;. Les derniers Contrôleurs généraux. 1 vol. in-8 , ^, . , ^. 8 fr,
— Histoire financière de l'Assemblée Constituante (1789-1791)^ % vol. in-8. 16 fr. — Tomo I: (1789). 8 fr. Tome II : (1790-1791) 8 fi\
— Histoire financière de la Législative et de la Convention. 3 vol. in-8. 15 fr. — - Tome I : (1792-1793). 7 fr. 50. Tome 11 : (1793-1798). 7 fr. 50
MATHIEZ (A.), agrégé d'histoire, docteur es lettres. '^ La théophilanthropie et le ctilte décadaire, (1796-1801). 1 vol. in-8. 1903 , 12 fr.
— ^ Contributions A l'histoire religieuse de la Révolution française, in-16. 1906.. 3 fr. 50 MARCELLIN PELLET, ancien député. Variétés révolutionnaires. 3 vol. in-lô, précédés d'une
préface de A. Ranc. Chaque vol. séparément, î 3 fr. 50
MOLLIEN (Cte). Mémoires d'un ministre du trésor public (1780-1845), publiés par M. Gh. Oomel. 3 vol. in-8. '. • •. . . 15 fr.
SILVESTRE, professeur à l'École des Soienoes politiques. De Waterloo à Sainte-Hélène (20 juin-16 octobre 1815). 1 vol. in-16 3 fr. 50
SPULLER'(Eng.), ancien ministre de l'Instruction publique. Hommes et choses de la Révolution. 1 vol. in-18 3 fr. 50
STOURM (R.), de l'Institut. Les finances de l'ancien régime et de la Révolution. 3 vol. in-8 ^... 16 fr.
— Les finances du Consulat. 1 vol. in-8 7 fr. 50
THENARD (L.)et GUYOT (R.). * Le GoovenUonnel Gou|on (1766-1793). 1 vol. in-8. {Rêcomr
pensé par Vlnstitut.) 1908 5 fr.
VALLAUX (G.). ^ Les campagnes des années . françaises (1793-1816). 1 vol. inrl6, avec 17 cartes dans le texte 3 fr. 50
Époque contemporaine
BLANC (Louis). * Histoire de Dix ans. (1830-1840). 5 vol. in-8 25 fr.
DEBIDOUR, professeur à la Sorbonne. * Histoire des rapports de l'Église et de l'État en France (1789-1870). 1 fort vol. in-8. (Couronné par l'Institut) 12 fr.
— >^L'Ëglise catholique en France sous la troisième Républlcpie (1870-1906). — I. (1870-1889)» 1 vol. in-8. 1903. 7 fr. — II. (1889-1906). 1 vol. in-8. 1909 10 fr.
DELORD (Taxile). * Histoire du second Empire (1848-1870). 6 vol. in-8 42 fr^
GbAFFAREL (P.), professeur à rUniversité d'Aix-Marseille. ^Jok politique coloniale en France (1789-1830). 1 vol. in-8. 1907 7 fr.
— * Les Colonies françaisos. 1 vol. in^. 6* édition revue et augmentée. 5 fr.
OAISMAN (A.). ^L'Œuvre de la France au Tonkin. Préface de M. J.-L. de Lanessan. 1 vol.
in-16 avec 4 cartes en couleurs, 1906 3 fr. 50
LANESSAN (J.-L. de). ><- L'Indo-Ghine française. Étude économique, politique et administrative. 1 vol. in-8, avec 5 caries en couleurs hors texte.. 15 fr.
'^ "État et les Églises en France. Histoire de leurs rapports, des origines jusqnà la
iration. i vol. in-16. 1906 3 fr. 50
es Missions et leur protoctorat. 1 vol. in-16. 1907 , 3 fr. 50
] ^r (P.), professeur à TUniversité de Bordeaux. Les Civilisations tunisiennes (Musulmans,
lites. Européens). In-16. 1898 {Couronné par VÀcadémie française.) 3 fr. 50
1 >ND (Mariu9-Ary). La société française sous la troisième République. 1 vol', in-8.
5 fr.
j ^O.). Histoire du commerce extérieur de la France depuis la Révolution. 1 voL
6 fr.
] 'T (J.-B.). La France hors de France, noire émigration, sa nécessité, ses conditioos.
.. in-8. 1900 {Couronné par l'Institut) 10 fr.
I EU (Ch.), professeur à l'École dea sciences politiques. La France moderne et le *«ne colonial (1815-1830). 1 voL in-8 7f
SPULLER (B.), ancien ministre de l'Instruetion publique, 'l' Figares disparues, porLraUg contemporains littéraires et politiques. 3 vol. in-lG. Chacun 3 fr, 50
TCHEHNOFF (J.). Associations et Sociétés secrètes sons la deaxiôme Bépnblique (1848-1851). 1 vol. in-$. 1905 ,. 7.fr,
VIGNON (L,), professeur à rÉcole coloniale. La France dans TAfrique da nord. S* éâition. 1 vol. in-S.' (lîécompensé par t Institut.) ^ 7 fr.
— L'Expansion de la France. 1 vol. in-18. 3 fr. 50. — Le même. Edition in>8 7 fr.
WAUL, inspecteur fi^énéral de rinstruetion publique, et A. BERNARD, professeur à la
Sorbonue. '^L'Algérie. 1 vol.in-S. h* édit., 1908. [Ouvrage couronné par Vlmtitut.). 5 fr,
WEILL (G.), prof, adjoint A l'Univ. de Cajai. Le Parti répoblicain en France de 1814 à
1870. 1 vol. in-8. 1900. {Eécompensé par l'Institut.) 10 fr.
— * Histoire du moavement social en France (1852-1902). 1 vol. ia-8. 1905 7 fr.
— L*^>cole saint-simonienne, son histoire, son inflaence jusqu^à nos jours. In 16. 1896. 3 fr. 50 ZEVORT (E.), recteur de l'Académie de Caen. Histoire de la troisième République :
ALLEMAGNE
ANDLER (Gh.), prof, à la Sorbonue. * Les origines du socialisme d'ÉtSit en Allemagne. 1 vol. in-8. 1897 ».. 7 fr.
GtJILLAND (A.), professeur d'histoire à TÉcole polytechnique suisse. '*' L'Allemagne nouvelle et ses historiens. 1 vol. in-8. 1899. < 5 fr.
MATTER (P.), doct. en droit, substitut au tribunal de la Seine. >*- La Prusse et la Révolution de 1848. 1 vol. in-lÔ. 1903 3 fr. ^
— * Bismarck et son temps. {Couronné par llnstitut).
I. » La préparation (1815-1863). 1 vol. in-8. 1905 10 fr
n.* L'action (1863-1870). 1 vol. in-8. 1906 10 fr.
II I. ♦ Triomphe, splendeur et déclin (1870-1898). 1 vol. in-8. 1908 10 fr.
MILHAUD (E.), professeur à l'Université de Genève. * La Démocratie socialiste allemande. 1 vol. in-8. 1903 10 fr.
SCHMIDT (Ch.), docteur ès> lettres. Le grand-duché de Berg (1806-1813). 1905. 1 vol.
io-8 , 10 fr.
YERON (Eug.). * Histoire de la Prusse, depuis la mort de Frédéric II. In-16. Ô* édit. 3 fr. 50
— * Histoire de l'Allemagne, depuis la bataille de Sadowa jusqu'à nos jours. 1 vol. in-16. 3* édit., mise au courant des événements par P. Bondois 3 fr. 50
AUTRICHE-HONGRIE
ASSELINE (L.). Histoire de l'Autriche, depuis la mort de Marie-i%érèse jusqu'à nos jours. 2« édit. 1 vol. in-18 avec une carte. 18S4 w . 3 fr. 50
AUERBACH, professeur à l'Université de Nancy. * Les races et les nationalités en Autriche- Hongrie. 1 vol. in-8. (2* éd. sous presse) 5 fr.
BOURLIER (J.). * Les Tchèques et la Bohème contemporaine. 1 vol. in-16 3 fr. 50
REGOULY (R.). * Le pays magyar. 1903. 1 vol. in-16 3 fr. 50
ITALIE
BOLTON KING (M. A.). * Histoire de l'unité italienne. Histoire poliUque de l'Italie, de 1814
à 1871. Introd. de M. Yves Guyot. 2 vol. in-8 15 fr.
COMBES DE LESTRADE (Vie). La Sicile sous la maison de Savoie. 1 vol. in-18. 3 fr. 50
GAFPAREL (P.), professeur à l'Université d'Aix- Marseille. ^Bonaparte et les Républiques
itaUennes (17Ô6-1799). 1895. 1 vol. in-8 5 fr.
SORIN (Élie). '<^ Histoire de l'Italie, depuis 1815 jusqu'à la mort de Victor-Emmanuel. 1 vol. in-16. 1888 , 3 fr. 50
GRÈCE, TURQUIE, EGYPTE
BÉRARD (V.), docteur es lettres. La Turquie et l'Hellénisme contemporain. {Ouoragi par VAead. française). 1 vol. in-lô. 5« édit «,. 3
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DRIAULT (B.), agrégé d'histoire. * La question d'Orient, préface de G. Monod, de l'institat.
1 vol. in-8. 4» édit. 1909 {Couronné par l'In»titut) 7 fr.
MÉTIN (Albert), professeur h l'École coloniale. * La Transformation de l'Egypte^ 1 vol.
ln-16. vXQ (Goar. par la Soc. de géogr. commerciale) 3 fr. 50
RODOCANACHI (B.). * Bonaparte et les Ues Ioniennes. 1 vol. ia-8 5 fr.
CHINE, JAPON
CORDIER (H.), de rinstitut, professeur à l'École des langues orientales. * Histoire des rela^* tions delà Cblne aveo les puissances occidentales (1860-1902), avec cartes. 3 vol. ia-8, chacun séparément < 10 fr.
4 L'Expédition de Cblne de 1S57-58. Histoire diplomat. 1905, 1 vol. in-8 7 fr
— * L'Expédition • de COilne de 1860. Histoire diplomat. 1906. 1 vol. in-8 7 fr,
ALLIER (R.). Le protestantisme au Japon (1859-1907). 1 vol. in-16. 1908 3 fr. 50
COURANT (M.), maître de conférences à l'Université de Lyon. En Chine. Mœurs et Institutions. Hommes et Faits, l vol. ia-16 3 fr. 50
DRIAULT (E.), agrégé d'histoire. * La Question d'Extrôme-Orlent. 1 vol. in-S. 1907. 7 fr.
QUESTIONS POLITIQUES ET SOCIALES
BARNI (Jules). * Histoire des Idées morales et politiques en France au XVIIP siècle. Q vol. in-16. Chaque volume ■ 3 fr. 50
— ^ Les Moralistes français au XVIII* siècle. 1 vol. in-16 3 fr. 50
LOUIS BLANG. Discours politiques (1848-1881). 1 vol. in-8 7 fr. 50
BONET-MAURY. La Liberté de conscience en France (1598-1905). 1 vol. in-8, 3« édit. 5 fr. D'EIGHTHAL (Eug.), de l'Inslitut. Souveraineté du Peuple et Gouvernement. 1 Vol.
in-16, 1895 3 fr. 50
DEPASSE (Hector), député. Transformations sociales. 1 vol. in-16. 1891 3 fr. 50
— Du Travail et de ses conditions, i vol. in-16. 1895 ^ 3 fr. 50
DESCHANEL (E.). ♦ Le Peuple et la Bourgeoisie. 1 vol. in-8 5 fr.
DRIAULT (E.), agrégé d'histoire. '<' Problèmes politiques et sociaux. 1 vol. in-8. 2* édit.
1906 7 fr.
OUYOT (Yves), ancien ministre. Soplilsmes socialistes et faits économiques. 1 vol. iu-10.
1908 .' 3 fr. 50.
LICHTENBERQER (A.). * Le Socialisme utopique, étude sur quelques précurseurs du
Socialisme. 1 vol. in-16. 1898, ". 3 fr. 50
1 >*- Le Socialisme et la Révolution française. 1 vol. in-8. 1898 5 fr.
MATT£R(P.). La Dissolution des Assemblées parlementaireSt 1 vol. in-8. 1898 5 fr.
NOVICOW. La Politique Internationale. 1 vol. in-8 7 fr.
PAUL LOUIS. L'Ouvrier devant l'État. Étude de la léçislalion ouvrière dans les deux mondes.
— Histoire du Mouvement syndical en France (1789-1906). 1 vol. in-16. 1907. . . 3 fr. 50 f REINAOH (Joseph), député. Pages républicaines. 1 vol. in-16 3 fr. 50
— * La France et l'Italie devant l'Histoire. 1 vol. in-8 5 fr.
SPULLER (E.). ♦ L'Éducation de la Démocratie. 1 vol. în-16. 1892 3 fr. 50
— L'Evolution politique et sociale de l'église. 1 vol. in-12. 1893 3 fr. 50
* La Vie politique dans les Deux Mondes. Publiée sous la direction de M. A. VIALLATE,
professeur à l'École des Sciences politiques, avec la collaboration de professeurs et d'anciens élèves de l'École des Sciences politiques.
/f» année, f906-t907. 1 fort vol. in-8. 1908 10 fr.
f année, i907-i90S. 1 fort vol. in-8. 1909 10 fr.
PUBLICATIONS HISTORIQUES ILLUSTRÉES
« DE SAINT-LOUIS A TRIPOLI, PAR LE LAC TCHAD, par le lieutenant-oolonel Monteil.
eau vol. in-8 colombier, précédé d'une préface do M. de Vogué, de l'Académie fran-
se, illustrations de Riou. 1895. {Ouvrage couronné par V Académie française. Prix
yntyon), broché. 20 fr. — Relié amateur 28 fr.
* STOIRE ILLUSTRÉE DU SECOND EMPIRE, par Taxile Delord. 6 vol. in-8, avec 500 ?rares. Chaque vol. broché •. 8 fr.
IINISTRES ET HOMMES D'ÉTAT
H ELSCIIINGER, de l'Institut. — * Bismarck. 1 vol. in-16 2 fr. 50
H .ÉONARDON. — * Prim. 1 vol. in-16 2 fr. 50
W :OURCELLE. — ♦ Disraeli, 1 vol. in-16 2 fr. 50
1 COURANT. — Okoubo. 1 vol. in-16, avec un portrait 2 fr. 50
A • ALLATE. — Chamberlain. Préface do E. Boutmy. 1 vol. in-16 2 fr. 50
20 FELIX ALGAN, BDirEUR, iOS, BOULEVARD SAINTK>SaiLAIN, PARIS (6«)
DE L'UNIVERSITÉ DE PARIS
HISTOIRE IT UTTéRATURR ANUENNES
* De l'Aatlientleltè des Êpigramines de SbaoBide, par M. le ProfesMar H. Hautette. 1 vol. iD*8 «. ..., ôfr.
Pe la nezion dans Lacrèoe, par M. le Profeasear Cartault. 1 vol. 1b-8 4 fr.
* La Main-d CEavre Industrielle dans l'ancienne firèce, par M. le Professear P. Guiraud. 1 vol. in^ 7 fr.
* Reclierolies sw le Dissours aux Qreos de TatteB, somes d'nae traduetiên, fntnçaise du discourt, avee notes, par A. Pob», proféasecgr a4|oiiA s la Sorkome. 1 leoL io-S... 6 fr.
* Les « Métamorplioses a d'Ovide et leurs modèles grecs, par A. Lasaye, professeur adjoint à la S»rboime. 1 vol. in-8.. > 8 {r. 50
* Mélanges dtistoire anslennov par ^AA* O. Blocb, J. CARConwo et L. Gcrnet. 1 YoLin-Ô Itfr.50 (Vieil/ icpamf/re).
MOTEir AGE
* Premiers Httanges d*EIstoire du Voyen Age, par HM. le Professeur A. Luchaibe, do riDsiilat, Dvpont-Fbhricr ei Poupardin. 1 vol. m-8 3 fr. 50
Deozièmos Mélanges d'Histoire du Moyen Age, par MM. le Professeur Luchaire, Halphen elHucKBL. 1 Tol. in-S « 6 fr.
TrolBiéves Mélanges d'Histoire du Moyen Age, par MM. les Prof. Luchaiak, Bxyssier, Halpheh et CoRDEY. 1 Yol. in-S 8 fr. 50
toatrlémes Mélanges d'Histoire du Moyen Age, par MM. Jacquemin, Farai^ Bkyssisr. i Yol. iD-8 7 fr . 50
Cinquièmes Mélanges d'Histoire du Moyen Age, pobîîés sous ladir. de M. le Professeur A. Luchaire, par MM. AufisnTi Cabru, Dulomo, Guism, HucauL, Loisette, Lyon, Max Fazy, et M"* Machkewitch. 1 vol. in-8 5 fr.
4 Essai de Restitutton des plus anciens Mémoriaux de la Chambre des Comptes do Paris, par MM. J. Peth*, Gavrilovitch, Maury eVTéoDOAU, préface de M. le Professeur adkeÎDt Gh.-V. Ljikgi.019. 1 Yol. in-8 9 fr.
Constantin Y, empereur des Romains (740-775). Étude d^hUtoire byzantitu^ par A. Loïc- BARD, licencié es lettres. Préf. de M. le Professeur Ch. Dishl, i vol. in-8. ........ 6 fr.
itade sur quelques Manuscrits de Rome et de Paris, par M. le Profeasear A. Luchaire. 1 Yol. in-8 6 fr.
Les ArebiTos de la Cour des Comptes, Aides et Finances de Montpefflert par L. Mah* tin-Chabot, archiviste-paléographe. 1 vol. in-8 8 fr.
Le latin de Saint- Avlt, éYéqne de Vienne (4507-526?), par M. te Professear H. Goelzer avec la collaboration de A. Mby. 1 vol. m-8 25 fr. ( Vient de paraître),
PHILOLOGIE ET UNOUISTIiQUB.
* Le Dialecte alaman de Colmar (Haute-Alsace) en 1870, grammaire et lexique, par M. le Professear Victor Henry. 1 vol. in-8 ^. 8 fr.
* Études linguistiques sur la Basse-AuYergne, phonétique fatetoriqu» du patois de Vinzelles (Puy-de-Dôme), par Albert Daozat. Préface de M. le Professear A. Thoma». i vol. in-8 , 6 fr.
* Antinomies linguistiques, par M. le Professear Victor Henry.. 1 vol. in^. ^ fr.
Mélanges d'Étymologie française, par M. le Professear A. Thomas. 1 n^l. in-S 7 fr.
* A propos du Corpus Tibollianum. Un tiicle de philologie latine c^Mt^ue, par M. le Professeur A. Cartault. 1 vol. iD-8 ^ 18 fr.
HISTOIRE CONTEMPORAINE
* Le treize Vendémiaire an IV, par Henry Zivy. agrégé d'histoire, 1 yoI. in-8 ..... -" "
BIBLIOTHEQUE DE PHILOLOGIE ET DE LITTÉMTUiŒ MODERl
Liste des volumes par ordi^ d^ apparition :
SCHILLER (Études sur), par MM. Schmiot, Fauconnet, Andler» Xavier L£qh« Spl Baldensperger, Dresch. Tibal, Ehrhard, M*» Talayrach d'ëceardt. h. Ligf BERGER, A. LÉvy. i vol. in-8. 1906 ..-..,.......,
ClIAUCER (G.). *Les contes de Canterbnry. Traduction française avec une inlroda et des notes. 1 vol. grand in-8. 1908 1;
MEYEa (André). Étude critique sur les relations d'Érasms et de Luther. Préface M. Ch. Andler 1 vol. in-8. 1909
FRANÇOIS PONGET (A.). Les affinités électives de Bœthe. Préfaee de M. H. Lxci besobr. l Yd. in-8. 1910
PUBLICATIONS DIPLOMATIQUES %i
DONNÉES AUX AMBASSADEURS ET MINISTRES DE FRANGE
Depuis le» Traitée de Wettpkalie jutqu^à la Révolution française.
Publié sons les aaspiees de la Commission des archives diplomatiques au Ministère des Àflfaires ètfaû^i^s.
Beaux vol. \tt^ raisin, kn primés sur papier de Holl&Bde, «itoo latrodtictidn et notes*
I. — AUTRICHE, par M. Albert Sorel, de l'Académie française ,ÉpuÎ8é,
H. — SUÈDE, par M. A. Oeôpfaot, de l'Institut, , »... ... 20 fr.
m. — PORTUGAL, par le Vicomte de Caix dc "SAiNX-AYMOUh 50 fp.
IV et V. — POLOGNiB, par M. Louis Farqes, chef de bureau aux Archives du Ministère des
aflTaircs étrangères. 2 vol , w. ».,»........»... 30 fr.
VI. — ROME, par O. HAitoTAOst, de l'Acâdéfia» française »...♦,»...♦.*. 20 fr.
VU. — BAVIÈRE, PALATINAT ET DEUX-PONTS, par M. André Lebon 25 fr.
Vlil et IX. — RUSSIE, par M. Alfred Rambaud, de l'Institut 2 vol. Le i»' volume. 20 fr.
Le second volume ,..♦.»... ...» 25 fr.
X. — NAPLES ET PARME, par M. Joseph Rbinagh, député 20 fr
XI. —-ESPAGNE (1648-1750), plu* MM» Mènsb-^FATio» prof eâssur au Collé g6 de France, et LioMARDON (tome 1) ...,....# .*. ..,...»....».. » 20 fr.
XII Qt XII bis, — ESPAGNE (1750-1789) (tomes II et III), par les mêmes ^. . . . 40 fr.
XIII. *- DANEMARK, pur A, OkpprOyv de l'Institut.......... »..»...».»..... 14fr.
XIV fit XV. — SAV0IE-SARDAI6NE-MANT0UE, par Horric de Beaucairk, ministre plénipotentiaire. 2 vol 40 fr.
XVI. — PRUSSE, par M. A. Waddihoton, professeur à l'Université de Lyon., 1 vol. (Couronné par t Institut.) ....».,. .^ . 28 f?.
DES ARCHIVES DU MINISTÈRE DES AFFAIRES ÉTRANGÈRES
Publié sous les auspices de la Commission des Archives diplomatiques.
Correspondance politique de MM. de CASTILLON et de MARILLAG, ambassadeurs de France en Angleterre (1527-1542). par M. Jean Kaulek, avec la collaboration de MM. Louis Farg«s et Germain Lefèvre-Pôbtalis. 1 vol. in-8 raisin ...»..».;.... 15 fr.
Papiers dé BARTHÉLÉMY, ambassadeur de France en Suisse, de 1792 & 1797, par M. Jean Kaulek. 16 volumes in-8 raisin. I. Aaûé« 1792. 16 fr. — II. Janvier-août 1793. 15 fr. — III. — Septembre 1793 "à mars 1704, 18 fr. — IV. Avril^ 1794 à février 1795, 2Ô fr. — V.' Septembre 1794 à septembre 1796, 20 fr. — VI. Espagne. Échange de Madame Royale. 12 fr. Tome VI et dernier par M. Tausserat Radel {sous presse).
Correspondance politique de ODET DE SELVB, ambassadeur de France en Angleterre (1546-1649), p&r Q. Lefèvre-Pontalis. 1 vol. in-8 raisin «.»....«..«... 15 fr.
Correspondance politique de GOILULUME PELLIOIER, ambassadeur de ï^rance à Venise (1540-1542), par M. Alexandre Tausserat-Radbl. 1 fort vol. in-8 raisin 40 fr.
^/^Ê^mtiàmi ta m ■* é**^iAA^
Correspondance des Deys d'Alger avec la Cour de France (1759-1833), recueillie par Eug. Plantet. 2 vol. in-8 raisin '. 30 fr.
Correspondance des Beys de Tunis et des Consuls de France avec la Cour (1577-1830), recueillie par Eugène PLANXEt. S vol. in-8. TtJrte I (1577*1700). Épuisé. — Tome II (1700- 1770). 20 fr. — Tome III (1770-1830) »... 20 fr.
Les Introducteurs des Ambassadeurs (1589-1900). 1 vol. in-4, avec figures dans le icxLe et ches hors texte 20 fr.
a . I T ■ I -r III I ' — ^
l 're de la représentation diplomatique de la France auprès des cantons suisses, de s alliés et de leurs confédéral, publiée sous les auspices des archives fédérales ses par E. Rott. Tome I. (1430-1559) 1 vol. gr. in-8. 12 fr. — Tome II. (1559-1010). .1. gr. in-8, 15 fr. — Tome III (1610-1626). L'araire de la Valteline (!'• partie) )-162e) 1 vol, gr. in-8, 20 fr. — Tome IV. (1626-1635) (1" partie). — L'affaire de la eline, (2* partie) (1626-1633) 1 vol. gr. in-8 ..'; .rT... 15 fr.
REVUE DU MOIS
DiRECTSUR : Emile BOREL, professeur à la Sorbonne. Secrétaire db la rédaction : A. BIANCONI, agrégé de TUniversité.
Paraît le 10 de chaque mois depuis le 10 Janvier 1906 par livraisons de 128 pages grand in-8° (25 x 16)
Cliaque année forme deux volumes de 760 à 800 pages chacun.
'La Revue dn Mois, qui est entrée en janvier 1910 dans sa cinquième année, suit avec attention dans xoutes les parties 'du savoir le mouvement des idées. Rédigée par des spécialistes éminents, elle a pour objet de tenir sérieusement les esprits cultivés au courant de tous les progrès. Dans des articles de fonds aussi nombreux que variés, elle dégage les résultats les plus généraux et les plus intéressants de chaque ordre de recherches, ceux qu'on ne peut ni ne doit ignorer* Dans des notes plus courtes, elle fait place aux discussions, elle signale et critique les articles de Revues, les livrer qui méritent intérêt.
Abonnement :
Un an : Paris, 20 fri — Départements, 22 fr. — Étranger, 25 fr. Six mois: — lOftr. — — 11 fr. — . — 12fr. 50.
La livraison, 2 fr. 2S.
Les abonnements partent du dix de chaque mois.
* Journal de Psychologie Normale et Pathologique
REVUE HISTORIQUE
^^igée par MM. 6. MONOD, de l'Institut, et Ch. BËMONT.
(35® année, 1910.) — Paraît tous les deux mois.
Abonnement du 1*" Janvier : Un an : Paris, 30 fr. — Départements et étranger, S
La livraison. 6 fr.
Les années écoulées, chacune 30 fr.^ le fascicule, 6 fr. Les fascicules de la f année,
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ANNALES DES SCIENCES POLITIQUES
Bevne bimestrielle publiée avec la oollaborattoù des professeurs et des anciens élèves de l'École libre* des Sciences Politicpies.
(25» ann^e, 1910.) Rédacteur en chef : M. A. VIALLATE, professeur à l'Ecole.
Abonnement da 1** Janvier : Uo an : Paris. 18 fr.; Départ, et Étranger, 19 fr.
La livraison : 3 fr. 50.
JOURNAL DES ÉCONOMISTES
Revne mensuelle de la solenoe économique et de la statlstlqne«
(69* année, 1910.) Paraît le 15 de chaque mois.
Rédacteur en chef : Yves Guyot, Ancien ministre, Vice-Président de la Société
d'économie politique.
Abonnement : France, Un an : 36 fr. Six mois, 19 fr. Union postale : Un an, 38 fr. Six mois, 20 fr. — Le numéro, 3 fr. 50
Les abonnements partent de janvier, ami, juillet on octobre.
M. de] Molinari qui, pendant de longues années, a dirigé le Journal de» Economiste» avec la distinction que l'on sait, s'est, retiré; il a désigné comme son successeur M. Yves Guyot. Le nouveau rédacteur en chef, entré en fonctions le 1*' novembre 1909, bien connu et apprécié des lecteurs de.ce Journal et de tous le^ économistes, saura maintenir ce périodique à la hauteur de sa réputation et lui conserver sa valeur acientifique.
* Revue de l'Ecole d'Anthropologie de Paris
Recueil mensuel publié par les professeurs. (20« année, 1910.) Abonnement, da 1"' janvier : France et Etranger, lO fr. — Le numéro, 1 fr.
INTERNATIONALE
I!l yOLCMES IN-8, CARTONNÉS A L'aNOLAISB; OUVRAGES A 6, 9 ET 12 FRANCS
Derniers Tolumes parus :
CHARLTON BASTIAN. L'ÊvolttUon de la vie. 1 vol. ia-8, illustré, avec .figures dans le texlA et 1^ ()lADchM hors lexle^ ttaduetioa de ranglais et avant-propoa par H. de VAniGifY 6 fr.
LOEB, professeur ë rUniversité Berkeley. * La djraamique des phénomènes de la vie. Traduit de l'allemand par MM. Daudin et Schaeffer, agrégés de rUniversité, prérace de
."M. le prof. A. Giard, de l'Institut. 1 vol. avec ftg 9 fr.
VEIES (Hugo de). Bspèeea et Tarlétés, trad. de TMlemaBd par L. Blarimghem, chargé d'un cours à la Sorbonne, arec préface. » ^ . . ^ * 12 fr.
prég6demmbmt parus :
ANGOT (A.), directeur du Bureau météorologique. >^ Les Aurores polaires. 1 vol.
iD-8, arec figures 6 fr.
ARLOINO, prof, à l'Ecole de médecine de Lycu. ♦Les Viras. 1 vol. iu-8 6 fr.
BAGEHOT. ♦Lois scientifiques du développement des nations. 1 vol. in-8. 7* éd 6 fr.
BAIN. ♦L'Esprit et le Corps. 1 vol. in-8. 6« édltioû 6 fr.
BAIiN (A.). »La Science de l'éducation. 1 vol. Jn-8. 9« éditioà 6 f^.
BALFOUR STfîWART. »La Conservation de rénergie, aveè fig. 1 vol. în-8. «• édil.. . 6 fr;
BEAUNIS (H.). Les Sensations internes. 1 vol. in-8. , 6 fr-.
BERNSTEIN. ♦ Les Sens. 1 vol. in-8, avec 91 figures. 5« édition '. 6 f i*
BERTHELOT, de Klnstitut. ♦La Synthèse ofainùque. 1 vol. iB-8. 8* édition fr.
— ♦ La Révolution chimique, Lavoisler. 1 vol. in-8. 2* éd 6 fr.
BINET. ♦Les Altérations de lA parsenualité. 1 vol. in-8. 8* édition 6 fr .
BINET et FÉRE. ♦te Bl&^nètlsmtt ài^inal. 1 vol. in 8. 5* édition. ..a ...» » 6 fr .
BLASERNA et HELMHOLTZ. ♦Le Sonet la Musique. 1 vol. in-8. S** édition 6 fr.
BOURDEAU (L.). Histoire de l'habillement et de la ^ATùre. 1 vol. iii-8...... 6 fr.
BRUCKE et HELMOLTZ. ♦Principes scientifiques des heaux-arts. 1 vol. in-8, aveo
39 figures. 4* édition 6 fr .
BRUNACHE (P.). ♦ Le Centre de l'Afrique. Autour du Tchad. 1 vol. in-8, avec
figu rcs I i 6 f r .
CANDOLLE (de). ♦L'Origine de!s plantes cultivées. 1 vol. in-». A* édition 6 fr.
GARTAILHAG (E.). La France préhistorique, d'après les sépultures et les mona-
ments. 1 vol. in-8, avec 162 figures, 2* édition i. i -6 fr .
CHARLTON BASTIAN. * Le Cerveau, organe de la pensée ches l'homme et chez
les ahimauz. 2 vol. in-8, aveô figures. 2* édition « . w t . > ; . . t . . . . 12 fr .
COLAJANNI (N.). ♦ Latins et Anglo-Saxons. 1 vol. ln-8. ;.;.... 9 fr.
CONSTANTIN (Capitaine). Le rôle, sociologique de la guerre et le sentiment national.
Suivi de la traduction de La guerre^ moyen de sélection collective, par le D' Steinmetz.
1 vol in-8 : 6 fp .
COOKE et BERKELEY. ♦Les Champignons. 1 vol. in-8, avec figures. 4« édition 6 fr.
COSTANtlK (J.), pi^of. au MdséUnl. ♦LeÉi Végétaux et les Milieux ooànâqnes (adaptation, évolution). 1 vol. in-8, avec 171 gravures. 6 fr.
— ♦La Nature tropicale. 1 vol. ln-8, avec gravures... . . . n .^ 6 fr.
— ♦Le Transformisme appliqué à l'agriculture. 1 vol. in-8, avec 105 gravures... 6 fr. DAUBRÉE, de l'Institut. Les Régions invisibles du 0dbe et des es^iaoes oéleates.
1 vol. in-8, aveo 85 fig. dans le texte. 2« édition 6 f r .
DEMENY (G.). ♦Les bases scientifiques de l'éducation physique. 1 vol. in-8, aveo 198 gravures. 4« édition. » * .... i . i ........".. . f^ ♦■••
— Mécanisme et éducation des mouvements. 1 vol. in-8, avec 565 gpfei^utes. S« édit. DEMOOR, MASSART et VANDERVELDE. ♦ L'évoluUon régressive en biolog^
en sociologie. 1 vol, in-8, avec gravures
DRAPER, Les Conflits de la science et de la religion. 1 vol. in^S. 19« édition
DREYFUS. ♦ Évolution des mondes et des sociétés. 1 vol. in-8
DUMONT (L.). ♦Théorie scientifique de la sensibiUté. 1 vol. ia-8. 4* éditions »
FUCHS. ♦Les Volcans et les Tremblements de terre. 1 vol. in-8, aveo figures et
carte en couleurs. 5* édition . , ,
GELLÉ (E.-M.). ♦L'audition et ses organes. 1 vol. in-Sj avec gravures
GRASSET (J.), prof, à la Faculté de médecine do Montpellier. — Les Maladie
l'orientation et de l'équilibre, 1 vol. in-S, avec gravures : . i t .
GROSSE (E.), ♦Les débuts do l'art. 1 vol. lh-8, avoif gravures
BIBLIOTHÈQUE SCIENTIFIQUE INTERNATIONALE
GUIGNET et GARNIER. * La Céramique ancienne et moderne. 1 vol., avec
grarares 6 fr.
HERBERT SPENCER. *LeB Bases de la morale évolationnlste. 1 vol. in-S. 6* édit... . 6 fr.
— *tai Science sociale. 1 vol. ia-8. 14* édition 4 6 fr.
HUXLEY. '^'L^Écrevisse, introduction à l'étude de la Zoologie. 1 vol. in-8, avec figures,
2» édition 6 f r .
JACCARD, professeur à l'Académie de Neuohàtel (Suisse). *Le pétrole, le bitume et
l'asphalte an point de vue géologique. 1 vol. in-8, avec figures... 6 fr.
JAVAL (E.), de l'Académie de médecine. ^Physiologie de la lecture et de l'écriture.
1 vol. in-8. avec 96 gravures. £• édition 6 fr,
LAGRANGE (F.). "Physiologie des exercices du corps. 1 vol. in-8. 7» édition 6 fr.
LALOY (L.). '*^ Parasitisme et mutualisme dans la nature. Préface du Prof. A. Giard,
de l'Institut, i vol, in-8, avec 82 gravures , 6 fr.
LANESSAN (DE). '*^ Introduction à l'Étude de la botanique {le Sapin). 1 vol. in-8.
2» édition, avec 143 figures 6 fr.
— '*' Principes de colonisation. 1 vol. in-8 6 fr.
LE DANTËC, chargé de cours à la Sorbonne. — ^Théorie nouvelle de la vie. 4* édit.
1 vol. in-8, avec figures .* 6 fr.
— L'évolution IndlvidûeUe et l'hérédité. 1 vol. in-8 '. , ; . . . 6 fr.
— Les lois naturelles. 1 vol. in-8, avec gravures 6 fr.
liUBBOGK (SIR JOHN). * Les Sens et l'instinct chez les animaux, principalement chez
les insectes. 1 vol. in-8. avec i50 figures 6 fr.
MALMÉJAG (F.). L'eau dans l'alimentation. 1 vol. in-8, avec fig 6 fr .
MANTEOAZZA. La Physionomie et l'Expression des sentiments. 1 vol. in-8, avec
planches hors texte. 3* édit 6 fr.
MAUDSLEY. »Le Crime et Ia Polie. 1 vol. in-8. ?• édition 6 fr.
MEUNIER (Stan.), professeur au Muséum. — *Lbl Géologie comparée. 1 vol. in-8, avec
gravures. 3* édition : 6 fr.
— «La géologie générale. 1 vol. in-8, avec gravures. ^ édit 6 fr.
— *Ita. Géologie expérimentale. 1 vol. in-8, avec gravures. 2* édit ' C fr.
MEYER (de). '*'Les Organes de la parole et leur emploi pour la formation des sons
du langage. 1 vol. in-8, avec 51 gravures 6 fr.
MORTILLET (G. de). >** Formation de la Nation française. 2* édit. 1 vol. in-S, aveo
150 gravures et 18 cartes 6 fr.
MOSSO (A.), professeur à l'Univ. do Turin. ^ Les exercices physiques et le développement
Intellectuel. 1 vol. in-8 ' 6 fr.
NIEWENGLOWSKI (H.). >*^La photographie et la photochimie. 1 vol. in-8, aveo
gravures et une planche hors texte 6 fr.
NORMAN LOCKYER. '^L'Évolution inorganique^ vol. in-8 avec gravures ô fr.
PERRIER (Edm.), de l'Institut. La Philosophie soologique avant Darwin, i vol. in-8.
3* édition 6 fr.
PETTIGREW. *La Locomotion ches les animaux, marche, natation et vol. 1 vol. in-8,
avec figures. 2* édition 6 fr.
OUATREFAGES (DE), de l'Institut. '«'L'Espèce humaine. 1 vol. in-8. 13* édit 6 fr.
— * Darwin et ses précurseurs français. 1 vol. in-8. 2* édit. refondue 6 fr.
— «Les Émules de Darwin. 2 vol. in-8, avec préfaces de MM. Ed. Perrier et Hamy. 12 fr RlCHET (Ch.), professeur à la Faculté de médecine de Paris. La Chaleur animale.
1 vol. in-8, avec figures 6 fr.
ROCHE (G.). >*'La Culture des Mers (piscifacture, pisciculture, ostréiculture). 1 vol.
in-8, aveo 81 gravures 6 fr.
ROMANES. ♦L'intelligence des animaux. 2 vol. in-8. 3" édition 12 fr.
ROOD. «Théorie scientifique des couleurs. 1 vol. in-8, avec figures et une planche
en couleurs hors texte. 2* édition '. 6 fr.
SCHMIDT (O.). ♦Les Ifammiléres dans leurs rapports avec leurs ancêtres géologiques. 1 vol. in-8, avec 51 figures 6 fr.
SCHUTZ EN BERGER, de l'Institut. «Les Fermentations. 1 vol. in-8. 6® édition 6 fr.
SECCHI (le Père). «Les Étoiles. 2 vol. in-8, aveo fig. et pi. 3» édition 12 fr.
STIALLO. «La Matière et la Physique moderne. 1 vol. in-8. 3* édition 6 fr.
^TARGKE. ♦ La Famille primitive. 1 vol. in-8 6 fr.
î .Y (JAMES). ♦Les Illusions des sens et de l'esprit. 1 vol. in-8. 3» édiiion 6 fr
ftSTON (R.). * Histoire de la machine à vapeur, 2 vol. in-8, avec 140 figures
6 planches hors texte. 3« édition ^ 12 fr,
^ARD. L'Homme dans la Nature. 1 vol. in-8, avec figures 6 fr.
JESSART, prof, au Muséum. ♦Les Microbes, les Ferments et les Moisissures.
d1. in-8, 2» édit., avec 107 figrures 6 fr.
>ALL (J.). ♦Les Glaciers et les Transformations de l'eau, avec figures. 1 vol.
î, 7« édition 6 fr.
BENEDEN, ♦Les Commensaux et les Parasites dans le règne animal. 1 vol. in-8,
î figures. 4« édition 6 f r.
TNEY. ♦La Vie du Langage. 1 vol. in-8. 4« édition 6 fr.
lTZ, de l'Institut. ♦La Théorie atomique. 1 vol. in-8, 9' édition 6 tt.
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PUBLICATIONS
HISTORIQUES» PHILOSOPHIQUES ET SCIENTIFIQUES qui ne se trouvent pas dans les collections précédentes^
Volumes, paras en 1909 :
ARDASCHKFF (P.). professeur d'histoire à rUnîversîté de Kiew. »Le8 Intapdants depro- ▼Inoe sons Louis XVI. Traduit du russe par L. Jousserandot, sous-bibliothécatre à l'Universilé de Lille. 1 vol. grand in-8. {Cour, par VAcad, Impér. de St-Pétersbourg). 10 fr.
COTTIN (G^" P.), ancien député. Un livre pour le XX* siècle. Cathéchisme social et politique. 1 vol. ia-16 '. 3 fp. 50
DAVILLÉ(L.), docteur es lettres. Les prétAnttons 6p Charles nj, duc de Lorraine, A Is^ couronne de France. 1 vol. grand in-8 ; 6 fr . 50
FOUCHER DE CAREIL (C<«). Descartes, la Princetae Elisabeth et la Beine Christine, d'après des lettres inédites. Nouvelle édit. 1 vol. in-8 4. fr..
GREEF (G. de), prof.' à l'Université Nouvelle de Bruxelles. La structore générale des Sociétés. Tome 1. La loi de limitation., i vol. grand in-8. 5 fr. — Tome U. Tliéoris rf«« frontières et des classes. I. 1908. 1 vol. grand in-8. 5 fr. — Tome II T. Théorie des. frontières et des classes. II.' 1908. 1 vol. grand in-8 5 fr.
— Précis de sociologie. 1 vol. in-8 6 fr.
LACAZE-DUTHIERS (G. de). L'art et la vie. Le culte de l'idéal ou t'artistocratia. 1 vol.
in-8 7 fr. 50
LANESSAN (J.-L. de), ancien ministre de la Marine. La bilan de notre marine. 1 vol.
in-16. . .^ 3 fr. 50
LAVOLLÉE (R.), docteur es lettres. Les Fléaux nationaux. Dépopulation^ pornographie,
alcoolisme^ affaissement moral. 1 vol. in-16. {Couronné par l'Académie fra^aise.) 3 fr. 50 LÉON (A.), docteur es lettres. Les éléments cartésiens de la doctrine spinosiste sur les
rapports de la pensée et de son objet. 1 voL grand in-8 6 fr.
LUQUET (G. -H.), agrégé de philosophie. Éléments de logique formelle. Br. in-8. 1 fri 50
MAJEWSKl (E. de). La science de la civUlsatloii. 1 vol. i»-8 6 fr.
MARTIN (W.). La situation û» catholicisme 4 CtaBève (i81<l-19Q7). Étude de droit et
d'histoire. 1 vol. in-16 3 fr. 50
MAUGÉ (F.), docteur es lettres. Le ratipnalisme oomme. hypothèse mèUu>dolOBlque. 1 vol..
grand in-8 1.0 fr.
PALHORIÈS (F.), docteur es lettres. La théorie i4éologi<iae de Galuppji dana ses rapports.
avec la philosophie de Kant. 1 vol. in-8 4 fr. (Voir p. 14).
PILASTRE (E.). La religion au temps du duc de St>Simon, d'après ses. écrits rapprochés
de documents anciens ou récenis, avec une introduction et des notes. 1 vol. io^. .. 6 fr. PITOLLET (C), agrégé d'espagnol, docteur es lettres. La querelle caldéronien^e. de Johan
Nikolas B5hl von Faber et José Joaqnin de Mora, reconstit().ce d'apcès des.documeals originaux. 1 vol. iu-8 15 fr.
— Goi^tributions à l'étude de l'hispanisme de G.-E. Lessing. 1 vol. in-S 15 fr.
PRADINES (M.), docteur es lettres, professeur agrégé, de philosophie au lycée de Bi)rdeaux.
Critique des conditions de l'action.
ToMc I. L'Erreur morale établie par r histoire et Vévoluiian des système^, \ vol. in-8 10 f r.
Tome II. Principes de toute philosophie de l'action. 1 vol. in-8..^ 5 h.
PUECH (J.-L.), docteur en droit. Le Proudhonisme dans l'Assooiation internationale des
travailleurs, préface de Ch. Andler, professeur è^ la, Faculté des lettres de Paris.
1 vol. grand in-8 •. 6 fi*.
REYMOND (A.). Logigue et mathématiques. Essai historique et critique sur le nor, '
infini. 1 vol. in-8 f
ROSSIER (E.). Profils de Reines. Isapelle de Castille, Catherine de Médicis^ Elisabeth d
gleterre, Anne d'Autriche, Marie-Thérèse, Catherine II, Louise de Prusse^ Victoria.
face de G. Monod, de l'inslitut. 1 vol. in-16 3 f
TOURTOULON (G. de), professeur h rUnivePsité de Lausanne. Les priUclpes phil
phiques de l'histoire du droit. T. I. Les transformations du droit. 1 vol. in-8
VERMALE (F.) et BLANGIIOZ (S.-C.). Procès -verbaux de l'Assemblée générale et a
Commission provisoire d'administration des AUobroges {Documents poMr V Histoire
Révolution en Savoie). Tome I. 1 vol. in-8. 3 fr. 50. — Tome II. 1 vol. in-8
VBRMALE (F.) et ROCHET (A.). Registre des délibérations du Cemitô révolution
4'Aix-les-Bains {Documents pour V Histoire de la Révolution en Savoie). 1 vol. in-8.
PUBLICATIONS DIVERSES
Préoédemment parus :
ALAUX. PhUosophie morale et politique. 1 vol. io-S. 1893 7 fr. 50
— Théorie de l'&me homaine. 1 vol. in-S. 1895 10 fr.
— Dieu et le Monde. Essai de philosophie première. 190L 1 vol. in-12 2 fr. 50
AMIABLE (Loaifi). Une loge maçonnique d'avant 1789. 1 vol. in-S 6 f iv
ANDRÉ (L.), docteur es lellrea. Micbel Le Tellier et l'organisation de l'armée monar^
oblque. 1 vol. in-8 {couronné par V Institut). 1906 14 fr.
— Deux mémoiies inédits de Glande Le 9eUetier. 1 vol. in-8.. 1906 3 fr. 50
AB.M1NJ0N (P.), prof, à l'Ecole Khédiviale de Droit du CtUre. L'enseignement, la. doc^iinA
et la vie dan», les universités musulmanes d'Egypte. 1 val. in-8. 1907..^ 6 fr. 5û
ARRÉAT. Une Éducation intellectuelle. 1 vol. ia-18 .^ . . . . . S £r. 50
— Journal d'un ptailosophe. 1 vol. in-18. 3 fr. 50 (Voy. p. 2 et 6).
* iùitour du monde, par les Bouasisas d« voyage qk L'UNivEnaiTé de Paris. {Fondation,
Albert Kahn). 1 vol. gr. in-8. 1904 10 fr.
ASLAN (G.). U Morale selon Guyan l vol. ia-16. 1906. '.......,. 2 fr..
— Le Jugement ches Aristoto. Br. inrl8. 1908 ^ 1 fr.
ATGER (F.). Histoire des dôotcines dn Contrat social, i voL ia-8. 1906 g {«,
BACHA (E.). Le Génie de Tacite. 1 vol. in-t8. 4 fr.
BELLANQER (A.), doolaur as lettres. Les aoAoepts de cause ot l'activité lAtentlom^lUtr
de l'esprit. 1 vol. in-8. 1905 5 fr.
BÉMONT (Gh.). et MONOD (G.)- — Histoire de rjEurope. au Moyen &ge (395-1270)i No»*.
velie édit. 1 vol. in-18, aveo grav. et carte:» en . couleurs 5 fr.
BBNOIST-HANAPPIER (L.), maître de conférenoea à l'Uuiveraité de liancy.. Le dram».
natnvaliste .en Allemagne. 1 vol. in<8. 1905. Couronné par V Académie française, 7 fr. 50 BERTON (H.)) docteur ea droit. L'Évolution oonstltutionneUo. diL second Emplse.. Dootrinea«
textes, histoire. 1 fort vol. in-8. 1900, .....♦,..,*...,.., 12 fr.
BOURDEAU (Louis). Théorie des sciences. 2 vol. in-8. ^. ..,..-,..,... 20 fr.
— La Conquête du monde animal. 1 vol. in-8 .%*.»,»... ^>,.. 5 fr.
^ La Conquête du monde végétal. 1 vol. in-S. 1893 5- fr»
•— L'Histoire et les historiens. 1 vol. in-8 7 fr. 50
— * Histoire de l'alimentation. 1894. 1 vol. in-8 ,. 5 fp.
BOURDIN. Le Vivarais, essai de (géographie régionale, t vol. in-8. (Ânn. de l'Univ. de L.yon). 6 fr» BOURGEOIS (E.). Lettres intimes de J.-M. Alheroni adressées an Qomte J. Roccai.
1 vol. in-8. (Ann. de l'Univ. de Lyon) ., 10 fr.
BOUTROUX (Bm).), do l'InstiluL "^ De L'Idée de la. Loi naturelle. In-8. 8 fr. 50 (Voir p. 2 et 6) BRANDON-SALVADOR (M»*). A travers les moissons. Ancien Testamimt. Talmud. Apç-
cryphe». Poètes, et moraUsto» juifs du moyen ége. 1 voL in-16. i903.«. ...*.. 4, fp.
BRASSEUR. La question sociale. 1 vol. in-8. 1900 , .• ., 7 fr, 50
— Psychologie de la force. 1 vol. in-8. 1907 3 fr. 50
RROOKS ADAMS. Loi do ta oJMlisatioa et d« la décadeoofi. 1 val, i&^ 7 f r. 50
BROUSSEAU (K.). Éducation des nègres aux États-Uliis. 1 vol. iii-8> 7 fr. 50
BUCHER (Karl). Études d'histoire et d'économie politique. tvoK in-S. 190É....... Ô fr.
BUDÉ (E. de). Les Bonaparte en Suisse. 1 vol. ia-12. 1905 ^ 3^ fr. 50^
BUNGE(C.-0.). Psychologie individuelle et soefiale. 1 vol. in-16. 1904.....'^ 3 fr.
CANTON (G.). Napoléon antimilitariste. IWS. 1 vol. m-V^. 3 fr. 50
CARDON (G.), docteur es lettres. * La Fondation doFU^versité 4e D«KUd. 1 vol« iu-8. 10 ir. dAUDRlLLIER (G.), docteur es lettres, inspecteur d'AeadéUtie. L» Hrahison do Piohegru et
les intrigues royalistes dans t'Est avant fructidor. 1 vot. gc« tn<iÂw 19G8 7 fr. 50^
CHARRIAUT (H.). Après la séparation. L'avenir de* éigUêe^ V voli. iapl2. 1905. 3 fr. 50
CLAMAGERAN. La Réaction éeonomiqae et la âéme(»a«io« 1 vol. In-^ 1- fr. 25
-^ La lutte contre le mal. 1 vol. in-18. ISQT; 3 fr^ 50
— Études poétiques, économiques et administratives. 1 vol. in-S. 10 fr.
— Philosophie religieuse. Art et voyages, iroh ln-l?i 1964 3 fr. 50
— Correspondance (1849-1902). 1 vol. gr. in-8. 1905 10 fr.
COLLIGNON (A.). Diderot. Sa vie, ses œuvres^ sa correspondance, 2" édit. 1907. 1 vol.
iD-12 3 fr. 50
COMBARIEU (J.), chargé de cours an Collège de France. * Les rapports de la musique
et de la poésie. 1 vol. in-8. 1893 7 fr. 50
l)ng]^és de l'Éducation sociale, Paris 1900. 1 vol. in-ë. 1901 10 fr.
ongrès international de Psychologie, Paris 1900. 1 vol. in-8 , 20 fr.
TE. Économie poUt. et physioL sociale. 1 vol. in-18. (V. p. 3 et 7) 3 fr. 50
TIN (C»« P.), ancien député. Positivisme et anarchie. Agnostiques français. Auguste
mte, littré, Taine. 1 vol. in-lÔ. 1908 2 fr. (V. p. 26)
BERTIN (P. de). La gymnastique utilitaire. 2«> édit. 1 vol. in-12. . , .. , 2 fr. 50
(TU (G.), docteur es lettres. Opinions et critiques d'Aristophane sur le mouvement
Utique et intellectuel à Athènes. 1 vol. gr. in-8. 1907 ,. ., ^.,. . 3 fr.
éducation d'après Platon. 1vol. gr. in-8. 1907 6 fr.
Y (G.\ docteur en droit, ''r Les Idées politiques en Pologne à la fin, du XVIIP siècle.
Constitution du 3 mai 1793- 1 vol. ia-8. 1901. ....... ^. -. 6 fr.
EL (Th.). Le peuple-roi. Essai de sociologie universalîste. 4 vol. în-18. 1904. 3 fr. 50
DAURIAC. Croyance et réalité. 1 voL in-18. 1889 3 fr. 50
DEFOURNY (M.). La sociologie positiviste. Augutte Comte. 1 yoI. in-8. 1902 6 fr.
DERAISMES (M^^* Maria). ŒQ^res complotes. 4 vol. in-8. Ghaeiin 3 fr. 50
DEROCQUIGNY(J.). Charles Laxnb. Sa vie et ses œuvres. In-8, (Trav^. deTUniv. de Lille). 12 fç.
DESCHAMPS. Principes de morale sociale. 1 yoI. in-8. 1903. . . .'. 3 fr. 50
DICRAN-ASLANI AN. Les principes de révolution sociale. 1 vol. in-8. 3« édition. 1909. 5 fr. DOLLOT (R.), docteur en droit. Les origines de la neutralité de la Belgique (1609-18S0).
DUBUC(P.), doct. es lettres, '^ Essai sur la méthode de la métaphysique. 1 vol. in>8.. 5 fr.
DUOAS (L.), docteur es lettres. * L'amitié antique. 1 vol. in-8 7 fr. 50
DUNAN, docteur es lettres. ^^^ Sur les formes a priori de la sensibilité. 1 vol. in-8.. 5 fr.
DUPUY (Paul). Les fondements de la morale. 1 vol. in-8. 1900 5 fr.
-« Méthodes et concepts. 1 vol. ia-8. 1903 5 fr.
* Entre Camarades, par les anciens élèves de l'Université de Paris. Histoire, littérature,
philologie^ philosophie. 1901 . 1 vol. in-8 10 fr.
ESPINAS (A.), de Vlnstitat. * Les Origines de la technologie. 1 vol. in-8 5 fr.
FABRE (P.). Le Polyptiqne du chanoine Benoit. In-8. (Trav. de l'Univ. de Lille)... 3 fr. 50 FERRÈRE (F.). La situation religieuse de l'Afrique romaine depuis la fin da iv« siècle
jusqu'à l'invasion des Vandales. 1 vol. in-8. 18^ 7 fr. 50
Fondation universitaire de BellevUle (La). Gh. Gide. Travail intellectuel et travail manuel :
J. Bardoux. Premiers efforts et première année. 1 vol. in-16 1 ftr. 50
OELEY (G.). Les preuves du transformisme. 1 vol. in-8. 1901 6 fr.
GILLET (M.). Fondement intellectuel de la morale. 1 vol. in-8 3 fr. 75
OIRAUD-TEULON. Les origines de la papauté. 1 vol. in-12. 1905 8 fr.
GOURD, prof. Univ. de Genève. Le Phénomène. 1 vol. ia-8 7 fr. 50
GREEF (Guillaume de). L'évolution des croyances et des doctrines politiques. 1 vol. in-12.
1895. 4 fr. (V. p. 3, 8 et 26.) GRIVEAU (M.). Les Éléments du beau. 1 vol. in-18 4 fr. 50
— La Sphère de beauté, 1901. 1 vol. in-8 10 fr.
GUEX (F.), professeur à l'Université de Lausanne. Histoire de .l'Instruction et- de TÉdu-
cation. 1 vol. in-8 avec gravures. 1906 6 fr.
GUYAU. Vers d'un philosophe. 1 vol. in-18. 6« édit 3 fr. 50
HALLEUX (J.). L'Évolutionnisme en morale {H. Spencer). 1 vol. in-12 3 fr. 50
HALOT (C). L'Extrême-Orient. 1 vol. in-16, 1905 4 fr,
HARTENBERG (D' P.). Sensations païennes. 1 vol. in-16. 1907 3 fr.
HOCQUART (E.). L'Art de juger le caractère des hommes par leur écriture, préface de
J. Grépieux-Jamin. Br. in-8. 1898 1 fr.
HOFFDING (H.), prof, à l'Université de Gbpenhagne. * Morale. Essai sur les principe*
théoriques et leur application aux circonstances particulières de lavie, frad. dela~2* édit.
allemande par L. Poitevin, prof, au GoUège de Nantoa. 2« édit. 1 vol. in-8. 1907 10 fr. HORVATH, KARDOS et ENDRODI. * Histoire de la littérature hongroise, adapté da
hongrois par J. Kont. Gr. in-8. avec grav. 1900 , 10 fr.
IGARD. Paradoxes ou vérités. 1 vol. in-12. 1895 i 3 fr. 50
JAMES (W.). L'Expérience religieuse, traduit par F. Abauzit, agrégé, de philosophie.
1 vol. in-8. 2^ édit. 1908. {Cour, par l'Acad. française) 10 fr.
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