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■ Parmi les ouvrages des mathématiciens grecs qui ne nous sont pas parvenus, aucun n’a plus excité les regrets et la curiosité des géomètres des siècles derniers que. le Traité tirs Porismes d’Euclide.
Cet ouvrage ne nous est connu que par la Notice qu’en a donnée Pappus dans le VII e Livre de ses Collections mathématiques (i), et par une très-courte mention de Proclus
(i) Pappus, mathématicien d’Alexandrie, Hérissait vers la fin du iv e siècle de notre ère. Ses Collections mathématiques en huit livres, dont malheureux soment les deux premiers nous manquent, sont un ouvrage extrêmement précieux, pour l’histoire des mathématiques. Pappus y fait connaître des recher<^cs sur toutes les parties de la géométrie, et même sur les machines dans le VIII e Livre, et fournit des notions sur beaucoup d’ouvrages dont
tlans son Commentaire sur le 1 er Livre des Eléments d’Euclide.
Mais ce qu’en dit le premier de ces auteurs, qui était lui même un géomètre éminent et des plus compétents pour apprécier les œuvres de ses devanciers, a été bien propre, indépendamment du nom d’Euclide, à faire naître ces regrets des Modernes et leur désir de retrouver ou de parvenir à rétablir un ouvrage si précieux : car, selon Pappus, « cet ouvrage renfermait une ample collection de propo- » silions d’une conception ingénieuse et d’un très-utile se- » cours pour la résolution des problèmes les plus diffi- » ciles. »
Aussi Montucla^ dont nous nous bornerons à citer ici le jugement, a-t-il pensé que ce Traité des Porismes était « le plus profond de tous les ouvrages d’Euclide et celui » qui lui ferait le plus d’honneur s’il nous était par- » venu » (i).
La Notice de Pappus, un des fragments les plus intéressants qui nous soient restés des mathématiques grecques, renferme deux délinitions de ce genre particulier de propositions appelées Porismes par Euclide, et une trentaine d’ énoncés qui s'y rapportent; mais le tout en termes concis et obscurs, dont le^ géomètres, à diverses époques depuis
nous ignorerions, sans cela, même les titres et les noms des auteurs. On doit a Commandin (1609 — 1 575 ), savant géomètre et commentateur intelligent, une traduction de ces Collections mathématiques qui parut après sa mort sous le titre : Pappi Âlexandrini Mathematicœ Collectiones a Federico Commandino Urbinatc in Lalinum conversa, et Commcntariis iilustralœ. Pisauri, i 58 S, infolio. — Eædem. In hacnostra edilione ah innumeris, quthus scatehant mendis, et prœcipuè in Graco contenu diligenter vindicatœ. Bononiæ, 1660, in-folio.
Plusieurs géomètres s'étaient proposé, à diverses époques, d’éditer le texte même de cet ouvrage, un des plus importants, incontestablement, qui nous soit parvenu des Grecs. I) est bien à regretter que leurs projets aient échoué. Aucune entreprise ne saurait être plus digne des encouragements destinés aux publications scientifiques.
(1) Histoire des Mathématiques, t. I, p. *2 1:1.
la Renaissance, ont vainement cherché à pénétrer le sens.
Cependant Albert Girard, savant géomètre des premiers temps du xvn" siècle, avait fait espérer qu’il rétablirait ces Porismes, dont il parle dans deux endroits différents de ses œuvres (i); mais ce travail n’a peut-être pas été terminé; du moins il ne nous est pas parvenu, et l’on ne peut préjuger jusqu à quel point l’auteur avait entrevu la pensée d’Euclide.
Vers le même temps Fermât s’est occupé du même sujet, bien digne de fixer l'attention d’un esprit’aussi pénétrant. Dans un écrit très-succinct, intitulé: Ponsmatum Euclidœorum lienovala Doctrina et sub forma isagoges recentioribus Géometris exhibita, il dit que si plusieurs auteurs,
(i) Voici quels sont ces deux passages d’Albert Girard : i° Dans son petit Traité de Trigonométrie se trouve un chapitre des polygones rectilignes , où l’auteur, après avoir énuméré les formes diflércntes que peut avoir un quadrangle, un pentagone, un hexagone, ajoute : « Le tout, quand il n’y a n que deux lignes qui passent par un poinct, comme jadis estoyent les Po- • rismes d’Euclides, qui sont perduz, lesquelz j’espere de mettre bien lost en » lumière, les ayant restituez il y a quelques années en ça. » {Tables des sinus , tangentes et sécantes , selon le Raid de ioqooo parties. Avec un traicté succinct delà Trigonométrie tant des triangles plans, que sphéricques,c te., par Albert Girard, samielois. La Haye, i6ab, in-a/j)» 2 ° Dans le Traité de Tari pondéraire ou de la statique de Stevin, à la suite de la proposition relative au centre de gravité du triangle, dans laquelle l’auteur fait usage du théorème de Ptolémée sur le triangle coupé par une transversale, Albert Girard ajoute ce qui suit: « Celuy qui n’entend pas cestc maniéré de de- » monstration doit recourir premièrement au lieu cité de Ptoltmée, puis à » l'Arithmétique du présent autheur vers la fin touchant l’addition et sousi» traction des raisons. Les Anciens, comme Archimedes, Euclides , Appollone n Pergce, Eutocius Ascalonile , Pappus Alexandrin, etc., ont leurs livres rcm- » plis de l’égalité d’une raison a deux autres, excepte que ce qu’en a » escrit Euclides és Elemetis vulgaires est assez rare, comme en la a3 » proposition du sixiesme livre, et en lu 5 proposition du buitiesme b livre. Mais il est à estimer qu’il en a plus escrit en ses trois livres de Poris- » mes qui sont perdus , lesquels. Dieu aidant, j’espere de mettre en lumière, les o ayant inventes de nouveai ^ » ( V. Les Œuvres mathématiques de Simon Stevin de Bruges, etc. Le tout reveu, corrigé et augmenté par Albert Girard, samielois, Mathématicien. Leyde, 1 634* in-folio.)
Viète notamment , « ce géomètre plein de t'élue et qui n a pas encore été assez loué », ont rétabli avec succès quelques ouvrages des Anciens, néanmoins on ignore encore et l’on n’a pas môme soupçonné ce qu’étaient les Purismes. Il donne ensuite cinq exemples de Porismas , et il exprime sa pensée sur le genre des propositions ainsi nommées par Euclide, qu’il croit avoir été des propositions de Lieux (i). Il ajoute que, si cet aperçu est goûté des sa\ auts, il rétablira un jour les trois livres perdus; qu’il ira meme au delà du géomètre grec, et fera connaître dans les sections coniques et dans quelques autres courbes, des Purismes admirables et pourtant encore ignorés. Ailleurs il semble dire qu’il a rétabli l’ouvrage d’Euclidc. Toutefois, sans examiner ici les propositions données par Fermât comme exemples de Purismes, lesquelles ne paraissent pas présenter un caractère spécial bien déterminé qui les distingue nettement des propositions locales ordinaires, il faut remarquer que, hormis une ou deux peut-être, elles ne peuvent se rapporter aux propositions d’Euclide indiquées par Pappus (l’une d’elles même concerne la parabole). On peut inférer de là que c’était seulementsur la nature et l’objet du livre d’Euclide, c’est-à-dire sur la doctrine même des Purismes, que Fermât était parvenu à fixer ses idées, à un certain point de vue, mais qu’il n’avait pas rétabli les propositions que peuvent comporter les énoncés de Pappus.
Quelque temps après, lîoulliau ( 2 ) et Renaldini (.1) paraissent avoir aussi entrepris cette divination. Mais ils se
(1) « Cum autem ut jam diximus Porismnta ipsa sint loci... • ( Varia opéra mathemalica, etc., p. 119.)
(?) Exercitationes géométrie æ très : i° cire a démonstrations per inscriptas rt circumscriptas Jiguras ; circa conicarum sectionum quasdam propositions; 15 ° de Porismalihus. Parisiis, 1657 ; in-/|°. «
( 3 ) De resolutione et composition mathematica, lihri duo. Patavii, ifi 08 ; vu- fol.
sont bornés à do simples réflexions <jui n’ont répandu aucune lumière sur la question elle-même.
11 y a lieu de penser que la plupart des géomètres qui ont rétabli quelques-uns des autres ouvrages grecs sur lesquels Pappus a laissé des Lemfnes, que Snellius et Viète (i) notamment, n’avaient point négligé de porter leur attention sur le Traité des Porismes, .de préférence même à tout autre, à raison de la grande supériorité de cet ouvrage, proclamée par Pappus, et des secours qu’il devait procurer dans toutes les investigations géométriques.
Le célèbre astronome Halley, très- versé dans la connaissance de la géométrie des Grecs, traduisit de l’arabe, comme on sait, le Traité de la Section de raison, et rétablit celui de la Section de l’espace et le \ 111“ livre des Coniques d’Apollonius. L’énigme des Porismes devait naturellement lui offrir de l’attrait. On lui doit d’avoir mis au jour le texte grec qui s’y rapporte, resté jusqu’alors manuscrit comme tout l’ouvrage de Pappus, au grand regret des géomètres, qui n’en connaissaient que la version latine de Commandin. Halley a joint a ce texte, inséré dans son édition de la Section de raison et de la Section de f espace, une traduction latine ; mais sans commentaire ni aucun éclaircissement; car il confesse ne rien comprendre à ce texte des Porismes, « rendu inintelligible, tant parla perte » d’une figure à laquelle Pappus renvoie, que par quelques » omissions ou autres altérations qui affectent une certaine » proposition générale; d’autant plus, ajoute-t-il, que » le style de l’auteur, outre ces défauts, a celui d’ètre
(i) Viète a rétabli sous le titre d 'Apollonius Quitus le Traité des contacts des cercles d’Apollonius, et Snellius le traité de la Section déterminée sous le litre d' Apollonius llalavus ( Lugodini, i(io8, in /|°), et les deux truités de lu Section de raison et de la Section de l’espace (ibid., 1(107). ® va *l clé
au delà de Viète dans un ouvrage qu'il intitulait: Vromotus Apollonius G al lus, qui ne nous est pas parvenu.
» beaucoup trop serré pour un sujet aussi difficile » (i).
Il était réservé à son savant compatriote R. Simsou, professeur de mathématiques à l’Académie de Glasgow, de pénétrer ce mystère qui résistait à tant d’efforts. Les premiers essais heureux de ce géomètre, après de longues et persévérantes tentatives, datent de 1720. C’était l’explication de trois propositions, les seules, parmi une trentaine d’énoncés divers, que Pappus ait décrites en termes suffisamment complets. La première concerne un système de quatre droites; la seconde, qui est la même, étendue à un nombre quelconque de droites, est la proposition générale dont parle Halley ; et la troisième, relative encore à des droites, est d’un genre différent.
Maintenant que le sens précis des trois propositions nous est connu, le texte de Pappus peut paraître suffisamment explicite, nonobstant sa concision ; mais assurément il présentait alors de grandes difficultés.
Aussi l'explication de Simson fut une découverte inattendue. Communiquée par l’auteur à Maclaurin et bientôt après à la Société Royale de Londres, et insérée dans les Transactions philosophiques de mai 172,1 (2), elle attira l’attention des géomètres et par sa nouveauté et par son importance.
Les efforts persévérants de Simson lui ayant fait faire de
(1) « Hactcnus Porismatum descriptio nec mihi nec lectori profutura, » neque aliter fieri potuit : tara ob defectura schéma lis cujus Ht mentio ; » undc rectæ salis limita*, de quibus hic agitur, absqne nolis alphubeticis, » ullove alio distinctionis characterc inter se coiifunduntur : quant ob » oraissa quædam et transporta, vel aliter vitiata, in propositions genera- » lis expositionc; undc quid sibi velit Pappus haud mihi datura est conji- » cere. Hisce adde dictionis modum nimis contractum, ac in re difticili, » qualis hæc est, minime usurpandum. » ( A no llo nu Pergœi de Stclione raiionis t ... p. xxxvil.)
(2) Pappi Alexandrini Proposiliones duæ generales, quibus plura ex Euclidis Porismatis complexus est, Restituta* à Vire Doclissirao Rob. Simson, Math. Prof. Glasc.
nouveaux pas dans la.voic qu’il ouvrait si heureusement par un résultat partiel, mais incontesté et d'autant plus précieux, il parvint à fixer son opinion sur la doctrine des Ponsmes, et il la développa dans l’ouvrage intitulé: De Porismatibus trac talus ; quo doctrinam Porismatum salis explicatam , et in posteruin ab oblivione tiilam fore sperat Auclor. Mais cet ouvrage ne parut que beaucoup plus tard, en 1776, huit ans après la mort de l’auteur. Il fait partie d’un volume publié aux frais de lord Stanhope et par les soins de J. Clow, professeur de philosophie à l’Académie de Glasgow, à (pii Simson avait légué ses papiers, volume dans lequel se trouvent aussi la divination des deux livres de la Section déterminée d’Apollonius, et quelques autres ouvrages de Simson restés jusqu’alors inédits comme celui des Porisines (1). Le traité de Lieux plans d’Apollonius, rétabli aussi par cet habile interprète des Anciens, avait paru en 1749) du vivant de l’auteur (2).
C’est surtout*la divination des Porisines qui a fait à juste litre la célébrité de Simson dans l’histoire des mathématiques.
Cependant, si l’on considère que le rétablissement de l’ouvrage d’Euclide embrassait deux questions différentes; qu’il s’agissait de découvrir, premièrement ce qu’était cette doctrine des Porismes ignorée des Modernes, et secondement ce qu’étaient ces propositions si nombreuses ( cent
(1) Roberti Simson, matheseos nuper in Academia ulasguensi professoris, Opet a qutedam reliqua. Glasguæ, 1776; in-/j°.
(2) Apollonii Pcrgœi Locorum planorum libri //, restitua a Fiobn lo Simson . Glasguæ, i 749 ;in- 4 °.
On sait que Fermât et Schooten avaient déjà rétabli ce Traité des Lieux plans , ou du moins démontré, le premier par la simple géométrie, et le second parle calcul algébrique de Descartes, les nombreuses propositions de (Jeux rapportées par Pappus. Simson s’est proposé, eu revenant sur ce sujet, d’imiter dans ses démonstrations le style géométrique des Anciens, néglige par Schooten surtout.
soixante et onze), qui formaient les trois livres de Porismes d’Euclide, il faut reconnaître que c'est la première seulement de ces deux questions que Simson a résolue, mais qu’il n’a pas été beaucoup au delà, et qu’il a laissé à d’autres le soin de rétablir l’ouvrage d’Euclide. Car sur vingt-neuf énoncés transmis par Pappus dans un style concis et énigmatique, et qui résument les nombreuses propositions d’Euclide, Simson n’a donné que dix Porismes répondant à sept seulement de ces énoncés. Il a donc laissé intacts vingt-deux énoncés, en exprimant meme la pensée qu il serait fort difficile de les rétablir (i).
Ces dix propositions, dont six concernent des figures rectilignes et les quatre autres le cercle, ne pouvaient suffire pour faire connaître le caractère général des Porismes d’Euclide.
En outre, R. Simson n’a pas recherché quelle avait pu être la pensée qui a dirigé le géomètre grec dans sa conception originale; il n a pas fait voir non plus comment cette doctrine des Porismes devait être si utile, nécessaire même pour la résolution des problèmes, comme le dit Pappus, et quels rapports elle pouvait avoir avec les propositions et les méthodes modernes, qui, ainsi que je le dirai plus tard, l’ont suppléée à notre insu.
Depuis , bien que la plupart des géomètres qui ont écrit sur les Porismes aient approuvé la divination de Simson, en y reconnaissant la pensée d’Euclide sur la forme propre à ce genre de propositions (a), néanmoins ils ne l’ont pas
(1) • I mcan those of lhe first book, for as to those of the two others, » excepting what may he incluJed in the second of the above-mentioned » Propositions, / believe it will be extremely di/jicult for anx bodjr to restore » them. » (Lettre adressée au docteur Jurin, secrétaire de la Société Royale, le I er février 1 7*23. V. Account of lhe Life and Writings ofB. Simson, by the Rev. William Trail, 1812; in- 4 °, p. ai.)
(2) Mathieu Stewart, Hutton, Playfair, Wallace, my lord brou gham, Lhuillier, J. Leslie, Davies, etc.— Outre le Mémoire inséré dans le volume de 1798
complétée, ou plutôt on ne voit point qu’ils y aient l'ail de nouveaux pas, ni en produisant quelques Porismes qui répondissent à d’autres énoncés de Pappus, ni en émettant quelques vues, soit sur le caractère général des propositions qui ont dû entrer dans le Traité d’Euclide, soit sur le genre d’utilité de cet ouvrage et les points de contact qu’il aurait avec iios théories et nos méthodes actuelles.
R. Simson et ses successeurs (i) sont donc loin d’avoir
des Philosophical Transactions de la Société Royale do Londres, sous le titre: General Theotems, chiefïy Vorisms, in the higher Geomelry, par lord Brougham, on peut consulter surtout les développements sur la Géométrie des Grecs et en particulier sur la doctrine des Porisnies, dans lesquels l'illustre savant est entré en faisant la biographio de Simson (V. Lives of Philosophers of the lime of George III. By Henry, Lord Brougham, F. 'R. S., member of the Institute of France, etc.)
(i) Nous n’entendons parler ici que des ouvrages antérieurs à 1 835, époque à laquelle nous étions fixé sur cette question des Porisnies et nous avions préparé le présent travail, comme on le voit dans une Note de V Aperçu historique, qui en contient une analyse (p. 274-284 ). Nous ne faisons donc aucunement allusion à divers écrits qui ont paru dans ces dernières années, à ceux notamment qui ont donné lieu à une polémique qui sc continue encore.
D'ailleurs, en parlant des successeurs de Simson, nous n'entendons- que ceux qui ont embrassé ses vues et sa doctrine, et il arrive, si je ne me trompe, que les auteurs des recherches les plus récentes, quoique différant entre eux de sentiment sur la question, se sont accordés à se prononcer contre le système de Simson.
Ces recherches, quels que soient le mérite et l'utilité qui s'y rattachent, n'ont pas pour objet, en fait du moins, de rétablir l'ouvrage d’Euclide: leurs auteurs paraissent s’y être proposé principalement de parvenir à une traduction du texte de Pappus plus satisfaisante que celles de Commandin, de Halley et de R. Simson, pour en tirer la signification du mot Porisme et le caractère propre des propositions ainsi nommées par Euclide.
Mais on ne peut se dissimuler que ce travail n’est qu’une partie de celui que comporte et exige le rétablissement de l'ouvrage même d’Euclide, et qu’il demande à être complété par de nombreux exemples de Porismes et par un ensemble de propositions répondant aux énoncés de Pappus.
Or c’est précisément ce recueil de propositions qui a toujours fait les difficultés du sujet depuis la divination de Simson. Cependant ce travail est nécessaire, on peut dire indispensable, non pas seulement aux yeux des géomètres qui sc proposeraient le rétablissement des trois livres de Porismes
dissipé toute l'obscurité qui enveloppait celle grande énigme. Peut-être ]>ourrons-nous dire plus loin la nature des dillicullés qui s’opposaient à l'intelligence des énoncés de Pappus et au rétablissement des propositions d’Euclidc.
$ II. — Recherches consignées dans \' Aperçu historique. — Rétablissement des borismes que comportent les énoncés de Pappus. — Caractère général de ces propositions. — Leur analogie avec les théories qui forment les bases de la Géométrie moderne.
Ayant dû présenter une analyse de l’ouvrage de Pappus. surtout des nombreux Lcmmcs relatifs aux Purismes d'F.uclide, dans Y Aperçu historique , où je traitais tle l'origine et du développement des Méthodes en Géométrie , j’ai été conduit à m’occuper, après tant d’autres géomètres, de la question des Porismcs. L’iutérèl du sujet m’a entraîné souvent dans des recherches plus prolongées que je ne 1 aurais voulu, excité par le désir de parvenir à porter un jugement sur le travail de Simson, et même à donner suite, s’il m’était possible, à celle divination qui paraissait comporter plusieurs questions essentielles, indépen-
d’Eticlido, comme on a rétabli plusieurs autres ouvrages de l’antiquité, mais même aussi au point de vue plus restreint de ceux qui s’attachent principalement à interpréter le texte de Pappus, et à y chercher le but et les bases de cette doctrine des Porismes.
Car, quel que soit le système que l’on adopte, on ne peut se dispenser, dans un travail de cette nature, d’en vérifier et d’en démontrer la justesse *. ce qu’on ne fera qu’en soumettant ce système à l’expérience pratique. Et ici cette expérience consiste à former, comme nous venons de le dire, un ensemble systématique de propositions, distinctes à certains égards des ibéorèmes et des problèmes, et répondant aux énoncés énigmatiques de Pappus et aux paroles de ce géomètre sur l’importance et l’utilité de l'ouvrage d’Euclide.
Telle est la véritable question des Porismcs. C’est pourquoi diverses tentatives qui no se sont pas complétées, en quelque sorte pratiquement, comme celles de Boulliati, de Kcnaldini, etc., sont restées infructueuses et ont laissé la question dans le même état.
dammenl du rétablissement de 1 ouvrage lui-même, comme je viens de le dire.
On avait remarqué dans les Lemmes de Pappus certaines traces de la théorie des transversales , telles que quelques propriétés relatives au rapport harmonique de quatre points et une relation d’involution dans le quadrilatère coupé par une droite (i).
Un nouvel examen de ces Lemmes m’y a fait reconnaître une autre proposition , plus humble en apparence peutêtre , et qui , par cette raison sans doute , avait échappé aux investigations antérieures, quoique, en réalité, elle ait une bien plus grande importance que toutes les autres. Il s’agit, en effet, de la propriété projective du rapport anharmonique de quatre points, qui se trouve démontrée dans six Lemmes différents ( 2 ) et dont, en outre, Pappus fait usage pour la démonstration de plusieurs autres Lemmes.
Ces circonstances, bien propres à fixer toute mon attention, pouvaient m’autoriser à penser que les propositions d’Euclide étaient de celles auxquelles conduisent naturellement les développements et les applications de la notion du rapport anharmonique, devenue fondamentale dans la géométrie moderne (3).
Parmi ces développements se présente en première ligne la théorie des divisions ho mo graphiques formées sur deux droites ou sur une seule, dont le caractère propre consiste
( 1 ) Poncelet, Propriétés projectives des figures \ p. xxxvi, xlii; 17 , 83, 92 .
(2) Lemmes III, X, XI, XIV, XVI et XlX. (Propositions 129, 1 36. i 3 7 , i^o, 1 l\i et l 4 ^). — Aperçu historique, p. 33 . — Traité de Géométrie supérieure, p. xxi.
(3) « Après avoir reconnu que la plupart des Lemmes de Pappus qui pais missent se rapporter au premier livre des Porismes d’Euclide pouvaient
>• se déduire de la proposition nous avons pensé que cette proposition
» pourrait bien aussi être la clef de tout ce premier livre de Porismes et » conduire à une interprétation des énoncés que Pappus nous a laissés. *• ( Aperçu historique, p. 3 q.)
ru ce cjue le rapport anharmonique de quai ce points dune division est égal à eelui des quatre points correspondants de l’autre division : ce qu’on exprime par des équations à deux, à trois et à quatre termes (i). •
Or, ces équations unefoisconnues, on nepouvait manquer de s’apercevoir que la plupart des énoncés de Pappus constituent des relations de segments telles que celles qui se déduisent de ces équations mêmes. Remarque importante, car elle devait faire espérer que ce pourrait être celle théorie fort simple des divisions homo graphiques qui donnerait cnün la clef des nombreux Purismes énoncés par Pappus et dont la signification avait résisté aux efforts de tant de géomètres et deSimson lui-même.
Et en effet, ce point de départ dans mes essais de divination m’a conduit assez aisément au rétablissement de la plupart des énoncés de Pappus, c’est-à-dire, à des propositions, souvent très-multiples, qui satisfont aux conditions exprimées par ces énoncés concis et énigmatiques. J’ai pu annoncer ce résultat dans X À perçu historique ( 2 ), me bornant alors à faire connaître deux Purismes très-généraux, dont l’un notamment suilil pour cmbiasscr dans ses nombreux corollaires une grande partie des énoncés en question (3).
Je reprends aujourd'hui ce travail. Le long retard qu il
(1) Géométrie supérieure, p. 81-101. — Aperçu hisl. , p. 18 1.
(2) « En prenant pour point de départ et pour base notre manière de con- » cevoir la doctrine des Purismes, nous avons obtenu assez naturellement » une interprétation des 24 énoncés de Purismes que n’a pas rétablis Simson. • ( Aperçu hist.j p. 279.)
( 3 ) « Les limites dans lesquelles nous devons nous renfermer ne nous » permettent pas d'énoncer ici les Purismes que nous avons trouvés comme b répondant au leste de Pappus. Mais nous allons donner deux proposi- * lions très-générales qui nous ont paru comprendre dans leurs nombreux co-
rollaircs les i 5 énoncés de Pappus appartenant au premier livre des Pt>- » rismes dTluclidc. Aperçu hist p. 279 )
éprouve, dû principalement à d’autres occupations, s'explique encore par la nature même du sujet. Car il (allait donner d’abord aux trois théories du rapport anharmonique, des divisions homographiqu.es et de V involution les développements dont étaient susceptibles les germes qui s’en trouvent dans les Lcmmcs de Pappus. C’est ce que j’ai cherché à faire dans le Traité de Géométrie supérieure, ouvrage dont ces théories mêmes forment les bases.
On ne verra peut-être pas sans étonnement que l’ouvrage si célèbre d’Euclide, dont une si profonde obscurité cachait la forme, le contenu, le caractère général et le but, non moins que les points de contact qu’il pouvait avoir avec nos méthodes actuelles, renfermait précisément les germes de ces méthodes elles-mêmes et plusieurs des propositions qui en forment les applications les plus immédiates et les plus naturelles.
Il fallait, pour être à même de soupçonner ce caractère spécial de l’ouvrage grec et rétablir les nombreuses propositions qu’il renfermait, connaître préalablement toutes les conséquences de la notion du rapport enharmonique et les équations diverses qui servent à les exprimer, comme je l’ai dit dans X Aperçu historique (1).
C’est ce qui explique, je crois, comment il a paru toujours si difficile jusqu’à ces "derniers temps, je pourrais dire presque impossible, de donner une interprétation de la plus grande partie des énoncés de Purismes laissés par Pappus, puisque la plupart des propositions qui satisfont à ces énoncés se rapportent à un genre de relations qui , sauf quelques cas les plus simples , n’étaient pas encore entrées dans la géométrie moderne, et qui chez les Anciens ne se
(i) • Chacune de ces équations peut se transformer de différentes ma- » nières en d’autres qui auront deux, trois ou quatre termes. Plusieurs de » ces transformations sont nécessaires pour donner l’interprétation des » Porismes du premier livre d’Euclide » ( Aperçu hist., p. 281.)
sont peut-être rencontrées que dans l'ouvrage perdu d’Euelide.
Ce caractère du Traité des Porismes semble bien propre à justifier pleinement les paroles de Pappus qui proclame le mérite éminent de cet ouvrage, recueil ingénieux de propositions fécondes, indispensable à tous ceux qui veulent se livrer aux recherches mathématiques.
On reconnaît encore combien les géomètres, sur la foi de Pappus, ont eu raison de déplorer la perte de cet ouvrage, et combien celte perte a été préjudiciable aux progrès des mathématiques. Car si ce livre des Poristnes nous fût parvenu, il eût donné lieu depuis longtemps à la conception et au développement des théories élémentaires du rapport anharmonique , des divisions homo graphiques et de l'/m’o/ut ion * et l’on ne doutera pas que ces théories nefusscnl entrées sans hésitation ni objections, avec l'autorité due au nom d’Euclidc, dans les ouvrages destinés à l'enseignement, comme formant les bases naturelles de la géométrie générale.
§111. — Texte de Pappus relatif aux Porismes.
« Ap rès les Contacts sont les Porismes d'Euclide, en trois livres, collection ingénieuse d'une foule de choses qui servent à la solution des problèmes les plus difficiles, et que la nature fournit avec une inépuisable variété.
» Il n’a rien été ajouté à cet ouvrage d'Euclide, si ce n’est que depuis quelques géomètres peu expérimentés ont donné de nouvelles rédactions de quelques-uns de ces Porismes. Bien cpte chacune de ces propositions soit susceptible d'un certain nombre de démonstrations, comme nous le faisons voir, Euclide n’en donne qu’une, qui est toujours la plus claire.
» Les Porismes renferment une doctrine subtile, mais
naturelle et nécessaire, surtout très-générale et d’uue étude très-agréable à ceux qui savent voir et trouver.
» Les diverses espèces de ces Porismes ne sont, ni des théorèmes, ni des problèmes, mais sont, en quelque sorte, d’une forme intermédiaire; de façon qu’on peut les présenter comme des théorèmes ou comme des problèmes.
» Il est résulté de là que, parmi beaucoup de géomètres, les uns les regardent comme des théorèmes, et d’autres comme des problèmes, n'ayant égard qu’à la forme des énoncés.
» Mais les définitions données par les Anciens prouvent qu’ils ont mieux compris les différences qui existent entre ces trois genres de propositions. Ils disaient, en effet, que: » Le Théorème est une proposition où l’on demande de démontrer ce qui est proposé.
» Le Problème est une proposition où l’on demande de construire ce qui est proposé.
» Le Porisme est une proposition où l’on demande de trouver ce qui est proposé (i).
>t Cette définition des Porismes a été changée par des géomètres modernes qui, ne pouvant pas tout trouver, mais conservant les éléments de cette doctrine, se contentèrent
(i) Nous exprimerons les termes îrupiTyos et iropiÇw dont Pappus fait usage par le mot trouver , parce que ce mot, que nous aurons à employer fort souvent, est consacré presque exclusivement dans les recherches mathématiques, quelles que puissent être les nuances qui aient lieu dans la nature des questions. Toutefois les expressions acquérir, se procurer rendraient mieux ici l'intention précise de Pappus. En effet, il ne s’agit pas dans les Porismes de trouver une chose absolument inconnue comme dans les problèmes en général: ce qu'il s’agit de trouver, c’est une partie seulement d’une chose connue et désignée dans l’énoncé, mais incomplètement; c’est, par exemple, la grandeur ou la position de cette chose. Question, comme on voit, qui présente une nuance avec le problème proprement dit. Voilà dans quel sens nous nous servons ici du mot trouver. On verra plus Loin les considérations sur lesquelles se fonde notre manière d’envisager la doctrine des Porismes et comment elles permettent, si nous ne nous trompons, de lever les difficultés du sujet.
do prouver que la chose cherchée existe, sans la déterminer
» F.t quoiqu'ils fussent condamnés, tant par la définition que par les propositions mêmes, ces géomètres donnèrent du Porisme, d’après une considération particulière, cette définition : ce qui constitue le Porisme est ce qui manque à l'hypothèse d'un théorème local » (en d’autres termes, le Porisme est inférieur, par l’hypothèse, au théorème local; c’est-à-dire que quand quelques parties d’une proposition locale n’ont pas dans l'énoncé la détermination qui leur est propre, cette proposition cesse d’être regardée comme un théorème et devient un Porisme).
» Les lieux géométriques sont une espèce de ces Porismes : ils abondent dans les livres du lieu résolu. Séparés des Porismes proprement dits, on les a réunis sous des titres particuliers, et on en a formé des traités distincts, parce que cette espèce est bien plus nombreuse que les autres; car les lieux sont plans, solides ou linéaires : il v a aussi les lieux aux moyennes.
» Il arrive encore aux Porismes de présenter desénoncés très-raccourcis, parce que beaucoup de choses y sont sousentendues. Il est résulté de là que beaucoup de géomètres, ne les considérant que sous une partie de leurs faces, en ont ignoré des points des plus importants.
» Il est difficile de réunir plusieurs de res Porismes sous un même énoncé, parce qu’Euclide n’en a pas donné beaucoup de chaque espèce, mais seulement un ou quelquesuns comme exemples. Cependant il en a placé, au commencement de son I er livre, dix qui sont analogues entre eux; ils appartiennent à cette espèce des lieux la plus abondante de toutes. Nous avons reconnu que ces dix propositions peuvent être renfermées dans un seul énoncé, savoir : Étant données quatre droites se coupant deux h deux, si trois des points (f intersection situés sur l’une d'elles, ou deux seulement dans le cas du parallélisme,
sont donnés (c’cst-à-dire restent fixes), et que des trois autres deux soient assujettis à rester chacun sur une droite donnée , le dernier sera situé aussi sur une droite donnée de position.
» Il s’agit ici de quatre droites seulement , dont pas plus de deux ne passent par un même point. Mais on ignore que la proposition est vraie pour un nombre quelconque de droites. La voici : Si plusieurs droites, en nombre quelconque, se rencontrent , mais pas plus de deux en un même point ; que tous les points situés sur une d’elles soient donnés, et que chacun de ceux qui appartiennent à une autre se trouve sur (décrive) une droite donnée de position ; ou plus généralement, si plusieurs droites, en nombre quelconque, se rencontrent, mais pas plus de deux en un même point ; que tous les points situés sur une de ces droites soient donnés, et que parmi les points d'intersection des autres, lesquels forment un nombre triangulaire, il s’en trouve autant qu'il y a d'unités dans le côté de ce nombre triangulaire , assujettis à rester situés chacun sur une droite donnée de position , pourvu que de ces points il n'y en ait pas trois qui soient les sommets d'un triangle (formé par les droites mômes dont ces points sont les intersections), chacun des autres points restera -situé aussi sur (décrira) une droite donnée de position.
» Il n’est pas vraisemblable que l’auteur des Éléments ait ignoré ectte extension ; mais il aura voulu seulement en poser le principe. Car il parait, dans tous ses Porismes, n’avoir eu en vue que de répandre des principes et le germe d’une foule de choses importantes.
» Ce n’est pas par les différences des hypothèses qu’il faut distinguer les Porismes, mais par les différences des résultats ou des choses cherchées. Les hypothèses, en effet, sont toutes différentes et constituent des spécialités; mais des résultats ou des choses cherchées, chacun se trouve être
idcnlh|iic ou unique dans beaucoup d hypothèses différentes (i).
I er l.irrc do» Portâmes.
» Voici donc comment il faut classer les choses cherchées dans les propositions du I" r Livre. La figure est au commencement du N 11 1 ' (a).
I. » Si de deux points donnes on mène deux droites sc coupant sur une droite donnée de position, dont l’une intercepte sur une rlroile donnée de position un scgmejit compté à partir d'un point donné, l'autre formera aussi sur une antre droite un segment a) an t arec le premier une raison donnée.
» Et dans les autres :
IL Que tel point est situé sur une droite donnée de position.
III. Que le rapport de telle droite à telle autre droite est donné.
IV. Que le rapport de telle droite à telle abscisse est donné.
VI. Que telle droite passe par un point dpnné
VIL Que telle droite a un rapport donné avee le segment compris entre tel point et un point donné.
Mil. Q ue telle droite a un rapport donné avec telle autre droite menée de tel point.
(t) C’est-h-dirc que dans beaucoup do questions différentes on arrive à une même conclusion, par exemple, que le lieu d’un certain point est une ligne droite déterminée de position ; que certaine droite passe toujours par un point déterminé de position; qu’un certain rectangle dont les côtés sont variables, a une surlace donnée de grandeur; etc. C'est ainsi que l’a entendu K. Simson. « (Multa sunt Porismata qua? diveraas hypothèses habent, sed quæ omnia concludunt punctum aliquod tangore rectam position© datam ; vel rectam aliqtium vergere ad punctum datuni, etc. * (R. Simson, p. 34(1*) (a) Ici se trouve une lacune dans les manuscrits.
IX. Que tel rectangle a un rapport donné avec le rectangle construit sur telle droite et une droite donnée.
X. Que tel rectangle équivaut à un rectangle donné plus le rectangle formé sur telle abscisse et sur une droite donnée.
XI. Que tel rectangle, pris seul ou avec un certain
espace donné, est (i), l’autre a un rapport donné avec
telle abscisse.
XII. Que telle droite, plus une autre avec laquelle telle autre droite est dans une raison donnée, a un rapport donné avec un segment formé par tel point à partir d’un point donué.
XIII. Que le triangle qui a pour sommet un point donné et pour base telle droite est équivalent au triangle qui a pour sommet un point donné et pour base le segment compris entre tel point et un point donné.
XIV. Qu’une droite, plus telle autre droite, a un rapport donné avec tel segment compris entre un point donné et tel point.
XV. Que telle droite forme sur deux autres droites données de position des segments dont le rectangle est donné.
II e Livre des Portantes.
» Dans le II e Livre les hypothèses sont différentes, mais les choses cherchées sont pour la plupart les mêmes que dans le I er Livre.
» Il y a en outre celles-ci :
XVI. Que tel rectangle seul , ou tel rectangle plus un certain espace donné, est dans une raison donnée avec une certaine abscisse.
XVII. Que le rectangle compris sous telle droite et telle
(i) Lacune dans le texte.
autre droite csl dans une raison donnée avec une certaine abscisse.
XV III. Que le rectangle qui a pour côtés la somme de deux droites et la somme de deux autres droites, a un rapport donné avec tel segment.
XIX. Qu'un rectangle qui a pour côtés telle droite et une autre droite augmentée d’une seconde qui a un rapport donné avec telle autre droite, et le rectangle construit sur telle droite et telle autre qui a un rapport donné avec telle droite, ont leur somme dans un rapport donné avec une certaine abscisse.
XX. Que la somme de ces deux rectangles est dans un rapport donné avec le segment compris entre tel point et un point donné.
XXI. Que le rectangle compris sous telle droite et telle autre est donné.
lit*' l.ivrc des Purismes.
» Dans le III e Livre, le plus grand nombre des hypothèses concernent le demi-cercle; quelques-unes le cercle et les segments. Pour les choses cherchées, la plupart ressemblent aux précédentes.
» Il y a en outre celles-ci :
XXII. Que le rectangle de telles droites est au rectangle de telles autres dans un rapport donné.
XXI11. Que le carré construit sur telle droite est à une certaine abscisse dans un rapport donné.
XXIV. Que le rectangle construit sur telles droites est égal au rectangle qui a pour côtés une droite donnée et le segment formé par tel point à partir d’un point donné.
XXV. Que le carré construit sur telle droite est égal au rectangle qui a pour côtés une droite donnée et le segment formé par une perpendiculaire, à partir d'un point donné.
XXVI. Que le rectangle qui a pour côtés ja somme de deux droites et une droite en rapport donné avec telle autre droite, est dans un rapport donné avec telle abscisse.
XXVII. Qu’il existe un point tel, que des droites menées de ce point comprennent un triangle donné d’espèce.
XXVIII. Qu’il existe un point tel, que des droites menées de ce point reira nclient des arcs égaux.
XXIX. Que telle droite est parallèle à une certaine droite, ou fait avec une droite passant par un point donné un augle de grandeur donnée.
» Il y a XXXVIII Lcinmcs pour les trois livres de Porismes : ceux-ci renferment 171 théorèmes. »
Ici se termine le passage du VII” Livre des Collections mathématiques de Pappus qui concerne les Porismes.
S IV. — Explication de la proposition des quatre droites, de la proposition générale de Pappus et du Porisme complet du I" Livre. — Observation relative aux deux définitions des Porismes.
Pappus dit que l’ouvrage d’Euclide renferme presque toujours un seul Porisme ou un petit nombre de chaque espèce ; que néanmoins on trouve au commencement du I er livre dix propositions qui peuvent se résumer en une seule. Pappus énonce cette proposition. Elle est relative à quatre droites. Il dit ensuite qu’elle n’est elle-même qu’un cas particulier d’un énoncé plus général concernant un nombre quelconque de droites; il'déerit cette proposition, et il ajoute avec un sentiment de justice qui faithonneur à s(^i caractère , que sans doute cette généralisation n’a point échappé à Euclide , mais que, se bornant à répandre dans ses trois livres de Porismes des germes de propositions fécondes, il n’aura pas jugé qu’il fût nécessaire d’en faire mention.
Celte belle proposition, celle des quatre droites, et une
autre, donnée comme exemple des Porismes du I er livre d'F.uclide, sont les trois seules que Pappus rite en termes complets, c est-à-dire dans lesquelles il fasse connaître les hypothèses auxquelles se rapportent les conséquences énoncées. Toutes ses autres propositions (au nombre de 28), expriment certains résultats (qui sont pour la plupart des relations de segments), saus qu’on y trouve aucune trace de l'hypothèse ou des conditions qui donnaient lieu à ces relations dans l'ouvrage d’Euclide.
Les trois propositions décrites d’une manière complète sont celles sur lesquelles Simson a concentré pendant longtemps tous ses efforts et qui lout conduit, après qu’il fut parvenu à en pénétrer le seus, à la conception de la doctrine des Porismes.
Pour ceux qui connaissent maintenant ces propositions, le texte de Pappus peut paraître se prêter assez aisément à une traduction qui permette d'y voir un énoucé exact et à peu près complet. Aussi tous les géomètres, quel qu'ait été leur sentiment ultérieur sur la doctrine des Porismes, ontils adhéré unanimement à cette partie de la divination, disons à cette découverte de Simson. Mais on 11e peut méconnaître qu’avant que le savant interprète fût parvenu à découvrir le sens de ces propositions, elles présentaient de très-grandes difficultés, puisque les plus habiles géomètres du xvi" et du xvn c siècle , comme nous l’avons dit ci-dessus, tels que Fermât et Halley, à qui pourtant la langue grecque était familière, avaient échoué dans leurs tentatives (1).
La proposition des quatre droites signifie, ej langage moderne, que :
( 1 ) Simson observe avec raison que Fermât n’a pas même deviné le Porisme du 1 er Livre énoncé par Pappus en termes complets : « At Fermai! us no vel primum primi libri cnuclcavit, quod tinicum inlcyrum servavit Pappus. » ( Opéra t fuoedam t cliqua, etc., p. 3l8.)
Étant données quatre droites, dont trois tournent au- ' tour des points dans lesquels elles rencontrent ta quatrième, de manière que deux des points d'intersection de ces droites glissent sur deux droites données de position, le point (F intersection restant décrit une nouvelle droite.
En d’autres termes : Si lion déforme un triangle en faisant tourner ses trois côtés autour de trois points fixes pris en ligne droite, et en faisant glisser deux de scs sommets sur deux droites fixes, prises arbitrairement, le troisième sommet décrit une troisième droite.
La proposition générale de Pappus concerne un nombre quelconque de droites, disons (n + i) droites, dont n peuvent tourner autour d’autant de points fixes situés tous sur la (n+i)'"", Ces n droites se coupent deux
à deux en — points, nombre triangulaire dont le
décrit une droite.
côté est (n — i); et on les fait tourner autour de leurs n points fixes, de manière que (/i — i) quelconques de leurs
-- n -- — —points d’intersection glissent sur ( n — 1) droites
fixes données : alors chacun des autres points d'intersec-
/ . ( n — i)(rt — 2)
tion en nombre
Tel est le sens de la proposition de Pappus. L’auteur dit que des («— -1) points d’intersection des droites mobiles qui sont assujettis à glisser sur des droites données, il ne doit pas y en avoir trois qui soient les sommets d’un triangle. Cela s’entend du triangle formé par trois droites mobiles. Et en elfet, d’après la proposition des quatre droites, deux seulement des trois points d’intersection de trois droites mobiles peuvent être assujettis à glisser sur des droites données, puisqu’il s’ensuit que le troisième décrit alors une droite déterminée, ou donnée virtuellement, et qui par conséquent ne peut pas être donnée de fait ou à priori.
( est Siinsou <| ii i .1 découvert In signification de celte condition qui complique f énoncé. Kl pour < 'Oinplcler l’inlenlion de Pappus, il ajoute que quatre points d intersection ne peuvent pas appartenir à quatre droites formant un quadrilatère; cinq à cinq droites formant un pentagone, etc.
Des — - — points d’intersection des n droites mobiles.
les (n — i) qu’on assujettit à glisser sur autant de droites fixes peuvent appartenir à une même droite; c'est la première hypothèse de Pappus, qu’il a généralisée aussitôt. Ces (n — i) points peuvent aussi être les sommets consécutifs, moins un, d’un des polygones de n côtés formés par les n droites. Dans ce cas le théorème prend cet énoncé : Si l'on a un polygone d'un nombre quelconque de côtés, et qu'on le détonne en faisant tourner tous ses côtés autour d'autant de points fixes pris arbitrairement en ligne droite, et en faisant glisser tous ses sommets moins un sur autant de droites données de position, le dernier sommet décrit lui -môme une droite déterminée de position ; et en outre, le jioint d'intersection de deux côtés quelconques du polygone décrit aussi une ligne droite.
Porisme complet du 1 er Livre d’Euclide.
L’énoncé de Pappus expritfle que :
Si autour de deux points fixes P, Q, on fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite donnée L, et que l'une fasse sur une droite fixe AX donnée de position un segment A m compté à partir d un point A donné sur cette droite : on pourra déterminer une autre droite fixe 1ÎY et. un point fixe B sur cette droite, tels, que le segment B m' fait par la seconde droite tournante sur cette seconde droite fixe, à partir du point B, soit au premier segment Am dans une raison donnée
Nous donnerons, dans le I er Livre des Porismes, la dé-
monstration Je t elle proposition, de celle des quatre droites et de la proposition générale de Pappus.
Observation relative aux deux définitions des Purismes.
Pappus, ainsi qu’on l’a vu ci-dessus (§ III), donne deux définitions des Porismes, l’une des Anciens, et l’autre qui a été introduite par des géomètres modernes. Il condamne celle-ci, parce qu elle repose sur une circonstance accidentelle. Elle ne s’applique, en effet, connue nous le verrons, qu’à une classe particulière de Porismès.
Nous reviendrons plus loin (§ \1, ni) sur ces deux définitions, pour en expliquer le sens, et nous ferons voir qu’elles n’ont rien de contradictoire, du moins dans les limites que comporte la seconde.
g V. — Indication succincte des matières contenues dans le Traité des
Porismes de Simson. — Définition des Porismes. — Opinion de
Playfair.
I. — Ouvrage de Simson
Simson commence son Traité De Porismatibus par les définitions du Théorème , du Problème, du Donné, du Porisme et du Lieu; définitions qu’il éclaircit par des exemples. Puis il fait connaître la Notice de Pappus sur les Porismes, dont il donne une version latine. Après celte Notice, viennent les propositions qui forment le Traité des Porismes.
Ces propositions, au nombre de 9 3, comprennent les 38 I.cmmes de Pappus relatifs aux Porismes; 10 cas de la proposition des quatre droites; 29 Porismes; 2 problèmes destinés à montrer l’usage des Porismes; et quelques propositions qui servent pour la démonstration des Lemmcs et des Porismes.
Des 29 Porismes, 6 (propositions a3, 34, 4 1 , 5°, 53 et 57) sont présentés comme répondant à 6 des genres dé-
criis par Pappus (les I", VI e , XV e , XXVII e , XXVIII e et XXIX e ); et i5 (proposi lions i - 6 , 38, 4°> 47» 48, 66 , 67 , et 74 qui renferme 3 Porismes) comme se rattachant aux Lemmes et au texte de Pappus. Des 8 autres, 4 sont des Porismes de Fermât, présentés sous la forme adoptée par Simson, et les 4 derniers sont empruntés de Mathieu Stewart.
II. — Définition des Porismes
Simson dit que « la définition de Pappus étant trop générale, il la remplacera par une autre. » Il ne dit pas de laquelle des deux définitions il veut parler. Mais nous pensons que c’est de celle des Anciens. Dans cette opinion, que nous justifierons plus loin, nous mettrons d’abord sous les yeux du lecteur cette définition telle que Simson nous paraît l’entendre dans sa version du texte de Pappus :
« Le Porisme est une proposition dans laquelle on a à chercher la chose proposée ( 1 ). »
Cette chose, que l’on a à chercher, Simson l’appelle donnée, comme Pappus et Euclide.
Cela posé, voici sa propre définition du Porisme :
« Porisma est Proposi tio in qua proponitur demonstrare » rem aliquam, vel plures datas esse, eui, vel quibus, ut et » cuilibet ex rebus innumeris, non quidem datis, sed qua; » ad ea quæ data sunt eandem habent ralionem, convenire » ostendendum est aHectioncm quandam communem in » Propositionedescriptam.il
Nous dirons, en cherchant à exprimer la pensée de l'auteur ;
( 1 ) « Diieruntf Vcleres), Thcorema esse quo aliquid proposition est domonstrandum ; Problema vero, quo aliquid proposition est construcndum ; Porisma veto este quo aliquid propositum est investira itdum. » ( De Porismatibus, clc. t p. 347*)
Le Pomme est une proposition dans laquelle on demande de démontrer qu’une chose ou plusieurs sont données , qui , ainsi que l’une quelconque d'une infinité d'autres choses non données, mais dont chacune est avec les choses données dans une même relation , ont une certaine propriété commune, décrite dans la proposition,
La chose ou les choses qui sont données , c’est-à-dire qui sont des conséquences de l’hypothèse , peuvent être des grandeurs ou quantités, comme des lignes ou des nombres, ou bien ce peut être la position d’une ligne considérée comme lieu , ou bien encore la position d’un point par lequel passent une infinité de droites qui sont les choses variables, ou la position d’une courbe à laquelle sont tangentes toutes ces droites.
Cette définition de Simson comporte naturellement une forme d’énoncés particulière aux Porismes et qui caractérise ces propositions.
Cette forme technique, dont nous allons donner des exemples, est précisément celle des deux Porismes d’Euclide que Pappus nous a transmis complets.
III. — Exemples de Porismes conformes à la définition précédente.
I. Le Porisme complet cité par Pappus satisfait, dans son énoncé original, à la définition de Simson, puisqu’il s’agit de déterminer la position d’une droite et d’un point dont l’existence est annoncée.
II. Il en est de même du Porisme des quatre droites, et de la proposition générale de Pappus, puisque Simson admet que la chose à déterminer dans un Porisme peut être la position d’un lieu dont la nature est connue et annoncée dans l’hypothèse.
III. Trois droites étant données de position, si de chaque point de V une on abaisse des perpendiculaires p, q, sur
les deux autres, on pourra trouver une ligne a et une raison X telles, que la perpendiculaire j) plus la ligne a sera à la perpendiculaire q dans la raison X.
C’est-à-dire qu’on aura toujours p -4- a
IV. Une droite étant donnée de position, et un cercle étant donné de grandeur et (le position, il existe un point tel, que toute droite menée par ce point rencontre la droite et. le cercle en deux points dont le produit des distances au point en question sera donné.
V. Si par deux points donnés on mène à un autre point deux droites telles, que leurs longueurs soient entre elles dans une raison donnée, ce point est situé sur une circonférence de cercle donnée de grandeur et de position.
En d’autres termes, le lieu d’un point dont les distances à deux points fixes sont entre elles dans une raison donnée, est une circonférence de cercle.
Cette proposition est un lieu, conséquemment un Polis me (i).
VI. Deux droites parallèles étant données de position, et sur ces droites deux points A, B, si l’on mène une troisième droite qui rencontre ces deux premières en deux points m, m’, tels, que le segment Am, plus une ligne donnée a, soit au segment Bm' dans une raison donnée X,
c est-à-dire que l’on ait ^ ^ / a droite mm’ passera
1 Bm
par un point donné.
VII. Deux couples de points a, a' et b, b' étant donnés sur une droite, il existe un autre point O sur cette droite et
(i) Celle proposition sc trouve parmi celles des lieux plans d’Apollonius, citées par Pappus. Eutocius la donne aussi comme exemple d’une proposition de lieu dans son Commentaire sur les Coniques d’Apollonius.
une ligne p, tels , t/ue, quel que soit le point ni que Ion prenne sur la même droite , la somme ou la différence des deux rectangles ma . ma', mb . mb' sera toujours égale au rectangle p . m O ( i ) .
Dans chacune de ces propositions il faut trouver ce qui est annoncé ou proposé ; ce sont donc des Parûmes, conformément à la définition que Pappus attribue aux Anciens.
Ainsi nous avons pu dire que c’est cette définition que Simson a eue en vue et qu'il a prise pour base de sa doctrine des Porisnics. Duc autre raison suffirait encore pour montrer que telle a été l’intention de Simson : c’est qu’il approuve Pappus d’avoir censuré la définition des Modernes, comme nous le dirons dans le paragraphe suivant.
IV. — Opinion de Playfair sur les Porismes
Playfair, professeur de Mathématiques à l’université d’Kdimbourg, a traité la question des Porismes dans un Mémoire intitulé On the origin and investigation of Porisms (2), qu’on peut considérer comme faisant suite à l’ouvrage de Simson. Mais l’auteur s’y est proposé principalement de rechercher l’origine probable des Porismes, c’est-à-dire les vues qui ont pu conduire les anciens géomètres à ce genre de propositions. Il pense que, de même
(1) Dans la géométrie moderne où l’on donne dos signes aux segments, ce Porisme s’exprime, d’une manière générale, par l’équation
ma . ma ' — mb . mb' H- p.mo = o.
(V. Géom. sup. p. i53.)
Cette proposition a été connue des Anciens; on la trouve dans les Leinmcs de Pappus sur le second livre de la Section déterminée, où elle est démontrée dans douze Lemmes (Propositions 45 à 56) à raison des différents cas auxquels donnent lieu les positions relatives des différents points de la figure.
(2) Lu à la Société royale d’Edimbourg, le 2 avril 1792, et inséré dans les Transactions de cette Société.
que ce sont les cas d'iinpossibilitéou de limitation des solutions, dans les problèmes, qui ont donné lieu aux questions de maxima ou minima, de même ce sont les cas où les problèmes deviennent indéterminés ou susceptibles d’un nombre iniini de solutions, qui ont conduit à la doctrine des Porismes.
D’après celte idée, et trouvant la détinilion des Porismes de Simson fort obscure, il donne celle-ci :
Un Porùme est une proposition qui affirme la possibilité rie trouver ries conditions qui rendent, un certain problème indéterminé ou tusceplible d'un nombre illimité de solutions (i).
Il ajoute que cette théorie sur l’origine des Porismes, ou du moins la justesse des notions qui en dérivent, sont confirmées par les propres vues de Dugald Stewart : « Ce savant professeur, dit-il, dans un Essai sur le même sujet, lu devant la Philosophie al Society il \ a quelques années, définit le Porisme : Une proposition affirmant la possibilité de trouver une ou plusieurs des conditions qui rendent un théorème indéterminé. Il faut entendre par théorème indéterminé, un théorème qui exprime une relation entre certaines quantités déterminées et certaines autres qui sont indéterminées en grandeur et en nombre. »
Cette manière de considérer les Porismes, connue exclusivement sous le nom dePlayfair, quoique, comme on voit, le célèbre philosophe écossais Dugald Stewart, alors professeur de Mathématiques ( 2 ), en ait eu le premier l’idée,
. (1) From thisaccoiint of the origin ofPnrisms, it follows, that a Porism may bedefined, A proposition affïrminç the possibilité of Jinding suc h conditions as will rendre a certain problem indeterminate , or capable of innumerable solutions.
(2) Dugald Stewart, nommé d’abord suppléant, en 177Q.de Matthew Stewart, son père, flans la chaire de mathématiques d’Fdimbourg, réunit à cet enseignement, en *778, la suppléance d’Adam Ferguson dans la chaire de Philosophie morale. Il lui arrivait dans le mémo temps de joindre bénévo-
a été adoptée par la plupart des géomètres qui ont adhéré à la divination de Simson sur la forme des énoncés des Porismes. Ainsi J. Leslie, dans sa Geometrical Analysis , dit : « Le Porisme a pour objet de démontrer qu'on peut trouver une ou plusieurs choses telles , qu'une certaine relation déterminée ait lieu entre ces choses et une infinité d’autres assujetties à une loi donnée.
» La nature du Porisme consiste à affirmer la possibilité de trouver des conditions qui rendent un problème indéterminé , c’est-à-dire susceptible d'une infinité de solutions (i). »
Disons tout de suite ici que, malgré l’assentiment assez général qu’a obtenu l’idée de Playfair, elle ne nous parait pas fondée.
En effet, la recherche des conditions qui rendent un problème indéterminé conduit à certaines relations entre les données de la question, et il peut résulter de là un théorème : mais c’est un théorème ordinaire, c’est-à-dire dans l’énoncé duquel il ne reste rien d’inconnu. Ce théorème peut sans doute, comme lotit autre, être transformé en un Porisme, ainsi que nous l’expliquons pins loin (§ VI, n) :
lement h ces doubles fonctions l’enseignement de l’astronomie, et même de la langue grecque et des belles-lettres, par obligeance pour scs collègues. Devenu professeur titulaire de Mathématiques, en 1780, a la mort de son père, il ne larda pas h échanger cette chaire contre celle de Philosophie que résignait Ferguson, et qui convenait mieux à scs admirables et rares talents de parole. Dès lors, il ne remplit plus qu'une chaire et il se livra exclusivement h l’étude des questions de philosophie, dans lesquelles il devait apporter avec tant de succès et d éclat, les procédés de raisonnement des sciences mathématiques.
(i) À Porism proposes to deinonstrate that one or more things may lie fotindy between wliich and innunierablc olhcr objects assumed after sonie given luw, a certain spevitied relation is to be shown to exist.
The nature of a Porism consists in aflirming the possibilily of finding such conditions, as will rénder a problcm indetrnninatc, or capable of inuutnerable solutions.
mais il est à croire, il nous parait même certain, que le théorème s’est présenté à l’esprit du géomètre avant le Porisme qui n’en est qu'un corollaire ou une expression différente.
En d’autres termes, la forme d’énoncé qui caractérise le Porisme n’est pas la conséquence immédiate ni nécessaire de la discussion d'un problème.
Il semble donc que la manière de concevoir l’origine du Porisme proposée par Playfair n’est pas fondée.
Assurément Euelide u’a pas eu besoin de résoudre des problèmes pour former ses 171 Porismes; il lui a sufli de prendre des théorèmes et d’en changer la forme. Ce qu'il a fait dans une vue tout autre que celle d’exprimer les conditions qui rendent un problème indéterminé.
Il faut observer d’ailleurs que non-seulement la recherche des conditions qui rendent un problème indéterminé ne conduit pas immédiatement ni nécessairement à un Porisme , mais qu’en outre on n’aperçoit point, en général, dans un Porisme le problème qui aurait donné lieu, par celte recherche des conditions d’indéterminaliou , à ce Porisme.
§ VI. — Réflexions sur quelques passages de Pappus. — Éclaircissements sur la nature et l’origine des Lieux et des Porismes. — Différence et point de contact entre les Porismes et les Corollaires. — Accord des deux définitions des Porismes, sauf l'insuffisance de la seconde.
I. — Différences entre le théorème local , le lie u et le problème local. — Origine de9 Lieux.
Pappus, comme nous l’avons vu (§ III), dit que les Lieux sont des Porismes. Or à l’égard des Lieux il n’y a pas de mystère; la forme de leurs énoncés nous est parfaitement connue par les nombreuses propositions des Lieux plans d’Apollonius que Pappus nous a transmises.
Les Lieux doivent donc nous offrir les moyens de vérifier la définition donnée précédemment des Porismes et de rechercher, jusqu’à un certain point, la nature de ces propositions. Pour cela nous allons préciser les différences et . les points de contact qui nous paraissent exister entre le théorème local , le lieu et le problème local.
Le théorème local est une proposition qui exprime une propriété commune à tous les points d’une même ligne, droite ou courbe, complètement définie. Exemple :
Étant pris sur le diamètre AB d'un cercle deux points
C, D tels, que l’on ait la relation ^ les distances
de chaque point m de la circonjèrence à ces deux points sont entre elles dans le rapport constant
Le lieu est une proposition dans laquelle on dit que tels points soumis à une même loi connue, sont sur une ligue (droite, circulaire ou autre) dont on énonce la nature, et dont il reste à trouver la grandeur et la position. Exemple :
Deux points étant donnés , ainsi qu’une raison, le lieu d’un point dont les distances à ces deux points sont entre elles dans celte raison, est une circonjèrence de cercle donnée de grandeur et de position.
Enfin dans le problème local ou question de heu, on demande de trouver la nature, la grandeur cl la position d’un lieu, c’est-à-dire la courbe, lieu commun d’une infinité de points soumis à une loi commune. Exemple :
Deux points étant donnés, ainsi qu’une raison X, quel . est le lieu d' un point dont les distances à ces deux points sont entre elles dans la raison X ?
La solution, ou réponse à la question, constitue une vérité complète, c'est-à-dire un théorème, qui est ici le théorème local que nous venons de ci 1er.
Ces exemples suffisent pont établir la distinction précisa
et le# points (le contact qui existent entre les trois propositions qui se rapportent aux lieux : le théorème local, le lieu proprement dit, et le problème local.
Le lieu est différent du théorème local et du problème local ; mais il participe de l'un et de l'autre, puisqu’on s’y propose de démontrer une vérité énoncée, savoir que tel point soumis à une loi connue est, par exemple, sur un cercle, ce qui constitue utj théorème, et qu’il faut en outre déterminer la grandeur et la position de ce cercle, ce qui touche au problème.
Origine des Lieux. — Un théorème provient toujours de plusieurs autres propositions dont il est une déduction, mais avec lesquelles il n’a pas en général de ressemblance ou de connexion apparente.
La solution d’un problème résulte, comme la conuaissance d'un théorème, de raisonnements formés sur plusieurs vérités connues; et cette solution constitue, au fond, un théorème.
Une proposition appelée lieu résulte, en général, soit d’un théorème connu avec lequel ce lieu a des rapports manifestes, soit de la solution d’un problème, solution qui, comme nous venons de le dire, équivaut à un théorème.
Le lieu exprime donc la même chose que le théorème, mais d’une manière moins explicite et qui laisse quelque chose à compléter.
Telle nous parait être la seule origine que nous puissions attribuer aux propositions qui par leur forme sont des lieux.
II. — Différence* entre les Porismes, les Théorèmes et les Problèmes. — Comment les Lieux sont des Purismes. — Origine des Porismes . — De la signification qu’Euclide a voulu attribuer au terme Porismc. — Rapprochement entre les Porismes et les Corollaires.
Pappus dit que les Porismes ne sont, quant à la forme, ni des théorèmes, ni des problèmes; qu'ils constituent un
genre intermédiaire; mais ijue parmi beaucoup de géomètres, les uns les regardent comme des théorèmes et d’autres comme des problèmes.
On conclut de là que les Porismes devaient participer tout à la fois des théorèmes et des problèmes, puisque beaucoup de géomètres s’y méprenaient, oit du moins se croyaient en droit de ne pas les distinguer de ces deux sortes de propositions.
Or les Porismes, entendus selon la définition de Simson, dont nous avons donné ci-dessus des exemples (§ V, ud, satisfont à cette condition, c’est-à-dire qu’ils ont le double caractère des théorèmes et des problèmes.
En effet, les théorèmes sont des propositions où l’on doit démontrer une vérité connue et énoncée.
Les problèmes sont des propositions où l’on a à découvrir une chose inconnue.
Et les Porismes sont des propositions où l’on a tout à la fois à démontrer une vérité énoncée et à trouver la qualité ou la manière d’être, comme la grandeur ou la position, de certaines choses mentionnées dans l’énoncé de cette vérité.
D’après cette manière de concevoir le Porisme, qui est le commentaire rigoureux de la définition de Simson, on peut dire que le Porisme participe du théorème et du problème. Ce qui s’accorde avec ce que rapporte Pappus des opinions différentes des géomètres de son temps.
A notre sens, le Porisme se rapproche plus du théorème que du problème ; car il faut, comme dans le théorème, démontrer une vérité énoncée ; et quant à la chose à trouver, elle n’est pas absolument inconnue comme dans le problème proprement dit; elle se reporte à la vérité énoncée, elle en est une conséquence qui le plus souvent résulte de la démonstration même, sans exiger aucune recherche.
Comment les Lieux sont des Porismes. — Le double caractère du Porisme , de participer du théorème et du pro-
blême, c'esl-i-dire d’avoir à démontrer cl a trouver, est précisément aussi le caractère des Lieux, comme nous l’avons vu ci-dessus. INous sommes donc amené à conclure que les Lieux sont des Portâmes, lors même que nous ne saurions pas que I’appus ledit formellement.
Origine des Porismes. — Il y a encore sur un autre point une identité parfaite entre les Porismes cl les Lieux : nous voulons parler de l’origine même des uns et des autres. En effet, ce que nous avons dit précédemment de l’origine des Lieux s’applique de soi-même aux Porismes. Un Porisme est la conséquence d’un théorème ou de la solution d’un problème, qui elle-même constitue un théorème. Le Porisme exprime la même chose que le théorème dont il se déduit, mais sous une autre forme et d’une façon moins complète et qui laisse quelque chose à déterminer.
L’exemple que nous avons donné d’un lieu comparé au théorème locnl auquel il se rapporte, s’applique aux Porismes de même qu’aux Lieux. Ainsi nous conclurons que l’origine d’un Porisme est un théorème proprement dit.
La transformation des théorèmes en Porismes tendait à simplifier les énoncés des propositions en les débarrassant de certaines déterminations complémentaires qui n’étaient pas toujours nécessaires. On reconnaîtra, je pense, dans cette conception la sagacité d’Euclide et sa profonde intelligence des besoins de la science, quand nous aurons dit, dans un des paragraphes suivants, combien ses Porismes louchent de près, par leur forme même, à celle de la plupart des propositions de la géométrie moderne.
De la signification qu’Euclide a voulu attribuer au terme Porisme. — Rapprochement entre les Porismes et. les Corollaires. — Euelidc exprime par le même mot zcpiGga les corollaires des Eléments et les propositions de ses trois livres de Porismes. Pour les corollaires, le terme grec, dont la signification d’après Proclus serait ici gain.
acquisition (\ . ci-dessous § MI, vi), est bien choisi. Mais pour les propositions dont il s’agit, le sens qu’il faut attribuer à ce terme Ttopiiuz a toujours été une énigme; parce que n’ayant pas une idée précise de la nature intime des Purismes, on ignorait surtout l’origine de ces propositions.
Il nous semble que les considérations précédentes jettent enfin du jour sur cette question; car elles conduisent à un rapprochement naturel entre les Porismes et les corollaires, ces propositions si différentes au fond.
• En effet, d’une part, les corollaires sont des propositions qui se concluent immédiatement soit de l’énoncé d’un théorème, soit d’un passage de la démonstration de ce théorème, soit d'un raisonnement qui a conduit à la solution d’un problème. Mais, en général, ces corollaires constituent des proposi lions différentes des théorèmes d’où on les conclut, et dont ils ne sont pas la reproduction sous une autre forme, comme ou le voit, par exemple, dans lès Eléments d’Euclidc (i ) .
D’autre part, les Porismes prennent leur origine dans des théorèmes déjà connus, mais dont on change la forme pour en faite des Porismes; de sorte qu’on peut dire que les Porismes sont des conséquences immédiates de théorèmes; qu ils en sont une sorte de corollaires.
Telle a pu être la raison qui a porté Euclide à donner
(i) Exemples, Luclide, après avoir démontré que la perpendiculaire menée tlu sommet de l’angle droit d’un triangle rectangle sur l'hypoténuse divise lu triangle en deux triangles semblables, ajoute, sous le titre de corollaire. » Il suit de là que dans un triangle rectangle la perpendiculaire menée de » l’angle droit sur la base est moyenne proportionnelle entre les segments » de la base, et que chaque cAté de l’angle droit est moyen proportionnel *» entre la base et le serment qui lui est contigu. » (Liv. VI, prop. 8.)
A la suite de ce problème : « Trouver le centre d’un cercle », qui forme la I re proposition du Livre III, on trouve ce corollaire : « De là il suitévi- *» demmenl que si, dans un cercle, une corde en coupe une autre en deux »* parties égales, en faisant avec elle deux angles droits, le centre du cercle n est placé sur la corde sécante. »
à ce nouveau genre de propositions qu’il introduisait dans la Géométrie, le nom môme des corollaires de ses Eléments.
Mais en constatant cette analogie partielle et secondaire entre les Porismes et les corollaires, répétons qu'il existe entre les deux genres de propositions une différence fondamentale. Les corollaires, qui sont, comme ledit Proclus, un gain trouvé en passant et dont profite le géomètre, diffèrent, en général, des fhéorèmesqui ont procuré ce gain, et sont des propositions de même forme; tandis que les Porismes, sous une autre forme qui leur est propre, ne sont que les théorèmes qui les ont produits. Ce sont, si l’on veut, des corollaires, mais d’un autre ordre que les corollaires proprement dits.
III. i— Explication de la seconde définition des Porismes. — Accord des deux définitions. — Dans quel sens il faut entendre le blùme de Pappus à l’égard de la seconde. — Origine de cette définition.
Pappus, après avoir donné la définition des Porismes des Anciens, en fait connaître une seconde introduite plus tard.
Tl dit que des géomètres modernes, nonobstant la définition ancienne et les propositions mêmes, donnèrent des Porismes, d’après une circonstance particulière, cette définition : Ce qui constitue le Porisme est ce qui manque à F hypothèse d'un théorème local; en d'autres termes : le Porisme est inférieur , pur F hypothèse , au théorème local.
Cette brève définition, à laquelle Pappus n’ajoute aucun développement, parait signifier que : Quand quelques parties d’uuc proposition locale n’ont pas dans l’énoncé de la proposition la détermination, de grandeur ou de position, qui leur est propre et qui se trouverait dans l’énoncé d’un théorème local proprement dit, cette proposition n’est pas regardée comme un théorème et devient un Porisme.
Prenons pour exemple cc théorème local déjà cité :
Un point C étant donné sur le diamètre AB d’un cercle,
si l'on prend un second point D tel, que l'on ait ^ ,
les distances de chaque point de la circonférence à ces
CA
deux points seront entre elles dans le rapport — •
Que l’on n’indique pas la position du point D, ni la valeur du rapport des distances de chaque point de la circonférence aux deux points C et D, on pourra encore exprimer la même proposition, mais sous un énoncé trèsdifférent qui en change le caractère, savoir :
Un point C étant donné sur le diamètre AB d’un cercle, on pourra trouver un second point D et une raison X tels, que le rapport des distances de chaque point de la circonférence au point C et à ce point D sera égal à la raison X.
C’est là un Porisme conforme à la définition des Anciens, puisqu’il faut trouver ce qui est annoncé comme conséquence de l'hypothèse, savoir la position du point I) et la valeur de la raison X.
Ce Porisme dilïère du théorème local en ce que ces deux choses qu’il faut trouver sont déterminées de position et de grandeur dans le théorème.
Il satisfait donc à la seconde définition des Porismes. De sorte que les deux définitions n’ont rien de contradictoire.
Cependant Pappus semble dire que « les géomètres modernes qui ont introduit dans la géométrie leur définition auraient dû être arrêtés par la définition ancienne et par les propositions mêmes. »
On est induit à conclure de ces paroles que la définition moderne impliquait quelque idée ou quelque condition que ne comportait pas la première. Et, en effet, Pappus ajoute que « celte définition est fondée sur une circonstance accidentelle » ; ce qui signifie quelle ne s'applique qu’à une classe de Porismes.
On reconnaît sans difficulté cette circonstance : c'est que la définition implique l’idée ou la condition d une proposition locale; de sorte qu’elle ne s’applique qu’aux Pommes qui se rapportent à de telles propositions, comme les Porismes I, II, III, IV , V précédents (§ V), et qu’elle exclut conséquemment un grand nombre d’autres Porismes, comme les VI e et V1P.
C’est ainsi que Sitnson a entendu le blâme de Pappus et le défaut delà définition des Modernes; blâme qu’il approuve(i).
Les deux définitions des Anciens et des Modernes ne sont donc point contradictoires, à part le défaut de généralité de la seconde.
Cet accord devait se présumer. Car Pappus ne dit pas que la nouvelle définition fût la base d'une nouvelle sorte ou d’un nouveau genre do Porismes, loin delà : il dit formellement, au commencement de sa Notice, qu’on n’a pas ajouté de Porismes nouveaux à ceux d’Euclide. La définition des Modernes se rapportait donc à une classe des Porismes d’Euclide, et, dans cette limite, ne pouvait avoir rien d’inexact et devait s'accorder avec l’ancienne.
Lne raison bien simple a pu donner lieu à la nouvelle définition. Quelques géomètres, voulant traiter succinctement, soit dans leurs leçons, soit dans leurs livres, de la doctrine des Porismes, auront fait un choix de propositions appropriées à leur enseignement et les auront prises dans l’ouvrage d’Euclide parmi celles qui se rapportaient aux lieux, parce que les lieux plans ( lieux à la droite et au cercle) formaient les premières matières cultivées à la suite des Éléments proprement dits. Dès lors ces géomètres ont
(i) Ex hisexemplis manilestiim est milita esse Porismata qua* a Theoremate Locali hypothesi deficiunt, alia nutem quæ ex Locis nullatenus pendent. Merito igitur juniorcs Pappus reprehendit, quod Porisma ex accidente défi ni ver u lit) ex quadam sc. requæ quihusdam quidem non omnibus Porismatibus inest. * { Opéra quœdam, etc, ,p. 344.)
dù approprier la définition des Porismes d’une manière précise mais restreinte, à cette classe particulière de Porismes qui se rapportent aux Lieux, sans être nécessairement cux-mômes des Lieux. Telle nous parait être l’origine de cette définition dont Pappus a fait mention pour en signaler l’insuffisance.
§ VU. — Analogie entre les Porismes et les Données d’Euclide. — Identité d’origine de ces deux classes de Propositions. — Traité des Connues géométriques du géomètre arabe Hassan ben Ilaithem. — Notice de Proclus sur les Porismes. — Passages de Diophante.
I. — Analogie entre les Porismes et les Données
Il existe entre les Porismes et les Données une analogie profonde, à laquelle il ne parait pas que l’on ait fait attention, et dont cependant il nous semble qu’il faut se pénétrer pour entendre dans son sens primordial et le plus intime la doctrine des Porismes.
Nous trouvons cette analogie sous toutes les faces que présente la question. Elle existe non-seulement dans la pensée d’où dérivent les deux classes de propositions, mais aussi dans leur but commun, dans les définitions qui leur sont propres et dans la forme même de leurs énoncés (i). Quelques éclaircissements vont nous en convaincre.
Les Données sont des propositions dans lesquelles une ou plusieurs des choses dont il esl question n’ont pas, dans
(i) U m’a paru, depuis longtemps, que c’était là le véritable point de vue sous lequel il fallait considérer les Porismes. Cette opinion se trouve dans Y Aperçu historique , en ces termes : « La conception des Porismes nous pa- » ralt dériver de celle des Données : telle a été, selon nous, son origine dans
• l’esprit d’Euclide. — Les Porismes étaient, par rapport aux propositions » locales, ce que les Données étaient par rapport aux simples théorèmes des » Éléments. De sorte que les Porismes formaient avec les Données un com- » plémcnt des Éléments de Géométrie, propre à faciliter les usages de ces
* Éléments pour la résolution des problèmes. » ( Aperçu , rtc., p. 275.)
1 énoncé de la proposition, la détermination, de grandeur ou de ]M)sition, qui leur est propre eu vertu de l'hypothèse, détermination qui se trouverait dan» l’énoncé d'un théorème proprement dit.
La proposition consiste à affirmer que cette détermination est. comprise implicitement dans l’hypothèse, qu’elle en est une conséquence nécessaire et qu'on peut l’cllectuer. C’est ce qu’Euclide exprime en disant que la chose annoncée est donnée^ il faut entendre est donnée virtuellement, c’est-à-dire est comprise implicitement dans l'hypothèse et peut s’en déduire.
Par exemple, prenons la proposition 6 du livre des Données, que nous exprimerons ainsi en langage moderne :
Si deux grandeurs a et b ont entre elles une raison donnée 1, la grandeur composée des deux aura avec chacune d'elles une raison donnée.
Si Euclideeùt voulu fairede cette proposi tion un théorème proprement dit, il aurait indiqué dans l’énoncé la valeur de la raison de la somme ( a-\-b ) à chacune des deux grandeurs
a et A, savoir : — - — pour — - — > et (A -+- 1 ) pour — - —
D’après ces remarques , on peut dire que les propositions appelées Données par Euclide étaient des théorèmes non complets , en ce qu’il y manquait la détermination, en grandeur ou en position, de certaines choses annoncées comme conséquence de l’hypothèse.
Ce caractère spécial des Données est accusé par la forme même de leurs énoncés qui se terminent toujours, comme dans l’exemple ci-dessus, par cette affirmation, que telle chose est donnée.
Les Porismes peuvent aussi être considérés comme des théorèmes non complets. Car la détermination des choses qu’ou demande de trouver complétera le théorème, c’est-àdire qu’on obtiendra une proposition dans laquelle toutes
choses auront la détermination, de grandeur et déposition, qui leur appartient.
Les Porismes ont encore avec les Données une autre analogie manifeste. C’est la forme de leurs énoncés, où il est toujours dit que telles choses sont données de grandeur ou de position.
Cette forme se trouve dans les Lieux plans d’Apollonius dont Pappus nous a conservé les énoncés et qui sont des Porismes; comme il le dit expressément : elle se trouve dans le Porisme complet, énoncé le premier de ceux qui se rapportent au I er livre d’Euclide, lequel n’est pas un lieu , et semble présenter, à beaucoup d’égards, le type général des Porismes. On reconnaît la môme forme technique dans tous les autres énoncés de Porismes donnés par Pappus, bien que ces énoncés concis n’expriment que les conséquences d’hypothèses sous-entendues (i).
Ainsi il ne peut exister aucun doute sur l’identité de contexture des énoncés tant des Porismes que des Données.
Enfin la définition ancienne des Porismes convient aux Données , puisque (^ins celles-ci, comme dans les Porismes, l’objet de la proposition est de trouver ce qui est annoncé.
Ces considérations concourent toutes à nous autoriser à regarder les Porismes comme dérivant, dans l’esprit d’Euclide, de la conception môme des Données.
Ce genre de théorèmes non complets, comme nous l’avons dit, n’est appliqué dans le livre des Données qu’aux théorèmes ordinaires tels que ceux des Éléments. Euclide a voulu l’étendre, dans les Porismes, aux propositions locales, et plus généralement aux propositions où l’on considère
(i) On trouve les mêmes formes «l’énoncés dans tics propositions de nombres appelées Porismes par Diophante, comme nous 1o dirons plus loin.
des choses variables suivant une même loi , comme, par exemple, desdroilcs qui passent par un même point, ou qui enveloppent un cercle ou une autre courbe.
II. — Traité tics Connues géométriques tl 'Hassan ben Hailhem.
Les mathématiques arabes nous oilrent à ce sujet un document d’un grand intérêt, qui prouve qu’en eflet à une certaine époque on a considéré les Données, les Deux et les Porismes comme formant uu même genre de propositions qu'on pouvait réunir sous un même titre. Du moins, il existe un ouvrage arabe intitulé : Traité des Connues géométriques , qui est un recueil de propositions ayant toutes la même forme d’énoncés, et qui sont des Données proprement dites, des iÂcux ou des Porismes. Seulement le terme donné , employé par les Grecs dans ces trois genres de propositions, est remplacé dans cet ouvrage par celui d c connu.
Ainsi, l’on y lit que telle droite est connue de grandeur et de position; que tel point (variable) est sur un cercle connu de grandeur cl de position ; que le rapport de telle droite (variable) à telle autre, ou de tel rectangle (variable) à tel carré, est un rapport connu, etc.; propositions qui manifestement sont ou des données comme celles d’Euclide, ou des lieux comme ceux d’Apollonius, ou des Porismes comme ceux d'Euclide d’après le sens que nous avons attribué à la Notice de Pappus , conformément au sentiment de Simson (i).
Le titre unique de Connues géométriques appliqué par l’auteur à ces trois classes de propositions que les Grecs distinguaient sous les trois noms dillérents de Données, Lieux cl Porismes, prouve qu’il les considérait toutes trois
(i) Nous donnons plus loin les énoncés mêmes de quatre propositions du Livre des Connues géométriques, dans lesquelles nous reconnaissons des Purismes.
comme étant du même genre ou dérivant d’une même idée (i).
Cet ouvrage arabe, dont on doit la connaissance et la traduction au savant orientaliste M. L. A. Sédillot, est du géomètre et astronome Hassan ben Haithem, qui florissait vers l'an 1009 et mourut au Caire en io38 ( 2 ).
Définition des Purismes tirée de Proclus
Deux autres faits qui ont de l’analogie avec celui que vient de nous offrir le Traité des Connues géométriques , et que nous puisons chez les Grecs mêmes, dans Diophante et dans Proclus, contribueront encore à corroborer notre sentiment sur l’origine des Porismcs et leur analogie avec les Données.
Citons d’abord Proclus, dont le texte que nous avons à invoquer est bien connu, mais a toujours paru fort obscur et n’a pas été entendu dans le sens que nous devons lui donner.
Il s’agit de la Notice sur les Porismes d’Euclide, que le célèbre philosophe platonicien a insérée dans son commentaire sur le I er Livre des Éléments. 11 dit que ces Porismes sont un genre de propositions où il y a quelque chose à trouver, et qui n’ont pas pour objet, cependant, ni une simple construction, ni une simple démonstration.
(1) 11 est permis d’espérer que si enfin l’on explorait Ie9 manuscrits arabes qui existent encore en grand nombre dans plusieurs grands dépôts, notamment dans la bibliothèque de l’Eçcuria), on trouverait dans d’autres ouvrages, comme dans celui de Hassan ben Haithem, des traces de la doctrine des Porismes qui seraient d’un véritable intérêt. On ne doutera pas, en effet, que les manuscrits sur lesquels Casiri a donné des notices précieuses dans son grand ouvrage ( Bibliotheca arabico-hispana Escurialcnsis ) ne puissent contenir souvent plusieurs autres pièces confondues sans titres distincts, et que ce savant auteur n’a pas décrites.
(q) V. Nouveau journal asiatique ; mai X S34 • Et Matériaux pour servir à Vhistoire comparée des sciences mathématiques chez les Grecs et les Orientaux. Paris, 18'p, t. I er , p. 378-400.
Il revient |>lus loi ii sur la meme idée en ajouiant que les Porismes tiennent, en quelque sorte, le milieu entre les problèmes et les théorèmes; qu’en effet il ne s’agit pas, dans ces propositions, de choses que l’on ait à construire ou à considérer théoriquement, mais de choses qu’il faut prendre et montrer aux yeux ; c’est-à-dire dont il faut déterminer la manière d’être, telle que la position ou la grandeur.
On peut reconnaître, nonobstant la concision et l’obscurité de celte sorte de délinition, qu’elle concorde avec celle des Anciens rapportée par Pappus et entendue dans le sens bien défini que nous lui avons donné. Cet accord forme déjà une présomption favorable à notre système sur la doctrine des Porismes.
Mais ce qui nous parait surtout offrir de l’intérêt ici, c’est que Proclus cite, comme exemples de Porismes, deux propositions sous forme de problèmes, lesquelles ne sont que de simples données, car les voici ; Un cercle étant donné, trouver son centre. Deux grandeurs commensurables étant données, trouver leur plus grande commune mesure.
Il est évident que dans chacune de ces questions, la chose demandée est une conséquence implicite de l’hypothèse; ce qui est le caractère des Données. Or il n’y a rien de variable dans ces propositions ; elles sont donc de celles qui apparliennentà la classe des Données proprement dites. Ainsi quand Proclus les cite comme exemples des Porismes d’Euclide, on doit nécessairement en conclure qu’il a considéré ces Porismes comme des propositions du même genre que les Données, de même que l’a fait, 5 oo à 600 ans plus tard, le géomètre arabe Hassan ben llaithem.
C’est surtout le rapprochement entre ces deux faits qui nous a mis sur la voie de l’explication qui nous semble maintenant si naturelle, du passage de Proclus dont l’interprétation avait toujours paru fort difficile.
IV. — Porismes cités par Diophante
Diophante ne parle pas expressément des Porismes, comme Proclus, et n’a pas à les définir. Mais il cite dans ses Questions arithmétiques, sous le titre de Porismes, des propositions extraites d’un ouvrage, apparemment d’un Recueil de Porismes, qui ne nous est pas parvenu.
Ces propositions, auxquelles je crois que l’on n’avait jamais fait attention, du moins à titre de Porismes dans le sens d’Euclide, avant que nous les eussions signalées dans l’ Aperçu historique, se rapportent aux propriétés des nombres; et ce qui a de l’intérêt ici, c’est que, sous le nom de Porismes, elles ont dans leurs énoncés la forme des Données, la même que nous attribuons aux Porismes.
Faisons remarquer d’abord, d'une manière générale, qu’effeclivement la plupart des propositions de la théorie des nombres peuvent être considérées connue des Données. Car elles expriment que telle fonction" de tels nombres, ou telle relation entre tels nombres, donne lieu à telle autre relation -, en d’autres termes, que telle relation est une conséquence implicite de telle autre.
Par exemple l’identité
(a* -h b') (a* -t-6 , ) = (na±tê) 1 + (n6;pia) , ;
si on l’énonce textuellement, sera un théorème proprement dit, ou théorème complet. Mais si, sans préciser la composition des deux carrés qui forment le second membre, on dit simplement que : Le produit de la somme de deux carrés par la somme de deux autres carrés s’exprime de deux manières par la somme de deux carrés, cet énoncé aura une certaine analogie avec ceux des Données.
Il en est de même des propositions suivantes :
Le produit de deux nombres donnés s’exprime par la
différence des carrés de deux autres nombres, divisée par 4 .
Tout nombre premier de la forme 4 11 -+- 1 s’exprime par ta somme de deux carrés.
Le produit de la somme de quatre carrés par lu somme de quatre autres carrés s'exprime par la somme de quatre carrés .
Etc., etc.
Toutes ces propositions sont des théorèmes non complets, daps le sens que nous entendons, de même que les Données et les Porismes.
Revenons aux Porismes cités par Diophante. Ils se trouvent dans les Questions III, V et XIX du V e Livre.
On lit dans la Question 111 : « Puisqu’on a dans les » Porismes : Si deux nombres sont tels, que chacun d'eux » augmenté d'un même nombre donné soit un carré et » que leur produit augmenté du même nombre soit aussi » un carré, ces nombres proviennent de deux carrés » consécutifs. »
C’est-à-dire que G'étanl un nombre donné, si deux autres nombres A, B, sont tels, qu’on ait
À -|- G = carré,
B ■+- G = carré,
AR -t- G = carré,
les deux nombres A, R proviennent de deux carrés consécutifs.
En effet, prenant arbitrairement un nombre a tel, que a' soit ]> G, il suffit de prendre ensuite A = «’ — G et R = -l-i)’ — G. Car il en résulte
AB -+- G = [0 (a ■+■ 1) — G]*.
Tel est le sens que comporte l’énoncé de Diophante, qui
de nos jours peut paraître quelque peu obscur, puisqu’il n’y est pas dit comment les nombres proviennent ou sont formés de deux carrés consécutifs.
Si cet énoncé ne présente pas au premier aspect une analogie suffisante avec les Données, on voit aussitôt que la proposition, tout eu restant la même, reçoit le caractère d’une Donnée ou d’un Porisme , en admettant l’énoncé suivant : Deux carrés consécutifs étant donnés, ainsi qu’un nombre, on peut trouver deux autres nombres tels, que chacun d’eux et leur produit, augmentés du nombre donné, soient des carrés.
Dans la Question V , Diophante dit : « On a encore dans » les Porismes : Étant donnés deux nombres carrés con- » sècutifs, on peut trouver un troisième nombre égal au » double de la somme de ces deux premiers plus 2, tel, » que le produit de deux de ces nombres augmenté , soit de » la somme des deux mêmes, soit du troisième nombre, » fasse un carré. »
C’est-à-dire que si A et B sont deux carrés consécutifs et qu’on forme le nombre C = a(A-j-B)-t-a, chacun des six autres nombres
[AB -t- (A -t- B )], [AB -f- C],
[AC -+■ (A -f- C)] , [AC -i- B],
' [BCh-(B + C)], [BC -t- A],
sera un carré.
Cet énoncé constitue un théorème non complet, puisqu’on n’y donne pas la forme des six carrés dont on annonce l’existence.
Cette proposition a donc de l’analogie avec les Données et les Porismes, comme les précédentes.
Il en est de même encore de la proposition suivante,qu’on trouve dans la Question XIX : « Nous avons dans les Po-
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» ri s mes : La différence de deux cubes est égale à la » somme île deux autres cubes. »'
Ces propositions ne sont pas les seules de leur genre que renferme l’ouvrage de Diophante; on en trouve de semblables dans diverses autres Questions, sans que l'auteur annonce qu elles soient prises du Recueil des Porismes.
Par exemple :
u Le produit des carrés de deux nombres consécutifs, » plus la somme de ces deux carrés, fait un nombre carré » (Question XVII du Li vre ni). C’est le premier cas de la proposition citée comme Porisme dans la Question Y .
» Si un uoinbre est le quadruple moins i d'un autre, » celui-ci, plus le produit des deux nombres, fait un carré » (Question XX du môme IJ vre).
» Le carré de la différence de deux nombres, plus le quart druple de leur produit, est un carré (Question XX du » Livre IN ).
« Tout nombre triangulaire multiplié par 8 et augmenté » de l’unité fait un carré (Question XLIV du même Livre).
» Deux nombres dont l’un est double de l’autre étant » donnés. le double de leur produit est un carré, et ce dou- » ble produit moins la différence des carrés des deux nom- » bres forme aussi un carré (Question XII du LivreVI). »
Ainsi, nous pouvons dire qu'il existait au temps de Diophante, outre ses célèbres Questions arithmétiques , dont il ne nous reste que six livres sur douze, un autre ouvrage sur le même sujet, recueil de propositions sur la théorie des nombres, que Diophante appelle Porismes ; que ces propositions étaient des théorèmes non complets, dans lesquels il restait à trouver l’expression ou la valeur des choses annoncées, comme dans les Données; que, puisque Diophante les appelle Porismes, on est induit à penser que, sans être les mêmes que les Porismes géométriques d’F.uclide, ils appartenaient au même genre de proposi-
tions, ayant les uns et les autres le même caractère propre; que les Poristnes d’Euclide étaient donc aussi des théorèmes non complets et semblables dans leur forme aux Données, ainsi que nous pensons l’avoir déjà prouvé par d’autres considérations.
En résumé, les passages de Diophante nous paraissent fournir un nouvel argument en faveur de notre système sur la doctrine des Porismes (i).
V. — Propositions du Traité des Connues géométriques de Hassan ben Haithem conformes aux Porismes.
Proposition XVIII. Lorsque deux cercles connus de grandeur et de position sont tangents, et que l'un est dans F intérieur de l'autre , si l'on mène une droite qui coupe les deux cercles d’une manière quelconque, le produit des segments Jaits par un point du petit cercle sur la partie de cette droite comprise dans le grand cercle est au carré de la droite menée du point du petit cercle au point de tangence des deux cercles, dans un rapport connu.
Proposition XIX. Lorsque deux cercles connus sont tangents et que l’un est dans l’intérieur de l’autre, si l'on mène au petit cercle une tangente dont l’extrémité ( autre que le point de tangence) soit à la circonférence du grand cercle, et qu’on joigne par une ligne droite cette extrémité au point de tangence des deux cercles, le rap-
(i) On sait que les Arabes ont travaillé sur l'analyse indéterminée d'après Diophante, dont ils ont traduit et commenté les Questions arithmétiques. On doit croire qu’ils ont aussi connu le Recueil de Porismes, qu’il fût de Diophante lui- même ou d’un outre auteur grec. Il est donc permis de penser qu’on pourra retrouver un jour quelques traces de cet ouvrage. Nous serions heureux que l’espoir d’une découverte aussi précieuse, aussi importante pour l’histoire des mathématiques, pût faire entreprendre quelques recherches dans les manuscrits arabes, recherches qui, du reste, conduiraient infailliblement à beaucoup d’autres découvertes.
port île celle dernière ligne à lu languit le est un rapport connu.
Proposition XXI. Lorsque deux cercles connus sont tangents el que t un des deux est dans F intérieur île F autre, si l'on mène du point de tangence le diamètre commun aux deux cercles, et que par le point oit ce diamètre coupe le petit on mène une droite qui coupe le petit cercle en un second point , cette droite ( terminée au grand cercle) sera divisée , en ce point , en deux parties telles, que le produit de ces deux parties plus un cane (connu) sera au cairc de la partie comprise dans le petit cercle, dans un rapport connu.
Proposition XXII. Lorsque dans un cercle connu de grandeur et de position on mène un diamètre connu déposition el que sur ce diamètre on prend deux points également éloignés du centre , si de ces points on mène deux lignes qui se rencontrent en un point de la circonférence du cercle, la somme des carrés de ces deux lignes sera connue.
VI. — Passage» de Proclus relatifs aux PorUmes
Extrait du Commentaire relatif à la l re Proposition des Éléments d’Euclide.
« Porisme se dit de certains problèmes comme les Po- » rismes d’Euclide. Mais il se dit plus particulièrement , » lorsque, des choses qui viennent d’être démontrées, surgit » quelque théorème que nous n’avions point eu en vue, et » que pour cela on a appelé Porisme, comme une sorte de » gain qui s’ajoute à ce que l'on s’était proposé de démon- » trer. »
Extrait du Commentaire relatif à la Proposition AF d Eue litle.
» Porisme est un des termes de la géométrie : mais il a » deux significations. Car on appelle Porismes les théorè-
» mus qui résultent de la démonstration d'autres théorèmes » comme un gain inattendu et dont profite le géomètre : et- » on appelle aussi Porismes des proposa tious qui n'ont pas » pour objet ni une simple construction, ni une simple » démonstration, mais où il f aut trouver quelque chose.
» Qu’on démontre que dans les triangles isocèles les » angles à la base sont égaux, on acquerra la connaissance » de ce qui est.
u Qu’on divise un angle en deux parties égales, ou qu’on » construise un triangle, ou qu’on ajoute ou retranche une » ligne, tout cela demande une construction.
» Mais qu’il s’agisse de trouver le centre d’un cercle » donné, ou la plus grande mesure commune à deux grau- » deurs commet) surables données, toutes les questions de >> ce genre tiennent en quelque sorte le milieu entre les » Problèmes et les Théorèmes . lût ejfet., il ne s'agit pas » là de la construction, ni de la considération purement » théorique de choses cherchées, mais de leur acquisition : » car il faut les présenter à la vue, les mettre sous les » yeux. Tels sont les Porismes composés par Euclide et » qu il a réunis dans ses Livres de Porismes. Mais nous ne » dirons rien ici des Porismes de cette espèce.
» Quant aux Porismes qui se trouvent dans les Éléments » d’Euclide, ils se présentent comme conséquences des » démonstrations d’autres théorèmes, quoiqu’ils n’aient pas » été le sujet de ces démonstrations »
Ce qui suit se rapporte aux corollaires des Éléments d’Euclide.
§ VIII. — Nouvelle définition des l’orismes. — Identité de ces propi sitions, quant à leur forme, avec la plupart des pro|>ositions de. la tiéométrie moderne.
D’après ce qui précède (§ VII, i), les Porismes sont de.
Données qui se rapportent à des propositions où l'on considère une infinité de choses variables suivant une certaine loi, comme dans les propositions locales.
Mais les Données , n étant plus en usage sous leur propre nom, demanderaient elles-mêmes une définition. II sera done plus simple et plus conforme à l'essence des choses de définir directement les Porismes , d’après leur caractère propre et abstraction faite de l’idée primitive de Donnée.
Nous reportant au sens bien défini que nous avons attribué à l’expression de théorème non complet, nous dirons que :
Les Porismes sont des théorèmes non complets, exprimant certaines relations entre des choses variables suivant une toi commune ; relations indiquées dans l'énoncé du Porisme, mais qu’il faut compléter par la détermination, de grandeur ou de position, de certaines choses qui sont la conséquence de l'hypothèse, et qui seraient déterminées dans l’énoncé d’un théorème proprement dit on théorème complet.
S’il ne fallait pas introduire dans la définition des Porismes, pour les distinguer des Données, la condition d’une infinité de choses variables, comme dans les Lieux, on pourrait dire simplement que : Le Porisme est une proposition dans laquelle on énonce une vérité, en affirmant qu’on peut toujours trouver certaines choses qui la complètent.
On ne peut manquer de remarquer que eette forme de théorèmes non complets tend à devenir le caractère le plus général des propositions dans beaucoup de parties des Mathématiques actuelles; qu’il y a donc à cet égard une analogie incontestable, qu’on était loin de soupçonner, entre les Porismes d’F.uclidc et la plupart de uos propositions
modernes. Quelques exemples vont meure celle analogie en parfaite évidence.
Soit cette proposition : Si fort prend sur le diamètre d’un cercle deux points qui divisent ce diamètre harmoniquement, le rapport des distances de chaque point de la circonférence à ces deux points sera constant.
Que l’on dise que ce rapport est donné, ce qui ici signifiera la même chose que constant, on énoncera un Porisme dans le style même d'Euclide.
Pour que la proposition fût un théorème proprement dit, comme ceux que l’on trouve dans les Eléments d’Euclide, dans les Coniques d’Apollonius et dans les ouvrages d’Archimède, il faudrait faire connaître dans l’énoncé même la valeur de ce rapport constant et dire qu’il est égal au rapport des distances des deux points à l’une des extrémités du diamètre sur lequel ces points sont situés (i).
Dans un cercle, F angle sous lequel on voit, du centre, la partie de chaque tangente comprise entre deux tangentes fixes, est constant.
Qu’on dise est donné, ce sera un Porisme.
Mais que l’on dise que cet angle est égal à celui que le rayon mené au point de contact d’une des deux tangentes fixes fait avec la droite menée du centre au point de rencontre de ces deux tangentes, on énoncera un théorème proprement dit ou complet.
Dans l’hyperbole le produit des segments qu’une tangente fait sur les asymptotes est constant .
Qu’on dise est donné, on reconnaîtra aussitôt un Porisme. Mais que l’on dise que ce produit est égal à la somme des carrés des deux demi-axes de la courbe, on énoncera un théorème.
La Géométrie moderne offre une foule d’exemples sem-
(i) V. Géométrie de Legendre; Liv. lll.prop. XXXIV.
blables de théorèmes non complets, qui sont de véritables Porisines selon la conception d’Euclide, sinon en apparence à cause des dill'érences de style, du moins par la nature même de la proposition où P on a à démontrer P existence dune chose annoncée , et à trouver (sans invention) la manière d être, telle que la grandeur ou la position , de cette chose (i).
Ce qui précède nous parait donner une idée bien nette de la doctrine des Porisines, et le véritable mot de cette énigme qui depuis si longtemps occupe les géomètres.
INous y trouvons aussi l’explication d’un point assez embarrassant de l’histoire des Mathématiques : cet ouvrage qui, selon Pappus, renfermait une foule d'aperçus féconds, utiles et presque nécessaires pour la culture de la Géométrie, aurait disparu sans que rien en eût remplacé les théories dans la science, de sorte que de nos jours il y serait absolument étranger.
Bien loin de là : l’ouvrage d’Euclide n’est nullement étranger à nos Mathématiques. Au contraire il semble qu’elles en aient reçu l’influence, je ne dis pas quant à leur origine, le livre était perdu, mais quant à leur forme actuelle; et en réalité nous faisons journellement des Porismes, à notre insu.
Cette forme de nos propositions, que nous pouvons dire non complètes, eu égard aux théorèmes des Anciens, et qui se trouvent ainsi débarrassées de déterminations parfois compliquées et sans utilité, nous paraît être un progrès réel : car la science y trouve un degré de simplicité et d’abstraction qui facilite le raisonnement et la combinaison des vérités mathématiques entre elles.
ut.
En constatant la distinction qu Euclide avait établie entre
vi) Voir la note de la p. i5 ci-dessus.
les théorèmes proprement dits ou théorèmes complets d’une part, et les Données et les Porismes , d’autre part, nous n’entendons pas dire que dans une composition mathématique on ait toujours dû donner à chaque proposition le nom spécial tpi lui était propre à ce point de vue. Nous croyons qu’au temps de Pappus les géomètres et Pappus lui-même négligeaient celte distinction de noms.
En ell'et , d’abord il est à remarquer que Pappus donne le nom commun de théorèmes aux Données , aux Porismes et aux Lieux , dans ses Notices sur ces trois classes de propositions; car il dit que le livre des Données contient 90 tuéorèmes, les trois livres de Porismes 1 y 1, et les deux livres des Lieux plans d’Apollonius 147-
Secondement, on ne trouve dans le recueil étendu des Collections mathématiques aucune proposition sous le titre de Porisme, et je crois même aucune sous celui de Donnée , quoique plusieurs propositions aient pu être regardées les unes comme des Porismes , les autres comme des Données.
Ainsi dans le livre IV, la proposition VII ainsi énoncée : Si les quatre côtés d’un quadrilatère ylBCD sont donnés, et si l'angle B est droit, la diagonale BD est donnée, est incontestablement une proposition appartenant à la classe des Données. Il en est de même des deux propositions VIII et IX du même livre.
Dans le livre VII, la proposition CCXXVIII (qui est un des lemmes relatifs aux septième et huitième livres des Coniques d’Apollonius) appartient aussi à la classe des Données ; car elle porte que : Quand ta somme des carrés de deux lignes et la différence des mêmes carrés sont données, les deux lignes sont données.
Les quatre propositions CCXXXV-CCXXXVIIIdu même livre VII (lemmes relatifs aux Lieux à la surface d’Euclide), sont tout à fait semblables, quant aux énoncés, aux Lieux plans d'Apollonius; elles expriment que le lieu
de tel point variable est une section conique. Ce sont donc des Lieux , conséquemment aussi des Parûmes . La dernière de ces propositions contient la propriété de la Directrice dans les sections coniques, en ces termes : Le. lieu d’un point dont les distances à une droite donnée de position et à un point fixe, sont entre elles dans une raison donnée, est une section conique : parabole si la raison est l'unité, ellipse si elle est plus grande que l’unité, et hyperbole si elle est plus petite.
Ces exemples font voir, comme nous l’avons annoncé, que la distinction qu’Euclide avait établie entre les théorèmes d’une part, et les Données et les Porismes d'autre part, eût-elle été jamais observée dans la pratique, je veux dire dans la culture des Mathématiques, ne l’était plus au temps de Pappus, et que toutes ces propositions pouvaient être confondues indistinctement sous la seule dénomination de théorèmes .
§ IX. — De l’utilité des Porismes pour la résolution des problèmes.
Pappus dit que les Porismes d’Euclide étaient nécessaires pour la résolution des problèmes. Nous avons déjà vu (§11) qu'à raison des matières qui formaient le sujet des trois livres de Porismes, cet ouvrage devait être extrêmement utile pour les progrès généraux de la Géométrie; mais il s’agit ici d’une utilité spéciale pour la résolution des problèmes. Voici comment nous concevons cette utilité.
C’est que la recherche d'un lieu géométrique déterminé par certaines conditions exigeait le secours de quelque Porisme. Car il fallait conclure de ces conditions une autre expression du lieu qui fût déjà connue, et qui par conséquent fit connaître la nature du lieu, sujet de la question. Or c’est le passage d'une expression du lieu à une autre expression qui exigeait un Purisme.
Par exemple, demande-t-on le lieu d’un point dont les distances à deux points fixes soient entre elles dans un rapport donné? On démontrera quV/ existe , c’est-à-dire que l’on peut trouver, (sur la droite qui joint les deux points donnés), deux autres points tels , que les droites menées décès points à chaque point du lieu cherché font entre elles un angle droit. Proposition qui constitue un Porisijie, et de laquelle on conclut que le lieu est un cercle.
Souvent une question de lieu pourra se résoudre par plus d’un Porisme.
Ainsi, dans la question précédente on démontrera, l’hypothèse restant la même, qu’t'/ existe , ou qu’on peut trouver un certain point et une longueur de ligne tels, que la distance de chaque point du lieu à ce point sera égale à cette ligne.
Ce sera là un Porisme. Et l’on en conclura la connaissance complète du lieu cherché.
On voit par cet exemple comment on peut concevoir que toute question de lieu, ou problème local, obligeait de passer par un Porisme.
Cette marche est dans la nature des choses et subsiste dans les Mathématiques modernes : quelque méthode que l’on emploie pour résoudre un problème de lieu , on peut toujours y apercevoir un Porisme.
Il en est ainsi notamment dans le procédé général de solution fondé sur l’analyse de Descartes, qui conduit à une équation finale entre les coordonnées x, y , d’où se conclut le lieu cherché. Car cette équation constitue un véritable Porisme.
En effet, que cette équation, rapportée à deux axes rectangulaires, soit, par exemple,
x ' -f- ax H- y* -4- ly = c :
elle exprime qu’étant pris arbitrairement deux axes rcc-
langulaircs dans le plan de la ligure, un peut déterminer tlcux longueurs de lignes a, 1>, et un espace ou rectangle c, tels, que la somme des carrés des distances de chaque point du lieu aux deux axes , plus les produits de ces distances par les deux lignes a et b, forment une somme égale au rectangle c.
Proposition qui constitue un Porisme à la manière d’Euelide, sauf les expressions modernesqui en abrègent l’énoncé .
Les Anciens n avaient pas une pareille méthode générale à laquelle ils pussent ramener toutes les questions de Lieux. Par conséquent, on conçoit qu’ils ont dû nécessairement chercher à multiplier les expressions différentes de chaque lieu, c’est-à-dire de chaque courbe, y compris aussi les lieux à la droite, et chercher à passer d’une expression à chacune des autres. Ce qui se faisait toujours par un Porisine, comme nous l’avons dit.
Le Traité des Purismes d’Euclide était doue une collection de propositions servant à passer ainsi d’une expression connue d’un lieu à une autre expression du même lieu, et plus généralement servant à passer des conditions connues qui déterminent un système de choses variables assujetties à une loi commune, à d'autres conditions déterminant les mêmes choses variables.
.Nous n’entendons pas dire d’une manière absolue que tel était l'objet de tous les théorèmes d’Euclide sans exception, mais seulement que tel était leur caractère général et le but qu’Euclide s’était proposé en ajoutant au Traité des Données celui des Porismes, comme second complément des Éléments et provision de ressources pour la culture de la Géométrie supérieure, et spécialement pour la résolution des problèmes.
Quant aux lieux, Euclide n a traité, dans scs trois livres de Porismes, que de la droite et du cercle, ainsi que le dit Pappus, et comme le prouvent ses 38 Leinmes qui ne
( tit )
se rapportent qu'à des figures rectilignes et au cercle. Et quant à ceux des Porismcs qui ne concernent pas des propositions locales proprement dites, on voit par plusieurs énoncés de Pappus, dont il suffit de citer celui-ci, du I"' Livre : « Telle droite passe par un point donné » et les trois derniers du III e Livre, qu’il y en avait, même de très-variés, dans l'ouvrage d’Euclide. Notre restitution de ces trois livres en comprend aussi un assez grand nombre.
g X. — Observations et éclaircissements préliminaires au sujet des XXIX genres de Porismes décrits par Pappus. — Ordre qu'on suivra dans le rétablissement des trois Livres d'Euclide.
L’ouvrage d’Euclide était en trois livres et contenait 171 théorèmes.
Pappus comprend ces 17 1 Porismes sous XXIX énoncés qu’il appelle genres, dont i 5 appartiennent au I er livre, 6 au II e et 8 au III e . 11 ajoute que les i 5 genres du I er livre se retrouvent dans le II" avec les fi propres à ce livre: et de même, que ces 21 genres entrent dans le III e livre avec les 8 nouveaux. Il dit que la plupart des Porismes de ce III e li vre se rapportent au demi-cercle, et quelques-uns au cercle et aux segments. Ce qui indique que les deux premiers livres ne roulent que sur les figures rectilignes.
Dans chacun des XXIX énoncés, hormis le premier qui forme une proposition complète, Pappus ne décrit que les choses cherchées, en omettant les hypothèses qui, dans l’ouvrage d’Euclide , donnaient lieu aux propositions. Ce sont ces choses cherchées qui constituent les genres. Ainsi il dit : « Voici les genres des choses cherchées dans les pro- » positions du I er livre. »
11 a dit plus haut : « Ce n’est pas par les différences des » hypothèses qu’il faut distinguer les Porismes, mais par
( fa ' 2 )
» les différences des résultats ou des choses cherchées. » De sorte que chaque genre s'applique à des hypothèses qui peuvent être très-variées. C’est ainsi que les XXIX genres résument les 171 théorèmes que contenait le traité des Porismes.
Il est à remarquer que Pappus a fait du livre des Données d’Euclide une analyse assez semblable, dans laquelle il décrit, en termes encore plus généraux que pour les Porismes, le caractère des différents groupes de propositions : il indique le nombre des propositions de chaque groupe, mais sans faire connaître aucune proposition en particulier. Celte analyse aurait pu servir à rétablir conjecturalement les quatre-vingt-dix propositions du livre des Données , si cet ouvrage ne nous était pas parvenu. Il est à regretter que Pappus n’ait pas complété son analyse des Porismes en y ajoutant, comme pour les Données, le nombre des propositions de chaque genre.
Les Porismes, dont nous rappelons ici le caractère essentiel, sont des propositions dans lesquelles il y a certaines choses variables, comme dans les propositions locales ; et c’est une relation entre ces choses variables (points, lignes, segments, etc.) et les choses constantes qui constitue les propositions.
Prenonsquelqucs exemples des genresdécrits par Pappus.
Tel point est situé sur une droite donnée de position.
Cela signifie qu’un point variable a pour lieu géométrique une droite dont la position est déterminée en vertu de l’hypothcsc ou des données dé la question.
On peut croire que cet énoncé comprend toutes les propositions de lieux qui se trouvaient dans les trois livres d’Euclide ^car ces lieux ne pouvaient être qu’à la droite et au cercle ; et l'on ne trouve pas dans les huit genres spéciaux au III e livre ui dans aucun de ceux qui les précèdent, un seul énoncé qui exprime un lieu au cercle, tel
que le lieu à la droite ci-dessus. 11 faut en conclure que les Porisnies relatifs au cercle dans l’ouvrage d’Euclide exprimaient des propriétés communes à tous les points de la circonférence, isans avoir la forme d énoncé d’un lieu proprement dit. '■ «JL'jt tJ ljl 4 n ...Ct.W , ‘ t V
Nous devrons nOtra-Tonformcr à cette Indication.
Telle droite passe par un point donné.
Il s’agit d’un système de droites assujetties à une môme loi et qui passent toutes par un même point donné virtuellement, c’est-à-dire dont la position est une conséquence des conditions de la question.
Ce genre comprendra un assez grand nombre de Porisnies différents, qui se trouveront indistinctement dans les trois livres.
Telle droite est donnée de position.
Il s’agit d’une droite qui n’est pas considérée comme lieu d’un point, et qui satisfait à certaines conditions concernant des choses variables. Par exemple, ce sera une droite sur laquelle certains angles intercepteront des seg- • ments égaux, ou une droite avec laquelle coïncideront les diagonales de certaines figures, etc.
Ces genres de Porismes, que nous venons de citer, sont très-simples, et les choses cherchées y sont indiquées explicitement. Mais dans d autres questions les choses cherchées sont multiples et peuvent n’être pas toutes indiquées explicitement, quelques-unes restant sous-entendues. Alors il peut y avoir incertitude et l’énoncé pourra s’entendre de plusieurs manières.
Prenons celui-ci, qui forme le XV e genre :
Telle droite fait sur deux autres droites - données de position des segments dont le rectangle est donné.
Il s’agit d’une droite variable de position qui forme sur deux droites fixes deux segments dont le rectangle est constant; la valeur de ce rectangle est donnée virtuellement,
CAa t* c ..
c’est-à-dire quelle csl une conséquence de 1 hypothèse, qu il faut déterminer.
L’énoncé est susceptible d’un autre sens. On peut supposer que les origines des deux segments sont deux points donnés de fait, et que les données virtuelles, c'est-à-dire les choses que l’on a à trouver, sont les directions des deux droites fixes menées par ces points, et la valeur du rectangle constant.
On voit par cet exemple comment un même énoncé pourra se prêter à plusieurs interprétations différentes qui produiront ainsi une sorte de subdivision des genres des Purismes.
Nous grouperons ensemble, dans chaque livre, les Porismes d’un même genre, |>our mettre un certain ordre dans un si grand nombre de propositions si diverses, et faciliter le jugement que l’on portera sur ce travail de rétablissement. Mais nous n’avons pas de raison de penser qu’Euclide se fût assujetti à cet ordre d’une manière rigoureuse, car il n’aurait pu l’observer tout au plus qu’à l’égard des propositions d’un même livre , puisque les genres du 1 er Livre se retrouvent dans le II r , et ceux du 1" et du IL dans le III e .
Pour quelques propositions seulement nous nous sommes écarté de l’ordre que nous venons de tracer. Nous les avons placées à la fin du III e livre : ce qui simplifie la démonstration. Car elles sont ainsi précédées par certaines autres dont elles pouvaient se conclure aisément.
Nous nous renfermerons strictement dans les énoncés de Pappus, c’est-à-dire dans les XXIX genres qu’il a décrits. C'est pour cela qu’on ne trouvera pas dans notre restitution des trois livres d’Euclide de lieux au cercle qui pourraient pourtant se présenter eu grand nombre dans un Traité des
Porismes. Toutefois, les propriétés du cercle, que dans (^autres circonstances on exprimerait par des propositions de lieux proprement dites, entreront sous des énoncés différents et toujours conformes aux genres décrits par Pappus, dans notre III e livre, où elles seront assez nombreuses.
Les dix Porismes qui forment les dix cas de la proposition des quatre droites sont du genre des lieux à la droite : cependant, comme Pappus dit qu’ils se trouvent au commencement du I er Livre, et qu’il en parle d’une manière particulière, nous les avons placés les premiers et en quelque sorte hors ligne, sans les comprendre dans le genre des lieux à la droite, qui n’est décrit que le second.
Le genre décrit le premier par Pappus est le Porisme énoncé d’une manière complète, où il s’agit de trouver une droite et sur cette droite un point qui sera l’origine de segments en rapport donné avec d’autres segments.
On pourrait, à la rigueur, rattacher ce Porisme au V* genre énoncé ainsi : Telle droite est donnée déposition. La recherche du point fixe sur cette droite serait une condition implicite, comme nous l’avons dit ci-dessus. Mais sans nous arrêter à l’incertitude qui peut naître ici, et pour nous conformer strictement au texte de Pappus, nous regarderons le Porisme dont il s’agit, comme formant le I er genre du I er Livre. Pappus, en reproduisant par exception cet énoncé tout entier, peut avoir eu l’intention de donner un exemple tant de la forme la plus commune que du caractère et de la nature des Porismes. Car celui-ci nous paraît être, à certains égards, comme nous l’expliquerons tout à l’heure, une sorte de type de nombreuses propositions des trois Livres.
Simson a pensé que ce Porisme était le premier (i)
(1) Il l’intitule : Prop. XXIII. Quæ est Porisma I Lib. J Porismatum Euclidis. ( Opéra quœdam reliqua, etc,, p. /jOO.)
du 1" Livre. ÎNous croyons, an contraire, que les premiers Porismes dans l'ouvrage d’Euclidc étaient les dix cas de ^ proposition des quatre droites. Plusieurs raisons nous semblent l'indiquer. D’une part, Pappus dit, comme nous l’avons déjà fait observer plus haut, qu’Euclide a placé ces propositions « au commencement du 1°' Livre ». Il est vrai que le premier des XV genres qui résument les nombreux Purismes de ee livre comporte des propositions dill'érentes; mais Pappus ne dit pas que ce I rr genre renferme précisément le premier Purisme. De sorte que ce passage u’intirmr pas celui qui le précède et qui serait formel, si le texte où se lit le mot « commencement » n’offrait une lacune.
Mais, d’autre part, et indépendamment de ce motif, une raison tirée des Lcmmes de Pappus relatifs aux Porismes nous a paru tout à fait décisive.
Pappus présente le premier Lemme comme s'appliquant au premier Purisme, et le second Lemme au second Porisme, et il n’y a plus de mention semblable pour aucun des autres Lcmmes. Or ces deux Lcmmes conviennent si naturellement à deux cas de la proposition des quatre droites, qu’on peut dire qu'ils en sont l’expression immédiate. De plus, il en est de même des cinq Lem mes qui suivent les deux premiers : c" est-à-dire qu’on en conclut aussi immédiatement cinq autres cas de la même proposition. Les trois cas qui complètent les dix se démontrent sans le secours d’aucun Lemme avec une très-grande facilité. Nous ajouterons que les Lcmmes qui viennent après ces sept premiers trouvent leur emploi naturel pour la démonstration des Porismes appartenant aux genres successifs du P r Livre; et enfin, que ces sept premiers Lemtnes, desquels nous déduisons sept cas de la proposition des quatre droites, n’ont pour la plupart, les deux premiers notamment, aucun usage dans les démonstrations des autres Porismes.
Il semble donc résulter, avec quelque certitude, de ces
f fro J
raisons toutes concordantes, que les dix cas de la proposition des quatre droites formaient les premiers Porismes dans l’ouvrage d’Euclide.
§ XI. — Anâlyse des XXIX genres de Porismes. — Expression algébrique des genres quicomportentdes relations de segments. — Autres genres qui se rapportent aux mêmes matières.
Le Porismequi constitue le I fr genre, et dont la description est suffisamment complète, peut être regardé comme une espèce de type commun à nombre d’ énoncés de Porismes. Mais c’est seulement à plusieurs égards, comme nous l’avons dit; et il ne s’agit que de certaines circonstances de l’hypothèse, qui peuvent se répéter dans difl’érents genres. Il est en effet très-facile de voir qu’on satisfait à la plupart des genres par des propositions dont les hypothèses variées contiennent cependant des éléments semblables, savoir: Deux droites qui tournent autour de deux points fixes en se coupant toujours sur une droite donnée de position, et qui font sur deux autres droites fixes, ou sur une seule, deux segments quiont entre eux une certaine relation constante.
Ce seront les différences entre ces relations constantes qui donneront lieu aux différents genres.
Mais le II 6 Livre présente un caractère spécial : c’est que parmi les six genres qui s’y rapportent, il y en a quatre au moins dans lesquels les segments considérés sont nécessairement formés sur une seule droite : pour les deux autres genres ces segments peuvent être formés indifféremment sur une seule ou sur deux droites; tandis que dans les genres du I er Livre, hormis deux ou trois peut-être, les segments paraissent être formés toujours sur deux droites.
Sans nul doute les relations générales entre les segments formés sur deux droites ont lieu de même sur une seule droite, puisqu’on peut supposer que les deux droites, qui
(1 ordinaire sont données à priori comme faisant partie de l’hypothèse, soient coïncidentes. Mais ce cas particulier donne lieu à de nouvelles relations, d'une autre forme, dans lesquelles entre le segment compris entre les deux points variables. Or ce sont res relations spéciales qui nous paraissent faire le caractère propre de quatre des six genres attribués par Pappus au IP Livre.
Dans le III" Livre on a encore à considérer, dans beaucoup de propositions, deux droites tournant autour de deux points fixes et formant, soit sur deux droites soit sur une seule, des segments entre lesquels il existe des relations semblables à celles des deux premiers Livres. Mais ces relations ont lien dans le cercle: les deux points fixes sont pris sur la circonférence même, et les deux droites qui tournent autour de ces points se coupent sur cette circonférence, au lieu de se couper sur une droite, comme dans les deux premiers Livres. Il y a en outre, dans ce 111" Livre, divers autres genres relatifs au cercle.
Presque toutes les relations de segments, sinon toutes, des deux premiers Livres, sont de celles qui expriment que deux points variables sur deux droites ou sur uue seule forment deux divisions liomogvapliiques. Ces relations sont des équations à deux, a trois, à quatre ou à cinq termes.
Pour qu’on en juge, nous allons présenter un tableau des XXIX genres décrits par Pappus, en fixant par une équation le sens que nous attribuons à chaque énoncé où entre une relation de segments.
Clflnrfls.
A ni A' m
1" Livre.
0) I,cs lettres ni, M, p> }>' désignent dans les formules qui vont
Genres.
XV. Im.J m = v. Di visions homographiques sur deux droites
suivre des points variables. Ce sont, en général, les extrémités des segments entre lesquels ont lieu les relations qui nous paraissent répondre aux énoncés de Pappus. Les lettres A, B, . .. désignent des points fixes, origines des segments; ces points sont donnés, de fait ou virtuellement. Enfin, A, . . représentent des lignes, des espaces, ou des rapports constants, qui sont aussi donnés, de.fait ou virtuellement.
IL Livre.
Genre*.
XXV. Om = p.D
XXVI ( Act w _ ^ Divisions homographi-
ques sur une droite.
XXVII. Un point duquel on peut mener deux droites (variables) qui comprennent un triangle donné d’espèce.
Genres.
XXVIII. Un point d’où partent doux droites (variables) qui interceptent des arcs égaux.
XXIX. Un point par où passe une droite faisant avec telle autre un angle donné.
On remarquera qu’indépendainment du I er genre dont nous avons fait ressortir le caractère, quatre genres, III,
IV, VII, VIII, semblent exprimer une même chose, savoir, que le rapport de deux lignes est constant. On pourrait donc croire au premier abord qu’il y a ici confusion, par suite de quelque erreur dans le texte. Mais il existe des différences notables dans les expressions de Pappus, et‘ il a eu certainement en vue des propositions qui ne sont pas identiques, notamment quant aux choses que l’on cherche.
Ainsi nous pensons que, dans le III e genre, ou considère des segments dont les origines sont connues, et que l’on a simplement à démontrer la constance du rapport entre les deux segments variables, et à trouver la valeur de ce rapport; que dans le VII e , qui semble avoir la même équation, une seule origine est donnée, et que les choses cher- « dhées sont la seconde origine et la valeur du rapport constant.
Le IV e genre diffère de ces deux-là, en ce qu’on n’y considère qu’un segment compté à partir d’un point fixe, et que l’autre segment est l’abscisse comprise entre les deux points variables.
Dans le VIII e genre, l’une des deux droites variables dont le rapport est constant n’est pas un segment compté sur une droite fixe, mais bien une oblique ou un»! perpendiculaire abaissée d'un point variable sur une droite donnée de position.
Ces quatre genres sont donc différents. Ils embrassent, dans leurs applications, une foule de propositions relatives aux points homologues de deux droites divisées en parties proportionnelles. Ils donnent lieu aussi à différents autres
Porismes dans lesquels les, deux lignes qui sonl en rapport constant, partent de deux points ou d’un seul dans des directions variables : par exemple, ce serout, dans le III' Livre, deux droites qui aboutissent à chaque point d’une circonférence de cercle.
III. — Autres genres qui ne se trouvent pas dans les Porismes d'Euclide.
Nous venons de voir que la plupart des relations de segments qui font le sujet d’un grand nombre de3 Porismes d’Euclide expriment que deux séries de points sur deux droites, ou sur une seule, forment deux divisions homographiques.
Il existe plusieurs autres relations par lesquelles on représente les mêmes divisions et qui par conséquent auraient pu se trouver dans l’ouvrage grec.
D’abord l’équation
(i-(-).Àm
dans laquelle a est une ligne donnée, de fait ou virtuellement, exprime deux divisions en parties proportionnelles, sur deux droites ou sur une seule, et donne lieu à d’assez nombreux Porismes.
Ensuite quatre autres exprimeront chacune deux divisions homographiques générales, faites sur deux droites ou sur une seule :
(a X. Am) B'/n' v
“.Am.B'n/+ S.Bm.C'm'
(A/n -+- B/n) Cm'
Cm
Les deux suivantes résultent de deux divisions faites sur
une même droite, comme l’indique le segment mm' :
mm 1
(o 4- > . Am) B' ni'
Ces diverses équations donneraient lieu, si l’on voulait, à des Porismes qui, par la nature des matières, feraient suite aux trois Livres d’Euclide.
Tous ces Porismes sont très-propres à faire le sujet d’exercices pour les jeunes géomètres, d’autant plus qu’ils appartiennent aux théories qui formeut les bases de la géométrie moderne. Euclide n’a traité que de la ligne droite et du cercle; mais la plupart de ses Porismes s’étendent avec la même facilité à la théorie des sections coniques (1) et à des spéculations ultérieures.
On ne peut se refuser, je crois, à reconnaître ici combien Pappus avait raison de dire que l’ouvrage d’Euclide renfermait les germes d’une foule de choses d’une invention ingénieuse et d’une étude agréable et nécessaire.
§ XII. — Analyse des XXXVHI Lcmmes de Pappus relatifs aux Porismes (a). — Corollaires des Lenunes III et XI.
Les XXXVIII Lemmes de Pappus se peuvent classer eu
(1) Après avoir donné, dans Y Aperçu historique (p. 279), deux Porismes généraux qui comprennent parmi leurs conséquences multiples un trèsgrand nombre de Porismes d’Euclide sur les figures rectilignes, j’ai fait voir qu’il existe aussi dans la théorie des coniques, et du cercle par suite, deux propositions toutes semblables, qui constituent les propriétés les plus fécondes de ces courbes. ( Aperçu ; Notes XV et XVI; p. 334—344- )
(2) Nous donnerons plus loin, dans le § XIV, les énoncés de ces Lemmes, que le lecteur aura souvent à consulter. Nous n’y joignons pas les démonstrations faciles de Pappus. On les trouvera, accompagnées des Commentaires de Commandin, dans ses deux éditions des C ollections mathématiques. Simson les a aussi données, avec quelques éclaircissements, dans son Traité des Porismes: mais ce géomètre a placé les XXXVIIl Lemmes dans un ordre tout différent de celui de Pappus, et sans s’astreindre toujours à reproduire le texte exact des énoncés originaux qu’il généralise parfois.
trois categories : 23 sont relatifs à des figures rectilignes ;
7 se rattachent au rapport harmonique de quatre points, et
8 concernent le cercle.
Des 23 Lernmes relatifs à des figures rectilignes, 6 ont pour objet le quadrilatère coupé par une transversale;
6 l’égalité des rapports anharmoniques de deux systèmes de quatre points qui proviennent des intersections de quatre droites issues d'un même point, par deux autres droites; 4 peuvent être considérés comme exprimant une propriété de l’hexagone inscrit à deux droites; 2 donnent le rapport des aires de deux triangles qui ont deux angles égaux ou supplémentaires; 4 autres se rapportent à certains systèmes de droites que nous définirons plus loin ; et enfin le dernier est un cas du problème de la section de F espace.
Nous allons essayer de faire connaître dans l’analyse suivante le caractère particulier de chacun de ces XXXVIII Lcmmes, qui tous, plus ou moins, nous seront utiles. . *
Les Lemmcs I, II, IV ; , V', VI et VII (propositions 127, 128, i 3 o, 1 3 1 , i 32 et 1 33 du VII 0 Livres des Collections mathématiques de Pappus), qui ont pour objet le quadrilatère coupé par une transversale, contiennent chacun une relation entre les segments que les quatre côtés et les deux diagonales du quadrilatère forment sur celte transversale considérée dans des positions dilfércntes.
Dans le Lemuie IV’ (proposition i 3 o), la transversale
a une position quelconque, et la relation démontrée par
Pappus est une des équations à six segments par lesquelles on exprime l'involution de six points. Soient a, a' \ b, b et c, c' , les points dans lesquels la transversale rencontre les couples de côtés opposés et les diagonales du quadrilatère. La relation est
ab .b' c ca , ,
a' b' .bc' c'a '
Les Leinmes I, II, V et VI sont des cas particuliers de cette proposition générale.
Dans le I er et le 11 “ , la transversale est parallèle à un côté du quadrilatère.
Dans le V*, la transversale passe par les points de concours des côtés opposés, et la proposition revient à celle-ci : les deux diagonales divisent en parties proportionnelles la droite qui joint les points de concours des côtés opposés.
Le Lemme VI peut être considéré comme un cas particulier du V e , la droite qui joint les points de concours des côtés opposés est parallèle à une diagonale.
Enfin, dans le Lemme VII, la transversale passe par un seul point de concours des côtés opposés, et est parallèle à une diagonale. La relation démontrée est un cas particulier des relations d’involution à huit segments, savoir :
ca = cb. cb' .
Les Leinmes III, X, XI, XIV, XV'I et XIX (propositions 129, i 36 , i 3 y, 140, 142, i 45 ) sont ceux qui établis- 'sentl’égalitédes rapports an/tarmoniques que quatredroites issues d'un même point déterminent sur deux droites transversales : mais il faut supposer que ces deux transversales partent d’un même point de l’une des quatre droites. En réalité, on considère trois droites concourantes en un même point, coupées eu deux systèmes de trois points a, ô, c.
(1) V. Géom. sup. t art. 184 et 339 -
et al . b , c', |>ar deux transversales menées <1 un point quelconquc P. Il existe entre les segments formés sur les deux transversales l’équation
Pn a ba P a’ ' b’a' Pa.bc P a'.b'c'
Pc ' bc Pc' ' b’ r' " Pc. ab P r'.rt'ê'’
que Pappus énonce ainsi : Le rectangle Va.bc est au rec-
tangle Pc. ab, c omme le rectangle Pa'.&'c' est au rectangle Vc’.a’b'.
C’est là le Lemine III.
Le Lemme X (proposition i36) eu est la réciproque. 11 prouve que quand l'équation a lieu, les deux points c, c' sont en ligne droite avec le point de rencontre des deux droites aa ' , bb'\ ou que les trois droites aa' . bb', ce' concourent en un même point.
Le I .crame X\ I (proposition 1 4 a) est le même que le X% démontré différemment.
Le Lemme XI (proposition i3j) est un cas particulier du
IH*' - L’une des transversales est parallèle à l'une des trois droites, et l’équation devient
P a P«' . Pc' P a'.b'c 1 Pyi
ba b' a' ' b'c' ° U Pc' .b' a' ba
Le Lemme XIV (proposition i4°) est la réciproque de celui-là : il exprime que quand l'équation précédente a lieu, les deux droites aa', bb' et la parallèle à Paè, menée par le point c', concourent en un même point.
Enfin, le Lemme XIX (proposition i 45) est encore un cas particulier du Lemme III. Quand trois droites issues d’un même point sont coupées par deux autres, menées par un point P, en a, b, c et a', b\ c\ si l’on a P a Pc
, ba bc'
.. , . Va' Pc'
il s ensuit q ue 6V -
Les quatre Lemmes XII, XIII, XV et XVII (propositions i38, 139 , i4i, i 43) peuvent être considérés comme exprimant la propriété de l’hexagone inscrit à deux droites, savoir que, quand les sommets d’un hexagone sont situés trois à trois sur deux droites, les points de concours des côtés opposés sont en ligne droite.
Dans les Lemmes XII et XV, les deux droites sont parallèles, et dans les Lemmes XIII et X^ II elles ont une direction quelconque.
Il est à remarquer qu’ici, dans les démonstrations, Pnppus se sert des Lemmes III, X, XI et XIV, c'est-à-dire de la proposition de l’égalité des rapports anharmoniques des deux systèmes de quatre points déterminés sur deux droites par trois autres droites issues d’un même point : savoir, des Lemmes XI et X pour le Lemme XII; des Lemmes III èt X pour le Lemme XIII; des Lemmes XI, III et XIV pour le Lemme XV , et enfin des Lemmes III et XVI pour le Lemme XVII.
Les Lemmes XX et XXI (propositions 146 et 147 ) disent que quand deux triangles ont deux angles égaux ou supplémentaires, leurs surfaces sont dans le même rapport que les rectangles des côtés qui comprennent ces angles.
Le Lemme VIII (proposition i34)a un énoncé très-bref, qui en laisse difficilement apereevoir le sens; cependant on reconnaît qu’il peut signifier que :
Quand deux angles ont leurs côtés parallèles deux à deux, si par le sommet de chacun d'eux on mène une droite quelconque qui coupe lès deux côtés de l'autre, les quatre points d' intersection sont deux à deux sur deux droites parallèles.
Cela est un cas particulier d’une propriété relative à deux angles quelconques, qu’on peut aussi envisager d’un autre point de vue, et énoncer de cette manière :
Si par les points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère on mène deux droites quelconques qui rencontrent les quatre côtés en quatre points, ces points sont deux à deux sur quatre autres droites qui se coupent deux à deux sur les deux diagonales du quadrilatère (i).
Le Lerniue IX (proposition ■ 35 ) peut exprimer que:
Si par les sommets d' un trapèze on mène quatre droites concourantes ni un même point, et par le point de rencontre S des deux cotés non parallèles une transversale parallèle aux deux autres côtés, laquelle rencontre les quatre droites en quatre points, le produit des distances du point S à deux de ces points est égal au produit des distances du même point S aux deux autres points.
C'est-à-dire que les quatre points déterminent une involulion dont le point S est le point central ( 2 ).
Cette proposition est un cas particulier d’une propriété d’un quadrilatère quelconque, savoir, que: *
Les trois couples de droites menées d’un même point aux sommets opposés et aux points de concours des côtés opposés d’un quadrilatère sont en involulion (3).
(1) V. Gâom. sup., art. ^04.
(a) Ibid., p. i3g.
(S) Ibid., p. 2ijg.
On peut voir dans le Leminc XVIII un lieu à lu droite, construit dans un triangle. Pappus emploie dans la démonstration les Lemmes X, XI et XVI.
Le Lemme XXXII (proposition i 58 ) concerne deux triangles qui ont un angle commun. Le côté de l’un, opposé à cet angle, fait sur le côté de l’autre, aussi opposé à l’angle commun, et sur la droite qui va du sommet au milieu de ce côté, des segments qui ont entre eux une certaine relation.
Le Lemme XXXVIII et dernier (proposition 164), qui est aussi le dernier des 23 Lemmes consacrés aux figures rectilignes, est un problème. Il s’agit, dans un parallélogramme, de mener par un point donné sur un côté une droite qui forme avec deux autres côtés un triangle demême surface que le parallélogramme.
Nous arrivons aux sept Lemmes XXII, XXIII, XXIV’, XXV, XXVI, XXVII, XXXIV (propositions 148 à . 5 7 et 160) qui se rattachent au rapport harmonique de quatre points. Ils ont pour but de déduire les unes des autres certaines relations qui appartiennent à ces quatre points situés sur une même droite. Une relation étant donnée, 011 en conclut une autre. Mais ces relations n’ont pas lieu précisément entre les quatre points, car, hormis une seule, il y entre toujours le point milieu de deux points conjugués, qui remplace l’un des deux points.
Ces sept Leinmes 11’en fout en réalité que quatre, parce • que trois sont les mêmes que trois autres, n’en différant que par la position relative des points donnés.
Appelons a , a' et e,y'les deux systèmes de points conjugués, qui sont en rapport harmonique, a le milieu du segmcul ua' et O le milieu de ef\ nous exprimerons les sept Lemmes brièvement ainsi :
Lemmes XXII et XXIV’. Si l’on a ae =20 a.ea., il s’ensuit
Lemmes XXIII et XXV. Si Oa.Oa'=Oe , il s'ensuit ea.ea' = îeO.ea, en' =Oa'. 2 ex, ca — Ort.aea.
Lemmes XXVI et XX VII. Si = =, , il s’ensuit
Oa.Oa' = Oc.
Leiniue XXXIV. Si = 7 -,* il s'ensuit fa fa
ae. aj = ej.ea = ca.en' , fa. fa' —fa .fe.
Enfin les huit Lemmes qui conrement le cercle sont les XX\ III , XXIX, XXX, XXXI, XKXIII, XXXV, XXX> I et XXXVII (propositions i54-i37, 1:19 et i6i-i63).
Du Lemme XXMII (proposition i54) il résulte que si d’un point P on mène deux tangentes à un cercle, et une transversale quelconque qui rencontre le cercle en deux points a, a' et la corde de contact en un point or, ce point et le point P divisent en parties proportionnelles le segment aa\ c’est-à-dire que l’on a
P a aa
Pu' = ïâT''
Dans le Lemme XXXV (proposition 161) le point P est intérieur au cercle; on démontre que le lieu du point a, déterminé par cette même proportion, est une droite.
Ces deux propositions, qui n’en font réellement qu’une, renferment, on le voit, la propriété principale de la théorie des pôles et polaires dans le cercle.
Le Lemme XXIX (proposition i55)cst unproblètne. On demande d’inscrire dans un segment de cercle ACB deux
cordes AC, CB qui soient dans un rapport donné -J. La so-
lulion se réduit à faire voir que la tangente au pointC rencontre la corde AB en un point D, pour lequel on a
DA _ cT
CT* ~ F
Le Lemme XXX (proposition t56) démontre que les droites menées des extrémités d’une corde à un point de la circonférence divisent harmoniquement le diamètre perpendiculaire à cette corde.
D’après le Lemme XXXI (proposition 167 ), si d’un point P donné sur le diamètre AB d’un cercle, on mène une droite à un point de la circonférence, et par ce point une corde perpendiculaire à cette droite, cette corde intercepte sur les tangentes aux extrémités du diamètre AB deux segments A ni, B ni', dont le rectangle est égal au rectangle constant PA. PB.
Le Lemme XXXIII (proposition i5q) exprime qu’un point P étant donné sur le diamètre AB d’un cercle, si l’on prend sur lcprolongementdu diamètre le point Q tel, qu’on
ait QA .QB=QP, et que par ce point on élève la perpendiculaire au diamètre, toute droite menée par le point P rencontre le cercle en deux points et la perpendiculaire en un troisième point tel, que le carré de sa distance au point P est égal au rectangle de ses distances aux deux points du cercle.
Le dernier de ces huit Lemmes relatifs au cercle, le Lemme XXXVI, 11 ’a d’autre but que cette vérité élémentaire : Quand une corde d’un cercle est parallèle à un diamètre, 'les pieds des perpendiculaires abaissées des extrémités de la corde sur le diamètre sont à égale distance des extrémités du diamètre.
Corollaires îles I/mmcs 111 <*l XI.
ISous placerons ici trois corollaires immédiats des Lemmes III et XI. Formulés une fois pour toutes, ces corollaires évidents rendront inutile la répétition du court raisonnement qu'on pourrait faire directement sur les Lemmcs. Nous les invoquerons sans autre explication, et nous abrégerons par là les démonstrations dans le cours de notre long travail.
Le Lemme III, dont le XP n’est qu’un cas particulier, est certainement la proposition la plus importante de toute cette vaste théorie des Porismes d’F.uelide, ainsi que nous avons eu occasion de le dire il v a longtemps, en présentant une courte analyse du ^ II' Livre des Collections mathématiques de Pappus, dans Y si perçu historique ( t ).
Corollaire I. Quand quatre droites A, B, C, D concourantes en un même point S sont coupées par deux autres quelconques dans les deux séries de points a, b, c, d et a 1 , V, d, d', o/i a l'équation
ne hc nd ’ bd
a’ d # b' c’ ae.bd a' d .b' d'
d d' " b' d'' ad.be a'd'.b'd
En effet, cpie par le point a on mène une parallèle à la droite a'h' \ elle rencontre les droites B. C, D en b'\ d\ d ", et l’on a, d’après le Lennnc III,
ae.bd ne" . b"d"
, ail.be nd" .b" c"
(r) Aperçu, etc., p. 33-35 et 38-3g. « Ici sc présente naturellement une " observation qui pourra justifier l’importance que nous avons déjà cherché * à donner à la proposition 129 de Pappus et h la notion du rapport anhor-
» momqur Kn prenant la proposition dont il s'agit pour point de dë-
" P a rt dans un essai do divination des l’orismes, nous avons obtenu divers ” théorèmes qui nous ont paru répondre aux énoncés en question. • — Voir aussi la note (3) do la page 1 1 ci-dessus.
Mais les segments ac " , b”d",... sont proportionnels à a! c\ b'd\..., à cause des parallèles nb" , a' b celte équa-
tion donne donc celle qu’il s’agit de démontrer.
Corollaire II. Quand quatre droites SA, SB, SC, SD concourent en un même point S, si l'on mène une droite qui les rencontre en quatre points a, b, c, d, et une parallèle à SD, qui rencontre les trois autres en a', b', c', on
aura, entre ces deux séries de points, la relation
ab • Û. — a LÏ
ac ’ i/c a' c'
En effet, que par le point a on mène à la droite a! b' une parallèle qui rencontre SB et SC en b" et c". On a, d’après le Lcmmc XI,
ab t db ab”
ac * de ac"
Mais, à cause des parallèles, ~ == °-r-r Donc, etc.
■ 1 ac a c.
'Corollaire III. Quand un a //autre droites A, B, C, I). partant d’un meme point, et quatre autres droites A li, C\ I)' parlant aussi de ce point ou d’un autre quelconque, en Jaisant entre elles, deux à deux, des angles égaux aux angles des premières , si l’on mène deux transversales quelconques qui rencontrent respectivement ces deux s y sternes de quatre droites dans les points a, 1*. c, cl et a', 1»', <■', <!', on aura l’équation
ar m hr a' c' b' c' ne. bd a'c'.b'/f
ntt' bit n (l " b' d' utl.be a'd'.ü'c'
l .n cficl, si les angles des droites A', l) 7 , C 7 . D 7 sont formés dans le même sens de rotation que ceux des droites A, B, C, I), on pourra, à cause de l’égalité des angles des deux faisceaux de droites, superposer le second sur le premier, c'est-à-dire le placer de manière que les quatre droites A 7 , IV, C 7 , I) 7 coïncident respectivement avec les quatre A, 15 , C, I). Alors l'équation qu'il s’agit de démontrer sera celle du Corollaire I.
Si les angles des droites A 7 , B 7 , C 7 , T) 7 ne sont pas dans le même sens que ceux des droites A, B, C, D, il est clair que I équation a encore lieu, car on rainèue ce cas au précédent, en supposant qu on fasse tourner le plan du second faisceau autour d une droite fixe quelconque de ce plau, jusqu à ce que, après une rotation de 180 degrés, il revienne coïncider avec le plan du premier faisceau.
Donc, etc.
g XIII. — Usage des XXXVIII l.c mines de Pappus pour le rétablissement des trois Livres de Purismes.
Aious avons dit (§§ Ji et XI) que la plupart des Porismes •'anstnis par Pappus expriment des relations de segments ( |ui se rapportent aux divisions /tomographiques sur deux droites ou sur une seule.
Après avoir reconnu ce caractère général, nous eûmes à soumettre chaque énoncé énigmatique à différentes hypothèses pour en tirer les propositions ou Porismes qu’il pouvait renfermer : il fallait y distinguer surtout les choses variables de celles qui restent fixes et constantes ; les choses données de fait, des données virtuelles ou à trouver ; les cas divers où les segments que l’on considère sont formés tantôt .sur deux droites, tantôt sur une seule; où ils ont une origine fixe, et où les deux extrémités sont variables, etc. C'est après de nombreux essais, que nous sommes parvenu à nous fixer sur le sens précis que nous devions donner à chaque énoncédePappus et sur les diverses propositions ou Porismes qui découlaient de cette interprétation ou pouvaient s’y rattacher. Puis il fallait une démonstration de chacune de ces propositions. Cette démonstration eût été facile pour le trèsgrand nombre de celles qui se rattachent aux divisions homographiques; car il suffisait d’exposer d’abord, comme nous l’avons fait dans le Traité, do Géométrie supérieure , une théorie générale de ces divisions. C’est ainsi que nous avions procédé quand nous avons écrit la Note de X À perçu historique sur les Porismes (i). Mais depuis, en nous préparant à mettre au jour cet essai de rétablissement conjectural de l’ouvrage d’Euclide, nous avons craint que ces démonstrations faciles, fondées sur dès théories modernes, ne donnassent lieu à quelques doutes sur la coïncidence de nos idées avec celles du géomètre grec, et ne fussent le sujet d’objections spécieuses contre les probabilités de notre réussite dans ce travail de divination. Cette considération nous a décidé à 11e plus invoquer la théorie générale des divisions hoinograpliiques, et nous nous sommes astreint à refaire pour chaque Porisme de nouvelles démonstrations directes et spéciales, 11e reposant que sur des principes et des pro-
v l) Aperçu, etc., |>. i/.’i-jS.l
positions que l'on put regarder comme familières à Euclide.
Nous avions sans doute à craindre d entreprendre un travail qui ne fut pas sans difficultés. Mais heureusement les Letumes de Pappus, qui déjà dans I origine avaient servi puissamment à nous dévoiler le caractère général des Purismes d’Euclidc, nous ont encore été ici d un grand secours. .Non-seulement chaque Lemme nous a fourni le sujet d un ou de plusieurs Porismes qui s’en pouvaient conclure sans autre démonstration, mais nous avons reconnu dans plusieurs de ces propositions des éléments de démonstrations propres à presque tous les autres Porismes. Il nous a suffi d'ajouter aux trente-huit Lemmcs de Pappus les trois corollaires qui terminent le paragraphe précédent.
Sans autre secours que ces trente-huit femmes et cet trois corollaires, et en nous renfermant strictement dam les XXI X genres décrits par Pappus, nous avons oblent deux cents et quelques Porismes, dont le très-grand nom Inc, sinon tous, pouvaient entrer dans l’ouvrage d’Euclide ous ,lous proposions d’abord d’en écarter une quarantaine j^our en réduire le nombre aux 171 annoncés par Pappus us nous avons éprouvé quelque embarras quand il s’es j fp * c faire cette exclusion, et nous avons préféré en laisse
" J,,x géomètres qui nous liront, nous réservant d profiter de leur
, eui jugement.
quViii ro ° U llo,1 5 de ces propositions, nous espéror
nnaltra que les démonstrations de toutes ne s’t ourlent nas de S '1 •
pus et O,- d ' 0, o>nents contenus dans les Lemmes de Paj v, »il sii|> ,, . l >asscnt pas les connaissances qu’Euclide pot que qucli h s< ^ s docteurs. jNous devons prévenir loutefc général , j' ,ls, ncs seront présentés sous un énoncé pli
,, ' 111 ‘1 UI devait probablement se trouver da
ouvra
g ,: grec. Ca
r on conçoit que pour éviter certaines d
ficullés, provenant principalement de la direction des segments dans les figures, difficultés dont la Géométrie moderne est affranchie, à son grand avantage, Euclide a dû souvent adapter les énoncés de ses propositions à des figures spéciales ou particulières. Mais le caractère propre de ces propositions n’en.étail nullement altéré.
§ XIV. — Énoncés des trente-huit Lemmes de Pappus sur les Porismes d’Euclide.
I. Lennne pour le premier Porisme du I er Livre. Soit la AF AD
figure ABCDEFG; et soit — = — • Qu’on joigne HK, je disque HK est parallèle à AC.
II. Lemme pour le deuxième Porisme. Soit la figure ABCDEFGH ; que AF soit parallèle à DB, et qu’on ait
= ^ : les trois points H, K, F seront en ligne droite.
V. Soit la figure ABCDEFGH, dans laquelle on a
^ = —• Je dis que les trois points A, G, H sont en ligne DC BC 7
droite.
VI. Que, dans la même figure, DF soit parallèle à AC; je dis que AB = BC. Et si AB == BC, je dis que DF est parallèle à AC.
VU. Que, dans la même figure encore , BD soit troisième proportionnelle aux deux CB, BA ; je dis' que FG est parallèle à AC.
VIII. Si, dans la figure ABCDEFG, DE est parallèle à BC, et EG parallèle à BF, DF sera parallèle à CG.
XII. Ces choses étant démontres, il faut faire voir que
si deux droites parallèles AB, CD sont coupées par d'autres AD, AF, BC, BF, puis, qu’on mène les deux ED, EC, les trois pointsG, M, K seront en ligne droite.
XIII. Alais que les droites AB, CD ne soient pas parallèles et qu'elles concourent en un point N : je dis que les trois points G, M, K seront encore en ligne droite.
BC; si l’on prend sur BC le point F tel, DE CB.GT . , . . . „
FC = FB CG ’ y" e CS tr0IS P oints A) F
mène AE, qu'on ait
I) sont en
ligne droite.
XV. Cela étant admis, soit AB parallèle à CD, et. que (des points E, F pris sur ces droites ) Ion mène les droites
A F. Il
FA, FB, EC, FJ), puis , qu'on joigne les deux BC, GK; je
dis que les trois joints A, M, 1) sont en ligne droite.
XN I. Quand deux droites AB, AC sont coupées par deux
autres DB, DE menées eT un point D, si sur celles-ci on
. . nui r EG.FD BH .CD
prend deux points ij, H tels, nue l on ait = -,
1 1 iil DE. GF BD. CH
je dis que les trois points A, G, II sont en ligne droite.
ces droites concourent en un point N (je dis que les points A, M, D seront encore en ligne droite).
CE. CB GC
je dis que si Von mène BD, les trois points H, K, C seront
en ligne droite. ,
XIX. Quand trois droites AB, AC, AD sont coupées patdeux autres EF, EB menées par un point quelconque E,
XX. Soient deux triangles ABC, DEF dont les angles A, D sont égaux j je dis que le rapport des rectangles AB. AC, DF. . DF est égal à celui ( des aires) des triangles.
XXI. Que les angles A et D fassent ensemble deux
angles droits, je dis que le rapport des rectangles AB. AC, I)E. DF est encore égal au rapport des ( aires des ) deux triangles.
XXII. Soit une droite AB sur laquelle on prend deux points C, D, tels , que F on ail a AB. CD = CB, je dis que l'on a 10'= Â cVdb’.
i. c i> ii
XXIII. Si BA . BC = BD, je dis que l'on a ces trois égalités :
( AI) -+- D< '.) . BD = DA . DC , ( AD -+- DC ) . CB = Dc’
( AD 4- DC) . AB = Âï)
XXIV. Soit la droite A]), et deux points C, I), tels, que l’on ait CI) = 2 AC.DB, je dis que l'on aura
ÂÏÏ= âdV ciï\
BD _ BF DF ~ FË
XXIX. Problème. Un arc de cercle étant décrit sur la ligne AB, y inscrire les cordes AC, CB qui soient entre elles dans un rapport donné.
XXX. Soit un cercle dont le diamètre est AB; qu'on mène une corde DE perpendiculaire au diamètre, et une
autre corde DF; quon joigne EF qui prolongée rencontre
i y \ r> • » AG AH
le diamètre en U ; je dis qu on aura
XXXI. Soif, un demi-cercle décrit sur AB; qu'on mène jiar les points A, B les droites BD, AF, perpendiculaires sur AB; puis la droite DE, et en son point F (situé sur le . cercle) la perpendiculaire FG qui rencontre le diamètre A lîenG; je dis que l'on aura AE . BD = G A . GB.
XXXII. Soit le triangle ABC, dont le côté. AB est égal à AC ; si par un point D, pris sur le prolongement de AB on mène DE faisant le triangle BDE égal en surface au triangle ABC; /mis, qu'on divise en deux parties égales le coté AC par la droite BF : je dis que l'on aura
(i) Simsou remarque {Opéra quœdam p. 5a3; que dans la dcmonslra* tion de ce Lcmine, que donne Pappus, il n'y a rien qui exige que le triangle ABC soit isocèle comme le prescrit l’énoncé. 11 pense que le texte a été altéré par l’introduction de cette condition restrictive. Et en effet, le Porisme que nous tirerons de cc T.cmme est général, quel que soit le triangle.
XXXIII. Soit un cercle et une droite DE perpendiculaire au diamètre AB prolongé ; que l’on prenne le
point G tel, que l'on ait FA . FB = FG; je dis que si d'un point quelconque E (de la droite DE) on mène la droite EG prolongée jusqu'en H, on aura
eh.ek = eg.
XXXIV. Si T on a ( entre les quatre points A, B, C, D) , et que le point E soit le milieu de AC, je dis
HE HG EK ~~ GK
XXXVI. Soit un demi-cercle décrit sur AB, et ( la corde ) CD parallèle a AB; qu'on mène les perpendiculaires
CE, DG ; je dis que AE = GB.
XXXVII. Soit un demi-cercle décrit sur AB; que ton mène CD d'un point C quelconque (pris sur AB prolongé ),
puis la perpendiculaire DF,,- je dis que l'on aura
Âc = ÔdV (AC 4- CB) AE.
XXXVin. Un parallélogramme AD étant donné' de position, mener «T un point donné E (de la base BD du ■parallélogramme) la droite EF qui fasse le triangle FCG égal au parallélogramme . ,
RIJKSUNIVKSITEIT GENT <*EMiNARIE VOOR HOGERE MEETKUNDE
I er livre des porismes.
Les dix cas de la proposition des quatre droites.
Pokisme I. — Lorsque deux droites SA, SB sont coupées par une troisième en A et B, si l'on prend sur celle-ci deux points P, Q situés, respectivement , du même côté des points A et B, et un troisième point p, situé en dehors s m du segment PQ, et déterminé
par la relation
PÜ _ PQ .
PA QU
B q u ensuite on fasse tourner autour de ce point une transversale qui rencontre les droites données SA, SB en ae«b; et quon mène les droites Pa, Q}) qui se coupent en m ! ce point est situé sur une droite donnée de position.
En effet, le Lemme 1 (proposition 127) exprime précisément que la droite qui joint le point S au point m est parallèle à AB; d’où résulte l’énoncé du Porisme.
Nota. Les lettres S, A, B, p, P, Q, a, b, m de notre
figure et la proportion ^ = ^correspondent aux lettres
H, G, C, A, F, D, E, B, K et à la proportion —
AF AD
DC dc
la traduction de Pappus par Commandin (que nous citons toujours, à défaut du texte resté manuscrit).
Nous ferons observer que le Porisme subsisterait, c’est-àdire que le lieu du point m serait encore une droite paral-
( ,oü )
lèle à AB, si les points P, (,) se trouvaient respectivement Je côtés différents de A et B, pourvu qu’alors on prit sur le segment PQ, et non en dehors, le point p satisfaisant toujours, bien entendu, à la proportion.
Si nous n’avons pas lait mention de ce cas, qui compléterait l’énoncé dont le Porisme est susceptible, c’est qu’il n’est pas indiqué dans les ligures du Lcmtne de Pappus, qui toutes (au nombre de cinq) présentent les points P, (,) du même côté de A et 15 respectivement.
Il est à croire qu'Euclide, qui se bornait à répandre dans ses Porismes le germe de propositions fécondes, n’a donné qu’un des deux cas que comporte le sujet, parce que l’autre cas ne demandait aucun changement à la démonstration.
Dans la Géométrie moderne, il n’y a pas lieu de distinguer les deux cas dont il s’agit : on les renferme tacitement dans la seule proportion ~ en attribuant des
signes aux segments : car il résulte de cette simple convention (en supposant la proportion écrite comme on la voit), que le point p, qui à défaut des signes aurait toujours deux positions, n'en a plus qu'une, savoir: en dehors des points P et Q quand les segments PA et QB sont dirigés dans le même sens, et entre les points P et Q quand ces segments sont dirigés en sens contraire.
On conçoit combien les géomètres grecs ont dû souvent, être embarrassés de difficultés que ce principe des signes fait disparaître dans la Géométrie moderne.
Portsme II. — On donne deux droites SA, SB et deux points P, Q; une parallèle quelconque à la droite qui joint ces deux points , rencontre les deux droites données en a et b; on mène les droites P a, l^b qui se coupent en m : ce point m est situé sur une droite donnée de position.
La démonsjration se trouve dans le Leinme II (proposition 128). Car, d'après ne Leinme, la.droite Snt rencontre la droite AB en un point R déterminé par la proportion
et qui par conséquent est fixe. Le point ni se trouve donc sur une droite SR déterminée de position, c. q. f. d.
Nota. Le quadrilatère aSbm de notre figure, et les points A, B, Q, P, R, sont dansPappus DHBK et E, A, C,
r 1 ... AE CG
( • , r ; et la proportion ci-dessus est — =; — •
Pohisme 111. — Etant donnés deux droites parallèles AX, BY et trois points p, P, Q / / /, situes en ligne droite - si autour
j 1 / du point p on fait tourner une
"J / j transversale qui rencontre tes /'/«s. / deux droites en a et. b , et qu'on
p a q R pb mène les deux Pa, Qb qui se
coupent en m : ce point m est situé sur une droite donnée de position.
Conséquence du Leinme III (proposition 129). En effet, qu’on mène par le point m une parallèle aux deux droites AX,BY, qui rencontre la droite PQ en R, et la transversale pab en c; on a, d’après le Leinme III, appliqué aux trois droites m Q, mR, m P coupées par les deux droites p PQ, p ab ,
p P QP p a ha
p K QR p c bc
M ai s, à cause des parallèles, le deuxième membre est égal
, pA BA n pR BR D ° UC
pJP QP pA BA
pli ' QK — pR ' BR’
ou •
.QR _ pA.QP BR pP BA
Ce qui prouve que le point R est indépendant de la dire» . lion de la transversale p ab. Donc, etc.
Porisme IV. — Étant donnés deux droites SA, SB et trois points p. P, Q situés en ligne droite; si autour du premier p on fait tourner une transversale <pii rencontre les deux droites en a et b ; puis , qu'on mène les droites Pa, Qb qui se rencontrent en ni : ce point ni est situé 0 a g a r » sul . uno droite donnée de position.
Ce Porisme est le ras général de la question des quatre droites. Il se conclut immédiatement du Lemme IV (proposition i3o), qui exprime une des relations à six segments existantes entre les six points de section des côtés et des diagonales d’un quadrilatère, tel que aSbm, par une transversale. Ici celte relation devient
yp . B (5 . RA = AB . PR . p Q-
Pappus l’écrit sous forme d’égalité de deux rapports de rectangles faits sur les segments, en y introduisant le facteur
p R, ainsi :
f, R. QP p R ■ BA oQ 7RP~ pB AR -
Le point ni se trouve donc toujours sur la droite SR dont
la position est déterminée par cette égalité, c. Q. F. d.
Nota. Le quadrilatère aSbm et les points A, B, Q, P, p, R sont dans Pappus KG LH, et E. D, B, C, A, F, et la relation de segments est
AF . BC _ AF . DF AB^FC _ AD EF
( loi )
Porisme V. — Lorsque deux droites SA, SB en rencontrent une troisième en A et B, si l'on prend sur celle-ci deux points p, P, tels, que l’on ait
p P p B PÂ = ïïa’
qu autour du point p on fasse tourner une droite qui rencontre SA, SB, en a, b, et quon mène les deux droites Pa, Ab qui se coupent en ni : ce point sera sur une droite donnée de position.
En effet, d'après le Lemme V (proposition i3i), les trois points p , S, m sont sur une même droite; c’est-à-dire que le point m est situé sur la droite p S donnée de position.
Porisme VI. — Étant données deux droites SA, SB, si l'on mène parallèlement à la base AB une droite qui les rencontre en a et b; puis, les deux droites Ab et Ba qui se coupent en m : ce point m est situé sur une droite donnée de position.
Ce cas est la conséquence immédiate du Lemme VI (proposition i3a) qui exprime que quand les côtés d’un triangle sont coupés par une parallèle à la base,
les droites menées des extrémités de la base aux deux points de section des côtés, se rencontrent sur la droite menée du sommet au milieu de la base.
Observation . Quelque simple et élémentaire que soit ce cas particulier, il n’y a pas de raison de croire qu’il ne figurait pas dans l’ouvrage d’Euclide, puisque Pappus a jugé à propos de donner un Lemnte non moins simple, qui en est l’expression évidente.
De plus, il esta considérer qu’au temps d’Euclide on ne regardait pas deux droites parallèles comme présentant un cas particulier de deux droites concourantes en un point, ni comme donnant lieu, dans une proposition de Géométrie, aux mêmes conséquences que ces dernières. Il fallait toujours une démonstration spéciale, qui pouvait différer delà démonstration du cas des droites concourantes; et c’est ce . qui a lieu dans ce Purisme.
Il parait que ce fut Desargues, qui, vers le premier tiers du xvii' siècle, introduisit, à cet égard, dans la Géométrie des idées de généralisation si heureuses et si conformes à l’isprit des Mathématiques (i).
Poiusme \U. — Deux ilroites SA, SB sont données, et sur une transversale AB on prend deux points p, P, tels, que l ’on ait
si autour du point p on fait tourner une droite qui rencontre SA,
p p A * SB en a et b; puis, qu’on mène les
deux droites Pa, Ab qui se coupent en m : ce point m sera situé sur une droite donnée de position .
Ce Porisme est la conséquence immédiate du Lemme VII
't) V. Traite des propriétés projectives des figures, de M. Poncelel, p. 38 Cl 3q, — Aperçu historique, p. 7 ^.
(proposition i33), d’après lequel la droite S m est parallèle à la base AB.
A ota. Les lettres S, A, B, P, p, a , b , ni de la présente figure sont F, A, D, C, B, E, H et G dans Pappus.
Observation. En s appuyant sur la réciproque de ce Lemme VII, on en conclurait le Porisme suivant .
Étant données deux droites SA, SB, et sur la droite AB un point P, on mène à AB, des parallèles dont chacune rencontre SA, SB en a et b; puis, on joint les points A et b, P et a, par des droites qui se coupent en m : ce point est situé sur une droite donnée de position.
En effet, d’après la réciproque du Lemme, la droite S/m rencontre la base AB en un point fixe R que détermine la relation
RÂ’= RB. RP.
Porisme VIII. — Quand deux droites SA, SB, sont données, ainsi que deux points p, Q ; si autour du point p on fait tourner une transversale qui rencontre les deux droites en deux points a, b; que par le premier on mène une parallèle aP à la droite pQ, et par le deuxième la droite bQ qui coupe la parallèle en m : ce point m est situé sur une droite donnée de position.
Soit R le point d’intersection des droites S/m et AB, et c celui denP et SB: on a, par les triangles semblables,
AR am p Q am
AB ac p R ac
Donc
AR _ Qp ÂÏÏ — Bp
( * oti )
Aiusi la droite S m passe toujours par un même point R déterminé par cette proportion; et le point m se trouve sur une droite donnée de position. c. <3. f. d.
Autrement. La démonstration du Porisme se peut encore conclure de la réciproque du 1 er Lemme de Pappus; la proportion qui vient d’être démontrée résulte du parallélisme des lignes pQ et ain, d’après cette réciproque.
Nota. Le quadrilatère aSbrn et les points A, B, Q, p, R sont indiqués dans Pappus, K.EBH et F, A, C, D, G; et la proportion est
AF _ AD FG — DC
Elle répond, lettre pour lettre, à la précédente renversée
BA
AK ~ Qp'
Porisme IX. — Etant donnés deux droites SA, SB et trois points p, P, (,) situés sur une troisième droite parallèle à l'une des premières SB, autour du point p on jait tourner une droite qui rencontre SA, SB en a et b ; par ces points on mène les droites a P, bQ qui se coupent en un point ni : ce point est sur une droite donnée de position.
En effet, menons la droite S m qui rencontre PQ en R. O11 a dans le triaugle ASR coupé par la droite Pma,
FA m R o S _
PR ni S fl A
Or, en venu des triangles semblables,
/« R _ QR aS _ Si
m S S b fl A A p
QR — XJ
. Ainsi, le point R est donné, c’est-à-dire que sa position est fixée par les conditions seules de l’énoncé: ce qui démontre le Porisme.
Observation. Le théorème cité sur le triangle coupé par une transversale, était Lien connudes Anciens. On le trouve, comme on sait, dans les Sphériques de Ménélaus et dans l'Almageste de Plolémée. Pappus le démontre dans son VIII e Livre ( i ) ; il s’en sert pour la démonstration du I er Lemme sur les Porismes; et, de plus, dans le cours de celle du IV e Lemme, il établit la réciproque, en faisant voir que si trois points pris sur les côtés d’uu triangle satisfont à la relation de segments qui constitue le théorème en question, ces trois poiuts sont en ligne droite (a). Il y a lieu de penser qu’Euclide lui-même faisait usage du théorème , et que c’est par cette raison que Pappus ne fait pas difficulté de l’employer dans ses Lemmes sans le démontrer.
Pobisme X. — Étant donnés deux droites parallèles AX, LÎY, et trois points p , P, Q situés sur une même droite parallèle aux premières, autour du point p on fait tourner une droite qui rencontre AX, BY en a et b 5 par ces points on mène les deux droites a P, bQ qui se coupent en m : le lieu de ce point est une droite donnée de position.
En effet, on a dans le triangle p b Q coupé par la droite P ma
mli nb
m Q a p PQ
(1) Aperçu historique y p. 291.
(2) M. Breton (de Champ) a lait cette remarque; V . Journal de Mathématiques de M. Liouville, t. XX, ann. 1 855 , p. 220 et 223 .
Le deuxième membre de celle égalité esl constant. Doue le rapport de mb à mQ esl constant. Donc le point m est sur une droite parallèle à 13Y, et déterminée dé position.
Observations relatives aux dix Porismes précédents.
Tels nous paraissent être, parmi les cas très-multipliés de la question des quatre droites, les dix cas qui se sont trouvés dans les Porismes d’Euclide. Les sept premiers se concluent si naturellement des sept premiers Lemmes de Pappus, que nous avons dû voir dans ce fait une raison décisive pour fixer notre choix et adopter l’ordre dans lequel nous les avons placés; d’autant plus que les Lemmes qui viennent ensuite donnent lieu, dans l’ordre même de Pappus, à des Porismes qui appartiennent aux genres qu’il a déci'its subséquemment, comme nous l’avons déjà dit (§ X, n).
Mais il ne suffisait pas, selon nous, d’avoir rétabli d’une manière très-probable ces dix Porismes. Pourquoi Euclide avait-il choisi ces propositions seules? Pourquoi avait-il exclu les autres? C’est ce qu’il fallait examiner. Cette étude sur la pensée et 1’ «,'uvre d’Euclide n’était pas sans intérêt. \'oici les considérations auxquelles elle nous a conduit.
On remarque qu’il existe, dans toutes les figures des propositions dont il s’agit, d’une part, un quadrilatère S amb ( sauf le nombre relativement petit des cas où les deux droites données SA, SB sont parallèles, ce dont nous parlerons plus tard); et d’autre part, trois points p, P, Q situés toujours en ligne droite, et que, pour abréger, nous appellerons pôles. La diversité des Porismes auxquels donne lieu la question doit donc provenir des différentes positions que la droite des pôles peut prendre par rapport au quadrilatère.
( lo 9 )
Euclide parait s’èlre proposé de présenter, outre le cas général, trois classes de cas particuliers bien distingués par les positions de cette droite. Premièrement, la droite des pèles est parallèle aux côtés et aux diagonales du quadrilatère S amb-, secondement, cette droite passe par un ou par deux des trois points de concours soit des côtés opposés, soit des diagonales du quadrilatère; et troisièmement, ces deux conditions sont simultanées, c’est-à-dire que la droite des pôles passe par un ou par deux de ces trois points de contours, et est en meme temps parallèle à un côté ou à une diagonale. »
Ajoutons que dans l’énumération des cas auxquels donnent lieu ces trois hypothèses, l'auteur des Porismes a écarté tous ceux dont la démonstration serait la même que celle d’un cas déjà donné.
Ce sont, je ne puis en douter, ces motifs qui ont dirigé Euclidc dans le choix de ses dix Porismes.
En effet, le cas général est le Purisme IV qui repose sur la relation générale à six segments entre les six points de section des côtés et des deux diagonales du quadrilatère par la ligne des pôles.
Dans le Porisme I, la diagonale S ni, c'est-à-dire la droite lieu du point i«, se trouve parallèle à la ligne des pôles. Pour que cela arrive, il faut qu’il y ait entre les trois pôles une certaine relation qui fait le sujet du Lemme I.
Dans le Porisme II, la droite des pôles est parallèle à l’autre diagonale ab du quadrilatère; ou, ce qui revient au même, le point p est à l’infini.
Dans le Porisme VIII, la droite des pôles est parallèle au côté am du quadrilatère, auquel cas le point P fest à l’infini.
Dans le Porisme IX, la droite des pôles est parallèle à la droite SB.
Tels sont les quatre cas auxquels donne lieu la première des positions caractérisées ci-dessus, c’est-à-dire le parallé-
Usine de la droite des pôles avec l'un des côtés ou l’une des diagonales du quadrilatère. »
Trois Porismes se rapportent aux deux autres positions indiquées.
Dans le Porisme V, la droite des pôles contient à la fois le point de concours des deux diagonales S ru, ab et celui des deux côtés Sa, bm\ il en résulte que la droite-lieu du point m , passe par le point p f en même temps que le point Q coïncide avec le point A.
Dans le Porisme VI, la droite des pôles passe par les points de concours des côtés opposés du quadrilatère S amb , et est, en môme temps, parallèle à la diagonale ab-, en d’autres termes, les pôles Q et P coïncident, respectivement, avec les points A et B, et le point p est à l’infini.
•Dans le Porisme VII, enfin, la droite des pôles passe par le point de concours des côtés Sa, b ni (de sorte que Q coïncide avec A), et elle est parallèle à la diagonale S m.
Ces huit Porismes dérivent, comme on le voit, de la considération du quadrilatère Samb. Les Porismes III et X, qui complètent le nombre des dix cas annoncés par Pappus, se rapportent aux cas dans lesquels le quadrilatère cesse d’exister parce que les deux droites SA, SB sont parallèles. C’est ce que nous pouvons exprimer simplement aujourd’hui en disant que le sommet S du quadrilatère se trouve à l’infini.
Revenons au quadrilatère pour rechercher les cas omis par Euclide. Ce sont tous ceux qui résultent des positions suivantes de la droite des pôles : t° quand cette ligne passe simplement par un seul des trois points de concours des côtés opposés ou des diagonales du quadrilatère, sans qu’on l’assujettisse à être parallèle à aucun côté; 2 ° quand elle passe par les deux points de concours des côtés opposés, sans condition de parallélisme: 3° lorsqu’enfin elle passe par le sommet S du quadrilatère, avec ou sans condition de parallélisme.
Telles sonl les trois espères de positions omises par Ettelide. Voici les raisons de cette omission.
Pour la première espèce, la démonstration est absolument la même que pour le cas général (Porisme IV ) ; car l’équation à six segments sur laquelle repose la démonstration, subsiste entre les six mêmes segments, quand la transversale qui coupe le quadrilatère passe par un point de concours, soit de deux côtés opposés, soit des deux diagonales. Aussi voyons-nous que Pappus a compris ce cas particulier, dans son Lemme IV, en le représentant par une des huit figures auxquelles la démonstration s’applique.
Dans la deuxième espèce la démonstration subsiste encore; seulement la relation à six segments se réduit à quatre, parce que deux segmeuts deviennent égaux (sans être infinis).
Enfin, si Euclide n’a pas considéré les positions qui feraient passer la droite des pôles par le sommet S du quadrilatère, c’est que les Porismes qui peuvent en résulter ne seraient, à l’égard du point p, que des cas particuliers d’un Porisme général qui devait se trouver plus loin; car il est indiqué, d’une manière non douteuse, par les LemmesXII et XIII de Pappus. Dans ce Porisme les données sont les mêmes quant aux deux droites SA, Slî et aux pôles P, Q pris en ligne droite avec le point S : mais le point p , au lieu de se trouver nécessairement sur cette droite, a une position quelconque, qui peut être sur la droite comme au dehors (t). Et puisque Euclide a omis, ainsi que nous l’avons dit, les Porismes dont la démonstration n’aurait été que la répétition de celle d’un cas pins général, nous devons penser que c’est par la mmne raison qu’il a passé sous silence les cas de la proposition des quatre droites dont il s’agit.
On reconnaîtra que ces omissions et les motifs qui nous
(i) Voir, ci après, le Porisme XXV.
paraissent les justifier, se pouvaient prévoir d’après certains passages de Pappus, notamment celui dans lequel il dit qu’Eudidc ne donne jamais qu'une démonstration des choses que renferme son ouvrage; ce qui veut dire qu’Euclide ne donne jamais deux fois la même démonstration- Car c’est dans ce sens que nous devons entendre ce passage : « Bien ■» que chacune de ces propositions soit susceptible d’un cern tain nombre de démonstrations, comme nous le faisons » voir, Euclide n’en donne qu’une, qui est toujours la plus » claire. »
Pappus dit, « comme nous le faisons voir » j parce que dans plusieurs Lernmes il donne les ligures qui se rapportent à des cas d’une même proposition dont les différences ne dépendent que des positions relatives des diverses parties de la figure. C’est ce qu’Euclide ne faisait pas.
Il est à croire que les propositions que ces « géomètres peu expérimentés », dont parle Pappus, ont ajoutées à celles d’Euclide, étaient du nombre de ces cas particuliers omis à dessein par l’auteur des Porismes, comme susceptibles de la même démonstration qu’une proposition déjà démontrée.
A ce sujet, nous ajouterons que, si, conformément au langage et aux doctrines de la Géométrie moderne, nous avons parlé des dix Porismes des quatre droites comme de dix cas d’une même proposition, ce n’est pas ainsi qu’Euclide et Pappus les considéraient. Dans plusieurs de ces propositions des points disparaissaient en passant à l’infini, ce qui constituait, au temps d’Euclide, des propositions distinctes, -et toutes, par suite, demandaient une démonstration différente : c’est«ce qu’on peut remarquer dans les Lernmes de Pappus. Aussi cet auteur en annonçant qu’il a reconnuquc ces dix Porismes peuvent être renfermés dans un seul énoncé, ne dit pas que ce sont dix cas d’une même proposition, mais bien dix Porismes analogues entre eux, ou de même espèce. Et, en effet, pour les renfermer
ainsi dans un seul énoncé, il a dû réunir deux hypothèses différentes, l'une où figurent trois points, et celle où il n'v en a plus que deux et une condition de parallélisme.
Notre restitution des dix Porismes d’Euclide diffère à beaucoup d’égards de celle de Simson. La cause principale du désaccord, nous parait provenir de ce que ce géomètre, dans son travail, n’a pas pris pour base les Lemmes de Pappus, et par conséquent n’a pas cherché à faire choix des propositions qui se pouvaient conclure naturellement de ces Lemmes. Aussi ne s’est-il servi des Lemmes que pour la démonstration de trois de scs dix propositions, et même, pour ainsi dire, incidemment, et sans qu’il y eût une connexion marquée entre les Lemmes et les propositions.
Cinq seulement des dix propositions de Simson se retrouvent parmi les nôtres ; ce sont : les a', 4 e , 5 e , 9 e et 10 e : elles coïncident avec nos 8“, 10% 9 e , 3 e et 4 e - Mais le plus souvent, dans ces propositions identiques, les démonstrations sont différentes de part et d’autre.
Parmi les cinq autres propositions du géomètre anglais, il s’en trouve une, la 3 ', que nous croyons n’avoir pas pu faire partie de la proposition des quatre droites. C’est le cas dans lequel l’une des deux droites données SA, SB est située à l’infini. Car si les Anciens 11e regardaient pas un point 6itué à l’infini, comme un cas particulier d’un point considéré d’abord à distance finie, ainsi que nous l’avons dit précédemment, on conçoit qu’à plus forte raison ils n’ont point dû regarder l’infini comme une droite, ni même comme donnant lieu à des propriétés analogues aux propriétés des droites.
Mais si la proposition de Simson n’a pu se trouver parmi les cas de la proposition des quatre droites, néanmoins elle constitue, sous un éuoncé différent, un Porisinequi certainement n’a point échappé à Euclide. Nous le croyons d’au-
tant plus, que ce Purisme, qui forme notre XXIII e ciaprès, est une conséquence naturelle du femme XI de Pappus.
I er des Genres distingués par Pappus.
Porismf. XI. — Si de deux points donnés P. Q on mène deux di'oites PM, QM se coupant sur une droite LM donnée de position, dont l'une PM intercepte sur une
droite donnée de position ÀX, un segment A m compté à partird' un poi ni donné A : on pourra trouver une autre droite A 1 X' et sur cet te droite un point A', tels, que le segment A'm ' J ait par la droite QM sur A'X', sera au segment A ni dans une raison donnée X. .
Puisqu’on doit avoir — — ; = À, les deux droites AX,
A'X' seront divisées en parties proportionnelles par les deux points m, m'; et deux points de division homologues seront à l’infini. Il s’ensuit que les deux droi tes AX, A'X' sont parallèles aux droites menées des deux points P, Q à un certaid point de la droite LM. Menant done Pc parallèle à AX, puis Qc, la droite cherchée A'X' sera parahlèle à Qc.
Ensuite, les deux points A et A' seront deux points homologues dans les deux divisions formées par les points m, m 1 . Par conséquent les droites PA, QA' se croisent sur la droite LM. Menant donc PA qui rencontre LM en a, puis la droite Qn, le point A' sera sur celte droite.
Enfin, on doit avoir Or les points G et G' où Ja
droite AX et la droite cherchée A'X' rencontrent la base
PQ sont deux points homologues dans les deux divisions de AG
res droites; donc Ce qui déterroipe A'G' en
grandeur.
Il suffit dès lors d'inscrire dans l’angle des deux droites PQ et Qa une droite parallèle à Oc et égale à Cette droite satisfera à Ja question.
En effet, considérant les quatre droites PE, Pc, PM, Pa,
coupées par les droites LM et AG, on a, par le Corollaire II des Lemmes II] et XI (i),
Am «M # cM
AG aE cE
On a de même, à l’égard des quatre droites issues du point Q,
A ' m' aM/M
A'G' — aï ' 7Ë‘
Ainsi
A A' m' A m AG ,
ag~a'G'’ ou jmp—j' g'~ a ‘
Le Porisme est donc démon tré.
Ce Porisme a été rétabli par Simson et forme la proposition du Traité De Porismatibiis (p. 4oo). ’
Pobisme XII. — De chaque point M. d’une droite YM.
donnée de position , on abaisse une oblique Mm sous un angle donné, sur une droite donnée de position AX, sur laquelle le point A est donné, et du même point M on mène une droite à un point fixe Q : une raison X étant donnée, on pourra déterminer une
(i) Voir ci-dessus, p. 83.
droite A'X' et sur cette droite le point A', de manière que le segment A' m' fait- par la droite MQ sur A'X', sera au segment A m dans la raison X.
Que par le point A ou mène la droite A a parallèle aux obliques abaissées sur AX, et par le point a où cette droite rencontre LM, la droite «Q. Le point A' sera situé sur cette droite. Que par le point Q on mène la droite QG' parallèle aux obliques, qui rencontre AX en G, et que dans l'angle nQG' on inscrive la droite A'G' parallèle à LM et égale à 1. AG. Cette droite et son point A' situé sur aQ satisferont à la question.
En effet, on a, parles triangles semblables,
AG ag A'G' ag
Donc
Am A'm' ,, . A'm' _ A'G' _ ?
AG A'G' ’ ° U A m AG
Donc, etc
Porisme XIII. — Si l 'on fait tourner un angle mOm' autour de son sommet, et que ses côtés rencontrent, respectivement , deux droites AX, A'X' en deux points m, m'; la première droite et le point. A étant donnés , ainsi qu'une
raison X : ou pourra déterminer de position la deuxième droite A'X' et sur cette droite le point A', de manière que les deux segments A'm' et A m soient toujours entre eux dans la raison X.
Qu’on fasse passer par. le point A le premier côté de l’angle, et soit OA' la direction du second côté; le point demandé A' sera sur cette droite. Oa et Oa' étant les directions des deux côtés de l’angle dans une de ses positions, que l’on inscrive dans l’angle A'O a! une droite Ma' parallèle au second côté de l’angle considéré dans sa position IOJ' où son
premier côté est parallèle à la droite AX, et que cette droite A 'a' soit égale à X.A a. Cette droite et le point A' satisferont à la question.
En eilet, les deux triangles AO m et A'Om' sont semblables; et de même les deux AOa, A'Oa'. Par conséquent
A ut A ' m' A ' m' A 'a' ^
Donc, etc.
II' Genre.
Tel point est situé sur une droite donnée de position.
Porisme XIV. — Quand dans un triangle on mène îles parallèles à la base, et. qu’on prend sur chacune d’elles le point m qui les divise dans un rapport donné X, ces points in sont sur une droite donnée de position.
Soit ab une des parallèles à la base AB du triangle ACB; on prend le point m tel,
qu’on ait = X. Qu’on mène la droite Cm qui rencontre
A B en R ; on a
mb .
AR
RB
Ainsi le point R est fixe, et par conséquent la droite Cm est déterminée de position. Ce qui démontre le Porisme. Porisme XV. — Quand un triangle abc a ses deux sommets a, b sur deux droites SA, SB
données de position, si l’on construit un autre triangle a'b'd ayant ses côtés parallèles à ceux du triangle abc, et ses deux sommets a', b' sur les deux droites SA, SB, le troisième sommet c sera sur une droite donnée de position .
En effet, qu’on mène la droite cc r . et
soit s le point où elle rencontre la droite SA 5 les deux triangles .tac, sa c' sont semblables; par conséquent, on a
sc' a' c'
On a, pareillement, en appelant s, le point où la droite cc' rencontre SB,
s.c bc
Mais Donc
or a c
sc' .ï,r'
sc — s. c.
Ce qui prouve que les deux points s , r, n’en font qu un, qui ne peut être que le pointS, intersection des deux droites SA, SB. Ainsi le sommet d de chaque nouveau triangle a'b'c' est situé sur la droite Sc qui est donnée de position. Ce qui démontre le Porisme.
Corollaire. On conclut de là que : Quand deux triangles semblables ont leurs côtés parallèles deux à deux, les trois droites qui joignent, deux à deux , les sommets homologues, concourent en un même point.
Porisme XVI. — - Étant donnés deux droites SA, SB et quatre points P, Q, p et U situés sur une autre droite, on fait tourner autour du point p une droite qui rencontre
SA, SB en a et b ; et Von mène les deux droites Pa, Qb qui se coupent en un point, m; la droite qui passe par ce point et par le quatrième point donné U rencontre la droite tournante p ab en un point n : le heu de ce point est une droite donnée de position.
Celle proposition est une conséquence de celle des quatre droites exprimée d’une manière générale par le Purisme IV. En effet, d’une part, d’après ce Porisme, le point m décrit une droite SR; et d’autre part, si l’on considère les deux droites SA, SR coupées en a et m par une transversale Pma, elles deux droites pa, Dm tournant autour des deux points p et U et se coupant en un point n, ce point, d’après le même Porisme IV, est sur une droite lixe passant par le point S. Ce qui démontre le Porisme énoncé.
PoRissrE XVII. — Étant donnés deux droites SA, SB et un point P, "on mène des droites ab, parallèles entre elles, dans une direction donnée, dont v chacune rencontre SA et SB en deux points a et b; puis, on mène par le point a la droite a P, et par le point b une parallèle à SP, laquelle rencontre a P en un point m : ce point est situé sur une droite donnée de position.
Qu’on mène par le point P une parallèle aux droites ab, qui rencontrera SB en un point D, et par le point D la droite DM parallèle à SA, c’est sur celte droite DM que se trouve le point m.
Ce Porisme n’est autre que le Lemme VIII (proposition 1 34 ) ; car ce Lemme établit que la droite Dm qui joint les points m et D, déterminés comme il vient d’être dit, est parallèle à SA.
Donc, etc.
Nota. Les lettres D, P, S, a, b, ni de notre figure correspondent ans lettres F, B, C, G, E, D de PappUs.
PoRtSMB XVIII. — Étant donnés trois droites SA, SB
M . et SC issues d’un même point S, et deux points A, B sur les deux premières ; par ces points on mène deux droites parallèles Aa, Bb, qui rencontrent la droite s " SC. en a et b -, cl par ces derniers points,
( lao )
des parallèles aux deux droites SB, SA, respectivement : le point d’ intersection m de ces parallèles est situé sur une droite donnée de position.
Ce Porisme se conclut du Lemnie VIII; car la réciproque de ce Lemme fait voir que le point m est situé sur la droite
AB
Nota. Les lettres A, S, B, a, ni , b de notre ligure sont dans Pappus F, B, G, D, E, G.
Porisme XIX. — Étant donnés un triangle ASB et un point p, on mène par ce point une droite qui rencontre SA en a et AB en P; par le point a une parallèle à AB, qui rencontre SB en b; par le point b la droite b P ; et enfin par le sommet S du triangle la droite ' SM qut rencontre la base AB en un point M déterminé par la proportion suivante, dans laquelle G est le point où la droite S p rencontre AB,
PC — PM
les deux droites b P et SM se coupent en un point m situé sur une droite donnée de position.
En effet, d après le Lemnie IX (proposition i35), cette droite est la parallèle à AB, menée par le point p.
Porisme XX. — Étant donnés trois droites SA, SB, SG issues d 'un même point S, et un point P, on mène des droites parallèles entre elles, dans une direction donnée, chacune desquelles rencontre les deux droites SA , SB en a et b; on joint ces points au point P par les droites Pa, P b dont la première renconâ c p m b tre SC en c, et par ce point on mène à ab, une parallèle qui coupe P b en m : ce point est sur une droite donnée de position.
( lai )
Ce Porisme est une seconde interprétation du Lemme IX; car si l’on mène la droite S m, et par le point P une parallèle aux droites ab , laquelle rencontre les quatre droites issues du point S, en A, B, C et M, on a, d’après le Lemme, l’égalité
PA. PM = PC. PB
Ce qui prouve que la droite S m est déterminée de position. Donc, etc.
Remarque. Cette équation , comme nous l’avons dit dàns l’analyse des Lemmes de Pappus (ci-dessus, p. 78), exprime que les deux couples de points A, IM et B, C et le point P forment une involution dans laquelle le point P est le point central, ou, en d’autres termes, dans laquelle le conjugué du point P esta l’infini (t).
Porisme XXI. — Si on déjôrme un quadrilatère en faisant tourner ses quatre côtes autour des deux points de concours des côtés opposés, de manière que trois sommets du quadrilatère glissent sur trois droites fixes concourant en un même point, le quatrième sommet décrit une droite
une généralisation du précédent, dont il fait bien -comprendre le sens. La démonstration résulte du Lemme III.
Le quadrilatère est abmc ; les points de concours des côtés opposés sont P et Q ; les trois sommets a , b , c glissent sur les trois droites SA, SB, SC. La droite S Q rencontre les côtés «c, bm en q et q'. Les trois droites issues du point Q, Q me, Qôa, Qq'q coupées par les deux Pn, Pô don-
( 1 ) Géom. su/)., p. i3o.
donnée de position. Ce Porisme est
neu L d'après le Lemtue 111,
cP q P ni P _ q' P
ca " qa mb " q'b
l)c même, les trois droites SA, SC. SQ coupées par les deux Prt, PA, donnent
rP , 7P _ CP , QP ca ' qa . CA ‘ QA
et les trois droites SM, SB, SQ coupées par les deux P/>.
CA ‘ QA
~ MB
•QB*
ou
MP CP. Q A MB “ CA.Qü'
Ce qui prouve que le point M est lixe, et par conséquent que le point m se trouve sur une droite SM déterminée de position. c. q. f. d.
Porisme XXII. — Étant donnés un triangle SAB et une raison I, si autour d’un point a pris sur la base AB du triangle on fait tourner une transversale qui rencontre les deux côtés SA, SB en a et b, et quon prenne sur cette droite le point in déterminé par la relation
a a ma ,
p b ni b
le point m sera sur une droite don- P A c 8 née de position.
Cela résulte du Lemme X (proposition i36). Car si 1 on prend sur la base du triangle le point C déterminé par l’é-
galité
p A CA , p~B ’ CB ~
on aura
pn.mb p A. CB
p b .ma p B CA
Or, d’après le Lemine, quand celte égalité a lieu, la droite Cm passe par le point" de concours des deux A a, A b, c’està-dire par le point S. Donc, etc.
Porisme XXIII. — Etant donnés une droite SA et trois points p, P, Q en ligne droite, si autour des deux p et P on fait tourner deux droites se coupant sur la droite SA ; et que par le _ ^ R - point Q on mène à la première
p a une parallèle qui rencontrera la deuxième P a en un point, m : ce point sera sur une droite donnée de position.
Cette proposition se démontre sur-le-champ au moyen du Lemme XI (proposition 1 ). En effet, que l’on mène la droite mR parallèle à la droite donnée SA, on aura d’après le Lemme, en considérant les trois droites m P, n»Q, mR coupées par les transversales pPet pa ,
. pR ^ pQ pi p R
PR ' PQ — «ï ÂR
AR _ p Q
PR — PQ
Donc le point R est fixe; et par suite, le lieu du point m est la droite fixe RI parallèle à SA. * c. q. f. d.
Observation. C’est fe Porisme qu’on peut regarder, dans la Géométrie moderne, ainsi que nous l’avons dit ei-dessus (p. 1 13), comme un cas particulier de la proposition gé-
uéra le des quatre droites, celui où l’une des droites données SA, SB sur lesquelles se coupent les droites tournantes est à l’infini.
Porisme XXIV . — Étant donnés un angle ASB et deux points P, Q en ligne droite avec le sommet S ; si autour et un autre point donné p on fait tourner une droite qui rencontre les deux côtés de l'angle en a et b, et qu'on mène les deux droites Pa, Qb qui se coupent en un point m : ce point sera situé sur une droite donnée de position .
Qu’on mène des droites du point p aux deux points P, Q: elles rencontrent les deux côtés de l’angle SB, SA, respectivement en C et D; c’est sur la droite CD que se trouve toujours le point m.
Cela ressort immédiatement des Lemmes XII et XIII (propositions i38 et i3 9 , où le point E représente le point p de la figure actuelle) ; du Lemme XII quand la transversale menée par le point p est parallèle à la basePSQ; et du Lemme XIII quand cette droite-a une direction quelconque.
Corollaire 1. Considérons trois transversales pab, pa'b\ pa"b" menées par le point p. On a, d’après le Lemme III, l’équation
Sa , a " a S b % b" b Sa.n'a' S b .b" b'
Su' "a" a' ~ Sb' * b"b'' ° U Sa', a" a ~ S b', b" b'
Et réciproquement, d’après le Lemme X, quand cette équation a lieu, les trois droites «ù, a' b', a" b" concourent toujours en un même point. On conclut donc, du Porisme précédent, ce théorème : *
Étant pris sur deux droites SA, SB deux systèmes de trois points a, a', a" et. b, b', b", ayant entre eux la
relation
Sa'. a" a S b', b" b'
si de deux points P, Q, en ligne droite avec de point S, on mène les droites Pa, Qb qui se coupent en m; Pa', Qb' qui se coupent en m', et P a", Qb" qui se coupent en m" : ces trois points m, m', m" seront en ligne droite.
Corollaire II. Si l’on conçoit une droite S' B' parallèle à SB, qui rencontre les droites QS, Qb, Qb', Qb", en S', c, d, c", les segments S 6, b" b\... sont proportionnels à S 'c, c" d de sorte qu’on a l’équation
Sa .a" a' _ S'c.cV Sa'. a" a ~ S'd.c"c‘
De là ce théorème, qui présente, dans l’hypothèse, quelque chose de plus général que le précédent énoncé :
Étant pris sur deux droites deux systèmes de quatre points S, a, a', a" et S', c, d, c" entre lesquels a lieu l'équation
S a.a'a' S'c.c'V Sa', a" a = SVTê^c 5
si de deux points P, Q pris arbitrairement sur la droite SS' on mène les droites Pa, Pa', Pa" et Qc, Qc', Qc" les premières rencontreront, respectivement, les secondes en trois points m, m'. m" situés en ligne droite.
Corollaire III. Les droites Qb,Qb', Qb", dans le Corollaire I, rencontrent la droite SA en trois points d, d' ,d" . On a par le Lemmo III, entre ces points et b, b', b ",
. S b. b" b' _ S d.d'cf S b' .b" b ~ S (f d" H
L’équation du Corollaire I devient donc-
Sa .a ' a' S d.d"<t
Sa 1 . a" a S d . d’ d
On en conclut que :
Si l'on prend sur une droite SA, deux systèmes de trois points a, a', a", et d, d', d". entre lesquels ait lieu l'èquation
Sa.a'V S d.d"d’ Sa’. a" a S d ( .d" d
( ifL ■ — ^fL d " d \
puis, que de deux points quelconques P, Q en ligne droite avec le point S , on mène les droites Pa, Pa', P a" et Qd, Qd', Qd" : les trois premières de ces droites rencontrent , respectivement, les trois autres en trois points situés en
ligne droite.
Porisme XXV. — Autour de deux points fixes A, B on fait tourner deux droites dont le point de concours M est toujours sur une droite fixe LM ; ces droites rencontrent une autre droite fixe CX en deux points a, b; si de deux points P, Q donnés sur la droite LM, on mène les droites Pa, Qb qui se coupent en un point m : ce point est situé sur une droite donnée de position .
En effet, concevons qu’on ait mené par les points A et B trois couples de droites se coupant, deux à deux, en M, M' et M" sur la droite I.M, et rencontrant la droite CX en a , a! , a" et b , b\ b". Soit D le point de rencontre des deux droites LM et CX ; on a, parle Lemine III, eDtre M, M', M"
f ff 1 2 •
et a, a , a ,
DM' MM' _ Da' au' _
DM' 7 ' MM' 7 ~ Da" ' an"'
et île même, pour les trois points b , b', b",
DM' MM' DA' bb'
DÛT ‘ MM" — DF ‘ W
Donc
D a' aa' _ D b' AA'
Da" : 77" ~ DJ" ' W''
Cette équation prouve, d’après le corollaire III du Purisme précédent, que les points de section des trois droites issues du jioint P par les trois issues du point Q, une à une respectivement, sont en ligne droite. Ce qui démontre le Porisme.
En d'autres termes. Les deux points a, b forment sur CX deux divisions homographiques, puisque les deux droites A a, B b se coupent toujours sur la droite LM(i). Par conséquent les deux droites Pu, Q£> forment deux faisceaux homographiques. Or ces deux faisceaux ont deux rayons correspondants coïncidents suivant la droite PQ, parce que les deux points a, b coïncident en D sur la droite LM. Donc le point ni décrit une droite (2).
Observation. Ce Porisme est, sous un énoncé plus général, du même genre que le Porisme XVIII, qui s’en conclut, si l’on suppose que la troisième droite CX pâsse par le point de concours des deux AQ, BP et que la droite PQ soit à l’infini.
Porisme XXVI. — Étant données deux droites AA', PQ qui se coupent en S, les points A, A' et P, Q étant donnés sur ces droites, et une raison 1 étant aussi don-
( 1 ) Gêorn. su/)., art. io/|.
( 2 ) Ibid., art. io5.
née; si l'on prend sur K S! deux points variables n, n' liés par la relation
An . A ' n‘
S n an
le point de rencontre m des deux droites Pn, Qn' est situé sur une droite donnée de position.
En effet , qu’on prenne deux points B, B' avant entre eux la
relation
AB _ . AJB' SB ~ A SB
on en conclut, en la rapprochant de la première.
An. SB A ' n' SB
Sn.AB Sn'.A'B'
Et cette équation prouve, d’après le corollaire 111 du Porisme XXIV, que le point m est situé sur la droite qui joint le point d’intersection des deux droites PA, QA' au point d’intersection des deux PB,QB'.
Ce qui démontre le Porisme.
Porisme. XXVII. — Étant donnés deux droites LC, L'C', et sur ces droites deux systèmes de trois points : A, B, C sur la première et A', B', C', sur la seconde; si autour de deux points P, Q situés sur la droite CC', on fait tourner deux droites rencontrant, respectivement, les divites LC, L'C' en deux points ri, n', tels, quon ait toujours V égalité
«A. CB _ n'A'.C'B' «B CA n'B'.C'A' "
le point d’intersection de ces deux droites sera sur une droite donnée de position.
Ce Porisme est une conséquence manifeste du Corol-
laire II du Porisme XXIV.
Porisme XX\ III. — Si autour de deux points P et Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite LM
et qui rencontrent deux autres droites fixes CX, C'X' en deux points n, n', respectivement ; puis, qu’on mène les deux droites Qn, Pn' : le point m d' intersection de ces dernières sera sur une droite
donnée de position.
Qu'on mène les deux droites P b’, Qa aux points où la droite LM rencontre C'X' et CX : ces droites P b\ Qa coupeut, respectivement, CX et C'X' aux points b et a', et c’est sur la droite ba’ que se trouvent les points m.
Eu effet, on a, d’après le Lemme III, entre les deux séries de quatre points a , n, £, C et a, M, b 1 , E,
an bn i?M _ A'M ÔC ‘ bC. = 7Ë • W.'
On a
pareillement
~ ôË ' T 7 ?/
Donc
an
C b ,na
fc
1 bC
VO
: ÿc'
°" C a.nb ~
Donc le point d’intersection des deux droites Pn', Qn décrit une droite (Porisme XXIV).
Cette droite est évidemment a' b. Car si le point n coïncide avec b , n' coïncide avec b'. Par conséquent le point d’intersection des deux droites P b' et Qb, c’est-à-dire b,
se trouve sur la droite, lieu du point m; et il en est de même du point a'.
Ainsi le Porisme est démontré.
Plus brièvement . Les deux rayons PlM, QM forment deux faisceaux homographiques (i) ; par suite, les deux points n, n' forment deux divisions homographiques; et les deux rayons P«', forment deux faisceaux homographiques : leur point d’intersection décrit une droite, parce que les deux ravons coïncidents PC' et QC se correspondent (2). Dorfc, etc.
Porismf. XXIX. — Étant donnés deux angles ABF, ADF, si par leurs sommets B et D on mène deux droites quelconques, dont la première rencontre les deux côtés de l'angle D en M et C, et la deuxième les côtés de l’angle B en K et E : les deux droites MK et CE concourent en un point G situé sur une droite déterminée de position.
Ce Porisme résulte immédiatement, de même que le Porisme XXIX , des femmes XII et XIII; savoir : du Lemme XII quand les côtés BA et DF des deux angles sont parallèles; et du Lemme XIII quand la position des deux angles est tout à fait arbitraire.
Porisme XXX. — Théorème général de Pappus ( 3 ).
Soient 0 , P, Q, . . . , 11 les pôles li^es et en ligne droite autour desquels tournent n droites variables, de manière q UC ( n — de leurs points d’intersection glissent sur autant de droites fixes.
Dans l’hypothèse particulière par laquelle Pappus com-
(1) Géom. sup., art. lo/j.
(?.) Ibid., art. 105 .
( 3 ) Voir ci dessus p. 17 cl
mence l’énoncé de la proposition, ces ( n — i) points appartiennent à une môme droite tournante, par exemple à celle qui tourne autour du point p. Alors il est évident que la proposition ne dit rien déplus que celle d’Euclide.
Passons donc au cas général, ou les (h — 1) points qui glissent sur les droites fixes, sont pris d’une manière quelconque parmi le nombre total des points d’inter-
section des droites tournantes, pourvu toutefois que chaque droite ait toujours au moins un de ses points de concours avec les autres droites mobiles, sur une des droites fixes.
Concevons, indépendamment des droites tournantes et des droites fixes, un axe L mené arbitrairement, et qui rencontre la droite des pôles en un point S. Considérons deux droites tournantes, dont le point de concours soit sur une des droites fixes, les deux qui tournent autour des deux points p et P; soient a, a', a" les points où elles se coupent sur la droite fixe, dans trois de leurs positions successives; ces droites rencontrent l’axe L en des couples de points que nous appellerons a, b dans la première position ; a', b' dans la seconde position; et a ", b" dans la troisième position .
Soit A le point où la droite fixe rencontre la droite des pôles ; on a, d’après le Corollaire I dù Lenime III (p. 82),
Sa' ' a" a' A a' a" a'
et
S T' * VF = TJ * VJ'
Doue
Sa' * a" a' S b’ * b" b'
La droite qui tourne autour du point p détermine les positions successives de celle qui tourne autour du point P.
Pareillement., celle-ei détermine les positions suci'essives d’une troisième qu'elle rencontre sur une des droites fixes, par exemple de celle qui tourne autour du point Q; soient c, c 1 , c" les points dans lesquels cette droite, dans les trois positions qu’elle prend, rencontre l'axe L; on aura, comme ci-dessus,
S J' * Vb' ~ S? 1 7F
Et de même, à l’égard de la quatrième droite tournante dont les positions sont déterminées parla troisième,
Sr # c" c Sd _ d" d
S? ’ 77 ~ Sd' * d^d''
11 existe donc autant d’équations moins une que de droites tournantes. Or, on voit que tous les membres de ces équations sont égaux entre eux. Par conséquent, on a une équation semblable entre les points marqués sur l’axe L par deux quelconques des n droites tournantes, par exemple l’équation
S a a” a S d d" d Sa' ’ «"«' S d' ' d" d 1 '
relativement à la première et à la quatrième droite tournante.
Mais celte équation prouve, d’après le Corollaire III du Porisme XXIV, que les points d’intersection des deux droites tournantes considérées dans leurs trois positions respectives sont en ligne droite. Ce qui démontre le Porisme.
Plus brièvement . Deux droites tournantes, dont le point d’intersection glisse sur une des droites données, forment deux faisceaux homograpliiques qui ont deux rayons homologues coïncidents suivant la droite des pôles (t); il s’ensuit que les faisceaux formés par deux droites tour-
(i) G rom. su//., p. 71, art. io/j.
liantes quelconques, non consécutives, sont aussi hornographiques entre eux , et ont deux rayons homologues coïncidents suivant la droite des pôles. Par conséquent le point d’intersection de ces deux droites décrit une droite (t). Ce qui démontre le théorème.
III e Genre.
Le rapport de telle droite à telle autre droite est donné.
PotusME XXXI. — Si de chaque point M d' une droite LM donnée de position, on abaisse sur deux autres droites AX, A'X' des obliques Mm, Mm' sous des angles donnés ; le point A étant donné sur AX : on peut trouver le point A' sur A'X! et une raison X, tels, que le rapport des segments Am, A'm' soit toujours égal à la raison X.
Soit a le point de la droite L dont l’ohlique abaissée sur AX tombe en A, et soit A' le pied de l’oblique abaissée de ce point a sur A'X' : A' est le point cherché. Quant à la raison X, soit E le point où la droite L rencontre la droite AX,et EE' l’oblique abaissée de ce point sur A' X', on aura
AE
En effet,
ÂË
A' ni
D’où
A m A' ni
AE
Donc etc.
(i) Gvom. sup., art* io5.
PoilISME XXXII.
— Si de deux points fixes P, Q pris sur les côtés CB, CA d'un parallélogramme CASB, en ligne droite avec le sommet S, on mène des droites à chaque point M d'une droite fixe LC passant par le sommet C du parallélogramme : ces droites f ormeront , respectivement , sur les deux côtés SA , SB, deux segments S ni, Sm', dont le rapport est déterminé.
Menons par les points P et Q les parallèles à la droite LC, lesquelles rencontrent les deux droites SA, SB en a et en b.
Les quatre droites PC. PS, PM, Pn, partant du point P, et coupées par LC et AS donnent, d’après le Corollaire I du Leinme III (p. 82),
S m R M S « CM
On a de même, en considérant les quatre droites qui aboutissent à l’autre point Q, et les transversales LC, BS,
S m' _ RM ~Sb ~ CM
Donc
S 1/1 S m' S/n Sa
Sa S b UU S m' S b
Le second membre est constant. Ce qui démontre le' Porisme.
IV' Genre.
Le rapport m* telle droite à telle abscisse est donné.
Porisme XXXIII. — Si de chaque point M d’une droite LE on abaisse sur une autre droite AX des obliques Mm, M m' sous des angles donnés, il existe sur cette droite AX
un point E tel, que l ’on a la relation E m
, t= cohst.
Ce point E est celui où la droite LE. rencontre AX. En effet, d’un point B, qui avec le point E détermine la droite LE, menons les obliques B b, B b'.
Ou a par les triangles semblables
bT
mm
~bV'
Ce qui démontre le Purisme.
Porisme XXXIV . — Si autour de deux points P, Q on Jait tourner deux droites se coupant sur une droite donnée de position LE, ces droites rencontrent, une deuxième droite fixe AX parallèle à la droite donnée LE, en deux points m, et il existe sur la droite AX un point Y tel, quon a la relation constante
— - = const. = A.
mm
Cela résulte du Lemme XI (pioposition 1 4o ) ; car les quatre droites ME, MF, MP, MQ coupées par les deux FPQ, FX, donnent, d’après ce Lemme,
F/n _ FP QP mm' FE QF.
Donc, etc.
Porisme XXXV . — Si autour de deux points fixes P, Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite
donnée de position LE, et rencontrent une autre droite donnée AX parallèle à la base PQ en deux points m,
m' : il existe un point F sur AX et une raison X, tels, que l'on a
mm'
Le point demandé F est le point d’intersection des deux droites données LE, AX. Et la raison X est égale au rapport QE
— j E étant le point où la droite LE rencontre la base PQ.
En etlél, on a par les triangles semblables = — •
mm PQ
V e Genre.
lelle droite est donnée de position.
Porisme XXXVI. — Si autour d’un point p on fait tourner une transversale qui rencontre deux droites données
SA, SA' en deux points a, a', et que d’un point P donné sur la droite p S, on mène lès deux droites Pa, Pa': on pourra déterminer de position une droite L telle, que le segment intercepté par les droites variables Pa, P a' sur cette droite L, soit
de longueur donnée p..
Que l’on inscrive dans l’angle aPa! une droite aa! de la longueur donnée p, parallèle à p S : celte droite satisfera à la question.
Il faut prouver que si par le point p on mène une droite quelconque p bb\ les deux droites Pù, P b' intercepteront sur la droite qu’on vient de déterminer un segment 66' égal à ja'j ou bien que l’on aura 6a = 6 V.
Prouvons que celte égalité a lieu sur toute droite AA! parallèle» p S, quelle que soit la longueur du segmeut v.ct! . On a dans le triangle A aa coupé par 6 b P
ê A b a Pi Sa b A P a
Or, à cause des triangles semblables, •
SA PS Pa pR
par conséquent
PS
ba f R
De même
PS
b' a' pR
8V ' jf? ~ 1 •
Donc
ba
S b . êx . p a S b' . 6 a' . p a'
Maison a dans le triangle Saa', coupé par pbb
p a b' a' b S p a' b' S ba
Donc oa = ë'a'. Ce que nous nous proposions de prouver.
Donc etc.
Autrement. Les deux droites Pa, P a! sont les rayons homologues de deux faisceaux homographiquesdonl les rayons doubles coïncident suivant la droite PS. Donc les deux rayons Pa, Pa' interceptent sur une droite quelconque parallèle à PS, un segment de grandeur constante ( i ) . Donc on peut mener cette parallèle de manière que le segment soit de grandeur donnée.
(t) Groin su/t.j art. iyO.
Porismk XXXV11. — Quand deux droites tournent autour de deux points fixes P, Q en se coupant toujours sur une droite donnée LM, et que la première rencontre une droite donnée de position AX en un point m :
on peut déterminer une autre droite fixe BY que lu droite tournant, autour du point Q rencontrera en un point m', et qui soit telle, que le rapport des segments Am, Bm', comptés à partir des points où les deux droites AX, BY coupent la base PQ, ait une valeur constante.
Qu’on mène parallèlement à AX la droite Pa, qui rencontre la droite LM en a, puis la droite Qa, et parle point F où AX rencontre LM, la droite FB parallèle à Qa; ce sera la droi le "demandée .
Cela résulte du Lemme XI d’après lequel on a
et
Donc
EM
iM
ÂF
BF
AF
— = consi BF
Ce qui démontre le Porisme.
Poiusme XXXVIIL — Étant donnés deux droites AX, BY, deux points A, B sur ces droites et une raison X : il existe une droite LD telle, que si de chacun de ses points on abaisse sur les deux droites AX, BY’ des obliques Mm, Mm', sous des angles donnés, on aura la relation
constante
Am .
Bm' '
En effet, si par les points donnés A et B on mène des parallèles aux obliques abaissées sur AX et BY respectivement, et qûe ces parallèles se rencontrent en D ; qu on prenne le point m arbitrairement, et le. point m!, déterminé par la relation = puis, que parles points m,
ni 1 on mène lÿ, obliques, qui se rencontrent en un point M : la droite DM satisfait à la question. C’est-à-dire que si d un pointai de cette droite on abaisse les obliques Nn, N n 1 , on aura
An.
Wi? =A '
Car, il est évident que
An DN Ba 1
A m DM B/n’
D’où
An A ni .
Bn 7 ~ Bn? — ‘
Donc, etc.
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Telle droite passe par un point donné.
Porisme XXXIX. — Étant donnés deux droites pa~ rallèles EA , E'A' et deux points P, Q, si autour de ces
points on fait tourner deux droites parallèles qui rencontrent les deux droites EA, E'A', respectivement , en deux points m, m' : la droite qui joint ces points passe par un point donné.
En efl'et, on a par les triangles semblables,
R m RP _ RE
mm' PQ EE'
Donc
RP _ PQ
rk — Ië 7 ‘
Donc le point R est déterminé.
Donc, etc.
Pojusme XL. — On donne deux points A, B sur une droite, et deux points a, b sur une autre droyfp qui rencontre la première en C ; autour de ce point C on fait tours ner la droite ab, et Von mène les
deux droites Aa, Bb qui se rencontrent en un point S; parce point on mène une parallèle SO à la droite ab : cette parallèle passera par un
point donné.
Cela résulte du lemme XI (proposition 137), d’après lequel les trois droites SA, SB, SO, coupées par les deux CAB, C ab, donnent l’égalité,
RA _ OA bu
BC ' ÔC — ÎC 7 ou
OA _ RA J bu OC ~ BC ' bC
Ce qui détermine le point O.
Donc, etc.
Remarque. On a dans les triangles semblables SAO,
«AC
OS _ Ca
ÔÏ-CÂ’
OS
OA.Ca
CA
const.
Ce qui montre que: Quand la droite Cab tourne autour
du point C, le point S décrit une circonférence de cercle dont le centre est en O.
Porisme XLI. — Étant donnés deux droites SA, SB et deux points fixes P, Q en ligue droite avec le point de concours S de ces droites ; si de ces deux points fixes on mène à chaque point M d'une droite LM donnée de position j des droites qui rencontrent, respectivement., SA, SB en m et in' : la droite mm' passera par un point, donné.
Soient a, b les points d’intei’ 9 eetion de la droite LM par les deux droites données SA, SB; les droites Pi, Qa se rencontrent en un point p qui est le point cherché.
C’est une suite naturelle du Lemme XV (proposition 141) quand la droite LM est parallèle à la base PQ; et du Lemme XVII quand LM a une direction quelconque.
Ce Porismc est un de ceux que Simson a rétabli^ (i).
(i) Prop. XXXIV. ■ Quæ est Porisma, unum scilicet ex iis inter Poris- » mata Lib. I Euclidis, quæ Pappus tradit hisce vérins : Quod hœc ad m dal uni punctum vergit. »
Ce Porisme donne lieu à une observation qui fait ressortir un nouveau point de contact entre la Géométrie moder/ie et le Traité des Porismes d’Euclide, ouvrage si original à tous égqrds, et qui se distingue si profondément des autres traités mathématiques des Grecs, par sa conception comme parles matières fécondes qu’il renfermait.
A chaque droite LM correspond un point p, d’après le Porisme. Mais une conséquence qui s’offre, à la simple vue, c'est que si ces droites passent toutes par un meme point M, les points p sont tous sur une meme droite mm'. De sorte qu’il y a entre deux figures qui seraient formées, l’une par des droites quelconques LM, et l’autre par les points p qui correspondent à ces droites, des relations de réciprocité analogues à celles des pôles et polaires dans la théorie des coniques. C’est-à-dire que ce Porisme d’Euclide fournit un mode de transformation des figures analogue à la méthode des polaires réciproques.
Cette remarque curieuse est due à l’auteur même de cette célèbre méthode . M. le général Poncelet l’a insérée dans son Mémoire sur Y Analyse des Transversales appliquée hla recherche des propriétés projectives des lignes et surfaces
PoRlSME XI >11 . — Si sur fieux droites AB, A' B' qui se coupent en S, on prend deux points m, va' liés entre
eux par la relation
ni A ^ m' A'
SB. SA
la droite mm' passera par un point donné.
Ce point est à l’intersection des deux droites AA', BB'. C’e*st un résultat direct du Lemme X \1 (proposition 142).
Porisme XLIII. — Étant données deux droites fixes SX, SX', autour d’un point fixe p on fait tourner une droite qui les rencontre en deux points m, m'; et de deux
autres points donnés P. Q on mène les droites Pin, Qm
géométriques. (Voir Journal de Mathématiques de Crelle; t. VIII, p. /jo8, année i83?.. — Aperçu historique, p. 655.)
Nous ajouterons ici, puisque l’occasion s’en présente si naturellement, que le Porisme d’Enclide a «on analogue dans l’espace. En voici l’énoncé:
Étant donnés un angle trièdre dont tes arêtes sont Sa, S b, Sc et trois droites p Q f ]\ situées dans un mente plan passant par le sommet S de l’angle trièdre ; si de chaque point M d’un plan donné dans V espace on mène trois plans passant par les droites P, Q, R et rencontrant , respet tivement, les droites Su, S b, Sc en a, b, c: le plan abc passera toujours par un même point p.
Réciproquement : Si un plan transversal tourne autour d'un point p donné dans l’espace et rencontre, dans chacune de ses positions, les trois arêtes de V angle trièdre , en a, b, c : les plans menés par ces points et les droites P, Q, R respectivement , se couperont en un point situé sur un plan donné de position. (Voir Aperçu lii, torique,
qui coupent les droites fixes SX, SX' en n et n' : la droite nn' passera par un point donné.
Qu’on forme le parallélogramme SApB', on aura, par les triangles semblables,
AS pra' B ni
Qu’on mène PA qui rencontre SX' en a', et par le point Q une parallèle à SX', qui coupe SX en a. Puis, qu’on mène QB' qui rencontre SX en b, et par le point P une parallèle à SX, qui coupe SX' en b' . La droite nn' passera par le point de concours des deux droites an', bb' .
F.n effet, les trois droites, menées par le point P, savoir, Pa', Pi' et Pn' coupées par les deux SX et SX', donnent, d’après le Lrmme XI,
A ni a' n' b' n'
7\s = 7 7 s‘ Fs"
On a de mèmej à l’égard des trois droites Qa, Qi, Q/< menées par le point Q,
B ' m bn nn
iFs ~ îiS'aS'
Or
A ni B' S AS B' ni'’
an. b S_ a'n'.b' S
bn.a S è'u'.rt'S
Ce qui prouve, d’après le Lemmc XVI, que les trois droites an', bb' et nn' passent par un même point.
Donc, etc.
Porisme XLIV. — Trois droites SA, SB et SC, issues d’un même point S, sont données de position, et rencontrent une autre droite, aussi donnée de position, en
trois points A, B et C; par chaque point M de la droite
SC, on mène la droite MB qui rencontre SA en a, et une parallèle à AB qui rencontre SB en b; la droite menée de ce point au point A rencontre SC enc: la droite
ac passe par un point donné.
Cela résulte du Lemme XVIII (proposition 1 44) • car ce Lemme prouve que la droite ca rencontre AB en un point U déterminé par l'équation
CB
AC. AB
UB
ÜÂ'
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Telle droite a un rapport donné avec le segment compris entre tel point et un point donné.
Porismf. XLV . — Étant donnés trois droites parallèles LM, AX, A' Y et le point A sur l'une d’elles AX; si autour de deux points P, Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur la droite LM, et rencontrent, respectivement, les deux autres en deux points ni, m' : on pourra trouver un point A' sur A'Y et une constante X, tels, que l'on aura toujours
A ni
Qu’on mène PA qui rencontre la droite LM en < 7 ; la droite Qa coupe la troisième droite au point demandé A',
et la raison X est égale à
En effet, on a, par les triangles semblables,
oM a F
km
ÂR
Donc
km
k'm'~ TT‘
AE
Donc, etc.
Porisme XLVI. — Si de chaque point d'une droite LE on abaisse des obliques, sous des angles donnés, sur deux droites parallèles, les pieds de ces obliques étant m et m'; et qu'un point A soit donné sur la première parallèle : on pourra trouver un point A' sur la deuxième, et une raison X, tels, que les deux segments Am, A'm' seront toujours dans cette raison.
Que par le point A on mène la parallèle aux obliques abaissées sur la première des deux droites parallèles; et par le point a où cette droite coupe la droite LE, la parallèle aux obliques abaissées sur la deuxième : le point A' de rencontre de ces deux dernières droites et la raison
AE.aE' aE. A'E' Car on a
satisfont à la question.
km
ÂF
Âl’
et
âl 7 '
D’où
km AE A'E' AE.aE'
A' ni a E ’ a E' a E . A' E'
Donc, etc.
Porisme XLY II. — Si de chaque point M d une droite LM on abaisse sur deux autres droites AX, A'X' et sous des angles donnés, des obliques dont les pieds soient m et m' : le point A étant donné sur la droite AX, on peut
déterminer le point A' sur A'X', et trouver une raison tels, que l'on aura toujours
Km’
Par le point donné A on mène une parallèle aux obliques abaissées sur AX, et par le point a où celte parallèle rencontre la droite donnée LM on abaisse l’oblique a A! sur A'X' : le pied A' de cette oblique est le point cherché.
Pour déterminer la raison X, on peut abaisser du point E où la droite LM rencontre AX, l’oblique EE' sur A'X': on aura
AE
afT' -
En effet, par les triangles semblables,
Am «M A 'ni ÂË~ ~ « Ë ~~ A' E' .
Donc
A’ ni = A' E''
Pokisme XLVIII. — Étant donnés deux droites SA, SB, le point A sur la première et un point O hors de ces droites : on pourra déterminer un angle il, une raison 1 et le point A' sur la deuxième droite, de manière que si l’on fait tourner V angle il autour du point O comme sommet, ses côtés rencontreront, respectivement, les deux Y droites en deux points m, ni', tels, que le Y rapport des deux segments Am, A'm' sera toujours égal à la raison X.
Que du point O on abaisse les perpendiculaires 0«, O a
sur les deux droites, l’angle aOa' formé par ces deux perpendiculaires est l’angle cherché fl; la raison 1 est le rapport des deux perpendiculaires; et pour trouver le point A' il suffit de faire tourner l’angle fl ou aOa! autour de son sommet O, de manière que le premier côté Oa passe par le point A ; le deuxième côté Oa' détermine le point A'. Si donc m et m' sont les points où l’angle tournant aOa', dans une de ses positions, rencontre les deux droites, on A m O a •
3Ura A' m' — Ôâ 7 ’
En effet, les deux trianglesOnm, Oa' m' sont semblables parce qu’ils sont rectangles et que leurs angles en O sont égaux. Donc
a ni O a
De même
VIII' Genre.
Telle droite a un rapport donné avec une autre droite abaissée de tel point.
PonisME XLIX. — Étant données deux droites SA, SA' et un /joint O, si de ce point on mène une droite Om A un point m de la droite SA et une autre droite A faisant avec celle-là un certain angle fl
/ \ et rencontrant la droitf SA! en un point
/ \ m . m' : on pourra déterminer cet angle fl et
1 couver une raison 1, tels, que le rapport A / ° \ , des deux lignes Om, Om ' soit toujours égal
à cette raison.
Que du point O on abaisse sur les deux droites les per-
pendiculaires O a, O a : l’angle fl qui satisfait à la question, est l’angle nOa'de ces deux perpendiculaires; cl la
raison X est égale à leur rapport ^ — ,•
En effet, les deux triangles rectangles ma O, m'a' O ont leurs angles m Oa, ni' O a' égaux, et par conséquent sont semblables : d’où résulte
O m Oa j O ni' Oa' .
Donc, etc.
Observation. Quand Euclide dit qvi une droite est abaissée d'un point, on doit entendre, abaissée sur une droite donnée de position et sous un angle donné. C’est ce que montre la définition XIII du Livre des Données, savoir : « Une droite est abaissée, quand on la mène par un point donné sur une droite donnée de position et sous un angle donné. »
Cela justifie le sens que nous attribuons au VIII' Genre, en proposant le Porisme ci-dessus.
Une autre considération peut encore nous autoriser à penser que ce Porisme satisfait à l’énoncé laconique de Pappus. C’est qu’il correspond à une proposition connue des Anciens, à un des cas de la première proposition des Lieux plans d’Apollonius rapportée par Pappus.
Porisme L. — Si de chaque point. M d’une droite LM on abaisse sur deux droites fixes OX, OY deux obliques M p, M q sous des angles donnés : on pourra trouver un point B sur la deuxième droite OY et une raison X, tels, que l’oblique Mp abaissée sur la première droite sera au segment Bq compris entre le point B et le pied de l’oblique abaissée sur la deuxième droite , dans ta raison X.
La droite donnée LM rencontre OX, OY en E et F respectivement.
Qu on mène par JepointEune parallèle aux obliques M^, laquelle rencontre OY en B, et par le point F une parallèle aux obliques Mp, laquelle rencontre OX eu G; le point B FG
et la raison— =: À satisfont à la question.
En effet, on a parles triangles semblables,
M p ME B 7 ME
FG~FE’ et BF — Fl'
Donc
Mp Kq Mp _ FG
FG ~ BF’ OU b 7~BF' ’
IX* Genre.
Tel rectangle a un rapport donné avec le rectangle construit sur telle droite et une droite donnée.
Poiusme LI. — Quand deux points variables m, in 'sur ileux droites ab, a ( b ( , sont liés par ta relation
am . a'm'
bm A b’m' ’
d existe entre ces points cette autre relation,
Cm .a.
c'est-à-dire que, si l'on prend arbitrairement un point C sur la première droite, et une ligne a. : on peut trouver un second point I sur cette droite, un point G' sur la deuxième, et une raison ft, tels, que cette relation ait toujours lieu.
Prenons pour C' le point qui sur la deuxième droite correspond au point C de la première, de sorte qu’on ait »C . a'C’
bc~ A 'Vc''
xSUNIVERSITElT b.,.;
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el par conséquent l’équation
« . b C a' ni' . b' C
'■ l ' bm.aC b'm'.a'C
Qu’on approche l’une des droites de l’autre pour faire coïncider les deux points a, a'; soit alors S le point de concours des deux droites bb', CC'; il résulte de l’équation (i) que la droite mm! passera toujours par ce point, d’après le Porisme XLIII (ou, si l’on veut, d’après le Lemme XVI de Pappus).
Si maintenant on mène la droite SI parallèle à la deuxième droite a' b' m', on aura, d’après le Lemme XIV, les deux équations
al aC _ l/C!
bl bC~ a' C'’
I ni la C'a'
C ai C a Cm'
La première donne
al aC.b'C al
Fï _ èC.a'C' ° U bl
al =
\.ab
ce qui détermine le point I.
La deuxième équation s’écrit :
lin. Cm' la. C'a' lm.Cm'
= ou
Cm C a Cm. a
ce qui est l’équation qu’il fallait obtenir.
La valeur cherchée de (J. est donc
_ la. C'a' _ ï a/i. C'a'
‘ Ca.a (! — i).Ca. a
Ainsi le Porisme est démontré.
la. C'a'
— const. — ft;
Ca.a
Ou peut donner à la raison [x, celte expression plus siui-
pie fx = — — : de sorte qu’on a
I m. Cm' la . C'a' „
~ cJi c J~~ ’
J' étant le point déterminé par l’équation ^7 = ~ Car si
l’on mène la droite SJ' parallèle à ab , les trois droites S b, SC et SJ' coupées par les deux ab, a! b', donnent, d’après le Lemrae XI,
JC ~ Jlÿ ‘ b ' 1'
a' S' a’ C ^aC 1
ïô 7 = iïc’ : Je = T
Mais on a, par les triangles semblables,
la. C'a'
= cy.
Donc, etc.
Remarque. En considérant les trois droites S b, S m, SI,
011 trouve
Irn la b' a'
brn ’ ba b' m'
I m. b' m' la. b' a'
bm .a ba.a
Ce qui montre que le Porisme subsiste quand, au lieu de prendre les points C, C', on conserve les deux b , b'.
Porisme LU. — Quand deux droites tournent autour de deux points P, Q en se coupant toujours sur une droite LM, et rencontrant , respectivement, deux autres droites AX , A'X' en m et en m’ ; le point A étant donné sur la première de ces droites et une ligne a étant aussi donnée : on peut trouver un second point I sur la première
droite, le point A' sur la secondé, et une raison X, tels, qu'on ait toujours l’équation
I m . y m' A in . a
Qu’on mène la droite PA qui rencontre la droite LM eu n; la droite Qa rencontrera la droite A'X' au point cherché A'. Puis, que par les points P et Q on mène aux droites AX, A'X', respectivement, des parallèles qui rencontrent la droite LM en j et i ; la droite Pj marque sur AX le point cherché I; et la droite Q; rencontre la droite A'X' en un point J', qui fait connaître la raison A: car il faut prendre
De sorte qu il reste à prouver qu’on a toujours
1/// K' m' _ AT A m . a x
En elïel, les quatre droites menées par le point P. et coupées par LM et AX, donnent l'équation
I m / M ij
Km a M aj
Les quatre droites menées par le point Q, donnent pareillement
Donc,
A' J' ^ ti j ij
K' m' n M ’ iM
li» _ A'J' A m K' m'
Im . A m ....
OU = A'J
Poaisme Llli . ■ — De chaque point M d 'une droite LM on mène à un point fixe P une droite PM qui rencontre une
droite AX en un point m; et du même point M on abaisse une perpendiculaire M m' sur une autre droite A'X!-, le point A' étant donne sur cette droite, et une ligne a étant aussi donnée en longueur : on peut déterminer le point A et un point I sur la droite AX, et une raison X, tels, que Von aura toujours l'équation lm . A’ m'
A ni .
Élevons sur A'X! une perpendiculaire qui rencontrera la droite LM en a; la droite P a coupera la droite AX au point cherché A. Menons parallèlement à LM la droite PI qui rencontre A X en I : ce point I sera l’autre point cherché. Enfin conduisons la droite P j parallèle à AX, et par le point /, commun à cette parallèle et à la droite LM, abaissons une perpendiculaire j J' à la droite A'X': le pied de cette perpendiculaire déterminera la raison X.
On aura
. A' J' I m . A' m' a A ni .-a
De sorte que les points A et I et la raison X =
résolvent la question.
Eu effet, les quatre droites PA, Pwi, PI et P j coupées par les deux AX et LM donnent
lm
Mais
oM
Donc
lm
> ou
lm . A' ni
Am
Et pa r conséquent.
I»i . K'm' _ A' J' Km . et a
Porisme LIV. — Si autour d’un point p on fait tourner une droite qui rencontre deux droites données SA, SA', en deux points m, m'; quon donne aussi ta longueur d’une ligne et et une raison X : on peut déterminer deux points A et I sur la première droite donnée et un point A' sur la deuxième, tels, qu’on aura toujours
Am
Une parallèle à SA', menée par le point p, rencontre SA au point demandé I. Pour les points A et A' il sufth de mener par le point p la droite p A A' déterminée par la rc-
AS
lat,on Fs :
IS
(Ce qui est un des cas du problème bien
connu de la section de raison.)
Eu effet, par le Lemme XI, appliqué aux lignes pi, p A, pm coupées par les deux droites données SA, SA', on obtient l’égalité
Im.AS __ A' S .
IS . A m A' m'
nr ■ AS IS .
JMais nous supposons que — = — -, 1 équation devient
Ira A 'ni' et. Km
Ce qui démontre le Porisme.
Quant à la construction de la droite p AA', si l’on veut ne point invoquer le problème de la section de raison, on 1’riïeclucra bien simplement ainsi : on mènera par le point
p et parallèlement à SA une droite qui rencontrera SA' eu J'; puis on prendra le point A', tel, que l'on ait
Le point A s’ensuivra.
La démonstration de celte construction résulte encore du Lcmme XI.
En effet, concevons. qu’une droite menée arbitrairement par le point S rencontre les trois lignes p A, p I et p J' aux points a , i et y; on aura, en considérant les trois lignes coupées par SA et Su,
SA _ ( Lernme XI.)
IS iS.aj ' ’
Et, pareillement, en considérant ces trois mêmes lignes coupées par SA', Sa,
SA' _ Sa .ÿ
A' J' iS.aj
Donc
SA _ SA/ sa; _ IS
ÏS - ÂÔ 7 ’ OU SA' A 7 ! 7 *
Mais on a pris A'J' = X.a; il vient donc
SA _ _IS SA 7 ' - a.x"
Observation. On peut donner l’un des deux points A, A', et demande» de déterminer la raison X. C’est ce que l’on fera au moyen de la relation, ci-dessus, A'J' = X.a.
Porisme LV. — Étant données deux droites LM et XX' dont e est le point d'intersection, si autour de deux points fixes P. Q on fait tourner deux autres droites qui se coupent sur la droite LM et rencontrent la droite XX en deux points m, m' : ou pourra trouver un point I sur
XX' et une ligne p, tels, qu'on aura toujours I m . cm'
En ellet, que j>ar les points P, Q on mène à la droite XX' des parallèles qui rencontrent LM en II et S; les deux droites PS et QR coupent XX' en deux points I cl J'. Le premier est le point demandé, et le segment eJ' est la ligne demandée p, c’est-à-dire que l’on a
I m . cm ' cm
= ei'.
Cela résulte du Porisme L1I, dans lequel on suppose que les deux droites AX , A'X' coïncident et que le point A soit en e sur la droite LM.
X' Genre.
Tel rectangle équivaut à un rectangle donné plus le. rectangle formé sur telle abscisse et sur une droite donnée.
Porisme LM. — Si l'on prend sur une droite IJ' un point fixe e et à partir du point 1 deux points consécutifs m, m' liés parla relation
e m m 1 \ni.eni= em.ej',
il existera entre res points une autre relation de la forme
v -f- \x.mm’ .
C’est-à-dire qu’on pourra trouver un rectangle v et une ligne p, tels, qu’on ait toujours cette équation.
F.n effet, les deux segments J' m , I ni empiètent l’un sur l’autre : par conséquent leur rectangle est égal à la somme
des deux rectangles J I.mm'et Im.J'm': ainsi, J' in . I ni — y I . mni -f- I m . J' ni ( i ) . Mais la relation donnée s'écrit aussi
loi (JW — J'e) = (le — ImJeJ\
ou
Donc
J in J' ni = Ie.eJ .
y m. \ni = le.J'e + (a).
Il suffit dès lors de prendre v = le.J'e, et pt = J' I pour obtenir la relation demandée.
Porisme LV1I. — On donne un triangle CAB et un point P situe sur le prolongement de ta base AB; de chaque point M du côté BC on mène la droite MP et une parallèle à AB; ces droites rencontrent le côté AC en deux points m et ai :
on peut trouver deux points I et i' sur ce côté, un rectangle v et une droite p, tels, que le rectangle J'm.Im' sera égal à la somme des deux rectangles v et p . mm'.
Menons par le point P, parallèlement à BC, la droite PI qui rencontre AC en I; et parallèlement à AC, la droite PR qui rencontre BC en K; puis, par le point R parallèlement à AB la droite RJ' qui rencontre le côté AC en J' : les points
(i) Celte équation à laquelle donnent lieu quatre points quelconques en ligne droite, fait le sujet du Porisme LIX ci-après.
(a) Pour nous conformer à la Géométrie des Grecs, nous no supposons pas, dans cette démonstration, que les segments aient des signes; mais dans l’équation finale ainsi que dans l’équation donnée, nous écrivons les segments de manière que la règle des signes soit applicable, et que le Porisme démontré dans l’hypothèse où les points r t m', m, I ontles positions relatives qu’indique la figure, conserve un sens déterminé dans tous les autres cas.
I et J' seront les points demandés, le rectangle v sera égal à lA.J'A, et la ligue p, à J'1; de sorte qu’on aura toujours
J'm.lm = J'A .IA -+- J'I.mrri.
Il nous suffit de prouver que l’on a = AJ', car de
r 1 Am
cette équation résultera, d’après le Porisme précédent, celle qu’il s'agit de démontrer.
Or, menant la droite B/n’ parallèle à AC et qui rencontre PM et PJ en n et i, ou a, à cause des parallèles.
ou
AJ' _ BK. _ n P _ ni _ m I TiPÎ ~~ BM nîi «B mA ’
I ni A ni ' Am
= AJ'.
Donc, etc.
Pokisme LV11I. — Étant donné un triangle ABC, si autour de deux points fixes P, Q pris sur la base AB on
fait, tourner deux droites dont le point de concours M soit toujours sur le prolongement du côté BC, ces droites couperont le côté AC en m et m', et l'on pourra trouver deux points I, J' sur ce côté, un rectangle v et une droite p, tels, que l’on aura
toujours
3' m.lin 1 = v p . ni ni.
F.n effet, qu’on mène par les points P et Q des parallèles à AC, qui rencontreront BC en « et j ; les droites P/, Qy couperont AC aux points cherchés I et J'; et l’on aura, d’après le Porisme LV,
C ni
Or, d’après le Porisme LM, celle équation donne lieu à la suivante :
}' m ,lm = J'C.IC -+- yi.mm'.
On a donc
v = J'C.IC et p = J'I.
Ce qui démontre le Porisme.
Observation'. La ligure présente le point M sur le prolongement du côté BC au delà du point C; mais il pourrait être pris aussi sur le prolongement au delà de B.
L’équation démontrée aurait encore lieu, si t le point M était pris entre les deux i et j ; parce que le segment mm! serait toujours dirigé dans le même sens que IJ'.
Mais pour d’autres positions du point M, soit sur le segment C/, soit sur Bé, le segment mm! aurait une direction contraire, et alors on démontrerait que le rectangle l'm.Ira' devient égal à la différence des deux rectangles. J'C.IC et J'I. mm’.
XI e Genre.
Tel rectangle seul ou avec un espace donné est l’autre a un rapport
donne avec telle abscisse.
Une lacune qui existe dans les manuscrits rend cet énoncé défectueux. Il nous parait inutile de chercher à le rétablir, puisque les autres énoncés de Pappus nous suffisent amplement pour faire connaître le caractère général des Porismes d’Euclide.
XII* Genre.
Telle droite, plus une autre avec laquelle telle autre droite e3t dans une raison donnée, a un rapport donné avec un serment formé par tel point à partir d’un point donné.
Chacune des équations suivantes satisfait à cet énoncé.
Am -h ^ • B m
»• 7^—7 =ft,
Cm 1
Am +X.B'/h'
,n - — cv — = P'
Porisme LIX. — Étant donnés deux points A, B sur une droite et une raison X, om />eu/ trouver un troisième point C et une raison p, te/s, que pour tout point m, pris sur la droite, entre A et B, on aura toujours
A ni H- X . B m Cm
Et si le point variable m est pris dans le prolongement de la droite AB (au delà de A ou de B, J c b ~ indifféremment ) , on pourra trouver un autre point C et une autre raison p, tels, • que la même équation subsistera.
Considérons le cas où le point m est sur le prolongement de AB. Si l’on détermine le point C sur cette droite même,
CA
c’est-à-dire entre A et B, par l’expression — = X, et la rai-
BA
son p = — 5
la relation à démontrer devient
CA „ BA
Am + -. B, » = — .Cm,
ou
A m . BC 4- CA-. Bm = BA .Cm.
Ecrivons
A m (Cm — B/m) -+- Bm (Am — Cm) = Cm (A m — B/m).
Les termes de celte équation se détruisent deux à deux. Ce qui démontre le Porisme.
Observation. L’équation
A' m . RC H- C A . B m — RA . C m,
exprime une relation entre trois des quinze rectangles qu’on peut former avec les six segments auxquels donnent lieu quatre points quelconques en ligne droite. Ces trois rectangles sont les seuls qui soient formés de deux segments n’ayant pas d’extrémité commune. Ils se distinguent entre eux en ce que, dans le premier Am. CR, l’un des segments est placé entièrement sur l’autre; dans le deuxième CA .Bm, les deux segments n’ont point de partie commune; et enfin dans le troisième AB. Cm, les deux segments empiètent l’un sur l’autre. C’est celui-ci qui toujours est égal à la somme des deux autres.
On voit, d’après cela, que si le point variable m doit être pris entre A et B, au lieu de l’être sur le prolongement de AB, il faut que le point fixe C vienne se placer sur ce prolongement, au delà de A ou de B, selon que la raison A est plus petite ou plus grande que l’unité.
Porisme LX. — Quand deux points variables m, m' divisent deux droites en parties proportionnelles, deux points A eî B étant donnés sur la première droite ainsi qu’une raison X; on peut trouver un point C' sur la seconde droite et une raison u, tels, que pour tous les points m pris entre A et B; ou bien pour tous les points pris ?n dehors du segment AR, aura toujours l’équation
\rn 4- \ . B m
En ('(Tel, amidons C le point qui dans la première division correspondra au point cherché C de la seconde «1 i vision . et soit « le rapport de deux droites homologues dans les deux divisions, de sorte qu’on ait C/w
Ou a, par le Porisme précédent,
D . BA
Fuis, (pi on prenne u = a . — - * on aura
A m > . B ni
BA
Ce qui résout le Porisme énoncé.
Porisme LXJ. — Quand deux points variables m, né divisent deux droites en parties proportionnelles, deux points A et B étant donnés sur la première droite et un point G sur la seconde :
on peut trouver deux raisons A et p, telles, que pour tous les points m situés entre A et B, ou bien pour tous les points situés en dehors du segment AB, on aura toujours la relation
Am H-f Bm a
En ellet, le rapport de deux parties homologues sur les deux droites étant a, on a, comme il est dit dans le Porisme
précédent,
Il suffit donc de faire
CA BA
X= BC 61 « U = 5 t -BC-
Ainsi le Porisme est démontré.
Observation. L’équation (i) donne, comme conséquence, en supposant que le point B soit à l’infini, celle-ci :
Et, en effet.
Doue
A m -+- CA = Cm.
Cm = x Cm'.
Ce qui est l'hypothèse.
ni.
Porisme LX1I. — Quand deux points variables in, in' divisent, deux droites en parties proportionnelles, un point A étant donné sur la première, un point B' sur la seconde, et une raison À étant, aussi donnée : on pourra trouver un point C' sur la deuxième droite et une raison «, tels, que pour tous les points m situés entre le point. A et un certain point r B qu’on saura déterminer, ou bien pour tous les points pris hors du segment formé par ces deux mêmes points A et B, on aura toujours la relation
Am + l.B'm'
En effet, soient A' le point qui sur la seconde droite correspond au point A de la première, et at le rappoi t entre
deux ligues homologues sur les deux droites, de sorte que Ain = ».A'm'. L’équation devient
x A' m' -4-X. . W m' = u. Cm’ ; ou
AW 4 - - .HW = - .C'm'.
Mais la relation déjà signalée entre les reel angles des segments formés par quatre points donne
.x _ CM MM _ p.
% B'C'* Ct B'C' a*
La première de ces deux équations fait connaître la position du point G, ct ensuite la seconde donne la valeur de la raison jx, dans le cas où le point .m" doit être pris entre A' et B', de même que dans le cas où ce point doit être pris en dehors du segment A' B.
Il est clair que le point B qui fixe les régions du point ni sur la première droite Am, correspond au point donné B' de la seconde droite A' ni'.
Ainsi le Porisme est démontré.
Porisme LXIII. — Quand deux points variables in, m' divisent deux droites en parties proportionnelles , un point A étant donné sur la première et deux points B' et G sur la seconde : on peut trouver un troisième point A' sur cette droite et deux raisons X et p, tels, que pour tous les points m! situés entre A! et B' quand le point G se trouve au dehors B m c du segment A' B', ou bien pour tous les points in' situés hors du segment. A' B' quand le. point C' est entre A' et B', on aura toujours la relation
CV
Kn elïet, le rapport de deux divisions étant a, on déter-
minera les deux raisons I et p par les expressions
A' étant le point qui correspond sur la seconde droite au ' ])oint donné A sur la première. Ce qui résulte du Porisme précédent.
Porisme LXIV. — Si de chaque point Al d' une droite LA1 on abaisse des perpendiculaires Mm, Alm' sur deux autres droites Am, B'm', A et V> étant.
A deux points donnés sur ces droites , et X / fw étant une raison aussi donnée : on pourra
/: trouver. tut point 0/ sur la droite B'm', et
\ f une raison p, tels, que pour tous les
points de la droite LM répondant à des perpendiculaires dont le pied m tombe entre le point A et urf certain point B qu'on saura déterminer, ou bien pour tous les points LAI qui répondent à des perpendiculaires dont le pied m est situé hors du segment AB, on aura toujours la relation
(Fm 7 ~P'
En effet, les deux points m, m' forment sur les deux droites fixes deux divisions semblables : donc la proposition actuelle résulte du Porisme LXII. Il est clair que le point B de la droite Am correspond au point donné B' sur la droite B'm'.
Porisme LXV. — Si de chaque point d’une droite LAI on abaisse sur deux autres droites Jixes des perpendiculaires dont les pieds sont ni et m'; un point A étant donné sur l'une de ces deux droites, et deux points B', C' sur l’autre : on pourra trouver un troisième point A 1 sur cette droite, et deux raisons A et p, telles, que pour tous les points de la droite LAI dont les perpendiculaires sur B'C'
tombent entre A 7 et IV quand te point C 7 est hors du segment A'iî' : ou bien, pour tous les points de LM dont les perpendiculaires tombent dehors du segment A' IV, quand te point C se trouve sur ce segment, on aura toujours la relation
A ni + \ . B ' m'
(Tm' ~ f*’
C’est uni* conséquence du Porisme LXIII.
Porisme LXVI. — Étant donnés deux droites parallèles AX, IV Y, deux points A et B' sur ces droites, et une raison ; si autour d’un point donné p on fait tourner une transversale qui rencontre les deux droites en ni et ni 7 : on pourra trouver un point C 7 sur B 7 Y et une raison p, tels, que pour tous les points m situés sur le segment compris entre le point A et la droite p B 7 ; ou bien, pour tous les points m pris au dehors de ce segment j on aura toujours
Am +X.B ' m'
CV “ P
En eflet, les droites menées par le point p divisent les lignes AX, IVY en parties proportionnelles : la proposition se déduit donc du Porisme général LX1I.
Observation. Il est permis de supposer que les trois points A, B 7 , C 7 soient donnés : alors on peut déterminer les deux raisons 1 et p de manière que l’équation ait toujours lien. Ce qui se conclut du Porisme LXIII.
Porisme LXVIL — Si de chaque point d'une droite LM on abaisse sur trois droites fixes des perpendiculaires dont les pieds sont, ni, m 7 , m 77 ; deux points A et IV étant ‘tonnés sur deux de ces trois droites, et une raison A étant
aussi donnée : on pourra trouver un point C "sur la troisième droite et une raison p, tels, que pour fous les points de la droite LM dont les perpendicu/aires'M ut ont le pied m situé entre le point A et. un certain point R quoi i saura déterminer; ou bien pour tous les points de LM, dont les perpendiculaires tombent en dehors du
\ TW „ , .
segment forme par les mêmes points A et B, ou aura toujours entre les trois segments Am, B'm', (/'ni" ia relation
TSîr—r, '-P-
Lin
Ln ellet , cl après le Porisme LXIV, on peut trouver un point C ' sur la seconde droite B* m' et une raison p u tels, qu’on aura
A ni B'm'
Or, on sait trouver un point C" sur la troisième droite et une ligue p satisfaisant à la condition
p, C' né = p . C" ni".
On aura donc
Am -t- ). . B'm'
ïïff >7 — M*
Porisme LXN 111. — Si de chaque point d’une droite LM on abaisse sur trois droites fixes quelconques des perpendiculaires dont les pieds sont m, m', ni"; un point A étant donné sur fa première, de ces droites, un point B' sur la seconde, et un point Cf sur la troisième : on pourra trouver deux raisons X et p , telles, que pour tous les points de la droite LM dont les perpendiculaires M m ont le pied m situé entre le point A et un certain point B quon saura déterminer ; ou bien, pour tons les points de LM dont les
perpendiculaires tombent en dehors dit segment, formé par les mêmes points A et B, on aura toujours la relation
A ni ■+■ 1 . B' m‘
En eflel, soit C' le point qui sur la seconde droite correspond au point C" de la troisième; on peut trouver (d’après le Porisme LXJI) une raison X et une raison p,, qui entraînent, quel que soit m', l’égalité
Or on sait que
Am 4- À . B' /«' C'm'
a.' étant un rapport connu. Donc Am
— — a. -pi-
Ainsi la raison demandée p est égale à a'.p,.
_BC^ B'C ' B'C
Porisme LXIX. — Étant donnés trois droites parallèles, deux points A et IV sur les deux premières , et une raison X; si autour d'un point fixe, on fait tourner une transversale qui rencontre les droites fixes en trois points m, ni', m" : on pourra trouver un point
c* /_ C" sur la troisième et une raison p, tels,
que pour toutes les positions de la transit versale comprises dans l’angle A p B' ; ou
A f bien, pour toutes les autres positions de
cette droite, on aura toujours la relation suivante entre les trois segments Am, B' ni', C"m":
Cm”
Mais le f>oint C' et la raison a seront différents dans les deux cas.
Les trois points ni, m', ni" divisent évidemment les trois droites en parties proportionnelles : par conséquent, la proposition se démontre comme le Porisme LXVII.
Porisme LXX. — Étant donnés trois droites parallèles, et trois points A, IV, C sur ces droites; si autour d'un point p on fait tourner une transversale qui les rencontre en m, m' et m" : on pourra trouver deux raisons X et p, telles, que pour toutes les transversales comprises dans l’angle ApB', quand la droite pC est au dehors de cet angle ; ou bien, pour toutes les transversales menées hors de l'angle A pB', quand la droite pC est située dans l’angle; on aura toujours entre les segments Am, IV m 7 , et Cm!' la : relation
A ni -+- À . B ' m'
Ce Purisme résulte, comme le LXVIII", de ce que les trois points m, m ' , m" forment trois divisions semblables.
Remarque. Si des trois points A, IV, C" on abaisse sur les transversales pmm'm" des perpendiculaires p, q, r, ellesseront proportionnelles aux trois segments Am, lVm', Cm". Par conséquent on aura l’équation.
De là ce nouveau Porisme :
Poiusmf, LXXI. — Étant donnés trois points A, IV,
C", si cyitour d'un autre point p on fait tourner une droite dont les distances à ces trois points, dans chacune de ses positions, sont représentées par p, q, r : on pourra trouver deux raisons X et p, telles, que pour toutes les positions de. la droite
tournante comprises dans l'angle A o IV , quand la droite p il" est au dehors ; ou bien, pour toutes les positions île la droite tournante hors de cet angle, quand la droite pC," Y est comprise ; on aura toujours entre ces distances la relation
\Hr Genre.
Le triangle- qui a pour sommet un point donné et pour base telle droite, -est équivalent au triangle qui a pour sommet un point donné et pour base le serment compris entre tel point et un point donné.
Porisme LXXIl. — Si de. chaque point M d'une droite LM on abaisse des perpendiculaires Mm, Mm' sur deux droites Jixes AX, BY; le point A étant donné sur la première, un autre point O étant donné hors de cette droite, et une troisième droite CZ étant aussi donnée : on peut déterminer un point A’ sur la droite BY et un point O' sur CZ, tels, que le triangle qui aura pour sommet le point O et pour base le segment Am, sera équivalent an triangle ayant pour sommet le point CY et,pour hase le segment A'm! .
Que par le point A on élève la perpendiculaire A a sur AX, et que par le point a où elle rencontre la droite donnée LM, on abaisse sur BY la perpendiculaire «A'; le pied A' est le point cherché sur celle droite.
Soit O p la distance du point lionne O à la droite AX; qu’on prenne A'D' = O p sur BY et que par le point D' ou mène à cette ■droite une perpendiculaire, qui rencontre la droite LM en d ; que de ce point on abaisse sur AX, la perpendiculaire dont le pied est I). Le point cherché O sur
la troisième droite CZ sera à une distance de BY égale à AD.
En effet, il suflit de prouver que l’on a toujours, quelque soit le point iYJ pris sur L.YI,
Am. A' D' = A'
A ni
AD
.AD, ou — , = xiÿ
A ni
Cette proportion a lieu évidemment, car on a
* A ni _ «M A 'ni'
AD — ail ~ À 7 !)'
Donc, etc.
Porisme LXXI1I. — Si autour de deux points fixes P, Q on fait tourner deux droites qui se coupent successivement en chaque point M d'une droite LE et qui rencontrent , respectivement, deux droites fixes AX, BY parallèles à la
base PQ, en deux points m, m'; le point A étant donné sur l’une AX de ces droites , et un autre point O quelconque étant aussi donné : on pourra trouver un point A! sur la droite BY et un point O' sur tinè droite donnée CZ, tels, que le triangle qui aura pour sommet ce point O' et pour base le segment A'in', sera équivalent au triangle ayant pour sommet le point O et. pour base le segment Am.
Qu’on - mène PA qui coupe ladroiteLEen a ; puis Qn qui rencontre BY eu A\ Qu’on prenne sur cettedernière droite A'!) 7 égal à la distance du point O et de la droite AX ; qu’on mène QD' qui rencontre LE en*/; puis Pt^qui rencontre AX en D. Enlin qu’on prenne sur CZ le point O' à une distance de A’Y égale à AD. Les points A' et CE seront les points demandés.
En ell’cl, les quatre droites Pa, PiM, P/l, PQ coupées par
AX, PL donnent, d après le Lenime XI,
A m a M EM
Âij ~~ad ' Ërf’
Pareillement
Mm' aM EM
M D' ~ hd ‘ Erf'
Donc
Am A' m'
Âï> ~ À ; L)' ‘
ou, en appelant Op, O'p', les distances des deux points O, O' aux droites AX, BY respectivement,
—— — — — , ou Am.O« = A'm.Op.
Op O/) t t-
Ce (|ui démontre le Porisme.
XIV e Genre.
Une droite, plus une autre, a un rapport donné avec tel segment compris entre un point donné et tel point.
Porisme LXXIV. — Quand deux points variables in, m' divisent deux droites en parties proportionnelles ; deux points A et B étant donnés sur la première droite: on peut déterminer un point C' sur la seconde, et une raison X, tels, qu'on aura toujours la re-
lation
Qu’on prenne le point C milieu de AB, et son homologue C' sur l’autre droite : ce sera le dernier point cherché. Soit A' l’homologue du point A, on aura •
BA
Eu effet, puisque A' et C' correspondent sur la deuxième droite aux points A, C de la première, de même que m' à ni, on a
Cm C m'
CA CA f
CK'-' Cm = cÂ'‘ Cm
ou
Am 4- B m ?.
CA
par conséquent
Ani-t-B/// 2. CA BA , Cm' — C'A 7 ~C r Â'~ A '
Porisme LXXV. — Si deux droites tournent autour de deux points Jixes P, Q en se, coupant sur une droite LE, et. rencontrent deux autres droites FX, F' X' parallèles à la base PQ, e»
deux points m, m'; deux points A, B étant donnés sur la droite FX : on pourra trouver un point C' siu F'X' et une raison tels, qu'on aura toujours
Cm' ~ '
Soit C le milieu des deux points donnés A et B; qu’on mène la droite PC qui rencontre la droite LE en c; -puis la droite Qc qui rencontre F' X' en C'. Ce point C' et la valeur
E EF
En effet, les trois droites PM, Pc, PE coupées par FL et FX, donnent, d’après lelemmeXI,
Cm cM EM
cf cF ’ If
On a de même à l’égard des trois droites QM, Qc et QR
Porisme LXXYI. — Étant donnés deux droites SL,
SL' et un point P, si autour de ce point on fait tourner une transversale qui rencontre les deux droites en me(m': on pourra trouver deux points A et B' sur ces droites , et un rectangle 'J , tels , que le rectangle des deux segments Am, B' nv sera toujours égal à ce rectangle v.
Que par le point P on mène la droite PA parallèle à SL', et la droite PB' parallèle à SL. Les deux points demandés A et B' seront
déterminés. Le rectangle v sera égal à SA. SIV; de sorte qu’on aura
Am. B' ni = SA. SB'.
Cela se démontre par le Lemme XI. Eu elïel, menons par le point S une droite qui coupe les trois PA, PU' et Pnt en a, o et a. On a j"ar le Lemme cité
Donc
Sa SS SA /«'B'
pia aS ni A SB'
ni A . ni' IV = SA . SB'.
Ce Porisme a été rétabli par Simsori et forme sa 4> r proposition. « Quæ est Poristna, unum scilicet ex iis quæ » Pappus tradit inter Pôrismata Lib. I. Euclidis, liisce » verbis : Quod recta... aufert a positione dalis segmenta » dalum rectangulum comprehendentia. »
Porisme LXX^ II. — Étant donnés trois / joints p, A, IV, on peut mener par les points A , B' deux droites fixes telles, que toute droite menée par le point p les rencontrant en deux points m, ni', le rectangle Am.B'in' ait une valeur constante.
En effet, si par le point p on mène les deux droites p A, p IV ; par le point A une droite parallèle à plV, et par le point B' une droite parallèle à p A : ces deux droites satisferont à la question.
Cela résulte du Porisme précédent.
II e LIVRE DES PORISMES.
Pappus dit : « Dans le second Livre les hypothèses sont » différentes, mais les choses cherchées sont pour la plu- » part les mêmes que dans le I er Livre. Il y a en outre cei- » les-ci. »
Nous donnerons d’abord les Porismes qui appartiennent en propre au second Livre et qui y forment les genres XVI à XXI, puis, ceux qui rentrent dans les genres du I er Livre.
XVI* Genre.
Tel rectangle seul, ou tel rectangle plus un certain espace dotlné est dans line raison donnée avec telle abscisse.
Porisme LXXVIII. — Si deux points variables m, m' sur une même droite, sur laquelle sont donnés quatre points fixes dans l'ordre a, c, a', e', sont liés par l’équation
am ^ m’ a' cm c' m '
on peut trouver un point b', un rectangle v et une ligne fl, r a , r , tels, que, quand les
• ‘| «r - * * T ?*" «' deux segments am,
b'm' se trouvent dirigés dans te même sens, on a toujours aussi la relation
am . b' m' 4- v mm'
En effet, l’équation proposée s’écrit :
am . c'm! =fc X . m'a . cm,
Remplaçant cm par ( ca — ma ) et ni a' par (m'c'-H c'a ), il vient
am . c' ni = ï [ ca . ni' d 4 - ca. c'a! — ma . nt'd — ma . du' |
, , \.c a \.ac . , k.ac . ,
am . cm ■+■ . ma — : . cm — — . a c — o.
Prenons les deux points I et J' déterminés par les expressions
al
k.ac k.c a
- et c J = . — — i
dans le sens des segments ne, c'a', respectivement; l’équation devient
am.dm -f- d}' .ma — al. c'm' — a I .a^d — o.
Introduisons le point b', au lieu de c', en remplaçant dm 1 par (b' m' — b'd) dans le premier terme, et par (am' — ad) dans le troisième: on obtient, après les réductions,
am.b'm' -+- am.i'b' — al.am'-t- al.aa' = o.
Le point b' est quelconque. Prcnons-lc de manière que .T'A'=aI : il sera à la même distance que le point a du milieu des deux I et J'; et l’équation deviendra
am . b'm' — al (am' — am) -t- al. aa! = o ou
a ni .b' m' «1 .aa' ,
En la comparant à celle que l’on s’est proposé de démontrer, on conclut
V — al.aa' cl p = al,
ou
\.ac .an!
\.ac X -+- 1
Remarquons que le point I déterminé par l’expression
«1 = ^ occupe la position que prend le point m quand
ni est suppose infiniment éloigné. Car la relation donnée
am ^ a' m' me ’ c' m'
ou am — l.mc = X («te — am)-,
>.<ic
am = r
Ainsi le point m coïncide avec I.
Pareillement, quand le point m est infiniment éloigné, le point correspondant ni coïncide avec J' déterminé ci-dessus.
Observation. Nous avons supposé, dans l’énoncé du ' Porisme, que les quatre points donnés se trouvaient dans l’drdre a, c , a', c', que présente la figure, et auquel s’applique la démonstration. Mais, quelque soit l’ordre de ces points, sous la seule condition que les deux segments ac cl au' se trouvent dirigés dans le même sens, le Porisme a toujours lieu.
Il subsiste même encore, quand les deux segments ac, aa! ont des directions différentes; mais alors ce n’est plus à l’égard des couples de points /«, ni qui font des segments am, b' ni de même direction ; c’est à l’égard des couples de points pour lesquels ces segments se trouvent de directions contraires.
Dans chaque cas la démonstration sera imitée de celle qui précède. Il est inutile d’ajouter que dans la Géométrie moderne une seule démonstration, de même qu’un seul énoncé delà proposition, suffisent pour tous les cas possibles.
Cas particulier. D’après la généralité du Porisme, quelle que soit la position relative des points donnés, on peut
se réduit alors à
am
cm
et, par suite,
supposer que les deux poinis a et a 1 se confondent; nlors le rectangle v disparaît. Cela s'accorde avec l'énoncé du XM r Genre, auquel appartient le Porisme.
11 est à remarquer encore que dans ce cas, où le point a' coïncide avec son homologue a, le point b' coïncide aussi avec son homologue.
En cll’et, si a et al coïncident, l’équation devient, en appelant c la position de ce point,
cm .V m' — e\.ni m' .
Et si l’on suppose que ni vienne en h', on a . o = el./nm'.
Donc mnl — o, c’est-à-dire que les deux points homologues m, ni coïncident. Mais m' est en fl . Donc ce point II coïncide avec son homologue.
Porisme LXXIX. — Si autour de deux points P, Qon fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite
donnée de position ED cl qui rencontrent une autre droite aussi donnée df position AX, en deux points m, m' ; le point A étant donné sur cette droite : on pourra déterminer un second point. IV, un rectangle v, lequel peut être nul, cl une ligne p, tels, que, pour certaines positions du point M, en nombre infini, sur la droite AX, on aura toujours la relation
mm 1
En efTet, d’après le Porisme XXIV (Corollaire TII), il existe entre les deux points m, ni que les deux droites tour-"
ioogle
liantes déterminent sur la droite AX, une relation telle que Am.C' ni — \.h! ni . C ni,
dans laquelle A et A' sont des positions particulières des deux points variables m, ni ; ainsi que C et C'.
Par conséquent, d’après le Porisme précédent, celte relation donne lieu à celle-ci :
A ni v = p . mm'.
11 s’agit de déterminer la position du point B', le rectangle v et la ligne a.
Qu’on mène Ql) parallèle à AX, qui rencontre la droite LD en D, et PD qui rencontre AX en I. Puis, PH parallèle à AX, qui rencontre LD en H, et QH qui rencontre AX en J'. Qu’on prenne B' sur AX, à la même distance que A du milieu des deux points 1 et J'. Enfin qu’on mène PA qui rencontre LD en a, et Q a. qui rencontre AX en A'. On aura
p = AI et v = AI. AA';
et, par suite,
Am .B'm' -f- AI . AA' . T -, = AI.
mm
Car le poiut I qui vient d’être déterminé est évidemment la position (pie prend le point m quand m' est infiniment éloigné; par conséquent, cette équation est celle qui a été démontrée dans le Porisme précédent.
On vérifiera aisénicntquedans le premier membre de celte égalité, le signe plus aura lieu, conformément à l’énoncé du Porisme, pour les positions du point M, telles (dans la figure ci-dessus), que les deux points m, ni se trouvent de côtés différents des points A et B', respectivement. De sorte que, sous celte condition, le Porisme 9era démontré. -• Quand le point A est situé en Eoù la droite LD rencontre AX, le point A' coïncide avec A, de sorte qu’on a AA' = o. Mais alors le point B' coïncide aussi avec son Homologue;
ce qui a lieu en F où la droite PQ rencontre AX. L’équa lion devient donc
Em.Fm' r .
Pareillement, quand le point A est en F sur la base PQ, B' est en E.
Ce sont les cas prévus par l’énoncé que Pappus a donné du XVI e Genre.
PotusMF, LXXX. — Si par chaque point M d'une droite LF on mène, une droite aboutissant à un point fixe P et une autre droite MQ parallèle à une droite donnée ; et si ces deux droites rencontrent une autre droite donnée AX
en deux points in, m'; le point A étant donné sur la droite AX : on peut déterminer un point IV, sur celte droite, un rectangle v et une ligne p, tels, que pour des positions du point M, en nombre infini, sur AX, on aura toujours
Am . B' ni' v mm'
En effet, qu'on mène à LF la parallèle PI qui rencontre AX en I; puis, à AX la parallèle PH qui rencontre LF en H; et parallèlement aux droites MQ, la droite HJ' qui rencontre AX en J'. Qu’on prenne sur AX le point B', à la même distance que le point A du milieu des deux points I, J' ; et enfin qu’on mène PA qui rencontre LF eu », et par ce point une parallèle aux droites MQ, qui rencontre AX en A'. On démontrera, par les considérations employées pour les Pot istnes précédents, que
p. = AI, et v = AI. AA';
el que l’on a dès lors
Am .B'm' -+- AI . AA' . t — AI.
mm
Ici (c’cst-à-dirc dans la figure ci-contrc) le rectangle AI. AA' sera additif pour toutes les positious du point AI qui seront telles, que les deux points iw, m! soient du même côté des deux points A et B 1 , respectivement.
Si le point A se ti<âftveen F, sur PE parallèle aux droites MQ, ou en F, A' coïncide avec A (et B' avec F, ou avec E), et le rectangle v est nul : de sorte qu’on a
Em.Fm'
= El;
Fm.Em' T _ ou ; — = ri.
LePorismccsl donc complètement démontré.
Porisme LXXXI. — Par un point O donné sur une droite OE, on mène deux droites Om, O m! faisant avec OE des angles égaux, et rencontrant, une droite fixe AF.
en Jeux points m et m ; le point A étant donné sur cette droite : on pourra trouver un autre point B', un rectangle v et une ligne p, tels, que pour des positions des points m, m', en nombre infini, on aura toujours l égalité ■
Am.BV -+- v
mm
Soient OF perpendiculaire à OE et I le milieu de FF.; soit, en outre, l’angle FO A' égal à FOA ; on prendra IB'= Al, v = AI . A A' et p = AI ; de sorte qu’il faut démontrer que pour des positions des points m, m on aura
A/n.B'/n' 4- Al . AA' . »
mm' <
Le» jioiuts m, m! devront se trouver du même côté des deux points A et B', respectivement, lorsque le point A sera en dehors du segment FE, à droite ou à gauche iiididéreimnent; et de côtés differents des deux points A et B' lorsque le point A sera entre E et F.
Supposons le point A à gauche de F." Soit la droite GOG' parallèle à AE. Les quatre droites OA, 0 m, 01, OG font entre elles des angles égaux à eeux^^ droites OA', O m', OG', 01 ; et l’on en conclut, par les Torollaires des Lcmmes III et XI (p. 83 et 84), la relation
Am.lm' = A' m ' . AI.
Ecrivons
Am(IB'-hB'm') = A'm'.AI, pu, parce que IB' = AI,
A m .B 'ni' -h A m. AI = A 'm . AI, Am.BW+(AA'+ A'm)AI = A'm'.AI, Am.B'm'ÿ AI. AA' = AI (A 'ni — Am) = AI. mm'; pt enfin
A m . h' m' -+■ AI. AA' ..
AL
mm
La démonstration se fera par le même raisonnement, dans le cas où le point A sera pris entre E et F.
Si A coïncide avec un de ces deux derniers, le rectangle v sera nul évidemment, cas prévu par l’énoncé du XVI* Genre.
XVII' Genre.
Le rectangle compris sous telle droite et telle autre droite est dans une raison donnée avec une certaine abscisse.
PoftiSME LXXXII. — Si deux points ■variables sur une droite ef sont liés par la relation
cm . rm ' mf fax"
Je sorte qu’il faut démontrer que l’on a
cm fm' A . ef
mm' X -+• i
En effet, que l’on mène par le point m\ et dans une direction quelconque, une droite m O égale à m'f ; puis, par le point e une parallèle à cette droite, et par le point O les droites Om, O f qui rencontrent cette parallèle en i et F.
Le Lemine XI donne, en considérant les trois droites O f, Om cl O m! coupées par les deux ef, eF,
cm cf ci mm’ ’ fm' ~~ cF
ou, parce que e F = ef,
cm ./ni'
— = ei.
mm
Mais on a encore
e i cm cm'
iV mf " fm'
Par conséquent, à cause de l’équation (i),
ei
Fi
), d’où
ci =
X.c F __ X . cf X -t- i X + i
DollC
cm .fm' X . cf
. mni' X ■+- i
Ce qu’il fallait démontrer.
Donc, etc.
Remarquons que la position du point 1 déterminée par
l'équation = À, est précisément celle que prend le point
m quand le point ni s’éloigne infiniment.
Car, dans ce cas, l’équation (i) se réduit à \ cl
donne pour le point ni la position même du point 1. Autrement. L’équation (i) s’écrit
cm .fin' = X . uni . mf.
Or il existe entre les quatre points e, f m, m , d’après le Porisme L1X, l’identité
mm' . cj = cm .fm' -+- ein' . mf,
d'où
eni . mf = mm . cf — cm .fm!'.
L équation proposée devient donc
cm .Jin' = X . mm' .cf — X . cm .fm 1 ;
d’où
cm .fm' \.ef
mm' X -f- [
Donc, etc.
Porisme LXXX111. — Si autour de deux points fixes
P, Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite donnée de position LF, et qui rencontrent une droite fixe NX en deux points m, ni'; F, F étant les points où la droite NX rencontre, la base P( y ) et la droite LF : on pourra trouver
une ligue p, telle, que l'on aura toujours Ent.Tm'
Ce Porisme est une conséquence du Lemme XVI (proposition i4 2 )j d’après lequel les quatre droites ML, MP, MQ, ME, coupées par les deux AX et LF entraînent l’équation
mR.FE_PR.GK W ’ Fri? ~ PQ * GQ -
Que l’on mène par le point Q une parallèle à EF, qui rencontre la droite LF en K; et qu’on mène PK qui rencontre EF en I.
Les trois droites KQ, KP, KG, coupées par les deux EG, EF, donnent
On a donc
PE . GE EI
PQ ’ GQ — ÊF‘
(Lemme XI.)
m E . FE mm' - fit?
ËF’
ou
= El.
Par conséquent, il suffit de poser p = El.
Donc, etc.
Poiusme LXXXIV. — St pur un point P on mène deux
droites faisant des angles / égaux avec une droite fixe
F » m f . / i« v et j
PX, et rencontrant une autre ihoite AY en deux points m, in : on pourra trouver deux points E, F sur cette dernière et une ligne p, tels, que le rectangle E m . F m! sera toujours égal au rectangle p.inm'.
Les deux points E, F sont ceux où la droite PX cl sa per-
pendiculaire menée par le point P rencontrent l’antre droite
donnée A\\ La constante p est égale à
En effet, les deux droites PE, PF sont les bissectrices de l’angle mVm' et de son supplément, par conséquent les «leux points ///, m' divisent harmoniquement le segment EF, c’est-à-dire que l’on a
F ni ni' F
On démontrera donc, comme pour le Porisme LXXXI1, ou l'on conclura de ce Porisme même, que
E m . F m' EF
mm' •?.
Donc, etc.
XVIIF Genre.
Tel rectangle ayant pour côtés la somme de deux droites et la somme de deux autres droites a un rapport donne avec telle abscisse.
Porisme LXXXV. — Quand deux droites tournent autour de deux points fixes P, Q en se coupant toujours sur une droite donnée de position LE, et qu'elles rencontrent une autre droite fixe AC, en deux points m, m'; les deux points A et C étant donnés sur cette droite : on peut trouver deux autres points B et D', et une ligne p, tels , que pour chaque couple de points m, m' dont le premier se trouvera hors du segment AB, et le second hors du segment eu, on aura toujours la relation
{Km -+- B/n) (Cm' -+- D'm')
w — fJ "
Soient E, F les points d’intersection de la droite AC' par les droites LE et PQ.
Qu’on prenne 15E = EA, I>'F = FC. Les deux points 15 et D' sout déterminés.
Qu’on mène par le point Q une parallèle à AC', qui rencontre LE en i; puis, qu’on mène Pt qui rencontre AC en I; on aura p — 4 EL De sorte que l’équation à démontrer est
( Am -+- Bm) ( C'ra' -f- D'm') _, T
mm
En eflct, les points E, F, I satisfont aux conditions du Porismc LXXX1II : et, par suite, ils ont avec les points ni, m la relation constante
F.ffi.Fm' _ mm'
Mais, de plus, le point E est le milieu de AI5 : donc
El pareillement, le point F est le milieu de 15'C : ainsi
L’équation devient dès lors
{ A m -t- B/n ) (Cm 1 -4- D'/w')
mm
PomsME LXXXVI. — Autour d'un point O pris sur une droite fixe OH, on fait tourner deux droites Om, O m' dont les angles avec cette droite OH sont toujours égaux, et qui rencontrent une nuire droite donnée AC' en deux
points m, né ; les deux points A et C étant donnés : on pourra trouver deux autres points 15 et D ; sur la même droite AC, et
une ligne p, tels, que quan/l les deux droites O va, Om' seront nu dehors des angles AOB, COD', respectivement, on aura toujours l'égalité
( A ni -+- B ni ) (C'n/ -+- D' ni' )
mm' y
La droite donnée OH et sa perpendiculaire menée par le point O rencontrent AC' en deux points E et F. On aura
p — a EF.
Qu'on prenne ensuite F,B = AF., et FF = C/F; les deux points demandés B et iy seront déterminés.
L’égalité proposée résulte alors du Porisme LXXXIV, en appliquant à la relation qu’il établit entre les points E, F, m, m 1 des transformations semblables à celles du Porisnie précédent.
XIX' Genre.
lïn rectangle qui a pour côtés telle droite et une autre droite augmentée d'une seconde qui a un rapport donné avec telle autre, et le rectangle construit sur telle droite et une autre qui a un rapport donné avec telle autre, ont leur somme dans un rapport donné arec une certaine abscisse.
Porisme LXXXYII. — Quand deux droites tournent
autour de deux points fixes P, Q en se coupant sur une droite LF, et rencontrant une autre droite fixe en deux points m, m'; si quatre points A, B, C', iy sont donnés sur celte autre droite : on peut trouver un cinquième point F.', deux raisons X et p, et une ligne v, tels, qu on aura la relation
A m ( C' ni' -4- ). . D'n/) -f- p .B ni . F/n/
En effet, soient E' et F les points d’intersection de la droite AB par PQ et LF, et I le point déterminé comme dans le Porisme LXXXIII : on aiira, d’après ce Porisme,
E ni' .V m
mm'
FI
Mais on sait qu’il existe entre les quatre points F, m , A, B, la relation
F/w.AB = AF.B/n-t-FB.A
. AB r AB
Et, pareillement, entre les quatre points F/, m 1 , C', iy,
Em =CD'’ ly "‘ H -cTr t "‘
Par conséquent l’équation (i) devient
. /E'D' , , , C'E' A AF u ,
Aw ’(ëp' C m + C 7 D' D m ) + ÂB Bm E ni
FB
ÂR
FI
A/n. (CW+
AF C' D' n ,
' FB W B "* E " L AB CT
V IV
FB E'D'
Il suffît donc de prendre
. _ c^e' _ af çjy _ ab cny
— E'D'’ ^-FB’E'D'’ v ~ FB Ë'D'* 1 ’
pour que le Porisme soit démontré.
Observation. Cette proposition donne lieu à d’autres Porismes.
Par exemple, on peut supposer que les deux raisons soient données ainsi que les trois points A, C', E': on déterminera la ligne v et les deux points B et D'.
Ou bien encore, si l'on donne la raison X et la ligne y, avec les mêmes points, on déterminera la raison p et les deux points 15, iy.
XX' (i enre.
l.a somme de ces deux rectangles est dans un rapport donné avec le segment compris entre tel point et un point donné.
Porisme LXXXVIII.- — Étant donnes sur une droite quatre points, placés dans l'ordre a, a', b, b' : on peut
trouver un cinquième point O î ? « 6 m ’ et une ligne p, tels, que pour
tout autre point, m, pris entre a et a' ou entre b et b' indifféremment, on aura toujours la relation
ma . ma' H- mb . mb'
mÔ ~
Le point O se détermine par la relation Oa.Oa' = Ob.Ob'-,
et la ligne p est égale au double de la distance «6 des milieux des deux segments aa! , bb'.
En effet, soit le point m situé sur bb', on a
ma. ma! = (mû -+- On) (mO -f- Oa')
= mû -h mO (Oa -h Oa') -f- Oa.Oa',
mb. mb' = (mO — O b) (Ob' — mO)
— m O (06 -f- Ob') — O b. Ob'.
Ajoutant ces équations membre à membre, ayant égard à l égalité qui sert à déterminer le point O, et observant que si a et 6 sont les milieux des segments aa! , bb', il en résulte
Oa-t-Oa' = îOji et O b -f- Ob’ = a OS; on obtient
ma . ma' + mb .mbl = 2 mO (Oa -f- 06) ce 2 ;nO. a6,
ma . ma' + mb . mb' m O
Observation . On vérifie aisément que la relation qui constitue ce Porisme, et le Porismemème, par conséquent, ont lieu quelle que soit la position relative des quatre points a, a', b, b', pourvu qu’on prenne le point m dans des régions différentes, déterminées par cette simple règle : quand les deux segments ma , ma' ont la même direction*, les deux mb, mb' doivent avoir, l’un par rapport à l’autre, des directions différentes; et réciproquement.
• Ce Porisme se trouve, sous un tout autre énoncé, parmi les Lemmesde Pappus relatifs au second Livre de la Section déterminée d’Apollonius. Il est reproduit dans douze Lemmes consécutifs (propositions 45-56) qui répondent aux différentes positions que peut avoir le point m, en raison des positions relatives des quatre points a, a', b, b'.
Dans la Géométrie moderne on comprend tous ces cas dans la seule formule
ma . ma' — mb .mb' m O
2 Sa,
en donnant des signes aux segments (voir Traité de Géométrie supérieure, p. i54).
Porisme LXXXIX. — Deux droites SL, SL' étant données de position ,• un point A étant donné sur lapremière, et un pointC sur la seconde :
on peut trouver deux points B et B' sur ces droites, et une ligne p, tels, que si autour d'un point donné P on fait tourner une transversale qui rencontre les deux droites SL, SL' en deux points m, m', on aura toujours pour chaque position de cette transversale comprise à la
fois dans les deux angles APB, C'PB', ou située au dehors , la relation
A m . B' ni -+- B m . C' m'
Bffl =f 1 -
Que par le point P on mène une parallèle à SL', qui coupe SL en I; qu’on prenne BI = AI, le point B est déterminé; et la droite PB marque sur SL' le point B'. La droite PA rencontre SL' en A'; qu’on prenne p = C'A': la ligne p est déterminée.
Supposons que la transversale soit intérieure aux angles APB, C'PB'; il faut démontrer que
Am.B'm'+Bm.C'™' ,
Or C'A'= C'm' + m'A'; par conséquent, il suffit de faire voir que .
Am. B'm' = Bm. m'A'.
En effet, les quatre droites qui partent du point P font sur les deux transversales SL, SL' des segments tels, que
Am AI ni' A'
ITrw * ÏB ~~ BV’
(Lemme XL )
ou bien, puisque AI = IB par construction,
Am m' A'
ou enfin
A m . B' ml =Bm.m'A'.
Donc, etc.
Lemme. — Quand deux points variables m , m' sur deux droites ab, a'b' sont liés par la relation
am , a' m' bm ' b' m' ’
si l'on prend deux points arbitraires c, d sur la première droite, et les deux points cf, à 1 qui leur correspondent sur la deuxième droite :
on peut déterminer une constante p, telle, qu'on aura toujours
cm c' ni
tint ^ d' m’
La valeur de cette constante est
Xèc + ca
^ \bd — ad
En eflet, qu’un place les deux droites ab, a 1 b 1 de manière que les deux points a, a 1 coïncident, les quatre droites bb\ cc\ dd' et mm' concourent en un même point. Caron a, par hypothèse,
Donc
am . a' ni
bm b' ni
ne , a' c'
Tc~ a ‘V?'
am ' ac a' ni # a' d
bm " bc b' ni ’ b' d
Ce qui prouve (Leinme XVI) que les trois droites b b 1 , ce et mm! concourent en un même point. Et le même raisonnement s’applique à la droite dd' .
D’après cela, il existe entre les deux systèmes, de quatre points a, c , d , meta, c , d , m (Lenime III ou Lcmme XVI), la relation
cm _ ca c' ni c’ a’ *
dm " da d’ m' ’ d' a''
d’où
\bc .al d — ac .b' d — ac .(b' at — d al),
(kbc -4- ca)a!d = ac.b' a! .
Pareillement
(Xbd — ad) a/d' = ad. b' a!.
Donc
a' d ac \bc-+-ca ac a' c' \bc -+- ca
_____ — — ___ • Oll — • - — - .
a'd’~ ad'\bd — ad' ad * a' d’ ~ \bd— ad
Et, par conséquent,
cm dm' \bc + ca dm d' qi 1 \bd — ad •
Corollaire /. Si l’on suppose que le point c coïncide avec a, il s’ensuit que l’équation
am , a' m'
bm ’ b' m' ■
donne lieu à celle-ci :
. am a' m' ba
dm d' m' À . bd — ad
Corollaire II. On peut prendre le point d de manière que l’équation devienne
am a' m'
. md d' m'
En effet, il suffit de faire
l.bd-ad = , > ^■^ = X.bd-ad,
}..ab = 'k.[ad — ab) — ad, ad=%-
Cette dernière expression fait connaître la position du point d.
Il existe une autre détermination très-simple de ce point.
Soit I la position que prend le point m quand ml est à l’infini; position qu’on détermine par l’équation
al -l
Ïî- A -
L’équation
devient
am
md
a m d'in'
£=i. al = d\.
la
Ainsi le point I est le milieu entre les deux points a et d ; et cette considération sert à déterminer le point d.
Porismb XC. — Quand deux points variables m, m' sur deux droites ab, a'!/ (qui peuvent être coïncidentes), sont liés par la relation
am , a' m'
bm ' b' m r *
on peut prendre arbitrairement un point ô! et déterminer deux autres points c, g et une ligne p, tels, que si les segments am, cm se trouvent de même direction ou de
directions contraires, et si les segments b'm' et diva! sont aussi de même direction ou de directions contraires , on aura toujours la relation
am.b' m' + cm .d' m'
— =ft.
grn
En effet, d’après le Corollaire II du Lemme qui vient d’être démontré, on peut trouver deux points e et d, tels, qu’on ait toujours l’équation
am
mp,
Ecrivons :
am, (d b 1 -+- b'm') = me (a! d ' — m' d'), am.b'm' rue . m' d' = me . a' d' — am . d b'.
Introduisons un point g, en remplaçant dans le second membre am par (grn — go), et me par (mg — cg) ; il vient
am.b'm! 4- cm.d'm' = gm[d' a! — db') -f -ga.c'b ' — gc.cta .
Qu’on détermine le point g par l’équation
ga d' a' gc ~~ c' b' ’
et la constante p ainsi
l’équation devient
am.b' ru! -f- ctn.d' m! = p.gm.
Purisme XCI. — De chaque point M d'une droite LM on mène à un point fixe P un rayon qui rencontre une droite AX en m; et du meme point M on abaisse une perpendiculaire Mm' sur une autre droite B'D'; le point A étant donné sur la droite AX, et les points B', iy
sur la deuxième droite B'iy : on pourra trouver deux points C et G sur la droite AX, et une ligne p, tels, que, quand les points m et m! se trouveront à la fois entre A et C, et entre B' et D', respectivement, ou bien lorsqu'ils seront à la fois hors de AC et de B'iy, la somme des deux rectangles Am. lVm' et Cm.D'rn' sera au segment Gm ‘dans le rapport de la ligne p à l’unité.
Il s’agit de démontrer l’égalité
Am .B'm' -f- Cm.D'm'
Qu'on mène à la droite LM, par le point P une parallèle qui rencontrera la droite AX en I, et qu’on prenne le point C sur le prolongement de AI, à la distance IC = AI.
La droite PC rencontre la droite LM en un point c d’où l’on abaisse la perpendiculaire cG sur B'D'. Du point a où PA rencontre LM, on abaisse sur B'D' la perpendiculaire a A!. Le point G se détermine par la proportion
GC — B'C
et l’on a *
En efl’et, les quatre droites PA, PC, Pm, PI coupées par AX et LM, donnent
^c : îc = 7 m’ ( Lemme XL)
ou
Am ,aM
puisque AI = IC.
Or, à cause des parallèles a A', Min!, cG,
aM A' m' •
cM CV’
Donc
Am A' m' m C Cm'
D’après cela, la démonstration du Porisme précédent s’applique au Porisme actuel.
Donc, etc.
PoaiSME XCII. — Autour de deux points fixes P, Q
( aoo )
on fait tourner deux droites se coupant toujours sur une droite donnée de position LM, et rencontrant, respectivement , en m et va! deux autres droites données de position ; si deux points A et C sont donnés chacun sur l'une de
ces dernières droites :
on pourra trouver un point B sur Am, un point B 7 sur Cm! , et une ligne fi, tels, que, quand les segments Am, Bm se trouveront de même direction ou de directions contraires, si les segments B'm' et C'm' ont aussi entre eux la même direction ou des directions opposées, on aura toujours la relation
B m . C ni
Bm ’ _ U '
Qu’on mène à la droite Cm! par le point Q une parallèle qui rencontre la droite LM en j; la droite P i coupera Arn en I : et en prenant BI = IA, le point B sera déterminé. .
Qu’on mène PB qui rencontre LM en b ; la droite Q b déterminera sur Cm! le point B'. Enfin, qu’on mène PA qui rencontre LM en a, et Qa qui rencontre Cm! en A'; et qu’on prenne p = C'A'.
Il faut donc démontrer que
Am.B'm' + lira.C'm’ CA'
Bm
Or, en supposant avec la figure, que les points m et m' soient situés sur les segments respectifs AB, C’ B’, on aura
Par conséquent, il reste seulement à prouver que Am. Y! ntl = Ynt.nl A'.
; fin.-
Zn if
En effet, d’une part les segments que les quatre droites PA, PB, P/n, PI font sur AB et LM ont entre eux, d après le Corollaire I du Lemme III (p. 82), la relation
A ni m AI aM , ai
Bw ‘ ÏB ~ élâ ' ~ïb'
Et d’autre part, on a, en vervu du Corollaire du Lemme XI (p. 83 ), appliqué aux quatre droites partant du point Q et coupées par les deux LM, A' B',
a M ai m! A'
6M ’ bi B ' m'
Donc
Km m AI m' K'
Wiïï ' ÏB M'
Mais AI = IB. Donc
Km m' K'
B m B' ni' 1
ou
A m . B' ni'
Bin.m'A 1 .
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Le rectangle compris sous telle
droite et telle autre est donné.
Poïusme XCIII. — Quand deux points variables m, m' sur deux droites ab, a'b' sont liés parla relation
uni .b' m 1 j
iS bni.a'm'
on peut trouver deux points I, J' sur les deux droites et un espace v, tels, que le rectangle Im. J'm' soit toujours égal à cet espace.
Soient c, c'deux positions correspondantes des points ni, m' sur les deux droites, de sorte qu on ait
ac.b'd bc , a ' c r
RliKSÜMVHBlTHT GENT $EMINÀRI£ VûûR HOGERE MEETKUNDE
( aoa )'
et, par conséquent,
ou
nm.b'm' ac.b’c' bm.a'm' bc.a'c ' *
arn.bc a'm'.b’c' bm.ac b'm'.a'c'
Supposons qu’on place les deux droites de manière que les deux points a , «'coïncident : les deux droites bb' , ce' se coupent en un point S, et la droite mm' passe toujours par ce point ; ce qui résulte de l’équation ci-dessus, d’après le Lemme XVI de Pappus. Qu’on mène les droites SI, SJ' parallèles aux deux droites a! b', ab, respectivement. On a, par les triangles semblables,
am m'a am m'a
SJ' J 'm'* ° l In J'nj'
• Écrivons
Im — In J'a — .1 ' m'
la ~ Vin'
Cette égalité se réduit à
ou
Im _ J'a' la J'm'’
Im.J'm'=Ia.J'«'.
Par conséquent v = Ia.J'a'. EtlePorisme est démontré. Remarque. La position du point I se détermine par l’expression
Car en considérant les quatre droites Sa, Si, Se, SI cou* pées par les deux ab, ai b', on a, d’après le Lemme XI,
I a % ca c' b'
I b ’ cb c' a' ’
On a de même
cb ‘ c' b' cb.c' a'
S'il' 1
Pouisme XCIV. — Étant donné un parallélogramme A1SCD, si de ses sommets] A, B on mène deux droites à , chaque point M du côté opposé CD,
/» lesquelles rencontrent la droite EF
r — y* qui joint les milieux des deux côtés
/ /y/, /'Z AB, CD, en deux points m, m' : on
/ peut trouver' un point I sur cette
/ Z droite EF et un espace v, tels, que
le rectangle Im.Im' sera égal à cet
espace.
En effet, on aura
\m.\ni' = IF*.
Car les quatre droites AC, AD, AM, AF coupées par les deux FC, FE donnent, en vertu du Leramc XI,
I m _ CM . DM
De même
1 m' _ DM . CM IF — DF ' CF'
Et, par conséquent,
I ni . I m' — ÎF .
Porisme XCV. — Étant donnés un parallélogramme ABCD, et deux points P, Q sur ses côtés AD, CD, si par ces points on mène dans une direction quelconque deux
droites parallèles qui rencontrent en m et m' les deux b côtés AB, CB : le rectangle Am. Cm' est donné.
Soieut N, N' les points dans lesquels la droite PQ rencontre les deux côtés AB, CB, on a
Am.Cm'= AN.CN'.
En effet, on voit par les triangles semblables que
Am _ CQ AP _ CIV
ÂP ~ Cm' 61 AN — CQ 1
par conséquent
A m _ CIV AN “ Cm'’ ou
Am. Cm' = AN.CN'.
Porisme XCVI. — Si autour de deux points fixes P, Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur une
droite donnée de position % LF, et rencontrent une autre droite fixe A X en deux points m, m' : on pourra trouver deux points I, T sur celte dernière droite, et un rectangle v, tels, que le produit des deux segments Im, J'm' sera toujours égal à ce rectangle v.
Qu’on mène parallèlement à la droite fixe AX la droite QC qui rencontre LF en C : la droite PC coupera AX en I. Que pareillement on mène la droite PD parallèle à AX, laquelle rencontre LF en D : la droite QD coupera AX en J'. Les deux points cherchés I, J' sont ainsi déterminés.
Quant à la constante v, soit F le point de rencontre de la droite LF et de AX ; on aura
v = IF.J'F.
Il faut prouver dès lors que
I m. JW = IF.J'F.
Or cela résulte, sans difficulté, du Lemme XI (proposition x37). En effet, d’une part, en considérant les quatre droites PM, PF, PC, PD coupées par les deux AX,et LF, on trouve
Im _ CM. DM ÏF — CF’ DF 5
et, d’autre part, en considérant les quatre droites QM, QF, QC, QD coupées par les deux mêmes
J' F CM > DM
i'm' — CF * DF *
Donc
lm JF
ou
I m. J V= IF.J'F.
Porisme XCVII. — Quand deux droites tournent autour de deux points fixes en faisant entre elles un angle de grandeur donnée, et quelles rencontrent en deux points m, m' deux droites données de position : on peut trouver sur ces dernières droites deux points fixes I et J', et un rectangle v, tels, que le rectangle Im. J'm' soit toujours égal à ce rectang/ev.
En effet, considérons quatre systèmes de deux droites
inclinées outre elles sons l'angle donné. Dans le premier système les deux droites rencontrent, respectivement, les deux droites données en a et a' \ dans le deuxième système, en m et m'\ dans le troisième système, la droite menée par le point Q est Q/ parallèle à l’une des deux droites données, cl la droite menée par le point P rencontre l’autre droite donnée au point I; enfin, dans le quatrième système, la droite issue du point P est P j parallèle à cette dernière droite donnée, et la droite issue du point Q rencontre l’autre en J'.
Les droites Pn, Pm, PI et P j coupent la droite a' m' en quatre points que nous appellerons A, M, i et J. On a entre ces points et les trois a, m, I la relation
I m Ta
/M . JRI <A * JA*
(Lemmc XI.)
Mais ces quatre droites fout entre elles les mêmes angles que les quatre droites correspondantes Qa', Qm', Qi et Q J' : par conséquent, on a entre les quatre mêmes points A, M, J, i et les trois a\ m', J', la relation
Donc
/ M JM J 'a' . ..
JI = ÏW (foliaire II, p
J ^ J //î Tl// I lit
~ — = 77— r> ou Im. J'm = la. J a .
In J a
Ainsi v = la. J' a' = const. Ce qui démontre le Porisme.
Obseivation. Si les deux points P, Q coïncidaient, auquel cas il y aurait à considérer un angle de grandeur donnée tournant autour de son sommet, et dont les côtés rencontreraient les deux droites fixes en deux points m, tn! : la proposition qui vient d’être démontrée permet de conclure qu’il existe dans ce cas sur les deux droites deux points I et J' donnant lieu à la relation constante
lin.J'm' const.
Pobisme XCVIII. — Si autour de deux points P, Q on fait tourner deux droites faisant, respectivement, avec
deux droites fixes PX, QY A deux angles égaux, mais en |m' / sens contraire ; ces deux droi-
/ ' tes tournantes rencontreront Y deux droites fixes AZ, B' U' en
Ü deux points m, m' : et Von
pourra trouver sur ces dernières droites deux points I, J', tels, que le rectangle I m . J'm' soit égal à un rectangle déterminé.
Qu’on mène la droite PI faisant l’angle IPX égal à l’angle qu’une parallèle à B'U', menée par le point Q, fait avec la droite QY; le point où cette droite PI rencontre AZ est le point I demandé. On détermine, semblablement, le point 3' sur B'U', en faisant l’angle J'QY égal à celui qu’une parallèle à AZ, menée par le point P, fait avec la droite PX.
La démonstration de ce Porisme est semblable à celle du
Porisme précédent.
Porisme XCIX. — Si de chaque point M d'une droite LM on mène une perpendiculaire Mm sur une droite fixe
AX, et une droite MP aboutissant à un point fixe P, laquelle rencontre une troisième droite BY en un point m': on peut trouver sur les deux droites AX , BY deux ftoints I, J', tels, que le rectangle lin. J'm' sera égal à un rectangle
déterminé v.
Qu’on mène par le point P une parallèle à BY, qui rencontre la droite LM en a, et que de ce point on abaisse une
perpendiculaire il sur la droite AX. Le pied de cette perpendiculaire est le point cherché I. L’autre point J' sera situé à l’intersection de la droite BY et d’une parallèle à la
droite LM, menée par le môme point P. Et l'on aura • Im. J' rn' = const. = v.
La démonstration n’offre aucune difficulté, d’après ce qui précède.
Porisme C. — Étant donnés un triangle ABC et une droite DE parallèle à la base AB, si autour d'un point P situé sur celte droite on fait tourner une transversale qui rencontre les deux côtés du triangle en deux points a, b, et qu'on mène les droites A a, Bb qui rencontrent DE en tn et m', le rectangle Pm.Pm'sem constant.
Ce théorème est une conséquence du Lemme XI. En effet, les trois droites AB, AC, A a coupées par les deux PD, P a, donnent, d’après ce Lemme,
PD T^PÏ'fV
De même les trois droites BA, BC, B6 donnent
On a donc
ou
PE _ P m' ~
PD
P a # F a Vb * fl'
PE
= Pm'*
Pm.Pm' = PP-PE.
Ce qui démontre le Porisme.
Porisme CI. — Étant données deux droites OA, OL, et un point. A sur la première , si par ce point on mène arbitrairement deux droites AM, AM' qui rencontrent la droite OL en M et M', et que par ces points on mène
deux autres droites Mm, Mm! parallèles, respectivement, à AM', AM, et qui coupent OA en m et m! : le rectangle Om-Om'eiï. donné.
On a, en effet,
Om.Om! = OA .
Car les triangles semblables formés par les parallèles donnent
Om_OM OA _ OM
OA — OM' Ct Ont' ~ ÔjvP'
O m _ OA OA — CW’
ou Ont. Ont 1 = OA.
Remarque. Il existe encore d’autres relations entre les segments déterminés par la construction de ce Porisme. Telle est la relation
Om
Ôïn’
Km
Am’'
qui se déduit des mêmes triangles semblables. Eu effet,
OM
Km Km'
On a aussi cette autre relation
Om
Ont'
Am = '2 A p.Om,
fj- étant le milieu de mm'.
On voit effectivement que
A ni MM'
Ôm = ÔM ’
et que de plus
Am' — A m Am' OM' OM' — OM MM'
A m ~ A m * OM OM OM
Donc
A ni A m' — A m 2 A u O m Am Am
OU
Am = 2 A [i . O m 11* Genre (i).
Poiusmf. Cil. — Étant (Ion nées fieux droites SA, SA', si par un point donne P on mène une droite qui les rencontre en a, a', et sur laquelle on prend le point ni déterminé par l'égalité
ma P «
ma’ P a' "
ce point est situé sur niie droite donnée de position.
Cela résulte du LcmmeXIX (proposition i/f5). Car soient PBB' une position de la droite menée par le point P, et M . le point déterminé par l’équation
MB _ PB MF — PB
D’après le Lemme, le point m, quelle que soit la direction de la droite P aa 1 , sera situé sur la droite SM.
(1) Voir l’énoncé de ce Genre, p. 1 17
Porisme CIII. — Étant donnés deux droites SA, SB et un point P, si par ce point on mène deux droites quelconques qui rencontrent les deux droites données en a, a 'et b, b': le point de concours des diagonales ab', ba' sera sur une droite donnée de position.
Ce Porisme est encore une conséquence du seul Lemrae
En effet, soient a, S les points déterminés par les égalités % a P a 6 b P b
^ = P7’ Wb’~TP'
Il résulte du Lemtne XIX que la droite aê passe par le point S, intersection des deux droites ab , a'b\ et aussi par le point m, intersection des deux droites ab' , a'b.
Mais d’après le Porisme précédent, la droite S«ë est déterminée de position; donc le point m est sur une droite déterminée de position.
Porisme CIV. — Trois droites étant données de position •et trois points A, B', C" étant donnés sur ces droites, si Ton cherche un point M, tel, que les pieds des perpendiculaires abaissées de ce point sur les trois droites étant m, m', m", on ait entre les segments Am, B'm', C" m" la relation
km -+- >.B' m'
\ et p étant deux raisons données : le point M sera sur une droite déterminée de position.
Cette proposition est une conséquence du Porisme LXVin, d’après lequel, si l’on détermine deux points M,, Mj satisfaisant à la question* c’est-à-dire à l’équation A m 4- À . B' m'
-cv — =
une infinité d'autres points de la droite M|M, satisferont aussi à celte équation.
Porisme CV. — Trois droites étant données de position, si Ton cherche un point M, tel, que les obliques Mp, Mp 1 , Mp" abaissées de ce point sur les trois droites, sous des angles donnés, aient entre elles la relation constante
1 et p étant des raisons données : le point M sera sur une droite donnée de position.
Ce Porisme se déduit sur-le-champ du précédent; car si par un point A de la première droite sur laquelle tombent les obliques M p on mène une parallèle AX à ces obliques; et par chaque point M des parallèles à la première droite : ces parallèles feront sur AX des segments Am égaux, respectivement, aux obliques Mp. Si l'on remplace, semblablement, les autres obliques M //, Mp" par des segments B 'm', C on aura, entre les trois segments correspondant au même point M, la relation
CV = P
et, conséquemment, le point M sera sur une droite déterminée de position.
Remarque. Ce Porisme est un cas particulier d’une proposition des Lieux plans d’Apollonius, rapportée par Pappus, en ces termes :
Plusieurs droites étant données, si d ’un point on abaisse sur ces droites des obliques sous des angles donnés, et que le rectangle d’une oblique et d’une (ligne) donnée, plus le rectangle d’ une autre oblique et d'une donnée, fasse une somme égale au rectangle d’une autre oblique et d'une donnée, et semblablement pour les rectangles des obliques restantes: le point sera sur une droite donnée de position.
Porisme CM. — Quand deux angles de grandeur constante MPm, MQm tournent autour de leurs sommets P,
Q de manière que les côtés PM , QM se croisent toujours sur une droite LM donnée de position , l'angle P étant donné de grandeur : on peut déterminer la grandeur de l’angle Q, de manière que le point d'intersection des côtés Pm, Qm des deux angles soit aussi toujours sur une droite donnée de position.
Que l’on place l’angle P de manière que son second côté Pm coïncide avec la droite PQ, son premier côté PM viendra couper la droite LM en un point C; que l’on prenne l'angle Q égal à CQK, dont le premier côté est QC et le second QR prolongement de PQ. Cet angle satisfera à la question.
En effet, considérons les deux angles mobiles dans quatre positions, où leurs premiers côtés se croisent sur la droite LM en quatre points A, B, M, C. Dans les trois premières positions, leurs seconds côtés se croiseront en trois points
a , b, m-, et dans la quatrième position, ils coïncideront suivant la droite PQ.
Soit c le point où la droite ab rencontre PQ -, et supposons qu’elle coupe les deux côtés Pm, Qm en deux points m,, m,.
On a entre les quatre points A, B, M, C et les quatre a ,
b , m,, c (par le Corollaire III du Lemme III, p. 84)»
am, m ac AM > AC
Tin,' Te ~~ BM * BC*
Pareillement
am, ac b/n, ' bc
Am . ac
BM ' BC -
Donc
bm, bm.
Ce qui prouve que les deux points m,, m, coïncident, c'està-dire que le point m se trouve sur la droite ab.
Le Porisine est don»' démontré.
Porisme CV11. — Quand deux droites LA, L'A' sont divisées en parties proportionnelles par ' deux points i>ariables a, a', entre lesquels a lieu, par conséquent, une relation telle que sl l ’on prend
sur chaque droite aa' le point m qui la divise dans un rapport donné u. : ce point est sur une droite donnée de position ; et celte droite est une de celles qui divisent l' LA et L'A' en parties proportionnelles.
En efl’et, soient met m' les points qui divisent- les deux droites aa ' , b b' dans le rapport donné ix. La droite »/»«' ren- <»ntre les deux droites LA, L'A' en c et c'. Des parallèles à cette droite mm' , menées par les points a, h, coupent L'A' en a et S.
On a, par les triangles semblables,
Et de i
Donc
nia
ma ' r
OU “77 , i /
C b CD
allèles
aa , b c, CC , —
ca
cb
Donc
cif • a
cb c' b'
Ce qui prouve que la droite mm' ou cd est du nombre des droites aa', bb', . , . , qui divisent lus deux LA, L'A' en parties proportionnelles. Or par le point m ou ne peut mener qu’une telle droite (i). Donc les points m", m'",... qui divisent d’autres droites dd' , ee', . . . dans le rapport f*, seront sur la droite cd. Donc, etc.
Corollaire. Puisque chaque droite qui divise en parties proportionnelles les deux droites aa', bb' est une de celles qui divisent en parties proportionnelles les deux droites données LA, L'A', on en conclut ce théorème :
Quand deux droites LA, L'A' sont divisées en parties proportionnelles par un système de droites aa', bb', . . . , deux quelconques de celles-ci sont divisées en parties proportionnelles par toutes les autres, y compris les deux
LA, L'A'. \ u Pj. .
Porismk CVIII. — Quand trois points variables m, m , m" sur trois droites fixes L, 1/, L" divisent ces droites en parties proportionnelles, le centre de gravité du triangle mm'm" est situé sur une droite déterminée de position.
En effet, le centre de gravité g du triangle mm'm" est situé sur la droite menée du point m au milieu p de m' m" à
(|) ÏI1 effet, si trois droites an', bb', cc' laissaient par un même point ni, on aurait, eu appelant S le point de rencontre doa deux droites I.A, I. A , L’équation
^ ÎLA : , (Lemme lit do Pappus. )
oc S c a' c’ S c
, ab a' b' Sft S b'
Or, par hypothèse, — = ^77,- Donc ^ - jrp-
Mais cette proportion exprime quelesdeux droites bb', cc' sont parallèles; ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc trois droites qui divisent en parties
proportionnelles deux droites données LA, L'A' non parallèles, ne peuvent
pas passer par un môme point.
unedistauee mg = - wp. Or le point p est sur une droite
déterminée de position, qui est une des droites m' m" (Porismc précédent). Et le point p fait sur cette droite des divisions proportionnelles aux divisions que le point ni fait sur L' (Corollaire précédent), et, par conséquent, proportionnelles aux divisions que le point m fait sur L. Donc le point g qui divise la droite m p dans un rapport donné, est situé sur une droite déterminée de position.
Porisme CIX. — i Si de chaque point M d'une droite L donnée de position on abaisse des perpendiculaires sur trois droites fixes , le triangle déterminé par les pieds de ces perpendiculaires a son centre de gravité situé sur une droite donnée de. position .
En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les trois droites en parties proportionnelles. Par conséquent, le Porisme est une conséquence du précédent.
III e Genre (i).
Porisme CX. — Quand deux angles égaux APA',
AQA' sous -tendent une même corde AA', si V on fait tourner le premier P autour de son sommet : les cordes a a', bb', . . . , mm' que ses côtés interceptent entre les côtés du second Q, seront divisées toutes par la droite AA', dans une raison donnée.
Les deux points variables m, m forment sur les deux droites indéfinies QA, QA' deux divisions semblables, et
(i) Voir l’énoncé de ce Genre, p. i33.
l'on a
ÂV
= const. =
En effet, quand le côté PA de l’angle mobile devient PC parallèle à la droite QA, l’autre côté PA' devient en même temps PC’ parallèle à QA'. Les quatre droites PA, Pa, Pnt et PC ont leurs angles égaux, respectivement, à ceux des droites PA', Pa', Pm' et PC'. Appelons A", a", m", C" les points où ces droites rencontrent QA . Ces points et les trois A, a, «donnent lieu (d’après les Corollaires des LemmesIII et XI, p. 83) à l’équation .
Am A" m" ’ Cm"
On a, pareillement, entre les quatre mêmes points A", a", ni", C" et les trois A', a', m',
Donc
oit
A 'a' _ A" «" . C'a" A 'm' ~ PC~m" * CV'
Am A' m'
An
—r = const.
Ainsi les deux droites QA, QA' sont divisées en parties proportionnelles par les cordes mm!. Dès lors, d’après le Porisme CVII, l’une de ces cordes, par exemple AA', divise aussi toutes les autres en parties proportionnelles. Si donc a et a sont les points où les deux cordes aa'et mm! rencontrent AA', on a
fi m a fl ^
fim' a «'
V* Genre (1).
Porisme CXI. — Étant données trois droites A, B,C et deux raisons X et p : on peut trouver une quatrième droite D, telle, que toute droite coupée par les trois premières en trois points a, b, c faisant des segments ab, bc dans le rapport X, sera coupée par la quatrième I) en un quatrième point tl, qui déterminera des segments da, db dans le rapport donné u.
En effet, si les droites abc, a! b' d, a"b"c", . . . sont divisées en parties proportionnelles par les trois droites A, B, C, deux de ces dernières, A, B, sont elles-mêmes divisées en parties proportionnelles par les droites abc, a'b'c',. . .. C’est ce qui résulte du corollaire du Porisme CV1I. Donc, d’après ce Porisme même, si l’on preud sur cellcs-ci les points d , d ', . . . , tels, que l’on ait
da d' a'
db~P'
ces points d , d', . . . seront sur une quatrième droite D déterminée de position. Ce qui démontre le Porisme énoncé.
VI* Genre (a).
Porisme CX1I. — Étant donnés trois points A, B, C et deux raisons X et u, si l’on demande une droite telle, que les perpendiculaires p, q, r abaissées des trois points sur celte droite aient entre elles la relation
cette droite passera toujours par un même point.
Cela résulte du Porisme LXXI, d’après lequel, si l’on
(i) Voir l'énoncé de ce Genre, p. i'M>.
(i) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 1 39.
PoRISME CX1II. -
détermine deux droites satisfaisant à l'équation proposée, toute autre droite menée par leur point d’intersection y satisfera aussi.
■ Étant donnés deux droites SA, SA'ef
deux points P, V on ligne droite avec le point S, si autour de ces points on fait tourner deux droites parallèles qui rencontrent, respec- ' tivement, SA et SA' en m et m' : la droite mm' passera par un point donné.
En effet, soient P«, et P' a' deux droites parallèles, et P b, P b' deux autres droites parallèles \ les quatre droites PS, P a, P b, P m font entre elles, deux à deux, des angles égaux aux angles formés par les quatre droites P'S, P' a', P b 1 , P ni'. Par conséquent, 011 a (d’après le Corollaire 111 du Lemme III, p. 84),
Sa. m/> S a' m' b'
Si ma , S b', m'a'
Et celte équation prouve, d’après le Lemme XVI, que la droite mm' passe par le point d’intersection des deux droites aa 1 , bb' . Ce qui démontre le Porisme.
PotuSME CXIV. — Un triangle ABC étant donné, si par
le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet C sur la base AB, on mène deux droites faisant des angles égaux avec la perpendiculaire et rencontrant, respectivement, les côtés CA, CB en a et b : la droite ab passera par un point donné.
Soit a! b' une deuxième droite semblablement déterminée. Les quatre droites DC, Da, D«' et DA font entre clics des angles égaux à ceux des droites DC, D b, D b' et DB. Par
conséquent, on a entre les deux systèmes de quatre points C, a, «', A et C, b , b\ B (d’après le Corollaire III du LemmelU, p. 84), l’équation
■ C« A/i Ci m B 6 Ca.Aa' Ci.Bi'
CÏ? : ÂW = Cb' : Bb'' ° U Cfl'.Aa ~ Ci'.Bi*
Donc, d’après le Lemme XI ou le Lemine XVI, les trois droites aA, a 1 b’ et AB passent par un même point. Ce qui démontre le Porisme.
Porisme CXV. — Si fia chaque point d'une droite donnée de position LE, on abaisse sur deux droites parallèles deux obliques sous des angles donnes : la droite qui joindra les pieds de ces obliques passera toujours par un même point.
En effet, soient m, m! et A, A' les pieds des obliques abaissées de deux points M et a de la droite LE : on a par les triangles semblables (comme au Porisme XLYI),
Am _ AE , A'E' A' m' « E * uE' -
Mais, en appelant P le point où mm' rencontre AA', on aura visiblement
AP Am
Fp“âw
AF
= const.
Donc le point P est fixe. Donc, etc.
Porisme CXVI. — Quand trois droites sont parallèles, si autour de deux points P, Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur V une des premières et rencontrent les deux autres en deux points m, m' : la droite mm' passe
par un point donné.
( aal )
En cfl’el, on a ,
Km _ EP _ E 'm' E'Q
fm — fp ct TïTf — Tq '
Donc
E m _ EP _ E'Q E' m' ~ FP ' FQ ’
Mais la droite mm' rencontrant PQ en p, on a de plus
Donc
E m Ep
E' m’ ~ Fp‘
E p _ EP . EQ E'p — FP ' FQ"
Le point p est donc fixe. Donc, etc.
Pobisme CXV1I. — Étant données trois droites SA, SB, SC qui passent par le même point S, si autour de deux points fixes P, Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur l’une de ces droites SC, et rencontrent, respectivement, les deux autres en a et b : la droite ab passe par un point donné.
En effet, soient c et p les points où la droite ab rencontre SC et PQ. Le Lemme III, appliqué d’abord aux trois droites SA, SB, SC coupées par pab, p AB, fournit la relation
ep # bp C p . Bp
. ca ‘ ba CA * BA
Et pareillement, à l’égard des trois droites ma, mb , me coupées par les deux mêmes,
il . h _ Çp .-Q?
ca ‘ ba CP ' QP De ces deux égalités résulte celle-ci :
Bp BA . CP Qp “ CA QP
qui détermine la position du point p sur la droite PQ. Ce cpii démontre le Porisme.
Porisme CXVJII. — Si sur deux droites SA, SB dont les points A, B sont donnés, on prend deux points m, m' liés par l'équation
A m .B ni = AS . BS :
la droite mm' passera par un point donné.
Qu’on forme sur les deux droites SA, SB le parallélogramme ASBP ; le sommet P sera le point par lequel passe la droite mm 1 .
En eflet, si l’on considère les droites PA, PB et une troisième menée par le point P et rencontrant SA, SB en m, m 1 , on aura évidemment
. SA A m
Donc ete.
I in , 1 SB
ou Am.Bm'= AS. BS.
VU* Genre (i).
Porisme CXIX. — Étant donné un angle ASA', on fait tourner autour d'un point P une droite qui rencontre les
côtés de l'angle en a et a': d'un autre point Q on mène les droites Qa, Qa' qui coupent une droite fixe CD parallèle à SQ, en deux points m, m! : il existe sur CD un point E, tel, que le. rapport des deux segments Em, Em' reste constant.
Ce point E est à l’intersection de la droite CD, par la droite PQ.
(1) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 1/^.
En effet, soit P bb' line deuxième position de Ja droite tournante : Q b et Q// déterminent sur C.D les points 6, 6'. D’après le Leinme III, les trois droites Van', Vbb' et PA A' coupées par SA, SA', donnent
Sa _ A a Sa' _ A' a'
S* " Âè — SP " FF
Mais, d’après le Corollaire II (p. 83), les droites QS, Qa, Qè, QA, coupées par SA et. CD, donnent aussi
S b ’ A b Km
El de même
S^' . A'a' _ ES'
sV ' FF ~ ËF
Donc
TF = TF’ ou ËF = Ë?‘
VHI* Genre (r).
Pohisme CXX. — Si de chaque point M d'une droite I G ou mène à un point Jixe P une droite qui rencontre ■
une autre droite AX en un point m; et que du meme point M on abaisse une perpendiculaire Mm' sur la droite AX ; le point A étant donné sur AX et une ligne a étant aussi donnée : on pourra trouver deux autres points I et A' sur AX et une raison X, tels, que l'on aura l'équation
I//i .Mm' ^
Am. a
(i) Voir l’énoncé de ce Genre, p. >49-
( aa 4 )
Qu’on mène par le point P une parallèle à LG,- cpii rencontre la droite AX en I-, puis, qu’on prenne IC = a. Qu’on mène PC qui rencontre la droite LG en c, et qu’on abaisse sur AX la perpendiculaire cG. Enfin, qu’on prolonge PA jusqu’à la rencontre de LG en a, et qu’on abaisse la perpendiculaire a A' sur AX. On aura
Im.K’rn' _ A'C'
Km.u AC
En effet, les quatre droites PA, P//î, PC et PI coupées par AX et LG, dounent (par le Corollaire II du Lemme XI)
I m ^ IC ne
Km ' AC ~ ” a M Or
ne _ A'C' a M A' m'
Donc ■
l/n t IC A'C' Im.A'm'
Km' KC K'm ° U Am. IC
ou, parce que IC = a,
ïm.K'm' A'C'
Km. a AC
PotnsME CXXI. — Si autour de deux pçints P, Q on fait tourner deux droites qui se rencontrent sur une droite donnée de position LM, et qui coupent une autre droite aussi donnée de position AX, en deux points m, m' ; une ligne fx étant donnée : on peut déterminer le point A sur la droite AX et trouver aussi deux autres points A' et I sur cette droite,
tels, qu'on aura toujours l’égalité lm.X’m'
Qu’on AX, qui P / et Q / Qu'on que A'J' puis Pn font à la
mène par les points P et Q les parallèles à la droite rencontrent la droite LM en j et i , puis les droites qui déterminent sur AX les deux points 1 et J', prenne le point A' à la distance p. de J', de sorte = p, et qu’on mène QA' qui rencontre LM en a , qui coupe AX en A. Les points A, A' et I satisquestion : c’est-à-dire que toujours
En eflèt, les quatre droites menéesdu point P, savoir PA, PM, P/ et P;, coupées par LM et AX en a , M, i, j et A , ■»», I, donnent (d’après le Corollaire II du LemmeXI)
I ni i M < ij A m a M " aj
On a, pareillement, entre les points n, M jet A', m 1 , J',
A'J' aj _ ij
' Tm * /M -
Donc
I m A ni
Observation. Le point A' déterminé par la condition A'J'= p, peut être pris indifféremment d’un côté ou de l’autre du point J'. 11 s’ensuit que le Porisme admet deux solutions, quant aux points A et A': le point I restant le môme dans les deux cas.
II est clair qu’on a aussi la relation A/n.J'/n'
■ , = AI
Pohisme CXX1I. — Si l'on fait tourner un angle de
grandeur donnée autour 1 de son sommet O, et que ses côtés rencontrent une droite fixe AX en deux points m, ni'; le point A étant donné sur cette droite : on pourra trouver deux autres points I et A', et une ligne p, tels , qu'on aura toujours la relation
Im.A’m'
Soit GOG' parallèle .à AX. Qu’on fasse les angles AO A', IOG' elGOJ' égaux à l’angle mobile mOm'; et qu’on prenne p = A'J' : les points I et A' et la ligne p seront déterminés; et l’égalité à démontrer devient
lin . A' m' A ni
Les quatre droites OA, Om, 01 et OG parallèle à AX, font entre elles les mêmes angles que les quatre OA', Om', OG et OJ'. Concevons une droite transversale qui rencontre ces droites dans les deux séries de points a, n, i, g et a', n 1 , g, f ; on aura, entre ces points (en vertu du Corollaire 111,
an in a' n’ g' n' a S ' 'g ~ a 'J' ' f /'
Mais les droites OA, Om, 01, OG, coupées par AX et la transversale ai donnent (Corollaire II, p. 83)
an t in Am
a g ’ ig~ 1 /« ’
et les droites OA', O m\ OG, OJ', coupées par les deux mêmes AX, ai.
a' ri % g' ri _ ri' m'
Donc
rim ri' m' Im.ri'iri
I m ri J rim
On démontrerait de même que
ri ni. ]' m' ri' m'
= Al.
Plus brièvement. Les quatre points A, m , I, 00 ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points A', m', 00 J'. Ce qu’on exprime par l’équation
ou
Donc, etc.
rim ri' m
Tfi ~ A' J' ’
I m , ri' ni rim
X e Genre ( 1 ).
Poiusme cxxni. — Autour d'un point O on fait tourner un angle mOm' dont les côtés rencontrent une droite fixe LA en deux points m, m'; le point A étant donné sur
cette droite : on pourra trouver un second point B', un rectangle v et une ligne ft, tels, que pour une infinité de positions de l’angle mobile, on aura toujours l’égalité
Am.B'm' = v -f- fi . mm' .
( 1 ) Voir l’énoncé de cc Genre, p. i56.
Qu’on détermine les points A', I et J', comme au Porisme CXX1I-, et qu’on prenne R'J'=IA, v=AI.A'A et p = AF. On aura la relation
Am.B'/n' = AI. A' A AI. mm!
pour toutes les positions du point m entre I et J', ou au delà, selon que le pointdonné A est placé au delà des points I et J', ou entre ces points, respectivement.
Fin effet, on a la relation
Am.3'm' =z A'm!. AI. (Porisme CXXII.) lie ri von s :
Atn.(B'm' — R'J') == A'/«\ AI,
A/n.B'm'= Aw.R'J'h- h! m' . AI,
Or J'B' = AI. Donc
A rn . B' m' = (mA — m' A) AI -f- A' A. AI,
ou enlin
Am.B'm'= AI. A' A H- Al. mm 1 .
III e LIVRE DES PORISMES.
Pappus dit : « Dans le IIP Livre, le plus grand nombre » des hypothèses concernent le demi-cercle, quelques-unes » le cercle et les segments. Pour les choses cherchées, la » plupart ressemblent aux précédentes. Il y a en outre » celles-ci. » «
Ainsi que nous l'avons fait pour le II e Livre, nous donnerons d’abord les Porismes qui forment les huit Genres spéciaux au III” Livre, de XXII à XXIX ; et ensuite, ceux qui rentrent dans les vingt et un Genres précédents.
XXII' Genre.
l.c rectangle de telles droites est au rectangle de telle. et telle autre dans un rapport donné.
Po r i sme CXXIV. — Quand une droite tourne autour
d'un point p et rencontre deux droites SA, SA' données de position, en deux points m, m'; un point A étant donné sur la première droite : on peut déterminer un point h! sur la deuxième et une
raison X, tels, que le rectangle Sm.A'm' sera au rectangle Am.Sm' dans la raison X.
Ce Porismc est exprimé par le Lemme III (proposition 1 2g de Pappus).
Poiusmf, CXXV. — Quand deux droites qui tournent autour de deux points P, Q en se coupant toujours sur une ' droite LM, rencontrent deux autres droites GX, G'X' en
m et m'; si deux points A, B sont donnés sur GX : on peut
déterminer deux points A', B' sur G'X' et une raison X, tels, que le rectangle m A . m' B' sera toujours au rectangle mB.m'A' dans la raison X.
En ellet, qu’on mène les droites PA, PB qui coupent LM en a et b 5 puis, les deux droites Q<i, Qb qui rencontrent G'X' en A' et B'. Ces deux points sont les points de-
ga g^ b'
mandés, et la raison X =* ‘ ' , De sorte que l’on a (/B . G A
//tA.m'B' G A. G' B'
mB.m'A' ~ GB.G'A' -
En effet, les droites PE, PM, P«, P b coupées par les deux LM, GX, donnent, d’après le Coroll. I du Lemme III, p. 82,
M a ' E a m A m GA
M b " Eè m B Ea _ m' A'
Mè * Eb ~ m' B' m' A' G' A'
Pareillement — - T ; — = ■
Donc 24
GA
m B ' GB :
ou
GA. G' B
m B . m ' A' GB . G' A'
Porisme CXXVI. — Quand un cercle passe par trois points A, B, C, si autour de deux de ces points A, B, on fait tourner deux droites qui se coupent en M sur la circonférence et rencontrent une corde EF en m et m' : le rectangle Em.Fm' est au rectangle Fm . E m' dans une
raison donnée.
Soient D, D* les points dans lesquels la corde EF rencontre les droites AC, BC. Les quatre droites AE, AD, Am, AF
fout entre elles les mêmes angles que les quatre BE, BD', Bm', BF. Par conséquent, on a, entre les deux séries de quatre points E, D, m, F et E, Iï, m', F, d’après le Corollaire III duLemmeM (p. 84 ), l’équation
E/n , Fa _ E/n' . Fm' E/n. F»»' FD'.ED
ED ‘ FD — ED' ' FD 7 ’ ° U Em'.Fra — FD.ED'"
Si EF est parallèle à BC, on trouve alors que
E/n. F/n' ED
E/n' .F/n FD
Ainsi le Porisine est démontré.
Observation. On a encore entre m et ni l'équation
D m. F/n' DE D'/n'.Fm — ÏFÊ'
Ces relations, qui s’appliquent aux sections coniques, constituent le théorème de Desargues sur l’ invo/ulion, et forment, dans la Géométrie moderne, une des propriétés fondamentales de ces courbes. C.’est aussi à ces relations qi*e se rapporte le troisième des cinq Porismes de Fermât (Voir Aperçu historique, p. 67 - 68 ).
Porisme CXXVII. — Un cercle est. circonscrit à un triangle ABC, et autour des deux c sommets A, Bon fait tourner deux droites qui sqxroisent sur fa circonférence, et qui rencontrent en m et.
ni les tangentes en B et A : le rap port des Rectangles Àm'.Sm cl Sm'.Bm est donné.
En effet, les quatre droites AC, AM, AB et AS font entre elles des angles égaux à ceux des droites BC, BM, BS et BA. Par conséquent, d’après le Corollaire 111 (p. 84),
on a, entre les deux séries de quatre points c, in, B, S el c', m', S, A, l’équation
Km ' .Sm Kc' .Sc
Sm'.Bm S c‘ ' . B r
Donc, etc.
PomsMF. CXXVIII. — Quand un cercle est inscrit dans
tour des deux points de contact A, B on fait tourner deux droites qui se coupent sur la circonférence et rencontrent le côté ab du triangle en m el m'; le point S étant à l'intersection de ce côté parla droite AB : le rectangle Sm.Sm' sera au rectangle am'.bm dans un rapport donné.
Ce rapport est
SC
aC.bC.
> c'est-à-dire que l’on a
Sm . S m'
am ' . bm
SC
uC.bC
En elîet, les quatre droites AS, A b, AC, Am font entre elles des angles égaux à ceux des droites Ba, BA , BC, Bm'. Par conséquent, les deux systèmes de quatre points S, b , C, m et a. S, C, m', sont liés par la relation du Corollaire III (p. 84),
S m *SC nm' _ n C bm bC Sm' ’ SC '
OU
Sm.Sm' SC btn.am’ aC.bC
Donc, etc.
Observation. Chacune des deux équations sui\ antes satisfait aussi à l’énoncé du XXII e Genre:
bm .Cm' b S. Ça
Cm. S/n' Cm . am'
CS.S« C b a S
S/h. C m' S b. CS
Porisme CXX1X. — Quand un cercle, est circonscrit à un inangle PQR, si deux droites tournent autour des sommets P, Q, en se coupant toujours sur la circonférence, et.
rencontrent deux droites données de position LC, L'C' en deux points tn, m'; deux points A et B étant donnés sur la première de ces droites : on peut trouver deux points A', R' sur la deuxième et un rapport /, tels, (pie le rectangle A m .If m' sera au rectangle A'm'.Bm dans le rapport X.
Qu'on mène les droites PA, PB qui rencontrent la circonférence en a et b ; les deux droites Q/z, Q b déterminent sur la droite L'C' les deux points cherchés A', B'. Soient C et C' les points où les droites QR, PR rencontrent LC et
AC.B'C
L'C', respectivement: le rapport À est egal “ A'C.BC *
En effet, les quatre droites menées du point P, P/j, P/», PR, PM fout entre elles des angles égaux à ceux des quatre droites Qn, Q b, QR, et QM; par conséquent, on a, entre les deux séries de quatre points A, B, C, m et A', B', C', /«', l’équation
A m . AC _ A' m' , A'C' Am.B'm' _ AC.fc?C'
Bhi * BC ~ B' m' ' B' C’’ ° U A'm'.Bm A'C'.BC
Ce qui démontre le Porisme.
Observation. Les deux droites sur lesquelles sont formés les segments Am, A' /«'peuvent coïncider; le Porisme subsiste et la démonstration reste la même.
Porisme CXXX. — Un cercle est inscrit dans un trians gle SCC' ; une tangente tourne sur
la circonférence et rencontre les deux côtés SC, SC' du triangle en m et m'; si deux points A et B sont donnés sur le côté SC : on pourra trouver deux points A', B' sur le côté SC' cl une raison X, tels, que l'on aurq toujours fa relation
A m B 'ni' B m . A' m'
Les tangentes au cercle menées par les deux points donnés A et B, rencontrent le côté SC' en A' et IV qui sont les
deux [joints demandés ; et la raison X est égale à
BC.A'C
En ellct, soient o>, w' les points de contact des côtés SC, SC', a le point de contact de la tangente AA', et O le centre du cercle. Les deux droites OA, OA' sont perpendiculaires aux cordes coa, «'a; par conséquent, l’angle AOA' a pour mesure la moitié de l’arc waw'; de même l’angle ni O ni' ; et «le même les suppléments des angles BOB', COC'. Il s’ensuit que les droites OA, OB, OC et Om font entre elles des angles égaux à ceux des droites OA', OB', OC' et Om'. Donc, en vertu du Corollaire III (p. 84), on a, entre les deux séries de points A, B, C, m et A', B', C', ni', l'équation
A m ' AC A' ni' A'C' Am.B'm'
B/» BC Boi'S'C'* ° B/m.A'//i'
Ce qui démontre le Porisme.
AC. B'C BCA' C
Scolie. La démonstration fait voir que si le point donné A coïncide avec le point de contact w de la tangente SC, le point A ' vient en S; et que si le point donné B est situé en S, le point B' coïncide avec le point de contact w' de la tangente SC'. De sorte qu’on a alors l’équation
u m ' w C Sm' , SC'
S ni * SC 6>' m' ’ w' C' '
uni .u m Sm .Sut'
uC.u'C'
SC.SC
Poiusme CXXXI. — Quand quatre droites A, B, C, ï) données de position sont tangentes à un cercle: toute autre tangente les rencontre en quatre points a, b, c, d, tels, que le rapport des rectangles ac . bd et ad .Jjc est donné.
,Soil a le point de contact de la tangente A et 6, y, à les points où cette tangente rencontre les trois autres B, C, D:
ay .
la raison donnée est égale à
aS .ëy
De sorte que l’on a
ac .bd ay . CS
ad .bc ad. ëy
En effet, que du centre du cercle on mène les droites Oa, O b, Oc, Od, Oa, 06, Oy, Oâ. Les angles que les quatre premières font entre elles, sont égaux à ceux des quatre autres; par conséquent, d’après le Corollaire III (p. 84 ), on a, entre les deux séries de points a, b, c, de t «, 6, y, à, l’équation
ac bc ay ëy
ad " bd ad ' CS'
ou
ac . bd a.y . SS
ad bc ai . Sy
Donc, elc.
Corollaire. Ce Porisine, mis sous la forme des iliéorémes ordinaires, prend cet énoncé : Lorsque quatre tangentes à un cercle A, B, C, D rencontrent deux autres tangentes en deux systèmes de points a, b, c, d et a', b', c', d', on a entre ces points la relation
ac bc ad ‘ bd
a'd # éV a' d ' ’• b’ d''
ac .bd a'c'.b'W ad.be a'd'.b'c'
Cette proposition offre une des propriétés du cercle les plus importantes dans la Géométrie moderne.
Porisme CXXX1I. — Quand un cercle est inscrit dans
un triangle SCC', dont il touche les côtés SC, SC' en w, w' : une tangente quelconque rencontre ces côtés en deux points m, m', tels, que le rapport des rectangles Sm.C'm'etCm.M'm' est
donné.
■ En effet, les angles &>OS, mO ni, SOeo' et le supplément de 1’ angle COC' sont égaux, comme ayant chacun pour mesure la moitié de l’arc ’mI. Par conséquent, les quatre droites OS, Ow, O m et OC font entre elles des angles égaux à ceux des droites Ow', OS, O m! et OC*, prolongée au delà du point O. On a donc, entre les quatre points S, co, C, m et <o', S, C', m\ l’équation
S »> . Su m' m' w' S S ni. Cm' Sw.SC'
Cm «C Cm' ’ SC ’ ° U Cm w' m' wC *>'s’
qui démontre le Porisine.
Pouisme CXXXIII. — Quand une tangente tourne sur
un cercle et rencontre deux tangentes fixes SA, SA' en deux points m, m', si d’un point fixe P, pris au dehors du cercle, on mène les droites Pin, Pm',- et si n, n' sont les points d'intersection de ces droites et de la corde EF qui joint les points de contact des tangentes issues du point P : les rectangles En . F n' et E n' . F n sont dans une raison donnée.
En ellet, soit AA' 1111 c position de la tangente mobile mm'; la tangente PE rencontre SA, SA' en «et e'; et la tangente PF cn^cl f . On a, d’après le corollaire du Porismc CXXXI,
cm % e A e' m' % c' A'
fm ’ /A f' m' ' f'K'
On sait d’ailleurs, par le Corollaire I du Lemxne 111 (p. 8a), que
cm c\ En En
fm ' /A F n ’ F a ’
dm' m e'A' En' < En' fm' ''TT' ~ " Td * FV‘
En > En En' t En' En.Fn' F.n.Fn'
Fn ’ Fn F n' ‘ -F n' ’ U En'.Fn En'.Fn
Ce qui démontre le Porismc énoncé.
PomsmeCXXXIX . — Quand un triangle A RC. est inscrit dans un cercle, si autour d 'un point P fie la circonjèrence on fait tourner une droite qui rencontre les côtés du trian-
ct
Donc
gle en a, b, c et la circonférence en m : le rapport des rec-
tangles am.be et bm . ac sera donné.
En effet, la droite Cm rencontre le côté AB en un point m', et l’on a, d’après le Porisme CXXVI,
Am'.Bc .
Ac.Bm' ’
A étant une raison constante, quel que soit le point m de la circonférence. Mais, par le Lemmc III,
Ato'.Bc am.be
Ar Bm' ac.bm
Donc
am . bc ,
— = À = const.
ac.bm
On détermine très-simplement A en menant la transversale P«6 parallèle à la droite AB ; car on obtient alors
Ainsi le Porisme est démontré.
Porisme CXXXV. — Quand un cercle est inscrit dans
un triangle ABC, si de chaque point M d'une tangente fixe LM on mène une tangente au cercl e et une droite aboutissant au sommet C du triangle : cette tangente et cette droite rencontreront le côté AB en deux points m, m', tels, que le rapport des rectangles Am. Bnf et Am'.Bm sera donné.
En effet, soit Yfil une des positions de la tangente Mm; les deux tangentes LM et AB sont coupées par les quatre
A a, RA, I ) d et ni M : ainsi, d’après le Porisme CXXXI,
Am s B ai aM a iM
ÂF ‘ BD ~ad ~bd'
Les droites menées du point C aux quatre points «, A, d et M rencontrent la tangente AB en A, B, D 1 , m', et l’on a (par le Corollaire I du Lemtne III),
aM m AM A ai' Brn'
~âd ‘ ~b7i ~ ÂD 7 ' BD* "
A a» > Bai Km' % Bai'
ÂD ' BD ÂF * BD 7 ’ ou
Am, Bai' AD. BD'
Bm.Am' BD. AD'
Ce qui démontre le Porisme.
XXUI“ Genre.
Le carre construit sur telle droite est h une certaine abscisse dans un rapport donné.
Porisme CXXXM. — Étant donnés un cercle dont le diamètre est AC, et un point B sur la tangente en A, si des points A et B on mène à chaque point M de la circonférence les droites AM, BM qui rencontrent en m et m ! la tangente au point C : le carré du segment Cm est à l’abscisse mm' dans
. un rapport donné.
En effet, soit M p la perpendiculaire abaissée du poiutM sur le diamètre AB, on a, dans le triangle m CA coupé par M/i,
C ni M p
CA A p
Par conséquent
Cm Mp
CÂ' Yp
Cp.Ap C p Mm mm'
JÇ = V = ^ I = Tb ’
ou
Cm
mm'
CA
Th
Ce qui démontre le Porismc.
Poiusmf. CXXXVn. — Quand des demi-circonférences, telles que ni Cm', ont le même centre et pour base une même droite, un point A étant donné sur cette droite; si
l’on prend le point i dont la distance au point A soit égale à
Il 1—1
de ce point n à la circonférence mCm' : le carré de A m est à l’abscisse nm dans un rapport donné.
On a, en ellct,
a AO.
Car nt étant la tangente à la circonférence, .
nt = nm . nm' \
et par conséquent
An— nm.nm'.
Cette relation, d’après leLemine XXIII, donne celle-ci : . Am =mn.(Am+Am l ),
ou
AO
Observation. Si le point A se trouvait intérieur à la circonférence variable mCm', ce serait le Lemme XXV que l’on invoquerait.
XXIV' Genre.
U rectangle construit sur telles droites est égal au rectangle qui a pour eûtes une droite donnée et le segment formé par tel point à partir d’un point donne.
Poiusme G XXX VIH. — Si uut ouv de deux points P, Q on fait tourner deux droites qui se coupent toujours sur une
droite donnée de position LM, et rencontrent, respectivement, deux droites fixes EX, E'X' en m, m'; un point A étant donné sur la première de ces droites : on pourra trouver deux points A' et J' sur la deuxième, et une ligne p, tels, que le rectangle Am. J' m ' sera toujours égal au rectangle p.A'iri.
Qu’on mène PA qui rencontre la droite LM en a; Qa qui rencontre E'X' en A'; P; parallèle à EX et qui rencontre LM en;; puis Q; qui rencontre E'X' en J'; Qi parallèle à E'X', qui rencontre LM en t; et enfin P/ qui rencontre EX en I. Les points A' et J' sont les points demandés et p = AI.
En cfiet, les quatre droites P«, PM, P/, P; coupées par les deux LM, EX donnent, d’après le Lemme XI,
AI ai ' ji
Et les droites Qu, QM, Qi, Q/, donnent de même
A! ni «M > /M
S’ ni ai * ji
Doiu-
Ajh _ A_m on J'
A y ni'
= A' ni'. AI.
l’on . sme CXXXIX. - Quand un cercle est h un triangle PQH, « nlUour ,les deux sommet* P, X»
fait tourner deux droites qui se coupent sur la circonférence et qui rencontrent deux droites
fixes AX, A'X' en m et m-, le point A étant donné sur AX : on pourra trouver les points A' et 3' sur A'X', et une ligne fi, fe/s, qu’on aura toujours
Am.J'm' = |».A'm'.
Ou’on mène PA qui rencontre la circonférence en «, et parallèlement à AX, P j qui rencontre ^circonférence en /. Les droites Q«,Q; déterminent sur A X les points cher chcs A' cl .y. Pour la ligne p, il suflit <lc mener a A X la parallèle Qi qui rencontre la circonférence en i-, puis i qui rencontre AX en I. On prendra
p = AI.
F.n effet, les ([uatre droites Pu, PM, P', P > f° nt c ^ e elle îles angles égaux à ceux des quatre droites Q7, Q/. Par conséquent, on a, entre les points A, ni, I et A', ni', J' (comme il a été démontré au Porisme CXX11) l’équation
ou
A m.}'in'= AI.AW.
A ni A' ni’
AT ~ J'/n' ’
Observation. Los deux droites AX, A'X' peuvent se confondre.
Porisme GXL.
— Quand un cercle est tangent à deux droites SX, S'X', si l’on mène une troisième tangente quelconque qui rencontre les deux premières en m et m'; le point A étant donné sur SX : on pourra trouver deux points A' et J' sur SX', et une ligne p, ..tels, qu’on aura toujours
A m . 3'm' s= p . A' né.
Les deux tangentes menées, l’une par le point A et l’autre parallèlement à SX, rencontrent SX' dans les deux points demandés A' et J'. Quant à la ligne p, elle se détermine par la tangente parallèle à SX', qui coupe SX en I; on aura
p = AI.
En ellél, les quatre droites menées du centre O du cercle aux trois points A, m, I, et parallèlement à SX, font entre elles des angles égaux à ceux des quatre droites menées du centre, les deux premières aux points A', né, la troisième parallèle à SX' et. la quatrième au point’ J'; ce qu’on prouve comme au Porisme CXXX. On a donc, comme dans le Porisme précédent, entre les points A, m, I et À', m', J', l’équation
A lit A m > ni ata //
— — ;* ou A/n.J m - Al.Am.
AI J m
XXV e Genre.
Le carre construit sur toile droite est égal au rectangle qui a pour cétés une droite donnée et le segment tonne par une perpendiculaire, à partir d’un point donné.
Porisme CXLI. — Si de chaque point m d’une demi-
circonférence, de cercle on abaisse une perpendiculaire m p m sur son diamètre AB : on pourra trouver
une ligne p, telle, que l'on aura toujours
Ain = p. Ap.
En effet, on a
Am — AB. A p.
Porisme CXLII. — Si autour de deux points AC d'une circonférence de cercle on fait tourner les côtés d’un angle droit AMC, et que du point m où le côté CM rencontre la circonférence, on abaisse une perpendiculaire mp sur le diamètre AB r on pourra trouver une ligne p, telle, que
l'on aura
AM = p. Ap. .
En effet, les deux triangles rectangles AMC et Am B sont semblables, parce que les angles en C et en B sont égaux. Par conséquent, on a
AM.AB = Am.AC
et
ïm.âb’^â^àc*.
Or Am = Ap.AB, et AC = Ac.AB. Donc
AM — Ap. A c.
Ce qui démontre le Porisme.
Porisme CXLffl. — Si d'un point O pris sur le diamètre AB d’un demi-cercle , on mène une droite à chaque point m de la circonférence, et que de ce point on abaisse la perpen-
diculaire mp sur le diamètre AB : il existera un point D sur le diamètre AB, et une ligne p, tels, que le carré construit sur Om sera égal au rectangle construit sur cette ligne p et sur le segment Dp.
Soit C le centre du cercle, et O' le point déterminé par
l’expression CA == CO. CO': le milieu D des deux points O, O' est le point cherché, et la ligne p est égale à 2. OC; de sorte qu’on a
O/m = aOC.Dp.
Cela est une conséquence du Lemrne XXX\ II (proposition i 63 ).
En ellet, d’après ce Lemme,
üT = Ô^î 4- (OA 4- OB) Ap,
ou
OA — Om 2OC.A p
et
Om = OA — 2 OC .Ap.
Or, d’après le Lemme XXIII,
ÔÂ == OC (OA -l-O'A) = 2 OC. AD.
Ôto :£= 2 OC. AD — 2OC. Ap = 2 OC. (AD — Ap),
O ni = 2 OC. Dp.
Porisme CXLIV . — Étant données deux demi-circonférences dont les centres C, C 'et les bases AB, A' B' sont sur une même droite, si de chaque point m de l’une on mène une tangente à l’ autre et une
perpendiculaire mp sur ta droite des centres C, C' : on pourra trouver sur celte droite un point O, tel, que le carré de la tangente sera au segment. Op dans une raison donnée.
On aura
mt
— a. ce.
Pour le prouver, prenons sur CG' le point O déterminé par la relation OA .OB = OA'. OB'; on aura
Ont . Om' = O a .O b.
Il s’ensuit
ma . mb = 2m0.a6;
et, 6 étant les milieux des cordes mm', ab.
Car
O a = ma — m O, O b = mb — m O,
Oa.Ob = ma.mb — mO (ma -+- mb) -+- rnO = Om.Otn', Donc
ma.mb — m O (ma -+- mb — mO + m'O)
= (ma -H mb — mm’) ni O, ou
ma.mb =mO.(amS — 2 mot)
— 2mO. (mS — met ) = amO.aS.
Or, en vertu des triangles semblables, ‘
CC 7 = OC' ~ Ôm’ ° U = Op.CC.
De là
ma . mb = 2 O p . CC'.
Mais ma . mb = mt . Donc enfin
CC
Ce qui démontre le Porisme.
c’est-à-dire que : le carré de la tangente mt est à l'aire du triangle EmF dans nue raison donnée
Ce qui forme un Porisme.
On en conclut cette réciproque :
Deux points étant donnés sur un cercle : le lieu d'un point tel, que le carré de la tangente menée de ce point à la circonférence du cercle, et l'aire du triangle formé par les droites menées du même point, aux deux points donnés, soient dans une raison donnée, est un cercle.
Le Porisme peut prendre une autre expression : car l’angle en m est constant; par conséquent, d’après le Lemme XX de Pappus, les aires de deux triangles EmF, Em'F sont
entre elles dans le rapport des rectangles n/E.mF, m'E.m'F.
D’où il suit que le rapport — est donné , c’est-à-dire
que :
Quand deux cercles se coupent, si de chaque point de l’un on mène une tangente à l'autre et des droites aux deux points d’ intersection des cercles, le carré de la tangente est au rectangle des deux droites dans une raison donnée.
Par conséquent encore : Deux points étant donnés sur un cercle, le lieu d'un point tel, que le carré de la tangente menée de ce point à la circonférence du cercle, soit au rectangle des deux droites menées du même point aux deux points donnés, dans une raison donnée, est un cercle déterminé de grandeur et de position.
Ce théorème est un des Pdrismes donnés par lord Broughatn, dans son Mémoire intitulé: General Theorems , chicfly Porisms, in the fiig/ier Geometry, qu’on trouve dans les Philosophical Transactions de la Société Royale de Londres, année 1798 (1).
Porisme CXLV. — Étant donnés un triangle ABC et une droite EF parallèle à la base AB ; si de chaque point ,, m de cette droite on mène mC,
mB qui rencontrent, respectivement, les côtés AB, AC en n, n' :
la droite un' coupe la droite EF en un point m', et l'on a toujours, entre les deux points m et m', la relation
Em =p.E/n';
ou u est une ligne de grandeur connue.
Cela est une conséquence du Lemmc VII de Pappus. Car il résulte de la réciproque de ce Lcmme que dans le quadrilatère Bn/t'C coupé par la droite EF, parallèle au côté B/t et passant par le point de rencontre des deux diagonales,
( 1 ) * Two points in a circlc beinggiven (but not in one diameler), anotlicr circlc may be described, sucli, thaï if front any point thereof lo the given points straighl lincs bc drnwn, and a line touching the given circle, the tangent shall be a mcan proportion al between the lines so inllected.
* Or, more generally, the square of the tangent shall hâve a given ratio to the rectangle u nder llicinflected lines. n (Proposition Vil, *p. 38a.)
on a
Em = ED . E m'.
Donc, etc.
Porisme CXLVI. — Étant lionnes un triangle ABC et. la droite AD, si de chaque point M du côté CA on mène la droite MB qui rencontre AD en ■n', et une parallèle à la base AB, qui rencontre le côté CB en n; puis, quon mène les droites An et lin' qui rencontrent en m et m!
la parallèle à la base AB, menée par le sommet C : on pourra trouver une ligne p, telle, qu’on aura toujours
Cm = p.C né.
En efiet, les quatre droites qui partent du point A, coupées par les deux CD, MB, donnent
C m CD
MG BG M n' ’ B ré
(Corollaire HduLcmme XI, p. 83.)
El pareillement, les quatre droites qui partent du point n, coupées par les deux mômes CD, MB, donnent
Cm BG , MG
C//T' — iF/? 'MV'
Cm Cm _
CD ' Cm’ ~ ' ’
ou Cm =CD.Cm'.
Donc « = CD. Donc, etc.
XXVI' Genre.
Tel rectangle, qui a pour côtés ia somme de deux droites et une droite en rapport donné avec telle autre,, est dans un rapport donné avec telle abscisse.
Porisme CXLVII. — Si autour de deux points P, Q
Q d'un cercle on fait tourner deux droites qui se coupent en M sur la circonférence du cercle, et qui rencontrent une corde EF en deux points ra, ni'; une raison 1 étant donnée : on peut trouver deux points A et B sur EF et une ligne y, tels, que dans tous les cas où le point m 5e trouvera hors du segment AB, on aura la relation con-
(Am + B m)> . Fra'
Qu’on mène la corde Qt parallèle à EF, el Pi qui l'encontre EF en I; puis, qu’on prenne EA = X. El, EB = EA, et fi = BA, on aura
(Am
mm'
En eflet, d’après le Porisme CXXYI, on a
E m . F m' El
E m' . F m FI
Et par conséquent, d’après le Porisme LXXX11,
Em.Fm' _ T ; — = El.
mm
Or, EA = EB; et, par suite,
„ Am 4- Bm
Donc
ou
(Am -4- Bm) Fm' 2 £] .
(Am + B m ) > . Fm* _ ^ EI = BA .
mm'
XXVII' Genre.
Il existe un point tel, que des droites menées de ce point comprennent un triangle donné d’espèce.
Porisme CXLVIII. — Étant donnes deux demi-cercles O, O', et un angle : on peut trouver un point S, tel,
que si Von fait tourner autour de ce point, comme sommet, l'angle donné, dont les côtés Sc, Sc' rencontreront les demi- , circonférences en c et c', respectivement, le triangle Sc</ soit donné d'espece.
C’est-à-dire, puisque l’angle cSc' est donné de grandeur, que ses côtés Sc, Sc' doivent être dans un rapport constant.
Que sur OO' on décrive un segment de cercle capable de l’angle donné; et qu’on prenne sur l are de ce segment le point S, de manière que le rapport des lignes SO, SO' soit égal à celui des rayons O a, C Va! . Ce point, que l’on détermine par le Lcmmc XXIX (proposition i55) de Pappus, satisfait à la question ; et la raison constante des deux lignes
Sc, S</, est égale à
Prenons sur Sc' le point c", tel, que l’on ait Sc O a
11 s’agit de prouver que ce point c" coïncide avec ç'.
On a, par construction,
so _ 0(1 SO' On 7 1
d’où résulte
Sn O a
Sa' ~ On 7 '
ri;K'I'*"V'^S 1 TEIT GENT
ç IM!NÀRihVûOR[rttHj£lîE MEETKUNDE
Donc *
Sa Sc
Sa' Sc"
Mais les angles aSc, a'Sc " sont égaux, parce que les angles OSO 7 , cSc' sont égaux : les lieux triangles aSc et a'Sc" sont donc semblables, comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels. Par conséquent, d’une part, les angles Oac et C y a! d' sont égaux; et, d’autre part, on a
ac a c"
et, par suite,
ac a' c"
Ô7~ = Wâ''
Donc les deux triangles One et 0 / rt'c ,, sont semblables, comme avant un angle égal compris entre côtés proportionnels. Mais dans le premier, 0<i = 0c; donc, dans le second, O ' a' = Qi d'. Le point d ' est donc sur la circonférence O 7 , et, par conséquent, coïncide avec c'. Ce qu’il fallait prouver.
Le Porisme est donc démontré.
Corollaire. Le lieu d'un point dont les distances aux centres OO' de deux cercles sont entre elles dans le rapport des rayons Oa, O ' d, est la circonférence qui a pour diamètre la droite qui jointles centres de similitude des deux cercles. D’après cela, on conclut du Porisme qui vient d’ètre démontré, ce théorème :
Étant donnés deux cercles O, O 7 , un point S pris sur la circonférence qui a pour diamètre la droite qui joint les centres de similitude des deux cercles ; si autour de ce point, comme sommet, on fait tourner un angle égal à OSO 7 , dont les côtés rencontreront les deux cercles en deux points c, c 7 : le rapport, des deux lignes Sc, Sc 7 sera constant et égal au rapport des rayons des deux cercles .
Observation. Des deux éléments qui constituent l’espèce du triangle dont il est question dans le Porisine précédent, savoir, l’angle au sommet et le rapport des deux côtés, un seul est à trouver, puisque l’angle est donné de fait. Dans les Porismes suivants, l’espèce des triangles est complètement inconnue et la recherche de ces deux éléments fait l’objet des propositions.
Poiusme CXLIX. — Quand deux droites SA, SA' sont divisées en parties proportionnelles , il existe un point O, s tel } que les droites menées de ce
//y \ N\ point à deux points homologues (b/ \ \| quelconques des deux divisions, J'or-
I /\ ment un triangle donné d'espèce.
k/\ fiVV C’est-à-dire que les deux droites
font entre elles un angle de grandeur constante, et que leurs longueurs sont dans une raison constante.
Soient a, b deux points de SA ; a', b 1 les deux points homologues de SA'. Concevons les deux circonférences de cercle «Sa', b S b', qui se coupent en O. Ce point O satisfait à la question.
En elfet, les angles aüa' et bOb' sont égaux entre eux, parce que l’un et l’autre sont égaux à l’angle «Sa'. L’angle des perpendiculaires abaissées ’du point O sur SA et SA' est aussi égal à l’angle ASA', et est, par conséquent, égal aux angles aO«', bOb'. On conclut de là, en vertu du Porisine XLVIII, que si l’on fait tourner cet angle autour de son sommet O, scs côtés passeront, respectivement, par chaque couple de points homologues c, d, d , d',. . . des deux droites SA, SA'. C’est-à-dire, que tous les angles aOa', bOb' , cOd, . . . sont égaux entre eux. Il reste à prouver que les côtés de chacun de ces angles sont dans un rapport constant.
Or-, les angles nOa' et bOb' étant égaux, il s’ensuit que
les angles aOb ei a Ob' sont égaux. Mais les angles S«0, Sa'O sont égaux, parce que les quatre points S, a, a / , O sont sur un môme cercle. Les deux triangles aOb, a! O b’ sont donc semblables. Conséquemment
Ô7P~ ÔV
Et de même
Q a Oc
O a Oc'’
Le Porisme est donc démontré.
Porisme CL. — - Quand de chaque point d'une droite L on abaisse des perpendiculaires sur deux autres droites, il existe un certain point qui, avec les pieds des deux perpendiculaires, forme un triangle donné d'espèce.
C’est-à-dire que les droites qui joignent le point en question aux pieds des perpendiculaires abaissées de chaque point de la droite L, sur les deux autres droites, forment un angle de grandeur constante et sont entre elles dans un rapport constant.
En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les deux droites en parties proportionnelles (Porisme XLVII). Donc le Porisme énoncé est une conséquence du précédent.
Ce Porisme s’applique également aux pieds des obliques abaissées de chaque point de la droite L sur les deux autres, sous des angles donnés.
Porisme CLI. — ■ Étant donnés deux cercles et deux points A, A' sur leurs circonférences : on peut trouver un point O, tel, que les droites menées de ce point sous un angle égal à l'angle AO A' et terminées aux points m, m' des deux circonférences, forment un triangle inOm' donné d’ espèce.
Soit S le point de rencontre des deux rayons CA, C'A'. Qu’on décrive deux circonférences dont l’une passe parles trois points A, A', S, et l’autre par les trois C, C', S; elles se coupent en un point O qui est le point cherché.
En elfet, les angles AOA' et COC' sont égaux, parce que chacun d’eux est égal à l’angle CSC'. Donc, si on fait tourner le cercle C / autour du point O de manière que O A' vienne se placer sur OA, OC' viendra sur OC. Mais alors le rayon C'A' se trouvera parallèle au rayon CA, parce que les angles OCS, OC'S sont égaux, comme compris l’un et l’autre dans le même segment de cercle. Il s’ensuit que le point O sera le centre de similitude des deux cercles. Par conséquent, une droite quelconque menée par ce point les rencontrera en deux points m, ni dont les distances au point O seront entre elles dans le rapport de OA à OA'. Et si on ramène le second cercle dans sa position primitive C', par une rotation autour du point O, ces deux droites Ont, O ni feront un triangle ni O ni de même espèce que le triangle AO A'.
Ce qui démontre le Porisme.
XXVIir Genre.
Il existe un point te), que les droites menées de ce point interceptent des arcs égaux.
Pohisme CLII. — Étant donné un point D dans le plan d'un cercle, il existe un deuxième point E, tel, que si par le point D on mène une droite quelconque qui rencontre le cercle en deux points M, M', les deux droites EM, EM' intercepteront dans le cercle deux arcs égaux Mm, M'm'.
Que sur le diamètre AB sur lequel est situé le point donné D, on prenne le point 1£ déterminé par la propor-
lion
EB ~ DB
. ce point satisfera à la question.
Cela résulte de la réciproque évidente du Lennne XXX (proposition i56), d’après lequel la corde M ru' est perpendiculaire au diamètre AB; d’où il suit que les droites F '.ni, Km' font des angles égaux avee le diamètre; qu’elles sont donc également éloignées du centre, et, par conséquent, qu’elles sous-tendent des arcs égaux Mm, t>Vm'. Donc, etc.
Ce Porisme a été rétabli par Simson (proposition 53, p. 463).
Pobisme CLIII. — Étant données deux circonférences de cercle de même rayon et un angle:
on peut trouver un point tel, que si autour, de ce point, comme sommet, on fait tourner V angle donné, ses 6' côtés interceptent toujours dans les deux cercles deux arcs égaux.
Soient O, Cf les centres des deux cercles. Que’sur 00' on décrive un segment capable de l’angle donné, et soit S le point milieu de ce segment. Si autour du point S on fait tourner l’angle OSO' et qu’il prenne la position «Sa', les deux cordes ab, a b 1 interceptent des arcs égaux dans les deux circonférences, parce qu’elles sont évidemment égales entre elles. Donc, etc.
Pobisme CLIV. — Étant donnés deux cercles égaux et deux points A, A' sur leurs circonférences, on peut trouver un point S et un angle, tels, que deux droites menées par ce point sous cet angle interceptent sur les deux circonférences , à partir des deux points A , A', des arcs égaux.
Que par le milieu de la droite 00', qui joint les centres des deux cercles, on mène la perpendiculaire à cette droite, et par le milieu de la droite AA' la perpendiculaire à celleci; ces deux perpendiculaires se rencontrent en un point S qui est le point demandé; et l’angle ASA' est l’angle qui satisfait à la question.
En effet, les deux triangles ASO, A'SO'sont égaux comme ayant les côtés égaux chacun à chacun. Donc les angles ASO et A'SO' sont égaux. Il s’ensuit que les deux angles ASA' et OSO' sont égaux. Or, si l’on mène deux droites SM, SM' faisant entre elles l’angle MSM' égal à OSO 7 , elles détacheront évidemment deux arcs égaux BM, B'M' comptés à partir des droites SO, SO'. Donc les arcs AM et A'M' sont aussi égaux. c. Q. F. D.
Observation. Si les deux cercles sont inégaux, on peut demander que les deux ares AM, A'M' soient dans un rapport constant. On a alors ce Porisme :
Étant donnés deux cercles quelconques et deux points A, A 1 sur leurs circonférences, on peut trouver un point, un angle et une raison, tels, que deux droites menées par ce point et comprenant entre elles cet angle, retrancheront, à partir des points A, A', respectivement, des arcs dans cette raison .
XXIX' Genre.
Telle droite est parallèle à une certaine droite, ou fait avec une droite passant par un point donné un angle de grandeur donnée.
Porisme CLV. — Quand deux points variables m, m' divisent deux droites en parties proportionnelles , les droites mm' sont parallèles à une droite donnée de 'direction; ou bien, il existe un point O, tel, que chaque droite mm 'fait un angle donné avec la droite menée du
point m à ce point O.
Si deux points île division correspondants coïncident en S, point de rencontre des deux droites, toutes les droites mm' sont parallèles entre elles-, cela est évident.
Dans le cas général où cette coïncidence n’a pas lieu, on a vu (Porisme CXLIX) qu’il existe un point O, tel, que le triangle mOm' est donné d’espèce; par conséquent l’angle
mfmO est donné.
I.e Porisme est donc démontré
Pouisme CLVI. — Si de choque point M d'une droite /lonuée de position LM, on abaisse sur deux autres droites aussi données déposition des obliques Min, Mm' sous des angles donnés : il existera un point O, tel, que l'angle m'mO formé parla droite m'm, avec la droite menée du point m à ce point O, sera donné.
Ce Porisme est une conséquence du précédent, parce que les deux points m, né divisent les deux droites fixes en parties proportionnelles.
Si la droite LM passe par le point de concours des deux droites sur lesquelles on abaisse les obliques, les droites mm seront parallèles à une même droite. Cas prévu dans renoncé du Genre.
Porisme CLVII. — Quand deux droites L, L ' sont divisées en parties proportionnelles par deux points variables m, m', il existe un certain point O, tel, que chaque droite mm' fait un angle donné avec la droite menée de son milieu p au point O.
F.n effet, le point O, tel, que les triangles mOné sont donnés d’espèce ( Porisme CXLIX ), satisfait à la question. Car les droites menées du sommet de ces triangles semblables au milieu de leurs bases feront des angles égaux avec ces bases.
Observation . Si oison a proposé le Porisme suivant pour satisfaire au XXIX e Genre : Si de deux points donnés A, R on mène à chaque point C d'un cercle donné de position deux droites qui rencontreront le cercle en deux autres points D, E, la droite DE fera un angle donné avec une droite menée par un point donné, ou sera parallèle à une droite donnée de position , ou bien passera par un point donné (i).
Si nous n’admettons pas ici ce Porisme, c’est qu’il embrasse trois cas différents : Pappus n’en a compris que deux dans l’énoncé du XXIX e Genre. Les trois Porismes que nous proposons satisfont chacun rigoureusement à cet énoncé.
I"' Genre. (Voirp. 1 1 4 -t
Porisme CL VÜI. — Si autour de deux points fixes P , Q on fait tourner deux droites PM, QM qui se coupent
sous un angle de grandeur donnée, et queVSl rencontre une droite AX- donnée de position en un point m , le point A étant donné sur cette droite, et une raison A étant aussi donnée : on pourra déterminer une autre droite A' X' et un point A' sur cette droite, tels, que la deuxième droite tournante QM fasse sur celte droite un segment A'm', qui soit toujours au segment Am dans la raison ~k.
(i) « Si a duobus punclis datis A, lî ad circulum positione datum CDE in— flectantur utcunque dua; recta' AC, BC circumferontiæ rursus in D, E occurentes, recta DE vel continebit datum angulum cuin recta ad datum punctum vergente; vel" parallola crit rectæ positione datœ, vel verget ad datum punctum. »(Prop. 57, p. 47 2 )
( uüo )
Qu’on mène PC parallèle à AX, el QC correspondante à PC, c’est-à-dire faisant langleCégal à l’angle donné; la droite cherchée A!X.' sera parallèle à QC. Qu’on mène Qu correspondante à PA : le point cherché A' sera situé sur Qu. Supposons que deux droites PA, QA, faisant l’angle PAQ égal à l’angle donné, coupent, la première la droite AX en un point B, et la deuxième la droite cherchée A'X' en B'. On
doit av0 ' r = s° rlc cjtte cette relation détermine la
longueur du segment A' IV. Il suffit donc d’inscrire dans l’angle des deux droites Qa, QA une droite égale à ccttc longueur et pat allèle à QC Ce sera la droite cherchée. C’està-dire que pour deux droites PM, QM faisant entre elles l’angle donné, on aura toujours
A m AB ^
A' ni’ A' B'
En eilet, les quatre droites Pu, PA, PM, PC font entre elles des angles égaux à ceux des droites Qu, QA, QM, QC. Concevons qu’une transversale de direction quelconque coupe les deux systèmes de quatre droites dans les points A,, B,, m,, C, et A',, B',, m \ , C’,. On aura, par le Corollaire II (p. 83), les deux égalités
A ni
AB
• ctë;’
A 'ni'
. C', nr,
Mai s, d’après le Corollaire III (p. 84), les seconds membres de ces équations sont égaux. Donc
A ni A '/n' A»t AB .
AB — A' B'’ OU A' ni' ~ Â/B' ~ '
Autrement. Les côtés du triangle PA m sont également
inclinés sur ceux du triangle QA'/n'; et, par suite, les deux triangles sont semblables, connue le sont aussi les triangles PA B, QA'B'. Donc
km PA AB ÂV ~ QÂ~' ~ A'B V
Doue, etc.
Purisme CLIX. — Étant donnés une droite AX, un point A sur cette droite, une raison A, et un angle de grandeur constante ni O ni' qu'on fait tourner autour de son sommet : ou peut mener une autre droite A'X' et déterminer sur cette droite un point A', tel, que les segments Am, A'm', formés par les côtés de l’angle mobile, soient entre eux dans la raison A.
Qu’on fasse tourner l’angle autour de son sommet, de manière que son premier côté Ont devienne Ox parallèle à AX, et soit Ox' son deuxième côté : la droite cherchée A'X! sera parallèle à cette droite Ox 7 . Maintenant qu’on fasse passer le premier côté de l’angle par le point A, et soit OA' son deuxième côté; le point A' sera situé sur cette droite.
‘Enlin, que mOtn' soit une position quelconque de l’angle, on inscrira entre les deux droites OA' et O ntl une corde
A! m' parallèle à O x' et telle que — A. Celtecorde A'm
sera la droite cherchée A'X! .
Cela est une conséquence du Poristne XI.VJII, d’après lequel les côtés O ni, Ont' de l’angle tournant mOni' divisent les deux droites AX, A'X' en parties proportionnelles.
II e Genre. (Voir p. 117.)
Poiusme CLX. — Un cercle et un point P étant don-
nés, si par ce point on mène une droite qui rencontre la circonférence en a et b, et sur laquelle on prenne le point m déternuné par la proportion
am a P
mb P b
ce point sera sur une droite donnée de position.
Cela résulte immédiatement du Ixmime XXYIH (proposition i 54 ) quand le point P est au dehors du cercle; et du Lemme XXXV (proposition 161) quand ce point est dans l’intérieur du cercle.
Dans le premier cas la droite lieu du point m est la corde de contact des deux tangentes au cercle, menées par le point P.
Autrement. Soit n le milieu de la corde né. On a, d’après le Lemme XXXIV,
Pn.Pé = Pm.P/t.
Soit de plus niD perpendiculaire sur le diamètre ABP. Les deux triangles rectangles CnP, mDP sont semblables, parce qu’ils ont l’angle P commun, et donnent la proportion
Donc
PC. PD = Pn.Pé = PA. PB.
Ce qui démontre que le point D est donné; et, par conséquent, que le point m est sur une droite donnée de position.
Obscivation. Cette droite lieu du point m s’appelle, dans la Géométrie moderne, la polaire du point P; et ce point est dit le pôle de la droite.
Porismf. CLXI. — Étant donne un point P dans le
plan d'un cercle, si l'on demande un point M dont la distance à ce point soit égale à la tangente menée du point M au cercle : ce point M est sur une droite donnée de position.
Que sur le diamètre AR qui passe par le point donné P, on prenne le point Q déterminé par la relation
QA.QB= QP ,
et que par ce point on mène la perpendiculaire au diamètre: cette droite est le lieu du point M.
Cela. résulte du Lemme XXXIII (proposition 159), d’après lequel la droite MP menée d’un point quelconque de la perpendiculaire QM rencontre la circonférence en deux points C, D, tels, que l’on a
MC. MD = ÂÏP.
En effet, le carré de la tangente au cercle menée par le point M est égal à MC. MD. Donc cette tangente est égale à MP. Donc, etc.
PoniSME CLX 1 I. — Quand un cercle est inscrit dans un triangle USS', si l'on mène une tangente aa’ qui coupe les côtés US, US' en a, a' : le point de rencontre m des droites Sa', S'a est sur une droite donnée de position.
Cette droite est la corde qui joint les points de contact o>, 0/ des deux côtés US, US' du triangle.
En effet, soit O le centre du cercle. L’angle aüd (dont les côtés sont perpendiculaires aux cordes «a, o/a), a pour mesure la moine de 1 arc oiaw . Les angles wOL et 0) OU ont la même mesure, et, par conséquent, sont égaux à l’an-
gle aOa'. L’angle SOS', qui a pour mesure la moitié de l’arc «W, est supplémentaire de l’angle aOa. Il résulte de là, d’après le Corollaire III (p. 84), que l’on a, entre les deux systèmes de quatre points S, w, a, U et S , U, a , o> qui se correspondent deux à deux, la relation
Sa > U a S ' a' m <*' a'
Su " üw — s 7 !) ' w 7 !]
Suivant le Corollaire II du Porisme XXIV, cette relation démontre que les points dans lesquels les trois droites Sa', SU, So/ rencontrent les droites S'a, S'o), S' U, respectivement, savoir : les points m, co, to', sont en ligne droite.
Corollaire. Considérant le quadrilatère Saa'S', on conclut du Porisme ce théorème :
Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, les cordes qui joignent les points de contact des côtes opposés passent par le point tle rencontre des deux diagonales.
Porisme CLXIII. — Deux cercles étant donnés, si les
tangentes menées d'un point à ces cercles sont égales : ce point est sur une droite donnée de position.
Soient m un point satisfaisant à la question, et m O la perpendiculaire abaissée sur la droite qui joint les centres C, C des deux cercles. On a, en appelant R le rayon du cercle C,
mt. = toE.iwF = (mC + R) (;«C-R) = mC’— R* = m O +-ÔC — R’ = (OC - R) (OC R)
= aTTo’ -1- OA. OR.
Pareillement
mt' — rnO -t-OA'.OB'.
Or mt — ml', par hypothèse. Donc
OA . OR = OA'. OB
Équation qui détermine la position du point O, et par conséquent, la position de la droite OD perpendiculaireàCC', sur laquelle se trouve chaque point m satisfaisant à la question.
Donc, etc.
Porisme CLXIV. — Un cercle est inscrit dans un triangle; chaque tangente rencontre les trois côtés du triangle
en trois points a, b, c; si l'on prend sur cette droite un point m déterminé par la relation
ma .cb =z\. mb . ca ,
dans laquelle X est une raison donnée : ce point sera sur une droite donnée de position.
Cela est une conséquence du Porisme CXXXI.
Porisme CLXV. — Un angle aOb de grandeur donnée
tourne autour de son sommet O et intercepte une corde ab entre deux droites fixes SA, SB qui font, entre elles un angle supplémentaire de l'angle mobile : le milieu de cette corde est sur une droite donnée de
position .
Plus généralement, si sur chaque corde ab, on prend un
point m qui la divise dans un rapport donné — = À : le
lieu de ce point est une droite.
En effet, il a été démontré (voir Porisme XL VIH) que les deux points a, b marquent^ sur les deux droites
SA, SH deux divisions semblables; donc, d'après le Porisme CVII, le lieu du point m, qui divise la corde ab dans un rapport donné, est une droite donnée de position. Donc, etc.
Si le point O était au dehors de l’angle ASB ou de son opposé au sommet, cet angle devrait être égal à l’angle mobile, au lieu d’être supplémentaire.
IIP Genre. (Voirp. i33.)
Porisme CLXM. — Deux points D, F. étant pris sur le diamètre AH d’un cercle de manière qu'on ait
AE
faut démontrer que
MD
ME
AD
ÂË‘
Cela est une conséquence du LcmmeXXX (proposition i56).
En ellet, d’après ce Lemmc, les droites MD, ME rencontrent la circonférence en deux points ni, m" situés sur une corde perpendiculaire au diamètre AB. Par conséquent, les arcs A né, A m" sont égaux, et la droite MA est la bissectrice de l’angle DME. Il s’ensuit qu’on a, dans le triangle DME,
MD _ AD
MË ~ ÂË"
Observation. Nous avons supposé dans ce Porisme que les deux points D, E étaient donnés, et l’on n'a eu à déterminer que la raison constante des deux lignes MD, ME.
Mais on peut ne donner qu’un de ces points, puisqu’il existe une relation entre les deux, et demander de déterminer l'autre, ainsi que la raison. On forme alors le Porisme que nous avons pris pour exemple dans le paragraphe III de V Introduction (p. 39). La solution reste la même évidemment.
On peut, à l’inverse, prendre pour donnée la raison X, et demander de trouver' les deux points D, E. Il en résulte le Porisme suivant qui, sans olfrir de difficulté, ne se démontre cependant pas aussi simplement que le précédent. Toutefois, les Lemmes de Pappus suffisent à la démonstration.
Porisme CLXVII. — Étant donnés un cercle et une raison X : on peut trouver sur le diamètre AB deux points E, D, tels, que les distances de chaque point M de la circonférence à ces deux points seront entre elles dans la raison X ; c’est-à-dire que l’on aura
CE _ AE
Ct CÂ — adT
Or, par construction, rrr — ^'i donc
Observations. La propriété du cercle à laquelle se rapportent les deux Porismes précédents, se peut traduire aussi sous la forme d’une proposition de lieu ; ce qui serait eucore un Porisme. On prendrait pour hypothèse, ou pour données de fait, les deux points E, D et la raison ; et le Porisme exprimerait que le point M, dont les distances à ces points sont entre elles dans la raison donnée, se trouve sur un cercle donné de position.
Celte proposition de lieu faisait partie des Lieux plans d’Apollonius. Pappus la rapporte sous l’énoncé général suivant, qui implique le cas où la raison est égale à l’unité :
Si de deux points donnés on mène des droites qui se. rencontrent en un point, et que ces droites soient entre elles dans une raison donnée : ce point est sur une droite ou sur une circonférence donnée de position.
Eutocius, dans son Commentaire sur les Coniques d’Apollonius, lorsqu’il expose la définition des Lieux plans, solides, et à la surface, qu’on trouve aussi dans Pappus, démontre cette même proposition, comme exemple des Lieux plans. Il l’énonce ainsi :
Étant donnés deux points sur un plan et la raison de lieux droites inégales : on peut décrite sur le plan un cercle, tel, que les droites menées- des deux points donnés à chaque point de la circonférence soient entre elles dans la raison donnée.
Eutocius détermine le centre et le rayon du cercle; puis il prouve, d’abord que chaque point de la circonférence satisfait à l’énoncé de la proposition, et ensuite que, pour les points qui ne sont pas sur la circonférence, la relation n’a pas lieu.
On remarquera que l’énoncé d’Eutocius et celui de Pappus, sans être précisément dans les mêmes termes, sont néanmoins les mêmes au fond. Dans l’un et dans l’autre la
nature tlu lieu est connue ou donnée, et la chose à trouver est seulement la position de ce lieu (ici la position implique nécessairement la grandeur).
Celte concordance montre que telle était bien la forme des propositions appelées Lieux chez les Anciens, comme tous les géomètres modernes l'ont admis et comme nous l'avons supposé dans notre Introduction, en définissant le théorème local, le lieu et le problème local (p. 33).
Du reste, l’ouvrage des Connues géométriques, de Hassan beu Hailhem, qui nous a déjà offert un document précieux par les Porismes qui s’y trouvent (t), renferme aussi un témoignage péremptoire au sujet des Lieux. Car toutes les propositions de Lieux v sonténoncées dans la formeindiquée par Pappus et Eutocius. 11 nous suffira de rapporter la proposition môme dont il vient d’être question : elle est conçue en ces termes, d’après la traduction de M. L.-Atn. Sedillot : Lorsque de deux points connus de position on mène deux lignes droites qui se rencontrent en un point , et que le rapport de ces deux lignes, savoir, celui de la plus grande à la plus petite, est connu : le point de rencontre est sur une circonférence de cercle, connue de position (Livre I, proposition IX) ( 2 ).
Cet énoncé est presque identique à celui de Pappus : et 11 e le fût-il pas dans les mots de l’original, il décrit incon-
(1) Voir ci -dessus, p. 44 et 5 i.
(2) J’ai signalé dans Y Aperçu historique (p. 627) le rapprochement qui se présente ici utilement, entre les ouvrages d’Apollonius, d’Eutocius et d’Hassan ben Ilaithcm.
On est autorisé à croire que la démonstration d’Kutocius est précisément celle d’Apollonius, puisque c’est de son Ouvrage qu’il extrait l’exemple des lieux plans qu’il veut donner. Elle a, du reste, le caractère des démonstrations du grand géomètre. Mais une autre considération ajoute à la probabilité de notre conjecture. C’est que la démonstration d’Eutocius contient implicitement le Lcmuic que Pappus donne (proposition ny de Commanditi; p. 346. Edition de ifi 6 o)conime se rapportant au premier heu du second livre d’Apollonius, c’est-à-dire à la proposition on question.
tes table muni la nature du lieu, ce cjui seul constitue le caractère que nous avons fait ressortir.
Simson, en rétablissant les lieux plans d’Apollonius, a conservé rigoureusement la forme des énoncés transmise par Pappus. Mais il semble, dans un passage de son Traité des Porismes, n'avoir pas distingué, comme il le fallait, la différence qui existe entre le lieu et le problème local.
Il ne parle pas formellement du problème local ; rependant on peut croire qu’il le comprend implicitement dans la définition du lieu , quand il dit :
« Le lieu est uue proposition dans laquelle on demande « de démontrer qu’une certaine ligne ou surface est donnée, » ou de trouver une ligne ou surface dont tous les points » aient une propriété commune décrite dans l’énoncé de la » proposition; ou bien de démontrer qu’une certaine sur- » face est donnée, ou de trouver une surface, sur laquelle » des lignes tracées suivant une loi donnée, aient une » propriété commune décrite dans l’énoncé de la proposi- » lion. »
C’est ce que l’auteur exprime plus brièvement ainsi : « Locus est Proposilio in qtia propositum est datant esse » demonstrare, vel invenire lineam aut supcrficiem cujus » quodlibet punctum, vel supcrficiem in qua quælibct linea » data loge descripla, eommunem quandam habet proprie- » latent in Propositione dcscriptam. » (De Porismatibus,etc., p. 324.)
Ainsi Simson dit qu’un lieu est une proposition dans laquelle on demande de démontrer que les points d’une ligne dont la nature est donnée, jouissent de telle propriété commune;
Ou bien, une proposition par laquelle on demande de trouver la ligne dont tous les points jouissent de telle propriété commune.
Celle seconde partie de la définition constitue un pro-
blême local. Kl rien, de la part de Pappus, ni d’Eulocius, ni d’Hassan ben Hailhem, n’autorise à confondre Xeprob/ème avec le lieu; puisque dans les propositions de lieux rapportées par ces trois géomètres, la nature du lieu est toujours donnée et jamais à trouver. 11 est à remarquer que le témoignage seul d'Eutocius suilirait, puisqu’il se propose formellement de donner un exemple de ces propositions appelées lieux.
Du reste, ce que nous croyons être une inadvertance de Simson est tout à fait sans conséquence ultérieure dans le développement de ses idées sur la question des Porismes; et quand il cite, aussitôt après, deux propositions de lieux, il prend deux propositions conformes aux énoncés d’Apollonius, c’est-à-dire dans lesquelles la nature du lieu fait partie de l'hypothèse.
Poiusme CLX\ III. — Quand deux droites DD', EE' perpendiculaires au diamètre AB d'un cercle , coupent ce diamètre et son prolongement en deux points D, E de manière qtion ait
EA _ AD ËB — DB
et qu’une tangente au cercle rencontre ces droites en deux points d, e : les distances de ces points au centre du cercle, sont entre elles dans une raison donnée.
Cette raison est égale à De sorte qu’il faut démontrer que
CU _ AD C e ~ ÂË *
Qu’on mène la tangente en/ -, la corde mn/ passera par le point I). Car si l’on connaît la droite cD et qu’on dé-
signe par g , h et I), , les points où elle rencontre la circonférence et la corde mm', on aura, d’après le Lemme
XXVIII
vh D,A‘
D’un autre côté, d'après le Lemme XXXVj
eh D h
Donc le point D, coïncide avec D. Donc la corde mm' passe par le point D. Pareillement, si l’on mène la tangente dm", la corde mm " passera par le point E. Enfin la corde ml ml' est perpendiculaire au diamètre AB (Lemme XXX). Par conséquent, les angles A mm', A mm" sont égaux; et comme les droites C<I, Ce, C« sont perpendiculaires aux cordes mm", mm', m A, les angles dCa , eCa sont égaux. Ou a ainsi, dans le triagle d Ce,
C d ad
C e ac
Mais
ad AD
ae AE
Donc
C d _ AD Ce ~ AE
Porisme CLXIX. — Étant données deux demi-circonférences dont func est intérieure à l'autre et dont les bases
AB, A' B' sont sur la même droite : on peut déterminer un point O, tel, que si une perpendiculaire à AB, rencontre les deux demi-circonférences
en in cl m' : les distances de ces points au point O seront entre clics dans une raison constante.
Soient O, O' les deux points qui divisent harmoniquement chacun des deux diamètres AR, A'B'. L’un ou l’autre de ces points satisfait à la question. Et en appelant I) le milieu de OO' et C, C' les centres des deux demi-cercles, on a
O m _ / ÔC O ' m _ /(TC
( W ~ y ÔC' et O 'ni ~ V O'C'"
En effet, O et O' divisent harmoniquement le diamètre A R : c’est-à-dire que
OA _ O' A OB O' B
cl, par suite,
CO . CO' = CA \ (Lemme XXXIV .)
Il résulte de cette équation, d’après le PorismeCXLllI, que
Om =aOC.D/<,
Pareillement
Ôm' , = a.OC'. Dp.
Donc
Om OC Om /OC
o^’ ~ ôc’ el o^'-y ôc
La démonstration est la même pour le point O'.
Dente, etc.
V* Genre. (Voir p. 1 36.)
Porisme CLXX. — Si autour d'un point P on fait tourner une dr oite qui rencontre un cercle en deux points M, m : les tangentes en ces points et les parallèles à
ces tangentes , menées par le point P, forment un parallélogramme PAN a dont la diagonale A a est sur une droitedonnée de position.
En effet, qu’on prolonge les côtés PA, P« de quantités AA', aa' égales à ces mêmes côtés, respectivement: la droite A 'a sera parallèle à A a et passera par le sommet N du parallélogramme. Soit p le point où elle rencontre la corde PmM. Les trois droites NM, Np, Nm coupées par les deux PM, PA' donnent, en vertu du Lcmme XI,
PM
A' A PA
Or A' A = PA. Donc
P m PM
jim
jlM'
Ce qui prouve (Porismes CLX et ci-après CLXXVII) que la droite pN est celle que l’on appelle la polaire du point P, et, par conséquent, est donnée de position. La droite A a qui lui est parallèle et à une distance sous-double du point P, est donc aussi donnée de position. c. q. f. d.
PoitisME CLXXI. — Si entre deux tangentes à un
cercle S w , Sa/, on inscrit une autre tangente quelconque mm', et que d’un point P de la circonférence on mène les droites P m , P m' ; une ligne a étant donnée de grandeur : il existera une droite, donnée de
position, telle, que le segment pp! formé sur cette droite par Pm, Pm', sera égal à la ligne a.
Que l’on inscrive dans l'angle wPS une droite ocr égale à la ligne donnée a , et parallèle à la tangente menée au point donné P, cette droite satisfera à la question.
Il faut démontrer que pp! = ou = a.
En ellet, on a, entre les deux systèmes de points A, m, ni, S et A', S, m', w', d’après le seolie du Porisme CXXX, la relation
a>m | «A S/w' SA'
S m * SA m'/m' ’ m'A'
Or, les quatre droites PA, Pto, Pnt, PS coupées par SA et oa, donnent, en vertu du Coroll. II du I.emmc XI (p. 8.1),
Pareillement,
Donc Et, par suite,
o p fia « ap' -+- p'ai
w tn
RA' — PA
El si l'on considère les irois droites SA, SP, SA' coupées par les deux AA', ww', celle équation, en vertu du Lcmme XIX, conduit à celle-ci :
R « 7rti> n m R m
*—, = —>• ou — I .
K 6) 7TW 7T6> K U
Maintenant en appliquant aux quatre droites PA, Pw, Ptt, Pw' coupées par les deux ww' et oo', le Corollaire II du Lenime XI, déjà cité, on a,
"K M t Rw GO
Kbi' * Ru’ Go'
Donc ao = cio' . Par conséquent, l'équation ci-dessus o g go'
• O (X Gfl'
se réduit à o [J. — api.
Il s’ensuit :
op-hpo — op! + po, ou
0(7 = pp'.
Ce qu’il fallait démontrer. Donc, etc.
Porisme CLXXII. — Si par un point. P donné on mène deux sécantes quelconques aa', 1*1)', qui forment les diagonales d'un quadrilatère aba' W inscrit à un cercle donné : /adroite ef, qui joint les deux points de concours des côtés opposés, est donnée de position.
En eflcl, la diagonale aa' rencontre la droite cf en un pointa pour lequel on a, d’après le Lcmme V,
P o au Pfl' aa'
On a de même, sur la diagonale bt/,
Vb^ _ bZ_
P b' ~~ tb''
La droite ef est déterminée par les deux points a, 6. Mais, d’après le Lemme XXVIII, quand le point P est au dehors du cercle, et, d’après le Lemme XXXV, quand ce point est dans l’intérieur du cercle, ces points a, 6 sont toujours sur une même droite, quelles que soient les deux sécantes Pua', P bb' . Cette droite est la polaire du point P (Porisme CLX).
Le Porisme est donc démontré.
VI* Genre. (Voir p. i3g. )
Porisme CLXXIH. — Si autour d'un point fixe P, pris - sur le diamètre AB d'un cercle, on
Z' fait tourner une droite qui rencon-
» ( Ig tre la circonférence en C et D, et que
Ny / J l'on mène DE perpendiculaire au
® diamètre AB : la corde EC. passera
par un point donné.
Ce Porisme est une conséquence immédiate du Lemme XXX (proposition t56).
Porisme CLXXIV. — Étant donné un demi-cercle ADB, si l’on mène une droite MM! qui forme
7 d I * sur les tangentes aux extrémités de ce
yf n\'l M diamètre deux segments dont le recâ [_ , Y \ tangle AM . BM' soit égal à un espace
B •’ donné v : la perpendiculaire à cette droite, menée par le point m où elle m ' rencontre le demi-cercle, passera par
un point donné.
Qu on prenne le point P déterminé par l’égalité PA. PB = v;
‘ e sera le point cherché.
Cela résulte (lu Lctnine XXXI (proposition «57), d'après lequel la perpendiculaire à MM* menée par le point m, rencontre le diamètre AB en un point P, tel, que l’on a
PA . PB = AM . BM' = v.
PoBisMF. CLXXV. — Si autour d'un point. D pris dans le plan d'un cercle on fait tourner un côté d’un angle droit dont le sommet INI glisse sur la circonférence du cercle, et que par le point E où l'autre côté rencontre la circonférence, oji mène une parallèle au premier côté: celte droite passera par un point donné.
Qu’on prenne sur AB le point F, tel»
que OF = ÜD, U étant le centre du cercle. Ce sera le point qui satisfait à la question.
La démonstration résulte du Lemine XXXVI (proposition 16a).
En effet, qu’on prolonge la droite MD et sa parallèle jusqu’à leur rencontre avec la circonférence, en M' et E', on forme un rectangle inscrit MEE'M'. D’après le I.ernme, les deux côtés parallèles MM', EE' sont à égale distance dn centre; donc tout diamètre les rencontre en deux points situés à égale distance du centre. Donc la droite EE' passe par le point F situé sur le diamètre AB à la distance OF égale à OD. Ce qui démontre le Porismc.
Porisme CLXXVI. — Un angle de grandeur donnée se meut de manière qu'un de ses côtés passe par un point donné, et que son sommet glisse sur une circonférence de cercle ; son deuxième côté rencontre la circonférence en un deuxième point par lequel on mène une ilroilc faisant avec ce côté un angle égal à l'angle mobile, mais dans un sens contraire : celte droite passe par un point donné.
La démonstration de cette proposition se déduit du Po-
risme précédent qui n’en est qu’un cas particulier, celui où l’angle mobile est droit.
Reprenons, en effet, la figure précédente et concevons qu’on ait abaissé du point D sur ME une oblique DN faisant l’angle N de la grandeur donnée ; le point N sera sur un cercle. Car le triangle rectangle MDN est donné d’espèce : par conséquent, son hypoténuse DN est proportionnelle au côté DM. Si l’on portait sur DM une ligne égale à DN, son extrémité serait sur un cercle ayant le point D pour centre de similitude avec le cercle AMB. Et si l'on suppose que ce cercle tourne autour du point D d’un angle égal à MDN, il deviendra le lieu du point N. Ce point est donc sur un cercle S. Le point A' où la droite DA', faisant avec DA l’angle ADA' égal à MDN, rencontre la tangente en A, appartiendra au cercle 2, dont le centre sera en Cf au point d’intersection de la droite DA' et de la perpendiculaire à DF élevée par le centre O du premier cercle.
Maintenant si l’on suppose que du point F on abaisse sur la droite ME une oblique FI faisant l’angle en I égal à l’angle en N, mais en sens contraire, de manière que le premier étant à droite de la perpendiculaire DM, le second soit à gauche de la perpendiculaire FE : le point I sera sur un cercle qui sera évidemmen t le même que le cercle 2 . Car son centre sera sur la droite FB' faisant avec FB l’angle BFB' égal à EFI, et, par conséquent, coïncidera avec le centre Cf de 2; en outre, son rayon Cf B' sera égal à O' A'.
On conclut de là que : Si par un point D donné dans le plan d’un cercle 2 on mène une droite DN à un point de la circonférence, et par ce point une droite NI faisant avec DN nn angle donné, puis par le point I une autre droite faisant avec NI un angle égal à l’angle N, mais dans un sens difiérenl : celle droite passera par un point fixe F situé sur la
droite DA qui fait avec le rayon (D'D du cercle 2, un angle ADA' égal au complément de l’angle donné N.
Ce qui démontre le Poristne.
Porisme. CLXXVII. — Si de chaque point d’une droite donnée de position dans le plan d'un cercle, on mène deux tangentes au cercle : la corde qui joint les deux points de contact passe par un point donné.
.Soient MA, MB et ma, mb les tangentes menées par deux points M, m de la droite LM. Ces tangentes forment le quadrilatère circonscrit MC m D dans lequel les cordes A a, B A se rencontrent en un point Q de la diagonale M m ( Porisme CLXII, Coroll.), et les cordes AA et Ba en un point R de la même diagonale. Soit P le point de rencontre des deux cordes de contact AB, ab ; etE, eles points où ces cordes rencontrent la droite LM.
Considérons le quadrilatère aQAR dont les points de concours des côtés opposés sont A et B. La droite qui joint ces points, c’est-à-dire la corde AB, est rencontrée par les deux diagonales ab et QR en P et E, et l’on a (Lemme V),
PA _ EA PB ~ EB
Donc, quelle que soit la corde ab, c’est-à-dire quel que soit le point m sur la droite LM, le point P par lequel passe celte corde esllixeetdélcrminé. Ceqûi démontre le Porisme.
Corollaire. On a, évidemment,
Pn ca P h ch
<k* sorte que d’après le l’orisme CLX, si la droite LM rencontre le cercle, le point P est le point de concours des tangentes aux deux points de rencontre. On en conclut ce théorème :
Quand un angle est circonscrit à un cercle , si par son sommet on mène une droite qui rencontre le cercle, les tangentes aux deux points de rencontre se coupent sur la corde qui joint les points de contact des deux côtés de l'angle. On peut dire, sur la polaire du sommet de l'angle.
Porisme CLXXV1U. — Un angle A PB étant circonscrit à un cercle, et un point Q étant donné sur la corde de contact AB; si par ce point et le sommet de l'angle on mène deux droites qui se coupent en M sur le cercle : la corde dW que ces droites interceptent dans le cercle passe par un point donné.
Ce point est sur AB et se détermine par la proportion
RA _ AQ RB — QB'
En effet, la droite PM rencontre la corde de contact AB en p, et l’on a
5^=^. (Porisme (XX.)
Le point [t! déterminé sur QM par l'équation
QM _ ;/ M Q/h' fi'w'’
est, de même que le point R, sur la corde de contact des tangentes menées par le point Q (Porisme GLX) Celte corde, d’après le corollaire du Purisme précédent, passe par le point P.
Les deux dernières équations donnent celle-ci :
PM # pM _>'M , QM Pm ' p m [ il m' ’ Qm’’
entre les deux séries de points P, M, m, p et p', M, m', Q situés surlesdeuxdroitesPM, QM. Et cetteéquation prouve, d’après le LemmeXVI, que les trois droites Pp', Qp, mm 1 passent par un même point : c’est-à-dire, que la corde mm' (tasse par le point d’intersection des deux droites Pp', Qp, ou PR, QA. Ce qui démontre le Porjsme.
Porisme CLXXIX. — Deux droites parallèles LC, L'C' étant données dans le plan d'un cercle, si par chaque point de LC on mène deux tangentes au cercle et une droite au point milieu du segment que ces tangentes interceptent sur L'C' : cette droite passe par un point donné.
En eflet, on a vu dans le Porisme CLXXVII que la droite ah qui joint les deux points de contact de chaque couple de tangentes, passe par un point fixe P, et que, c étant le point où ab rencontre LC, on a la proportion
P a ca
P 6 cb
De plus les trois droites mu, mb , in P rencontrent la droite • L'C' en a 1 , b 1 cl P, et l’on a
VJ? = P?, : ™ ( Corolla,, ' e !»• 83.)
Donc
~ = >, ou PV = FÙ'.
Donc la droite menée du point m au milieu l v du segment a' b', passe par le point (ixe P.
Le Purisme est donc démontré.
Poiusmk CLXXX. — Étant donnés deux droites SA,
SA', un point P et un espace v : on peut trouver sur ces droites deux points I et . 1 ' en ligne droite avec le point P, et tels, que si Von prend sur SA, SA', deux points m, m' liés par l équation
Im.J'ml = v,
la droite mm' passera par un point donné.
Que l’on mène par le point P la droite IJ', telle, que SI.SJ'=v; ce que l’on fait par le Lcmme XXXVIII (proposition 164) • les deux points I et J' satisfont a la
question, et le sommet Q du parallélogramme construit sur les deux côtés SI, SJ' est le point par lequel passent les
droites mm' .
Cela est une conséquence du Porisme CXVIII.
Porisme CLXXXI. — Quand deux droites qui tour-
nent autour de doux points P, Q d'un cercle, en se coupant toujours sur la circonférence, rencontrent deux droites fixes SA, SA', menées par un autre point du cercle.
en deux points m, m' : la droite mm' passe par un point
donné.
Soient a et b' les points où les tangentes en P et en Q rencontrent, respectivement, les deux droites SA, SA'; et b, a' les points de section de ces droites par la ligne PQ. Le point de rencontre des deux droites au', b b 1 est le point
cherché; c’est-à-dire que la droite mm 1 passe par ce point.
En effet, les quatre droites P a, P b, PS et Pni font entre elles des angles égaux à ceux des droites (^cé, Q//, QS et Qm'. Par conséquent (d’après le Corollaire III, p. 84) la relation suivante a lieu entre les deux séries des quatre points S, a, b, m et S, a', b', m! :
S m % bm S m' % b' m' Sm.ba Sm'.b'a'
S a ‘ ba S a' ’ W a' ' b ni. S a b' m' .Sa’
Or cette équation prouve, d’après le Lemrne X ou XVI, que la droite ram' passe par le point d’intersection des deux droites aa\ bb' . Donc, etc.
Porisme CLXXXU. — Un quadrilatère étant inscrit, dans un cercle, si on le déforme en faisant tourner trois de ses côtés autour de trois points fixes P, Q, R situés en ligne droite:
le quatrième côté passera par un point donné.
En effet, soit S le point où le quatrième côté rencontre la droite sur laquelle sont les trois points P, Q, R; et soit i le point de rencontre des deux côtés opposés ab, cd du quadrilatère. Considérant le triangle P/R coupé par les deux droites ad et bc , on a, d’après le théorème de Plolémée,
ta Rrf'pS — *’
RQ Pè_
R^ PQ ‘~îb~~
Multipliant membre à membre et observant que ia . ib — ic . id,
on obtient
Pa.Pè _ PQ.PS Rc.Rrf — RQ.RS -
1 ,e premier membre est constant, par conséquent le rap- PS
port —, l’est aussi. Ce qui démontre le Porisme.
RS
Porisme CLXXXÜI. — Étant donnés deux cercles, si l'on mène deux rayons parallèles : la droite qui joindra
leurs extrémités passera par un point donné.
En effet, soit S le point où la droite mm! rencontre la ligne des centres 00': les deux triangles m OS, né O 1 S sont semblables, et l'on a
SO Oin H
SO' Ô'n? R 7 '
en appelant R, R' les rayons des deux cercles.
Ainsi le point S est fixe. Donc, etc.
Remarque. On a
S ni SO R
S//7 = SO 7 = R
Par conséquent les deux cercles sont deux ligures semblables dont le centre de similitude est en S.
Il est clair que les tangentes aux deux cercles, en leurs points homologues mm! sont parallèles, puisque les rayons O/n, On»' sont parallèles.
Dans la ligure, les deux rayons parallèles Ozn, O/n' ont la même direction. S’ils avaient des directions contraires, la droite mm' passerait encore par un point lixe, différent de S. Ainsi deux cercles ont deux centres de similitude.
VII' Genre. (Voir p. 1 44- )
Porisme CLXXXIV. — Étant donné un triangle AIÎC, si par les deux points A, B, on fait passer plusieurs cer-
des, dont chacun rencontre les côtés AC, P>C en deux points m, m' ; un point D étant donné sur CA : on peut, trouver un point E sur CR, tel, que les deux segments Dm, E in' seront entre eux dans un rapport donné.
Le cercle mené par les trois points A, R, D rencontre le côté RC au point de-
mandé E. Et l’on a
Dm
fT^I 7
DC
DC EC
Donc, etc.
PomsME CLXXXV .
— Quand plusieurs cercles passent par deux points P, Q, et rencontrent deux droites fixes PA, PB, menées par un de ces points, en des couples de points a, b-, a', b': ... : le rapport des segments aa', bb' faits par deux quelconques des cercles, est donné.
En d’autres termes, les cercles divisent les deux droites en parties proportionnelles.
En effet, menons par le point Q une droite QC qui
rencontre les cercles aux points c, c', . ... Le rapport a -^ 7
est donné (Porisnie précédent); et de même le rapport bb' _ aa' .
— ;• Donc -m est donne. c. o. f. d.
ce bb
Corollaire. Il résulte de là, en vertu du Porisme CVH, que : Les milieux des cordes ab, a'b', . . . sont sur une même droite.
Porisme CLXXXVI. — Un cercle est circonscrit à un triangle PQR, et deux droites fixes SA, SA' sont parallèles aux deux côtés PR, QR; si autour des deux points P, Q on fait tourner deux droites qui se coupentsurla circonférence dit cercle et qui rencontrent SA, SA' en m et m'; le point A étant donné sur SA :
on pourra trouver le point A' sur SA' et une raison X, tels, que le rapport des deux segments Am, A'm' sera égal à cette raison.
La droite PA rencontre le cercle en a, et la droite Q« rencontre SA' au point cherché A'. Soit B le point où la tangente en P rencontre SA, et B' le point où PQ rencontre
AB
SA'. La raison X est égale à
En effet, le faisceau de quatre droites PA, PB, P m et PR, a ses angles égaux à ceux des quatre droites QA', QB', Qm' et QR. Il s’ensuit, comme il a été démontré pour le Porisme CX, qu’il existe entre les deux systèmes de points A, B, m et A', B', m la relation
A m ~ÂB
AB
Donc, etc.
IX e Genre. (Voir p. x 40* )
Porisme CLXXXVÜ. — Si l'on prend sur une droite OA deux points variables m, m', déterminant des segments
dont le rectangle O ni. O ih' soit égal au carré construit sur
une droite donnée a; n
e g — £ J +; T étant le milieu de ces deux
points , et b une ligne donnée : on peut trouver un point E cl une raison p, tels, que Von aura toujours
E m. E ni'
OE
Il suffit de prendre OE — a, et p= 2 —• Cela résulte du
Lemrnc XXIII (proposition 1 49)-
En effet, puisque Om.Om' = a* = OE , il s’ensuit, d’après ce Lemme, que
Em.Em' = OE (E m -f- E ni').
E m . E m 1 1 En
= OE, et
E/n .Em' 2 OE
b .En
Si le point E, au lieu d’être placé comme dans la figure, était pris du même côté de O que m et m', ce serait le Lemme XXV (proposition i5i) que l’on invoquerait.
Porisme CLXXXVIII. — Quand un cercle est inscrit dans un triangle AA'B, si l’on fait tourner sur la circonférence une tangente qui rencontre les côtés BA, BA' en deux points m, m' : on peut, trouver un point V sur le côté BA’, et une ligne j - p, tels , quon aura toujours V égalité
• Km .i' m'
La tangente parallèle à AB coupe A'B au point cherché 3 1 . La tangente parallèle à A' B coupe AB en un point 1, et l’on a p = AL
Eu effet, soient Ci, C j les parallèles aux deux côtés A'B, Alî menées par le centre du cercle. On démontre comme au Porisme CXXX, que les quatre droites CA, Cm, CI et C j font entre elles, deux à deux, des angles égaux aux angles des droites CA 7 , Cm', Ci, CJ'. Et ou en conclut par la même démonstration que pour le Porisme CXXII, celte égalité
Am A ' m’
~ÂÏ ~~ TnP
ou
A m .J' ni' A' ni’
= AI
Porisme CLXXXIX. — Si autour de deux points P, Q
d’un cercle, on fait tourner deux droites qui se coupent en M sur la circonférence, et rencontrent une droite fixe LA en m et m! ; le point A étant donné, ainsi qu’une ligne a : on pourra trouver deux autres points. A' et J 7 sur LA, tels, que le rapport des rectangles A m.J'm' et A'm'.a sera constant.
Qu’on mène PA qui coupe le cercle en a-, Qn détermine le point demandé A'. Soient P j, Qi parallèles à LA; les droites Q/, Pi coupent LA en J' et I. J 7 est le deuxième point demandé; et l’on a
ou bien
A m.J’m' _ AI A' m' u. a
AI
En effet, les quatre droites PA, P/n, PI et P y font entre elles des angles égaux à ceux des droites QA 7 , Q/n', Qi, QJ 7 . Si l’on conçoit que ces droites issues du point Q rencontrent une transversale en des points A", m", I", J 77 : en comparant ces points d’abord aux trois A, m, I, puis aux trois
A', m', J', on obtiendra les relations
T'F * FF" = ^T’ (^ or- ^ es ^ emmes III et XI, p. 83.)
A" ni" m J “m" _ A ’ m'
Â*F * rr ~ ïv’
Donc
”ÂT
X' Genre. (Voir p. i5G.)
Porisme CXC. — On a un cercle dont le diamètre est AB; la tangente en E est parallèle à ce diamètre, et tes points I et J' de cette droite appartiennent aux tangentes en A et en B; si autour de ces points A, B on fait tourner deux droites qui se coupent sur la demi-circonférence ADC, et qui rencontrent la tangente IJ' en m et. m' : le rectangle
I m' . J'm sera égal à un espace donné augmenté du rectangle formé sur l'abscisse mm' et une ligne donnée.
L’espace donné est IE.J'E, et la ligne donnée J'I. De sorte que l’équation à démontrer es^
Im'.J'm = IE.J'E J'I. mm'.
En effet, tes quatre points m, m', I, J' sont liés par l’équation suivante, d’après le Porisme LIX,
Im'.J'm = Im. J'm' -H J'I.mm'.
II suffit donc de prouver que Im. J'm'= IE.J'E.
Or les triangles Ami, m'BJ', sont semblables. Donc
1^1 — ^ - . on bien Im.J , m' = AI.BJ'.
Al JW
Et comme AI = BJ'= It = J E, il en résnlie liii.ym' = IE. J'E.
Donc, etc. .
Observation. On trouverait de môme que si le point In était pris sur la demi-circonférence AEB, l’équation deviendrait
lm'.J'm -I- IJ'. mm' = IE.J'E.
Elle répondrait donc à un Porisme exprimé par la formule
Im'. J'm + ft.mm' = v.
Mais cette formule ne se trouve pas dans les énonces de Pappus. Nous en dirons plus loin la raison (à la suite du Porisme CXCIX).
Porisme CXCI. — Un trapèze PiQj est inscrit dans
un cercle , et une droite AL parallèle à scs côtés Pj, Qi, est prise au dehors du cercle ; le point A étant donné sur cette droite : on pourra trouver un autre point B', un rectangle v et une ligne fi, tels, que si de chaque point M de Tare iPj, on mène les droites MP, MQ, qui coupent LA en m et m', on aura toujours la relation
Am.B'm'= v -+- fi. mm'.
Qu’on mène PA qui rencontre le cercle en a, et Qu qui
' ( ay3 )
détermine le point À'. Puis, P/ et Q/ qui coupent AL en I et J' On prendra J'B' = AI, v = Al. A'A et « = AI.
En effet, d’après le Porisme CLXXXIX, on a l’égalité
A m . J'm' ~ A 1 ni' . AI,
et l’on en conclut, comme au Porisme CXXIJI, l’équation A m . B' ni' = AI . A'A + AI . mm'; ce qui démontre le Porisme.
Observation. Si l’on cherche ce que devient l’équation quand le point M est pris sur l’are iaQbj qui avec iP; complète la circonférence, on trouve qu’il y a deux cas à considérer :
Pour les points des arcs l’a, jb contigus h iPj, l’équation
est
A m . B'm' -f- AI . AA' = AI . mm'.
Et pour les points de l’arc «Q b, elle devient Am. B'm' -|- IA .mni — IA. A'A.
Ainsi la circonférence est partagée en quatre arcs consécutifs jPi, ia, aQb, bj dont le premier et le troisième donnent lieu à deux équations différentes, et les deux autres à une S£ulc équation.
XII e Genre. (Voir p. i5a.)
Porisme CXCII. — Un segment de cercle Am B étant donné, ainsi qu'une raison \ : on //eut trouver un point C et une raison p, tels, que les distances de chaque point m de l'arc de cercle AmB aux trois points A, B, C auront entre elles la relation con-
— cik — = // ’
Qu’on prenne sur l’arc ACB, qui complète la circonférence du cercle, le point C déterminé par le rapport
= X; ce qu’on fait par le Lemme XXIX; puis
on aura
AC
a ”-*-cb- Bw
Cm
AB
BC
En effet, les quatre points A, B, C, m sont les sommets d’un quadrilatère inscrit au cercle, dans lequel, d’après le théorème connu des Anciens et qui fait la base de leur trigonométrie, le produit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés; c’est-à-dire que
AB. Cm = Am. BC -+- Bm. AC,
ou
AC
a, " + bc Bot
Cm
AB
BC
Observation. Si la raison donnée est égale à l’unité, le point C sera le milieu de l’arc ACB, et l’équation satisfera à l’énoncé du XIV e Genre (voir p. 172).
XV' Genre. (Voirp. 174.)
Poiusme CXCIII. — Deux droites OA, OB étant don-
nées, si Ton mène une droite min' qui fasse soit avec AO et OB, soit avec OA et le prolongement de OB, un triangle _ mOm' égal à un espace donné v : le rectangle
des deux segments Om, Oin' est donné.
Cela résulte des Leinmes XX et XXI. En elle t , soit ab une position de la droite mm'. Les deux triangles «Où, mOm' sont égaux par liypothèse. Leurs angles en O sont égaux ou supplémentaires; par conséquent, d’après le Leinme XX dans le premier cas et le Lemme XXI dans le second, leurs surfaces sont entre elles comme les rectangles Oa.Ob et Om.Om'. Donc ces rectangles sont égaux.
Soit al) perpendiculaire sur OB; on a
d'où
triangle bOa =
Oè.aD
et
Oa.Ob
Le rapport ^ est constant, quel que soit le point a
pris sur OA. Le rectangle Oa.Ob, et par conséquent Om.Om', qui lui est égal, est donc déterminé.
Ce qui démontre le Porisme.
Porisme CXCIV. — Si d'un point P pris sur le diamètre AB d'un demi-cercle, on mène une droite à chaque point M de la circonférence, et que parce point on mène à cette droite une perpendiculaire qui rencontrera en deux points m, m', les tangentes en A et B : le rectangle Am. B né sera donné.
Cela résulte du Lemme XXXI (proposition 1 5y) d’après lequel
A m . B m! = PA . PB.
PokismeCXCV. — Si autour d'un point fixe on fait tourner un côté d'un angle de grandeur donnée dont le sommet glisse sur une circonférence de cercle : l'autre côté de l’angle forme, sur deux certaines droites données de position deux segments dont le rectangle est donné.
( assoient Die point donné sur le diamètre A' B', et D1NK une position de l’angle mobile. Qu’on mène A'X faisant l’angle XA'D égal à DISK, et B'Y parallèle à A'X; puis par le point D une perpendiculaire à ces droites, qui les rencontre en A et B. Le côté INK de l’angle N fait sur ces droites les segments Am, B' m ' dont le rectangle est égal à DA.DB.
Cela résulte du Porisme précédent; car si l’on mène DM perpendiculaire sur le côté JNK de l’angle mobile, le point M sera sur le cercle décrit sur AB comme diamètre (ce qu’on démontre par le raisonnement déjà employé au Porisme CLXXVI). Donc, d’après le Porisine précédent,
Am.Bm'=DA.DB.
Po m sme CXCVI. — Si autour de deux points fixes D, D' pris sur le diamètre AB d'un demi-cercle à égale distance du centre, on fait tourner deux droites parallèles qui rencontrent la circonférence en deux K points , E, E' : la droite EE' forme sur les tangentes en A et B deux segments Am, Am' dont le rectangle est donné.
Ce rectangle est égal à DA .DB.
En elïet, les deux droites DE, EfE' étant parallèles et également éloignées du centre, l’angle DEE' est nécessairement droit. Car si l’on mène le diamètre perpendiculaire à ces droites, qui les rencontre en G et G', on a CG=CG'; par suite, d’après le Lemme XXXVI, la corde EE' est parallèle à GG'. L’angle DEE' est donc droit; et conséquemment, d’après le Porisme CXCIV, le rectangle Am. Am' est égal à DA.DB. c. q. f.
Autrement. Sans invoquer le Lemtne XXXVI, les cordes EF, EF' sont égales, comme parallèles également éloignées du centre; et comme le diamètre qui leur est perpendiculaire passe par leurs milieux, GE = GE' ; donc EE' est parallèle à GG'; et l’angle DEE' est droit. Donc, etc.
Porisme CXC\n. — Étant donné un demi-cercle ACB,
une tangente quelconque mm' fait sur les tangentes aux extrémités du diamètre AB, deux segments Am, B m! dont le rectangle est donné.
Ce rectangle est égal au carré du rayon
du cercle.
En effet, soient n le point de contact de la tangente, et O le centre du cercle. Les deux droites O m, O m' sont rectangulaires, parce qu’elles sont perpendiculaires respectivement aux cordes An, Bn. Le triangle mOm! est donc rectangle en O, et par conséquent on a mn.m'n = On = R’. Mais mn = Am, et m'n = B m.
A m .Am' = R* .
Ce Porisme pourrait être considéré simplement comme un cas particulier du précédent.
Porisme CXCV1II. — Quand un losange AIBJ' est circon-
scrit à un cercle, toute tangente au cercle fait sur les côtés AI, AJ' deux segments Im, J'm', dont le rectangle est donné.
Soit D le point de contact du côté IA, on aura
Im.J'm' = ID.J'A.
En effet, soit C le centre du cercle, et Ci, C j parallèles à AJ' et AI, respective-
ment. Les quatre droites CD, Cm, CI, C/, font entre elles
deux à deux, des angles égaux à ceux des droites CA, C tri , Ci et CJ'.
On en conclut par le raisonnement employé pour la démonstration du Porisme XCV11, qu’il existe entre les deux systèmes de points D, m, I, et A, ni, J' la relation
^ = ou Im.J'm' = ID. J'A.
Il) J m
Autrement . Les deux triangles ICm, \ tri C sont semblables, parce que les côtés IC, Cm, ml du premier sont également inclinés sur les côtés respectifs J 'm', ni C, CJ'du second. On a donc la proportion
et I m . l' ni = IC . CJ' = ÏC
ic y m
Ainsi le rectangle 1m. J'm' est donné.
Cette seconde expression du rectangle 1m. J'm' se ramène immédiatement à la première. Car dans le triangle ICA,
ÏC = ID.IA = ID.J'A
XVI e Genre. (Voir p. 177.)
Porisme CXCIX. — Si autour de deux points P, QcTun
cercle , on fait tourner deux droites qui se coupent en M sur la circonférence , et qui rencontrent une cordc EF en deux points m, m'; un point A étant donné sur cette corde : on pourra trouver un second point B', un rectangle v et une ligne p, tels, que pour des points M du cercle, en nombre infini , on aura toujours la re.la-
lion
A w .B' ni' v
Qu’ou mène P/’ et Qi parallèles à EF ; puis Pi, Q/ qui rencontrent EF en I et J'. Qu’on prenne J'B'= AI; B' sera le point cherché. La droite PA rencontre la circonférence en a; et Q« rencontre EF en A'. On fera v = AI. A A', et p== AI.
Enfin, le point M devra se trouver sur l’arc tPjf, ou sur l’arc ab déterminé par les lignes PA et QB'.
En eflet, supposons-le sur l’arc i P/; les deux points m, m' ont, avec deux autres points C, C' déterminés de la même manière, la relation
(Porisme CXXIX.)
qui entraine, comme au Porisme LX XV III, la suivante Ato.B'ot' AI. AA'
Le Porisme est donc établi.
Si le point donné A est sur la circonférence, en E par exemple, le rectangle v est nul et la relation entre les deux points m , m', qui alors convient à tous les points M de la circonférence, devient
■ Em.B'm' T , T •
EL
• mm
C’est le cas prévu dans l’énoncé du XVI e Genre.
Observations. Si dans la figure sur laquelle nous venonsde démontrer le Porisme, le point M est pris sur l’arc iE, ou sur^'F, on trouve que l’équation devient
A m . B 'ni = AI . A'A -t- AI . mm'.
Pour les points de l’arc Eu ou de l'arc F b , elle prend
RüKSUNIVÊRSITflT GFÎÎT ^
'"i.WW'P HOGcftE HLETKÜHS*.
( 3oo )
une troisième forme
A m . B' ni -h AI . mm' = AI . A A'.
Ainsi la circonférence est divisée en six arcs, /E, Ea, ab , b F, F j, ij. Deux de ces arcs, nb , ij, qui sont opposés, se correspondent-, des quatre autres, ceux qui se correspondent sont d'une part a E, £>F, qui sont contigus à ni; de l’autre, l’E, j F, qui sont contigus à ij : et chacune des trois équations se rapporte à l’un de ces couples d’arcs correspondants.
Il n’en était pas entièrement de même dans la figure du Porisme CXCI, qui appartient au X 1 ' Genre, et qui ne se distingue de celle dont nous venons de nous occuper que par la position de la droite AA' en dehors du cercle. Les différentes positions du point M exigeaient aussi trois équations : mais la circonférence n’était divisée qu’en quatre parties. A deux parties ojjposées répondait une seule des trois équations. Chacune des deux dernières parties employait seule une des deux équations restantes.
Mais on voit que les équations qui expriment les X e et XVI e Genres se présentent ensemble dans une même question.
Toutefois dans l’ouvrage d’Euclidc les questions relatives à ces deux Genres n’ont pas été les mêmes. Ce géomètre, guidé par une considération théorique importante qui tient aux imaginaires, comme nous allons te dire, a dû introduire dans les énoncés des Porismes dont Pappus a formé le XVI' Genre une condition d’après laquelle ils s’appliquaient nécessairement à des questions, ou du moins à des figures, différentes des questions ou des figures qui ont fourni à Pappus son X e Genre. Celle condition, c’est que le rectangle v puisse devenir nul par suite de la position du point A, condition qui n’ existe pas dans le texte du X e Genre.
On reconnaît immédiatement dans la géométrie moderne, que cette distinction revient au cas où les points doubles des deux divisions homographiques formées par les couples des points ni, m! sont imaginaires.
Ce sont sans doute ces cas d’imaginarité dont Euclidc a voulu montrer les conséquences; en distinguant avec précision des questions qui conduisent aux mêmes relations entre les points variables que l’on considère, et il les a caractérisées si nettement, que Pappus en a fait deux Genres séparés.
Les Livres de la section de raison, de la section de l'espace et de la section déterminée , nous apprennent que ces cas d’imaginarilé avaient frappé vivement l'imagination des géomètres grecs. Apollonius y a trouvé le sujet de belles questions de maximum qui nous ont été conservées par Pappus, et qui suffiraient pour montrer la sagacité et le génie de celui que les Anciens avaient surnommé le grand géomètre.
La comparaison de ces trois ouvrages de la section de raison, de la section de l’espace et delà section déterminée, met aussi en évidence toute la hardiesse d’Euclide dans la conception de ses Porismes. Elle lait sentir combien il a eu à surmonter de difficultés pour donner toujours aux énoncés une rigoureuse exactitude.
Ces difficultés naissent pour la plupart de la diversité des positions relatives des points dans une figure, en d’autres termes, de la direction des segments; elles ont disparu dans la géométrié moderne par l’introduction des signes -+et — .
Si le seul problème de la section de raison, le plus simple qu’on puisse imaginer, puisqu’il s’exprime par l’équation à deux termes A m= X.BW, la plus simple aussi de toutes celles qui se trouvent dans les Porismes, si ce problème, dis-je, à raison de ces différences de positions rela-
tives des points et des lignes, a demandé à Apollonius 87 cas; celui de la section de l'espace 84, et celui de la section déterminée 83, on doit être ellrayé des obstacles multipliés qu’a dû rencontrer Euclide en introduisant dans la géométrie les équations à trois et à quatre termes qui font le sujet d’un grande partie des Genres indiqués par Pappus.
Sans doute la nature et le vaste ensemble des propositions variées auxquelles s'appliquent ces équations qui se rattachent à une ihéoiie unique, celle des divisions homographiques , forment le mérite principal de l’ouvrage d'Euclide. Mais on peut croire que la nouveauté hardie que présentaient les Porismcs, à raison des difficultés que nous avons signalées, a été aussi un des motifs de l'admiration de Pappus pour ce grand ouvrage, en tout si original et si
Peut-être s’étonnera-t-on qu’Euclide n'ait pas douné de Porismes susceptibles de former un Genre exprimé par la troisième des équations renfermées dans la formule algébrique
A ni . 15 'ni -+- v = p . mm' ,
savoir
A/w.B'm' 4- IA .mm 1 — IA. AA',
équation qui se présente dans les mêmes questions que les deux premières, comme ou l’a vu ci-dessus (Porismes
CXC, CXC1 et CXCIX).
Cette abstention s’explique naturellement; car cette équation répond précisément aux positions des points m, ml qui ne satisfont pas aux deux autres équations. Il • aura donc suffi à Euclide d’en faire la remarque dans quelque scolie, pour éviter de multiplier inutilement les exemples de Porismes. Une réserve de ce genre est bien dans l’esprit du grand géomètre et dans le caractère de son ouvrage, où il n’a voulu donner que des principes et les germes d’une foule de conséquences importantes.
XVII'' (Jenre. (Voir p. 184.)
Porisme CC. — Si autour de deux points P, Q d'un cercle on fait tourner deux droites qui se coupent en. M sur la circonférence et rencontrent en m et ni' une tangente fixe AI : le rapport du rectangle Am. Am' à l'abscisse mm' sera donné.
Qu’on mène Qi parallèle à la tangente AI; et Pi qui coupe celle tangente en I ; on aura
Am. Am' 1T
r- — AI.
mm
En effet, soit P j parallèle à la tangente, et Q/ qui coupe cette droite en J'. On a, d après le Porisme CXXXIX,
A ml . I rn = A ni . AJ'.
Or AJ'= IA. Donc
Aw'.Im = Am.IA, on Par suite,
A m 1 Am
Am' _ Al
Am' — A ni Ai — ml*
Af
ml
Am' _ AT mm' A m
Am Am' mm'
= AI
Quand un cercle est circonscrit à un triangle ABC, si autour des deux sommets A, B, on fait tourner deux droites qui se coupent en chaque point M de la circonférence, et qui rencontrent une corde ef en m et m' :
le rectangle em.fm' est à V abscisse mm' dans une raison donnée.
Qu’on mène la corde Bt parallèle à ef, et Ai qui rencontre e/’en I, on aura
em .fm' mm'
el.
En effet, nous avons vu (Porisme CXXVI) que
em.fm' cD .fD' em . em'
cm' .fm rD'./D' JU fm fm'
Par conséquent, d’après le Porisme LXXXH,
em.fm'
mm'
si.
XXI' Genre. (Voir p. 201.)
Porisme CCII. — TJn cercle et une droite DE étant donnés , si de V extrémité A du diamètre perpendiculaire à DE on mène une droite qui rencontre le cercle en m et DE en n : le rectangle Am. An est donné.
En effet, les deux triangles Am B, ADn sont semblables, comme étant rectangles et ayant l’angle A commun. Par conséquent, on a
ou Am.An = AB.AD.
AB A n
Ce qui démontre le Porisme.
Porisme CCIII. — Étant donnés deux cercles dont T un a pour centre un point A de la circonférence de l'autre ; si une tangente au premier rencontre le second en deux points m, ni': /e rectangle des distances de ces points au centre du premier cercle est donné.
Soit AB le diamètre du second cercle -, AM le rayon du premier. On a
Ain. A rn' — A B . AM .
En elïet, les deux triangles rectangles AmB, AMm' sont semblables, parce que les deux angles ABm et Am'M sont égaux comme étant l’un et l’autre suppléments de l’angle min' A. Par conséquent,
ou Am. Am'= AB. AM.
AB A ni'
Deux points O, A étant donnés sur une droite, si l'on prend sur * cette droite, d’un même côté du point O, deux points variables m, m', tels, que l’on ait
Donc, etc. ’ Porisme CCIV. —
le rectangle Om.Om' est donné.
En effet, Om.Om' = OA .
Ce Porisme n’est que la traduction du Leramc XXVI, quand les deux points m, m' sont pris du côté opposé au point A, à partir du point O; et du Lemme XXVII, quand m et m' sont pris du même côté que le point A.
Porisme CCV. — Étant donnés un cercle et la tan-
gente en un point A, si l'on mène deux tangentes parallèles entre elles qui rencontrent la tangente fixe en deux points m, m' : le rectangle Am. Am 'est donné.
Ce rectangle est égal au carré du rayon du cercle.
En effet, .soient M, M', les points de contact des deux tangentes parallèles; l’angle MAM' est droit; par suite l’angle mCm', dont les côtés sont perpendiculaires aux cordes AM, AM', est aussi droit. Le triangle ni Cm 1 est
donc rectangle en C; et conséquemment Am. Am' = CA.
Porisme CCVI. — Si par deux points D, D" pris sur le diamètre d'un demi-cercle , à égale /y ’yn distance du centre , on mène deux droi- A LU — r n les parallèles Dm, D' m' terminées à la
\ \ j j circonférence : le rectangle construit sur
''' — n ces deux droites est donné.
Concevons que la circonférence entière soit décrite, et prolongeons la droite D/n jusqu’à la circonférence, en n. Je dis que Dn est égale à U m 1 . En effet, joignons Cu et Cm'. Les deux triangles CDn, CD'm' sont égaux, parce qu’ils ont des angles égaux en D et D', et deux côtés égaux chacun à chacun. Donc
Dn = DW.
D’ailleurs Dm.Dn = DA.DB.
Donc Dm. DW = DA.DB.
Ce qui démontre le Porisme.
Porisme CCVII. — Un triangle ACB étant donné , si
on mène deux droites parallèles MN, M'N' qui forment V une avec les deux côtés CA , CB et l'autre avec les prolongements de ces côtés au delà
du sommet C, les triangles MCN, M'CN' égaux en surface au triangle ACB : ces droites rencontrent la base AB du triangle en deux points m,m', cl le rectangle des distances de ces points au milieu de AB est donné.
Ce Porisme se conclut du Lemme XXXII (proposition i58), pris dans l’étal de généralité qu’il comporte, comme nous l’avons dit précédemment (p. 96 ). Soient D le milieu de AB, et n le point où MN coupe CD; on a, d’après le Lemme,
Dm = DB •
DC -+- C
îT - 1 tÿr n " I) m = DB • — — : * un
Par conséquent,
Dm = DB • — — 1 ou D/».Dm'=DB.
Ce qui démontre le Porisme.
Observation. La démonstration du Lemme donnée par Pappus est assez pénible. Voici une démonstration directe du Porisme. Elle est fort simple, et la démonstration du Lemme en résulte immédiatement.
On a d’après le Lemme XX (proposition i45),
CA.CB = CM.CN ou ^ = ~ •
Soit O le milieu de mm' ; CO est parallèle à MN, et les triangles semblables ainsi formés donnent
CA _ OA. CN Om
CM Ôm 01 CB OB
Donc
OA 0 ni J 1 rvn
- — = — ou Om = OA.OB.
Om OB
Cette équation, en vertu du Lemme XXXIV dont on peut
ao. .
mvoq
uer la réciproque, entraîne celle-ci :
ni B
ni’ A
l’oniSME CC\ 111.
Et Je cette dernière, en vertu du même Lemmc, on conclut DB =Dm.D/n'.
De chaque point M d’une tangente à un cercle, on mène une seconde tangente et une droite passant par un point donné P; cette tangente et celle droite rencontrent une autre tangente HG en deux points m, m' : on peut trouver deux points I, J' sur HG, et un espace v, tels, que le rectangle Im .3' m! sera toujours égal à v.
En effet, concevons les points M, A, B, C de la droite EF. Les tangétales menées par ces points rencontrent la tangente HG, en m, a , b , c, et les droites menées des mêmes points au point P rencontrent cette même tangente en m 1 , a', b c.
On a, d’une part,
!Ü4: : -, > (Porisme CXXXI, Corollaire.)
MB CB mb cb '
et d'autre part,
Ï£:§5 = £p-- 7F < l ~ UI ’ Coro,,airc *• P’ 8a >
Donc
ma ca m a c a
ml ’ cb iri b' ' c' b'
ma . m' b'
ca .c' b'
m b. ni' a' cb.c'a'
Celte équation prouve d’après le PorismeXCIlI (t), qu’it existe deux points I, J' tels, que l’on ait
lin .J' m! = conslautc = v.
Pour déterminer ces points, on fait d’abord passer par le point P, parallèlement à GH, une droite qui rencontre EF en /; la tangente menée par ce point i coupe GH en I. Ensuite ou obtient le point J', en menant la tangente parallèle à GH, et par le point j où elle rencontre EF, la droite j P; cette droite coupe GH au point cherché J'. On détermine l’espace v en prenant la tangente Mm dans une position particulière. Par exemple, qu’on suppose le point M en E, et soit F/ le point où la droite EP rencontre HG; on aura v t= IG . J'e'. Si l’on place le point M en G, et qu’on appelle g le point de contact de la tangente HG, on aura v = Ig.J'G.
Porisme CCIX. — Si autour d'un point p on fait tourner une corde MM' d'un cercle , et que. d'un point P de lu circonférence on mène PM, PM' qui rencontrent une droite fixe DX en deux points m, m' : il existera sur cette droite un point O, tel, que le rectangle Om.Onx' sera constant.
(i) Dans ce Porisme XCIIl, les deux séries de points m, a, b,. . , m', b ',. . , sont supposées sur deux droites différentes; mais il est évident que la relation démontrée subsiste quelle que soit la position relative des deux droites, et conséquemment quand elles coïncident, comme cela a lieu ici.
En effet, soient les trois cordes p M M ' , p AA', p CC', dont la troisième est menée de manière que PC' soit parallèle à DX. Soit F le point où la droite pP rencontre la circonférence. Les quatre droites PM, PA, PC, PC' rencontrent respectivement les quatre PM', PA', PC', PC en quatre points p, a, y, y, situés sur une même droite (Porisme CLXXH).
Désignons par m , a, O, les points où les trois droites PM, PA, PC coupent DX ; il existe entre ces points et les quatre p, «, y, y,, la relation
— : — • (Lemme XI.
Appelons pareillement p', a', y, y\ les points où les quatre droites qui partent du point P coupent DX; il existe encore entre ces points et les quatre p, a, y, y, la relation
l-r-, 1 * (Coroll. I du Lemme III, p. 82 .)
Enfin les quatre droites PM', PA', PC', PC font entre elles les mêmes angles que les quatre P'M', PA', PC', PC qu’elles rencontrent sur la circonférence; et l’on en conclut, d’après les Corollaires II et III du Lemme XI (p. 83), que les points déterminés sur DX par ces deux systèmes de quatre droites ont entre eux la relation
7 y . yy _
7' a! ‘ y\ a' 0 ni
Il résulte de ces trois égalités que
ou Otn.Qin — Oa.Oa'.
Ce qui démontre le Porisme.
Porisme CCX. — Un cercle est circonscrit à un triangle PQU ; cl autour tics riaux sommets P, Q on fait tour-
ner deux droites PM, QM qui se coupent surin circonjérence et rencontrent , respectivement, deux droites Jixes AX, A'X' en deux points m, m'; si les parallèles à ces droites menées par le S points P et Q ne se coupent pas sur la circonférence : on 'pourra trouver sur ces droites deux points I et J', tels, que le rectangle Im.J'm' sera donné.
Qu’on fnène la corde Q/ parallèle à A'X', et Pt qui rencontre AX en I; puis la corde P; parallèle h AX, et Q; qui rencontre A'X' en J'; ces deux points I et J' sont les points cherchés, r, r' étant les points d’intersection des droites AX, A'X' et des côtés PR, QR du triangle, respectivement, on aura
Im.J'i
Ir.J',
En effet, les quatre droites PM, PR, Pt et P; font entre elles des angles égaux à ceux des droites QM, QR, Qj et Qy. Par conséquent, si l'on conçoit que ces deux systèmes de quatre droites coupent uue transversale menée arbitrairement en deux systèmes de quatre points m,, /-,, 1,, J k et tn\, r\ , I, , JT, on aura entre ces points l’équation
ITT : T7T :
(Coroll. III, p. 84- )
Mais d’après le Corollaire II (p. 83), le premier membre de cette équation est égal à et le second à jr^r -
Donc
lui
Jv’
ou lm . J'm' = Ir. J'i 1 '.
Ce qu’il fallait démontrer.
Observation. Si les parallèles à A X et A'X', menées pai
les points P et Q, se coupaient sur la circonférence, le Porisme n’aurait pas lieu, parce que les deux points I et J' n'existeraient plus; les droites qui les déterminent se trouvant alors parallèles, respectivement, aux droites AX, A'X'. Ce qu’on exprime dans la Géométrie moderne en disant que les points 1 et J' sont à l’infini. Ce cas a été le sujet du Porisme CLXXXYI.
XXII* Genre. (Voir p. 22g.)
Porisme CCXI. — Étant donnés deux droites SX, SX'
non rectangulaires , dans le plan d'un cercle , et deux points A, B sur la première SX; si de chaque point m de SX on mène deux tangentes au cercle, et quon joigne les deux points de contact par une droite qui rencontrera SX' en un point m': on pourra trouver deux points A', B' sur cette seconde droite donnée , tels , que le rectangle Ani.B'm' sera au rectangle A m . B m dans une raison donnée.
Que par chacun des points A, B on mène deux tangentes au cercle, les cordes de contact rencontreront SX' aux points demandés A', B'. Soit J' le point où le diamètre du cercle perpendiculaire à SX coupe celte même droite SX'; la raison constante est -jjTj,; c’est-à-dire qu’on aura
En effet, les cordes de contact des tangentes menées par les trois points A, B, m et le diamètre perpendiculaire à SX, qu’on peut regarder comme la corde de contact des tangentes parallèlesà SX, passent par un même point (Porisme CLXXYII). Or ces droites sont perpendiculaires respectivement aux droites menées du centre du cercle aux points A, B, m , et parallèlement à SX. On a donc deux faisceaux de quatre droites, dont les quatre dernières font entre elles, deux à deux, les mêmes angles que les premières. Ces deux faisceaux sont coupés, respectivement, par les deux droites SX, SX', en des points qui, d’après les Corollaires du Lemmelll, p. 83, ont entre eux la relation
A ni A' m’ < A' J'
Ym ~ BV : B' J' ou
A in . B' m’ B' J'
Bm.AV A' J'
Ainsi le Porisme est démontré.
Observation. On conçoit que la considération des deux points m et m! peut donner lieu à beaucoup d’autres Porismes qui se rapportent à la plupart des Genres du premier et du second Livre. Les deux points variables m, m! peuvent être pris sur une même droite, car il est permis de supposer que SX' coïncide avec SX. Il nous suffit d’indiquer ces Porismes, dont les démonstrations n’offriront aucune difficulté, et qui néanmoins paurront faire le sujet d’exercices intéressants.
V' Genre. (Voir p. .36.)
Porisme CCX1I. — Autour de deux points P, Q d'un cercle on fait tourner deux droites qui se coupent sur la circonférence , et rencontrent une tangente fixe en m et m'; un point O étant donné ainsi qu’une ligne a : il
existera une droite donnée de position, telle, que le segment pp' formé sur cette droite par celles qui joignent Je point donné O et les points m, m', sera toujours de la longueur donnée a.
En efl’et, on sait (Porisme CC) que l’on a
A ni .km' An. An'
— = consl. = ; — 5
mm'
== consl. =
nn' ’
nn
An
m' n A tn'
nm'
Si d’un point donné O on mène des droites aux cinq points A, m, m n et et qu’une droite parallèle à la première OA les coupe aux points p , p' , v, i/, on aura (en vertu du Corollaire II, p. 83) les deux égalités
Il faut donc inscrire dans l’angle niOm 1 une droite de la longueur donnée a et parallèle à la droite OA. Cette droite satisfera à l’énoncé du Porisme.
Donc, etc.
Porisme CCXIII. — Si par le centre de similitude de deux cercles on mène une droite qui les rencontre en quatre points : les tangentes en ces points forment un pa-
rallélogramme dont la diagonale, ee' est sur une droite donnée de position.
En effet, les tangentes en a et a! sont parallèles, puisque
le point S est le centre de similitude des deux cercles (Porismc CLXXXIII, Remarque ); les angles cab et c'a! b' sont donc égaux. Or l’angle dV a' est égal à l’angle da!b'. Donc les angles en a et b' du triangle eab' sont égaux, et, par conséquent, ce triangle est isocèle. Ainsi ea~eb', et pareillement d a! = d b. De sorte que la diagonale ee coïncide avec la droite lieu des points d’où l’on peut mener aux deux cercles des tangentes égales (Porisme CLXIII). Ce qui démontre le Porisme.
VI' Genre. (Voir p. 139.)
Porisme CCXIV. — Étant données dans un cercle deux
cordes SC, SC' qui partent d’un même point S de la circonférence , on mène de chaque point m pris sur le prolongement de SC deux tangentes au cercle ; la corde de contact rencontre SC en un point m' :
la droite mm' passe par un point donné.
En effet, concevons que le point m prenne deux positions A, B sur la corde SC, puis vienne en S; les quatre cordes de contact, dont la dernière sera la tangente eu S, passeront par un même point (Porisme CLXXVII) et seront perpendiculaires aux droites menées du centre du cercle aux quatre points m, A, B, S. On aura donc deux faisceaux
de quaire droites, dont les dernières qui parlent du centre du cercle font entre elles, deux à deux, des angles égaux à ceux des premières. Par conséquent, ces deux faisceaux de quatre droites rencontrent, respectivement, les deux droites SC' et SC en deux systèmes de quatre points ml, A', B', S et m, A, B, S, entre lesquels a lieu l’équation suivante :
SA ' m A SA' _ /»' A'
SB «Tb — SB' m' B' -
(Corollaire III, p, 84 .)
On conclut de là, d’après le Corollaire I du Porisme XXIV, que les trois droites AA', BB'et mm' passent par un môme point. c. q. f. d.
VII e Genre. (Voir p. i44-)
Porisme CCXV. — Étant donnés deux droites rectangulaires SX , SX' dans le plan d'un cercle , et un point A sur la première, si l'on mène de chaque point m de celle-ci deux tangentes au cercle , puis la corde de contact qui rencontrera la seconde droite en un point m' :
on pourra trouver sur cette droite un point A', tel, que le rapport des segments A m, A'in' sera donné.
La corde de contact des tangentes menées par le point A coupe SX' en A' qui est le point demandé. Soit S' le point où la corde de contact des tangentes menées par le pointS coupe SX' : on aura
AS A' S
En effet, les cordes de contact des tangentes au cercle menées par les trois points A, ///, S passent par un même
point (Porisme CLXXVII),et rencontrent SX' en A', m', S'. Mais les droites menées du centre du cercle aux points A, m, S sont perpendiculaires à ces cordes, respectivement. On a doue deux systèmes de droites passant par deux points fixes, et faisant entre elles, deux à deux, des angles droits. Or les deux droites SX, SX' sont elles-mêmes à angle droit ; et il en résulte, d’après le Porisme CLXXXYI , que les points A, m, S et A', m', S' divisent les deux droites SX, SX' en parties proportionnelles, c’est-à-dire que l’on a
Am A' m' __ Am AS
7s — Fs 7 ’ ou AV — Fs 5 '
IX e Genre. (Voirp. 149.)
Porisme CCXVI. — Si de chaque point m pris sur te prolongement d’une corde EF d’un cercle on mène deux tangentes, et qu’on joigne les points de contact par une droite qui rencontre ta corde EF en un point m', le milieu du segment mm' étant n : le rectangle Em.Em' sera au segment En dans une raison donnée p.
Cela résulte des Lemmes XXVIII et XXXIV; car, d’après le premier de ces Lemmes, on a l’équation
i W = FÏ’
et par conséquent, d’après le second,
Em.Em' = En. EF, ou
— T- = El' .
En
Donc, etc.
XXIX' Genro. (Voir p. 257.)
Poiusme CCXVII. — Deux droites rectangulaires SX, SX' étant données dans le plan d'un cercle , si de chaque point m de la première on mène des tangentes au cercle, et quon joigne les points de contact par une droite qui rencontrera la seconde droite SX' en un point m! : il existera un point O, tel, que chaque droite mm 'fera un angle donné avec la droite menée du point m à ce point O.
Et si le point de concours S des deux droites données SX, SX' est situé sur la circonférence du cercle , la droite mm' sera parallèle à une droite donnée de direction.
Cette Proposition est une conséquence du Porisme CCXV et du CLV*. Car, d’après le CCXV'', les deux points ni, m' forment deux divisions semblables et par conséquent le Porisme devient le même que le CLV c .
Il' Genre. (Voir p. 117.)
— Étant pris deux points P, Q sur une tangente à un cercle, on fait tourner autour du premier une droite Pn qui rencontre le cercle en deux points, et l’on mène les tangentes en ces points, lesquelles sc coupent enn' : le point de concours m des droites Pn, Qn est sur une droite donnée de position.
Soient S le point de contact delà tangente sur laquelle sont pris les points P, Q ; B le point de contact de la seconde tangente issue du point P. Le point n' est situé sur la corde SB (Corollaire du Porisme CLXXVII). Supposons le point n de la droite P« situé aussi sur SB : d’après le Porisme CLX,
Porisme CCXVIII.
les points n et n!. seront liés par la relation
S « S n' nB = VÂ'
puisque le point n est situé sur la corde de contact des tangentes menées par le point n'.
Soient a , a' les points analogues à n et. n', pour une autre droite menée par le point P. On a, de même,
Ces deux équations donnent
Et cette relation prouve, d’après le Corollaire III du Porisme XXIV, que les points d’intersection des trois droites P a, PB, Pn, par les trois Qa', QB, Q«', une à une, respectivement, sont en ligne droite. C’est-à-dire que le lieu du point m est une droite qui passe par le point B.
Donc, etc.
PoniSME CCXIX. — Étant donnés un cercle et deux
droites RA, RP, dont l'une rencontre le cercle en deux points A , B, et dont r autre passe par le point de concours P des tangentes en ces points ; une autre tangente quelconque aM rencontre ces deux droites en deux points M, N par lesquels on mène les tangentes Ma', Na": le point de con-
( 3ao )
cours rie ces tangentes est sur une droite donnée de position .
Cette droite est la corde de contact des tangentes au cercle menées par le point R.
En eflet, cette corde passe par le point P (Porisme CLXXVII, Corollaire), et rencontre la droite AB en un point Q. La corde au' passe de même par le point P et rencontre la corde AB en un point a : et l'on a
(Porisme CLX.)
Les deux tangentes Ma, Ma' rencontrent la droite PQ en deux points ni, m' : et de la relation précédente, en vertu du Lcmme XIX, on déduit celle-ci :
Q/h Qm'
D’autre part, la corde de contact ao" passe par le point Q et rencontre RP en un point P,, qui fournit la relation
En appliquant encore le Lennne XIX, et en appelant m" le point où la tangente Na" rencontre PQ, on obtient
P ni" Q m"
Si maintenant on compare cette équation qui détermine le point ni", à celle qui a été établie tout à l’heure pour le point ni', on en conclut que
P rn' P m"
Qm' Q m"
Ce qui prouve que les deux points m', ni" coïncident. Donc les deux tangentes Ma', Na" se coupent sur la droite PQ.
Donc, etc.
Pouismf CCXX. — Si sur les raj ans menés d’un point O aux différents points M d’une droite L, on construit des triangles OM m sent- • blables à un triangle donné : leurs sommets m seront sur une droite donnée de position.
En effet, l’angle en O de chaque triangle OMm est de grandeur donnée il, et chaque côté Ont est dans un rapport donné avec le côté OM. Il s’ensuit que si, autour du point O, on fait tourner tous les côtés O ni, d’une même quantité angulaire égale à il, pour les amener en Ont sur les côtés OM, les points m! seront sur une droite L' parallèle à la droite L; puisque le rapport de OM à Ont' sera constant. Or les côtés Ont ont tourné de l’angle il en conservant leurs inclinaisons respectives, et comme une figure de forme constante : donc le lieu des points ni est une droite qui est venue s’appliquer sur la droite L'. Cette droite fait avec celle-ci un angle égal à l’angle il; et sa distance au point O est à la distance de la droite L à ce point, dans le rapport connu des côtés O m, OM.
Ainsi le Porisme est démontré.
Remarque. Cette question est comprise dans l’énoncé général suivant, par lequel Pappus résume en grande partie, selon ce qu’il nous apprend, les Propositions du premier Livre des lieux plans d’Apollonius.
Si par un même point, ou par deux points différents, on mène deux droites qui soient coïncidentes ou parallèles, ou qui fassent entre elles un angle donné, et que ces droites soient dans un rapport donné, ou bien qu elles comprennent un espace donné : lorsque V extrémité de la première droite sera sur un lieu plan (une droite ou un cercle ) donné de position, l’extrémité de la seconde droite sera aussi sur un autre lieu plan donné de position,
ai
qui sera tantôt du même genre que le premier, et tantôt de genre différent; tantôt placé semblablement au premier , par rapport à la droite ( qui joint les deux points ) , et tantôt placé différemment. Ces divers résultats dépendront des différences des hypothèses.
Simson a développé cel énoncé général dans son Traité des Lieux plans d’Apollonius, et il en a fait le sujet de seize Propositions (1Y-XIX). Ce nombre peut paraitre, de nos jours, considérable. Cependant il est à croire, d’après les expressions de Pappus, et le grand nombre (cent quarantesept) des Propositions des deux Livres des lieux plans , qu’Apollonius en avait employé bien plus de seize pour exposer avec sa rigueur habituelle toutes les circonstances résumées dans cel énoncé.
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XXIir Genre. (Voir p. 5.39.)
Porisme CXXXYI bis. — Des cercles passent par un même point Q, et cT un point donné P on mène une tangente à chaque cercle ; puis on prend sur PQ un
À, J ü segment Pm égal à cette tangente,
et le point m' milieu de la corde Qn que le cercle intercepte sur PQ : le carré de P m est à l'abscisse mm' dans un rapport donné.
Ce rapport est 1 PQ ; de sorte qu’on a
PQ
En effet, puisque Pm est égal à la tangente menée du point P, on a
Pm — PQ.Pn = (Pm'
= îw’ — q
■m'Q) (Pm'-m'Q)
ou
Pm' = Pm +Qm' ;
Or, d’après le Lemine XXII (proposition i4*, dans laquelle les lettres A, C, D, B correspondent à P, m* m', Q), on conclut de cette équation, que •
mm'
aPQ.
Si le cercle auquel on mène la tangente rencontrait le prolongement de PQ, auquel cas le point m' serait aussi sur
ce prolongement, c’est-à-dire au delà du point Q, ainsi que le point in , ce serait le Lemme XXIV que l’on invoquerait. Dans ce Lemme (proposition i5o) ce sont les lettres A, D, B, C qui correspondent à P, m, m\ Q (i).
(i) On peut penser qu’il y a eu, dans le texte de Pappus, transposition des Lcrames XXIII et XXIV, et que ce dernier devrait suivre immédiatement le XXII e ; d’autant plus qu’alors les deux Lemmcs XXIII et XXV qui expriment aussi une môme proposition dans deux états différents de la figure, se trouveraient l’un à la suite de l’autre, comme cela semble naturel; et il en est effectivement ainsi des deux Lemmes XXVI et XXVII qui expriment de mémo une seule proposition.
ERRATA
Page (î3, ligne 3; après ccs mots: à tous les points de la circonférence, ajoutez : ou de certaines parties de la circonférence,
«Page 6 (î, ligne 3 en remontant; au lieu de ces mots • n’ont pour la plupart, les deux premiers notamment, liiez: n’ont pour la plupart, sauf le troisième qui se représente souvent,
Page G 7 , ligne 2 ; après ces mots : les dix cas de la proposition des quatre droites; ajoutez : ou du moins une partie de ces dix cas,
Page 21 5, à la suite du Corollaire ; ajoutez ce qui suit :
Observation. La première partie du Porismc précédent est le Lemme XXIII du I er Livre des Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, de Newton ; et il n’est pas hors de propos de remarquer ici que l’illustre auteur énonce cette proposition sous la forme môme des Porismcs, en ces termes : Lf.mma XXIII. — Si recta; duœ posilione datœ AC, BD ad data puncta A, B tcrminenlur, dalamqur haheant rationem ad invicem, et recta CD, qua puncta indètermiimla C, D junguntua, seceiur in ratione data in K : dico quod punctum K locabitur in recta posilione data.
Page 223, ligne 1 t\ ; au lieu de VIII e Genre; lisez : IX e Genre.
Page 233, avant-derniere ligne; au heu de - , — — — -, , lisez : f
LIBRAIRIE DE MALLET-BACHELIER
QUAI DES ORASD5-AUODSTIIIS, 55.
B AB INET , Membre de l'Institut (Académie des Sciences) , et HOUSEL, Professeur de Mathématiques. — Calculs pratiques appliqués aux sciences d'observation. ln- 8 ° avec 75 figures dans le texte ; 1857 6 fr.
BERTHELOT (Marcellin), Professeur de Chimie organique à 1 Ecole de Pharmacie. — Chimie organique fondée sur la Synthèse, a forts vol.
in-8 (t 5 ao pages) tirés sur grand raisin; 18G0 ü. fr.
BRESSE , Professeur de Mécanique à l’École des Ponts et Chaussées, Répétiteur à l'École Polytechnique. — Cours de Mécanique appliquée protesté à l'Ecole des Ponts et Chaussées.
Première Partie : Résistance des Matériaux et Stabilité des Constructions. — In-8°, avec figures dans le texte; t 85 g 8 fr.
Deuxième Partie : Hydraulique. — In-8°, avec figures dans le texte et une planche; 1860 .. 8 fr.
HATON DE LA GOUPILLIÈRE (J. -N.), Ingénieur des Mines, Professeur d’Analyse et do Mécanique à l’École des Mines, Répétiteur a l'École Polytechnique, Docteur ès Sciences mathématiques. — Eléments de Calcul infinitésimal, ln-8 avec figures dans le texte; 1860 fi fr.
DUHAMEL, Membre de l’Institut. — Eléments du Calcul infinitésimal.
a vol. in-8°, pl. ; s 856 12 fr.
FUR 1 ET, Ingénieur des Mines. — Eléments de Mécanique exposés suivant le Programme de M. le Ministre de l'Instruction publique et des Cultes, du 3 o août i 85 a, pour le Baccalauréat es Sciences, û l'usage des Candidats aux Écoles spéciales, des Élèves des Ecoles professionnelles, de» Ingénieurs, Conducteurs, et de toutes les personnes qui désirent s'initier aux principes de la Mécanique pratique. In-8°, avec 140 figures, dans le texte; i 856 6 fr. :
JULLIEN (le P.) , de la Compagnie de Jésus. — Problèmes de Mécanique rationnelle disposés pour servir d'application aux principes enseignés dans les Cours. — Cet ouvrage renferme les questions nouvellement introduites dans !o Programme de la licence et de nombreuses applications pratiques, a vol. in-8°, avec 96 figures dans le texte; i 855 11 fr.
STURM, Membre de l’Institut ( Académie des Sciences). — Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique, publié, d’après le vœu de l'auteur, par M. H. Prouhet, Répétiteur à l’Ecole Polytechnique, a vol. in-8“ avec figures dans le texte ; 1857 fa fr.
avec pl.; i85a 5 fr
Leçons sur les Fonctions inverses des transcendantes et les surfaces isothermes. In-8“, avec figures dans le texte; 1857 5 fr.
Leçons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications.
ln-8°, avec figures dans le texte; i85g 5.fr.
Mémoire snr l'équilibre d’élasticité des enveloppes sphériques. In- 4 '.
a.fr. 5 o c.
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